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RESUMO

CARVALHO, P. R. P. Analise numérica de fendmenos termomecanicos com
mudanca de fase sélido-liquido considerando grandes deformacoes. 2024. 277p.
Tese - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

Motivado pelos recentes avancos na manufatura aditiva e em outros processos de fa-
bricacao de elementos estruturais, este trabalho dedica-se ao desenvolvimento de uma
ferramenta numérica para simular problemas termomecanicos, incluindo mudancga de fase
solido-liquido e situacoes de contato. O escopo desta pesquisa inclui o desenvolvimento
de modelos constitutivos termo-viscoelastico-viscoplasticos para solidos submetidos a
grandes deformacoes, enquanto a fase liquida é representada pelo modelo Newtoniano
incompressivel. A formulacao apresentada utiliza uma descrigdo totalmente Lagrangiana
e termodinamicamente consistente: tanto os modelos constitutivos quanto a equacao da
conducao de calor baseiam-se nas leis da termodinamica. Ambos sao definidos a partir da
energia livre de Helmholtz, de onde derivam a tensao e a entropia. A solu¢ao numérica
do problema fisico é realizada pelo método dos elementos finitos, com uma abordagem
baseada em temperaturas nodais para o problema térmico, e em posi¢oes nodais para o
problema mecéanico. Para a simulacao de sélidos e fluidos incompressiveis, emprega-se uma
formulacao mista do método dos elementos finitos baseada em posicoes e pressdes nodais.
O contato entre corpos ¢ modelado utilizando o método né-a-superficie com multiplicadores
de Lagrange. Para o problema termomecanico de mudanca de fase entre solido e liquido,
propoe-se um modelo totalmente Lagrangiano baseado na decomposi¢ao multiplicativa
do gradiente de deformacao mecanica em componentes solida e liquida. A evolugao de
cada componente é controlada pelo modelo constitutivo do material, que varia conforme
a fase. Essa abordagem garante uma descricao cinematica consistente em problemas en-
volvendo grandes deformacoes. Em todas as etapas deste trabalho, exemplos numéricos
representativos sao simulados com o objetivo de verificar o c6digo proposto e demonstrar

as caracteristicas dos modelos desenvolvidos.

Palavras-chave: mudanca de fase; termomecanica; termodinamica; fluidos Newtonianos;
modelo termo-viscoelastico-viscoplastico; materiais incompressiveis; grandes deformagoes;

contato.






ABSTRACT

CARVALHO, P. R. P. Numerical analysis of thermomechanical phenomena with
solid-liquid phase change considering large deformations. 2024. 277p. Thesis
(PhD. in Civil Engineering (Structural Engineering)) — School of Engineering of Sao
Carlos, University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

Motivated by recent advances in additive manufacturing and by other manufacturing
processes for structural elements, we develop a numerical framework for simulating ther-
momechanical problems, including solid-liquid phase change and contact. The scope of this
research includes the formulation of large strain thermo-viscoelastic-viscoplastic constitu-
tive models to represent the solid phase of materials, while the liquid phase is represented
by the incompressible Newtonian model. The proposed thermomechanical framework
employs a total Lagrangian description and is thermodynamically consistent: both, the
constitutive models and the heat conduction equation are based on the laws of thermody-
namics, defined by the Helmholtz free energy, from which stress and entropy are derived.
The numerical solution of the physical problem is performed using the finite element
method, with a temperature-based approach for the thermal problem and a position-based
approach for the mechanical problem. For the simulation of incompressible solids and
fluids, a mixed FEM formulation based on position and pressure is employed. Contact
between bodies is modeled using the node-to-surface scheme with Lagrange multipliers. For
the thermomechanical problem of solid-liquid phase change, we propose a total Lagrangian
model based on the multiplicative decomposition of the mechanical deformation gradient
into solid and liquid components. The evolution of each component is governed by its
corresponding constitutive model. This approach ensures a consistent kinematic description
for large strain problems. Representative numerical examples are simulated to verify the
developed computational code and to demonstrate the characteristics of the developed

models.

Keywords: phase change; thermomechanics; thermodynamics; Newtonian fluids; thermo-

viscoelastic-viscoplastic model; incompressible materials; large deformation; contact.
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Capitulo 1

Introducao

O recente avango nos processos de manufatura aditiva (impressao 3D) motiva o estudo de
modelos termomecanicos capazes de representar o fenomeno da mudanca de fase. Para
uma simulacao detalhada desse tipo de problema, devem ser adequadamente consideradas,
entre outros aspectos, as nao linearidades geométrica e fisica que surgem em casos de
grandes deslocamentos e deformagoes, além da nao linearidade por contato. Entre outras
situacoes nas quais esse tipo de analise é essencial, destacam-se os problemas de balistica
e diversos processos de fabricacao de elementos estruturais, nos quais os efeitos térmicos
podem ser relevantes, tais como conformagao mecanica, extrusao, forjamento e fundigao
de metais.

Com essa motivagao, propoe-se o desenvolvimento e a implementac¢ao de um modelo
numérico para a andlise de problemas termomecanicos, incluindo situacoes de contato e
mudanca de fase sélido-liquido. Ao considerar a mudanca de fase, nota-se que a pesquisa
nao esta restrita a mecanica dos solidos, mas leva em conta também os campos da mecanica
dos fluidos e das ciéncias térmicas. Para permitir uma maior gama de aplicagoes, faz-se
necessario o desenvolvimento de modelos constitutivos inelasticos para grandes deformagdes,
incluindo modelos termo-viscoelastico-viscoplasticos. Trata-se, portanto, de uma proposta
abrangente, com contribuicoes que focam tanto na analise multifisica quanto na simulacao
de problemas nao lineares complexos da mecanica dos sélidos.

Para esse fim, desenvolve-se um codigo computacional cuja principal ferramenta nu-
mérica é o método dos elementos finitos (MEF), utilizando como ponto de partida os
desenvolvimentos de Carvalho (2019). Para o problema térmico, emprega-se uma abor-
dagem do MEF baseada em temperaturas. J& para o problema mecanico, utiliza-se uma
abordagem baseada em posi¢oes (CODA, 2018). Nos casos de materiais incompressiveis,
adota-se uma formulagao mista baseada em posi¢oes e pressoes, conforme detalhado por
Avancini e Sanches (2020). O c¢6digo é continuamente aprimorado ao longo da pesquisa,
incorporando os diversos modelos desenvolvidos.

Neste capitulo, sao apresentadas as informagoes gerais do trabalho, incluindo objetivos,

justificativa, estado da arte e metodologia. A formulagao teérica desenvolvida ao longo da
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pesquisa é descrita nos Capitulos 2 a 9. As conclusoes do trabalho, incluindo sugestoes

para pesquisas futuras, sao apresentadas no Capitulo 10.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho consiste no desenvolvimento e implementacao computaci-
onal de modelos numéricos em descrigao Lagrangiana total para a simulagao termomecanica
de sélidos viscoelastico-viscoplasticos, materiais incompressiveis e mudanca de fase sélido-
liquido, incluindo situagoes de contato. Para isso, sao tracados os seguintes objetivos

especificos:

1) Extensao do programa de andlise de sélidos com comportamento viscoelastico-
viscopléstico, desenvolvido durante o mestrado do autor (CARVALHO, 2019), do
2D para o 3D;

2) Desenvolvimento e implementacao de acoplamento termomecanico no programa desen-
volvido, com modelos constitutivos termo-elasticos e termo-viscoelastico-viscoplasticos;

3) Calibracao e validacdo dos modelos constitutivos de sélidos através de dados experi-
mentais;

4) Implementagao de modelos de contato com ou sem atrito, em 2D e 3D;

5) Implementagao de formulagdes mistas do MEF para simulagdo de materiais incom-
pressiveis, incluindo fluidos Newtonianos e solidos gerais;

6) Desenvolvimento e implementacao de modelo de mudanga de fase;

7) Aplicagdo a exemplos numéricos representativos, que demonstrem a consisténcia da

formulacgao e as potencialidades do programa desenvolvido.

1.2 Justificativa

Com relacao a analise de problemas complexos em engenharia de estruturas, sabe-
se que abordagens experimentais, embora necessarias, podem apresentar alto custo de
materiais e mao de obra, além de demandarem muito tempo. Ja as solugoes analiticas,
quando disponiveis, estdo restritas a casos muito especificos, onde o modelo pode contar
com hipéteses simplificadoras. Dessa forma, a alternativa numérica se destaca pela sua
generalidade e praticidade. Com os recursos computacionais em crescente desenvolvimento,
essas analises tornam-se cada vez mais viaveis, proporcionando maior rapidez e exatidao
na simulacao de problemas nas mais diversas esferas cientificas.

No contexto da simulagao de materiais viscoelastico-viscoplasticos submetidos a grandes
deformacoes, mudanga de fase devido a temperatura, e contato entre sélidos deformaveis,
uma grande variedade de aplicacoes pode ser encontrada, por exemplo, nos processos de
manufatura de elementos estruturais. Destacam-se, dentre essas aplicagoes, a conformagcao
mecénica, extrusao, laminacao, forjamento e fundicao. Analises numéricas desses processos
podem ajudar a prever com maior precisao a forma final do elemento fabricado e permitir
ajustes em moldes, formas e condi¢oes, como a temperatura ideal, de modo a obter um

produto de melhor qualidade. Pode-se citar também as aplicacoes no campo da balistica,



1.3. FEstado da arte 31

onde o objeto de estudo é o impacto de projéteis em altas temperaturas e velocidades com
meios fluidos ou sélidos.

Outro desenvolvimento que vem sendo impulsionado nos ultimos anos e que aumenta
a demanda pelo tema é a tecnologia de manufatura aditiva, ou impressao 3D, que vem
revolucionando o mercado pela sua grande versatilidade, sendo utilizada para fabricar
desde pequenos objetos até estruturas altamente complexas.

Este trabalho justifica-se nao apenas por oferecer uma ferramenta computacional para a
simulacao realista dos diversos processos de fabricagdo mencionados e de outros problemas
termomecanicos, mas também por contribuir para o desenvolvimento teérico dos modelos

numéricos empregados.

1.3 Estado da arte

Nesta se¢ao, apresenta-se uma revisao bibliografica acerca das areas de estudo pesqui-
sadas, desde as suas origens até os avangos mais recentes, sendo citadas as referéncias de

maior relevancia para este trabalho.

1.3.1 Mecanica dos sélidos computacional

Atualmente, a ferramenta numérica mais difundida em anélises de sélidos e estruturas,
e que também tem sido aplicada em diversos outros ambitos cientificos, ¢ o Método dos
Elementos Finitos (MEF). A evolugdo desse método esta intimamente relacionada ao
advento e aprimoramento da computacao. Em meados da década de 1950, engenheiros ja
executavam analises numéricas a partir da discretizacao do sistema em elementos, como
pode ser visto em Turner et al. (1956) e Turner, Dill e Martin (1960). Entretanto, de
acordo com Bathe (2006), o termo “Método dos elementos finitos” foi cunhado apenas em
Clough (1960).

Desenvolvido inicialmente no contexto de problemas lineares com pequenos deslo-
camentos, o método foi rapidamente estendido para casos com grandes deslocamentos,
considerando uma andlise nao-linear geométrica. Entre alguns trabalhos classicos que
contribuiram para o desenvolvimento do método no cenario nao-linear, podem ser citados,
por exemplo, Bathe, Ramm e Wilson (1975), Argyris et al. (1979), Crisfield (1997), Bonet
e Wood (1997) e Zienkiewicz e Taylor (2005). As bases da mecanica dos sélidos ndo linear
sao amplamente discutidas nos trabalhos de Ogden (1997) e Holzapfel (2000), em uma
perspectiva mais abrangente, nao limitada ao MEF.

Uma das estratégias mais utilizadas para a analise de problemas com nao-linearidades
geométricas é a formulagao corrotacional (BELYTSCHKO; SCHWER; KLEIN, 1977;
ARGYRIS, 1982; CRISFIELD, 1990; CAMPELLO; PIMENTA; WRIGGERS, 2011).
Para lidar com as nao-linearidades associadas a grandes rotagoes e deslocamentos, esta
abordagem separa os movimentos de corpo rigido das deformacoes internas do material,
utilizando um sistema de referéncia local que ajusta-se a rotacao da estrutura. Sao

utilizados como parametros do problema os deslocamentos e rotagoes nodais. Contudo,
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devido a nao comutatividade das rotagoes, a aplicacdo dessa formulagao requer técnicas
adicionais de aproximagao, como as formulas de Euler-Rodrigues (CAMPELLO; PIMENTA;
WRIGGERS, 2003; PIMENTA; CAMPELLO; WRIGGERS, 2004).

Coda (2003) apresenta uma formulagao totalmente Lagrangiana do MEF que utiliza
como parametros nodais as posi¢oes dos nos a partir de um eixo de coordenadas fixo, ao
invés dos deslocamentos, como ¢ feito tradicionalmente. Uma abordagem semelhante pode
ser encontrada em Bonet et al. (2000). Esse método possui as vantagens de considerar
naturalmente a nao linearidade geométrica, ser construido diretamente sobre o conceito
isoparamétrico, e proporcionar uma implementacao computacional didaticamente simples.

Uma descri¢do detalhada da formulacdo pode ser encontrada em Coda (2018).

Varios trabalhos que atestam a confiabilidade do método dos elementos finitos baseado
em posigoes podem ser citados. Em Coda e Greco (2004), ele é aplicado na andlise estatica
de pérticos bidimensionais sob grandes deslocamentos. Ja em Greco et al. (2006), utilizam-
se elementos de treligas espaciais com modelo constitutivo elasto-plastico. Em Greco e Coda
(2006), foi considerada a andlise dindmica no contexto de porticos planos, empregando
o algoritmo de Newmark para integracdo no tempo. Outras aplicagcoes em problemas
dindmicos podem ser encontradas, por exemplo, em Coda e Paccola (2009) e Sanches e

Coda (2013), onde é mostrada uma prova da conservagdo da quantidade de movimento.

1.3.2 Modelos viscoelastico-viscoplasticos

Muitos materiais de aplicagao na industria, como os polimeros, apresentam viscosidade
(isto é, dependéncia temporal), tanto em suas parcelas de deformagao eldstica quanto
plastica. No trabalho de Lammens et al. (2017) podem ser vistas as curvas experimentais
demonstrando tal comportamento no material Poliamida 12, muito utilizado em processos
de manufatura aditiva. Outros resultados experimentais podem ser vistos em Lai e Bakker
(1995) para o polietileno de alta densidade (PEAD), e em Khan e Zhang (2001), Rae
e Dattelbaum (2004) e Rae e Brown (2005) para o politetrafluoretileno (PTFE). A
fim de simular esse comportamento constitutivo, desenvolvem-se os chamados modelos
viscoelasticos-viscoplasticos. No contexto de pequenas deformacgoes, podem ser citados os
modelos de Frank e Brockman (2001), Kim e Muliana (2009) e Miled, Doghri e Delannay

(2011), desenvolvidos para materiais poliméricos.

Para problemas em grandes deformagodes, tornou-se amplamente aceito na literatura o
uso da decomposi¢ao multiplicativa, também chamada de decomposicao de Kroner-Lee,
por ter sido aplicada originalmente nos trabalhos de Kroner (1960) e Lee (1969). Proposta
inicialmente no contexto da elasto-plasticidade, a decomposicao multiplicativa apresenta
uma motivagao fisica bem consistente, baseando-se na existéncia de uma configuragao
intermedidria livre de tensdes. Entre outros trabalhos que desenvolveram e/ou fizeram uso
dela no contexto da elasto-plasticidade, podem ser citados Haupt (1985), Simo (1992),
Khan e Huang (1995), Simo e Hughes (2000) e Rubert (1997). Destaca-se ainda o trabalho

de Mandel (1973), que serviu como ponto de partida para modelos Lagrangianos baseados
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na segunda lei da termodindmica, como os de Svendsen (1998), Svendsen et al. (1998),
Dettmer e Reese (2004) e Pascon e Coda (2013a). Em relagao ao problema viscoplastico,
podem ser citados os trabalhos de Ibrahimbegovié e Chorfi (2000), Méhler, Ekh e Runesson
(2001) e Garino et al. (2013), onde sao feitas generalizagoes dos modelos de Perzyna (1966)

e/ou de Duvaut e Lions (1976) para o caso de grandes deformagoes.

A aplicagao da decomposicao multiplicativa, no entanto, nao se restringe ao caso elasto-
plastico ou viscoplastico, sendo amplamente utilizada em problemas viscoelasticos, termo-
elasticos e inelasticos em geral. No caso viscoelastico, podem ser citados como referéncias
os modelos aplicados em Reese e Govindjee (1997), Huber e Tsakmakis (2000), Petiteau
et al. (2013) e Pascon e Coda (2017). Nesses, as deformagoes viscosas sao tratadas como
variaveis internas, em contraste aos modelos de convolugao, onde o comportamento viscoso
é descrito por meio de integrais hereditarias (SIMO, 1987; LEMAITRE; CHABOCHE,
1985; HOLZAPFEL, 1996; LEMAITRE, 2001).

Nos modelos viscoelastico-viscopléasticos, pode-se realizar a decomposicao multiplicativa
entre as parcelas viscoelasticas e viscoplasticas. Tal estratégia é aplicada, por exemplo, nos
trabalhos de Nguyen et al. (2016) e Gudimetla e Doghri (2017), sendo nesse ultimo utilizada
uma formulagdo termodindmica. J4 no trabalho de Peri¢ e Dettmer (2003), é proposta
uma abordagem genérica, onde considera-se a decomposi¢ao multiplicativa entre parcelas
elasticas e inelasticas em geral. Modelos aplicados a materiais poliméricos semi-cristalinos
em grandes deformacoes podem ser vistos em Holmes, Loughran e Suehrcke (2006),
Pouriayevali et al. (2013) e Abdul-Hameed et al. (2014). O comportamento viscoeldstico-
viscoplastico também é estudado em materiais do tipo asfaltico (DRESCHER; KRINGOS;
SCARPAS, 2010; DARABI et al., 2011), materiais com self-healing (SHAHSAVARI et
al., 2016), e até mesmo em materiais metélicos sob altas temperaturas (BENAARBIA;
ROUSE; SUN, 2018).

Por fim, observacoes devem ser feitas com relagao aos efeitos de Bauschinger e Ratcheting
(CHABOCHE, 1986; MOLLICA; RAJAGOPAL; SRINIVASA, 2001; OLIVEIRA et al.,
2007), constatados, por exemplo, em problemas com carregamentos ciclicos. A representacao
desses fenémenos ¢é, em geral, contemplada por modelos de encruamento cineméatico
adequados, como o de Armstrong-Frederick (ARMSTRONG; FREDERICK, 1966). Uma
generalizacao desse modelo ao caso de grandes deformagoes é feita por Lion (2000), onde
propoe-se a separacao dos efeitos na micro-estrutura do material utilizando a decomposicao
multiplicativa. Essa estratégia ¢ utilizada também nos trabalhos de Vladimirov, Pietryga
e Reese (2007), Vladimirov, Pietryga e Reese (2010) e Brepols, Vladimirov e Reese (2014),

aplicada a modelos elasto-plasticos.

1.3.3 Transferéncia de calor e modelos termomecanicos

As origens do estudo de condugao térmica se devem a Fourier (1822), Duhamel (1837a)
e Duhamel (1837h), em problemas de temperatura radial para geometrias esféricas e

cilindricas. Esses primeiros estudos foram feitos por superposicao dos efeitos térmicos e
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mecanicos, considerando a elasticidade desacoplada. A primeira formulacao acoplada de
termo-elasticidade se deve a Biot (1956), onde as equagoes governantes sdo derivadas do
principio da conservacao de energia e da segunda lei da termodinamica.

No contexto nao-linear, pode-se citar o trabalho de Dillon (1962), onde a teoria foi
formulada considerando uma expressao de ordem ctibica para a energia livre de Helmholtz.
Atualmente, a termo-elasticidade nao-linear é um campo bem desenvolvido, sendo algumas
das principais referéncias os trabalhos de Truesdell et al. (2004), Parkus (2012), Holzapfel
(2000) e Dhondt e Sons (2004), onde nesse ultimo o problema é apresentado em uma
abordagem numérica, utilizando o método dos elementos finitos. O estudo da transferéncia
de calor também ¢é realizado em um contexto puramente térmico, podendo ser citados os
trabalhos de Lienhard (2011) e Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004).

O conceito de decomposi¢ao multiplicativa, utilizado até entao para tratamento de
problemas elasto-plasticos, foi adaptado para os modelos termo-elasticos originalmente
em Stojanovi¢, Djuri¢ e Vujosevié¢ (1964 apud VUJOSEVIC; LUBARDA, 2002), onde
a configuracao intermediaria plastica é substituida, nesse caso, por uma configuragao
intermediaria térmica. Essa ideia também foi apresentada de forma independente nos
trabalhos de Lu e Pister (1975) e Imam e Johnson (1998), sendo desenvolvida em Mic¢unovi¢
(1974) e Vujosevié¢ e Lubarda (2002), e desde entdo amplamente aplicada em modelos
termo-elasticos de deformagdes finitas, como por exemplo nos trabalhos de Wang e Zhao
(2011), Sadik e Yavari (2017) e Joulin, Xiang e Latham (2020).

Uma forma alternativa dessa estratégia assume que a configuragdo intermediaria
¢é elastica, ao invés de térmica, o que resulta na inversao da ordem das parcelas na
decomposicao multiplicativa. Essa inversao pode ser vista, por exemplo, nos modelos
de Yu, Maniatty e Knorr (1997) e Hartmann (2012), sendo no ultimo apresentada uma
comparacgao entre as duas abordagens.

Por se tratar de um processo dissipativo, deve-se ainda considerar a possibilidade de
geracao de energia térmica nos trabalhos inelasticos, uma vez que apenas uma pequena
parcela da energia é absorvida pelos rearranjos moleculares (KAMLAH; HAUPT, 1997).
Diversos estudos sao direcionados a determinar a porcentagem da taxa de trabalho plastico
efetivamente convertida em calor. De acordo com Rosakis et al. (2000), tal porcentagem
é tipicamente adotada constante entre 80% e 100%, porém, os experimentos de Mason,
Rosakis e Ravichandran (1994) comprovam que essa porcentagem apresenta uma grande
dependéncia da deformagao e da taxa de deformacao.

Para o caso termo-viscoeldstico com grandes deformacoes, o trabalho de Reese e
Govindjee (1997) é um dos pioneiros no desenvolvimento de um modelo totalmente acoplado
e termodinamicamente consistente. Formulacoes com acoplamento entre a plasticidade
e o campo térmico, denominadas termo-plasticas, foram apresentadas em Dillon (1963),
Mandel (1973) e Coleman e Owen (1979). Nesse ultimo, sdo empregadas a primeira e a
segunda leis da termodindmica, e utiliza-se a inequacao de Clausius-Duhem, conforme
abordado por Coleman e Noll (1963). Tal base termodindmica deu origem ao trabalho

de Green e Naghdi (1965), no qual desenvolve-se uma teoria geral de elasto-plasticidade
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continua (LEE; CHEN, 2001), e Coleman e Gurtin (1967), no qual a temperatura é tratada
como uma variavel interna. Outros exemplos de formulagoes termodindmicas que acoplam
efeitos térmicos com modelos constitutivos ineldsticos podem ser encontrados em Méahler,
Ekh e Runesson (2001), Abu Al-Rub e Darabi (2012), Krairi e Doghri (2014) e Krairi et
al. (2019). Uma revisao bibliogréafica detalhada sobre modelos termomecénicos em geral,

incluindo a termo-plasticidade, pode ser encontrada no trabalho de Carrazedo (2009).

1.3.4 Modelos numéricos de contato

Os primeiros estudos sobre contato remontam a 1881, tendo sido conduzidos pelo fisico
alemao Heinrich Hertz, motivado por experimentos de interferéncia ética em lentes de
vidro (JOHNSON, 1987). Entre trabalhos classicos que moldaram o conhecimento nessa
linha de pesquisa, valem ser citados os de Hughes et al. (1976), Chaudhary e Bathe (1986)
e Benson e Hallquist (1990).

Em problemas onde pode-se garantir a coincidéncia das malhas na regiao do contato,
uma das formulagoes mais simples é a N6-a-N6 (WRIGGERS, 2006), na qual o modelo é
definido por pares de nos devidamente alinhados. Para o caso mais geral, uma estratégia
comum ¢ a do tipo N6-a-Segmento (para o caso 2D), ou Né-a-Superficie (para o caso 3D),
introduzida em Hughes et al. (1976) e Hallquist (1979), onde uma das interfaces de contato
¢é discretizada por elementos nodais, denominados nés projéteis, enquanto a segunda
interface é discretizada por elementos de linhas curvas ou de superficie, denominadas
superficies alvos. Explicacoes detalhadas sobre a formulacdo podem ser encontradas em
Wriggers (2006). Outros exemplos de trabalhos que utilizam essa abordagem sao Bathe e
Chaudhary (1985), Hallquist, Goudreau e Benson (1985), Simo, Wriggers e Taylor (1985)
e Papadopoulos e Taylor (1992). A desvantagem desse método é que ele somente garante
que nao haja interpenetragao nas posicoes dos nos projéteis, mas os lados, ou faces do

corpo projétil podem possuir pontos que penetram o corpo alvo.

Outro método atualmente muito difundido para modelagem de contato é o Mortar.
Esse teve inicio com o trabalho de Bernardi, Debit e Maday (1990) e foi aperfeicoado
em Bernardi, Maday e Patera (1994), apenas como uma formulagdo matemaética que
proporciona uma técnica de compatibilizacao de dominios, sendo utilizado em problemas
de contato primeiramente por Belgacem, Hild e Laborde (1998). Essa técnica também
fornece uma alternativa para simular contato entre malhas nao-coincidentes, porém baseia-
se em uma abordagem Segmento-a-Segmento (ou Superficie-a-Superficie), como pode ser
visto, por exemplo, em Puso e Laursen (2004). No método Mortar, todos os elementos de
contorno passiveis de contato sao discretizados como elementos de linha curva (segmentos)
no caso 2D, ou de superficie no caso 3D, e o contato é determinado por integracao
numérica ao longo do dominio da interface. Dessa forma, tanto a deteccao quanto a
restricao sao realizadas nos pontos de integragao. Uma de suas vantagens é garantir a
nao-penetrabilidade nas regides entre os nds, permitindo portanto uma discretizagao menos

refinada na regiao de contato quando comparado com a abordagem No6-a-Segmento. Entre
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outros trabalhos que utilizam o método, podem ser citados Fischer e Wriggers (2005),
Yang, Laursen e Meng (2005), Hartmann e Ramm (2008).

Com relacao a aplicacdo de modelos de contato em anéalise dindmica, outros desafios
surgem, uma vez que a forte nao-linearidade do problema provoca mudancas repentinas
nos valores de aceleragao e velocidade, que podem levar a instabilidade da solucao quando
utilizado o algoritmo de Newmark com os parametros tradicionais, como atestado no
trabalho de Chaudhary e Bathe (1986). Técnicas para resolver essa inconformidade podem
ser vistas, por exemplo, em Carpenter, Taylor e Katona (1991), Taylor e Papadopoulos
(1993), Solberg e Papadopoulos (1998) e Hu (1997). O tltimo propde novos pardmetros para
o algoritmo de Newmark que levam a resultados estéveis e precisos mesmo para problemas
de impacto com altas frequéncias, desde que utilizados passos de tempo suficientemente
pequenos. Entre outros trabalhos que confirmam a eficiéncia desse estudo, podem ser
citados os de Greco (2004), Marques (2006) e Minski (2008).

Quanto ao problema de contato termomecanico, a transferéncia de calor entre os corpos
depende nao apenas da area de contato, mas também da pressao de contato atuante.
De acordo com Wriggers (2006), para que esse ultimo seja corretamente considerado,
deve-se aplicar uma formulacao de “contato de alta precisao” de forma a evitar o mal
condicionamento da matriz hessiana. Em Zavarise, Wriggers e Schrefler (1995), por exemplo,
é aplicado o método dos multiplicadores de Lagrange aumentados. Com relacao a area
de contato, deve-se levar em conta que as interfaces possuem imperfei¢coes geométricas
do ponto de vista microscépico. Nesse sentido, modelos aproximados foram desenvolvidos
para a obtencdao da area de contato efetiva, como o de Song e Yovanovich (1988), e
um modelo simplificado baseado na rigidez de Vickers, presente em Wriggers (2006),
ambos dependentes da pressao aplicada. Além disso, para as areas que nao se encontram
efetivamente em contato, Zavarise et al. (1992) considera modelos de transferéncia de calor

por radiacao e conducao através do ar.

1.3.5 Dinamica dos fluidos computacional

No contexto da dindmica dos fluidos computacional, inicialmente dominada pelos
métodos das diferencas finitas e dos volumes finitos, o método dos elementos finitos foi
ganhando seu espago por volta da década de 1970, sofrendo certa resisténcia inicial em
comparacao com sua utilizacdo no contexto de sélidos. De acordo com Zienkiewicz e
Taylor (2000), o MEF apresenta diversas vantagens sobre os métodos dos volumes finitos
e das diferencas finitas, por apresentar aproximacgoes iguais ou superiores em problemas
auto-adjuntos, além de permitir com facilidade a utilizacdo de malhas nao-estruturadas,
possibilitando melhor representacao de dominios arbitrarios. Além disso, de acordo com
Dick (2009), uma caracteristica importante do método é que esse permite a incorporagao

de condicoes de contorno de forma natural.

Entretanto, a aplicacdo do método classico de Galerkin (Bubnov-Galerkin), em uma

descricao Euleriana, resulta em um problema com matrizes assimétricas devido aos termos
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convectivos, e, nos casos onde a conveccao é dominante, implica no aparecimento de
variagOes espurias nas variaveis transportadas (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000; BROOKS;
HUGHES, 1982). De forma a contornar essa desvantagem, alguns trabalhos propuseram
modificagdes no processo de Galerkin, como os métodos upwind, que consistem em utilizar
fungoes de peso diferentes das fungoes tentativa e especialmente escolhidas para introduzir
termos estabilizantes, sendo o método Streamline upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) Brooks
e Hughes (1982) o método mais empregado atualmente.

As equagoes da mecénica dos fluidos sdo comumente descritas na forma Euleriana,
devido ao fato dos fluidos apresentarem pouca ou nenhuma resisténcia as tensoes de
cisalhamento, podendo deformar-se indefinidamente. Isso resulta em métodos que utilizam
malhas de elementos finitos fixas no espago (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000; DICK,
2009; BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013). Assim, para que sejam simulados
problemas com contornos maéveis, sao necessarias técnicas alternativas, tais como a descrigao
Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (DONEA; GIULIANI; HALLEUX, 1982; FERNANDES;
CODA; SANCHES, 2018) ou as formulagdes espago-tempo (BAZILEVS; TAKIZAWA,;
TEZDUYAR, 2013; TEZDUYAR; BEHR; LIOU, 1992). Para problemas com mudangas
topoldgicas que nao podem ser acomodadas pela malha, como separacao ou junc¢ao de
subdominios, uma alternativa ainda no contexto Euleriano é a técnica de contornos imersos
(PESKIN, 1972), onde as interfaces podem se mover dentro da malha, sendo mapeadas
por fungdes do tipo Level-Set.

Para problemas de escoamentos de superficie livre com deformagoes controladas (dis-
torgoes finitas), é possivel aplicar formulagoes Lagrangianas do MEF similares as tradicio-
nalmente utilizadas em sélidos, onde as malhas acompanham o movimento do dominio. No
trabalho de Bach e Hassager (1985), é apresentada uma abordagem Lagrangiana utilizando
velocidades e pressoes como parametros nodais. Uma formulacao similar é apresentada
em Ramaswamy e Kawahara (1987), sendo aplicada a problemas de colapso de barragem,
oscilacoes nao-lineares, e instabilidade de Rayleigh-Taylor. No trabalho de Radovitzky
e Ortiz (1998) é considerada ainda uma estratégia de remalhamento para contornar o
problema de distor¢oes excessivas na malha. Mais recentemente, em Avancini e Sanches
(2020), foi introduzida uma formulacao mista do MEF totalmente Lagrangiana utilizando
posigodes e pressoes como parametros nodais.

Para o tratamento geral de problemas de escoamentos de superficie livre com maiores
distorgoes, incluindo mudancgas topoldgicas, tornam-se convenientes as abordagens que
tratam o fluido como um conjunto de particulas interagindo entre si. O trabalho de
Gingold e Monaghan (1977) é considerado o pioneiro nesse tipo de técnica, com o método
chamado smoothed particle hydrodynamics, dando origem a diversos outros métodos, como o
particle semi-implicit, desenvolvido por Koshizuka e Oka (1996). Ambos se destacaram por
dispensar o uso das tradicionais malhas, substituindo as fun¢oes de forma pelas chamadas
funcgoes de nicleo, que dependem apenas das posicoes das particulas. Desde entao, os
denominados métodos numéricos sem malha vém se difundindo em diversas aplicacoes,

muitos sendo baseados em estratégias de minimos quadrados méveis (LANCASTER,;
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SALKAUSKAS, 1981), como o Hp Clouds (DUARTE; ODEN, 1996).

Recentemente, uma técnica que se destacou na dinamica dos fluidos computacional é
o método dos elementos finitos e particulas (Particle Finite Element Method - PFEM),
introduzido em Idelsohn, Onate e Pin (2004). Ao contrario dos métodos de particulas
previamente mencionados, esse utiliza uma malha de elementos finitos, cujos nés sao as
particulas, para discretizar o dominio e integrar as equagoes diferenciais governantes, utili-
zando uma abordagem Lagrangiana atualizada. Os nés (particulas) movem-se carregando
consigo as propriedades fisicas e os valores nodais dos campos mecanicos, enquanto a
malha é reconstruida a cada passo de tempo. Em Idelsohn et al. (2006), o PFEM foi
aplicado a problemas de interagao fluido-estrutura, contando com uma técnica simples
denominada alpha-shape para reconhecimento do contato. Em Aubry, Idelsohn e Onate
(2005), o método é utilizado para casos incluindo condugao e difusdo térmica, e em Idelsohn,

Mier-Torrecilla e Onate (2009) para fluidos heterogéneos, mostrando excelentes resultados.

Em Idelsohn et al. (2008), é proposta uma formulacao Lagrangiana unificada para
tratar fluidos e sélidos de uma maneira geral, utilizando o método dos elementos finitos
e particulas para ambos. Em Franci, Onate e Carbonell (2016), tal técnica é estendida,
tratando o dominio soélido com o MEF tradicional. A formulagao unificada é aplicada
também em Franci et al. (2017) para problemas de interagao fluido-estrutura envolvendo

efeitos termomecanicos e mudanca de fase.

Originalmente, o PFEM utiliza uma abordagem baseada em velocidade e pressao, tendo
sido adaptada para posigao e pressao nos trabalhos de Avancini (2018), Avancini (2024)
e Avancini et al. (2024). Essa nova estratégia oferece diversas vantagens, destacando-se
pela maior facilidade de acoplamento monolitico com sdlidos, os quais tradicionalmente

empregam abordagens baseadas em deslocamento ou posigao.

1.3.6 Mudanca de fase

O estudo da mudanca de fase possui aplicacbes nas mais diversas areas, como a
metalurgia, soldagem, e a recente tecnologia da manufatura aditiva, ou impressao 3D. A
determinagao do campo de temperaturas e do contorno entre as duas fases é denominada
problema de contornos moveis ou livres, também conhecido como problema de Stefan,
em homenagem ao fisico Joseph Stefan, que realizou estudos acerca do derretimento de
calotas polares por volta de 1890 (CRANK, 1987). Esse problema é caracterizado por um
conjunto de condigoes de contorno aplicadas na interface entre as fases, que garantem a

continuidade do dominio.

Do ponto de vista puramente térmico, o problema da mudanca de fase é bem consolidado
na literatura. Diversas estratégias numéricas de solu¢ao sao frequentemente utilizadas,
como o método das diferengas finitas (SHAMSUNDAR; SPARROW, 1975), o método dos
elementos de contorno (O’NEILL, 1983), o método dos elementos finitos (SALCUDEAN;
ABDULLAH, 1988; VOLLER; SWAMINATHAN; THOMAS, 1990), e o método dos
elementos finitos estendido (CHESSA; SMOLINSKI; BELYTSCHKO, 2001). Nesse tltimo,
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a descontinuidade das fases é representada em termos de parametros nodais adicionais.
Também podem ser citados trabalhos baseados em métodos de movimentagao de malha,
como o de Albert e O’Neill (1986).

Enquanto nas formulagoes classicas de transferéncia de calor a temperatura é geralmente
a variavel principal do sistema, no contexto de mudanca de fase sao comuns abordagens
que utilizam a entalpia como a varidvel principal (ROLPH; BATHE, 1982; NEDJAR,
2002). Ainda assim, formulagoes baseadas em temperatura também sao encontradas em
estudos de mudanga de fase, como no trabalho de Celentano, Onate e Oller (1994). Outra
abordagem que também utiliza o conceito de entalpia é o método baseado em termos-fonte
(REDDY; REDDY, 1992).

Os trabalhos previamente mencionados consideram que a condugao térmica e a mudanca
de fase sdo os processos dominantes, desprezando o campo de deformacoes. No sentido
de acoplar os diversos fendmenos, uma formulagao geral foi desenvolvida em Baldoni e
Rajagopal (1997), considerando, além da condugao térmica, os efeitos convectivos do fluido.

Nesse, o fluido é considerado Newtoniano e o sélido eléstico.

Entre formulagoes termomecéanicas que incluem aplica¢oes numéricas, podem ser citados
os trabalhos de Zabaras e Ruan (1990), onde foi aplicada uma técnica de remalhamento; e
Celentano, Oller e Onate (1996), Koric, Hibbeler e Thomas (2009) e Cervera, Saracibar e
Chiumenti (1999), aplicados a solidificagdo de metais fundidos. No ultimo, a fase liquida é
tratada como um material viscoelastico degenerado, seguindo o modelo de Norton. Outras
referéncias em mudanga de fase termomecanica incluem os trabalhos de Frémond (2012) e
Vasilyeva, Ammosov e Vasil’ev (2021).

Devido a sua capacidade de modelar problemas com grandes variagoes topolédgicas, o
Método dos Elementos Finitos e Particulas (PFEM) é frequentemente aplicado a problemas
de fusao e propagacao de polimeros e materiais termoplasticos em incéndios, como nos
trabalhos de Onate, Rossi e Idelsohn (2009), Onate et al. (2010) e Onate et al. (2013).
Outras aplicagoes do PFEM ao problema da mudanca de fase incluem os trabalhos de
Bobach et al. (2021) e Franci et al. (2017), sendo esse ultimo aplicado & simulagao do
derretimento do ntucleo de reatores nucleares. Nesse, utiliza-se uma formulacao denominada
“unificada” para tratamento de problemas de interacao fluido-estrutura. A mudanca de
fase de solido para liquido é considerada por meio de dois critérios, a saber, temperatura e

deformagao plastica excessiva, e a solidificagao nao é considerada.

1.4 Metodologia

Utiliza-se como ponto de partida o trabalho de mestrado de Carvalho (2019), no
qual foi desenvolvido um cédigo computacional para mecanica dos sélidos nao linear, em
linguagem Fortran e baseado no Método dos Elementos Finitos. Esse cddigo incorporou a
analise de so6lidos sob grandes deslocamentos, grandes deformacoes e contato, incluindo
modelo constitutivo viscoeldstico-viscoplastico. Neste trabalho, ele foi transcrito para a

linguagem C++-, e estendido ao caso tridimensional. No caso 2D, sdo considerados elementos
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triangulares e quadrilaterais, e no caso 3D, sdo considerados elementos tetraédricos e
hexaédricos, sendo utilizadas ordens de aproximacao linear, quadratica e ctbica.

Assim como em Carvalho (2019), utiliza-se como base para as implementagoes deste
trabalho a formulacao do Método dos Elementos Finitos baseada em posi¢oes, conforme
descrita em Coda (2018). Tendo sido desenvolvida originalmente no contexto de sélidos, esse
método foi estendido para o caso de fluidos incompressiveis em Avancini e Sanches (2020),
onde é empregada uma formulacao de elementos finitos mista de posicao e pressao. Essa
formulagao é aplicada neste trabalho tanto para fluidos quanto para sélidos incompressiveis,
utilizando uma descri¢ao totalmente Lagrangiana em ambos os casos. Isso garante uma
descrig¢ao unificada, o que é conveniente para a modelagem da mudanca de fase, onde o
mesmo dominio pode conter meios sélidos e fluidos simultaneamente.

A incorporacgao de efeitos térmicos e modelos constitutivos termomecanicos é feita
neste trabalho por uma abordagem termodinamicamente consistente. Isso significa que a
equacao da conducao de calor, bem como os modelos constitutivos, derivam da primeira e
da segunda lei da termodindamica, onde a tultima é expressa pela inequagao de Clausius-
Duhem. E utilizado ainda o conceito de energia livre de Helmholtz, de onde derivam as
tensoes (para o problema mecénico) e a entropia (para o problema térmico).

Todos os modelos constitutivos apresentados neste trabalho sao baseados na decompo-
si¢do multiplicativa do gradiente da fung¢do mudanga de configuracio (KRONER, 1960;
LEE, 1969), permitindo aplica¢oes em problemas com grandes deformagoes. No caso
termo-elastico, implementa-se ainda um modelo baseado na decomposicao aditiva da
deformacao de Green-Lagrange, a fim de comparar as duas abordagens e observar as suas
respectivas limitagdes. Em ambos os casos, sao adotadas leis de expansao térmica linear e
exponencial.

Para o algoritmo de contato, utiliza-se 0 método né-a-superficie (ou né-a-segmento no
caso 2D) com multiplicadores de Lagrange e modelo de atrito baseado na lei de Coulomb.
Essa escolha deve-se a reconhecida simplicidade e robustez do método. Ademais, apesar de
nao se ter a garantia de nao interpenetracao em todos os pontos do dominio, a aproximacao
por meio desse método é suficiente para os problemas abordados neste trabalho.

Para a mudanca de fase entre solido e liquido, considera-se um modelo nao-isotérmico,
com equacao da conducao de calor baseada em temperaturas. A formulacao termomecéanica
proposta baseia-se na decomposicao multiplicativa entre deformagoes sélidas e liquidas,
tratando a evolucao dessas componentes de forma individual, de acordo com a fase e com
a temperatura. Novamente, emprega-se uma abordagem termodinamicamente consistente
e totalmente Lagrangiana.

Em cada uma das etapas da pesquisa, sao simulados exemplos numéricos representativos,
a fim de verificar o c6digo desenvolvido ou demonstrar as caracteristicas dos modelos
adotados. Com relacao as ferramentas computacionais, sao utilizados softwares e bibliotecas
de c6digo aberto em ambiente Linux. A linguagem C++ mostra-se adequada para as
implementagoes deste trabalho, pelo seu desempenho (ROBISON;, 1996), e por ser orientada

a objeto, facilitando a modularidade e a organizacao do c6digo, o que é vantajoso para
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problemas multifisicos e com multiplas variacoes de modelos constitutivos.

Para a solugao dos sistemas lineares, emprega-se a biblioteca PETSc (BALAY et
al., 2023), que é otimizada para desempenho em arquiteturas paralelas, oferecendo uma
ampla gama de solvers e precondicionadores adequados as caracteristicas especificas de
cada problema. Para geracao de malhas, visualizagdo de pds-processamento e geragao de
graficos, sao utilizados, respectivamente, os softwares Gmsh (GEUZAINE; REMACLE,
2009), ParaView (AYACHIT, 2015) e Gnuplot (WILLIAMS; KELLEY, 2013).
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Capitulo 2

Mecanica do continuo

A mecénica do continuo é o ramo da mecéanica que ocupa-se em descrever o comportamento
de materiais, tais como sélidos ou fluidos, sem considerar sua estrutura molecular ou
granular, ou seja, tratando-os como meios continuos. Ela se baseia na suposi¢cdo de que, na
escala de interesse, esses materiais podem ser considerados como uma entidade continua e
homogénea, em oposicao aos modelos que descrevem o comportamento dos materiais em

nivel molecular.

Usualmente, a mecanica do continuo possui duas formas principais de descricao: a
Lagrangiana, ou material, onde toma-se como referéncia uma configuragao de equilibrio
do corpo (a configuragao inicial no caso da descricdo Lagrangiana total); e a Euleriana, ou

espacial, onde toma-se como referéncia a configuracao deformada atual do corpo.

Neste trabalho, opta-se por utilizar a descricao Lagrangiana total, por ser mais adequada
para tratar problemas de solidos, especialmente em modelos constitutivos complexos, onde
o historico de deformagoes a partir da configuracao indeformada é importante. Para fluidos,
embora formulagoes Eulerianas sejam mais comumente utilizadas, a descricao Lagrangiana
também se mostra adequada em problemas de superficie livre com deformagoes finitas,
que sao o foco deste trabalho. Maiores detalhes sobre os temas abordados neste capitulo
podem ser encontrados em Ogden (1997), Bonet ¢ Wood (1997), Holzapfel (2000) e Coda
(2018).

2.1 Cinematica dos corpos deformaveis

Seja um corpo com configuragao inicial ou indeformada €2y, e configuragao atual
Q). Define-se a funcdo mudanga de configuragao ¢ como sendo uma aplicagdo vetorial
que mapeia as posigdes atuais (denotadas por y) a partir das iniciais (denotadas por
x), conforme ilustra a Figura 1. Denota-se por F o gradiente da fungdo mudanga de

configuragao, isto é:

F=V,-C(. (2.1)

onde V| denota o gradiente com relacao a configuracao inicial.
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Figura 1 — Mudancas de configuragdo de um corpo deformavel

Fonte: Carvalho (2019)

2.1.1 Medidas de deformacao

Uma medida de deformacao é uma grandeza adimensional que permite mensurar
pontualmente a mudanca de forma ocorrida entre as configuragoes inicial e atual. Neste
trabalho, as principais medidas de deformagao utilizadas sd@o o alongamento a direita de

Cauchy-Green C e o tensor de deformagao de Green-Lagrange E, definidos, respectivamente,

por:
C=F'F e (2.2)
E = ;(C -1 (2.3)

Uma vez que F é definido na configuracao inicial, segue que as medidas de deformacao
apresentadas sao Lagrangianas. Além disso, é possivel demonstrar que elas sdo objetivas,
isto é, independem de movimentos de corpo rigido. Na auséncia de deformacoes, tem-se
C =F =1e E = 0. Outra caracteristica conveniente do tensor de Green-Lagrange é
que, para pequenas deformagoes, ele se aproxima a deformagao linear de engenharia (&),
recuperando os resultados da mecanica linear.

A taxa da deformagao de Green-Lagrange pode ser calculada a partir da Eq. (2.3)

CcOo1mo

E=3 (F'F+FF), (2.4)

N | —

onde
F=V,-( (2.5)

e o ponto sobrescrito ( ) indica derivada no tempo.

Outra grandeza de particular utilidade neste trabalho é o gradiente da velocidade
da mudanca de configuragao, definido por L = V - ¢, onde V denota o gradiente com
relacao a configuracao atual. Apesar de ser uma grandeza Euleriana, ele pode ser escrito
em termos de F pela seguinte relacao:

L9 9ox

. Bt B, 1) 2.
dy  0Ox 0y (26)
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Pode-se ainda decompor L em suas parcelas simétrica e antissimétrica, isto é:

L=D+ W, onde (2.7)
D =sim (L) = ;(L +L7), e (2.8)
W = ant (L) = ;(L —L7). (2.9)

O tensor D, também representado por &, é denominado taxa de deformacao Euleriana,
enquanto W é denominado tensor taxa de rotacao, ou vorticidade, também uma medida
Euleriana. Aplicando (2.8) em (2.4), chega-se a seguinte relagdo entre D e a taxa de
deformacgao de Green-Lagrange:

E = F'DF. (2.10)

2.1.2 Formulas da mudanca de volume e area

Seja um elemento infinitesimal com volumes na configuragao inicial e na configuracao
atual denotados por dVj e dV, respectivamente. Pode se estabelecer a seguinte relagao

entre a variacdo de volume e o gradiente da fung¢ao mudanca de configuracao:

J:detF:d—V, (2.11)
dVo

onde J é chamado de determinante Jacobiano, sendo uma medida de deformacao volumé-
trica. A Eq. (2.11), denominada férmula da mudanga de volume, estabelece ainda uma
importante condi¢do: como os volumes sdo sempre grandezas positivas, J = det F' deve ser
estritamente maior que zero. Caso contrario, ocorre uma inconsisténcia fisica no modelo,

caracterizada pela destruicao ou inversao da matéria.
Agora seja uma area infinitesimal denotada por dSy na configuragao inicial e dS na
configuracao atual, e sejam ny e n, respectivamente, os vetores unitarios ortogonais a essas

4reas. E possivel estabelecer a seguinte relacio:
F-ndS = (]Il()dS(]7 (212)

denominada férmula de Nanson, ou féormula da mudanca de area.

As Egs. (2.11) e (2.12) sao utilizadas em diversas passagens deste texto para relacionar
equacoes Lagrangianas e Eulerianas. As demonstracoes de ambas podem ser encontradas,
por exemplo, em Holzapfel (2000) e Ogden (1997).

2.1.3 Principio da conservacio da massa

Outra propriedade que deve ser observada no equacionamento dos problemas mecéanicos,
e que auxilia a conversao entre equagoes Lagrangianas e Eulerianas, é o principio da
conservacao da massa. Esse principio estabelece que os volumes de um corpo continuo nas

suas configuragoes inicial (V5) e atual (V') devem ter a mesma massa. Assim, denotando
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por dm a massa de um volume infinitesimal, e aplicando a férmula da mudanca de volume,

resulta:

_ am _ dm 2.1
v T =Jp (2.13)

onde py e p sdo as densidades de massa nas configuracoes inicial e final, respectivamente.

£o

Pode-se ainda expressar a Eq. (2.13) na forma
podVy = pdV. (2.14)

Logo, apesar de p e dV serem varidveis no tempo, o produto pdV ¢é constante. Como
consequéncia, sendo f uma fungdo qualquer dependente do tempo, a seguinte propriedade

pode ser garantida:

d d . .

S prav =2 / AV = / AV = / v, 2.1

G herav==2 [ pofavi= [ mfave= [ ofav (2.15)
onde f é a derivada material de f no tempo.

2.2 Equilibrio

Neste trabalho, as equagoes de equilibrio sao obtidas por meio da abordagem energética,
partindo-se do principio da energia total estacionaria. Escreve-se o funcional da energia

mecanica total do sistema como
Hmec = Hdef + Hcin - Hext7 (216)

onde Ilgef é a energia de deformacao, Il , é a energia cinética e Il é a energia potencial
das forcas externas. O principio da estacionariedade da energia mecéanica implica que a

condicao de equilibrio é obtida quando a primeira variacao do funcional é nula, ou seja
5Hmec = 5Hdef + 6HCin - 5Hext = 0. (217)

Escrevendo Il em fungao do campo de posigoes atuais (y), segue que

aHmec aI_Idef 6Hcin 6Hext
M pee = S0y = — -0y = 0. 2.18
s dy = ( Tty Zon - ety (218)
Assim, pela arbitrariedade de dy, a condi¢ao de equilibrio se traduz como
IT e Hcin Hex
Maer | M _ 0 t—o, (2.19)

oy oy oy

cujos termos representam, respectivamente, as forcas internas, inerciais e externas.
Ademais, a segunda variacao de Il,,.. pode fornecer informagoes sobre a natureza do
equilibrio: se for positiva, o equilibrio é estavel; se for negativa, é instavel; e se for nula, é

indiferente.
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2.2.1 Energia de deformacao

A energia de deformacao esta relacionada ao trabalho realizado pelas forcas internas,

sendo definida pela integral

Mot = [ W, (2.20)
Qo

onde ¥ ¢é a densidade de energia de deformacao, associada ao modelo constitutivo do
material. Uma vez que a formulagdo descrita é totalmente Lagrangiana, a integral (2.20) é
calculada no volume inicial, e, portanto, ¥ é definida por unidade de volume na configuracao

inicial. A variacao da energia de deformagao pode ser escrita como

5Hdcf:/ sudvy— [ L sEavy— [ S:eBavy— L [ s 6cdve,  (2.21)
Qo Qo aE Qo 2 Qo
onde 5

5= o= (2.22)

¢ uma medida de tensdo denominada tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Embora
S nao apresente significado fisico explicito, é possivel, a partir de manipulagoes algébricas
(OGDEN, 1997; HOLZAPFEL, 2000), relaciona-lo ao tensor das tensoes de Cauchy, o,

pela expressao:

1
o= jFSFT, (2.23)

de onde pode-se concluir também que S é simétrico. A relacao entre S e E estabelecida
pela Eq. (2.21) é denominada conjugagao energética, isto é, diz-se que S é conjugado
energético de E.

Como sera visto em capitulos posteriores, a energia de deformagao é frequentemente
decomposta em parcelas volumétricas e isocéricas. Para materiais incompressiveis, a parcela
volumétrica é nula. Além disso, para fluidos Newtonianos, a parcela isocorica também é
nula, ou seja, nao ha energia de distorcao acumulada, e todo o trabalho associado as forcas
internas é dissipado. Nesse caso, bem como em outros modelos dissipativos, a tensao S
nao é mais obtida pela Eq. (2.22), mas sim a partir das leis da termodinamica, como sera

discutido em capitulos posteriores.

2.2.2 Energia cinética

A energia cinética esta relacionada aos movimentos do corpo, sendo escrita como:

1 .. 1 .
Ten = f/ py -y dV = f/ poy -y dVa, (2.24)
2 Ja 2 Jao

onde p e pg sdo as densidades de massa do material na configuracao atual e inicial,
respectivamente, e y é o campo de posi¢oes atuais. A passagem da primeira para a segunda
forma na Eq. (2.24) é feita por meio do principio da conservagao da massa.

A variacao da energia cinética pode ser calculada com auxilio da derivada temporal,

isto é:
1 d, . . .. .
Moy = f/ po—(y - y)otdV =/ poy - yot dVy =/ poy - Oy dVj, (2.25)
2 QO dt Qo QO

onde na ultima passagem considerou-se que yot = dy.
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2.2.3 Energia potencial das forcas externas

Assumindo que o corpo esteja sujeito a forcas de superficie e de volume, denotadas por

p e b, respectivamente, pode-se escrever a energia potencial das forcas externas como
Hext:/ p-deo+/ b.ydVi. (2.26)
Fo QO

Embora tenha sido omitida a notagao (+)o, assume-se que p e b sdo definidas na configuragao
inicial. Considerando ainda que essas sejam conservativas, isto é, independentes da mudanca

de posicao, segue que:

(snex,::/F p-aydso+/9 b - 6y dVs. (2.27)

2.3 Método dos elementos finitos aplicado ao problema mecanico

O problema da mecanica do continuo é resolvido numericamente neste trabalho pelo
método dos elementos finitos, utilizando a abordagem baseada em posi¢oes descrita em
Coda (2018), que se diferencia das tradicionais por utilizar como pardmetros nodais as
posicoes ao invés dos deslocamentos ou velocidades. Para mais detalhes sobre a formulacao,

a referéncia citada deve ser consultada.
2.3.1 Discretizacao espacial

Neste trabalho, utilizam-se elementos finitos com fung¢oes de forma polinomiais de
ordem 1, 2 e 3, dando preferéncia ao ultimo pelos bons resultados alcancados em pesquisas
relacionadas, permitindo uma melhor representacao de geometria curvilineas, e garantindo
respostas satisfatorias sem que haja necessidade de refinamento excessivo da malha. No
caso tridimensional, os dominios sao discretizados em elementos do tipo hexaédrico,
denotados por HEX8, HEX27 e HEX64, e tetraédrico, denotados por TE4, TE10 e TE20.
No caso bidimensional, utilizam-se elementos quadrilaterais, denotados por Q4, Q9 e Q16,
e triangulares, denotados por T3, T6 e T10. J& os contornos dos dominios bidimensionais
sao discretizados por elementos de linha de ordem equivalente, denotados por L2, L3 e L4.
Todos os elementos citados sao bem estabelecidos na literatura, tendo sido dispostos em
ordem crescente de grau do polindomio, com nimero a direita representando a quantidade
de nés em cada caso.

Os elementos sao definidos em coordenadas adimensionais, denotadas por £, a partir
das quais sao mapeados os elementos nas configuragoes inicias e finais. Denotando por
X, € Yo as posicoes iniciais e finais do né «, respectivamente, as posi¢oes de um ponto

qualquer no dominio do elemento podem ser interpoladas pelas expressoes:

Co(8) = valé)xa; e (2.28)
¢1(&) = @al&)ya, (2.29)

onde ¢, denota a fungdo de forma associada ao né «, e os indices o sao somados por todos

os nds do elemento. Dessa forma, pode-se escrever a funcao mudanca de configuragdo como
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¢ =¢,0¢;", onde ¢, e ¢, mapeiam as configuracdes inicial e final, respectivamente, a

partir das coordenadas adimensionais, conforme indica a Figura 2. Portanto, escreve-se:
F=Vy (¢0¢") =FF, (2.30)

onde F( e F; sao, respectivamente, os gradientes de ¢, e {; com relacao as coordenadas

adimensionais, isto é:

o aCO _ 8900c

FO——aE —Xa®3€,e (2.31)
_ aCI _ 89004

F, = ¢ Yo ® e (2.32)

Figura 2 — Mapeamento de um elemento finito em suas configuragoes inicial e final

AT & F AY2
)

\ o
Cano\

Fonte: Carvalho (2019)

A partir da Eq. (2.30), também pode se escrever a taxa do gradiente da fungdo mudanca
de configuracdo como

F=FF;! (2.33)
onde ]
s 0C 0

Aplicando as Egs. (2.30) e (2.33) nas Egs. (2.3) e (2.4), pode-se calcular o tensor de

deformagdo de Green-Lagrange e sua taxa por meio das expressoes

1

E= (F"FIF,Fy' 1), e (2.35)
. 1 . . .

E=_F' (F{F, + FF)) Fy' = sim (F;"F{F,F; '), (2.36)

onde sim(T) = 1 (T + TT) denota o tensor simétrico.

2.3.2 Equacoes de equilibrio

Tendo escrito a equagao de equilibrio em termos do campo de posigoes (y) e de suas

derivadas temporais na se¢ao 2.2, pode-se escreve-la agora em termos dos parametros
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nodais y, e de suas derivadas temporais, usando a interpolagdo y = ¢,y.. Ainda, pelo
método de Galerkin, toma-se 0y = ¢,0y,, onde dy, sao os valores nodais das func¢oes

ponderadoras. Assim, a variagdo da energia cinética, Eq. (2.25), pode ser escrita como:

I /Q PoLapsYa - 0ya dVp. (2.37)
(0]

Para as parcelas de forcas externas, considerando que apenas carregamentos constantes

por elemento sao aplicados, segue-se que
Mo = [ ¢ 0yadSo+ [ pab- 0yadVe. (2:38)
r Q

Ja a variacao da energia de deformacgao pode ser reescrita como

OE

0ot = / (s : ) 5y o dVp. (2.39)
Q0 OYQ

As integrais sao calculadas neste trabalho por integracao numérica, sendo realizadas no

caso das Egs. (2.38) e (2.39) sobre todos os elementos que contém o né «, e no caso da

Eq. (2.37) sobre todos os elementos que contém os nds « e B. Aplicando essas expressoes

na Eq. (2.17), resulta
(f(;ner + fCant . f,iXt> . 5Ya — 0’ (240)

onde fer fint ¢ £t denotam, respectivamente, as forgas nodais equivalentes inerciais,

internas e externas do né «, cujas expressoes sao dadas por:

£ = /Q poPaps¥s dVo, (2.41)
0
~ 0E
ft= [ S: dV, 2.42
“ Q oA 0 © (2.42)
fo = / PaP dSo + / Pab dVp, (2.43)
r Qo

Pela arbitrariedade de dy,, a Eq. (2.40) implica que, para cada n6 «, a seguinte equagao
de equilibrio é valida:
g, = fher 4 fint ot — (2.44)

isto é, o sistema global a ser resolvido consiste de N equagoes de equilibrio e N parametros
nodais, onde N é o nimero de nés da discretizacao. Esse sistema é nao-linear, sendo
resolvido de forma iterativa pelo método de Newton-Raphson, cujas equacao linearizadas

sao discutidas posteriormente na subsecao 2.3.4.

2.3.3 Integracao temporal - Método de Newmark-(

O método de Newmark-5 (NEWMARK, 1959) é um método de integragao temporal
amplamente utilizado em problemas de dindmica das estruturas. A partir dele, pode-se

escrever as velocidades e aceleracoes em termos das posigoes no passo atual e no passo
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anterior. Parte-se das seguintes aproximacoes:

2

A
Y = Vot VAL + [(1— 28) § + 205] (2.45)

—), €
2 7
y =¥s+ (1 —7)Aty, +7Aty, (2.46)

onde o subscrito (-)s denota que a varidvel é tomada no passo anterior, At é o intervalo de
tempo entre os passos, e as constantes § e v sao denominadas parametros de Newmark.
Rearranjando as Eqs. (2.45) e (2.46), é possivel escrever as velocidades e aceleragoes no
passo atual como

y = Ly +r, —vAtq, e (2.47)

BAL

.1
y - /BAto qS )

(2.48)

onde ry e q, sao grandezas que dependem apenas das varidveis no passo anterior, definidas

como:
re=ys+At(l —7)ys e (2.49)
SV ) B (2.50)
%= Yt At | ap V. -

Substituindo-se a Eq. (2.48) na Eq. (2.41), as forgas inerciais podem ser escritas como

firer = ﬁitQ /QO poaspsys dVo — /QO PoPasdl dVo. (2.51)

A escolha dos parametros de Newmark ird determinar o tipo de integracao e a ordem
de convergéncia do método. Os valores mais comumente adotados sdo f=1/4 ey =1/2,
que resultam em um integrador incondicionalmente estavel de segunda ordem, e produzem
resultados satisfatérios para grande parte das aplicagoes. Esses parametros, no entanto,
podem provocar instabilidade numérica caso ocorram mudancas bruscas de aceleragao,
mobilizando frequéncias mais elevadas, como em problemas de impacto. Nesses casos, uma
alternativa ¢é utilizar integradores que apresentem dissipagao nas altas frequéncias, como o
de Hu (1997), onde adotam-se os pardmetros = 1e vy = 3/2.

2.3.4 Linearizacao das equacoes de equilibrio

A linearizagao das equagoes de equilibrio neste trabalho é feita pelo método de Newton-
Raphson, isto é, calcula-se a matriz de rigidez tangente do problema derivando a Eq. (2.44)
com relagdo aos parametros nodais.

Como as forgas externas sao consideradas conservativas, suas derivadas com relacao as
posicoes sao nulas. Ja as derivadas das forgas inerciais sdo calculadas a partir da Eq. (2.51)

COImMo: )
mer
oft

ys

1
= oxm /Q poas dVa, (2.52)
0
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e as derivadas das forgas internas sao calculadas a partir da Eq. (2.42) como:

Ofint 0’E OE OE
-4 = S: ————+¢: —: — | dV, 2.53
dys /Qo ( By ®ys By 8ya> ’ (2:53)
onde oS o (ov
C= 3%~ oE <8E> (2:54)

é o operador tangente consistente do modelo constitutivo, ja definido para os modelos da
secao 4.1. As derivadas da deformacao de Green-Lagrange com relagao as posi¢oes podem

ser calculadas pelas seguintes equacgoes:

OE 1 OFT OF OFT
Sy = §F5T <8y1 F, + F{ay1> F;! = sym <F0T8ylF1F01> , e (2.55)
OE 1, (9F]0F,  OF{OF, P (256)
Oya®ys 2°° \OyaOys Oyadys) ° ‘
onde, a partir da Eq. (2.32), segue que
F s
M)y _ ;. O%a (2.57)

dye 4 o0&

Adota-se como critério de parada para o método de Newton-Raphson a condicao
I{AYHI/IKy HI < 1079 onde {y} é o vetor de posi¢des nodais, { Ay} é o vetor de variagao

das posigdes nodais entre as iteragoes, e || - || indica a norma Ly desses vetores.
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Capitulo 3

Termodinamica e transferéencia de calor

Neste capitulo, serao apresentados os conceitos fundamentais da termodinamica e da
transferéncia de calor, que serao utilizados como base para os modelos termomecanicos

desenvolvidos neste trabalho.

3.1 Primeira lei da termodinamica

A primeira lei da termodindmica, também conhecida como lei da conservagao da
energia, afirma que a taxa da energia interna de um sistema, somada a taxa da energia
cinética, ¢ igual a taxa do trabalho realizado sobre o sistema mais o calor adicionado, isto
é:

Hmtmdn=/Fop-ydso+/gob-yd%+@, (3.1)

onde II;,; representa a energia interna do sistema, 1., representa a energia cinética, definida
de acordo com a Eq. (2.24), p e b séo as forcas de contorno e de volume, respectivamente,
definidas na subsecao 2.2.3, e © representa o fluxo de calor absorvido ou liberado pelo
sistema.

A energia interna neste contexto nao deve ser confundida com a energia de deformacao,
apresentada na Eq. (2.20), pois a tltima abrange apenas a energia que pode ser convertida
em trabalho mecanico, nao incluindo, por exemplo, parcelas de energia convertidas em

rearranjos moleculares ou dissipativas em geral. Define-se a energia interna como:
Hint = /Q ed%) (32)
0

onde ¢ é a densidade Lagrangiana de energia interna, ou energia interna por unidade de
volume na configuracao inicial.
O termo © abrange qualquer calor absorvido ou liberado, tanto internamente quanto

por meio da superficie de contorno. Assim, pode-se defini-lo como:

@:—/q-nd5+/ rdVp, (3.3)
r Q0

onde q é o fluxo de calor aplicado na superficie, n é o vetor normal da superficie, e r

¢é o calor interno absorvido ou liberado por unidade de volume na configuragao inicial.
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Alternativamente, aplicando o teorema da divergéncia na primeira parcela da Eq. (3.3),

pode-se escrever
@z—/V-qu+/ rdVy. (3.4)
Q Q0

Nas Egs. (3.3) e (3.4), q e n sao definidos na configuracao atual. Para obter uma
expressao totalmente Lagrangiana para ©, pode-se utilizar a férmula de Nanson — Eq. (2.12)

—, que resulta em
q-(mdS)=q-(JF 7T -nydSy) = (JF'-q)-nydSy, (3.5)
onde ng é o vetor normal da superficie na configuracao inicial. Define-se, portanto, o fluxo
de calor na configuragao inicial como
qQ=JF"-q. (3.6)

Aplicando-se as Egs. (3.5) e (3.6) na Eq. (3.3), é possivel escrever © em sua forma

totalmente Lagrangiana como:
0= —/ Qo -ngdSy+ [ rdVj. (3.7)
FO Q0
Utilizando novamente o teorema da divergéncia, isso resulta em:

@——/QOVO'quVoJr/QOrdVO. (3.8)

As taxas ﬁmt e Hcin podem ser facilmente calculadas derivando as equagoes (3.2) e
(2.24), respectivamente, em relagdo ao tempo. Ao aplicar essas taxas, juntamente com
a Eq. (3.8), na Eq. (3.1), pode-se expressar a primeira lei da termodindmica de forma
totalmente Lagrangiana como:

Parcela interna Parcela cinética Parcela das forgas externas
| oéave + [ poy-yave— [ p-ydso— [ beyav
Qo Qo To Qo

+ Vo-qodvo—/ rdVy = 0.
QQ QO

(3.9)

Parcela térmica
Uma forma mais conveniente da Eq. (3.9) pode ser obtida com a aplica¢do do principio
da taxa de trabalho (PARKUS, 2012). Tal principio estabelece que a taxa da energia
cinética é igual a taxa do trabalho das forgas externas e internas. Utilizando as equagoes
(2.21), (2.25) e (2.27), obtém-se:

/poy-ydvbz/ p-yd5'0+/ b-ydVy— [ S:EdV,. (3.10)
Qo To Qo Qo

Aplicando esse principio na Eq. (3.9), escreve-se a primeira lei da termodindmica como:
/ édVo—/ s:Edv0+/ V0~q0dV0—/ rdVy = 0. (3.11)
Qo Qo Q0 Qo

Pela arbitrariedade do volume, é possivel ainda expressa-la na seguinte forma local
Lagrangiana:
¢—r=S:E—-V;-q. (3.12)
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3.2 Segunda lei da termodinamica

O conceito de entropia foi estabelecido originalmente em 1865 pelo fisico alemao Rudolf
Clausius, com origens na palavra grega que significa “transformacao”. A entropia pode
ser entendida como um numero que mede a desordem do sistema termodinamico, sendo
associada a quantidade de energia que nao pode ser convertida em trabalho.

A segunda lei da termodinamica afirma que a quantidade de entropia de um sistema
isolado sempre tende a aumentar até alcancar um valor maximo, no qual ocorre o equilibrio
termodinamico. Uma das bases dessa lei se deve a Clausius, que afirmou, a partir de seus
estudos, que o calor nao pode passar de um corpo mais frio para um mais quente de
forma espontanea. Essa lei, portanto, trata da irreversibilidade dos processos naturais,
explicando fendmenos, como atrito e dissipagdo, que nao sao abrangidos pela primeira lei
da termodinamica.

Matematicamente, existem diversas maneiras de expressar a segunda lei da termodina-
mica, sendo uma das mais utilizadas no contexto da mecanica do continuo a inequacao de

Clausius-Duhem, dada em sua forma Lagrangiana por

[ aave= [ Zavi-
Q0 Qo 0 Ty

onde 7 representa a entropia por unidade de volume na configuracao inicial, e 6 a tem-

DB g, (3.13)

peratura absoluta. Levando em conta o teorema da divergéncia na tultima parcela da

Ineq. (3.13), é possivel expressar a integral no contorno por uma integral no volume, isto é:

fondvoz [ Zave— [ o (D) av, (3.14)
Qo Qo 0 Qo 0

de onde, pela arbitrariedade do volume, segue que:

. r Y0
>_—V, (). .
=79 0 (0> (3.15)

Desenvolvendo algebricamente, escreve-se:

1
9ﬁ2r—V0~qO+§qo~V00. (316)

Finalmente, aplicando-se a forma local da primeira lei da termodindmica, dada na Eq. (3.12),

a inequacao de Clausius-Duhem pode ser expressa na seguinte forma local Lagrangiana:

. 1
dint:SZE+977—é—5QO'V0920- (3.17)

onde dj,; representa a taxa de dissipagao interna por unidade de volume na configuracao
inicial.
3.3 Energia livre de Helmholtz

A energia livre de Helmholtz pode ser entendida como a parcela da densidade de

energia interna que pode ser convertida em trabalho 1til, sendo utilizada para definir o
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modelo constitutivo do material. Ela é definida, por unidade de volume na configuracao
inicial, como:

Y =e—0n. (3.18)

Quando 1) é escrita apenas em funcao das medidas de deformacéo, ela pode ser associada
a densidade de energia de deformagao U, definida na subse¢ao 2.2.1 (HOLZAPFEL, 2000).
Entretanto, no caso geral, ela pode também incluir parcelas que dependem da temperatura,
caracterizando o modelo constitutivo tanto do ponto de vista mecénico quanto térmico.

A partir da Eq. (3.18), segue que
¥ =é— 60— 0. (3.19)

Aplicando essa expressao na Eq. (3.12) e Ineq. (3.17), pode-se escrever a primeira e segunda

lei da termodindmica em termos da energia livre de Helmholtz como:

V+0n+0n—r=S:E—V,-qy, e (3.20)

A Ineq. (3.21) é utilizada neste trabalho para garantir que os modelos constitutivos
sejam termodinamicamente consistentes, sendo aplicada inclusive em problemas isotérmicos,
nos quais ela é reduzida a

dig =S : E — 1) > 0. (3.22)

A partir disso, é possivel mostrar que modelos hiperelasticos isotérmicos nao provocam
dissipacao, uma vez que a energia livre de Helmholtz, nesse caso, depende apenas da
deformagao, e, portanto,
L . .
=—:E=S:E, 3.23

provando que di,; = 0.

3.4 Equacao da conducao de calor

Para problemas puramente térmicos, onde desprezam-se as deformagoes e os demais
efeitos mecanicos (ou seja, {29 = ), a energia livre de Helmholtz pode ser expressa como
uma funcdo apenas da temperatura, isto é, 1 = ¥ (6). Assim, segue que:

_ W,

=550, (3.24)

Além disso, é possivel desconsiderar os termos S : E da Eq. (3.20) e da Ineq. (3.21). Dessa
forma, essas podem ser escritas como:
oy

<89+77>9+91'7—7“+V0~q020, (325)

oY |
o= — [ == — —qp - > 0. .
dint (89 —i—n)@ qu Vol >0 (3.26)
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Uma vez que 0 é arbitrario, é necessario que seu termo multiplicante seja nulo para que
as leis da termodindmica sejam atendidas (COLEMAN; NOLL, 1963). Assim, a seguinte

expressao para a entropia é obtida:

_ W

que reduz as leis da termodinamica as seguintes expressoes:

On—r+Vo-qo=0, (3.28)
qo- Vot <0. (3.29)

A Eq. (3.28) é denominada equagdo da conducdo de calor, expressa nesse contexto
em sua forma simplificada para o caso puramente térmico. A taxa de entropia pode ser
calculada a partir da Eq. (3.27) como

82w . Cy - Ce -

1=——=-0=—0=py—0, 3.30

n 062 9 Po ) ( )

onde ¢, é o calor especifico volumétrico do material, definido por unidade de volume na

configuragao inicial a partir da expressao

__gT g 3.31

Cp = — 902~ " on (3.31)

e ¢, ¢ o calor especifico por unidade de massa, que pode ser associado ao calor especifico

volumétrico pela relacdo ¢, = pgce. Ambos sao formas alternativas de expressar a mesma

grandeza. Embora o calor especifico por unidade de massa seja mais comumente utilizado

na literatura, adota-se predominantemente ¢, ao longo deste trabalho, para manter a
abordagem totalmente Lagrangiana.

Em geral, o calor especifico é um parametro do material que pode ser constante ou

variar em funcao da temperatura. Considerando um caso no qual ele varia linearmente

com relagdo a temperatura, pode-se definir a energia livre de Helmholtz pela expressao

dada em VujoSevi¢ e Lubarda (2002):

$(0) = (co — ¢, 0p) (0 — 0y —0In g;) - ;07(6’ — 02, (3.32)

onde 6y é a temperatura de referéncia do material, ¢y é uma constante de referéncia para o
calor especifico, e ¢, ¢ um parametro que controla a variagao do calor especifico volumétrico

com relagdo a temperatura. Assim, tem-se:

0 0

n= _0? = —(co — ¢,0p) In (;) + ¢, (0 — 6y), (3.33)
on

Cy = 9% =y + 67(9 — 90) (334)

Aplicando a Eq. (3.30) na Eq. (3.28), obtém-se:

Vo qo+cd—r=0, (3.35)
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que representa a equacao da conducao de calor em sua forma local. Essa equacao pode
ainda ser escrita em forma variacional ao ser multiplicada por uma fun¢ao ponderadora
00, isto é:

(Vo-ao+cd—r)d0=0. (3.36)

Além disso, integrando-a no volume inicial, ela é escrita na forma global:

/Q (Vo ao) a0V + /Q 50V, - /Q rdbdVy = 0. (3.37)

Pela regra do produto, tem-se que Vj - (qod8) = (Vo -qo) 00 + qo - (Vd0). Logo, o

primeiro termo da Eq. (3.37) pode ser reescrito como:

/ (Vo - qo) 60dVy = —/ Qo - (Vo d0)dVy +/ Vo - (qo60) dVp. (3.38)
Qo Qo Q0o
Aplicando-se o teorema da divergéncia no tltimo termo da Eq. (3.38), resulta:
Vo - (qod6) dVy = / Qo - 1o 00dSy — / Go 66dS,, (3.39)
Qo o To

onde qo = qp - ng denota o calor prescrito no contorno do corpo, definido por unidade de
drea na configuragao inicial. Aplicando-se, enfim, as Eqgs. (3.38) e (3.39) na Eq. (3.37), é
possivel expressar a equacao da conducao de calor em sua forma variacional global como:

Qo - (Vo 80) dVy = / c,050dVy + / Go 60dS, — / ro0dVi, (3.40)
Qo o Qo

Qo

E importante destacar que a Eq. (3.40) é deduzida para o caso puramente térmico.
Em casos onde considera-se o acoplamento termomecanico, termos adicionais devem ser
introduzidos, a depender do modelo constitutivo considerado. Mais detalhes sobre esses

termos serao apresentados em capitulos posteriores.

3.4.1 Leide Fourier

Para que a condigao (3.29) seja atendida, o fluxo de calor deve ser tomado como uma
fungdo no minimo linear do gradiente da temperatura. Essa relacao é estabelecida pela lei

de Fourier, escrita em forma Lagrangiana como:
q = —Ko- Vo0, (3.41)

onde Ky é a matriz de condutividade térmica do material definida na configuracao inicial.
Utilizando a relacio entre q e qq estabelecida pela Eq. (3.6), e a identidade V8§ = F~7.V 0,

pode-se escrever a lei de Fourier também na forma Euleriana:
q=-K Vi, (3.42)

onde K, denominada a matriz de condutividade térmica do material na configuracao

deformada, relaciona-se com K, pela expressao:

Ky=JF' K-F7. (3.43)
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Da Eq. (3.43), segue que as matrizes K e Ky ndo podem ser simultaneamente inde-
pendentes das deformacoes, isto é, caso uma seja tomada constante, a outra ird variar em
funcao de F. Naturalmente, a questao sobre qual delas, ou sequer alguma delas, pode ser
tomada constante, ird depender do material sendo tratado. No entanto, observa-se que,
tomando Kj constante, o primeiro termo da Eq. (3.40) se torna totalmente independente
da configuragao atual, isto é, o material poderia deformar-se indefinidamente sem causar
influéncia no problema térmico. Embora isso simplifique as equacoes, o seu sentido fisico
pode ser questionado. Dessa forma, opta-se por tomar a matriz Euleriana K independente
das deformacgoes. Em geral, essa poderia variar com a temperatura, porém, isso nao é

considerado neste trabalho. Assumindo ainda o caso isotropico, pode-se escrever
K = kI, (3.44)

onde k é uma constante tinica de condutividade térmica, tomada sempre positiva para que
a Ineq. (4.24) seja atendida. Aplicando essa lei isotrépica na Eq. (3.43), pode-se obter a

matriz Lagrangiana pela expressao
Ko =kJC. (3.45)

A equagao da conducao de calor, (3.40), pode ser entdo reescrita substituindo a

Eq. (3.41) no primeiro termo:
/Q (Ko Vo) (Vo db) Vi + /Q e, 000dV; + /F o 80dSo - /Q oYy = 0. (3.46)
Pode-se verificar ainda que, a partir das relagoes apresentadas,
/QO (Ko - Vo 0) - (Vod0)dVy = /Q (K-V0) (V30)dV, (3.47)

isto é, o primeiro termo da Eq. (3.46) pode ser calculado tanto em forma Lagrangiana

quanto Euleriana sem que haja necessidade de reformular os demais termos da equacao.

3.4.2 Condicao de conveccao

A condigao de contorno de conveccao é utilizada para representar a troca de calor com
o ambiente efetuada por meio da movimentacao dos fluidos externos, como, por exemplo,

o ar. Utilizando a lei de resfriamento de Newton, tem-se:
q_ = BC(Q - eext)a (348)

onde h, € o coeficiente de transferéncia de calor por convecgao, ou coeficiente de resfriamento,
definido por unidade de area na configuracao deformada, e 0. é a temperatura do ambiente
externo. Assim, nos contornos do corpo onde ocorre a convecgao, o seguinte termo é

adicionado a equacao da conducao de calor:

/ G60dS = / he(0) — Oux)504S. (3.49)
I I
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Assim, a equacao da conducao de calor pode ser reescrita como:

/ (Ko - Vo) - (Vo 80) dVy + / cof60dVy + / Go 664,
o o Fo (3.50)

+ | he(0 — 0 )60dS — [ 1r60dVy = 0.
T Qo

onde I'. representa o contorno onde aplicam-se as condi¢oes de conveccao. Observa-se que
o termo de conveccao da Eq. (3.50) é integrado na configuracao deformada, ao contrario

dos demais.

3.5 Meétodo dos elementos finitos aplicado ao problema térmico

Assim como no problema mecanico, utiliza-se neste trabalho o método dos elementos
finitos para resolver numericamente o problema térmico. Os conceitos basicos do método,
como as fungoes de forma e a discretizagao espacial, podem ser aproveitados do problema
mecanico, conforme descrito na secao 2.3.

No caso térmico, os parametros nodais a serem calculados sdo as temperaturas. Assim,
no dominio de um elemento finito, pode-se realizar a seguinte interpolagao:

0 = puba, (3.51)

onde 6, representa a temperatura no no «, e os indices a sado somados por todos os noés
do elemento. Ainda, pelo método de Galerkin, pode-se escrever

50 = 0o 60, (3.52)

onde 46, representa os valores nodais das func¢oes ponderadoras.
Aplicando as Eqgs. (3.51) e (3.52) na Eq. (3.50), e considerando a isotropia do material,

escreve-se a equacao da condugao de calor como:

| RI(CT - Voin) - (Vo0a) 9500adVi + [ cupaipst’badVe

(3.53)
+ / G00a00adSo + / (30— Do) Pad0adS — [ 1pad0adV = 0.
0
Pela arbitrariedade de 66, a Eq. (3.53) implica que, para cada né «, deve valer:
S, k7 (C7 Va2s) - (Vo) 05V + [ cugupsl’dVo+ | dupudSo
(3.54)

+/ §0505 Ocxt ) PadS — / roa.dVy =0,

o que nos fornece N equacdes, onde N é o niimero de nos da discretizagao. Esse sistema

pode ser organizado globalmente como:

[C]- {0} + [K] - {0} = {F}, (3.55)
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onde {0} representa o vetor de pardmetros nodais, e:

[Cls :/Q cop' @’ dVp, (3.56)

Kl = [ kI (C Vo) - (Vou') Vo + | hug'olds, (3.57)
) e

(Fli=— [ @og'dSo+ [ hbousdS+ [ reiavi, (3.58)

Tendo em vista que as fungoes de forma sao definidas em coordenadas adimensionais,

os termos V¢’ na Eq. (3.57) podem ser calculados da seguinte maneira:

o' € Iy’

L 9€ _ 7 0¢
9 Ox O

F,'=F (3.59)

onde F é definido conforme a Eq. (2.31).
Alternativamente, o termo da condutividade térmica pode ser calculado pela abordagem

Euleriana, utilizando a relagdo dada na Eq. (3.47). Dessa forma, pode-se escrever:
[K]ij = /Qk (V gDJ) : (V go’) av + /F hep'@’dS, (3.60)

onde, de maneira analoga a Eq. (3.59):

A

_ 09" 08 _ r 0¢
7T 0t oy o

1 : 857

F;'=F (3.61)
sendo Fy definido conforme a Eq. (2.32).

Para que o sistema da Eq. (3.55) possa ser resolvido numericamente, resta definir como
seré tratada a taxa dos pardmetros nodais, {#}. Neste trabalho, utiliza-se o método de

Euler, também conhecido como método implicito, ou backward Fuler, no qual escreve-se:

{0} = . (10} = {0}, (3.62)

onde {0}.,; denota os pardmetros nodais no passo anterior da andlise, e At é o intervalo

de tempo entre os passos. Assim, pode-se reescrever a Eq. (3.55) como:
(A1) + [K]) - {0} = {(F} + A [C] - {0}, (3.63)
resultando em um sistema linear para {60}.

3.5.1 Exemplo numérico: problema puramente térmico

Este exemplo é proposto para verificar o modelo térmico implementado. O problema
consiste de um cubo com dimensdes unitarias, sujeito a temperaturas prescritas nas bordas
superior e inferior, fluxo de calor prescrito na borda direita e condi¢ao de conveccao da
borda esquerda. Realiza-se uma andlise transiente, com carregamentos térmicos constantes
ao longo do tempo. Os dados relativos as caracteristicas fisicas, condi¢oes de contorno e

discretizacao estao dispostos na Figura 3.
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Figura 3 — Dados do exemplo puramente térmico

epresc =25°C Malha: -
Condicoes de contorno:
DA e «g=10° W/m?
-~ — * h,=2-10* W/(m? °C)
DA 6o =25°C e Oy =15°C
h, <] — _ Dados do material:
O o |'™ 1 « k= 10° W/(m °C)
A | +c,=10° J/(kg °C)
-\ L > — — 3
A Im e *p=po=1kg/m
-~ . Discretizacio temporal:
i “At=0,1s
6. =25°C * 200 elementos T10
presc B
* 961 nos

Fonte: Elaborado pelo autor

Os resultados sao comparados com resultados obtidos pelo software ANSYS, mostrando
excelente concordancia conforme atestam as Figuras 4 a 6. Na Figura 4, comparam-se os
campos de temperatura no instante final da anélise (¢t = 100s). Na Figura 5, sdo tragados
os graficos de temperatura ao longo do tempo para os pontos A e B indicados na Figura 3.
Por fim, na Figura 6 sao mostrados os graficos de temperatura ao longo de um eixo x

horizontal, com origem no ponto A, para diversos instantes ao longo da analise.

Figura 4 — Coomparagdo entre os campos de temperatura obtidos neste trabalho (& esquerda) e no
software ANSYS (a direita) para o tempo de andlise 100s.

ANSYS
NODARL SOLUTION 2180
STEP=1 Academic
SUB =100
PIME=100 DEC 3 2019
TEMP (RVG) 14:12:25
RSYS=0
SMN =-12.9635
/ SMX =25
A
] :
!L
I | I
-12.9635 -4.52718 2.90916 12.3455 20.7818
-8.74534 - .300008 8.12733 16.5637 25

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 5 — Temperatura (em °C) ao longo do tempo nos pontos A e B do exemplo puramente térmico.
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o ANSYS

—— Presente trabalho | |

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 6 — Temperatura ao longo do eixo horizontal que percorre os pontos A e B em diversos tempos
de analise para o exemplo puramente térmico
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Capitulo 4

Modelo termo-elastico

Neste capitulo, sao tratados modelos com acoplamento termomecanico, isto é, onde
os problemas térmico e mecanico atuam conjuntamente e de forma interdependente.
Particularmente, é apresentado o modelo termo-elastico, no qual a parcela mecanica é
considerada um sélido hiperelastico. Antes de discutir o problema acoplado, sao introduzidas

algumas variagoes de modelos hiperelasticos utilizadas ao longo deste trabalho.

4.1 Modelos constitutivos hiperelasticos

Diz-se que um modelo constitutivo é elastico quando ¢ definido apenas em funcao do
estado de deformagao atual, e independe de fatores como histérico e taxa de deformacéo.
Quando, além disso, ele deriva de uma expressao explicita para ¥ ou v, diz-se que o
modelo é hiperelastico.

Desconsideram-se, por enquanto, os efeitos térmicos, e analisam-se modelos puramente
hiperelasticos, nos quais W é escrito diretamente em fungao das deformagoes totais (C
ou E). Para garantir que a resposta seja independente da escolha de eixos coordenados,

escreve-se ¥ em func¢ao dos invariantes de C, definidos como

L = tr(C), (A1)
L= ; [ir (©)2 — tr (C?)], e (4.2)
I3 = det(C), (4.3)

ou dos invariantes de E, definidos de forma andloga.

4.1.1 Modelo de Saint Venant-Kirchhoff

O modelo de Saint Venant-Kirchhoff é considerado o caso mais simples de lei hipere-
lastica, relacionando linearmente o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie com a
deformacao de Green-Lagrange. Neste caso, define-se a densidade de energia de deformacao,

ou a energia livre de Helmholtz, em termos dos invariantes de E, pela expressao:

1 1
U = 5(A — G} + Gl = Gtr (E?) + FAtr (E)?, (4.4)
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onde A e G sdo o parametro de Lamé e o modulo de elasticidade transversal do material,
respectivamente, que podem ser relacionadas com o médulo de elasticidade (E) e coeficiente

de Poisson (v) pelas expressoes:

vE E
M- w ¢ YAy 45)

Da Eq. (4.4), pode-se calcular a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como:

ov
S=— =Atr(E)I +2GE. 4.6
= A (B (1.6
Além disso, calcula-se o operador tangente consistente como:

oS
¢= oo =AleI+20IL (4.7)

onde II ¢é o tensor identidade de quarta ordem, definido em forma indicial como I1;;;,; =
di10j1, sendo d;;, o delta de Kronecker. Observa-se que, neste modelo, € é constante, o que

permite que a lei de Saint Venant-Kirchhoff seja escrita na seguinte forma simplificada:

1
\IfziE:Q:E, (4.8)

S=¢:E. (4.9)

Apesar de simples, a lei de Saint Venant-Kirchhoff deve ser limitada ao caso de pequenas
deformacoes, pois ela permite a inversao do material, isto é, valores negativos de jacobiano,

quando submetida a tensoes compressivas suficientemente grandes.

4.1.2 Modelo Neo-Hookeano

Para problemas envolvendo grandes deformacoes, utiliza-se neste trabalho o modelo
constitutivo Neo-Hookeano definido pela seguinte energia especifica de deformagao (SZE;
ZHENG; LO, 2004):

A e A
@:2(111@) +2<[1_3_1n 13>:2(1nJ)2—|—G(trE—an). (4.10)

Desse modelo, derivam as seguintes expressoes para o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda

espécie e operador tangente consistente:

S=Aln(J)C'+GI-C™), (4.11)
oC™! oC~!
_ -1 -1 _
C=AC'®C'+2AIn(J) T AT ToRE (4.12)

E possivel demonstrar que, para deformacoes suficientemente pequenas, o modelo
Neo-Hookeano se assemelha ao modelo de Saint Venant-Kirchhoff, e ambos se assemelham

a lei de Hooke generalizada.
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4.1.3 Modelo Neo-Hookeano aprimorado

Determinados materiais podem apresentar um comportamento nao-linear mais com-
plexo, com modulo de elasticidade transversal variando significantemente em funcao das
deformagoes. Para esses casos, apresenta-se uma generalizagdo do modelo neo-Hookeano,

onde:

A, G

Os parametros adicionais vy e a podem ser calibrados para representar a resposta nao-linear

U = {(trE —InJ 4 )" — (70)‘”1] : (4.13)

especifica do material. Quando 79 = a = 0, o modelo se reduz ao caso neo-Hookeano
discutido na subsecao anterior.
Da Eq. (4.13), derivam as seguintes expressoes para o tensor de Piola-Kirchhoff de

segunda espécie e operador tangente consistente:

S=A(nJ)C +G(trE—InJ+4)" (I-C"), e (4.14)
oC1

aC (4.15)
+aG (rE—InJ +7)" ' (I-C )@ (I-C).

C=AC'®C ' +2[A(InJ) = G{trE —InJ 4+ 7)]

4.1.4 Modelo de Blatz-Ko

Outro modelo hiperelastico utilizado neste trabalho, embora mais raramente, é o de
Blatz-Ko (BLATZ; KO, 1962). Aplica-se a versdao simplificada do modelo, onde:

G /1
qz_2<[3+2 13—5>. (4.16)

Isso resulta nas seguintes expressoes para o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e

operador tangente consistente:

S=G(JC'-C7?), e (4.17)
oC! o oCTt _,0C™!
QZ-G(QJ so tJCTeCT —2 O —aCT ). (4.18)

4.1.5 Estado plano de deformacao e de tensao

As leis constitutivas apresentadas sdo definidas para o caso 3D, logo os tensores
envolvidos devem ser aplicados em sua forma completa 3 x 3. No entanto, em problemas
bidimensionais s6 é possivel escrever os tensores de deformagao na forma 2 x 2, sendo
necessario adotar consideragoes sobre os demais termos. Para isso, duas aproximagoes sao
comumente adotadas: estado plano de deformacao (EPD) e estado plano de tensao (EPT).

No EPD, considera-se que os componentes de deformacao que atuam na terceira
dimensao sao nulos, isto é, Ei13 = Fs3 = E31 = FE39 = F33 = 0, e portanto a lei constitutiva
pode ser resolvida diretamente. J4 no EPT, esses termos devem ser calculados de forma
que os componentes de tensao que atuam na terceira dimensdo sejam nulos, isto é,

S13 = Sog = S31 = S392 = S33 = 0, gerando um sistema a ser resolvido para Fi3, Foz e Fs3.



68 4. Modelo termo-eldstico

Para modelos isotrépicos, as condi¢oes S13 = So3 = 0 resultam automaticamente em
E13 = FEsy3 = 0, restando apenas encontrar Fss tal que S33 = 0. No caso da lei de Saint
Venant-Kirchhoff, isso é um problema linear que pode ser resolvido de forma explicita. Ja
nos demais modelos, o problema ¢é nao-linear, sendo resolvido neste trabalho pelo método

de Newton-Raphson, de acordo com os seguintes passos:

Inicialmente, assume-se E33 nulo ou igual ao seu valor do passo anterior;
Calcula-se S e € pela lei constitutiva;

Soma-se a Ej33 0 valor AF33 = —S33/C3333;

-~ W

Se |AFEj33| ou |Ss3] for menor que uma tolerancia pré-estabelecida, finaliza-se o processo

iterativo. Caso contrario, retorna-se ao Item 2.

Esse processo, embora computacionalmente custoso, se destaca pela sua generalidade,
pois pode ser aplicado a qualquer modelo constitutivo, nao se limitando aos casos hi-
pereldsticos. Em particular, os mesmos procedimentos para o EPD e o EPT podem ser
reaproveitados aos modelos termomecanicos e inelasticos apresentados posteriormente

neste trabalho.

4.2 Base termodinamica

Inicia-se nesta secao a discussdo sobre modelos termomecéanicos. Nesse contexto, a
densidade de energia de deformagao (V) ndo representa o comportamento constitutivo em
sua totalidade, devendo ser substituida pela energia livre de Helmholtz (), que também
abrange os efeitos térmicos.

No caso termo-eldstico, 1) pode ser escrita apenas em funcgao da deformacao (E) e da

temperatura (). Assim, sua taxa pode ser expressa como:

: T
V(E,Q) = 5 E + 50 6. (4.19)
Aplicando essa equagao nas leis da termodinamica, Eq. (3.20) e Ineq. (3.21), resulta:
o o, [V oy _
<6E_ )-E+<89+77)9+977—7’+V0 qo =0, (4.20)
o : oy . 1
(s Plo—Zq- > (. .

Seguindo o postulado de Coleman e Noll (1963), as expressoes acima devem ser vilidas
para qualquer processo termodinamico, ou seja, para quaisquer valores das taxas 6 e E.
Essa condicao é atendida se os termos entre parénteses forem nulos, o que resulta nas

seguintes relagoes constitutivas:

o o
S=_"" . 4.22
o © "7 76 (4.22)
Consequentemente, a Eq. (4.20) e a Ineq. (4.21) resultam nas seguintes expressoes:
0n—r+Vo-qo=0, (4.23)

qo- Vo0 <0. (4.24)
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As Eqgs. (4.22) sao denominadas relagoes constitutivas do material. A primeira é andloga a
Eq. (2.22), sendo incorporada ao problema mecénico, e a segunda é andloga a Eq. (3.27),
sendo incorporada ao problema térmico. A partir da Eq. (4.22), obtém-se:
O -E—az—%—T B+ 2 (4.25)
T o0 T a2” T TR T T g |

onde ¢, é o calor especifico volumétrico, ja definido na Eq. (3.31), e Tg é denominado

operador termo-eldstico, dado por

>y oy

Te = ~%53E ~ 9B’

(4.26)

Aplicando-se a Eq. (4.25) na Eq. (4.23), resulta a equacao local de condugao de calor

para o problema termo-eldstico:
VQ Qo + QTE . E + Cvé =T. (427)

O termo 6T : E é denominado termo de acoplamento termo-eldstico, responsavel por
transmitir o calor gerado ou absorvido pelas deformacoes elasticas ao problema térmico.

E conveniente expressar a energia livre de Helmholtz através da decomposicio aditiva
entre uma parcela mecénica (1,,), dependente da deformacao e da temperatura, e uma

parcela térmica (1), dependente apenas da temperatura, isto é:

V(E,0) = U (B,0) + (). (4.28)

Para a parcela térmica, pode-se utilizar a lei dada por Vujosevi¢ e Lubarda (2002),

apresentada na Eq. (3.32). Isto é:

0 1
¢9(0) = (CO — 07(90) (0 — 00 —601n 0) — 507(8 — 00)2. (429)
0
J& a parcela mecénica pode ser expressa na forma ¢, (E,f) = ¥,,(E.,0), onde E, é a parcela
puramente elastica da deformagao, dependente da deformacao total e da temperatura.
Uma vez escrita nessa forma, v, pode ser dada por uma lei hiperelastica analoga as
discutidas na secao 4.1. Resta, portanto, avaliar como sera definido o tensor E.. Neste

trabalho, duas formas serao discutidas: a decomposicao aditiva e a multiplicativa.

4.3 Decomposicao aditiva

Na termo-elasticidade linear, é comum assumir que a deformacao linear de engenharia
pode ser expressa pela soma entre parcelas elastica e térmica. Esse conceito pode ser
generalizado considerando a decomposicao aditiva do tensor de deformagoes de Green-
Lagrange, isto é:

E=E.+E (4.30)

onde E, é a parcela elastica, e Ey é a parcela térmica da deformacao, definida pela lei

de expansao térmica do material, que depende apenas da temperatura. Para o caso de
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pequenas deformacoes, muitos materiais podem ser representados pela seguinte lei linear!:
Ey=(0—6p)c, (4.31)

onde a é o tensor de coeficientes de expansao térmica. Levando-se em conta que Eg
representa puramente os efeitos de dilatacdo ou contracdo, apenas suas parcelas da
diagonal principal devem ser nao-nulas, isto ¢, o;; = 0 para ¢ # j. Além disso, para o
caso termicamente isotropico, considerado neste trabalho, segue que a = al, onde o é um

coeficiente tinico de expansao térmica. Assim, a Eq. (4.31) pode ser escrita como:
Eq = a(f — 0y)1, (4.32)

de forma que
E.=E — «a(f — 0y (4.33)

Observa-se, no entanto, que a lei linear dada na Eq. (4.31) deve ser aplicada somente
ao caso de pequenas deformagoes, uma vez que ela nao ¢ limitada para valores excessivos
de contragao, o que pode provocar a inversao do material.

O modelo constitutivo mecanico pode ser definido em func¢ao de E. conforme as leis
hiperelasticas apresentadas na secao 4.1. Assim, calcula-se o tensor de Piola-Kirchhoff de

segunda espécie e o operador tangente consistente pelas expressoes:

_ W OBy _ O
OB, OE OE,’

08 OBy dS  d [0y
¢= OE. 0OE  dE. dE. <6Ee ‘ (4:35)

S

(4.34)

Para escrever explicitamente o potencial v, quando utilizada a decomposicao aditiva,
deve-se levar em conta nao apenas a expressao da lei hiperelastica dada em funcao de
E., mas ainda a parcela de trabalho efetuado pelas forcas internas sobre as deformacoes

térmicas. Para deixar mais claro, pode-se partir da seguinte defini¢ao:

E
Y = /0 S dE. (4.36)

Apoés efetuar a mudanca de variaveis de E para E., o limite inferior E = 0 se torna, pela
Eq. (4.30), E. = —Ey, e o limite superior se torna o préprio E.. Assim, a integral (4.36)

pode ser reescrita como

E

Y= [  SdE, =y,

—E, ’(Ee) N @Zm‘(,Ee)v (4.37)

onde v, é a expressao da lei hipereldstica, aplicada em E, na primeira parcela da Eq. (4.37),

e aplicada em —Ejy na segunda parcela. Uma vez que a segunda parcela depende apenas

1 Embora seja utilizada nos desenvolvimentos algébricos desta subsecio, essa lei linear apresentada

nao sera de interesse nas aplicacoes numéricas deste trabalho, sendo substituida por outra lei na
subsecgao 4.4.1.
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da temperatura, essa nao ira influenciar no calculo da tensao. No entanto, ird influenciar
no célculo da entropia.

Adotando, por exemplo, o modelo de Saint Venant-Kirchhoff para t,,, escreve-se a
parcela mecanica da energia livre de Helmholtz e a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie como:

1 1

¢m = 5 Ee . Q:SVK . Ee - 5 E9 . Q:SVK . Eg, (438)
M
JE, Csvi : Ee (4.39)

onde Cgy i é 0 operador tangente consistente da lei de Saint Venant-Kirchhoff, dependente
apenas das constantes do material. Admitindo que essas constantes nao variam com relagao

a temperatura, obtém-se, ao derivar a Eq. (4.38):

Oy Oy OB, O, OBy

OB, OE. OE,
09 ~ OE, 00 ' OB, 00

(CSVK : Ee) . W — (Q:SVK . EQ) : W (440)

Substituindo-se na Eq. (4.40) a lei de expansao térmica linear dada pelas Egs. (4.32)

e (4.33) e desenvolvendo-se algebricamente, resulta:

Oy,
;}9 = —« (Q:SVK : E) I =—atr (€SVK . E), (441)
de onde, com a aplicacao da Eq. (4.22), pode-se obter a entropia:

N, 0O 0
n=— (;; + 5?) =atr (Csvk 1 E) — (g — ¢,0p) In <00> + ¢, (0 —by). (4.42)

A partir da entropia, é possivel obter as seguintes expressoes para o operador termo-elastico

e para o calor especifico volumétrico:

)

TE = a% =al: Q:SVKa (443)
)

¢y = eai; = co+c (0 — ). (4.44)

Conforme visto na Eq. (4.44), o modelo adotado permite que o calor especifico varie
linearmente com a temperatura, podendo também ser um valor constante caso ¢, = 0. Ja
Tg é uma matriz constante que depende apenas do coeficiente de expansao térmica e dos
parametros de elasticidade.

Caso seja adotado o modelo neo-Hookeano para t,,, escreve-se a parcela mecanica da
energia livre de Helmholtz, a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e o operador

tangente consistente como:

A A _ _
Um = = In(J.)? + ¢ (trC. —3—2InJ.) — = In(Jp)> — ¢ (trCo—3—2InJy), (445)
2 2 2 2
awm —1 —1
S =g =Al(L)C +GI-CY, (4.46)
2 -1 -1
¢ m__ _ AC;'® CJt +2A m(Je)aCe 9 2C (4.47)

~ OE. ® 0E, aC, ac,

e
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onde C, = 2E, + 1, J, = VdetC,, Cy = I —2Ey, e Jy = \/det Cy = y/det(I — 2Ey).

Derivando-se a Eq. (4.45) em relagdo a temperatura, resulta:

Dby Oy, OB, O, OF, OB, . OB,
— : — : —= : — L 44
9 OE, 00 " oB, 00 S o > ap (4.48)
onde 5
S, = 220 _ AWn(J) Gy + G(I— C;Y). (4.49)
aC,

Substituindo-se na Eq. (4.48) a lei de expansao térmica linear dada pelas Eqs. (4.31)

e (4.33) e desenvolvendo algebricamente, resulta:

a;}é%:—&s:l—i—&gg :I=—a(trS —trSy) (4.50)
de onde, com a aplicacao da Eq. (4.22), pode-se obter a entropia:
oy, O - )
= — (ge + ;;) =a(trS —trSy) — (co — ¢y6p) In (;) + ¢y (6 — bp). (4.51)

A partir da entropia, é possivel obter as seguintes expressoes para o operador termo-elastico

e para o calor especifico volumétrico:

E:gg):gg:g]izakﬁ (4.52)
Cy = ng =co+cy(0 —6y) — a®01: (¢ — Q_fg) L (4.53)

onde o oc . acy
¢y =AC,' ® Cy' + 2A In(Jp) aé’e —2G a(’J: : (4.54)

Portanto, ao contrario do modelo de Saint Venant-Kirchhoff, neste caso, tanto o
operador termo-elastico quanto o calor especifico variam de acordo com a deformacgao do
material, demostrando que a aplicagao de modelos constitutivos nao-lineares na parcela
mecanica influencia também nas variaveis térmicas. No entanto, conforme esperado, essa
dependéncia sé deve ser notavel para grandes deformacoes, uma vez que, para deformagoes
suficientemente pequenas, € ~ €y ~ Cgyx. Além disso, a ordem de grandeza de a é
tipicamente muito menor que a do calor especifico, fazendo com que o termo a? possa ser

desprezado. Dessa forma, é seguro considerar, mesmo em casos de grandes deformacoes,
ey R o+ ¢y (0 — b)), (4.55)
que equivale & Eq. (4.44) obtida anteriormente.

4.4 Decomposicao multiplicativa

A decomposicao multiplicativa baseia-se no conceito de configuracao intermediaria,
isto é, uma configuracao €2y do corpo onde apenas deformagoes térmicas estao presentes.

Denota-se por ¢, a fungdo que mapeia o corpo em sua configuragao inicial (£2) para a
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configuragao {2y, e por ¢, a fungao que mapeia o corpo de {2y para a configuragao final (£2),
conforme ilustra a Figura 7. Pode-se entao representar a funcao mudanca de configuragao

como ¢ = ¢, o (,. Assim, segue que:
F=Vy-({.0¢y) =F.Fy, (4.56)

onde F, = V-, representa as deformacoes puramente elasticas, e Fy = V-, representa
as deformacoes puramente térmicas. O operador Vj denota o gradiente com relagao a
Qy, ou seja, F, é definido na configuragao intermediaria. Ja Fy é definido na configuracao
inicial.

Figura 7 — Mapeamento da configuracéo intermediaria no modelo termo-elastico

—
¢, F

A
Cos F}\@ &, F.

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir disso, pode-se escrever as parcelas eldstica e térmica da deformacao de Green-
b
Lagrange, respectivamente, como:
1 1

E. = S (F/F.— D) = ;(C. - T), (4:57)
1 1
Ey = §(F9TF9 ~1) = 5(09 —1), (4.58)

onde, novamente, E, ¢ definido na configuracao intermediaria, enquanto Ey é definido na

configuragao inicial. Apés determinadas manipulagoes algébricas, pode-se ainda escrever:
E.=F,"(E - Ey)F,". (4.59)

Observa-se que, para pequenas deformacoes térmicas, Fy ~ I, logo a Eq. (4.59) se aproxima
da decomposicao aditiva.

Uma vez que E, ¢é definido na configuracao intermedidria, é natural definir o modelo
constitutivo mecanico no mesmo dominio. Dessa forma, denota-se por ¥, a parcela meca-
nica da energia livre de Helmholtz por unidade de volume na configuracao intermediaria,
escrita em funcao de E. conforme os modelos descritos na secao 4.1. Como as demais
passagens deste trabalho utilizam a versao Lagrangiana da energia livre, torna-se necessario

recupera-la a partir da seguinte expressao:

onde Jy = detFy é o Jacobiano da parcela térmica de deformagao. O tensor de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie é dado entao por:

Mo ; Oy, OB,
OE ~ "YOE,  OE

S = = JyF,'S.F,; 7, (4.61)
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onde -
Oy,
- OE,

é o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie definido na configuragao intermediaria.

Se

(4.62)

A lei de expansao térmica nesse caso pode ser expressa a partir do tensor Fy. Novamente,
leva-se em conta que os efeitos térmicos devem ser apenas de dilatacao ou contracao, logo,
apenas as parcelas da diagonal principal de Fy devem ser nao-nulas. Para o caso isotropico,

considerado neste trabalho, escreve-se:
Fy = M, (4.63)

onde )\g ¢ denominado alongamento térmico, dependente apenas da temperatura. Neste

caso, duas leis sdo consideradas: linear e exponencial. A primeira, dada pela expressao
Ao =1+ a(f—16), (4.64)

deve ser utilizada apenas para deformagcoes térmicas pequenas ou moderadas, uma vez
que ela permite valores de alongamento inferiores a zero, o que ¢ fisicamente inadmissivel.

Ja a lei exponencial, dada pela expressao
Ag = e(0=%) (4.65)

pode ser utilizada para problemas de grandes deformagoes sem que hajam inconsisténcias
fisicas. Nota-se que, para valores suficientemente pequenos de «(6 — 6y), as duas leis
descritas tornam-se aproximadamente coincidentes.

Aplicando a Eq. (4.63) nas Eqs. (4.58) a (4.61), as relagoes cinemdticas e constitutivas

podem ser reescritas como:

1

Ey = §(A§ -1, (4.66)
1

E. = )\,’E + §(A52 — 1)1, (4.67)

U = A U, (4.68)

S = )\ S.. (4.69)

Além disso, pode-se calcular o operador tangente consistente pela expressao:

0S 0S. O0E. 10S. |,
C= e = AG@E@ "9E N OB - 2t (4.70)
onde ~
0S. 0 [O0Yn
€= OE. OE, <8Ee> (4.71)

¢ o operador tangente elastico.
Adotando, por exemplo, o modelo de Saint Venant-Kirchhoff para t,,, a energia livre

de Helmholtz, o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e o operador termo-elastico
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sao dados, respectivamente, por:

1
Vm = §>\2 E. : Cyk @ E, (4.72)
S = /\9 QSVK : Ee, (473)
C=)"Coyxk. (4.74)

Ja para o modelo neo-Hookeano, tem-se:

3A 3
Vm = AQ In(J,)? +)\92G(trCe—3—21nJe), (4.75)
S = MAIn(J,)C.t + N\G(I - CJ 1), (4.76)
_ B B _ oC! ., 0C!
C=)\"'AC'® C.t +2),'Aln(J,) oc. 20,'G oC. (4.77)

De maneira geral, a derivada de 1, com relagdo a temperatura pode ser escrita como:

00 0Ny 00

Njtom — S, : C) %A;, (4.78)

onde, novamente, considera-se que os parametros do material ndo variam com a temperatura.

Aplicando a Eq. (4.78) na Eq. (4.22), obtém-se a seguinte expressdo para a entropia:

N 0
n=(Sc:C—3\thm) 879 — (co — ¢40p) In (90) + ¢ (6 — By). (4.79)

A partir dessa equagao, podem ser obtidas as seguintes expressoes para o operador termo-

elastico e para o calor especifico volumétrico:

Te = o = (N%€.:Cc-8,) =7 50 (4.80)
on 0*\g
e =00 = ot 6,(0 = 00) + 0 (S : C = 3\jthm) S’ 50 (4.81)
A
+0(=A°C € : C = 6Mgthy, +3); 'S, : C) (%;). (4.82)

O termo 9%)\g/06? serd anulado para a lei de expansdo térmica linear, e serd da ordem
de a? para a lei exponencial. J& o termo (O\g/00)? sera da ordem de o? independente da
lei adotada. Portanto, admitindo novamente a hipdtese a < ¢,, esses termos podem ser

desprezados, e o calor especifico pode ainda ser escrito conforme a expressao (4.44).

4.4.1 Equivaléncia entre leis de expansao térmica

Neste trabalho, sao aplicadas as leis de expansao térmica linear e exponencial, definidas
conforme as Eqs. (4.64) e (4.65) para o modelo baseado na decomposi¢gdo multiplicativa.
Para aplicar essas mesmas leis na decomposicao aditiva, e possibilitar uma comparacao

justa entre as duas abordagens, deve-se levar em conta que elas sao escritas em termos
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de Ey ao invés de Ay, sendo necessario utilizar a Eq. (4.66) para relacioné-las. Portanto,
aplicando nessa as Eqs. (4.64) e (4.65), pode-se escrever as leis linear e exponencial,

respectivamente, como:

1
E@ = a(é’ — 6)0) + 5042(9 - 90)2 I, e (483)
1 2a(60—00)
Ep = 5 (e*%) — 1L (4.84)

Observa-se que a lei linear para o alongamento retorna quadratica para o tensor de
deformagoes de Green-Lagrange, ao contrario da lei definida na Eq. (4.32). Naturalmente,
considerando a hip6tese o < 1, o segundo termo da Eq. (4.83) é desprezivel comparado ao
primeiro, fazendo com que as duas leis sejam aproximadamente coincidentes. No entanto,
a fim de abordar o caso geral, neste trabalho apenas a Eq. (4.83) é considerada para a lei

linear.

4.5 Equacao termo-elastica da conducao de calor

Para se obter a forma variacional global da equacao da conducao de calor para o
caso termo-eldstico, pode-se aplicar procedimentos algébricos analogos aos realizados na
se¢ao 3.4, partindo da sua forma local apresentada na Eq. (4.27). Aplicando-se também a
lei de Fourier, de forma andloga a subsegao 3.4.1, resulta:

/ (Ko - Vo 0) - (Vo 80) dVy + / cof60dVy + / Go 664,
Qo Qo To

. (4.85)
—/Q r59d14)+/9 0Ty : B60dV, = 0.

Nota-se que a tnica diferenca entre a Eq. (4.85) e a Eq. (3.46) é a adigao do termo
associado ao operador termo-elastico Tg. No entanto, como serd mencionado a seguir, esse
termo geralmente possui ordem de grandeza muito inferior aos demais, sendo portanto

desconsiderado nos exemplos deste capitulo.

4.6 Solucao numérica da termo-elasticidade

A solugao numérica do problema térmico é dada novamente pelo Método dos Elementos
Finitos, conforme descrito na secao 3.5. Apesar de terem sido apresentadas equagoes gerais
em muitas passagens deste capitulo, a aplicagdo numérica do problema termomecanico

limita-se a algumas aproximacoes e consideragoes importantes:
1. Os modelos adotados sdo isotrépicos, isto é, oo = al, K = kI e Ky = kJCL.
2. O coeficiente de expansao térmica é pequeno, isto é, a < 1. Como consequéncia:

o Os termos do calor especifico que dependem das deformagoes sao desprezados,

por apresentarem ordem de grandeza muito inferior a constante co;

e O termo do operador termo-elastico, Tg, na equacao da conducao de calor é

desprezado, por apresentar ordem de grandeza muito inferior aos demais termos.

3. O calor especifico ¢ tomado como constante, isto é, ¢, =0 e ¢, = co.
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4.6.1 Acoplamento termomecanico

Apesar de apresentarem equacoes governantes diferentes, os problemas térmico e
mecanico sao mutuamente dependentes. A variacdo de temperatura causa dilatacao ou
contracao no material, interferindo no problema mecanico por meio do modelo constitutivo.
Ja as deformacoes do corpo interferem no problema térmico de duas formas: a primeira
é pelo termo de acoplamento termo-elastico (0T : E), que, embora desprezado neste
trabalho, pode influenciar de forma mais significativa em casos especificos. Ja a segunda
se deve ao fato de que, quando o corpo é deformado, o gradiente da temperatura é
modificado, alterando o fluxo de calor pela lei de Fourier. Esse ultimo fato normalmente é
desconsiderado na termo-elasticidade linear, pois a variacao é desprezivel em problemas de
pequenas deformagoes. No entanto, como este trabalho trata de problemas em grandes
deformagbes, cuidados maiores sdo tomados nesse sentido.

O acoplamento termomecanico pode ser resolvido numericamente de duas formas:
monolitica e particionada. No acoplamento monolitico, as incognitas do problema térmico
e do problema mecénico (temperaturas e posigoes) sao resolvidas conjuntamente em um
sistema tnico. Nesse caso, apenas um processo iterativo é necessario, porém, para garantir
a convergéncia, a linearizacao de ambas as equacoes governantes deve ser feita com relagao
a ambos os parametros nodais (temperaturas e posigoes), o que pode resultar em equagoes
relativamente mais complexas e sistemas nao-simétricos.

Ja no acoplamento particionado, os problemas térmico e mecanico sao resolvidos
isoladamente, com trocas de informacao feitas de forma explicita ou implicita durante o
processo de solucao dos sistemas. Na forma explicita, também chamada de acoplamento
fraco, a troca de informagoes é feita apenas uma vez em cada passo de tempo, isto é,
resolve-se o problema térmico com as posi¢oes do passo anterior, em seguida resolve-se
o problema mecanico com as temperaturas previamente calculadas, e parte-se para o
préximo passo de tempo. Ja na forma implicita, também chamada de acoplamento forte,
ou método bloco-iterativo, esse procedimento é realizado a cada iteracao do procedimento
de solugao dos sistemas nao lineares, dentro do mesmo passo de tempo, até que a variagao
das temperaturas e posi¢oes sejam menores que uma tolerancia pré-estabelecida.

Neste trabalho, aplica-se o acoplamento particionado forte, por ter uma implementacao
mais simples quando comparado ao monolitico e produzir resultados mais confiaveis quando
comparado ao particionado fraco. Na Figura 8 é apresentado um fluxograma resumido do

processo bloco-iterativo adotado.

4.7 Exemplos numéricos

Nesta secao, sao apresentados exemplos numéricos de termo-elasticidade com o intuito
de verificar o codigo desenvolvido e comparar os diferentes modelos propostos. Embora
a formulacao de elementos finitos implementada contemple o caso tridimensional, por
simplicidade e menor custo computacional, apenas problemas bidimensionais foram consi-

derados nesta secdo. Dessa forma, assume-se que as temperaturas sao constantes ao longo
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Figura 8 — Esquema de acoplamento bloco-iterativo para o problema termo-elastico

Novo Passo
| de tempo |‘

Nova iteracgio Nio variagio é
do acoplamento < menorique
i tolerancia?
Utilizando as posicées do passo
ou iteracao anterior, resolve-se o
problema térmico (temperaturas) Calcula-se a variacio
das temperaturas e
¢ posi¢oes
. Utilizando as temperaturas T
E calculadas anteriormente, resolve-se
o problema mecanico (posicoes)

i Loop do Newton-Raphson

Fonte: Elaborado pelo autor

do terceiro eixo, e toma-se espessura unitaria em todos os exemplos.

Com relagao ao modelo constitutivo mecanico, aplicam-se os estados planos de tensao
e de deformacao, conforme discutidos na subsecao 4.1.5. O EPD neste caso ¢ considerado
a partir das deformagoes totais ao invés das deformagoes elasticas, isto é, toma-se F33 = 0.
Isso implica, para o caso da decomposicao aditiva, que (E,)33 = —(Ep)33 e, para o caso da
decomposicio multiplicativa, que (E,)s3 = —\;%(Ep)33. Com relagio ao EPT, nenhuma

consideracgao precisa ser feita além do que foi discutido na subsecao 4.1.5.

4.7.1 Cubo parcialmente comprimido sob efeitos térmicos

Este exemplo é proposto com o intuito de verificar a influéncia dos carregamentos
mecénicos sobre os campos térmicos em problemas com grandes deformacoes. Considera-se
um cubo de dimensoes unitarias composto por material solido, submetido a um fluxo de
calor uniforme na face superior, fluxo de calor nulo nas faces da esquerda e da direita e
temperatura prescrita na face inferior, além de ser parcialmente carregado por uma forca
distribuida vertical uniforme na face superior, estando com o deslocamento na direcao
normal restrito tanto na face inferior quanto na face da direita, como mostra a Figura 9.

As propriedades fisicas e a discretizacao espacial também sao apresentadas na Figura 9,
sendo que os carregamentos térmicos sao tomados constantes ao longo do tempo, enquanto
o carregamento mecanico é incrementado a medida que avanga o nimero de passos. Para
que nao haja influéncia do problema térmico no mecanico, desconsideram-se os efeitos da
expansao térmica. Além disso, assume-se que o processo seja suficientemente lento para
que o problema mecanico possa ser tratado por uma anélise estatica, e o problema térmico

por um regime permanente (considerado no cédigo tomando ¢, = ¢, = 0).
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Figura 9 — Dados do exemplo de cubo parcialmente comprimido sob efeitos térmicos

Problema térmico: Problema mecanico: Malha: Consideragdes:
220000 W/m> p =60 kN/m? + 200 elementos T10 * Regime permanente (c, = 0)

l:l ey T * 961 nos A * Analise estatica (100 passos)

q
l * Sem expansdo térmica

!

Condutividade:
« k=10° W/(m °C)

Im Im

Propriedades mecanicas:
* Lei neo-Hookeana / EPD
* A =320 kN/m?

QO O QOO QO QCQC

Im Im

Q.

o} oNe) oNeNo} o} o G =80 kKN/m?

Fonte: Elaborado pelo autor

Caso sejam desconsiderados os efeitos mecanicos, pode-se facilmente resolver o problema
térmico de forma analitica, aplicando de forma direta a lei de Fourier para obter a

temperatura no topo do corpo (fiopo):

(etopo - epresc)

-
q h

= —20000 = —1000 - (fropo — 25) = Oiopo = 45°C.  (4.86)

Essa solucao reflete de forma aproximada as temperaturas obtidas nos primeiros passos do
problema, como pode ser visto nos resultados do primeiro passo, apresentados na Figura 10.
No entanto, ainda na Figura 10, pode-se observar a variagdo no campo de temperatura
do ultimo passo, decorrente do surgimento de deformagoes modificando o gradiente de

temperatura.

Figura 10 — Configuragdo deformada e campo de temperatura (em °C) para o primeiro e tltimo passo
do carregamento mecanico

Passo 1/100 Passo 100/100 44.98
42.0

— 40.0
— 380
— 36.0

34.0
t 32.0

— 30.0

t 28.0
25.00

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 11 sao apresentados os graficos de deslocamento vertical e temperatura no
canto superior direito (ponto A) do corpo, onde sdo comparados com resultados obtidos
por meio do software ANSYS, mostrando concordancia satisfatéria. Observa-se que a

temperatura parte da solugdo puramente térmica esperada (45°C) e varia conforme o nivel
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de deformagao aumenta, até um valor limite de aproximadamente 41°C. Essa variacao é
possivel pois a constante de condutividade térmica foi tomada na sua forma Euleriana, ao

invés da Lagrangiana, conforme comentado na subsecao 3.4.1.

Figura 11 — Deslocamento e temperatura vs. tempo no ponto A
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.7.2 Viga biapoiada sujeita a variacao de temperatura

Neste exemplo, observa-se o efeito da expansao térmica e dos diferentes modelos
constitutivos termo-elasticos no comportamento do corpo. Considera-se uma viga biapoiada
sujeita a variagao de temperatura negativa na borda superior e positiva na borda inferior, de
forma que o efeito esperado seja de flexao, deslocando o centro do vao para baixo. Assume-
se novamente analise estatica e regime permanente, com as variagoes de temperatura sendo
incrementadas a cada passo da andalise. Ambas as decomposicoes, aditiva e multiplicativa,
foram consideradas neste problema, e em cada uma foram adotadas as leis de expansao
térmica linear e exponencial, totalizando quatro casos a serem analisados. Todos os dados do
problema, incluindo geometria, condigdes de contorno, propriedades fisicas e discretizacao,
estao dispostos na Figura 12.

Por se tratar de uma viga isostatica simétrica, sujeita apenas a carregamentos térmicos,
sabe-se que as reacoes de apoio mecanicas devem ser nulas. No entanto, isso nao impede
que se manifestem tensoes internas no dominio da viga, decorrentes de incompatibilidades
entre as deformagoes puramente térmicas e os deslocamentos, que sdo compensadas com o
surgimento de deformacoes elasticas.

Na Figura 13, apresentam-se as configuracoes deformadas e o componente oy, das
tensoes de Cauchy para o tultimo passo de tempo em cada um dos casos analisados, onde o
eixo 1 é o eixo horizontal reto da viga indeformada. As configuracoes deformadas tendem
a um formato quase circular, pois as variagoes de temperatura sao uniformes ao longo do
eixo longitudinal da viga, gerando um perfil de deformagoes térmicas idéntico para todas
as secoes transversais.

Observa-se que as tensoes sao evidentes apenas nos casos em que foi adotada a

lei de expansao térmica linear, o que indica uma incompatibilidade entre o campo de
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Figura 12 — Dados do exemplo de viga biapoiada sujeita a variacdo de temperatura

Consideracoes:

40 =-25°C * Regime permanente (c, = 0)

* Analise estatica
Im . 100 passos com 46
AN I\ crescendo linearmente.
Propriedades térmicas:
10m « k= 10° W/(m °C)
ca=0,01/C
Malha: 180 elementos T10 /910 nos Propriedades mecénicas:

* Modelo neo-Hookeano / EPT
« E=1000 kN/m?
cv=04

Fonte: Elaborado pelo autor

deformagdes térmicas neste caso e a configuragdo deformada da viga, resultando em
componentes elasticos compensatérios. Por outro lado, para a lei exponencial, as tensoes
obtidas (e, consequentemente, as deformagoes elasticas) sao despreziveis, sugerindo que
essa abordagem proporciona uma melhor compatibilizacao das deformagoes térmicas neste

exemplo.

Figura 13 — Componente 017 da tensdo de Cauchy no ultimo passo do exemplo de viga biapoiada sujeita
a variagdo de temperatura, utilizando (a) decomposicao aditiva com lei de expansao térmica
linear, (b) decomp. aditiva com lei exponencial, (¢) decomp. multiplicativa com lei linear e
(d) decomp. multiplicativa com lei exponencial

-88 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 35.60
‘ | | | | | | | S | | \ \ | | S S

(c)

(a) (b) (d)

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo fato de as deformacoes elasticas neste problema serem muito pequenas, isto é,
as deformagoes totais consistirem praticamente de suas parcelas térmicas, espera-se que
nao haja diferencas significativas entre as decomposigoes aditiva e multiplicativa. Essa
expectativa é confirmada pelos resultados da Figura 14, onde sao apresentados os gréaficos
de deslocamento e deformacao na borda inferior do meio do vao. Embora diferencas entre
as leis de expansao linear e exponencial sejam notaveis, especialmente na Figura 14(b),

observa-se que em cada uma delas a escolha da decomposicao de fato nao manifesta um



82 4. Modelo termo-eldstico

papel significativo. Mesmo no grafico ampliado da Figura 14(a), sé é possivel observar

diferencas minimas para o caso da lei linear, onde as deformagoes eldsticas sdo maiores.

Figura 14 — Viga biapoiada sujeita a variagdo de temperatura: (a) deslocamento vertical e (b) componente
F41 da deformagao, calculados na borda inferior do meio do vao

e Decomp. aditiva - Lei linear =~ e Decomp. multiplicativa - Lei linear
o Decomp. aditiva - Lei exponencial =~ —— Decomp. multiplicativa - Lei exponencial
\ \ \ \ \ \ \ \
09 |
0,3
g
=
]
£ ol i _ 0,2
> S
3 0,1
8
A -4 =
(a) | | | 0]
0 20 40 60 0 20 40 60 80 100
Passo Passo

Fonte: Elaborado pelo autor

4.7.3 Viga biapoiada sujeita a variacao de temperatura e carregamento

Com o intuito de aumentar a influéncia das deformacoes elasticas, o exemplo anterior
¢é reformulado nesta subsecao, sendo adicionado um carregamento mecanico distribuido
ao longo do vao, e reduzidas as variagoes de temperatura. Os dados sao apresentados na
Figura 15.

Figura 15 — Dados do exemplo de viga biapoiada sujeita a variagao de temperatura e carregamento

p=2kN/m? Consideracdes:
0= -15°C * Regime permanente (c, = 0)
Y YV VY * Analise estatica
1 m 100 passos de carga com 46
e p crescendo linearmente
A 40=15°C L Propriedades térmicas:
10m k=10’ W/(m °C)
*a=0,01/°C
Malha: 180 elementos T10 /910 nos Propriedades mecinicas:

* Modelo neo-Hookeano / EPT
« £ = 1000 kN/m?
*v=04

Fonte: Elaborado pelo autor

Como consequéncia das deformagoes mecanicas decorrentes do carregamento aplicado,

o campo dos componentes horizontais de tensao passam a apresentar uma disposi¢ao mais
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alinhada aos resultados da mecanica classica, com tensao de tracao na borda inferior da
viga, e tensoes de compressao na borda superior (ver Figura 16). A configuracao deformada
diferencia-se do caso anterior, apresentando um formato ligeiramente menos circular pelo

fato de as deformagbes serem maiores no meio do vao.

Figura 16 — Componente 017 da tensdo de Cauchy no ultimo passo do exemplo de viga biapoiada sujeita
a variacdo de temperatura e carregamento, utilizando (a) decomposigéo aditiva com lei de
expansao térmica linear, (b) decomp. aditiva com lei exponencial, (¢) decomp. multiplicativa
com lei linear e (d) decomp. multiplicativa com lei exponencial

-9396 -8 -70 60 -50 40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50 60 70 79.41
[ | | | | | | |

Y Y T M
(a) (b) () (d)

Fonte: Elaborado pelo autor

Outra consequéncia do acréscimo nas deformagoes elasticas é a maior diferenca entre
as decomposicoes aditiva e multiplicativa, conforme atestado nos graficos da Figura 17.
De fato, ao contrario do caso sem carregamento mecanico, é notavel a variacao entre os
valores obtidos para os dois tipos de decomposigao, principalmente na Figura 17(b). No
entanto, pelo fato de as deformagoes térmicas neste caso serem menores, as diferencas

entre as leis de expansao térmica adotadas nao sao tao expressivas quanto as observadas
no exemplo anterior.

Figura 17 — Viga biapoiada sujeita a variagdo de temperatura e carregamento: (a) deslocamento vertical
e (b) componente F1; da deformagdo, calculados na borda inferior do meio do vao

e Decomp. aditiva - Lei linear e Decomp. multiplicativa - Lei linear
o Decomp. aditiva - Lei exponencial ~—— Decomp. multiplicativa - Lei exponencial
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Fonte: Elaborado pelo autor
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4.7.4 Cubo sob deformacoes térmicas excessivas

Este exemplo é proposto para verificar a influéncia do modelo adotado em problemas de
grandes deformacoes. Considera-se um cubo de dimensoes unitarias previamente aquecido
a uma temperatura de 600 °C, submetido a uma temperatura ambiente de 25 °C e condic¢ao
de conveccao em todas as faces. O coeficiente de expansao é escolhido de forma que essa
variagao de temperatura provoque um alto valor de contragao térmica. No entanto, o
corpo é restrito mecanicamente tanto em sua largura quanto em sua profundidade (EPD),
de forma que a deformacao seja livre apenas na diregao vertical. O problema térmico é
considerado transiente, com tempo maximo de andlise 100 s, e At = 0,25 s. Ja o problema
mecanico é resolvido desprezando-se as parcelas dindmicas (andlise estética). Os demais

dados do problema sao dispostos na Figura 18.

Figura 18 — Cubo sob deformacoes térmicas excessivas - Descrigdo do problema e da discretizagao

Problema térmico: Problema mecanico: Malha: Consideragdes:

$8383888388833¢ * Analise estatica

B " * At=0,25s (400 passos)

bW - 1 i Propriedades térmicas:

bW " K i * k=10° W/(m °C)

D 6,= 600 °C [ H  |Im : sc,=5-10*J/(kg °C)

D . H ! *py=1kg/m’

DN e X Im ) *0=0,001715 /°C

DA I [ Propriedades mecanicas:

0T33333333333335% S ReNoRoReR RO Ko KoRsHe: * Neo-Hookeano / EPD
.. =25°C * 200 elementos T10 + E=10*kN/m?
h.=2-10* W/(m> °C) +961 nos «v=025

Fonte: Elaborado pelo autor

Novamente, sao aplicados os modelos baseados nas decomposicoes aditiva e multiplica-
tiva e as leis de expansao térmica linear e exponencial. Dessas quatro combinacoes, o inico
modelo capaz de prosseguir até o final da andlise foi o de decomposi¢do multiplicativa com
lei exponencial. Os demais apresentaram problema de inversao do material (Jacobiano
negativo), devido as ja mencionadas limitagdes quando submetidos a altos niveis de de-
formagoes compressivas, causando erros de convergéncia no processo iterativo de solucao
do sistema nao linear. Para o caso de decomposicao multiplicativa com lei de expansao
térmica linear, o erro ocorreu no passo 151 (¢ = 37,75s); para o caso de decomposi¢ao
aditiva com lei exponencial, no passo 34 (¢t = 8,5s); para o caso de decomposicao aditiva
com lei linear, no passo 11 (¢t = 2,75s).

Na Figura 19 sao apresentados os graficos de temperatura, alongamento térmico, e
componentes horizontal e vertical da deformagao de Green-Lagrange (E1; e Eas), respecti-
vamente, para o ponto central do corpo (ponto A da Figura 18). Embora as temperaturas
tenham mantido aproximadamente o mesmo nivel para os quatro casos, a influéncia da

lei de expansao adotada é evidente na Figura 19(b): enquanto para a lei exponencial
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o alongamento minimo fica estagnado em torno de 0,4, para lei linear observa-se uma
tendéncia a valores préximos de 0, que seria o limite admissivel para a inversao do material.
Embora seja observado que esse valor limite nao é atingido no ponto A, a interrupg¢ao do
processamento indica que ele é ultrapassado em outros pontos do dominio. Para o caso da
decomposicao aditiva com lei exponencial, a interrupc¢ao se da muito antes que o valor
limite de alongamento térmico seja alcangado no ponto A. No entanto, conforme pode ser
observado na Figura 19(d), os valores de Es; tendem a ultrapassar —0,5, que é o valor
minimo admissivel para a deformacao de Green-Lagrange. Conclui-se portanto que, nesse
caso, o problema de inversdo do material se da ndo apenas por conta da contracao térmica,
mas também pela resposta da parcela mecanica, que contribui para que os valores totais
de deformagao ultrapassassem o limite. O mesmo pode ser inferido para o caso em que se
utiliza decomposigao aditiva e lei de expansao linear. Porém, como deformagcoes excessivas
nao sao observadas nos graficos da Figura 19 para esse caso, conclui-se que a inversao do
material ndo ocorre no ponto A, mas em outro ponto do dominio.

Figura 19 — Resultados para o ponto A vs. tempo: (a) temperatura, (b) alongamento térmico, e compo-
nentes (¢) Ei;1 e (d) Eaz de deformacgdo de Green-Lagrange
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Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 20, sdo mostradas as configuragoes deformadas para diversos passos de

tempo do problema, considerando o caso em que é utilizada a decomposi¢ao multiplicativa
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e lei de expansao térmica exponencial. Embora o alongamento térmico minimo para esse
caso seja em torno de 40%, conforme indicado na Figura 19(b), observa-se que a variagdo
de altura é muito menor que 40% devido a contribui¢do da parcela mecanica de deformagao
que surge para compensar as restrigoes no sentido da largura e da profundidade. Ainda na
Figura 20, sdo apresentadas no mapa de cores as componentes horizontais da tensao de
Cauchy, manifestadas como consequéncia dessas deformagoes mecanicas.

Figura 20 — Tensao o017 sobre a configuragdo deformada para o modelo baseado na decomposicao

multiplicativa e lei exponencial

707 39 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000 26000 28000 31258 61
|
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Capitulo 5

Modelo viscoelastico-viscoplastico

O modelo viscoeléstico-viscoplastico apresentado neste trabalho é baseado no de Carva-
lho (2019), sendo adicionada uma parcela de encruamento cinemético viscoso a fim de
contemplar a dependéncia temporal da rigidez plastica. Os resultados deste capitulo sao

apresentados também em Carvalho, Coda e Sanches (2023).

Assim, constréi-se o modelo reoldgico que serve como base para os desenvolvimentos
desta se¢ao, apresentado na Figura 21. Esse modelo consiste na associagao em série de
uma parcela viscoelastica, representada pelo modelo de Zener (ZENER; SIEGEL, 1949),
e uma viscoplastica. A plasticidade é simbolizada por um mecanismo de atrito, e a
viscoplasticidade é considerada pela associacao em paralelo desse mecanismo de atrito com
um pistao de viscosidade p,. Além disso, com base na proposta de Lion (1997), é possivel
decompor a deformacao plastica em parcelas “plasticas-elastica” e “plasticas-inelastica”,
que representam, na micro-escala, a deformacao induzida por discordancias e a deformagcao
irreversivel devido a escorregamentos nos cristais, respectivamente. Com essa ideia, é

possivel incorporar no modelo a lei de encruamento cinematico de Armstrong-Frederick

Figura 21 — Modelo reolégico visco-elasto-plastico

... Parcela viscoeldstica ... Parcela viscoplastica
(Zener) k4
F. F.
Pe Py :
cin cin
Do Y5 Hp e . —
E i | Encruamento cinemético
Slasticidade pura | AMAMAA ] Do
Elasticidade pura YWY Co ‘up T . Viscosidade plastica
S ¢— —— — ——— =P S
: Ye My B — \7 Oy
—_— L cin " 7| Mecanismo de atrito
Elasticidade viscosa [ JVVVVVV I I P %e c/(yb) : : > -
; P _‘MMMﬂ_ Encruamento cinematico

de Armstrong-Frederick

Fonte: Adaptado de Carvalho (2019)
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(ARMSTRONG; FREDERICK, 1966), considerando que as parcelas plasticas-eldsticas
sao representadas por uma mola com rigidez “c” e as parcelas plasticas-inelasticas por
um pistao com viscosidade “c/(4b)”. Observa-se, no entanto, que esse pistao nao evolui
com o tempo, mas sim com o nivel das deformacao plastica, tratando-se portanto de uma
pseudo-viscosidade. Dessa forma, considera-se associado em paralelo um modelo adicional
de encruamento cinematico viscoso, onde a parcela de deformacao plastica-inelastica é

representada por um pistao de viscosidade p¢", causando um efeito de variacdo no tempo.

p

A adicdo do encruamento cinemaético viscoso permite que o modelo apresentado
seja aplicado com precisao ao material politetrafluoretileno (PTFE), cujos resultados
experimentais mostram uma notavel dependéncia das taxas de deformacao sobre a rigidez

plastica. Isso é demonstrado na secao 5.7, apés a descricao completa do modelo constitutivo.

5.1 Cinematica

Por ser aplicado a problemas com grandes deformacoes, utiliza-se neste modelo a
decomposicao multiplicativa, apresentada na secao 4.4 aplicada ao caso termo-elastico.

Nesse contexto, o gradiente da funcao mudanca de configuracao é expresso como:
F=F,F,. (5.1)

onde F,. corresponde a parcela viscoeldstica de deformacao, e F, denota a parcela
plastica, ou viscoplastica. Além disso, baseado no modelo reoldgico adotado, a deformacao

viscoeldstica pode ser decomposta nas parcelas elastica (F.) e viscosa (F,), isto é,
F, =F.F,, (5.2)

e a deformacao plastica pode ser decomposta nas parcelas plastica-elastica e plastica-

inelastica, conforme comentado anteriormente, de duas formas:
Fp = FPerz‘ = FﬁeFﬁuv (53)

onde a primeira decomposi¢ao ¢é utilizada para representar o encruamento cinematico
pseudo-viscoso, e a segunda o encruamento cinematico viscoso. Conforme discutido na
secao 4.4, cada decomposicao multiplicativa estd associada a uma configuracao intermedia-
ria do solido. Na Figura 22 essas configuragoes intermedidarias sao apresentadas de forma
esquematica com os seus respectivos mapeamentos.

Para cada parcela apresentada do gradiente da funcdo mudanca de configuragao,
denotada de forma genérica por F(.,), pode-se definir tensores associados ao alongamento
a direita de Cauchy-Green, C.), a deformacao de Green-Lagrange, E(.), a velocidade da
mudanca de configuracao, L., e a taxa de deformacao, D(.), por expressoes analogas as
Egs. (2.2), (2.3), (2.6) e (2.8), respectivamente.

5.2 [Energia, tensao e dissipacao

Com base na Figura 21, é possivel expressar a energia livre de Helmholtz do modelo

constitutivo por meio das parcelas de energia armazenadas nas quatro molas apresentadas.
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Figura 22 — Configuragoes intermediarias para as decomposi¢gdes multiplicativas aplicadas ao modelo
constitutivo viscoeldstico-viscoplastico

Na parcela viscoeldstica, essas energias sao denotadas por ¢2° e 1., sendo a primeira
associada aos efeitos de longo prazo, escrita em funcao da deformacao viscoeldstica total;
e a segunda associada ao estado nao-equilibrado ou transitério, escrita em funcgao da
deformacao puramente elastica. Para a parcela viscoplastica, as molas @/Jge“ e wgien sao
responsaveis pelo encruamento cinematico viscoso e pseudo-viscoso, respectivamente.
Adicionalmente, a fim de representar o encruamento isotrépico, pode-se considerar uma
energia armazenada 2/1;50, dependente apenas de um parametro de encruamento x. Assim,

a energia livre de Helmholtz pode ser escrita como:
V= U (Bue) + Ve(Be) + 05" (B ) + ¥5" (Bp) + ¥,° (k). (5.4)

E importante ser dito que as parcelas de energia apresentadas sao originalmente definidas
nas suas respectivas configuragoes intermediarias. No entanto, como sera visto posterior-
mente, as deformagoes inelasticas sao isocéricas, isto €, preservam o volume da configuracgao
inicial. Portanto, a quantidade de energia por unidade de volume nas configuracgdes inter-
mediarias é igual a quantidade de energia por unidade de volume na configuracao inicial,
cin
Pe
preocupagao relacionada a conversao de volumes, ao contrario do caso termo-eldstico
(secao 4.4).

Propoe-se neste trabalho um modelo termodinamicamente consistente, isto é, cujas

permitindo que as parcelas 92°, 1., e 1/151“ possam ser definidas sem que haja qualquer

equagoes respeitem as leis da termodinamica. Em particular, deve ser atendida a inequagao
de Clausius-Duhem, escrita para o caso isotérmico na Ineq. (3.22). Para isso, é necessario

calcular a taxa da energia livre de Helmholtz. Com base na Eq. (5.4), escreve-se:

SO0 e O o OURR L OURr L Ou
¢—8Eve.Eve+aEe.Ee+aEpe.Epe+aEﬁE. po+ gt (5.5)

Utilizando-se as relagdes cinematicas obtidas pela decomposicao multiplicativa, e

aplicando-se determinadas manipulagoes algébricas na Eq. (5.5), discutidas com mais
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detalhes em Carvalho (2019), a inequagao de Clausius-Duhem pode ser expressa por:

dint = (S F 100 F, " —F'F, 18% TF‘T> B+ <C€a¢e> . L,

P OB, P v OE, OE.
L a—" 81/’6 Ot r U5t o\
+ (Cve oE i Cop BT - F, o FI —F, o FI )L, (5.6)
a,¢cm a cin 8,[7Z}iso
3 = Pe 1L, — —2%>0.
+ (Cpe aEpe> Di + <Cpe aEm) Pv (9/€ K Z 0

Conforme postulado por Coleman e Noll (1963), a inequagao acima deve ser valida para
qualquer processo termodinamico, isto é, qualquer valor de E. Dessa forma, para garantir
a nao-negatividade do primeiro termo da Ineq. (5.6), esse é igualado a zero. Isso implica

que a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie deve ser dada por:

_ 1/] -T 11— 8¢6 —Tr-T
S=F'_“F "+F 'F ' _°“F'F 5.7
P OE,. ? + v OE, vV P (5:7)
e a Ineq. (5.6) pode ser reescrita como:
dpt =M, :L,+X:L,+M,:L,, + M;:L; + 0.k >0, (5.8)
onde By
o = ——2— 5.9
o 9 (5.9)
Y é denominada tensao relativa, definida como:
a cin cin
Y =M, +FMF,"—F, L=F —F; _P=F! 5.10
+ v v DPe aEpe e De 8Epe Pe? ( )
e os demais tensores sao expressos como
awe awoo 8 cin 6 cm
M, =C, , ve = Cpe—==2, »=C M; = C; 5.11
OE. OB, e aEpe ¢ e aEﬁe (5.11)

sendo denominados tensores de Mandel, definidos nas suas respectivas configuracoes
intermediarias. Para modelos isotrépicos, € possivel verificar que os tensores de Mandel sao
simétricos (SVENDSEN, 1998). A partir da Ineq. (5.8), diz-se que X é a medida de tensao
termodinamicamente conjugada a L,, sendo, portanto, utilizada para definir o critério de

escoamento do modelo constitutivo.

5.3 Ciritério de escoamento e leis de evolucao

Utiliza-se neste trabalho o critério de escoamento de von Mises, definido no presente

contexto pela seguinte funcao:

o = |27 - @ (oy — o)., (5.12)

onde oy é a tensdo de escoamento, e o sobrescrito (-)P denota a parcela desviadora de um

tensor.
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Os modelos de plasticidade adotados neste trabalho sao classificados em dois tipos:
plasticidade independente de taxa e viscoplasticidade. No primeiro, a evolu¢ao da deforma-
¢ao plastica independe da taxa de aplicacao das deformagoes e das tensoes, como ocorre
nos modelos elasto-plasticos classicos. Nesse caso, aplica-se a seguinte condi¢ao para o
critério de escoamento: ® < 0.

No caso viscopléstico, utiliza-se neste trabalho o modelo de Perzyna (1966), onde a
evolucao da deformacao plastica é descrita por uma expressao que leva em conta a sua
dependéncia temporal. Ao contrario do caso independente de taxa, nesse modelo, ® pode
assumir valores positivos.

As chamadas leis de evolugao sao expressoes para L, L,, L,., L;, e £ que definem
a evolucao dos seus respectivos componentes, escolhidas de forma que a Ineq. (5.8) seja
atendida. Utilizando a relacao L) = F(.)F(_,)l, é possivel escrever essas expressoes utilizando
as taxas dos componentes do gradiente da funcao mudanca de configuracao. Uma forma
intuitiva de obter as leis de evolucao é pelo principio da maxima dissipacao da energia,
discutido com detalhes em Carvalho (2019). Para a lei de evolugao viscosa, pode-se tomar

L, = iME ou F,= iMEFU. (5.13)
[ho Lo
onde u, ¢ o parametro de viscosidade. Para a lei de evolugao plastica, pode-se tomar

L,=4N, ou F,=4N,F, (5.14)

onde N, = XP/||Z”|| é o tensor que controla a direcio da evolugdo pléstica e 4 é o
multiplicador plastico.

No modelo de plasticidade independente de taxa, o multiplicador plastico é determi-

nado associando-se a lei de evolugao com uma condi¢ao de complementaridade, também

conhecida como condicao de Kuhn-Tucker, expressa por:
AP = 0. (5.15)

Essa condigdo implica que, quando ® < 0, o multiplicador pléastico deve ser nulo (4 = 0),
caracterizando um regime eldstico ou viscoelastico. Por outro lado, quando o multiplicador
plastico é diferente de zero (% # 0), indicando um regime plastico, a fungao de escoamento
deve ser nula (¢ = 0).

Ja no modelo viscoplastico de Perzyna (1966), o multiplicador plastico é definido

diretamente pela seguinte expressao:

¥ = : 5.16
" (5.16)

onde p, é o pardmetro de viscosidade plastica, (-) denota o colchete de Macaulay, isto
é, (O*) = (P* + |P*|)/2, e P* é denominada funcao das tensoes excedentes (overstress),
definida em funcao de ® e escolhida de forma que seja continua e convexa para ® > 0, e
nula quando ® = 0. Neste trabalho, adota-se

A (5.17)
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onde m é um parametro de calibracdo do material.
Para as parcelas de encruamento cinematico pseudo-viscoso e viscoso, as leis de evolugao

sao tomadas, respectivamente, como

b . b
L, = ngf ou F, = VEMSFM (5.18)
1 : 1
L;,=—M] ou F;=—M]F;. (5.19)
Hyp Hp

A Eq. (5.18) é uma generalizagao da lei de encruamento cinemético de Armstrong-Frederick
para o caso de grandes deformagoes, sendo ¢ a constante de rigidez plastica, e b um
pardmetro adimensional. Observa-se que a Eq. (5.19) nao depende do multiplicador
plastico 7, logo, mesmo tratando-se de uma varidvel plastica, o tensor L; pode ser
nao-nulo ainda que o material nao esteja em regime plastico.

Por fim, a lei de evolucao do encruamento isotrépico é dada por:
k=1/=7. (5.20)

Para que o modelo apresentado seja termodinamicamente consistente, deve-se ainda
garantir que este respeite a segunda lei da termodinamica. Para isso, aplicam-se as Egs.
(5.13), (5.14), (5.18), (5.19), e (5.20) na Ineq. (5.8), de onde, utilizando a propriedade
tensorial A : AP = ||AP]]?, resulta

cin
p

. 1 b 1 2
dine = Y27 + ;HMQIZ + ’VEHM;?HZ + T!\Mgllz + ﬁ’m- (5.21)

A partir do critério de escoamento (5.12), tem-se que || %7 + \/%70/@ =P + \/g"}/O'y,
que ¢é maior ou igual a zero, dada a definicdo de 7. Como todos os demais termos da
Eq. (5.21) também sdo maiores ou iguais a zero, a condi¢do di,; > 0 é satisfeita.
Utilizando um procedimento andlogo ao apresentado em Carvalho (2019), é possivel
demonstrar que as leis de evolucao adotadas garantem a propriedade da conservagao do
volume ineldstico, ou seja, J,, J,, Jp, € Jp, sao unitdrios, onde J.) = det F () denota o

determinante Jacobiano de cada parcela da deformagao.

5.4 Solucao numérica

A integragdo temporal das leis de evolucao é realizada neste trabalho pelo método
implicito de Euler, também chamado neste contexto de algoritmo de retorno radial.
Aplicando esse método as Egs. (5.13), (5.14) e (5.18) a (5.20), escrevem-se as formas

discretas no tempo:

At
R, =F, - F™ - —MP"F, =0, (5.22)

v

R, = F, — F — AyN,F, = 0, (5.23)
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b
R, =F, — F2* — Ay-MF,, =0, (5.24)
¢ c
At
R;, =F; —F - —MJF; =0, c (5.25)
M;:)ln
ant 2
R, =k — ™ — Ay gz(), (5.26)

onde R,, R,, R,,, Rj, e R, sao os residuos do sistema nao-linear, os termos com indice

sobrescrito ()2

sao tomados no instante anterior do passo de tempo, enquanto os demais
termos sao tomados no instante atual, sendo At o intervalo do passo de tempo, e Ay = yAt.
Nos passos de tempo onde ocorre plastificacao, adiciona-se ainda a condi¢ao de com-

plementaridade. Para materiais com plasticidade independente de taxa, tem-se:
R, =®=0. (5.27)

J& para materiais viscoplasticos com modelo de Perzyna, essa condigao ¢ substituida por:

R, = Ay — At@ = 0. (5.28)
Fp

O algoritmo desenvolvido baseia-se em etapas de previsao e correcao, apresentado
em forma de fluxograma na Figura 23. Deve ser mencionado que o método implicito
de Euler provoca erros numéricos na propriedade da conservagao do volume inelastico
(DETTMER; REESE, 2004; VLADIMIROV; PIETRYGA; REESE, 2007), e, portanto,
requer um intervalo de tempo suficientemente pequeno para evitar discrepancias, como
pode ser visto nas andlises realizadas em Tsakmakis e Willuweit (2003) e Carvalho (2019).

Figura 23 — Fluxograma do algoritmo previsao-correcao para marcha no tempo em modelo viscoelastico-
viscoplastico

(inicio. (Dados: F, 2", F", ™ F" e E3))

Assume-se Ay = (. Logo: g3 Calcula-se F,, F,;v, F, x, Fm e Ay
F,=F", k=", F,= FI?;" pelo sistema:
l R,=0
: R: =0
H Py
> R,=0
spp] Calcula-se F, e F; pelo sistema: i R.=0
i {R‘, = 0 RI)I :()0
— R, =
RI;\’ = 0 /
{ Newton-Raphson i Newton-Raphson

Calcula-se ¢ Calcula-se S

Fonte: Elaborado pelo autor
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5.5 Operador tangente consistente

Para garantir convergéncia 6tima da solucao numérica com o modelo constitutivo nao
linear, o operador tangente consistente, representado pelo tensor de quarta ordem €, é

definido de tal forma que:
AS=¢: AE (5.29)

onde AS e AE sao, respectivamente, as variacoes no passo de tempo da tensao de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie e da deformacao de Green-Lagrange.
Utilizando as relagoes cinematicas descritas na secao 5.1, é possivel escrever S apenas

em funcao de E, F, e F,,. Assim, vale a seguinte aproximacgao de primeira ordem:

S S 0S
~ — : AE : AF, + — : AF
9K + +

A : . AF,,
S oF, vl oF, T

(5.30)

Para que a Eq. (5.30) possa ser associada & forma da Eq. (5.29), deve-se expressar AF, e
AF, em termos de AE. Esse processo nao ¢ trivial, exigindo determinadas manipulacoes
algébricas sobre as leis de evolugao, além da aplicagdo de uma condicao de consisténcia.

A condigao de consisténcia pode ser expressa, no contexto numérico, como
AvAR, = 0. (5.31)

Essa condicao implica que, caso o material esteja em regime plastico, e portanto A~y > 0,
AR, deve ser nulo. No caso viscoplastico, R, é dado pela Eq. (5.28). Dessa forma, o valor

de AR, pode ser aproximado por:

OR, OR OR OR OR OR OR
—: AE 7. AF T AF TA T . AF,, T AF; +—2
oE VTR, SR, ST s SNTaE, SR, SR Ty,

Ay ~ 0.

(5.32)
Além disso, como R, e Rj, devem ser nulos para todo passo de tempo, também deve
ser valido que AR, = 0 e AR;, = 0. Tendo em vista que R, pode ser escrito apenas
em termos de E, F,, e F,,, e que R;, pode ser escrito apenas em termos de F), e F,, as

seguintes aproximagoes podem ser aplicadas:
OR, OR, OR,

5E AE + OF, : AF, + oF, :AF,~0, e (5.33)
%I;Z” . AF, + g]i . AF;, ~ 0, (5.34)
de onde resulta:
AF, ~ — (ng{:)l ; (a;:”  AE + ZIF{: : AFp> e (5.35)
AF; ~ — @;{:)1 : (%I;’: : AFP> . (5.36)

Aplicando-se as Egs. (5.35) e (5.36) na Eq. (5.32), e substituindo as variagoes AF,,
Ak e AF,, pelas leis de evolugao discretizadas (5.23), (5.26) e (5.24), chega-se a:

Dg : AE + D, Ay~ 0 (5.37)
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onde
_OR, OR, (0R,\” 0R,
De =% ~oF, (am) "OE © (5.38)
D . 8R7 B aR'y . aR’u - . aRU - 8R’Y . 8RI~7U - . aRﬁv . (N F )
' |OF, OF, \0F,) OF, OF; \0F;) ~OF,| """ (5.39)

OR, |2 bOR, D OR
-4+ - (MJF, —.
* oK \/;+08Fpi ( P p’)+ 0y
Da Eq. (5.37), segue-se que
Ay~ D.,g: AE, (5.40)
onde D, g = —Dg/D, é um tensor que pode ser interpretado, para passos de tempo

suficientemente pequenos, como a derivada de v com relacdo a E. Assim, pela lei de

evolucao discretizada de F,, tem-se:

AF, = AYN,F, ~ (D, : AE)N,F, = [(N,F,) ® D. 5] : AE, (5.41)
Aplicando a Eq. (5.41) na Eq. (5.35), resulta:
oR,\ ' [0R, OR
AF, ~ — Z : v “(N,F D : AE 42
v (aFU> [ (9E + an ( p p) ® 77E‘| ) (5 )

e, finalmente, aplicando as Egs. (5.41) e (5.42) na Eq. (5.30), e associando-a com a
Eq. (5.29), define-se o operador tangente consistente do modelo viscoelastico-viscoplastico
pela seguinte expressao:
_ 08 08 (0R,\"" [OR, OR,
~ OE OF, \OF,) '|O0E OF,

_|_8is(
OF,

: (Npr) ® D%E] Npr) ® D, k.

(5.43)
Por fim, deve-se considerar os passos de tempo nos quais nao houve correcao plastica,
isto é, Ay = 0. Nesses casos, temos D, g = 0, logo a Eq. (5.43) pode ser simplificada para

08 9S  (0R,\ ' OR,
~9E OF, \0F,)] " OE’

¢ (5.44)

5.6 Definicao da energia livre de Helmholtz

Para finalizar a descricdo do modelo constitutivo, resta definir as expressoes para cada
cin
Pe
por leis hipereldsticas definidas em termos das medidas de deformacao associadas, e a

parcela da energia livre de Helmholtz. Em geral, as parcelas 12°, 1., e ¢§iﬂ sao dadas
parcela w;fo ¢ dada de acordo com a lei de encruamento isotropico. Por ser aplicado a
problemas com grandes deformagdes, as leis hiperelasticas neste trabalho utilizam o modelo
neo-Hookeano, conforme descrito na subsecao 4.1.2. Dessa forma, as parcelas ¢2° e 1, sao

escritas como

A
P = —(InJye)?> + Goe (tr Eye —In Jp), e (5.45)

5
Ve = Ge (trE. —In Je ), (5.46)



96 5. Modelo viscoeldstico-viscopldstico

onde G, e G, sao os modulos de elasticidade transversais de cada componente, e A é a
constante de Lamé. Observa-se que a parcela volumétrica, associada a A, é aplicada apenas
no componente viscoelastico. Isso ocorre pois, pela propriedade da conservagao do volume
viscoso, deve-se ter J,. = J., logo seu efeito é independente da componente aplicada.

Para as parcelas @/);ie“ e @Z);;ie“, a mesma lei neo-Hoookeana é adotada. No entanto, levando
em conta que J, = Js = 1, as suas parcelas volumétricas podem ser desconsideradas,
logo as expressoes sao reduzidas para

cin
Pe

c

=—(trE,, —InJ,,), e (5.47)

cin __
Pe

(tr Eﬁe —In Jp‘e) > (548)

DO O DO

onde ¢ e ¢ sao os parametros de rigidez plastica para os encruamentos cinematicos pseudo-
viscoso e viscoso, respectivamente, sendo a primeira equivalente a constante ¢ aplicada na
Eq. (5.18) para a lei de evolugdo de Armstrong-Frederick. Por fim, toma-se @Z);SO =0, isto é,

desconsideram-se os efeitos do encruamento isotrépico nos exemplos apresentados.

5.7 Aplicacao ao material politetrafluoretileno (PTFE)

O politetrafluoretileno (PTFE) é um material polimérico com aplicagoes nas mais
diversas areas, caracterizando-se por sua estabilidade térmica, alta resisténcia a impactos,
baixo coeficiente de atrito e baixa reatividade quimica. Neste trabalho, para a defini¢ao
dos parametros do modelo constitutivo e validagao, sao utilizados os resultados experi-
mentais de Khan e Zhang (2001), onde foram realizados ensaios de tensao uniaxial com
carregamento monotonico, relaxacao e fluéncia. Nos ensaios com carregamento monoto-
nico, sdo apresentadas as respostas para 5 diferentes taxas de deformacao: 5-1076, 1074,
1072, 1 e 103 s!. Esses resultados sao utilizados para calibrar os pardmetros do modelo,
desprezando-se apenas o caso com taxa 10% s!, por manifestar efeitos dindmicos que
podem comprometer a calibracdo. Ja os ensaios de relaxacgao e fluéncia sao utilizados neste
trabalho para validacao, sendo comparados com a resposta numérica do modelo calibrado.
Foram utilizados em todos os casos corpos de prova cilindricos de diametro 25,4 mm e
comprimento 30,5 mm. E importante destacar que todos os ensaios sio de compressao em
temperatura ambiente. Dessa forma, a caracterizacao mecanica do PTFE neste trabalho é

limitada a essas condicoes.

5.7.1 Definicao dos parametros

Conforme mencionado anteriormente, os parametros sao definidos com base nas res-
postas dos ensaios de carregamento monotdnico para as taxas de deformacao! 5- 1076,
107*, 1072 e 1 s~!. Esses 4 casos sdao simulados numericamente considerando problemas

)

quase-estaticos (desprezando-se as parcelas inerciais), em 250 passos de tempo. O valor

1 A ndo ser que seja mencionado o contrario, os dados de deformagao (e taxa de deformagio) apresentados

nesta secao referem-se a deformacao linear de engenharia
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maximo de deformagao considerado foi de 0,3321, resultando nos seguintes valores de At,
da menor taxa para a maior: 265,68 s, 13,284 s, 0,13284 s e 0,0013284 s.

Na primeira etapa, sdo calibrados os parametros viscoelasticos A, G, G, e ji,, onde
leva-se em consideracao apenas os trechos iniciais das curvas. Uma vez definidos esses
valores, parte-se para a calibragdo dos demais parametros, levando em conta os trechos
em regime viscoplastico.

Para os trechos viscoelasticos, pode-se estimar valores de mdédulos de elasticidade a
partir das tangentes das curvas experimentais. Ja os coeficientes de Poisson nao podem ser
determinados com certeza a partir dos ensaios de Khan e Zhang (2001), uma vez que nao
foram apresentados os resultados de deformacoes transversais. No entanto, baseado nos
estudos de Rae e Dattelbaum (2004), esses foram arbitrados neste trabalho com valores
entre 0,46 e 0,48.

Os pardmetros A e G, podem entao ser obtidos pela Eq. (4.5) a partir de um mé6dulo
de elasticidade F,, e o parametro GG, a partir de um modulo de elasticidade E,., onde os
valores iniciais de F. e E,. sao obtidos levando-se em conta as seguintes propriedades do

modelo viscoeléstico:

« Para intervalos de tempo suficientemente grandes, o pistao de viscosidade p, tende a
dissipar a energia elastica 1).. Portanto, taxas de deformacao menores estao associadas

puramente a rigidez F,..

o Para intervalos de tempo suficientemente pequenos, a dissipacao do pistao de vis-
cosidade p, é desprezivel, o que significa que ambas as parcelas 1), e ¥° agem em

conjunto. Portanto, taxas de deformagao maiores estao associadas a rigidez F,. + E..

Nesta andlise, a menor taxa de deformacio considerada é 5-107% s71, logo, a rigidez
FE,. estimada ¢ tomada como sendo a tangente dessa curva. Ja a rigidez E,. + FE. é tomada
como sendo a tangente da curva com a maior taxa considerada, 1 s7!, de onde pode-se
extrair um valor estimado para E.. Em seguida, os valores finais desses parametros, bem
como de ,, sao modificados manualmente para um melhor ajuste das curvas.

Parte-se entdo para a calibragao dos parametros viscoplasticos. O parametro oy é
aproximadamente a tensao de transicao entre os trechos viscoelasticos e viscoplasticos, logo
pode ser extraido diretamente do grafico de tensao-deformacao. Nesse sentido, utilizam-se
como referéncia os graficos de menores taxas de deformagao, onde a resposta é mais
proxima do caso elasto-plastico, e, portanto, o ponto de transicao entre os regimes ¢ mais
claro. Ja os parametros de rigidez plastica, ¢ e ¢, podem ser estimados de forma analoga

a0 caso viscoelastico, levando em conta as seguintes propriedades do modelo:

o Para intervalos de tempo suficientemente grandes, o pistao de viscosidade ,u;in tende a
dissipar a energia ¢;;i;1. Portanto, em taxas de deformagdo menores, a rigidez plastica

esta associada puramente a c.

o Para intervalos de tempo suficientemente pequenos, a dissipacao do pistao de vis-
cin

cosidade p;

é desprezivel, o que significa que ambas as parcelas 1/11‘;16“ e z/Jgie“ agem
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em conjunto contribuindo para a rigidez plastica. Portanto, em taxas de deformacao

maiores, a rigidez plastica esta associada a ¢ + ¢.

Sabe-se que a tangente da curva em regime elasto-plastico é dada aproximadamente por
EK/(E+K), onde E é o médulo de elasticidade e K ¢ o mddulo de plasticidade. O tltimo
pode ser calculado por uma equagao andloga a (4.5), utilizando G = ¢/2 ou G = (¢+¢)/2 e
v = 0,5 (pela incompressibilidade do modelo pléstico). Dessa forma, para as taxas menores
tem-se K = 3¢/2, e para as taxas maiores, K = 3(c + ¢)/2. Novamente, considera-se
5-107% s7! como menor taxa, portanto o valor estimado de ¢ é obtido igualando sua
tangente da curva para essa taxa a 3E,.c/(2E,. + 2¢). Ja a tangente da curva com maior
taxa de deformagao, 1 s71, é igualada a 3(E,. + E.)(c+¢)/(2Eye + 2E. + 2¢ + 2¢), de onde
estima-se o valor de ¢. O processo descrito para a estimativa dos parametros é resumido

na Figura 24.

Figura 24 — Estimativa inicial dos parametros do modelo viscoelastico-viscoplastico a partir das tangentes
das curvas experimentais

o 1) 71 ~ E,. — Estima-se F,

VT é
2) Ty = Ey. + E. — Estima-se E,

3E'U€ .
ol v Ty 3) Ty ~ m — Estima-se ¢
T,
- 3 Eve Ee c . ~
AT e 4) Ty~ ( + Ee)(c+ ) — Estima-se ¢

2Fye +2F, + 2c+ 2¢

Fonte: Elaborado pelo autor

cin
p
calibrados manualmente. O parametro b estd associado a evolucao da rigidez plastica com

Os valores finais de rigidez plastica, bem como os parametros b, p5™, p, € m, sao

o nivel de deformacao, e pode ser calibrado utilizando apenas o grafico com menor taxa.
cin
P

deformacao, e as constantes j, e m estao associadas a abertura da curva de transicao

J& a constante puS™ estd associada a variacao da rigidez plastica com relagao as taxas de
entre os regimes viscoelasticos e viscoplasticos.

Os parametros calibrados sao apresentados na Tabela 1, enquanto os graficos comparati-
vos do modelo experimental com o numérico calibrado sdo apresentados na Figura 25, a qual
mostra os valores de deformagao linear de engenharia por tensao nominal (ou tensao de en-
genharia), sendo essa tltima calculada, nesse caso, pela expressao 17 = Joy1/Fi1 = F11511.

Como é possivel observar, o modelo apresentado é capaz de representar satisfatoriamente
o comportamento dos graficos em diferentes taxas de deformacgao, com excecao das
transi¢oes entre os trechos viscoeldsticos e viscoplasticos nos casos de maiores taxas, onde
nao é possivel acomodar a abertura das curvas numéricas com as experimentais, indicando

uma possibilidade de melhoria no modelo viscoplastico.
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Tabela 1 — Pardmetros do modelo viscoeldstico-viscoplastico calibrados para o politetrafluoretileno

Parametros viscoelasticos
A (MPa) Gye (MPa) Ge (MPa) oy (MPa-s)
1866.89 97.98 64.2614 172.37
Parametros viscoplédsticos
oy (MPa) ¢ (MPa) b ¢ (MPa) ps™ (MPa-s) tp (8) m (MPa~1)
241 51.71 4 8.27 172.37 9-108 2
Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 25 — Comparacédo entre resultados experimentais e numéricos para o ensaio de carregamento
monotdnico em material politetrafluoretileno (PTFE)

T T
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3
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Deformagéao linear compressiva de engenharia (%)

Fonte: Elaborado pelo autor

Adicionalmente, para demonstrar a influéncia da parcela de encruamento cinematico
viscoso na representacao do comportamento constitutivo, apresenta-se na Figura 26 os
resultados do ensaio de carregamento monotonico para ¢ = 0. Dois casos sao considerados:
no primeiro, o valor de ¢ é mantido igual ao original (51,71 MPa), e no segundo ele é
tomado como a soma dos valores originais de ¢ e ¢ (59,98 MPa). Em ambos os casos,
nota-se que a resposta numérica nao condiz com o comportamento esperado, indicando que
o modelo de Armstrong-Frederick nao é capaz de representar isoladamente a dependéncia
temporal da rigidez plastica. De fato, pode ser observado que, em cada caso, a rigidez
plastica é aproximadamente a mesma para todas as taxas de deformagao, adaptando-se
apenas as menores taxas no primeiro caso, e as maiores taxas no segundo. Esses resultados
sugerem que um componente viscoso de encruamento cineméatico, ou qualquer formulagao
com efeito equivalente, é necessaria para simular a resposta constitutiva do PTFE.

Neste mesmo exemplo, considerando-se os parametros originais, realiza-se uma anélise
da propriedade da conservacao do volume inelastico. Na Figura 27 sdo mostrados os
erros dos jacobianos J,, J,, J,, e J5, para as 4 diferentes taxas de deformacao, com 5

diferentes valores de At. As inclinagoes das retas sao, em todos os casos, proximas de 1,
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Figura 26 — Ensaio de carregamento monoténico desconsiderando o encruamento cinematico viscoso

(¢=0), com (a) ¢ =51,71 MPa e (b) ¢ = 59,98 MPa
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Figura 27 — Andlise do Jacobiano
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Fonte: Elaborado pelo autor

indicando convergéncia de primeira ordem. Dessa forma, o erro dos Jacobianos, causado
pelo algoritmo de retorno de Euler conforme discutido na secao 5.4, pode ser reduzido

pela metade ao dobrar o nimero de passos de tempo. E interessante observar que, para os
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casos com menores taxas de deformagao, os erros de J; se tornam praticamente iguais
aos de J,, uma vez que a parcela viscosa de deformacao plastica tende a se comportar de

forma equivalente a parcela plastica em intervalos de tempo muito longos.

5.7.2 Ensaio de relaxacao

O ensaio de relaxagao apresentado em Khan e Zhang (2001) é realizado em trés etapas
de carregamento, intercaladas por duas etapas de intervalo, e seguidas por uma etapa

1 tanto nas etapas de

de descarregamento. A taxa de deformacao aplicada é 0,01 s~
carregamento quanto na de descarregamento. Nas etapas de intervalo, a deformagao é
mantida fixa por 6 h, nos valores de 0,0832 e 0,1832 para o primeiro e segundo intervalo,
respectivamente. Para a solu¢do numérica, consideram-se 4200 passos de tempo, sendo 300
para cada etapa de carregamento/descarregamento, e 1500 para cada etapa de intervalo.

Dessa forma, o valor de At é variavel ao longo da analise.

Na Figura 28 sao mostrados os resultados dessa analise e comparados com a resposta
experimental. Nota-se, em geral, uma boa concordancia, especialmente para a primeira
curva de relaxagao da Figura 28(b), onde as respostas sao praticamente coincidentes. No
entanto, a partir da segunda fase de carregamento, observa-se uma queda nos valores
numéricos de tensao com relagdo aos experimentais. Esse problema pode ser atribuido
a componente viscosa de encruamento cinematico, que continua evoluindo durante os
intervalos, consequentemente reduzindo a rigidez pléastica e a tensao de escoamento. Para
investigar esse efeito de forma mais aprofundada, também sao incluidos na Figura 28 os
resultados numéricos sem encruamento cinematico viscoso, considerando ¢ = 0 e ¢ = 60
MPa. Verifica-se que, nesse caso, nao ha reducao nos valores de tensao apds os intervalos,
e os resultados para o diagrama de tensao-deformacao sao excelentes. Apesar disso, é
importante lembrar que o modelo sem encruamento cinematico viscoso é inconsistente com
as demais taxas de deformacao, sendo também inferior ao modelo original no diagrama de

tensao ao longo do tempo.

Em seguida, o mesmo exemplo é considerado utilizando diferentes taxas de deformacao
para cada etapa de carregamento e descarregamento. Os resultados numéricos dessa andlise
sdo mostrados na Figura 29. Na Figura 29(a) é possivel ver que a redugao no nivel de
tensao apoés cada intervalo de relaxacao é notavel apenas nos casos com maiores taxas,
ja que nesses ha maior influéncia do encruamento cinemaético viscoso. Com relacao as
curvas de relaxacao, observa-se na Figura 29(b) que os valores dos quatro casos tendem a
convergir para o mesmo valor (tensao de escoamento), assumindo comportamentos bem

similares entre si ja na primeira hora de intervalo.

5.7.3 Ensaio de fluéncia

Neste caso, ao invés de deformacao prescrita, aplica-se tensao de engenharia prescrita
(ou forga distribuida). Novamente, consideram-se trés etapas de carregamento, cada uma

seguida por uma etapa de intervalo, sendo utilizadas as mesmas discretizacoes temporais
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Figura 28 — Graficos de tensdao compressiva de engenharia por (a) deformagao linear compressiva de
engenharia e (b) tempo, para o ensaio de relaxacio com intervalos de 6h e & = 0,01s71.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 29 — Gréficos de tensdo de engenharia por (a) deformacao linear de engenharia e (b) tempo, para
o ensaio de relaxagdo com intervalos de 6h e taxas de deformagcéo variaveis.
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do exemplo anterior. Nas etapas de carregamento, aplica-se taxa de tensao de engenharia
constante de 0,17557 MPa/s. Nas etapas de intervalo, a tensao é mantida fixa por 6 h,
nos valores de 9,653 MPa, 14,892 MPa e 17,582 MPa para o primeiro, segundo e terceiro
intervalo, respectivamente. Os resultados numéricos sao comparados com os experimentais
na Figura 30, onde, novamente, pode ser visto uma conformacao satisfatoria das curvas,
levando em conta as incertezas associadas. Além disso, observa-se que os resultados
numeéricos para o caso com ¢ = 0 sdo equivalentes ao modelo original, indicando que o
componente de encruamento cinematico viscoso nao possui papel importante neste caso
em particular.

Adicionalmente, na Figura 31, sdo apresentados os resultados do ensaio de fluéncia

considerando diferentes taxas de tensao durante as etapas de carregamento e descarrega-



5.7, Aplicagao ao material politetrafluoretileno (PTFE)

103

Figura 30 — (a) Tensao-deformagio e (b) deformagio ao longo do tempo, para o ensaio de fluéncia com
intervalos de 6 h e taxa de tensdo de 0,1755 MPa/s.
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mento. Como esperado, o valor médio de deformagdo aumenta com a taxa de tensdo. Para

as curvas de fluéncia, embora as deformagoes tendam aproximadamente ao mesmo valor,

observa-se que os trechos intermediarios sao mais distintos entre si quando comparados

com as curvas de relaxacao do exemplo anterior.

Figura 31 — (a) Tensao-deformagédo e (b) deformagao ao longo do tempo, para o ensaio de fluéncia com
intervalos de 6h e taxa de tensdo varidvel.
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Neste exemplo, considera-se um corpo de prova cilindrico com material PTFE, sujeito

a compressao parcial em ambas as extremidades. Devido a simetria, apenas um oitavo da

geometria é discretizada, com as devidas restrigoes aplicadas em cada plano de simetria

gerado, resultando no problema mostrado na Figura 32. A seguir, este exemplo é simulado
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com diferentes discretizacoes espaciais e temporais, e diferentes evolugoes de carregamento.

Figura 32 — Dados para o exemplo do cilindro parcialmente comprimido
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Fonte: Elaborado pelo autor

5.7.4.1 Ensaio de fluéncia: analise de dependéncia de malha

Nesta analise, considera-se que a forca distribuida p, aplicada no cilindro, possui valor
21 MPa, fixo ao longo de um intervalo total de 10° s. Aqui, utiliza-se uma abordagem
diferente para a discretizacao temporal: ao invés de intervalos de tempo fixos, os valores
de At evoluem conforme uma progressao geométrica. Essa abordagem é particularmente
apropriada para exemplos com evolucao do tipo logaritmica, uma vez que permite o uso
de intervalos de tempo menores no inicio da analise, onde a taxa de deslocamento é maior,
e intervalos de tempo maiores no final da anélise, onde os resultados sao relativamente
estaveis, otimizando portanto o niimero total de passos necessario. Neste caso, aplicam-se
400 passos de tempo, com At inicial de 1,28356~s, e razao da progressao geométrica de
1,025, resultando em um At final de 2,43915 - 10* s.

Adota-se, para este problema, elementos finitos hexaédricos (HEX8, HEX27 e HEX64)
para discretizar o dominio do sélido. Para verificar a dependéncia de malha, sao empregadas
15 malhas diferentes, sendo 5 para cada tipo de elemento. Uma vez que o problema é
radialmente simétrico, o refinamento é aplicado apenas na direcao radial do cilindro,
sendo utilizadas malhas com 2x2, 4x4, 8x8, 16x16 e 32x32 elementos em cortes raio por
altura. O niimero de divisdes na diregao circunferencial do cilindro é mantido fixo para
cada tipo de elemento, com valor apenas suficiente para representar adequadamente a
geometria. Considerando o desempenho computacional, esse valor é tomado menor para
os elementos de ordem maior, uma vez que esses contam com mais nos e, em geral, uma
melhor interpolacao.

Os deslocamentos verticais no ponto A para cada caso sao apresentados na Figura 33. A

evolucao ao longo do tempo é mostrada separadamente para os casos com elemento HEXS,
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HEX27 e HEX64, nas Figuras 33(b), 33(c) e 33(d), respectivamente. Como pode ser visto,
devido a alta nao-linearidade do problema, os resultados sao expressivamente dependentes
da malha, sendo necessario um bom grau de refinamento para uma boa convergéncia
dos graficos, especialmente utilizando o elemento de ordem linear (HEXS), que sofre
do efeito de locking. Na Figura 33(a), mostra-se ainda o erro relativo do deslocamento
maximo em cada caso, tomado com referéncia a solugdo obtida com a malha mais refinada
(HEX64/32x32). Nota-se que os casos com HEX27/32x32 e HEX64/16x16 apresentam
resultados similares, com erro suficientemente pequeno em relacao a malha de referéncia.
A configuragao deformada final para cada caso pode ser vista na Figura 34.
Figura 33 — Deslocamentos verticais no ponto A para o cilindro parcialmente comprimido submetido
a fluéncia, considerando (a) erro do deslocamento com relagdo & malha HEX64/32x32, e

diagramas de deslocamento ao longo do tempo para os casos com elementos (b) HEXS8, (c)
HEX27 e (d) HEX64
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Os dados do problema relacionados ao desempenho computacional sdo compilados
na Tabela 2 para cada malha considerada, sendo todos os casos executados no mesmo
cluster e sob condigbes equivalentes. O tempo de processamento em horas também pode
ser visto em forma de grafico na Figura 35(a). Observa-se que a malha mais refinada

(HEX64/32x32) possui um tempo de execugao aproximadamente 5.1 vezes maior do que
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Figura 34 — Configuragdes deformadas para o cilindro parcialmente comprimido sob fluéncia em diferentes
malhas, com componente (E,),, de deformacio plastica em mapas de cores
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Fonte: Elaborado pelo autor

a malha HEX27/32x32, e em torno de 6.9 vezes maior do que a malha HEX64/16x16.
Portanto, caso seja necessaria uma boa precisao com custo computacional moderado, a

malha HEX64/16x16 se torna mais vantajosa. No entanto, para situagoes praticas onde
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uma precisao tao alta ndo seja necessaria, a malha HEX64/8x8 também é uma opgao
adequada, com um tempo de processamento de aproximadamente 2.8% em relacao a mais
refinada. Por outro lado, a malha HEX27/16x16 ndo é indicada, uma vez que ela possui

um maior tempo de processamento e ainda maior erro quando comparada a HEX64/8x8.

Tabela 2 — Dependéncia de malha para o cilindro parcialmente comprimido sob fluéncia

ORD NSUB NELEM NGDL DESLY (cm) NITER ITER-MED TP (s) TP-EF (s)

2 40 297 —0.920576 802 2.005 33.3 32.5
4 160 825 —1.361507 857 2.143 126.4 123.5
1 8 640 2673 —1.711853 1247 3.118 681.1 670.3
16 2560 9537 —2.046559 1290 3.225 2845.3 2802.5
32 10240 35937 —2.325473 1273 3.183 12083.1 11910.1
2 20 825 —2.161145 1279 3.197 176.0 173.0
4 80 2673 —2.239302 1274 3.185 557.4 546.3
9 8 320 9537 —2.473387 1261 3.152 2325.9 2282.7
16 1280 35937 —2.615494 1272 3.180 10833.0 10656.0
32 5120 139425 —2.670087 1311 3.277 68240.9 67533.3
2 12 1470 —2.281924 1276 3.190 725.6 712.0
4 48 5070 —2.491031 1260 3.150 2342.0 2288.7
3 8 192 18750 —2.636977 1283 3.208 9932.6 9719.4
16 768 72030 —2.669944 1312 3.280 50978.9 50120.9
32 3072 282270 —2.684284 1317 3.292 350303.8  346866.9
ORD = Ordem do elemento NSUB = Numero de subdivisdes de elementos
NELEM = Numero de elementos NGDL = Numero de graus de liberdade
DESLY = Minimo deslocamento vertical NITER = Numero total de iteragoes

ITER-MED = Numero médio de iteragdes por passo TP = Tempo de processamento total
TP-EF = Tempo de processamento descontando o pés e pré-processamento

Fonte: Elaborado pelo autor

A Figura 35(b) apresenta o nimero de iteragoes globais do método de Newton-Raphson
por passo de tempo para alguns casos selecionados, seguindo-se o critério de parada descrito
na subsecao 2.3.4. Observa-se que, embora os intervalos de tempo sejam menores nos
passos iniciais, o nimero de iteragoes é consideravelmente maior. Isso é esperado, uma vez
que a taxa de deslocamento é expressivamente maior no inicio da analise, devido a carga

abrupta e a evolucao logaritmica caracteristica de fluéncia em materiais viscoplasticos.
5.7.4.2 Ensaio de fluéncia: analise de dependéncia do passo de tempo

Novamente, considera-se um valor fixo de 21 MPa para p, e um tempo de analise
méaximo de 10° s. Entretanto, neste caso é feita uma analise de dependéncia da discretizacao
temporal. Para isso, toma-se uma malha fixa (HEX64/8x8), e 5 diferentes discretizagoes
temporais, com 200, 400, 800, 1600 e 3200 passos de tempo. Novamente, os valores de At
em cada caso evoluem conforme uma progressao geométrica, com At inicial inversamente
proporcional ao nimero de passos. A razdo da progressao geométrica, no entanto, ndo pode
ser associada linearmente ao niimero de passos, e precisa ser calculada individualmente
para cada discretizagao, utilizando o fato de que a soma dos termos da progressao deve ser
igual ao tempo total de analise. Os dados completos das discretizagoes sao mostrados na

Tabela 3 para cada caso, bem como o deslocamento vertical minimo (ocorrido no ponto
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Figura 35 — Malha vs. custo computacional: (a) tempo de processamento para diferentes malhas e (b)
nimero de itera¢des por passo de tempo
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A), o nimero total de iteragoes e o tempo de processamento.

Tabela 3 — Andlise de convergéncia para a discretizagdo temporal do cilindro parcialmente comprimido
sob fluéncia

NPT At inicial (s) razao da PG At final (s) DESLY (cm) IT-M TP (s) TP-EF (s)
200 2.56711985 - 10° 1.05069781 4.82540019 - 10* —2.64364 4.6300  7274.8 7062.8
400 1.28355992 - 10° 1.02500000 2.43914962 - 10* —2.63698 3.2075  9932.6 9719.4
800 6.41779962 - 10+ 1.01241411 1.22625256 - 10* —2.63267 2.6938 16412.2 16197.8
1600  3.20889981 - 107! 1.00618575  6.14803972 - 103 —2.62985 2.5181 30134.4 29917.5
3200 1.60444991 - 107" 1.00308757  3.07822430 - 10® —2.62786 2.0241  48005.6 47784.8

NPT = Numero de passos de tempo DESLY = Deslocamento vertical minimo

IT-M = Numero médio de iteragdes por passo de tempo TP = Tempo de processamento total
TP-EF = Tempo de processamento descontando o pés e pré-processamento

Fonte: Elaborado pelo autor

Como esperado, os tempos de processamento total e efetivos sao maiores para os casos
mais refinados, mas o niimero médio de itera¢oes por passo de tempo é menor. Observa-se,
no entanto, que os deslocamentos verticais minimos nao apresentam grandes divergéncias,
apresentando um erro de apenas 0,6% entre os casos com 200 e 3200 passos de tempo.
Esses resultados indicam que, para a técnica adotada e para este exemplo, a discretizacao
temporal apresenta influéncia pequena. Os erros com relagdo ao caso mais refinado (3200
passos) podem ser vistos na Figura 36(a), e a evolu¢ao dos deslocamentos ao longo do
tempo no ponto A é mostrada na Figura 36(b) para alguns passos de tempo selecionados,

sendo notavel a similaridade entre os casos analisados.
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Figura 36 — Cilindro parcialmente comprimido sob fluéncia - Dependéncia da discretizacao temporal:
(a) erro no deslocamento vertical do ponto A com relagdo & discretizagdo temporal mais
refinada, e (b) deslocamento vertical no ponto A ao longo do tempo
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Capitulo 6

Modelo termo-viscoelastico-viscoplastico

O modelo termo-viscoelastico-viscoplastico apresentado neste capitulo ¢ uma generalizacao
do modelo viscoelastico-viscoplastico apresentado no Capitulo 5, sendo adicionados os
efeitos da expansao térmica, da geracao de calor por dissipagdo, e da dependéncia dos
parametros mecanicos sobre a temperatura. Os conceitos termodinamicos utilizados como

base para este modelo sao discutidos com mais detalhes nos Capitulos 3 e 4.

6.1 Cinematica

Novamente, utiliza-se a estratégia da decomposi¢ao multiplicativa, aplicada na se¢ao 4.4
para o caso termo-elastico, e na secao 5.1 para o caso viscoelastico-viscoplastico. No presente
contexto, aplica-se uma combinacao dos dois modelos. Dessa forma, o gradiente da funcao

mudanga de configuragao pode ser expresso como
F=F,F,, (6.1)

onde Fy, definido na configuracao inicial, representa a deformagao térmica, e F,,, definido
na configuragao intermediaria térmica (€2g), representa a deformagao mecanica. Utilizando
como base o modelo viscoelastico-viscoplastico, em particular as decomposigoes introduzi-
das na segao 5.1, pode-se escrever F,, = F,.F,, onde F,. = F.F, representa a deformacao
viscoelastica, e ¥, = F F), = F; F; a deformagao plastica.

Assim como na secao 4.4, neste caso sao consideradas apenas leis de expansao térmica
isotrépicas, isto é, Fy = \gI, onde )y é o alongamento térmico. Dessa forma, a Eq. (6.1)

pode ser reescrita simplesmente como
F = MF,, = NF . F, (6.2)

e as seguintes relacoes podem ser obtidas para o alongamento a direita de Cauchy-Green,

gradiente da velocidade da mudanca de configuracao e taxa de deformacao Euleriana:
C = (MFoF,) (MFF,) = \F] C, F,, (6.3)
L =L, +F,LF!+ M)\, e (6.4)
D = sim (L) = D, + sim (F,.L,F,}) + Ao\, 'L (6.5)
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Aplicando as Egs. (2.10) e (6.2) na Eq. (6.5), e desenvolvendo algebricamente, é possivel
escrever a taxa da deformacao de Green-Lagrange viscoelastica como

Eve = Ae_QFgTEF;:l — sim (CveLp) - AQ_IAGCve- (66)

Realizando procedimentos andlogos para as demais decomposicoes, pode-se obter as

seguintes expressoes:

E.=F,"E,F,' —sim(C.L,), (6.7)
E, =F,"E,F,' —sim (C,L,,), e (6.8)
E; = F;"E,F;' —sim (C5, Ly, ). (6.9)

6.2 Energia, tensao e dissipacao

A energia livre de Helmholtz do presente modelo pode ser expressa em duas parcelas:
mecanica e térmica. Para a parcela mecanica, utiliza-se como base a energia do modelo
viscoelastico-viscopldstico, apresentada na Eq. (5.4). Entretanto, nota-se que as compo-
nentes desta equacao sao definidas nas suas respectivas configuracgoes intermediarias. Para
que elas sejam escritas em forma Lagrangiana, deve-se multiplicar cada componente pelo
Jacobiano entre a configuracao inicial e a intermediaria, J;,;. Mas, como visto na se¢ao 5.3,
as deformagodes inelasticas sao isocéricas, isto é, preservam o volume do sélido. Dessa forma,
para cada uma das configuragoes intermedidrias consideradas, J;,; consistird apenas da
sua parcela térmica, que, no caso isotrépico, é dada simplesmente por Jy = \3. Assim, a

energia livre de Helmholtz pode ser escrita como:

b = o + Xgm, (6.10)

onde 1y é a parcela térmica de 1, que pode ser dada novamente pela Eq. (4.29), e ¥,
representa a parcela mecénica de 1, definida de forma anédloga a Eq. (5.4), porém, agora
dependente também da temperatura. Isto é,

Y = U2 (0. Eue) + v (0.Be) + ¥ (0.,,) + U5 (0.B5,) +4,°(0.6),  (6.11)

Para se propor um modelo termodinamicamente consistente, isto €, cujas equagoes
respeitem a primeira e segunda lei da termodinamica (Eq. (3.20) e na Ineq. (3.21)), é
necessario primeiramente calcular a taxa da energia livre de Helmholtz. Com base nas

Egs. (6.10) e (6.11), e sabendo-se que A\g e ¥y dependem apenas da temperatura, segue-se

que:
v <gg’° B %e ZECIH By, + gECjn e 85:0 ) (6.12)
+ (aaw; +A38g9m +3)2 ¢m > |
Utilizando a Eq. (6.6), pode-se escrever
g]ﬁi B, = ggw : (A;QF;TEF;l) - g;goo - sim (Cy L) — A(,l)'\gg;’éi : Cpe.  (6.13)
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Considerando 12° isotrépico, resulta que 092°/0E,,. é simétrico, logo pode-se aplicar no
segundo termo a propriedade A : sim (B) = A : B, vélida quando A é um tensor simétrico.
Em seguida, fazendo uso da identidade tensorial A : (BCD) = (BTAD?) : C em todos os

termos, a Eq. (6.13) pode ser reescrita como:

N Y[l A o\ | OV \ 1
on B ()\9 B o B ) B (Cugp ) i =t (Cuegp | N, (6:14)

onde tr (A) = A : I representa o traco de um tensor. Considerando também que ., Y5™ e
w;ien sao isotrépicos, e utilizando as Egs. (6.7) a (6.9), pode-se realizar um procedimento

andlogo para as demais parcelas da Eq. (6.12), resultando nas seguintes expressoes:

8¢e i —18¢€ T\ . 1 8¢e .
oE o= (F o R S R (6.15)
a cin . a cin . awcin
e B, = (F ' F ) E, - (C) 2] i L, 6.16
OE,, Pe ( P QE,, P ) D ( Pe aEm) pis € ( )
a cin . 8 cin . a cin
Le By = |F,' =2=F, 7| :E,— [Cj, =L | : L, 1
8Eﬁe Pe ( Do aEﬁe Di ) P (Cpe aEm) Pv (6 7)

Aplicando a Eq. (6.6) na Eq. (6.15) e realizando manipulagdes algébricas similares as

anteriores, resulta, ainda

e [ y—2p-1 O — T 1 Oe .
o5 e = ()\9 B F S FET B (ClF T L, .
e\ IR B ’
(ce 8Ee> ‘L, — tr <CF R R

Utilizando relagdes cinemadticas, verifica-se que o termo C,.F, ! pode ser reescrito como
FTC.. Além disso, é possivel demonstrar algebricamente a propriedade tensorial tr (ABA™1) =

tr (B). Logo, a Eq. (6.18) pode ser reescrita como

aEe v aEe 6E€ Y
a¢e . o a% —13
(0.2 1 (0.2

Ja nas Eqgs. (6.16) e (6.17), pode-se utilizar a relagio E, = F/'D,F,, aniloga & Eq. (2.10).

Assim, escreve-se:

e B, — </\9_2F;1F_1 e F;TF;T> B (FfCe e F_T> 'L,
(6.19)

a cin . 8 cin a cin
ﬁ . :E]pE = <Fpea:EpeF;€;> . Dp — (Cpe aEpe ) : Lpi; € (620)
Pe Pe DPe
a cin . a cin cin
Pe "B =(F; =2<FL ). D,— |C; =2 | :L; 6.21
aEﬁe Pe < Pe aEﬁe pe> p ( Pe 8Eﬁe ) Puv> ( )

onde os termos D, = sim (L,) também podem ser substituidos por L, nesse contexto, ja

que realizam contracao dupla com tensores simétricos. Dessa forma, a taxa da energia
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livre de Helmholtz pode ser escrita como

1/'} )\ (F—l 1/}6 F—T F IF—l @Z)e —TF;T> E

P OB, " v OE,
o, \30Um A 2 Mo 1o 22¥ (6.22)
+<89 + N g+ B — Ajtr Mveag — A M. | 6

—/\3(2:Lp+1\/[e:LU+Mp:Lpi+Mﬁ:LﬁU+U,1/{),

onde o, = —8@0;)50 /0K é a tensdo de escoamento, 3 é a tensao relativa, ja definida na

Eq. (5.10), e M., M,, e M; sao os tensores de Mandel, definidos na Eq. (5.11).
Aplicando a Eq. (6.22) na Eq. (3.20) e na Ineq. (3.21), é possivel reescrever a primeira e a

segunda leis da termodinamica, respectivamente. Apds alguns desenvolvimentos algébricos,

a primeira pode ser expressa como:

87/}0 332/1m 2 8 9 8>\9
- M rM,—
<n+ 20 Y v 5 +3)\9wm — A\ptr M, 20 — Altr 20 0
oe e @
19 T 11
<S M, om, Ty~ B g FOF, ) B (6.23)
+ M (B :L,+ M, :L,+M,: L, + M;: L, +0,.k)
—0n+r—Vy-qo=0,
e a segunda como:
awg 3a¢m 2 aAG 2 a>\ .
i - M M,—
ding = <?7+ 50 TN ag +3A¢m = Agtr Mye 07 — Agtr M5 - 0
677ZJ 6¢e — — ; (
19%e o 11 TR-T) . 6.24)
(S NoF, (9EWF —NF,F, OE, F,°F, ) E

1
+)\3(2:Lp—|—M6:LU—I—Mp:Lpi—l—Mﬁ:LﬁU%—aH/%)—TqO-VOQEO.

Seguindo novamente o postulado de Coleman e Noll (1963), as expressoes acima devem
ser validas para quaisquer valores de E e 6. Tomando os conjugados termodindmicos desses
termos como zero, segue-se que a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e a entropia

sao dadas, respectivamente, pelas expressoes:

O -1 @Zje -Tp-T\| _
S=M\ (Fp aEyeF F F, 8E Fp ) = NSy, € (6.25)
_ 81/}0 387wbm 2 a>\0 o 81/10
="y Apg—— 2 + Ag (tr M, + tr M, — 3wm)— 20 + N (6.26)

onde S,, equivale & tensao do modelo puramente mecanico, definida na Eq. (5.7), e n,,
representa a parcela mecénica da entropia. Partindo da Eq. (6.25), e aplicando certas
manipulagdes algébricas, é possivel verificar que C : S = \;C,, : S, = Aj (tr ML, + tr M,).

Logo, escreve-se a parcela mecanica da entropia como

3 8”¢m
9 90

8)\9

T = —A (\'C:s- ¢m) =0 (6.27)
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e, consequentemente, a entropia como

Cow ol ou,
N1=""%g tm=""39 "5

0Ny

(\'C: S = 3\thn) =0 (6.28)

A entropia total de um sistema fechado nao deve ser negativa, embora possa ser
localmente negativa em alguns casos. Logo, a energia livre de Helmholtz deve satisfazer
as condigoes 01y /00 < 0 e 0, /00 < 0, garantindo que os seus termos associados na
Eq. (6.28) sejam maiores ou iguais a zero. No entanto, o ultimo termo da Eq. (6.28) é
negativo se C : S < 3\31,,, 0 que pode ocorrer, por exemplo, quando o material estd sob
tensao uniaxial compressiva. Embora isso indique uma inconsisténcia fisica, isso ndo implica
necessariamente na negatividade da entropia total do sistema. Além disso, como o termo é
multiplicado pelo coeficiente de expansao térmica (0A\g/06), que tipicamente apresenta
uma magnitude menor em comparagao aos outros componentes, ele é frequentemente
desconsiderado em andlises praticas.

Suponha que x denote, de forma geral, as variaveis internas ineldsticas do modelo
(neste caso, F,, F,, F,,, F; e k). Entao, ¢ pode ser expresso alternativamente apenas
em fungao de 0, E e x, isto é, ¢ = ¥(0,E,x). Nesse caso, é possivel demonstrar que as

Eqgs. (6.25) e (6.28) sao equivalentes a

_ (o _ (%
S_<8E>0’X e 77—(86>ny. (6.29)

O critério de escoamento e as leis de evolucao aplicados neste caso sao andlogos aos do
modelo viscoelastico-viscoplastico descrito no Capitulo 5. Utiliza-se novamente o critério
de Von Mises, dado pela Eq. (5.12), e as leis de evolucao dadas nas Eqs. (5.13), (5.14),
(5.18), (5.19), e (5.20). Aplicando-as, juntamente com as demais relagdes constitutivas, na
Eq. (6.23) e na Ineq. (6.24), reescreve-se a primeira e a segunda leis da termodindmica

como

0n+Vo-qo=dn+r, (6.30)

1
dint = dm — qu . Vo 0 2 0. (631)

onde d,, representa a parcela mecanica da taxa de dissipacao, dada por

cin
p

. 1 b 1 2
dny = ) (VHEDH + l7||1\/15||2 + WEHMEHQ + TIIMEHQ + \/}%) : (6.32)

similar a dissipagao calculada na Eq. (5.21) para o modelo viscoeldstico-viscoplastico em
condigoes isotérmicas, diferenciando-se apenas pelo termo \j. De forma andloga a esse
caso, é possivel demonstrar que d,, > 0. Além disso, a parcela térmica da Ineq. (6.31)
(—%qo -V 0) é automaticamente maior ou igual a zero quando utilizada a lei de Fourier,
conforme ja discutido na subsecao 3.4.1. Dessa forma, pode-se garantir que o modelo

adotado satisfaz a segunda lei da termodinamica.
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Manipulando as Egs. (3.20) e (6.30), é possivel obter a seguinte relagao:
S:E=14+d, +0n, (6.33)

mostrando que a taxa de trabalho interno ¢ igual a soma da taxa de energia livre de
Helmholtz (representando a energia armazenada), a taxa de dissipa¢do mecénica, e um
termo associado a entropia. Além de servir para verificar a consisténcia da formulacao e
das expressoes utilizadas, essa relacao permite analisar quantitativamente a porcentagem
de energia dissipada em comparacao com a energia efetivamente convertida no processo
mecanico. A Eq. (6.33) pode ser reescrita puramente em termos de componentes mecanicos,

através da seguinte expressao:
S:E =\t + dp + 00 (6.34)

O algoritmo para solu¢ao numérica do presente modelo é analogo ao caso viscoelastico-
viscoplastico, ja descrito com detalhes na se¢do 5.4, sendo utilizado novamente o método

implicito de Euler para integragao temporal das leis de evolucao.

6.3 Operador tangente consistente

Uma vez que os problemas térmico e mecanico sao resolvidos individualmente, e que
as temperaturas sao mantidas fixas durante a solu¢ao do problema mecanico, o calculo
do operador tangente consistente para a solu¢ao do problema mecanico nao deve levar
em conta variacoes de temperatura ou de A\g. Dessa forma, a variacdo da tensao de

Piola-Kirchhoff de segunda espécie pode ser calculada como
AS = MAS,, = ¢, : AE,, (6.35)

onde E,, é a parcela mecénica da deformacao de Green-Lagrange, e &€, é o operador
tangente consistente do modelo puramente mecanico, calculado de forma analoga a descrita
na segao H.5.

A partir das relagoes cinemaéticas apresentadas, é possivel demonstrar que AE,, =

Ay 2AE. Portanto, a Eq. (6.35) pode ser reescrita como
AS = \,'¢,, : AE. (6.36)

Logo, por associacdo com a Eq. (5.29), o operador tangente consistente do modelo termo-

viscoelastico-viscoplastico pode ser expresso como

¢ =\"¢,. (6.37)

6.4 Equacao da conducao de calor

A fim de obter uma forma aplicavel da equagdo da conducao de calor (6.30), resta
apenas desenvolver o termo 7). Para isso, pode-se escrever a entropia apenas em fungao de
0, E, e das varidveis internas x;, isto é, n = n(6,E,x). Logo, segue-se que:

1 . .
= geif +Te B+ Ty X, (6.38)
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) ™ () ()
=0 < , Tg= (== e T,=[=— : (6.39)
99 ) g 9E ), x X ) yx

Os tensores Tg e T, sao denominados operadores termomecanicos. Partindo da

onde

Eq. (6.28), é possivel calculé-los como:

(oS | (6s O\
Tg = <89>9,x+)\6 c.<8E>97x s] 2 © (6.40)

2
T, =-\ (a %) + [N 1C: <8S> —3)\; (%) o
900x 0.E ox 0.E X )yg

00
Ja o parametro c; denota o calor especifico volumétrico efetivo do material, dado por:

(6.41)

cy=cy+cy, (6.42)

onde ¢, ¢é a sua parcela puramente térmica, calculada como

0%ty
¢y = —0 502 (6.43)
e c' é a sua parcela mecanica, calculada como
0*y oS o 0o
m __ 3 m 1. | 22 _ ()2 m 7Y
peow(%) oo (%) -ea(%), ]2
X X X (6.44)
0 (—X2C:S —6A M) g (1S — 3
+ (— g L5 — 0¢m) 20 ) T ( o © o~ owm) 902

Aplicando-se a Eq. (6.38) na Eq. (6.30), obtém-se a forma local da equagao da condugao
de calor:
O+ Vo qo=1~+dn — Ogm, (6.45)

onde, por conveniéncia, a variavel ¢, é adotada para representar os termos de acoplamento

termomecanico, isto é:
gn=Tg:E+T,:x. (6.46)

Como visto na Eq. (6.45), os termos de dissipagao mecanica (d,,) e de acoplamento
termomecanico (—0g,,) desempenham o mesmo papel que o calor interno fornecido (r):
adicionar ou remover calor do sistema. Valores positivos no lado direito da Eq. (6.45)
indicam uma tendéncia do sistema de aumentar a temperatura, enquanto valores negativos
indicam uma tendéncia de diminuir a temperatura. A partir da Eq. (6.32), pode-se
observar que a dissipacao mecanica é nao-negativa por defini¢ao, sempre adicionando calor
ao sistema.

Entretanto, na pratica, a dissipagao mecanica nem sempre se converte totalmente em
calor. Quando um material sofre deformacao inelastica, uma parte da energia é armazenada

no rearranjo e entrelacamento das discordancias dentro da estrutura cristalina do material,
um processo conhecido como trabalho frio (KAMLAH; HAUPT, 1997; BENZERGA et al.,
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2005). Para contabilizar esse efeito, varios estudos propoem o uso de um multiplicador no
termo de dissipagdo mecanica (LEE, 1969; ALLEN, 1991). Dessa forma, a Eq. (6.47) se

torna:
c;‘j@ +Vo-qo =74 Bigdm — 0gm, (6.47)

onde o multiplicador B, frequentemente denominado coeficiente de Taylor-Quinney
(TAYLOR; QUINNEY, 1934; BENAARBIA et al., 2019), representa a fracao de energia
convertida em calor durante a deformacao inelastica, geralmente estimada empiricamente
em torno de 0.9 (LEE, 1969; LEE; CHEN, 2001).

Ao contrario da taxa de dissipacao mecénica, o termo de acoplamento termomecanico
(—0q,,) pode ser negativo ou positivo. Quando negativo, esse termo pode contrabalangar
o efeito da dissipagdo mecanica, diminuindo a temperatura. Embora isso possa parecer
contraintuitivo para processos ineldsticos, é comum durante a fase elastica/viscoeldstica,
onde a dissipagdo mecénica é baixa em comparagao com a fase plastica/viscoplastica. Esse
fendmeno é discutido em (HSU, 2012), onde os resultados de uma barra sob carregamento
mecanico apresentam uma queda de temperatura durante a fase elastica, seguida por um
aumento de temperatura durante a fase plastica. Resultados semelhantes também sao
discutidos em (ALLEN, 1991).

De forma anéloga ao caso termo-elastico, pode-se multiplicar a Eq. (6.45) por uma
funcao ponderadora 66, integrar no volume inicial, e realizar manipulagoes algébricas
similares a secao 4.5. Disso resulta a equacao da conducao de calor em sua forma fraca

variacional:

/Q 000dVy + | (Ko - Vob) - (Vo 80) dVy + /F Go 50,

Qo

(6.48)
_ /Q (r + Bugdon — 0 )80V = 0,

onde gy é o fluxo de calor prescrito, e K é a matriz de condutividade térmica do material
na configuragdo inicial, ja definida na Eq. (3.45), utilizando a lei de Fourier.

Novamente, utiliza-se o método dos elementos finitos, com base na técnica de Bubnov-
Galerkin, para solugdo numérica da Eq. (6.48). Entretanto, dado que ¢ depende da
temperatura, o sistema torna-se nao-linear, demandando técnicas iterativas de solucao,
como o método de Newton-Raphson. O mesmo também ocorre nos casos onde o pardmetro
de condutividade k£ depende da temperatura, embora esses casos nao sejam tratados neste
trabalho. Para o acoplamento termomecanico, adota-se o método bloco-iterativo descrito

na subsecao 4.6.1.

6.5 Exemplos numéricos aplicados ao PTFE

Nesta se¢ao, o material politetrafluoretileno (PTFE), previamente discutido na se¢ao 5.6,
é reanalisado sob uma perspectiva térmica, com foco no comportamento dissipativo dos seus
componentes inelasticos, e nas variagoes de temperatura correspondentes. Os parametros

mecanicos permanecem definidos conforme a Tabela 1, enquanto os parametros térmicos
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adotados sao os da Tabela 4. Para o modelo de expansao térmica, considera-se a lei

exponencial apresentada na secao 4.4.

Tabela 4 — Pardmetros térmicos utilizados para o material politetrafluoretileno (PTFE)

¢y (MPa/K) k (MW/(m-K)) e 0o (K) Pig
3,3 0,283-1076  125-100* 294 0,9
Fonte: Elaborado pelo autor

6.5.1 Ensaios de carregamento monotonico

Retoma-se o exemplo de carregamento monotonico discutido na subsec¢ao 5.7.1, utili-
zando as mesmas taxas de deformagao. Desta vez, no entanto, é permitida a variacao de
temperatura no material, resultante dos termos de dissipagao mecanica e do acoplamento
termomecéanico na equacao da conducao de calor. Assume-se uma temperatura inicial de
20,85°C ou 294 K em todos os casos. Para simplificar a andlise, supoe-se que as amostras
analisadas sao termicamente isoladas, de modo que as variagoes de temperatura nao se
dissipam para o ambiente.

Na Figura 37(a), sao apresentados os graficos de temperatura para todos os casos
analisados. Esses graficos exibem um comportamento notavelmente crescente, exceto no
inicio da analise, quando o material encontra-se em regime viscoelastico e as variagoes de
temperatura sao menos expressivas. Embora as variagoes se tornem mais perceptiveis no
regime viscoplastico, elas permanecem moderadas, com incrementos entre 1 K e 1,5 K em
relagdo a temperatura inicial. Sdo observados maiores incrementos de temperatura nos
casos com taxas de deformacgao mais elevadas, refletindo uma maior taxa de dissipacao
nesses casos.

Na Figura 37(b), sdo exibidos os graficos de tensdo e deformagio compressivas de enge-
nharia para a analise térmica, comparados com os resultados isotérmicos da subsecao 5.7.1.
As diferencas observadas sao despreziveis em todos os cendrios, o que era esperado, uma
vez que o baixo coeficiente de expansao térmica do PTFE, aliado as baixas variagoes de
temperatura obtidas, provocam alongamentos térmicos muito préximos de 1, fazendo com
que S recaia aproximadamente em S,, na Eq. (6.25).

Para investigar o comportamento dissipativo do modelo, analisa-se também a relagao
entre a taxa da dissipacao mecanica e a taxa de energia de Helmholtz enquanto componentes
da taxa de trabalho interno, seguindo a decomposi¢ao da Eq. (6.33). Para este problema
uniaxial, a taxa de trabalho interno pode ser simplificada para SE, onde S é a tensio
de Piola-Kirchhoff de segunda espécie uniaxial e E é a taxa de deformacao uniaxial de

Green-Lagrange. Portanto, a Eq. (6.34) pode ser simplificada como:
SE — Nty — dpy — 01y = 0. (6.49)
Usando relagoes discutidas no Capitulo 2, pode-se mostrar que

SE = (JF Yoe, (6.50)
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Figura 37 — Ensaios de carregamento monoténico em PTFE considerando efeitos termomecanicos: (a)
temperatura e (b) tensdo-deformagéo
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Fonte: Elaborado pelo autor

e a taxa de energia livre de Helmholtz mecanica pode ser calculada numericamente usando
o método de Euler, ou seja, para cada passo de tempo s, assume-se:
s s—1
Vo — U

VY = AL (6.51)

onde a energia livre de Helmholtz no passo atual (/%) e no passo anterior (1*~!) podem
ser calculadas usando a Eq. (6.53). A taxa de dissipagdo mecénica e a parcela mecanica
da entropia sao obtidas diretamente pelas Eqgs. (6.27) e (6.32), respectivamente, e a taxa
de temperatura também pode ser calculada pelo método de Euler.

Na Figura 38, sao apresentadas as evolugoes da taxa de trabalho interno, da taxa
de energia livre de Helmholtz mecanica, da taxa de dissipacdo mecanica, e do termo
associado & entropia. Além disso, para verificar a condigao especificada na Eq. (6.49),
também ¢ apresentado o grafico do erro SE — Agzﬁm — dyy, — Nmb. Como pode ser visto, esse
erro apresenta valores suficientemente préoximos de zero para todos os casos analisados,
indicando a consisténcia do modelo.

Essa figura fornece uma representacao visual da proporcao de trabalho interno dissipado
a0 longo do processo para cada caso de taxa de deformacio. E notével a variacio do perfil
dissipativo na transicao entre o regime viscoelastico e o viscoplastico, com uma queda
significativa de 1),,,. Durante o regime viscoeldstico, o valor de d,,, é muito pequeno quando
comparado a SFE, sendo mais visivel no caso intermedidrio de taxa em que & = 1072 1.
J& no regime viscoplastico, a proporg¢ao entre d,, e S E torna-se significativa em todos os
casos, indicando que a maior parte do trabalho é dissipada. Nota-se ainda que os termos

associados a entropia (1,,0) sdo despreziveis em todos os casos.

6.5.2 Cubo parcialmente carregado

Nesta subsec¢ao, analisa-se o problema bidimensional ilustrado na Figura 39, conside-
rando o estado plano de deformagao (EPD). A carga distribuida parcialmente aplicada (p)
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Figura 38 — Taxas de trabalho para ensaios de carregamento monotonico em PTFE
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Fonte: Elaborado pelo autor

varia linearmente de 0 a 25 MPa ao longo de um intervalo de tempo t,,.x, resultando em
P = 25/tmax. Sa0 analisados 5 casos diferentes de p: 1072, 1071, 10°, 10 e 10> MPa/s.

Figura 39 — Geometria e condi¢oes de contorno para o cubo de PTFE parcialmente carregado
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Fonte: Elaborado pelo autor

Considera-se novamente uma temperatura 6, = 294 K, aplicada como condicao inicial no
estado indeformado, uniforme em todo o dominio. Nao sdo aplicadas condi¢oes de contorno

térmicas, mas o campo de temperatura pode variar devido a efeitos termomecanicos.
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Assume-se que o cubo esta termicamente isolado, o que significa que as variagoes de
temperatura nao se dissipam para o ambiente.

Na Figura 40, sdo apresentados os graficos do deslocamento vertical no ponto A (canto
superior direito) e da temperatura no ponto B (canto inferior direito). Como observado em
exemplos anteriores, a taxa de aplicacao das condigoes de contorno afeta significantemente o
comportamento mecanico de materiais viscoelasticos-viscoplasticos, o que também se reflete
na resposta térmica. Neste caso, o aumento da taxa de carregamento causa uma redugao
(em magnitude) nas deformagoes do material, diminuindo a amplitude dos deslocamentos
e, consequentemente, da variagao de temperatura. Esse comportamento contrasta com
o do exemplo anterior, onde as variacoes de temperatura eram maiores com taxas de
deformacao mais elevadas. Isso ressalta as diferencas fundamentais entre problemas com
deformacao prescrita e com tensao ou carregamento prescritos.

Figura 40 — Cubo parcialmente comprimido: (a) deslocamento vertical no ponto A e (b) temperatura
no ponto B.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Nas Figuras 41 a 43 sdo apresentadas as configuracoes deformadas finais para todos os
casos de taxas de carregamento, com mapas de cores indicando 99, Fo € 0, respectivamente,
onde o eixo 2 indica a dire¢ao vertical. Observa-se um maior aumento de temperatura ao
redor do canto inferior direito, regido onde as deformagcdes sdo mais expressivas.

Figura 41 — Cubo parcialmente carregado: distribuicdo do componente de tensdo normal de Cauchy
vertical (og2) sobre a configuragéo final para diferentes taxas de carregamento

(a) p=10"% MPa/s (b) p=10"" MPa/s (¢) p=10° MPa/s (d) p=10" MPa/s (e) p=10* MPa/s
—27.713 11510 | | —27.356 11.066 28577  10.752 29150  11.551 —29.609  10.466
— e —_— — —

Fonte: Elaborado pelo autor



6.6. Modelo com viscosidade aprimorada 123

Figura 42 — Cubo parcialmente carregado: distribuicdo do componente vertical da deformacao de Green-
Lagrange (FE22) sobre a configuracao final para diferentes taxas de carregamento

(a) p=10"% MPa/s (b) p=10"1 MPa/s (¢) p=10" MPa/s (d) p=10' MPa/s (e) p=10% MPa/s
—0.268 0.076 —0.226 0.051 —0.182 0.033 —0.148 0.023 —0.122 0.018
e o e [E—— o —

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 43 — Cubo parcialmente carregado: distribuigdo de temperatura (6) sobre a configuragio final
para diferentes taxas de carregamento

(a) p=10"% MPa/s (b) p=10"' MPa/s (¢) p=10" MPa/s (d) p=10' MPa/s (e) p=10% MPa/s
294,000  295.240 294.000  294.951 293.978  294.654 293.987  294.534 293.989  294.432
—— e e — o [HE—

Fonte: Elaborado pelo autor

Para analisar as taxas de trabalho em todo o dominio, a Eq. (6.34) é integrada sobre o
volume inicial, resultando na seguinte relacao:

S:EdVo—/ qupmdvo—/ ddeO—/ T dViy = 0. (6.52)

Qo Q Qo Qo

Os componentes da Eq. (6.52) representam, respectivamente, a taxa total de trabalho
interno, a taxa total de energia de Helmholtz mecéanica, a taxa total de dissipa¢ao mecanica,
e o termo relacionado a entropia. Na Figura 44, é apresentada a evolugao temporal de
cada componente da Eq. (6.52) para cada taxa de carregamento. O resultado da Eq. (6.52)
também é apresentado nesses graficos, mostrando valores proximos de zero em todas as
instancias, o que indica a consisténcia da implementagdo numérica.

Esta analise fornece uma compreensao geral de quanto do trabalho no dominio é
convertido em esfor¢co mecanico e quanto é dissipado. Observa-se que o termo relacionado
a entropia é desprezivel neste exemplo, e a propor¢ao entre a taxa de trabalho interno
e a taxa de dissipag¢ao mecanica é semelhante em todos os casos de p, embora as curvas
apresentem perfis distintos, e as ordens de magnitude dos graficos variem significantemente

entre os casos.

6.6 Modelo com viscosidade aprimorada

No modelo reolégico da Figura 21, as componentes viscosas sao representadas por uma

associagdo em série de uma mola (parcela hiperelastica) e um pistao (parcela viscosa).
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Figura 44 — Cubo parcialmente carregado: taxas de trabalho
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Fonte: Elaborado pelo autor

Esse arranjo é comumente denominado modelo de Maxwell.

Alguns materiais podem apresentar um comportamento viscoso mais complexo, com
perfis de relaxacdo que nao podem ser capturados através de um modelo de Maxwell
convencional. Para esses casos, utiliza-se comumente na literatura um modelo de Maxwell
generalizado, onde varios elementos de Maxwell sao associados em paralelo. Ao adotar
diferentes constantes de rigidez e coeficientes de viscosidade para cada um desses elementos,
é possivel representar perfis de viscosidade mais variados e complexos, ajustando o modelo
para refletir, de maneira mais precisa, a resposta do material.

Neste trabalho, é proposto um modelo de Maxwell alternativo, onde as constantes de
rigidez e de viscosidade sao definidas por fungoes paramétricas, variando ao longo de um
dominio adimensional. Essa estratégia pode ser vista como uma versao continua do modelo
de Maxwell generalizado, permitindo capturar de forma mais suave os distintos perfis de
relaxagao. A representacao reoldgica do modelo proposto pode ser vista na Figura 45,
comparada com o modelo de Maxwell convencional.

Aplicando o modelo paramétrico a componente viscoelastica da Figura 21, escreve-se
Ve € 1, em fungdo de um parametro (,. As relagoes cinematicas da secao 6.1 permanecem
validas, com F., F, e todas as medidas de deformacao dependentes de F, e F,, sendo agora
consideradas como fungoes de (,.

Analogamente, escreve-se o componente de encruamento cinematico viscoso como fungao
de um parametro (;,, € o componente de encruamento cinemdatico de Armstrong-Frederick

como fun¢ao de um parametro ¢, .

Para padronizar a abordagem, assume-se que os parametros ¢, (5, € (,, variam entre
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Figura 45 — Comparacao entre os modelos reoldgicos viscosos convencional e paramétrico

Modelo de Maxwell convencional Modelo de Maxwell paramétrico

7 o 0TIV M T '
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Fonte: Elaborado pelo autor

0 e 1. Nesse contexto, a energia livre de Helmholtz pode ser expressa como:

o = 0 (0. By + / Ce(0.E(G)) dG, + / (0B, (G)) G, -
+/ Cln QEpP va)) dgﬁv _i_w;so(e,l%)‘

Seguindo o procedimento de Coleman-Noll com desenvolvimentos algébricos similares

aos da secao 6.2, sao obtidas novamente as relagdes constitutivas:
S = M\S,, e nN=———~+Nn, (6.54)

onde a parcela mecanica da entropia (7,,) permanece sendo definida através da Eq. (6.27),

mas a tensao mecanica de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, neste caso, é dada por

e L0
Su =T, S / L =S I e .
O critério de escoamento (5.12) e a lei de evolugdo pldstica (5.14) seguem sendo

definidos pelas mesmas expressoes, mas, neste caso, a tensao relativa é dada por

cin cin

Y =M, + / FIMF-7 d¢, — / F,, aEpe F7 dg, — / F,, aEpP ¥ d¢,.  (6.56)

As leis de evolugao viscosas e plasticas-inelasticas também sao definidas pelas expressoes
originais (5.13), (5.18) e (5.19). No entanto, ¢ importante destacar que elas agora sao
equagoes diferenciais parciais, que dependem nao apenas do tempo, mas também dos seus
respectivos pardmetros ((y, G, € G, )-

Aplicando os desenvolvimentos da secao 6.4, a equacao da condugao de calor é expressa

ainda na forma da Eq. (6.47). Porém, neste caso, a taxa de dissipagdo mecanica é definida

. 2, 11
dm=A§’<’VHEDH+\[3Wn+ | ImPe dc,
0 ,LLU

L b |
OIMPI2 de / MR N2 des
+/0 ’yCH P H sz_'_ 0 lu;m” p H va ?

CcOomao:

(6.57)
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e o termo de acoplamento termomecanico pode ser expresso como:

. 1
g = Tg : E+/0 T, : X dC. (6.58)

onde ( denota, de forma geral, o parametro associado a variavel interna x.

Se as parcelas de energia e de viscosidade forem constantes em relacao aos pardmetros,
todas essas equagoes se reduzem as do modelo termo-viscoeldstico-viscoplastico discutido
nas Secoes 6.1 a 6.4. Portanto, a formulagao proposta pode ser vista como uma generalizacao
desse modelo.

As integrais das Egs. (6.53) e (6.55) a (6.58) séo calculadas numericamente utilizando
a quadratura de Gauss escalada para o dominio entre 0 e 1. Cada ponto de integracao
esta associado a um conjunto diferente de variaveis internas, que devem ser calculadas

utilizando-se suas respectivas leis de evolucao.

6.7 Aplicacao de modelo termo-viscoelastico: Adiprene-L100

O Adiprene-LL100 é um material poliuretano conhecido por sua excelente resiliéncia,
durabilidade e flexibilidade, tornando-o adequado para aplicagoes que exigem resisténcia
superior a impactos e tolerancia a abrasao. Para caracterizar seu comportamento mecanico,
sao utilizados os resultados experimentais de Khan e Lopez-Pamies (2002) e Khan, Lopez-
Pamies e Kazmi (2006). Esses estudos, juntamente com Gray et al. (1997), mostram que o
material exibe comportamento dependente da taxa de deformacao e da temperatura, com
deformagoes viscoplasticas significativamente menores em comparacao com as viscoeldsticas.
Portanto, em um contexto pratico, a resposta do material pode ser aproximadamente
representada por um modelo termo-viscoelastico.

Utiliza-se nesta secao o modelo paramétrico proposto na secao 6.6. Para particulariza-lo
cin _ ,/cin __
Pe De

¥, = 0. Além disso, desconsideram-se as leis de evolugio associadas a deformagao plastica

ao caso termo-viscoelastico, assume-se que F, = F, =F; =1, =0, ¢

e aos modelos de encruamento.

O objetivo principal desta secao é definir os parametros do material para representar os
resultados experimentais do Adiprene-L.100 e validar o modelo termo-viscoelastico proposto.
A subsecao 6.7.1 foca na parcela mecanica do modelo, enquanto a subsecao 6.7.2 considera
o modelo termo-viscoelastico completo, incorporando a dependéncia dos parametros do

material em relacao a temperatura.

6.7.1 Problemas puramente mecanicos

Antes de considerar a parcela térmica, estuda-se exclusivamente a parcela mecénica do
modelo constitutivo. Para isso, a variacao de temperatura e todas as variaveis térmicas
sao desconsideradas. Nesse caso, sao utilizados os resultados experimentais realizados sob
condigoes constantes de temperatura ambiente de 20,85°C (294 K).

A referéncia experimental foca exclusivamente em problemas compressivos, onde se

observa que as curvas tensao-deformacao sao notavelmente nao lineares, com a rigidez
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diminuindo a medida que a deformagao aumenta. Esse comportamento é capturado
pelo modelo neo-Hookeano aprimorado, descrito na subsecao 4.1.3. Considera-se essa
lei hiperelastica no componente viscoelastico de longo prazo, definindo a sua parcela da

energia de Helmholtz como:

A , G
| e
Ve =5 (Indwe)"+ =4

[(tr By — InJue +790)™ = (70) 7] (6.59)

Na equacado acima, A, G2°, v e a sao parametros do material dependentes da temperatura.
Adotando um valor negativo para a, obtém-se o comportamento desejado de diminui¢ao
da rigidez.

Ja o componente elastico nao-equilibrado da energia livre de Helmholtz é modelado

como um material Neo-Hookeano convencional, sem parcela volumétrica. Ou seja:
we - Ge (tI‘ Ee —In Je) s (660)

onde G, é o modulo de elasticidade transversal nao-equilibrado, definido em funcgao da

temperatura e do parametro (,.

6.7.1.1 Correlacoes com modelos puramente hiperelasticos

Para calibrar o modelo viscoelastico, convém iniciar calibrando-se os modelos hipe-
relasticos associados. Para isso, sao desconsideradas as deformagoes térmicas e viscosas,
assumindo F, = I e F = F,. = F.. Portanto, ¢2° e 1, sao escritos em termos de
C=0C,. =C,, e ¢, pode ser tratado como um modelo puramente hiperelastico. Além
disso, G, é tomado inicialmente como um parametro constante, em vez de paramétrico.

O componente ¢2° caracteriza a resposta do material em periodos de tempo infinita-
mente grandes. Portanto, para calibrar os pardmetros de 12° na Eq. (6.59), pode-se utilizar
os resultados experimentais do ensaio de carregamento monotonico com a menor taxa de
deformacao disponivel (¢ = 107 s71), ou tensoes ap6s um longo periodo de relaxacio em
diferentes niveis de deformacao. Para os resultados experimentais de Khan e Lopez-Pamies
(2002), as duas opgoes sao aproximadamente coincidentes, com diferengas maiores surgindo
principalmente em niveis de deformagao maiores. Nos casos divergentes, sao seguidos os
ensaios de relaxacao, uma vez que este trabalho foca principalmente em representar com
precisao as curvas de relaxacao.

As curvas tensao-deformacao produzidas por 12° sao influenciadas principalmente pelos
parametros G2°, v e a, com impacto comparativamente menor do parametro volumétrico
A. Para calibrar com precisao este ultimo, deve-se usar como referéncia os ensaios de
deformacao transversal.

A combinacao de ¥2° e 1. caracteriza o comportamento do material em periodos de
tempo infinitamente pequenos. Com isso em mente, os parametros de 1. sao calibrados
usando o ensaio de carregamento monotonico com a maior taxa de deformacgao disponivel,

1

¢ =1 s~ 1. Opta-se por desconsiderar o caso com ¢ = 5000 s~*, pois exibe comportamentos

oscilatérios nao consistentes com os outros ensaios.



128 6. Modelo termo-viscoeldstico-viscopldstico

Dessa forma, sdo aplicados dois modelos hipereldsticos diferentes nesta se¢ao: o primeiro,
chamado Hipereléstico I, é dado por v, = 12°(C), sendo usado para representar os ensaios
com maior duragao. O segundo, chamado Hiperelastico I1, é dado por v, = ¥2°(C)+1.(C),

sendo usado para representar o ensaio com menor duragao.

Os parametros calibrados para cada modelo sao apresentados na Tabela 5, e os resulta-
dos obtidos sdo mostrados na Figura 46, comparados com seus respectivos equivalentes
experimentais. Para a simulagdo numeérica, aplica-se uma deformacao axial de engenharia
prescrita de ¢ = 0 a ¢ = —0.25584, variando linearmente ao longo de 100 passos de
tempo. Note que a deformagao axial de engenharia pode ser relacionada ao gradiente de
deformagao axial (F') através da expressdo F' = 1+ ¢, e a deformacao verdadeira axial

pode ser calculada por € = In(F?).

A Figura 46(a) mostra a relagdo resultante entre tensao de Cauchy e deformacao
verdadeira (axiais e compressivas) para cada modelo. Como observado, um valor negativo
de a resulta em uma diminuicao da rigidez a medida que a deformagao aumenta, consistente
com as observagdes experimentais para este material. O Modelo Hiperelastico I exibe uma
boa concordancia média com os resultados de tensao de relaxacao, mas, como discutido
anteriormente, mostra pequenas divergéncias com o ensaio monotonico em valores de
deformacgao mais elevados, comecando em torno de ¢ = 0.3. O Modelo Hiperelastico 11
também exibe uma concordancia razoavel com seu ensaio monotonico associado, embora
enfrente algumas dificuldades em representar com precisao a excentricidade da curva
em aproximadamente € = 0.1. Finalmente, na Figura 46(b), é exibida a relagdo entre
deformagoes verdadeiras axiais e transversais (de compressao e de tracao, respectivamente),
que caracteriza o comportamento volumétrico do material. Como pode ser visto, os modelos
[ e IT exibem uma forte concordancia média com os resultados experimentais, demonstrando

a consisténcia do parametro A aplicado.

Tabela 5 — Parametros calibrados dos modelos hiperelédsticos

Modelo Helmholtz (¢,,) A (MPa) G (MPa) o a G, (MPa)
Hiperelastico 1 P 1000 2.6 0.001 -0.2 -
Hiperelastico 11 PV + e 1000 2.6 0.001 —-0.2 2.5

Fonte: Elaborado pelo autor

6.7.1.2 Definicao das fun¢oes paramétricas e do coeficiente de viscosidade

Para representar os ensaios monotonicos com taxas de deformacao intermediarias, bem
como as curvas de relaxagao, é necessario aplicar o modelo viscoelastico, o que envolve
definir as fung¢oes paramétricas e calibrar o parametro de viscosidade.

Define-se a viscosidade e a rigidez transversal como 1,(¢,) = iy - f((y) € Ge((y) =
G. - g((y), respectivamente, onde fi, e G, sdo parametros constantes, e f((,) e g((,) sdo

fungoes paramétricas auxiliares adimensionais. Para normalizar as analises, também sao
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Figura 46 — Correlacoes das curvas experimentais de tensdo-deformagido com modelos hiperelasticos
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Fonte: Elaborado pelo autor

impostas as seguintes condicoes:

1 1 1 1
| fcrde = [Ty =1 = [ u(c)de=m e [ GG)dG =G
(6.61)
Além disso, f((,) ndo deve retornar valores nulos (ou muito préximos de zero) ao longo do
dominio, pois isso pode causar problemas numéricos durante o algoritmo de solucao.

E importante destacar que outras escolhas de representacdes paramétricas sdo possiveis.
A abordagem proposta visa apenas padronizar os modelos de viscosidade, de forma que
eles possam ser caracterizados unicamente por dois pardmetros constantes (ji, e ée) e
pelas funcgoes paramétricas auxiliares.

Para testar as fungoes paramétricas e os coeficientes de viscosidade, sao utilizadas
como referéncia a curva de relaxacao para a deformacao verdadeira ¢ = —0.591. Quanto a
simulagao numeérica, aplica-se novamente uma deformacgao de engenharia prescrita variando
monotonicamente de € = 0 até ¢ = —0.25584. No entanto, neste caso a analise é seguida
por uma etapa de relaxacao, onde a deformacao ¢ = —0.25584 ¢ mantida constante por 2
horas (7200 segundos).

Durante essa etapa de relaxacdo, a tensao parte de um valor maximo e tende a
um valor minimo — correspondendo aproximadamente ao modelo Hiperelastico I — a
medida que o tempo avanca. A curva de relaxacao depende da viscosidade e das fungoes
paramétricas. Para garantir que o valor maximo de tensao nao seja influenciado pela
viscosidade, aplica-se uma taxa de deformagao muito grande (em magnitude) durante a
etapa de carregamento: ¢ = —10°s7!. Dessa forma, a tensdo maxima também é fixa —
correspondendo aproximadamente ao modelo Hiperelastico II — podendo-se focar apenas
na curva de relaxacao.

Sao empregados os mesmos parametros da subsecao 6.7.1.1 para 2°. Embora ),
seja agora representado parametricamente, aplica-se o0 mesmo valor base para a rigidez

transversal, ou seja: G, = 2.5 MPa. As fungbes paramétricas f((,) e g((,), bem como o
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coeficiente 1, sao variados para analisar suas influéncias na curva de relaxacao.

Neste trabalho, sdo utilizados dois tipos de fungdes paramétricas: polinomiais e sigmoi-
des. Nota-se que fungoes polinomiais de ordem zero (f(¢,) = g(¢,) = 1) retornam o modelo
padrao discutido na secao 6.2. Entretanto, esse modelo nao fornece um bom ajuste com a
resposta do material. Observando a curva de relaxacao experimental, propoe-se modelos
que tém menor viscosidade para valores maiores de G, (representando a decaida inicial
significativa das tensoes) e maior viscosidade para valores menores de G, (representando a
estabilizagdo mais lenta das tensoes & medida que o tempo aumenta). Para isso, f((,) e
g(¢y) sao escolhidos de forma que um aumenta quando o outro diminui, e vice-versa.

Para os casos polinomiais, sao utilizadas fungoes constantes, lineares, quadraticas e
cubicas, com expressoes dadas na Tabela 6 e ilustradas na Figura 47. Note que, a medida
que (, avanga, g((,) diminui até chegar a zero, enquanto f((,) comeg¢a com um pequeno
valor inicial (neste caso, 0,005) e depois aumenta. Esse valor foi adicionado para garantir

que f(¢,) ndo retorne zero, como discutido anteriormente.

Tabela 6 — Fungoes paramétricas polinomiais

Modelo f () 9(Cv)
Constante 1 1

Linear 1,99C, + 0,005 2(1 - ¢)
Quadratico 2,985¢2 + 0,005 3(1 — ()
Ciibico 3,98C3 + 0,005 4(1— ()3

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 47 — Fungoes paramétricas polinomiais
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Fonte: Elaborado pelo autor

Para os casos sigmoides, sao aplicadas fungoes tangentes hiperbodlicas centradas em
(, = 0.5, com expressoes dadas na Tabela 7 e ilustradas na Figura 48. Quatro casos sao
considerados, com diferentes multiplicadores. Novamente, f((,) ¢ definido com um valor
inicial pequeno de aproximadamente 0,005, aumentando posteriormente, enquanto ¢((,)
diminui para valores préximos de zero.

Inicialmente, adotam-se n, = 20 pontos de Gauss para integrar numericamente o
componente viscoelastico paramétrico. Para a discretizagao temporal, sdo aplicados 100

passos durante a etapa de deformacio monotonica (At = 2,5584 - 10713 s). Para a etapa de
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Tabela 7 — Fungoes paramétricas sigmoides

Modelo f(&) 9(&)

Sigmoide I 0,995 tanh(5¢, —2,5) + 1 tanh(2,5 —5(,) + 1

Sigmoide IT 0,995 tanh(8¢, —4) +1  tanh(4 — 8¢,) +1

Sigmoide IIT 0,995 tanh(10¢, —5) +1  tanh(5 — 10¢,) + 1
(

Sigmoide IV 0,995 tanh(12¢, —6) + 1  tanh(6 — 12¢,) + 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 48 — Fungbes paramétricas sigmoides
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Fonte: Elaborado pelo autor

relaxacao, dado seu padrao de evolucao particular, adotam-se discretizagoes mais refinadas
no inicio (At = 0,11323 s) sendo o refinamento gradualmente reduzido & medida que o
tempo avanca. Isso é alcancado usando uma progressao geométrica para At com uma razao
comum de 1,0003, resultando em um total de 10.000 passos de tempo ao longo de 7.200
segundos. Essa discretizacao temporal leva em conta casos com viscosidade mais baixa,
onde sao necessarias discretizagoes mais refinadas, mas excede a quantidade necessaria
para a maioria dos casos analisados.

As curvas de relaxagdo sao mostradas nas Figuras 49 e 50 para os casos com fungoes
paramétricas polinomiais e sigmoides, respectivamente. Como discutido anteriormente,
cada conjunto de fung¢des paramétricas resulta em um padrao diferente na curva de
relaxacao, mostrando uma ampla gama de possibilidades e o potencial para ajustes a
diferentes materiais. Para o presente material, observa-se um ajuste mais preciso usando as
fungbes paramétricas ctbicas e sigmoide IV, ambas com fi,, = 4000 MPa-s. Em contraste, os
casos polinomiais com ordens mais baixas nao capturam adequadamente o comportamento
da curva, mesmo com ajustes em ji,,. Essa deficiéncia é particularmente evidente no modelo
viscoeldstico padrao, representado na Figura 49(a), onde uma ampla gama de pardmetros
de viscosidade é testada, mas nenhum reproduz o perfil desejado.

Os parametros calibrados do material para ambos os conjuntos de fungdes paramétricas

considerados sao resumidos na Tabela 8, sendo utilizados em se¢oes subsequentes.

6.7.1.3 Analise de convergéncia para a integracao numérica

Uma vez consolidados os modelos, parte-se para a otimizacao da implementacao

numérica, sendo testados diferentes niimeros de pontos de integracdo de Gauss, entre
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Figura 49 — Curvas de relaxagao para e = —59,1%, considerando fungoes paramétricas polinomiais e
diferentes parametros de viscosidade

T T
£ 54 uv(Sy) =iy ] & 51 my(&v) =y (1.994, +0.005) b
% % | Ge(4v) =5(1~4y) (MPa)
2 - £
% o Experimental % o Experimental
g = 4000 MPa-s £ ~XP
£ g fty, = 4000 MPa-s
9] =2000 MPa-s 5] _
o 1 T A A P PPPTRN iy = 2000 MPa-s
3 4 =1000 MPa-s || 3 4 H |
- f, = 1000 MPa-s
=y =500 MPa-s 2 _
S S i, =500 MPa-s
5 =200 MPa-s 5 =200 MPa-s
o —— fi, =100 MPa-s < - ‘
k<] S Qg e,
xg 000.00.000. 1% - T onrauhTauaia OO0
5 3 . g 3
= (a) ,uv e G, constantes ‘ ‘ ‘ = (b) /4\, (&y) e Ge ((v) lineares ‘ ‘ ‘
0 1 OOO 2 000 3 OOO 4000 5000 6000 7000 0 1 000 2 000 3 OOO 4 OOO 5000 6000 7000
Tempo (s) Tempo (s)
s T T T T R T T T T
§ 5E (&) = fay (2.985{3 +0.005) . § sE o (&) =y (3.98(3 +0.005) _
< Ge(4y) =75(1 - &v)* (MPa) < Ge(gv) =10 (1 = &)° (MPa)
- s
= o Experimental g, o Experimental
g = 4000 MPa-s g =Xperimenta
o o i, =4000 MPa-s
] 4 =2000 MPa-s | 3 41 _ n
° — 1000 MPas O . fiy = 2000 MPa-s
5 - (1., = .
% gﬁ = 500 MPa-s % i, = 1000 MPa-s
O i O
Q Q
kel o
$ g
5§ 3 1 5 3} i
= ©) pv (é'v) © Ge (évv) quadratlcos ‘ = (d) /~4v (év)e Ge (gv) CUblCOS ‘ ‘ ‘
0 1 OOO 2 000 3 OOO 4 000 5000 6000 7 OOO 0 1 OOO 2 OOO 3 000 4 OOO 5000 6000 7000
Tempo (s) Tempo (s)
Fonte: Elaborado pelo autor
Tabela 8 — Pardmetros do modelo viscoelastico para o material Adiprene-L100
Fungoes paramétricas A (MPa) G2 (MPa) a G. (MPa) fji, (MPa-s)
Ctbica (ver Tabela 6) 1000 2.6 0.001 -0.2 2.5 4000
Sigmoide IV (ver Tabela 7) 1000 2.6 0.001 -0.2 2.5 4000

Fonte: Elaborado pelo autor

n, = 1 e n, = 20, para integrar a parcela viscoelastica paramétrica. E importante destacar
que a integracdo numérica nao é realizada diretamente sobre as fungoes paramétricas,
mas sim sobre expressoes nao-lineares que dependem delas. Dessa forma, nao é possivel
garantir que haja um valor de n, a partir do qual a resposta ¢ exata, mesmo nos casos

onde as fung¢oes paramétricas sao polinomiais.

O problema de relaxagao introduzido na subse¢ao 6.7.1.2 é solucionado novamente,
utilizando os modelos cubico e sigmoide IV definidos na Tabela 8. No entanto, aplica-se
agora ¢ = 1 s~! para a etapa de deformacgao monotonica, com At = 2,5584 - 1073 s (ou
seja, 100 passos). Para a etapa de relaxagao, aplicam-se 5000 passos, com At partindo
de 0,62057 s e variando de acordo com uma progressao geométrica com razao comum de
1,0003.
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Figura 50 — Curvas de relaxacao para € = —59,1%, considerando fun¢oes paramétricas sigmoides e
diferentes pardmetros de viscosidade
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Fonte: Elaborado pelo autor

As Figuras 51 e 52 mostram as curvas de relaxacao obtidas com diferentes niimeros de
pontos de integracao para os modelos ciibico e sigmoide IV, respectivamente. Naturalmente,
cada curva exibe um perfil distinto, representando modelos viscoelasticos generalizados com
varios componentes (n,). Em particular, n, = 1 corresponde ao modelo padrao discutido

na secao 6.2, e n, = 2 resulta em uma curva com maior excentricidade.

De maneira geral, pode-se observar que as excentricidades das curvas oscilam em torno
do caso n, = 20 para cada aumento de n,, revelando padroes distintos de evolucao para
casos pares e impares. A resposta tende a estabilizar a medida que n, aumenta, com
uma convergéncia notavelmente melhor no modelo ciibico quando comparado ao modelo
sigmoide. Esse resultado é esperado, pois a fungao sigmoide leva a um modelo relativamente
mais complexo, sendo menos precisamente representado pela quadratura gaussiana em

comparag¢ao ao modelo com fungoes polinomiais.

Na Figura 53(a), apresenta-se a convergéncia dos erros absolutos minimos (L;) consi-
derando duas estimativas de erro diferentes: (i) diferenca entre a solugao atual (com n,
pontos) e a solugdo para n, + 1 pontos (erro relativo); e (ii) diferenca entre a solugao atual

(com n, pontos) e a solu¢ao para 20 pontos (erro de referéncia). Em cada caso, a norma
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Figura 51 — Curvas de relaxacao para diferentes niimeros de pontos de integragao - Modelo Cubico
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Figura 52 — Curvas de relaxacao para diferentes niimeros de pontos de integragdo - Modelo Sigmoide IV
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Fonte: Elaborado pelo autor

do erro é calculada como

/ "o (8) — over(t)) dt
e= 20 , (6.62)

tmax
[ ot at
0

onde tpax é 0 tempo méaximo de anélise e o.f(t) é a tensdo axial de Cauchy de referéncia

ao longo do tempo. Esse erro representa a area normalizada entre a curva correspondente
e a referéncia. Considera-se uma transicao linear entre cada valor discreto ao longo do

tempo, simplificando o processo de calculo da area.
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A partir da Figura 53(a), pode-se confirmar que o modelo ciibico realmente exibe
uma taxa de convergéncia mais alta quando comparado ao modelo sigmoide. Além disso,
nota-se que os erros relativos sao geralmente maiores do que os erros de referéncia. Esse
comportamento pode ser atribuido as oscilagoes previamente observadas nas curvas: a
medida que o nimero de pontos de integragao n, ¢ aumentado, a solugao numérica alterna
entre superestimar e subestimar a curva de solugao estabilizada (ou mais refinada). Isso
leva a uma diferenca geralmente maior entre os casos com n, e n, + 1 pontos do que entre
os casos com 1, e 20 pontos. Esse comportamento oscilatério é particularmente evidente
no erro de referéncia para o modelo sigmoide, onde é notada uma diferenga de evolucao
para valores de n, pares e impares.

Para auxiliar a selecdo eficiente dos pontos de integragao, a Figura 53(b) apresenta
os tempos de processamento totais para cada valor de n,. Observa-se que, para esse
problema simples, os tempos de processamento aumentam quase linearmente com n,, e

sao aproximadamente os mesmos para os casos com modelos ciibico e sigmoide V.

Figura 53 — Dependéncia do niimero de pontos de quadratura: (a) convergéncia do erro Ly e (b) tempo
de processamento.
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Fonte: Elaborado pelo autor

6.7.1.4 Validaciao com ensaios de deformaciao monotonica a temperatura ambiente

Para demonstrar a generalizacao dos parametros calibrados e das fungdes paramétricas
detalhadas na Tabela 8, sao realizadas simulagoes adicionais, e comparadas com os dados
experimentais. A primeira analise considera ensaios de deformagao monotonica uniaxial
com 5 diferentes taxas de deformacdo de engenharia: —10°, =107, —1072, —10~* e —107°
s~1. Para cada caso, aplica-se uma deformacao de engenharia prescrita de 0 a —0,25584,
evoluindo monotonicamente ao longo de 2000 passos de tempo, com um passo de tempo
fixo At = 1,2792 - 107*/¢. O ntimero selecionado de pontos de Gauss para o componente
viscoelastico é n, = 20.

As curvas tensao-deformacao para cada caso sao apresentadas na Figura 54, onde

é possivel notar uma correspondéncia satisfatoria do modelo proposto com os dados
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experimentais, mesmo para os casos com taxas de deformacao intermediarias, que nao
foram consideradas durante o processo de calibragdo. Ambos os modelos aplicados (Ctibico
e Sigmoide IV) ndo exibem diferencas relevantes nesta andlise em particular. No entanto,
nota-se que nos casos com taxas de deformagdo mais baixas (107 e 107> s71), o resultados
numéricos comegam a apresentar uma maior divergéncia em relacdo aos experimentais
a medida em que a deformacgao aumenta. Como ja discutido na subsecao 6.7.1.1, essa
divergéncia é atribuida a estratégia aplicada para a calibracao, que prioriza as curvas de

relaxacao em relagao aos ensaios monotonicos.

Figura 54 — Curvas tensao-deformacao para ensaios monotonicos
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A Figura 55 mostra a evolucao da taxa de dissipacao mecéanica (d,,) e da dissipagao
mecanica ao longo da deformacao para cada um dos casos analisados. A primeira é
calculada a partir da Eq. (6.57), enquanto a tltima corresponde a integral de d,,, ao longo
do tempo, calculada numericamente como a area abaixo da curva associada. Nesses graficos,
observam-se maiores discrepancias entre os modelos Ctibico e Sigmoide IV. Como pode ser
visto na Figura 55(a), d,, aumenta com a taxa de deformagao, como esperado. No entanto,
sua integral ao longo do tempo pode nao aumentar, pois o intervalo de tempo diminui. De
fato, a Figura 55(b) demonstra que os valores de dissipa¢do mecénica sdo maiores para
casos com niveis intermediarios de taxa de deformacao.

Seguindo uma analise similar a realizada na subsec¢ao 6.5.1, avalia-se a taxa da dissipacao
mecénica enquanto componente da taxa de trabalho interno, através da Eq. (6.49). Como
sao desconsiderados os efeitos térmicos por enquanto, o componente de entropia nessa

equagao ¢é nulo, e \yg = 1. Assim, segue-se que:
SE —tpy, —dp = 0. (6.63)

A Figura 56 fornece uma representacdo visual da proporcao de trabalho interno
dissipado ao longo do processo em diferentes taxas de deformagado. A taxa da energia livre

de Helmholtz mecénica é calculada novamente pela Eq. (6.51), enquanto d,, é calculado
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Figura 55 — (a) Taxa de dissipagdo mecénica e (b) dissipagdo mecénica para ensaios monotonicos
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diretamente pela Eq. (6.57). Essa figura apresenta também o grafico da Eq. (6.63),

representando o erro numérico das taxas de trabalho. Como pode ser visto, ele exibe

valores suficientemente préximos de zero para todos os casos analisados, demonstrando

consisténcia da implementagao numérica.

Figura 56 — Taxas de trabalho para ensaios monotonicos a diferentes taxas de deformacao
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E importante notar que valores mais altos de d,, nao correspondem necessariamente a

maiores proporc¢oes de trabalho dissipado. Por exemplo, o caso com & = 10° s~1 apresenta

uma dissipagao relativamente pequena em comparacao com sua taxa de trabalho interno,

apesar de possuir os maiores valores de d,, entre os casos analisados, como revela a
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Figura 55(a). Enquanto isso, os casos com taxas de deformacio intermedidrias (107! e
1072 s71) exibem notavelmente a maior propor¢io de dissipagao em relacio as suas taxas

de trabalho interno.
6.7.1.5 Validacao com curvas de relaxacao adicionais

Neste exemplo, sao simulados os ensaios de relaxag¢ao uniaxial compressiva em diferentes
niveis de deformacao, conduzidos experimentalmente por Khan e Lopez-Pamies (2002).
Esses ensaios consistem em trés etapas: primeiro, uma etapa de carregamento monotonico

1

onde aplica-se uma taxa de deformacao de engenharia de —1 s™*; em seguida, uma etapa

de relaxacao onde a deformagao é mantida constante por 2 horas; e finalmente, uma etapa
de descarregamento monotonico, com uma taxa de deformacdo de engenharia de 1 s7.
Sao considerados seis casos, com deformacoes verdadeiras compressivas méximas de 59,1%,
49,9%, 40,4%, 28,7%, 19,2% e 9,3%, correspondendo, respectivamente, as deformacoes de
engenharia compressivas de 25,58%, 22,08%, 18,29%, 13,37%, 9,15% e 4,54%.

Os seis casos sao simulados numericamente por meio do modelo proposto com os
pardmetros especificados na Tabela 8. A curva de relaxacao com € = 59.1% é a mesma
usada para calibracao na subsecao 6.7.1.2, e a etapa de carregamento monotonico ¢é
analoga ao problema discutido na subse¢ao 6.7.1.4. Portanto, a validagdo nesta segdo esta
centrada nas cinco curvas de relaxacao restantes e na resposta tensao-deformacao durante
o descarregamento.

De forma similar a subsecao 6.7.1.4, sdo aplicados 2000 passos de tempo para as etapas
de carregamento e descarregamento, com um passo de tempo fixo At = ey -5 - 1072
s, onde €.« ¢ a deformacao de engenharia maxima. Na etapa de relaxacao, o tempo é
discretizado em 5000 passos, com At seguindo uma progressao geométrica semelhante
a da subsecao 6.7.1.3. Novamente, sao utilizados 20 pontos de Gauss para a integracao
numeérica do componente viscoeldstico.

As curvas de relaxacao e tensdo-deformacao para todos os seis casos sao apresentadas
na Figura 57, onde sdo comparadas com os dados experimentais correspondentes. Ambos
os modelos cuibico e sigmoide IV exibem resultados praticamente idénticos. As curvas de
relaxagdo mostram, em sua maioria, uma boa concordancia com os resultados experimentais,
excetuando-se os casos onde €y = 49,9% € €max = 19,2%. Apesar desses desvios, levando-
se em consideracao ainda a impossibilidade de se representar em sua totalidade as condigoes
e imperfeicoes envolvidas no material e nos ensaios experimentais, pode-se considerar
que os resultados numéricos representam adequadamente os perfis de relaxacao deste
material. Quanto as curvas tensao-deformacao, a etapa de carregamento também demonstra
um bom alinhamento, embora haja algumas diferencas na etapa de descarregamento,
que sao mais pronunciadas para os casos com niveis de deformagao mais elevados. Em
resumo, as simulagdes numéricas podem ser consideradas consistentes e fornecem uma boa
representacao do comportamento do material.

Como no exemplo anterior, também sao analisadas a energia e a dissipagao da solugao

numérica. Durante a etapa de relaxacdo, a deformagao permanece fixa, portanto, a taxa



6.7. Aplicagio de modelo termo-viscoeldstico: Adiprene-L100

139

Figura 57 — Ensaios de relaxacdo uniaxial compressiva em diferentes niveis de deformagao: (a) Curvas
de relaxacao e (b) Tensdo-Deformacao
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de trabalho interno (SF) é nula, entao Eq. (6.63) leva a d,, = —,,. Para verificar

essa condicao, sao apresentados na Figura 58 os valores de d,, e —,, na etapa de

relaxacdo, calculados de acordo com Egs. (6.51) e (6.57), respectivamente. Devido ao

rapido decaimento dessas variaveis ao longo do tempo, é utilizada uma escala logaritmica

para melhorar a visualizacao. A figura mostra pequenas divergéncias entre os modelos

cubico e sigmoide IV, com os valores de d,,, e —1,,, préximos em ambos os casos, indicando

novamente a consisténcia da formulacao apresentada.

Figura 58 — Resultados numéricos de dissipacao mecanica e taxa de energia livre de Helmholtz ao longo
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6.7.1.6 Validacao com ensaio de salto na taxa de deformacao

A seguir, o modelo é aplicado a um ensaio uniaxial compressivo com um salto na taxa de
deformagao, conduzido por Khan, Lopez-Pamies e Kazmi (2006). Esse experimento consiste
em duas etapas: inicialmente, a amostra é submetida a um carregamento monoténico com
uma taxa de deformacdo de engenharia constante de ¢ = —107* s™! até uma deformacao
verdadeira de e = —24%:; em seguida, a taxa de deformacio sofre uma mudanca abrupta
para ¢ = —1072 s7!, a qual ¢ mantida constante até que seja atingida uma deformacao

verdadeira de aproximadamente € = —45%.

A simulacao numérica é realizada com n, = 20 pontos de integracao de Gauss e um
total de 2000 passos de tempo. Na primeira etapa, impoe-se uma deformacao de engenharia
prescrita de 0 a —0,1130795 ao longo de 1000 passos de tempo, com At = 1,130795 s.
Na segunda etapa, aplica-se uma deformacao de engenharia variando de —0,1130795 a
—0,2211992 ao longo de 1000 passos de tempo, com At = 1,130795 - 1072 s.

Os gréficos tensao-deformagao sao apresentados na Figura 59(a) para ambos os modelos,
cubico e sigmoide IV, sendo comparados com os dados experimentais. Os resultados numé-
ricos sao consistentes e demonstram uma correspondéncia satisfatéria com os experimentos,

com pequenas divergéncias observadas principalmente durante a segunda etapa.

Além disso, apresenta-se na Figura 59(b) uma andlise da taxa de trabalho do modelo
numeérico, onde é possivel observar a proporcao da taxa de dissipacao mecanica em com-
paragao com a taxa de trabalho interno. Naturalmente, o material sofre uma mudancga
subita na taxa de trabalho interno e na taxa de Helmholtz no instante do salto, alterando
drasticamente as ordens de magnitude. No entanto, a taxa de dissipagdo aumenta continu-
amente apesar do salto. Novamente o erro SE — 4, — d,, ao longo do tempo se revela

desprezivel.

Figura 59 — Carregamento monotdnico com salto na taxa de deformagio: (a) tensdo vs. deformagéo e
(b) taxas de trabalho vs. deformagao.
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6.7.2 Problemas termomecanicos

A partir desta subsecdo, passam a ser considerados os aspectos térmicos do Adiprene-
L100, incluindo as variacoes de temperatura e a dependéncia dos parametros do material

em funcao da temperatura.
6.7.2.1 Ensaios de deformaciao monotonica em diferentes temperaturas

Para estender o modelo constitutivo a problemas com diferentes condi¢oes térmicas, é
essencial levar em conta a variacdo dos parametros do material em relagdo a temperatura.
Para que isso possa ser determinado, utilizam-se ensaios monotonicos com uma taxa de
deformacdo de engenharia de ¢ = —107! s7!, realizados por Khan, Lopez-Pamies e Kazmi
(2006) em cinco diferentes temperaturas: 199, 266, 294, 358 e 405 K. O caso com 294 K
(temperatura ambiente) ja foi calibrado em exemplos anteriores e serd utilizado como base
para os demais casos.

Os ensaios sao realizados em ambientes com temperatura controlada. Contudo, na
pratica, as temperaturas nas amostras podem mudar temporariamente devido ao acopla-
mento termomecanico, antes de se dispersarem para o ambiente. Uma modelagem precisa
deve levar em conta esses efeitos para calibrar os parametros do material. Entretanto,
na auséncia de dados experimentais especificos sobre a troca de calor, assume-se que a
temperatura da amostra se equilibra rapidamente com as condi¢oes ambientais. Em outras
palavras, para fins de calibragao (subsegao 6.7.2.1.1), simplesmente considera-se que a
temperatura permanece constante em cada caso.

Posteriormente, na subsecao 6.7.2.1.2, os ensaios sao tratados como processos adiabati-
cos, onde as amostras sao consideradas termicamente isoladas, de forma que as variagoes
de temperatura nao se dispersem no ambiente. Essa abordagem nos permite prever nu-
mericamente a evolucao da temperatura do material devido a dissipacao mecanica e ao
acoplamento termomecanico, caracterizando mais detalhadamente o modelo constitutivo
adotado.

Tanto nos casos de temperatura constante quanto nos adiabaticos, os ensaios monoto-
nicos sao resolvidos numericamente com uma deformacao de engenharia prescrita variando
de 0 a —0,25584 ao longo de um total de 1600 passos de tempo (At = 1,6-1072 s). A

partir deste ponto, aplica-se apenas o modelo ctibico da Tabela 8, com n, = 20.

6.7.2.1.1 Temperaturas constantes - calibracio

Na auséncia de ensaios abrangendo multiplos casos de taxa de deformacao para todas
as temperaturas, prossegue-se com suposicoes especificas para calibrar o modelo. Primeira-
mente, os pardmetros A, 7y e a sdo tratados como independentes da temperatura, sendo
adotados os valores especificados na Tabela 8. Além disso, a dependéncia da temperatura
em relagdo aos parametros restantes é abordada por meio de fun¢des multiplicadoras. A

viscosidade (f,) é escalada por uma fungao p(#), e os parAmetros de rigidez transversal
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(G e G.) sao escalados por uma fungao comum ¢(f). Ou seja:

Mv(gvae) = [y - f(Cv) 'p(9)7 (664)
GX(0) =G -q(0), e (6.65)
GE(Cvae) = Ge ) Q(Cv) ) Q(9)7 (6'66)

onde, para garantir que fi,, égO, e G, mantenham os mesmos valores dispostos na Tabela 8,

as fungoes p(#) e ¢(#) devem ser selecionadas de forma que p(294 K) = ¢(294 K) = 1.
Para cada uma das diferentes temperaturas restantes, valores escalares distintos para

p(0) e q(0) podem ser obtidos calibrando-se as curvas. Esse processo resulta em cinco

pontos, apresentados na Tabela 9, que podem ser utilizados para interpolar as fungoes.

Tabela 9 — Pontos de interpolagdo para p(0) e g(6)

0 (K): 199 266 294 358 405
p6): 5 15 1 065 06
q®): 345 12 1 083 07

Fonte: Elaborado pelo autor

Os valores de tensao sao altamente sensiveis a ¢(f). Portanto, opta-se por definir ¢(#)
por meio de uma funcao polinomial de quarta ordem, que interpola todos os cinco valores.
Para p(6), onde o mesmo nivel de precisdo ndo é necesséario, é empregado um modelo de
regressao nao linear com uma fungao logistica de quatro parametros (4PL). Essa funcao
realiza apenas uma interpolacao aproximada, mas apresenta a vantagem de ser sempre
crescente ou sempre decrescente, dependendo dos parametros adotados. Além disso, a 4PL
possui intervalos de valores bem controlados, o que permite uma extrapolagao mais segura,
diminuindo o risco de gerar previsdes nao realistas ou inconsistentes com o comportamento

esperado do material.As expressoes obtidas para p(f) e ¢() sao:

6,076279
= 41 ’ :
P0) = 0575841+ T Goas 127506 - gypome © (6.67)

q(0) =76,69503 — 0,8766131 - 6 + 0,003805602 - 6°
—7.330639 - 107% - 62 + 5,270358 - 1077 - §*,

(6.68)

ilustradas nas Figura 60(a) e Figura 60(b), respectivamente.

As fungoes calibradas sao consistentes dentro dessa faixa de temperatura. No entanto,
deve-se ter cautela ao aplicé-las fora deste intervalo. Particularmente, para 6 > 409,553 K,
a funcdo escolhida para ¢(#) resulta em ¢'(6) > 0, o que pode levar a uma entropia
negativa, introduzindo inconsisténcias fisicas no modelo. Para tratar esse problema, pode-
se considerar o uso de fungoes definidas por partes que sejam localmente consistentes. No
entanto, neste trabalho, sao considerados apenas problemas em que a temperatura esta
entre 199 K e 405 K.

Uma vez que os ensaios sao realizados a temperaturas constantes, nao ha expansao

térmica ao longo das analises. Portanto, o pardametro a nao afeta os resultados de tensao.
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Figura 60 — Fungoes selecionadas para p(6) e q(6)
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Os graficos de tensao-deformacao obtidos para cada valor de temperatura sao mostrados

na Figura 61, exibindo uma boa concordancia com os respectivos dados experimentais.

Figura 61 — Curvas de tensdo-deformacdo para ensaios monotonicos com ¢ = —107! s
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Fonte: Elaborado pelo autor

Assim como nos exemplos anteriores, apresenta-se uma analise das taxas de trabalho
na Figura 62. Essa figura ilustra a taxa de trabalho interno (S E), a taxa de energia livre
de Helmholtz () e a taxa de dissipacio mecénica (d,,) para cada valor de temperatura,
juntamente com o erro S E— w —d,,. Observa-se uma proporcao consistente entre as taxas
de dissipacao e de trabalho interno em todos os casos, embora suas magnitudes sejam
diferentes.

Ao contrario dos resultados de tensao e taxas de trabalho, os valores de entropia sao
diretamente influenciados pelo coeficiente de expansao térmica, mesmo na auséncia de
variagoes de temperatura. Para verificar essa influéncia, realiza-se a mesma simulacao,

agora com o = 0 e o = 107 K~!. A Figura 63 mostra a evolucdo da entropia mecanica
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1

Figura 62 — Andlise das taxas de trabalho para ensaios monotonicos com ¢ = —107! s~! em cinco

diferentes casos de temperatura prescrita
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para ambos os casos sob as 5 diferentes temperaturas consideradas. Como comentado
anteriormente na secao 6.2, a entropia mecanica possui dois componentes, onde aquele
diretamente associado a « geralmente tem uma magnitude menor e pode ser negativo em
problemas de compressao. Essas observacoes sao confirmadas pelos resultados na Figura 63.
De fato, a entropia mecéanica assume valores negativos para o caso com « diferente de
zero, embora esses valores sejam pequenos em magnitude. A diferenca entre os resultados
para a = 0 e a = 107* K~! torna-se mais significativa & medida que a temperatura
aumenta. Isso pode ser atribuido a uma diminuigdo no componente —\301,,, /96, levando
a uma ordem de magnitude geral menor para a entropia mecanica nas temperaturas
consideradas. Por exemplo, nota-se que, quando a = 0, o caso com # = 405 K possui
valores aproximadamente 100 vezes menores do que o caso com 6 = 199 K.

Uma vez que cada caso ¢ analisado em temperaturas constantes («9 = 0), é possivel
expressar a Eq. (4.25) simplesmente como 7 = ¢,,, ou seja, a taxa de entropia é igual ao
termo de acoplamento termomecanico. Essa condi¢cao pode ser verificada na Figura 64,
que mostra os valores de 1, ¢, € 1 — ¢, ao longo do processo de deformacgao. A taxa de
entropia é calculada numericamente por meio do método de Euler, semelhante a Eq. (6.51),
enquanto ¢,, é calculado diretamente de acordo com Eq. (6.58), onde E ¢ as taxas das
variaveis internas também sao calculados com o método de Euler.

Os resultados indicam uma forte concordancia entre 17 e g, para os casos com « = 0.
Para os casos com o = 107* K™, 0 erro aumenta de acordo com a temperatura, tornando-

se bem perceptivel para § = 405 K. Nota-se que a taxa de entropia inicia-se com valores
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Figura 63 — Curvas de entropia para ensaios monoténicos com ¢ = —107! s~! sob cinco diferentes casos
de temperatura prescrita e dois diferentes coeficientes de expansao térmica
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Fonte: Elaborado pelo autor

negativos para o caso com « = 1074 K~1. No entanto, esses valores negativos sdo geralmente
muito pequenos em magnitude, e tendem a aumentar com o tempo, eventualmente tornando-
se positivos em todos os casos. Os valores positivos de 7 e ¢, mostram que o calor interno
devido ao termo de acoplamento termomecénico (—0gq,,) é negativo, indicando uma
tendéncia a diminuir as temperaturas, caso a mesma nao fosse imposta constante em todo
o material.

O erro normalizado entre 1) e ¢, pode ser descrito por meio de:
trnax .
L7 i = gl at
0

tmax . )
[ lilat
0

onde ty.c € o instante do fim da andalise. As integrais na Eq. (6.69) sao calculadas

(6.69)

e =

numericamente assumindo uma transicao linear entre cada passo de tempo. A Figura 65
mostra a convergéncia para esse erro em relagdo a At, considerando 6 discretizagoes
temporais diferentes: 100, 200, 400, 800, 1600 e 3200 passos de tempo. Todos os casos
apresentam taxa de convergéncia de primeira ordem, o que é esperado ao usar o método
de Euler. Para os casos com a = 0, mostrados na Figura 65(a), observa-se que o erro é
independente da temperatura, enquanto para os casos com o = 10~* K~!, mostrados na
Figura 65(b), o erro aumenta com temperaturas prescritas mais altas, o que é consistente
com a observagao visual da Figura 64.

E importante notar que apenas os resultados de tensao sao validados experimentalmente

neste trabalho. As outras varidveis internas analisadas, como entropia e taxas de trabalho,
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Figura 64 — Taxa de entropia e termo de acoplamento termomecénico para ensaios monotonicos com |&| =
10~1 571 sob cinco diferentes casos de temperatura prescrita e dois diferentes coeficientes
de expansao térmica
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Figura 65 — Andlise de convergéncia do erro da taxa de entropia para ensaios monotdnicos com & =
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sao resultantes exclusivamente do modelo numérico, e devem ser consideradas apenas como

referéncias teoricas.

6.7.2.1.2 Ensaios adiabaticos

Neste cendrio, apenas as temperaturas iniciais (6y) sdo prescritas, sendo que a tempe-

ratura pode variar devido aos efeitos do termo de acoplamento termomecanico e da taxa



6.7. Aplicagio de modelo termo-viscoeldstico: Adiprene-L100 147

de dissipacao mecanica. Para simplificar a andlise e evitar a complexidade de modelar
a troca de calor com o ambiente externo, assume-se que as amostras sao termicamente
isoladas. Os resultados obtidos sdo novamente comparados com os dados experimentais
em temperatura controlada, a fim de evidenciar o impacto dessa consideracao.

Neste exemplo em particular, as variagoes de temperatura sdo consideradas constantes
ao longo do volume, ou seja, Vi - qo = 0. Além disso, o calor interno (r) é nulo. Portanto,

a equacao da condugao de calor (6.47) simplifica-se para:
0 = Bigdym — 0. (6.70)

Aplicando o método de Euler, a derivada temporal da temperatura é aproximada por
0 ~ (0 — 6°2*)/At, onde 6*™ é a temperatura no passo de tempo anterior. Com essas
consideracoes, a Eq. (6.70) torna-se uma equacao linear para €, que pode ser resolvida em

cada iteracao do problema térmico por:

0 + Brgdm At

7
ch 4+ gnAt

(6.71)

Conforme visto na Eq. (6.42), a variavel ¢} é um complemento do calor especifico
volumétrico do material (c,). Embora esse pardmetro geralmente varie com a temperatura,
ele é assumido constante para este exemplo numérico. Na auséncia de dados experimentais
para o calor especifico do Adiprene-L100, adota-se um valor de 2100 JK~'kg~!, consistente
com outros elastomeros de Uretano (LIKOZAR; KRAJNC, 2008). Ademais, a densidade do
Adiprene-1.100 é 1060 kg/m?® (MENG; ZHANG, 2015). Utilizando esses valores, podemos
estimar o calor especifico volumétrico como ¢, = 2100 - 1060 ~ 2.2 - 10° JK~!/m?, ou
2.2 MPa/K. Os coeficientes de Taylor-Quinney e de expansao térmica sdo tomados como
Big = 0.9 e « = 107* K™, respectivamente. Os pardmetros restantes sdo exatamente os
mesmos da se¢ao anterior.

A Figura 66 mostra os valores de d,,, ¢, e c; ao longo do tempo para uma taxa de

deformacdo ¢ = —107" s7'. Para a taxa de dissipagao mecénica (Figura 66(a)), bem
como para ¢, (Figura 66(b)), o comportamento é consistente com o exemplo anterior. No
entanto, o calor especifico volumétrico efetivo, apresentado na Figura 66(c), apresenta uma
resposta mais intrincada, com padroes de evolucao variando entre os casos de 6y, notando-se
que o caso com 6y = 358 K é o tinico que mostra um aumento do calor especifico. Esse
comportamento distinto ocorre porque a fungao selecionada para ¢(6) reverte ligeiramente
sua concavidade em torno desta temperatura, alterando o sinal do componente 9?1, /06>
na Eq. (6.44).

A partir dessas variaveis, é possivel calcular a evolucao da temperatura usando a
Eq. (6.71). Essas variagoes estao ilustradas na Figura 67(a) para cada caso, com uma
visao ampliada fornecida na Figura 67(b). Nesta tltima, observa-se que a temperatura
sofre um ligeiro aumento inicial antes de diminuir gradualmente ao longo do tempo. A
variacao de temperatura é mais significativa para os casos com temperaturas iniciais mais

baixas, tornando-se quase desprezivel a medida que a temperatura inicial aumenta.
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Figura 66 — Evolugdo ao longo do tempo de (a) dissipacao mecénica, (b) termo de acoplamento ter-
momecénico e (c) capacidade térmica volumétrica efetiva, para ensaios monoténicos com

¢ = —10"1 s7! em cinco diferentes temperaturas iniciais e amostras termicamente isoladas
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Fonte: Elaborado pelo autor
Figura 67 — Variacio da temperatura ao longo do tempo para ensaios monotonicos com & = —1071 s71

em cinco diferentes temperaturas iniciais e amostras termicamente isoladas
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A Figura 68 apresenta os graficos de tensao-deformagao para cada caso. Comparando
esses resultados com os do exemplo anterior (Figura 61), observa-se uma menor conformi-
dade entre as curvas numéricas e experimentais no caso com #y = 199 K, onde a variacao
de temperatura é mais alta. Essa discrepancia é esperada, ja que o modelo foi calibrado
considerando temperaturas constantes em cada caso, e a resposta constitutiva é mais
sensivel a variagoes de temperatura nos casos com temperaturas absolutas mais baixas. De
fato, para os casos restantes, onde as temperaturas absolutas sao mais altas e as variagoes
de temperatura sao menores, a diferenca nao foi suficiente para afetar significativamente
os resultados.

Ao contrario dos exemplos anteriores, onde ndao hé variacoes de temperatura, neste
caso o termo 0, da Eq. (6.34) nao pode ser negligenciado como um componente da
taxa de trabalho interno. Tomando a Eq. (6.49) como referéncia, a andlise das taxas de
trabalho para este exemplo é ilustrada na Figura 69, considerando a evolucao temporal

de todos os componentes relevantes: taxa de trabalho interno (SE), taxa de energia de



6.7. Aplicagio de modelo termo-viscoeldstico: Adiprene-L100 149

1

Figura 68 — Curvas tensdo-deformacio para ensaios monotonicos com é = —10~! s~ em cinco diferentes

temperaturas iniciais e amostras termicamente isoladas

16 H Experimental Numérico

o [

Tensao de Cauchy de compressao (MPa)

Deformacao verdadeira de compressao

Fonte: Elaborado pelo autor

Helmholtz mecénica (A, ), taxa de dissipacio mecanica (d,,) e termo relacionado &
entropia mecanica (Gnm) Novamente, as taxas sao calculadas pelo método de Euler. O erro
numérico SE — /\g’zbm —dy — 977 ¢ suficientemente préximo de zero em todas as instancias.
O termo relacionado a entropia também ¢é muito préximo de zero, exceto no caso com
0o = 199 K. Consequentemente, os resultados sao semelhantes aos do exemplo anterior,

exibindo uma proporc¢ao consistente entre dissipacao e taxa de trabalho interno.

Figura 69 — Andlises das taxas de trabalho para ensaios monoténicos com ¢ = —107! s~ em cinco
diferentes temperaturas iniciais e amostras termicamente isoladas
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Para a analise da taxa de entropia, um termo que foi negligenciado em exemplos
anteriores deve ser considerado: o componente ¢*6/8 da Eq. (4.25). Essa equacio também

pode ser reescrita puramente em termos de componentes mecanicos, isto é:
RS
N = 56y 0 + G- (6.72)

A Figura 70 mostra a evolugao de cada componente da Eq. (6.72), juntamente com o
erro numérico 7,, — 02”9 /0 — ¢, que permanece suficientemente préximo de zero em todos
os casos. A medida em que se eleva a temperatura inicial 6y, o termo CZ”H /0 torna-se

desprezivel, levando a resultados que se assemelham aos apresentados na Figura 64.

Figura 70 — Componentes da taxa de entropia mecénica para ensaios monotonicos com é = —107! s~!
em cinco diferentes temperaturas iniciais e amostras termicamente isoladas
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Fonte: Elaborado pelo autor

6.7.2.2 Cubo parcialmente carregado

Nesta subsecao, analisa-se o problema bidimensional ilustrado na Figura 71, consi-
derando o estado plano de deformagao (EPD). A carga parcialmente aplicada (p) varia
linearmente de 0 a 6 MPa ao longo de um periodo de 6 segundos (ou seja, p = 1 MPa/s).
Devido a simetria, apenas metade do dominio ¢ discretizada, conforme indicado na figura.

Utilizam-se todos os parametros calibrados em secoes anteriores para o material
Adiprene-L1100, sendo adicionada apenas a condutividade térmica, tomada como um valor
constante k = 0,132 W/(m-K) = 0,132 N/(s-K). Considera-se uma temperatura inicial 6
uniforme em todo o dominio. Assim como na subsecao 6.5.2, assume-se que o cubo esta

termicamente isolado.
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Figura 71 — Geometria e condigoes de contorno para o cubo de Adiprene-L100 parcialmente carregado
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Fonte: Elaborado pelo autor

6.7.2.3 Convergéncia

Para garantir uma modelagem numérica consistente, sao inicialmente realizadas analises
de dependéncia da malha de elementos finitos, da discretizagao temporal e do niimero de
pontos de integragao para o modelo viscoeldstico (n,). Para essas analises, ¢ utilizada uma

temperatura inicial 6y = 405 K.

Sao empregados elementos finitos triangulares com 10 nés e ordem ctbica (T10). As
malhas selecionadas sao regulares estruturadas, com um nimero fixo de subdivisoes de
elementos nas dire¢des da largura e altura do dominio tal que, para uma determinada
subdivisao de malha N x N, o niimero total de elementos finitos ¢ 2N2, e o ntimero total
de nés é (3N + 1)%. Nesta andlise, sao consideradas 8 malhas diferentes, comegando com
uma subdivisao de 2 x 2 e progredindo por todos os niimeros pares até 16 x 16. O niimero
de pontos de integracao do modelo viscoelastico ¢ fixado em n, = 6, e o nimero de passos

de tempo em 1600.

As Figuras 72 e 73 apresentam os resultados da andlise de convergéncia da malha para
o deslocamento vertical no ponto A, indicado na Figura 71, e a temperatura média ao
longo do dominio, respectivamente. Os erros em cada caso sdo calculados de forma andloga
a Eq. (6.62), onde, para o erro absoluto, é tomada como referéncia fixa a malha mais
refinada (neste caso, 16 x 16), e para o erro relativo, é tomada como referéncia a préxima

malha mais refinada entre as consideradas.

A temperatura média demonstra alta sensibilidade a discretizacdo da malha, com
graficos visivelmente distintos na Figura 73(a), contrastando com o comportamento
dos graficos de deslocamento vertical representados na Figura 72(a). Essa diferenga é
refletida numericamente nos graficos de convergéncia apresentados na Figura 72(b) e na
Figura 73(b), onde os erros em deslocamento variam de 1072 a 107>, enquanto os erros em
temperatura variam de 107! a 1073, Para ilustrar melhor a sensibilidade da temperatura
ao refinamento da malha, é fornecida na Figura 74 uma representagao visual dos campos

de temperatura, com mapas de cores, nas configura¢oes deformadas finais para algumas
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das malhas adotadas.

Figura 72 — Anélise de convergéncia de malha para o deslocamento vertical no ponto A no exemplo de

cubo parcialmente carregado
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Figura 73 — Anaélise de convergéncia de malha para a temperatura média no exemplo de cubo parcialmente

carregado
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Figura 74 — Configuracoes deformadas finais para o exemplo de cubo parcialmente carregado com
diferentes malhas, com mapas de cores ilustrando as temperaturas ()
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Para estudar a convergéncia temporal, sdo consideradas 8 diferentes discretizacoes
temporais com 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200 e 6400 passos de tempo. Nesta analise,
a discretizacao da malha ¢ fixada em 10 x 10 subdivisoes, e utiliza-se n, = 6 para a
integragao numérica dos termos viscosos na lei constitutiva. Os resultados de deslocamento
vertical no ponto A e a temperatura média no dominio sao apresentados nas Figuras 75
e 76, respectivamente.

Figura 75 — Anaélise de convergéncia temporal para o deslocamento vertical no ponto A no exemplo de
cubo parcialmente carregado
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 76 — Analise de convergéncia temporal para a temperatura média no exemplo de cubo parcial-
mente carregado
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Fonte: Elaborado pelo autor

Similarmente as analises de convergéncia de malha, os resultados do deslocamento
vertical no ponto A apresentam pouca variagdo, enquanto a temperatura demonstra
alta sensibilidade ao refinamento. A sensibilidade neste caso é ainda maior do que na
convergéncia de malha, com erros variando de 10° a pouco mais de 1072, Isso ocorre
principalmente devido as variagoes no termo de acoplamento termomecanico (g¢,,), em vez

da dissipacao mecanica (d,,). Isso pode ser visualmente confirmado na Figura 77, onde sao
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apresentados os resultados para ambas as varidveis integradas no dominio. A dissipagao
mecanica apresenta pouca variagao com mudancas na discretizagao temporal, enquanto
o termo de acoplamento termomecanico mostra grande sensibilidade a essas mudangas,
destacando sua influéncia dominante no erro de temperatura. Embora esses erros possam
ser significativos para discretizacoes temporais menos refinadas, eles tendem a se tornar
suficientemente pequenos a medida que At diminui.

Figura 77 — Anélise de convergéncia temporal para o (a) termo de acoplamento termomecénico total e
(b) dissipagdo mecanica total

I I I I I I
e e 50 pasSOS  ererenes 100 passos @) e 50) passos ®) #
0, 1L == 200 passos =+=+=+ 400 passos 4 - 150 [ verenens 100 passos m
—IM ---- 800 passos 1600 passos mE e 200 passos
& O 3200 passos 4 6400 passos a;:; ————— 400 passos
Q’;:s ~ 100 ||~~~ - 800 passos N
~ | —— 1600 passos
I S o 3200 passos
o N + 6400 passos
= g 50 N
=
]
$ §
g —
—C
O .
| | | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor

A Figura 78 apresenta o campo de temperatura sobre a configuracao deformada final
para alguns dos casos de discretizacao temporal. Observa-se que nao apenas os valores
sao diferentes, mas toda a distribuicao de temperatura apresenta variagoes dependendo
do ntimero de passos de tempo, especialmente nos dois casos com a discretizacao menos
refinada (50 e 100 passos).

Figura 78 — Configuracoes deformadas finais para o exemplo do cubo parcialmente carregado com
diferentes discretizagoes temporais, com mapas de cores ilustrando as temperaturas (6)

(a) 50 passos (b) 100 passos (c) 200 passos (d) 400 passos (e) 1600 passos (f) 6400 passos

404.940  405.856 | | 404.896  405.476 | | 404.791  405.372| | 404.704  405.346| | 404.639  405.343 | 404.623  405.342
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Fonte: Elaborado pelo autor

Por fim, analisa-se a influéncia do niimero de pontos de integracao do modelo viscoe-
lastico (n,) nos resultados. Consideram-se oito casos diferentes, comecando com n, =2 e
aumentando por todos os niimeros pares até n, = 16. A discretizagao da malha ¢é fixada em
10 x 10 subdivisoes e o tempo ¢é discretizado em 1600 passos. As Figuras 79 e 80 mostram
a convergéncia para o deslocamento vertical no ponto A e a temperatura média ao longo

do dominio, respectivamente.
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Ao contrario das andlises anteriores, neste caso sado observados comportamentos de

convergéncia semelhantes tanto para o deslocamento quanto para a temperatura. Os

resultados demonstram uma convergéncia mais rapida em comparacao com as analises

anteriores e menores erros associados. Graficamente, variagoes significativas sdo observadas

apenas para os dois primeiros casos de n, (2 e 4). Numericamente, a magnitude do erro

varia de 107! a 1075 para o deslocamento e de aproximadamente 10~! a 10~ para a

temperatura.

Figura 79 — Anaélise de convergéncia dos pontos de integracio para o deslocamento vertical no ponto A
no exemplo do cubo parcialmente carregado
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Figura 80 — Andlise de convergéncia dos pontos de integracdao para a temperatura média no exemplo do

cubo parcialmente carregado
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Os campos de temperatura para alguns casos selecionados de n, sao apresentados na

Figura 81. Ao contrario das andlises anteriores, a distribuigao de temperatura é visualmente

consistente em todos os casos, com algumas diferencas observadas nos valores extremos.

Para concluir o estudo acerca da dependéncia de malha, passos de tempo e integra-

¢ao numeérica, apresentam-se os tempos de processamento computacional para cada caso
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Figura 81 — Configuracoes deformadas finais para o exemplo do cubo parcialmente carregado com
diferentes valores de n,, coloridas pela temperatura (6)

(a) m, =2 (b) n, =4 (¢) n, =6 (d) n, =8 (e) n, =10 (f) n, =12
404.650  405.326 | | 404.638  405.348 | | 404.639 405.343| | 404.640 405.343| | 404.639  405.343| | 404.640 405.343
I = [— I = =

Fonte: Elaborado pelo autor

na Figura 82. Para as dependéncia de malha e do passo de tempo, o esforco compu-
tacional aumenta quase exponencialmente com o refinamento das variaveis de controle
(comprimento caracteristico do elemento e At, respectivamente), enquanto que para a
analise de convergéncia de n,, a relacao ¢ linear, semelhante aos resultados obtidos na
subsecao 6.7.1.3.

De modo geral, os tempos de processamento demonstram uma evolugao consistente
entre todos os casos. No entanto, observa-se um comportamento irregular entre os casos
com 800 e 1600 passos na analise de convergéncia temporal. Apesar do niimero de passos
ser dobrado, o aumento no tempo de processamento é significativamente menor do que o
esperado, rompendo a tendéncia exponencial prevista. Isso ocorre porque o refinamento
temporal nesse caso reduziu o nimero de itera¢oes nao lineares em cada passo, contribuindo
para a diminuicao do tempo total de processamento.

Figura 82 — Tempos de processamento computacional para as andlises de convergéncia de malha, tempo
e np no exemplo do cubo parcialmente carregado
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Fonte: Elaborado pelo autor

6.7.2.3.1 Analises com diferentes temperaturas iniciais

Nesta andlise, sao consideradas diferentes temperaturas iniciais para a simulagao do
cubo parcialmente comprimido. Similarmente a subsecao 6.7.2.1, cinco valores distintos
de 0y sao aplicados: 199, 266, 294, 358 e 405 K. Com base nas andalises de convergéncia

anteriores e visando o equilibrio ideal entre erro numérico e esfor¢co computacional, foram
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selecionados os seguintes parametros de analise: subdivisdes de malha 10 x 10, 1600 passos
de tempo (At =3,75-1072 s), e n,, = 6.

Na Figura 83, sao apresentados o deslocamento vertical e a variacao de temperatura no
ponto A. Observa-se que a temperatura inicial tem uma influéncia significativa na rigidez
do material, com o deslocamento vertical aumentando consistentemente em magnitude a
medida que #p aumenta. As variagdes de temperatura também sdo mais acentuadas com
o aumento de 6, em contraste com o exemplo da subsecao 6.7.2.1.2, onde a variacao de
temperatura é maior para 6y = 199 K.

Para representar visualmente os resultados e fornecer uma visao mais completa do
comportamento ao longo do dominio, sao exibidas nas Figuras 84 e 85 as configuracoes
finais deformadas para cada caso de 6y, com mapas de cores ilustrando o campo de

temperatura e o componente vertical da tensao de Cauchy (o, ), respectivamente.

Figura 83 — Resultados do deslocamento vertical e variacao de temperatura para o exemplo do cubo
parcialmente carregado em diferentes temperaturas iniciais

I I
— 6 = 199K ()

o
. o,
-0.01 |- S N N

—-0.02{{—— 6o =199K P~ .
6 =266 K
—— 6o =294 K Sl ~
----6)=358K
“0.0371 gy =405K N
I I | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Tempo (s) Tempo (s)

Deslocamento vertical em A (m)
4
7
Il
/
¢
’
4
¢
g
g
g
Variacdo de temperatura em A (K)

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 84 — Configuragdes finais do exemplo do cubo parcialmente carregado em diferentes temperaturas
iniciais, com mapas de cores ilustrando a temperatura (6)

(a) 199 K (b) 266 K (c) 294 K (d) 358 K (e) 405 K
198.783  199.113 265.262  266.182 203.601  294.219 357.332  358.284 404.628  405.342
—_— —_— —_— —

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim como na subsecao 6.5.2, é realizada uma analise das taxas de trabalho integradas
sobre o dominio. Na Figura 86, sao apresentados os graficos da Eq. (6.52) e de todos

os seus componentes ao longo do tempo, para cada caso de 6. Novamente sao obtidos
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Figura 85 — Configuragdes finais do exemplo do cubo parcialmente carregado em diferentes temperaturas
iniciais, com mapas de cores ilustrando o componente vertical da tensdo de Cauchy (o)

(a) 199 K

(b) 266 K

(¢) 204 K

(d) 358 K

(e) 405 K
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Fonte: Elaborado pelo autor

1.699

-

—T7.227
—

1.852
-l

resultados consistentes, com a soma dos componentes proxima de zero em todos os casos.

Observa-se que o termo relacionado a entropia é desprezivel neste exemplo, e a proporg¢ao

entre a taxa de trabalho interno e a taxa de dissipagao ¢é similar para todos os valores de 6,

apenas com pequenos aumentos na porcentagem de dissipac¢ao a medida que 6, aumenta.

Figura 86 — Andlises das taxas de trabalho total para o exemplo do cubo parcialmente carregado em
diferentes temperaturas iniciais
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Para analisar a taxa de entropia em todo o dominio, a Eq. (6.72) é integrada sobre o

volume inicial, resultando em:

1 .
/ﬁdeo—/ —cZ‘GdVO—/ G dVp = 0.
Qo Qoe Qo

(6.73)

A Figura 87 mostra a evolucao da Eq. (6.73) e de cada um de seus componentes ao longo

do tempo. Mais uma vez, o erro total é desprezivel em todas as instancias. Além disso, o

segundo termo da Eq. (6.73) também apresenta valores préximos de zero, levando a uma
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relagdo quase direta entre o primeiro (taxa total de entropia mecénica) e o terceiro (termo
de acoplamento termomecénico total). Seu comportamento é semelhante aos exemplos
anteriores, partindo de valores pequenos e negativos e gradualmente aumentando ao longo

do tempo até valores positivos.

Figura 87 — Analises da taxa total de entropia para o exemplo do cubo parcialmente carregado em
diferentes temperaturas iniciais
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Capitulo 7

Modelo numérico de contato

O modelo de contato descrito neste capitulo ¢ uma extensao do modelo aplicado em
Carvalho (2019), onde foi utilizado o método né-a-segmento em conjunto com multiplica-
dores de Lagrange para problemas bidimensionais. Neste trabalho, considera-se também
o caso tridimensional, o que requer o emprego de uma estratégia né-a-superficie. Além
disso, algumas modificagoes gerais sao feitas ao modelo original de forma a aprimorar sua

precisao, entre elas:

o A detecgao do contato é feita por meio da interseccao das trajetorias dos elementos,
ao invés do ponto de minima distancia. Essa modificagdo nao influencia significa-
tivamente os problemas sem atrito, pois nesses casos o ponto de contato apds o
deslizamento independe do ponto original. No entanto, é importante para os casos
com atrito, onde o ponto original de contato, denominado ponto de aderéncia, possui
relevancia fundamental ao problema.

e As coordenadas adimensionais dos pontos de contato sdo adicionadas como pa-
rametros do sistema global, sendo recalculadas a cada iteragao pelo método de
Newton-Raphson, juntamente com as posicoes e os multiplicadores de Lagrange. No
modelo de Carvalho (2019), permite-se que os pontos de contato deslizem apenas
transversalmente ao ponto original, o que pode levar a inconsisténcias em elementos
de alta ordem (especialmente elementos com certo grau de curvatura), onde o n
projétil pode deslocar-se para fora do dominio dos elementos alvo. Para contornar
esse problema, os pontos de contato nesse modelo sdo atualizados ao final de cada
convergéncia global, e o sistema ¢ calculado novamente com os novos pontos, gerando
mais iteragoes e comprometendo a convergéncia. J4 no presente modelo, pelo fato
de as coordenadas adimensionais serem atualizadas a cada iteracao, o ponto de
contato pode deslizar apenas dentro do préprio dominio do elemento, evitando as
inconsisténcias mencionadas previamente e reduzindo a necessidade de reiniciar o
processo de Newton-Raphson em cada passo de tempo. Apesar disso, o novo modelo
possui a desvantagem de apresentar um tempo de processamento maior em cada
iteracao, devido a introducgao de parametros adicionais, que elevam a ordem do

sistema global.
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7.1 Discretizacao pelo método no-a-superficie

No método né-a-superficie, os pares de interface de contato distinguem-se entre “projé-
teis”, onde os elementos de contato sdo os noés, e “alvos”, onde os elementos de contato sao
as superficies (ou segmentos, no caso 2D). Esses tltimos utilizam como base a malha do
sélido, sendo discretizados por elementos finitos de superficie (neste trabalho, triangulares
ou quadrilaterais), ou de linha no caso 2D. Dessa forma, pode-se escrever as posigoes ao

longo de uma superficie pela interpolacao:

ys(&) = va(€)ya, (7.1)

onde o indice « indica a soma sobre todos os nés do elemento alvo, e ¢, denota a fungao
de forma desse elemento relativa ao né «, que depende, neste caso, das coordenadas
adimensionais &. Derivando yg com relagao a cada componente de &, obtém-se os vetores

tangentes, isto é:

) 0Q,
ti(€) = 52y

onde ¢ indica a dire¢ao associada ao vetor tangente. Para o caso 2D, onde os elementos de

(7.2)

contato sao curvas unidimensionais, cada ponto possui apenas um vetor tangente, logo
1 = 1. Ja no caso 3D, onde os elementos de contato sdo superficies bidimensionais, cada
ponto possui dois vetores tangentes, que definem um plano tangente, logo ¢ pode valer 1
ou 2. Cada vetor tangente esta associado a um vetor tangente unitario, ou normalizado,

definido como:
t'(&) = t'/[It']). (7.3)
O vetor normal n é calculado de forma que n -t/ = 0 para cada i. No caso 3D, ele ¢ o

produto vetorial entre os dois vetores tangentes, isto é,
n=t'xt? (7.4)

No caso bidimensional, a mesma regra se aplica, porém considerando t? = (0,0,1), o que
resulta simplesmente em

ny = Ig e N9 = —t_i (75)

O vetor normal 2D calculado pela Eq. (7.5) serd automaticamente unitério. J& o vetor
normal 3D calculado pela Eq. (7.4) pode ter norma diferente de 1. Nesse caso, calcula-se o

vetor normal unitario por

n=n/|n|. (7.6)

Nota-se que o sentido de n e n ird depender da orientagao do elemento finito. Para
padronizar as equagoes posteriores, convenciona-se neste trabalho que os vetores normais
estao orientados para fora do sélido. No caso 2D, isso pode ser obtido orientando os
elementos de linha no sentido anti-horario em contornos externos do sélido, e sentido
hordrio em contornos internos (como furos). No caso 3D a orientagao dos elementos finitos
ird depender do algoritmo de geragao de malha utilizado, sendo recomendavel avaliar o

sentido durante a criacao da geometria.
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7.2 Deteccao do contato

Neste trabalho, ativa-se o contato em um determinado né projétil quando a sua
trajetoria intersecta a trajetoria de algum elemento alvo. Para fins de simplificagao, sao
adotadas trajetérias lineares entre os passos de tempo, isto é, estima-se a posicao de um
no projétil entre os passos anterior e atual por meio da fungao linear:

int

yu' (W) = wyn + (1 —wyy ', (7.7)
onde yy e yi ' sdo as posicoes do né projétil no passo atual e anterior, respectivamente, e
w é um parametro que representa o tempo adimensional decorrido entre os dois passos,
valendo 0 para o passo anterior e 1 para o atual. Analogamente, para cada né o de um

elemento alvo, é possivel estimar sua posi¢cao no tempo w pela funcao
v (w) = wya + (1 —w)ys !, (7.8)

onde y, e yf{l sao as posigoes do né « nos passos atual e anterior, respectivamente. Assim,
para um ponto qualquer y?* do dominio do elemento alvo, definido pela coordenada

adimensional &, segue-se que

Y5 (w,€) = ¢a(€) [wya + (1 —w)yi ], (7.9)
onde, novamente, o indice a é somado sobre todos os nos do elemento. Neste contexto,
a condicao de interseccao entre as trajetérias do né projétil e do elemento alvo pode ser
escrita como r(w,£) = yo(w) — y&(w,&) = 0. Aplicando-se as Egs. (7.7) e (7.9) nessa
expressao, resulta:

r(wg) = wyy + (1= w)yx' = galé) [wya + (1 —w)yi| =0. (7.10)

A Eq. (7.10) representa um sistema nao-linear de equagoes para w e &, cuja ordem é o
nimero de dimensoes do problema. Esse sistema é resolvido neste trabalho pelo método
de Newton-Raphson.

Esse processo é realizado para cada combinacao de né projétil e elemento alvo. Caso
ocorra a convergéncia, verificam-se os valores de w e £ obtidos. Naturalmente, a interseccao
precisa ter ocorrido entre os passos anterior e atual, isto ¢, o valor de w deve estar entre 0 e
1. Além disso, as coordenadas adimensionais &€ precisam pertencer ao dominio do elemento
finito. Caso essas condig¢oes sejam atendidas, ativa-se o contato entre o né projétil e o
elemento alvo, e o valor de & calculado é adotado como ponto de aderéncia, caso haja

atrito.

7.3 Imposicao das condicoes de contato

Neste trabalho, a imposicao das condi¢oes de contato é feita pelo método dos multipli-
cadores de Lagrange, introduzidos como parametros adicionais ao sistema, associados as
forcas normais de contato. Além disso, conforme discutido previamente, as coordenadas
adimensionais & do ponto de contato também sao introduzidas como parametros do sistema,
gerando novas equacoes denominadas condigoes de deslizamento. Descreve-se a seguir

como essa imposicao é feita para os casos sem e com atrito.
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7.3.1 Contato sem atrito

A condicao primaria de contato a ser imposta é a de impenetrabilidade, que é traduzida
como g% = (y§ —ys) - n = 0, onde g% é a distancia normal entre o né projétil a e seu
respectivo ponto de contato no elemento alvo. Essa condi¢ao é imposta pela introducao
de um parametro multiplicador de Lagrange A para cada né projétil a em situagao de

contato, adicionando-se a Eq. (2.16) (energia mecénica total) a parcela

(67

Mone = Angn = A0 (Yx —ys) -1, (7.11)
O multiplicador de Lagrange, A, assume neste contexto o significado fisico de for¢a normal

de contato.

Observa-se que ambos ys e n dependem das coordenadas adimensionais de contato (&)

«

e das posigoes nodais do elemento alvo (denotadas por yg para cada né (). Logo, II% .

depende de A\, y%, yg e &. Com o intuito de aplicar o principio da estacionaridade da

energia, calcula~se a variagdo da Eq. (7.11) pela expressao

ge Dge
STIZ = GA%g® + A%h - 0y% + A aig Syl 4 e agg €, (7.12)
S

onde o indice # é somado em todos os nés do elemento alvo. Os termos da Eq. (7.12) que
multiplicam as variagoes 0yy; e 6y§ podem ser adicionados a Eq. (2.44), sendo denominadas

forcas de contato, denotadas por £ , e ffimt, respectivamente. J& os termos que multiplicam

cont
NS e 0€ sao igualados a zero e introduzidos como equagoes adicionais do sistema.
Levando-se em conta que yg = gOgyg, a derivada parcial de g5, com relagao a yg pode
ser calculada pela expressao
gy on

=—pgn+ (yy —¥s) 5
y’§

—n (7.13)
0y’

Logo, as forcas de contato aplicadas no né projétil e nos nés do elemento alvo podem ser

expressas, respectivamente, como

feone = Anm, € (7.14)
age _ on

Flone = A0~ = —ASpsn+ AY (Yx — ¥s) - —5- (7.15)
Ay Ay

O termo que multiplica AY na Eq. (7.12) introduz a condi¢do de nao-penetragdo ao

sistema, expressa como:
gn = (Yo —ys) -n=0. (7.16)
Por fim, para o célculo do termo que multiplica 0&, leva-se em conta que a derivada parcial

de g com relagao a & é dada pela expressao:

9, _ 4 o« on Cea on
% ==t"n+ (yy — ¥s) 3&—(” ¥s) T (7.17)

Para os casos particulares em que sao utilizados elementos finitos de primeira ordem,

n é constante ao longo do elemento, logo dn/0¢; = 0 e a parcela da Eq. (7.12) associada
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a 0& se anula. Por esse motivo, modelos classicos de contato com elementos lineares
desconsideram a variacao de € em sua formulacdo, e mesmo modelos aplicados a elementos
de alta ordem comumente utilizam diferentes abordagens para tratar desse problema.
Em Carvalho (2019), por exemplo, as coordenadas adimensionais sao mantidas fixas, e
atualizadas somente apds cada processo de Newton-Raphson global, durante a verificacao
das mudancas de condigoes de contato. Ja no presente trabalho, opta-se por introduzir
& como um dos parametros do sistema, atualizando-o a cada iteracao do processo de
Newton-Raphson. Dessa forma, o termo da Eq. (7.12) que multiplica a variacao 0§ é
introduzido como uma equagao adicional do sistema, denominada condigao de deslizamento,
expressa como: . )
Aiaagg = (yn —vs) - gz =0. (7.18)

As Eqgs. (7.14) a (7.16) e (7.18) constituem as parcelas do residuo associadas ao contato
sem atrito, e devem ser linearizadas com relagao as posi¢oes nodais, aos multiplicadores
de Lagrange (A\%) e as coordenadas adimensionais de contato (§) de forma a garantir a
convergéncia adequada do processo de Newton-Raphson global. Uma vez que o modelo
de contato implementado ndo conta com a possibilidade de adesdo, as forgas normais de
contato devem ser sempre compressivas, isto é, Ao < 0. Sendo assim, a condic¢ao aplicada

no algoritmo para a desativagao do contato é A& > 0.

7.3.2 Contato com atrito de Coulomb

Para o caso com atrito, além da forga normal (A?), considera-se, para cada né projétil
ativo o, uma forca transversal de contato, denotada por A;'. Neste trabalho, determina-se

;' pela lei de Coulomb, que pode ser expressa pelas seguintes condigoes:

re= A = uAT <0, e (7.19)
gy =0, (7.20)
onde /1 € o coeficiente de atrito, e g é a distancia tangencial do né a ao ponto original de

contato. O vetor g pode ser definido como a projegao do deslizamento total (g*) sobre o

plano tangente do elemento alvo, isto é,

g'=g"—(g"-n)n (7.21)

onde g% = YN —Yader; € Yader denota a posicao original de ocorréncia do contato, denominada
posicao de aderéncia (stick). A Eq. (7.20) é chamada condi¢ao de Kuhn-Tucker. A partir

dela, é possivel inferir as seguintes informacgoes:

1. Se r; € menor que 0, ou seja, se a magnitude da forca transversal for menor que

| AS], nao deve haver deslizamento tangencial (g; = 0);

2. Se houver deslizamento tangencial (g; # 0), entao 7, precisa ser nulo, ou seja, a forga

transversal deve ter magnitude igual a p|\%|.
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Essas condigoes sao chamadas, respectivamente, condicoes de aderéncia e de desliza-
mento, sendo tratadas separadamente no modelo desenvolvido. O algoritmo implementado
¢ baseado em etapas de previsao e corre¢ao, isto é: assume-se inicialmente condigao de
aderéncia, e calcula-se o valor de r;. Se r; < 0, a previsdo esta correta e a solucao ¢ mantida.

Caso contrario, assume-se a condi¢ao de deslizamento.

7.3.2.1 Condicao de aderéncia

No caso de aderéncia, além da condi¢ao de impenetrabilidade, impoe-se uma condigao

de nao-deslizamento, também utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange. Assim,

67

para cada né o em aderéncia, adiciona-se a energia mecanica total, além da parcela IIS,

dada na Eq. (7.11), a parcela
T = AT g (7.22)

ader

E importante notar que, pelo fato de ¢ ser uma forca transversal, ela pode ser escrita de
forma tinica como combinagao linear dos vetores tangentes, isto é, Ay = (A¥)'t?. Aplicando
ainda a Eq. (7.21), e levando em conta que t' - = 0 para todo vetor tangente i, segue

que a Eq. (7.22) pode ser reescrita simplesmente como
S = |()F] - [g — (8% D) A] = (\)'E - g = (\))'(97), (7.23)

onde o indice i é somado sobre todos os vetores tangentes do elemento, (¢%)" = g% - t* é a
projegdo do deslizamento sobre o vetor tangente 7, e os termos (A)" sdao multiplicadores
de Lagrange que representam a forca transversal na direcao 7. Nota-se também que, pela
condicao de aderéncia, a coordenada adimensional de contato € deve ser mantida fixa, e
portanto, sua variacao nao ¢ considerada. Dessa forma, a variacao da parcela de energia

da Eq. (7.23) pode ser escrita como:

a o\t o\l aiagai a aiagai
M ger = ST (97)" + (A7) ;y; Oy + () éytﬁ) R (7.24)
S

Os termos da Eq. (7.24) que multiplicam Jy, e dys s@o adicionados & equagao de
equilibrio global com a denominacao de forgas tangenciais de aderéncia, expressas respecti-

vamente como

ot a za ga ' a\ixt
fhun = O ) = (), (7.25)
« za ga ' a\t s i o aEZ
e = O Z = =)ok + 0" £ (7.20
S S

O termo que multiplica (A\¥)? introduz novas equacoes a serem adicionada ao sistema
t
global, denominadas condig¢oes de nao-deslizamento, dadas, para cada indice ¢ de vetor

tangente, pela expressao
(98) = (Y% — Yader) - t' =0, (7.27)
A parcela de energia referente a condicao de impenetrabilidade, apresentada na sub-

se¢ao 7.3.1, também deve ser incluida neste caso. Dessa forma, as Egs. (7.14) e (7.15)
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(forgas de contato normal) continuam sendo adicionadas & equagao de equilibrio global, e
a Eq. (7.16) (condigao de nao-penetracao) também é considerada no sistema. No entanto,
pelo fato de ndo haver variacao de € no caso com aderéncia, a Eq. (7.18) (condigao de

deslizamento) é desconsiderada.

7.3.2.2 Condicao de deslizamento

Na condigao de atrito com deslizamento, A;* deixa de ser representado por meio de
parametro incognita do né a e torna-se uma forca prescrita nao-conservativa aplicada
nesse n6. Conforme discutido anteriormente, pela lei de Coulomb, a magnitude de Ay deve
ser igual ao médulo de A, Além disso, a direcao da forca é tomada contraria a direcao

do deslizamento. Assim, pode-se escrever

a —1ya ga a\g il \& (ga)i
At = _M|)‘n|||gza|| ou (At) - | ||| ||7

para cada indice ¢ de vetor tangente. Aplica-se ainda o fato de A% ser negativo, conforme

(7.28)

discutido previamente. Assim, [AY| = =A%, e a Eq. (7.28) pode ser reescrita simplesmente
como ,
A e B g (o) = el (7.29)
gl [l

No caso de atrito com deslizamento, a forga prescrita A} é adicionada diretamente a
variacao de energla mecanica total do sistema, pela parcela 6115, = A} - 0gy'. Como g

depende de y%, yS e &, pode-se escrever
Ogy' Igi < s og;'

0y + A c0Yg + AT - —= - 0, 7.30
ayN N t ay S t as ( )

onde o indice  indica soma sobre todos os nés do elemento alvo. De forma analoga aos

5Hdeshz - Aa 6gt - AOﬂ

casos anteriores, os termos da Eq. (7.30) que multiplicam as variagbes 0y% e 5yg podem
ser adicionados a equagao de equilibrio global como forcas tangenciais de atrito, expressas,

respectivamente, como

(e (0% aga (0% (0% e Py (0%
ftang = At ’ ay}i\[ = At _M = At y € (731)
ogy _ on
£ =A% 20— o AT — (g n)AY - — 7.32
tang t ayg YAy — (8 A ayg ( )

onde utiliza-se o fato que A; é uma forca tangente, isto ¢, Ay - n = 0. Ja a parcela da
Eq. (7.30) que multiplica 0¢ é adicionada a Eq. (7.18) e igualada a zero, resultando na

seguinte condic¢ao de deslizamento:

3 %~ vs) ~ (8" BT g =0, (7.33)

Novamente, observa-se que as forgas normais de contato, dispostas nas Eqs. (7.14)

e (7.15), continuam sendo adicionadas a equacao de equilibrio global, e a condigao de nao-

penetracao, Eq. (7.16), também é considerada sem modificagoes. Nota-se que a linearizacao
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das equacoes para os casos de atrito com deslizamento resulta em uma matriz tangente
nao-simétrica, ao contrario dos problemas estruturais apresentados até entao neste trabalho,

exigindo atencao diferenciada para a solu¢ao numérica eficiente do sistema.

7.4 Exemplos numéricos

A formulacao de contato descrita neste capitulo é implementada no programa de-
senvolvido, e aplicada a exemplos numéricos em duas ou trés dimensoes. A seguir, sao
apresentados alguns desses exemplos, com o intuito de verificar ou demonstrar as possibili-
dades de aplicacao do algoritmo desenvolvido. Sdo apresentados ainda exemplos adicionais
de conformacao de metais, baseados nos exemplos originalmente propostos por Carvalho

(2019), porém agora com a consideragao de atrito.

7.4.1 Contato entre cilindro e bloco hiperelastico

Este exemplo, proposto originalmente por Feng, Peyraut e Labed (2003), é utilizado
para verificar o algoritmo de contato com atrito implementado. Considera-se um cilindro
rigido sujeito a deslocamento prescrito sobre um bloco hiperelastico, conforme os dados
dispostos na Figura 88. De forma a verificar as duas versoes do algoritmo, o problema é
analisado tanto em 2 quanto em 3 dimensoes, utilizando elementos finitos quadrilaterais e
hexaédricos de ordem 3 (Q16 e HEX64, respectivamente).

Figura 88 — Dados do exemplo de contato entre cilindro e bloco hiperelastico

Malha 2D: Malha 3D:
476 nos, 1904 nos,
46 elementos QUAD16 46 elementos HEX64

50 mm

Fonte: Elaborado pelo autor

Por conta da simetria do problema, apenas metade do dominio é discretizado, com
as devidas condic¢oes de contorno aplicadas no eixo de simetria. No caso bidimensional,
considera-se estado plano de deformacao (EPD). No caso tridimensional, as interfaces do
solido sao restritas no eixo z. A espessura é tomada unitaria, mas o eixo z é escalado nas
visualiza¢oes 3D para melhorar a percepg¢ao visual do problema.

Com relagao ao contato, as interfaces do cilindro sao discretizadas como segmentos

alvos, enquanto as interfaces do bloco sao discretizadas como nés projéteis. O coeficiente
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de atrito é u = 0,4, e o nimero de passos de tempo adotado é 100.

Para permitir a concordancia com o trabalho de Feng, Peyraut e Labed (2003), utiliza-se,
neste exemplo em particular, a lei hiperelastica de Blatz-Ko apresentada na subse¢ao 4.1.4,
com G =10 N/mm?.

Na Figura 89, sao apresentados os resultados obtidos para os dois casos analisados. Na
Figura 89(a), apresenta-se o grafico de reagao vertical total, onde observa-se uma excelente
concordancia com a referéncia em ambos os casos. Esses valores sdo tomados como a soma
das forcas de reacao vertical em todos os nés do contorno inferior do bloco, multiplicado
por 2 para considerar a parte simétrica nao discretizada do dominio. Nas Figuras 89(b) e
89(c) mostram-se as configuragoes deformadas do problema no tltimo passo, para os casos
2D e 3D, respectivamente, com componentes o995 da tensao de Cauchy ilustradas em mapa
de cores. Como esperado, os valores maximo e minimo de tensao sdo consistentes entre os

dois casos, apesar de se tratarem de analises em dimensoes diferentes.

Figura 89 — Resultados do exemplo de contato entre cilindro e bloco hipereldstico, com (a) gréfico de
forga de reacao vertical e configuragdo deformada final com componentes o9o de tensao de
Cauchy em mapa de cores, para os casos (b) 2D e (c¢) 3D

T T T (b) 092

9000 | Presente trabalho (2D) | 3.957
o Presente trabalho (3D)

= 8000 o Feng, et al. (2003) | —182.247
5
S |
Q
oy
O |
&
&
) | 2Pt}
~ | 3.952
cﬁ —
5
= . I —132.260

0. 10 20 30 40 50
Deslocamento do cilindro (mm)

Fonte: Elaborado pelo autor

7.4.2 Contato entre esfera e bloco hiperelastico

Nesta secao, propoe-se uma versao generalizagao tridimensional do exemplo anterior,
considerando o contato entre uma superficie rigida esférica e um bloco, com geometria
disposta na Figura 90. Devido a simetria, apenas 1/4 do exemplo é discretizado, sendo,
nos planos de simetria cortados, permitidos apenas deslocamentos nos respectivos planos.
A discretizacao espacial consiste em uma malha com 150 elementos hexaédricos de ordem
3 (HEX64) e 5120 nés. Novamente, considera-se a lei hiperelastica de Blatz-Ko para o

bloco, com G = 10 N/mm?, 100 passos de tempo, e coeficiente de atrito 1 = 0,4.
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Figura 90 — Dados do exemplo de contato entre esfera e bloco hiperelastico

e e
2, Av=36mm :
& [ -
A A’UI g
é 3
o
B
N 4
L3
6] m:x _&
75 mm '(m?

Fonte: Elaborado pelo autor

A forga de reacao vertical do bloco ao longo do processo de deslocamento imposto é
apresentado na Figura 91(a), onde os valores sdo obtidos pela soma das forgas de reagao
de cada né na interface inferior do bloco, multiplicado por 4 para considerar as parcelas
simétricas nao discretizadas. Na Figura 91(b), apresenta-se a configuragdo deformada final
do problema, sendo indicadas as componentes oo da tensao de Cauchy em mapa de cores.

Figura 91 — (a) Forca de reagdo vertical e (b) configuragdo deformada final para exemplo de contato
entre esfera e bloco hipereldstico
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0 I I I I I I —50.000
0 5 10 15 20 25 30 35
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Deslocamento do cilindro (mm)

Fonte: Elaborado pelo autor

7.4.3 Contato entre lajes em balanco

Neste exemplo, estuda-se o contato sem atrito entre duas lajes em balanco, com a
geometria, condigdes de contorno e discretizagdo adotada dispostas na Figura 92. Aplica-se
deslocamento vertical no apoio engaste da laje da direita, evoluindo monotonicamente de

0 a —140 cm em um total de 200 passos, sendo considerado que o deslocamento é aplicado
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de forma quase-estatica, desprezando-se as parcelas dinamicas do problema. Cada laje é
discretizada em 64 elementos hexaédricos de ordem 3 (HEX64). O material adotado neste

caso é neo-Hookeano, com E = 1000 kN/cm? e v = 0,3.

Figura 92 — Dados do exemplo de contato entre lajes

300 cm E Restrigdes: Malha:
) ; Ay, =0
Espessura: Av, = -0,7 cm/passo /
h = 10 cm 100 cm ( Avy; =0 ,ll
100 c1y . A4 I‘
Yspessura: “ Il
h=1 N4
Restrigoes: ! 0 cm QON 1'2 Il
S
Av;, =0 o3 m] v 4
Av, =0 Vb Ty
Av; =0 - 300 cm ]

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 93 sdo mostradas as forcas de reagao no apoio onde é aplicado o deslocamento
prescrito, tomadas, para cada caso, como a soma das forcas em todos os nés do apoio.
Observa-se que as reagoes no eixo r; e rz apresentam pontos com pequenas oscilagoes
bruscas. Isso é esperado no presente algoritmo, uma vez que a ativagao e desativacao de
nos de contato entre passos de tempo é um processo naturalmente descontinuo, mas essas

oscilagdes podem ser reduzidas com o refinamento da malha.

Figura 93 — Reacoes de apoio nas direcoes (a) x2, (b) 21 e 3 para o exemplo de contato entre lajes
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S <}
200 1 5 80 - i
<) S ’
o g ./
g 150 1 2 60l - i
oy ] t
%“ '-O //
¢ 100 8 % 40| . |
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£ 0 | | | | | | | 0 | | | | |

0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

Deslocamento prescrito (cm) Deslocamento prescrito (cm)

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 94 sao apresentadas a distribuicao do componente o1; de tensdo de Cauchy
sobre as configuragoes deformadas para os instantes t = 1/4, t = 1/2,t =3/4, et =1

(configuracao final).
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Figura 94 — Configuragoes deformadas do exemplo de contato entre lajes para 4 passos de tempo
diferentes, com componente 017 da tensao de Cauchy em mapa de cores

—24.739  -20. —15. —10. —5. 0. 5. 10. 15. 20. 25.031
| | | | | | | | | | |

Lo
,L’ Ly
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Fonte: Elaborado pelo autor

7.4.4 Dobramento simples de chapa metalica

Este exemplo, proposto originalmente em Carvalho (2019) e Carvalho, Coda e Sanches
(2020), ¢é estudado novamente utilizando o algoritmo de contato descrito neste capitulo.
Trata-se da simulacao do processo de dobramento de uma chapa metalica retangular, que
assume formato de L apods ser forcada por dois anteparos rigidos. Assume-se que as pecas
sejam suficientemente lubrificadas de forma que o atrito possa ser desprezado. Os dados
do exemplo estao dispostos na Figura 95, sendo utilizada a simetria do problema.

Os blocos superior e inferior sao simulados como corpos rigidos. Ja para a chapa
metalica considera-se o material Mild Steel Ck15, simulado pelo modelo elasto-plastico em
grandes deformagoes com encruamento cinematico de Armstrong-Frederick. Os parametros
do modelo constitutivo sdo obtidos do trabalho de Heeres, Suiker e Borst (2002), e

apresentados na Tabela 10.

Tabela 10 — Parametros do material Mild Steel Ck15, retirados de Heeres, Suiker e Borst (2002)

A. MPa) G. (MPa) oy (MPa) ¢ (MPa) b
173333 80000 300 1900 8,5

Fonte: Elaborado pelo autor

O processo de dobramento é simulado em 3000 passos de deslocamento aplicado ao bloco
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Figura 95 — Dados do exemplo de dobramento simples de chapa metalica

Corpo rigido 1 Geometria:
L=10m
H = 0.025 m
IAV R = 0.25m
Av = 0.38609 m
H|  Chapa (Mild Steel Ck15) Malha
L Corpo rigido 1: 461 nos,
Rih 94 elementos triangulares
Corpo rigido 2: 389 nos,
78 elementos triangulares
Chapa: 1267 nos,
Corpo rigido 2 254 elementos triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor

superior. Em seguida, aplica-se mais um passo de retirada desse bloco, para que possa ser
observado o recuo (springback) manifestado na chapa metélica. As configuragoes deformadas
em alguns passos da andlise sdo mostradas na Figura 96, incluindo a configuracao final
apos a retirada da pega. Foi obtido um angulo final da chapa metélica de aproximadamente
92,12°, ou seja, apds o springback, houve uma variagao de 0,88° com relagdo ao angulo
imposto de 90°. Esses resultados sdo idénticos aos de Carvalho (2019) e Carvalho, Coda ¢
Sanches (2020), demonstrando a consisténcia dos modelos de contato aplicados, mesmo

utilizando algoritmos distintos.

Figura 96 — Configuracoes deformadas para o exemplo de dobramento simples de chapa metdlica, com
componentes horizontais de deformagéao pléstica, (F,)11 ilustradas em mapas de cores

—0.05144 —-0.04 —-0.03 —-0.02 —-0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05582
l | | | | | | | | | |

Fonte: Carvalho (2019)

7.4.5 Dobramento direcionado (draw bending) de barra metalica

Neste exemplo é realizada uma simula¢ao numérica do processo de dobramento direci-

onado, apresentado como alternativa ao dobramento simples (exemplo anterior) para a
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obtencao de uma pecga em mesmo formato. Este estudo é conduzido por Carvalho (2019)
para o caso sem atrito, e, neste trabalho, estende-se para o caso com atrito, considerando
os coeficientes i = 0,05 e g = 0,1. Os dados de geometria e condigdo de contorno sao
apresentados na Figura 97. Novamente, considera-se o material Mild Steel Ck15 para a
chapa, cujos parametros sao dados na Tabela 10. O processo de dobramento é feito em
3000 passos de deslocamento prescrito, seguidos de 1 passo onde os anteparos rigidos sao

removidos, para demonstrar o efeito do Springback.

Figura 97 — Dados do exemplo de dobramento direcionado (draw bending) de barra metdlica

Geometria: Malha:
L=10m Corpo rigido 1 Corpo rigido 1: 848 nos,
H = 0.025 m ‘Au 176 elementos triangulares
R=02m H Corpo rigido 2: 740 nos,

a9 146 elementos triangulares
Au = d = 0.686432 m Chapas 3342 nés,

d R 675 elementos triangulares
Chapa (Mild Steel CKI5) i LY
L ‘ Corpo rigido 2

Fonte: Elaborado pelo autor

A principal diferenca do dobramento direcionado em relagdo ao dobramento simples é
o fato de que algumas regides da pega sao sujeitas a um ciclo dobramento/desdobramento,
ativando o efeito de Bauschinger. As consequéncias desse efeito podem ser vistas na
Figura 98, onde apresentam-se as configuragoes deformadas e o componente (E,);; das
deformagoes plasticas para o caso sem atrito, com eixo 1 indicando a dire¢ao horizontal da
chapa indeformada. Como pode ser visto, ao contrario do exemplo anterior, neste caso as
deformacoes plasticas nao se concentram apenas na regiao central da pega, mas também

residualmente na regiao superior, onde houve anteriormente o processo de dobramento.

Como consequéncia, o exemplo de dobramento direcionado apresenta diferencas na
sua configuracao deformada final com relagdo ao dobramento simples. Uma comparacao
entre os dois casos é realizada na Figura 99 para todos os casos de atrito considerados.
Observa-se que o angulo aproximado da configuragao final da chapa é menor que 90°
no dobramento direcionado, demonstrando um comportamento de springback oposto ao
exemplo anterior. Esse angulo varia de acordo com o coeficiente de atrito utilizado, porém,
em todos os casos ele é bem mais préximo de 90° do que o angulo obtido no exemplo de
dobramento simples, o que indica uma conformacao mais adequada ao formato desejado.
Observa-se ainda que a diferenca provocada pelo coeficiente de atrito possui influéncia
minima na configuracao deformada. No entanto, conforme apresentado na Figura 100, este
influencia altamente na reacdo de apoio horizontal, isto é, a forca necessaria para realizar

o processo de dobramento direcionado (medida na extremidade esquerda da chapa).
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Figura 98 — Configurac¢oes deformadas do exemplo de dobramento direcionado para o caso sem atrito,

apresentando o componente (E,)1; das deformagdes pldsticas em mapa de cores
‘ . )

—0.0489 -0.04 —0 03 -0.02 -0.01 0.0 .03 0.04 0.05 0.0566
| | | | \ \ \ | | } J

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 99 — Configuragdes deformadas finais do exemplo de dobramento direcionado para os trés casos
de atrito, comparadas com o exemplo de dobramento simples

I Dobramento direcionado (@ = 0) I Dobramento direcionado (@ = 0,05) I Dobramento direcionado (7 = 0,1)
¢ ~89,933° ¢ ~89,941° ¢ ~89,951°

[ Dobramento simples [ Dobramento simples [ Dobramento simples
¢ ~92,12° ¢ ~92,12° ¢~92,12°

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 100 — Graficos de forca de reacao horizontal do exemplo de dobramento direcionado para os trés
casos de atrito
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7.4.6 Extrusao

Este estudo também ¢ originalmente conduzido por Carvalho (2019) para o caso sem
atrito, sendo estendido neste trabalho para o caso com atrito, considerando os coeficientes
i = 0,05 e up = 0,1. Trata-se de uma chapa metalica com material Mild Steel Ck15
(Tabela 10), compelida entre anteparos rigidos de formato circular, a fim de reduzir a
altura da sua secao transversal em aproximadamente 30%. Dada a simetria do problema,
apenas a parte superior foi discretizada, sendo aplicada as devidas condi¢des de contorno

no eixo de simetria. Os dados de geometria e malha sao apresentados na Figura 101.

Figura 101 — Dados do exemplo de extrusao

SN %R <ﬂ| Geometria:
I
s —/‘J L=02m
) L H=0.1m
H < > h h =0.07m
q /d R=15m
™ i d=042m
= %/ lAuﬁAu:OASm

Malha: s VAVAN

550 nos, 100 elementos triangulares

A

1045 noés, 215 elementos triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor

O processo foi simulado em uma analise estatica com 8000 passos de deslocamento
prescrito, e utilizou-se estado plano de deformagao para a chapa metélica. As configuracoes
deformadas em diversos passos de tempo sao mostradas para o caso sem atrito na Figura 102
e para o caso com coeficiente de atrito g = 0,1 na Figura 103. Embora a configuracao
deformada final seja aproximadamente igual para os dois casos no que diz respeito ao
formato da peca, observa-se que a disposi¢ao das variaveis internas muda consideravelmente
de um caso para o outro.

Na Figura 104 apresentam-se, por fim, os gréaficos de reagao horizontal total da chapa e
deslocamento no ponto A ao longo do processo. O primeiro, mostrado na Figura 104(a), é
calculado a partir da soma das forcas internas horizontais de todos os nés do apoio na ex-
tremidade esquerda, multiplicada por 2 de forma a considerar a parcela nao discretizada do
problema. Neste, observa-se uma alta influéncia do coeficiente de atrito, conforme esperado.
Ja o deslocamento no ponto A, mostrado na Figura 104(b), apresenta diferencas notaveis
apenas no meio do processo, resultando no fim em valores praticamente equivalentes para

0S trés casos.
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Figura 102 — Configuragoes deformadas do exemplo de extrusdo sem atrito, apresentando o componente
(Ep)11 das deformacoes plasticas em mapa de cores

-0.03423 010 020 030 040 050 060 0.0 080 090 1.04666

Step 2000/8000

Step 3000/8000

Step 4000,/8000

Step 8000/8000

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 103 — Configuragoes deformadas do exemplo de extrusdo com i = 0,1, apresentando o componente
(Ep)11 das deformacoes plasticas em mapa de cores

-0.15440 0.0 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 090 1.0 11 12 1.3 1.43362
' | | | | | I I I | | . ——

Step 2000/8000

Step 3000/8000

Step 4000,/8000

Step 8000/8000

Fonte: Elaborado pelo autor
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Forca de reagao horizontal (kN)

Figura 104 — Extrusdo: (a) forga de reacdo horizontal e (b) deslocamento no ponto A
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Capitulo 8

Solidos e fluidos incompressiveis

Os capitulos anteriores possuem o foco exclusivamente em modelos constitutivos com-
pressiveis, isto é, que permitem deformacoes volumétricas. Isso se deve especificamente
as leis hiperelasticas aplicadas, que apresentam componentes volumétricas, associadas ao
parametro de Lamé A. Analisando-se os modelos apresentados na se¢ao 4.1, é possivel
observar que A funciona como um parametro de penalidade para a condicao de incompres-
sibilidade. Sendo assim, as deformacoes volumétricas sao mais proximas de zero quanto
maior o valor de A. No entanto, ndao é viavel chegar ao caso totalmente incompressivel,
isto é, com deformacoes volumétricas nulas, apenas com o emprego desses modelos.
Neste capitulo, é apresentada uma formulagao para tratar modelos totalmente incom-
pressiveis, baseada nos trabalhos de Avancini e Sanches (2020), Avancini (2024), Avancini
et al. (2024), que adota uma abordagem mista baseada em posi¢ido e pressdo para a
modelagem de fluidos em descricao Lagrangiana. Neste trabalho, além dessa formulacao
ser aplicada a solidos — tomando como base os modelos constitutivos discutidos anterior-
mente —, ela também é utilizada para simular fluidos, especificamente fluidos Newtonianos
incompressiveis. A teoria é abordada de forma geral na se¢ao 8.1, sendo particularizada
para o caso solido na secao 8.2, e para fluidos Newtonianos incompressiveis na secao 8.3.
Neste capitulo, sdo considerados exclusivamente problemas isotérmicos, ou seja, sem
levar em conta os efeitos da expansao térmica ou demais termos relacionados ao acopla-
mento termomecanico. Esses aspectos sdo discutidos no Capitulo 9, em um contexto mais

abrangente.

8.1 Formulacao mista do MEF para materiais incompressiveis

No contexto da dinamica dos fluidos computacional, a condi¢ao de incompressibilidade
é comumente satisfeita ao anular-se o divergente de velocidade (BAZILEVS; TAKIZAWA;
TEZDUYAR, 2013). Porém, em abordagens Lagrangianas, especialmente as que nao
utilizam velocidade como parametro nodal, torna-se mais conveniente aplicar a condigao de
incompressibilidade por meio do Jacobiano, inserindo-a diretamente no modelo constitutivo
do material.

Levando em conta que o Jacobiano representa a deformacao volumétrica do corpo,
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conforme discutido na subsecao 2.1.2, a condi¢ao de incompressibilidade pode ser traduzida,

para cada ponto do dominio, como J = 1. Tal condi¢ao pode ser representada como:
J—1=0 ou In(J) = 0. (8.1)

A dltima forma da Eq. (8.1) é considerada de forma relaxada no modelo Neo-Hookeano
apresentado na subsecao 4.1.2, sendo imposta de maneira aproximada por um processo
equivalente ao método das penalidades, em funcao do pardmetro A, conforme discutido
anteriormente.

Para que a condicao de incompressibilidade seja imposta de maneira precisa, substitui-
se o método das penalidades pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Sendo assim,

a energia livre de Helmholtz do material é escrita na forma

7/1 = wiso - pln('])a (82)

onde i, representa a parcela isocérica do modelo constitutivo, e p é um multiplicador
de Lagrange que possui significado fisico de pressao. Alternativamente, a condi¢ao de
incompressibilidade poderia ser imposta utilizando a primeira forma da Eq. (8.1), conforme
realizado em Avancini e Sanches (2020). Ambas as formas produzem resultados equivalentes,
apresentando apenas leves diferengas no desenvolvimento algébrico.

Com a adi¢do do novo parametro p, a variacao da energia de deformacao, originalmente

apresentada na Eq. (2.21), passa a ser escrita como

) )
mdef:/Q (deO:/Q (;é : 5E+6f£5p> dVOZ/Q S : 6E — In(.J)dp] dVp, (8.3)
0 0 0

sendo a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, neste caso, dada por

_%_8¢iso_ aln(J)_ I -1
“oE_ o P om > PO (84)

onde S’ = 0y, /OE é o componente de S associado & parcela isocorica do modelo

S

constitutivo.

Observa-se que o modelo incompressivel apresentado é geral, podendo ser aplicado
em conjunto com qualquer modelo constitutivo, desde que as componentes i, e S’
sejam corretamente definidas, e ajustadas de forma a nao considerar as parcelas de
deformacao volumétrica. Naturalmente, isso vale para os modelos constitutivos de sélidos
j& apresentados neste trabalho, e também para modelos de fluidos que serao apresentados

posteriormente.

8.1.1 Discretizacao do problema

Os conceitos do Método dos Elementos Finitos discutidos na secao 2.3 sdo igualmente
validos para a presente formulagdo. Porém, consideracgoes adicionais devem ser feitas em
decorréncia da inclusao do parametro p. Analogamente as posi¢oes, o campo de pressao é

obtido pela interpolagao dos valores nodais, isto é,

P = SDZPa, (85)
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onde ¢? ¢ a funcao de forma para pressao associada ao né «, p, € a pressao no né «, e 0s
indices « indicam soma sobre todos os nés do elemento finito.

Utilizando o método de Bubnov-Galerkin, assume-se também que ép = ¢2dp,. Na
sequéncia, assume-se que as mesma aproximacao é empregada tanto para o campo de
posigao como para o campo de pressao, ou seja, - = ¢, para todo né a. No entanto, isso
viola as condigbes de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) e implica na necessidade de
técnicas adicionais para garantir solugao estavel do campo de pressao, como é discutido
posteriormente na subsecao 8.1.2.

Aplicando a Eq. (8.3) na Eq. (2.17) (principio da energia mecénica total estaciondria),
e considerando a arbitrariedade de dp,, introduz-se um novo conjunto de equagoes no
sistema, denominadas equagoes de incompressibilidade. Essas sao definidas, para cada no

Q, COMO:
== [ paln()dvs = 0. (8.6)
0

As equagbes de incompressibilidade (8.6) devem ser solucionadas em conjunto com
as equacoes de equilibrio (2.44) em um sistema nao-linear cujas varidveis sdo as posigoes
nodais (y,) e as pressoes nodais (p,). Assim como na subsegao 2.3.4, a solugao do problema
é feita pelo método de Newton-Raphson. Assim, para que a matriz tangente seja obtida,
deriva-se a Eq. (8.6) com relagao as varidveis nodais, resultando nas seguintes expressoes:

og?, OE ag"

= — LC7h ==V, e =0, 8.7

onde OE/0yg é dado na Eq. (2.55). A linearizacao das equagoes de equilibrio com relagao
as posicoes nodais é a mesma apresentada na subsecao 2.3.4. No entanto, é necessario
ainda lineariza-las com relagdo as pressoes nodais. Uma vez que essas nao influenciam nas

forcas externas e inerciais, basta calcular a derivada das forcas internas, dada por:

OE
A

o _ oS 0w
Opgs Q2 Opg ~ 0Ya

dVy = —/ 0sC1 v, (8.8)
Qo
Observa-se que a Eq. (8.8) é andloga a primeira parte da Eq. (8.7), indicando que a
formulacao apresentada resulta em um sistema simétrico. Também observa-se a formacao
de um bloco nulo sobre a diagonal da matriz tangente, uma vez que d¢?/0ps = 0,

caracterizando um problema de ponto de sela.

8.1.2 Formulacio estabilizada

A inclusdo de multiplicadores de Lagrange pode produzir um sistema indefinido e gerar
instabilidades numéricas quando um determinado conjunto de condig¢oes, denominadas
condigoes de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB), sao identificadas. Para uma descrigao
detalhada das mesmas, os trabalhos originais de Babuska (1972/73) e Brezzi (1974) podem
ser consultados. Tais instabilidades numéricas podem comprometer a qualidade da solucao
obtida, demandando estratégias adicionais de estabilizacao. Diversos trabalhos se dedicam

ao estudo dessas estratégias, como Taylor e Hood (1973), Brezzi e Falk (1991) e Zienkiewicz
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e Wu (1991), que exploram métodos onde diferentes fungoes de interpolagao sao adotadas
para os campos de pressao e de deslocamento ou velocidade.

Neste trabalho, ¢ utilizada a técnica PSPG (Pressure Stabilizing Petrov-Galerkin),
mais especificamente a versao Lagrangiana apresentada em Avancini e Sanches (2020),
adaptada a partir da formulagdo FEuleriana desenvolvida por Tezduyar (1991) e Tezduyar
et al. (1992). A estratégia consiste em adicionar a equagao de incompressibilidade (8.6)

um termo estabilizante 8¢, _, resultando na seguinte equagao:

pspg’

— | paIn(J)dVy + S5, = 0. (8.9)

Qo pspg

Esse termo estabilizante ¢ definido, para cada né a, como a integral do produto interno
entre o gradiente da funcao de forma nesse né e o residuo equagdo da conservacao da
quantidade de movimento Lagrangiana, ponderado por um escalar 7,,, dividido pela
massa especifica, resultando na equacgao de residuos ponderados:

se —:éoﬁ“%(V@ay[my=4VOWFS)—b]M@. (8.10)

pspg £0

Apos determinadas manipulagoes algébricas, é possivel ainda desenvolve-lo na forma:

Stox= [, "% (Vuew B ) (o§ ~F - Vop—b) . (811)

O termo T4 ¢ introduzindo para garantir bom condicionamento ao sistema, sendo

calculado conforme Avancini e Sanches (2020), pela seguinte expressao:

1 1Y\
Tpspg = (7_2 + 7_22> 5 (812)

1

N

onde 71 e Ty estao associados as parcelas dinamicas e viscosas, respectivamente, sendo o

ultimo apenas relevante no contexto da andlise de fluidos. Esses sao dados por

BphZ,, At

8.13
o (8.13)

2
T1 = OpspgSAL e Ty =
onde apg,e ¢ um parametro utilizado para calibrar a parcela dindmica, 3 e v sao os

parametros de Newmark, p ¢ a viscosidade do fluido, e A, ¢ um fator de escala dos

elementos finitos, calculado por:

-1
Il

hegn = 2
: MVWW

Va (8.14)

Nota-se que, com a adi¢do do termo estabilizante Spepg, a nova equacao de incompres-
sibilidade (8.9) é escrita explicitamente em fungao das pressdes nodais. Dessa forma, a
linearizacao da mesma com relacao as pressoes resulta diferente de zero, preenchendo o
bloco nulo sobre a diagonal da matriz tangente e garantindo a estabilidade do sistema.
Caso o leitor tenha interesse em verificar as equagoes linearizadas escritas de maneira

explicita, o trabalho de Avancini e Sanches (2020) pode ser consultado.
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8.2 Sdélidos incompressiveis

A formulagao apresentada é inicialmente aplicada neste trabalho a problemas de sélidos,
considerando os modelos constitutivos ja estudados anteriormente. Para isso, toma-se
como s, a energia livre de Helmholtz de cada um desses modelos, desconsiderando suas

parcelas volumétricas.

8.2.1 Exemplo numérico: cubo hiperelastico com tensao uniaxial

A fim de testar a formulacao implementada, simula-se um problema tridimensional sim-
ples de tensao uniaxial. Considera-se um cubo sujeito a uma forga distribuida compressiva
de 100 MPa, aplicada incrementalmente ao longo de 100 passos em uma andlise estatica,
conforme os dados dispostos na Figura 105. Para efeito de comparacao, o exemplo é anali-
sado com os modelos incompressivel e compressivel, sendo utilizado em ambos o modelo
constitutivo Neo-Hookeano apresentado na subsecao 4.1.2. Para o caso compressivel, 5
valores de A sdo considerados: 10°, 10%, 102, 103 e 10* MPa. Para o caso incompressivel,
naturalmente, a parcela do modelo associada ao parametro A é desconsiderada, uma
vez que essa representa a variacdo volumétrica do material. Dadas as caracteristicas do
problema e da malha empregada, é possivel obter resultados estaveis para este problema

sem considerar a técnica de estabilizagdo da pressao.

Figura 105 — Dados para o exemplo do cubo hipereldstico com tensao uniaxial

Geometria: Material:
........... L=1m Modelo Neo-hookeano
H=1m A = variavel
B=1m G = 80 MPa
\ H
T, : Forca externa: Malha:
T, ¢ = 100 MPa 8 nos, 1 Elemento Q4
2, L; .....................
_ Restrigoes: Analise:
i r;=0: u; =0 Estatica, 100 passos
B 2,=0: u,=0
17 z3=0: u3=20

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 106 sao mostradas as configuracoes deformadas finais para alguns casos anali-
sados, possibilitando uma identificagdo visual da diferencga entre os modelos, especialmente
em relacao ao volume obtido.

Na Figura 107 sao mostrados os graficos de deslocamento horizontal e vertical por
forga aplicada, na Figura 108(a) sdo mostrados os graficos de tensao de Cauchy uniaxial, e
na Figura 108(b) sao mostrados o graficos de pressao por forga aplicada. Para o modelo

compressivel, considera-se como pressao a parcela volumétrica da tensdo, isto é, p = Aln(J).
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Figura 106 — Configuragoes deformadas finais para os casos com (a) A = 10° MPa, (b) A = 10> MPa e
(¢) modelo incompressivel

0

02 02

(C) 06 %4 T —0‘1;0{;0.6
sty T

@

12

Fonte: Elaborado pelo autor

E possivel observar nesses graficos que o modelo compressivel apresenta uma tendéncia
ao modelo incompressivel & medida que o valor de A aumenta, conforme comentado no
inicio deste capitulo. Particularmente para o presente problema, verifica-se que o modelo
compressivel com A = 10* MPa ja se mostra suficiente para simular o caso incompressivel

com um certo grau de precisao.

Figura 107 — (a) deslocamento vertical por forga aplicada e (b) deslocamento horizontal/transversal por
forga aplicada

Incompressivel ---- A = 10* MPa
0_2L—‘—"A=103 MPa —
- - A=10' MPa ----A=10° MPa

Deslocamento Vertical (m)
Desl. Horiz./Transversal (m)

Incompressivel ---- A = 10* MPa
- == A =103 MPa e A =102 MPa
—0.6|- - A=10"MPa ----A=10° MPa (a)]
I I I I
0 20 40 60 80 100
Forga aplicada (MPa) Forga aplicada (MPa)

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 109 apresenta-se a um estudo da variacao do Jacobiano ao longo do processo
de carregamento para todos os casos analisados. A partir da Figura 109(a) pode-se observar,
como esperado, que o modelo incompressivel resulta em um Jacobiano constante unitario,
e modelos compressiveis se distanciam mais desse valor a medida que A diminui. Na
Figura 109(b) é apresentado um gréfico de convergéncia para o Jacobiano dos modelos

compressiveis em funcao de A, considerando sua diferenca em relagao ao caso incompressivel.
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40 |+ Incompressivel - - -- A = 10* MPa -
—=- A =10% MPa e A =102 MPa
- - A=10' MPa ----A=10° MPa
=
—
[a¥
o]
- 2
< 3
o 5}
(] 92}
© o
. " ~ [}
100 Incompressivel ---- A = 10* MPa .
N —i=- A =10% MPa e A = 10% MPa
- - A=10'MPa ----A=10° MPa (a)
7125 C I I I I ]
0 20 40 60 80 100

Figura 108 — (a) tensdo de Cauchy uniaxial por forca aplicada e (b) pressiao por forga aplicada

Forga aplicada (MPa)

Fonte: Elaborado pelo autor

Forga aplicada (MPa)

Figura 109 — (a) Jacobiano por forga aplicada e (b) |J — 1| por A para os modelos compressiveis

L L 1 1 11 B B MM R A 3

1 . ]
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< — [ B

2 ] |

8 ~ i 1

] — | |
= 0.6 N

Incompressivel ---- A = 10* MPa 102 8 E

— == A =10° MPa - A =10% MPa F 1

0.4 L~ - A=10"MPa ----A=10° MPa (a) | :b) i

I I I I 11 Lol Lol Lol Lol
0 20 40 60 80 100 100 10! 102 103 10*
Forga aplicada (MPa) A (MPa)

Fonte: Elaborado pelo autor

8.3 Fluidos Newtonianos incompressiveis

Ao contrério de solidos, fluidos Newtonianos nao apresentam resisténcia ao cisalhamento
e podem deformar-se indefinidamente, facilmente levando a grandes distor¢oes e mudancas
topologicas do seu dominio, incluindo, por exemplo, separacao e juncao de subdominios.
Por esse motivo, formulagoes Lagrangianas como a apresentada neste capitulo nao sao
capazes de simular grande parte dos problemas de escoamento, sendo limitadas aos casos
onde nao hajam mudangas topolégicas nem distorcoes elevadas que possam colapsar a
malha adotada.

O modelo Newtoniano, comumente utilizado no contexto Euleriano, relaciona a tensao
de Cauchy com a taxa de deformagado Euleriana, sendo necesséarias determinadas manipu-
lagOes algébricas para escreve-lo em uma referéncia Lagrangiana. Para isso, parte-se da
relacao

o' =2uD, (8.15)

onde p é o pardmetro de viscosidade do fluido, o’ é a parcela isocorica da tensao de Cauchy,
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e D é a taxa de deformacao Euleriana.

Levando em conta a relacao entre taxa de deformacdo Euleriana e taxa de deformacao
de Green-Lagrange apresentada na Eq. (2.10), e também a relagdo entre a tensao de
Cauchy e a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie apresentada na Eq. (2.23), é
possivel representar a Eq. (8.15) na forma

}}FS’FT = 2u (F*TEF*) = S =2uJC'EC, (8.16)

isto é,

S'=D:E, (8.17)
onde D, denominado operador de viscosidade, ¢ um tensor de quarta ordem definido em
forma indicial como

Diju = 2] (C'Cyt) (8.18)

A taxa da deformagao de Green-Lagrange pode ser calculada pela Eq. (2.4), onde,
no contexto do Método dos Elementos Finitos, calcula-se a taxa do gradiente da funcao
mudanca de configuracao pela Eq. (2.33).

Uma vez que este modelo constitutivo nao é escrito apenas em termos da deformacao
de Green-Lagrange, mas também de sua taxa, algumas consideragoes adicionais devem ser
feitas na formulacao previamente apresentada. Em particular, a linearizacao das forgas
internas para solugao do sistema nao-linear pelo MEF, apresentada originalmente na
Eq. (2.53), deve ser reescrita como

Ofint O’E OE OE OE OE )
o _ S:—— " 4. +D:—— | dV, 8.19
ys /QU ( 0ya ®ys dys  0Oya dys  Oya " ( )

onde o operador tangente consistente, €, ¢ dado neste contexto por

oS oD . 0S;; ODjivmn -
=2 _ o7 g = 22u g9 mn g 8.20
¢ OE oC ou Cigh OFy 0Ck ( )

e a derivada da taxa da deformacao de Green-Lagrange com relacao as posi¢oes nodais
pode ser calculada, a partir da Eq. (2.36), como

OE OFT . OF
= sim <F5T1F1F51 +F,FT 1F51)

dys Jys ' Oys
FT ' . OF
= sim (FOTa = F1F01> 055 + sim (FOTFi”alF()l) (8.21)
0ys dys Jdys
E 0y ...OF
— 87% + sim (FOTF{alF()l) 7
Jyp dys dys

onde as derivadas OE /0y 3 e 0F, /0y 3 sao dadas nas Eqs. (2.55) e (2.57), respectivamente, e
a derivada 0y /0y s depende do integrador temporal utilizado. Para o integrador Newmark-
B, utilizado neste trabalho, calcula-se a partir da Eq. (2.47):

9s _ 1

5y, = BAL (8.22)
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8.3.1 Tensao superficial

A tensao superficial é um fendmeno fisico que ocorre na interface entre um fluido
(particularmente um liquido) e o meio externo. Esse fendmeno ocorre pois as moléculas da
superficie nao estao rodeadas por outras moléculas em todas as dire¢oes, como ocorre no
interior do liquido. Consequentemente, elas sao atraidas mais fortemente pelas moléculas
adjacentes na interface e pelas moléculas internas. Essa atracao desigual cria uma “pelicula”
na superficie do liquido, fazendo com que ele se comporte como se estivesse coberto
por uma fina membrana elastica. A tensao superficial é responsavel por diversos efeitos
observaveis, como a formacao de gotas esféricas, a capilaridade e a capacidade de alguns
insetos caminharem sobre a dgua (GENNES; BROCHARD-WYART; QUERE, 2003).

Nesta secao, sera utilizada como base a formulacdo descrita em Saksono (2002) e
Saksono e Peric (2006). Como ilustrado na Figura 110, a tensao superficial atua como
uma tensao de tracao nas dire¢des tangenciais a superficie do fluido. Embora parte dessa
tensao se auto-equilibre, a presenca de curvatura gera componentes que agem na direcao
normal & superficie, conforme representado na Figura 110(b) para o caso bidimensional.
Assumindo uma tensao superficial o, é possivel demonstrar que o componente normal da

tensao atuante possui magnitude 204k, onde k é a curvatura média da superficie, definida

1 1 (on; _ _ On,
= —— n=—— _— N, —— 2
K 5 V., n 5 (8% n;n; 8%) , (8.23)

sendo n o vetor normal unitario, definido conforme a secao 7.1, e Vo= (I—-n®n)V o

por:

gradiente superficial ao longo da interface.

Figura 110 — Representacao visual do fenémeno da tensdo superficial

ds
Y
-;{/03 1
% 6, d6/2\, Jo,db2” "%
N do # 2xdS
Y (\."
(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor

Utilizando a abordagem energética descrita na secao 2.2, incorpora-se essa tensao
normal no problema mecanico como um componente da energia potencial das forcas

externas. Sua variagado pode ser expressa como

olIl?

ext

:/205/<;n-5yd5. (8.24)
r

Ao contrario das forgas externas definidas na subsecao 2.2.3, essa é ndo-conservativa, pois
sua intensidade e dire¢ao variam ao longo do processo, de acordo com a geometria do

dominio. Portanto, a Eq. (8.24) é integrada sobre o contorno deformado (I') do fluido.
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A Eq. (8.24) pode ser transformada utilizando o teorema da divergéncia, conforme
detalhado em Saksono e Peric (2006). Isso resulta em

oI

ext —

— [ 0,V,-0ydS +/ osm - 0y ds, (8.25)
r ar

onde JI" representa o contorno de I'; e m denota o vetor binormal de 9I', definido como o
vetor tangente a I" e ortogonal a OI'. Para problemas tridimensionais, I' é uma superficie
bidimensional, enquanto OI' é uma curva. J4 para problemas bidimensionais, I' é uma
curva, enquanto OI' é representada por pontos.

A forma apresentada na Eq. (8.25) é vantajosa para aplicagdo no Método dos Elementos
Finitos em comparacao com a Eq. (8.24), pois elimina a necessidade de calcular a curvatura.
Isso viabiliza a utilizacao de elementos finitos lineares, nos quais a curvatura é localmente
nula. Neste caso, o efeito da tensao superficial surge exclusivamente pela diferenca de
inclinagdo entre os elementos, que gera uma curvatura artificial e discreta ao longo do
contorno.

Aplicando o MEF em conjunto com o método de Galerkin, a Eq. (8.25) resulta em
forcas nodais, introduzidas no sistema como forcas externas. Para cada né o do contorno,

essa forca resultante é dada por

(£.0)" = —/ 05V pa dS +/ osmp, ds, (8.26)
r or

ou, em notacao indicial,

)= —/ O (%(Zjl n ﬁjaa > d5’+/ OsM;iPq dS. (8.27)

As derivadas das fungoes de forma com relacao as posi¢oes podem ser calculadas utilizando

a regra da cadeia, isto é:
Opa _ Opa  0€
dy — 0¢& Oy’
onde 0&/0y é dado pela inversa de F; = 0y /0&. Para esse célculo, uma particularidade

(8.28)

deve ser levada em conta: dado que I' é uma superficie bidimensional imersa em um
espaco tridimensional (no caso 3D), ou uma curva unidimensional imersa em um espago
bidimensional (no caso 2D), F; nao é uma matriz quadrada, mas sim uma matriz com
dimensoes 3 x 2 ou 2 x 1. Assim, o conceito convencional de matriz inversa é substituido

pela pseudoinversa de Moore-Penrose, e 0€/0y é calculado como:

%3

By = (FTF)"'FT. (8.29)

No caso 2D, onde a coordenada adimensional é um escalar, e F'; possui dimensoes 2 X 1, a

Eq. (8.29) pode ser simplificada para

1

-2l (5.30)
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8.3.1.1 Forcas resultantes em elementos isolados e analise de pontos de integracao

As integrais apresentadas nas Eqs. (8.26) e (8.27) sao calculadas numericamente
utilizando quadraturas adequadas ao tipo de elemento finito empregado. Devido a alta
nao-linearidade das expressoes integradas, especialmente em elementos de alta ordem,
sabe-se que esse processo produz resultados aproximados, sendo mais precisos quanto
maior o niumero de pontos de integracao. No entanto, o aumento desse niimero também
resulta em um maior tempo de processamento. Para garantir uma relacao 6tima entre
precisao e custo computacional, ¢ realizada nesta se¢do uma analise para definir o niimero
ideal de pontos de integracao em cada tipo de elemento utilizado.

Para problemas bidimensionais, onde I' ¢ unidimensional, consideram-se elementos de
linha com 2, 3 e 4 noés, denotados por L2, L3, e L4, respectivamente. Esses elementos pos-
suem aproximagoes linear, quadratica, e ctibica, nessa ordem, sendo utilizada a quadratura
de Gauss para integrar ao longo de seus dominios.

A quantidade necessaria de pontos de integracao é dependente da disposicao geométrica
do elemento, incluindo fatores como curvatura e variacao do vetor normal. Uma vez que
esses fatores sao variaveis ao longo do problema, considera-se nesta analise um caso
extremo onde o elemento forma um quadrante de circunferéncia. Entretanto, na pratica,
recomenda-se discretizar o problema suficientemente para que a disposicao geométrica
individual de cada elemento finito nao ultrapasse esse caso extremo. Naturalmente, esse
quadrante sera aproximado por polinomios, com fidelidade geométrica limitada pela ordem
do elemento finito.

Tomando-se um elemento com tensao superficial unitaria, calcula-se, para cada um de
seus nos, a forga resultante através da primeira integral da Eq. (8.26). A segunda integral
¢é desprezada neste contexto pois assume-se que o elemento nao intersecta o contorno de I'.
As coordenadas dos nés e as forcas nodais resultantes, utilizando 20 pontos de integracao,
sao apresentadas na Tabela 11 para cada tipo de elemento de curva considerado, sendo
representadas visualmente na Figura 111.

Tabela 11 — Coordenadas e forgas resultantes em nés de elementos de curva sujeitos a tensdo superficial,
utilizando 20 pontos de integracdo da quadratura de Gauss

(a) L2 (b) L3 (c) L4
Coords.  Forga nodal result. Coords. Forga nodal result. Coords. Forca nodal result.
(0;1) (0.707107; —0.707107) (0; 1) (0.974986; —0.313389) (O; 1) (0.9621; —0.179398)

(1;0) (—0.707107; 0.707107) (ﬁ;i) (—0.66160; —0.66160) %;@) (—0.19446; —0.58824)

(1;0) (—0.313389; 0.974986) (@;g) (—0.58824; —0.19446)

1; 0) (—0.179398;0.9621)

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 111 — Representagao visual de elementos de curva utilizados em andlise de pontos de integracao
para tensao superficial
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Para problemas tridimensionais, onde I' é bidimensional, consideram-se os elementos
triangulares T3, T6 e T10, com aproximacoes linear, quadratica, e cibica, respectivamente.
A integracao numérica neste caso é feita utilizando a quadratura de Dunavant (1985), que
possui um nimero maximo de 79 pontos de integracao.

Neste caso, assumem-se elementos que simulam a disposi¢do geométrica de um octante
de uma esfera. As coordenadas dos nés e as forgas resultantes, utilizando 79 pontos de
integracao, sao dispostas na Tabela 12, com representacao visual de cada caso apresentada
na Figura 112.

Tabela 12 — Coordenadas e forcas resultantes em nés de elementos triangulares sujeitos a tensao superfi-
cial, utilizando 79 pontos de integracao da quadratura de Dunavant

(a) T3 (c) T10
Coordenadas  Forga nodal resultante Coordenadas Forga nodal resultante
(0;0;1) (0.288675; 0.288675; —0.57735) (o 0; 1) (0,175642; 0,175642; —0,0113901)
(0;1;0) (0.288675; —0.57735; 0.288675) (0, 3 @) (0.589651; 0,00375044; —0,253053)
(1;0;0) (—0.57735;0.288675; 0.288675) (0, %, %) (0.572785; —0,299737; —0,0255342)

(b) T6 (0, 1;0 (0,157543; —0,0733659; 0,153388)
Coordenadas  Forga nodal resultante (é’ 0; 73) (0,00375044; 0.589651; —0,253053)
(0:0:1) (0,209576; 0,299576; —0,169459) (5:3:%)  (-0.601797;-0,691797; ~0,83786)
(07 2, 22) (0,687796; —0,558743; —0,558743) (%, ¥, 0) (—=0,0757699; —0,358703; 0.549825)
(0, 1; 0) (0,299574; —0,169459; 0,209576) (@ 0; %) (~0,299737; 0.572785; —0,0255342)
( 2.0, g) (—0,558743; 0,687796; —0,558743) ( ERET 0) (—0,358703; —0,0757699; 0.549825)
(@7 z. 0) (—0,558744; —0,558744; 0,687795) (1, 0; 0) (—0,0733659; 0,157543; 0,153388)
(1, 0; 0) (—0,169459; 0,299574; 0,299576)

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 112 — Representagao visual de elementos triangulares utilizados em analise de pontos de integragao
para tensao superficial
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Fonte: Elaborado pelo autor

Observa-se que os nos centrais dos elementos possuem forgas resultantes mais proximas
da direcao normal, enquanto os nés de bordo exibem forcas mais proximas da direcao
tangente. Entretanto, os nés de bordo recebem ainda contribui¢oes similares de elementos
vizinhos, fazendo com que a forca resultante se alinhe com a bissetriz entre os elementos.
Esse efeito permite que a diferenca de inclinacao entre elementos adjacentes seja tratada
como uma curvatura artificial, apesar da falta de suavidade geométrica. Considere, por
exemplo, um né de canto que conecta elementos de linha retos e perpendiculares entre
si, conforme ilustrado na Figura 113. Nesse caso, a soma das forcas resultantes no né em

cada elemento produzird uma forga inclinada a 45° (bissetriz).

Figura 113 — Representacao de forga resultante de tensao superficial em né de canto

I ; fi »f/

Fonte: Elaborado pelo autor

Esse comportamento causa uma tendéncia a suavizar os cantos do dominio. Por esse
motivo, liquidos que nao estao sujeitos a outras forcas além da tensao superficial tendem a
assumir um formato esférico. Em geral, a tensao superficial atua de forma a minimizar a
area da superficie para um determinado volume.

Seguindo para a andlise de pontos de integracao, sao calculadas as forcas resultantes
em cada um dos elementos finitos previamente apresentados, utilizando niimeros menores
de pontos de integragao. Para os elementos de curva, empregam-se de 1 a 19 pontos da

quadratura de Gauss, comparando-os com a referéncia de 20 pontos (Tabela 11). Nos
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elementos triangulares, utilizam-se de 1 a 73 pontos da quadratura de Dunavant (1985),
comparando-os com a referéncia de 79 pontos (Tabela 12).

O erro em cada né « é calculado por e® = [|[f* — £2]|/||£%/|, onde £* representa a forca
resultante calculada e f3; a forca de referéncia. O erro total no elemento é determinado
pela férmula e = />, (e®)?. A Figura 114 mostra os graficos dos erros em fungao do

numero de pontos de integracao para cada tipo de elemento.

Figura 114 — Analise de convergéncia de pontos de integragio para tensdo superficial em (a) elementos
de curva e (b) elementos triangulares
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Fonte: Elaborado pelo autor

Destaca-se que os elementos de ordem linear, como o L2 e o T3, nao sao afetados pelo
numero de pontos de integracao. Uma vez que o vetor normal e a inclinacao sao constantes
ao longo desses elementos, a resposta numérica exata da Eq. (8.27) é obtida com apenas 1
ponto de integracao. Por esse motivo, os erros associados a esses elementos na Figura 114
sao minimos, equivalentes a residuos computacionais. Por outro lado, os elementos de
ordem quadratica e cubica apresentam um comportamento convergente, com os erros
diminuindo progressivamente a medida que o nimero de pontos de integracao aumenta.

Utilizando os graficos da Figura 114 como referéncia, pode-se estabelecer um critério
de tolerancia para o erro, de acordo com o nivel de precisdo almejado para as forgas
resultantes. Neste trabalho, utiliza-se o critério e < 1073, culminando nos pontos de

integracao dispostos na Tabela 13.

Tabela 13 — Pontos de integracao selecionados para tensao superficial em diversos tipos de elementos,
utilizando o critério e < 1073

Elementos de curva Elementos triangulares
L2 L3 L4 T3 T6 T10
1 4 5 1 7 19

Fonte: Elaborado pelo autor

Vale ressaltar que esta analise considera elementos sujeitos a um alto grau de variacao

geométrica ao longo de seu dominio (Figuras 111 e 112), o que nao é comum em problemas
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com malhas suficientemente refinadas. Em situacoes usuais, os erros obtidos com os pontos

de integracao da Tabela 13 podem ser muito inferiores ao critério de 103 estabelecido.

8.3.2 [Exemplos numéricos de escoamentos de fluidos

A seguir, sdo apresentados exemplos numéricos com o objetivo de verificar o modelo

implementado de fluido Newtoniano incompressivel.

8.3.2.1 Sloshing de pequena amplitude

Este exemplo consiste em um tanque de dgua cujas condigoes iniciais sao representadas
na Figura 115, sendo adotada condicao de deslizamento nas paredes. Duas malhas sao
consideradas: a primeira formada por elementos T3, e a segunda por elementos T10. Faz-se
necessaria a estabilizacao PSPG para regularizar os campos de pressao encontrados, sendo

0 parametro apspe da Eq. (8.13) tomado igual a 1.

Figura 115 — Geometria e dados do exemplo: Sloshing de pequena amplitude

H(x,)=H,+asen(nz,/Ly) Malha T3: Malha T10:
a 529 nos, 975 elementos 475 nos, 97 elementos
Zz
_/ ! Ly=1m
Hy=1m
a=0.01m
g e = 1 kg/m?
v Hy | p=001Ns
g=1m/s’
At =10.05s

Fonte: Elaborado pelo autor

Por ser um exemplo com baixos niveis de deformagao, sua simulacao foi possivel
com a formulacao apresentada do Método dos Elementos Finitos, mostrando resultados
consistentes com a literatura. Na Figura 116 sdo apresentados os valores das alturas da
superficie livre ao longo do tempo nas extremidades esquerda e direita do tanque, sendo
observado um comportamento oscilatério. Esses resultados sao similares para as duas
malhas analisadas, mostrando étima concordéncia com os de Avancini e Sanches (2020).

Nas Figuras 117 e 118 sao apresentadas as distribuicoes de pressao sobre as configuragoes
deformadas para ambas as malhas em diferentes instantes, onde é possivel observar

visualmente o comportamento oscilatério demonstrado na Figura 116.

8.3.2.2 Colapso de barragem sob superficie lisa

Neste exemplo, simula-se o colapso de uma coluna de dgua sob seu peso proéprio,
considerando os dados dispostos na Figura 119. Novamente, sdo consideradas malhas T3

e T10, e sao adotadas condi¢oes de deslizamento na parede esquerda e inferior, sendo o
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Figura 116 — Sloshing: altura da superficie livre nas extremidades esquerda e direita do recipiente com
relagdo ao tempo
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 117 — Sloshing: configuragoes deformadas para a malha T3, com pressdao (Pa) em mapa de cores

—0.001 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.002
| \ | |

| | | | |
(a) t=3.5Ts (b) t=12.5s (c) t=25s

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 118 — Sloshing: configuragdes deformadas para a malha T10, com pressdo (Pa) em mapa de cores

-0.001 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1.001
\ | |

| | | \ I —
(a) t=3.57s (b) t=12.5s (c) t=2bs

Fonte: Elaborado pelo autor
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topo superficie livre e a lateral direita considerada superficie livre imediatamente apds a
remocao da barragem no instante inicial da andalise. A estabilizagdo PSPG ¢é considerada
com parametro apspe = 1. Além disso, a fim de dissipar as altas frequéncias, sao adotados

os parametros de Hu (1997) para o integrador Newmark-3, ou seja: 5 =1e v = 1,5.

Figura 119 — Geometria e dados do exemplo: colapso de barragem sob superficie lisa

L, Malha T3: Malha T10:
231 nos, 400 elementos 325 nos, 64 elementos
A

L;=0.35m
H),=07m
e = 1 kg/m?
1t = 0.01 N-s
g=1 m/s?

H, 94 At = 0.005 s

Fonte: Elaborado pelo autor

Apesar de ser um problema com grandes deformagcdes, e que pode evoluir indefini-
damente a medida que o tempo avanca, ¢ possivel simula-lo de forma adequada com a
formulacao do Método dos Elementos Finitos adotada, uma vez que nao sdo identificadas
mudancas excessivas na estrutura da malha, como formacao de vértices e tentativas de

separacao de dominios.

Nas Figuras 120 e 121 é apresentada a distribuicao de pressao sobre a configuracao
deformada em diferentes instantes para ambas as malhas consideradas, sendo o tempo
considerado adimensionalizado de acordo com: t* = t,/2g/Lo. Embora o comportamento
geral do problema seja similar para ambos os casos, é possivel observar que, nas presentes
condigbes, o caso com elementos T10 apresenta resultados levemente mais regulares, sem

oscilagoes geométricas da malha como as observadas na Figura 120.

Na Figura 122 sao apresentados os resultados de variagdo do comprimento e de pressao
no canto inferior esquerdo ao longo do tempo. Na Figura 122(a), L é a distancia entre
as extremidades inferiores esquerda e direita do dominio em cada passo de tempo, e
Lo = 0,35m é o comprimento original da coluna de agua. O grafico é comparado com
os resultados numéricos de Nithiarasu (2005) e com os experimentais de Martin et al.
(1952), mostrando uma excelente concordéncia. Ja a pressao no canto inferior esquerdo,
apresentada na Figura 122(b), é comparada com os resultados numéricos de Avancini e

Sanches (2020), mostrando também concordancia satisfatoria.
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Figura 120 — Barragem: configuragoes deformadas para a malha T3, com pressdao (Pa) em mapa de cores

—0.003 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050 0.572
| | | | | | | | | |

(a) t* =1.5 (b) t* =25

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 121 — Barragem: configuragdes deformadas para a malha T10, com pressido (Pa) em mapa de
cores

—0.018 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050  0.560
| w w | | | | | | I

(b) t* =2.5

Fonte: Elaborado pelo autor

8.3.2.3 Fluido sob tensao superficial: caso 2D

Neste exemplo, analisa-se o efeito da tensao superficial sobre uma porc¢ao de fluido
Newtoniano incompressivel com dominio inicial quadrilateral conforme a Figura 123.
Devido a simetria do problema, apenas um quadrante do dominio é discretizado, aplicando-
se as devidas condigoes de contorno nas interfaces com os eixos de simetria. Nenhuma
forca é aplicada no dominio além da tensao superficial o, prescrita no contorno externo. O

valor de o, é considerado constante ao longo do contorno e do tempo.
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Figura 122 — Barragem: (a) Varia¢do do comprimento do dominio e (b) Pressdo medida no ponto inferior
esquerdo, ao longo do tempo adimensional
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 123 — Geometria e condigbes de contorno para exemplo de fluido sob tensdo superficial em 2D
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Fonte: Elaborado pelo autor

Para a discretizagao espacial, emprega-se uma malha regular composta por 50 elementos
finitos do tipo T10. Para a discretizagao temporal, consideram-se 4000 passos de tempo
com At = 2,5-1073% s, e utiliza-se o integrador de Newmark-3 com parametros 8 =1 e
v = 1,5. Além disso, aplica-se a estabilizacdo PSPG neste exemplo, sendo o parametro
apspg da Eq. (8.13) tomado igual a 1000.

A fim de verificar o comportamento do problema em diversas situagoes, multiplas
analises sao realizadas, variando trés parametros: a viscosidade (1), a massa especifica (pg
ou p), e a tensao superficial (o).

Inicialmente, fixam-se os parametros p = 1 kg/m? e o, = 107* N/m?, e sdo considerados
5 diferentes valores para o parametro de viscosidade: 1-1072,5-107%,1-1073, 5-10~*

e1-107* N-s. A Figura 124 mostra, para cada um desses casos, a evolucao da distancia
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entre os pontos A e C (indicados na Figura 123) e a pressao no ponto C. Além disso, as
Figuras 125 a 127 mostram as configuragoes deformadas em determinados instantes para
os trés casos distintos de viscosidade, com campo de pressao ilustrado em mapa de cores.

Figura 124 — (a) Distancia entre pontos A e C e (b) pressao medida no ponto C ao longo do tempo,
considerando diferentes valores de viscosidade
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Fonte: Elaborado pelo autor
Figura 125 — Configuragoes deformadas com pressio (Pa) em mapa de cores para u = 1073 N-s,
p=1kg/m?®e oy =10"% N/m?
t=0,1s t=03s t=0,6s t=12s t=18s t=10s

0.000 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 0.0040 0.0045 0.0050 0.0055 0.0060 0.007
\ | | | | | | | | | | | |

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 126 — Configuracoes deformadas com pressdao (Pa) em mapa de cores para p = 5-107* N-s,
p=1kg/m?e o, =10"% N/m?
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Fonte: Elaborado pelo autor

Conforme discutido na subsec¢ao 8.3.1.1, a tensao superficial tende a minimizar a area da

superficie para um dado volume fixo (ou édrea fixa, no caso 2D), fazendo com que o dominio
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Figura 127 — Configuragoes deformadas com pressio (Pa) em mapa de cores para u = 1074 N-s,
p=1kg/m?e o, =10"* N/m?

t=0,1s t=0,3s t=0,6s t=12s t=1.8s t=10s

—0.000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 0.0040 0.005
' ‘ ‘ O . \ [ e —

Fonte: Elaborado pelo autor

inicialmente quadrilateral adquira uma forma circular a medida que o tempo avanca. Essa
tendéncia pode ser observada em todos os casos analisados, embora o comportamento do
material até atingir sua forma estabilizada varie de acordo com os parametros adotados.

A variacao da viscosidade, por exemplo, influencia diretamente no perfil oscilatorio do
material. Como pode ser notado nas Figuras 124 a 127, os casos com menor viscosidade
tendem a oscilar mais antes de estabilizar, enquanto os casos com maior viscosidade
apresentam uma convergéncia mais suave, sendo mais lenta conforme o parametro pu
aumenta.

Como o material é incompressivel, a drea do quadrante discretizado (A = 0,05? =
2,5 - 1073 m?) ¢ mantida fixa durante o processo. Assim, é possivel calcular de forma
analitica o raio do circulo resultante como R = (/4A/7 ~ 0,0564 m. E possivel observar na
Figura 124(a) que a distancia entre os pontos A e C tende para esse raio, independentemente
do perfil oscilatorio, o que demonstra uma coeréncia nos resultados.

Sabendo que a curvatura média de um cilindro é k = 1/(2R), também ¢é possivel
calcular a pressao resultante no dominio de forma analitica como p = 203k = 04/ R. Com
o, = 107" N/m?, obtém-se p ~ 0,001772 Pa. Novamente, constata-se que as pressoes na
Figura 124(b) tendem para esse valor, reforcando a consisténcia do modelo.

Seguindo para uma segunda andlise, é avaliada a influéncia da massa especifica sobre o
problema. Neste caso, fixam-se os parametros p e o, e varia-se py em trés casos: 4, 2 e
1 kg/m3. Os gréficos resultantes dessa andlise para = 107* N-s e o, = 107* N/m? sao
apresentados na Figura 128, e para = 5-1073 N's e 0, = 107 N/m? sdo apresentados
na Figura 129.

Como pode ser observado, a variacao da massa especifica nao altera substancialmente
o perfil oscilatorio, mas impacta diretamente a frequéncia da oscilagao, afetando assim
o tempo necessario para estabilizacao quando a oscilagao é mais pronunciada, como nos
casos de baixa viscosidade. Dentre os graficos apresentados na Figura 128, por exemplo,
o menor tempo de estabilizagio foi obtido para p = 1 kg/m3, enquanto os casos com
valores mais altos de p demandaram um tempo mais prolongado, sendo o periodo total
considerado na anédlise (10 s) insuficiente para uma convergéncia satisfatoria.

Ja no caso da Figura 129, onde a viscosidade é mais alta e a oscilagao menos significativa,
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Figura 128 — (a) Distancia entre pontos A e C e (b) pressdo medida no ponto C ao longo do tempo,
para 4 = 107* N-s, 0, = 107% N/m?, e diferentes valores de massa especifica
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 129 — (a) Distancia entre pontos A e C, e (b) pressao medida no ponto C ao longo do tempo,
para ;= 5-1072 Ns, 0, = 1074 N/m?, e diferentes valores de massa especifica
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Fonte: Elaborado pelo autor

a variacao da massa especifica tem pouca influéncia nos resultados. Particularmente na
Figura 129(a), os graficos demonstram comportamentos quase idénticos durante toda
a andlise. Na Figura 129(b) também pode ser observada uma rapida convergéncia dos

resultados, embora hajam algumas divergéncias no inicio da anélise.

Por fim, é analisada a influéncia da tensao superficial sobre o problema. Neste caso,
fixam-se os parametros y e pg, e varia-se o em trés casos: 1-1074,5-107° e 1-107° N/m?.
Os gréficos resultantes para ;= 107* N-s e p = 1 kg/m? sao apresentados na Figura 130,
epara u=>5-10"2 N-s e p = 1 kg/m? sdo apresentados na Figura 131.

Embora o raio do circulo resultante nao varie em funcao de o, nota-se que o valor
estabilizado da pressao varia, uma vez que, conforme deduzido anteriormente, sua expressao
analitica é p = 04/ R. Para os casos considerados de oy, essa expressao resulta nos valores
1,772-1073, 0,886 - 1073 ¢ 0,177 - 1073 Pa, produzindo graficos de pressao com alinhamentos
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Figura 130 — (a) Distancia entre pontos A e C e (b) Pressao medida no ponto C ao longo do tempo,
para 4 = 107* N-s, p = 1 kg/m?, e diferentes valores de tensdo superficial
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Figura 131 — (a) Distancia entre pontos A e C e (b) pressdao medida no ponto C ao longo do tempo,
para 1 =5-1073 N's, p = 1 kg/m3, e diferentes valores de tensdo superficial
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distintos, como pode ser visto nas Figs. 130(b) e 131(b).

Avaliando mais profundamente a influéncia de o, sobre os resultados, sao percebidos
comportamentos distintos de acordo com o nivel de viscosidade considerado. Para o caso
com pu = 107* Ns, a variacdo de o, afeta a frequéncia das oscilacoes, mas nio altera
significativamente o tempo de estabilizacao. J4 no caso com pu = 5- 1073 N-s, onde a
viscosidade é suficientemente alta para que nao sejam visiveis oscilagoes, o tempo de
estabilizacdo da distancia entre os pontos A e C é fortemente influenciado pela tensao
superficial, sendo mais longo conforme o, diminui. No entanto, esse comportamento nao
se generaliza para os graficos de pressao, que convergem rapidamente para as respostas
analiticas independentemente do valor de o,.
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8.3.2.4 Fluido sob tensao superficial: caso 3D

Para ilustrar o efeito da tensdo superficial em um caso tridimensional, propoe-se
nesta se¢ao uma generalizacao do exemplo anterior, considerando um fluido Newtoniano
incompressivel com dominio inicial em forma de cubo, conforme a Figura 132. Utilizando
novamente a simetria do problema, apenas um octante do dominio é discretizado, aplicando
as condigoes de contorno apropriadas nas interfaces com os eixos de simetria. Neste caso,
fixa-se a tensdo superficial no contorno externo em o, = 10~* N/m?, constante ao longo

do tempo, e os pardmetros do material em p = 10"* N-s e py = p = 1 kg/m?.

Figura 132 — Geometria e condi¢des de contorno para exemplo de fluido sob tensao superficial em 3D
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Fonte: Elaborado pelo autor

Utiliza-se uma malha regular composta por 384 elementos finitos tetraédricos de terceira
ordem (TE20). Os demais parametros da andlise sdo similares aos do exemplo anterior:
4000 passos de tempo com At = 2,5- 1072 s; integrador de Newmark-/3 com pardmetros
B =1e~=1,5; e estabilizagago PSPG com aypgpe = 1000.

Na Figura 133(a), é avaliada a distdncia entre diversos pontos do contorno externo
(indicados na Figura 132) e o centro do dominio (ponto A). Na Figura 133(b), sao
apresentados os graficos de pressao ao longo do tempo para os mesmos pontos. Por fim,
na Figura 134, sao ilustradas as configuracoes deformadas do dominio discretizado em
determinados instantes da analise, com campo de pressao em mapa de cores.

Observa-se novamente um comportamento oscilatério com estabilizagdo gradual. Neste
caso, o efeito da tensao superficial faz com que a forma ciibica do dominio tenda a assumir
uma configuracao esférica. Dada a incompressibilidade do material, o volume do octante
discretizado (V = 0,053 = 1,25 - 10~% m?®) é mantido fixo ao longo do processo. Assim, é
possivel calcular o raio da esfera resultante analiticamente como R = {/6V/m ~ 0,06204 m.
Como a curvatura média da esfera é 1/R, a pressao resultante no dominio também pode

ser calculada de forma analitica como p = 20,k = 20,/ R ~ 3,224 - 1073 Pa. Nota-se que,
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na Figura 133, as pressoes tendem a esse valor, e os graficos das distancias medidas tendem
ao raio previamente calculado, demonstrando a consisténcia dos resultados obtidos.

Figura 133 — (a) Distancia ao ponto A e (b) pressdo ao longo o tempo, para diversos pontos do contorno
sob tensdo superficial em 3D
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 134 — Configuragoes deformadas com pressiao (Pa) em mapa de cores para o exemplo de fluido
sob tensdo superficial em 3D
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Capitulo 9

Mudanca de fase

A mudanca de fase é o processo no qual um material reorganiza sua estrutura molecular ou
atomica, alternando entre diferentes estados fisicos, como soélido, liquido e gasoso. Em geral,
esse fendomeno ocorre devido a variacao de temperatura e pressao no material. Entretanto,
na mudanca de fase entre os estados solido e liquido, o efeito da pressao geralmente exerce
uma influéncia secundaria, sendo a temperatura o fator principal a ser considerado.

Neste capitulo, é apresentado um modelo numérico para a mudanca de fase do estado
sélido para o liquido (fusdo), e do liquido para o sélido (solidificacao). Inicialmente, foca-
se em um contexto puramente térmico, desconsiderando deformagoes e demais efeitos
mecanicos, ou seja, mantendo os pontos do dominio fixos no espaco. Esse tipo de problema
tem como objetivo descrever matematicamente como a interface entre as fases sélida e
liquida se move ao longo do tempo, sendo comumente conhecido como problema de Stefan.
Os métodos de solucao nesse caso ja sao bem consolidados na literatura, sendo utilizados
como referéncias os trabalhos de Rolph e Bathe (1982), Celentano, Onate e Oller (1994),
Celentano e Perez (1996) e Bobach et al. (2021).

Por fim, considera-se o problema termomecanico da mudanga de fase, onde o material
pode deformar-se durante o processo. Nesta etapa, sao utilizados como referéncia os
trabalhos de Celentano, Oller e Onate (1996), Cervera, Saracibar e Chiumenti (1999),
Frémond (2012) e Franci et al. (2017), embora a formula¢ao desenvolvida no presente

trabalho seja original.

9.1 Formulacao puramente térmica

Durante a fusdo, o material absorve energia para a reestruturacao das moléculas,
enquanto durante a solidificacao, o material libera energia. A medida de energia que
controla esses processos ¢ denominada entalpia. Define-se a entalpia especifica por unidade
de volume na configuragao inicial como (HOLZAPFEL, 2000):

h=14+60n—S:C, (9.1)

onde, conforme definido nos capitulos anteriores, 1) é a energia livre de Helmholtz por

unidade de volume na configuragao inicial, § a temperatura absoluta, 1 a entropia por
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unidade de volume na configuracao inicial, S a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie, e C o alongamento a direita de Cauchy-Green.

No contexto puramente térmico, 1 depende apenas da temperatura, e a entropia é dada
por n = —0v /06, conforme visto na Eq. (3.27). Além disso, como os efeitos mecénicos
sao desprezados nesse contexto, a taxa de S : C é nula. Logo, a taxa de entalpia pode ser

calculada como:

. d o) 8% 821/1 )
(o) o 0w e

Aplicando a Eq. (9.2) na Eq. (3.28), reescreve-se a equagao da condugao de calor puramente

térmica na forma

h—r+Vy-qo=0. (9.3)

Em casos onde nao ocorra mudanga de fase, a Eq. (9.3) deve coincidir com a Eq. (3.35).
Logo, teria-se i = ¢,0, onde ¢, é o calor especifico volumétrico do material. Essa relacio é
valida tanto para sélidos quanto para fluidos. Dado que ¢, é um parametro positivo, ela
indica que variagoes positivas na entalpia resultam em variagoes positivas na temperatura,
e vice-versa. Entretanto, durante o processo de mudanca de fase, a relagao entre entalpia e
temperatura se altera, pois parte da energia é utilizada para os rearranjos moleculares, e
nao apenas para o aumento da temperatura.

A mudanca de fase pode ser classificada como isotérmica ou nao-isotérmica. Na
mudanca de fase isotérmica, toda a energia, fornecida ou retirada do sistema, é utilizada
exclusivamente para a mudanca de estado, nao havendo variagdes de temperatura durante
o processo. J4 na mudanca de fase nao-isotérmica, apenas parte da energia é convertida,
resultando em variagoes de temperatura ao longo do processo.

A quantidade de energia absorvida ou liberada (i.e. a varia¢ao de entalpia) durante a
mudanga de fase é denominada calor latente, denotada por Ahy. O calor latente é uma
propriedade intrinseca do material. Para mudancas de fase entre sélido e liquido, onde o
efeito da pressao nao é significativo, ele pode ser tratado como um parametro fixo.

As temperaturas nas quais ocorrem as transicoes de fase também podem ser consi-
deradas parametros fixos do material nessas condi¢oes. A mudanca de fase isotérmica
é caracterizada por uma tUnica temperatura de fusdo ou solidifica¢ao, denotada por 6,,
Quando a temperatura do material é inferior a 6,,, ele estd na fase solida; quando a
temperatura é superior a 6,,, ele estd na fase liquida; e quando a temperatura é exatamente
igual a 0,,, ele esta em uma fase de transicao, também conhecida como fase pastosa.

Em contraste, a mudanca de fase nao-isotérmica é caracterizada por duas temperaturas:
a temperatura limite do estado sélido, denotada por 6, e a temperatura limite do estado
liquido, denotada por ,. Neste caso, quando a temperatura do material é inferior a 6,
ele esta na fase solida; quando a temperatura é superior a 6, ele esta na fase liquida; e
quando a temperatura estd entre 0, e 0y, ele esta na fase de transicao.

A Figura 135 ilustra a relacao caracteristica entre entalpia e temperatura para os casos

isotérmico e nao-isotérmico, indicando as fases associadas a cada intervalo. Esses graficos
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sao especificos de cada material, podendo apresentar uma configuracao linear por partes

ou totalmente nao-linear.

Figura 135 — Relagoes caracteristicas entre entalpia e temperatura

(a) Mudanga de fase isotérmica (b) Mudanga de fase ndo-isotérmica
i A i A
Fase Fase
A&y liquida N\ liquida
-|_ Fase de -|_ Fase de
Ahy, transicdo Ahy, transi¢do
Fase Fase
Ay solida A\ v solida
> >

em 0 es 9[’ 6

Fonte: Elaborado pelo autor

No caso isotérmico, a entalpia do sistema nao pode ser unicamente determinada
pela temperatura, devido a descontinuidade do grafico durante a mudanca de fase. Por
esse motivo, formulagoes tradicionais de transferéncia de calor baseadas puramente em
temperatura, como a apresentada no Capitulo 3, nao sdo capazes de modelar esse problema

de forma exata. Algumas abordagens alternativas para lidar com esse desafio sao:

(a) Usar um modelo nao-isotérmico aproximadamente equivalente, tomando as tempera-
turas limite como 0, = 6, — Ab,,, e 0, = 0,, + Ab,,, onde Ab,, é uma variacao de
temperatura suficientemente pequena. E importante destacar que, além de aproxi-
mado, esse método pode apresentar instabilidades numéricas caso A6,, seja muito

pequeno. Entretanto, é uma alternativa de simples implementacao;

(b) Formular as equagoes da termodindmica em termos da entalpia, com base na Eq. (9.3),
tratando-a como a varidvel principal do sistema, ao invés da temperatura (NEDJAR,
2002). Essa estratégia é eficaz, pois a temperatura pode sempre ser unicamente

determinada pela entalpia, enquanto a reciproca nao é valida.

Neste trabalho, considera-se apenas a mudanca de fase nao-isotérmica. Em casos onde
for necessario modelar materiais com mudanca de fase isotérmica, adota-se a abordagem

aproximada descrita no item (a).

9.1.1 Modelo de mudanca de fase nao-isotérmica

Com base na Figura 135(b), supoe-se que a entalpia varia linearmente em relagao a
temperatura durante a mudanca de fase. Conforme discutido anteriormente, a inclinacao
dessa reta possui efeito similar ao calor especifico volumétrico.

Para modelar esse comportamento, a energia livre de Helmholtz pode ser decomposta

na seguinte forma:

(0) = u(68) +v1.(6). (9.4)
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onde 1)y é a parcela associada ao calor especifico do material, que pode ser definida de
forma andloga a Eq. (3.32), e ¢, é uma parcela associada ao calor latente. Para representar

o efeito desejado, a parcela de calor latente pode ser definida como

0 , para 6 < 6,
Ah 0
Vi (0) = @_Le (9—95—91119) , para 0, < 0 < 0, (9.5)
Ahr (1 — HM , para 6 > 0,.
0y — 0,

Essa energia é expressa utilizando como referéncia a temperatura limite do sélido (6;).
Destaca-se, no entanto, que essa escolha é arbitraria e poderia ser feita com base em outra
temperatura de referéncia, desde que se mantenham consistentes as derivadas necessarias
para as equagoes subsequentes.

A partir disso, define-se a parcela da entropia associada ao calor latente por meio da

expressao
0 , para 0 < 6,
Ny, In(6/6;)
=———={ Ah———= fs <0 <0 _
() 50 hig - - paral, <0< (9.6)
AhLM , para 0 > 0,.
Oy — 0

Assim, a parcela de entalpia associada ao calor latente é calculada como

0 , para 0 < 0,
B _ 0—0,
hi(9) =Y + 0n, = AhLH o bara 0s <0 <6, (9.7)
¢ — Us
Ahy, , para 6 > 0.

Essa defini¢ao é consistente com o modelo almejado, pois apresenta uma variagao linear
de entalpia entre 0 e Ah;, ao longo da mudanca de fase. Ao adicionar o efeito do calor
especifico, o comportamento ilustrado na Figura 135(b) é obtido.

Utilizando as expressoes anteriores, calcula-se a taxa de entalpia total neste caso como

. O Py YL\ 5 L\ /
h_—ewe_—e<802 i Al CREAL 9.8)

onde cL é o calor especifico volumétrico latente, definido pela expressao

0 , para 6 < 6,

O _ 4O _ | Ahy
00? o0 6, — 0,

cl=—0 , para 6, < 6 < 6, (9.9)

0 , para 6 > 0,,
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e ¢, é o calor especifico volumétrico do material, ja apresentado nos capitulos anteriores,

sendo definido neste contexto como

0?1y
06%

Vale destacar que, para representar fielmente o comportamento da Figura 135(b), o

c, = —0

(9.10)

valor de ¢, deveria ser nulo durante a fase de transicio, uma vez que o valor de ¢ na
Eq. (9.9) ja representa exatamente a inclinagdo do grafico nessa fase. Alternativamente,
pode-se manter a continuidade de ¢,, ajustando apenas o valor de Ahj, para refletir a
variacao de entalpia desejada. Neste trabalho, adota-se essa ultima abordagem.
Aplicando a Eq. (9.8) na Eq. (9.3), obtém-se, enfim, a equagao da conducao de calor

local Lagrangiana considerando a mudanca de fase nao-isotérmica:
(cv+c£)9—r+vo~q0:0. (9.11)

Observa-se que o efeito do calor latente na equacao de calor é similar ao efeito do calor
especifico, sendo a sua contribui¢cao relevante apenas durante a mudanca de fase. O
termo ¢, + c& pode ser tratado como um calor especifico volumétrico efetivo, tornando
a implementacao numérica quase completamente similar a apresentada na secao 3.5,
com a unica diferenga sendo a presenca de descontinuidades no calor especifico, dada a
definigao de cL. Conforme serd visto na préxima secio, essas descontinuidades podem
causar instabilidades e problemas de convergéncia, exigindo técnicas adicionais de ajuste

do modelo numérico.
9.1.2 Implementacio numérica

Partindo da Eq. (9.11), e aplicando os mesmos procedimentos detalhados no Capitulo 3,
pode-se construir um sistema de equacgoes para resolver globalmente o problema térmico
utilizando o método dos elementos finitos. Esse sistema segue a forma apresentada na
Eq. (3.63), diferenciando-se apenas na definicdo da matriz [C], que agora deve levar em
conta tanto o calor especifico volumétrico (c,) quanto o calor especifico latente (cL).

A descontinuidade de ¢! introduz automaticamente uma nao-linearidade ao problema,
ainda que o sistema possa ser linear por partes. Para lidar com essa nao-linearidade, o

procedimento basico é o seguinte para cada passo de tempo:
1. Inicialmente, consideram-se as temperaturas iguais as do passo anterior.

2. Para cada ponto de integracao do dominio, determina-se, a partir da temperatura,

se o ponto esta na fase sélida, liquida ou de transigao;

3. Se o ponto estiver na fase de transi¢io, adiciona-se a parcela ¢t = Ah/(6; — 6,) ao

calor especifico volumétrico; caso contrario, cZ = 0, logo nio se adiciona nada;

4. Integram-se as contribuig¢oes de todos os pontos de integragao, resolve-se o sistema

global e atualizam-se as temperaturas;
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5. Com as temperaturas atualizadas, realiza-se novamente o procedimento descrito no
item 2. Se houver mudanca de fase em algum ponto, o passo de tempo deve ser
recalculado, e segue-se para o item 3 e adiante. Caso nao haja mudanga, finaliza-se o

passo de tempo.

No entanto, esse processo iterativo pode falhar quando nao houver estabilizacao de
temperatura e fase em algum ponto do dominio, levando a repeti¢oes infinitas. Isso ¢é
especialmente critico nos passos de tempo onde ocorre a mudanca de fase.

Para exemplificar esse problema, considera-se um determinado passo de tempo em que
um ponto do material passa da fase solida para a fase de transicdo. Na primeira tentativa,
utiliza-se o calor especifico volumétrico da fase sélida (¢, ), e a temperatura calculada
resulta maior que 6y, levando o ponto a fase de transicao. Inicia-se, portanto, uma segunda
tentativa, onde é utilizado o calor especifico da fase de transicio (c, + c%). Como esse calor
especifico é maior, isso resulta em uma temperatura menor em comparacao a tentativa
anterior. Caso essa temperatura seja inferior a 6, o ponto retorna a fase sélida, e a primeira
tentativa se repetird, causando um ciclo interminavel de iteragoes.

I[sso ocorre pois, no esquema iterativo apresentado, as variacoes de temperatura calcu-
ladas em cada tentativa levam em conta apenas os parametros da fase daquela tentativa.
Mas, na realidade, a temperatura percorre as duas fases entre os passos de tempo, devendo,
portanto, receber influéncia de ambas. Para levar esse fato em conta, pode-se expressar a
variacao de temperatura A6 como a soma das parcelas A, e A0 — Afy, onde Afy, é a
variacao de temperatura que ocorre dentro da fase de transicao, e A# — Al é a variacao
de temperatura que ocorre fora dela. Uma vez que cada uma dessas componentes esta
associada a um calor especifico diferente, pode-se calcular um calor especifico volumétrico

efetivo () tal que:

@%AQz@Q@W—¢WQ+<g+

Fase liquida ou sélida

Ahy
—_— . 1
@_&>A& (9.12)

Fase de transigao

Rearranjando a Eq. (9.12), a seguinte expressdo para c<f é obtida:

ef L L
= . . .1
Cp = Cy + < : 9> ), — 0. (9.13)

Isto é, a parcela de calor latente é ponderada pela fragao da variagao de temperatura
que efetivamente ocorre dentro da fase de transicao (Af,/Af). A expressao que reflete
essa fragdo varia conforme o tipo de mudancga de fase que ocorre no passo de tempo. Por
exemplo, para uma mudanca da fase solida para a fase de transicao, tem-se Al = 0 — 0,.
Logo, A0, /A0 = (0 —0y)/(0 — Oant), onde O,y é a temperatura do ponto no passo anterior.

Para fins de generalizacao, a Eq. (9.13) também pode ser aplicada em passos de tempo
sem mudanca de fase. Nesse caso, o coeficiente Ay /A# assume o valor 1 se o ponto estiver

na fase de transicdo, e 0 se estiver nas fases liquida ou sélida, refletindo a defini¢ao de c-
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Tabela 14 — Coeficiente de ponderagao para a parcela latente do calor especifico

Variagao de fase entre os passos de tempo A6l /A6

Sélido — Transicao (0 —05)/(0 — Oant)
Transicdo — Sélido (0s — Oant)/ (0 — Oant)
Transicido — Liquido (0p — Oant) /(0 — Oant)
Liquido — Transicao (0 —0¢)/(0 — Oant)
S6lido — Liquido (6 = 05)/(0 = bant)
Liquido — Sélido (0s —00) /(60 — Oant)
Sélido — Solido 0

Liquido — Liquido 0

Transicao — Transicao 1

Fonte: Elaborado pelo autor

dada na Eq. (9.9). Na Tabela 14, sao apresentadas as expressoes de Af/Af para cada
possibilidade de variacdo de fase entre os passos de tempo.
Portanto, a matriz [C] da Eq. (3.63) é dada por

;o Af;, Al .
[Cli :/Q o'l dVy =/Q (cv + TeL 5, _L9 ) olpldV, (9.14)

onde o coeficiente Al /A0 deve ser determinado caso a caso, levando em conta a mudanga
de fase ocorrida em cada ponto de integracao do dominio. Também ¢é importante notar
que, nos casos onde hd mudanca de fase, a expressao de Af;, /A depende da temperatura
atual, que nao é conhecida durante o processo de solugao. Assim, o sistema de equacoes
(3.63) torna-se nao-linear, demandando métodos iterativos de solugdo, como o de Newton-
Raphson. Apesar desse aumento na complexidade do algoritmo, a estratégia apresentada
garante a convergéncia da solug¢ao sem a necessidade de modificagoes significativas no
modelo.

Outra alternativa para contornar o problema de convergéncia discutido previamente é a
aplicacao de técnicas de regularizacao, que suavizam o grafico de entalpia por temperatura,
eliminando as descontinuidades de cZ. Essa abordagem pode ser vista, por exemplo, em
Bobach et al. (2021). No entanto, é importante observar que essas técnicas essencialmente
modificam o modelo, ainda que de forma aproximada, podendo ou nao representar com

precisao o comportamento real do material.

9.1.3 Exemplo de verificacao: solidificacao de chapa ao longo de um eixo

Para verificar numericamente o algoritmo desenvolvido, simula-se o exemplo de uma
chapa retangular com as condicoes dispostas na Figura 136. Inicialmente, a chapa encontra-
se na fase liquida, com temperatura de 0°C. Devido a uma temperatura prescrita constante

de —45 °C na sua extremidade esquerda, a chapa solidifica-se ao longo do eixo x; conforme o
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tempo avanca. Trata-se, portanto, de um problema essencialmente unidimensional, embora

seja discretizado em um dominio bidimensional.

Figura 136 — Dados do exemplo de solidificacdo de chapa ao longo de um eixo

= 4m Dados do material:
O o « k=1,08 W/(m °C)
i 0,=0°C 0 «c,=1J/(m?°C)

! ° X1 w9 =-0,1001°C

Malha: 1261 nos, 256 elementos T10 * 0, =-0,0999 °C
« Ah; =70,26 J/m?

Discret. temporal:
*At=0,05s

Fonte: Elaborado pelo autor

Por ter sua resposta analitica conhecida, este problema é amplamente abordado na
literatura como um benchmark para modelos numéricos de mudanca de fase, sendo alguns
exemplos os trabalhos de Rolph e Bathe (1982) e Celentano, Onate e Oller (1994). Origi-
nalmente, a mudancga de fase é considerada isotérmica, com temperatura de solidificacao
de 0,, = —0,1°C. Neste trabalho, o modelo é adaptado para uma versao nao-isotérmica
aproximada, com variacao de Af,, = 1074°C, resultando nas temperaturas limites de
0, = —0,1001°C e 6, = —0,0999 °C.

Na Figura 137 sao apresentados os mapas de temperatura e de fase para determinados
instantes da andlise, ilustrando a evolug¢ao do processo de solidificagao no dominio. Na
Figura 138(a) é mostrada a evolugdo da temperatura em um ponto localizado a 1 m da
extremidade esquerda. Na Figura 138(b), é apresentado o gréfico da posi¢ao da interface de
mudanca de fase ao longo do tempo, tomada como a coordenada x; onde a temperatura vale
—0,1°C. Os graficos sao comparados com as respostas analiticas extraidas de Celentano,

Onate e Oller (1994), notando-se boa concordancia.

9.2 Formulacio termomecanica

Em problemas de mudanca de fase envolvendo efeitos mecanicos, deve-se levar em conta
que sélidos e liquidos possuem comportamentos constitutivos diferentes, sendo necessario
utilizar um modelo que leve em conta a variagdo de resposta mecanica ao transitar entre
as fases. Neste contexto, propoe-se uma formulagao Lagrangiana unificada, combinando os
desenvolvimentos previamente apresentados ao longo deste trabalho.

Para a fase solida, consideram-se os modelos constitutivos discutidos nos Capitulos 4 a
6. Para a fase liquida, utiliza-se o modelo de fluido Newtoniano apresentado na secao 8.3.

Para a fase de transicao, pode-se tratar o material como uma combinacao dos modelos de
sélido e de liquido (HILLS; LOPER; ROBERTS, 1983).
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Figura 137 — Mapa de cores de temperatura e fase ao longo do tempo para o exemplo de solidificagao
de chapa ao longo de um eixo

(a) Temperatura (° C) (b) Fase

—45.0 —40.0 —35.0 —30.0 —25.0 —20.0 —15.0 —10.0 —5.0 02 s6lido
L | | | |

| | Transigdo Liguido

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

I
o

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

t—=02s

t=1s

t—=2s

t=4s

Ty

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 138 — (a) Temperatura no ponto z; = 1 m e (b) posigdo da interface de mudanga de fase ao
longo do tempo para o exemplo de solidificacdo de chapa ao longo de um eixo

N @ (b) I

—10

—20| 4+ Presente trabalho
—— Analitico

+ Presente trabalho
0 —— Analitico -
\ \ | | \ \

Temperatura em z1=1 m (°C)
Interface de mudanga de fase (m)

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor

9.2.1 Cinematica

O uso de uma formulagdo totalmente Lagrangiana impde certos desafios na definicao
do modelo, uma vez que a configuracao indeformada do corpo varia ao longo do processo, e
pode nao coincidir com a configuragao inicial. De fato, a configuragdo indeformada de um
ponto no estado sélido sera aquela na qual esse ponto se tornou sélido, isto €, a configuracao
no momento da mudanca de fase. Em contrapartida, essa preocupagao é menos relevante
na transicao da fase solida para a liquida, pois o modelo constitutivo de fluido é baseado

em grandezas Eulerianas e, portanto, sua resposta independe da configuracao de referéncia.

A consideracao da fase de transi¢do adiciona mais um grau de complexidade ao
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problema, pois, nessa fase, o dominio apresenta simultaneamente porgoes solidas e liquidas,

tornando necessario um modelo que leve em conta a influéncia de ambos os estados.
Para tratar essas particularidades, faz-se uma distincao entre as deformacoes ocorridas

nos estados solido e liquido. Utilizando a decomposicao multiplicativa, pode-se escrever a

parcela mecanica do gradiente da funcao mudanga de configuragao como
F,, =F.,F,, (9.15)

onde F, é a parcela solida, e F, a parcela liquida. Dependendo do modelo de sélido
adotado, F; pode ser decomposto em parcelas mecanicas adicionais, como elasticas,
viscosas e plasticas, seguindo as cinematicas descritas nos Capitulos 5 e 6.

Com base em conceitos previamente discutidos sobre a decomposicao multiplicativa, a
forma apresentada na Eq. (9.15) sugere a existéncia de uma configuragao intermedidria
liquida (€2,). Como F; é definido sobre essa configuragio intermedidria, esta assume o
significado de configuracao indeformada do sélido, garantindo a consisténcia do modelo
independentemente da configuragao inicial adotada.

A abordagem apresentada permite que as deformagoes sélidas e liquidas sejam tratadas
individualmente. Quando o material encontra-se no estado sélido, apenas F é atualizado;
quando o material encontra-se no estado liquido, apenas F, é atualizado; quando o
material encontra-se no estado de transicao, ambos serao atualizados, e a evolugao de cada
componente ird depender da proporcao local entre sélido e liquido, que, por sua vez, é
definida em funcao da temperatura.

Partindo de F; e Fy, e utilizando expressdes andlogas as Egs. (2.2), (2.3), (2.6),
(2.8) e (2.11), podem-se definir componentes sélidos e liquidos do alongamento a direita
de Cauchy-Green (Cy e Cy), deformagao de Green-Lagrange (E; e E), velocidade da
mudanga de configuracao (Lg e Ly), taxa de deformagao (D e Dy), e Jacobiano (Js e Jy),
respectivamente.

Considerando um modelo de expansao térmica isotrépico, similar ao descrito nas
Secoes 4.4 e 6.1, pode-se expressar o gradiente da fun¢ao mudanga de configuracao total
como

F = \F,, = \F.,F,, (9.16)

onde \g representa o alongamento térmico. As relagdes cinemdticas apresentadas na

secao 6.1 também podem ser adaptadas para o presente contexto. Em particular:

C,. = \,°C, (9.17)
C,=F,"C,F,' = \,°F,7CF, !, (9.18)
E, = \2E -\, ' \C, = N\ 2E — ) %0C, e (9.19)
E, = )\;°F,; TEF; ! — sim (C,L;) — A\, ' \4C,. (9.20)

9.2.2 Base termodinamica

Conforme visto nos capitulos anteriores, o modelo constitutivo de um sélido possui

componentes hipereldsticos, definidos através da energia livre de Helmholtz, e componentes
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dissipativos, cujas leis de evolucao sao definidas utilizando a segunda lei da termodinamica.
Por outro lado, o modelo constitutivo de fluido possui um carater totalmente dissipativo,
nao armazenando energia. Reologicamente, o comportamento de um fluido pode ser
representado por um pistao, similarmente ao efeito da viscosidade no sélido.

Neste trabalho, assume-se que a fase de transicao é representada reologicamente por
uma associacao em série entre os modelos de sélido, fluido, e de expansao térmica. Para
o caso onde o sélido é um material viscoelastico-viscoplastico, por exemplo, o modelo é

ilustrado na Figura 139.

Figura 139 — Modelo reolégico para a fase de transicao, considerando um sélido viscoeldstico-viscoplastico

J7i
] <>
| <

—WW—21—
—
—WWW—3x—

s

Fonte: Elaborado pelo autor

Generalizando o conceito discutido na se¢ao 4.4, escreve-se a energia livre de Helmholtz
do modelo como:

Y =1y + P + Ngm, (9.21)

onde 1y e 1y, sao as parcelas térmicas discutidas na subsecao 9.1.1, e 1, representa a

parcela mecanica, que pode ser adicionalmente decomposta da seguinte maneira:

Ym = Yy + Y (9.22)

onde ¥°! denota sua parcela volumétrica, e ¥ sua parcela isocérica.
Assumindo que tanto o sélido quanto o fluido sejam incompressiveis, e seguindo a

formulagao apresentada na secao 8.1, define-se:

Pyl = —pin(J,,), (9.23)

onde J,,, = det F,, é o Jacobiano mecanico. Embora essa defini¢ao seja utilizada no presente
trabalho, a formulacao apresentada pode ser generalizada considerando casos compressiveis,
quase-incompressiveis, ou demais modelos volumétricos.

A parcela isocorica da energia mecéanica, por sua vez, deve ser tratada individualmente
em cada fase. Para a fase liquida, a componente isocorica é totalmente dissipativa, logo
Y0 = (). Para a fase sélida, tem-se ¥!° = 5°_ onde 9!*° ¢ a energia livre de Helmholtz
mecanica isocérica do modelo sélido. Para a fase de transigao, assume-que que ¥° é uma

porcentagem da energia mecanica, ou seja, .° = w,1)°, onde wy ¢ um valor entre 0 e 1

m

que depende da temperatura atual no ponto. Para garantir a continuidade da energia, w,

deve variar continuamente de 0 a 1 quando a temperatura varia de 6, a 0,.
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Com base nessas suposicoes, pode-se estabelecer a seguinte defini¢ao:

Ve (0,Eq,x) , para ¢ < 0,
V(0. Es,x) = wit(0)°(0.E,,x) , para 0, < 0 < 6, (9.24)
0 , para 6 > 0y,

onde x representa, de forma geral, as variaveis internas do modelo sélido, incluindo, por
exemplo, as deformagoes viscosas, plasticas, e as variaveis associadas aos modelos de
encruamento. Assim, 1*° pode representar qualquer modelo de sélido dentre os discutidos
nos Capitulos 4 a 6, apenas substituindo as deformagoes mecanicas totais por medidas de
deformacao solidas (E4 ou Cy).

Considerando as variaveis independentes de cada termo apresentado, calcula-se a taxa

da energia livre de Helmholtz por meio da seguinte expressao:

. awe awL a)\o 5 6¢V01 3¢V°1 . awvol .
s B \2 0 Ay m_ ¢ ~ - E, UC
L R R v R R U W 4 95
a iso wlso wlso . :
3 m E )
+>\9< 50 0+ JE. + Ox x)

Aplicando as relagoes cineméticas dadas nas Eqgs. (9.19) e (9.20), e manipulando algebrica-

mente, segue que:

i 8% 3% 3a¢m 2 8)\ 3 ¢VOI .
— 4+ — tr M,, 0 UC
V= <ae+ a0 +3“”’” TNy A Mg ) 0 A= TP 9.2
Oy 3%20 ) BN e 3 Wbo . .

onde M,, é o tensor de Mandel mecanico, definido na configuracao intermediaria térmica,

expresso coimo

(Wm
M,, =C,, 2
"E, (9.27)
que resulta em
awm al/JVOI wiso
M, =C,: 5 =C,: 9.28
trM,, = C O, C OE,. + Cq 8E (9.28)
Aplicando a Eq. (9.26) na primeira lei da termodindmica, Eq. (3.20), resulta
g Y, O 30U, O LM
— 4+ ==+ 3\ m oy A — Xtr M, | 0 — Ng—=m
<"+ae+ae+3w T a0 ap ¥
a¢vol 877/}150 . 5 a¢1so 5 a¢iso . (929)
— mo_ N T E+ N (Ca ) Ly — A = .
+<S Mog, o g, T T\SEE, ) T gy X

—87’]+T—V0-q0:0.
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E aplicando na segunda lei da termodindmica, Ineq. (3.21), resulta

0Ny 30U,

3% 3¢L 2 2 3)\9 A 33¢V°1 .
iy = — R | TV W 200 4 3 TWm a9 G (3 Dm
oy AU Y o aa [ O 50U
1
qu 00 >0

(9.30)
Utilizando essas expressoes como base, derivam-se as relagoes constitutivas do material. O
procedimento adotado varia conforme a fase, sendo detalhado individualmente para cada

caso nas secoes seguintes.

9.2.3 Modelo constitutivo da fase solida

Na fase sdlida (0 < 6,), tem-se ¥5° = 1)*° ¢ a variagdo de deformacao liquida é nula,

s

ou seja, Ly = 0. Assim, a Eq. (9.29) resulta em

a¢9 8¢L 2 a>\9 35%% 2 3>\9 A 38@0;2)1 .
(?7—1— 20 + 20 + 3Ny, 50 + Ay 50 Aptr ML, 50 60— X, op D 01
8¢X§1 - aw;so B ) aw;so ) ' ’
+<S—)\98E)Tn—)\eFelaESFET):E—)\g aX :X—9n+r—V0-q0:0,
e a Ineq. (9.30) resulta em
o 87706 a@Z}L 2 a)\ﬂ 3a¢m 2 a)\o A 38@0%21 .
diny = <n+ 50 + 50 + 3NUm, 50 + ) 50 Agtr M, 50 0— X\ ap P 05
81/1,:;?1 B 8,¢éso B ) aw;so ) 1 :
+<S_/\08Ern—)\9FelaEsF€T>E—)\g aX X—TqOVOQZO

Seguindo o procedimento de Coleman e Noll (1963), as expressoes acima devem ser
validas para qualquer processo termodinamico, ou seja, para quaisquer valores das taxas
0, E e p. Essa condigao ¢ atendida se os conjugados termodinamicos dessas taxas forem

nulos, o que resulta nas seguintes relagoes constitutivas:

oy OYy, 30U, 9 0Ny
_ O OVL 3O%m  yang gy 9N .
56~ o9 Mg A0 (T M = 30m) 5, (9.33)
A T
ou
b=, (9.35)

onde a ultima é a condicao de incompressibilidade, abordada no Capitulo 8. O termo
OYise /9K, representa a tensdo isocérica do modelo sélido isolado, definida, neste caso, na
configuracao intermediaria liquida. Em particular, quando nao ha deformacoes liquidas
(i.e. Fy =1), a Eq. (9.34) recai exatamente na tensao dos modelos sélidos discutidos em

capitulos anteriores.
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Relacionando as Egs. (9.28) e (9.34), verifica-se que tr M,,, = A\;°C : S. Logo, a equacio

da entropia é reescrita como

O 0,00 Y
n 0~ 06 " op 90

que é andloga a Eq. (6.28), aplicada no caso puramente sélido, com excec¢ao do termo de

+(A7'C 1 S = 303 (9.36)

calor latente. As leis de evolucao das variaveis internas também devem seguir exatamente
as mesmas expressoes do caso puramente solido.

Aplicando as Egs. (9.34) a (9.36) na Eq. (9.31) e na Ineq. (9.32), a primeira e segunda
leis da termodinamica podem ser reescritas por expressoes analogas as ja apresentadas em

capitulos anteriores:

On+Vo-do=dn+r, e (9.37)

1
dint = dm - qu : Voe Z 0, (938)

onde a taxa de dissipagdo mecanica (d,,) na fase sélida provém apenas das varidveis

internas, sendo definida de forma genérica como

dm = =Ny (ag; : x) : (9.39)

Para sélidos hiperelasticos, a equacao acima ¢ nula. Para sélidos com modelo viscoelastico-
viscoplastico, esta é equivalente a forma ja apresentada na Eq. (6.32).

A implementacao numérica do modelo segue uma abordagem totalmente similar ao caso
puramente sélido. Para garantir a convergéncia quadrética da solu¢ao nao-linear, calcula-se
o operador tangente consistente (€) através da derivada da Eq. (9.34) com relagao a E.
Considerando que F; é constante na fase sélida, e utilizando a relagao cinemética (9.17),

escreve-se:

. OE;
C= )\t N\ IFE (e ) R (9.40)
0E,,
onde € e €5 s3o definidos, respectivamente, como
aZwvol ) a2wiso
Q:VOI — 2 ¥tm giso — __ 7 75 9.41
0E, ®0E,  °  0B,®0E, (0.41)
e 0E;/OE,, pode ser calculado com base na Eq. (9.18):
O(Fy)i; 9(Cy)j _ _
e _ D) _ (g (9.42)

O Em)it O(Crn)i

Para o modelo incompressivel apresentado na Eq. (9.23), as parcelas volumétricas da

tensao e do operador tangente consistente resultam, respectivamente, em

a vol B o ac;ll
(;]ém:—pcm1 s Ton (9.43)

No Quadro 1, apresenta-se um resumo esquematico do modelo discutido nesta se¢ao.



9.2. Formulagdo termomecanica 219

Quadro 1 — Resumo esquemético do modelo constitutivo mecanico para a fase sélida (6 < 6y)

1. Dados: 0, F, F§™ a0t

2. A partir de 6, calcula-se \g utilizando o modelo de expansao térmica. Disto, segue:
F,=X'F —» C,=F!F, — E,=3(C,-1I).

3. Toma-se F, = F3" e calcula-se Fy = FmFZI. Disto, segue:
C,=F'F, — E,= %(CS -1).

4. Atualizam-se as varidveis internas do sélido (x), caso existam, por meio das suas
respectivas leis de evolucao.

5. A partir de C, e/ou E, calcula-se 9¢*°/0E, utilizando o modelo de sdlido.

6. A partir de C,, e/ou E,,, calcula-se 9¢"°!/OE,, utilizando o modelo volumétrico. Caso
o modelo seja incompressivel, deve-se aplicar ainda a condi¢ao de incompressibilidade.

7. Calcula-se a tensao S por meio da Eq. (9.34) e o operador tangente consistente €
por meio da Eq. (9.40).

9.2.4 Modelo constitutivo da fase liquida

Na fase liquida (6 > 6,), a parcela ¥%° é nula, bem como todas as suas derivadas.
Além disso, nao ha variacao nas deformagoes solidas e nas suas variaveis internas, isto €,
F, = x = 0. Assim, a Eq. (9.29) resulta em

81% wL 1 3 wVOI 2 a)\e
_ - _r= Vo _ M 7
(7” o6 op T Nn ae TNy N My )6
0 vol (944)
—Agw p+S :E—0n+r—Vy-qo=0,
dp
e a Ineq. (9.30) resulta em
3% awL 1 3 wv‘)l 2 a)\a
din 7o YL vo m_ tr M il 0
v ( * %0t op TN ae N My
Huo . (9.45)
-\ a;p+s’:E—Tq0-Voezo,

onde S’ é a parcela isocérica da tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, definida

como

oy
OE,,

Pelo procedimento de Coleman-Noll, a condi¢ao S’ = 0 seria capaz de atender as leis da

S'=S-N\

(9.46)

termodinamica. No entanto, essa solugao trivial ndo representa o comportamento viscoso
do fluido. Para garantir o carater dissipativo do sistema, adota-se um modelo que permita

valores positivos de S’ : E, ainda respeitando as leis da termodinamica.
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Dado que E, = 0, pode-se reescrever a Eq. (9.20) como
E = MFTsim (C,L¢) Fy + M\AeCn. (9.47)
Utilizando a relacao acima, e realizando determinadas manipulagoes algébricas, obtém-se:
S B =) (C.FSF]) : Lo+ \AyCp: S (9.48)

O tensor C,F,S'F} representa uma componente da tensao de Mandel na configuragao
intermediaria liquida. Para materiais isotropicos, é possivel demonstrar que ele é simétrico,

logo
N (CFSF]) : Ly = A (CFSF]) : sim (L) = A} (C.F,SFY) : Dy. (9.49)

Esse termo representa a taxa de dissipagao devida as deformagoes viscosas do liquido,
definida por unidade de volume na configuracao inicial. Para expressa-la por unidade de
volume na configuragao intermediéria liquida, divide-se por JyJ; = A3.J;, o que resulta
em N\, ' J; ! (CSFgS’FZT> : Dy. Logo, A\, 'J, 'C,F,S'F} é conjugado termodinamico de D,.
Para garantir a ndo-negatividade da dissipacao, adota-se uma rela¢ao linear entre esses

termos. Em particular, para um fluido Newtoniano:
2uD, = )\, ' J,'C,F,S'F, (9.50)

onde i é o parametro de viscosidade do liquido. Nota-se que, ao formular o modelo com
base na configuracao intermedidria liquida, garante-se que a resposta seja independente da
configuracao inicial, mantendo a consisténcia da formulacao.

Sabendo que E; = F/D/F,, pode-se rearranjar a Eq. (9.50) na seguinte lei constitutiva:

S" = 2uNgJ,C'E,C (9.51)
0 que resulta em
_ o et
S = )\9 OFE + 2#)\9(]ng Egcg . (952)

Essa equagao é uma generalizacao do modelo de fluido Newtoniano incompressivel apre-
sentado na secao 8.3. Nos casos onde nao ha deformacgoes solidas ou térmicas, tem-se
C,=C,=C,E,=E, J,=Je ) = 1, fazendo com que a Eq. (9.51) recaia na Eq. (8.16).

O tltimo termo da Eq. (9.48) contribui para o conjugado termodinidmico de @ nas
Egs. (9.44) e (9.45). Igualando esse conjugado a zero, e manipulando algebricamente,

obtém-se a seguinte equagao para a entropia:

RN e
"T700 T a0 Y o

oA
+(\1C s =3\t =7 (9.53)

—A
06"’

que é similar & Eq. (9.36) da fase sélida, considerando 1,,, = ¥"°'. A condigao de incom-

pressibilidade, dada na Eq. (9.35), mantém-se valida no presente contexto.



9.2. Formulagdo termomecanica 221

Aplicando essas relagoes constitutivas na Eq. (9.44) e na Eq. (9.45), obtém-se novamente
as expressoes dadas na Eq. (9.37) e na Ineq. (9.38) para as leis da termodindmica, sendo a

taxa de dissipagdo mecanica, neste caso, definida como
dm = N; (C.FS'F]) : Dy = 2u03Jo| D). (9.54)

Das relacdes cineméticas (9.17) e (9.19), resulta OE,, /OE = A\, *I1, 0K, /0E = \,*II
e OE,, JOE = —2)\; 3)\oIL. Utilizando essas relacoes, pode-se calcular o operador tangente

consistente e o operador de viscosidade do modelo na fase liquida, respectivamente, como

0S8 OE, 0S OE,

= : =\ '€, — 20,2\ D .
9S OE
D=—: "2 =)\'D, 9.56
OE,,  OE b (9:56)

onde €, e D,, sao os operadores tangente consistente e de viscosidade do modelo de fluido
puramente mecanico, que podem ser calculados por expressoes analogas as da secao 8.3.
Levando em conta que Ag = (O\g/00)8 ~ af, o tltimo termo da Eq. (9.55) pode ser
desprezado para materiais com coeficiente de expansao térmica o muito pequeno.

No Quadro 2, apresenta-se um resumo esquematico do modelo discutido nesta se¢ao.

Quadro 2 — Resumo esquemédtico do modelo constitutivo mecénico para a fase liquida (6 > 6,)

1. Dados: 6, 6, F, F, Fa»

2. A partir de 6, calcula-se Ay utilizando o modelo de expansao térmica. Disto, segue:
F,=X'F - C,=F!F, — E,=3C,-1I).

3. Toma-se F, = F2" e calcula-se Fy, = F;lFm. Disto, segue J, = det Fy, e:
Cg = FgFg - E,= %(Cg — I)

4. A partir de 6, calcula-se \g = (9Xg/08)6. Disto, segue:

5. A partir de C,, e/ou E,,, calcula-se 91! /OE,, utilizando o modelo volumétrico. Caso
o modelo seja incompressivel, deve-se aplicar ainda a condi¢ao de incompressibilidade.

6. Calcula-se a tensao S por meio da Eq. (9.52), o operador tangente consistente € por
meio da Eq. (9.55), e o operador de viscosidade D pela Eq. (9.56).

9.2.5 Modelo constitutivo da fase de transicao

Na fase de transicao (6, < 6 < 6;), tem-se ¥*° = w 1. Dessa forma, a Eq. (9.29)

pode ser expressa como
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<n+%dg’+a$+% zzzm Eagem Agtr M, a{%)e A3a§flp
(s Mo algd wi A F! %éSOF—T> 2 DSV (cs aﬁ:) Ly (9.57)
— Wit glso X—0n+r—Vg-qo=0,
e a Ineq. (3.21) como
iy = ( 4 529 4 ;DHL 3A9¢m% + A%aggm — XM, ‘?;) Y gVOI
+ (S — N a%il —w; N\F ! %%SOF—T) LB w A (CS %%) ' Ly (9.58)
—wsl)\gag;io CX — ;qo -V > 0.

Aplicando-se o procedimento de Coleman-Noll de forma similar ao caso sélido, obtém-se
novamente as Eqgs. (9.33) ou (9.36) para a entropia, e a Eq. (9.35) para a condigao de
incompressibilidade. J& a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, neste caso, é dada

por:
a vol a 1so
S =\ a%m + Aow; 'F, 1 aE F, 7. (9.59)

Adicionalmente, para as deformagoes liquidas, define-se uma lei de evolucao que atenda
a segunda lei da termodindmica. Analisando as Eq. (9.57) e Ineq. (9.58), observa-se que
o conjugado termodinamico de Ly, neste caso, é o tensor de Mandel sélido, definido na
configuracao intermedidria liquida. Similarmente a subsecao 9.2.4, adota-se uma relagao
viscosa linear entre essas grandezas. Porém, neste caso, a evolugao é ponderada por uma

funcao wy, que representa a porcentagem liquida local. Logo:

Wy awiso . Wy 81/}150
uly = —-C, =5 = T, = C,— = F,, 9.60
plae wedy OB, ¢ 2uwsdy T OE, ¢ ( )

onde u é o parametro de viscosidade do liquido. Naturalmente, w, depende da temperatura,
variando continuamente de 0 a 1 quando a temperatura varia de 6, para 6,.

Partindo da Eq. (9.60), e considerando a simetria do tensor de Mandel, escreve-se

iy (9.61)

E, = F/C, 5B,

2prng

Isolando 9¥*°/OE, na Eq. (9.61), e substituindo na Eq. (9.59), obtém-se uma forma

alternativa para a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

o3
OE,,

S =\ + 2ugJuw; ' CE,C (9.62)

Essa forma é andloga a Eq. (9.52) da fase liquida, com a diferenga de que a compo-

nente isocérica ¢ multiplicada por w; ', assim como a componente isocérica do sélido é
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multiplicada por w;! na Eq. (9.59). Invertendo, isso nos leva a concluir que a “parcela
liquida” da tensdo (associada as taxas das deformagoes liquidas) é w, vezes a tensao total,
enquanto a “parcela solida” (associada as deformagoes sélidas) é w, vezes a tensao total. Em
outras palavras, o modelo proposto para a fase de transicao é uma combinacao ponderada
dos modelos da fase liquida e sélida, influenciando a evolugao de cada componente da
deformagao com base nas fungoes w; e ws.

Considera-se ainda que as leis de evolucao das variaveis internas do solido sao ponderadas
por w;. Assim, para o modelo viscoeldstico-viscopléstico, as leis de evolugao das Eqgs. (5.13),
(5.14), (5.18), (5.19), e (5.20) sao substituidas, respectivamente, por:

L,o=2MP ou F,= :MDF (9.63)

L, = w,¥N, ou F, = wAN,F,, (9.64)

L, = wsﬁiMf ou F, = wsﬁiMme, (9.65)

Ly, = =MY  ou Fj, = MPF,, (9.66)
/“Lp ,LLp

2
K :\/;wsf'y. (9.67)

Considerando as relagoes constitutivas apresentadas, a Eq. (9.57) e a Ineq. (9.58)
resultam, novamente, nas formas da Eq. (9.37) e da Ineq. (9.38), sendo a taxa de dissipacao
mecanica, neste caso, definida como:

a iso .
Ay = 2uNgw; T Del| — Ay (ch : x) : (9.68)

9.2.5.1 Definicio dos multiplicadores sélido e liquido

A definigao dos multiplicadores wy(0) e wy(f) deve levar em conta certas regras para
garantir a consisténcia da formulagao. Conforme estabelecido anteriormente, para assegurar
a continuidade da energia livre de Helmholtz na Eq. (9.24) e da taxa de deformagao liquida
na Eq. (9.60), ws(#) e we(f) devem ser continuos para temperaturas no intervalo entre 6, e
0;, e devem atender as condigoes wy(0y) = we(fs) = 0 e wy(0s) = we(fy) = 1.

Considerando uma variacao linear dos multiplicadores, pode-se assumir w, = f, e

wy = fo, onde f, e f; sdo as fragoes sélida e liquida lineares, respectivamente, definidas

como:
1 , para 6 < 6, 0 , para 6 < 6,
0, — 06 0—40,
Js = £ , para 6, < 0 < 0, e fo=3 —=  _ paraf, <0 <6, (9.69)
9@ - 93 ‘92 - 93
0 , para 6 > 0,. 1 , para 6 > 0,.

Nota-se que essa defini¢ao engloba também os intervalos de temperatura fora da fase

de transicao, tornando geral o modelo descrito nessa se¢ao. De fato, para wy =0 e wy = 1,
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verifica-se que o modelo da fase de transi¢ao recai no modelo da fase sélida, e para w, = 1

e ws = 0, ele recai no modelo da fase liquida.

Embora f, e f; sejam fung¢des continuas da temperatura, suas derivadas primeiras e
segundas nao sao continuas nos pontos onde ocorrem mudangas de fase, o que pode afetar
a suavidade da resposta em determinados casos. Levando isso em conta, o modelo pode

ser refinado incorporando algumas condi¢oes adicionais para w, e wy.

Para garantir a continuidade das derivadas primeiras, sao impostas as condi¢oes

w(0s) = wil0e) = wi(6s)

' = wy(fy) = 0; e para garantir também a continuidade das

derivadas segundas, sdo impostas as condigoes w”(0;) = w?(6,) = wj(0s) = wy(8;) = 0. No
primeiro caso, utilizam-se fungdes polinomiais de terceira ordem, enquanto no segundo sao
utilizadas fungoes de quinta ordem. Em ambos os casos, as fungoes podem ser escritas
em termos de f; e fy, através das expressoes dispostas na Tabela 15. Na Figura 140,

apresentam-se os graficos de wy e wy para cada um dos modelos considerados.

Tabela 15 — Modelos adotados para os multiplicadores sélido e liquido

Modelo  wq wy

Linear fs fe

Cibico  3f2 —2f3 3fF—2f}
Quintico 6f2 — 15f2 +10f3 6f) — 15f} +10f}

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 140 — Graficos dos modelos adotados para os multiplicadores sélido e liquido

(a) Modelo linear

(b) Modelo ctibico

(c) Modelo qufnti‘co

é) 1 § 1 § 1

s o) s

o] < e

I ] I

é 075 [ ! ,L'") 055 [ ! é 075 [

B R i

= ES =

= = E

= 0 we Ws = 0 we Ws = 0 we Ws

| | | | | |

95 0@ 93 0@ 95 0@
Temperatura Temperatura Temperatura

Fonte: Elaborado pelo autor

Neste trabalho, sao consideradas apenas combinagoes de multiplicadores que sao
complementares entre si, ou seja, ws + wy = 1. No entanto, outros tipos de combinagoes
para a fase de transicao também podem ser aplicados sem comprometer a consisténcia do
modelo, desde que a continuidade com as fases sélida e liquida seja mantida. As expressoes
de w, e w, devem ser avaliadas caso a caso, variando de acordo com o comportamento

constitutivo do material analisado na fase de transigao.
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9.2.5.2 Implementacio numérica

Na fase de transicdo, o comportamento constitutivo é analogo ao de um modelo sélido
com viscosidade, e a evolugao das deformagoes liquidas é definida puramente pela Eq. (9.60).
Para a integracao temporal dessa lei de evolugao, utiliza-se o método implicito de Euler,
que resulta em .

R, =, —Fm A0 9%, g (9.70)

2uwsdy; T OE,
onde F3™ é o valor de F, no passo anterior, e At é a variacao de tempo entre os passos.
Nota-se que C, e 99*°/0E, também dependem de F,. Logo, a Eq. (9.70) é um sistema

nao-linear, sendo resolvido, neste trabalho, pelo método de Newton-Raphson.

As leis de evolucao das variaveis internas do sélido também sao integradas pela
mesma estratégia. Para o modelo viscoelastico-viscoplastico, os residuos seguem expressoes

andlogas as apresentadas na secao 5.4, adicionando-se apenas o multiplicador sélido. Ou

seja:
At w,
R, =F, - Ft — 2 %\ op — o (9.71)
oy
R, =F, - F2" - Ayw,N,F, =0, (9.72)
ant b D
R, =F), —F}!' = Ayw,-M'F,, =0, (9.73)
ant | Atws
R;, =F;, —F2 — e MJF;, =0, e (9.74)
p
ant 2
R, = k — k™ — Ay w; §:0. (9.75)

A condigao de consisténcia segue ainda as expressoes dadas pelas equagoes (5.27) ou (5.28),
a depender do tipo de plasticidade (independente de taxa ou viscosa).

Uma vez conhecidas as deformagoes liquida e solida, calcula-se a tensao pelas equagoes
(9.59) ou (9.62). Em teoria, ambas sdo equivalentes para temperaturas entre 65 e 6;, sendo
a Eq. (9.59) indeterminada para 6 > 6, (pois ws = 0), e a Eq. (9.62) indeterminada para
0 < 6, (pois w, = 0). No entanto, do ponto de vista computacional, alguns cuidados devem
ser tomados também nas proximidades dessas indeterminagdes. A Eq. (9.59) tende a
causar instabilidades numéricas quando w, é muito pequeno (ou seja, temperaturas muito
proximas de 6;), enquanto a Eq. (9.62) tende a causar instabilidades quando w, é muito
pequeno (ou seja, temperaturas muito préximas de 6y).

Para contornar esse problema, sdo estabelecidos subintervalos especificos de utilizagao
para cada equagao. Opta-se por dividir o intervalo de temperaturas exatamente na metade,
através da seguinte estratégia: para f, < 0,5 (ou fs > 0,5), utiliza-se a Eq. (9.59); para
fe>0,5 (ou fs <0,5), é utilizada a Eq. (9.62). Essa estratégia evita divisdo por nimeros
muito pequenos, minimizando as chances de instabilidades numéricas.

Para o calculo do operador tangente consistente, deve-se adotar uma estratégia que

leve em conta a lei de evolucao liquida, seguindo procedimentos analogos aos descritos na
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secao 5.5. Expressando S apenas em funcao de E e F, é possivel escrever a variacao:

0S oS

AS~ — : AE+ — : AF,. .
R + oF, ¢ (9.76)
Como o residuo Ry é nulo para todo passo de tempo, a seguinte aproximacao é valida:
aRg 8Rg aRﬁ - aRﬁ
AR/~ — :AE+ — :AF,=0 = AF,~—|(— : : AE. 9.77
‘FE ST TR, oY ‘ (aFg OE (9.77)
Aplicando a Eq. (9.77) na Eq. (9.76), resulta
S 9S [OR,\" IR,
AS~r | — — — 1 | =— c——|  AE. 9.78
OE OF, <8Fg> OE ( )

Logo, por associagdo com a Eq. (5.29), o operador tangente consistente do modelo pode

ser definido como
oS oS ORy ~ORy

-1

C=—— | 55 R 9.79

OE OF, <8Fg> OE’ (9.79)

onde as derivadas 0S/0E e 0S/JF, devem ser calculadas a partir da expressao efetivamente
utilizada para calcular S.

Caso S seja calculado pela Eq. (9.59), segue-se que:

0S . OE,

5E P AL ED Ve i e (c?;o R ) F,”, ¢ (9.80)
oS . OE OF 1 Oypise o oF ;T

5\ -1 F—l iso . S F—T L s F—T F—l s 4 81
aF, lf (QS 8F4> ot oE, e Y YO g, ar, | O8Y

onde €, ¢ ¢ JE,/OE,, sdo dados nas Eqs. (9.41) e (9.42), ¢ OE,/0F, = 19C,/0F,
pode ser calculado a partir da relagdo cinematica (9.18).

Por outro lado, caso S seja calculado pela Eq. (9.62), segue-se que:

oS oC !

a—E:A;1€V°1+4MA;1JM;1 SToh E,.C;!, e (9.82)
oS ~ OB, . 0C 90,

2 =g Jw [ C O O B 9.83
OF, ‘””f“)f<maFe’f+mfacZ 9F, )’ (9.83)

onde, para fins de simplificagdo, a derivada de J, é desprezada, o que nao afeta signifi-
cativamente o modelo incompressivel, uma vez que J; tende a ser unitario nesse caso. A
derivada JE,/0F, pode ser aproximada, sem causar perda significativa de convergéncia,

Ccomo

51 o _ 1 0E, 1 0C,

b PO - 9.84
OF, AtOF, 2AtOF,’ ( )
e, como C, = F;;FFL;, calcula-se 0C,/JF, em notagao indicial como
A(Cp)ij
3(Fe)k]z = 0u(Ey)k; + (Fo)kidji- (9.85)

No Quadro 3, apresenta-se um resumo esquematico do modelo para a fase de transicao,

sintetizando os passos discutidos ao longo desta secao.
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Quadro 3 — Resumo esquemético do modelo constitutivo mecanico para a fase de transigdo (6, < 0 < 6y)

1. Dados: 0, F, Fg"t a0t

2. A partir de 6, calcula-se \g utilizando o modelo de expansao térmica. Disto, segue:

F,=X'F —» C,=FF, — E,=3(C,-1I).
3. Resolve-se a lei de evolucao liquida (9.70) pelo método de Newton-Raphson:

a) Como tentativa inicial, assume-se F, = Fy™.
b) Calcula-se F, =F,F;' — C,=FIF, — E,=1(C,-1I).

¢) Atualizam-se as varidveis internas do sélido (x), caso existam, por meio das
suas respectivas leis de evolucao.

d) A partir de C; e/ou Eq, calcula-se 0v*°/OE, utilizando o modelo de solido.

e) Calculam-se Ry e OR,;/0F,. A correcao das deformagoes liquidas (AF,) é obtida
solucionando-se o sistema linear (OR,/0F,) : AF, = —R,.

f) Se ||AF,|| for menor que uma tolerancia pré-estabelecida, a solucao do sistema

é concluida. Caso contrario, AF, é adicionada a F, e retorna-se ao passo b).

4. A partir de C,, e/ou E,,, calcula-se 9¢"°' /0E,), utilizando o modelo volumétrico. Caso
o modelo seja incompressivel, deve-se aplicar ainda a condi¢ao de incompressibilidade.

5. Se fr < 0,5, utiliza-se a Eq. (9.59) para o calculo de S, e as Egs. (9.80) e (9.81) para
o célculo das derivadas 0S/0E e 0S/0F,.
Se f, > 0,5, utiliza-se a Eq. (9.62) para o calculo de S, e as Egs. (9.82) e (9.83) para
o célculo das derivadas 0S/0E e 0S/0F,.

6. Calcula-se € pela Eq. (9.79), utilizando as derivadas obtidas no passo anterior.

9.2.6 Equacao da conducao de calor

Conforme visto nas subsecoes 9.2.3 a 9.2.5, pode-se expressar a primeira lei da termo-

dindmica, de forma geral, como:

onde a taxa de dissipagdo mecanica ¢é definida como

-\ <8§; : X) , para 6 < 6y,
- 0 iso
Do =\ 20037 Jel|De | — ooy ( ;;’X : x) cparaf, <0<,  (987)
2uXg Jo|| Dyl , para 6 > 0.

A taxa de entropia pode ser desenvolvida de forma andloga a apresentada na secao 6.4.

Dessa forma, a Eq. (9.86) resulta novamente na forma da Eq. (6.47), diferenciando-se
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apenas pela adi¢ao do calor especifico volumétrico latente. Ou seja, a equacdo da condugao

de calor é expressa, neste contexto, como:
(cf, + cﬁ) 0+Vo-qo=r+ Biglm — Om, (9.88)

onde, novamente, o coeficiente S, ¢ introduzido para levar em conta o efeito do trabalho
frio. O calor especifico volumétrico efetivo (¢}) e o termo de acoplamento termomecanico
(gm) sdo calculados por expressoes similares as apresentadas na se¢ao 6.4.

Em geral, fendomenos envolvendo mudanca de fase envolvem trocas de calor com
grandes variagoes de temperatura, enquanto os fendomenos mecanicos dissipativos provocam
variagoes de temperatura relativamente pequenas. Dessa forma, nesta se¢do, despreza-se o
efeito da dissipagdo mecénica e dos termo de acoplamento termomecénico na Eq. (9.88).
Além disso, para simplificar os exemplos propostos e dar maior foco ao comportamento
constitutivo, desconsidera-se a parcela mecanica do calor especifico volumétrico, de modo
que ¢ = ¢,, onde ¢, ¢ um parametro fixo do material.

Com essas consideragoes, a equacao da conducao de calor resulta na forma puramente
térmica apresentada na Eq. (9.11), devendo ser utilizadas as mesmas estratégias de
implementacao numérica discutidas na subsecao 9.1.2. Vale ressaltar que isso nao elimina
a influéncia do problema mecanico sobre o térmico, especialmente em casos com grandes
deformagdes, uma vez que alteragoes significativas na configuracdo do dominio impactam
a distribuicao de temperatura. Para o acoplamento termomecanico, segue sendo utilizado

o método bloco-iterativo descrito na subsecao 4.6.1.

9.2.7 Exemplos numéricos

Nesta secao, sao propostos exemplos numéricos representativos para caracterizar o
comportamento constitutivo do modelo proposto, bem como verificar a sua consisténcia. Os
exemplos iniciais (subsegoes 9.2.7.1 e 9.2.7.2) abordam problemas locais, ou pontuais, onde
o foco é calcular a tensao a partir da deformacao, da temperatura e de suas respectivas
taxas, sem considerar o dominio ao redor. Ja nos demais exemplos, o modelo constitutivo
é incorporado ao Método dos Elementos Finitos, permitindo a analise de problemas mais

complexos com dominios bidimensionais ou tridimensionais.
9.2.7.1 Problema local de deformaciao monotonica com solidificacio

Neste exemplo, busca-se analisar o comportamento constitutivo de um ponto compri-
mido uniaxialmente ao mesmo tempo que sofre mudanga da fase liquida para a solida.
Considera-se que a componente uniaxial da deformagao linear de engenharia (e1; = Fy3 —1)
varia linearmente entre 0 e —0,4 com uma taxa constante de €17 = —0,4/tyax, onde tpayx
¢ o tempo maximo da analise. Simultaneamente, aplica-se uma temperatura prescrita
variando linearmente entre 50°C e 0°C. Trés diferentes valores de ¢, s&0 considerados:
25, 5 e 1 s, resultando em taxas distintas de deformagao e de temperatura. Em todos os

casos, aplica-se uma discretizagao temporal com 400 passos de tempo.
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Para a fase liquida, é adotado o modelo de fluido Newtoniano incompressivel, e
para a fase sélida, um material hiperelastico neo-Hookeano, também mecanicamente
incompressivel. Os demais parametros para esse problema sao dispostos na Tabela 16.
Observa-se que, por ser um material incompressivel, o parametro A do modelo neo-
Hookeano nao se aplica. Além disso, desconsidera-se a expansao/contracao térmica neste

caso.

Tabela 16 — Parametros do material utilizado nas analises de problemas locais com mudanca de fase

w (MPa-s) G (MPa) 65 (°C) 6, (°C)
0,1 1 15 30
Fonte: Elaborado pelo autor

Os resultados para os trés casos de t,,.x s20 apresentados nas Figuras 141 a 143. Em cada
caso, sao apresentados os graficos de tensdo de Cauchy uniaxial (oq1), e as componentes
solida e liquida de Fi;, com as fases do material indicadas nos seus respectivos intervalos
de tempo.

O principal ponto a ser analisado neste problema ¢é a continuidade da resposta obtida.
Uma vez que cada fase é governada por um modelo constitutivo diferente, cabe verificar
se a transicao entre as fases ocorre de forma suave. Para isso, sdo testados os trés modelos
de multiplicadores dispostos na Tabela 15 para a fase de transicao.

No caso com ty.x = 25 s (Figura 141), a taxa de deformagao é muito pequena,
resultando em tensoes significativamente menores na fase liquida em compara¢do com a
fase solida. Nesse caso, nao ha descontinuidades perceptiveis nos graficos, e a transi¢ao
ocorre de forma suave para todos os modelos de multiplicadores, embora as respostas

variem entre esses modelos a partir da fase de transi¢ao, como esperado.

Figura 141 — (a) Tensdo de Cauchy uniaxial e (b) componentes sélida e liquida de Fy; ao longo do

tempo, para os casos com é1; = —0,016 s™! e 0 = —2°C/s
—— Multiplicadores lineares === Multiplicadores cibicos = === Multiplicadores quinticos
;f\ Fase liql‘lida | FaS(‘e de trans‘igéo | Fas‘e sélida Fase h’qﬂlida | Fas!e de trans‘igéo | Fas‘e sélida
= ' ' o=t ' ' i
- I = I
¥ —-0,2 |- 1 o 1
1 1

% ' E 0,9
= 1 = [
8 70’4 [ : % :
< | = 08| |
Q ! Q 1
@ —0,6 |- I O 1
=} 1 1
& (@) | . | 0,7 —(b) | . | | : | .

0 5 10 0 5 10 15 20 25

Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor

No caso com tyax = 5 s (Figura 142), surge uma pequena descontinuidade nas tensoes

entre a fase liquida e a de transi¢cao para o modelo com multiplicadores lineares, apesar
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de essa descontinuidade apenas ser perceptivel no grafico ampliado. Ja nos casos com
multiplicadores ctibicos e quinticos, a transicao das tensoes se mostra suave mesmo no

grafico ampliado.

Figura 142 — (a) Tensdo de Cauchy uniaxial e (b) componentes sélida e liquida de Fy; ao longo do

tempo, para os casos com £1; = —0,08 s~ ! e 6= —10°C/s
—— Multiplicadores lineares == Multiplicadores ciibicos =~ === Multiplicadores quinticos
—_ T T \ T T T \ T
fo 0 Fase liquida | Fase de transigao | Fase sélida | Fase liquida | Fase de transigao | Fase sélida
= o : - ! . : i
- [ 1 LL 1 1
£ 02 i g : \
z | Z 09| | | .
g 1 = 1 o
= —04} ! Q 1 1 Oy
O 1 g 1 1 o
3 : = el | | N
— |- 1 o ? 1 1
? % 0 ’ 6 1 @) 1 Ly e .'.'.T.'.T.'.'..'.%
a 1 1
)
& (2) | . (b) | . | | . |
0 1 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelo autor

Por fim, no caso com t,, = 1 s (Figura 143), a descontinuidade das tensées para o
modelo com multiplicadores lineares se torna mais expressiva, mostrando irregularidades
no inicio da fase de transicao. Além disso, observa-se uma quebra de suavidade das tensoes,
ou seja, uma mudanca abrupta na inclinagdo da curva, entre as fases de transicao e sélida.
Para o modelo com multiplicadores ctibicos, a resposta é continua, mas também é possivel
perceber uma quebra de suavidade entre as fases liquida e de transicao. J4 o modelo

quintico permanece continuo e suave ao longo de todas as transicoes.

Figura 143 — (a) Tensdo de Cauchy uniaxial e (b) componentes sélida e liquida de Fy; ao longo do

tempo, para os casos com €17 = —0,4 s ! e 6= —50°C/s
—— Multiplicadores lineares === Multiplicadores ciibicos === Multiplicadores quinticos
—~ 0 T T T \ T T T T T I T T
Q‘f Fase liquida 1 Fase de transi¢ao 1 Fase sélida Fase liquida 1 Fase de transi¢ao 1 Fase sélida
1 n 1 -

\E_/ e 1 b 1 i 1
-~ =02} ' : & !
S : ! 3 '
..? 1 8 0,9 -
g —0,4 ' =
5 1 g 1
2 ; 2 :
3 06l 1 g 081 1
Q ) ! Q 1 1
: S : :
<
= (2) | . | | (b) | . | | . |
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Fonte: Elaborado pelo autor

Os graficos das componentes sélida e liquida de F}; mostram evolugoes consistentes

com suas respectivas fases, e mantém-se continuos em todos os casos, independentemente
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do modelo adotado para os multiplicadores. A tnica quebra de suavidade perceptivel
ocorre no grafico de (Fy)11 para tya = 1, entre as fases liquida e de transicao, coincidindo
com o ponto de descontinuidade no grafico de tensao.

Vale observar que quebras de continuidade ou de suavidade nao necessariamente indicam
uma falha no modelo, mas sim uma caracteristica intrinseca do mesmo. Ao aplicd-lo em
um contexto pratico, é importante verificar o comportamento do material analisado e
utilizar o modelo que melhor se adeque a ele, seja continuo ou nao. Neste trabalho, sao
caracterizadas apenas algumas op¢oes de multiplicadores, mas as possibilidades de ajustes

sao infinitas.
9.2.7.2 Problema local de deformacao monotonica com fusao

Este exemplo é similar ao anterior, porém, com mudanga da fase solida para a liquida.
Mantém-se as deformagoes prescritas, os pardmetros do material (Tabela 16), os tempos
maximos de analise, e a discretizacao temporal, porém, neste caso, as temperaturas variam
linearmente de 0°C para 50 °C ao longo do tempo.

Os resultados para os trés valores de t,,., sdo apresentados nas Figuras 144 a 146. Dado
que as tensoes na fase sélida sdo maiores em comparacao com a fase liquida, e aumentam
progressivamente com as deformacoes, a alteracao no perfil de transicdo em relagao ao
exemplo anterior é esperada. Embora a tendéncia seja a diminui¢ao da tensao ao longo da
fase de transicao, ela atinge o seu valor de pico nessa fase. Esses picos se mostram mais

acentuados nos modelos cubicos e quinticos.

Figura 144 — (a) Tensdo de Cauchy uniaxial e (b) componentes sélida e liquida de Fy; ao longo do

tempo, para os casos com £1; = —0,016 s™1 e § =2 °C/s
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Fonte: Elaborado pelo autor

Nos graficos de (F)11 e (Fy)11, observa-se novamente um comportamento consistente,
com a componente solida diminuindo gradativamente até zero a medida que a mudanca
de fase avanca, enquanto a componente liquida tende a deformacao total.

As descontinuidades e quebras de suavidade sdo andlogas as observadas no exemplo
anterior, ocorrendo nas mesmas transigoes de fases para os mesmos casos, com diferenca

apenas quando tpn., = 25 s (Figura 144), onde a mudanga de inclinacdo da curva de
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Figura 145 — (a) Tensdo de Cauchy uniaxial e (b) componentes sélida e liquida de Fy; ao longo do

tempo, para os casos com £j; = —0,08 s™' e § = 10°C/s
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 146 — (a) Tensdo de Cauchy uniaxial e (b) componentes sélida e liquida de F; ao longo do

tempo, para os casos com £17 = —0,4 s7 e § = 50°C/s
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Fonte: Elaborado pelo autor

tensao entre as fases solida e de transicao é evidente no grafico ampliado do modelo com
multiplicadores lineares. Por outro lado, a descontinuidade entre as fases de transicao
e liquida nesse mesmo grafico permanece praticamente imperceptivel, mesmo na versao

ampliada, ao contrario dos casos com t.x =5 S € tpax = 1 8.
9.2.7.3 Compressao diametral de cilindro solidificado

Este exemplo possui como principal objetivo verificar a consisténcia cinematica do
modelo em uma analise bidimensional. Inicialmente, simula-se um liquido com formato
retangular que, sob a agdo de uma tensao superficial, torna-se eventualmente um cir-
culo/cilindro. Ap6s assumir esse formato, o material é solidificado e submetido & compres-
sao diametral por meio do contato com duas paredes rigidas paralelas que se aproximam
em dire¢ao ao centro do cilindro. Em uma outra analise, simula-se um sélido, ja no formato

cilindrico e com raio equivalente, submetido ao mesmo efeito. Durante a fase sélida, os
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dois casos tratam-se essencialmente do mesmo problema, mas partem de histéricos de
fases e configuragoes iniciais diferentes — retangular liquida no primeiro, e circular sélida
no segundo. Para que o modelo numérico aplicado ao problema de fluido e & mudancga de
fase sejam consistentes, é necessario que as duas respostas coincidam apesar das diferentes
referéncias Lagrangianas.

Os dados do exemplo para as duas analises sao dispostos na Figura 147, incluindo
as malhas utilizadas. Aproveitando-se da simetria, apenas um quadrante da geometria é
discretizado, com as devidas condigoes de contorno aplicadas nas interfaces dos eixos de
simetria. De forma a simplificar o exemplo e manté-lo direcionado aos objetivos propostos,
desconsideram-se o peso proprio e demais forgas externas além da tensao superficial, bem
como o efeito da contragdo térmica. A andlise é dinamica, sendo utilizado o integrador de
Newmark-5 com pardmetros § =1 e v = 1,5. Além disso, aplica-se a estabilizacao PSPG

COM (rpgpg = 1.

Figura 147 — Compressao diametral de cilindro solidificado: dados do exemplo

Caso com solidificacao: Caso puramente solido: Dados: -
130 elems. T10 124 elems. T10 o Al = 0.005 g 1.5
641 nos Au 608 nos Au 1(’) P MSP ~
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o -] A -] s \ < 0 ‘
A s Y *py=1kg/m 0 % 1o
| ) [ O, * 0, =326,9999 °C Tempo (s)
. ol & * 0, =327,0001 °C
ol P Opresc 3l b eu=103MPa's O 650
< | H /1 sl S|P <
S 7 S| g ca=0 2
§ 0.05 m N * Modelo solido <325
‘ i o0 000 0000 OO Q.00 0000000 Varlével O 2 ]0
<~ 0.05641m <~ 005641 m Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor

Para o caso com solidificacao, impoe-se uma temperatura uniforme sobre o dominio,
dispensando a necessidade de resolver a equacao da conducao de calor. Essa temperatura é
reduzida de 650 °C para 325 °C ao longo de 2 segundos, o que corresponde aproximadamente
ao instante da mudanca de fase, ja que a temperatura de solidificagao é cerca de 327°C.
Esse intervalo é suficiente para que o liquido se estabilize na configuracao cilindrica. Como
o intervalo entre 0, e 6, é muito pequeno, o modelo constitutivo da fase de transicao ¢é
irrelevante para esse problema. Apos os 2 segundos iniciais, aplica-se o movimento a parede
rigida, que entra em contato com o sélido, provocando a compressao diametral. Conforme
ilustrado na Figura 147, a parede desloca-se 1,5 cm ao longo de 8 s, correspondendo a uma
velocidade de médulo 1,875 - 1073 m/s.

No caso puramente solido, desconsidera-se a variacao térmica, e mantém-se uma
configuracao praticamente estatica nos 2 segundos iniciais antes do inicio da prensagem.

Para garantir a objetividade da comparagao, a tensao superficial é aplicada neste caso
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também. Como seu efeito no sélido é muito pequeno, a mudanga de forma que ocorre
antes do contato é desprezivel.

Para demonstrar a consisténcia da formulacao em diferentes cenérios, sao considera-
dos dois materiais para a fase sélida. No primeiro, utiliza-se um modelo hiperelastico
incompressivel com G = 160 MPa. No segundo cenario, é aplicado o material PTFE,
utilizando o modelo viscoelastico-viscoplastico com parametros calibrados na Tabela 1. O
modelo do PTFE neste caso é adaptado para o caso incompressivel, o que significa que a
contribui¢ao volumétrica associada ao parametro A é ignorada e substituida pela condicao
de incompressibilidade. Em todos os cenarios considerados, aplica-se o estado plano de
deformacao (EPD).

Na Figura 148(a), os graficos mostram a evolugao da coordenada xs (eixo vertical)
no ponto A, situado na extremidade superior da configuracao circular. A origem do eixo
x9 é tomada no centro do circulo. Na Figura 148(b), os graficos mostram a evolugao da
forca de reacado horizontal, calculada como a resultante das forcas de reacao em todos os
noés restritos horizontalmente. A comparagdo das curvas nesses graficos revela uma étima
correspondéncia entre os casos com solidificagdo e o puramente solido, para ambos os
materiais considerados. Naturalmente, essa correspondéncia é avaliada apenas apés os 2

segundos iniciais da analise, onde os problemas analisados passam a coincidir.

Figura 148 — Compressao diametral de cilindro solidificado: (a) Coordenada z2 no ponto A e (b) forca
de reacao horizontal ao longo do tempo
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Fonte: Elaborado pelo autor

As configuragoes deformadas dos problemas, com componente o1; da tensdao de Cauchy
em mapa de cores, estao apresentadas nas Figuras 149 e 150 para o material hiperelastico e
o PTFE, respectivamente. Em ambas as figuras, sao mostradas lado a lado as configuracgoes
do caso puramente sélido (a esquerda, espelhado) e do caso com solidificagdo (& direita),
permitindo uma comparacao visual dos resultados nos instantes selecionados. Mesmo com
as malhas distintas, é possivel observar uma excelente concordancia em todos os casos a

partir de 2 segundos.
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Figura 149 — Compressao diametral de cilindro solidificado: configuragdes deformadas para o material
hiperelastico, com 017 em mapa de cores

t=0,2 s t=2s t=6 s t=10 s
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solido solidificacdo solido solidificacdo solido solidificacdo
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——| N \ \ |

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 150 — Compressao diametral de cilindro solidificado: configuragoes deformadas para o PTFE,
com o1 em mapa de cores

t=0,2 s t=2s t=6 s t=10 s
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—— N [ I N—

Fonte: Elaborado pelo autor

9.2.74 Compressao diametral de esfera solidificada

Similarmente ao exemplo anterior (9.2.7.3), este caso busca verificar a consisténcia
cinemética do modelo, mas desta vez em uma anélise tridimensional. Simula-se um liquido
em formato ctibico que, sob a acao de uma tensao superficial, eventualmente se transforma
em uma esfera. Apos assumir essa forma, o material é solidificado e submetido a compressao
diametral por duas paredes rigidas paralelas que se movem em dire¢ao ao centro da esfera.
Novamente, a resposta ¢ comparada com um caso puramente solido, onde, desde o inicio
da andlise, o material ja possui formato esférico de raio equivalente e encontra-se na fase
solida.

Na Figura 151, sao apresentadas as geometrias, malhas, e condigoes de contorno para
cada caso. Devido a simetria do problema, apenas um octante é discretizado, sendo
aplicadas as devidas condigdes de contorno nos eixos de simetria. Os demais dados da
analise, incluindo os materiais utilizados e temperaturas prescritas, sao exatamente iguais
aos do exemplo anterior (subsegao 9.2.7.3). Porém, neste caso, analisa-se também um
cendrio com contracdo térmica, aplicando o modelo exponencial com a = 1,25 - 1074 °C~1,
Para permitir a comparagdo entre os casos com solidificacdo e o puramente sélido no

cenario com contracao térmica, a mesma variacao de temperatura é aplicada em ambos
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durante os 2 segundos iniciais da analise.

Figura 151 — Compressao diametral de esfera solidificada: dados geométricos e condi¢bes de contorno

Caso com solidificacdo: . Caso puramente so6lido: .
384 elems. TE20 . 387 elems. TE20 oA
2197 nés T3 A 2374 nés - =

0.05

Restricdes: z. Restricdes: z
x;=0: u;=0 T 3 x;=0: u;=0 - 3
X=0: u,=0 0.05 0.05 X=0: u,=0 1

=0 =0 0062 %=0: u;=0 0062 0062

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim como no exemplo anterior, utiliza-se como base de comparacao os graficos da
coordenada x5 no ponto A e forga de reagao horizontal (eixo 1) ao longo do tempo. Esses
graficos sdo mostrados nas Figuras 152 e 153 para os casos com o = 0 e v = 1,25-1074°C1,
respectivamente. O primeiro caso apresenta perfis similares aos do exemplo anterior. Ja
no segundo caso, nota-se uma reducao da coordenada s, devido ao efeito da contragao
térmica. Naturalmente, a contragao também ocorre no eixo xy, o que retarda o instante
no qual a parede entra em contato com o solido, consequentemente alterando a evolugao
das forgas de reagao.

Novamente, os graficos demonstram uma excelente correspondéncia entre os casos com
solidificacao e puramente sélido, a partir dos 2 segundos iniciais, independentemente do
material e do coeficiente o adotados. Isso sugere a consisténcia do modelo proposto de
mudanca de fase, mesmo em problemas tridimensionais sob diferentes condigoes.

Nas Figuras 154 a 157, sao apresentadas as configuragoes deformadas para todas as
variagOes consideradas de materiais e dos coeficientes . Para cada instante selecionado,
apresenta-se o caso puramente sélido a esquerda, e o caso com solidificacao a direita
(espelhado), permitindo uma comparagao visual direta. Nos mapas de cores, sao exibidos
os valores da pressao, em MPa. Novamente, para instantes a partir de 2 segundos, as
figuras mostram excelente concordancia entre os dois casos, apesar das diferentes malhas
adotadas.

A parede rigida foi omitida das figuras para nao obstruir a visualizagdo dos resultados,
mas o efeito da compressao diametral é evidente nos instantes de 6 e 10 segundos. O

impacto da contragao térmica nas configuracdes deformadas é sutil, mas a variagao no
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Figura 152 — Compressido diametral de esfera solidificada: (a) coordenada x2 no ponto A e (b) forca de
reacao horizontal ao longo do tempo para a =0
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 153 — Compressao diametral de esfera solidificada: (a) coordenada x2 no ponto A e (b) forca de
reacdo horizontal ao longo do tempo para o = 1,25 -1074°C~!
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Fonte: Elaborado pelo autor

volume pode ser percebida ao comparar as configuragoes do caso puramente solido nos
instantes de 0,2 e 2 segundos das Figuras 155 e 157.

Figura 154 — Configuragdes deformadas para material hipereldstico e a« = 0, com caso puramente solido
a esquerda e com solidificagdo & direita, e pressdo (MPa) em mapa de cores

t=0,2 s t=2s t=06 s t=10 s
/ 0.05
0.06
0.04
0.02
0.002 0 007 0. 003 6. 170 22.253 22.271 0
— — — _I ———— —

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 155 — Configuracdes deformadas para material hipereldstico e o = 1,25 - 1074°C~!, com caso
puramente s6lido & esquerda e com solidificagdo & direita, e pressao (MPa) em mapa de
cores

t=0,2 s t=10 s
0.05
0.06
0.04
0.02
0002 0007 Doos 1058 18.595 18611 °
— — — _I — —

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 156 — Configuragoes deformadas para PTFE e a = 0, com caso puramente solido a esquerda e
com solidificagao a direita, e pressao (MPa) em mapa de cores

t=0,2 s t=2s t=10 s
0.002 0 007 0. 003 2. 809 5.150 .
— — — _I — _I

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 157 — Configuracdes deformadas para PTFE e ae = 1,25 - 1074 °C~!, com caso puramente sélido
a esquerda e com solidificacao a direita, e pressio (MPa) em mapa de cores

1=0,2s t=2s t=6s t=10 s
0.05
0.06
0.04
0.02
0003 2204 4778
= = _I — _I

Fonte: Elaborado pelo autor

9.2.7.5 Derretimento de coluna: caso 2D

Nesta se¢ao, propoe-se uma generalizacao do problema apresentado na subsecao 8.3.2.2,
incorporando a mudanca de fase. Neste caso, o dominio é inicialmente sélido e, através de
um fluxo de calor aplicado na face inferior, sua temperatura aumenta progressivamente,
causando um derretimento gradual do material, que se propaga da base para o topo.

Os dados do exemplo estao dispostos na Figura 158, incluindo geometria, condi¢oes de
contorno, e parametros do material e da analise. As forcas aplicadas incluem apenas o peso
préprio e uma tensao superficial, sendo considerados constantes ao longo do tempo. Para a
fase solida, onde a rigidez é elevada, espera-se que essas forgas provoquem apenas pequenas

deformagoes. Assim, opta-se por utilizar a lei de Saint Venant-Kirchhoff nessa fase, com
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estado plano de deformagoes (EPD). Novamente, considera-se uma andalise dindmica, sendo
utilizado o integrador de Newmark-5 com pardmetros § = 1 e v = 1,5, e aplica-se a

estabilizacao PSPG com apgpe = 1.

Figura 158 — Derretimento de coluna 2D: dados do exemplo

0,35 m Dados: Malha 4x8: Malha 8x16: Malha 12x24:
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5 : g o, =10°Pa
«g=-100 W/m®
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«k=1W/(m°C)
8,=20°C s ¢, =25 J(m*°C)

« Ah, =70 J/m?

g

= y 01 Pa O «f,=40°C

S
*6,=60°C
o u=102Pas
« Sélido SVK:

LG =400 Pa
* o variavel
C D
q

Fonte: Elaborado pelo autor

Inicialmente, realiza-se uma andlise com o objetivo de verificar a sensibilidade dos resul-
tados a discretizacao espacial, considerando as trés malhas distintas da Figura 158. Nesta
analise, ndo ¢ aplicada expansao térmica, e utiliza-se apenas o modelo com multiplicadores
quinticos (Tabela 15) para a fase de transicao.

Na Figura 159(a), sdo apresentados os graficos de deslocamento horizontal no ponto D
(canto inferior direito) ao longo do tempo, que mostram resultados idénticos para as trés
malhas consideradas. Como esperado, os deslocamentos sao muito pequenos nos instantes
iniciais (fase sdlida), aumentando gradualmente a medida que o dominio passa pelas fases
de transicao e liquida.

Os demais gréficos apresentados na Figura 159 sdo referentes ao ponto C (canto inferior
esquerdo), registrando a evolugao temporal da pressao, da temperatura, e das componentes
liquida e sélida da componente horizontal de deformacao de Green-Lagrange — (E)q; e
(E¢)11, respectivamente. Nesses casos, percebe-se uma maior sensibilidade das respostas em
relagdo a malha, com exce¢ao do gréafico de temperatura, indicando uma maior estabilidade
do problema térmico em relagao ao problema mecanico, para as malhas consideradas.

A Figura 160 ilustra a evolucao do derretimento da coluna, mostrando as configuragoes
deformadas em determinados instantes da andlise para a malha mais refinada (12x24), com
fases indicadas em mapa de cores. Nos primeiros instantes, onde o material encontra-se
completamente na fase sélida, ou no inicio da fase de transi¢ao, a coluna permanece em
uma configuracio muito semelhante & inicial. A medida que o calor continua a ser aplicado
pela base, o material comeca a transitar para a fase liquida, causando um aumento gradual

nas deformacoes. Esse processo progride de baixo para cima, levando a formacao de uma
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Figura 159 — Derretimento de coluna 2D: graficos considerando diferentes malhas, com a = 0 e multipli-
cadores quinticos
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regiao liquida em expansao e ao deslocamento gradual do material s6lido remanescente.
Nota-se que as regides da fase de transicdo mais proximas da fase liquida, onde a fracao
liquida é maior, exibem deformacoes mais expressivas, enquanto as regides mais proximas
da fase solida exibem deformagoes menores. Esse comportamento reflete a continuidade e

suavidade do modelo constitutivo proposto para a fase de transicao.

A Figura 161 ilustra os campos de pressao para os mesmos instantes selecionados
anteriormente, permitindo observar como a pressao se comporta para cada perfil de
distribuicao de fases. Em quase todos os instantes, observa-se uma concentracao de
pressao no ponto B (canto superior direito), devido a tensao superficial atuante. Fora esse
efeito, os maiores valores positivos de pressao sao geralmente localizados na base, mais
especificamente no ponto C. A medida que o tempo avanca, e o material comega a aquecer,
surgem valores negativos de pressao aproximadamente na interface entre a regiao solida
e de transicao, onde o material estd sendo tensionado devido ao alongamento causado
pelo derretimento das regides inferiores. Quando o dominio se torna totalmente liquido, a
distribuicao tende a assumir um perfil similar ao do exemplo de barragem apresentado na
subsecao 8.3.2.2, com pressao proxima a zero nas superficies livres e maior quanto mais
proximo do ponto C. A concentracao de pressao no ponto B se dispersa a medida que o

mesmo avanga para a fase liquida, havendo uma tendéncia gradual de suavizagdo do canto
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Figura 160 — Derretimento de coluna 2D: configuracoes deformadas com fases em mapa de cores,
considerando malha 12x24, o = 0, e multiplicadores quinticos

Fase solida Fase de transicdo Fase liquida

t=0.06 s t=0.24 s t=0.48 s t=0.72 s t=0.96 s

-

t=12s t=18 s t=24s

Fonte: Elaborado pelo autor

devido a tensao superficial.

Figura 161 — Derretimento de coluna 2D: configuracoes deformadas com pressoes (Pa) em mapa de
cores, considerando malha 12x24, o = 0, e multiplicadores quinticos

Fonte: Elaborado pelo autor

Em uma segunda andlise, fixa-se a malha 12x24, e aplicam-se os trés modelos de multi-
plicadores da Tabela 15, ainda utilizando o = 0. Os graficos dessa analise sdo apresentados

na Figura 162. Novamente, observa-se uma baixa variagdo na historia de deslocamento e
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de temperatura em relagao ao modelo empregado, com diferengas mais perceptiveis nos
graficos de pressao, (Es)11 e (Ey)11. As diferengas de pressao sdo mais significativas nos
instantes em que o ponto C encontra-se na fase de transicao (aproximadamente de 0,1 a
0,5 segundos). A transicao desse grafico para a fase liquida demonstra ser suave para os
modelos com multiplicadores ctibicos e quinticos. Ja para o modelo com multiplicadores
lineares, nota-se uma variacao na inclinagao da curva aproximadamente em 0,5 segundos.

O mesmo comportamento pode ser observado no grafico de (Ej)i;.

Figura 162 — Derretimento de coluna 2D: graficos considerando diferentes modelos de multiplicadores,
com o = 0 e malha 12x24
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Fonte: Elaborado pelo autor

Por fim, é incorporada a expansdo térmica exponencial com o = 107 °C~!. Novamente,
sao analisados os trés diferentes modelos de multiplicadores, fixando-se a malha 12x24. Os
graficos dessa analise sdo apresentados na Figura 163, e as configuragdes deformadas com o
campo de pressao podem ser vistas na Figura 164. Como pode ser observado, a consideracao
da expansao térmica altera significantemente o perfil de pressao, especialmente durante a
fase sélida. Além disso, os valores iniciais de (E);; na Figura 163(e) ndo apenas possuem
magnitudes de valores diferentes em relagao ao caso anterior, mas também sinais invertidos.

Essa alteracao é muito influenciada pelo estado plano de deformacao, que impoe
restrigoes no eixo transversal, limitando a dilatagdo nessa diregdo. Como resultado, surgem
deformagoes mecéanicas de compressao para compensar a expansao térmica nesse eixo, o que

leva a0 aumento da magnitude na tensao e na pressao. Esse aumento é mais significativo
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Figura 163 — Derretimento de coluna 2D: graficos considerando diferentes modelos de multiplicadores,
com a = 107*°C~! ¢ malha 12x24

—— Multiplicadores lineares  ===- Multiplicadores cibicos — =====: Multiplicadores quinticos
T T T T = T

g/ = 2 B 8
A & O

o

g © 2 200

<) o g

: :

g 2 1 18

; o
8 2 £ 100
.g z% =

) 3 g 89
: Lol ¥
&”3 (a) a =125 10=4°C! ‘ (b) a=1,25- 10~4°C—! ‘ é 0f(c) a=125" 10~4°C—! -

0 1 2 0 1 2 0 1 2
Tempo (s) Tempo (s) Tempo (s)
| 2.10~4| ! |

O O
3 2

3 3 0

o Q

g g
= < _2.10- s
g g

(d) @ =125 104 fc—l ‘ ‘ () =125 104 jc—l ‘ ‘
0 0,5 1 1,5 2 0 0,5 1 1,5 2
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 164 — Derretimento de coluna 2D: configuragoes deformadas com pressoes (Pa) em mapa de
cores, considerando malha 12x24, a = 107%°C~!, e multiplicadores quinticos

CLr Lttt

Fonte: Elaborado pelo autor

na fase solida pois, nesse caso, as deformagoes mecanicas estao diretamente associadas as

tensoes. Ja na fase liquida, as tensoes se associam as taxas de deformacao mecanica, que
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sao pequenas no eixo transversal. De fato, o campo de pressdo para os instantes finais,
quando o dominio é totalmente liquido, é similar ao caso sem expansao térmica, como

pode ser visto comparando as Figuras 161 e 164.
9.2.7.6 Derretimento de coluna: caso 3D

Estendendo o exemplo anterior ao caso tridimensional, simula-se o derretimento de uma
coluna com as condi¢oes dispostas na Figura 165. Todos os dados, exceto os geométricos,
permanecem iguais aos do exemplo anterior (subsecao 9.2.7.5), incluindo as forgas e o
calor aplicados, as propriedades do material e as condigdes gerais da analise. Entretanto,

apenas o caso sem expansao térmica (o = 0) é considerado.

Figura 165 — Derretimento de coluna 3D: dados do exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor

Os gréficos resultantes deste problema sao apresentados na Figura 166. Apesar dos
valores serem diferentes, esses graficos mostram perfis similares aos do exemplo anterior,
com excegao do grafico de (Fy)i1, que exibe oscilagoes mais acentuadas. Novamente, sao
perceptiveis as diferencas de suavidade das curvas entre o modelo com multiplicadores
lineares e os demais modelos.

A progressao tridimensional do derretimento, ilustrada na Figura 167, exibe compor-
tamentos semelhantes aos observados no caso 2D, com a expansao progressiva da regiao
liquida da base para o topo. Novamente, a evolucao das deformagoes na fase de transicao
varia gradualmente de acordo com a proximidade as regioes soélida e liquida. Nessa figura,
também pode-se observar o fendmeno de suavizacao da aresta vertical, que ocorre por
conta da tensao superficial. Essa suavizacao ¢ mais acentuada na fase liquida, causando
um efeito de arredondamento na base da coluna derretida. Por outro lado, nas regioes
solidas, a aresta mantém-se intacta, devido a rigidez do material. Ja na fase de transicao,

o arredondamento evolui gradualmente conforme a proximidade com a regiao liquida.
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Figura 166 — Derretimento de coluna 3D: gréaficos considerando diferentes modelos de multiplicadores
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 167 — Derretimento de coluna 3D: configuragdes deformadas com multiplicadores quinticos, e
fases em mapa de cores

Fase sdlida Fase de transi¢céo Fase liquida

t=0.072s t=0.18s t=0.36s

Fonte: Elaborado pelo autor
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Na Figura 168, sao apresentados os campos de pressao em mapas de cores sobre a
configuracao deformada em uma vista que permite visualizar o ponto C. O perfil de pressao
demonstra ser uma extensao natural do exemplo anterior para o caso tridimensional, com
picos de valores positivos na base e nas arestas, devido a tensao superficial, e valores

negativos ao redor da interface entre a fase sélida e a fase de transicao.

Figura 168 — Derretimento de coluna 3D: configuragoes deformadas com multiplicadores quinticos, e
pressdo (Pa) em mapa de cores
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Fonte: Elaborado pelo autor

9.2.7.7 Moldagem de material elasto-plastico solidificado

Nesta secao, analisa-se um problema complexo de moldagem que ocorre em varias etapas.
Considera-se um material liquido em formato circular/cilindrico, inicialmente aquecido a
600°C, injetado sobre um molde retangular através do seu peso proprio. Simultaneamente,
o material é resfriado por convec¢ao no contorno externo, com temperatura ambiente de
25°C, resultando eventualmente em sua solidificacao. Em seguida, o material é prensado
por um anteparo rigido com formato semi-circular, concluindo o processo de moldagem.

Assim como nas subsecgoes 9.2.7.3 e 9.2.7.4, as respostas sdo comparadas com um caso
puramente solido, onde o material ja possui formato retangular equivalente e encontra-se na
fase sélida desde o inicio da analise. No entanto, é importante destacar que a equivaléncia
entre os dois problemas é menos precisa neste caso, pois, no problema original, o formato
anterior a prensagem nao é exatamente retangular, exibindo leves curvaturas na interface
superior.

Os dados do problema sao apresentados na Figura 169, sendo novamente aplicada uma

andlise dinamica com parametros § =1 e v = 1,5, e estabilizagao PSPG com ayepe = 1.
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Devido a simetria do problema, apenas metade do dominio é discretizada. Adota-se o
modelo com multiplicadores quinticos para a fase de transigdo, e desconsidera-se o efeito

da expansio/contracao térmica.

Figura 169 — Moldagem de material elasto-plastico solidificado: dados do exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 170, sao apresentadas as configuracoes deformadas da etapa liquida do
problema, onde o material é conformado no molde retangular. Embora a configuracao no
instante de 1 segundo seja bem proxima de um formato retangular, é perceptivel uma
curvatura no canto superior direito do dominio, proximo ao ponto de contato com a
parede. Os campos de pressao sao ilustrados em mapa de cores para todos os instantes,
mostrando-se coerentes com o problema apresentado. Em particular, a distribuicao de
pressao em t = 1 s é consistente com a pressao hidrostatica em um tanque contendo

liquido, variando linearmente ao longo da altura.

Figura 170 — Moldagem de material elasto-plastico solidificado: configuragoes deformadas para a etapa
liquida do problema, com pressdo (Pa) em mapas de cores
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Fonte: Elaborado pelo autor
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O processo de solidificacao ocorre aproximadamente entre 1 e 1,4 segundos da analise,
onde as temperaturas alcangam valores entre 360 °C e 340 °C. Esse processo é ilustrado
na Figura 171, com as fases indicadas ao longo do dominio. Nessa etapa, a configuracao
deformada encontra-se praticamente estabilizada, nao sendo observadas varia¢cdes mecanicas
significativas.

Figura 171 — Moldagem de material elasto-plastico solidificado: configuragdes deformadas para a etapa
de mudanca de fase do problema, com fases indicadas em mapas de cores
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Fonte: Elaborado pelo autor

O processo de moldagem apos a solidificagao ¢ ilustrado na Figura 172, com os campos
de pressao ilustrados por mapa de cores. No instante de 2,7 segundos, o anteparo rigido
atinge seu deslocamento maximo, o que também se reflete no aumento da pressao. Em
seguida, o anteparo é gradualmente removido, revelando a configuracao final do dominio.
Por ser um material elasto-plastico, observa-se uma boa conformacao do sélido a sua
configuragao deformada, demonstrando a eficicia da moldagem. No entanto, pressdes
residuais sao notadas apods a retirada do anteparo, decorrentes da redistribuicao das
tensoes ao longo do processo.

Figura 172 — Moldagem de material elasto-plastico solidificado: configuracoes deformadas para a etapa

pés-solidificacdo do problema, com pressdo (Pa) em mapas de cores
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Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 173, sao apresentados os mesmos instantes para o caso puramente sélido,
podendo ser observada uma boa correspondéncia entre as configuragoes deformadas e as
distribuicoes de pressao, apesar das diferengas geométricas discutidas anteriormente.

Por fim, a Figura 174 apresenta as componentes horizontal e vertical da tensao normal
de Cauchy no ponto A (canto superior esquerdo), e posigao vertical do ponto B (canto
superior direito) ao longo do tempo. Para o caso com solidificagdo, o ponto B nao possui

uma delimitacao precisa, sendo tomado simplesmente como o né mais elevado a entrar em
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Figura 173 — Moldagem de material elasto-plastico solidificado: configuragdes deformadas para o caso
puramente sélido, com pressdao (Pa) em mapas de cores

t=1.5s t=2s t=25s t=2.7s t=3s

I
A

—23.551 —15.0 —10.0 —5.0 20.0 25.0 30.0 350 400 450 500 550 60.0 650 70.0 750
\ ! ! I I I I I I

80.0 85.0 90.517

Fonte: Elaborado pelo autor

contato com a parede direita. As figuras mostram os graficos para o caso com solidificacao e
para o caso puramente solido, permitindo uma comparacao entre os dois cenarios. A partir
de aproximadamente 1,4 segundos, quando ambos passam a representar essencialmente
o mesmo problema, as respostas apresentam uma concordancia satisfatoria, sendo as
diferencas atribuidas ao fato de que a geometria dos sélidos nao é exatamente igual nos
dois modelos. Apés 2,7 segundos, é possivel observar na Figura 174(b) o springback, ou
seja, o recuo da peca apos a retirada do anteparo, refletindo a natureza elasto-plastica do
material.

Figura 174 — Moldagem de material elasto-plastico solidificado: (a) Tensdo de Cauchy em A e (b)
coordenadas x2 em B ao longo do tempo

Fonte: Elaborado pelo autor
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Capitulo 10

Conclusao

Neste trabalho, foi desenvolvida uma ferramenta numérica utilizando o Método dos Elemen-
tos Finitos para a andlise de problemas termomecanicos com mudanca de fase, incluindo
solidos com modelo termo-viscoelastico-viscoplastico, fluidos Newtonianos incompressiveis
e situacoes de contato. A formulagao apresentada é totalmente Lagrangiana, termodina-
micamente consistente, e adequada para problemas que envolvem grandes deformacoes,
sendo empregadas cinematicas baseadas na decomposicao multiplicativa.

Os resultados deste trabalho podem ser melhor analisados separando-os em cinco grupos:
modelo constitutivo viscoelastico-viscoplastico, modelos constitutivos termomecanicos,

problemas de contato, materiais incompressiveis e mudanca de fase.

10.1 Modelo viscoelastico-viscoplastico

Os desenvolvimentos relacionados ao modelo constitutivo viscoelastico-viscoplastico,
neste trabalho, partiram do que ja havia sido desenvolvido em Carvalho (2019), sendo
realizada a inclusao de uma parcela de encruamento cinemético viscoso, e a aplicagao do
modelo ao material politetrafluoretileno (PTFE). A formulagao é descrita no Capitulo 5,
sendo a aplicacao ao PTFE realizada na secao 5.7.

A calibracao dos parametros para a simulacao do comportamento de solidos de PTFE
foi realizada a partir dos resultados experimentais de tensao uniaxial com carregamento
monotonico apresentados por Khan e Zhang (2001). Conforme observado na Figura 25, o
modelo desenvolvido foi capaz de acomodar satisfatoriamente os resultados das quatro
diferentes taxas de deformacgao consideradas, sendo constatada a importancia da com-
ponente viscosa de encruamento cinematico. Em seguida, foi realizada a validagao do
modelo com resultados de ensaios de fluéncia e relaxacao, também apresentados por Khan
e Zhang (2001). Nesses casos, a previsao numérica mostrou-se satisfatéria, e bastante
proxima dos resultados experimentais, conforme apresentado nas Subsegoes 5.7.2 e 5.7.3.
Observa-se, no entanto, que o componente viscoso do encruamento cinematico, apesar
de ser necessario para representar o comportamento em diferentes taxas, introduziu um
certo erro nos resultados apds o primeiro intervalo de relaxac¢do, demonstrando que esse

componente ainda pode ser aprimorado para reduzir a queda nos valores de tensao ao
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longo de intervalos de tempo muito grandes.

No contexto puramente numérico, realizou-se ainda uma avaliagao da propriedade de
conservagao dos volumes inelasticos, onde concluiu-se que, para todos os casos considerados,
os erros dos jacobianos apresentam convergéncia de primeira ordem (ver Figura 27). Além
disso, a fim de melhor caracterizar o comportamento constitutivo do modelo, os ensaios de

relaxacao e fluéncia foram estendidos para as demais taxas de tensao e deformacao.

Por fim, o modelo desenvolvido foi aplicado a um exemplo tridimensional utilizando
o método dos elementos finitos, sendo analisados aspectos numéricos como desempenho
computacional, ifluéncia da discretizacao espacial e influéncia da discretizacao temporal.
Para o exemplo simulado (subsegao 5.7.4), observou-se uma variagdo expressiva nos

resultados com o refinamento da malha, mas pouca variacdo com o refinamento temporal.

10.2 Modelos constitutivos termomecanicos

O codigo de elementos finitos desenvolvido foi aperfeicoado com a inclusdo dos efeitos
térmicos, a partir da formulacao termodinamica descrita no Capitulo 4. Com relacao as
equagoes da conducao de calor, foi utilizada a lei de Fourier, sendo consideradas condigoes
de contorno de conveccao, temperatura e fluxo prescrito. A fim de verificar o algoritmo
de solugao das temperaturas, foi simulado inicialmente um exemplo térmico isento de
deformagoes. Os resultados desse exemplo, apresentados na subsecao 3.5.1, sdo comparados

com os do software ANSYS, mostrando excelente concordancia.

Em seguida, a formulacao foi aplicada a modelos termo-elasticos baseados nas decompo-
sicoes aditiva e multiplicativa, considerando leis de expansao térmica linear e exponencial.
O acoplamento termomecanico foi implementado utilizando um método particionado forte
(implicito) do tipo bloco-iterativo. Observa-se, a partir dos resultados da subsecao 4.7.1,
que a influéncia do problema mecanico sobre o campo de temperaturas torna-se significativa
em casos de grandes deformagoes, mesmo sendo desconsiderado o termo de acoplamento
nas equagoes da condugao de calor. J4 a influéncia das temperaturas sobre o campo de

deformagoes ¢ incorporada no modelo constitutivo do sélido.

Esses modelos foram aplicados a um problema de viga biapoiada sujeita a variagao
de temperatura (subsecao 4.7.2). Por ser um problema isostatico, a expectativa inicial
era de que as tensoes resultantes fossem nulas. No entanto, isso foi observado apenas nos
modelos que utilizam a lei de expansao térmica exponencial. Nos casos com expansao
linear, foram observadas tensoes residuais. Em ambos os casos, as deformagoes térmicas
superam significativamente as deformagoes mecanicas, minimizando as diferencas entre
as decomposicoes aditiva e multiplicativa. Ja na subsecao 4.7.3, o mesmo exemplo é
apresentado considerando também carregamentos mecanicos, sendo possivel observar
diferencas maiores entre as duas decomposicgoes.

Um problema termo-elastico com altos niveis de deformacao foi proposto a fim de
se analisar as limitacoes dos modelos adotados, conforme apresentado na subsecao 4.7.4.

Concluiu-se, a partir desse exemplo, que os modelos baseados na decomposicao aditiva
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podem apresentar problemas de inversao do material, sendo, portanto, inadequados para
casos com grandes deformagoes. O mesmo pode ser dito para modelos que utilizam a lei de
expansao térmica linear, conforme ja havia sido discutido na secao 4.4. J& o modelo que
emprega decomposicao multiplicativa e lei de expansao térmica exponencial mostrou-se
consistente mesmo nos elevados niveis de deformagao a que foi submetido.

Foi entao desenvolvido um modelo termo-viscoelastico-viscoplastico (Capitulo 6) por
meio do acoplamento entre os modelos termomecanico e viscoelastico-viscoplastico consi-
derados até entao. Nesse modelo, foram utilizadas apenas a decomposicao multiplicativa e
a lei de expensao térmica exponencial. Observa-se que modelos termomecéanicos inelasticos
demandam um cuidado adicional, uma vez que sua natureza dissipativa é capaz de gerar
calor ao sistema.

O modelo termo-viscoelastico-viscoplastico foi entao aplicado em exemplos numéricos
considerando o material PTFE (secao 6.5). Na subsegao 6.5.1, foram simulados novamente
os ensaios de carregamento monotoénico da secao 5.7, mas dessa vez utilizando uma
abordagem térmica, sendo permitida a variacao de temperatura devido a dissipacao
mecanica. Os resultados indicaram um maior aumento de temperatura nos casos com
maiores taxas de deformagao, mas o efeito térmico demonstrou ter pouca influéncia sobre
os graficos de tensao-deformagao nesse caso. Na subsecao 6.5.2, o modelo foi aplicado a um
problema bidimensional de um cubo de PTFE parcialmente comprimido. Nessa analise,
foram observadas maiores variacoes de temperatura nos cenarios com menores taxas de
carregamento, uma vez que as deformagoes nesses casos também sao mais expressivas.

Grandezas relacionadas a energia também foram analisadas nos exemplos apresentados.
A partir das relagoes termodinamicas, as taxas de trabalho foram decompostas em com-
ponentes conservativas e dissipativas, permitindo a caracterizacao detalhada do trabalho
dissipado em cada caso. Essa analise evidenciou a consisténcia da implementacao numérica
do modelo por meio da verificagao do erro das taxas de trabalho.

Em seguida, o modelo proposto foi aprimorado com a incorporacao de uma descri¢ao
paramétrica das componentes viscosas, permitindo a simulacdo de materiais com perfis
distintos de relaxacao. Esse modelo foi particularizado ao caso termo-viscoelastico e aplicado
a simulacdo do material Adiprene-L100 na secao 6.7, utilizando os dados experimentais de
Khan e Lopez-Pamies (2002) e Khan, Lopez-Pamies e Kazmi (2006).

Os parametros viscoelasticos foram determinados com base em ensaios de relaxacao
realizados a temperatura ambiente, inicialmente utilizando modelos hiperelasticos auxili-
ares como referéncia. Fungoes polinomiais e sigmoides foram exploradas para construir
a descri¢ao paramétrica do modelo. As simulacoes com fungoes paramétricas constantes
(representando um modelo viscoeldstico padrao) nao foram capazes de capturar adequada-
mente a curva de relaxagao do material, independentemente do parametro de viscosidade
aplicado. Em contraste, os modelos paramétricos ctuibico e sigmoide IV obtiveram um
bom ajuste. O modelo cuibico foi entao selecionado para as demais aplicagoes devido a
sua convergéncia ligeiramente superior em relacdo ao nimero de pontos de integracao.

Em seguida, o modelo foi validado com ensaios adicionais de deformagao monotdnica em
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varias taxas de deformacao, demonstrando um alinhamento satisfatério com os dados
experimentais, embora algumas diferencas tenham sido observadas em taxas de deformacao

mais baixas.

Para abordar as variagoes de temperatura, o modelo foi calibrado usando ensaios de
carregamento monotonico realizados em cinco temperaturas diferentes, variando de 199 K
a 405 K. Os parametros de viscosidade e rigidez transversal foram ajustados utilizando-se
fungoes multiplicadoras dependentes da temperatura, resultando em graficos de tensao
alinhados com as observacoes experimentais. A calibragao foi realizada com temperaturas
prescritas constantes, mas também foi considerado um cenario alternativo considerando
variacoes de temperatura devido a dissipagao mecanica e ao acoplamento termomecanico.
Os resultados indicaram variagoes de temperatura mais significativas para o caso com
temperatura absoluta mais baixa (199 K), o que afetou a relagao tensao-deformacao. No
entanto, as diferengas nos outros casos de temperatura foram praticamente despreziveis.
Nesses exemplos, a consisténcia do modelo também foi evidenciada com a andlise das taxas
de trabalho. Além disso, andalises semelhantes foram conduzidas para a taxa de entropia.
No geral, o modelo proposto mostrou ser uma ferramenta robusta e eficaz para simular o

comportamento termomecanico acoplado em materiais com viscosidade complexa.

10.3 Problemas de contato

Implementou-se um modelo numérico de contato para os casos bi e tridimensionais
utilizando a estratégia né-a-superficie com multiplicadores de Lagrange e o modelo de
atrito de Coulomb. Partindo-se da abordagem numérica tradicional, sem atrito, j& conside-
rado em Carvalho (2019) para o caso bidimensional, o modelo numérico foi aprimorado
visando melhor desempenho quando aplicado a elementos de alta ordem: as coordenadas
adimensionais dos pontos de contato sao adicionadas como parametros do sistema, e a
deteccao do contato é feita com base na interseccao das trajetérias, como apresentado
no Capitulo 7. Esse modelo foi avaliado por meio dos exemplos numéricos apresentados
na secao 7.4, onde, em geral, observou-se que o modelo com a aprimoragao das técnicas
numeéricas exibe resultados similares ao original, utilizando, porém, menos etapas para
convergéncia, uma vez que as coordenadas adimensionais sao atualizadas a cada iteracao
em conjunto com as demais variaveis do sistema, ao invés de serem atualizadas ao final do

processo de Newton-Raphson, forcando o re-célculo do sistema.

O primeiro exemplo, apresentado na subse¢ao 7.4.1, teve como intuito verificar o modelo
implementado, sendo observada uma excelente concordancia com a referéncia, tanto em
duas quanto em trés dimensoes. Nas subsegoes 7.4.2 e 7.4.3 foram apresentados mais dois
exemplos tridimensionais, com e sem atrito, para demonstrar as possiveis aplicagoes do
algoritmo desenvolvido. Exemplos adicionais de conformacao de metal também foram
apresentados, incluindo problemas de dobramento e extrusao. Esses exemplos sao similares
aos propostos em Carvalho (2019), mas considerando também o atrito. No exemplo de

dobramento direcionado, observou-se que o atrito provoca poucas diferencas na forma final
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da chapa, sendo, no entanto, altamente relevante para a for¢a necessaria para promover a
conformacao. Um resultado similar quanto a forca necessaria também foi observado no
exemplo de extrusdo. No entanto, observou-se que, nesse caso, além de influenciar nas
forcas de reagdo, o coeficiente de atrito também provoca mudancas na configuragao interna

da chapa.

10.4 Materiais incompressiveis

Com base no trabalho de Avancini e Sanches (2020), apresentou-se no Capitulo 8 uma
formulacao mista do Método dos Elementos Finitos baseada em posi¢do e pressao para
lidar com materiais incompressiveis, tanto sélidos quanto fluidos. Essa formulacido impoe a
condi¢ao de incompressibilidade por meio de multiplicadores de Lagrange com significado
fisico de pressdo. A fim de poder empregar a mesma aproximacao para pressao e posicao
evitando as instabilidades numéricas inerentes a esse problema, foi implementada a técnica
de estabilizacao PSPG.

Para verificar a formulacao no contexto sélido, foi proposto na subsecao 8.2.1 um
problema simples de um cubo hiperelastico sob compressao uniaxial. Os resultados desse
problema foram comparados com o caso compressivel para diversos valores do parametro
de Lamé, mostrando que a resposta incompressivel é obtida como um caso limite do modelo
compressivel quando o pardmetro de Lamé tende ao infinito. Além disso, constatou-se que
valores elevados de Lamé podem levar a problemas de mau condicionamento da matriz de
rigidez, impactando a convergéncia da solugao.

Em seguida, a formulagao foi aplicada ao modelo de fluido Newtoniano incompressivel
considerando apenas casos com distor¢oes finitas. Para verificar esse modelo, inicialmente
simulou-se um problema de sloshing de pequena amplitude. Posteriormente, foram analisa-
dos problemas mais complexos, como o colapso de uma barragem de dgua, demonstrando a
capacidade da formulacgao de lidar com grandes deformagoes. Os resultados desses exemplos
foram comparados com os da literatura, mostrando excelente concordancia.

Por fim, foram analisados exemplos bidimensionais e tridimensionais de fluidos com
tensao superficial. Diversos parametros foram variados, incluindo a viscosidade do fluido,
a massa especifica, e o valor da tensao superficial, com o intuito de verificar a sensibilidade
da resposta a cada um desses parametros. Os resultados obtidos foram consistentes com

as expectativas, mostrando ainda concordancia satisfatoria com solucoes analiticas.

10.5 Mudanca de fase

No Capitulo 9, foi apresentado um modelo numérico para simular o fendmeno da
mudanca de fase em materiais, considerando tanto o contexto puramente térmico quanto
o contexto termomecénico. Para verificar a formulacado puramente térmica, foi simu-
lado na subsec¢ao 9.1.3 um exemplo classico da literatura de solidificagdo de uma chapa

unidimensional, cujos resultados mostraram uma boa concordancia com a solucao analitica.

Para o problema termomecanico, o modelo constitutivo proposto se baseia na decom-
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posicao multiplicativa do gradiente de deformacao mecanica em componentes sélidos e
liquidos. Dessa forma, é mantida uma descri¢do cinematica consistente, e a evolucao de
cada componente pode ser tratada isoladamente, de acordo com o modelo constitutivo
de cada fase. Para modelar a fase de transicao, foram introduzidos multiplicadores que
representam a contribuicao das fases sélida e liquida conforme a temperatura.

O modelo termomecanico de mudanca de fase foi testado inicialmente com a aplicacao
a problemas locais (subsegoes 9.2.7.1 e 9.2.7.2), onde a resposta mecanica e térmica de
um ponto do material é avaliada isoladamente, sem considerar o dominio ao redor. Esses
exemplos permitiram uma anélise detalhada do comportamento constitutivo do modelo
em diferentes fases e transicoes de fase, e também evidenciaram a importancia da escolha
adequada dos multiplicadores para garantir a continuidade e a suavidade da resposta.
Particularmente para os exemplos apresentados, observaram-se algumas descontinuidades
nos modelos com multiplicadores lineares, bem como quebras de suavidade nos modelos
cibicos. Apenas o modelo com multiplicadores quinticos manteve respostas continuas e
suaves em todas as transi¢coes de fases.

Na sequéncia, o modelo foi implementado no programa de elementos finitos desenvolvido,
e foram simulados exemplos envolvendo solidificagao seguida de solicitacdo mecanica no
estado sélido por meio de contato (subsegoes 9.2.7.3, 9.2.7.4 e 9.2.7.7). Para verificar
a consisténcia cinematica do modelo proposto, os mesmos exemplos foram simulados
considerando o material na fase sélida desde o inicio da andlise. Ambos os cenarios
representam aproximadamente o mesmo problema, mas partem de configuragoes iniciais e
historico de fases diferentes. Os resultados obtidos apresentaram uma étima concordancia,
indicando que a resposta independe do referencial Lagrangiano utilizado.

Ainda, nas subsecoes 9.2.7.5 e 9.2.7.6, foram realizadas andlises bidimensionais e
tridimensionais do derretimento de uma coluna sob a acao do seu peso préprio e da tensao
superficial. Nesses exemplos, foram utilizados diferentes modelos de multiplicadores para a
fase de transicao, sendo comparadas as respostas para cada um desses casos. Verificou-
se também a sensibilidade dos resultados a discretizagao espacial, sendo adotadas trés
malhas distintas, e foram considerados casos com e sem expansao térmica, permitindo
avaliar a influéncia desse efeito sobre o problema. Os resultados obtidos foram consistentes,
apresentando respostas suaves que representam adequadamente o fendémeno analisado.

A partir desses resultados, conclui-se que o modelo proposto se mostra eficaz para
simular o fendmeno da mudanca de fase em materiais, considerando tanto os aspectos
térmicos quanto os mecanicos, com potencial para diversas aplicagoes, tais como na
simulagao de processos de manufatura. Além disso, deve-se notar que a formulacao
apresentada é flexivel e pode ser facilmente adaptada para diferentes tipos de materiais e

condigoes de contorno.
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10.6 Continuidade da pesquisa e sugestoes para trabalhos futuros

Em relacao a continuidade da pesquisa e trabalhos futuros, consideram-se os seguintes

pontos:

« Neste trabalho, foi realizada uma validacao experimental dos modelos viscoelastico-
viscoplastico e termo-viscoelastico. Ja o modelo termo-viscoelastico-viscoplastico,
embora tenha sido aplicado a exemplos numéricos, nao foi validado com resultados

experimentais, ficando esse passo a cargo de estudos futuros.

o Similarmente ao item anterior, é importante validar experimentalmente o modelo
constitutivo para a mudanca de fase, especialmente durante a fase de transi¢ao, onde
o comportamento pode variar drasticamente entre materiais. Para isso, as expressoes
que definem os multiplicadores liquidos e sélidos podem ser calibradas de acordo

com as observagoes experimentais do material analisado.

o Para permitir a simulacao de problemas com mudancas topoldgicas mais complexas,
como separa¢ao e juncao de dominios, o modelo proposto de mudanca de fase pode
facilmente ser integrado ao Método dos Elementos Finitos e Particulas (PFEM)
utilizando a formulac¢do apresentada em Avancini et al. (2024). Tanto o trabalho
de Avancini et al. (2024) quanto o presente trabalho utilizam uma abordagem
baseada em posicao e pressao, o que facilita a adaptacao do modelo. No entanto, o
PFEM emprega uma abordagem Lagrangiana atualizada, que é simples para fluidos
Newtonianos e solidos elasticos, mas pode introduzir desafios na implementacao de
modelos constitutivos sélidos mais complexos, como os apresentados neste trabalho.
Estudos futuros podem focar em compatibilizar esses modelos com a abordagem

Lagrangiana atualizada, a fim de permitir sua aplicacao direta ao PFEM.

o A formulacao de mudanca de fase apresentada pode ser generalizada, sem grandes
dificuldades, para materiais compressiveis ou quase-incompressiveis, desconsiderando
os parametros nodais de pressao e adotando uma abordagem puramente baseada
em posicoes. No entanto, essa adaptacao apenas é direta caso se aplique a todas
as fases. Quando uma das fases é incompressivel e a outra nao, surgem desafios
de implementacgao, pois as formulac¢oes utilizadas nos dois casos sao globalmente
distintas, dificultando a representacao de dominios que contenham simultaneamente
ambas as fases. Para enfrentar esses desafios, estratégias alternativas ou técnicas

mais robustas devem ser exploradas.

e O modelo de contato apresentado neste trabalho também pode ser aprimorado do
ponto de vista térmico, considerando a troca de calor por contato, e a geragao
de calor por atrito. Essas implementacoes sao relevantes para ampliar a gama de

aplicagoes da ferramenta numérica desenvolvida.
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