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1 INTRODUCAO

Os codigos que envolvem a resolucao de problemas com o Método dos Elementos
Finitos (MEF) costumam apresentar alto nivel de complexidade. Muitos deles sao construi-
dos sem a devida preocupagéo com futuros desdobramentos ou extensdes, 0 que acaba por
di cultar, ou até mesmo inviabilizar, uma futura adaptacédo ou atualizacdo. Devido a sua
grande extensdo acabam por limitar os pro ssionais habilitados a realizar modi cagdes e
ajustes, exigindo o conhecimento de grande parte, ou até a totalidade da teoria envolvida
na sua concepcao (MCKENNA, 1997).

Para que um codigo seja facilmente adaptavel, é de extrema importancia que,
na fase de projeto, sejam elencadas ndo somente as suas funcionalidades atuais, como
também uma série de funcionalidades que poderdo complementa-lo futuramente. Também
€ imprescindivel que sejam seguidos alguns principios que tornem as futuras alteracdes
menos trabalhosas, como politicas de modularizacdo do sistema, facilitando a localizacéo
de elementos especi cos (ANICHE; YODER; KON, ; KULESZA, 2000).

Os avancos na engenharia de software proporcionaram uma série de ferramentas
primordiais para a reconstrucdo da arquitetura geral desses codigos. No inicio da década
de 80, com o surgimento das primeiras linguagens orientadas a objetos primeiramente
a SIMULA 67 (LAMPRECHT, 1983), e depois uma série de outras linguagens, com
énfase para C++, que € amplamente utilizada ainda na atualidade abrem-se novas
oportunidades de pesquisa nessa area. Na Figura 1.1 pode-se observar a evolucéo de
diversas linguagens e a conexao entre elas.

Figura 1.1 Evolucédo de varias linguagens de programacao orientadas a objetos

Fonte: Seed (1996).
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Na simbologia utilizada por Seed (1996), similar a simbologia de heranca entre
classes, as setas conectam as linguagens que tiveram in uéncia, ou até serviram de base
para a criacdo de novas linguagens, apontando sempre para as predecessoras. A linguagem
C++, por exemplo, foi amplamente in uenciada pela linguagem Simula (SEED, 1996).

No inicio da década de 90 comecam a surgir 0s primeiros trabalhos referentes ao MEF
utilizando o paradigma de orientagéo a objetos (OHTSUBO; KAWAMURA; KUBOTA,
1993; SCHOLZ, 1992). Todavia, os métodos numéricos também ndo caram estagnados
no tempo. Foram criados métodos completamente distintos, e os métodos existentes foram
sendo continuamente reformulados, adaptados e aprimorados. Isso ocorre devido a uma
série de fatores, dentre os quais podem ser citados a resolucdo de novos problemas de
engenharia, a avaliacdo de diferentes tipos de materiais, as melhorias relacionadas ao
desempenho, precisdo, convergéncia, assim como a melhoria dos equipamentos utilizados
para andlise, dentre outros fatores.

Nessa linha que surge o Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP), que
vem sendo desenvolvido desde Coda (2003), no intuito de simpli car a implementacdo dos
cbdigos para problemas com consideracdo de nao linearidade geométrica. Uma série de
trabalhos vem sendo desenvolvidos para comprovar a e ciéncia do método em diferentes
problemas de engenharia. Esses trabalhos tratam de estruturas de poértico, trelicadas
bidimensionais (CODA; GRECO, 2004) e tridimensionais (GREC@t al., 2006), cascas
(CODA; PACCOLA, 2007; 2008), etc., envolvendo modelos quase-estaticos, dinamicos
(GRECO; CODA, 2006), termomecanicos (CARRAZEDO, 2009; CARRAZEDO; CODA,
2010) e de interacdo uido-estrutura (SANCHES; CODA, 2013; 2014). Também h& estudos
sobre a consideracdo de materiais heterogéneos (CARRAZEDO; PACCOLA; CODA, 2018;
NOGUEIRA; PACCOLA; CODA, 2016; PACCOLA; CODA, 2016), por meio de elementos
imersos na malha, a considera¢do do comportamento viscoelastico dos materiais (RABELO
et al., 2018), de danos causados por corrosdo (RAMOS; CARRAZEDO, 2020), dentre
outros estudos.

Muitos desses trabalhos envolvendo novas formulagdes, adaptacdes e melhorias dos
meétodos foram sendo desenvolvidos com foco na resolugdo do problema de engenharia,
sem grandes preocupacdes com a estrutura do cédigo. Dentro desse contexto, a estratégia
de plataforma se mostra uma alternativa muito interessante em diversas frentes. O termo
plataforma é utilizado para descrever um conjunto de subsistemas que torna possivel o
desenvolvimento de uma determinada gama de produtos. O conceito trata de reutilizar
grande parte do cddigo, deixando apenas a customizagdo dos trechos necessarios para o
desenvolvimento de produtos especi cos (GHANAM; MAURER; ABRAHAMSSON, 2012).
Nesse sentido, a plataforma promove maior integracdo entre os trabalhos da mesma area,
otimizando o tempo dedicado de cada pro ssional, evitando retrabalhos com repeticdo de
cbdigos, e proporcionando uma padronizacdo de desenvolvimento, tornando os trabalhos
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mais acessiveis a novos pesquisadores.

Todavia, a construcdo de uma plataforma envolve uma série de desa os. Conforme
Sanner e Nielsen (2019), a capacidade de inovacdo de uma plataformaafévare de-
pende muito de sua arquitetura. A sua estrutura deve ser organizada e pensada para
comportar futuros desenvolvimentos. Além disso, a comunicacdo € um fator imprescindivel,
devendo a documentacgéo ser clara e su ciente, para que novos desenvolvedores ndo tenham
di culdades de implementacéo.

Em vista disso, este trabalho trata do desenvolvimento de uma plataforma voltada a
resolucdo de problemas mecanicos, por meio do MEF Posicional, no paradigma orientado a
objeto, visando uma estrutura facilmente escalavel, adaptavel e bem documentada, tornando
possivel a sua utilizagdo em futuras aplicacées do método, assim como a continuidade de
atualizacoes.

1.1 Metodologia

Com relagéo a formulacdo matematica para a elaboragédo dos cédigos, foi utilizado
como base o material de Coda (2018). A plataforma foi projetada para ser facilmente
adaptavel, podendo abranger uma série de problemas distintos (envolvendo alteracdes
de materiais, elementos, condicfes de contorno, etc.). Todavia, o trabalho se restringiu a
resolucdo de problemas mecanicos estaticos e dinamicos. Também foi prevista a resolucao
com elementos compadsitos, nos quais sdo imersos elementos de mesma dimensionalidade
da malha base, ou de dimensionalidade inferior. Foram utilizados elementos de chapa
triangulares, com aproximacao linear, quadratica e cubica. A integracdo numérica foi feita
na forma de quadratura de Hammer (HAMMER; MARLOWE; STROUD, 1956), onde
serdo empregados modelos com 7 e 12 pontos de integracao.

O caodigo foi escrito na linguagem C++, e sua estrutura foi desenvolvida com
base no paradigma de orientacdo a objetos. A documentacdo do codigo foi elaborada
através do software Doxyge®. A disponibilizacdo do repositério O2P2: Pre-alpha release
(CARRAZEDO et al., 2023) esta sendo feita por meio do GitH¥8.

1.2 Estrutura do trabalho

No capitulo 2 é apresentado um breve histérico de pesquisas e o atual estado
da arte referente aos assuntos abordados. Os principais temas tratados foram o MEF
Posicional e a programacao orientada a objetos. Também sdo abordadas as estruturas
de cddigo utilizadas atualmente para a resolucdo desses problemas, com énfase naqueles
desenvolvidos segundo o paradigma orientado a objetos. No capitulo 3 € apresentada a

1 Disponivel em: <https://doxygen.nl/index.html/>. Versdo: 1.9.8. Acesso em: Outubro de
2023.
2 Disponivel em: <https://github.com/>. Acesso em: Outubro de 2023.
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teoria do método dos elementos nitos posicional, que foi utilizada como base para a
elaboracao do codigo. O trabalho trata de problemas mecéanicos estaticos, dinamicos e
também com a insercéo de elementos imersos na malha.

O capitulo 4 traz os principais conceitos referentes a teoria de programacao orientada
a objetos, que serviram de base para a légica de desenvolvimento do sistema. Nesse mesmo
capitulo, a estrutura geral do codigo é apresentada, elencando as principais classes e as
interacdes entre elas. Todas as classes que compdem o cédigo foram descritas, trazendo
suas principais caracteristicas e funcionalidades dentro do sistema. Também é exposto
0 processo de documentacao e disponibilizacdo, onde sdo apresentadas as ferramentas
utilizadas, tanto para a geracao dos textos da documentagéo quanto para a disponibilizacao
do codigo. Por m, o capitulo ainda trata do desenvolvimento da estrutura padréo utilizada
para a documentacédo, de forma a simpli car ndo s6 o entendimento geral do sistema, mas
também de cada uma das fungbes componentes do cédigo.

No Capitulo 5 sédo apresentados problemas ja discutidos em outros trabalhos, com
resultados conhecidos, com a nalidade de validar o codigo desenvolvido. Por m, o
Capitulo 6 traz as conclusdes a partir dos resultados obtidos e discutidos, em conformidade
com 0s objetivos geral e especi cos do trabalho, citados no Capitulo 1.

1.3 Delimitacdo do tema

Desenvolvimento de plataforma genérica orientada a objetos na linguagem C++
aplicada ao MEF Posicional (ndo linear geométrico), sendo implementada, neste trabalho,
para problemas mecanicos estaticos e dindmicos com a consideracdo de elementos imersos,
utilizando o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchho .

1.4 Objetivos

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma plataforma no paradigma orientado
a objetos por meio do MEF posicional para andlise mecanica estatica e dinamica de
estruturas, com a consideracao de elementos imersos na matriz.

1.4.1 Objetivos especi cos

a) Organizar a arquitetura do c6digo com uma visado generalista, de forma a possibilitar a
resolucdo de diferentes problemas;

b) Implementar classes de objetos que sejam independentes do problema a ser resolvido,
de forma a facilitar a inclusdo de novas classes a posteriori.

c) Desenvolver codigos modulares, facilmente adaptaveis;



25

d) Documentar todas as fungdes, de forma clara e concisa, para que a plataforma possa ser
utilizada de forma trivial como base para o desenvolvimento de novas ferramentas;

e) Disponibilizar o cddigo para a comunidade cienti ca através do repositdrio GitH&b

1.5 Justi cativa

No desenvolvimento de codigos computacionais voltados a resolucéo de problemas
especi cos de engenharia € comum que 0 pesquisador construa, inicialmente, um codigo
base, tornando possivel a evolucdo de sua pesquisa. A existéncia de uma plataforma com
caracteristicas genéricas, com estrutura organizada e documentada se torna uma ferramenta
primordial para a elaboracéo de validacdes dessas pesquisas, evitando retrabalhos e gastos
excessivos de tempo de programacéao. Desta forma, o pesquisador pode dedicar mais tempo
na parte tedrica e na implementacdo de um trecho especi co de cédigo. Além disso, caso
seja seguida a mesma linha de raciocinio nesses trabalhos, os codigos seréo facilmente
integrados a plataforma, e poderdo ser utilizados por futuros pesquisadores. A vista disso,
este trabalho pretende desenvolver uma plataforma genérica, aplicada ao MEF Posicional,
segundo o paradigma de orientacdo a objetos, de maneira que sua estrutura seja de facil
escalabilidade, adaptacéo e de facil entendimento, possibilitando o seu aprimoramento
continuo.
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2 ESTADO DA ARTE

Este capitulo tem como objetivo apresentar o atual estado da arte relacionado
ao tema em questdo. Em um primeiro momento sdo discutidos aspectos referentes ao
MEF, com foco no MEF Posicional. Mais a frente é abordado o emprego de programacéo
orientada a objetos na implementacao desse tipo de cddigo.

2.1 O Método dos Elementos Finitos Posicional

O método dos elementos nitos (MEF) foi desenvolvido na década de 50 e no
inicio dos anos 60, quando passou a ser visto como uma técnica numérica viavel, sendo
utilizado principalmente para estruturas aeronauticas. A partir dai foi ganhando espaco
em diferentes industrias, como a automobilistica, construcao civil, biomecanica, geotécnica,
entre outras. O tipo de analise também foi sendo diversi cado com o passar dos anos,
destacando-se as analises mecénicas (estaticas e dinamicas), térmicas, de campos elétricos
e magnéticos, de escoamento de uidos, etc. (BOWER, 2010; FISH; BELYTSCHKO, 2007;
ONATE et al.,, 2004; WRIGGERS, 2008; ZIENKIEWICZ; HUANG; LIU, 1990).

Observando as limitac6es do MEF, foram surgindo novos métodos, sendo alguns
deles com poucas adapta¢cbes na sua formulacdo, e outros com uma concepcao totalmente
distinta, com o objetivo de atender a necessidades especi cas de cada aplicacdo. No geral ha
uma série de vantagens e desvantagens quando comparamos essas metodologias, que acabam
nos direcionando conforme o tipo de problema a ser analisado. Citando alguns exemplos,
de forma resumida, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) apresenta uma concepgao
totalmente distinta, mais complexa, resultando em uma matriz densa e assimétrica. Todavia,

0 método proporciona uma diminuicdo do tempo de modelagem do problema, uma vez que
a sua dimenséao é reduzida em uma ordem (problemas tridimensionais séo descritos por
meio de uma superficie de contorno, enquanto problemas bidimensionais sdo descritos por
meio de uma linha de contorno). Essas caracteristicas sdo favoraveis em andlise de fratura,
por exemplo, devido a necessidade continua de reconstrucdo da malha (BECKER, 1992).
Outro exemplo mais recente é o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG),
gue foi desenvolvido na década de 90 (DUARTE; BABU'’KA; ODEN, 2000). O método

€ baseado no MEF tradicional, porém suas func¢des de enriquecimento possibilitam a
obtencao de resultados mais precisos em regifes particulares do dominio, como ssuras e
regides de contato, dispensando assim um re namento excessivo da malha (PIEDADE
NETO, 2013).

Com os avancos da engenharia estrutural, em busca de otimizacado de recursos,
e também de estruturas diferenciadas, tornam-se mais comuns 0s projetos envolvendo
estruturas com menor rigidez. Desse modo surge a necessidade da utilizagdo de métodos
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de célculo adequados para estruturas que apresentam grandes deslocamentos. Com base
nisso surge o Método dos Elementos Finitos Posicional (BONESE al., 2000/ CODA,

2003; 2018), apresentando, em sua implementacdo, uma metodologia mais simples e direta
para a consideracao da nao linearidade geométrica dentro do MEF. Baseado no principio
da estacionariedade da energia, o0 método se diferencia principalmente por utilizar a
posicdo como variavel incognita. A formulacdo é ndo-linear geométrica de forma natural,
apresentando vantagens nas analises com grandes deslocamentos, rotacdes e deformacdes,
por considerar a cinematica exata do corpo sélido (CARVALHO, 2019; SIQUEIRA, 2019).

A partir de sua formalizacéo, realizada por Coda (2003), 0 método ja teve varias aplicacdes
em diferentes tipos de problemas. Pode-se citar alguns dos trabalhos pioneiros, como
o desenvolvido por Coda e Greco (2004), em estruturas bidimensionais compostas por
elementos de poértico, e o trabalho de Great al. (2006), simulando trelicas tridimensionais,
onde 0 método se mostrou e ciente quanto a sua convergéncia e precisao, enfatizando ainda
a capacidade de avaliacdo das estruturas apés a ocorréncia de instabilidades geométricas.
Na pesquisa desenvolvida por Greco e Coda (2006), voltada para multicorpos exiveis,
foi demonstrado que a formulacdo é adequada para problemas dinamicos com grandes
deslocamentos e grandes rotacdes, considerando néo linearidade geométrica.

A formulacéo seguiu sendo aplicada com éxito em diferentes tipos de problemas.
Pode-se citar os trabalhos de Coda e Paccola (2007, 2008) envolvendo a analise de
cascas, os de Carrazedo (2009) e Carrazedo e Coda (2010) com a consideracdo de efeitos
termomecanicos, e os de Sanches e Coda (2013, 2014) e Fernandes, Coda e Sanches (2019),
demonstrando a aplicabilidade da formulacdo em problemas de interacdo uido-estrutura,

e de Avancini e Sanches (2020) em problemas de escoamentos de uidos em superficie
livre. Como exemplo de aplicacdo em problemas de impacto, menciona-se o trabalho
de Cavalcante, Maciel e Greco (2018), que avaliou a resposta dinamica de trelicas bi e
tridimensionais. Com relagéo a formula¢des voltadas a materiais compasitos, pode-se citar
os trabalhos de Paccola e Coda (2016), apresentando uma alternativa para a consideracao
de compaositos particulados, de Nogueira, Paccola e Coda (2016), propondo uma formulagéo
para o tratamento de estruturas laminadas e de Carrazedo, Paccola e Coda (2018), com a
proposicdo de uma estratégia numérica para consideracéo da rigidez de painéis sanduiche
Também pode-se mencionar alguns trabalhos envolvendo a néo linearidade fisica, como o
de Reis e Coda (2014), com a implementacdo de conexdes elastoplasticas semi-rigidas, os
trabalhos de Rabelcet al. (2018), avaliando o comportamento mecanico viscoelastico em
trelicas tridimensionais, o de Pascon (2022), tratando de um modelo de dano com grandes
deformacdes, e o de Ramos e Carrazedo (2020), propondo uma estratégia alternativa de
expansdo e dano de sec¢des transversais de concreto causados pela corrosdo nao uniforme
associados ao ingresso de cloretos. O trabalho de Carvalho, Coda e Sanches (2020) trata

1 Constituidos normalmente por duas chapas de pequena espessura e maior rigidez, separadas
por uma camada espessa de um material leve, de menor rigidez.
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de problemas envolvendo contato, avaliando o processso de conformacéo a frio. Ainda
podem ser citados os trabalhos de Soares, Paccola e Coda (2019, 2021), sobre analise de
instabilidade em estruturas de parede na e o de Paulino e Leonel (2021), sobre otimizacao
topoldgica, entre outras abordagens, que corroboram a utilidade do método para inimeros
problemas de engenharia.

2.2 Programacao orientada a objetos no MEF

Desde o periodo inicial das aplicacdes do MEF surge a problematica relacionada a
complexidade de seus cédigos computacionais. Na maioria dos problemas ha a necessidade
de utilizacdo de uma quantidade elevada de variaveis, que devem ser relacionadas de
diferentes formas, em trechos distintos do cddigo. Dessa forma, caso ndo seja dada a devida
atencdo a sua organizacao, os codigos se tornam repetitivos, e apresentam di culdades
guanto a sua alteracéo e escalabilidade. Nas primeiras versdes do software NASTRAN ja
cava clara a preocupacéo de Wills e Roe (1972) com questdes relacionadas a escalabilidade
e facilidade de adaptacdo dos cddigos, assim como com a sua documentacao. Outros
trabalhos realizados na mesma época demonstram preocupacdes similares, como é o caso
de Dodds e Lopez (1978), criando uma discussao a respeito de andlises néo lineares, e
de Iwaki, Maeda e Ishii (1979), com foco no alto desempenho, no desenvolvimento do
software Mitsui Structural Analysis System (MISA).

Com o avanco das linguagens de programacao e o0 surgimento da orientacédo a
objetos na década de 80, inicialmente através da linguagem SIMULA 67 (LAMPRECHT,
1983), e posteriormente de outras linguagens, com énfase para C++, que foi e ainda é
amplamente utilizada, iniciaram-se os desenvolvimentos de codigos de MEF orientados a
objetos no inicio da década de 90. Pode-se citar alguns trabalhos pioneiros, como o trabalho
de Forde, Foschi e Stieme (1990), que foi o primeiro a aplicar a programacao orientada a
objetos em problemas relacionados ao MEF, e o trabalho de Scholz (1992), desenvolvido
na linguagem C++, que apesar da simplicidade relacionado ao problema de engenharia,
traz aspectos importantes com relacdo ao paradigma de orientacdo a objetos. Mackie
(1992) implementou seu cédigo empregando Turbo Pascal (BORLAND INTERNATIONAL
INC., 1988), ilustrando algumas vantagens da utilizagcdo da metodologia. Zimmermann,
Dubois-Pélerin e Bomme (1992) abordaram os principios de orientacdo a objetos voltados
ao MEF utilizando a linguagem Smalltalk/V286 (1998) e, simultaneamente desenvolveram
um protétipo utilizando a mesma linguagem, tratando da implementacdo dos codigos
orientados a objetos (DUBOIS-PELERIN; ZIMMERMANN; BOMME, 1992). No ano
seguinte, Dubois-Pélerin e Zimmermann (1993) buscaram a implementagéo de um programa
orientado a objetos preocupando-se também com a e ciéncia numérica, desta vez utilizando
a linguagem C++. Nesse mesmo ano, Ohtsubo, Kawamura e Kubota (1993) desenvolveram
0 MODeling tool for Integrated Finite element analYsis (MODIFY), trazendo preocupacdes
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relativas ao pré e pés processamento, também desenvolvido na linguagem C++.

Uma série de pesquisadores se dedicaram a esses problemas nos anos subsequentes,
sendo desenvolvidos cddigos orientados a objetos aplicados aos mais diversos problemas de
engenharia utilizando o MEF. Mackerle (2004) realizou uma revisdo bibliogra ca visando
trabalhos voltados a programacédo orientada a objetos aplicados ao MEF e ao MEC,
considerando o intervalo de 1990 a 2003. Nessa revisdo o autor cita mais de 100 trabalhos
somente aplicados ao MEF. Li e Zhou (2013) se propuseram a montar um estado da arte
relacionado a programacéao orientada a objetos aplicada em cddigos de elementos nitos.
O Quadro 2.1 tem por objetivo listar os principais trabalhos desenvolvidos segundo o
paradigma de orientagéo a objeto aplicados ao MEF. Foi feita uma relacéo entre os autores,

o0 modelo de estudo, a linguagem de programacao e a abordagem utilizada, onde se nota
gue é recente a consideracdo de problemas néo lineares em codigos orientados a objetos.
As linguagens de programagcao utilizadas na implementagéo sao adicionadas no quadro
através de siglas, send®bject Pasca{OP), Smalltalk(ST), Matlab(ML) e C++ (CPP). Ja

as siglas NLF, NLG, NLFG e L, que estado entre parénteses, indicam, respectivamente, a
consideracdo de ndo linearidade fisica, ndo linearidade geométrica, ndo linearidade fisica e
geométrica (simultaneamente) e linearidade fisica e geométrica.

Quadro 2.1 Principais trabalhos envolvendo Orientagdo a Objetos aplicado ao MEF

Autor - MerIo - -
Estatico Dinamico Térmico
Forde, Foschi e Stieme (1990) OP(L)
Zimmermann, Dubois-Pélerin e Bomme (1992) ST(L)
Dubois-Pélerin, Zimmermann e Bomme (1992) ST(L)
Mackie (1992) OP(L) OP(L)
Dubois-Pélerin e Zimmermann (1993) CPP(L) CPP(L)
Ohtsubo, Kawamura e Kubota (1993) CPP
Zeglinski, Han e Aitchison (1994) CPP
Bose e Carey (1999) CPP
Patzak e Bittnar (2001) CPP(NLG) CPP(NLG)
Jayesh, Jeyakarthikeyan e Yogeshwaran (2018 ML
Gong et al. (2020) CPP(NLFG) | CPP(NLFG)
Ding, Yu e Bui (2020) ML(NLF)
Ding et al. (2020) ML(NLF) ML(NLF)
Tan et al. (2021) CPP(NLFG) | CPP(NLFG)

Fonte: Préprio autor.

Pode-se observar, por meio do quadro acima que, com o passar do tempo, foram
sendo desenvolvidos trabalhos com a consideragcdo de néo linearidade fisica e geométrica
aplicados a diferentes modelos. Também se nota a preferéncia pela linguagem C++, devido
principalmente a sua e ciéncia numérica. Conforme Dubois-Pélerin e Zimmermann (1993),
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a linguagem foi desenvolvida tendo como proposta, a combinag&o entre as vantagens da
orientacdo a objetos e a e ciéncia numérica da linguagem C.

Alguns pesquisadores disponibilizaram seus codigos para a comunidade cienti ca,
facilitando ainda mais os avancos na area. Commend e Zimmermann (2001), por exemplo,
empregaram a metodologia voltada a problemas néo lineares e disponibilizaram os cédigos
para a comunidade através do seu proprio website. Atualmente ha uma série de softwares
cujos codigos sao abertos, ou seja, sdo disponibilizados a comunidade cienti ca por meio
de repositorios publicos, sendo possivel a sua utilizacdo como bibliotecas, facilitando o
desenvolvimento de novas ferramentas. Um exemplo € a Modular Finite Element Methods
(MFEM), desenvolvida por Kolev e Dobrev (2010) no Lawrence Livermore National Lab.
(LLNL), na linguagem C++. Outro exemplo € a biblioteca code-aster (EDF, 1989), criada
pela estatal francesa Eletricité de France (EDF), também na linguagem C++, porém,
com alguns comandos desenvolvidos na linguagem Python, com a intencéo de facilitar
a sua utilizacao. No Brasil, pode-se citar a Interactive Structural Analysis Environment
(INSANE, 2007), desenvolvida no Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da
Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG).

Com base no que foi exposto neste capitulo, conclui-se que o MEF Posicional,
apesar de ser mais recente, ja foi amplamente empregado nos mais diversos tipos de
problemas. O método se mostrou e ciente, principalmente no que diz respeito a sua
utilizacdo em problemas que necessitam da consideracdo da néo linearidade geométrica.
Levando em consideracao a abordagem de orientacdo a objetos aplicada ao MEF, também
percebe-se a grande quantidade de trabalhos publicados, com diferentes abordagens e
com a utilizacdo de diferentes linguagens de programacao. Apresentado o atual estado
atual da arte referente a esses temas, 0s capitulos a seguir apresentam a teoria utilizada
como base na implementag&o do cddigo, iniciando pelo MEF Posicional e, posteriormente,
abrangendo programacao orientada a objetos.
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3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Este capitulo tem a nalidade de expor a formulacdo mateméatica empregada na
concepcao dos cadigos. A abordagem do MEF baseado em posic¢des teve inicio nos trabalhos
de Bonetet al. (2000) e Coda (2003). Coda (2018) formalizou essa abordagem descrevendo
0 método para varios tipos de elementos, trazendo exemplos diversos, sempre de forma
clara e didatica, com o objetivo de servir aos alunos de pés-graduacdo em engenharia de
estruturas. Em vista disso, esse material foi utilizado como base para a elaboragédo desse
capitulo. Por mais que grande parte da teoria aqui descrita se aplique de forma genérica a
diferentes elementos e problemas, o texto tem foco na resolucdo de problemas estéticos e
dinAmicos, com a utilizagdo de elementos solidos bidimensionais triangulares. O modelo
constitutivo adotado é o de Saint Venant Kirchho . Também é tratada, ao nal desse
capitulo, a teoria de imersdo de elementos na malha.

3.1 Funcbes aproximadoras

O método dos elementos nitos é assim chamado por representar o continuo através
de um conjunto nito de subdominios. Nesse caso, ao invés de um ndmero in nito de incog-
nitas, essas sao aproximadas em um conjunto nito de parametros nodais representativos.

As aproximacdes que ocorrem nos elementos para a representacdo do continuo
séo obtidas por meio de polindbmios aproximadores. Nesse processo sao estabelecidos um
intervalo valido e alguns pontos conhecidos. Posteriormente, calcula-se o polinbmio que
coincida com os valores dos pontos pré-estabelecidos. Esse processo € de simples dedugao
guando se trata de polinbmios de grau 1 ou grau 2. Todavia, quando séo utilizados
polinémios de graus maiores, ou inclusive para calcular essa aproximacao de forma genérica
(pela facilidade de programacéo), séo utilizadas outras técnicas, dentre elas, os polindbmios
de Lagrange, que foi a técnica utilizada neste trabalho.

3.1.1 Polinbmios de Lagrange

Para uma aproximacao unidimensional, os polinbmios de Lagrange, empregados
como fungdes de forma, sdo de nidos por meio de coordenadas adimensionaie nidas
no intervalo de[ 1;1] (BOWER, 2010). O primeiro né do elemento equivale a= leo
altimo equivale a =1, sendo os nos intermediarios distribuidos de maneira equidistante,
conforme ilustra a Figura 3.1. A gura representa as funcdes de forma para elementos com
aproximacao linear, quadratica e cubica. A funcdo de forma (correspondente ao né ),
valel noné e 0 nos demais nos.

Tendo em vista a metodologia descrita, a obtencédo das funcdes de forma se da por
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meio da equacdao (3.1), que representa a férmula geral dos polindémios de Lagrange.

Figura 3.1 Funcdes de forma linear, quadratica e cubica

Fonte: Préprio autor.

- 1 1 +1 n (31)

1 1 +1 n
Desta forma, as funcdes de forma referentes ao elemento com aproximacao linear

obtidas por meio dos polindmios de Lagrange, representado na Figura 3.1, por exemplo,
sado dadas por:

1= (3.2)
= (3.3)

A utilizacéo dos polinbmios de Lagrange como fun¢édo aproximadora se da devido
a propriedade de particdo da unidade. Ou seja, somando-se todos os valores de todos
os polinbmios, obtém-se 1 como resultado em qualquer ponto do dominio. Portanto,
sendo conhecidos os valores da fungcdo em cada um dos nds do elemEnjod funcéo
aproximadora pode ser escrita conforme o seguinte somatério:

fFC)=()F (3.4)

No caso do MEF isoparamétrico, essa metodologia € utilizada inclusive para a
aproximacao da geometria dos elementos. Assim, sentioe Y; as posicdes, respectivamente,
inicial e atual de um ponto do elemento, onde equivale a direcdo da coordenada eao
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né do elemento, escreve-se, de forma analoga a equagéo (3.4):

PO = ()X, (3.5)
)= )Y, (3.6)

As funcées aproximadorag? ef ! representam, respectivamente, o mapeamento das
con guragdes inicial e atual do elemento. Essa mesma metodologia pode ser aplicada para
a obtencéo de fungBes referentes a outras varidveis como, por exemplo, forgas distribuidas
aplicadas sobre os elementos.

Para aproximacgéao bidimensional em elementos quadrangulares, utilizando os po-
linbmios de Lagrange, segue-se a mesma légica empregada na aproximacao unidimensional.
Ou seja, a fungéo de forma do ndé deve valerl no ponto correspondente ao né e 0 nos
demais nés do elemento. A representacao de um elemento quadrangular com aproximacgdes
linear e quadratica no espaco adimensional é ilustrada por meio da Figura 3.2.

Figura 3.2 Elementos quadrangulares de ordens 1 e 2 no espac¢o adimensional

Fonte: Préprio autor.

A obtencéo das funcdes de forma desses elementos se da por meio da seguinte
equacao:

(120= (1) (2) (3.7)

Em elementos tridimensionais pode-se obter as fun¢bes de forma seguindo a mesma
metodologia, sendo elas descritas por meio da equacao:

(1, 20 3)= (1) (2) (2) (3.8)

sendo , e relacionados aos nds do elemento.

3.1.2 Funcdes aproximadoras em elementos com base triangular

Quando comparados aos elementos quadrangulares, os elementos triangulares
possuem algumas vantagens e desvantagens. Dentre as vantagens pode-se destacar a
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facilidade de acomodacdo a geometria das estruturas e a geracao de polindmios completos.
Nos elementos quadrangulares, por exemplo, sdo gerados alguns termos superabundantes,
provenientes das funcdes de forma unidimensionais (FISH; BELYTSCHKO, 2007). A
Figura 3.3 apresenta, no espaco adimensional, os elementos triangulares com aproximacdes
linear, quadratica e cubica. Nota-se que tanto, quanto , variam somente no intervalo

de0 ; L

Figura 3.3 Elementos triangulares de ordens 1, 2 e 3 no espaco adimensional

Fonte: Proprio autor.

Para uma aproximacgdo quadrética, ou seja, para um elemento triangular de 6 nés,
sao geradas as funcdes de forma conforme a regra de Pascal, por meio da eq(@&&00
indice é relativo ao n6 do elemento e, consequentemente, a sua funcao de forma. Assim,
para a obtencdo das fungdes de forma, € necessario calcular os 6 coe cientes referentes a
cada um dos nos.

(1 2)=ak1+ak21+ak32+ak4%+ak512+ak6§ (3.9)

As coordenadas dos noés do elemento triangular com aproximac¢ao quadratica sdo
dadas porP1(1;0), Px(3; 3), P3(0; 1), Pa(3; 0), Ps(0; 3) e Ps(0; 0). Como a funcéo de forma
correspondente ao né tem valor unitario no proprio nd, pode-se escrever 6 equacdes
substituindo as coordenadas do n6 na funcdo de forma e igualando a 1. A equacéao
(3.10) apresenta essas funcdes no formato matricial.

3 2 3,
1 0 1 0 0

1=2 1=2 14 14 14
O 1 0 0 1

1=2 0 14 0 O
0O 1= 0 0 1+4
O 0 O O O

2
di; Q2 A3 g Az Aie
E dpy Qpp QA3 dpgq dAps Apg

d3; dzz dzz dAzq dAzs Aze — (3.10)

e
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Dessa forma, como a multiplicagédo entre as matrizes resulta na matriz identidade,
sendoM a matriz dos coe cientes, conclui-se qusl = P 1. Assim, através do calculo dos
coe cientes sao obtidas as funcfes de forma do elemento.

3.1.3 Modelo Constitutivo de Saint-Venant-Kirchho

O gradiente dos mapeamentos das con guragdes inicial e atual (vide equag@es)
e (3.6)) sdo necessarios ao célculo das deformacdes associadas ao método dos elementos
nitos posicional. Estas sdo dadas pelas equacgdes (3.11) e (3.12), a seguir:

Aﬁ = flc} = X; (3.11)
A& = fl,lj = YI (312)

em quei ej representam a dire¢éo da coordenada, é relativo ao n6 do elementoA? é o
gradiente do mapeamento da con guracao inicial Ai} € o gradiente do mapeamento da
con guracgao atual.

O calculo do gradiente da funcdo mudanga de con guragad (), utilizado para

calcular a deformacao de Green e, portanto, a energia de deformacéo, € dado por:
Aj = Aj(A]) 1 (3.13)

A medida de deformagéo utilizada neste trabalho € a de Green-Lagrangs J,
sendo essa uma medida adequada para grandes deslocamentos e rotacdes, e qualquer valor
de deformacdo. A deformacdo de Green-Lagrange € calculada através do gradiente da
funcdo mudanca de con guracdo (apresentado anteriormente atraves da equaia3)),
conforme a equacao abaixo:

1
Ej = E(Aji Aj i) (3.14)

Como conjugado energético da deformacgéo de Green-Lagrange, tem-se o tensor de
Piola-Kirchho de segunda espécie; ), que pode ser escrito como sendo a variagdo da
energia especi ca de deformacéo, em relacdo a deformacdo de Green-Lagrange:

@u
Sj = — 3.15
T (3.15)
A segunda variacdo da energia especi ca de deformacgéo em funca& geaesulta
no tensor constitutivo elastico tangente Cjy ), conforme a equacéo abaixo:
@ue
Cik = =—— 3.16
Adotando o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchho , que permite a conside-
racdo de problemas com grandes deslocamentos, porém, com deformacdes moderadas, a
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energia especi ca de deformacéo e, consequentemente, a relacdo entre tensédo e deformacao
sao apresentadas, respectivamente, nas equacoes (3.17) e (3.18).

1
ug" (E) = 5Eii Ci Ew (3.17)
Sj = Cju Ew (3.18)

Tratando-se especi camente de elementos solidos bidimensionais, compostos de
materiais isotropicos, o tensor de Piola-Kirchho de segunda espécie, para o estado plano
de deformacdes e de tensdes é dado, respectivamente, pelas equacdes (3.19) e (3.20).

; G (1 )Eu+ Ex) 2GE1 :
s=38@ 2) 2G £ (319
2GE,, ﬁ((l JExx+ E 11)
: A(Ell*‘ E 22) 2GE1, i
s=§@ ) 2G £ (3.20)
2GE,, ﬁ(Ezz + E 11)

sendoG o mddulo de elasticidade transversal do material, o coe ciente de poisson &;
o tensor de deformacdes de Green-Lagrange, em @ije = E,;.

3.1.4 Integracdo numeérica

No procedimento de resolucdo do MEF Posicional, deve-se realizar o calculo de
algumas integrais de dominio e superficie. Conforme descrito anteriormente nesse capitulo,
a geometria inicial da estrutura é aproximada por meio dos elementos nitos, que sao
de nidos por meio de um espaco adimensional (por meio de coordenadasDessa forma,
pode-se dizer que uma integral sobre o volume inicial de uma fungdo qualgeéx), no

espaco bidimensional é dada por:
z zz |
F(x)dW =t F(X( 1 2)Jdo( 1; 2)d1d » (3.21)
2

Vo 1

em quely é o jacobiano do mapeamento inicial, dado pelo determinante do gradiente do
mapeamento da con guracao inicial det(Ay)). A variavel t representa a espessura, por
se tratar de um elemento soélido bidimensional. Para casos de elementos tridimensionais,
resolve-se uma integral tripla, adicionando-se a dimenséag

A resolucdo dessas integrais apresenta certa complexidade, tornando mais adequado
0 uso de integracdo numérica. Nesse caso, para elementos unidimensionais, quadrangulares
ou hexaédricos pode-se utilizar a quadratura de Gauss. Ja para elementos triangulares ou
tetraédricos pode ser empregada a quadratura de Hammer. Essas metodologias consistem
em um somatorio den termos, sendon o nimero de pontos no elemento. Para uma
determinada con guracdo de pontos, sdo dadas as coordenadas adimensionais e 0 pgso (
referentes a cada ponto. Os termos sado calculados por meio da multiplicacdo do valor da
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funcdo a ser integrada no ponto especi co, multiplicado pelo jacobiano da integracéo e
pelo peso correspondente, conforme apresentado abaixo:

z X
F(x)dVo = F(x(i)Jo( )W (3.22)

Vo i=1
Tal equacédo pode ser empregada nas duas quadraturas. No presente trabalho foram
utilizadas as con guracdes de 7 e 12 pontos da quadratura de Hammer.

3.2 Principio da estacionariedade

O MEF posicional é fundamentado no principio da estacionariedade. Tal principio
estabelece a posicdo de equilibrio de um solido como sendo aquela onde a energia mecanica
tem sua variacdo nula. Neste método, o equilibrio € sempre calculado em relacdo a posicao
atual, ou seja, pode-se dizer que o método considera de forma natural a ndo linearidade
geométrica. Conforme Greco e Coda (2006), a energia mecanica pode ser dividida em
guatro termos: P - Energia potencial das forcas externasj - energia de deformaca -
energia cinética;Q - energia de dissipacdo. Desta forma, o calculo da energia mecénica é
dado por:

= P+U+K+Q (3.23)

Seguindo o principio da estacionariedade, calcula-se a variacdo da energia mecanica e
iguala-se o resultado &, conforme a equacéo abaixo:

= P+ U+ K+ Q=0 (3.24)

3.2.1 Potencial das forcas externas

Neste trabalho serdo consideradas apenas forgas conservativas, ou seja, que perma-
necem com intensidade, direcdo e sentido constantes, que nao se sujeitam a mudancas com
a variacao de forma da estrutura. O potencial das forcas externas pode conter parcelas
decorrentes de forcas concentradas, distribuidas em partes da superficie do sélido, ou
ainda em partes do seu dominio. De forma geral, o potencial pode ser escrito por meio da
seguinte equacgao: 7 7

P= FY, OQYid 0 oind 0 (3.25)

em que o indicd é relativo a direcdo da coordenada, ao n6 do elemento, a varidveY

se refere a posicao atual da forca concentraday € utilizado para representar a posicao
atual das forgas distribuidas, com a intencao de diferenciar os pontos isolados de pontos
da superficie ou da linha. J& e b representam, respectivamente, forca de superficie e forca
de volume e, por m, e representam superficie e dominio, respectivamente, sendo o
indice 0 utilizado para caracteriza-los com base em sua posicao inicial, ja que se tratam de
forcas conservativas.
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3.2.2 Energia de deformagéo

A descricdo da energia de deformacdo em materiais hiperelasticos é dada pela
integral da energia especi ca de deformacédo em todo o volume do soélido (sendo esse o
volume inicial, considerando problemas Lagrangianos). Tomando como base o modelo
constitutivo de Saint-Venant-Kirchho , por meio das equacde$3.17) e (3.18), a energia
de deformacéo pode ser repregentada pelz; equacao abaixo:

1
U= Ued 0- *Emn Smnd 0 (326)
0 0 2
A variacdo da energia de deforzmagéio € descrita por:
U = Smn E mn d 0 (3.27)

0
em que os indicem e n representam as direcOes da deformacao e da tensB@ tensor de

Piola-Kirchho de segunda espécie & a deformacédo de Green-Lagrange.

3.2.3 Energia cinética

A parcela referente a energia cinética pode ser descrita por meio da Equacao 3.28.
Esse termo é dependente da massa do elemento, assim como da variagcdo da sua posi¢do com
relacdo ao tempo (velocidade), sendo que os term@se y; representam, respectivamente,
a densidade do material e a variagado da posi¢cao em funcao do tempo.

K=5 onvd o (3.28)

Desenvolvendo a sua variacdo, tomando o tempo como parametro, obtém-se a
equacédo descrita abaixo, sendg a segunda variacdo da posi¢cdo em funcdo do tempo
(aceleragao):

K= Et = i o¥i Yid o (3.29)

3.2.4 Energia de dissipacao

Em um sistema no qual h& a conservacao de energia, a entrada e a saida de energia
devem ser iguais. Caso ocorra a dissipacdo de parte dessa energia, h4 uma alteracao
na energia total do sistema ao longo do tempo. Por esse motivo, o termo de energia de
dissipacéo é acrescido na descricdo da energia mecanica total (Equacédo 3.23). Sua variacao
em funcdo da posicdo, considerando apenas a dissipacdo de energia de amortecimento,
proporcional a sua massa, pode ser descrita da seguinte forma:

z z
v oo | oomud e (3.30)
sendoq o funcional de energia especi ca de dissipacaag a constante de amortecimento.




41

3.3 Método de Newton-Raphson

A descricdo da energia em funcdo das posi¢cfes atuais dos nés da estrutura é um
dos pontos cruciais para a resolucédo do problema. Dessa forma, recorrendo ao exposto
na equacao(3.4), escrevem-se as derivadas (em funcdo da posicdo atual dos nos) do
potencial das forcas externas, da energia de deformacao, da energia cinética, e da energia
de dissipacao, respectivamente, por meio das equagdes (3.31), (3.32), (3.33) e (3.34).

Z Z
g = F d oQ; d oB, (3.31)
| 0 Z 0
@7 Oy, e
@ Z
= o Ydg (3.33)
@Y = 0Cm Y-d o (3.34)

sendoi relacionado a direcdo da coordenada, as funcdes de forma, e aos nos do
elemento eQ e B as forgas de superficie e de volume, respectivamente.

Tratando de problemas estaticos, considera-ge=0 e Q = 0. Portanto, tem-se
que a variagdo da energia mecanica em fungédo da posicao atial)(é dada pela equagéo
(3.35) que, segundo o principio da energia mecéanica estacionaria, € nula. Desta forma,
pode-se dizer que@=@) é o vetor de forcas internas, que somado ao vetor de forgas

externas (@=@)Y) resulta em zero.
|

@ @ @ _
oY Y, = @Y + vy Y, =0 (3.354)
z g £ o @y
F; 0 d oQ; . d oB; + OSmn @7in 0=0  (3.35b)

O método de solucdo do problema néo linear utilizado foi a estratégia incremental-
iterativa tangente, também conhecido como método de Newton-Raphson. O procedimento
se inicia adotando uma posicéo tentativaY®) para calcular a variacdo da energia de
deformacédo. Enquanto a posicao tentativa for diferente da solu¢cdo do problema, a equacgéo
(3.35) ndo ¢ satisfeita, gerando um vetor residua(Y °)), também chamado de vetor
de desbalanceamento mecéanico. Posteriormente é realizada uma expansdo em série de
Taylor em torno dessa posicao tentativa, representada por meio da equa¢ad®6), sendo

g = @=@y.

Y, “+(0,)2=0 (3.36)

I

A variavel (O )2 representa os termos de ordens superiores. Desprezando-se esses
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termos, pode-se reescrever a equacéo (3.36) da seguinte forma:
0 1,

k @g
Y, ‘= B=" kK g(Y" (3.37)
| @jY (YK)

Como a segunda variacdo do potencial de forcas externas nao é funcéo da posicéo
atual dos nés, escreve-se:

@ _ e ‘

% @YY Hi
@y @YY vy

(3.38)
Y k)
em queH; € a matriz de rigidez tangente, ou matriz Hessiana para essa posi¢éo tentativa.
Com base na equacéao (3.32), escreve-se:
Z !
@ @ in

Hk = = g
ij . @Y mn @|Y »

d o=0 (3.39)

Assim, reescreve-se abaixo a equag@37), apresentando de forma resumida o
p k L . .
calculo do vetor Y; , sendo esse o ponto chave da estratégia incremental-iterativa

tangente, ou método de Newton-Raphson.

k

1
Y, = H g (Y% (3.40)

Em seguida, atualizam-se as posicdes:

(3.41)

Desta forma, o processo de solucdo tem inicio adotando-se para a posicao tentativa
a propria posicao inicial. A partir dai € realizado um incremento de carga (ou de posicao

. . ~ k : .
prescrita) e, por meio da equaca(8.40), calcula-se o vetor Y; . Atualiza-se a posicao,

- : k ]
somando esse vetor ao vetor de posicao tentativa. Caso o valor deY;  =X; (calculo

do erro, sendoX; o vetor de posi¢des iniciais) for maior que a tolerancia adotada, repete-se

0 mesmo procedimento para a nova posicao tentativa. Caso o valor seja menor que essa
tolerancia, é realizado um novo incremento de carga e, depois disso, repete-se 0 processo,
até que se chegue a carga total (ou posicao prescrita total), com um valor de erro menor
gue a tolerancia adotada.

Com a nalidade de facilitar o entendimento da resolu¢éo do problema estatico por
meio do MEF Posicional, foi elaborado um algoritmo de solucéo simpli cado, que pode
ser visualizado abaixo:
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Algoritmo 1: Resolucdo de problema estético

1 Atribuicdo das coordenadas iniciais como atuais para de nicdo da primeira posicdo tentativa (Y; = X; );

2

o ~N o g b~ w

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

23

24
25

para cada passo de carga(dF; ) ou posicdo (dY; ) faca
Atualizac&o do vetor de forcas externas (F; = F; + dF; ) ou de posicdo(Y; =Y; + dY; );
enquanto residuo > tolerancia faca

para cada elemento faga

para cada ponto de integracéo faga

Célculo das fungdes de forma e suas derivadas;

Calculo do gradiente do mapeamento da con guragao inicial (Afj’ - Equacéo 3.11) e nal
(A} - Equacdo 3.12);

Calculo da deformacéo de Green-Lagrange Ej - Equacgédo 3.14);

Calculo do tensor de Piola-Kirchho de segunda espécie (S; - Equagéo 3.15);

para cada né na diregdo i faca

Célculo do vetor global de forga interna ( @(‘3‘\‘} - Equacéo 3.32);

para cada nd na direcdo j faca
Célculo da hessiana global Q—hﬂ-‘ - Equacéo 3.38);
m

m
m

Imposicao das condigbes de contorno;

Contribuicdo do elemento na forca interna e hessiana globais;

m
Resolugéo do sistema linear (Obtencdo do( Y; )k - Equacéao 3.40);
Atualizacdo da posicdo ((Y; )*** - Equacdo 3.41);

Avaliacdo do residuo Y. =X.

3.4 Problemas dindmicos (Newmark + Newton-Raphson)

Para o calculo de problemas dindmicos, passa-se a considé&taé 0 e Q 6 0.

Portanto, a variagdo da energia mecanica em fungéo da posi¢ao at(gl ), descrita

anteriormente por meio da equacao (3.35), pode ser obtida por meio da equacéo (3.42).

e ainda, considerando a matriz de amortecimentd = Mc,,, pode-se reescrever a equacao

@ _@,@, & @ ._

= =0 3.42a
ev ey @y ey ey ] (3.422)
o= F d oQ d B+ SmGTd o
Z 0 Z 0 0 |
+  otm  Yrdo+ o Y d,=0 (3.42b)
0 0

Uma vez que a matriz de massa de um elemento nito € descrita por:

Z
M = d o (3.43)

0

(3.42) da seguinte forma:

Z Z
d oQ, d oB, + smn%d otC Y=+M Y =0
0 0 0 @|Y

(3.44)
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Para iniciar o procedimento de calculo, deve-se admitir um valor inicial para a
aceleracao. Partindo da Equacao 3.44, escreve-se:

z z z @, #
Yig =M *F o+ d oQ + d B Smgydo C Y
0 0 0 i
(3.45)

O tempo é uma variavel continua, entretanto, para a resolucdo do problema
numeérico, ele é tomado como uma variavel discreta. Desta forma, sao utilizados integradores
temporais para calcular, de forma aproximada, passos de tempo, nos quais sdo realizadas
a analise. Neste trabalho foram utilizados os integradores temporais de Newmark. Cada
passo € escrito em fungéo do passo anterior, ou seja, sengot.1) € t, respectivamente,

0 passo de tempo atual, o passo de tempo anterior, e um intervalo de tempo, tem-se que:

t(s+1) = t(s) + (3.46)

Assim sendo, considerandd,, , Y., € Y., respectivamente, a posicao,
velocidade e aceleracdo atuais, aproximam-se 0s valores atuais de posicao e velocidade,
por meio das expressdes de Newmark:

1
— 2
Yig = Vgt D+t 2 Yig * Ve (3.47)
Yt'(s+l) = Yt'(s) + t(l )Yt(s) + th(S+l) (348)

sendo e parametros livres do método. Para considerar a aceleracdo constante em um
passo de tempo, por exemplo, sdo utilizados os parametros 1=4e =1=2

Isolando-se a velocidade e a aceleracéo atuais nas equa43) e (3.48), descrevem-
se abaixo essas variaveis em funcéo das posicdes atuais e valores referentes ao passo de
tempo anterior (ja conhecidos).

0 | 1
_ Yt(s+1) Yt(s) Yl‘(s) 1 .
Yt(m) = 2 2 2 + 'R 1 Yt(S)A (3.49)
h i
Yt'(s+1) = 7th(s+l) Yt'(s) + t(l )Yt(s)
0 | 1
Yt(s) Y*(s) 1
@ 2 + 2 + > 1 Yt(S)A t (3.50)

De modo a facilitar os calculos, separam-se as parcelas relacionadas ao passo de
tempo anterior, nomeadas com@s e Rs, conforme as equacdes abaixo:

Yt(s) Y"(s) 1 -
7t2+ t+ > 1 Yt(s) (3.51)

Re= Yo, + t1 )Yy (3.52)

Qs =
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substituindo os valores d&)s e Rs nas equacfe$3.49) e (3.50), séo obtidas as seguintes
equacdes:
Yiie
Vi = ‘7;)2 Qs (3.53)
Yt'(sﬂ_) = 7": t(S+l) + RS QS t (354)
De posse desses valores, pode-se reescrever a variagdo da energia mecanica em

funcéo da posicao no instante atual\(jt(sﬂ) ), substituindo os valores das equacd€3.53)
e (3.54) na equacadq3.42), conforme demonstrado abaixo (indices suprimidos para facilitar

a leitura):
!

@ @ @
— = — + — +C — Vi tRs Qs T
t(s+1) @Yt(ﬁfl) Yt(s+1) t
NYERLEY =0 3
t2 Qs = (3.55)

Para a montagem da resolucéo de problemas dinamicos, realiza-se o mesmo procedi-
mento utilizado para problemas estéaticos (equac6€3.36) a (3.40)), porém, considerando
as parcelas referentes a energia cinética e de dissipacédo. Desta forma, é admitida uma
posicdo tentativa, adotando-se, para o inicio dos calculogk = Yty = Yi,- EM se-
guida, é realizada uma expansao em seérie de Taylor truncada em primeira ordem, ou seja,
desprezando os termos de ordens superiores, 0 que pode ser visto na equagao abaixo:

K +@ Yk

o] YS+ =g Y, . : =0 (3.56)
I t(s+1) i t(s+1) @jY " J
(s+1)
0 1
y = BO8 § g v, (3.57)
@y ..

t(s+1)

Desta forma, a segunda variacdo da energia mecanica em funcédo da posicao, agora
considerando as parcelas relativas a energia cinética e energia de dissipacao, € escrita da
seguinte forma:

= +
@y . @YY, t2 t

k
Y(s+1) (Yt(s+1) )

@g _ @u M c _ H (@) (3.58)

sendoHigd'”) a matriz Hessiana para a posigao tentativa, no instante atuat{.1)). Da

mesma forma que foi feito para problemas estaticos, reescreve-se o calculo do vetor de
A A k . : a ~

variagao da posicdo Y, , que € de suma importancia no processo de resolucao.

Y, ‘= pkam o tg o vk (3.59)

] ij t(s+1)
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O processo de solucdo para problemas dindmicos € muito similar ao utilizado para
problemas estaticos. Basicamente, resolve-se um problema estatico, seguindo-se o0 mesmo
procedimento, para cada passo de tempo diferente. Por meio do algoritmo 2 sdo descritos
0s passos de solucéo, vinculando cada um deles com as equacgfes expostas neste capitulo.

Algoritmo 2: Resolucdo de problema dinamico
1 Atribuicdo da posicéo, velocidade e aceleracdo do passo anterior como primeira tentativa:
Yt(s+1) = Ytl:s+1) = Yt(s) / Y*(sﬂ) = Yfl:s+1) = Y"(s) / Yt(s-v—l) = Y[lzs-ﬁl) = Yt(s) ;

2 Calculo da matriz de massa (M) e de amortecimento (C) (Equacgéo 3.43);
3 Célculo da aceleragao inicial (Equagédo 3.45)
4 para cada passo de carga(dF; ), posicdo (dY; ) ou tempo ( t) faca

5 Atualizacéo do vetor de forcas externas (F; = F; + dF; ) ou de posicdo(Y; =Y; + dY; );
6 Célculo das parcelas relativas ao passo de tempo anterior -Qs (Equacdo 3.51) eRs (Equacao 3.52);
7 enquanto residuo > tolerancia faca
8 para cada elemento faga
9 para cada ponto de integracéo faga
10 Célculo das fungdes de forma e suas derivadas;
11 Calculo do gradiente do mapeamento da con guragao inicial (Aiﬁ-’ - Equacéo 3.11) e nal
(A} - Equacéo 3.12);
12 Calculo da deformacéo de Green-Lagrange E; - Equacgédo 3.14);
13 Calculo do tensor de Piola-Kirchho de segunda espécie (S; - Equagéo 3.15);
14 para cada né na diregdo i faca
15 Calculo da contribuigdo no vetor global de forca interna &~ + &+ & -
Soma das equacgdes (3.32), (3.33) e (3.39) I I I
16 para cada né na diregcdo j faga
17 Célculo da contribuicdo na hessiana global dindmica (H i'j‘(di” ). Equacéo 3.58);
18 m
19 m
20 m
21 Imposicdo das condi¢Bes de contorno;
22 Contribuicdo do elemento na forga interna e hessiana globais;
23 m
24 Resolugdo do sistema linear (Obtengéo do Y, k. Equacéo 3.59);
25 Atualizacdo da posicdo Y, R Y, iy Y, “ ;
26 Atualizacdo da aceleragdo e da velocidade atuais (Equacdes (3.53) e (3.54));
27 Avaliacdo do residuo Y, : S
28 m
29 Atualizacéo do passo de tempo ¢ = t+ t);
30 m

3.5 Elementos imersos

As técnicas de insercdo de elementos imersos na malha séo utilizadas para a
simulacdo de materiais heterogéneos, compostos por uma matriz reforcada com bras, ou
particulas. Existem diferentes abordagens para a modelagem desse tipo de material, que
in uenciam de diferentes formas no modelo de gerag¢édo de malha, nos graus de liberdade, e
na formulacao utilizada. Conforme descrito por Ramos (2020), pode-se dividir essas técnicas
em trés diferentes formas de modelagem: Homogeneizacéao, Discretizacdo e Embutimento.
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A Figura 3.4 apresenta exemplos de cada uma dessas técnicas.

A primeira delas, baseia-se na homogeneizacdo das propriedades dos elementos
nos quais estdo contidos os nos dos refor¢cos. Ja na estratégia de discretizacdo, os nés dos
elementos de refor¢co devem coincidir com os nés da malha. Ou seja, os elementos de refor¢o
atuam diretamente sobre os graus de liberdade do problema. Nesse caso, para compatibilizar
a malha, tem-se duas opcdes: reconstruir a malha, passando obrigatoriamente sobre os
pontos dos elementos de refor¢o, ou adequar os elementos de refor¢o para que coincidam com
nos ja existentes da malha. Por dltimo, a técnica de embutimento, que foi implementada
neste trabalho, em que é feita a contribuicdo dos nés do elemento de refor¢co, em cada um
dos nés do elemento da matriz no qual esta contido, reescrevendo os parametros nodais do
elemento de reforco em funcéo dos parametros nodais do elemento da matriz. Essa € uma
estratégia muito interessante, uma vez que nao € necessaria nenhuma alteracdo na malha,
levando a uma grande liberdade no posicionamento dos reforgos e ndo aumenta 0s graus
de liberdade do problema.

Figura 3.4 Técnicas para insercao de elementos na malha

Fonte: Préprio autor.

A técnica de embutimento aqui tratada pode ser aplicada para a insercéo de bras
e/ou particulas na matriz. Neste trabalho foram implementados apenas elementos nitos
de barra simples, ou seja, com dois graus de liberdade por no.

3.5.1 Elemento nito de barra simples

Nesta se¢do sdo demonstrados os calculos referentes a forca interna e a hessiana
desse tipo de elemento, se tratando, respectivamente, da primeira e da segunda variacao
da energia de deformac&o com relagéo a posicao.

Conforme tratado anteriormente, o calculo da energia de deformacédo € deduzido
por meio das con guracdes inicial e atual do elemento. Na Figura 3.5 observam-se essas
con guracdes, nas quais estdo devidamente indicados as posi¢des dosXp=(Y; , sendo
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i referente a direcao do grau de liberdade ereferente ao nd), assim como 0s comprimentos
inicial (Lo) e atual (L) do elemento.

Figura 3.5 Con guragdes inicial e nal de um elemento de barra simples

Fonte: Préprio autor.

Desta forma, como o elemento estd submetido apenas a esforcos normais, a defor-
macédo de Green € obtida por meio da seguinte equacao:

|
E = ; LZL%L(Z’ (3.60)
sendoL? e L2 dados por:
L2= x2 x}%+ x2 xi° (3.61)
L2= v2 YrP+ v2 YE°® (3.62)

Considerando-se a resolucdo de problemas com cinematica Lagrangiana, segdo
o volume inicial, o a area inicial eLy 0 comprimento inicial, pode-se escrever a energia
de deformacédo na con guragdao inicial, para um elemento, da seguinte forma:

Z
UeI = Ued 0= Ue 0= Ue olLo (363)

0
Seguindo com a utilizagdo da lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchho , obtém-se
a equacao da forca interna, que pode ser vista abaixo:

@Lﬂl = L @' @E

@Yy = °“’eEeay
aplicando o conceito de conjugado energético, em que aparece a tensao de Piola Kirchho
de segunda espécisS(= @y @B, e sendo:

@E_ (1)
@Y (Lo?

(3.64)

(Y2 Y (3.65)
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tem-se que:
@y (1)
= 1S
@Y Lo
Mantendo as mesmas consideracdes, porém, calculando-se a segunda derivada da
energia de deformacéo em funcéo da posicao atual, obtém-se a hessiana, ou matriz tangente,

gue pode ser escrita conforme a equacéo abaixo:
0 1 0 1

QU _ @ 4,@Y,_ | @ ;@u@E,
@y, @Y ey = ‘@Y @E@y
( 1)( 1) 0 SVK(Yi2 Yil) (sz le)
Lo Ki Lo L, o

(Y2 Y (3.66)

i | (3.67)

3.5.2 Estratégia de acoplamento entre matriz e reforco

Neste trabalho foi utilizada a técnica de embutimento, aplicada ao método dos
elementos nitos posicional, com uma formulacdo proposta inicialmente por Vanalli (2004),
e empregada em uma série de trabalhos no decorrer dos ultimos anos. Podem ser aqui
citados os trabalhos de Fernandes (2016) e Moura (2015), que prop6em analises elasticas e
elastoplasticas de materiais compasitos, de Felix (2018) e Ramos (2020), que trataram da
simulacdo do processo de corrosdo em estruturas de concreto armado, e de Tavares (2020),
gue utilizou a técnica para modelar uma estrutura de concreto protendido. Também os
trabalhos de Saloméao (2021), envolvendo analises termomecéanicas em compadsitos, de Felix
(2022) propondo um modelo de dano acumulado em concreto, e de Marques (2023), que
também trabalhou com um modelo de dano, porém, para analisar o comportamento de
estruturas de concreto armado. Todos esses trabalhos utilizaram o método dos elementos
nitos posicional, em conjunto com a estratégia de embutimento, comprovando o seu
potencial em diversas aplicacdes.

A estratégia consiste em tratar os parametros nodais do reforco, em funcao dos
parametros nodais da matriz, fazendo o uso das funcdes de forma desses elementos. Cada
um dos nés dos elementos de reforgo sera atribuido a um elemento da matriz, para que
essa mudanca de referéncia seja realizada. Seftloa simbologia utilizada para descrever
os termos relacionados a matriz, €) ao refor¢o, pode-se escrever o0s mapeamentos das
posicdes inicial e atual dos nés do reforco, conforme a Equacgéao 3.68 e a Equacao 3.69,
respectivamente. Assim, 0os elementos imersos podem ser inseridos em qualquer localizagéo,
sem precisar coincidir com nenhum né existente da malha, e sem adicionar graus de
liberdade ao problema.

X, = ()X (3.68)
Y, = " ()Y (3.69)

Para que haja a contribuicdo do reforco no calculo da forca interna e da hessiana
do problema, escreve-se a energia de deformagdo como a soma dos termos referentes a
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matriz e ao refor¢o, conforme descrito na Equagéo 3.70.

u=uU+0 (3.70)

Seguindo essa linha de raciocinio, escreve-se a variagao da energia de deformacéo
em funcdo da posicéo, para a obtencéo da forca interna.
@J:@J+@j: @@ +@Sj (3.71)
@, @) @ @ @Y
sendo @/ @" ) a variacdo da posicdo do né do reforco, em funcédo da posicdo do né da
matriz, dada também por:

N

@ ()Y,

@T j N
= = () (3.72)
@ @ ”
reescrevendo-se, desta forma, a Equagéo 3.71:
@ _ @ @

+ =
@/i\ @/. () & (3.73)

em que @/ @f descreve a componenteda forca interna relacionada ao né6 de um

elemento nito de reforgo, “( ) representa a funcdo de forma referente ao néde um

elemento nito da matriz, sendo esta avaliada segundo as coordenadas adimensionais do

né do elemento de reforco, @/ @, , por sua vez, representando a componeritela

forca interna relacionada ao n6 de um elemento nito da matriz.

Seguindo essa mesma ldgica, realiza-se o célculo da hessiana com a consideracao
de elementos de reforco imersos na malha da matriz. A matriz € obtida por meio da
segunda variacdo da energia especi ca de deformacédo, em relacédo a posicao, conforme a
Equacao 3.74.

0 1

@ _@u+@o_ Qp@ g, @0

@ v, @y @ @a @y
__@U @ @" @0 (3.74)

@@, @ o Y
Da mesma forma que foi demonstrado na Equacéo 3.72, tem-se que:
Y, @, A YA A YA N N

= AR SR O G 3.75)

pae
@ @ @, j
portanto, pode-se reescrever a equacao da matriz hessiana, j& com a contribuicao do reforco,

substituindo a Equacéo 3.75 na Equacédo 3.74, conforme a Equacao 3.76, apresentada
abaixo.

@u _ @uU MY )+ @0

@ Y @ e @vY,

(3.76)
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A metodologia de calculo para a obtencéo da for¢a interna e da hessiana, com a
inclusao desses elementos de reforgo, partiu da hipotese que os elementos da matriz que
recebem os nés dos elementos de reforco sdo conhecidos. No entanto, é necessario realizar
esta localizacdo de alguma forma. Neste trabalho, o algoritmo utilizado para identi car
esses elementos foi dividido em duas etapas.

Primeiramente, é feita uma pré selecdo dos elementos, para diminuir o custo
computacional. Nessa primeira etapa, € calculada a medida entre o n6 do reforco e o
centro geométrico de todos os elementos. Caso a dimenséo for maior do que o raio de um
circulo que circunscreve o elemento, majorado em 5% (percentual aproximado, para evitar
problemas de precisdo numérica, em casos onde o né do reforco se encontra muito proximo
da fronteira do elemento da matriz), o elemento entra na lista de veri cagao.

Na segunda etapa, o n6 de reforgo é escrito em funcéo das coordenadas adimensionais
de cada um dos elementos selecionados na primeira etapa, conforme a Equacéo 3.68. Nota-
se que os valores conhecidos do problema séo as coordenadas iniciais, tanto dos nos dos
elementos de reforgo, quanto dos nés dos elementos da matriz. Portanto, as incognitas do
problema séao, justamente, as coordenadas adimensionais do n6 do reforco, que satisfazem a
igualdade representada na Equacéo 3.68. Escrevendo esse conjunto de igualdades, recai-se
em um sistema de equacdes, que, caso 0 elemento da matriz tenha aproximacéo quadratica
ou superior, é nédo linear. Desta forma, pode-se recorrer ao método de Newton-Raphson
para a resolucdo desse sistema.

Na Equacdo 3.77 € demonstrada a expansdo em série de Taylor, truncada em
primeira ordem, ou seja, 0s termos de ordem quadratica ou superior sdo desconsiderados,

gerando um residuo.
0 1

/\
X = " +BE Y g @.77)
@; .
(&)
sendoZ as coordenadas iniciais do no do elemento de reforgco,;" as coordenadas
adimensionais tentativas, e [" a corre¢do dessas tentativas, cujo valor € obtido por meio

da Equacéao 3.78.
0 1

N\
BESL R pex (X (3.78)
i m
()
Desta forma, o valor das coordenadas adimensionais sdo atualizados, conforme
a Equacdo 3.79. O procedimento é repetido até que o valor de/" seja menor que a

tolerdncia admitida.
= e m (3.79)

Para identi car se o0 n6 do reforco esta contido no elemento da matriz, as coordenadas
adimensionais obtidas no processo de solugcdo, devem estar contidas no dominio desse
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elemento. Ou seja, no caso de um elemento triangular, devem ser satisfeitas as seguintes
condicbes0 , 13,0 , l1leO0 1 , , 1

Desta forma, para esclarecer o procedimento de célculo, foi elaborado um algoritmo
para descrever todos os passos, vinculando cada um deles com as equacdes descritas neste
capitulo.
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Algoritmo 3:

Resolucédo de problema com elementos imersos

1 para cada elemento da matriz faca

2

© o N o 0 b~ w

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29
30
31
32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

48

49
50

Célculo do
Célculo do
m

centro geométrico (X °¢);
raio do circulo circunscrito ao elemento acrescido de 5%(Ro:05).

para cada nd de reforgo faca

para cada

en

m
se

m
m

elemento da matriz faca

se distancia entre X; e X ¢ for menor que Ro.0s entéo
Adoc&o de uma coordenada adimensional tentativa ( ' = X;/ X ®);

quanto j > tolerancia faca
Caélculo do ", utilizando ', conforme Equacéo 3.78;
Atualizagéo do &”*1 , conforme Equacao 3.79;

Célculo do residuo (norma de ).

o ™ 130 o 1e0 1 7T T 1. entdo
Registro de que o né de reforgo incide sobre o elemento da matriz;
Registro das coordenadas adimensionais atuaig ¢');
Interrupcéo de busca para o n6 de reforgo atual.

para cada passo de carga(dF; ) ou posicado (dY; ) faca

enquanto

m
Im

m

m
Resolu

Avaliag

Atualizacéo da posicdo ((Y; )

Atualizacéo do vetor de forcas externas (F; = F; + dF; ) ou de posicdo(Y; =Y; + dY; );

residuo > tolerancia faca

para cada elemento da matriz faga
para cada ponto de integracdo faga

Célculo das funcdes de forma e suas derivadas;
Calculo do gradiente do mapeamento da con guragao inicial (Ai? - Equacdo 3.11) e nal
(A} - Equacdo 3.12);
Calculo da deformacéo de Green-Lagrange Ej - Equacgédo 3.14);
Calculo do tensor de Piola-Kirchho de segunda espécie (S; - Equagéo 3.15);
para cada ndé na direcdo i faca

Célculo do vetor global de forca interna (% - Equacéo 3.32);

para cada né na direcdo j faca

Célculo da hessiana global Q—Ii}‘ - Equacéo 3.38);

m

m

posicéo das condi¢Bes de contorno;

Contribuicdo do elemento na forca interna e hessiana globais;

para cada elemento de reforcofaca

Célculo da forga interna desenvolvida no reforgo, conforme Equagéo 3.73;
Célculo da hessiana desenvolvida no refor¢o, conforme Equacgéo 3.76;
Contribuicdo do refor¢o na forga interna e hessiana globais.

¢do do sistema linear (Obtencdo do Y; - Equacao 3.40);
k*1 _ Equacao 3.41);

80 do residuo Y, S
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4 PROPOSTA DE PLATAFORMA PARA O MEF POSICIONAL

No Capitulo 3 foi demonstrada a teoria do MEF Posicional para a resolucéo
de problemas estéticos, dindmicos, e com a insercdo de elementos na malha, desde a
sua formulacdo, até a técnica de solugdo. Também foram apresentados os elementos
triangulares para aproximacdes linear, quadréatica e cubica. Este capitulo, por sua vez,
tem como objetivo expor a estrutura do cédigo desenvolvido, de forma a conectar todas
as etapas da formulacdo e da técnica de solucdo. Para o desenvolvimento desse cddigo,
foi empregada a programacao orientada a objetos. Portanto, inicialmente, é apresentada
uma breve descricdo do método, expondo suas principais caracteristicas, funcionalidades,
aplicabilidades e padréo de representagao.

4.1 Programacao orientada a objetos

A metodologia de orientacdo a objetos proporciona uma série de vantagens no
desenvolvimento desoftwaresse utilizada corretamente e de maneira organizada. Desta
forma, € de extrema importancia a adocéo de padrdes. Erikssatnal. (2004) tratam de
uma linguagem uni cada, denominadaJni ed Modeling Language (UML), que proporciona
aos sistemas desenvolvidos melhor visualizacdo, especi cacdo, construcdo e documentacao.
Segundo os autores, o termmodeling pode gerar certa confusdo, por estar aplicado a
diversos niveis. O "modelo" remete, de forma geral, ao planejamento completo do sistema,
desde a descricdo do problema, passando pela andlise, proposicdo de solucéo, projeto
e implementacédo. Abaixo estédo citados alguns dos principais conceitos relacionados ao
desenvolvimentos de modelos orientados a objetos:

A metodologia de orientacdo a objetos produz modelos que re etem o dominio em
guestao, de forma natural, usando terminologias proprias daquele mesmo dominio;

Conceitos subjacentes: objetos, mensagens, classes, heranca e polimor smo. Os
objetos tém um certo comportamento e uma certa identidade, de nidos através de
nome, atributos e operacdes. Todo objeto acaba por ser uma instancia de uma classe,
sendo ela uma espécie de modelo que de ne as caracteristicas de um objeto;

Modelos orientados a objetos, quando construidos da forma correta, séo de facil comu-
nicacao, alteracéo, expansao, validacao e veri cagcdo, demonstrando uma arquitetura
bem de nida;

Os modelos sé@o convenientemente implementados utilizando linguagens de progra-
macao orientadas a objeto;
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Orientacdo a objeto é uma tecnologia testada e utilizada em muitos projetos, cons-
truindo diferentes tipos de sistemas.

As linguagens orientadas a objetos apresentam uma determinada estrutura, e uma
série de caracteristicas que possibilitam a pratica dos conceitos citados. Neste capitulo
serao abordadas as de nicOes de classes e objetos, assim como as interacdes entre eles,
tirando proveito das peculiaridades da orientacdo a objetos como, por exemplo, heranca,
encapsulamento e polimor smo.

4.1.1 Objetos e classes

Pode-se descrever os objetos como sendo entidades com estrutura e comportamento
bem de nidos, através de sua classe geradora (SEED, 1996). Nesse contexto, a rma-se que
um objeto é uma instancia de uma classe. A ideia geral da programacao orientada a objetos
€ baseada na organizacdo dos dados por meio dessas instancias, que sao responsaveis por
enviar e receber mensagens de outros objetos. Ou seja, o codigo consiste em um grupo
de objetos que interagem entre si (SENGUPTA; KOROBKIN, 1994). Geralmente, os
objetos do cdodigo remetem a objetos reais como, por exemplo, em uma estrutura, 0s
elementos estruturais, os vinculos externos, os carregamentos, etc. Todavia, algumas vezes
sdo utilizadas instancias com fungdes especi cas, que servem apenas como ferramenta
de interacdo entre esses objetos. E o exemplo de objetos que realizam o pré e o pés
processamento do célculo da estrutura.

Neste trabalho os dados armazenados dentro dos objetos foram denominados
como atributos, e as funcfes responsaveis pela interacdo entre eles como operacdes. Para
representar as classes de forma e ciente foram utilizados diagramas de classe Ui éd
Modeling LanguaggERIKSSON et al., 2004). A Figura 4.1 ilustra um exemplo geral
da utilizacdo do diagrama, em que o campo superior é reservado para o nome da classe,
0 central para os atributos e o inferior para as operagdes. Os simboles,™ " e "#"
indicam os especi cadores de acespablic, private e protected respectivamente. Ainda nos
atributos séo identi cados os tipos de dados, e nas operacdes 0s parametros de entrada e
de saida.

Figura 4.1 Diagrama UML de uma classe qualquer

Fonte: Préprio autor.
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A forma como esses atributos e operacfes foram escritos e organizados sera de-
monstrada adiante, buscando a utilizacdo de caracteristicas primordiais em um cdodigo
orientado a objetos: encapsulamento, heranca e polimor smo.

4.1.2 Encapsulamento

Algumas caracteristicas dos objetos ndo tem a necessidade de serem acessadas pela
maioria dos usuarios. Desta forma, o acesso a essas informacdes é exclusivamente interno.
Portanto, essas caracteristicas cam encapsuladas dentro do objeto. Um exemplo muito
interessante, trazido por Seed (1996), é o de um carro, que possui milhares de componentes,
porém o0 motorista recebe apenas as informacdes necessarias para que ele possa dirigi-lo.

Dentro de uma classe ha diferentes formas de especi car 0 acesso aos atributos do
objeto, e isso é feito por meio dos especi cadores de acesso citados anteriormente. O termo
public torna os dados (atributos e operacdes) publicos, ou seja, podem ser acessados dentro
e fora da classe por qualquer objeto. Ja o especi cadarivate € utilizado para restringir
0 acesso a classe onde os dados foram de nidos. Por m, o terprotected permite que
subclasses derivadas da classe onde foram de nidos os dados tenham acesso, porém, outros
objetos ndo tem essa permissao. A ideia da utilizacdo de subclasses ja ingressa em outra
caracteristica primordial do codigo orientado a objetos, que é a heranca entre classes.

4.1.3 Heranca

A escrita de um cddigo enxuto € essencial, e a ideia de heranga contribui para que
isso seja possivel. Basicamente, uma classe herda alguns aspectos de outra classe, para
gue nao haja duplicidade de informac¢des. Isso hormalmente ocorre quando se tem varios
tipos de um determinado elemento, tendo estruturas muito similares, que séo herdadas.
Todavia, cada um possui suas particularidades, que sdo adicionadas posteriormente em
cada uma delas (KOENIG; MOO, 2000; YAMASSAKI, 2014).

A classeMeshNode por exemplo, ndo chega a instanciar nenhum objeto dentro do
cbdigo, sendo tratada como uma classe abstrata, ou seja, ela serve apenas de base para a
formacado de outras classes. Para diferentes tipos de problemas os nés podem necessitar
diferentes dados, e por consequéncia, diferentes tipos de acesso e processamento. Desta
forma, para a resolucdo de um problema estatico cria-se a subcldgeshNode _MQS
a partir da classeMeshNode Assim, todo o conteddo da classBeshNodeé herdado
pela subclass&leshNode _MQS evitando a escrita de codigos repetitivos. A Figura 4.2
apresenta o diagrama UML dessas classes.

Nesse processo, ha a necessidade de acrescentar atributos e/ou operacdes, ou ainda
de alterar algumas dessas operac¢des. Quando uma operacao da classe € alterada em mais
de uma das suas subclasses é utilizada a ideia de polimor smo.
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Figura 4.2 Diagrama UML da classeMeshNodee a derivadaMeshNode _MQS

Fonte: Proprio autor.

4.1.4 Polimor smo

Polimor smo é caracterizado quando duas ou mais classes, que séao derivadas de uma
mesma classe, possuem operagdes que podem ser chamadas através do mesmo nome, porém,
poderdo ter caracteristicas especi cas em cada uma das classes (SENGUPTA; KOROBKIN,
1994). A utilizacdo dessa técnica proporciona uma padronizacdo dos atributos entre as
classes de uma mesma "familia”. Se tivermos uma classe "pai”, por exemplo, representando
formas geométricas, e como derivadas, as classes retangulo, triangulo, circulo e trapézio.
Para cada uma delas, tem-se uma operacao que retorna, por exemplo, a area do elemento.
O emprego do polimor smo faz com que a chamada dessa operacédo seja sempre igual,
para qualquer classe derivada.

Essa propriedade foi aplicada diversas vezes no cédigo. Na Figura 4.3 pode-se obser-
var a classeBaseElement da qual derivam os diferentes tipos de elementos. Praticamente
todas as operacgdes sao implementadas cowmdual, permitindo a utilizagcdo da mesma
nomenclatura nas classes derivadas, sobrescrevendo a operacdo em cada uma delas. Desta
forma, citando um exemplo, toda vez que for solicitado, em qualquer elemento, 0 nUmero
de graus de liberdade dos seus nés, ser4 chamada a opergeidumNdDOF

Da mesma forma que é utilizada a ideia de herangca como alternativa para evitar
a concepcao de cdodigos repetitivos, o uso tEmplatesauxilia signi cativamente nesse
sentido.
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Figura 4.3 Diagrama UML da classeBaseElement

Fonte: Préprio autor.

4.1.5 Templates

As classes, como visto anteriormente, séo protétipos para a criacéo de objetos. Pode-
se visualizar a ideia déemplate como um protétipo de classe ou funcdo com parametros
de entrada variaveis. Conforme Boocht al. (2007), template é uma familia de classes cuja
estrutura e comportamento estao de nidos, independente dos seus parametros. Um aspecto
interessante dessa ferramenta é que o seu funcionamento se da em tempo de compilagédo, e
as classes derivadas desse "protétipo” s6 sdo geradas quando sdo chamadas no cédigo. Ou
seja, caso ndo haja nenhuma instanciacéo, indicando os parametros de entrada, o contetdo
dessa classe ou funcdo sequer é compilado.

Dentro do exemplo da class®lesh foi utilizada essa ferramenta para evitar a
reescrita da classe para problemas com dominio de diferentes dimensées (2D e 3D). A
representacdo daemplate da classeMesh _MQS pode ser visualizada na Figura 4.4. O
Unico parametro de entrada é mdim (restrito a dados do tipointeger), ao qual foram
atribuidos os valores 2 e 3, representando dominios bidimensionais e tridimensionais.

Figura 4.4 Diagrama UML do templateda classeMesh _MQS

Fonte: Proprio autor.
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Ao longo deste capitulo foram tratadas as principais caracteristicas de um codigo
orientado a objetos, assim como a forma de representar a construcdo desses codigos
por meio de diagramas, segundo a linguagem uni cada (UML). Para a representacéao de
diagramas completos, € indispensavel uma nomenclatura padréo para o relacionamento
entre seus elementos.

4.1.6 Relacionamentos

A ideia da representacéo de cédigos fazendo o uso de diagramas UML, proporciona
nao so o entendimento de uma classe em si, - por meio da descri¢cdo dos atributos e operacdes
- mas também da interacdo entre as diferentes classes. Para que ndo haja problemas de
ambiguidade, sao utilizadas diferentes simbologias para especi car o relacionamento entre
0s elementos contidos em um diagrama. A Figura 4.5 mostra os tipos de relacionamentos
utilizados neste trabalho.

Figura 4.5 Relacionamentos entre elementos

Fonte: Préprio autor.

A relacdo de dependéncia indica que, de alguma forma, um elemento depende do
outro. Ja a simbologia de Heranca, previamente utilizada na Figura 4.2, indica que a
classe é derivada de uma outra, ou seja, herda todas as caracteristicas da classe "pai",
somando as suas caracteristicas adicionais. O vinculo de associacdo conecta elementos e
associa instancias. A relacdo de agregacao ndo deixa de ser um tipo de associagéo, porém,
onde um elemento contém outro elemento. No caso de conter mais de um, a simbologia
permanece a mesma, porém, o losango que consta na extremidade do contentor passa a
ser preenchido.

4.2 Estrutura do cédigo

Analisando o Algoritmo 1 apresentado no Capitulo 3, pode-se notar que se trata
de um procedimento iterativo e incremental de calculo, devido a consideracdo da néo
linearidade geométrica e a aplicacdo do carregamento (ou deslocamento prescrito) por
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meio de um determinado nimero de incrementos. Levando em conta esse procedimento
de célculo, buscou-se a concepcdo de uma arquitetura otimizada, de modo a aproveitar
ao maximo as caracteristicas positivas que a orientacdo a objetos proporciona, como

a facil manutenibilidade e escalabilidade. A grande dimensao dos problemas que serdo
resolvidos por meio da plataforma também gera a necessidade de controlar ao maximo a
movimentacdo de dados entre 0s objetos e namespaces. Todavia, por mais que o tempo de
execucao sempre foi levado em consideracéo durante a concepcao do codigo, a pesquisa
nao tem o objetivo de avaliar o seu tempo de processamento.

A estrutura do codigo é apresentada abaixo, através de linguagem UML, com
diferentes niveis de detalhes, de forma a compreender desde uma visdo mais generalizada,
até o funcionamento de cada uma de suas classes. Por meio da Figura 4.6 sdo observados 0s
principais namespacesitilizados, organizando as classes dentro de trés principais ambientes:
Prep (Pré processamento)Proc (Processamento) é2ost (PGs processamento). O ambiente
Elem foi criado com o objetivo de organizar todos os dados relacionados aos diferentes
tipos de elementos disponibilizados. Ja o ambien@omp detém todos os dados utilizados
na analise.

Figura 4.6 Visao geral da arquitetura - namespaces

Fonte: Préprio autor.

Com o objetivo de ter um melhor entendimento do funcionamento geral da plata-
forma, foi criado um diagrama de classes geral (Figura 4.7), suprimindo seus atributos e
operacdes, possibilitando a apresentacdo em um Unico diagrama.

A classeFEAnalysis comanda todo o processo. Inicialmente, por meio do aciona-
mento da ModelBuilder, que realiza a leitura dos arquivos de entrada, é criado o dominio
do problema, armazenado em uma Unica instancia da clagdemain. Esse objeto contém
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instancias das classeNode Material, Sectione Element responsaveis por armazenar dados
referentes aos nds, materiais, se¢des e elementos do problema, respectivamente.

Uma vez que o dominio do problema esta construido, a clagdeAnalysis aciona
a Unica instancia da class&olutionAlgorithm, com o objetivo de criar toda a estrutura
de dados necessarios para a realizacdo da analise nas classes de processamento. Dessa
forma, os dados do dominio do problema, que compdem a etapa de pré processamento,
permanecem estaticos, e a resolucdo do problema se resume ao ambiente de processamento.
Os dados acessados durante o procedimento de célculo estdo contidos em instancias das
classesMeshElem MeshNode MaterialPoint, LoadStep Constraints e em suas classes
derivadas.

Figura 4.7 Viséo geral da arquitetura - classes

Fonte: Préprio autor.

Com todos os dados a serem utilizados na andlise ja organizados, a cl8sdhatio-
nAlgorithm inicia o processo nao linear iterativo de calculo, por meio de instancias das
classesTimeSteppinge NonLinearSolver. O resultado do calculo nada mais é do que as
posicdes atuais dos nds da estrutura, ou seja, a sua deformada. De posse desses dados, a
FEAnalysis prossegue acionando o ambiente de pos processamento, por meio das instancias
das classe®ostProcesse OutputSystem A primeira tem por objetivo o tratamento dos
resultados para a geracéo dos dados que serdo apresentados. Ja a segunda visa a criagdo dos
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arquivos de apresentacdo dos resultados, para visualizagdo em softwares como o Paraview
e 0 Acadview.

A Figura 4.7 possibilita o entendimento geral da plataforma. Todavia, sem a
descricdo dos atributos e operacdes nao é possivel entender o funcionamento do cdodigo.
Desta forma foram elaborados diagramas UML completos das principais classes.

4.2.1 Diagramas de classes

Nesta secao sao apresentados os diagramas das classes mais relevantes que compdem
a plataforma, para que, por meio da descri¢cdo de seus atributos e operacoes, seja possivel
entender o seu funcionamento e sua fungcdo dentro do codigo. Essas classes de maior
relevancia s@oFEAnalysis, ModelBuilder, Domain, SolutionAlgorithm, Mesh OutputSystem
e PostProcess

A FEAnalysis é responsavel por comandar todo o processo, desde a leitura dos
arquivos de entrada, passando pelo armazenamento e processamento dos dados, até a
geracao dos arquivos de saida. Pode-se observar, por meio da Figura 4.8, que a classe
armazena as instancias Unicas das clasd@emain, SolutionAlgorithm e PostProcess
nomeadas, respectivamente, contheMesh theAnalyzer e thePost Desta forma, ela detém
todos os dados relacionados com o pré processamento, com 0 processamento e com o pos
processamento. Também é possivel observar por meio da Figura 4.8 € o parametro de
template nDim. Conforme demonstrado no Capitulo 4, a classe é de nida em fungcéo desse
parametro, e reescrita, em tempo de compilacdo, para cada um dos valores de nidos. Neste
caso foram de nidos apenas os valores 2 e 3 para o parametro nDim, adaptando o cédigo
para problemas bidimensionais e tridimensionais, respectivamente.

Figura 4.8 Diagrama de classesFEAnalysis

Fonte: Proprio autor.

A operacaoinitComponents é responsavel pela leitura dos arquivos de entrada, assim

Disponivel em: <https://www.paraview.org/>. Versao: 5. Acesso em: Outubro de 2023.
Disponivel em: <https://set.eesc.usp.br/software/acadview/>. Versado: 3. Acesso em: Outubro
de 2023.
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