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RESUMO

MATTE, A.t.C Proposta de plataforma orientada a objetos para a resolugao de
problemas mecanicos por meio do MEF posicional. 2024. Dissertacao

(Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2024.

Este trabalho trata de uma proposta de arquitetura de coédigo, orientada a objetos,
para a resolucao de problemas mecanicos, por meio do Método dos Elementos Finitos
(MEF) Posicional. A implementagdo englobou problemas quase estéticos, dindmicos,
e com a imersao de elementos na malha. Foram empregados elementos bidimensionais,
triangulares, de aproximagoes linear, quadratica e cibica, e elementos de barra simples, com
aproximagao linear. O codigo foi desenvolvido na linguagem de programagao C++, visando
o aproveitamento de caracteristicas importantes que a orientagao a objetos proporciona,
como manutenibilidade e escalabilidade. Por tratar, geralmente, de problemas com grandes
dimensoes, a arquitetura proposta apresenta ambientes bem definidos de pré processamento,
processamento e pos processamento, evitando ao maximo a movimentacao desnecessaria de
dados. A documentagao foi inserida diretamente no cédigo, e gerada automaticamente por
meio do software Doxygen®. A plataforma foi disponibilizada por meio de um repositério
no GitHub® e publicada por meio da plataforma Zenodo®, totalmente open source. Foram
apresentados diversos exemplos de aplicagao, validando a implementacao para todos os

tipos de problemas propostos.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos posicional. Arquitetura de cédigo. Orien-

tacao a objetos. Escalabilidade. Programagao. C++.






ABSTRACT

MATTE, A.t.C Object oriented platform proposal for mechanic problems
resolution through posicional FEM. 2024. Dissertation (Master) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

This work presents an object-oriented code architecture proposal for solving mechanical
problems using the Positional Finite Element Method (FEM). The implementation covers
quasi-static, dynamic problems, and problems with immersed elements in the mesh. Two-
dimensional triangular elements with linear, quadratic, and cubic approximations, as well
as simple bar elements with linear approximation, were employed. The code was developed
in C++ to leverage the important features that object-oriented programming provides,
such as maintainability and scalability. Since it generally deals with large-scale problems,
the proposed architecture features well-defined environments for pre-processing, processing,
and post-processing, minimizing unnecessary data movement. Documentation was directly
embedded in the code and automatically generated using Doxygen® software. The platform
was made available through a GitHub® repository and published via Zenodo®, completely
open-source. Several application examples were presented, validating the implementation

for all types of proposed problems.

Keywords: Positional finite element method. Code architecture. Object orientation.

Scalability. Programming. C++.
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1 INTRODUCAO

Os codigos que envolvem a resolugao de problemas com o Método dos Elementos
Finitos (MEF) costumam apresentar alto nivel de complexidade. Muitos deles sdo construi-
dos sem a devida preocupacao com futuros desdobramentos ou extensoes, o que acaba por
dificultar, ou até mesmo inviabilizar, uma futura adaptacao ou atualizacdo. Devido a sua
grande extensao acabam por limitar os profissionais habilitados a realizar modifica¢oes e
ajustes, exigindo o conhecimento de grande parte, ou até a totalidade da teoria envolvida
na sua concepcao (MCKENNA, 1997).

Para que um codigo seja facilmente adaptavel, é de extrema importancia que,
na fase de projeto, sejam elencadas nao somente as suas funcionalidades atuais, como
também uma série de funcionalidades que poderao complementa-lo futuramente. Também
¢é imprescindivel que sejam seguidos alguns principios que tornem as futuras alteragoes
menos trabalhosas, como politicas de modularizacao do sistema, facilitando a localizacao

de elementos especificos (ANICHE; YODER; KON, ; KULESZA, 2000).

Os avancgos na engenharia de software proporcionaram uma série de ferramentas
primordiais para a reconstrucao da arquitetura geral desses codigos. No inicio da década
de 80, com o surgimento das primeiras linguagens orientadas a objetos — primeiramente
a SIMULA 67 (LAMPRECHT, 1983), e depois uma série de outras linguagens, com
énfase para C+-+, que é amplamente utilizada ainda na atualidade — abrem-se novas
oportunidades de pesquisa nessa area. Na Figura 1.1 pode-se observar a evolucao de

diversas linguagens e a conexao entre elas.

Figura 1.1 — Evolugao de varias linguagens de programacao orientadas a objetos

A

[oberon] [ Clascal | [ Ada ]

lCommon Loopsl | New Flavors |

CLOS

[ ObjectiveC ] [ Cwith Classes |

Fonte: Seed (1996).
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Na simbologia utilizada por Seed (1996), similar a simbologia de heranga entre
classes, as setas conectam as linguagens que tiveram influéncia, ou até serviram de base
para a criagdo de novas linguagens, apontando sempre para as predecessoras. A linguagem

C++, por exemplo, foi amplamente influenciada pela linguagem Simula (SEED, 1996).

No inicio da década de 90 comegam a surgir os primeiros trabalhos referentes ao MEF
utilizando o paradigma de orientacao a objetos (OHTSUBO; KAWAMURA; KUBOTA,
1993; SCHOLZ, 1992). Todavia, os métodos numéricos também nao ficaram estagnados
no tempo. Foram criados métodos completamente distintos, e os métodos existentes foram
sendo continuamente reformulados, adaptados e aprimorados. Isso ocorre devido a uma
série de fatores, dentre os quais podem ser citados a resolu¢ao de novos problemas de
engenharia, a avaliacao de diferentes tipos de materiais, as melhorias relacionadas ao
desempenho, precisao, convergéncia, assim como a melhoria dos equipamentos utilizados

para analise, dentre outros fatores.

Nessa linha que surge o Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP), que
vem sendo desenvolvido desde Coda (2003), no intuito de simplificar a implementacao dos
c6digos para problemas com consideracao de nao linearidade geométrica. Uma série de
trabalhos vem sendo desenvolvidos para comprovar a eficiéncia do método em diferentes
problemas de engenharia. Esses trabalhos tratam de estruturas de portico, trelicadas
bidimensionais (CODA; GRECO, 2004) e tridimensionais (GRECO et al., 2006), cascas
(CODA; PACCOLA, 2007; 2008), etc., envolvendo modelos quase-estaticos, dindmicos
(GRECO; CODA, 2006), termomecénicos (CARRAZEDO, 2009; CARRAZEDO; CODA,
2010) e de interacao fluido-estrutura (SANCHES; CODA, 2013; 2014). Também ha estudos
sobre a consideragao de materiais heterogéneos (CARRAZEDO; PACCOLA; CODA, 2018;
NOGUEIRA; PACCOLA; CODA, 2016; PACCOLA; CODA, 2016), por meio de elementos
imersos na malha, a consideragao do comportamento viscoelastico dos materiais (RABELO
et al., 2018), de danos causados por corrosao (RAMOS; CARRAZEDO, 2020), dentre

outros estudos.

Muitos desses trabalhos envolvendo novas formulagoes, adaptagoes e melhorias dos
métodos foram sendo desenvolvidos com foco na resolucao do problema de engenharia,
sem grandes preocupagoes com a estrutura do cédigo. Dentro desse contexto, a estratégia
de plataforma se mostra uma alternativa muito interessante em diversas frentes. O termo
plataforma ¢ utilizado para descrever um conjunto de subsistemas que torna possivel o
desenvolvimento de uma determinada gama de produtos. O conceito trata de reutilizar
grande parte do codigo, deixando apenas a customizacao dos trechos necessarios para o
desenvolvimento de produtos especificos (GHANAM; MAURER; ABRAHAMSSON, 2012).
Nesse sentido, a plataforma promove maior integragdo entre os trabalhos da mesma area,
otimizando o tempo dedicado de cada profissional, evitando retrabalhos com repeticao de

c6digos, e proporcionando uma padronizacao de desenvolvimento, tornando os trabalhos
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mais acessiveis a novos pesquisadores.

Todavia, a construcao de uma plataforma envolve uma série de desafios. Conforme
Sanner e Nielsen (2019), a capacidade de inovagao de uma plataforma de software de-
pende muito de sua arquitetura. A sua estrutura deve ser organizada e pensada para
comportar futuros desenvolvimentos. Além disso, a comunicacao é um fator imprescindivel,
devendo a documentacao ser clara e suficiente, para que novos desenvolvedores nao tenham

dificuldades de implementacao.

Em vista disso, este trabalho trata do desenvolvimento de uma plataforma voltada a
resolugao de problemas mecanicos, por meio do MEF Posicional, no paradigma orientado a
objeto, visando uma estrutura facilmente escalavel, adaptavel e bem documentada, tornando
possivel a sua utilizacdo em futuras aplicacoes do método, assim como a continuidade de

atualizagoes.

1.1 Metodologia

Com relacao a formulagdo matematica para a elaboracao dos cédigos, foi utilizado
como base o material de Coda (2018). A plataforma foi projetada para ser facilmente
adaptédvel, podendo abranger uma série de problemas distintos (envolvendo alteragoes
de materiais, elementos, condigoes de contorno, etc.). Todavia, o trabalho se restringiu a
resolugao de problemas mecanicos estaticos e dinamicos. Também foi prevista a resolucao
com elementos compositos, nos quais sao imersos elementos de mesma dimensionalidade
da malha base, ou de dimensionalidade inferior. Foram utilizados elementos de chapa
triangulares, com aproximagcao linear, quadratica e ctbica. A integracdo numérica foi feita
na forma de quadratura de Hammer (HAMMER; MARLOWE; STROUD, 1956), onde

serao empregados modelos com 7 e 12 pontos de integragao.

O cdédigo foi escrito na linguagem C++, e sua estrutura foi desenvolvida com
base no paradigma de orientagao a objetos. A documentagao do cédigo foi elaborada
através do software Doxygen®!. A disponibilizacio do repositério O2P2: Pre-alpha release

(CARRAZEDO et al., 2023) esté sendo feita por meio do GitHub®?.

1.2 Estrutura do trabalho

No capitulo 2 é apresentado um breve histoérico de pesquisas e o atual estado
da arte referente aos assuntos abordados. Os principais temas tratados foram o MEF
Posicional e a programacao orientada a objetos. Também sao abordadas as estruturas
de cédigo utilizadas atualmente para a resolucao desses problemas, com énfase naqueles

desenvolvidos segundo o paradigma orientado a objetos. No capitulo 3 é apresentada a

1 Disponivel em: <https://doxygen.nl/index.html/>. Versdo: 1.9.8. Acesso em: Outubro de

2023.
2 Disponivel em: <https://github.com/>. Acesso em: Outubro de 2023.
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teoria do método dos elementos finitos posicional, que foi utilizada como base para a
elaboracao do cédigo. O trabalho trata de problemas mecéanicos estaticos, dindmicos e

também com a insercao de elementos imersos na malha.

O capitulo 4 traz os principais conceitos referentes a teoria de programacao orientada
a objetos, que serviram de base para a logica de desenvolvimento do sistema. Nesse mesmo
capitulo, a estrutura geral do codigo é apresentada, elencando as principais classes e as
interagoes entre elas. Todas as classes que compoem o cédigo foram descritas, trazendo
suas principais caracteristicas e funcionalidades dentro do sistema. Também é exposto
o processo de documentacgao e disponibilizacdo, onde sao apresentadas as ferramentas
utilizadas, tanto para a geracao dos textos da documentacao quanto para a disponibilizacao
do codigo. Por fim, o capitulo ainda trata do desenvolvimento da estrutura padrao utilizada
para a documentagao, de forma a simplificar ndo s6 o entendimento geral do sistema, mas

também de cada uma das fungoes componentes do codigo.

No Capitulo 5 sao apresentados problemas ja discutidos em outros trabalhos, com
resultados conhecidos, com a finalidade de validar o cédigo desenvolvido. Por fim, o
Capitulo 6 traz as conclusoes a partir dos resultados obtidos e discutidos, em conformidade

com os objetivos geral e especificos do trabalho, citados no Capitulo 1.

1.3 Delimitacao do tema

Desenvolvimento de plataforma genérica orientada a objetos na linguagem C++
aplicada ao MEF Posicional (ndo linear geométrico), sendo implementada, neste trabalho,
para problemas mecanicos estaticos e dinamicos com a consideracao de elementos imersos,

utilizando o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff.

1.4 Objetivos

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma plataforma no paradigma orientado
a objetos por meio do MEF posicional para analise mecéinica estatica e dinamica de

estruturas, com a consideracao de elementos imersos na matriz.
1.4.1 Objetivos especificos

a) Organizar a arquitetura do cdédigo com uma visao generalista, de forma a possibilitar a

resolucao de diferentes problemas;

b) Implementar classes de objetos que sejam independentes do problema a ser resolvido,

de forma a facilitar a inclusao de novas classes a posteriori.

c) Desenvolver cédigos modulares, facilmente adaptaveis;
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d) Documentar todas as fungoes, de forma clara e concisa, para que a plataforma possa ser

utilizada de forma trivial como base para o desenvolvimento de novas ferramentas;

e) Disponibilizar o cédigo para a comunidade cientifica através do repositério GitHub®.

1.5 Justificativa

No desenvolvimento de cdédigos computacionais voltados a resolugao de problemas
especificos de engenharia é comum que o pesquisador construa, inicialmente, um codigo
base, tornando possivel a evolugao de sua pesquisa. A existéncia de uma plataforma com
caracteristicas genéricas, com estrutura organizada e documentada se torna uma ferramenta
primordial para a elaboragao de validacoes dessas pesquisas, evitando retrabalhos e gastos
excessivos de tempo de programacao. Desta forma, o pesquisador pode dedicar mais tempo
na parte tedrica e na implementacao de um trecho especifico de codigo. Além disso, caso
seja seguida a mesma linha de raciocinio nesses trabalhos, os codigos serdo facilmente
integrados & plataforma, e poderdo ser utilizados por futuros pesquisadores. A vista disso,
este trabalho pretende desenvolver uma plataforma genérica, aplicada ao MEF Posicional,
segundo o paradigma de orientagdo a objetos, de maneira que sua estrutura seja de facil
escalabilidade, adaptacao e de facil entendimento, possibilitando o seu aprimoramento

continuo.
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2 ESTADO DA ARTE

Este capitulo tem como objetivo apresentar o atual estado da arte relacionado
ao tema em questao. Em um primeiro momento sao discutidos aspectos referentes ao
MEF, com foco no MEF Posicional. Mais a frente é abordado o emprego de programacao

orientada a objetos na implementacao desse tipo de codigo.

2.1 O Método dos Elementos Finitos Posicional

O método dos elementos finitos (MEF) foi desenvolvido na década de 50 e no
inicio dos anos 60, quando passou a ser visto como uma técnica numérica viavel, sendo
utilizado principalmente para estruturas aeronauticas. A partir dai foi ganhando espaco
em diferentes industrias, como a automobilistica, construcao civil, biomecanica, geotécnica,
entre outras. O tipo de analise também foi sendo diversificado com o passar dos anos,
destacando-se as andlises mecanicas (estaticas e dindmicas), térmicas, de campos elétricos
e magnéticos, de escoamento de fluidos, etc. (BOWER, 2010; FISH; BELYTSCHKO, 2007;
ONATE et al., 2004; WRIGGERS, 2008; ZIENKIEWICZ; HUANG; LIU, 1990).

Observando as limitagoes do MEF, foram surgindo novos métodos, sendo alguns
deles com poucas adaptacoes na sua formulagdo, e outros com uma concepc¢ao totalmente
distinta, com o objetivo de atender a necessidades especificas de cada aplicagdo. No geral ha
uma série de vantagens e desvantagens quando comparamos essas metodologias, que acabam
nos direcionando conforme o tipo de problema a ser analisado. Citando alguns exemplos,
de forma resumida, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) apresenta uma concepgao
totalmente distinta, mais complexa, resultando em uma matriz densa e assimétrica. Todavia,
o método proporciona uma diminui¢ao do tempo de modelagem do problema, uma vez que
a sua dimensao é reduzida em uma ordem (problemas tridimensionais sdo descritos por
meio de uma superficie de contorno, enquanto problemas bidimensionais sao descritos por
meio de uma linha de contorno). Essas caracteristicas sao favordveis em andlise de fratura,
por exemplo, devido a necessidade continua de reconstrugao da malha (BECKER, 1992).
Outro exemplo mais recente é o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG),
que foi desenvolvido na década de 90 (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000). O método
é baseado no MEF tradicional, porém suas func¢des de enriquecimento possibilitam a
obtenc¢ao de resultados mais precisos em regides particulares do dominio, como fissuras e

regides de contato, dispensando assim um refinamento excessivo da malha (PIEDADE

NETO, 2013).

Com os avangos da engenharia estrutural, em busca de otimizacao de recursos,
e também de estruturas diferenciadas, tornam-se mais comuns os projetos envolvendo

estruturas com menor rigidez. Desse modo surge a necessidade da utilizacao de métodos
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de calculo adequados para estruturas que apresentam grandes deslocamentos. Com base
nisso surge o Método dos Elementos Finitos Posicional (BONET et al., 2000/ CODA,
2003; 2018), apresentando, em sua implementagao, uma metodologia mais simples e direta
para a consideracao da nao linearidade geométrica dentro do MEF. Baseado no principio
da estacionariedade da energia, o método se diferencia principalmente por utilizar a
posicao como variavel incégnita. A formulacao é nao-linear geométrica de forma natural,
apresentando vantagens nas andlises com grandes deslocamentos, rotagdes e deformacoes,
por considerar a cinematica exata do corpo sdlido (CARVALHO, 2019; SIQUEIRA, 2019).
A partir de sua formalizacao, realizada por Coda (2003), o método ja teve varias aplicagoes
em diferentes tipos de problemas. Pode-se citar alguns dos trabalhos pioneiros, como
o desenvolvido por Coda e Greco (2004), em estruturas bidimensionais compostas por
elementos de pértico, e o trabalho de Greco et al. (2006), simulando treligas tridimensionais,
onde o método se mostrou eficiente quanto a sua convergéncia e precisao, enfatizando ainda
a capacidade de avaliacao das estruturas apds a ocorréncia de instabilidades geométricas.
Na pesquisa desenvolvida por Greco e Coda (2006), voltada para multicorpos flexiveis,
foi demonstrado que a formulacao é adequada para problemas dinadmicos com grandes

deslocamentos e grandes rotagoes, considerando nao linearidade geométrica.

A formulacao seguiu sendo aplicada com éxito em diferentes tipos de problemas.
Pode-se citar os trabalhos de Coda e Paccola (2007, 2008) envolvendo a andlise de
cascas, os de Carrazedo (2009) e Carrazedo e Coda (2010) com a consideragio de efeitos
termomecanicos, e os de Sanches e Coda (2013, 2014) e Fernandes, Coda e Sanches (2019),
demonstrando a aplicabilidade da formulagdo em problemas de interacao fluido-estrutura,
e de Avancini e Sanches (2020) em problemas de escoamentos de fluidos em superficie
livre. Como exemplo de aplicagdo em problemas de impacto, menciona-se o trabalho
de Cavalcante, Maciel e Greco (2018), que avaliou a resposta dinamica de treligas bi e
tridimensionais. Com relacao a formulagoes voltadas a materiais compdsitos, pode-se citar
os trabalhos de Paccola e Coda (2016), apresentando uma alternativa para a consideragao
de compdsitos particulados, de Nogueira, Paccola e Coda (2016), propondo uma formulagao
para o tratamento de estruturas laminadas e de Carrazedo, Paccola e Coda (2018), com a
proposicao de uma estratégia numérica para consideracio da rigidez de painéis sanduiche!.
Também pode-se mencionar alguns trabalhos envolvendo a nao linearidade fisica, como o
de Reis e Coda (2014), com a implementagao de conexoes elastoplasticas semi-rigidas, os
trabalhos de Rabelo et al. (2018), avaliando o comportamento mecanico viscoeldstico em
treligas tridimensionais, o de Pascon (2022), tratando de um modelo de dano com grandes
deformagoes, e o de Ramos e Carrazedo (2020), propondo uma estratégia alternativa de
expansao e dano de secoes transversais de concreto causados pela corrosao nao uniforme

associados ao ingresso de cloretos. O trabalho de Carvalho, Coda e Sanches (2020) trata

L Constituidos normalmente por duas chapas de pequena espessura e maior rigidez, separadas

por uma camada espessa de um material leve, de menor rigidez.
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de problemas envolvendo contato, avaliando o processso de conformacao a frio. Ainda
podem ser citados os trabalhos de Soares, Paccola e Coda (2019, 2021), sobre anélise de
instabilidade em estruturas de parede fina e o de Paulino e Leonel (2021), sobre otimizacao
topologica, entre outras abordagens, que corroboram a utilidade do método para intimeros

problemas de engenharia.

2.2 Programacao orientada a objetos no MEF

Desde o periodo inicial das aplicacdbes do MEF surge a problematica relacionada a
complexidade de seus cédigos computacionais. Na maioria dos problemas hé a necessidade
de utilizacao de uma quantidade elevada de variaveis, que devem ser relacionadas de
diferentes formas, em trechos distintos do codigo. Dessa forma, caso nao seja dada a devida
atencao a sua organizacao, os cédigos se tornam repetitivos, e apresentam dificuldades
quanto a sua alteragdo e escalabilidade. Nas primeiras versoes do software NASTRAN ja
ficava clara a preocupagao de Wills e Roe (1972) com questoes relacionadas a escalabilidade
e facilidade de adaptagao dos cddigos, assim como com a sua documentagao. Outros
trabalhos realizados na mesma época demonstram preocupacoes similares, como é o caso
de Dodds e Lopez (1978), criando uma discussao a respeito de andlises nao lineares, e
de Iwaki, Maeda e Ishii (1979), com foco no alto desempenho, no desenvolvimento do
software Mitsui Structural Analysis System (MISA).

Com o avanco das linguagens de programacao e o surgimento da orientagao a
objetos na década de 80, inicialmente através da linguagem SIMULA 67 (LAMPRECHT,
1983), e posteriormente de outras linguagens, com énfase para C++, que foi — e ainda é —
amplamente utilizada, iniciaram-se os desenvolvimentos de cdédigos de MEF orientados a
objetos no inicio da década de 90. Pode-se citar alguns trabalhos pioneiros, como o trabalho
de Forde, Foschi e Stieme (1990), que foi o primeiro a aplicar a programagao orientada a
objetos em problemas relacionados ao MEF, e o trabalho de Scholz (1992), desenvolvido
na linguagem C++, que apesar da simplicidade relacionado ao problema de engenharia,
traz aspectos importantes com relagao ao paradigma de orientagao a objetos. Mackie
(1992) implementou seu cédigo empregando Turbo Pascal (BORLAND INTERNATIONAL
INC., 1988), ilustrando algumas vantagens da utilizacdo da metodologia. Zimmermann,
Dubois-Pélerin e Bomme (1992) abordaram os principios de orientagao a objetos voltados
ao MEF utilizando a linguagem Smalltalk/V286 (1998) e, simultaneamente desenvolveram
um protétipo utilizando a mesma linguagem, tratando da implementagao dos cédigos
orientados a objetos (DUBOIS-PELERIN; ZIMMERMANN; BOMME, 1992). No ano
seguinte, Dubois-Peélerin e Zimmermann (1993) buscaram a implementagao de um programa
orientado a objetos preocupando-se também com a eficiéncia numérica, desta vez utilizando
a linguagem C++. Nesse mesmo ano, Ohtsubo, Kawamura e Kubota (1993) desenvolveram

0 MODeling tool for Integrated Finite element analYsis (MODIFY), trazendo preocupagoes
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relativas ao pré e pés processamento, também desenvolvido na linguagem C++.

Uma série de pesquisadores se dedicaram a esses problemas nos anos subsequentes,
sendo desenvolvidos codigos orientados a objetos aplicados aos mais diversos problemas de
engenharia utilizando o MEF. Mackerle (2004) realizou uma revisao bibliografica visando
trabalhos voltados a programacao orientada a objetos aplicados ao MEF e ao MEC,
considerando o intervalo de 1990 a 2003. Nessa revisao o autor cita mais de 100 trabalhos
somente aplicados ao MEF. Li e Zhou (2013) se propuseram a montar um estado da arte
relacionado a programacao orientada a objetos aplicada em codigos de elementos finitos.
O Quadro 2.1 tem por objetivo listar os principais trabalhos desenvolvidos segundo o
paradigma de orientacdo a objeto aplicados ao MEF. Foi feita uma relacao entre os autores,
o modelo de estudo, a linguagem de programacao e a abordagem utilizada, onde se nota
que é recente a consideragao de problemas nao lineares em cédigos orientados a objetos.
As linguagens de programacao utilizadas na implementacao sao adicionadas no quadro
através de siglas, sendo Object Pascal(OP), Smalltalk(ST), Matlab(ML) e C++(CPP). Ja
as siglas NLF, NLG, NLFG e L, que estao entre parénteses, indicam, respectivamente, a
consideragao de nao linearidade fisica, nao linearidade geométrica, nao linearidade fisica e

geométrica (simultaneamente) e linearidade fisica e geométrica.

Quadro 2.1 — Principais trabalhos envolvendo Orientagao a Objetos aplicado ao MEF

Autor Modelo
Estético Dinamico Térmico
Forde, Foschi e Stieme (1990) OP(L)
Zimmermann, Dubois-Péelerin e Bomme (1992) ST(L)
Dubois-Pelerin, Zimmermann e Bomme (1992) ST(L)
Mackie (1992) OP(L) OP(L)
Dubois-Peélerin e Zimmermann (1993) CPP(L) CPP(L)
Ohtsubo, Kawamura e Kubota (1993) CPP
Zeglinski, Han e Aitchison (1994) CPP
Bose e Carey (1999) CPP
Patzék e Bittnar (2001) CPP(NLG) | CPP(NLG)
Jayesh, Jeyakarthikeyan e Yogeshwaran (2018) ML
Gong et al. (2020) CPP(NLFG) | CPP(NLFG)
Ding, Yu e Bui (2020) ML(NLF)
Ding et al. (2020) ML(NLF) | ML(NLF)
Tan et al. (2021) CPP(NLFG) | CPP(NLFG)

Fonte: Proprio autor.

Pode-se observar, por meio do quadro acima que, com o passar do tempo, foram
sendo desenvolvidos trabalhos com a consideragao de nao linearidade fisica e geométrica
aplicados a diferentes modelos. Também se nota a preferéncia pela linguagem C++4, devido

principalmente a sua eficiéncia numérica. Conforme Dubois-Pélerin e Zimmermann (1993),
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a linguagem foi desenvolvida tendo como proposta, a combinacao entre as vantagens da

orientacao a objetos e a eficiéncia numérica da linguagem C.

Alguns pesquisadores disponibilizaram seus cédigos para a comunidade cientifica,
facilitando ainda mais os avangos na area. Commend e Zimmermann (2001), por exemplo,
empregaram a metodologia voltada a problemas nao lineares e disponibilizaram os c6digos
para a comunidade através do seu proprio website. Atualmente ha uma série de softwares
cujos codigos sao abertos, ou seja, sao disponibilizados a comunidade cientifica por meio
de repositérios publicos, sendo possivel a sua utilizagao como bibliotecas, facilitando o
desenvolvimento de novas ferramentas. Um exemplo é a Modular Finite Element Methods
(MFEM), desenvolvida por Kolev e Dobrev (2010) no Lawrence Livermore National Lab.
(LLNL), na linguagem C++. Outro exemplo é a biblioteca code-aster (EDF, 1989), criada
pela estatal francesa Eletricité de France (EDF), também na linguagem C++, porém,
com alguns comandos desenvolvidos na linguagem Python, com a intencao de facilitar
a sua utilizacdo. No Brasil, pode-se citar a Interactive Structural Analysis Environment
(INSANE, 2007), desenvolvida no Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da
Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG).

Com base no que foi exposto neste capitulo, conclui-se que o MEF Posicional,
apesar de ser mais recente, ja foi amplamente empregado nos mais diversos tipos de
problemas. O método se mostrou eficiente, principalmente no que diz respeito a sua
utilizacao em problemas que necessitam da consideragao da nao linearidade geométrica.
Levando em consideracao a abordagem de orientacao a objetos aplicada ao MEF, também
percebe-se a grande quantidade de trabalhos publicados, com diferentes abordagens e
com a utilizagdo de diferentes linguagens de programacao. Apresentado o atual estado
atual da arte referente a esses temas, os capitulos a seguir apresentam a teoria utilizada
como base na implementacdo do codigo, iniciando pelo MEF Posicional e, posteriormente,

abrangendo programacao orientada a objetos.
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3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Este capitulo tem a finalidade de expor a formulacao mateméatica empregada na
concepcao dos cddigos. A abordagem do MEF baseado em posicoes teve inicio nos trabalhos
de Bonet et al. (2000) e Coda (2003). Coda (2018) formalizou essa abordagem descrevendo
o método para varios tipos de elementos, trazendo exemplos diversos, sempre de forma
clara e didatica, com o objetivo de servir aos alunos de pos-graduagao em engenharia de
estruturas. Em vista disso, esse material foi utilizado como base para a elaboragao desse
capitulo. Por mais que grande parte da teoria aqui descrita se aplique de forma genérica a
diferentes elementos e problemas, o texto tem foco na resolugdo de problemas estaticos e
dinamicos, com a utilizacao de elementos sélidos bidimensionais triangulares. O modelo
constitutivo adotado é o de Saint Venant Kirchhoff. Também é tratada, ao final desse

capitulo, a teoria de imersao de elementos na malha.

3.1 Funcgoes aproximadoras

O método dos elementos finitos é assim chamado por representar o continuo através
de um conjunto finito de subdominios. Nesse caso, ao invés de um ntimero infinito de incog-

nitas, essas sdo aproximadas em um conjunto finito de parametros nodais representativos.

As aproximagdes que ocorrem nos elementos para a representagdo do continuo
sao obtidas por meio de polinémios aproximadores. Nesse processo sao estabelecidos um
intervalo valido e alguns pontos conhecidos. Posteriormente, calcula-se o polindomio que
coincida com os valores dos pontos pré-estabelecidos. Esse processo é de simples deducao
quando se trata de polindomios de grau 1 ou grau 2. Todavia, quando sao utilizados
polinémios de graus maiores, ou inclusive para calcular essa aproximagcao de forma genérica
(pela facilidade de programagao), sao utilizadas outras técnicas, dentre elas, os polindmios

de Lagrange, que foi a técnica utilizada neste trabalho.

3.1.1 Polinémios de Lagrange

Para uma aproximagao unidimensional, os polinomios de Lagrange, empregados
como fungoes de forma, sao definidos por meio de coordenadas adimensionais &, definidas
no intervalo de [—1, 1] (BOWER, 2010). O primeiro n6 do elemento equivale & £ = —1 e o
ultimo equivale a £ = 1, sendo os nés intermediarios distribuidos de maneira equidistante,
conforme ilustra a Figura 3.1. A figura representa as fun¢oes de forma para elementos com
aproximagao linear, quadrética e ctibica. A func¢ao de forma @, (correspondente ao né «),

vale 1 no né « e 0 nos demais nos.

Tendo em vista a metodologia descrita, a obtencao das fungoes de forma se da por
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meio da equacao (3.1), que representa a férmula geral dos polindémios de Lagrange.

Figura 3.1 — Fungdes de forma linear, quadratica e ctibica
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Fonte: Proprio autor.
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Desta forma, as funcoes de forma referentes ao elemento com aproximagao linear

O, = (3.1)

obtidas por meio dos polinomios de Lagrange, representado na Figura 3.1, por exemplo,

sao dadas por:
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M

A utilizagdo dos polinomios de Lagrange como funcao aproximadora se da devido
a propriedade de particdo da unidade. Ou seja, somando-se todos os valores de todos
os polindémios, obtém-se 1 como resultado em qualquer ponto do dominio. Portanto,
sendo conhecidos os valores da fun¢ao em cada um dos nés do elemento (F,), a funcao

aproximadora pode ser escrita conforme o seguinte somatorio:
f(&) = 2a(§)Fu (3.4)

No caso do MEF isoparamétrico, essa metodologia é utilizada inclusive para a
aproximacao da geometria dos elementos. Assim, sendo X; e Y; as posigdes, respectivamente,

inicial e atual de um ponto do elemento, onde ¢ equivale a dire¢ao da coordenada e « ao
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né do elemento, escreve-se, de forma andloga a equagao (3.4):

F(€) = Pa(§)X7 (3.5)
fi (&) = a(€)Y” (3.6)

As fungoes aproximadoras [ e f} representam, respectivamente, o mapeamento das
configuragoes inicial e atual do elemento. Essa mesma metodologia pode ser aplicada para
a obtencao de fungoes referentes a outras variaveis como, por exemplo, forcas distribuidas

aplicadas sobre os elementos.

Para aproximacao bidimensional em elementos quadrangulares, utilizando os po-
lindmios de Lagrange, segue-se a mesma logica empregada na aproximacao unidimensional.
Ou seja, a funcao de forma do né « deve valer 1 no ponto correspondente ao né « e 0 nos
demais nés do elemento. A representagao de um elemento quadrangular com aproximagoes

linear e quadratica no espago adimensional é ilustrada por meio da Figura 3.2.

Figura 3.2 — Elementos quadrangulares de ordens 1 e 2 no espaco adimensional
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Fonte: Proprio autor.

A obtencao das fungoes de forma desses elementos se da por meio da seguinte
equagao:

D0 (61,82) = Pp(61) D4 (&2) (3.7)

Em elementos tridimensionais pode-se obter as fun¢des de forma seguindo a mesma

metodologia, sendo elas descritas por meio da equagao:

Do (61,62, E3) = Pp(61) D (§2) Py (E3) (3.8)

sendo 3, v e 6 relacionados aos nés do elemento.

3.1.2  Fungoes aproximadoras em elementos com base triangular

Quando comparados aos elementos quadrangulares, os elementos triangulares

possuem algumas vantagens e desvantagens. Dentre as vantagens pode-se destacar a
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facilidade de acomodacao a geometria das estruturas e a geracao de polindomios completos.
Nos elementos quadrangulares, por exemplo, sdo gerados alguns termos superabundantes,
provenientes das fungoes de forma unidimensionais (FISH; BELYTSCHKO, 2007). A
Figura 3.3 apresenta, no espaco adimensional, os elementos triangulares com aproximagoes
linear, quadratica e cibica. Nota-se que tanto & quanto & variam somente no intervalo
de 0 <& < 1.

Figura 3.3 — Elementos triangulares de ordens 1, 2 e 3 no espaco adimensional

&
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Fonte: Proprio autor.

Para uma aproximacao quadratica, ou seja, para um elemento triangular de 6 nos,
sao geradas as fungoes de forma conforme a regra de Pascal, por meio da equacao (3.9). O
indice « é relativo ao né do elemento e, consequentemente, a sua funcao de forma. Assim,
para a obtencao das fungoes de forma, é necessario calcular os 6 coeficientes referentes a

cada um dos nés.
D, (&1, &) = aky + araéy + axséa + ak4€% + aps§1&2 + @k6€§ (3.9)

As coordenadas dos nés do elemento triangular com aproximacao quadratica sao
dadas por Py(1,0), P»(3,3), P5(0,1), Py(3,0), P5(0,3) e Ps(0,0). Como a funcdo de forma
correspondente ao n6é a tem valor unitario no préprio nd, pode-se escrever 6 equagoes
substituindo as coordenadas do n6é « na funcao de forma « e igualando a 1. A equacao

(3.10) apresenta essas fungoes no formato matricial.

- 1T qt

11 Q12 a1z dAi4 A5 A1e I 1 0 1 0 0

Q91 Aoy Q93 Q94 QAo (o 1 1/2 1/2 1/4 1/4 1/4

az; Ggz a3z (34 A35 (36 I 0 r 0 0 1 g (3.10)
Qg1 Quo Q43 Qa4 Q4 Gag 1 1/2 0 1/4 0 0

as1 Qsy Qs3 As4 Ass  Asg 1 0 1/2 0 0 1/4

(g1 Qg2 (3 Qs Ues 66 r 0o o0 0 0 0
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Dessa forma, como a multiplicagdo entre as matrizes resulta na matriz identidade,
sendo M a matriz dos coeficientes, conclui-se que M = P~!. Assim, através do calculo dos

coeficientes sdo obtidas as func¢des de forma do elemento.

3.1.3 Modelo Constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

O gradiente dos mapeamentos das configuragoes inicial e atual (vide equagoes (3.5)
e (3.6)) sao necessarios ao célculo das deformagoes associadas ao método dos elementos

finitos posicional. Estas sao dadas pelas equagdes (3.11) e (3.12), a seguir:

AY = [ = Pa XY (3.11)
AL =fl =0, (3.12)

em que ¢ e j representam a dire¢do da coordenada, « ¢é relativo ao né do elemento, A?j éo
gradiente do mapeamento da configuragao inicial e A}j ¢é o gradiente do mapeamento da

configuragao atual.

O célculo do gradiente da fungao mudanca de configuracao (4;;), utilizado para

calcular a deformacao de Green e, portanto, a energia de deformacao, é dado por:

Au’ = Azlj(A?j)_l (3-13)

A medida de deformacao utilizada neste trabalho é a de Green-Lagrange (E;;),
sendo essa uma medida adequada para grandes deslocamentos e rotagoes, e qualquer valor
de deformacgao. A deformagao de Green-Lagrange é calculada através do gradiente da
fungdo mudanca de configuracao (apresentado anteriormente através da equagao (3.13)),
conforme a equagao abaixo:

1

Como conjugado energético da deformacao de Green-Lagrange, tem-se o tensor de

Piola-Kirchhoff de segunda espécie (S;;), que pode ser escrito como sendo a variacao da

energia especifica de deformacao, em relagao a deformagao de Green-Lagrange:

_ Ou,

Sij OF.

(3.15)

A segunda variagao da energia especifica de deformagao em funcao de Ej; resulta

no tensor constitutivo elastico tangente (C’ijkl), conforme a equacao abaixo:

0%u,

C’i' - "
Ik 8E2J8Ekl

(3.16)

Adotando o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff, que permite a conside-

racao de problemas com grandes deslocamentos, porém, com deformac¢ées moderadas, a
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energia especifica de deformacao e, consequentemente, a relacao entre tensao e deformagcao

sdo apresentadas, respectivamente, nas equagoes (3.17) e (3.18).

1
u?"(E) = EEijCijklEkl (3.17)
Sij = Cijri B (3.18)

Tratando-se especificamente de elementos sélidos bidimensionais, compostos de
materiais isotropicos, o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, para o estado plano

de deformagoes e de tensoes é dado, respectivamente, pelas equagoes (3.19) e (3.20).

2G
S=1| (1-2v) (= v) B+ vE) 26 2 (3.19)
2GE21 m((l — V)E22 + VEII)
2G 9GFE,
s— | G=nButrba) o, b s (3.20)
9G Ey 7(1_V>( 90+ VvE)

sendo G' o médulo de elasticidade transversal do material, v o coeficiente de poisson e E;

o tensor de deformagoes de Green-Lagrange, em que Ei5 = Fo.

3.1.4 Integracao numérica

No procedimento de resolucao do MEF' Posicional, deve-se realizar o calculo de
algumas integrais de dominio e superficie. Conforme descrito anteriormente nesse capitulo,
a geometria inicial da estrutura é aproximada por meio dos elementos finitos, que sao
definidos por meio de um espaco adimensional (por meio de coordenadas &;). Dessa forma,
pode-se dizer que uma integral sobre o volume inicial de uma fungao qualquer F'(x), no

espacgo bidimensional é dada por:

[ E@do=t | [ P (6.&) 06 e)dade (3.21)

em que Jy € o jacobiano do mapeamento inicial, dado pelo determinante do gradiente do
mapeamento da configuragao inicial (det(Ap)). A varidvel ¢ representa a espessura, por
se tratar de um elemento sélido bidimensional. Para casos de elementos tridimensionais,

resolve-se uma integral tripla, adicionando-se a dimensao &3.

A resolugao dessas integrais apresenta certa complexidade, tornando mais adequado
o uso de integracao numérica. Nesse caso, para elementos unidimensionais, quadrangulares
ou hexaédricos pode-se utilizar a quadratura de Gauss. Ja para elementos triangulares ou
tetraédricos pode ser empregada a quadratura de Hammer. Essas metodologias consistem
em um somatorio de n termos, sendo n o nimero de pontos no elemento. Para uma
determinada configuragao de pontos, sao dadas as coordenadas adimensionais e o peso (w)

referentes a cada ponto. Os termos sao calculados por meio da multiplicagao do valor da
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funcao a ser integrada no ponto especifico, multiplicado pelo jacobiano da integracao e

pelo peso correspondente, conforme apresentado abaixo:
| FG@ave = 3 F(@ (&) Jo(& s (3.22)
0 i=1

Tal equacao pode ser empregada nas duas quadraturas. No presente trabalho foram

utilizadas as configuragoes de 7 e 12 pontos da quadratura de Hammer.

3.2 Principio da estacionariedade

O MEF posicional é fundamentado no principio da estacionariedade. Tal principio
estabelece a posicao de equilibrio de um sélido como sendo aquela onde a energia mecanica
tem sua variagao nula. Neste método, o equilibrio é sempre calculado em relagao a posigao
atual, ou seja, pode-se dizer que o método considera de forma natural a nao linearidade
geométrica. Conforme Greco e Coda (2006), a energia mecanica pode ser dividida em
quatro termos: P - Energia potencial das forcas externas; U - energia de deformacao; K -
energia cinética; QQ - energia de dissipacao. Desta forma, o cdlculo da energia mecanica é
dado por:

N=P+U+K+Q (3.23)

Seguindo o principio da estacionariedade, calcula-se a variacdo da energia mecanica e

iguala-se o resultado a 0, conforme a equacgao abaixo:
Ol = 0P+ 06U+ 0K +0Q =0 (3.24)

3.2.1 Potencial das forcas externas

Neste trabalho serao consideradas apenas forgas conservativas, ou seja, que perma-
necem com intensidade, direcao e sentido constantes, que nao se sujeitam a mudancgas com
a variacao de forma da estrutura. O potencial das forgas externas pode conter parcelas
decorrentes de forcas concentradas, distribuidas em partes da superficie do sélido, ou
ainda em partes do seu dominio. De forma geral, o potencial pode ser escrito por meio da
seguinte equacao:

P=—FY" _/ ¢:yidlo —/ biy;ddo (3.25)
FO Q()

em que o indice 7 é relativo a direcao da coordenada, o a0 n6 do elemento, a variavel Y
se refere a posicao atual da forca concentrada, e y é utilizado para representar a posicao
atual das forcas distribuidas, com a intencao de diferenciar os pontos isolados de pontos
da superficie ou da linha. Ja ¢ e b representam, respectivamente, forca de superficie e forga
de volume e, por fim, I' e 2 representam superficie e dominio, respectivamente, sendo o
indice 0 utilizado para caracteriza-los com base em sua posi¢ao inicial, ja que se tratam de

forcas conservativas.
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3.2.2  Energia de deformacao

A descricao da energia de deformacgao em materiais hiperelasticos é dada pela
integral da energia especifica de deformagao em todo o volume do sélido (sendo esse o
volume inicial, considerando problemas Lagrangianos). Tomando como base o modelo
constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff, por meio das equagoes (3.17) e (3.18), a energia

de deformacao pode ser representada pela equagao abaixo:

1
U= [ wd= / = B S0 (3.26)
Qo Qo 2
A variacado da energia de deformacao é descrita por:
oU = | SpnndEmndQ (3.27)
Qo

em que os indices m e n representam as dire¢oes da deformacao e da tensdo, S o tensor de

Piola-Kirchhoff de segunda espécie e E a deformacao de Green-Lagrange.

3.2.3 Energia cinética

A parcela referente a energia cinética pode ser descrita por meio da Equacao 3.28.
Esse termo é dependente da massa do elemento, assim como da variacao da sua posi¢ao com
relagdo ao tempo (velocidade), sendo que os termos py e ¥; representam, respectivamente,

a densidade do material e a variacao da posicao em funcao do tempo.

1
B /Qo PoYiYiasio ( )

Desenvolvendo a sua variagao, tomando o tempo como parametro, obtém-se a
equacao descrita abaixo, sendo ¢; a segunda variacao da posicao em funcao do tempo

(aceleragao):

K
5K d—dt /poylc?yZng (3.29)

3.2.4  Energia de dissipagao

Em um sistema no qual ha a conservacao de energia, a entrada e a saida de energia
devem ser iguais. Caso ocorra a dissipagao de parte dessa energia, ha uma alteracao
na energia total do sistema ao longo do tempo. Por esse motivo, o termo de energia de
dissipagao é acrescido na descrigdo da energia mecanica total (Equagdo 3.23). Sua variagao
em func¢do da posigao, considerando apenas a dissipagao de energia de amortecimento,

proporcional a sua massa, pode ser descrita da seguinte forma:

0Q dq
ove — Ja, oY~

sendo ¢ o funcional de energia especifica de dissipacao e ¢, a constante de amortecimento.
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3.3 Meétodo de Newton-Raphson

A descricao da energia em fungao das posicoes atuais dos nés da estrutura é um
dos pontos cruciais para a resolug¢ao do problema. Dessa forma, recorrendo ao exposto
na equagao (3.4), escrevem-se as derivadas (em fungao da posigao atual dos nds) do
potencial das forcas externas, da energia de deformacao, da energia cinética, e da energia

de dissipagao, respectivamente, por meio das equagoes (3.31), (3.32), (3.33) e (3.34).

aaga == /FO @ Ppdl0Q; — /QO D, pd2 B (3.31)
aaga _ /Q 0 gmn?}g”;dﬁo (3.32)
fji = /Q i po®,PsY,*dQ (3.33)
gf?a - /QO pocm@a®3Y,2d% (3.34)

sendo 7 relacionado a dire¢ao da coordenada, ® as fungoes de forma, o e § aos nés do

elemento e (Q e B as forcas de superficie e de volume, respectivamente.

Tratando de problemas estaticos, considera-se K = 0 e Q = 0. Portanto, tem-se
que a variacdo da energia mecéanica em funcao da posi¢ao atual (Y*) é dada pela equagao
(3.35) que, segundo o principio da energia mecanica estaciondaria, é nula. Desta forma,
pode-se dizer que (OU/0Y;*) é o vetor de forgas internas, que somado ao vetor de forcas

externas (OP/0Y,*) resulta em zero.

on . (0P AU\ ..
oyt = <aw+ai/ﬂ>m Y (335
B [ @uudloQ) — [ RapdB + [ 5,0 a0 =0 (335h)
! I'o ‘ Qo ’ Qo aYTia

O método de solucao do problema nao linear utilizado foi a estratégia incremental-
iterativa tangente, também conhecido como método de Newton-Raphson. O procedimento
se inicia adotando uma posicao tentativa (Y?) para calcular a variagio da energia de
deformagao. Enquanto a posicao tentativa for diferente da solu¢ao do problema, a equagao
(3.35) ndo ¢ satisfeita, gerando um vetor residuo (g(Y")), também chamado de vetor
de desbalanceamento mecanico. Posteriormente é realizada uma expansao em série de
Taylor em torno dessa posigao tentativa, representada por meio da equagao (3.36), sendo

gi = O11/9Y.

dge E e
of =gt + 05 (AYF) (00 =0 (3:36)

J k)

A varidvel (O%)? representa os termos de ordens superiores. Desprezando-se esses
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termos, pode-se reescrever a equagao (3.36) da seguinte forma:

-1

dg;*
() =~ ang.ﬁ

J

g (Y'") (3.37)

(Y'*)

Como a segunda variacao do potencial de forgas externas nao é funcao da posicao

atual dos nos, escreve-se:

U
8}2@}93

gy

= Hr (3.38)
B
oY,

ijaf

(Y% (Y'%)

em que H;j,3 ¢ a matriz de rigidez tangente, ou matriz Hessiana para essa posicao tentativa.

Com base na equacao (3.32), escreve-se:

0 OE
HE = — ——mn
g /Q oY) (Sm” oY )

1

Q% =0 (3.39)
k

Y

Assim, reescreve-se abaixo a equagao (3.37), apresentando de forma resumida o
k
calculo do vetor (ijﬁ ) , sendo esse o ponto chave da estratégia incremental-iterativa

tangente, ou método de Newton-Raphson.
k -1
(AY])" == (Hf,5) e (vh) (3.40)
Em seguida, atualizam-se as posicoes:

(7)) = 07) + (ax7) 341

Desta forma, o processo de solucao tem inicio adotando-se para a posicao tentativa
a propria posigao inicial. A partir dai é realizado um incremento de carga (ou de posigao

k
prescrita) e, por meio da equacao (3.40), calcula-se o vetor (AY]-’B ) . Atualiza-se a posicao,
AY?)" /x?
(AY7) /X

do erro, sendo X f o vetor de posigoes iniciais) for maior que a tolerdncia adotada, repete-se

somando esse vetor ao vetor de posicao tentativa. Caso o valor de (célculo

o mesmo procedimento para a nova posicao tentativa. Caso o valor seja menor que essa
tolerancia, é realizado um novo incremento de carga e, depois disso, repete-se o processo,
até que se chegue a carga total (ou posigao prescrita total), com um valor de erro menor

que a tolerancia adotada.

Com a finalidade de facilitar o entendimento da resolu¢dao do problema estatico por
meio do MEF Posicional, foi elaborado um algoritmo de solucao simplificado, que pode

ser visualizado abaixo:
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Algoritmo 1: Resolugao de problema estatico

1 Atribuigdo das coordenadas iniciais como atuais para defini¢io da primeira posi¢ao tentativa (V;* = X;¥);

2 para cada passo de carga (dF}") ou posicio (dY;™) faga
Atualizacdo do vetor de forgas externas (Fy = F;* + dFy) ou de posicao (Y;* = Y™ + dY;%);
enquanto residuo > tolerancia faga

3

N o U

10
11
12

13
14
15
16
17
18

19
20
21
22

23

24
25 fim

fim

para cada elemento faga
para cada ponto de integragdo faga

Calculo das fungdes de forma e suas derivadas;

Céalculo do gradiente do mapeamento da configuragdo inicial (A?]- -
(A%j - Equagao 3.12);

Célculo da deformagao de Green-Lagrange (E;; - Equagdo 3.14);

Equagéo 3.11) e final

Célculo do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (S;; - Equacgdo 3.15);
para cada nd a na diregdo i faga
Calculo do vetor global de forga interna (% - Equagéo 3.32);
para cada nd 8 na diregio j faga
Célculo da hessiana global (Hfjaﬁ - Equagdo 3.38);
fim

fim

fim
Imposicdo das condigbes de contorno;
Contribuicdo do elemento na forca interna e hessiana globais;

fim
Resolugdo do sistema linear (Obtengdo do (AYZ-“)’C - Equagdo 3.40);
Atualizacdo da posigao ((Yi")’chl - Equacao 3.41);

Avaliacao do residuo (‘ (AYjﬁ)k /XJB );

3.4 Problemas dindmicos (Newmark + Newton-Raphson)

Para o calculo de problemas dindmicos, passa-se a considerar K # 0 e Q # 0.

Portanto, a variacdo da energia mecéanica em func¢ao da posicao atual (Y,*), descrita

anteriormente por meio da equagao (3.35), pode ser obtida por meio da equacao (3.42).

oIl oP ou OK 0Q

ol OF
_ —F-O‘—/ &, 4dl ‘?—/ O, P 5 B / g ZEmn 0
8Y;a i Ty B OQz % Blse0 4 + % ay;a 0
[ poem®a®s¥ % + [ poa®a/d0 =0 (3.42b)
Q() Q0

Uma vez que a matriz de massa de um elemento finito é descrita por:

M= /Q PP, (3.43)
0

e ainda, considerando a matriz de amortecimento C' = M¢,,, pode-se reescrever a equacao

(3.42) da seguinte forma:

OE
)¢

= [ @u0dTQ] — [ @u@udB + [ ST + CogY, + MgV, =0
To Qo Qo

)

(3.44)



44

Para iniciar o procedimento de calculo, deve-se admitir um valor inicial para a

aceleracao. Partindo da Equacgao 3.44, escreve-se:

Yooy = Mok lpcur/ Do D5dloQ7 +/ B, D5d QB! / g 9 w;n _CaﬁY(;o)]
(3.45)

z'

O tempo é uma variavel continua, entretanto, para a resolucao do problema
numérico, ele é tomado como uma variavel discreta. Desta forma, sdo utilizados integradores
temporais para calcular, de forma aproximada, passos de tempo, nos quais sao realizadas
a analise. Neste trabalho foram utilizados os integradores temporais de Newmark. Cada
passo € escrito em fun¢ao do passo anterior, ou seja, sendo Z(y), t(s41) € At, respectivamente,

o passo de tempo atual, o passo de tempo anterior, e um intervalo de tempo, tem-se que:

Ls+1) = T(s) + At (346)

Assim sendo, considerando Yiiin Yeo © Y., respectivamente, a posicao,
velocidade e aceleracao atuais, aproximam-se os valores atuais de posicao e velocidade,

por meio das expressoes de Newmark:

. 1 . .
2
}/t(s+l) = Yt(s) + Ath(S) + At [(2 o 6) Yt(s) + BY;?(sH) (3'47>
Yigy = Yo + At(1— '7>Yt(5) + 'VAth(SJrD (3.48)

sendo [ e y parametros livres do método. Para considerar a aceleracao constante em um

passo de tempo, por exemplo, sao utilizados os pardmetros § =1/4 ey =1/2.

Isolando-se a velocidade e a aceleragao atuais nas equagoes (3.47) e (3.48), descrevem
se abaixo essas variaveis em func¢ao das posi¢oes atuais e valores referentes ao passo de

tempo anterior (ja conhecidos).

¥ Yiorny Yoo Yt( ) 1 ¥
Vi = BAt2 ~| 322 32 T35 1) Yo (3.49)

a7 Vi T {Yt<s> + At(1 - V)Yt(sj

E(&H) BAt
Yi Yt( ) 1 v
e 2y (= 1) ] .
(5At2 T 5ae T \25 o |7 (3:50)

De modo a facilitar os calculos, separam-se as parcelas relacionadas ao passo de

tempo anterior, nomeadas como @), e R, conforme as equagoes abaixo:

Ty Vi (1) (3.51)
BAE2 T BAt T\ 28 @ '
R, =Y, +At(1 —)Y; (3.52)

Qs:
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substituindo os valores de Qs e R, nas equagoes (3.49) e (3.50), s@o obtidas as seguintes

equacoes:
. Yt(sH)
}/t(s+l) = BAtQ - QS (353)
}/;(erl) 6At Yt(5+1) + R QS’YAt (354)

De posse desses valores, pode-se reescrever a variagao da energia mecéanica em
funcao da posicao no instante atual (Y]t< +1)), substituindo os valores das equagoes (3.53)

e (3.54) na equagao (3.42), conforme demonstrado abaixo (indices suprimidos para facilitar

a leitura):
ol opP ou
— = — — C Y, R, — QsyAt
oY t t t " <5At o F —Qa )
(s+1) (s+D) (s+1)
Y4 CEE (3.55)
BAL2 ’ '

Para a montagem da resolucao de problemas dinamicos, realiza-se o0 mesmo procedi-
mento utilizado para problemas estaticos (equagoes (3.36) a (3.40)), porém, considerando
as parcelas referentes a energia cinética e de dissipacao. Desta forma, é admitida uma
posicdo tentativa, adotando-se, para o inicio dos célculos, Y* = Yiiy = Yi,,- Em se-
guida, é realizada uma expansao em série de Taylor truncada em primeira ordem, ou seja,

desprezando os termos de ordens superiores, o que pode ser visto na equagao abaixo:

dq®
Yi (Yt<e+1>) g; (Ytlfs+1>) + algfzﬂ

(avf) =0 (3.56)

(i)
(s+1)

-1

sk | 9g¢ o
(A7) == 5ys b)) (Vi) (357)

Desta forma, a segunda variacao da energia mecanica em funcao da posicao, agora

considerando as parcelas relativas a energia cinética e energia de dissipagao, é escrita da

seguinte formas:

g _0U
8}/5 o aY;anB
( t<s+1)>

Maﬁ Caﬁ’y (din)

(vF

t(s+1)

)

sendo H (Jd;%) a matriz Hessiana para a posicdo tentativa, no instante atual (¢(,4+1)). Da

mesma forma que foi feito para problemas estaticos, reescreve-se o calculo do vetor de
k
variagao da posicao (AY}ﬁ ) , que ¢ de suma importancia no processo de resolucao.

(AYH)" = — (HESEY " go (v ) (3.59)

ijaf t(s+1)
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O processo de solugao para problemas dinamicos é muito similar ao utilizado para
problemas estaticos. Basicamente, resolve-se um problema estatico, seguindo-se o mesmo
procedimento, para cada passo de tempo diferente. Por meio do algoritmo 2 sdo descritos

os passos de solucgao, vinculando cada um deles com as equagoes expostas neste capitulo.

Algoritmo 2: Resolugao de problema dinamico

1 Atribuicdo da posicdo, velocidade e aceleracdo do passo anterior como primeira tentativa:

(Y"<s+1> =Yitpny = Yt(s)) / (Y%H) =Yitoin = Yf(s)) / (Yf(s+1) =Yit = Yf(s)>;
2 Calculo da matriz de massa (M) e de amortecimento (C) (Equagio 3.43);
8 Célculo da aceleragéo inicial (Equagao 3.45)
4 para cada passo de carga (dFY), posicio (dY;™) ou tempo (At) faga

5 Atualizacao do vetor de forgas externas (Fy* = F{* + dFy) ou de posicao (YV;* = Y™ + dY;¥);
6 Calculo das parcelas relativas ao passo de tempo anterior - Qs (Equagdo 3.51) e R, (Equagao 3.52);
7 enquanto residuo > tolerancia faga
8 para cada elemento faga
9 para cada ponto de integragdo faga
10 Calculo das fungdes de forma e suas derivadas;
11 Céalculo do gradiente do mapeamento da configuracdo inicial (A?]- - Equacao 3.11) e final
(A}j - Equagao 3.12);
12 Célculo da deformagdo de Green-Lagrange (E;; - Equagdo 3.14);
13 Célculo do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (S;; - Equagdo 3.15);
14 para cada nd a na diregdo i faga
15 Calculo da contribuigdo no vetor global de forca interna ( fYH_{, + a"’ﬁi + fyga -
Soma das equagdes (3.32), (3.33) e (3.34)); L L L
16 para cada né 8 na diregao j faga
17 Célculo da contribui¢do na hessiana global dindmica (H f]f;n) - Equagdo 3.58);
18 fim
19 fim
20 fim
21 Imposicdo das condigdes de contorno;
22 Contribuicdo do elemento na forga interna e hessiana globais;
23 fim
24 Resolugdo do sistema linear (Obtengdo do (AYjﬂ )k - Equagédo 3.59);
25 Atualizacdo da posicdo ((Yf)kle = (Y]'B)Ic + (AYjﬁ)k);
26 Atualizacdo da aceleracdo e da velocidade atuais (Equagoes (3.53) e (3.54));
27 Avaliacao do residuo (‘ (AYjﬁ)k /X]ﬁ );
28 fim
29 Atualizacdo do passo de tempo (t =t 4+ At);
30 fim

3.5 Elementos imersos

As técnicas de inser¢do de elementos imersos na malha sao utilizadas para a
simulacao de materiais heterogéneos, compostos por uma matriz reforcada com fibras, ou
particulas. Existem diferentes abordagens para a modelagem desse tipo de material, que
influenciam de diferentes formas no modelo de geracdo de malha, nos graus de liberdade, e
na formulagao utilizada. Conforme descrito por Ramos (2020), pode-se dividir essas técnicas

em trés diferentes formas de modelagem: Homogeneizagao, Discretizagdo e Embutimento.
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A Figura 3.4 apresenta exemplos de cada uma dessas técnicas.

A primeira delas, baseia-se na homogeneizacao das propriedades dos elementos
nos quais estao contidos os nés dos reforcos. Ja na estratégia de discretizagao, os nos dos
elementos de reforco devem coincidir com os nés da malha. Ou seja, os elementos de reforco
atuam diretamente sobre os graus de liberdade do problema. Nesse caso, para compatibilizar
a malha, tem-se duas opcgoes: reconstruir a malha, passando obrigatoriamente sobre os
pontos dos elementos de reforco, ou adequar os elementos de refor¢o para que coincidam com
nos ja existentes da malha. Por ultimo, a técnica de embutimento, que foi implementada
neste trabalho, em que é feita a contribuicdo dos nés do elemento de reforco, em cada um
dos noés do elemento da matriz no qual esta contido, reescrevendo os pardmetros nodais do
elemento de reforco em funcao dos parametros nodais do elemento da matriz. Essa ¢ uma
estratégia muito interessante, uma vez que nao ¢ necessaria nenhuma alteracao na malha,
levando a uma grande liberdade no posicionamento dos reforcos e nao aumenta os graus

de liberdade do problema.

Figura 3.4 — Técnicas para insercao de elementos na malha

Homogeneizac¢do Discretizacdo Embutimento

Fonte: Proprio autor.

A técnica de embutimento aqui tratada pode ser aplicada para a insercao de fibras
e/ou particulas na matriz. Neste trabalho foram implementados apenas elementos finitos

de barra simples, ou seja, com dois graus de liberdade por né.

3.5.1 Elemento finito de barra simples

Nesta se¢ao sao demonstrados os calculos referentes a forga interna e a hessiana
desse tipo de elemento, se tratando, respectivamente, da primeira e da segunda variacgao

da energia de deformacao com relacao a posicao.

Conforme tratado anteriormente, o célculo da energia de deformacao ¢ deduzido
por meio das configuragoes inicial e atual do elemento. Na Figura 3.5 observam-se essas

configuragdes, nas quais estao devidamente indicados as posigoes dos nés (X e Y%, sendo
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i referente a dire¢ao do grau de liberdade e « referente ao né), assim como os comprimentos

inicial (L) e atual (L) do elemento.

Figura 3.5 — Configuragoes inicial e final de um elemento de barra simples

1 )
® (X X)) (Y7 Y3)
f
Lo
X2,V
@ (X X7) (Y3 ¥3) sz,)’z
2 1

Fonte: Proprio autor.

Desta forma, como o elemento esta submetido apenas a esfor¢os normais, a defor-

macao de Green é obtida por meio da seguinte equacao:

o ; (LQL_%LS> (3.60)

sendo L2 e L* dados por:
2= (x2-x1) + (x5 - x})° (3.61)
=(y2-v) + (v -v) (3.62)

Considerando-se a resolucao de problemas com cinemética Lagrangiana, sendo €2
o volume inicial, I'y a area inicial e Ly o comprimento inicial, pode-se escrever a energia

de deformacao na configuracao inicial, para um elemento, da seguinte forma:s:

Uel = / UedQO = UEQO = ueroLo (363)
Qo

Seguindo com a utilizacao da lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, obtém-se

a equacao da forga interna, que pode ser vista abaixo:

(3.64)

aplicando o conceito de conjugado energético, em que aparece a tensao de Piola Kirchhoff

de segunda espécie (S = du./OF), e sendo:
OE  (—1)°
oY (Lo)?

(V=Y (3.65)

(2
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tem-se que:
oU! (—1)
=TI,
aye % Ly

(Y2-YH (3.66)

Mantendo as mesmas consideragoes, porém, calculando-se a segunda derivada da
energia de deformacao em funcao da posicao atual, obtém-se a hessiana, ou matriz tangente,

que pode ser escrita conforme a equagao abaixo:

vt 9 (vt _ ., 9 (0w OE
aYich}B - oY an -0 an;a OE 83/}’8
—D(=1AT vz _yl y2 _yl
_ ( ) ( ) 0 <KtSVK< i i ) ( J J ) + S(%) (3.67)
Lo Ly Ly

3.5.2 Estratégia de acoplamento entre matriz e reforgo

Neste trabalho foi utilizada a técnica de embutimento, aplicada ao método dos
elementos finitos posicional, com uma formulac¢ao proposta inicialmente por Vanalli (2004),
e empregada em uma série de trabalhos no decorrer dos tltimos anos. Podem ser aqui
citados os trabalhos de Fernandes (2016) e Moura (2015), que propdem anélises eldsticas e
elastoplasticas de materiais compdsitos, de Felix (2018) e Ramos (2020), que trataram da
simulacdo do processo de corrosao em estruturas de concreto armado, e de Tavares (2020),
que utilizou a técnica para modelar uma estrutura de concreto protendido. Também os
trabalhos de Salomao (2021), envolvendo analises termomecanicas em compésitos, de Felix
(2022) propondo um modelo de dano acumulado em concreto, e de Marques (2023), que
também trabalhou com um modelo de dano, porém, para analisar o comportamento de
estruturas de concreto armado. Todos esses trabalhos utilizaram o método dos elementos
finitos posicional, em conjunto com a estratégia de embutimento, comprovando o seu

potencial em diversas aplicacoes.

A estratégia consiste em tratar os parametros nodais do reforco, em funcao dos
parametros nodais da matriz, fazendo o uso das fun¢oes de forma desses elementos. Cada
um dos nés dos elementos de reforco sera atribuido a um elemento da matriz, para que
essa mudanga de referéncia seja realizada. Sendo () a simbologia utilizada para descrever
os termos relacionados & matriz, e (@) ao reforgo, pode-se escrever os mapeamentos das
posigoes inicial e atual dos nés do reforco, conforme a Equacao 3.68 e a Equacgao 3.69,
respectivamente. Assim, os elementos imersos podem ser inseridos em qualquer localizacao,
sem precisar coincidir com nenhum né existente da malha, e sem adicionar graus de

liberdade ao problema.

A

X7 = &, (c7) Xz (3.68)

(2

Y] =0,(%)Ye (3.69)

>

Para que haja a contribuicao do reforco no calculo da forca interna e da hessiana

do problema, escreve-se a energia de deformagao como a soma dos termos referentes a



50

matriz e ao refor¢o, conforme descrito na Equagao 3.70.

U=T+T (3.70)

Seguindo essa linha de raciocinio, escreve-se a variacao da energia de deformacao

em funcao da posicao, para a obtencao da forga interna.

U  9U+00 o0 8Y73+ o
ove ove o gyfove  ove

K3 (2

(3.71)

sendo (8Y76/ dY*) a variacio da posicao do né do reforco, em funcéo da posicao do né da

matriz, dada também por:

oY) 0%, (¢")Y;

: L = & (67)6,00 3.72
o =y = B, .72
reescrevendo-se, desta forma, a Equagao 3.71:
oU  9U oU
— = —=—0,(%) + = (3.73)
" ayf oY

em que OU/ 8YT5 descreve a componente ¢ da forca interna relacionada ao né f de um
elemento finito de reforco, (ﬁa(éﬂ ) representa a func¢ao de forma referente ao né o de um
elemento finito da matriz, sendo esta avaliada segundo as coordenadas adimensionais do
no [ do elemento de reforco, e 8@/ dY, por sua vez, representando a componente i da

forca interna relacionada ao n6 a de um elemento finito da matriz.

Seguindo essa mesma logica, realiza-se o calculo da hessiana com a consideracao
de elementos de refor¢o imersos na malha da matriz. A matriz é obtida por meio da
segunda variacao da energia especifica de deformacao, em relagao a posi¢ao, conforme a

Equacao 3.74.

U PU+0*U 0 [ JU oYy . 0*U
a}?iay}ﬂ aY;O‘Y}ﬁ oYy~ \ oy anﬁ af/iay}ﬁ
U avfayy o0 (374
VOV V2 ay?  avey? |
Da mesma forma que foi demonstrado na Equagao 3.72, tem-se que:
oY Y 0B, ()Y 0B, (E)YE .
l k _ T)(é) l 9(£A) k. _ (I)n(gg)dil(snaq)e(gfy)éjkéﬁﬁ (375)

Negyp YR oY

1

portanto, pode-se reescrever a equacao da matriz hessiana, ja com a contribuicao do reforgo,
substituindo a Equacao 3.75 na Equacao 3.74, conforme a Equacao 3.76, apresentada
abaixo. B X

0°U 0’U ~ 0*U

= B ()€ + ——
oNPY; YOV oveYy

(3.76)
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A metodologia de calculo para a obtencao da forca interna e da hessiana, com a
inclusao desses elementos de reforgo, partiu da hipotese que os elementos da matriz que
recebem os nos dos elementos de refor¢o sao conhecidos. No entanto, é necessario realizar
esta localizacao de alguma forma. Neste trabalho, o algoritmo utilizado para identificar

esses elementos foi dividido em duas etapas.

Primeiramente, é feita uma pré selecdo dos elementos, para diminuir o custo
computacional. Nessa primeira etapa, é calculada a medida entre o né do reforco e o
centro geométrico de todos os elementos. Caso a dimensao for maior do que o raio de um
circulo que circunscreve o elemento, majorado em 5% (percentual aproximado, para evitar
problemas de precisao numérica, em casos onde o né do reforgo se encontra muito proximo

da fronteira do elemento da matriz), o elemento entra na lista de verificagao.

Na segunda etapa, o né de reforgo é escrito em fungao das coordenadas adimensionais
de cada um dos elementos selecionados na primeira etapa, conforme a Equacao 3.68. Nota-
se que os valores conhecidos do problema sao as coordenadas iniciais, tanto dos nés dos
elementos de reforco, quanto dos nés dos elementos da matriz. Portanto, as incégnitas do
problema sao, justamente, as coordenadas adimensionais do né do reforco, que satisfazem a
igualdade representada na Equacao 3.68. Escrevendo esse conjunto de igualdades, recai-se
em um sistema de equagoes, que, caso o elemento da matriz tenha aproximacao quadratica
ou superior, é nao linear. Desta forma, pode-se recorrer ao método de Newton-Raphson

para a resolucao desse sistema.

Na Equacao 3.77 é demonstrada a expansao em série de Taylor, truncada em
primeira ordem, ou seja, os termos de ordem quadratica ou superior sao desconsiderados,

gerando um residuo.

X7 = G (e Xe + | 222G pa] pem (3.77)

0&; !
& €
sendo Xifj as coordenadas iniciais do né 5 do elemento de reforco, &;* as coordenadas
adimensionais tentativas, e A" a corregao dessas tentativas, cujo valor ¢ obtido por meio
da Equacao 3.78.
aq;oé (gk) Fa m B - m\ va
X Agj = Xz'ﬁ - (I)a<§k )Xi (3-78)

0¢; !
& @

Desta forma, o valor das coordenadas adimensionais sao atualizados, conforme

a Equagao 3.79. O procedimento ¢ repetido até que o valor de A" seja menor que a
tolerancia admitida.

T = ALY (3.79)

Para identificar se o né do reforco esta contido no elemento da matriz, as coordenadas

adimensionais obtidas no processo de solugao, devem estar contidas no dominio desse
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elemento. Ou seja, no caso de um elemento triangular, devem ser satisfeitas as seguintes
condigoes: 0 < &) <1,0< & <le0<1—¢& —&) <1.

Desta forma, para esclarecer o procedimento de calculo, foi elaborado um algoritmo
para descrever todos os passos, vinculando cada um deles com as equagoes descritas neste

capitulo.
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Algoritmo 3: Resolugao de problema com elementos imersos

1 para cada elemento da matriz faga

2 Célculo do centro geométrico (X F);
3 Calculo do raio do circulo circunscrito ao elemento acrescido de 5% (Ro.05)-
4 fim
5 para cada nd de reforco faga
6 para cada elemento da matriz faga
7 se distdncia entre X; e XiCG for menor que Ro.os entdo
8 Adocéo de uma coordenada adimensional tentativa (£7* = X;/XE);
9 enquanto A¢; > tolerancia faga
10 Calculo do AgJ", utilizando &, conforme Equagdo 3.78;
11 Atualizagdo do .f,:”“, conforme Equacao 3.79;
12 Célculo do residuo (norma de A&J™).
13 fim
14 e 0<EM<1,0<EN<1e0<1—¢"— ¢ <1.entdo
15 Registro de que o né de reforgo incide sobre o elemento da matriz;
16 Registro das coordenadas adimensionais atuais (£;");
17 Interrupg¢ao de busca para o né de reforco atual.
18 fim
19 fim
20 fim
21 fim
22 para cada passo de carga (dFY) ou posi¢io (dY;") faga
23 Atualizacdo do vetor de forgas externas (Fy = F;* + dFy) ou de posicao (YV;* = Y™ + dY;%);
24 enquanto residuo > tolerincia faga
25 para cada elemento da matriz faga
26 para cada ponto de integragdo faca
27 Calculo das fung¢oes de forma e suas derivadas;
28 Calculo do gradiente do mapeamento da configuracio inicial (A?j - Equagdo 3.11) e final
(A}j - Equacao 3.12);
29 Célculo da deformagao de Green-Lagrange (E;; - Equagdo 3.14);
30 Célculo do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (S;; - Equacgdo 3.15);
31 para cada nd a na diregio i faga
32 Célculo do vetor global de forca interna ( 8?}}& - Equagédo 3.32);
33 para cada nd 8 na diregcio j faga
34 Célculo da hessiana global (Hfjaﬁ - Equagdo 3.38);
35 fim
36 fim
37 fim
38 Imposicao das condigoes de contorno;
39 Contribuicdo do elemento na forga interna e hessiana globais;
40 fim
41 para cada elemento de reforco faga
42 Célculo da forga interna desenvolvida no reforgo, conforme Equagdo 3.73;
43 Célculo da hessiana desenvolvida no reforco, conforme Equagao 3.76;
44 Contribuicao do reforco na forga interna e hessiana globais.
45 fim
46 Resolugdo do sistema linear (Obtengdo do AY;® - Equacao 3.40);
47 Atualizacao da posicao ((V;*)*™ - Equacdo 3.41);
48 Avaliacao do residuo (‘ (AYjﬁ)k /X]B );
49 fim

50 fim
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4 PROPOSTA DE PLATAFORMA PARA O MEF POSICIONAL

No Capitulo 3 foi demonstrada a teoria do MEF Posicional para a resolucao
de problemas estaticos, dinamicos, e com a insercao de elementos na malha, desde a
sua formulagao, até a técnica de solugao. Também foram apresentados os elementos
triangulares para aproximacoes linear, quadratica e cubica. Este capitulo, por sua vez,
tem como objetivo expor a estrutura do cédigo desenvolvido, de forma a conectar todas
as etapas da formulacao e da técnica de solugdo. Para o desenvolvimento desse codigo,
foi empregada a programacao orientada a objetos. Portanto, inicialmente, é apresentada
uma breve descricao do método, expondo suas principais caracteristicas, funcionalidades,

aplicabilidades e padrao de representacao.

4.1 Programacao orientada a objetos

A metodologia de orientacao a objetos proporciona uma série de vantagens no
desenvolvimento de softwares se utilizada corretamente e de maneira organizada. Desta
forma, é de extrema importancia a adogao de padroes. Eriksson et al. (2004) tratam de
uma linguagem unificada, denominada Unified Modeling Language (UML), que proporciona
aos sistemas desenvolvidos melhor visualizacao, especificacao, construcao e documentagao.
Segundo os autores, o termo modeling pode gerar certa confusdo, por estar aplicado a
diversos niveis. O "modelo" remete, de forma geral, ao planejamento completo do sistema,
desde a descricao do problema, passando pela analise, proposicao de solugao, projeto
e implementacao. Abaixo estao citados alguns dos principais conceitos relacionados ao

desenvolvimentos de modelos orientados a objetos:

« A metodologia de orientacao a objetos produz modelos que refletem o dominio em

questao, de forma natural, usando terminologias préprias daquele mesmo dominio;

« Conceitos subjacentes: objetos, mensagens, classes, heranga e polimorfismo. Os
objetos tém um certo comportamento e uma certa identidade, definidos através de
nome, atributos e operacoes. Todo objeto acaba por ser uma instancia de uma classe,

sendo ela uma espécie de modelo que define as caracteristicas de um objeto;

o Modelos orientados a objetos, quando construidos da forma correta, sao de facil comu-

nicacao, alteracao, expansao, validacao e verificagdo, demonstrando uma arquitetura

bem definida;

« Os modelos sao convenientemente implementados utilizando linguagens de progra-

magcao orientadas a objeto;
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« Orientacao a objeto é uma tecnologia testada e utilizada em muitos projetos, cons-

truindo diferentes tipos de sistemas.

As linguagens orientadas a objetos apresentam uma determinada estrutura, e uma
série de caracteristicas que possibilitam a pratica dos conceitos citados. Neste capitulo
serao abordadas as defini¢goes de classes e objetos, assim como as interagoes entre eles,
tirando proveito das peculiaridades da orientagao a objetos como, por exemplo, heranca,

encapsulamento e polimorfismo.

4.1.1 Objetos e classes

Pode-se descrever os objetos como sendo entidades com estrutura e comportamento
bem definidos, através de sua classe geradora (SEED, 1996). Nesse contexto, afirma-se que
um objeto é uma instancia de uma classe. A ideia geral da programacao orientada a objetos
¢ baseada na organizacao dos dados por meio dessas instancias, que sao responsaveis por
enviar e receber mensagens de outros objetos. Ou seja, o cédigo consiste em um grupo
de objetos que interagem entre si (SENGUPTA; KOROBKIN, 1994). Geralmente, os
objetos do codigo remetem a objetos reais como, por exemplo, em uma estrutura, os
elementos estruturais, os vinculos externos, os carregamentos, etc. Todavia, algumas vezes
sao utilizadas instancias com fungoes especificas, que servem apenas como ferramenta
de interacdo entre esses objetos. E o exemplo de objetos que realizam o pré e o pds

processamento do calculo da estrutura.

Neste trabalho os dados armazenados dentro dos objetos foram denominados
como atributos, e as fungoes responsaveis pela interacao entre eles como operagoes. Para
representar as classes de forma eficiente foram utilizados diagramas de classe UML ( Unified
Modeling Language)(ERIKSSON et al., 2004). A Figura 4.1 ilustra um exemplo geral
da utilizacdo do diagrama, em que o campo superior ¢ reservado para o nome da classe,
o central para os atributos e o inferior para as operacoes. Os simbolos "+", "—" e "#'
indicam os especificadores de acesso public, private e protected, respectivamente. Ainda nos
atributos sao identificados os tipos de dados, e nas operagoes os parametros de entrada e

de saida.

Figura 4.1 — Diagrama UML de uma classe qualquer

ex_classe

- atributo_1: integer

- atributo_2: double

# atributo_3: string

+ operacao_1 (atributo: integer)
+ operacao_2: double

Fonte: Proprio autor.
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A forma como esses atributos e operacoes foram escritos e organizados sera de-
monstrada adiante, buscando a utilizagao de caracteristicas primordiais em um co6digo

orientado a objetos: encapsulamento, heranca e polimorfismo.

4.1.2 Encapsulamento

Algumas caracteristicas dos objetos nao tem a necessidade de serem acessadas pela
maioria dos usuarios. Desta forma, o acesso a essas informagoes é exclusivamente interno.
Portanto, essas caracteristicas ficam encapsuladas dentro do objeto. Um exemplo muito
interessante, trazido por Seed (1996), é o de um carro, que possui milhares de componentes,

porém o motorista recebe apenas as informacoes necessarias para que ele possa dirigi-lo.

Dentro de uma classe ha diferentes formas de especificar o acesso aos atributos do
objeto, e isso ¢ feito por meio dos especificadores de acesso citados anteriormente. O termo
public torna os dados (atributos e operagoes) publicos, ou seja, podem ser acessados dentro
e fora da classe por qualquer objeto. Ja o especificador private é utilizado para restringir
0 acesso a classe onde os dados foram definidos. Por fim, o termo protected permite que
subclasses derivadas da classe onde foram definidos os dados tenham acesso, porém, outros
objetos nao tem essa permissao. A ideia da utilizacdo de subclasses ja ingressa em outra

caracteristica primordial do c6digo orientado a objetos, que é a heranca entre classes.

4.1.3 Heranca

A escrita de um codigo enxuto é essencial, e a ideia de heranga contribui para que
isso seja possivel. Basicamente, uma classe herda alguns aspectos de outra classe, para
que nao haja duplicidade de informacoes. Isso normalmente ocorre quando se tem varios
“tipos” de um determinado elemento, tendo estruturas muito similares, que sao herdadas.

Todavia, cada um possui suas particularidades, que sao adicionadas posteriormente em
cada uma delas (KOENIG; MOO, 2000; YAMASSAKI, 2014).

A classe MeshNode, por exemplo, ndo chega a instanciar nenhum objeto dentro do
c6digo, sendo tratada como uma classe abstrata, ou seja, ela serve apenas de base para a
formagao de outras classes. Para diferentes tipos de problemas os nés podem necessitar
diferentes dados, e por consequéncia, diferentes tipos de acesso e processamento. Desta
forma, para a resolucdo de um problema estatico cria-se a subclasse MeshNode — MQS
a partir da classe MeshNode. Assim, todo o contetido da classe MeshNode é herdado
pela subclasse MeshNode _ M@)S, evitando a escrita de codigos repetitivos. A Figura 4.2

apresenta o diagrama UML dessas classes.

Nesse processo, ha a necessidade de acrescentar atributos e/ou operagoes, ou ainda
de alterar algumas dessas operagoes. Quando uma operacao da classe é alterada em mais

de uma das suas subclasses é utilizada a ideia de polimorfismo.
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Figura 4.2 — Diagrama UML da classe MeshNode e a derivada MeshNode _ MQS

MeshNode

+m_Doflndex : size_t

#m_Tp : double

#MeshNode(index : const size_t&, Tp : const double = 0.)
+~MeshNode()

+print() : const std.string

+getCurPos() : double const*
+getTrialPos() : double const*
+getCurTemp() : const double &
+getTrialTemp() : const double &
+updateTrial(dPos : const double[]) : void
+updateTrial(dTp : const double) : void
+setCurrent() : void

+getNumDOF() : const int

MeshNode_MQS e —

#v_Ytrial : std.array<double, nDim>

#v_Ycommit : std.array<double, nDim>

+MeshNode_MQS(index : const size_t&, InitPos : const std.array<double, nDim>&, Tp : const double = 0.)
+~MeshNode_MQS()

+print() : const std.string

+getCurPos() : double const*

+getTrialPos() : double const*

+updateTrial(dPos : const double[]) : void

+setCurrent() : void

+getNumDOF() : const int

Fonte: Proprio autor.

4.1.4 Polimorfismo

Polimorfismo é caracterizado quando duas ou mais classes, que sao derivadas de uma
mesma classe, possuem operagoes que podem ser chamadas através do mesmo nome, porém,
poderao ter caracteristicas especificas em cada uma das classes (SENGUPTA; KOROBKIN,
1994). A utilizacao dessa técnica proporciona uma padronizagao dos atributos entre as
classes de uma mesma "familia'. Se tivermos uma classe "pai", por exemplo, representando
formas geométricas, e como derivadas, as classes retangulo, tridngulo, circulo e trapézio.
Para cada uma delas, tem-se uma operacao que retorna, por exemplo, a area do elemento.
O emprego do polimorfismo faz com que a chamada dessa operacao seja sempre igual,

para qualquer classe derivada.

Essa propriedade foi aplicada diversas vezes no cddigo. Na Figura 4.3 pode-se obser-
var a classe BaseElement, da qual derivam os diferentes tipos de elementos. Praticamente
todas as operagoes sao implementadas como virtual, permitindo a utilizagao da mesma
nomenclatura nas classes derivadas, sobrescrevendo a operacao em cada uma delas. Desta
forma, citando um exemplo, toda vez que for solicitado, em qualquer elemento, o niimero

de graus de liberdade dos seus nos, sera chamada a operagao getNumNdDOF.

Da mesma forma que é utilizada a ideia de heranc¢a como alternativa para evitar
a concepc¢ao de coddigos repetitivos, o uso de templates auxilia significativamente nesse

sentido.
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Figura 4.3 — Diagrama UML da classe BaseElement

BaseElement

-m_Mat : std.shared_ptr<O2P2.Prep.Material>
#BaseElement(Material : const std.shared_ptr<O2P2.Prep.Material>&)
#~BaseElement()

+printBylndex_AV(add : const size_t) : const std.string

+{virtual} printByAdder_AV(add : const size_t) : const std.string
+{virtual} getShapeFcOnPoint(Point : double const*) : Eigen.VectorXd
+{virtual} getShapeDerivOnPoint(Point : double const*) : Eigen.MatrixXd
+{virtual} getShapeFc() : double const*

+{virtual} getShapeDerivative() : double const*

+{virtual} getWeight() : double const*

+{virtual} getValueOnlIPs(value : double const*) : Eigen.VectorXd
+{virtual} getNumNodes() : int

+{virtual} getNumFaces() : int

+{virtual} getNumNdDOF() : int

+{virtual} getNumIP() : int

+{virtual} getDIM() : int

+getMaterial() : O2P2.Prep.Material *

Fonte: Proprio autor.

4.1.5 Templates

As classes, como visto anteriormente, sdo prototipos para a criacao de objetos. Pode-
se visualizar a ideia de template como um protétipo de classe ou funcao com parametros
de entrada varidveis. Conforme Booch et al. (2007), template ¢ uma familia de classes cuja
estrutura e comportamento estao definidos, independente dos seus pardmetros. Um aspecto
interessante dessa ferramenta é que o seu funcionamento se da em tempo de compilagao, e
as classes derivadas desse "prototipo" s6 sao geradas quando sao chamadas no codigo. Ou
seja, caso nao haja nenhuma instanciacao, indicando os parametros de entrada, o conteido

dessa classe ou funcao sequer é compilado.

Dentro do exemplo da classe Mesh foi utilizada essa ferramenta para evitar a
reescrita da classe para problemas com dominio de diferentes dimensdes (2D e 3D). A
representacao do template da classe Mesh _ M@S pode ser visualizada na Figura 4.4. O
tnico parametro de entrada é o ndim (restrito a dados do tipo integer), ao qual foram

atribuidos os valores 2 e 3, representando dominios bidimensionais e tridimensionais.

Figura 4.4 — Diagrama UML do template da classe Mesh _ MQS

Mesh_MQS kn_Dlm:_i_nt\

, <ndim -> 3>

:<ndim -> 2>

| 1
Mesh_MQS (2D) Mesh_MQS (3D)

Fonte: Proprio autor.
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Ao longo deste capitulo foram tratadas as principais caracteristicas de um cédigo
orientado a objetos, assim como a forma de representar a construcao desses cédigos
por meio de diagramas, segundo a linguagem unificada (UML). Para a representacao de
diagramas completos, ¢ indispensavel uma nomenclatura padrao para o relacionamento

entre seus elementos.

4.1.6 Relacionamentos

A ideia da representacao de codigos fazendo o uso de diagramas UML, proporciona
nao sé6 o entendimento de uma classe em si, - por meio da descri¢ao dos atributos e operagoes
- mas também da interacao entre as diferentes classes. Para que nao haja problemas de
ambiguidade, sao utilizadas diferentes simbologias para especificar o relacionamento entre
os elementos contidos em um diagrama. A Figura 4.5 mostra os tipos de relacionamentos

utilizados neste trabalho.

Figura 4.5 — Relacionamentos entre elementos

Classe L Qe_pfﬂd_éﬂc_ia_ e Classe

Classe Heranca Classe
>

Classe Associaco Classe

Classe Agregacao o Classe

Fonte: Préprio autor.

A relacao de dependéncia indica que, de alguma forma, um elemento depende do
outro. Ja a simbologia de Heranca, previamente utilizada na Figura 4.2, indica que a
classe é derivada de uma outra, ou seja, herda todas as caracteristicas da classe "pai",
somando as suas caracteristicas adicionais. O vinculo de associacao conecta elementos e
associa instancias. A relagdo de agregacao nao deixa de ser um tipo de associag¢ao, porém,
onde um elemento contém outro elemento. No caso de conter mais de um, a simbologia
permanece a mesma, porém, o losango que consta na extremidade do contentor passa a

ser preenchido.

4.2 Estrutura do cédigo

Analisando o Algoritmo 1 apresentado no Capitulo 3, pode-se notar que se trata
de um procedimento iterativo e incremental de cdlculo, devido a consideragao da nao

linearidade geométrica e a aplicacdo do carregamento (ou deslocamento prescrito) por
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meio de um determinado niimero de incrementos. Levando em conta esse procedimento
de célculo, buscou-se a concepgao de uma arquitetura otimizada, de modo a aproveitar
a0 maximo as caracteristicas positivas que a orientacao a objetos proporciona, como
a facil manutenibilidade e escalabilidade. A grande dimensao dos problemas que serao
resolvidos por meio da plataforma também gera a necessidade de controlar ao méximo a
movimentagao de dados entre os objetos e namespaces. Todavia, por mais que o tempo de
execucao sempre foi levado em consideracao durante a concepcao do codigo, a pesquisa

nao tem o objetivo de avaliar o seu tempo de processamento.

A estrutura do cddigo é apresentada abaixo, através de linguagem UML, com
diferentes niveis de detalhes, de forma a compreender desde uma visdo mais generalizada,
até o funcionamento de cada uma de suas classes. Por meio da Figura 4.6 sao observados os
principais namespaces utilizados, organizando as classes dentro de trés principais ambientes:
Prep (Pré processamento), Proc (Processamento) e Post (Pds processamento). O ambiente
Elem foi criado com o objetivo de organizar todos os dados relacionados aos diferentes
tipos de elementos disponibilizados. J4 o ambiente Comp detém todos os dados utilizados

na andlise.

Figura 4.6 — Visao geral da arquitetura - namespaces
I

02P2

Fonte: Proprio autor.

Com o objetivo de ter um melhor entendimento do funcionamento geral da plata-
forma, foi criado um diagrama de classes geral (Figura 4.7), suprimindo seus atributos e

operagoes, possibilitando a apresentacdo em um tnico diagrama.

A classe FEAnalysis comanda todo o processo. Inicialmente, por meio do aciona-
mento da ModelBuilder, que realiza a leitura dos arquivos de entrada, é criado o dominio

do problema, armazenado em uma unica instancia da classe Domain. Esse objeto contém
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instancias das classes Node, Material, Section e Element, responsaveis por armazenar dados

referentes aos nds, materiais, segoes e elementos do problema, respectivamente.

Uma vez que o dominio do problema esta construido, a classe FEAnalysis aciona
a Unica instancia da classe SolutionAlgorithm, com o objetivo de criar toda a estrutura
de dados necessarios para a realizacao da andlise nas classes de processamento. Dessa
forma, os dados do dominio do problema, que compoem a etapa de pré processamento,
permanecem estaticos, e a resolugdo do problema se resume ao ambiente de processamento.
Os dados acessados durante o procedimento de calculo estdao contidos em instancias das

classes MeshElem, MeshNode, MaterialPoint, LoadStep, Constraints e em suas classes

derivadas.
Figura 4.7 — Visao geral da arquitetura - classes
|
02P2
—_k’n—Dim: int)
FEAnalysis P
) PostProcess
| — =

Wodel Builder " ™!

Node nDim: int
Domain \"Dim: int Material

NonLinearSolver
Section SolutionAlgorithm
TimeStepping
Elem Mesh
T )
ElementLinear Comp
MeshNode LoadStep
ElementPlane
MeshElem "

ElementSolid MaterialPoint Constraints

Fonte: Proprio autor.

Com todos os dados a serem utilizados na analise ja organizados, a classe Solutio-
nAlgorithm inicia o processo nao linear iterativo de célculo, por meio de instancias das
classes TimeStepping e NonLinearSolver. O resultado do célculo nada mais é do que as
posicoes atuais dos nés da estrutura, ou seja, a sua deformada. De posse desses dados, a
FEAnalysis prossegue acionando o ambiente de pos processamento, por meio das instancias
das classes PostProcess e QutputSystem. A primeira tem por objetivo o tratamento dos

resultados para a geracao dos dados que serao apresentados. Ja a segunda visa a criagao dos
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arquivos de apresentacao dos resultados, para visualizacdo em softwares como o Paraview!

e o Acadview?.

A Figura 4.7 possibilita o entendimento geral da plataforma. Todavia, sem a
descri¢ao dos atributos e operagoes nao é possivel entender o funcionamento do codigo.

Desta forma foram elaborados diagramas UML completos das principais classes.

4.2.1 Diagramas de classes

Nesta secao sao apresentados os diagramas das classes mais relevantes que compoem
a plataforma, para que, por meio da descri¢do de seus atributos e operacoes, seja possivel
entender o seu funcionamento e sua fun¢do dentro do cédigo. Essas classes de maior
relevancia sao: FEAnalysis, ModelBuilder, Domain, SolutionAlgorithm, Mesh, OutputSystem

e PostProcess.

A FEAnalysis é responsavel por comandar todo o processo, desde a leitura dos
arquivos de entrada, passando pelo armazenamento e processamento dos dados, até a
geracao dos arquivos de saida. Pode-se observar, por meio da Figura 4.8, que a classe
armazena as instancias unicas das classes Domain, SolutionAlgorithm e PostProcess,
nomeadas, respectivamente, como theMesh, theAnalyzer e thePost. Desta forma, ela detém
todos os dados relacionados com o pré processamento, com o processamento e com o pos
processamento. Também é possivel observar por meio da Figura 4.8 é o pardmetro de
template nDim. Conforme demonstrado no Capitulo 4, a classe é definida em fungao desse
parametro, e reescrita, em tempo de compilacao, para cada um dos valores definidos. Neste
caso foram definidos apenas os valores 2 e 3 para o pardmetro nDim, adaptando o codigo

para problemas bidimensionais e tridimensionais, respectivamente.

Figura 4.8 — Diagrama de classes: FEAnalysis

{Dim: inf)

FEAnalysis

-m_theMesh : std.unique_ptr<O2P2.Prep.Domain<nDim>>
-m_theAnalyzer : std.unique_ptr<O2P2.Proc.SolutionAlgorithm>
-m_thePost : std.unique ptr<O2P2.Post.PostProcess>
+instance() : O2P2.FEAnalysis<nDim> &
+initComponents(file : std.istream&) : bool

+runAnalysis() : bool

+drawResults(ProjectName : const std.string&) : bool
-FEAnalysis()

-~FEAnalysis()

-initComponentsimpl(file : std.istream&) : bool
-runAnalysisimpl() : bool

-drawResultsImpl(ProjectName : const std.string&) : bool

Fonte: Proprio autor.

A operagao initComponents é responsavel pela leitura dos arquivos de entrada, assim

Disponivel em: <https://www.paraview.org/>. Versao: 5. Acesso em: Outubro de 2023.
Disponivel em: <https://set.eesc.usp.br/software/acadview/>. Versdo: 3. Acesso em: Outubro
de 2023.

[\
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como o armazenamento dos dados do problema. Ja a runAnalysis realiza o processamento

dos dados. Por fim, a operagdo drawResults cria e preenche os arquivos de saida.

A classe ModelBuilder desempenha um papel essencial na construc¢ao do dominio do
problema. Armazena os arquivos de entrada fileNode, fileElem, fileMat, fileDOF, que detém

os dados referentes aos nds, elementos, materiais e graus de liberdade, respectivamente.

Acionada por meio da classe FEAnalysis, realiza a leitura desses arquivos, e cria os
objetos que compoem o dominio do problema, armazenando-os em uma instancia da classe
Domain. Como pode ser visto na Figura 4.9, além dos arquivos de entrada citados, a classe
detém atributos relacionados ao tipo de anélise (AnalysisType) e ao tipo de problema
(ProblemType). Uma vez que a constru¢ao do dominio é finalizada, a classe ja cumpriu o

seu papel, e pode ser descartada sem causar nenhum prejuizo.

Figura 4.9 — Diagrama de classes: ModelBuilder

ModelBuilder b —

+m_indexinglnit : int={ 0}

-m_fileNode : std.ifstream

-m_fileElem : std.ifstream

-m_fileMat : std.ifstream

-m_fileDOF : std.ifstream

-m_IsDomainPopulated : bool = { false }

-m_AnalysisType : AnalysisType

-m_ProblemType : ProblemType

+ModelBuilder()

+~ModelBuilder()

+initMesh(fileProj : std.istream&) : std.unique_ptr<O2P2.Prep.Domain<nDim>>
+initAnalyzer(fileProj : std.istream&) : std.unique_ptr<O2P2.Proc.SolutionAlgorithm>
+populateDomain(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*) : bool
+readBondaryConditions(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*, theAnalyzer : O2P2.Proc.SolutionAlgorithm*) : int
-populateNodes(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*) : bool
-populateMaterials(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*) : bool
-populateElements(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*) : bool
+populateDomain(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*) : bool

Fonte: Proprio autor.

Instanciada uma tnica vez, a classe Domain representa o dominio do problema.
Seus principais atributos (Figura 4.10) sdo os containers, que guardam informagoes de
cada um dos n6s (Node), materiais (Mat), segoes (Sect) e elementos (FElem). Algumas de
suas operagoes sao utilizadas pela ModelBuilder com o objetivo de popular os containers
citados. Uma vez que o dominio do problema esta montado, ou seja, assim que os arquivos
de entrada sao lidos, os dados desse objeto permanecem estaticos, porém, ainda guardados
na memoria. As operacgoes com o prefixo get sao utilizadas para acessar esses dados durante

as etapas de processamento e pos processamento.

Dentre os atributos detidos pela classe, os elementos sdo os que apresentam maior
complexidade na sua estrutura de dados. Como pdde ser visto na Figura 4.7, foi criado
um namespace especial para a organizacao desses dados. De forma geral, todo elemento é
instanciado a partir de sua classe geradora que, dependendo da dimensao desse elemento,
é derivada das classes ElementLinear, ElementPlane, ou ElementSolid, se tratando de

elementos unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais, respectivamente. Nesta pes-
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quisa foram implementados apenas elementos planos triangulares, com aproximacao linear,

quadratica e ctubica.

Figura 4.10 — Diagrama de classes: Domain

Domain e —

+m_nNodes : size_t

+m_nElem : size_t

+m_nMat : size_t

+m_nSec : size_t

-v_Node : std.vector<std.shared_ptr<O2P2.Prep.Node<nDim>>>

-v_Mat : std.vector<std.shared_ptr<O2P2.Prep.Material>>

-v_Sect : std.vector<std.shared_ptr<O2P2.Prep.Section>>

-v_Elem : std.vector<std.shared_ptr<O2P2.Prep.Elem.Element<nDim>>>

+Domain(nNodes : const size_t&, nElem : const size_t&, nMat : const size_t&, nSec : const size_t&)
+~Domain()

+addGeomNode(index : const size_t&, x0 : const std.array<double, nDim>&) : void
+addMaterial(index : const size_t&, matType : const MaterialType&, matParam : const std.vector<double>) : void
+addMaterialParam(index : const size_t&, Parameters : const std.vector<double>&) : void
+addSection(data : std.istringstream&) : void

+addElement(index : const size_t&, Type : const int&, Order : const int&, numlIP : const int&, Material : const size_t&, Section : const size_t&) : int
+addElementConect(index : const size_t&, Conectivity : const std.vector<size_t>&) : void
+getNode(index : const size_t&) : O2P2.Prep.Node<nDim> const*

+getNode() : std.vector<std.shared_ptr<O2P2.Prep.Node<nDim>>> &

+getElem(index : const size_t&) : O2P2.Prep.Elem.Element<nDim> *

+getElem() : std.vector<std.shared_ptr<O2P2.Prep.Elem.Element<nDim>>> &
+getNumNodes(index : const size_t&) : int

Fonte: Proprio autor.

Finalizada a construgao do dominio do problema, é acionada a SolutionAlgorithm,
que é responsavel por comandar a etapa de processamento. Em um primeiro momento,
a classe ¢ encarregada de organizar todos os dados a serem utilizados na analise dentro
de uma instancia tnica da classe Mesh, armazenada na propria SolutionAlgorithm. Essa
estratégia faz com que, durante o periodo de processamento, haja acesso e movimentacao
de dados somente dentro do ambiente de processamento, mantendo o ambiente de pré
processamento estatico, como ja foi dito anteriormente. Na etapa seguinte, com todos os
dados ja organizados, sdo acionados os objetos das classes NonLinearSolver e TimeStepping,
também detidos pela SolutionAlgorithm, para que seja realizado o procedimento iterativo

e incremental de calculo.

A tnica instancia da classe Mesh é incumbida de armazenar todos os dados acessados
durante a etapa de processamento. Na Figura 4.12 é possivel visualizar esses atributos,
principalmente os vetores contendo os nés e elementos da malha, nomeados como meshNode
e meshElem, respectivamente. Um aspecto importante da classe é que seus atributos e
operacoes foram construidos de forma mais genérica, para que ela possa se adequar aos
diversos tipos de problemas (estaticos, dindmicos, elementos imersos, térmicos, etc.). Em
virtude disso, em operagoes que sao comuns a varias tipologias, porém, que apresentam
calculos diferenciados em cada uma delas, foi utilizada a caracteristica de polimorfismo,
definindo essas operacdes como virtuais em sua classe pai. E o caso da assembleSOE, da
setTimeStep e da imposeNeumannBC, responsaveis por montar o sistema de equagoes,
definir o passo de tempo e impor condi¢ées de contorno, respectivamente. Desta forma,

permite-se implementacoes distintas em suas classes derivadas, conforme as especificidades
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de cada uma, ainda que a opera¢do permaneca com 0 mesmo nome.

Figura 4.11 — Diagrama de classes: SolutionAlgorithm

Fonte: Proprio autor.

Figura 4.12 — Diagrama de classes: Mesh

Fonte: Proprio autor.

A classe PostProcess contém os atributos e operagoes (Figura 4.13) responséveis

por tratar os dados obtidos na andlise, de forma a obter a saida de dados desejada.

Ja a OutputSystem é responsavel por construir os arquivos para visualizacao dos

resultados obtidos na analise por meio dos dados gerados pela PostProcess. Neste trabalho
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foi implementada apenas a saida de dados para visualizacao no software AcadView, como

pode ser visto na Figura 4.14.

Figura 4.13 — Diagrama de classes: PostProcess

PostProcess

+m_SolOnNode : std.vector<std.pair<double, std.vector<double>>>
+PostProcess()

+~PostProcess()

+addSolution(curTimeStep : double, sol : std.vector<double>&) : void
+setNumSteps(entries : int) : void

+addSolution(curTimeStep : double, sol : std.vector<double>&) : void

Fonte: Proprio autor.

Figura 4.14 — Diagrama de classes: OutputSystem

(i
OutputSystem _nDim: int )

-m_OutputType : OutputType

-m_Project : std.string

-draw_AcadView_Node(file : std.ofstream&, theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*, thePost : 02P2.Post.PostProcess*) : void
-draw_AcadView_Elem(file : std.ofstream&, theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*, thePost : O2P2.Post.PostProcess*) : void
+OutputSystem(fileType : OutputType, projectName : const std.string&)

+~OutputSystem()

+draw(theDomain : O2P2.Prep.Domain<nDim>*, thePost : O2P2.Post.PostProcess*) : void

Fonte: Proprio autor.

4.2.2 Documentacao do cédigo

A documentacao foi gerada por meio do software Doxygen®3. Os textos descritivos
de cada classe, atributo, operacao, etc. foram adicionados diretamente no coédigo, fazendo
com que a concepcao da documentagao ocorresse automaticamente. A insercao dessas
informacoes devem atender a um formato especifico, para que seja possivel categoriza-las
e organiza-las. Na Figura 4.15 pode-se observar a indicag¢ao dos dados da classe Node,
envolvendo também o construtor, onde pode-se observar as chamadas para as informagoes

fornecidas.

O texto final, disponibilizado por meio do repositério O2P2: Pre-alpha release
(CARRAZEDO et al., 2023) - assim nomeado (O2P2) devido a contracao de Object
Oriented Platform for Positional FEM - | foi disposto em arquivos html, podendo ser
visualizado em qualquer navegador. Por meio da Figura 4.16 pode-se observar a pagina
inicial da documentagdo, que permite, por meio do menu lateral, o acesso a todos os dados
descritos no cédigo, categorizados, conforme a sua hierarquia. No trecho inicial, foram
inseridas informacoes gerais da plataforma, como os seus recursos, as caracteristicas da
licenca, os autores envolvidos, forma de citagao, etc. Também consta um passo a passo
para a sua utilizagao, com orientagoes relacionadas ao local de acesso ao coédigo, e também

ao modo de execugao.
3

Disponivel em: <https://doxygen.nl/index.html/>. Versao: 1.9.8. Acesso em: Outubro de
2023.
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Figura 4.15 — Detalhe da inser¢cao da documentacao no codigo

17 -Inamespace 02P2 {

18 = namespace Geom {

19 = /** @ingroup PreProcessor_Module

20 * @class Node

21 i

22 * @brief Geometry node, a Domain component.
23 * @details This base class only provides interface for derived classes, which contains initial information on nodes.
2u */

25 -] class Node

26 {

27 private:

28 Node() = delete;

29

30 protected:

31 = /** Constructor for geometry node objects.
32 * @param index Node index.

33 * @param Tp Initial temperature.

34 */

35 = explicit Node(const size_t& index, const double Tp = 0.)
36 : mv_index(index), mv_Tp(Tp) {}

37

Fonte: Repositério O2P2: Pre-alpha release (CARRAZEDO et al., 2023).

02pP2

Figura 4.16 — Documentacao: Pagina inicial

2|

Object Oriented Piatform for the Positional Finite Element Method applied to Thermomechanical Problems

Building and Running
Documentation

Modules

02P2 is an C++ environment developed for non-linear coupled thermo-mechanical analyzes with the finite element method based on positions. It is under development at Sao Carlos School of Engineering, University of
Sao Paulo.

Table of Contents

Copyright Information

Copyright
Licensed under Apache License 2.0.

Redistributions of source code must retain the above copyright notice, this list of conditions and the disclaimer.
Redistributions in binary form must reproduce the above copyright notice, this st of conditions and the disclaimer in the documentation andlor other materials provided with the distribution.
This program is free software: you can redistribute it andior modify it under the terms of the Apache License 2.0,

This program is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. It is provided "AS IS". In no event shall the authors be liable for
any claim, damages or other liabillty, whether in an action of contract, tort or otherwire, arising from, out of or in connection with the software or the use of other dealing in the software.

Neither the name of the copyright hoider nor the names of any other contributors may be used to endorse or promote products derived ffom this software without specific prior written permission.
This is a research software. There are neither pre-processor nor post-processor (o far). Output was made only for displacements, using AcadView. You may find it here.
None of the developers are Software Engineers of any sort. We are Civil Engineers, seeking to solve engineering problems. We know that this software has bugs and stuff to improve. We just don't have time to solve them all

Documentation of this work, generated by doxygen, may also be used, distributed and modified, but under Creative Commons Attribution-NonCommerical 4.0 International license.

Warning

Hindter deveinnmant - 11sa at

cenerseay QTGN 192

Fonte: Repositério O2P2: Pre-alpha release (CARRAZEDO et al., 2023).

Na Figura 4.17 pode-se visualizar a organizacao e a forma de apresentacao dos

atributos, das operacoes e das descri¢oes da classe Node. Todas as informacoes estao

conectadas,

por meio de links, facilitando o entendimento do usuario, proporcionando uma

navegacao rapida entre os elementos da plataforma. A hierarquia de classes também fica

explicita por meio de fluxogramas interativos, fazendo com que a estrutura do codigo seja

de entendimento facil, sem que haja a necessidade de inspecionar c6digos para compreender

as relagoes

entre as classes.
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Figura 4.17 — Documentacao: Classe Node

02P2

Object Oriented Platform for the Positional Finite Element Method applied to Thermomechanical Problems

Features. i Public Member Functions | Public Atiributes | Friends | List of all members +
Resources 0O2P2::Prep::Node< nDim > Class Template Reference
Buiding and Running 02P2.» Pre-processor classes.

Documentation
Project Manager Geometry node, a Domain component. More.
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5 EXEMPLOS DE APLICACAO

Para a validacao do codigo elaborado, foram simulados alguns exemplos conhecidos,
retirados de outros trabalhos. Os exemplos buscam avaliar caracteristicas especificas
relacionadas ao MEF Posicional, como problemas de grandes deslocamentos e/ou rotagoes,
porém, com deformacoes moderadas, devido a utilizagdo do modelo constitutivo de Saint-
Venant-Kirchhoff. Para a geracao da malha foi utilizado o software de pré-processamento
AcadMesh2D (PIEDADE NETO; FAGA JUNIOR; PACCOLA, 2012), e para a visualizagao
dos resultados foi utilizado o software de pds-processamento AcadView (CODA; PACCOLA,
2005).

5.1 Exemplo 1: Linha elastica de Euler

O primeiro exemplo, retirado do trabalho de Marques (2006), trata-se de um pilar
com a base engastada e o topo livre, com uma carga vertical para baixo aplicada no topo
de forma excéntrica. Esse problema também é conhecido como linha elastica de Euler,
podendo também ser encontrado nos trabalhos de Fujii (1983) e Simo, Hjelmstad e Taylor
(1984). Os parametros e dimensoes utilizados para essa andlise foram os mesmos utilizados

por Marques (2006), e podem ser visualizados na Figura 5.1.

Figura 5.1 — Exemplo 1: Linha elastica de Euler

P =37.100 kN

0,0663m
g

2m

E =210 GPa;
t =1 m (espessura);
v = 0 (Coef. Poisson).

V& A

Fonte: Proprio autor.

A estrutura foi discretizada de quatro formas diferentes de modo a comparar os
resultados obtidos com elementos triangulares de diferentes ordens. Essa variagao de

discretizacao pode ser visualizada por meio da Figura 5.2. O primeiro modelo, denominado
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T10_86, foi discretizado em 86 elementos triangulares com aproximagao cibica (10 nos).
O segundo e o terceiro, denominados, respectivamente, T6 86 e T3 86, também possuem
86 elementos triangulares, porém, com aproximacao quadratica e linear. O quarto modelo,
T3 798, foi discretizado com elementos triangulares lineares, porém, mantendo a mesma

quantidade de nds que o primeiro modelo, totalizando 798 elementos.

Figura 5.2 — Exemplo 1: Discretizagao dos modelos
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Fonte: Proprio autor.

A carga de 37.100 kN foi aplicada em 371 passos de carga, com 100 kN cada. Na
Figura 5.3 pode-se visualizar a variacao do deslocamento horizontal no topo do pilar
em func¢ao do carregamento aplicado, para os quatro modelos de discretizacao, assim
como para o modelo analisado por Marques (2006). A obtengao desses resultados s6 é
possivel devido a consideragdo da nao linearidade geométrica na formulagdo que, no MEF

Posicional, é obtida de forma natural.

Nota-se que os valores obtidos nos modelos com 86 elementos triangulares quadra-

ticos (T6_86) e ctbicos (T10_86) estdo muito proximos entre si, assim como do modelo
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de referéncia, analisado por Marques (2006), que conta com 80 elementos triangulares de
aproximagao cubica. J4 o modelo com 86 elementos lineares (T3_86) nao apresentou um
resultado satisfatorio, divergindo do modelo ja validado, demonstrando que a variagao
linear de deformagoes dentro do elemento é insuficiente para a resolugao deste exemplo,
nesta ordem de discretizacao. O modelo T3 798, que conta com 798 elementos, ja apresenta
uma malha mais refinada, porém, embora tenha o mesmo ntimero de nds que o primeiro

modelo (T10_86), ainda demonstra resultados distintos da referéncia.

Figura 5.3 — Exemplo 1: Deslocamento horizontal (m) x Carga (kN)

40000

0 0.5 1 15 2
Deslocamento horizontal (m)
xT10_86 —T6_86 —T3_86 —T3_798 s Marques (2006)

Fonte: Proprio autor.

Os resultados obtidos também foram comparados com o trabalho de Fujii (1983),
onde foram plotados os valores de deslocamento horizontal (§;) relativo ao comprimento
do pilar (L), em fungao da carga relativa a carga critica de Euler (P,,.). Para essa analise,
foi criado um quinto modelo, denominado T10 86 CC, com a mesma discretizacao do
T10 86, ou seja, 86 elementos triangulares com aproximacao cubica. Todavia, ao invés
de realizar a aplicagdo da carga na extremidade do pilar, foi aplicada uma carga com
menor excentricidade para induzir a instabilidade no pilar. Essa diferenca pode ser vista

na Figura 5.4, que representa a aplicagao de um passo de carga nos modelos T10 86 e
T10_86_CC.

A sobreposicao das curvas obtidas pode ser visualizada na Figura 5.5. Da mesma
forma que pdde ser visualizado na Figura 5.3, os modelos com elementos de aproximagao
linear divergem da referéncia, que é o modelo proposto por Fujii (1983). J& os modelos
com elementos de aproximacao quadratica e ciibica apresentaram um resultado muito
préximo ao da referéncia, com excecao do trecho inicial, antes de atingir a carga critica.
Essa diferenca entre os modelos ocorre justamente devido a aplicagdo da carga de forma

excéntrica, que acarreta em um deslocamento horizontal prévio. Com a aplicacdo da
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carga centrada, por meio do modelo T10_ 86 CC, pode-se observar que a ocorréncia da
instabilidade se d4 muito proximo a carga critica de Euler, demonstrando que a divergéncia

entre a referéncia e os modelos propostos advém da aplicagdo do carregamento de forma

excéntrica.

Figura 5.4 — Diferenca de aplicacao do carregamento

100kN 25kN letlkN ¢26kN 25kN

T10_86 T10_86_CC

Fonte: Proprio autor.

Figura 5.5 — Deslocamento horizontal relativo x Carga relativa

3

2.5

0.5

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Sh/L
«T10_86 —T6_86 T3.86 —T3_798 a Fujii (1983) —T10_86_CC

Fonte: Proprio autor.

Por fim, a Figura 5.6 representa a comparagao entre o deslocamento vertical da

referéncia, e do modelo T10_86 CC, para diferentes niveis de carregamento.
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Figura 5.6 — Deslocamento vertical

¢ P25
F‘CRIT

9.231E-03
-3.168E-01
-6.429E-01
-9.689E-01
-1.295E+00
-1.621E+00

-1.947E+00

-2.273E+00
. -2.599E+00
-2.925E+00

Fonte: Adaptado de Fujii (1983).

5.2 Exemplo 2: Viga engastada-livre com carga transversal aplicada na extre-
midade

O segundo exemplo se trata de uma viga com a extremidade esquerda engastada e
a direita livre, submetida a um carregamento transversal aplicado em seu extremo livre.
Os pardmetros utilizados nessa andlise foram os mesmos utilizados por Greco (2004), e

podem ser visualizados na Figura 5.7.

Figura 5.7 — Exemplo 2: Viga engastada-livre

P =10 kN
E =210 GPa;
t=1m;
v = 0 (Coef. Poisson)

0,0179m

10m

4
4‘ !
1

Fonte: Proprio autor.
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A estrutura foi discretizada em 578 elementos triangulares com aproximagao cubica
(10 nds), e a carga total (10 kN) foi aplicada em 100 passos de carga de 100N cada.
Os deslocamentos horizontal e vertical sao apresentados na Figura 5.8, e representam a

situagao gerada pelo méximo carregamento aplicado (10kN).

Figura 5.8 — Exemplo 2: Deslocamento com carga maxima (10kN)

5.203E-04 0.000E+00
-6.172E-01 -9.013E-01
-1.235E+00 -1.803E+00
-1.853E+00 -2.704E+00

-2.470E+00 -3.605E+00
-3.08BE+00 -4.507E+00

-3.706E+00 -5.408E+00
-4.323E+00 -6.309E+00
-4.941E+00 -7.211E+00
-5.559E+00 -8.112E+00

) Deslocamento horizontal. ) Deslocamento vertical.

Fonte: Proprio autor.

A Figura 5.9 ilustra as variagoes do deslocamento horizontal e a Figura 5.10 do
deslocamento vertical, ambas medidas no ponto de aplicacao da carga. Os resultados foram
comparados a solugao analitica encontrada nos trabalhos de Fujii (1983), Greco (2004) e
também ao trabalho de Mattiasson (1981). E possivel notar um resultado muito préximo

ao encontrado por esses autores.

Figura 5.9 — Exemplo 2: Desl. horizontal x Carga (Adim.)

10.0
9.0
8.0
7.0
6.0

5.0

PL? / El

4.0
3.0
2.0
1.0
0.0

UX/L

—Autor Greco (2004) e Solugdo analitica

Fonte: Proprio autor.
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Figura 5.10 — Exemplo 2: Desl. vertical x Carga (Adim.)

10.0
9.0
8.0
7.0
6.0
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4.0

3.0
2.0

0.0 =T
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uy/L

—Autor Greco (2004) e Solugdo analitica

Fonte: Préprio autor.

5.3 Exemplo 3: Viga engastada-livre com amortecimento

O problema, trazido tanto por Greco (2004), como por Marques (2006), se trata
de uma viga com a extremidade esquerda engastada e a direita livre, submetida a um
carregamento transversal constante aplicado em seu extremo livre. Foi realizada a analise
transiente, com a consideracao de amortecimento. Os dados considerados no exemplo

podem ser visualizados na Figura 5.11.

Figura 5.11 — Exemplo 3: Viga engastada-livre com amortecimento

E =210 GPa;

t=1m;

v =0 (Coef. Poisson)

o0 =1691,81 Ns?/m*

cm =200s"

P =5.000 kN

0,1856m

1,2m

Fonte: Proprio autor.
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O problema foi discretizado em 82 elementos triangulares, com aproximacao ctbica.
A Figura 5.12 ilustra os resultados de deslocamento vertical em fungdo do tempo, proveni-
entes da andlise transiente, comparados aos resultados obtidos por Marques (2006), tanto
com a consideragao de amortecimento, quanto sem essa consideracao. Pode-se observar

que os resultados se aproximam muito dos obtidos pela referéncia.

Figura 5.12 — Deslocamento vertical x tempo - Com e sem amortecimento
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Fonte: Proprio autor.

Figura 5.13 — Deslocamento com t=0.0021s

0.000E+00 ]
-5.761E-03
-1.152E-02
-1.728E-02

-2.304E-02
-2.881E-02
-3.457E-02

-4.033E-02
l -4.609E-02
-5.185E-02

Fonte: Proprio autor.

Por meio da Figura 5.13 pode ser visualizada a discretizagao do modelo, assim como
o deslocamento da estrutura no tempo de 0.0021s, um dos periodos em que o deslocamento

vertical atinge a amplitude maxima.

5.4 Exemplo 4: Viga engastada-livre com carga variavel em funcao do tempo

Neste exemplo, avalia-se o comportamento dindmico de uma viga engastada, com

um carregamento transversal em sua extremidade livre, variando em fung¢ao do tempo. Os
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dados do problema podem ser observados por meio da Figura 5.14, e na Figura 5.15, observa-
se a variacao da amplitude do carregamento em funcao do tempo. Foram avaliadas duas
situacoes: a primeira, com carregamento maximo de 100.0001lb, e outra com carregamento
méaximo de 500.000lb, que foram as mesmas situagdes avaliadas por Marques (2006). A

estrutura foi discretizada em 74 elementos triangulares, com aproximacao ctbica.

Figura 5.14 — Exemplo 4: Viga engastada-livre com carga varidvel em fungao do tempo

E = 30.000 ksi;

t=1in;

v =0 (Coef. Poisson)

o =0,0094116 Ib.s?in*

Cm =058

At=0,01s F(t

10,627 in —

120 in

Fonte: Proprio autor.

Figura 5.15 — Variacao da forca em fungao do tempo
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400,000

g 300,000
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t(s)
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Fonte: Préprio autor.

Os resultados das anélises podem ser visualizados por meio da Figura 5.16, que

representa o deslocamento horizontal em funcao do tempo, e da Figura 5.17, que ilustra o
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deslocamento vertical em funcao do tempo. Nas duas figuras hé a sobreposicdo dos valores

provenientes da andlises com os resultados obtidos por Marques (2006).

Figura 5.16 — Deslocamento horizontal x tempo

35.0
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= = N N w

o o o o a S
o o o o o o

o
o

t(s)
+500000lb - Marques(2006) » 100000Lb - Marques(2006) —500000lb —1000001lb

Fonte: Proprio autor.

Figura 5.17 — Deslocamento vertical x tempo

Deslocamento vertical (pol)

t(s)
+500000lb - Marques(2006) « 100000lb - Marques(2006) —500000lb —100000Lb

Fonte: Proprio autor.

Percebe-se a diferenca entre os resultados obtidos na analise e os obtidos por
Marques (2006), a medida em que se tem maiores deformacoes. Isso ocorre devido a
utilizacao de diferentes medidas de deformagao. Marques (2006) utilizou a deformacao
longitudinal de engenharia, dada por ¢ = (| dy | — | dz |)/ | dz |, enquanto que nesta

analise foi utilizada a deformacao de Green-Lagrange, conforme descrito no Capitulo 3.
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Os deslocamentos vertical e horizontal, no tempo de 0.24s, podem ser visualizados,
respectivamente, pela Figura 5.18 e pela Figura 5.19, sendo esse um dos periodos em que

o deslocamento atinge a amplitude maxima.

Figura 5.18 — t=0.24s - Deslocamento vertical
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Fonte: Proprio autor.

Figura 5.19 — t=0.24s - Deslocamento horizontal
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Fonte: Proprio autor.

5.5 Exemplo 5: Viga engastada-livre reforgada com carga distribuida

Este exemplo foi apresentado inicialmente por Sampaio (2014) e também por
Ramos (2020), e se trata de uma viga engastada em uma de suas extremidades, e livre na
outra, com um carregamento distribuido ao longo de todo o elemento. A viga é composta
por dois materiais, sendo que um dos materiais compoe a matriz do elemento, e o outro
compoe os reforcos. A Figura 5.20 ilustra o problema, onde é possivel observar a secao da

viga, com a posicao dos reforgos.
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Figura 5.20 — Exemplo 5: Viga engastada-livre reforcada com carga distribuida

Em = 21 GPa; £
Er =210 GPa; CoteA
t=1cm; 5
Ar=1,0cm?
vm =0 (Coef. Poisson) =
vr =0 (Coef. Poisson) S
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A A (&)
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(@]
4| A =
%I
Z 300 cm
{A

Fonte: Proprio autor.

O material adotado para a matriz tem um médulo de elasticidade (E,,) de 21
GPa, enquanto o adotado para os reforgos tem médulo de elasticidade (E,.) de 210 GPa.
A espessura da viga (t) é de lcm, a area de cada um dos reforgos (A,) é de 1 cm? e o

coeficiente de Poisson foi adotado como 0, para ambos os materiais (v, = v, = 0).

A matriz é representada por 74 elementos triangulares, com aproximacao ctbica,
resultando em um total de de 448 nés. Para a simulagao dos reforgos, foram utilizados
224 elementos de barra simples, imersos na malha, segundo a técnica de embutimento,
descrita no Capitulo 3. Foram elaborados dois modelos, sendo o primeiro somente com os
elementos da matriz, e o segundo com a insercao dos reforgos. Para cada um dos modelos,
foram realizadas duas andlises: a primeira, no regime linear, com ¢ < 0,5N/cm; a segunda,
com um nivel de carregamento maior, de ¢ < 50N/cm, ja atingindo o regime nao linear

geométrico.

A Figura 5.21 ilustra o deslocamento vertical para o carregamento de 0,5 N/cm,
no modelo sem a inser¢ao do reforco. Ja a Figura 5.22 representa o deslocamento para o

mesmo carregamento, porém, com a insercao dos elementos de reforco.

Em ambas as analises, os carregamentos foram aplicados em 10 passos de carga,
considerando o valor de 0,05 N/cm para cada um deles. Os resultados obtidos na anélise
dos dois modelos, dentro do regime linear, foram comparados com a solucao analitica
do problema, por apresentar pequenos deslocamentos. Como esperado, os resultados sao

coincidentes, e podem ser visualizados por meio da Figura 5.23.



83

Figura 5.21 — Deslocamento vertical - Sem reforco - Regime linear
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Fonte: Proprio autor.

Figura 5.22 — Deslocamento vertical - Com reforgo - Regime linear

1.865E-14
-1.290E-01
-2.579E-01
-3.869E-01

-5.158E-01

-6.448E-01
-7.737E-01
-9.027E-01

-1.032E+00
-1.161E+00

Fonte: Proprio autor.

Figura 5.23 — Comparagao entre a analise e a solucao analitica - Regime linear

0.06

0.05
/
0.04 /

0.03 g

0.02
/
0.01 T

Carga distribuida g (N/cm)

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Deslocamento Vertical (cm)

—Sem reforco —Com reforco 4 Analitico - Sem refor¢o x Analitico - Com reforgo

Fonte: Proprio autor.

Aumentando o nivel de carregamento, o elemento passa a atingir o regime nao
linear geométrico. E possivel observar, por meio da Figura 5.24, o deslocamento vertical
para o carregamento de 50 N/cm, no modelo sem a inser¢ao do reforgo. A Figura 5.25
ilustra também, para o mesmo carregamento, o deslocamento vertical, porém, com a

inser¢ao dos elementos de reforgo. Para essas andlises também foram aplicados 10 passos
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de carga, sendo cada um com o valor de 5 N/cm.

Figura 5.24 — Deslocamento vertical - Sem refor¢o - Regime nao linear geométrico
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Fonte: Proprio autor.

Figura 5.25 — Deslocamento vertical - Com reforco - Regime nao linear geométrico
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Fonte: Proprio autor.

Esses resultados, provenientes da andlise no regime nao linear geométrico, foram
comparados aos resultados obtidos por Ramos (2020), conforme ilustra a Figura 5.26,

demonstrando valores muito proximos da referéncia.



Figura 5.26 — Deslocamento vertical - Com reforco - Regime néo linear geométrico
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Fonte: Proprio autor.
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6 CONCLUSAO

Uma plataforma para analise mecénica estatica e dindmica de estruturas, com a
consideracao de elementos imersos na matriz, por meio do MEF posicional foi desenvolvida

no paradigma de orientacao a objetos.

A arquitetura foi organizada de forma generalista, com os atributos e operacoes de
suas classes principais sendo bem abrangentes, possibilitando a implementacao de novos
recursos para a resolucao de diferentes problemas, sem que seja necessario alterar de forma
significativa a estrutura do codigo. Os componentes especificos utilizados em cada tipo de
analise, por exemplo, foram dispostos em subclasses, herdando os atributos e operagoes mais
genéricos das classes principais. Desta forma, em novas implementacoes, serao adicionadas

novas classes herdeiras, sem que as principais sofram alterac¢oes significativas.

Os codigos foram desenvolvidos conforme a metodologia de orientagao a objetos,
usufruindo das suas principais vantagens e recursos. Os componentes que nao necessitam
de ajustes ou alteragoes, por exemplo, foram encapsulados, fazendo com que novos usuarios
nao precisem se aprofundar a respeito do funcionamento de todas essas classes. As
caracteristicas de heranca e polimorfismo foram amplamente utilizadas, ja que existem
diversos tipos de nos, elementos, materiais, se¢oes, dentre outras categorias, que possuem
muitos atributos e operagoes em comum. Outro recurso utilizado foi o template, evitando
a reescrita de classes para a alteragdo de um tnico parametro. Destaca-se que o c6digo nao
foi extensamente aprofundado em caracteristicas de desempenho. O maior objetivo, no
momento, era obter uma estrutura (framework) viavel para aprimoramentos. Nao obstante,

todo o calculo dos elementos é paralelo e utiliza-se solver paralelo de alto desempenho.

A documentagao do codigo foi gerada de forma automatica, com o auxilio do software
Doxygen®, sendo que todas as informacoes e comentérios foram inseridos diretamente no
c6digo, seguindo um mesmo padrao de entrada de dados. O repositorio, nomeado como
O2P2: Pre-alpha release (CARRAZEDO et al., 2023), foi disponibilizado por meio do
GitHub®. Desta forma, a plataforma pode ser utilizada em novas pesquisas, otimizando
o tempo de desenvolvimento, além de proporcionar uma documentacao muito didatica
e visual, facilitando o entendimento da arquitetura geral do codigo, assim como da

implementagao de cada uma de suas classes.

Todas as funcionalidades implementadas foram testadas e validadas, comparando
os resultados obtidos com trabalhos de referéncia e/ou soluges analiticas para os mesmos
problemas. Desta forma, os objetivos propostos foram atingidos, ao criar e implementar
uma plataforma orientada a objetos escalonavel para o Método dos Elementos Finitos

Posicional, devidamente documentada e disponivel para toda a comunidade cientifica por
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meio de repositério publico.

Com base nestas conclusoes, visto que o método dos elementos finitos posicional ja
demonstrou sua eficacia em diferentes problemas de engenharia, e que a plataforma foi
construida com a finalidade de auxiliar no desenvolvimento de novas pesquisas, sugerem-se

as seguintes melhorias e/ou linhas de pesquisa:

a) Implementacao de novos tipos de elementos, incluindo deslocamentos associados a
rotacao, envolvendo elementos de portico e casca;

b) Implementacao de elementos imersos de particula;

c) Adaptagao da plataforma e implementagao de elementos prismaticos de faces ativas para
andlise de painéis-sanduiche com ntcleo em colmeia (CARRAZEDO; PACCOLA;
CODA, 2018);

d) Adaptacao da plataforma e implementagao de novos campos de anélises, como com-

portamento viscoelastico, térmico, termomecanico, analise de danos, etc.
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