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RESUMO

TONON, P. Combinacao de discretizacoes isogeométrica e por elementos finitos
na andlise de interagao fluido-estrutura. 2025. 239 p. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2025.

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de uma ferramenta computacional para a
analise numérica de problemas de interagao fluido-estrutura, em que o dominio do fluido é
discretizado por meio da combinagdo de aproximagcoes baseadas na Analise Isogeométrica
e no Método dos Elementos Finitos classico. Consideram-se escoamentos incompressiveis,
sendo o dominio fluido representado por uma discretizagao global fixa e nao conforme a
estrutura, sobre a qual se sobrepoe uma discretizacao local, mais refinada e adaptada a
interface fluido-estrutura. O escoamento incompressivel é solucionado por meio de uma
formulagdo estabilizada, permitindo aproximacoes de mesma ordem para as variaveis
de velocidade e pressao, com integracao temporal implicita realizada pelo método a-
generalizado. O acoplamento entre os modelos local e global de fluido é tratado por uma
formulacao estabilizada do Método Arlequin, que consiste em superpor dois modelos —
um discretizado por elementos finitos e outro por anélise isogeométrica — e compatibiliza-
los por meio de um campo de multiplicadores de Lagrange definido sobre uma regiao
denominada zona de colagem. Para garantir a estabilidade do campo de multiplicadores
e ampliar a flexibilidade da formulacao, adiciona-se uma parcela estabilizadora baseada
no residuo da equagao governante. A movimentagdo do modelo local de fluido, bem
como o acoplamento com a estrutura, sao viabilizados pela adog¢ao de uma descricao
lagrangiana-euleriana arbitraria das equagoes governantes. A estrutura é modelada por
meio de elementos de casca com cinematica de Reissner-Mindlin, utilizando uma formulagao
posicional do Método dos Elementos Finitos em descricao lagrangiana total, adequada a
analise dindmica com grandes deslocamentos. O acoplamento fluido-estrutura ¢é realizado
por um esquema particionado forte do tipo bloco-iterativo, que assegura a interacao
consistente entre os dois meios. Além de garantir uma discretizacao com resolucao suficiente
para capturar efeitos localizados préoximos a estrutura, como os associados a camada limite,
a metodologia proposta combina as vantagens dos métodos de malhas moéveis e de malhas
fixas (contornos imersos), permitindo a simulagao eficiente de problemas que, no contexto
de métodos de malhas méveis tradicionais, exigiriam remalhamento global. A abordagem
desenvolvida também proporciona maior flexibilidade na escolha das discretizagoes e
melhora o desempenho computacional em analises tridimensionais complexas de interacgao

fluido-estrutura.

Palavras-chave: Interacao fluido-estrutura. Analise Isogeométrica. Método dos Elementos

Finitos. Método Arlequin. Descricao lagrangiana-euleriana arbitraria.






ABSTRACT

TONON, P. Combination of isogeometric and finite element discretizations for
fluid-structure interaction analysis. 2025. 239 p. Thesis (Doctor) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2025.

This work presents the development of a computational tool for numerical analysis of
fluid-structure interaction problems, in which the fluid domain is discretized by combining
approximations based on Isogeometric Analysis and the classical Finite Element Method.
Incompressible flows are considered, with the fluid domain represented by a fixed global
discretization, nonconforming to the structure, upon which a refined local discretization,
adapted to the fluid-structure interface, is superposed. The incompressible flow is solved
through a stabilized formulation that allows equal-order interpolation for velocity and
pressure fields, with implicit time integration performed using the generalized-a method.
The coupling between the local and global fluid models is handled by a stabilized formula-
tion of the Arlequin Method, which consists in superposing two models—one discretized
by finite elements and the other by isogeometric analysis—and enforcing compatibility
through a field of Lagrange multipliers defined over a region called the gluing zone. To
ensure the stability of the multiplier field and enhance the flexibility of the formulation, a
stabilization term based on the residual of the governing equations is added. The motion
of the local fluid model, as well as the coupling to the structure, is achieved through an
Arbitrary Lagrangian—Eulerian description of the governing equations. The structure is
modeled using Reissner-Mindlin shell elements within a positional finite element formula-
tion under a total lagrangian description, suitable for dynamic analyses involving large
displacements. The fluid—structure coupling is performed using a strong partitioned block
iterative scheme that ensures consistent interaction between the two media. In addition to
providing a discretization capable of capturing localized effects near the structure—such
as boundary-layer phenomena—the proposed methodology combines the advantages of
moving-mesh and fixed-mesh (immersed boundary) methods. This approach enables ef-
ficient simulation of problems that, in the context of traditional moving-mesh methods,
would require global remeshing. In addition, it offers greater flexibility in the choice of
discretizations and improved computational performance in complex three-dimensional

fluid—structure interaction analyses.

Keywords: Fluid-structure interaction. Isogeometric Analysis. Finite Element Method.

Arlequin Method. Arbitrary lagrangian-eulerian description.
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Fluidos Computacional
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um canal com degrau;

Velocidade maxima do perfil parabdlico na entrada do problema do

escoamento sobre canal com degrau;

Dimensao do vértice primario que se forma no problema de escoamento

sobre canal com degrau;

Capitulo 4 — Dinamica dos Sélidos Computacional
Dominio inicial de um soélido deformavel;

Coordenadas materiais do sélido;
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M Massa de um corpo;
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II Energia total mecanica;

P Energia potencial das forcas externas;

U, Energia de deformacao;

K Energia cinética;

Po Forga de superficie na configuracao inicial;

S Tensor de Piola Kirchhoff de segunda espécie;

F Carregamento pontual;
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Vetor discreto que representa o residuo da equagao de equilibrio discre-
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Dominio global;

Dominio local;

Dominio total computacional;

Contorno fisico do dominio global;

Contorno fisico do dominio global com condi¢des de Dirichlet;
Contorno fisico do dominio global com condi¢ées de Neumann;
Contorno fisico do dominio local;

Contorno fisico do dominio local com condi¢oes de Dirichlet;
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SUperposicao;

Espaco vetorial das func¢oes ponderadoras enriquecido na regiao de
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(TSUP(;)G Parametro de estabilizacdo da técnica SUPG na malha global,

(supc)t Parametro de estabilizagao da técnica SUPG na malha local;

(Tpspa)” Parametro de estabilizacao da técnica PSPG na malha global;

(Tpspa)* Parametro de estabilizacao da técnica PSPG na malha local;

(vrsic)® Parametro de estabilizacao da técnica LSIC na malha global;

(vesic)” Parametro de estabilizacao da técnica LSIC na malha local;
Capitulo 6 — Método Arlequin estabilizado

0 Dominio local,

Qo Dominio global;

Q, Zona de superposicao;

Q. Zona de colagem;

Q Dominio total computacional;

Qg Zona livre;

Iy Contorno fisico do dominio global;

I'y Contorno fisico do dominio local;

A Campo de multiplicadores de Lagrange;
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L? Operador de acoplamento de ordem 0;

H' Operador de acoplamento de ordem 1;

« Funcao ponderadora;

Qo Funcao ponderadora global;

aq Funcao ponderadora local;
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M, Vetor elementar relativo ao termo de restricao;
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k Vetor elementar relativo ao termo viscoso;
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r Vetor elementar relativo ao termo de acoplamento;
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fo Frequéncia de oscilacao;
Capitulo 7 — Interacao fluido-estrutura
Qrre Dominio do problema de interagao fluido-estrutura;
Qp Dominio do fluido;
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or Tensor de tensdes de Cauchy do fluido;

nrp Vetor normal ao contorno I';rg no fluido;
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Funcao-peso respectiva ao problema de movimentacao da malha;
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Massa especifica do fluido;

Massa especifica da estrutura;

Frequéncia de desprendimento de vortices do fluido;
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Diametro do encapsulamento e do cubo;
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1 INTRODUCAO

A interacao fluido-estrutura caracteriza-se por ser uma classe de problemas em
que existe uma interdependéncia entre comportamentos do fluido e da estrutura. O
comportamento do fluido depende da forma e da movimentagao da estrutura, assim como

o movimento e a deformacao da estrutura dependem das forcas provenientes do fluido.

A modelagem numérica dos problemas da engenharia estrutural é um ramo vas-
tamente desenvolvido, sendo a andlise de estruturas por elementos finitos em softwares
comerciais uma pratica corrente entre os engenheiros. Entretanto, quando se trata de

interacao fluido-estrutura, esses softwares estao longe de atender a demanda.

Problemas que envolvem a interacao entre fluido e estrutura estao presentes em
diversas areas, podendo-se citar como exemplos a acao do vento sobre edificios, aerodina-
mica de modelos automotivos, problemas de flutter em estruturas aeronauticas e de pontes,
ou ainda problemas de escoamento de sangue em vasos sanguineos e 6érgaos, entre muitos
outros. A analise experimental de tais problemas, em geral, é muito custosa e demanda
bastante tempo e equipamentos complexos. Dessa forma, é de interesse o desenvolvimento
de métodos numéricos que permitam simular adequadamente tais problemas dentro de
um tempo razoavel. O crescimento da informatica tem auxiliado nesse processo; contudo,
muitas analises ainda s6 podem ser realizadas em grandes clusters e, em alguns casos,

devido a complexidade dos problemas, ndo podem ser simuladas sem grandes simplificacoes.

A andlise computacional dos problemas de interacao fluido-estrutura possui basica-
mente trés componentes: a Dinamica dos Fluidos Computacional, a Mecanica dos Soélidos
Computacional e o acoplamento entre os meios fluido e sélido. Uma das maiores dificuldades
encontradas nessa area, diz respeito a compatibilizacao das formulagoes da Mecanica dos
Fluidos e dos Solidos, visto que, em geral, para fluidos aplica-se uma descrigdo matematica
euleriana, e para solidos, lagrangiana. Dessa forma, existem duas formas comuns de se
realizar o acoplamento fluido-estrutura, que sao os métodos de malhas conformes, ou de

malhas modveis, e os métodos de malhas nao-conformes, ou de malhas fixas.

Nos métodos de malhas conformes, a malha do fluido é conforme ao dominio
computacional do sélido e acompanha seu movimento, requerendo, assim, procedimentos
de atualizagao (deformagao ou deformagao associada a reconstrugao) dessa malha ao longo
da andalise. Nesse tipo de metodologia, uma descri¢ao lagrangiana-euleriana arbitraria
pode ser aplicada ao fluido, permitindo a movimentacao do dominio computacional de
maneira independente do movimento das particulas de fluido. Essa técnica é adequada
para problemas em que a estrutura sofre deslocamentos em pequenas escalas com relacgao a

configuracao inicial da estrutura, sem que haja mudanca topoldgica no dominio do fluido,
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visto que grandes distor¢oes, em geral, acarretam necessidade de técnicas especiais de

remalhamento, que apresentam um custo computacional elevado.

Nos métodos de malhas nao-conformes, utiliza-se uma malha fixa para o fluido,
na qual o sélido se encontra imerso, sendo adotadas técnicas de contorno imerso para a
imposicao das condigoes de acoplamento. Um dos aspectos importantes desse método diz
respeito a localizacdo do contorno da estrutura dentro da malha do fluido, o que pode ser
resolvido, por exemplo, com o uso de uma funcao level-set baseada na distancia assinalada
ao contorno do sélido. Essa técnica pode ser aplicada a qualquer escala de deslocamentos,
inclusive em problemas com mudancas topolégicas no dominio do fluido; entretanto, nao
é eficiente para levar em consideracao efeitos localizados que exigem maior resolugao da

malha, como, por exemplo, em regioes de camada limite na vizinhanca da estrutura.

Neste trabalho, busca-se, no contexto da analise tridimensional de interacao fluido-
estrutura, empregar técnicas de particao de dominio com malhas superpostas, para permitir
uma malha local mais refinada sobreposta a uma malha global, de modo a unir as vantagens
das metodologias de malhas méveis e de malhas fixas. Essa malha local é conforme ao
contorno da estrutura, e, nos casos de interagao fluido-estrutura, deforma-se acompanhando
a movimentacao da estrutura. O intuito disso é melhorar a precisao local da andlise
numeérica, permitir a combinacao de diferentes técnicas de discretizacao, especificamente a
isogeométrica e a de elementos finitos, e viabilizar a simulagdo de problemas com grandes

escalas de deslocamentos, sem a necessidade de reconstrucao da malha global.

Duas técnicas foram consideradas para este estudo. A primeira, denominada técnica
de combinagao de espagos de funcoes, foi introduzida nos trabalhos de Rosa, Coda e
Sanches (2022) e Sanches et al. (2019), a qual consiste em ponderar os espacos de fungao
local e global sobre uma zona de superposicao e combina-las formando um novo espaco
enriquecido. A segunda, é a forma estabilizada do Método Arlequin apresentada por
Fernandes et al. (2020), que consiste em superpor os modelos local e global em uma zona
de colagem, ponderando-os por uma func¢ao de particionamento e acoplando os modelos
através de um campo de multiplicadores de Lagrange, além de adicionar uma técnica de

estabilizagdo baseada no residuo para flexibilizar a escolha dos espacos de aproximagao.

A primeira técnica, embora tenha se demonstrado bastante robusta em outros
problemas, mostrou-se inadequada para a formulagao estabilizada em escoamentos incom-
pressiveis a nimeros de Reynolds elevados, enquanto o Método Arlequin, embora mais

custoso, mostra-se adequado para qualquer nimero de Reynolds.

1.1 Apresentacao do texto

Este texto estd dividido em 8 capitulos, os quais serao descritos sucintamente na

continuacao.



43

No Capitulo 1 introduz-se e contextualiza-se o tema de pesquisa. Na sequéncia, no
estado da arte, faz-se uma breve apresentagao de algumas das formula¢oes mais utilizadas
para a solucao dos problemas que envolvem a interagao fluido-estrutura e métodos de
particdo de dominios. Por fim, apresentam-se os objetivos, a metodologia e justificava

desta pesquisa.

O Capitulo 2 compreende a descri¢ao da técnica numérica utilizada para a resolucgao
de problemas da Dindmica dos Fluidos Computacional. Apresentam-se inicialmente as
equagoes governantes em sua forma forte em descri¢ao euleriana, expandindo-as na conti-
nuagao para uma descricao euleriana-lagrangiana arbitraria. Na sequéncia, a formulacao
fraca é obtida através da aplicacao do método dos residuos ponderados utilizando a técnica
classica de Galerkin e apresenta-se a discretizacao espacial da equagoes. Para contornar as
instabilidades tipicas que ocorrem quando aplicado o método de Galerkin, e afim de con-
tornar a condigao LBB (Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi), apresenta-se uma metodologia
estabilizada. Para a integracao temporal das equagoes, o método a-generalizado aplicado
é exposto. Ao final, o algoritmo da implementacao computacional é apresentado e alguns

exemplos sao avaliados para a verificagdo do programa computacional.

No Capitulo 3, apresenta-se a Anélise [sogeométrica aplicada a Dindmica dos Fluidos
Computacional por meio da utilizagdo de fungdes NURBS (Non-Uniform Rational B-
Splines). O capitulo se inicia com uma breve contextualizagao do tema, seguida da descrigao
das funcgoes-base B-Splines e de suas principais caracteristicas, culminando na geracao
de geometrias a partir dessas fungoes. Em seguida, introduzem-se as fungoes NURBS,
construidas a partir das B-Splines, destacando-se a obtencao de curvas, superficies e solidos
NURBS. A abordagem isogeométrica é entdao detalhada, evidenciando a substituicao
das tradicionais fungoes polinomiais de Lagrange, utilizadas no Método dos Elementos
Finitos classico, por fun¢cbes NURBS na discretizagao das geometrias e variaveis. Além
disso, sao explicados os parametros de estabilizagdo empregados nas equagoes governantes
discretizadas via Analise Isogeométrica. Por fim, verifica-se a implementacao computacional
dos problemas da Dindmica dos Fluidos Computacional com Analise Isogeométrica por

meio de exemplos numeéricos.

O Capitulo 4 apresenta uma breve revisao sobre a mecanica dos sélidos voltada a
cinematica e ao equilibrio de corpos deforméaveis em descricao lagrangiana, assim como
elenca o principio da estacionariedade de energia e a apresenta o modelo constitutivo de
Saint-Venant-Kirchhoff, adotado nesse trabalho. Na sequéncia, apresentam-se os conceitos
do Método dos Elementos Finitos Posicional e o elemento finito de casca a ser utilizado nesse
projeto para analise nao linear dindmica de sélidos. Por fim, o algoritmo da implementacao
computacional é exibido e um problema de casca cilindrica com snap through dinamico é

simulado.

No Capitulo 5, a técnica de particdo de dominios por combinagao dos espacos de
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fungoes é apresentada. Descreve-se inicialmente a combinagao proposta para os espacos
de fungoes respectivos as malhas local e global com intuito de obter um novo espago de
fungoes independentes na zona de superposicao. Na sequéncia, descreve-se a metodologia
para o calculo da funcao ponderadora de combinagao dentro do dominio. O roteiro de
implementacao computacional é entao exibido e apresenta-se um exemplo de verificacao
voltado a Dindmica dos Fluidos Computacional, e um exemplo, cuja solucao através da

metodologia proposta, resultou em instabilidades numéricas.

No Capitulo 6 apresenta-se a técnica de decomposicao de dominios através do
Método Arlequin estabilizado. A primeira parte do capitulo foi dedicada a descrever o
Método de Arlequin classico para, na sequéncia, introduzir a metodologia estabilizada para
a solugdo de escoamentos incompressiveis. Apresenta-se na sucessao do capitulo a extensao
da metodologia para problemas de contorno moveis. Ao final, o algoritmo de implementacao

é apresentado, assim como exemplos para verificacao do cdédigo computacional.

No Capitulo 7 discorre-se sobre a formulagao utilizada para analise de problemas de
interacao fluido-estrutura. No texto, apresentam-se as condi¢oes de acoplamento necessarias
a solucao de um problema deste tipo, a técnica de movimentacao de malha utilizada e
a metodologia de transferéncia de condi¢des de contorno em uma interface entre fluido
e s6lido com malhas nao coincidentes. Descreve-se na continuacao do texto a teoria
envolvida no esquema de acoplamento particionado forte adotado. Por fim, o algoritmo de

implementagao computacional e exemplos de verificacao sao apresentados.

No Capitulo 8 sao apresentadas as consideragoes finais sobre o trabalho desenvolvido,

assim como sugestoes para trabalhos futuros.

1.2 Estado da arte

Nesta secao apresenta-se uma breve contextualizagao dos principais assuntos relaci-
onados a este trabalho. Assim, aborda-se brevemente o estado da arte da Mecanica dos
Fluidos Computacional aplicada a escoamentos com contornos moéveis, a Analise Isogeo-
métrica aplicada a problemas da Dinamica dos Fluidos Computacional, a Mecéanica dos
Soélidos Computacional aplicada a problemas dindmicos com grandes deslocamentos com o
foco em elementos de cascas, as técnicas numéricas para acoplamento fluido-estrutura e os

métodos de decomposicao de dominios e multiescala.

1.2.1 Dinamica dos Fluidos Computacional

A DFC (Dindmica dos Fluidos Computacional) trata da obtenc¢ao de solugdes
numéricas para as equagoes diferenciais que descrevem o comportamento dos fluidos no
espaco e no tempo, tendo em vista que a solucao analitica para esses problemas ¢ conhecida

apenas em raros casos e sob hipdteses simplificadoras. Os principais topicos abordados
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aqui referem-se as diferentes metodologias aplicadas a discretizacao espacial, as fontes de

instabilidade numérica e aos métodos de estabilizacao.

No que diz respeito a discretizacao espacial, a DFC desenvolveu-se inicialmente
no ambito do Método das Diferencas Finitas e do Método dos Volumes Finitos (ver, por
exemplo, Anderson (1995) e Chung (2002)). O MEF (Método dos Elementos Finitos),
por sua vez, popularizou-se inicialmente em andlises de estruturas na década de 1950,
com formulagoes baseadas em principios variacionais. Alguns anos depois, passou a ser
utilizado também em problemas da DFC, visto que apresenta propriedades vantajosas,
como, por exemplo, a facilidade de discretizar geometrias complexas com o uso de malhas
nao estruturadas arbitrarias e a facilidade de aplicar condigoes de contorno em geometrias
complexas e de alta ordem (Reddy; Gartling, 2010; Zienkiewicz; Taylor; Zhu, 2013).

Uma das dificuldades encontradas na aplicagao do MEF a DFC é o fato de que, ao
se adotar o método classico de Galerkin na discretizacao espacial das equagoes governantes
em descricao euleriana, obtém-se matrizes assimétricas e, em escoamentos com convecgao
dominante, surgem variagoes espurias nas variaveis transportadas (Brooks; Hughes, 1982;
Zienkiewicz; Taylor; Nithiarasu, 2014). Esse problema pode ser amenizado a medida que
a malha de elementos finitos é refinada; entretanto, é desejavel que o método escolhido

apresente resultados estaveis mesmo em malhas mais grosseiras.

Para resolver tal dificuldade, algumas técnicas de estabilizacao foram propostas, a
exemplo dos métodos SUPG (Stream-Upwind/Petrov-Galerkin) (Brooks; Hughes, 1982),
GLS (Galerkin Least-Squares) (Hughes; Franca; Hulbert, 1989) e SGS (Sub-Grid Scale)
(Hughes, 1995). Todas essas formulagoes baseiam-se na introdugao de termos estabilizantes
ao problema, de modo a conter as variagoes espurias em casos de convec¢gao dominante.
Outra possibilidade diz respeito ao uso do método T-G (Taylor-Galerkin), introduzido por
Donea (1984), no qual a estabiliza¢do é obtida pela inclusao de termos de ordem superior
que exercem efeito estabilizante, ao se empregar a expansao em série de Taylor no processo

de discretizagao temporal.

Uma das metodologias mais difundidas para a estabilizacao dos termos convectivos é
a técnica SUPG, a qual é aplicada neste estudo. Essa técnica consiste em adicionar, a forma
fraca da equagao da quantidade de movimento, o residuo dessa equacao ponderado por
uma funcao especialmente escolhida para introduzir estabilizacdo na direcdo das linhas de
corrente, resultando em uma formulacao consistente. Diversos autores contribuiram para a
consolidagao dessa técnica, dentre os quais podem ser citados Catabriga e Coutinho (2002),
Hughes e Tezduyar (1984) e Tezduyar (1992). O pardmetro adimensional estabilizador,
cuja fungdo é aplicar uma escala na parcela adicionada, tem sua obtenc¢ao discutida em
diversos trabalhos, tais como Otoguro, Takizawa e Tezduyar (2020) e Takizawa, Tezduyar
e Otoguro (2018).

Outra dificuldade da aplicacdo do MEF a Mecanica dos Fluidos diz respeito aos
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escoamentos incompressiveis. Ao levar-se em conta a incompressibilidade do escoamento,
obtém-se a chamada equagao da continuidade, na qual aparece apenas o termo do divergente
do vetor velocidade. Do ponto de vista numeérico, a pressao atua como um multiplicador
de Lagrange, impondo a condicao de divergente da velocidade nulo. Nesse caso, para que o
sistema tenha solucao tnica e resulte em uma formulacao estavel, é necessario observar as
restricao de LBB na escolha dos espacos de funcgoes para a aproximacgao da pressao e da
velocidade, nao sendo possivel interpolar essas variaveis por polindmios de mesma ordem
(Brezzi; Fortin, 1991; Strang; Fix, 2008; Zienkiewicz; Taylor; Nithiarasu, 2014). Dessa
forma, foram desenvolvidos diversos elementos, denominados Taylor-Hood, que atendem a

essas restrigoes (Donea; Huerta, 2003).

De modo a permitir o uso do mesmo espago de fung¢oes para pressao e velocidade,
aumentando assim a flexibilidade do método, surgiram técnicas de estabilizacao do campo
de pressao. Uma metodologia de estabilizagdo para problemas incompressiveis, semelhante
a técnica SUPG, foi apresentada por Hughes, Franca e Balestra (1986) para escoamentos
de Stokes, posteriormente aplicada ao problema de Navier-Stokes e denominada PSPG
(Pressure Stabilized Petrov-Galerkin) por Tezduyar (1992). Essa metodologia é adotada
neste estudo e consiste em adicionar, a forma fraca da equacao da continuidade, o residuo
da equacao da quantidade de movimento ponderado pelo gradiente da funcao teste da

equagao da continuidade, multiplicado por um parametro de estabilizacao.

Outra consideracao importante nas simulacoes numéricas diz respeito a reproducao
de escoamentos turbulentos. As equagoes de Navier-Stokes descrevem tanto escoamentos
laminares como turbulentos, entretanto, a utilizagdo da chamada Simulacao Direta de
Turbuléncia leva a custos computacionais elevados, visto que requer uma malha refinada
de maneira a representar adequadamente todas as escalas de turbuléncia. Para contornar
esse problema, diferentes técnicas podem ser empregadas, destacando-se os métodos RANS
(Reynolds-Averaged Navier-Stokes) (Alfonsi, 2009; Speziale, 1991) e LES (Large Eddy
Simulation) (Germano et al., 1991; Launder; Spalding, 1972; Piomelli, 1999; Wilcox, 1993).

Os métodos RANS baseiam-se na decomposicao das variaveis de escoamento em
uma média temporal e em uma componente de flutuagio. Essa abordagem permite que as
equagoes governantes sejam manipuladas de forma a representar as médias de longo prazo
do escoamento, enquanto as flutuagoes turbulentas sao tratadas como termos adicionais,
muitas vezes modelados por equacoes de fechamento. A definicdo da média pode variar
conforme as caracteristicas do problema. A metodologia LES é capaz de reproduzir
adequadamente as grandes escalas do escoamento, captadas diretamente pelas equagoes

filtradas. Os efeitos das pequenas escalas, inferiores a resolucao da malha, sdo modelados.

O Método VMS (Variational Multiscale) (Bazilevs; Takizawa; Tezduyar, 2013a;
Hughes, 1995; Hughes et al., 1998; Hughes; Oberai; Mazzei, 2001) permite lidar simultane-

amente com os efeitos da convec¢do dominante, a instabilidade associada ao campo de



47

pressao em problemas incompressiveis e a representacao adequada de estruturas relaciona-
das a vorticidade. O método, a partir de principios variacionais, propoe a representacao do
problema fisico por meio de sua decomposi¢ao em escalas grandes (resolvidas) e pequenas
(nao resolvidas), tratando-as separadamente. A modelagem do espago de pequenas escalas
é realizado em termos de residuos das equagoes de conservacao de massa e de conservacgao

da quantidade de movimento.

1.2.2  Analise Isogeométrica

A AIG (Anélise Isogeométrica) é uma metodologia para andlise numérica de
problemas descritos por equagoes diferenciais e foi introduzida primeiramente por Hughes,
Cottrell e Bazilevs (2005). Pode-se dizer que se trata de uma generalizagdo do MEF
cléssico, a partir do uso de fungdes base especiais. Na AIG, as fung¢oes base utilizadas sao
aquelas aplicadas nos sistemas de CAD (Computed Aided Design), ou seja, nas tecnologias
aplicadas na engenharia de design, animacao, artes graficas e visualizagao. Dentro das
possibilidades de fungoes, as mais conhecidas sdo as fungbes NURBS (Piegl; Tiller, 1996),
fazendo que esse seja um ponto de partida para os estudos sobre AIG. Um dos principais
objetivos do desenvolvimento dessa ferramenta é a integracao entre os sistemas CAD e as
técnicas numéricas baseadas em elementos finitos, as quais requerem a geracao de malhas

baseadas nos dados obtidos em programas CAD.

Uma das principais vantagens do uso dessa metodologia é a representacao exata
de geometrias, mesmo em malhas pouco refinadas, visto que essas fungoes sao capazes de
representar exatamente segoes conicas (circulos, cilindros, esferas e elipsoides). Além disso,
outra caracteristica matematica que a torna uma boa opg¢ao a ser utilizada é a suavidade
das fungoes NURBS, que sao continuas p — 1 vezes entre os elementos, sendo p o grau da
fungao-base. A descrigdo exata das geometrias é uma caracteristica desejavel em problemas
que envolvem fenémenos de camada limite, os quais dependem fortemente da precisao
geométrica da superficie do corpo imerso no escoamento. Alguns problemas envolvendo
escoamentos turbulentos e interacao fluido-estrutura podem ser consultados em: Bazilevs
e Akkerman (2010), Bazilevs et al. (2007), Bazilevs et al. (2008), Bazilevs et al. (2010) e
Zhang et al. (2007).

Outras metodologias aplicando diretamente func¢oes B-Splines também tém se
mostrado eficientes para a andlise de problemas da DFC, como pode ser visto nos trabalhos
de Bazilevs et al. (2014), Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013a) e Hollig, Reif e Wipper
(2001).

1.2.3 Dinamica de Estruturas Computacional considerando grandes deslocamentos

A analise de problemas de interacao fluido-estrutura, muitas vezes requer a consi-

deracao da nao linearidade geométrica da estrutura, devido a grandes deslocamentos ou a
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efeitos acoplados de membrana e flexdo. Dentro desse grupo de problemas, podem-se citar
o flutter de grande amplitude, sistemas de desaceleragdo (como paraquedas), aplicagoes

biomédicas, entre outros.

Atualmente, a solu¢do numérica de problemas estruturais é majoritariamente
realizada por meio do MEF. No contexto da analise nao linear geométrica de estruturas,
a formulagdo corrotacional proposta por Truesdell (1955) é muito popular e descreve
a mudanca de configuracdo da estrutura, decompondo seus movimentos em rigido e
de deformagéao, representando-os em termos dos deslocamentos e rotagoes nodais. Essa
formulacao, aplicada a pérticos, trelicas e cascas, pode ser encontrada nos trabalhos de
Argyris (1982), Battini e Pacoste (2006), Hughes e Liu (1981a), Hughes e Liu (1981b),
Ibrahimbegovic e Taylor (2002) e Simo e Fox (1989).

A formulagao corrotacional, ao empregar rotagoes como parametros nodais, apre-
senta uma limitacao para grandes deslocamentos, visto que nao se pode aplicar a proprie-
dade comutativa a essa grandeza. Para contornar esse problema, utilizam-se as formulagoes
linearizadas de Euler-Rodrigues para a aproximacao das rotagoes finitas, conforme pode ser
observado, por exemplo, em Coda e Paccola (2010) e Gruttmann, Sauer e Wagner (2000).
A conservacao de energia em problemas dinamicos de estruturas reticuladas é um tema
que ainda desperta discussoes na literatura. Parte dessa controvérsia decorre do fato de
que as rotacoes finitas mantém sua objetividade apenas quando consideradas em pequenos
incrementos. Além disso, na formulacao corrotacional, a matriz de massa deixa de ser
constante, o que inviabiliza o uso de métodos classicos de integragdo temporal empregados

na analise dindmica linear, como o Método de Newmark (Sanches; Coda, 2013).

Motivado por Bonet et al. (2000), Coda (2003) introduz uma formulagdo baseada
em posigoes, denominada de MEF Posicional, sem o emprego de rotagdes como parametros
nodais. Essa formulagao tem sido aplicada com sucesso para analise de sélidos, porticos
e cascas (Coda, 2018; Carrazedo; Coda, 2010; Coda; Paccola, 2010, 2011; Greco; Coda,
2004; Sanches; Coda, 2016), incluindo problemas de interagao fluido-estrutura (Avancini;
Sanches, 2020; Fernandes; Coda; Sanches, 2019; Sanches; Coda, 2013, 2014). Entre as
vantagens da formulacao posicional do MEF destaca-se ainda o fato de ela gerar uma

matriz de massa constante, facilitando a realizacao de andlises dindmicas das estruturas.

A formulacao nao linear geométrica do elemento finito de casca posicional, aplicado
nesse trabalho, foi proposta por Coda e Paccola (2007), apresentando inicialmente seis
graus de liberdade por né6 — trés associados as posigoes e trés as componentes do vetor
generalizado. Posteriormente, diante do problema de travamento volumétrico, os autores
ampliaram o modelo com a introdugao de um sétimo parametro, responsavel por representar

a variacao linear da espessura da casca (Coda; Paccola, 2008).

Em Sanches e Coda (2013), os autores utilizam o integrador temporal de Newmark

para a andlise de problemas dinamicos nao lineares de estruturas de cascas, no contexto
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da interacao fluido-estrutura, com grandes deslocamentos e rotacoes de corpo rigido.
Nesse trabalho, os autores apresentam a demonstracao da conservagao da quantidade
de movimento linear e angular no uso dessa metodologia e testam a estabilidade e a
conservacao de energia em problemas com pequenas deformagoes e grandes deslocamentos,

demonstrando que a formulagao é adequada para os problemas de interagao fluido-estrutura.

Em virtude da eficiéncia dessa formulacao na resolucao de problemas dinamicos
nao lineares de estruturas, sobretudo nos casos que envolvem interacao fluido-estrutura, o
presente trabalho adota o MEF Posicional aplicado a cascas como modelo matematico

para representar as estruturas.

1.2.4 Acoplamento fluido-estrutura

A TFE (Interagao Fluido-Estrutura) pode ser descrita por problemas caracterizados
por um conjunto de equagoes diferenciais e condi¢oes de contornos associadas ao fluido e a
estrutura que precisam ser satisfeitas ao mesmo tempo. Como sélidos e fluidos geralmente
apresentam descrigoes matematicas diferentes, sendo a mecanica dos solidos tradicional-
mente formulada por descrigoes lagrangianas e a mecéanica dos fluidos por descrigoes
eulerianas, um dos desafios da analise computacional de IFE é a compatibilizacao dessas
diferentes descri¢des. Os métodos de acoplamento encontrados na literatura, em geral,
podem ser classificados em dois tipos: métodos de malhas méveis ou método de malhas
conformes e métodos de malhas fixas ou método de malhas nao-conformes (Bazilevs;
Takizawa; Tezduyar, 2013b; Hou; Wang; Layton, 2012).

Nos métodos de malhas moveis, a medida que a interface fluido-estrutura se movi-
menta, o dominio computacional do fluido é deformado e a malha do fluido é movimentada
para acomodar a mudanca da interface. Nesse tipo de metodologia, duas possiveis técnicas
podem ser aplicadas na modelagem do dominio fluido: a descricdo ALE (lagrangiana-
euleriana arbitraria) (Donea; Giuliani; Halleux, 1982; Hughes; Liu; Zimmerman, 1981;
Kanchi; Masud, 2007) ou a Formulagao Espago-Tempo para dominios deforméveis (Ta-
kizawa; Tezduyar, 2012; Tezduyar; Behr; Liou, 1992; Tezduyar et al., 1992b), sendo que
ambas permitem a movimentagao arbitraria (independente das particulas) da discretizagao
espacial. A principal vantagem do método de malhas adaptadas é a capacidade de contro-
lar o refinamento da malha do fluido préxima a interface fluido-estrutura, bem como a
conformidade dos dominios, e como consequéncia, garantir a captura de efeitos de camada

limite nessa regiao, garantindo precisao dos resultados.

A técnica empregada para movimentacao de malhas é muito importante nos métodos
de malhas moéveis, pois essa deve ser eficiente de maneira a resultar em elementos que
possuam minima distor¢ao e alteracao de volume, de forma a evitar que a malha necessite
ser reconstruida. Diversas técnicas tém sido desenvolvidas para essa finalidade e podem ser

divididas em trés categorias. Na primeira, os deslocamento determinados pela solugao da
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estrutura sao aplicados na interface entre estrutura e fluido, e o campo de deslocamentos
¢ obtido através da resolugao de um problema de valor de contorno, formulando-se o
problema através de analogia com estrutura de molas (Bottasso; Detomi; Serra, 2005) ou
com sdlido elastico (Johnson; Tezduyar, 1994; Stein; Tezduyar; Benney, 2004) ou emprego
da equagao de Laplace para distribuigao dos deslocamentos (Kanchi; Masud, 2007), entre
outras. O segundo grupo sao esquemas ponto-a-ponto, nos quais os deslocamentos da
malha sao diretamente interpolados a partir dos deslocamentos, determinados pela solugao
da estrutura, e aplicados na interface (Donea; Giuliani; Halleux, 1982; Sanches; Coda,
2014; Tezduyar et al., 1993). Existem ainda métodos hibridos, que combinam vantagens
de diferentes técnicas de movimentagao de malhas (Fernandes; Coda; Sanches, 2019;
Lefrangois, 2008).

Nos métodos de malhas méveis, entretanto, em alguns casos o remalhamento torna-
se inevitavel, como em problemas com grandes distor¢oes do dominio, e em especial, em
problemas com mudancas topolégicas do dominio do fluido, fazendo com que o custo

computacional se torne muito elevado.

Por sua vez, os métodos de malhas fixas sdo capazes de lidar com mudancas
topoldgicas e grandes deslocamentos. Para isso, utilizam-se os chamados métodos de
contornos imersos, tal como o introduzido por Peskin (1972), onde mantém-se a malha
do fluido fixa e permite-se que a estrutura mova-se dentro dessa malha. Nesses métodos,
¢é necessario que as posicoes da estrutura sejam identificadas dentro da malha do fluido
a cada passo de tempo (Mittal; Taccarino, 2005; Wang et al., 2011). Uma das formas
de identificacao é através de uma funcao distancia assinalada do contorno da estrutura
(método level-set). Nesse contexto, pode-se citar os trabalhos de Cirak e Radovitzky (2005)
aplicados no dmbito dos volumes finitos e de Akkerman et al. (2012) e Sanches e Coda
(2014) em elementos finitos. A principal desvantagem desse tipo de metodologia é que
a resolucao da discretizacao na camada limite fica limitada a discretizacao da malha de

elementos finitos onde a interface estiver posicionada no instante de andlise.

Em termos da forma de solugdo do sistema acoplado, as técnicas de acoplamento
disponiveis dividem-se em duas classes principais: métodos particionados (Bazilevs et
al., 2011; Fernandes; Coda; Sanches, 2019; Roux; Garaud, 2009; Sanches; Coda, 2013,
2014) e métodos monoliticos (Avancini, 2023; Blom, 1998; Hiibner; Walhorn; Dinkler,
2004; Hron; Madlik, 2007). No primeiro grupo, as equagoes do fluido e da estrutura sao
resolvidas separadamente, sendo as condi¢oes de acoplamento transmitidas de um meio
para o outro na interface, em geral, em termos de condi¢ées de Dirichlet-Neumann ao
longo do processo de solugao. No segundo grupo, o dos métodos monoliticos, fluido e
estrutura sao tratados como entidade tnica, com um tunico sistema de equagoes gerado
para fluido e estrutura, sendo as condi¢oes de acoplamento atendidas de maneira implicita

durante o equacionamento.
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As técnicas de acoplamento particionado do tipo Dirichlet-Neumann em geral
consistem na aplicacdo de condigoes de contorno de Dirichlet no contorno do fluido
que estd em contato com a estrutura (velocidades provenienentes da movimentagao da
estrutura) e de Neumann no contorno do sélido que estéd em contato com o fluido (forcas
proveninentes da pressdo e das tensoes viscosas no fluido). Os métodos particionados
podem ainda ser subdividos em acoplamentos fracos (explicitos), ou fortes (implicitos). No
acoplamento particionado fraco, as equacoes sao resolvidas de uma maneira desacoplada e
sO no passo de tempo seguinte as condi¢oes de acoplamento sao transmitidas de um meio
para o outro. Ja no o acoplamento particionado forte, as condi¢oes de acoplamento sao
atualizadas a cada iteracao do processo de solucao do sistema nao linear, dentro de cada
passo de tempo. Esse tipo de resolucao, aplicada nesse trabalho, também é conhecida como
bloco-iterativa (Bazilevs; Takizawa; Tezduyar, 2013a), podendo ser representada por uma
modificacdo da matriz tangente monolitica do método de Newton-Raphson, permitindo
que os sistemas do fluido, da estrutura e da malha sejam tratados em blocos separados.
Esse tipo de metodologia particionada facilita a solu¢ao dos problemas de IFE devido ao

total desacoplamento entre os solvers de estrutura e de fluido.

Os esquemas particionados podem apresentar, entretanto, algumas desvantagens,
como a defasagem que pode ocorrer entre as integracoes temporais do fluido e da estrutura
quando as condi¢oes de contorno na interface entre fluido e estrutura sao aplicadas de
maneira explicita e, ainda, instabilidades numéricas, como o efeito de massa adicionada
(Felippa; Park; Farhat, 2001). Em escoamentos governados pelo campo de pressao, a a¢ao
do fluido sobre a estrutura funciona como uma massa adicional, alterando sua inércia
(Tallec; Mouro, 2001). Em escoamentos incompressiveis, nos quais a densidade do sélido
e do fluido podem ser muito préximas, ou quando a estrutura é muito esbelta, esse
fenémeno pode ocasionar erros elevados e instabilidades nos acoplamentos fracos, ou perda

de convergéncia e instabilidades numéricas em técnicas de acoplamento particionado forte.

Uma das formas de se contornar esse problema é a alteracao do esquema de
acoplamento do tipo Dirichlet-Neumann para condi¢oes de contorno de Robin, que consiste
em uma combinagao linear das condigoes de Dirichlet e Neumann (ver, por exemplo,
Badia, Nobile e Vergara (2008)). A metodologia introduzida por Tezduyar, Behr e Liou
(1992), chamada de augmented mass, também pode ser empregada para essa finalidade.
Essa tultima técnica, aplicada neste trabalho, consiste em multiplicar a massa da matriz
tangente respectiva a estrutura por um fator que dependerd do tipo de problema em
analise. Outra metodologia, que demonstra-se muito eficiente para os casos de acoplamento
do tipo bloco-iterativo, como mostram os trabalhos de Fernandes, Coda e Sanches (2019)
e Kiittler e Wall (2008), é o uso da relaxacao de Aitken, proposto por Irons e Tuck (1969).
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1.2.5  Métodos multiescala e técnicas de particdo de dominios

Em diversas areas da Engenharia, faz-se necessario considerar efeitos localizados,
geralmente de menor escala, dentro de um modelo global. Na analise estrutural, podem
ser citados problemas envolvendo fissuras, orificios e imperfei¢oes; na mecanica dos fluidos,
fenomenos de camada limite e a interface entre dois fluidos em escoamentos multifasicos e,

na IFE, a prépria interface entre estrutura e fluido.

Para obter solucoes precisas nesse tipo de problema, é necessaria a aplicacao de
técnicas que considerem os efeitos locais sem, contudo, tornar a simulacao inviavel pelo

elevado custo computacional.

O MEF, tradicionalmente utilizado para a analise numérica de equagoes diferenciais,
foi desenvolvido a partir de modelos mecanicos de meios continuos, o que lhe confere
pouca flexibilidade para a consideragao desses efeitos. Os refinamentos p e h constituem
metodologias eficientes; contudo, em determinados problemas dinamicos, exigem técnicas

de remalhamento que podem acarretar custos computacionais elevados.

Em busca de aprimorar o MEF, diversas propostas tém sido apresentadas com o
objetivo de aumentar sua flexibilidade na resolucao de problemas com efeitos localizados.
Entre elas, pode-se citar os elementos finitos difusos (Nayroles; Touzot; Villon, 1992), nos
quais o conceito de particulas foi introduzido, resultando em uma generalizacao do MEF
sem a necessidade de malha. Outra proposta é o método de Galerkin livre de elementos,
que combina caracteristicas de métodos sem malha com o MEF (ver Belytschko et al.
(1995)). Na mesma diregao, destacam-se o Método de Partigdo da Unidade (Melenk;
Babuska, 1996), o G-FEM (Método dos Elementos Finitos Generalizado) (Strouboulis;
Copps; Babuska, 2001) e o X-FEM (Método dos Elementos Finitos Estendido) (Moés
et al., 2003), os quais introduzem o enriquecimento da base aproximadora por meio de
fungoes capazes de capturar efeitos localizados. Contudo, tanto o G-FEM quanto o X-FEM
apresentam forte dependéncia do conhecimento prévio da solucao local ou, ao menos, de

sua distribuicao espacial.

Pesquisas como as de Farhat, Harari e Franca (2001) propoem enriquecimentos
descontinuos nos espagos funcionais, incorporando modos regulares por meio de formulagoes
discretas de Galerkin e multiplicadores de Lagrange. Além disso, métodos de discretizagao
que nao dependem diretamente da interface, fundamentados na técnica de Nitsche, foram
desenvolvidos para lidar com problemas envolvendo descontinuidades materiais, como
demonstrado no estudo de Hansbo e Hansbo (2002).

No contexto da Mecénica dos Fluidos, Tezduyar e Aliabadi (2000) e Tezduyar,
Aliabadi e Behr (1998) introduziram a técnica EDICT (Enhanced-Discretization Interface-
Capturing Technique) para a captura de interface, com aprimoramento da discretiza¢iao em

problemas bifasicos ou com superficie livre. Para isso, nessa regiao de interface definem-se



53

subconjuntos de elementos (sub-malhas), que posteriormente sao refinados sucessivamente,
de modo a melhorar a precisao da solugao. Como resultado, obtém-se uma discretizacao mais
adequada para capturar a interface; entretanto, as sub-malhas geradas nao representam
com exatidao as descontinuidades na interface. Uma versao mais eficiente dessa técnica foi
proposta em Tezduyar e Sathe (2005), na qual um método iterativo multinivel é projetado
para a captura dos efeitos do escoamento em pequenas escalas, permitindo a simulacao de

problemas mais complexos.

Pode-se citar ainda o VMS (Hughes et al., 1998) que utiliza o conceito de micromo-
delos e macromodelos, sendo que os micromodelos capturam efeitos em pequenas escalas
de maneira a corrigir os macromodelos, sendo muito utilizado para a obtencao de métodos

estabilizados para a Mecanica dos Fluidos.

Outro grupo de métodos proposto para flexibilizar o MEF em problemas com efeitos
locais, é o dos métodos baseados em superposi¢cao de um dominio computacional local a
um dominio global. A técnica Chimera, definida por Benek et al. (1986), traz a introducao
de orificios na regiao de superposicao dos modelos, definindo um contorno artificial para o
modelo global, com a transmissao de dados ocorrendo através desses contornos artificiais
gerados. O método S (Fish, 1992) trata o modelo local como um enriquecimento ao global,

onde a solucao é obtida através da soma dos campos de interesse de cada dominio.

O Método Arlequin (Dhia, 1998; Dhia; Rateau, 2001), por sua vez, também baseia-
se na superposicao de modelos de modo a combinar um modelo local mais refinado a um
global; no entanto, esse processo ¢é realizado através do cruzamento e colagem entre os
modelos em uma zona de superposicao, fazendo-se isso através do uso de multiplicadores
de Lagrange. O Método Arlequin vem sendo utilizado amplamente em diversas areas
da Mecéanica dos Sélidos (ver, por exemplo, Bauman et al. (2008), Biscani et al. (2016),
Caleyron et al. (2013), Dhia e Jamond (2010), Dhia e Torkhani (2011) e Jamond e Dhia
(2013)), na DFC e IFE, entretanto, ainda é pouco explorado. Fernier, Faucher e Jamond
(2020) aplicam a metodologia para andlise de escoamentos compressiveis e Fernandes et al.
(2020) utilizam uma versao estabilizada do Método Arlequin para andlise de escoamentos

incompressiveis e de IFE para problemas bidimensionais.

Ainda no contexto de superposicao de dominios, pode-se citar o método de combi-
nagao dos espagos de fungoes, proposto por Rosa, Coda e Sanches (2022), que consiste em
ponderar as fungoes de forma da discretizacao local e da discretizacao global por fungoes de
combinacao e unir os espagos local e global, gerando uma nova base. No trabalho citado, a
técnica foi aplicada para problemas de fratura da Dinamica de Estruturas Computacional

para grandes deslocamentos.

No presente estudo, foram aplicadas duas metodologias de partigao de dominios
para andlise dos fluidos dentro do contexto dos problemas de IFE tridimensionais: o

método de combinacao de espagos de fungoes e o Método Arlequin Estabilizado. Essas
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técnicas permitiram a consideracao de efeitos localizados nos problemas analisados, além

de possibilitarem a uniao de discretizagoes por MEF tradicional e AIG.

1.3 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e implementacao computa-
cional de uma formulacao tridimensional para analise de problemas de IFE que permita a
consideracao de efeitos localizados no dominio do fluido por meio de técnica de particao de
dominios, a qual viabiliza o uso combinado de aproximagoes por elementos finitos classicos

e isogeometria.

Para tal finalidade, enumeram-se os seguintes objetivos especificos:

e Desenvolver um programa para a andlise bi e tridimensional de escoamentos de
fluidos Newtonianos incompressiveis, que permita a utilizagdo tanto da discretizacao

por elementos finitos quanto por isogeometria;

« Estabelecer a estratégia de particao de dominios para levar em conta efeitos localiza-
dos no ambito da DFC,;

e Implementar uma formulacao de particio de dominios no cédigo da DFC contem-

plando problemas com contornos maéveis;

o Analisar detalhadamente a formulagao lagrangiana total baseada em posi¢oes para
estruturas de cascas, incluindo sua implementacao computacional no coédigo de

analise nao linear dinamica desenvolvido pelo grupo de pesquisa;

o Acoplar os cédigos computacionais para o meio fluido e para a estrutura através do

emprego de uma técnica particionada forte do tipo bloco-iterativa;

 Verificar os cddigos computacionais através da simulagdo de problemas da dinamica
dos fluidos, dinamica das estruturas e de interacao fluido-estrutura através da

comparacao com resultados da literatura.

1.4 Metodologia

A base da metodologia adotada para cada sub-problema envolvido nesta tese
consiste em estudo da literatura, desenvolvimento de formulacao numérica, implementacao

computacional e verificacao do cdédigo implementado.

Em funcao da complexidade envolvida na implementacao das ferramentas com-
putacionais propostas, optou-se pelo uso da linguagem de programacao C++ orientada
a objetos, visto que esta ja vem sendo utilizada com sucesso no grupo de pesquisas em

que este trabalho se insere, facilitando o aproveitamento de codigos pré-existentes. Além
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disso, a programacao orientada a objetos proporciona maior modularidade aos codigos e
maior facilidade para o acoplamento entre médulos distintos. Todas as implementagoes
sao realizadas utilizando bibliotecas, compiladores e softwares livres ou de cédigo aberto,

em ambiente Linux.

Toma-se como base os desenvolvimentos na area de AIG na Mecanica dos Fluidos
de Tonon (2016) e um cédigo computacional de dindmica dos fluidos para andlises de
escoamentos incompressiveis bidimensionais desenvolvido no trabalho de doutorado de
Fernandes (2020). Esse c6digo é inicialmente ampliado para contemplar elementos tridi-
mensionais. Na sequéncia, implementa-se nesse codigo a discretizagao isogeométrica por
meio de fun¢gdbes NURBS.

A partir desse ponto, inicia-se o estudo das metodologias de decomposicao de domi-
nios e sua implementacao para problemas bidimensionais da DFC, onde sao consideradas
duas técnicas, o método de combinagao dos espagos de funcoes (Rosa, 2021; Rosa; Coda;
Sanches, 2022) e o Método Arlequin em sua versao estabilizada, conforme o trabalho de

Fernandes (2020), de modo a adotar o mais eficiente para as anélises de IFE.

Os estudos e desenvolvimentos em relagdo a mecéanica das estruturas foram focados
nas estruturas de casca, com base nos trabalhos de Coda (2018) e Sanches e Coda (2010a,
2010b), sendo empregado um cédigo computacional desenvolvido no grupo de pesquisa,
em linguagem de programacao em C++ orientada a objetos, que engloba tanto o MEF

quanto a AIG.

O acoplamento entre os codigos para fluido e para estrutura é desenvolvido de forma
particionada forte. Para maior eficiéncia na resolucao dos problemas, adota-se o protocolo
MPI (Message passing interface) para processamento paralelo com meméria distribuida.
A particao do dominio discretizado entre os processos é realizada através da biblioteca
METIS! e o pacote PETSc? (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) é

adotado para a solucao de sistemas lineares em processamento paralelo.

Para a geracdo de malhas de elementos finitos emprega-se o programa GMSH?,
enquanto para a geracao dos grids para AIG, emprega-se o programa desenvolvido pela
autora e seu orientador durante seu trabalho de mestrado (Tonon, 2016). Para pés-
processamento e visualizacao dos resultados, utilizam-se os programas Kitware Paraview*

e Gnuplot®.

No que diz respeito a infraestrutura, utiliza-se o cluster disponivel no LIMC

(Laboratério de Informatica e de Mecanica Computacional) do SET (Departamento de

Disponivel em: http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/overview
Disponivel em: http://https://www.mcs.anl.gov/petsc/

Disponivel em:https://gmsh.info/

Disponivel em:http://https://www.paraview.org/

Disponivel em:https://gnuplot.info/
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Engenharia de Estruturas) para a simulagao de problemas mais complexos e um computador

pessoal para a simulacao de problemas mais simples.

1.5 Justificativa

A motivagao central desta pesquisa decorre da relevancia cientifica e tecnologica dos
problemas de IFE e das limitagdes das metodologias atualmente disponiveis para sua analise
numérica. Embora os avangos recentes em Dinamica dos Fluidos Computacional, Mecéanica
dos Solidos Computacional e técnicas de acoplamento tenham possibilitado progressos
significativos na modelagem desses problemas, ainda persistem desafios importantes,
especialmente quando se trata de situagoes envolvendo grandes deslocamentos estruturais,
escoamentos tridimensionais incompressiveis a altos nimeros de Reynolds e grandes

distor¢oes ou mudangas topologicas no dominio do fluido.

Do ponto de vista computacional, os métodos tradicionais de acoplamento com
malhas moéveis apresentam limitacoes relacionadas ao elevado custo de remalhamentos
sucessivos, inevitaveis em problemas com grandes distor¢oes do dominio fluido. Por outro
lado, os métodos de malhas fixas, embora adequados para lidar com grandes distorgoes
no dominio do fluido, e até mesmo mudancas topoldgicas, apresentam deficiéncias na
representacao de fendmenos localizados, como os efeitos de camada limite em torno de
estruturas imersas. Assim, fica justificada a busca por técnicas capazes de combinar as

vantagens das abordagens existentes e, ao mesmo tempo, mitigar suas limitacoes.

Nesse contexto, a proposta de utilizar técnicas de decomposicao de dominio com
malhas superpostas apresenta-se como uma alternativa promissora. A superposicao de
uma malha local (mével e conforme a estrutura) a uma malha global (fixa e menos refi-
nada), possibilita tanto o tratamento adequado de problemas com grandes deslocamentos,
incluindo alguns problemas com distor¢ao indefinida do dominio do fluido, como ocorre em
diversos casos que envolvem estruturas rotativas, quanto a captura precisa de efeitos de
fronteira, reduzindo a necessidade de remalhamentos extensivos. Além disso, a adoc¢ao de
diferentes discretizagbes — combinando elementos finitos e a AIG — permite explorar as
vantagens de cada metodologia, tais como a flexibilidade geométrica dos elementos finitos

e a descri¢ao exata de superficies e continuidade elevada das fungoes NURBS.

Adicionalmente, a literatura ainda é incipiente no que se refere a aplicagdo conjunta
da AIG e do MEF em problemas de IFE tridimensionais. A investigacao do método
de combinagao dos espacgos de fungoes e do Método Arlequin estabilizado, aplicados ao
acoplamento entre malhas globais e locais tridimensionais, representa uma contribuicao
original deste trabalho, tanto no ambito tedrico quanto no computacional. Em particular,
o uso do Método Arlequin estabilizado para escoamentos incompressiveis tridimensionais e
sua extensao para a analise de problemas de IFE tridimensionais configuram avanco frente

as metodologias atualmente disponiveis e, ao considerar a combinagao elementos finitos -
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isogeometria, esse avango torna-se ainda mais relevante.

Portanto, esta tese justifica-se pela necessidade de desenvolver e consolidar técnicas
numéricas mais eficientes e robustas para a andalise de problemas complexos de IFE. O
desenvolvimento proposto possui potencial para aplicacoes praticas em diversos ramos da
Engenharia, tais como andlise aeroelastica, projeto de estruturas submetidas a acao do
vento, projetos de aerogeradores, dinamica de sistemas biomecanicos e estudo de fendmenos

hidrodindmicos em Engenharia Naval e Oceanica.
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2 DINAMICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

O escoamento isotérmico de um fluido newtoniano é descrito pelas equagoes advindas
da conservacao da quantidade de movimento, ou de Navier-Stokes, e da conservacao
de massa. Nos casos em que ocorram variagoes significativas de temperatura ou em
escoamentos compressiveis, a equagao da conservacao da energia deve ser incorporada ao
sistema. Essas equacoes, em conjunto com a relagdo constitutiva, formam um sistema
de equagoes diferenciais nao lineares que descrevem o comportamento do escoamento no

tempo e no espaco.

Neste trabalho, sdo investigados escoamentos incompressiveis, isotérmicos e com
contornos moveis. As secoes seguintes apresentam a abordagem adotada para a resolugao
desse tipo de problema, bem como sua implementagao computacional. Adota-se uma
descricao ALE para representar as equacoes, enquanto a discretizacao espacial é realizada
por meio do MEF ou da AIG.

Para tratar questdes numéricas recorrentes nesse tipo de equagoes, como as oscila-
¢oes espurias em casos de conveccao dominante, tipicas da aplicacao direta do método dos
residuos ponderados na formulagao classica de Galerkin, emprega-se a metodologia SUPG.
Além disso, a estabilizacao PSPG é aplicada com o objetivo de contornar as condig¢oes de
LBB associadas aos escoamentos incompressiveis, permitindo o uso estavel de um mesmo
espaco de fungoes de aproximacao para pressao e velocidade. A integracao temporal é

realizada por meio do método a-generalizado.

Ao final deste capitulo, apresenta-se um algoritmo que descreve o esquema de
solucdo computacional adotado neste trabalhos para a mecanica dos fluidos, seguido da

simulagao de casos classicos para a verificagdo da metodologia proposta.

2.1 Equacoes governantes na descricao euleriana
2.1.1 Equacao da conservacao da massa

Para obter a equagdo da conservacao da massa na descri¢ao espacial, considera-se
um volume de controle infinitesimal fixo no espago, permedvel a matéria e submetido a um
escoamento com velocidade u, cujos componentes sao u, uy € ug (conforme a Figura 1).
Para um intervalo de tempo infinitesimal dt, a lei da conservacao da massa estabelece
que a variagao de massa dentro do volume de controle deve ser igual ao balanco do fluxo

liquido de massa que atravessa suas fronteiras, podendo ser expressa matematicamente da
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seguinte forma:

0 )
8—';)dV = (purdA; + pusdAs + pugdAs) — ((pul + apuldgh) dA; +
5 a . (2.1)
(pm + qudy2> dA; + (pu;; + P dy3> dA3> ,
D2 ys

com p sendo massa especifica do fluido e dA; a area referente a face ortogonal ao eixo
y;. Considerando que dV = dy;dysdys = dy;dA; = dy.dAs = dyzsd Az e manipulando-se

algebricamente a Equagao (2.1), resulta:
Op _ Opuw  Opusy  Opus

= — — . 2.2
ot Oy 0y 0ys ( )

Figura 1 — Volume de controle infinitesimal: fluxo de massa

9(pus)
Jys

pus + dy3

I dy? ( I dy3

—> _-_6"
pu2 |+ Hpua) dys

/ B

O(pu1)
ayll dyl

pu1 +

Fonte: Elaborada pela autora

Para escoamentos incompressiveis, quando p é constante ao longo do tempo, a

equacao fica reduzida a:

aul i 8uz i 8U3

=0, 2.3
oy 0y 0ys3 ( )

ou ainda:
V, - u=0. (2.4)
onde V, - (u) é o divergente de u em relacdo as coordenadas eulerianas y.

2.1.2 Equacao da quantidade de movimento

Para um volume de controle infinitesimal, a lei da conservacao da quantidade de

movimento afirma que a variacdo temporal da quantidade de movimento no interior do
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volume é determinada pela diferenca entre o fluxo de quantidade de movimento que entra
e o que sai pelas suas fronteiras, somada a resultante das forgas aplicadas sobre o volume

de controle.

Para chegar-se a equagao da quantidade de movimento em sua forma conservativa
e seguindo a descri¢ao espacial, inicia-se com a avaliacao das forcas que atuam sobre um
volume de controle infinitesimal no instante atual, como ilustrado na Figura 2, onde sao
mostradas apenas as componentes que atuam na dire¢ao y;. Somando-se vetorialmente as

componentes de forcas externas e internas na direcao y;, chega-se na seguinte relacao:

80’11

oy

Fl = — (011dy2dy3 + Ulgdyldyg + Ulgdyldyg) + ((0‘11 + dy1> dy2dy3 -+

(2.5)

oo

oo
<012 + 12d?/2> dy dys + <013 + de:’,) dyld?h) + by dydy.dys,
01 0y

onde Fj representa a resultante das forcas externas na direcao y;, 0;; sao as componentes
ij do tensor das tensdes de Cauchy (o) e by representa a componente do vetor forga
de campo por unidade de volume na dire¢ao ;. Dividindo-se Equagao (2.5) por dV e
efetuando as subtragoes, tem-se a componente de forga resultante por unidade de volume
na diregao de y; (q1):

(90'11 80'12 (90'13
= + + + b1. 2.6
n oy y2 Oys ' (2:6)

Figura 2 — Volume de controle infinitesimal: componentes de for¢a na dire¢ao y;

013 + —ag;f) dys ~

x
| 011

~
012
1,2' 9(o12) d
1 o131t 5, Y2

oo /'/0-13
011+ %dyl s

Fonte: Elaborada pela autora

Seguindo a mesma ideia para as diregoes ys € Y3, escreve-se:

Oo do Jo
2 0022 003

+ ba, 2.7
oy 0y 0ys ? ( )

g2 =

oo Jo oo
s = 31 i 32 I 33
oy 0y 0ys

+ b, (2.8)
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ou ainda, de forma simbdlica:

q=V,-0+b. (2.9)

Realizando-se o balanco da quantidade de movimento no volume de controle
infinitesimal da Figura 3, e aplicando-se o principio da conservacao da quantidade de

movimento, pode-se escrever:

85:&/ =uypudA; + ugpudAs + ugpudAs — ((ulpu + 8810 dy1> dA; +

Sugp (2.10)

s

Jus
<u2pu + dy2> dA; + <U3pu + dy3> dA3> + qdV.

9ys

Figura 3 — Volume de controle infinitesimal: fluxo de quantidade de movimento

9(puzu)
pusu + Bys d
dy1
, -
dy? 1 P dy3
—_ —f—
puzu / pusu H- 5(gzzu)d
puiu + a(pulu) === dyy
pusa

Fonte: Elaborada pela autora

Dividindo-se a Equacao (2.10) por dV e efetuando-se as subtragoes, chega-se a:

dpu  duipu  Jugpu  Juzpu N

= , 2.11
ot Oy Yo Y3 4 (211)
ou ainda, considerando que p é constante:
ou
8t+v (u®@u)—-f)-V,-0=0, (2.12)

onde f = b/p representa a forga de campo por unidade de massa.

Da consideracao da equagao da continuidade, a Equagao (2.12) pode ser rescrita

ainda em sua forma convectiva como:

(E;:JF(“ v, u f>_Vy.o-:0. (2.13)
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2.1.3 Relagao constitutiva

O tensor de tensoes de Cauchy o é definido para fluidos newtonianos incompressiveis

pela seguinte relagao constitutiva:
o = —pl+2ue(u), (2.14)

onde p representa a pressao, p a viscosidade dindmica do fluido e e(e) é o tensor taxa de

deformacao euleriana, definido como:

e(0) = 5 (Vy(o) + V(o)) (2.15)

N | —

2.2 Descricao euleriana-lagrangiana arbitraria

A descrigao lagrangiana-euleriana arbitraria (Donea; Giuliani; Halleux, 1982;
Hughes; Liu; Zimmerman, 1981) representa uma generalizacao das descrigoes puramente
lagrangiana e puramente euleriana do movimento do continuo. A descricao lagrangiana fixa
a atencao em pontos materiais do continuo, enquanto na descricao euleriana considera-se
uma porgao fixa do espago ocupada pelo continuo e analisam-se os pontos materiais que
passam por essa porc¢ao ao longo do tempo. Como consequéncia, na descricdo puramente
lagrangiana a malha computacional move-se com o continuo, enquanto, na euleriana, a
malha computacional mantém-se espacialmente fixa e permeavel ao meio continuo. Por
sua vez, na descri¢ao lagrangiana-euleriana arbitraria trabalha-se com um dominio de
referéncia que pode mover-se de maneira independente do movimento dos pontos materiais

do continuo analisado.

Para a aplicacao dessa metodologia as equagoes governantes da mecanica dos fluidos,
consideram-se trés dominios continuos, de acordo com a Figura 4: (i) o dominio inicial,
chamado de dominio material (), definido pelas coordenadas dos pontos materiais x
na configuragio inicial; (ii) o dominio atual, chamado de dominio espacial (), definido
pelas coordenadas espaciais y; e, por fim, (iii) o dominio de referéncia (2;), associado

as coordenadas dos pontos de referéncia x.

Considera-se, neste texto, o dominio de referéncia €2z, como sendo a configuracao
inicial da malha, enquanto as configuracoes atuais, tanto da malha como do continuo,

coincidem com a referéncia espacial 2.

As coordenadas no dominio €2 podem ser mapeadas a partir do dominio inicial (£2)

ou do dominio de referéncia (€2z) utilizando as seguintes fungoes de mapeamento:

y = f(x,t) = f(x,1). (2.16)

Da mesma forma, o dominio de referéncia é mapeado a partir do inicial por:

% = f(x,1). (2.17)
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Figura 4 — Dominios na descricao lagrangiana-euleriana arbitraria

f y?;wQai‘Q

/\\A

Q
Qo
y
X
A >
Y1,T1,T1
X
f
f
_ Q,
Y3, 3,23

Fonte: Elaborada pela autora

A velocidade dos pontos da malha é calculada através de:

a?g;, t) ’ |

u=

(2.18)

e a velocidade dos pontos materiais no instante ¢ é obtida pela derivada do vetor posicao
y, mantendo x fixo, como:

Of(x,t)

_ 0y(x,t)
U 0 -

ot

(2.19)

X X

As matrizes jacobianas dos mapeamentos considerando a dependéncia do espago e
do tempo sao dadas por:

_o(f(x,t),t) a—i u
F = Tt - IST 1] , (2.20)
_ o(fx0),t) [2 a
F=0xn = lgT 1]’ (221)
) C0(f(x,t),t) | E w
T = o) lgT 1] , (2.22)
sendo w = ‘?3’;‘ R

Considerando que f (x,t) = f o f, define-se:

axt)  axt)  axt) (2.23)
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que pode ser rescrita como:

& u Xoal |ZEow
o 1| lo7 1| |oT 1| (224)

Dessa forma, é estabelecida uma relacao entre a velocidade da malha e a velocidade

do ponto material:

dy

u=u+ —
ox

W (2.25)

Supondo agora uma grandeza fisica escalar, denominada ¢(y,?) na configuracao
espacial, de g*(X,t) na configuragao de referéncia e ¢**(x,t) na configuragao material, é

possivel escrever:
g7 (x,t) = g(f(x,1),1), (2.26)
ou:
g*=gof, (2.27)

0 que permite escrever o seguinte gradiente:

0g™(x,1) _ dg(y,t) 0f(x,t)

) 2.28
0xt) 0.0 Ix (2:25)
que, em forma matricial, é apresentado como:

Oy

A partir dessa expressao escreve-se a derivada temporal da variavel na configuragao
material:
dg™ dg = 0Og

que corresponde a derivada material de g. Para facilitar a visualizacao, removem-se os

sobrescritos **, obtendo-se:

Dg g dg
Dg _ 99| _ 99 RV 2.31
Dt~ ol o), " Vg (2:31)

Usando essa mesma metodologia, a transformacao de ¢g*(x,t) para a referéncia

material ¢ escrita da seguinte forma:

gt =g of, (2.32)



66

que resulta no gradiente:

d 0 ag* o W
* % * % o * * %
% =1 % e | (2:33)
com a segunda coluna expressa por:
= "W, 2.34
ot ot ox " (2.34)

Utilizando-se a Equagao (2.25) e substituindo-a na Equagao (2.34), tem-se:

dg™  90g*  0g* _
o " o Ty (W w:

(2.35)

Removendo-se os sobrescritos (** e *), chega-se a equagao fundamental para os

desenvolvimentos utilizando a metodologia ALE:

Dg g dg _

A partir da definigao de derivada material da Equagao (2.31) e comparando com

a Equagao (2.13), pode-se rescrever a equagao da quantidade de movimento da seguinte
forma:

Du

p(m—f)—Vy~0':O. (2.37)

Para expressar a equacao da quantidade de movimento em uma descricao ALE,

basta substituir na Equagao (2.37) a definicdo de derivada material apresentada na

Equacao (2.36), resultando:
Ju
P\ ot

A equagao da continuidade ¢ independente da movimentacao da malha. Dessa

+(u—ﬁ)-Vyu—f)—Vy-0':0. (2.38)

b3

forma, a Equagao (2.4) permanece valida para analises usando uma descrigao ALE.

2.2.1 Forma forte do modelo para escoamentos incompressiveis com contornos moveis

Nesta secao é apresentado o problema para escoamentos incompressiveis com
contornos moveis, assumindo-se que a velocidade da malha (do dominio de referéncia) é
inteiramente conhecida. Posteriormente sera desenvolvido o modelo matematico adotado

para a movimentacao da malha.

Seja €2 € R™4, com ng = 1,2,3 definindo a dimensao do dominio espacial do

escoamento com contorno I' = I'p U 'y, no instante ¢t € (0,7) (ver Figura 5).
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Figura 5 — Dominio para um problema da DFC

Fonte: Elaborada pela autora

Para escoamentos incompressiveis isotérmicos o fluido possui movimento descrito
pela equagao da quantidade de movimento (Equagdo (2.37)) e da continuidade (Equa-
¢ao (2.4)). Para completar a formulagao da mecénica dos fluidos, condigdes de contorno
devem ser especificadas. Em geral, em uma dada parte do contorno espacial, condigoes
de contorno essenciais (Dirichlet) ou naturais (Neumann) sdao aplicadas. Dessa forma, o

escoamento é governado pelo seguinte conjunto de equacoes:

PG+ (-1 Vyu—f) -V, 0 =0emQ
V,-u=0em
u=upemlIp

(2.39)

o-n=hemIy,

onde o é obtido por meio da Equagdo (2.14), sendo I'p a porgao do contorno sobre a qual
sao impostas as condi¢oes de contorno de Dirichlet, representadas pela distribuicao de
velocidade prescrita up, e I'y a por¢ao com condi¢des de Neumann, descritas pelas forcas

de superficie h. A variavel n representa o vetor unitario normal ao contorno I'y.

2.3 Forma fraca e discretizacao espacial das equacdes governantes

Tomando-se a forma forte das equagoes governantes da DFC em descricao ALE,
aplica-se o método dos residuos ponderados para se chegar a forma fraca e proceder com a
discretizacao espacial. Os espagos de dimensao finita das fungoes-tentativa que descrevem
a velocidade e a pressao sao chamados de S, e S, respectivamente, definidos como:

d

Sy = {u lu(-,t) € (Hl (Q))ns ,u=up em FD} (2.40)
sp:{p|p(-)eL?(Q),/deQ:oser:rN}, (2.41)

sendo (H'(Q))™ o Espago de Hilbert de ordem 1 e L?(Q2) o Espaco de Lebesgue de

fungoes quadrado integraveis.
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Os espacos das fungoes teste (ou fungoes ponderadoras) das equagoes da quantidade

de movimento e da continuidade sdo definidos, respectivamente, por:

Vo={wlw() e (H (@)™ w=0emTp}, (2.42)

Vv, =3, (2.43)

Aplicando-se o método dos residuos ponderados a Equagao (2.38) e a Equacao (2.4),
integrando-se por partes o termo referente ao tensor de tensoes de Cauchy, empregando-se
o teorema da divergéncia e levando-se em consideracao a condi¢ao de homogeneidade da

funcado w sobre o contorno I'p, obtém-se a forma fraca do problema, dada por:

'y

ou _
/Qw-p<atx—i—(u—u)-Vyu—f)dQ%—/Qe(w).adQ— w-hdl'y =0, (2.44)

(4ﬂkumgzu (2.45)

A solucao do problema consiste, entao, em encontrar u € §, e p € §,, de modo
que para todo w € V, e para todo ¢ € V,, a Equacdo (2.44) e a Equacao (2.45) sejam

verdadeiras.

2.3.1 M¢étodo dos Elementos Finitos

Antes de prosseguir com a discretizacao espacial da forma fraca do conjunto de
equacoes da Mecanica dos Fluidos, é fundamental compreender os principios basicos do
Método dos Elementos Finitos. A discretizagao espacial tanto pelo MEF, como pela AIG
(Capitulo 3), baseia-se em tomar um problema continuo com dominio €2 e representé-lo
por um dominio Q" que é dividido em subdominios ¢, também chamados de elementos

(MEF) ou células (AIG), de forma que:

Mel

Q~Q" =0, (2.46)
e=1

onde ng representa o nimero total de elementos ou células.

Da mesma forma, o contorno de €2 é aproximado da seguinte forma:

Teb

I'~T" =TI’ (2.47)
b=1

onde ng, representa o numero de faces ou lados, de elementos ou células, que formam o

contorno.

No MEF, cada elemento é definido com auxilio de um conjunto de pontos chamados

nos. As variaveis de interesse do problema, que incluem a geometria na abordagem
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isoparamétrica, sdo aproximadas pela combinacao linear de um ntimero finito de fungoes
associadas aos nos, chamadas fungoes de forma, multiplicadas por variaveis denominadas
parametros nodais. As fungoes de forma utilizadas no MEF tradicionalmente satisfazem a
propriedade de particdo da unidade, ou seja, a soma das func¢oes de forma associadas a
todos os nds de um elemento resulta em 1 para qualquer ponto dentro do seu dominio. A
técnica de elementos finitos pode ser encontrada nos diversos livros disponiveis sobre o
assunto, tais como Reddy (2006) e Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2013).

Neste trabalho, para a Mecanica dos Fluidos no contexto do MEF, sao utilizadas
fungbes de forma quadraticas do tipo polinomios de Lagrange, sendo empregados elementos
isoparamétricos triangulares para o caso 2D e tetraédricos para o caso 3D. Esses elementos
sao apresentados na Figura 6a e Figura 6b, onde sao ilustrados também as coordenadas

paramétricas adimensionais adotadas para definir as fun¢oes de forma.

Figura 6 — Elementos finitos: representagao espacial e paramétrica

(a) Elemento finito 2D

AY2
7
2
5 4
2 /’ ¢
0 3 1
E 4
0 1
3 Y1
>

Ys

Fonte: Elaborada pela autora

Adotar a abordagem isoparamétrica implica que a geometria do problema é descrita
também pela combinagao entre fungoes de forma e as coordenadas nodais da malha, ou

seja:
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TMnos

y"(€) = Z_:l YaNa(£), (2.48)

sendo que para uma geometria tridimensional o vetor y possui coordenadas i,y € y3, as
quais representam as posigoes atuais dos pontos que compoem o dominio, e o vetor das
n_n

coordenadas paramétricas & ¢ composto por £, n e (. O subindice "a" representa o indice

dos nés da malha, n,.s 0 nimero total de nés e N as fungoes de forma da discretizacgao.

2.3.2 Discretizacao espacial

As fungoes-tentativa para velocidade e pressdo, bem como as funcoes-teste, sao

definidas pela combinagao linear das fungoes de forma sobre cada subdominio por:

u"(&,t) = ”gl u,(t) Na(8), (2.49)

1) = zifpau)zva(e), (2.50)

wh(€) = ’gwam@) (2.51)

| ¢"(&) = Zzz:l qaNa(£). (2.52)

O problema passa a ser enunciado como: encontrar u* € S" e ph € S;L, de tal modo

queVw'eVteqghe V;} a seguinte expressao seja verdadeira:

[ ou"
Q p 6ti

—/ W hdl +/qh<Vy-uh)dQ:0,
'y Q

+ (u" —a" ~Vyuh—fh>dQ+ w") o (u”,p") dQ
( ) /96( ) ( p) (2.53)

sendo as variaveis w, e ¢, arbitrarias nas aproximacoes, enquanto u, e p, sao as incognitas

a serem determinadas.

No entanto, as formulagoes obtidas pelo método de Bubnov-Galerkin sao conhecidas
por apresentarem oscilagoes espirias em escoamentos dominados pela convec¢ao. Uma
das formas de se lidar com esse problema é a utilizagao de métodos estabilizados, como
o SUPG (Brooks; Hughes, 1982; Hughes; Tezduyar, 1984). Essa metodologia consiste
em adicionar a equagao da quantidade de movimento, o seu residuo ponderado por

TSUPG ((uh — ﬁh> -Vywh), onde Tgypg ¢ um parametro calculado para garantir bom
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condicionamento ao sistema. Do ponto de vista numérico, isso adiciona termos estabilizantes

na direcao das linhas de corrente.

Para os problemas de escoamentos incompressiveis aqui analisados, deve-se levar em
conta que os campos de velocidade e pressao nao podem ser aproximados arbitrariamente,
podendo levar a ocorréncia de oscilagdes espurias no campo de pressao e instabilidade na
solucao. Para evitar isso, podem ser escolhidos elementos Taylor-Hood que obedecam a
condigdo de LBB (Brezzi; Fortin, 1991; Strang; Fix, 2008; Zienkiewicz; Taylor; Nithiarasu,

2014), ou pode-se recorrer a um método estabilizado.

Para conferir maior flexibilidade ao programa, opta-se pela formulacao estabilizada
com a técnica PSPG (Hughes; Franca; Balestra, 1986; Tezduyar et al., 1992a). Essa técnica

consiste em adicionar a equacao da continuidade, o residuo da equacao da quantidade de

. ~ Vyqh , A
movimento ponderado pela fun¢ao mpspg ( f}q ), onde Tpgpg € um parametro calculado
para garantir bom condicionamento ao sistema. Essa metodologia introduz um termo
dependente da pressao na equacao da continuidade, que é responsavel pela estabilizacao,

contornando a condicao LBB.

Por fim, para prover maior estabilizacdo em problemas com formagcao de vértices,
adiciona-se a equagao da quantidade de movimento o residuo da equacao da continuidade
ponderado por vpsicp (Vy . Wh>, sendo vpgic um parametro de estabilizacdao. Essa estabili-
zagao, denominada LSIC, d& origem a um termo do tipo minimos quadrados que introduz,
de forma consistente, maior estabilidade a formulagao (Bazilevs; Takizawa; Tezduyar,
2013a; Tezduyar; Osawa, 2000).

Nota-se que a consisténcia da formulacao com SUPG, PSPG e LSIC é garantida,

uma vez que sao adicionados as equacgoes seus residuos ponderados.

Assim, o problema da dinamica dos fluidos na formulacao estabilizada, passa a
ser: determinar u”" € 8" e p" € Sg, de tal modo que V w" € V" e ¢" € V;j as seguintes

expressoes sejam verdadeiras:

[t ou"
Q P ot
Nel

— Wh : hh dFN + Z /Qe TSUPG ((llh — ﬁh> . Vywh) - I'nv <Uh7ph) dQ (254)
e=1

I'n

Nel

+ Z /Qe pVLSICVy . WhT'C <Uh> d?2=0
e=1 ’

+ (uh — ﬁh> . Vyuh — fh> dQ + /Qs (wh> e (uh,ph> dQ

X

Nel

\v/ h
/Qthy cu dQ + Z/ﬂ TPSPG <;”)q> STy (uh,ph> dQ2 =0, (2.55)
e=1 ¢

onde 1y e r¢ sao os residuos da equacao da quantidade de movimento e da equacao da
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continuidade, respectivamente, dados por:

h

v (uh,ph) =p <881;

X

re (uh) =V, u" (2.57)

Visto que existem funcgoes teste separadas para a velocidade e pressao, pode-se
definir dois vetores residuais correspondentes a equacao da quantidade de movimento Ry

e a equacao da continuidade R¢. Considerando a arbitrariedade de w, e q,, tem-se:

Ry = (Rum) (2.58)

a,zn’

Rc = (Re),, (2.59)

co1m:

ou”
(Rt _/QNaei p <8t

+ (uh _ ﬁh) - V,u" — fh> dQ + /Q e(Nye;): o (uhjph> dQ2

[ Noeonhdry Z [ e (0"~ %) - 9, Noey) -rag (u51) 02

'y

Tle]

+> /Q pvisic (Vy - Noei) e (uh) dQ
e=1

(2.60)

(VyNa

(Re), =/9Navy-uh dQ+Z/Q TPSPG ) oy (u*,p") de, (2.61)
e=1 )

com ¢ = 1,2 para problemas 2D, ¢ = 1,2, 3 para problemas 3D e e; vetores unitarios de

base.

Considerando U, U e p os vetores nodais dos graus de liberdade respectivos a
aceralagao, velocidade e pressao, pode-se escrever a forma semi discreta do problema da

DFC como: encontrar U, U e p de maneira que:

Ry (U, U, p) =0 (2.62)

Rc(U,U,p) =0. (2.63)
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2.3.3 Parametros de estabilizacao

A definicao adequada dos parametros de estabilizacao tem papel fundamental no

desempenho do método e na sua estabilidade numérica.

Desde os primeiros desenvolvimentos relacionados aos métodos estabilizados houve
um amadurecimento das expressoes de definicao dos parametros 7, as quais passam a levar
em consideracao formulagoes mais robustas, sendo adaptadas tanto para elementos de

ordem elevadas, quanto para malhas mais complexas, como as usadas em AlIG.

Considerando que neste trabalho dois tipos de aproximacoes espaciais sdo utilizadas,
uma baseada no MEF e outra baseada em AIG, adotam-se os pardmetros propostos mais
recentemente por Otoguro, Takizawa e Tezduyar (2020), Takizawa, Tezduyar e Otoguro

(2018) e Takizawa, Ueda e Tezduyar (2019), que sdo adequados para ambas as aproximagoes.

Para a obtencao dos parametros de estabilizacdo é necessaria a definicdo de um
tensor métrico do elemento (G), a partir do qual serdo definidos comprimentos direcionais

no elemento. Com tal propdsito, descreve-se inicialmente a matriz jacobiana Q, como:

a- () 2o

Para que a ordem polinomial seja levada em consideracao, ou, outros fatores como a
dimensao do elemento no espaco paramétrico, aplica-se a QQ, uma matriz de transformagcao

(D), conforme a seguinte expressao:

Q=QD . (2.65)

E o tensor métrico é entdo definido como:

G=Q7TQ (2.66)

Em geral, se escolhe o espago paramétrico baseado em razdes como eficiéncia
da integragdo numeérica ou conveniéncia de implementacao. A maioria das metodologias
utilizadas para definir o comprimento do elemento nao leva este fator em consideracao.
Para essa finalidade, em Takizawa, Tezduyar e Otoguro (2018) apresenta-se a matriz de

transformagcao (D) como:

o
o€’

com & chamado de espacgo paramétrico de preferéncia.

D= (2.67)

No contexto do MEF, para elementos simplex (tridngulos e tetraedros para uma
formulagao bidimensional e tridimensional, respectivamente), buscando encontrar uma

expressao que leve a um comprimento de elemento que nao possua variacao em funcao da
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ordenagao dos nds, Takizawa, Ueda e Tezduyar (2019) introduziram um espago paramétrico
preferido, que consiste em um elemento simplex regular com distancia entre vértices de 2,

e chegaram a seguinte expressao para D quando ngg = 2:

2 3+1 3—1
p_ VZ[Virl V3-1) (2.68)
2 |V3-1 V3+1
e para ng = 3:
4 1 1
V2
1114

A definicao da matriz D para elementos isogeométricos sera descrita na subse-
cao 3.4.1.

A partir do tensor métrico, é possivel escrever o comprimento do elemento na

direcao do vetor r, como:

D=

hRQD =2 (I‘I‘ : G)i > (270)

onde o fator 2 vem de um tipico espago paramétrico, que é um quadrado (2D) ou um
cubo (3D) com lado de comprimento 2, e r é o vetor unitario na diregao do gradiente da

intensidade da velocidade, designado como:

_ _Vy|u" -1
IV [lu" —a” ||

(2.71)

r

Além disso, nessa metodologia, o comprimento direcional do elemento (hrqp) é

limitado pelos minimos e méaximos valores representados abaixo:

hmin = 2min ((rr: G)72) (2.72)

J——— 2m7z}x ((rr : G)’%) , (2.73)

que podem ser reescritos como:

D=

hmin =2 ()\ma:vG)_ (274)

D=

hmax =2 ()\mlnG)_ (275)

onde A\az € Amin representam os autovalores maximos e minimos da matriz G.
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Por fim, os parametros de estabilizagdo sdo escritos como:

1
1 1 1 T2
TSUPG = TPSPG = < 3 + — + — ) , (2.76)
TsugN1  TsugN2  TSUGNS3
vsic = Tsupa|lu® — a”|?, (2.77)
onde:
TooaNL = (uh - ﬁh) (uh — ﬁh) G, (2.78)
At
TsUGN2 = - (2.79)
e
Tstans = V (Tregreg : G+ (1 = [[Treg|)40,5,) ) (2.80)

sendo r,., definido como:

o v, Ju" — |
" = o 2 (19, [ — ),

(2.81)

com ¢ sendo uma constante pequena e (||Vy|]uh — ﬁh””)o um valor de referéncia. Os
termos Tsyani, TSUGN2 € TsuGgN3 Sao parametros correspondentes aos termos convectivos,

inerciais e viscosos, respectivamente.

2.4 Integracao temporal e solucao numérica

Para a integracao temporal das equacgoes governantes, utiliza-se o método a-
generalizado. Esse método foi proposto inicialmente por Chung e Hulbert (1993) no
contexto da Mecanica das Estruturas, estendido mais tarde para o contexto da Dinamica
dos Fluidos Computacional por Jansen, Whiting e Hulbert (2000).

Considerando que o tempo da andlise do problema é definido por um intervalo
temporal de [0, 7], o qual é particionado em npt subintervalos At,, = t,.; — t,, com t, e
t,+1 sendo os instantes anterior e atual, respectivamente, a solu¢ao do problema consiste
em: conhecidos os valores nodais de aceleracao, velocidade e pressao (U, U e p) no instante

n, encontrar a solucao no instante n + 1 de forma que:

RM(Un-i—ozm, Un—f—af; pn+1> = 07 282)
Rc(ﬂn-i-am? UTL"I‘OIf? pn+1) =0, (283)

com:
Un—i—am = Un + am (Un+1 - Un) ) (284)

U’VH—ch = Un + ay (Un+1 — Un) s (285)
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sendo Uy, 14, € Upiqa, valores intermediarios entre t,, e t,,1 do vetor aceleracao e velocidade
do escoamento. A relagao entre os valores nodais de aceleracao e velocidade é estabelecida

de acordo com férmula de Newmark (ver, por exemplo, (Hughes, 1976)):
U,i1 = U, + At ((1 — U, + 7Un+1) , (2.86)

onde v é um parametro do método.

Os parametros que definem o instante intermediario alteram as caracteristicas de
estabilidade e precisao do método. Segundo Jansen, Whiting e Hulbert (2000), a precisao

de segunda ordem ¢é garantida, para problemas lineares, se:
v=1/2+ oy, — ay, (2.87)
enquanto a estabilidade do problema é incondicional com:

Q> ayp > 1/2. (2.88)

Para proporcionar a precisao de segunda ordem de convergéncia, estabilidade
incondicional da solucao e permitir dissipacao 6tima de altas frequéncias, calcula-se o

pardmetro v de acordo com Equacao (2.87) e oy, ay, através de (Hughes, 2000):

1 (3 - pso
m= = 2.
a 2<1+Poo> (2.89)

1
=T

Qyr (290)

O parametro p, é denominado raio espectral e quantifica a dissipagdo numérica
introduzida pelo método para os modos de alta frequéncia, devendo estar contido no
intervalo de [0, 1] para garantir estabilidade e controle do amortecimento numérico. Para
P = 0 a dissipacao de altas frequéncias ¢ maxima e para p,, = 1 nao ha introducao de

difusdo numérica ao método.

Para a solugao do sistema de equagdes nao lineares compostas pela Equacao (2.82) e
pela Equagao (2.83) utiliza-se o método de Newton-Raphson. O método pode ser separado
em duas etapas: uma etapa preditiva (1 passo) e outra iterativa-corretiva (3 passos)

(Bazilevs; Takizawa; Tezduyar, 2013a).

Na etapa preditiva, conhecida a solugao em um passo de tempo n, prediz-se a

solucao em n + 1 com as seguintes equagoes:

. —1.
0, =1 L (2.91)

U, =U,, (2.92)
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Phi1 = Pas (2.93)

onde o indice 0 representa a iteracao de ntimero zero.

Na etapa iterativa corretiva, itera-se sobre a Equacao (2.82) e a Equagao (2.83) até
que elas sejam satisfeitas, considerando uma tolerancia prescrita, ou até que se alcance
uma quantidade maxima de iteracoes pré-estabelecida. Essa etapa é composta por trés
fases. A fase 1 consiste em determinar os valores no instante intermediario para as varidveis

nodais na iteragao u:

Ul = Ut o (UL, - 0,), (2.94)
Uy, = Unta; (Ui, - U,), (2.95)
Pps1 = Prg1- (2.96)

Na fase 2, com os valores intermedidrios das variaveis nodais, resolve-se o sistema
linear resultante da linearizagdo da Equacao (2.82) e da Equacao (2.83) com respeito as

variaveis de interesse ppi1 € Uj,yiq:

—— | AU! Ap! . = —Rjy, 2.97

6Un+1 n+1 apn+1 . pn+1 M ( )
OR¢ ORc ,

AU+ Ap i =—RL. 2.98

3Un+1 . n+1 apn—i—l n+1 C ( )

Por fim, na fase 3 atualiza-se a solucao através das seguintes relagoes:

fjiz—:-ll U nt1 T AUn+17 (2.99)
Ut = U, +9AIAT, (2.100)
Pi = Phyt + APy (2.101)

Na utilizacdo do método a-generalizado, as integrais da Equagao (2.82) e da

Equagao (2.83) sdo avaliadas no instante t = ¢,,14,, de forma que:

[ae=[ " (), 2102

7L+af

e, por consequéncia:
Voo, = " 1Y E trvay) = apy" (& tgn) + (1= ap)y" (X 1)} - (2.103)
2.5 Implementacao computacional

Finalmente, é possivel estabelecer o algoritmo para a solucao dos problemas de
escoamentos incompressiveis com a formulacao estabilizada do MEF, o qual é apresentado

abaixo no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Algoritmo para problemas da DFC

1: para o passo de tempo 0 até npt — 1 faga:

2 14+ 0;

3 Predigao da solugdo: aplicagao da Equagao (2.91), Equagao (2.92) e Equagao (2.93);

4: enquanto (¢ > tolerancia) faga:

5 141+ 1;

6 Interpolacao das varidveis do problema: aplicagao da Equacao (2.94), Equa-
¢ao (2.95) e Equagao (2.96);

7 Calculo do incremento nas variaveis do problema: U’nﬂ e Pny1 de acordo com
a Equagao (2.97) e Equagao (2.98);

8: Atualizacao da solucao: calculadas de acordo com a Equagao (2.99), Equa-
¢ao (2.100) e Equagao (2.101);

9: Célculo do erro:

c=|Ri . (2.104)

10: fim enquanto

11: Atualizacao das variaveis do passo anterior;

12: fim para

2.6 Verificacao e aplicacoes

Para a verificacdo do codigo baseado no MEF sao simulados dois exemplos am-
plamente estudados na literatura: escoamento sobre um cilindro e escoamento sobre uma

cavidade quadrada.

2.6.1 Escoamento sobre um cilindro

Este exemplo considera um escoamento viscoso incompressivel sobre um cilindro
rigido com diferentes nimeros de Reynolds: Re = 40, Re = 100 e Re = 1000, calculados
de acordo com:

_ ol _ Ll
[t v

onde a dimensao caracteristica do problema L é adotada como sendo o didmetro do

Re (2.105)

cilindro D e v é a viscosidade cinematica do fluido. Tomam-se como parametros de
analise os coeficientes aerodinamicos medidos ao longo do tempo e avalia-se se o modelo é
capaz de reproduzir os fendmenos relacionados a formacao e desprendimento de vortices

caracteristicos desse problema.

A geometria e as condigbes de contorno sao apresentadas na Figura 7a, tratando-se
de um dominio retangular, parametrizado em funcao do didmetro do cilindro, com um
perfil constante de velocidade na entrada e condi¢ao de parede lisa nos limites superior
e inferior. No contorno denominado como saida, aplica-se condicdo de Neumann nula.
Na Figura 7b ¢é apresentada a malha utilizada para esse problema, composta por 9122

elementos finitos triangulares de aproximacao quadratica e 18508 nds. O problema foi
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simulado para valores unitarios adimensionais para D, us, € p. Adotou-se passo de tempo

At = 0,05 e pardametro do integrador temporal p,, = 0,5, variando-se a viscosidade em
fungdo do ntimero de Reynolds.

Figura 7 — Cilindro: geometria, condi¢gdes de contorno e malha

(a) Geometria e condigoes de contorno

Uy = 0
A
B 56D .
: 18D 3
U w Y2
1 = Uoso
uy =0 D ¢ by :y; 50D saida
Ug = 0
\
Ug = 0
(b) Malha

Fonte: Elaborada pela autora

Para o calculo dos coeficientes aerodinamicos é necessario definir-se primeiramente as

forgas de arrasto (Fp) e de sustentagdo (F7), as quais resultam das tensoes de cisalhamento

e da pressao, sendo calculadas pelas seguintes expressoes:

Fp= [ oyndr. (2.106)
Te

Fp = /F om;dT,, (2.107)
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onde I'; representa o contorno do cilindro e n; é a componente j do vetor unitirio normal

a ', com j = 1,2. Os coeficientes de arrasto e sustentacao sao definidos respectivamente

por:
Fp
Ch=— 2.108
P 0,50 us 2L (2.108)
e
Fy
Cr=— . 2.109
L= OapluslPL (2.109)

Para este problema, a frequéncia do desprendimento de vértices que ocorre a
partir de determinado niimero de Reynolds pode ser determinada a partir do niimero
adimensional de Strouhal (St), dado por:

St = fol (2.110)

luse ]’

com f, sendo a frequéncia de desprendimento dos vortices.

Como pode-se observar na Figura 8, para Re = 40 o coeficiente de arrasto atinge
um valor constante, quando o escoamento fica estacionario, permanecendo assim até o
final da andlise, enquanto o coeficiente de sustentagdao permanece nulo. Isso é o que se
espera, visto que para Reynolds entre 5 a 50, deve-se observar a formacgao de dois vortices

simétricos e estacionarios na regiao a jusante do cilindro (Lienhard, 1966).

Com o aumento do niimero de Reynolds, o par de vortices é quebrado, gerando a
chamada esteira de von Karman, com formacao de vortices de maneira alternada entre
as regioes superior e inferior do cilindro ((Lienhard, 1966)), levando ao comportamento
oscilatério observado nos graficos para Re = 100 e Re = 1000. Os valores do coeficiente
de Strouhal, para Re = 100 e Re = 1000, assim como os valores médios obtidos para o
coeficiente de arrasto (Cpmeq) para Re = 40, Re = 100 e Re = 1000 s@o apresentados
na Tabela 1, onde sdo comparados com os valores de referéncia provenientes do trabalho

numérico de Wanderley e Levi (2002).

Vale ressaltar que os resultados apresentados para Re = 1000 sao idealizados,
buscando reproduzir e verificar resultados numéricos de outros autores, visto que nesta
faixa de nimero de Reynolds ja existem efeitos de turbuléncia, que s6 poderiam ser

captados com um modelo 3D.

Na Figura 9 e na Figura 10 sao apresentados os campos de velocidade e pressao
ao longo do n-ésimo periodo de um ciclo de movimento periédico nT" para Re = 100.
Pode-se notar, nessas imagens, a formacgao e o desprendimento de vortices na esteira de

Von Karmén.



81

Figura 8 — Cilindro: coeficientes aerodinamicos

(a) Coeficiente de arrasto Cp

i nmmmm (e
4 wwwulm |ll|lIlllIlI!IlI!IlllllI!llllI!llllllIll!llI!llllllIIllll||lllllllllllll!lllll!llll
(b) Coeficiente d::::stentagao Cr

] /\M M /

Fonte: Elaborada pela autora

Tabela 1 — Comparacao entre valores obtidos e os da referéncia

Cbmed St
Presente estudo Referéncia Presente estudo Referéncia
40 1,54 1,59
100 1,35 1,33 0,166 0,163
1000 1,52 1,51 0,238 0,235

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 9 — Cilindro: campo de velocidade para Re = 100
(a) nT (b) nT +T/6

Velocidade
0,00 0,20 0.4 0,80 1,00 1,32
7*0’0& J———

Fonte: Elaborada pela autora



83

Figura 10 — Cilindro: campo de pressao para Re = 100
(a) nT (b) nT +T/6

(c) nT +T/3 (d) nT +T/2

(e) nT + 2T/3 (f) nT +5T/6

PressGo
-0,63 -0,40 -0,20 0,00 0,20 0,400,55

Fonte: Elaborada pela autora
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2.6.2 Escoamento sobre cavidade

Este exemplo considera uma cavidade hexaédrica com velocidade prescrita horizon-
tal us, em sua face superior. A geometria do problema bem como as condi¢des de contorno
sao apresentadas na Figura 11a. As paredes da cavidade sao rigidas, com paredes laterais e
do fundo com condicao de aderéncia e, adicionalmente, condi¢ao de simetria na dire¢ao ys.
A discretizacao espacial em elementos finitos utilizada é apresentada na Figura 11b, a qual
consiste em 7252 elementos tetraédricos quadraticos e 14727 nés. Embora este problema
possa ser representado por uma discretizacao bidimensional, adota-se uma discretizacao

3D para um primeiro teste das implementagoes dos elementos finitos tetraédricos.

Figura 11 — Cavidade: geometria, condigoes de contorno e malha

(a) Geometria e condigoes de contorno (b) Malha
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Fonte: Elaborada pela autora

O problema é estudado para trés diferentes nimeros de Reynolds (100, 400 e 1000),
calculados de acordo com Equagdo (2.105), considerando L como sendo o comprimento do
lado da cavidade. O problema foi simulado para uma velocidade na parede superior de
U = 1,0m/s, p = 1,0kg/m?, At = 0,05s, e poo = 0, sendo a viscosidade do fluido variada
de modo a alterar o nimero de Reynolds. A simulagao foi mantida até que se atingiu o

estado estacionario de escoamento.

Os perfis de velocidade adimensionalizada (u/us) ao longo de duas linhas centrais
nas diregoes y; e Yo, posicionadas no centro da espessura na direcao ys, sao apresentados

na Figura 12 e comparados com a referéncia de Ghia, Ghia e Shin (1982).

Os campos de velocidade e de pressao, em um plano y; Xy, para a situagao
estacionaria sao apresentados na Figura 13 e na Figura 14, respectivamente. Ressalta-se
que para a simulagdo, por se tratar de um problema com todos os contornos com condicao
de Dirichlet impostos, a pressao torna-se indefinida. Por esse motivo, prescreveu-se pressao

P = P = 0,0 no canto superior direito da cavidade.



Figura 12 — Cavidade: perfis de velocidade adimensionalizados

(a) Re=100 (b) Re=400

C’u,z
CUQ

C'LLl Cu1

—1 L L -1 L L

-1 0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5
Cuy — uy fuce Cuy — u1 /oo

Cug — y1(m) Cug — y1(m)

(¢) Re=1000

Nt
o
T
L

CUQ

Cuy — y2(m)
Cug — us /oo
(=]

Cu1

a . .
-1 05 0 0.5 |
Cuy — Uy /oo

Cuy — y1(m)

Trabalho atual
Ghia, Ghia e Shin (1982) X

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 13 — Cavidade: campo de velocidade

(a) Re=100 (b) Re=400 ) Re=1000
\/ 7, .
Velocidade(m/s)

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1.00

O
Fonte: Elaborada pela autora

Figura 14 — Cavidade: campo de pressao

(a) Re=100 (b) Re=400 (¢) Re=1000

Pressao (Pa) Pressao (Pa) Pressao (Pa)
53 -2,00 4,00 6,00 6,95 -0,11 0,50 1,00 1,50 2,11 -0,02 020 040 0,60 080 1,00 1,25

-0,

Fonte: Elaborada pela autora
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3 ANALISE ISOGEOMETRICA APLICADA A DINAMICA DOS FLUIDOS COM-
PUTACIONAL

A AIG é uma técnica numérica introduzida por Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005)
para obtencao de solugdes aproximadas de equacoes diferenciais. O método pode ser
entendido como uma generalizacdo do MEF classico a partir do uso de funcgoes-base

especiais.

Na AIG, as fungoes-base escolhidas na discretizagao da geometria do problema
e de suas varidveis sdo aquelas utilizadas nos sistemas CAD, sendo as fungoes do tipo
NURBS as mais aplicadas (ver, por exemplo, Piegl e Tiller (1996)). O grande impulso para
o desenvolvimento da técnica foi proporcionar a integragao entre a engenharia de projeto,
com modelos baseados em CAD, e as simulagdes numéricas, com modelos principalmente

baseados no MEF, de forma que ambas trabalhem com somente um modelo geométrico.

A AIG apresenta algumas vantagens significativas, uma vez que permite a repre-
sentacao exata de diversas geometrias comuns, como conicas (quadricas, circulos, cilindros,
esferas e elipsoides), além de dispor de algoritmos eficientes e estaveis para a geragao de
objetos NURBS. As fun¢goes NURBS, em particular, possuem propriedades matematicas
que as tornam adequadas para aplica¢coes numeéricas, destacando-se a elevada suavidade,
a alta capacidade de aproximagao e a possibilidade de refinamento local por meio da
insercao de knots, os quais correspondem as coordenadas do espago paramétrico nas quais

as fungoes sao definidas.

Este capitulo apresenta uma breve introducao a AIG e sua relagao com o MEF
classico. Inicialmente, sdo descritas as fungoes-base B-splines, suas principais caracteristicas
e a construcao de geometrias associadas. Em seguida, introduzem-se as fun¢gbes NURBS,
destacando sua formulacao e aplicagbes geométricas. A AIG é entao introduzida no
contexto da DFC, enfatizando suas particularidades quanto a discretizacao das variaveis e
da geometria, aos métodos de integracdo numérica e a determinacgao dos parametros de
estabilizacao. Por fim, sao apresentados exemplos numéricos que verificam a formulagao
proposta. As principais referéncias bibliograficas que fundamentam esta construgao sao
Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) e Piegl e Tiller (1996).

3.1 Representacao geométrica com B-splines e NURBS

No contexto do MEF isoparamétrico, a formulagao é construida a partir da defini¢ao
de uma malha e de seus elementos, os quais sao representados tanto no espaco fisico quanto
no espago de coordenadas naturais adimensionais. Cada elemento ¢é caracterizado pelas
coordenadas de seus nés, sendo os graus de liberdade do problema associados aos valores

das fungoes de forma interpolados nesses pontos nodais.
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Dentro da AIG tém-se duas noc¢oes de malha: uma malha de pontos de controle
e uma malha fisica. A malha de pontos de controle é muito semelhante a uma malha
de elementos finitos; entretanto, ela ndo define a geometria, ela é apenas um esqueleto
que controla o formato da geometria (ver Figura 15), visto que as fungoes de forma
baseadas em B-Splines nao sao necessariamente interpolatorias. Dessa forma, os graus de
liberdade do problema sao associados aos pontos de controle, cujas posi¢oes nao coincidem,

necessariamente, com a geometria representada.

Figura 15 — NURBS: representagao geométrica
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Fonte: Elaborada pela autora

A malha fisica representa a geometria discretizada. Dentro da malha fisica podem
ser definidos dois tipos de elementos: um macro-elemento, denominado de patch, e o knot
span, que é o equivalente a um elemento finito e serd denominado como célula ao longo
desse texto. Cada patch é composto por um conjunto de células. Muitas geometrias simples
podem ser discretizadas apenas com um patch; entretanto, a depender da complexidade da
geometria ou de requisitos de parametrizacao, se torna necessario o uso de um conjunto
de patches. As células sdo representagoes geométricas de linhas, superficies e volumes nos

espagos fisicos unidimensional, bidimensional e tridimensional, respectivamente.

Cada patch e suas respectivas células possuem uma representacao no espago paramé-
trico (Figura 15), que é o espago onde as fungdes-base sao definidas. O espago paramétrico,
para os casos de fungoes univariadas, é definido por um knot vector, aqui denominado

de vetor de knots, que é um conjunto de knots ou coordenadas paramétricas. As células
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sao constituidas pelo espago entre dois knots consecutivos. O espago onde se representam
todas as células, inclusive as nulas (quando mais de um knot ocupa a mesma posi¢ao), é

chamado de espaco indicial.

Por fim, na andlise isogeométrica conta-se ainda com o espaco parental, que é o
espacgo de integracdo numérica das fungdes-base, em geral, definido de forma adimensional
[—1, 1] dentro de uma célula. Na Figura 15 pode-se observar os espagos relatados para

uma superficie 3D construida por fungoes-base quadréaticas e apenas um patch.

3.2 B-Splines

Para a construgao de geometrias NURBS, que serdao empregadas neste trabalho, é
fundamental compreender as fun¢oes-base B-splines e suas particularidades. Essas fungoes
servem como o ponto de partida para a definicdo de curvas, superficies e solidos NURBS,
sendo essenciais para o entendimento da flexibilidade e controle geométrico oferecido por
esse modelo. As B-splines sao fungoes construidas através de um vetor de coordenadas
paramétricas (vetor de knots) e que dependem de um conjunto de pontos de controle, sendo
esses elementos responsaveis por estabelecer a forma geométrica e o grau de continuidade

da curva ou superficie.

3.2.1 Vetor de knots

As fungoes B-Splines, utilizadas na construcao das NURBS, sdo definidas em um
espago paramétrico que é comum a um conjunto de células ou patch. O espago paramétrico
unidimensional é construido através de um vetor de knots, que consiste em um conjunto
nao decrescente de coordenadas paramétricas, definido como: = = [y, &1, ..., Enrpr1), sendo
que & € R e representa a i-ésima coordenada paramétrica com ¢ =0,1,...n+p+1,ep
corresponde ao grau polinomial das fun¢oes. O parametro n equivale ao indice da ultima
funcao-base nessa direcao paramétrica, sendo o conjunto de fungoes-base indexado de
0 a n, totalizando n + 1 fungdes. Os knots spans, ou intervalo entre knots, definem células
no espaco paramétrico, cujos contornos sao mapeados pelas fungoes-base para formar a

malha no espaco fisico.

O vetor de knots é classificado como uniforme, quando as coordenadas paramétricas
sao igualmente espacadas, e como nao-uniforme, caso contrario. A multiplicidade de um
knot pode ser superior a um, influenciando diretamente na continuidade e na forma das
funcoes-base, conforme sera visto posteriormente. Os vetores de knots conhecidos como
abertos sao frequentemente utilizados nas literaturas de CAD e caracterizam-se por ter
a primeira e a ultima coordenada paramétrica repetidas p + 1 vezes. Este fato garante
que as fungoes sejam interpolatorias nos extremos do espago paramétrico e nas bordas
entre patches, proporcionando, por exemplo, a homogeneidade com respeito as condi¢oes

de contorno essenciais.
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3.2.2 Fungoes-base e suas derivadas

As fungoes-base B-Splines (N°) univariadas sdo definidas a partir de um vetor de

knots unidimensional sendo, para p = 0, escritas através da seguinte relacao:

N2y (€) = 1 g <& <& ’ (3.1)

0 caso contrario

enquanto para func¢oes com p > 1 podem ser definidas por recorréncia, como:

Nz,b’p(g) — i]\ﬂ) (&) + MNZZLP—I(@’ (3.2)

- -
Sivp— & P Sivpr1 — Siv1
com¢=0,1,....n.

Essa equacao é conhecida como féormula recursiva de Coz-de Boor (Cox, 1972; de
Boor, 1972). Para fungbes B-Splines de grau p = 0 ou p = 1, obtém-se, respectivamente,

as mesmas fungoes constantes e lineares por partes utilizadas no MEF classico.

Na Figura 16, pode-se observar funcoes B-Splines quadraticas construidas sobre o
vetor de knots nao-uniforme aberto = = [0,0,0,1,2,3,3,4,4,4]. A figura evidencia que,
devido a repeticao de p + 1 vezes dos knots nas extremidades do vetor, as fungdes-base se
tornam interpolatorias nesses pontos. Ademais, a presenca de um knot com multiplicidade
2 em & = 3 reduz a regularidade da fungao-base nesse ponto, resultando na descontinuidade
da sua derivada. Em termos gerais, a continuidade de uma funcao B-Spline em uma

coordenada paramétrica é dada por CP~™+ onde m, é a multiplicidade do knot.

Figura 16 — Func¢oes B-Splines

O T T ml =i
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Fonte: Elaborada pela autora

As principais propriedades das fungdes B-Splines sao:
« Particao da Unidade: 37" N? (&) = 1;
« Positividade: todas as fungoes-base sao positivas, ou seja, Ni’fp >0, V¢;

o Suavidade: funcao de ordem p é, em geral, p — 1 vezes continua no contorno das

células;
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e Suporte Compacto: O suporte de cada ijp estd contido no intervalo [&;, &ipt1],

ou seja, em cada célula, apenas p 4+ 1 func¢oes sdo nao nulas.

A derivada de uma funcao de forma B-Spline pode ser calculada recursivamente
em termos de fungoes-base de ordem menor. Considerando uma fun¢ao de ordem p e vetor

de knots =, a derivada da i-ésima fun¢ao de forma pode ser escrita como:

Aoy P R
dgNz,p(f) §i+p o 52 Nz,p—l(ﬁ) gi—i-p—i-l _ fi—l—l Nz+1,p—1(§)' (33)

Essa expressao pode ser generalizada para derivadas de ordem superior através de:

d* b p! i b
@Ni,p(é) = M;)ak,jNi+j,pk(§)a (3.4)

que representa a k-ésima derivada da funcao ijp(ﬁ ), onde:

Oéo’() = 1, (35)

QK—1,0

Qpo=—" " =
Sitp—kt1 — &'

Q15 — Qg—1,5-1

Qg = j=1,.,k—1, (3.7)
Sivprj—k+1 — ity

—Op—1 k-1

(3.8)

Qg = -
Sivpr1 — Siv

Algoritmos eficientes para a determinacgao das func¢oes de forma B-Splines e de

suas derivadas podem ser encontradas em Piegl e Tiller (1996).

3.2.3 Geometrias B-Splines

Uma curva B-Spline é construida a partir da combinagao linear entre func¢oes-base
e um conjunto de pontos de controle. Considerando um conjunto de n + 1 fungoes-base
Nﬁp e respectivos pontos de controle B; € R4, com ¢ =0, 1,...,n, uma curva polinomial

por partes B-Spline univariada é definida como:
i=0

com y sendo as componentes do vetor de coordenadas fisicas. No contexto da DFC, y serd

utilizado para referir-se as coordenadas espaciais do dominio.
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Utilizando as func¢oes B-Splines apresentadas na Figura 16 e uma malha de n + 1
pontos de controle, obtém-se a curva em vermelho apresentada na Figura 17. Na Figura 17a
e na Figura 17b podem ser observadas também, a malha de pontos de controle e a

representacao fisica das células obtidas com essa combinacao, respectivamente.

Figura 17 — Curva B-Spline

(a) Malha de pontos de controle (b) Representagao fisica das células
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Fonte: Elaborada pela autora

A partir da Figura 17a nota-se que a curva B-Spline interpola o primeiro e o tltimo
ponto de controle, o que é uma caracteristica das curvas construidas com fungoes descritas
a partir de vetores de knots abertos. Adicionalmente, devido a multiplicidade do knot
de coordenada paramétrica & = 3, existe um ponto de controle intermediario também
interpolando a curva. Coordenadas paramétricas com multiplicidade maior ou igual ao grau
polinomial p resultam, por definicao, em interpolacao dos pontos de controle associados.
Além disso, a curva possui continuidade CP~! = C'' em todo o espaco paramétrico definido
por =, exceto em & = 3, onde equivale a C?~2 = C° que trata-se de uma propriedade

herdada das func¢oes-base.

Conforme observado na Figura 17a e Figura 17, muitas das caracteristicas de curvas
B-Splines sao consequéncias das propriedades das fungoes B-splines. Outra importante
propriedade dessas curvas é a Transformacao Afim, que significa que uma transformacgao
afim de uma curva B-spline é obtida aplicando a transformacao diretamente aos pontos de
controle. Além disso, devido ao suporte compacto das fungoes-base, as curvas B-Splines
possuem uma caracteristica denominada de localidade, que significa que, movendo-se um
ponto de controle, afeta-se nao mais do que p + 1 células na curva. Outras propriedades

matematicas das curvas B-Splines podem ser consultadas em detalhes em Piegl e Tiller

(1996).

Uma superficie B-spline ¢ obtida analogamente a curva B-spline. Dada uma rede
de pontos de controle B, ; € R™¢, com ¢ =0,1,...,ne j =0,1,...,m, e vetores de knots

E=1£0&1 s Epint1] € H = [N0sM1, s Ng+m+1), & superficie é obtida através do produto
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tensorial entre n + 1 fungoes univariadas Nibp e m+ 1 fungoes univariadas M ]b , da seguinte

forma:

S =y (&) =3 SN ()M, (1B, (3.10)

i=0 j=0
onde ¢ representa o grau das m + 1 fungoes na dire¢ao paramétrica 7).

Muitas das propriedades das superficies B-Splines sao resultado da natureza do
produto tensorial que as geram. A base de fungoes apresenta propriedade de positi-

vidade e forma uma particdo de unidade, de forma que, Y(£,1) € [&, &1, -, Eppnt1] X

[7]07 m, .. 77q+m+1]:
i i Nib’p(f)Mjb’q(n) - (i Nlljp(g)> (i Mjl?,q(n)) = 1. (3.11)

O suporte, por exemplo, de uma fungio bivariada me:nq (&m) = N}, (&M, (n) é
equivalente a: [§;, &itpr1] X [0 Mjgt1]-

Por fim, um sé6lido B-Spline é obtido através do produto tensorial entre fungoes
univariadas Nlbp, M3 b g © L,M, construidas sobre os vetores de knots = = [0, &1, ..., Eprnti)s
H =[N0, M, .- 77q+m+1] e Z =10, -, Grri11], respectivamente, e um conjunto de pontos
de controle B, ;;, € R™4, com i = 0,1,....,n, 7 = 0,1,....me k = 0,1,...,1, da seguinte

forma:

V€m0 =33 S NOM ()L OB, (3.12)

=0 j
na qual r representa o grau das [ + 1 fungdes-base na direcao paramétrica (.

As propriedades de um sélido B-Spline correspondem as generalizagoes trivari-
adas das propriedades das superficies B-Spline. Além disso, o suporte de uma func¢ao
trivariada sz’,j,k::p,q,r (&n, Q) = Nf’,p(ﬁ)Mj”,q(n)Li,r(C) estd contido no intervalo [&;, &ip41] X

15, Njrqr1] X [Chy Crprpa]-

3.2.4 Refinamento

Um dos aspectos mais relevantes das B-splines é a flexibilidade na forma de
enriquecimento da base, permitindo aprimorar sua representacao sem alterar a geome-
tria subjacente nem sua parametrizacdo. Dentre os principais procedimentos utilizados,
destacam-se: a insergao de knots (ou refinamento h), que consiste na subdivisdo da malha;
a elevagao de grau (ou refinamento p), que aumenta a ordem polinomial das fung¢oes-base;
o refinamento k, que promove simultaneamente um aumento da ordem e da continuidade
entre células; e, por fim, o refinamento hpk, que combina de forma coordenada as trés

estratégias anteriores, oferecendo maior controle e eficiéncia na representagdo da geometria
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e na solugdo numérica de problemas. Neste trabalho, é adotado apenas o refinamento A na

geracao das geometrias, baseado na insercao de knots.

O enriquecimento da base de funcoes utilizando a insercao de knots é realizado
sem que se altere uma curva geometricamente ou parametricamente. Para essa finalidade,
partindo-se de um vetor de knots = = [£o, &1, ..., Enipi], introduz-se o conceito de vetor
de knots estendido, o qual é representado por: = = [50 = &0, &1 e, §n+m+p+1 = &nipr1). As
n + m + 1 novas fungdes-base B-Splines sao determinadas através da Equagao (3.1) e da
Equacdo (3.2)), aplicando-as ao vetor de knots Z. Os n 4+ m + 1 novos pontos de controle

B = []_30, By, ..., B, |7 sao obtidos através da combinagao linear dos n + 1 pontos de

controle originais, B = [By, By, ..., B,,|T, por:

B="1T"B, (3.13)
com:
1 se& e i &
T?j _ 5 [5] fj—l—l) (3‘14)
0 caso contrario
e

Tﬁ%:§W:§Tg+§ﬂ“:?“T%dmmq:QLzmm—L (3.15)
J+a J J+q+1 J+1

sendoi=0,1,....,(n+m)ej=0,1,...n.

Considerando uma curva quadratica B-spline construida sobre um vetor de knots
aberto = = [0, 0,0, 1, 1, 1], apresentada na Figura 18a juntamente com sua rede de pontos
de controle, nota-se que essa curva possui apenas uma célula no espago fisico (Figura 18c)

e 3 fungoes-base no espaco paramétrico (Figura 18e).

Ao realizar a insergao de um knot, £ = 1/2, o vetor de knots estendido fica definido
como: = = [0,0,0,1/2,1,1,1]. Aplicando-se a Equacdo (3.1) e a Equacio (3.2) a esse vetor
de coordenadas paramétricas, obtém-se as 4 fungoes-base apresentadas na Figura 18f,
definidas sobre 2 células do espaco paramétrico. Apds o emprego do refinamento h, a
geometria da curva é preservada. No entanto, como ilustrado na Figura 18d, uma nova
célula fisica é inserida, além de que, de acordo com a Figura 18b, a malha de pontos de

controle é modificada, com o acréscimo de um novo ponto e o reajuste de suas posicoes.

Para fins praticos, o processo de refinamento consiste na insercao consecutiva de
coordenadas paramétricas ao vetor de knots até que se alcance a discretizacao desejada.
Um algoritmo mais eficiente para realizar esse procedimento de refinamento pode ser
encontrado em Piegl e Tiller (1996). Esse procedimento pode ser aplicado analogamente a

superficies e sélidos, aplicando-se a inser¢ao de knots nas dire¢oes paramétricas desejadas.
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Figura 18 — Refinamento h de uma curva B-Spline

(a) Curva original e pontos de controle
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3.3 NURBS

Uma geometria NURBS no espago R pode ser entendida, do ponto de vista
geométrico, como a transformacio projetiva de uma geometria B-Spline no espaco R™sd+L,
Nesse contexto, geometrias conicas podem ser construidas exatamente através de curvas
quadréticas por partes. Na Figura 19a, apresenta-se uma curva NURBS C (§) no espago
R2, que representa de forma exata uma circunferéncia, a qual foi obtida a partir da
transformagao projetiva de uma curva quadréatica por partes B-Spline (C* (£)) no espago
R3. A transformacao é realizada através da projecao em um plano y3 = 1 de cada ponto

da curva projetiva C" (£) através de um raio que passa pela origem.

Figura 19 — Projecao transformativa de entidade B-Spline

(a) Projegao transformativa: curva B-Spline (b) Projecao transformativa: pontos de controle
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Fonte: Elaborada pela autora

O mesmo procedimento de transformacao pode ser realizado para obtencao dos
pontos de controle NURBS (Figura 19b) a partir de pontos de controle projetivos BY,

usando a seguinte relagao:

wi = (BY), 41 (3.17)

7

sendo (B;) ;0 j-ésimo componente do vetor B; e w; refere-se ao i-ésimo peso, que consiste

na coordenada ys; dos pontos de controle projetivos para o exemplo citado.

Para a aplicacao dessa mesma transformacao para cada ponto da curva, sera

utilizado um conceito de fungao peso, dada por:

W) = 30 N, (€ (.19
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e a curva NURBS pode ser definida como:
(C(8)); = (C¥(€)); /W (&), j=1,...,nsa. (3.19)

Tanto C* como W () sao fungdes polinomiais por partes; dessa forma, C(£) é uma

funcao racional por partes.

3.3.1 Fungoes-base NURBS e suas derivadas

Matematicamente, uma funcdo NURBS é obtida pela racionalizacao de uma funcao
B-Spline. Uma fungao racional NURBS (R) é construida através da seguinte expressao:
b
N i7p(€ )wi

RO =5 "N ey

(3.20)

comw; e w; € R, sendoi=1=0,1,...,n.

A derivada de uma funcao R; ), ¢ obtida aplicando simplesmente a regra do quociente

a expressao da Equagao (3.20):

d WA NG, () =W ()N, (€)
difRi’p@) = W; (W (§)>2 ) (321)
NP Y (&) = dNb 3.22
(Nip) (rﬁ):d*5 ip () (3.22)
W €)= SN (€)w (3:23)

A k-ésima derivada de R;, ¢ obtida em termos de derivadas de menor ordem,

através da seguinte expressao:

dk AP (@) = Zh, ()9 (€) & Rip (6)
com:
k k!
()5 o2
W) (¢) = iw (€) (3.26)
¢l
e:
AW (g) = wid—kN-’f (€) sem soma em 1. (3.27)
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3.3.2 Geometria NURBS

Uma curva NURBS é obtida através da combinacao linear entre as func¢oes-base

NURBS e um conjunto de pontos de controle, conforme expresso pela equagao abaixo:
=Y Ri,(¢)B; (3.28)
i=0

cujos pontos de controle e pesos sao escolhidos criteriosamente de forma a obter-se a

geometria desejada.

Analogamente, uma superficie NURBS é obtida através das seguintes relagoes:

Nb M? y
Rigal€n) = = (5) 7a(mw;,

E o, NP (5)M§,q(n)w;73 (3.29)

() =33 Ruypal€.m)Bus, (3.30)

=0 j=0
com w;; e w;; € R (sendo i = 1 =0,1,...,nej=7=0,1,..,m), correspondendo aos
pesos relativos as funcoes N7, (&) M}, (n) e N;p (&) Mjl.’,q (n), respectivamente.
Por fim, um sélido NURBS é obtido por:

Nb (S)Mb (77)L27T(C)wi,j,k
"o Sho NP(OME ()L (w4

Rijkpar (€, Q) = (3.31)

e
n m
Y (&m0 =20 Rijrpar(&n,0)Bijn, (3.32)
1=0 j=0 k=0
onde w;jk e w;5; €R (sendo i = 1=0,1,...n,j=7=0,1,...mek = k=01, ., 1), cor-
respondem aos pesos relativos as fungoes NP, (€) M?, (n) Ly, (¢) e N;.bp €3 M;?q (n) LY (C),
respectivamente.

3.3.3 Multiplos patches

Na grande maioria das situagoes praticas, é necessario o uso de multiplos patches
NURBS para descrever um dominio computacional. Isso ocorre porque o produto tensorial
do espago paramétrico nao é adequado para a representacao de dominios complexos ou
multiplamente conectados. Ademais, mesmo para dominios simples, do ponto de vista
da simulagao numérica, o uso de multiplos patches pode ser necessario em algumas

circunstancias, conforme serd visto na secao de exemplos.

Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) destacam que o uso de multiplos patches pode

facilitar a analise numérica quando diferentes materiais e modelos fisicos sao utilizados em
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distintas regidoes do dominio. Além disso, em processamento paralelo, pode ser conveniente,
do ponto de vista das estruturas de dados, ndo compartilhar um tinico patch entre diferentes

processadores.

A utilizacao de multiplos patches implica a necessidade de compatibilizar a discre-
tizacao na interface entre patches adjacentes; ou seja, a parametrizacao e o mapeamento
devem ser idénticos nesses locais. Cada ponto de controle em uma face de patches adjacen-
tes deve possuir um correspondente na face oposta. Esses pontos coincidentes sao tratados

como um unico ponto de controle dentro do sistema global resultante da andlise numérica.

Ressalta-se, ainda, que na interface entre os patches, devido a natureza interpolatéria
dos vetores de knots abertos, as funcoes-base possuem continuidade C°, conforme pode
ser observado na Figura 20, onde apresentam-se as fungoes-base univariadas na interface

entre dois patches.

Figura 20 — Fungoes-base na interface entre patches

Patch 0 Patch 1

Fonte: Elaborada pela autora

3.4 Analise Isogeométrica

Para a aplicagao da AIG no contexto da Dindmica dos Fluidos Computacional,
¢é utilizada a mesma metodologia apresentada no Cap. 2. A aproximacao da geometria,
realizada no contexto do MEF pela Equagao (2.48), é substituida pela abordagem iso-
geométrica através do uso de geometrias NURBS, descritas pelas seguintes equagdes:
Equacao(3.28), Equagao (3.30) ou Equacao (3.32) para os casos de curvas, superficies ou
solidos, respectivamente. As funcgoes-tentativa para velocidade e pressao, e as fungoes-teste
associadas a elas (apresentadas na Equagao (2.49) a Equacdo (2.52)) seguem exatamente a
mesma légica; porém, as fungoes de forma N sdo substituidas pelas fungdes-base NURBS

R ,(&), Rijpqa(&,m) € Rijkpar(E,m, (), a depender da geometria em andlise.

Assim, a implementagdo da AIG para escoamentos incompressiveis segue o mesmo
roteiro apresentada no Algoritmo 1, levando-se em consideragao as mudangas nas fungoes
de forma, o modo de proceder com a integracao numérica e as particularidades no calculo

dos parametros de estabilizacao, conforme descritos na sequéncia desta secao.
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A integracdo numérica é realizada no dominio de cada célula através da quadratura
Gaussiana. Considerando o domfnio paramétrico de uma célula Q¢, e o dominio de integra-
¢ao ou parental Q¢, apresentados na Figura 15, definidos respectivamente pelos vetores
de coordenadas paramétricas & (€,7,¢) e €(€,7,¢), a matriz jacobiana do mapeamento do
espago fisico, com coordenadas y (y1,y2,¥s3), para o espaco de quadratura, é definida por:

dy _ dyds (3.33)

d  dgdg’
com f,ﬁ,f e[-1,1].

O primeiro termo a direita da igualdade da Equagao (3.33) é calculado a partir
das derivadas parciais da Equacao (3.28), Equacao (3.30) ou Equagao (3.32), a depender

do tipo da geometria em questao (curva, superficie ou sélido, respectivamente).

Para a obtencao do segundo termo a direita, primeiramente é necessario definir a
relagdo entre as coordenadas do dominio paramétrico e do dominio parental. Considerando-
se a célula Q° = [&, & 1] X [0j,mj11] X [Crs Cera], pode-se calcular &, 7, ¢ € Q° a partir de

£,7,C € Q° através das seguintes relacoes:

E=6+(E+1) (5“2_5) , (3.34)
m=m+ G+ 1) (1) (3.3
¢=G+(C+1) <<“2_<> . (3.36)

Assim, Z—g ¢é obtido derivando-se parcialmente as expressoes apresentadas na Equa-

¢ao (3.34), Equacao (3.35) e Equacao (3.36).

3.4.1 Parametros de estabilizagao

Para a determinacao dos parametros de estabilizacao 7, de acordo com o exposto na
subsegao 2.3.3, faz-se necessaria a determinagao de um tensor métrico, G (Equacao (2.66)),

o qual depende da matriz jacobiana transformada, Q, definida na Equacao (2.65).

Dada a diferenca entre o espago paramétrico utilizado na defini¢do das fungoes-base
e do espaco paramétrico de integracao, definido aqui como espago parental, a matriz Q é

reescrita como:

0
Q-

= % (3.37)
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Para a obtencao de Q, de acordo com a Equacao (2.65), define-se a matriz D para
andlise isogeométrica, de acordo com o trabalho de Otoguro, Takizawa e Tezduyar (2020),

COmo:

D=2 3.38
= (3.39)
que representa a relagdo entre o espacgo paramétrico de preferéncia, onde o comprimento
efetivo da célula deve ser medido, e o espago de integracao, onde sao definidos os pontos

de quadratura.

O espaco paramétrico de preferéncia para problemas unidimensionais é definido

para cada célula por meio de uma interpolagao usando polinémios de Bernstein B} de

ordem p:
A ~ p A ~
E()=>aBr(s), (3.39)
b=0
com os pontos de controle de Bézier, éb, definidos igualmente espacados da seguinte
maneira:
. A
& = ib, (3.40)

sendo Aé o comprimento paramétrico da célula de Bézier.
Os pontos de controle correspondentes no espaco de integracao sao dados por:
. AEL -
.= ?Zb{cBl}ba, (3.41)
b=0

sendo a = 0, ...,p e Cp o operador de extracao de Bézier, que relaciona as fungdes B-spline
globais as fungoes de Bernstein locais, cuja obtencao, neste trabalho, é realizada de acordo

com o exposto em Borden et al. (2011).

O comprimento efetivo da célula para a = 1, ..., p pode ser calculado por:

Aéa = ga - gafl (342)
- Tye({eat. - {o): 343

A partir disso, pode-se definir o razao entre o comprimento da célula de Bézier e o
comprimento efetivo da célula. Uma das proposta dos autores para D chama-se RQD-MAX,

que para o contexto 1D (denominada aqui de D,,) é definida por:

D, = = (3.44)

. i)
mlna:l,...,p Afa
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resultando em:

-1

Du=p (anllin 3 ({C;}ba _ {C;}bM)) (3.45)

P =0
-1
- pag??.(,p (Z)Zijob <{C§1}ba B {Cél}bal>> ' (3.46)

Para multiplas dimensoes, o coeficiente de transformacao D, é obtido individual-
mente para cada uma das diregoes do espaco paramétrico e os componentes da matriz de

transformacao D sao determinados como:

com %,j = 1,...,npg, sendo n,q a dimensao do espago paramétrico.

3.5 Verificacao e aplicacoes

Os exemplos escolhidos para a verificagao do codigo computacional AIG para
escoamentos incompressiveis sdo o escoamento sobre um cilindro e o escoamento sobre
canal com degrau. Em ambas as andlises empregou-se discretizacao tridimensional para

uma verificacdo mais completa do cédigo.

3.5.1 Escoamento sobre um cilindro com discretizacao isogeométrica

Este é o mesmo exemplo simulado com elementos finitos na subsegao 2.6.1, porém
considerando-se discretizacao tridimensional do dominio, como representado na Figura 21,
com dimensoes parametrizadas em funcao do didmetro do cilindro. Sdo adotados os mesmos
pardmetros de analise, sendo considerados também os trés valores de niimero de Reynolds:
Re = 40, 100 e 1000. A dimensao e na direcao ys é equivalente a 0,01D. Aplica-se um
perfil de velocidade constante na entrada do dominio, u = [us, 0, 0], e condigoes de parede
lisa sdao atribuidas as paredes superior e inferior, enquanto para as paredes frontal e dos

fundos sao aplicadas condigoes de simetria.

Por se tratar do primeiro exemplo com discretizagao isogeométrica, descreve-se de
maneira detalhada a geragao da discretizagao espacial, enquanto nos demais problemas a

discretizacao ¢ apenas apresentada.

3.5.1.1 Geragao da malha NURBS

Dada a simplicidade da geometria envolvida, a malha é desenvolvida pela prépria
autora, i.e., sem o emprego de programas CAD para geracao da malha isogeométrica. Para
isso, com base nas dimensoes bidimensionais do exemplo apresentado na subsecao 2.6.1,

divide-se o dominio fisico em 12 patches, conforme ilustrado na Figura 22.
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Figura 21 — Cilindro: geometria e condi¢oes de contorno

U = 0
- 56.D N
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 22 — Cilindro: divisao dos patches

Py Py Py
p
P
P; P, Bty P
P
Py Py P

Fonte: Elaborada pela autora

O processo de geracao da malha, simplificadamente, consiste em se escolher vetores
de knots, pontos de controle e pesos adequados para a descricao da geometria de cada

patch, assegurando simultaneamente o refinamento necessario para a analise numérica.

Para a geragdo do primeiro patch, Py, que cobre 1/4 da circunferéncia do cilindro,
inicia-se pela discretizagao de uma circunferéncia definida na dire¢do paramétrica & (Fi-
gura 23a). Utilizou-se o nimero minimo de pontos de controle necessarios para representar
exatamente 1/4 de circunferéncia de didmetro D com o uso de fungoes quadraticas NURBS.
O vetor de knots aberto é definido por: = = [0,0,0, 1,1, 1], sendo os pontos de controle
By = [@,—@,O}, B, = {%,0,0} e By, = [@,@,0}, € 08 pesos: Wy = 1, wy = ? e
we = 1.

Na sequéncia refina-se a discretizacao por inser¢ao sucessiva de coordenadas pa-
ramétricas no vetor de knots. O algoritmo utilizado para este procedimento pode ser
encontrado em Piegl e Tiller (1996). Na Figura 23b apresenta-se um exemplo dos pontos
de controle resultantes apds a inser¢ao das coordenadas paramétricas 1/4,1/2 e 3/4. Essa
insercao resulta em trés novas células fisicas, sendo que a quantidade de coordenadas

paramétricas a ser inserida depende da discretizacao desejada para a analise numérica.
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Figura 23 — Cilindro: obtenc¢ao da circunferéncia

(a) Geometria inicial (b) Geometria refinada
Y2 v
0,4 N &
: B 5,
0,2
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Fonte: Elaborada pela autora

Na sequéncia gera-se a curva na direcao paramétrica £ que define o contorno direito
do dominio, a qual consiste em uma reta cujas coordenadas de suas extremidades inicial
e final sdo: y° = [2,-2,0] e y' = [2,2,0], respectivamente. Os 6 pontos de controle,
definidos com peso unitario, sdo distribuidos sobre a reta através de um espagamento nao
uniforme: nas extremidades, a distancia entre pontos consecutivos corresponde a metade do
espacamento adotado no interior, enquanto a regiao central é subdividida uniformemente
(Figura 24a). Essa distribui¢do nao uniforme dos pontos de controle proporciona uma

distribuicao uniforme das células mapeadas no espaco fisico.

A superficie do dominio é obtida discretizando-se a dire¢ao 1 do espago paramétrico.
Para isso, os m + 1 pontos de controle nessa direcao sao posicionados ao longo das retas
que conectam os pontos de controle da primeira camada (circunferéncia) aos da tltima
camada (reta). A distribui¢do desses pontos segue uma progressao geométrica de modo
que as células menores fiquem proximas ao cilindro, garantindo uma melhor resolugao
para captar os efeitos de camada limite. Esse processo é exemplificado na Figura 24a com
a discretizacdo minima necessaria para o emprego de fung¢oes quadraticas, ou seja, trés
pontos de controle, com pesos definidos como unitéarios, na dire¢ao 71, e o vetor de knots
aberto H = [0,0,0, 1,1, 1]. Na Figura 24b apresentam-se as células mapeadas do espago

paramétrico para o espaco fisico.

Para a simulacado numérica apresentada na sequéncia, a quantidade de pontos
de controle na dire¢ao n foi definida em funcao da necessidade de discretizagdo para o
problema. Para um vetor de knots abertos com coordenadas interiores de multiplicidade
unitéria, a quantidade de células (ncel) esté relacionada ao niimero de pontos de controle

npc por ncel = npc—deg, sendo deg o grau das fungdes na diregdo paramétrica em questao.
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Figura 24 — Cilindro: obtencao da superficie

(a) Rede de pontos de controle (b) Malha fisica

Fonte: Elaborada pela autora

Por fim, para a geracao do volume NURBS, adota-se apenas uma camada de células
na direcdo paramétrica (, correspondente a direcao y3 do espago fisico deste problema. Sao
empregadas fungoes quadraticas, com vetor de knots aberto Z = [0,0,0, 1, 1, 1] na dire¢do
¢ e pontos de controle distribuidos uniformemente e com peso unitario. Na Figura 25a e
na Figura 25b apresenta-se a rede de pontos e a malha fisica para a geragao do volume

equivalente ao patch P, para a discretizacao exemplificada nesta secao.

Figura 25 — Cilindro: obtencao do sélido
(a) Rede de pontos de controle (b) Malha fisica

VAR

Fonte: Elaborada pela autora

Para os patches P, P, e P3, utiliza-se a mesma parametrizacao de F,, obtendo-se
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seus pontos de controle por rotacao dos pontos de controle de Fy, de modo que cada um

seja ajustado ao quadrante do cilindro correspondente.

Para a geracao dos patches retangulares, Py a Pjq, definiu-se a direcdo paramétrica
¢ respectiva a diregao fisica y1, n correspondente a ys e ¢ a y3. A quantidade de pontos
de controle em cada direcao foi definida a partir do nimero de células desejadas para a
analise numérica e para garantir compatibilidade com os patches P,y - P;, adotando-se
pesos unitarios para os pontos de controle, vetores de knots abertos e com espagamento

uniforme e fungdes NURBS quadréticas.

A malha isogeométrica utilizada é apresentada, em um plano y;y>, na Figura 26
e na Tabela 2 pode-se observar a quantidade de pontos de controle em cada uma das
direcoes paramétricas utilizados na discretizagao de cada um dos patches que compoe a

malha, resultando em 30228 pontos de controle e 8728 células fisicas.

Figura 26 — Cilindro: malha de células fisicas

Il HHH‘H\!WUIHII

AT
A

T
T
\H‘HHHHI |

I
[H . T 0 N

Fonte: Elaborada pela autora

Tabela 2 — Cilindro: nimero de pontos de controle por patch

Patch ¢ n ( Patch ¢ n (
0 26 34 3 6 42 28 3
1 26 34 3 7 20 26 3
2 26 34 3 8 4226 3
3 26 34 3 9 20 28 3
4 20 28 3 10 26 28 3
5 26 28 3 11 42 28 3

Fonte: Elaborada pela autora.
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3.5.1.2 Andlise numérica

Para esta andlise, os coeficientes aerodinamicos C'p e C, sdo calculados a partir das
defini¢oes de forgas de arrasto (Equacao 2.106) e de sustentagao (Equacao 2.107) através

das seguintes equagoes:

Fp
Cp=——"— — 3.48
7 05p]lus P Le (348)
e
Fr,
Cqr=— 3.49
L= OpulPLe (3.49)

com o comprimento caracteristico do escoamento (L) definido como o didmetro do cilindro

(D) e e representa a sua espessura na diregao ys.

A Figura 27a e a Figura 27b apresentam a historia de C'p e Cp. Os valores do
coeficiente de arrasto médio obtidos com a malha isogeométrica com células 3D foram:
Cpmed = 1,54 para Re = 40, Cpyeq = 1,36 para Re = 100 e Cp,eq = 1,49 para Re = 1000.

Ressalta-se que apesar dos valores de C'p,,eq €starem bem proximos aos da simulagao
com MEF classico da subsec¢ao 2.6.1, para as analises utilizando IGA foram necessarios
mais passos de tempo para o inicio do processo de desprendimento de vortices nos casos de
Re =100 e Re = 1000, o que esta associado tanto a melhor uniformidade da discretizacao

quanto a diferenca na resolucdo da malha no plano y; X ys.

Os campos de velocidade e pressao, em um plano y; X ys, para diferentes instantes
ao longo de um periodo de um ciclo de desprendimento de vortices para Re = 1000 sao
apresentados na Figura 28 e na Figura 29, onde observa-se resultados qualitativamente

consistentes com o esperado.

3.5.2  Escoamento em um canal com degrau

Este problema consiste num escoamento em um canal fechado com um degrau a
jusante da entrada, causando expansao abrupta da altura do canal, conforme apresentado
na Figura 30, onde é descrita a geometria do canal em vista no plano y; X vy, sendo as
dimensoes: h = 1,0 m, s = 0,94 m, z. = 1,0 m, z; = 15 m e ; = 30 m. A espessura

adotada, na direcao ys, é constante e igual a 0,1 m.

Considera-se condi¢ao de aderéncia nas paredes paralelas aos planos y; Xys € 12 Xys3
com u = 0, enquanto as paredes paralelas ao plano y; X ys sao consideradas lisas, com

apenas uz = 0. Na entrada prescreve-se o perfil parabdlico para u; dado por:

wi = Vinas (1 . <(y2 _;;2_ h/2>2> : (3.50)

com velocidade V4, = 10m/s e ug = usz = 0.
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Figura 27 — Cilindro: coeficientes aerodinamicos
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 28 — Cilindro: campo de velocidade para Re = 1000
(a) nT (b) nT +T/6

Velocidade
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 29 — Cilindro: campo de pressao para Re = 1000
(a) nT

(b) nT +T/6

(¢) nT +T/3 (d) nT +T/2

(e) nT' +2T/3 (f) nT' 4+ 5T/6
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 30 — Degrau: geometria
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Fonte: Elaborada pela autora
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O escoamento sobre o degrau é caracterizado por produzir areas de recirculacao
onde o fluido se separa e forma vortices. A distancia entre o degrau e o ponto de recolamento
do vortice principal, x,, € uma das principais caracteristicas verificadas nesse problema.
A dimensao dos vértices varia em funcao do nimero de Re, o qual é calculado de acordo

com Armaly et al. (1983), por:

Re=—2 /7 (3.51)

Embora o problema possua carater bidimensional, para fins de verificagdo do cddigo,
adota-se discretizacao isoparamétrica 3D com cinco patches e um total de 17640 pontos de
controle e 4800 células, conforme pode ser observado na Figura 31 para um plano y; xys.
Na Tabela 3 apresenta-se o nimero de pontos de controle em cada direcdo paramétrica

para cada patch.

Figura 31 — Degrau: malha de células fisicas

-

Fonte: Elaborada pela autora

Sao simulados trés diferentes nimero de Reynolds para as andlises: Re = 100,
Re = 400 e Re = 800, os quais sao obtidos a partir da variacao da viscosidade do fluido.
Considera-se p = 1 kg/m?. Com relagio a integracio numérica utiliza-se At = 0,5 s e
Poo = 0,5. As simulagoes sdo mantidas até que seja atingido o estado estacionario, sobre o

qual sao feitas as analises.

Tabela 3 — Degrau: niimero de pontos de controle por patch

Patch ¢ n (

0 22 12 3
1 152 12 3
2 152 12 3
3 82 12 3

4 82 12 3

Fonte: Elaborada pela autora.
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De acordo com os experimentos realizados por Armaly et al. (1983), as medigoes do
comprimento do vértice primario, logo a jusante do degrau na parte inferior, identificam
o regime do escoamento como laminar (Re < 1200), transiente (1200 < Re < 6600) e
turbulento (Re > 6600). Além disso, o autor constata em seus ensaios que para Re < 400
o escoamento é predominantemente bidimensional, enquanto para Reynolds superiores, o

escoamento apresenta regioes de comportamento tridimensional.

Armaly et al. (1983) em suas andlises constataram o surgimento de uma bolha de
separacao adicional ao longo do piso do canal, a jusante da separagao primaéria, a qual
desaparece para Re > 2300. Outra regiao de separacao secundaria também é observada ao
longo da parede superior a jusante do degrau, a qual desenvolve-se a partir de Re = 400 e

permanece durante todo o regime transiente.

Na Figura 32 sao apresentados os comprimentos de recolamento do vértice primario
adimensionalizados (x,./s) obtidos neste trabalho, juntamente com os valores experimentais
reportados por Armaly et al. (1983) e os resultados de andlises numéricas 2D e 3D de
Williams e Baker (1997).

Figura 32 — Degrau: comprimento do vértice principal
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Fonte: Elaborada pela autora

Com essa figura é possivel observar que a medida que o nimero de Reynolds
aumenta, os resultados obtidos do presente estudo se afastam dos valores de referéncia

respectivos ao estudo experimental e da simulagao tridimensional. Esse fato pode ter
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ocorrido tendo em vista que o ensaio experimental foi realizado em um canal com 2 m
de profundidade na direcao y3, enquanto a simulacao atual conta com apenas uma célula
nessa diregdo, sendo entao incapaz de captar os fendomenos tridimensionais que ocorrem a

medida que o nimero de Reynolds cresce.

Na Figura 33 pode-se observar a distribuicao do moédulo da velocidade para o
dominio completo e para a regiao do vortice primario para Re = 100, enquanto na Figura 34
e na Figura 35 apresenta-se o mesmo para Re = 400 e Re = 800, respectivamente. Para
Re = 800 constata-se a formagao de um vértice secundario na parede superior (Figura 35¢c),
que estd de acordo com o relato dos autores previamente citados. Em todas as figuras

citadas, as imagens sdo apresentas em um plano y; Xys.

Figura 33 — Degrau: campo de velocidade para Re = 100

(a) Dominio Completo

Velocidade (m/s)
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00
[ -

(b) Vortice primério

Velocidade (m/s)
0,00 0,50 1,00 1,50

Fonte: Elaborada pela autora

Por fim, na Figura 36 é possivel observar os campos de pressdao (plano y; Xy9) para

todos os numeros de Reynolds simulados.
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Figura 34 — Degrau: campo de velocidade para Re = 400

(a) Dominio Completo

Velocidade (m/s)
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(b) Vértice primario
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 35 — Degrau: campo de velocidade para Re = 800

(a) Dominio Completo
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 36 — Degrau: campo de pressao
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Fonte: Elaborada pela autora
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4 DINAMICA DOS SOLIDOS COMPUTACIONAL

Assim como no caso da Mecanica dos Fluidos, um sélido é modelado como um
corpo continuo, com seu movimento governado por um conjunto de equagdes provenientes
da lei da conservacao da quantidade de movimento, lei da conservagao da massa e lei
da conservacao de energia. Entretanto, diferentemente dos fluidos, os sélidos possuem
resisténcia as solicitacoes tangenciais até que alcance seu limite resistente, e por isso,

apresentam deslocamentos e deformagoes finitos.

As variaveis de interesse na resolucao do conjunto de equagoes que descrevem o
comportamento do solido sao os deslocamentos, ou posi¢oes atuais ao longo do tempo;

dessa forma, uma descricao do tipo lagrangiana ¢ mais adequada para essas analises.

Nesse contexto, o comportamento estrutural pode ser classificado como linear ou
nao linear. No que diz respeito ao comportamento nao linear, em geral, as nao linearidades
envolvidas podem ser de natureza geométrica, quando associadas a presenca de grandes
deslocamentos e rotagdes que nao permitem aproximar a configuracao atual pela inicial, ou

de natureza fisica, quando resultam de modificagbes na relacao constitutiva do material.

Para problemas de solidos com comportamento elastico, quando houver a possibili-
dade de grandes deslocamentos, a nao linearidade geométrica deve ser contemplada no
modelo matematico. Para isso, altera-se a forma de consideracao do equilibrio das forgas
no solido. Enquanto em uma modelagem geometricamente linear o equilibrio é considerado
na configuracao inicial, que é muito proxima a configuracao atual do corpo, em uma analise
nao linear geométrica, o equilibrio é considerado na configuracao atual (ver, por exemplo

Coda (2018) e Ogden (1984)).

Em muitos problemas da IFE, tal como a instabilidade por flutter, grandes deslo-
camentos estao envolvidos. Desse modo, neste estudo utiliza-se uma formulagao nao linear
geométrica dinamica de cascas baseada em uma descri¢ao lagrangiana total para a analise

dindmica de estruturas.

A formulagao é baseada no MEF com abordagem posicional (Coda, 2003, 2018),
onde as variaveis principais sao as posi¢oes nodais. Escolheu-se trabalhar com elementos
de cascas, uma vez que esses podem representar a maioria dos problemas estruturais

tridimensionais.

Considera-se a cinematica de Reissner-Mindlin, e adotam-se como parametros
nodais as posi¢oes da superficie média, vetores generalizados, inicialmente unitarios e
perpendiculares a superficie média, e um termo de enriquecimento que permite considerar
variacao linear de deformagao na direcdo da espessura, de acordo com Sanches e Coda

(2013). Isso permite um mapeamento completo e flexivel do elemento deformado.
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Neste capitulo, a formulacao é apresentada a partir da descricao da cinemaética
e das condigoes de equilibrio dos corpos deformaveis, com o objetivo de se deduzirem
as equagoes globais de equilibrio na descricao lagrangiana, seguida pela introducao do
modelo constitutivo de Saint- Venant—Kirchhoff. Na sequéncia, aborda-se a formulacao
do MEF baseada em posi¢oes para ao elemento finito de casca adotado, a técnica de
integracao temporal e o algoritmo para solugao, juntamente com um exemplo numérico.
Essa formulagao foi desenvolvida, verificada e validada em diversos estudos (Coda; Paccola,
2007, 2009; Sanches; Coda, 2013, 2014; Fernandes; Coda; Sanches, 2019) e o cédigo
computacional ja disponivel no grupo de pesquisa foi aproveitado, de modo que nao é

necessaria a sua verificacao.

4.1 Cinematica dos corpos deformaveis

Um solido deformavel quando sujeito a agoes externas, sofre uma mudanca de
configuracao. Nesta secao busca-se definir medidas pontuais para a deformacao. Na
Figura 37, pode-se observar um sélido na sua configuragao inicial €2y, com coordenadas
materiais descritas por x, e o mesmo sélido no instante atual, representado por {2, com

coordenadas espaciais y.

Figura 37 — Cinematica de um sélido deformavel

Ta,Y2"

Q

L1, Y1

Fonte: Elaborada pela autora

A fun¢ao mudanca de configuracao, denominada de f, mapeia cada ponto da posi¢ao

inicial para a atual, de modo que:

y = f(x,1). (4.1)

Uma medida de deformacao lagrangeana deve quantificar a mudanga de forma em
cada ponto do continuo em relacao ao estado inicial. Para o caso de grandes deslocamentos,
assunto deste estudo, a medida de deformacao deve ser independente de movimento

de corpo rigido ou da escolha dos eixos de referéncia, ou seja, deve ser uma medida
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objetiva. A medida de deformacao é descrita em termos do gradiente da func¢ao mudanca

de configuracao, A, definido como:

A=V,(f)=V,y, (4.2)
onde o subscrito x indica que o gradiente é tomado segundo as coordenadas da configuracao
material inicial.

A partir de A, é possivel definir o tensor de deformagoes de Green-Lagrange (ver,
por exemplo, Ogden (1984)), que é uma medida de deformagao objetiva e normalizada

dada por:

E:;(C—I), (4.3)

com C um tensor simétrico denominado de tensor de alongamento a direita de Cauchy-

Green, dado por:

C=A""A=A A" (4.4)

A partir do gradiente da funcao mudanca de configuracao pode-se estabelecer uma
relagdo entre um vetor qualquer u definido na configuracao inicial e seu equivalente na

configuragao atual v através da seguinte expressao:

v=A u (4.5)

Para a obtencao posteriormente das equacoes de equilibrio em descri¢ao lagrangiana,
faz-se necessario abordar as relagoes de mudanca de volume e de area que ocorrem da
configuracao inicial para a atual. No estabelecimento de uma relagao entre o volume inicial
e final, definem-se dois volumes infinitesimais, um inicial dV;, e um final dV, apresentados

na Figura 38. O volume infinitesimal inicial dVj pode ser calculado por:
dVy = (dx; A dxy) - dx3 = det (dxq, dxa, dx3), (4.6)

com dxi,dxs e dx3 sendo vetores materiais que definem o volume inicial. O volume atual

pode ser expresso, entao, por:
dV = (dy, A dy,) - dy; = det (dy1, dy2, dys), (4.7)

com dy,, dy, e dy; respectivos aos mesmos vetores dx;,dx, e dxs apds a mudanga de

configuragao.

Tendo em vista a Equagao (4.5), pode-se reescrever a Equacao (4.7), como:
dV = det (A) - det (dx;, dx2,dx3) = JdVj, (4.8)

na qual J representa o jacobiano da fun¢ao mudanga de configuracao.
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Figura 38 — Mudanca no volume
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Fonte: Elaborada pela autora

Para escrever a relacao entre uma area definida na configuracao inicial e o seu
valor na configuragao atual, considera-se o cilindro apresentado na Figura 39 em suas
configuragoes inicial e atual. Sendo N e n os versores unitarios normais as areas inicial
dAp e atual dA, os volumes na configuracao inicial (dVp) e na atual (dV') sdo calculados

por:

d% =u- dA() =u- NdAo, (49)
dV =v-dA =v-ndA4, (4.10)

com u e v sendo vetores nao coplanares com as areas inicial e atual, que ligam os centros

da base e do topo do cilindro.

Figura 39 — Mudanca de area

\

Fonte: Elaborada pela autora

Considerando a relagao da Equagao (4.5), pode-se escrever o volume na configuragao

atual, dV', como:

dV =u-A" ndA = JdVy = Ju-NdA,. (4.11)
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Pré-multiplicando-se a Equacao (4.11) por (A?)~! e considerando-se a arbitrariedade

de u, chega-se a conhecida formula de Nanson, descrita como:

ndA = JA™' - NdA,. (4.12)

4.2 Equilibrio de corpos deformaveis
4.2.1 Estado de tensao em um ponto

Um corpo continuo, ao ser submetido a agoes externas, desenvolve forgas internas
de modo a garantir o equilibrio dindmico ou estatico. A medida dessas forcas internas em
cada ponto material é fundamental para a aplicagdo das leis que governam o movimento

dos solidos.

Considerando um corpo qualquer, na configuragao atual, sujeito a um conjunto
equilibrado de forcas externas, ao fazer-se a extracao de um volume elementar infinitesimal,
conforme pode ser observado na Figura 40, considerando as forgas que o restante do corpo
exerce de forma distribuida sobre cada uma de suas faces, sdo obtidas as componentes
cartesianas de tensdo, com uma componente normal e duas componentes tangenciais (de
cisalhamento) em cada face. Essa medida de tensao é denominada tensao de Cauchy, sendo
suas componentes designadas por 0,5, com ¢ referindo-se ao plano de atuacao e j indicando

a direcao de atuacao da componente.

Figura 40 — Volume infinitesimal: componentes de tensao

A
x3

Fonte: Elaborada pela autora

O tensor de tensoes de Cauchy contém todas as informagoes de tensdo em um

ponto, sendo representado por:

011 012 013
O = |01 02 O3 - (4.13)

031 032 033
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Ao realizar-se o equilibrio de momentos sobre um elemento infinitesimal, nota-se

que o é simétrico (Teorema de Cauchy), e pode ser reescrito como:

011 O12 013
O = (012 092 093] - (414)

013 023 033

Vale ressaltar que a tensao de Cauchy é definida na configuracao atual do continuo,
e por isso, trata-se de uma medida euleriana de tensado, portanto inadequada para a

formulagao pretendida.

Extraindo-se do corpo continuo um volume tetraédrico (Figura 41), no plano
inclinado, cujo versor normal é n, surge o vetor tensao de Cauchy designado por t.
Considerando que a area do plano inclinado seja dA, enquanto que as areas correspondentes
aos planos coordenados sao suas projecoes, pode-se calcular o equilibrio do tetraedro em

cada diregao, chegando-se a seguinte expressao:

t=0c'-n=0-n (4.15)

Fonte: Elaborada pela autora

Essa expressao é conhecida por féormula de Cauchy. Caso o plano inclinado esteja
no contorno do corpo (superficie externa), t se iguala as forcas de superficie (p) que atuam

no ponto considerado do contorno, ou seja:
p=oc'-n=o0-n (4.16)
4.2.2 Equilibrio em descricao lagrangiana

Para a obtencao das equagoes de equilibrio em descricao lagrangiana, serd utilizada

como ponto de partida a equacao de equilibrio local na descricao euleriana. Para isso,
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considere o s6lido apresentado na Figura 42, o qual esta submetido a forcas de corpo, b, e
a forcas de superficie, p. Extraindo-se um elemento infinitesimal deste corpo, que sofreu
mudanca de configuracdo, e aplicando-se a segunda Lei de Newton, chega-se a equacao do
movimento de Cauchy, que define o equilibrio de forma local (forma local da primeira Lei

do movimento de Euler), também chamada de equagdo da quantidade de movimento:
V, o' +b=py, (4.17)
ou ainda, em notac¢ao indicial:
0jig + bi = pyi, (4.18)

com p representando a massa especifica do material na configuracao atual e y é a derivada

material da velocidade do ponto material (aceleragdo do corpo).

Figura 42 — Sélido sob carregamento externo

Fonte: Elaborada pela autora

Ao integrar-se a Equagdo (4.17) no volume do sélido, utilizando o Teorema da

Divergéncia, chega-se a:

/ ot ndA + / bdV = / pidV (4.19)
A 1% \%4

ou, ainda:
/ pdA + / bdV = / oydV. (4.20)
A 1% 1%

Considerando as relagoes de mudanca de area e volume, apresentadas na Equa-

¢ao (4.8) e na Equagao (4.12), da equagao da conservagao da massa (M) tem-se que:
M= / podVy = / p(t)dV. (4.21)
Vo V(t)

Pode-se escrever a forma global da equacao da quantidade de movimento na

descricao lagrangiana total, a partir da Equacao (4.19), como:

P! NdAy + / bydVy = / ooy dVe, (4.22)
Ao Vo Vo
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na qual o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (P) é definido como P* = Jo'- A7,

e o subindice 0 refere-se a configuragao inicial.

Considerando-se o Teorema da Divergéncia aplicado a Equacao (4.22) e a arbitrari-
edade do volume, chega-se a versao local da equacao de equilibrio em descricao lagrangiana,

expressa por:

4.2.3 Conservagao da energia e equilibrio

No estudo do equilibrio de corpos deforméveis a analise da energia mecanica é
um assunto de grande importancia. A energia mecanica é formada basicamente por trés
parcelas: energia potencial das forgas externas (IP), energia de deformagao (U,) e energia
cinética (K). A energia total mecanica (II) é um funcional obtido pela soma dessas trés

parcelas, sendo escrita da seguinte maneira:

M=P+K+U,. (4.24)

O principio da estacionariedade da energia define que um corpo quando em equilibrio
apresenta a primeira variacao do funcional de energia mecanica nula, sendo o equilibrio
estavel quando a posicao de equilibrio representa um minimo local para a energia mecanica
total. Este principio, para uma descricao das equacoes de equilibrio em posicoes, pode ser

expresso matematicamente da seguinte forma:

oIl
Ml=—-90y=0 4.25
ou, dada a arbitrariedade de dy, como:
OIl = 0P + 0K + 4U.. (4.26)

Um incremento de energia mecénica especifica (energia mecéanica por unidade de
volume) pode ser obtido pelo produto escalar da Equacao (4.23) por um incremento de

posicao dy; integrando-se sobre o dominio inicial, tem-se:
5T = / (00§ — V. - P' — by) - bydVj = 0. (4.27)
Vo
Ao integrar-se por partes o segundo termo da Equagao (4.27) e utilizar-se o Teorema

da Divergéncia, chega-se a seguinte expressao:

5H:/ poy-éydvo—/ Pt-N.aydAo+/ Pt:VI(dy)dVo—/ be - SydVy = 0.
Vo Ao Vo Vo
(4.28)
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A Equagao 4.28 pode ainda ser reformulada, considerando que V,(dy) = §A e que

P! - N representa as forgas de superficie na configuragao inicial (pg), como:
oIl = / poy - 0ydVy — / Po - 0ydAg +/ P! : AdV, — / by - dydVo =0.  (4.29)
Vo AO Vo Vo

O tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie nao é necessariamente simétrico;
desta forma, torna-se mais conveniente adotar uma medida de tensao que resulte em um

tensor simétrico. Com essa finalidade, adota-se um tensor S, de forma que:
P=S" Al (4.30)

com S conhecido como tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.

Utilizando-se a relagao apresentada na Equagao (4.30) na Equacao (4.29), chega-se

5H:/ poy-aydvo—/ p0-6ydA0—|—/ S:5EdV0—/ by - dydVy = 0.  (4.31)
Vo Ag Vo Vo

A Equacéo (4.31), seré adicionada ainda uma parcela referente a possibilidade de

carregamentos pontuais, sendo expressa entao, por:

5H:/ p0y~(5de0—/A po-éydAo—l—/ S:(SEdVO—/ b - dydVy — F - 6y = 0.
Vo 0 VO VO
(4.32)

Partindo-se da Equagao (4.32), encontra-se a relagdo entre suas componentes e as

parcelas de energia mecénica, dessa forma, tem-se que:

5P = —/ Do - SydAg — / b - dydViy — F - 6y, (4.33)
Ag Vo
K — / poi - SydVe (4.34)
Vo
(§]
SU, = [ S:6EdV,, (4.35)
Vo

4.2.4 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

A lei constitutiva hiperelastica de Saint-Venant-Kirchhoff estabelece uma relacao
linear entre o tensor das tensoes de Piola Kirchhoff de segunda espécie e o tensor de
deformacao de Green, podendo ser escrita pela expressao generalizada da energia de

deformacao por:

1
Ue = iE :C: E, (4.36)
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ou, em notacao indicial:

1
Ue = iEleklijEija (4-37)

com C representando o tensor constitutivo elastico isotrépico, que é um tensor de quarta

ordem definido como:
2
Cijli = (Fé - 3G) 050k + G(0ir0j1 + 6idk), (4.38)

sendo d;; o delta de Kronocker e x e G os médulos volumétrico e de cisalhamento,

respectivamente, os quais sao calculados através das seguintes relagoes:

2
h=A+ 3G, (4.39)
E
A= vE (4.41)

(1+v)(1-2v)
com [E sendo o modulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson. Ressalta-se
que essa lei constitutiva aqui utilizada é adequada para grandes deslocamentos, entretanto,
a mesma ¢ adequada somente para deformacoes pequenas a moderadas por permitir a

inversao do material.

4.3 Método dos Elementos Finitos

Conforme discutido na subsecao 2.3.1, o MEF baseia-se na substituicao do continuo
por um conjunto finito de subdominios, denominados elementos finitos. Em cada um desses
elementos, as variaveis de interesse — incluindo a prépria geometria — sao aproximadas,
de modo que o problema continuo é convertido em um problema discreto, caracterizado

por um numero finito de incognitas.

Nesta secao sera apresentada a formulacao do Método dos Elementos Finitos

baseada em posigoes aplicada a cinematica de cascas.

4.3.1 Elemento finito de casca

Esta formulagao foi desenvolvida por Coda e Paccola (2007) consistindo inicialmente
em 6 graus de liberdade por nd, sendo 3 referentes a posigoes e 3 referentes as componentes
do vetor generalizado. Em Coda e Paccola (2008) inclui-se um sétimo pardmetro, que
considera a taxa de variacao linear da espessura para lidar com o fendmeno de travamento
volumétrico. Sanches e Coda (2013) apresentam a formulacao dindmica empregando a
cinematica com 7 graus de liberdade aplicada ao problema de interacao fluido-estrutura,

sendo essa a abordagem adotada aqui.

As cascas sdo solidos que possuem uma de suas dimensoes muito menor do que as

outras, assim, o mapeamento do seu dominio pode ser facilitado tomando-se a superficie
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média como referéncia. Os mapeamentos das configuragoes inicial e atual dos pontos da
superficie média, conforme pode ser observado na Figura 43, sao definidos respectivamente

COmo:

£0(61,&) = xX™(€, &) = Ni(€1, &)X, (4.42)
£77(&1, &) = y™ (&1, &) = Ni(&1, &)y, (4.43)

onde x/"" e y"* representam, respectivamente, os vetores dos parametros de posicdo inicial
e atual da superficie média relativos ao né I, com N;(&;,&;) sendo a fungao de forma do né

[ calculada no ponto de coordenadas paramétricas (&1, &z).

Figura 43 — Mapeamento da superficie média da casca

Fonte: Elaborada pela autora

Os demais pontos do dominio sao mapeados por meio da soma da posicdo de um
ponto na superficie média com um vetor generalizado gl para a configuragio inicial ou g
para a configuragio atual. Observa-se que gl é normal & superficie média na configuragao
inicial, conforme pode ser observado na Figura 44, enquanto g? pode nio ser normal a
superficie média deformada. Desta forma, o mapeamento completo de um elemento de

casca é:

£ (61,62, €) = X"(61, &2, &) = £ (61, &2) + 86(61, €2, 85), (4.44)
flh(gb 527 53) = yh(fla 527 53) = flmh(glv 52) + g?(gla f?a 53)7 (445)

em que &3 ¢ a coordenada adimensional na dire¢do da espessura da casca, variando de -1 a
1.
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Figura 44 — Vetores generalizados
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Fonte: Elaborada pela autora

Os vetores generalizados gl e gl podem ser expressos por:

(616,69 = 26N (6,6) - (ea) (1.46)
h
g6 &.6) = 5 &+ (61.6) &) Ni(61.€) - (o) (4.47)

onde hy representa a espessura média inicial do elemento de casca, (e;); é o [-ésimo valor
nodal do vetor unitario normal & superficie média inicial, (e,); o l-ésimo valor nodal do
vetor generalizado, de norma irrestrita, na configuracao atual, e 7; é o [-ésimo valor nodal

da chamada de taxa linear de variagao da espessura.

Dessa forma, a funcao mudanca de configuragao pode ser definida através da

seguinte relacao:

' = o (£~ (4.48)

De forma analoga, pode-se representar o gradiente de f” como:

Al = Al (AL) (4.49)
em que A" = V", Ab =9 o A= U1

Assim, o alongamento a direta de Cauchy-Green e a deformacao de Green podem

ser escritos em funcio de A} e A}, como:

t

C=A"A= (A}l (A7) - (AL-(AD)T), (4.50)
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E— ; (C—T)= ; ((Af; (AT (AL (AT - I) . (4.51)

Partindo do mapeamento apresentado é possivel escrever o funcional de energia
mecanica em fungao dos parametros nodais e, ao discretizar-se as equagoes no tempo, a
solugao do problema consiste em encontrar os parametros nodais que satisfacam:

o11h ok orr

dyit - O(ey)r Oy (4.52)

4.3.2 Integracao temporal e solu¢ao do problema nao linear

Para a tornar o equacionamento mais compacto, reescreve-se o equilibrio baseado
na energia da variavel Y, que consiste em um vetor que contém todos os pardmetros nodais

da estrutura (posigoes, vetores generalizados e taxa de varia¢do linear da espessura), de

forma que:
ol oP 0K 90U,
oY —oy "oy Toy = (4:53)
ou ainda,
—Fl(t) + MY + F™(Y) + C,Y =0, (4.54)

onde F™(Y) representa as forgas internas provenientes da variagao da energia potencial
interna, M é a conhecida matriz de massa e F¢' advém da variacao da energia potencial
das forgas externas. O termo C, representa uma matriz de amortecimento viscoso e os

pontos sobrescritos indicam derivadas materiais no tempo.

Neste trabalho, para a discretizacao temporal das equacoes, serd utilizado o inte-
grador de Newmark, visto que o mesmo demonstrou estabilidade e eficicia na vasta gama
de trabalhos envolvendo o MEF posicional (Carrazedo; Coda, 2010; Coda; Paccola, 2010,
2011; Greco; Coda, 2004; Sanches; Coda, 2016).

A integragao temporal das equacoes inicia-se com a discretizacao do tempo de

maneira que:
tony1 = t, + At, (4.55)

onde t,,1 representa o instante atual, £, o instante final do passo de tempo anterior e At
o intervalo do passo de tempo utilizado na discretizacao. Utilizando as aproximagoes de

Newmark, posi¢ao, velocidade e aceleragao nos instantes n 4+ 1 e n sao relacionados por:

Yo = Yo + AY, + (2 - ﬁ) ALY, + BALY i, (4.56)
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em que [ e 7y sdo parametros dependentes do comportamento assumido para a aceleragao.

Para um aceleracao constante, hipétese adotada neste trabalho, vy =12 e f = 1/a.

Partindo da Equacao (4.56) e da Equagao (4.57) é possivel escrever a aceleracao e
a velocidade atual em funcao das posi¢oes no instante n + 1, as incégnitas do problema, e

das demais variaveis do passo anterior:

. 1
Yn+1 = ﬁAtQ n+1 Qna (458)
- Y
Yn+1 = @Yn—kl + Rn - /}/Ath, (459)
em que:
Y, Y, 1 .
L= — —1)Y,, 4.60
Q BAt2+ﬁAt+<2ﬁ > (4.60)
R, =Y, + At(1 —7)Y,. (4.61)

Utilizando a Equagao (4.58) e a Equagao (4.59) na equagao do equilibrio em forma
matricial (Equacao (4.54)), tem-se para o instante ¢,.; a seguinte relagao:

M
FM —F + — =Y, —MQ, +CR, + -

+ SAp Y1 — yAIC,Q, =0,  (4.62)

~vC,

BAL

Pode-se escrever ainda o problema néo linear definido pela Equagao (4.62) em
funcao do residuo da equagao governante discretizada no espaco e no tempo, como:

~C,
FATYun —AIC,Q, = 0.

Rs (Yn+1) = FZLL - Fezt BAL

5At2Y"“ MQ, + C,R., +

(4.63)

O problema néo linear da Equagao (4.63) é resolvido por meio do método iterativo
de Newton-Raphson. Para isso, realiza-se uma expansao em série de Taylor de primeira

ordem:
Rs (Yiih) ~ Rs (Yi,,) + ARs (Yi,,) AYL,, (4.64)

em que ¢ indica o indice da iteracao atual. Na primeira iteracao para o célculo de Y11
,2utiliza-se como predi¢ao os valores das varidaveis no passo de tempo n. O método de

Newton-Raphson consiste em resolver o seguinte sistema:
ARy (Y;H-l) AY:L-Fl = —Rg (YZH) (4.65)

COI1:

oIl 9°U. M 4G,
ARS( nﬂ) —ovi = vt ap t 3ar (4.66)




131

A cada iteracao de Newton-Raphson atualiza-se a posicao, a aceleracao e a veloci-

dade de acordo com as seguintes equacoes:

Yf:kll - YiH’l + AY:L+17 (4.67)
. Yit!
= 3 At Qu (4.68)
L Y:'L—H
Yitl = 76 ot TR - AKQ,. (4.69)

Para mais detalhes cerca da obtencao das matrizes e vetores do método, recomenda-
se a consulta de Coda (2018).

4.3.3 Implementagdo computacional

O cédigo empregado para a simulagdo das estruturas de cascas neste trabalho foi
desenvolvido anteriormente dentro do grupo de pesquisas, sendo a versao utilizada aqui
desenvolvida pelo doutorando Rosicley Junior Rodrigues Rosa, e empregada também no
trabalho de mestrado de Yokomizo (2024), ambos do Programa de Pds-Graduagao em

Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos - USP.

O cédigo foi desenvolvido em linguagem C++ utilizando paralelizagdo em protocolo
MPT e conta com elementos triangulares de 3, 6 ou 10 nos, respectivamente com aproximagcao
linear, quadratica e ctubica. Ressalta-se que a implementacao conta com uma estratégia
de acoplamento entre elementos nao coplanares, que pode ser vista em Coda (2018). O
algoritmo que descreve a implementacao computacional pode ser visualizado em Algoritmo
2. No algoritmo a variavel X consiste em um vetor das variaveis nodais na configuracao

inicial.
4.4 Exemplo de aplicacao - casca cilindrica com snap through dinamico

Nesta secao apresenta-se um problema cléssico que trata de uma casca cilindrica
submetida a um carregamento concentrado em seu centro geométrico. Proposto inicialmente
no trabalho de Kuhl e Ramm (1999), o problema apresenta grande nao linearidade

geométrica devido ao efeito de snap-through.

A geometria do problema em questao é apresentada na Figura 45a, sendo a espessura
da casca equivalente a 0,1 m. A malha de elementos finitos que representa a superficie
média da estrutura utilizada pode ser visualizada na Figura 45b, a qual é composta
por 104 elementos quadraticos e 233 nés. Os contornos esquerdo e direito da chapa sao
considerados simplesmente apoiados. O carregamento aplicado ao ponto central (ponto
A) P(t) é aplicado linearmente no intervalo t =0 s atét = 0,2 s, com P(0) =0 kN e
P(0,2s) = 200000 kN, e entao mantido constante. As caracteristicas fisicas do material
utilizado sao: E = 200 GPa, v = 0,25 e p = 10000 kg/m? ; o passo de tempo adotado na
simulagao é At = 0,001 s.
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Algoritmo 2 Algoritmo para problemas nao lineares dinamicos utilizando MEF posicional

1: Adota-se Y = X;
2: para o passo de tempo 0 até npt — 1 faga

3: 1+ 0;
4: Predicao da solucao:
5: Y? 1= Y
6: Y701+1 Yna
7 YO = =Y,
8: Calcula-se o nivel de forca aplicado F&*, (t,+1) e/ou as posicoes prescritas Y, 41;
9: Calculam-se os valores de Q,, (Equacgao (4.60)) e R,, (Equacao (4.61));
10: enquanto ¢ > tolerancia faga
11: 141+ 1;
12: Célculo do incremento da varidvel do problema Y’ de acordo com a Equa-
¢ao (4.65);
13: Atualizacdo da solucdo de acordo com Equagao (4.67), Equacao (4.68) e Equa-
¢ao (4.69);
14: Calculo do erro:
155 e= |ARS(Yi) [ on e = [JAYEH 12
16: fim enquanto
17: Atualiza-se a solu¢dao do passo anterior:
18: Y, =Y
19: Y Yn+1,
20: Y, Yn+1,
21: fim para

O deslocamento vertical do n6 central da casca obtido neste trabalho pode ser

visualizado na Figura 46, enquanto, para o autor de referéncia na Figura 47. O resultado

obtido esta de acordo com os resultados de Argyris, Papadrakakis e Mouroutis (2003).

Os campos de deslocamentos para os instantes ¢ = 140 ms, ¢ = 165 ms, ¢ = 174 ms e

t = 177 ms sao apresentados na Figura 48.

Figura 45 — Casca: geometria e malha

(a) Geometria (b) Malha

P(t)

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 46 — Casca: deslocamento vertical n6 central A

1,6

Deslocamento em A (m)

0 50 100 150 200 250 300

tempo(ms)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 47 — Casca: deslocamento vertical n6 central A - referéncia
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Fonte: Argyris, Papadrakakis e Mouroutis (2003)
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Figura 48 — Casca: campo de deslocamento

(a) t =140 ms t = 165 ms
(c) t=174 ms t =177 ms

AN\

deslocamento(m)
0,03 0,50 1,00 1,54
[ -
Fonte: Elaborada pela autora
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5 TECNICA DE PARTICAO DE DOMINIO POR COMBINACAO DOS ESPACOS
DE FUNCOES

A primeira técnica de particdo de dominio considerada para combinar modelos
global e local é denominada técnica de combinacao de espacos de fungoes e foi introduzida
nos trabalhos Rosa, Coda e Sanches (2022) e Sanches et al. (2019). Essa técnica consiste em
ponderar os espagos de fun¢ao local e global sobre uma zona de superposi¢cao e combina-las

formando um novo espaco enriquecido de fungoes-base linearmente independentes.

Essa metodologia foi aplicada com bastante sucesso no campo da Mecanica da
Fratura elastico-linear com grandes deslocamentos, como pode ser visto nos trabalhos
de Rosa (2021) e Rosa, Coda e Sanches (2022). Ressalta-se que, embora a técnica se
mostre bastante promissora, no contexto da DFC, especialmente quando associada as
técnicas de estabilizacao empregadas neste trabalho, ainda é necessario um estudo mais
aprofundado para a determinacao de parametros de estabilizacao SUPG e PSPG adequados
na regiao de superposicao e, por isso, foi descartada neste trabalho apods alguns estudos.
Essa conclusao foi obtida a partir das simulagoes realizadas ao longo deste doutorado.
Para problemas de menor complexidade ou com baixos niimeros de Reynolds, como o
caso da cavidade apresentado na secao 5.6, os resultados foram bastante satisfatérios;
contudo, para problemas mais complexos, foram observadas dificuldades de convergéncia
numérica, com os campos de pressao e velocidade apresentando oscilagoes, de maneira

mais acentuada, na zona de sobreposicao.

5.1 Técnica de combinacdo dos espacos de funcées

Para o entendimento da técnica de particao de dominios define-se inicialmente um
dominio global €2¢ e um dominio local €2, apresentados na Figura 49, sendo o dominio
local menor que o global e contendo a regiao com efeitos localizados. O dominio total de

estudo é entdo composto por: 2 = Qg U Q.

Os contornos fisicos de §2 (Figura 49¢) podem ser divididos em I'¢ = (I'¢) p U (I') v,
relacionado ao dominio global, e I'y, = (I'r,) p U (I') v, relacionado ao dominio local, sendo
os subindices D e N respectivos aos contornos de Dirichlet e Neumann, respectivamente.
E importante ressaltar que os contornos fisicos podem ou nio estar presentes, ou ainda,
podem existir apenas condi¢oes de Dirichlet ou apenas condi¢oes de Neumann. O contorno
nao-fisico (I'¢)p define o limite da influéncia do dominio global na regiao de superposicao,
enquanto (I',)p é o contorno que define o limite da influéncia do dominio local. Assim, a

zona de superposicao, {1z, é definida como: Qg = Qg Ny, sendo limitada pelos contornos
(FL)B € (Fg)B.



136

Figura 49 — Particao de dominios

(a) Dominio Global (b) Dominio Local

(c) Dominios superpostos

(To)s
Iy

Te)s

v

I'q

Fonte: Elaborada pela autora

Considerando um problema cujas fungoes-tentativa nos dominios global e local
sejam caracterizadas respectivamente por ug(€), definida no espaco finito de fungoes S¢,
e ur(£), definida no espaco finito de fungoes S, sendo as funcoes-teste global wg(€) e
local w(€) definidas nos espacos V¢ e VE| respectivamente. A unido direta dos espacos
de fungoes na zona de superposicao obviamente nao resulta em um espago que respeita a
particdo da unidade das func¢oes de forma e nem garante a independéncia linear. Dessa
forma, utiliza-se uma fun¢do ponderadora de combinagao b(¢), de maneira que as fungoes

tentativa e teste sejam:

u(§) = b(E)ua(§) + (1 = b(§))uL(f), (5.1)
w(§) = b(§)we (&) + (1 = b(§))wr(§), (5.2)

com b(&) apresentando valor unitario sobre o dominio global livre (sem superposigoes), valor
zero no dominio local livre e apresentando uma transicdo suave na regiao de superposi¢ao.

A varidvel £ representa as coordenadas de uma espaco paramétrico adimensional.

Os espagos enriquecidos na regiao de superposicao de malhas sao definidos por S,
e Venr, correspondentes as fungoes tentativa e teste, respectivamente. A solucdo de um

problema tipico de valor de contorno recai em encontrar u" € S, tal que V w” € V.,

B(u",w") = F(w"), (5.3)
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com B(e,e) ¢ F(e) sendo operadores bilineares e lineares, respectivamente. A discretizagao
de u"(€) e w"(€) no contexto dos elementos finitos, ou da AIG, ¢ obtida através das
seguintes relacoes:

(”np)L

(NG)a(©) + D (ur)a(l = b(E)(NL)a(8), (5.4)

a=1

np)G
;
np)G
Z Z =BV, (55)

com Ng e Ny, sendo as fungoes de forma global e local e (n,;,)¢ € (1) 0 nimero de nds,

ou pontos de controle, das discretizagoes global e local, respectivamente.

5.2 Funcao de combinacao

Considerando que as fungoes b(&)(Ng) e (1 —b(€))(NL) sejam linearmente indepen-
dentes sobre 25, e que as fungoes-base local e global sejam discretizadas com polinémios
de igual ordem p e constituam fungoes-base independentes dentro das discretizagdes local
e global, a escolha de b com um grau acima das fungoes-base, ou seja, grau p + 1, ird
proporcionar uma nova base de grau consistente com o niimero de fungoes-base disponiveis
em cada ponto da zona de superposicao. A nova base, que continua sendo um polindémio de
grau p fora do dominio de superposicao, torna-se um polinémio de ordem 2p + 1 dentro da
zona de superposi¢ao, evitando dependéncia linear entre as fungdes de forma e cumprindo

a particao da unidade.

Neste trabalho aplicam-se funcoes de forma locais e globais de grau polinomial
quadratico. Dessa forma, a fungdo ponderadora de combinagao foi definida como cubica e

¢é expressa por:

3 2
2 (%9)’ 3 () 41 e Yy(6) > 0 e Vi (€) > 0

b(§) = {1se Y (¢) <

0 , (5.6)
0seYs(€) <0

com Y7 (€) a fungdo distancia assinalada medida a partir de (I'L) g, com valores positivos
dentro do dominio local e negativos fora, e Y(£) a fungao distdncia assinalada medida
a partir de (I'¢) 5, sendo positiva se o ponto pertence a g, e negativa, caso contrario.
Nota-se que os pontos em que ambas as fungoes distancia assinalada sao positivas estao
contidos dentro da zona de superposi¢ao. O pardmetro ¢ é obtido por 6(¢) = Y.(§) + Y (€),

e coincide com a espessura da zona de superposi¢do quando (I'z)p e (I'¢) g sdo paralelos.

Na pratica, considera-se que o dominio global tem o tamanho do dominio total,
ficando a defini¢ao de (I'¢)p para uma etapa posterior, baseada na forma do modelo local.
Os elementos e nos da malha global, sem suporte fisico ap6s a obtencao do novo espago de
fungoes, sdo desativados da andlise. O contorno (I'¢)p pode ser obtido através de uma

réplica do contorno (I'z)p a uma distancia paralela 6 do mesmo.
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Ap6s a defini¢ao (I'¢)p é necessaria uma metodologia eficiente para determinagao
das fungoes base globais com pequena influéncia dentro da zona de superposi¢ao, visto que
essas podem levar a um sistema mal condicionado. Para resolver esse problema, utiliza-se,

para todos os nés globais "a" da analise, uma varidavel definida como:

(Me)aa = [ BENEH(E) Na(€)a0 (5.7)

Q

e define-se um valor M,,;,, para (Mg)aq. Os n6s globais sao desativados se (Ma)aa < Mopin-

Na Figura 50 apresenta-se um exemplo unidimensional da técnica de particao
de dominios. Na Figura 50a observam-se as fungoes globais definidas inicialmente sobre
todo o dominio fisico e a funcao ponderadora de modificagdo com valor unitario sobre o
dominio global livre e com transicao suave sobre a regiao de superposicao. Na Figura 50b
representam-se as fungoes locais definidas somente no dominio local e a fun¢ao ponderadora
de modificacao com valor unitario sobre o dominio local livre e com transicao suave sobre
a zona de superposicao. Por fim, na Figura 50c apresenta-se o novo espaco de fungoes
independentes que cumprem com a particao da unidade e possuem grau polinomial 5.
Nota-se nessa figura a desativacao das fungoes de forma globais que estao sobre o dominio

local livre.

5.3 Aplicacao da técnica a Dinamica dos Fluidos Computacional

Para o emprego da metodologia nas andalises da DFC as aproximacoes apresentadas
na Equagao (5.4) e na Equagao (5.5) devem ser aplicadas nas fungoes-tentativa para velo-
cidade e pressao e nas fungoes-teste associadas a elas, apresentadas desde a Equagao (2.49)
a Equagao (2.52).

Conforme relatado, os parametros de estabilizagao utilizados na técnica da DFC
ainda necessitam de um estudo mais aprofundado, entretanto, para estudos iniciais, fez-se
a combinagao dos parametros calculados em cada uma das discretizacoes sobre a zona de

Ssuperposicao:

Tsupc (&) = b(€) (tsura) € (€) + (1 — b()) (Tsura)“(€), 5.8
Tpspa(€) = b(€) (Trspa) (€) + (1 — b(€)) (Tpspa) “(6), (5.9)
vesio(€) = b(€) (vusic) () + (1 — b(&)) (rusic) " (€), (5.10)

com (1supg)Y, (Tpspa)® e (vusic)® sendo os pardmetros de estabilizacdo calculados na
malha global; (7supa)®, (Tpspa) e (vLsic)? os pardmetros de estabilizacdo calculados na

malha local, todos conforme a Equacao (2.76) e a Equagao (2.77).
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Figura 50 — Espagos de fungdes na técnica de particao de dominios

(a) Fungoes globais e fun¢ao ponderadora (b).
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Fonte: Sanches et al. (2019)

5.4 Implementacdao computacional

O método dos espacos de fungdes combinados foi implementado para a solugao
de escoamentos incompressiveis seguindo a formulacao apresentada no Capitulo 2 e no
Capitulo 3. Nesse cédigo, apos a leitura dos dados respectivos as malhas global e local,
segue-se com a definicdo da distancia assinalada respectiva a todos os nés da malha global
e da malha local com respeito aos contornos (I'¢)p e (I'L) 5, respectivamente. O contorno
(T'¢)p é obtido a partir dos dados de entrada, onde define-se a espessura da zona de
superposicao. De posse da distancia assinalada e espessura da zona de superposicao, sao
definidos quais elementos das malhas local e global fazem parte da zona de superposicao.

Qualquer elemento que possua um ou mais nos dentro da zona de superposicao é considerado
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como um elemento que contribui com ela.

As equagbes na regiao de superposicao sao integradas sobre o elemento local; dessa
forma, no pré-processamento, os pontos de integracao da malha local sdo projetados sobre
a malha global e o elemento global e suas coordenadas paramétricas correspondentes a

cada ponto sao armazenados.

Na etapa de pré-processamento, sao determinados ainda os nés inativos da malha
global, seja porque o dominio de suas func¢oes de forma encontra-se fora da zona de
superposicao, ou porque possuem pequena influéncia dentro da mesma, de acordo com a

expressao apresentada na Equagao (5.7).

Finalmente, o processo de marcha no tempo se inicia da maneira explicitada no
Algoritmo 1 levando-se em consideracao que as fungoes-tentativa e funcoes-peso, e os
parametros de estabilizagao, sao modificados de acordo com o apresentado neste capitulo.

O algoritmo que descreve esse processo de solucao pode ser visualizado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Algoritmo para problemas da DFC com a técnica de particao de dominios
por combinacao dos espacos de fungoes

1: Calculo da distancia assinalada dos nés e pontos de controle aos contornos;

2: Determinacgao dos elementos e células da zona de superposicao;

3: Busca da correspondéncia dos pontos de integracao da malha local na malha global na
zona de superposicao;

4: Defini¢ao dos nés inativos da malha global;
5: para o passo de tempo 0 até npt — 1 faca
6: 14+ 0;
7: Predigao da solucao: aplicagao das Equagao (2.91), Equagao (2.92) e Equacao (2.93);
8: enquanto (¢ > tolerancia) faga
9: 11+ 1;
10: Interpolacao das varidveis do problema: aplicagdo da Equacao (2.94), Equa-
¢ao (2.95) e Equagao (2.96);
11: Célculo do incremento nas varidveis do problema: U, 1 € pnyy de acordo com
a Equagao (2.97) e a Equagao (2.98);
12: Atualizacao da solugao: calculadas de acordo com Equagao (2.99), Equa-
¢ao (2.100) e Equagao (2.101);
13: Célculo do erro:
e=|Rid . (5.11)
14: fim enquanto
15: Atualizacao das variaveis do passo anterior;
16: fim para

5.5 Verificacao e aplicacoes

Para a verificagao do cédigo baseado na técnica de decomposi¢ao de dominios,

apresentam-se dois exemplos com discretizagoes 2D em que tanto a malha local, quanto a
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malha global, sdo discretizados por elementos finitos.

O primeiro exemplo, escoamento sobre uma cavidade quadrada, foi simulado para
ntimero de Reynolds 100 e apresentou boa concordancia com os resultados da literatura.
No segundo exemplo, referente a um escoamento sobre aerofélio NACA 0012 fixo, cujo
nimero de Reynolds é mais elevado, foram observadas dificuldades de convergéncia quando
aplicadas as técnicas SUPG e PSPG.

5.6 Cavidade - Técnica de particao por combinacdo dos espacos de funcdes

Para a verificacao inicial da metodologia de particdo de dominios com superposicao
de malhas apresenta-se o problema classico de escoamento sobre cavidade, a partir de uma

discretizacao 2D.

A geometria do problema e suas condig¢oes de contorno sao apresentadas na Fi-
gura 51. O problema foi avaliado para um nimero de Reynolds = 100, calculado de acordo
com a Equagao (2.105), considerando L como sendo o comprimento lateral da cavidade.

Na simula¢io considerou-se p = 1,0 kg/m?, At = 0,05 s, € poo = 0.

Figura 51 — Cavidade: geometria e condi¢oes de contorno

Uoo=1m/s uz =0 h

1m

Y2

'LL1='LL2=0
Uy =us =0

1m

U1:'LL2:0

| Im | Im |

Fonte: Elaborada pela autora

Sabe-se que nas paredes da cavidade hé efeitos de camada limite; dessa forma,
definiu-se uma malha local em elementos finitos que circunda a cavidade, de acordo com
a Figura 52a, composta por 4352 nos e 2048 elementos. A malha global, por sua vez,
também foi definida em elementos finitos, e estende-se por toda a se¢ao da cavidade, sendo

constituida por 2401 nés e 1152 elementos, de acordo com Figura 52b.

Definiu-se uma espessura para a zona de superposi¢do equivalente a 6 = 0,1 m
medida paralelamente ao contorno ficticio local (I')p. Considera-se pertencente a essa

zona qualquer elemento da malha local que possua ao menos um né dentro dessa regiao,
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destacados em vermelho na Figura 52a. A mesma consideragao aplica-se a malha global,
com os elementos correspondentes destacados na Figura 52b. Na Figura 53, podem ser

observados em vermelho os nés da malha global que foram desativados da anélise.

Figura 52 — Cavidade: malhas global e local
(a) Malha local (MEF) (b) Malha global (MEF)

NAAN AN AN AN AN

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 53 — Cavidade: nds desativados da malha global

Fonte: Elaborada pela autora

A simulacgao foi mantida até que se atingiu o estado estacionario de escoamento.
Os perfis de velocidade adimensionalizados (u/u.,) horizontal e vertical ao longo de
duas linhas centrais nas direcoes y; e ys da cavidade sao apresentados na Figura 54 e
comparados com os resultados de Ghia, Ghia e Shin (1982), mostrando boa concordancia.

Na Figura 55a e na Figura 55b sao apresentados os campos de velocidade e pressao para a
cavidade.



143

Figura 54 — Cavidade: perfil de velocidade adimensionalizado
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 55 — Cavidade: campos de velocidade e pressao - Re = 100

(a) Campo de velocidade

000 020 0,0

Velocidade (m/s)
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—

(b) Campo de pressao

Pressao (Pa)
-3,43  -2,00 0,00 2,00 3,90
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Fonte: Elaborada pela autora
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5.7 Escoamento sobre aerofélio NACA 0012 fixo - Técnica de particao por combi-
nacao dos espacos de funcoes

Com intuito de apresentar-se brevemente os problemas de convergéncia observados
na metodologia de particao de dominios por combinacao dos espagos de funcgoes, sera
considerado o problema de um aerofélio NACA 0012, cuja descrigdo detalhada (geometria,

condigoes de contorno e pardmetros de anélise) é apresentada na subsegao 6.6.1.

Para essa analise, foi adotada a mesma discretizacao local da apresentada na
subsecao 6.6.1, incluindo a espessura da zona de superposi¢ao, quantidade de elementos e
nos locais nesta regiao. Quanto a malha global, a mesma foi discretizada em elementos

finitos sendo composta por 17090 nds e 8442 elementos, conforme Figura 56.

Figura 56 — Aerof6lio: malhas global (MEF) e local (MEF)
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Fonte: Elaborada pela autora

Na Figura 57a e na Figura 57b sdo apresentados os campos de velocidade e pressao,
respectivamente, em um tempo avancado da andlise. Nessas figuras, podem ser observadas
as oscilagdes que ocorrem na zona de superposi¢ao quando tém-se um nimero de Reynolds

mais elevado.
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Figura 57 — Aerofélio: campos de velocidade e pressao

(a) Campo de velocidade

(b) Campo de pressao

Fonte: Elaborada pela autora
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6 TECNICA DE DECOMPOSICAO DE DOMINIOS ATRAVES DO METODO
ARLEQUIN ESTABILIZADO - RBSAM

Com intuito de superar as dificuldades encontradas com a técnica de particio
de dominios apresentada no Capitulo 5, considera-se o Método Arlequin, que permite
também levar em conta efeitos localizados através do uso de um modelo local mais refinado
superposto a um modelo global com discretizagdo mais grosseira. No Método Arlequin,
o acoplamento entre os modelos é realizado através da superposicao e colagem entre
dois modelos em uma regiao denominada zona de colagem através de multiplicadores de

Lagrange.

A primeira parte deste capitulo descreve o método classico de Arlequin, introduzido
por Dhia (1998). Em seguida, ¢ apresentada a forma estabilizada do método (RBSAM)
proposta por Fernandes et al. (2020) no contexto de escoamentos incompressiveis, seguida
da extensao dessa metodologia para problemas com contornos moveis. Por fim, sao

apresentados o algoritmo implementado e exemplos de verificagao.

6.1 Meétodo Arlequin

O método Arlequin foi introduzido por Dhia (1998) e é baseado em trés principais
ideias (ver Figura 58) (Dhia; Rateau, 2005):

e Um dominio local €2; é sobreposto em um dominio global {2y em uma zona de

interesse de modo a representar efeitos localizados;

o Os modelos sao colados um ao outro em uma subzona da zona de superposi¢ao
(€25), chamada de zona de colagem (£2.), através de um operador de acoplamento

conveninente;

« Garante-se a distribuicdo da energia entre os modelos através do emprego de uma

funcao ponderadora, definida a partir da particao da unidade;

Dessa forma, o dominio computacional do problema é definido por:
Q=QyUQy, (6.1)
e a zona de superposicao {2, é definida da seguinte forma:

Q= N, (6.2)
Qs = Q.U Qyp, (6.3)
Q. >0, (6.4)
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sendo {1, a chamada zona livre.

Figura 58 — Dominio do modelo Arlequin

Fonte: Elaborada pela autora

Umas das formas mais comuns de se realizar o acoplamento entre dominios é através
de campos de multiplicadores de Lagrange. Uma forma generalizada de representar os

operadores de acoplamento, conforme Dhia e Rateau (2002), é:

(A, Au)g, = /Q kolA - Au) + ki[e(A) : e(Au)] dQ, (6.5)

onde A é o campo de multiplicadores de Lagrange, Au = ug|g, — u;|q, é a diferenca entre

os campos acoplados na zona de colagem e kg e ky sao constantes estritamente positivas.

Quando ky > 0 e k; = 0 tem-se o operador de acoplamento L?. Esse operador
estabelece a continuidade de ordem 0 do campo compatibilizado, o que significa que ele
garante, de forma fraca, a continuidade das variaveis ao longo da zona de colagem. Para
valores kg > 0 e k; > 0 obtem-se o operador de acoplamento H!, estabelecendo continuidade
de ordem 1 do campo compatibilizado, garantindo, de forma fraca, a continuidade de uma

combinagao de varidveis e seu Laplaciano (Guidault; Belytschko, 2007).

O sucesso do método depende da escolha apropriada dos parametros kg e k;. Para
o acoplamento utilizando L?, devido & simplicidade da aplicacao da restricio dos campos
compatibilizados na zona de colagem, o condicionamento do sistema depende fortemente
do valor do parametro kg, sendo esta uma das razoes pela qual a maioria dos trabalhos
realizados com o método Arlequin empregam o operador H!. A obtencao de parametros
otimos para o método pode ser uma tarefa dificil, sendo esse um dos fatores que levaram
Fernandes et al. (2020) ao desenvolvimento da técnica RBSAM, que sera discutida na

proxima segao.

A definigao do espacgo de fungoes para o multiplicador de Lagrange é muito impor-
tante. O método apresenta flexibilidade para usar uma discretizacao diferente da zona de
colagem, entretanto, usualmente se adota um subconjunto do espaco de fung¢des de um
dos modelos sobrepostos. A escolha por um modelo ou outro pode conduzir a um maior

ou menor acoplamento, sendo a escolha definida em funcao da aplicacao desejada.
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Por fim, para que o método nao adicione energia ao sistema, é necessario que seja
definida uma funcao ponderadora, denominada «, que garanta a distribuicao da energia
do sistema ao longo dos modelos sobrepostos. Em geral, essa fungao é definida da seguinte

forma:
o € [kqa; 1] em Q,
Qg = 1em QO\QM

ap =k, >0 em Qy,,

ap+a; =1 em €,

com k, uma constante arbitrariamente pequena para o método de Arlequin ser relevante

(Dhia, 2008), conforme pode ser observado na Figura 59.

Figura 59 — Funcao ponderadora

pi
1k
kgl
er
Qs
Qg

Fonte: Elaborada pela autora

No caso deste trabalho, adotou-se para ag e o na zona de colagem fungoes lineares
da distancia ao contorno I'y, de modo que:

(1 — ka)

5 Yi(y), (6.7)

050:1—

(1 B ka)

5 Yi(y), (6.8)

o) =

com Y7 (y) sendo a funcao distancia assinalada medida a partir de I'y, com valores positivos
dentro do dominio local e negativos fora, e d, representando a espessura definida para a

zona de colagem.

6.2 Método Arlequin classico aplicado a problemas de escoamentos incompressiveis

O Método Arlequin vem sendo aplicado amplamente em diversos trabalhos da

Mecanica dos Soélidos nas ultimas décadas. No que diz respeito a materiais incompressiveis,
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pode-se citar o trabalho de Jamond e Dhia (2013), no qual os autores desenvolvem uma
técnica para analise empregando elementos do tipo Taylor-Hood, que satisfazem a condicao
LBB. Essa metodologia ¢ testada também para problemas descritos pelas equagcoes de
Stokes.

De acordo com os autores Jamond e Dhia (2013), a principal dificuldade encontrada
para aplicacdo do método Arlequin no contexto de materiais incompressiveis é que duas
restricoes devem ser aplicadas concomitantemente: a compatibilizacao dos campos de
interesse na zona de colagem e a condi¢ao de incompressibilidade do material nessa mesma
regiao. Os autores apontaram que a imposicdo da condi¢ao de incompressibilidade em
ambos os modelos pode gerar problema de redundancia, acarretando em um sistema

algébrico associado singular.

A solugao proposta por Jamond e Dhia (2013) no trabalho foi a aplicacao da
condi¢ao de incompressibilidade em cada ponto do dominio computacional apenas uma vez.
A metodologia consiste entao em escolher um dos modelos no qual é removida a condicao
de incompressibilidade dos elementos total ou parcialmente localizados na zona de colagem
(€Q.). Indiferente do modelo eleito para a remocao da condi¢do de incompressibilidade na
zona de colagem, na zona livre, a condicao de incompressibilidade é removida do modelo
global. Deve-se destacar que, no trabalho citado, existem algumas recomendacoes com
relagao a estabilidade da metodologia, como por exemplo, a necessidade de existir pelo
menos um elemento global na zona livre. Tal trabalho nao explora as possiveis mudancas
que surgiriam na estabilidade numérica em caso de sucessivas remocgoes e inclusoes da

condicao de incompressibilidade no caso de um modelo local médvel.

Por esse motivo, neste trabalho, opta-se pela adocao da formulacao estabilizada.
Para a construcao do Método Arlequin é necessario retornar as equagoes para um mono-
modelo (modelo usando apenas uma discretizacao espacial) apresentadas no Capitulo 2, as
quais representam a forma fraca estabilizada das equacoes da quantidade de movimento e

da continuidade. Entretanto, serd usada inicialmente uma descricao euleriana das equacgoes.

Considerando os espacos de dimensao finita das func¢oes-tentativa que descrevem a
velocidade (SJ;) e a pressio (S;), bem como seus respectivos espacos de funges-teste VI

e V}’}i, com ¢ = 0, 1 indicando o indice do modelo, definidos como:

Sho={ul [u} (1) € (H™ () ,ul = u}, em Tp;}, (6.9)
Sp={pl 1ol () € LM ()}, (6.10)
Vi = {wh |wl () € H" (), w! =0 em I'p,} (6.11)

V) =S8k (6.12)
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Analogamente, os espacos das fungdes tentativa (M") e teste (Q") para o campo

dos multiplicadores de Lagrange () sdo definidos como:

M= {XH[ A () € H™MQ.)} (6.13)

Q" = M". (6.14)

A aplicacao do operador de acoplamento L? & formulacdo cldssica Arlequin consiste
em, dados os espacos tentativa e teste apresentados nas equagoes anteriores, encontrar
(ud, b, ul, i, A" € Sty x Shy x 8k x 8l x M de maneira que VY w(i € V], i € V),
wi eVl gt eVl eV (e QM

o h
/Qo QppWL - %d@o + /Qo QW - (ug . Vy) uldQ
+ /Qo e (WS‘) to (ug,p’g) d€2

#30 [ msone (o 9,) wh) - o (. 05) a9 6.15
e=1
Nel

+ 2—:1 /Qe visicVy - Wgrgo (ug) dQy + XO/Q Wg . )\thc

= [ copwh-hdS+ [ agwh bl dPx,
Qo o

Nel V h
/Q O iV, - ul dQo + Y /Q Thspa < Z%> o (uf,p) d =0, (6.16)
e=1

oul
/ appw? - —Ld, +/ a pw - (u}f : Vy) u)dQ),
Q1 Ql

ot
+ A o€ (W}f) Lo (u]f,p’f) dQy
3 [ mure (- 9, Ywh) v (o) 6.17)
e=1

Tlel

+ Z /Qe VLSICVy . W?Tlél (u?) dQl + Xl/Q Wlll . )\thC
e=1 c

= O[lpW}lL . flhdﬂl + / alw’f . hill dFNl,
Ql FNI

Tl \v4 h
/Q1 alq{‘Vy . ui‘ d, + Z /Q TPSPG ( i’)ql) . r{\‘“ (u’f,p}f) d;, =0, (6.18)
e=1

¢"- (uf —ul) d. =0, (6.19)

Qe
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onde ry; e rf sdo os residuos da equacio da quantidade de movimento e da equagio da

continuidade, com i = 0, 1, respectivamente, dados por:

i (u?,p?, )\h) =a;p <8u£‘ + (u? : Vy) ul — ff) — oV, o (u?,p?) +x: A", (6.20)

ot

o (u?) =a;V, -ul (6.21)
com Y; descrito da maneira que se segue:

—1) € Q.
Xi = (=1 sey . (6.22)
0sey ¢ Q.

O problema descrito pela Equagao (6.15) até a Equagao (6.19) é a versao cléassica
do Método de Arlequin para o problema de Navier-Stokes estabilizado pela técnica
PSPG/SUPG. Matematicamente, trata-se de um problema de ponto de sela decorrente
de uma formulacao mista. Entretanto, desde que a condi¢do LBB seja satisfeita, existe

solugao para o problema e ela é tnica.

Em Guidault e Belytschko (2007) pode-se encontrar uma vasta anélise matematica
acerca das questoes relacionadas com estabilidade, convergéncia e relevancia do método. Os
autores relatam, por exemplo, a necessidade de emprego de fungdes ponderadoras continuas
quando utilizado o operador de acoplamento L?, o que ndo ocorre com o operador H!.
Além disso, os autores destacam que espagos muito refinados para os multiplicadores de
Lagrange podem levar a uma soluc¢ao nao convergente, independente do tipo de operador
de acoplamento. Esse problema ocorre devido a forte dependéncia da discretizagao do

modelo global na solugao.

O problema descrito no Método Arlequin classico é andlogo a formulagao mista
em elementos finitos para escoamentos incompressiveis, que limita a escolha das fungoes
aproximadoras para o campo de velocidade e pressao. No caso da Mecanica dos Fluidos,
conforme apresentado no Capitulo 2, uma forma de superar as restricoes de LBB é o uso
de métodos estabilizados, como o PSPG. Seguindo essa mesma filosofia, Fernandes et
al. (2020) introduzem uma técnica de estabilizagdo consistente que sera apresentada na

seguinte secao.
6.3 Método Arlequin estabilizado aplicado a problemas de escoamentos incompres-
siveis

Com intuito de superar a condi¢do de LBB para o Método Arlequin, Fernandes
et al. (2020) desenvolvem uma técnica de estabilizagao consistente baseada em residuo.

Para isso, introduz-se uma parcela adicional a equacao dos campos de multiplicadores de
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Lagrange, que leva em conta o gradiente de ¢" e o residuo da equacio da quantidade de

movimento:

o TARLQO h h b < TARLQl h h h o h
Z/ V,¢" - Vyryg (u07p0 Z/ VvV, ¢tV <u17p1> d2,,

(6.23)

sendo TarrQo € TArLQ1 parametros de estabilizacao, respectivamente, da malha global e

local. A obtencao destes parametros serd abordada na subsegao seguinte.

Dessa forma, pode-se definir a solu¢ao do problema de Navier-Stokes para escoa-
mentos incompressiveis utilizando a técnica de Arlequin estabilizada da seguinte forma:
encontrar (ull, ph, ul ph, /\h) € Sy x 8y x Sy x 8l x M" de maneira que ¥V wi € Vi,
q € V), Wi eV, ¢t € V) hoeV ¢h th

oul
/Qo AR a—tonO + /Qo QW - (ug . Vy) uld

+ | ape (WS‘) Lo (uf},pﬁ) dQy

Qo

+ i /Q msuec ((uf - V) wi) - i (uf, pf) (6.24)
Nel

+ Z/ visicVy - Wor, (uo) dQ —I—XO/ wh - A"Q,

— o aOpWO f dQO+/ aOWO h dFN07
0

el \v/ h
/Q a0y Vy - ug dQ + Z/ TPSPG < Zq()) T (ugapg) dQy =0, (6.25)

oul
/91 apw - (3751 dey —l—/ o pw - (u}f . Vy) uldQ,

+ o e (W?) Lo (ul,pl) d€,

Nel
+ Z /Qe supa ((uf - Vy)Wlf) T (u}1l7p}1l> dfy (6.26)
e=1

Tlel

—i—Z/ visicVy - Whrl, (ul) Ao, +X1/ wh - AMdQ,

- /Q arpw” - £1d0; + [ aywh b Ty,
1

I'nv1

el V h
/ alqlv cul dQy + Z/ TPSPG ( ;Ch) T (u?,p?) dQ; =0, (6.27)

[ ¢t (uh =) ac +Z / Y ¢ Vel (uf28) 09

Nel (628)
- Z /Qe TARpLQl Vych : Vyr}l\L/[l dQ2. =0,
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com os residuos rfy; e rh; escritos conforme a Equacio (6.20) e a Equagao (6.21).

O sistema resultante pode ser reescrito em notacao matricial como:

Ko 0 Lo |0 Fy
0 K, —IL,| |0 =|F|. (6.29)
LT -LT E ||A Fa

Considerando 7 = 0, 1 designando os modelos global e local, respectivamente, tem-
se a defini¢do dos termos da Equagao (6.29) como: K; é uma matriz que representa os
termos provenientes das matrizes referentes as equagoes da quantidade de movimento e da
continuidade para o modelo ; L, é a matriz que representa os termos de acoplamento do
modelo 7; LT é a matriz procedente dos termos da equagdo de restrigao e de componentes da
estabilizacggo RBSAM do modelo i; E apresenta termos oriundos da estabilizacado RBSAM;
U, representa os vetores nodais dos graus de liberdade respectivos a velocidade e pressao do
modelo 7; A representa os graus de liberdade respectivos aos multiplicadores de Lagrange;
F; representa os vetores provenientes das equacgoes da quantidade de movimento e da
continuidade para o modelo ¢ e F 5 representa os termos vetoriais advindos da estabilizagao
RBSAM.

Note-se que na estabilizacdo Arlequin baseada no residuo (RBSAM) néao existem
elementos zeros na diagonal da matriz, diferente do mesmo problema na formulagao classica
Arlequin. No trabalho de Fernandes et al. (2020) pode-se encontrar a andlise de estabilidade
dessa técnica e testes numéricos que avaliam o condicionamento do sistema algébrico e a

convergéncia do método.

O problema de Arlequin nao linear apresentado na Equacao (6.24) até a Equa-
¢ao (6.28) pode ser reescrito em sua forma semi-discreta residual, para i = 0, 1, da seguinte

maneira:

ou’
Rai= [ awpw! - 2
M, QlOéle ot

+/Q¢ o; € (wf) e (u?,p?) d€);
Tel

d€; + /Q aipw - (ui‘ : Vy) ul dQ;

+2 /Q rsora ((ul-V,) wh) xly (ul,pl) doy (6.30)
e=1

Tel

+ 2—21 /Q visic Vy - W? 7“?31 (uf) dQ; + Xi/Q th AP,

—/ aipw - £ dQ; —/ o; Wi hMdTy,
Q r;

Tel V h
RC,i = /Q Ozl-q?vy . U? dQl + Z/Q TPSPG < ZQZ ) . I'llz'/[i (U?,p?) dQl, (631)
i e=1 ‘
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el T
R, = /Q ¢ (u— ) a2+ [ %Vzﬁh Wt (Wb ph) de
c e=1 c
(6.32)
Mel T
- Z/e %V&ych Vi (u}f,p’f) de2..
e=1 c

Considerando U;, Uy, p; e A os vetores nodais dos graus de liberdade respectivos a
aceleragao, velocidade, pressao e multiplicadores de Lagrange, pode-se escrever o problema

semi discreto da DFC como: determinar UO, Uy, po,Ul, Uy, p1 e A de maneira que:

Rao(Ug, Uy, po, A) = 0, (6.33)
Reo(Up, Ug, po, A) = 0, (6.34)
Ryi (U, Uy, p1,A) =0, (6.35)
Re1(Uy, Up,pi,A) =0, (6.36)
R.(Uy, Uy, po, Uy, Uy, p1, A) = 0. (6.37)

6.3.1 Parametro de estabilizagdo para técnica RBSAM

No método Arlequin estabilizado, ha ainda a necessidade de definicao do parametro
de estabilizacdo TarLg, 0 qual deve possuir valor suficiente para estabilizar os campos de

multiplicadores de Lagrange sem, no entanto, comprometer a convergéncia do método.

Para a definicao de Tarrg toma-se como referéncia os trabalhos de Tezduyar e
Osawa (2000) e Tezduyar e Sathe (2003), nos quais se apresenta uma vasta quantidade
de informacao acerca das técnicas para obtencao dos parametros de estabilizacao das

equagoes da DFC (7supc, Tpspa, VLsic)-

Para um bom condicionamento do sistema, busca-se que os termos estabilizantes
adicionados possuam magnitude proxima aos termos da equagao de acoplamento. Assim,
calcula-se T4rrg:; por meio da relacao entre normas de vetores que compoem a formulagao

por elementos finitos, definindo-se um parametro para cada um dos modelos por meio de:

N[

7.:<1+1+1+1+1>_ (6.38)
AT\ ) ) () ) ()P '

com ¢ = 0,1 definindo os modelos global e local, respectivamente, e:

T, = , (6.39)
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1
B; = 2 2 (6.40)
(7e0)” + (78)
. -3
TCi = 3 2 (641)
(e0)” + (7e2)
%
1
™D;i = 2 2 (6.42)
(7o0)" + (7m1)
X -3
TE, = D) (643)
(o) + (1)
sendo as varidveis da Equagao (6.39) a Equagao (6.43) as seguintes normas vetoriais:
M, ] [[M, ||
TA0 = ) TAl = ) (644)
PN e
M M
= Dull, VL (6.45)
N TR 1T
|| M, || || M, ||
Teo = N e : (6.46)
< ||k < |k
M M
UMM .
il el
|| M), || || M, ||
TEo = ;T = ; (6.48)
B R

Por fim, os vetores em questao, sao definidos através das seguintes relagoes:

- /Q Ny - ulide,, (6.49)
M,, = — /Q N, - ulde,, (6.50)

t; = /Qc VNV, ((uh . Vy> uh) dQ,., (6.51)
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oul
ji= /Q VNV, <8t> o, (6.52)
k = /Q ViNi:a2uV, - (u}) de., (6.53)
p; = o VN :o;V, (—Vyp?) dQ., (6.54)
T, = /Q Y Ne: ¥ (x@A") d, (6.55)

com k representando o indice dos graus de liberdade do campo de multiplicadores de

Lagrange.

6.3.2 Integracao temporal e processo de solucao

Quanto ao procedimento de integracao temporal, utiliza-se o método a-generalizado
conforme a metodologia apresentada na se¢ao 2.4; para a solucao do sistema de equagoes
nao lineares composto pela Equagao (6.33) até Equagao (6.37), utiliza-se o método de

Newton-Raphson. A solugao resulta em uma etapa preditiva e outra iterativa-corretiva.

Na etapa preditiva, conhecida a solu¢gdo em um passo de tempo n, prediz-se a

solugdo no passo seguinte (n + 1) através das seguintes relacoes:

. vy—1_.

Ul = — Uow), (6.56)
U8(n+1) - UO(n)a (657)
p8(n+1) = Po(n); (6.58)

*+0 y—1.

Ul = 77 Ui, (6.59)
U(l)(n—i-l) = Ul(n)a (660)
Piins1) = Pitn); (6.61)
Al = Aw), (6.62)

onde o superindice 0 representa a iteracao de niimero zero, enquanto que os subindices 0 e

1 representam as variaveis do modelo global e local, respectivamente.
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A etapa iterativa corretiva é constituida por trés fases. A fase 1 consiste em
determinar os valores no instante intermediario para as variaveis nodais na iteracao i por

meio de:

Joturan = Uowm + am (U O(n+1) — Uom)) ) (6.63)
brrp) = Vot + 7 (Ubgain) = Vo) (6.64)
Po(n+1) = Po(n+1)s (6.65)

' zi(n+am) = U + (U 1(n+1) Ul(n)) (6.66)
fvap = Ut + 0y (Ui = Vi) (6.67)
Pl(n+1) = Pl(n+1): (6.68)

Al = Al (6.69)

Na fase 2, com os valores intermediarios das variaveis nodais resolve-se o sistema
resultante da linearizagao da Equagao (6.33) até Equagao (6.37) com respeito as variaveis
de interesse Uo(n+1), Po(n+1) Ul(n+1)7 Pi(n+1) € A@ny1), calculando-se uma corregao para

essas variaveis:

_ BRMO 9Rmo 0 0 R0 ] i ) ] )
Wiy Py Wi | [AT Ry
9Rco ORco 0 0 dRco Q(er)
7 i i
MWinsny  Ponsn A1) ApO(n+1) —Reo
OR. OR. OR ..
0 0 M1 £5V8 M1 AUZ —|_r ' 6.70
6U1(n+1) 8p1(n+1) 8A(n+1) 1(n+1) M1 ( )
0 0 83RCI y aiRm 81851'{01 Apl(n+1) —Ray
1(n+1)  “Pl(n+1) (n+1) i
ORy, ORy, ARy IRy, ARy, i (n+1) | I Ry, |
'aUZO("+1) 8p6(”+1) 8U7i('n-§—1) 8pi(n-&-l) 8A(n+1)

Atualiza-se entao, na fase 3, as varidveis incoginitas por meio de:

UE)J(%H) = Ué(nJrl) + AUé(n+1)7 (6.71)
UZ+71+1 Ué(n-}—l) + ’YAtAUé(nH), (6.72)
pBJ(r;H) pé(n+1) + Apé(nﬂ)a (6.73)
Ulféﬂ) = Uiy + AUl iy, (6.74)
Ultnsn) = Ul + YALAUY 4y, (6.75)
p?(réﬂ) = Pins1) T APinins (6.76)
Ay = Ay + AAL ). (6.77)

Na utilizacdo do método a-generalizado as integrais das equagoes sao avaliadas no
instante ¢ = £,,14,. As relagoes entre velocidade, aceleragao e os parametros utilizados pelo

método podem ser consultados na secao 2.4.
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6.4 Superposicao de modelos maveis

A Equacao (6.24) até Equagao (6.28) resolvem problemas de escoamentos incom-
pressiveis em uma descri¢ao euleriana. Entretanto, tem-se como objetivo a movimentacao
do dominio local do fluido (ver Figura 60) para acomodar a movimentagao da estrutura nos
problemas de IFE, ou para representar o deslocamento de um objeto imerso no escoamento.
Nota-se que o modelo global mantém sua geometria inalterada na mudanca de passo de
tempo, enquanto o modelo local ¢ movimentado para representar uma nova localizacao
de um objeto imerso. Vale ressaltar que o contorno do dominio do modelo local (I'y) é
conhecido em ¢, e em t,,1 e que a zona de superposicao {2 é definida em diferentes
posigoes em cada instante. Assim, faz-se uso de uma descricio ALE no modelo local (£2;)

enquanto o dominio global (£29) mantém-se fixo e com descri¢ao euleriana.

Figura 60 — Dominio Arlequin mével

n+l

Fonte: Elaborada pela autora

Para andlise de dominios méveis do tipo euleriano-ALE, a Equagao (6.26) é reescrita,

levando-se em consideracao as defini¢oes apresentadas na segao 2.2, resultando em:

h
uy

/awha
Qllpl ot

+ o e (W'f) Lo (u'f,pi‘) dy

Tlel

+ Z /Q TSUPG ((u? - ﬁlf) : Vy“’?) T (u?,p’f) dy (6.78)
e=1

a0 [l (o - ) - v ut) ay
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enquanto o residuo apresentado na Equacao (6.20) passa a ser escrito para ¢ = 1, como:

ou’
I.{\L/Il (u?vp?7 )\h) =oqp (8751

(o) Tt ) - a0V (alak)

(6.79)

Além da consideracao da descricio ALE para o modelo local, deve-se ressaltar que
a funcao ponderadora «; passa a ser uma variavel temporal, ou seja, «;(t), visto que a
zona de superposicao (), é definida em diferentes posicoes em cada instante de tempo.
Dessa forma, a integragdo temporal utilizando-se o método a-generalizado deve considerar

essa variacao através da seguinte interpolagdo para o instante intermediario:
Qi(ntay) = Ci(n) + A (Qitnt1) — Xi(n))- (6.80)

A solucao de modelos com fronteiras moveis requer uma técnica adequada para o
movimento da malha local. Neste trabalho, emprega-se o método descrito em Tonon et al.
(2021), baseado na estratégia Mesh-Jacobian Based Stiffening (MJBS), originalmente pro-
posta por Tezduyar et al. (1992¢). Detalhes adicionais sobre a formulagao e implementacao

sao apresentados na subsecao 7.3.2.

O campo dos multiplicadores de Lagrange, neste estudo, é definido do espago de
fungdes da malha local. Tal escolha ocorre pelo fato de que, mesmo em problemas em que se
tenham grandes deslocamentos, a quantidade de elementos locais da zona de superposicao
permanece inalterada, fazendo com que o sistema algébrico mantenha-se com dimensao

constante ao longo do tempo, diminuindo assim, o custo computacional.

6.5 Implementacao computacional

A implementacao desse método envolve a realizacao de algumas etapas adicionais
no inicio de cada iteragao, sendo essas: 1. Determinacao de distancias assinaladas; 2.
Determinacao da zona de colagem; 3. Determinacao da fung¢ao ponderadora; 4. Encontro

de correspondéncia dos pontos de quadratura do modelo local no modelo global.

A etapa 1 consiste em calcular a distdncia assinada Y7 (y) de cada ponto — sejam
nos da malha de elementos finitos ou pontos de controle da malha isogeométrica — em
relacao ao contorno I'; de cada modelo. Na etapa 2, com base nessa distancia, identificam-
se os elementos locais que compoem a zona de colagem, de acordo com a espessura
previamente definida pelo usuario. Somente sao considerados pertencentes a essa regiao
os elementos cujos nds se encontram integralmente dentro da zona de colagem. A funcao
ponderadora para os modelos (etapa 3) é determinada de acordo com as relagoes expressas

na Equagao (6.6), Equacao (6.7) e Equagao (6.8).

Uma das maiores dificuldades da técnica Arlequin diz respeito a integracao numérica

do operador de acoplamento por demandar integral de fungoes definidas em modelos
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distintos. Neste estudo, a integragdo numérica é definida sobre a malha local, desta forma,
durante o pré-processamento de cada iteracao para solucao do sistema, realiza-se um
processo de busca de correspondéncia (etapa 4) na malha global para cada ponto de
integracao da malha local, determinando-se o vetor de coordenadas locais e o elemento
da malha global correspondente a cada ponto de integracdo da malha local na zona de

colagem.

E importante notar que, antes das etapas 1 a 4, é necessdrio que a malha local

tenha sido atualizada, o que é feito ao final de cada iteracao.

O algoritmo que descreve a implementacao computacional é apresentado no Algo-
ritmo 4. A implementacao computacional e resolucao do sistema de equacoes resultantes
ocorreu de forma andloga ao monomodelo descrito na se¢ao 2.5. O indice i apresentado

diz respeito a iteracdo de Newton-Raphson.

Algoritmo 4 Algoritmo para problemas méveis da DFC utilizando técnica RBSAM

1: para o passo de tempo 0 até npt — 1 faga
2: 14— 0;

3: Predigao da solugao: aplicacao da Equagao (6.56), Equacao (6.57), Equacao (6.58),
Equacao (6.59), Equagao (6.60), Equagao (6.61) e Equagao (6.62);

4: enquanto (e > tolerancia) faga

5: 141+ 1;

6: Célculo da distancia assinalada dos nés e pontos de controle ao contorno I'y;

7 Determinacao da zona de colagem 2;

8: Defini¢ao da funcao de ponderadora de acordo com Equagao (6.6), Equagao (6.7)
e Equacao (6.8);

9: Busca pela correspondéncia entre os pontos de integracao da malha local na
malha global;

10: Interpolacao das varidveis do problema: aplicagdo da Equagao (6.63), Equa-
cao (6.64), Equagao (6.65), Equacao (6.66), Equacao (6.67), Equagao (6.68) e Equa-
cao (6.69);

11: Calculo da correcao das variaveis do problema: resolucao do sistema apresentado
na Equagao (6.70);

12: Atualizagao da solugdo: célculo de acordo com Equagao (6.71), Equagao (6.72),

Equagao (6.73), Equagao (6.74), Equagao (6.75), Equagao (6.76) e Equagao (6.77);
13: Célculo do erro:

e = [Riso + Ria | . (6.81)
14: Movimentagao da malha;
15: fim enquanto
16: Atualizacao das variaveis do passo anterior;

17: fim para
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6.6 Verificacao e aplicacoes

Para a verificacdo da implementacao do Método Arlequin estabilizado, dois exemplos
amplamente explorados nas bibliografias sao simulados. O primeiro exemplo trata do
escoamento sobre um aerofélio NACA 0012 fixo, enquanto o segundo, com intuito de
verificar o método aplicado a problemas com contornos maéveis, consiste no mesmo aerofélio

NACA 0012, porém com um movimento de arfagem prescrito.

6.6.1 Escoamento sobre aerofélio NACA 0012 fixo - Método Arlequin

Considera-se um aerofélio NACA 0012 com corda de comprimento adimensional
unitario e angulo de ataque de 10°, submetido a um escoamento incompressivel viscoso
com Reynolds (Re) 1000, calculado a partir da dimensao do aerofélio e da velocidade de
entrada do escoamento. Foram utilizados ainda como parametros de analise: u,, = 1,0,
p=10, At =0,02 e poo = 0,75. O dominio do problema é apresentado na Figura 61, onde
sao indicadas as dimensoes em termos do comprimento da corda do aerofélio. Na face
esquerda o fluido entra com velocidade us, na direcao y;. Os contornos superior e inferior
possuem condicao de contorno de parede lisa, enquanto na face da direita considera-se

forga de superficie nula (p,, = 0).

Figura 61 — Aerofélio: geometria

Ug = 0
B 27C
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Fonte: Elaborada pela autora

Para fins de comparacao, simula-se inicialmente o problema com uma malha tnica
de elementos finitos, representando o monomodelo. O monomodelo é discretizado com

9240 elementos triangulares quadraticos e 18792 nés (Figura 62).

Para o Método Arlequin, utiliza-se uma discretizacao global isogeométrica (AIG)
e uma malha local, mais refinada, em elementos finitos (MEF), como apresentado na
Figura 63a com detalhe da discretizacao local na Figura 63b. A malha global isogeométrica
é constituida por 9 patches, totalizando 15561 pontos de controle e 14025 células. A malha

local, por sua vez, ¢ composta por 5214 elementos triangulares quadraticos e 10670 nos.
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Na Figura 63b pode-se observar em vermelho os elementos que fazem parte da
zona de colagem. A espessura da zona de colagem foi definida como 0,2, compreendendo

628 elementos triangulares quadraticos e 1428 nos.

Figura 62 — Aerofélio: malha monomodelo (MEF)
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 63 — Aerofélio: malhas global e local
(a) Discretizagdo da malha global (AIG) e local (MEF)

1 Patch 6 [ Patch 7
_ Patch 3 | [ Patch 5
“+ Patch 0 [iiii Patch1 Patch 2

(b) Discretizacdo da malha local

Fonte: Elaborada pela autora

Nesse problema, observa-se o surgimento de uma esteira de vortices a jusante do
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aerofélio, que resulta em um nimero de Strouhal (St) equivalente a 0,877. Esse valor

encontra-se em concordancia com o obtido por Mittal e Tezduyar (1994), de 0,862.

Na Figura 64 e na Figura 65 apresentam-se os resultados de coeficiente de arrasto
e de sustentacao obtidos para as analises realizadas. Pode-se observar que os resultados
obtidos com o modelo baseado no Método Arlequin estabilizado estdo de acordo com os

obtidos para o monomodelo.

Figura 64 — Aerofdlio: coeficiente de arrasto
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 65 — Aerofélio: coeficiente de sustentagao
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Fonte: Elaborada pela autora

Na Figura 66 e na Figura 67 estao apresentados os campos de velocidade e pressao,

respectivamente, para o periodo de um ciclo de desprendimento de vortices.
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Figura 66 — Aerofélio: campo de velocidade

(a) nT (b) nT +T/4
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Fonte: Elaborada pela autora

6.6.2 Escoamento sobre aerofélio com movimento de arfagem prescrito

Para a verificagcdo computacional da técnica Arlequin estabilizada aplicada a
problemas com contornos méveis considera-se o mesmo aerofélio da subse¢ao 6.6.1, porém
agora com um movimento de arfagem oscilatorio. O aerofélio apresenta variacao do angulo

de ataque em 20°, iniciando o movimento em 10° e finalizando-o em 30°.

Para descrever-se tal movimento aplica-se o movimento de rotacao de corpo rigido

sobre o ponto médio da corda, de acordo com a relagao:

0 — gma:c ‘2|‘ szn . emaa: ; emzn COS (,Uft, (682)

com wy = 2mf,, sendo f, a frequéncia de oscilagao, adotada nesse estudo como 1,0,
Omaz = 30° € O, = 10°.

As dimensoes da geometria do dominio computacional sao alteradas (ver Figura 68)
para capturar os efeitos do desprendimento de vortices que, para esse problema, ocorrem
em uma faixa mais ampla. Os demais parametros de andlise foram mantidos iguais aos

apresentados no exemplo da subsecao 6.6.1.
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Figura 67 — Aerofélio: campo de presséio
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 68 — Aerof6lio Mov.: geometria
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Novamente sao analisadas 2 discretizagoes: 1. Monomodelo; 2. Combinagao de duas
malhas através do Método Arlequin estabilizado. O monomodelo emprega uma malha com
12438 elementos triangulares quadraticos e 25188 nds. As discretizacoes global e local para
o Método Arlequin sao as mesmas do problema da subsecao 6.6.1, incluindo a quantidade

de elementos na zona de colagem.

E importante ressaltar que, para iniciar a simulagao desse exemplo, utilizou-se
como campo inicial de velocidade e pressao, valores obtidos em uma solugao de longo

termo do aerofélio na condicao de repouso.

A variagao dos coeficientes de arrasto e sustenta¢ao ao longo do tempo sdo apresen-
tados nas Figura 69 e na Figura 70. Nota-se nas imagens que o monomodelo e o modelo
Arlequin estao consistentes em suas respostas. Solugoes semelhantes podem ser observados
no trabalho de Fernandes (2020).

Figura 69 — Aerofélio Mov.: coeficiente de arrasto
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Fonte: Elaborada pela autora

Na Figura 71 e na Figura 72 sao apresentados os campos de velocidade e pressao

em diferentes instantes dentro de um periodo de ciclo do movimento oscilatorio prescrito.
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 71 — Aerofélio Mov.: campo de velocidade
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 72 — Aerofélio Mov.: campo de pressao

(a) t=28,0 (b)t=28,3

Fonte: Elaborada pela autora
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7 INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA

Ao longo deste trabalho, conforme apresentado nos capitulos anteriores, foi desen-
volvido um coédigo computacional para analise de fluidos incompressiveis que permite a
decomposicao do dominio para capturar efeitos localizados por meio da técnica Arlequin
estabilizada. Além disso, para esta pesquisa, foi disponibilizado pelo grupo de pesquisa
um codigo computacional para a andlise nao linear de estruturas de cascas pelo Método
dos Elementos Finitos posicional. Com base nesses desenvolvimentos, optou-se por um
esquema de acoplamento particionado forte entre fluido e estrutura. Neste capitulo é
apresentada a técnica de acoplamento particionado adotada. Essa abordagem foi escolhida
por proporcionar uma total modularidade entre os codigos para o fluido e para a estrutura,

o que facilita a solucao dos problemas que aqui serao propostos.

Nesse contexto, para o acoplamento, utiliza-se a técnica de malhas moveis para o
modelo local do fluido, em contato com a estrutura, o qual baseia-se na descricao ALE,
enquanto a malha global permanece fixa, com descri¢ao euleriana, fazendo com que o

método possa ser classificado como uma técnica hibrida.

No texto a seguir descrevem-se as condigoes de acoplamento e técnica para a solugao
particionada do problema de IFE, a técnica de movimentacao de malha utilizada nesse
estudo e a metodologia de transferéncia de condi¢oes de contorno (Dirichlet-Neumann)
com malhas nao coincidentes na interface fluido-estrutura. Por fim, o algoritmo de im-
plementacao computacional é apresentado e exemplos de verificagao e de aplicagao sao

propostos e simulados.

7.1 Condicoes de acoplamento

O dominio computacional para a analise de problemas de interacao fluido-estrutura
(Figura 73), denominado de Q;rp, é composto pela unido entre os dominios da estrutura
Qg e do fluido Qp, ou seja, Qrpp = Qp U Qg, com I'jpg representando o contorno que

define a interface fluido-estrutura.

Devido ao dominio computacional nao se sobrepor é necessario que em ['jpg
existam condigoes fisicas adicionais para se realizar o acoplamento. Richter (2017) cita
que o acoplamento é garantido ao se atender as seguintes condigoes no contorno I'ypg :

condicao cinematica, condi¢ao dinamica e condi¢cao geométrica.

A condicao cinematica refere-se ao fato de que a velocidade do fluido e do sélido
na interface devem ser iguais. A condicao dindmica refere-se a existéncia de continuidade
do vetor tensao de Cauchy na direcao normal ao contorno I';pp, enquanto a condicao

geométrica refere-se a conformidade entre estrutura e fluido na interface.
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Figura 73 — Dominio computacional em problemas de IFE

Fonte: Elaborada pela autora

Nos esquemas de acoplamento monolitico, as condi¢oes cinematica e dinamica
sao atendidas de maneira implicita, visto que os meios sao tratados no mesmo contexto
matematico. Para esquemas particionados, como o deste estudo, essas condigoes sao
atendidas através da transferéncia de condigoes de contorno apropriadas de um meio para

outro durante o processo iterativo de solucao, ou a cada passo de tempo.

Para a condicao cinematica tem-se:
u =y no contorno I';rg, (7.1)

atendida através da aplicacao dos valores de velocidade da estrutura y nos nés (ou pontos

de controle) que compoe a malha do fluido na interface fluido-estrutura.

A condigao dindmica prescreve a continuidade da tensao (da componente normal &
interface para o caso de condicao de parede lisa, ou de todas as componentes para o caso
de condigao de aderéncia). Neste trabalho considera-se apenas a condi¢ao de aderéncia, de

modo que a condi¢do dinamica é dada por:
opng + ornp = 0 no contorno I'rrg, (7.2)

na qual og representa as tensoes de Cauchy da estrutura, o as tensoes de Cauchy no
fluido e ng e ng representam os vetores normais no contorno I';pg, apontando para o
fluido e para a estrutura, respectivamente. Essa condi¢ao é imposta ao longo do processo
bloco-iterativo de solugao através da aplicagao da forca de superficie orng no contorno

da estrutura em contato com o fluido.

Ja a condicao geométrica esta relacionada ao fato que os dominios computacionais
Qg da estrutura e Qp do fluido devem sempre coincidir em [';pg, ou seja, ndao devem existir
superposicoes ou frestas nessa interface. No contexto desse estudo, essa condicao é atendida
através da movimentacao adequada da malha local (Método Arlequin), que se deforma
para acomodar a mudanca de configuracao da estrutura. A técnica de movimentacao de

malha adotada é apresentada na subsecao 7.3.2.
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7.2 Acoplamento com malhas nao coincidentes

Em diversas situacoes é interessante que as malhas do fluido e da estrutura possam
ser diferentes no contorno I';rg, inclusive podendo ter aproximagoes distintas. Assim, é
importante uma metodologia que possibilita o acoplamento de discretizagbes com nods nao

coincidentes na interface fluido-estrutura.

O procedimento adotado neste trabalho pode ser compreendido a partir da Figura 74.
Na etapa de pré-processamento, cada né pertencente ao contorno da estrutura, yg, é
projetado sobre o contorno do fluido, determinando-se a coordenada local mais préxima
ao né dentro da malha do fluido, £ (yg), bem como o elemento correspondente a essa
coordenada. De forma andloga, cada n6 do contorno do fluido, yr, é projetado sobre o
contorno da estrutura, obtendo-se a coordenada paramétrica equivalente, £, (yr), € 0

respectivo elemento em que ele se encontra.

Figura 74 — Discretizagoes nao-coincidentes no contorno de IFE

Fonte: Elaborada pela autora

De forma pratica, a cada iteracao do processo de solucao, em cada né yr pertencente
ao contorno de interface I';pg, as velocidades da estrutura sao interpoladas na posicao

&€x(yr) e entdo transferidas para o fluido, de modo que:

u(yr) =y(€e(yr)), (7.3)

garantindo o atendimento da condic¢ao cinemaética.

A condicao dindmica é satisfeita ao calcular-se a forca nodal equivalente do escoa-
mento para cada né yg através da interpolagdo em &€ (yg) na malha do fluido, de acordo

te(ye) = or(€p(ye))nEe. (7.4)

As forgas nodais equivalentes, tp(yg), sdo entdo interpoladas por meio das fungoes

de forma da estrutura, de modo a serem incorporadas na resolucao do problema estrutural.
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7.3 Acoplamento particionado forte - bloco-iterativo

Como discutido no Capitulo 1, os problemas de IFE sdo caracterizados pela
interdependéncia entre o fluido e a estrutura, visto que o comportamento do escoamento
depende do formato e do movimento da estrutura, enquanto o movimento e deformacgao da
estrutura dependem das forcas do fluido que atuam sobre ela. Matematicamente, pode-se
descrever os problemas de IFE como conjuntos de equagoes e condigoes de contorno

associadas ao fluido e a estrutura que devem ser satisfeitas simultaneamente.

As equagoes completas que definem o problema de IFE, discretizadas com base no
modelo numérico adotado, conduzem a um sistema de equagoes nao lineares que devem ser
resolvidas a cada passo de tempo, representado da seguinte maneira (Bazilevs; Takizawa;
Tezduyar, 2013a):

N, (d;,dy,d3) =0,
N; (d;,ds,d3) =0, (7.6)
N3 (dla d27 d3) = 07

em que Ny, Ny e N3 representam as equagoes que descrevem o fluido, a estrutura e a
malha, respectivamente, e dy, ds, d3 sdo vetores com as variaveis nodais incognitas de
cada meio. A resolugdo dessas equagdes através do método de Newton-Raphson conduz ao

seguinte sistema linear de equagoes:

A A Al |xy Cy
Agr Ay Ags| |x2| = |2 (7-8)
Az Az Ags| |x3 C3

sendo ¢c; = —INy, co = —Ny, c3 = —Nj3, enquanto x;, Xy e X3 sa0 0s incrementos as

solucoes dy, dy e ds, respectivamente, e A;; = 31}'.
J

Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013a) apresentam uma classificagdo da metodologia
de acoplamento segundo a forma de resolver esse sistema de equacoes nao lineares. As
categorias definidas pelos autores sao: técnica direta, técnica bloco-iterativa e técnica

quase-direta.

A técnica direta é equivalente a solucao monolitica, e consiste na resolugao a cada
iteracao de Newton-Raphson do sistema apresentado na Equacao (7.8) de forma completa.
Embora essa técnica evite problemas de convergéncia e estabilidade numérica em casos
fortemente acoplados, conduz a um custo computacional maior, apresenta complexidade na

obtencao das submatrizes que estao fora da diagonal e limita a modularidade do método.

Na técnica quase-direta, a solucao da malha é desacoplada da solucao dos problemas
fisicos, de forma que a cada iteragao, fluido e estrutura, sao resolvidos de maneira monolitica,

enquanto a malha é atualizada por meio de um sistema separado.
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Por fim, a técnica bloco-iterativa consiste em desprezar as submatrizes da matriz
tangente que estao fora da diagonal na Equagao (7.8), o que resulta em trés sistemas
que podem ser resolvidos de forma independente. Assim, a cada iteracao, inicia-se com a
solucao do sistema referente ao fluido, atualizando-se as variaveis do fluido antes de partir
para a solucao da estrutura. Entdo, atualizam-se as variaveis da estrutura e soluciona-se o
sistema referente a malha, atualizando-se as posi¢oes da malha do fluido e partindo para a
proxima iteragao. Dessa forma, o problema a ser resolvido a cada iteracdo ¢ do método de

Newton-Raphson consiste na solugao sequencial do seguinte conjunto de equacoes:

N ) S
O |(as a3.az)
ditt = d} + Ad:, (7.10)
N . . S
N, Adj = —N, (di',dj, d}), (7.11)
0z |17 aj,a)
ditt = di + Ads,, (7.12)
N ) . ) .
Ny Adj = —Nj (di", a5, dj) , (7.13)
s | (11 a5 ay)
dit! = d} + Ads. (7.14)

o Nota-se que ocorre apenas uma modificacao da matriz tangente com relacao ao método
direto, de forma semelhante ao método de Gauss-Seidel. Este fato faz com que a resposta
obtida apds a convergéncia nao seja alterada em relagdo a técnica direta; entretanto, a

convergéncia do problema pode ser afetada devido as modificagoes na matriz tangente.

Em certos problemas envolvendo estruturas leves, a resposta estrutural pode tornar-
se extremamente sensivel a pequenas variagoes nas forcas provenientes do fluido. Esse
fenémeno pode levar a divergéncia da técnica bloco-iterativa. Para contornar essa dificul-
dade, adota-se, neste trabalho, a estratégia proposta por Tezduyar (2003), denominada
Augmented A22, na qual a matriz de massa da estrutura (que compoée a submatriz Ao,
ou seja, contida na matriz tangente) é aumentada por um fator ponderador especificado
pelo usudrio. Essa modificagdo ocorre sem alterar cq, co e c3, ou seja, sem modificar as
equagoes nao lineares. Dessa forma, a consisténcia fica garantida e a massa estrutural real

do problema permanece inalterada.

7.3.1 Implementacao computacional

A implementacao computacional para a solugao do problema de IFE de acordo
com a técnica de acoplamento forte do tipo bloco-iterativo é resumida no Algoritmo 5.
Nesse algoritmo, as medidas de convergéncia €r, €g € €); s20 normas vetoriais Lo aplicadas

sobre o residuo das respectivas equagoes diferenciais.
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Algoritmo 5 Algoritmo para solucao de problemas IFE

Pré processamento - método Arlequin RBSAM aplicado a DFC

Célculo da distancia assinalada dos noés e pontos de controle ao contorno I'y;

Determinacao da zona de colagem €2;

Definigao da funcao ponderadora de acordo com Equagao (6.6), Equacao (6.7) e

Equacao (6.8);

5: Busca pela correspondéncia entre os pontos de integracao da malha local na malha
global na zona de colagem:;

6: Pré processamento - IFE

7: Busca por coordenadas paramétricas correspondentes aos nés da malha do fluido na
malha da estrutura no contorno I';pg;

8: Busca por coordenadas paramétricas correspondentes aos nés da malha da estrutura
na malha do fluido no contorno I';pg;

9: para o passo de tempo 0 até npt — 1 faca

10: 14 0;

11: Predicao da solugao fluido (ver Algoritmo 4);

12: Predicao da solugao estrutura (ver Algoritmo 2);

13: enquanto (¢ > tolerdncia) faga

14: 141+ 1;

15: Fluido

16: Resolve-se o problema da DFC na iteracao i (Algoritmo 4);

17: Atualiza as forgas de superficie sobre a estrutura no contorno I';pp (Equa-
qao (7.4));

18: Estrutura

19: Resolve o problema da estrutura na iteragao i (Algoritmo 2)

20: Atualiza velocidade (Equagao (7.3)) e aceleragdes no fluido no contorno I'jpg;

21: Atualiza posicao da interface da malha no contorno I';pg;

22: Malha

23: Resolve o problema de malha através da Equagao (7.13);

24: Atualiza as varidveis da malha na iteragao i através da Equagao (7.14);

25: Calcula medida de convergéncia €yy;

26: se e, €g e €y < tol entao

27: Sair do loop;

28: fim se

29: fim enquanto

30: Atualiza os valores das variaveis do fluido, estrutura e malha do passo anterior;

31: fim para
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7.3.2 Movimentacao da malha

Para a satisfacao da condi¢do geométrica nos problemas de IFE desse trabalho,
uma técnica adequada de movimentacio de malha deve ser aplicada. E necessdrio que
o método de movimentagao de malha seja robusto o suficiente para que garanta uma
discretizagao adequada (ou seja, com elementos geometricamente aceitdveis, com areas e
volumes maiores do que zero e com dngulos que nao estejam préximos de 0° nem de 180°)

durante toda a anéalise.

Dentre as técnicas constantes na literatura, destacam-se aquelas que impoem os
deslocamentos da estrutura na malha do fluido ao longo do contorno I';rg, determinando
o campo de deslocamentos no restante da malha do fluido por meio da resolucao de um
problema de valor de contorno (PVC). Neste trabalho, serd adotada essa abordagem,
formulando o problema com base na equivaléncia entre a movimentacao da malha e um
problema de elasticidade linear, atribuindo-se a cada elemento uma rigidez diferente de
acordo com a técnica MJBS (Mesh-Jacobian Based Stiffening), apresentada por Tezduyar
et al. (1992¢) e Tezduyar et al. (1993), que visa preservar os aspectos dos elementos menores,

impedindo inversao de elementos ou que elementos assumam volume muito pequeno.

Nesse método, o movimento da malha é determinado usando um problema da

elasticidade de Dirichlet ficticio, descrito como:
B\ . —h __ =h _
/(QM),;E(WM) Lo (z zt>dQM—O, (7.15)

na qual w?, é a funcio teste, z" é o deslocamento medido da configuracdo de referéncia, com

"= x"+2"), z! representa o deslocamento

coordenadas X", até a configuragao atual y* (y
da configuracio de referéncia até a configuracdo da malha no instante ¢, de modo que
y? (y? =X+ Zf) e o)y representa o tensor de tensoes segundo a hipétese de pequenos

deslocamentos.

A escolha para t é geralmente ¢ = t,, quando se calcula a configuracio da malha no

instante t,41 (ver Tonon et al. (2021) para maiores detalhes).

O tensor de tensao é calculado através da seguinte relagao:

En Vm
= t 1 7.16

UM(Z) 1+ Vs ((1 — QVM) r (E(Z)) + €(Z)> ( )
com F); e vy sendo respectivamente o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson

ficticios.

Nos problemas de IFE, demanda-se maior controle da resolu¢ao da malha préxima
a interface dos meios fluidos e sélidos, para representar os efeitos de camada limite, e como
consequéncia, a obtencao de solugdes mais acuradas nessas regioes criticas. Por outro lado,

a discretizagdo mais refinada apresenta maior sensibilidade as deformagoes. Assim, visando
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preservar a geometria dos elementos menores, enrijecendo-os mais do que os maiores, no

método MJBS a equacao da elasticidade fica descrita ao final como:

/Q{ e (wh):ou (2" —2}) (&%()) o - 0, (7.17)

onde Jy; é o jacobiano do mapeamento do espaco local adimensional para a configuragao
do elemento em ¢:

h

com (Jyr)o sendo um parédmetro livre, tal que (Jur)o >, que pode ser adotado como o
jacobiano médio na malha inicial, e y,; determina a ordem pela qual a rigidez aumenta
a medida que o tamanho dos elementos diminui, sendo adotado nas simulacoes deste

trabalho Yy, = 1,0.
7.4 Verificacao e aplicacoes

Para a verificagdo da metodologia proposta para a analise de problemas de IFE
com decomposi¢ao de dominio, sdo considerados trés problemas. O primeiro consiste em
uma cavidade retangular preenchida por fluido, com fundo flexivel e velocidade tangencial
oscilatéria imposta ao escoamento no topo, sendo um problema tipicamente bidimensional.
O segundo problema é uma extensao do anterior, onde a cavidade é ctubica e o fundo é
representado por uma placa elastica apoiada em todos os lados, tornando o problema
tridimensional. O terceiro problema consiste em um painel engastado em um bloco rigido
de secao retangular submetido a um escoamento com desprendimento de vortices. Em

todos esses casos foram utilizadas malhas tridimensionais.

Por fim, busca-se aplicar a ferramenta desenvolvida para a simulagao de um
problema mais complexo onde nao ¢é possivel a simulagao apenas com a deformacgao e
movimentagao da malha do fluido. Para isso, primeiramente considera-se uma turbina
hidraulica composta por uma hélice flexivel (rotor) vinculada a um eixo e imersa em um
duto cilindrico, que é simulado com apenas um modelo empregando-se elementos finitos.
Visando melhorar a eficiéncia, sao adicionadas pas diretoras fixas a montante do rotor,
o que demanda o emprego do Método Arlequin com dominio local moével para que seja

possivel a simulacao.

7.4.1 Cavidade com fundo flexivel - 2D

O problema da cavidade com fundo flexivel é uma extensao do problema classico
da cavidade quadrada com velocidade prescrita em sua parede superior (subsegao 2.6.2).
Diversos autores estudaram numericamente este problema, tais como Gerbeau e Vidrascu
(2003) e Yokomizo (2024), e por isso, é utilizada no processo de verificagdo da metodologia

proposta nesta tese.
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Considera-se a cavidade da Figura 75, composta por paredes laterais rigidas com
aderéncia e um fundo flexivel composto por uma placa elastica fina com espessura adimensi-
onal 0,002. No topo, uma velocidade oscilatéria horizontal u(t) = 1—cos(0,4nt) é aplicada,
sendo as demais componentes de velocidade (us e u3) nulas. As paredes anterior e posterior
sao consideradas lisas, conferindo aspecto bidimensional ao escoamento. As paredes laterais
apresentam abertura no topo onde sao aplicadas condigoes homogéneas de Neumann.
Dada a caracteristica bidimensional do problema, adota-se uma discretizacao 3D com uma
espessura de 0,1. A geometria inicial e as caracteristicas fisicas adimensionalizadas sao

apresentadas na Figura 75.
Figura 75 — Cavidade com fundo flexivel 2D: geometria e propriedades fisicas

AY3 u,(t) =1-cos(0,4mt)

_ sy
4

Fluido
Pf = 1,0
w=20,01

0,9 Estrutura
Pe = 250

v=20,0
E = 500
Base Flexivel ho = 0,002

1 Y1

' 1,0 1

Fonte: Elaborada pela autora

A placa fina possui condi¢oes de deslocamentos nulos em suas laterais esquerda e
direita, enquanto nos lados perpendiculares a y5, o deslocamento bem como a componente

do vetor generalizado na dire¢ao y, sao nulos.

No que diz respeito a integragio temporal, utiliza-se At = 0,1 e ps, = 0,0 (fluido). A
escolha por uma integragao temporal com méxima dissipacao se deu por conta do trabalho
de Forster, Wall e Ramm (2007), que reporta que a regra trapezoidal de integracao leva a

resultados instaveis para esse problema.

Sao analisadas trés diferentes discretizacoes para o modelo Arlequin, sendo as
malhas globais em discretizagdo isogeométrica com fungoes de forma quadraticas (AIG) e
as malhas locais, mais refinadas e estruturadas, em elementos finitos (MEF) tetraédricos
quadraticos. Além disso, os resultados foram comparados com uma discretizacdo somente
em elementos finitos tetraédricos quadraticos, chamada de monomodelo. A quantidade
de nés, ou pontos de controle (PC), e de elementos ou células, para cada uma dessas

discretizagoes é apresentada na Tabela 4, assim como detalhes da discretizacao da placa,
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na qual foram utilizados elementos triangulares quadraticos estruturados. Na Tabela 4, ML
e MG sao abreviagoes para malha local e malha global, respectivamente, e El representa

os elementos ou células.

Tabela 4 — Cavidade com fundo flexivel 2D: discretizacoes

No6s/PC-ML  EI-ML No6s/PC-MG  EI-MG

Arlequin - Malha 0 315 120 504 100
Arlequin - Malha 1 1107 480 1584 400
Arlequin - Malha 2 4131 1920 5544 1600
Monomodelo - - 9389 4563
Estrutura - Malha 0 - - 63 20
Estrutura - Malha 1 - - 123 40
Estrutura - Malha 2 - - 243 80

Fonte: Elaborada pela autora.

A malha isogeométrica é composta por 2 patches (observar Figura 76a). Essa
discretizacao com 2 patches é necesséaria para gerar pontos de controle interpolatorios
posicionados na linha que separa as paredes laterais das aberturas, possibilitando a
adequada aplicacao das condi¢des de contorno. Na Figura 76a pode ser observada também
a composicao do modelo Arlequin. A regiao em vermelho da malha local corresponde
aos elementos que fazem parte da zona de colagem. A espessura da zona de colagem
foi definida como 0,1. A quantidade de elementos na zona de colagem para malha 0, 1
e 2 foram, respectivamente, de 60, 240 e 960, e de nds 189, 615 e 2187. Na Figura 76b
apresenta-se a malha do monomodelo e na Figura 76c a malha 2 respectiva a discretizacao

da estrutura.

Neste problema adotou-se a técnica Augmented A22, multiplicando-se a parcela da
matriz tangente referente a matriz de massa da estrutura por um fator 2,0 para garantir a

convergéncia do acoplamento forte.

Na Figura 77 sao apresentados os deslocamentos verticais da placa no ponto A
(ver Figura 75) para os modelos Arlequin (malha 0, malha 1 e malha 2), monomodelo e
resultados de referéncias. As diferengas encontradas entre a amplitude dos deslocamentos
obtidos nesse trabalho com as referéncias podem ser atribuidas as diferentes formulacoes
e discretizagoes adotadas para a modelagem do fluido e da estrutura. Nas Figuras 78 e
79 sao apresentados os campos de velocidade e pressao em diferentes instantes durante a

andlise.
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Figura 76 — Cavidade com fundo flexivel 2D: discretizagoes
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Figura 77 — Cavidade com fundo flexivel 2D: deslocamento do ponto A
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Figura 78 — Cavidade com fundo flexivel 2D: campo de velocidade

(a) t =4,0
— T —

Velocidade
0,00 0,20 0,40 0,60 0,78

(c) t =140

(b) t = 8,0

e |

Velocidade
0,00 0,50 1,00 150 1,81

(d) t = 21,0

T—

Velocidade Velocidade
0,20 0,40 060 074 0,00 0,20 0,40 0,69

Fonte: Elaborada pela autora

7.4.2 Cavidade com fundo flexivel - 3D

Este problema, proposto inicialmente por Mok (2001), é uma variacdo do exemplo
7.4.1 de modo a conferir carater tridimensional. A profundidade da cavidade agora pos-
sui dimensao adimensional unitaria, conforme pode ser visualizado na Figura 80; além
disso, a base flexivel possui restricao de deslocamentos em todos os 4 bordos. As demais

caracteristicas sao idénticas as do problema 2D.

Sao adotadas duas diferentes discretizagoes: 1. Modelo Arlequin (ver Figura 81a),
sendo a malha global em discretizagdo isogeométrica (AIG) com fungoes base quadraticas
e a malha local, mais refinada e conforme a estrutura, em elementos finitos (MEF)
tetraédricos quadraticos; 2. Monomodelo (Figura 81b) discretizado com elementos finitos
tetraédricos quadraticos. Para ambos os modelos utilizou-se uma placa discretizada com

elementos finitos triangulares quadraticos de casca conforme apresentado na Figura 8lc.
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Figura 79 — Cavidade com fundo flexivel 2D: campo de pressao
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 80 — Cavidade com fundo flexivel 3D: geometria e propriedades fisicas
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 81 — Cavidade com fundo flexivel 3D: discretizacao

(a) Malhas do modelo Arlequin (b) Malha do monomodelo
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Fonte: Elaborada pela autora

O modelo Arlequin é composto por uma malha global discretizada com 2 patches
que totalizam 8000 células e 11616 pontos de controle. A malha local possui 9600 elementos
e 15129 nos. A zona de colagem (4rea vermelha da Figura 8la) é composta por 4800
elementos e 8405 nds. O monomodelo foi discretizado com 15895 elementos e 25127 nés. A

malha da placa é constituida por 1969 nés e 944 elementos.

Na Figura 82 observa-se o deslocamento vertical do ponto A, localizado no centro
da placa flexivel, ao longo do tempo, onde sdo comparados os resultados deste trabalho
com os de Mok (2001), Vazquez (2007) e Yokomizo (2024). As diferengas encontradas
entre a amplitude dos deslocamentos obtidos nesse trabalho com as referéncias podem
ser atribuidas para as diferentes formulagoes e discretizagoes adotadas para a modelagem
do fluido e da placa. Na Figura 83 apresentam-se os campos de velocidade em diferentes
instantes ao longo da andlise para uma secao y; X y3 em yo = 0,5; na Figura 84, para esses
mesmos instantes e secao, sao apresentados os campos de pressao. Por fim, na Figura 85

podem ser visualizados os deslocamentos na placa nesses instantes.
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Figura 82 — Cavidade com fundo flexivel 3D: deslocamento do ponto A
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Figura 83 — Cavidade com fundo flexivel 3D: campo de velocidade
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Figura 84 — Cavidade com fundo flexivel 3D: campo de pressao
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Fonte: Elaborada pela autora

7.4.3 Painel flexivel submetido a escoamento com desprendimento de vortices

O problema desta subsecao consiste em um painel flexivel engastado a um prisma
rigido, conforme Figura 86. Dada a complexidade dos fenomenos envolvidos, este exemplo
caracteriza-se por ser amplamente utilizados na literatura para verificacao de formulagoes
numéricas para IFE, sendo inicialmente proposto por Wall e Ramm (1998) e, mais
tarde, reformulado por Hitbner, Walhorn e Dinkler (2004). A segunda versao, que é a
adotada aqui, apresenta a mesma geometria da original; entretanto, possui alteragao na
velocidade de entrada e nas propriedades elasticas da estrutura, tornando-a menos propicia

a instabilidades numéricas decorrentes de acoplamento particionado.

Esse problema apresenta comportamento bidimensional, sendo simulado neste
trabalho por meio de discretizagdo 3D com espessura constante de 0,1 cm. A geometria e
as condigoes de contorno sao apresentadas na Figura 86. Ademais, aplicam-se condigoes
de simetria nas paredes frontal e posterior e a velocidade na entrada é definida por

Uso = 31,5 cm/s.
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Figura 85 — Casca: campo de deslocamento
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Fonte: Elaborada pela autora

O fluido possui propriedades fisicas do ar: viscosidade dindmica de p = 1,82 -
107* g/(cm - s) e massa especifica p; = 1,18 - 1073 g/cmg. Tomando-se por referéncia o
comprimento do prisma, obtém-se Re = 204. A placa possui espessura de 0,06 cm, massa
especifica p, = 2,0 g/cm®, médulo de elasticidade caracterizado por E = 2,0-10° g/ (cm-s?)

e coeficiente de Poisson v = 0,0 (devido ao comportamento bidimensional do problema).

A simulagao é conduzida utilizando o modelo Arlequin com a discretizacao global
isogeométrica e fungoes quadraticas, com 1800 células e 5952 pontos de controle, e
discretizacao local em elementos finitos tetraédricos quadréaticos, com 1821 elementos
e 4251 noés (Figura 87a). A zona de colagem possui espessura de 0,2 cm, representada
em vermelho na Figura 87a, contendo 1821 elementos e 4251 nés da malha local. Como
referéncia adota-se uma discretizagdo monomodelo (Figura 87b) com 13315 elementos finitos
tetraédricos quadraticos e 26599 nés. Em ambos os modelos, a estrutura é discretizada
por 108 elementos finitos de casca triangulares quadraticos e 273 nés, conforme ilustrado
na Figura 87c. No que diz respeito & integragao temporal, utiliza-se p,, = 0,5 (fluido), e
At=5-10"%s
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Figura 86 — Painel flexivel: geometria e condig¢oes de contorno
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 87 — Painel flexivel: discretizagao

(a) Malhas do modelo Arlequin

(b) Malha do monomodelo

Fonte: Elaborada pela autora

(c¢) Malha da placa
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Hiibner, Walhorn e Dinkler (2004) obtiveram em suas simula¢oes uma frequéncia de
desprendimento de vértices, considerando a placa como rigida, de f, = 3,7 Hz. De acordo
com a teoria classica da dindmica das estruturas, as trés primeiras frequéncias naturais
de vibracao para essa estrutura de placa sao f; = 0,61 Hz, f, = 3,80 Hz e f3 = 10,63 Hz.
Dessa forma, espera-se que a frequéncia de vibracao da estrutura para o problema de IFE

fique proxima a sua segunda frequéncia natural.

A simulacdo empregando o monomodelo apresentou colapso da malha (emara-
nhamento) préximo aos 8 s, desestabilizando a simulac¢do (ver Figura 88). Esse colapso
indica que o modelo da subsecao 7.3.2 nao foi capaz de representar adequadamente a
mudanca de forma da estrutura com grandes deslocamentos através da deformacao da
malha adotada para o monomodelo. Embora isso possa ser contornado por diferentes
solugoes, foge ao escopo deste trabalho. J& no modelo Arlequin, os contornos externos da

malha local também sao deformaveis, o que permitiu a simulacao completa.

Figura 88 — Painel flexivel: colapso malha monomodelo
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Fonte: Elaborada pela autora

A Figura 89 apresenta o deslocamento vertical na extremidade livre da placa (ponto
A) ao longo do tempo, comparando-se os resultados do modelo Arlequin, do monomodelo
e a envoltoria dos resultados obtidos por Hitbner, Walhorn e Dinkler (2004). Observa-se
correspondéncia satisfatoria entre os resultados do modelo Arlequin com o monomodelo
até o momento proximo de 8 s, quando ocorre o colapso da malha do monomodelo, e boa

correspondéncia também com os resultados de Hitbner, Walhorn e Dinkler (2004).

A partir da Figura 89 pode-se notar que a placa apresenta uma amplitude de
vibragao crescente até determinado ponto da andlise, a partir do qual essa amplitude
permanece aproximadamente constante e bastante préxima aos resultados de referéncia. A
frequéncia de vibracao calculada a partir da média dos periodos entre t =8 set =16 s
resultante da simulagdo com o modelo Arlequin é de 3,07 Hz, proxima aos 3,1 Hz reportado
por Hiubner, Walhorn e Dinkler (2004). Observa-se que a frequéncia de vibragdo da

estrutura difere tanto da frequéncia natural quanto da frequéncia de desprendimento de
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