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RESUMO

OLIVEIRA, D. B. Modelo elastopléastico em grandes deformac6es com variagéo
volumétrica: Espumas Metalicas e Poliméricas. 2025. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de

Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, S&o Carlos, 2025.

Materiais porosos desempenham um papel importante em diversas areas da engenharia e das
ciéncias, incluindo mecénica dos solos, geofisica, biomecanica, ciéncia dos materiais e
mecanica de estruturas. Embora o comportamento de materiais porosos saturados com fluidos
seja amplamente estudado, compreender suas propriedades quando secos € igualmente
essencial, especialmente em materiais manufaturados como espumas metalicas e poliméricas.
Esses materiais apresentam caracteristicas atrativas, como baixa densidade, isolamento acustico
e térmico, alta absorcdo de impactos, flexibilidade e conformabilidade. No caso das espumas
chamadas secas, a viscosidade do fluido torna-se irrelevante e, para determinado nivel de
carregamento, a instabilidade das paredes internas pode causar diminuicao dos vazios e reducéo
de rigidez. Com a reducgdo dos vazios, a porosidade do meio se torna baixa e a rigidez
volumeétrica é recuperada (fase de densificacdo). Neste contexto, esta pesquisa propde um
modelo constitutivo que incorpora a deterioracdo volumétrica de materiais porosos polimeéricos
e metalicos na auséncia de fluidos com sua posterior densificagdo em grandes deformacdes. O
modelo possui aplicacdo direta em sistemas de absorcdo de impacto altamente eficientes. Os
exemplos de validacdo demonstram que o modelo proposto é eficaz na simulagdo do

comportamento dessas espumas.

Palavras-Chave: Espumas. Modelo elastoplastico. Grandes deformacdes. Deterioracdo
volumeétrica.






ABSTRACT

OLIVEIRA, D. B. Elastoplastic model for large deformations with volumetric variation:
Metallic and Polymeric Foams. 2025. 2025. Dissertacao (Mestrado) — Escola de Engenharia
de Séo Carlos, Universidade de S&o Paulo, So Carlos, 2025.

Porous materials play a significant role in various fields of engineering and sciences, including
soil mechanics, geophysics, biomechanics, materials science, and structural mechanics. While
the behavior of fluid-saturated porous materials is extensively studied, understanding their
properties when dry is equally essential, particularly in manufactured materials such as metallic
and polymeric foams. These materials exhibit attractive characteristics, such as low density,
acoustic and thermal insulation, high impact absorption, flexibility, and conformability. In the
case of dry foams, fluid viscosity becomes irrelevant, but structural instability may cause void
reduction and stiffness degradation, which is recovered when the medium's porosity becomes
low. In this context, this research proposes a constitutive model that incorporates the volumetric
deterioration of polymeric and metallic porous materials in the absence of fluids. The model
has direct applications in highly efficient impact absorption systems. Validation examples
demonstrate that the proposed model is effective in simulating the behavior of these foams.

Keywords: Foams. Elastoplastic model. Large deformations. Volumetric deterioration.
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1 INTRODUCAO

Nesta secdo, sdo apresentados a contextualizacdo do tema da pesquisa, alguns conceitos
relevantes relacionados ao tema em estudo, as justificativas e 0s objetivos propostos. Também
é incluida uma breve revisdo do estado da arte, destacando trabalhos desenvolvidos na area. Por
fim, descreve-se a estrutura das se¢des que compdem o restante do trabalho.

1.1  Contextualizacdo do Tema

Materiais porosos, como espumas metalicas e poliméricas, desempenham um papel
importante em varias aplicacfes de engenharia, tornando a compreensdo da mecanica desses
meios uma questdo atual e relevante em diversas disciplinas como, por exemplo, mecanica dos
solos, geofisica, biomecénica, ciéncia dos materiais e mecénica de estruturas.

Espumas metélicas e poliméricas apresentam étimas propriedades térmicas, mecanicas
e acusticas, além de alta capacidade de absorcdo de energia e leveza. Sua flexibilidade e
conformabilidade permitem sua integracdo com outras estruturas, favorecendo o ganho de
rigidez sem o aumento significativo do peso, conforme destacado em Cardoso (2009),
Chakravarty (2010), Gibson e Ashby (1997) e Triantafillou e Gibson (1990).

Para além dos aspectos ligados as espumas, outros diversos fendémenos estdo
relacionados aos meios porosos e merecem destaque. Isso inclui a modelagem da interacdo
entre solidos e fluidos, fendmenos de consolidacdo, compactacdo, adensamento, erosdo,
crescimento sob umedecimento, impacto (Larsson, 2012) etc.

Ainda segundo Larsson (2012), uma extensa gama de trabalhos cientificos fundamentais
aborda o comportamento tedrico e a modelagem numérica de meios porosos, sendo Boer (1996)
uma referéncia destacada para compreender a trajetdria historica dessas teorias.

Por mais que se destaquem as aplicacfes contemporaneas em espumas metélicas e
poliméricas, € importante reconhecer que a mecanica dos solos € 0 campo em que esses
desenvolvimentos tiveram origem. Terzaghi (1923), sem duavida, foi pioneiro ao abordar o
desafio de sdlidos saturados com fluido, resultando em sua teoria unidimensional de
consolidacdo (adensamento). Posteriormente, Biot (1941, 1956, 1962, 1972) expandiu essa
teoria de consolidagéo para abranger meios tridimensionais. Nessa teoria, as variaveis estaticas
principais sdo a tensao total e a pressdo do fluido. Por outro lado, as varidveis cinematicas
relacionam-se & tensdo no esqueleto do material e & variagdo do conteddo de fluido

(representando a mudanca de volume de fluido por unidade de volume da mistura).
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Para explorar versdes mais elaboradas e com aplicacGes numéricas da teoria de Biot, ha
diversas referéncias classicas disponiveis: Armeno (1999), Carter, Booker e Small (1979),
Small, Booker e Davis (1976) e Zienkiewicz e Shiomi (1984).

Além da abordagem tradicional de materiais porosos saturados ou parcialmente
saturados com fluidos, é fundamental compreender o comportamento desses materiais quando
se encontram em estado seco. Esse aspecto ganha relevancia especialmente ao se tratar de
materiais manufaturados, a exemplo das espumas metalicas e polimeros. Nessas situacoes,
como destacado nos trabalhos de Gibson e Ashby (1988), Sadighi e Jedari (2012), a viscosidade
do fluido deixa de ser um fator importante e pode ser desprezada, porém, a perda de estabilidade
da estrutura esquelética resulta na diminuicdo dos vazios. Esse fendmeno, associado a uma
reducdo na rigidez do material, culmina em uma recuperacao dessa rigidez quando o0s vazios se
tornam muito pequenos. Isso ocorre porque, quando a quantidade de poros tende a zero, a
espuma passa a se comportar como um material sélido.

Enfatizando, entdo, a importancia de um entendimento e de uma modelagem precisa do
comportamento mecanico da estrutura esquelética dos meios porosos, ndo apenas quando
saturados, mas também em condicdes secas.

Dessa forma, o objetivo central desta pesquisa € formular um modelo constitutivo em
grandes deformacdes considerando a deterioracdo volumétrica presente em espumas de
natureza polimérica e metéalica, mesmo na auséncia de fluidos. Esse modelo encontra
aplicabilidade imediata em sistemas de absorcao de impactos altamente eficientes, de acordo
com Pellegrino et al. (2015) e Shahbeyk, Petrinic e Vafai (2007).

Vale ressaltar que grande parte das teorias elaboradas para a analise de meios porosos
assume uma abordagem macroscopica. Essa escolha deriva das dificuldades inerentes a
simulacdo de meios continuos com dimens@es finitas utilizando modelos microscopicos.
Mesmo com o0s avancos tecnoldgicos dos computadores, 0s modelos micromecanicos ainda sdo
inviaveis sob uma perspectiva de engenharia (Buehler et al., 2004; Coda; Sanches; Paccola
2022).

No ambito deste projeto, também se propde adotar uma abordagem macroscopica para

tratar a problematica.

1.2 Espumas Metélicas e Poliméricas

As espumas sao materiais porosos que apresentam uma estrutura tridimensional de redes
celulares compostas por regides sélidas e vazias. Esses materiais podem ser de origem natural

ou produzidos industrialmente. Espumas naturais ocorrem, por exemplo, em estruturas 0sseas,
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madeiras e corais. As espumas manufaturadas sdo geralmente produzidas a partir de metais,
polimeros ou cerdmicas (Banhart, 2001; Friis, Lakes e Park, 1988; Warren e Kraynik, 1988).

Com relacdo a configuracdo da estrutura celular das espumas, elas podem ser
classificadas em dois grupos principais. O primeiro grupo compreende as espumas de células
abertas, nas quais as bordas das células estdo separadas por espagos vazios, como ilustrado na
Figura (1.1a). O segundo grupo corresponde as espumas de células fechadas, Figura (1.1b),
onde as bordas das células ndo possuem vazios, assim tanto as bordas quanto as faces das células
sdo constituidas por material solido (Gibson; Ashby, 1997). Existe ainda a possibilidade de
estruturas compostas por uma combinacdo de células abertas e fechadas (Friis; Lakes; Park,
1988).

O processo inicial de deformacdo em espumas de células abertas € dependente da
densidade relativa. Em espumas com baixa densidade relativa, 0 modo de deformacéo
predominante é a flexdo das paredes celulares. Conforme a densidade relativa aumenta,
observa-se que os efeitos combinados de flexdo e compressédo/alongamento das paredes
celulares tornam-se mais presentes. Por outro lado, nas espumas de células fechadas, os
mecanismos iniciais de deformacdo incluem compressao/alongamento e flexdo das paredes
celulares (Gibson; Ashby, 1997).

Figura 1.1 — Espumas — a) Células Abertas, b) Células Fechadas

Fonte: Gibson e Ashby (1997)

1.2.1 Comportamento Mecanico das Espumas

Materiais com comportamento elastoplastico apresentam uma curva tensao-deformacao
conforme ilustrado na Figura (1.2). Observa-se que esse padrdo de curva é tipico de testes de
compressdo uniaxial em espumas e pode ser subdividida em trés regides principais: 1) regido
elastica, 1) regido de platd e 111) regido de densificagéo.
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Figura 1.2 — Curva Tenséo-Deformacdo Usual para Espumas

A

Metal

Polimero

Tensao

Deformacao
Fonte: Autor

A regido eléstica caracteriza-se por um comportamento em que nao ha deformacoes
residuais ap6s o descarregamento do material. Em espumas, essa regiao é controlada por efeitos
de flexdo nas bordas e pelo alongamento das faces das paredes celulares que as compdem. A
inclinacdo da curva no regime elastico-linear é definida pelo médulo de elasticidade E e o final
dessa regido & marcado pela tensdo de escoamento o, que indica 0 momento em que as paredes
das células entram em colapso, de acordo com Gibson e Ashby (1997); Liu e Subhash (2004) e
Yu e Banhart (1997). Em materiais poliméricos e metalicos (abordados nesse trabalho) esse
colapso pode ser entendido como a perda de estabilidade (flambagem ou ponto critico) das
paredes das células.

Na regido de platd, segunda fase do processo de deformacao, a curva se estende a partir
da tensdo de escoamento até a tensdo de densificacdo o,;, com pouca variagdo nos valores de
tensdo ao longo de todo o trecho. Nessa fase, as deformagdes ocorrem principalmente por flex&o
pos-critica das paredes das células, um fendbmeno que também pode levar ao aparecimento de
softening (Gibson; Ashby, 1997; Liu; Subhash, 2004).

Por fim, tem-se a regido de densificacdo, em que os niveis de deformacao e de tenséo
que determinam o inicio dessa regido depende da densidade relativa da espuma. Na densificagcdo
o material apresenta resisténcia adicional, refletida por um aumento significativo nos valores

de tensdo, esse aumento de resisténcia (e de rigidez) esta associado a compactacdo da espuma
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devido ao contato entre as paredes de suas células, com a presenca mais pronunciada dos efeitos
de encruamento (Gibson; Ashby, 1997).

Além das trés regiGes tipicas observadas nas curvas tensdo-deformacédo de espumas,
outras caracteristicas importantes podem ser destacadas. Primeiramente, o nivel de deformacéo
que define cada uma das regides pode variar de acordo com o tipo e a densidade da espuma.
Em geral, espumas metélicas apresentam maior resisténcia mecanica em compara¢do com
espumas poliméricas, devido a maior rigidez de suas estruturas celulares (Yu; Banhart, 1997).

De forma mais detalhada, o aumento da densidade relativa em espumas leva a um
aumento no modulo de elasticidade e, consequentemente, eleva a tensdo de escoamento. Além
disso, observa-se que, & medida que a densidade relativa aumenta, o nivel de deformacéo
necessario para iniciar a densificacdo tende a diminuir, pois as células das espumas estdo mais
préximas, resultando em uma compactacdo mais precoce quando submetidas a cargas

compressivas (Gibson; Ashby, 1997).

1.2.2 Coeficiente de Poisson em Espumas

O coeficiente de Poisson é um parametro fundamental na analise do comportamento
mecanico dos materiais. Esse coeficiente expressa fisicamente o grau de expanséo ou contracéo
do material nas direcGes perpendiculares a aplicacdo da carga. Quando o coeficiente de Poisson
¢ medido durante a fase elastica, tem-se o Poisson elastico v,. Em espumas, onde ocorre
variagdo volumétrica na fase plastica, define-se o Poisson plastico v,,, avaliado durante a fase
plastica.

Embora seja comum que materiais isotrépicos apresentem valores para o coeficiente de
Poisson elastico variando entre 0 e 0.5, os materiais auxéticos, caracterizados pela presenca de
estruturas reentrantes, se diferenciam por assumirem valores negativos de Poisson. No caso de
materiais auxéticos isotrépicos e com comportamento elastico-linear, o valor do coeficiente de
Poisson varia entre -1 e 0.5, pois a positividade das propriedades elésticas, como o médulo de
elasticidade longitudinal e transversal e 0 médulo de compressibilidade (bulk modulus), deve
ser preservada, conforme descrito por Kovacik, Marsavina e Linul (2018). Industrialmente, o
comportamento auxético € mais comum entre polimeros, apesar de ocorrerem de forma natural,
como em certas rochas e em tecidos biologicos, conforme Carneiro, Meireles e Puga (2013),
Friis, Lakes e Park (1988) e Yang et al. (2004).

Essencialmente, materiais auxéticos ou com estruturas celulares reentrantes apresentam
um comportamento fisico diferente do usual. Quando sdo alongados axialmente, tendem

também a se expandir lateralmente; 0 mesmo ocorre na compressdo: quando comprimidos
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axialmente, tendem a se contrair lateralmente. Esse comportamento se deve a forma como as
ligacBes internas conectam diferentes faces ou células dentro do material, segundo Friis, Lakes
e Park (1988). Discussdes sobre materiais auxéticos e coeficientes de Poisson negativos podem
ser encontradas em Carneiro, Meireles e Puga (2013), Friis, Lakes e Park (1988) e Yang et al.
(2004).

Em materiais porosos, durante a fase plastica, a variagdo do Poisson pléstico pode
ocorrer de forma complexa, principalmente nos materiais celulares de natureza metalica. Em
Deshpande e Fleck (2000), essa variacdo pbde ser evidenciada experimentalmente, esse
trabalho mostrou que o coeficiente de Poisson nas deformacdes pléasticas do material analisado
variou entre 0.19 e 0.26 para espumas do tipo Alporas e entre 0.12 e 0.18 para espumas do tipo
Duocel.

A faixa de variacdo do coeficiente de Poisson plastico em materiais porosos poliméricos
costuma ser menor, conforme apresentado em Yonezu et al. (2016), que mostraram valores
entre -0.027 e 0.114 para espuma de polipropileno em diferentes niveis de deformacdo. A
Tabela (1.1) a seguir mostra alguns valores para o coeficiente de Poisson de espumas,
considerando as fases elastica e plastica do material.

Tabela 1.1 — Coeficientes de Poisson Para Algumas Espumas

Material Poisson Fonte
v, = 0.33
Polipropileno Yonezu et al. (2016)
-0.027< <v,, <0.114
Metais Ve = 0.33 Gibson e Ashby (1997)
032<v,<0.34
Duocel Ashby et al. (2000)

0.12< <v, <0.18

031 <v, <034

Alporas Ashby et al. (2000)
0.19 <<v, <0.26

Fonte: Autor

A faixa de valores apresentada para as espumas Duocel e Alporas na fase elastica podem
apresentar variagcdes maiores considerando os trabalhos de Kovacik, Marsavina e Linul (2018)
e Rodrigues et al., (2016) que constataram que o Poisson Elastico do material poroso decresce
conforme a densidade relativa e a densidade, respectivamente.

A Tabela (1.1) apresenta alguns valores do coeficiente de Poisson para diferentes
materiais, embora uma rapida revisdo bibliografica evidencie significativa lacuna no que se
refere aos dados relacionados ao comportamento do coeficiente de Poisson na fase pléstica.

Essa auséncia de dados, destaca a necessidade de estudos experimentais que investiguem



25

detalhadamente a evolugdo desse parametro nessa regido, a fim de proporcionar maior preciséo
na modelagem numérica do comportamento mecanico dos materiais.

A auséncia de dados sobre a evolucéo do coeficiente de Poisson nos regimes elastico e
plastico dificulta a calibracdo de um modelo constitutivo eficiente, essa questdo é abordada nos
resultados apresentados na Secdo (5), os quais destacam a sensibilidade do modelo na
representacdo das variagdes volumétricas e no controle do coeficiente de Poisson das espumas,

oferecendo uma andlise mais detalhada desse comportamento.

1.3 Justificativa

Como visto anteriormente, o estudo do comportamento mecéanico de materiais porosos
— como espumas metalicas e poliméricas — apresenta relativos desafios devido as suas
caracteristicas estruturais complexas. Apesar dos avancos na formulacdo de modelos
constitutivos para descrever esses materiais, conforme sera descrito na revisdo bibliografica,
lacunas importantes ainda persistem, especialmente no que se refere a modelagem em grandes
deformacdes e a deterioracdo volumétrica.

As espumas metalicas e poliméricas sdo frequentemente submetidas a condigdes
adversas de carregamento que induzem deformacGes volumétricas significativas, bem como
mudancas estruturais irreversiveis. A degeneragdo volumétrica, originada pela instabilidade do
esqueleto dos materiais porosos, é um fendmeno que afeta diretamente sua eficiéncia mecanica
e funcional. No entanto, a literatura atual carece de modelos constitutivos que capturem
adequadamente essa degeneracéo, particularmente em meios porosos secos, onde a auséncia de
fluidos elimina a contribuicdo de viscosidade no comportamento global.

Além disso, muitos modelos existentes tratam os materiais porosos de forma
simplificada, negligenciando fenémenos como o acoplamento entre deformac@es isocoricas e
volumétricas, e a evolucdo do coeficiente de Poisson em regimes plasticos.

Assim, a formulacdo de um modelo constitutivo robusto, que incorpore elementos
elastopléasticos e que seja aplicavel a grandes deformacoes, € uma necessidade presente. Essa
pesquisa justifica-se tanto pela contribuicdo direta ao avanco do conhecimento cientifico na
area de materiais porosos quanto pelas aplicacdes praticas que pode gerar. Entre elas, destacam-
se 0 desenvolvimento de estruturas porosas mais eficientes e a otimizacdo de sistemas de
absorcéo de impacto para diferentes industrias, como a automotiva, aeroespacial e biomédica.

Adicionalmente, a pesquisa aborda a lacuna existente na compreenséo do coeficiente de

Poisson em regimes eléstico e plastico, incluindo, ainda, sua evolucdo durante o processo de
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deformacdo. Esse aprofundamento é essencial para a modelagem precisa e a validagdo

experimental de materiais porosos em diferentes condic¢des de carregamento.

1.4 Objetivos

O objetivo principal desta pesquisa é desenvolver um modelo elastopléstico para
grandes deformac6es, abrangendo a degeneracao plastica volumétrica, que afeta espumas. Sdo
objetivos especificos:

a) Conceber um modelo constitutivo alternativo para lidar com a degeneracdo
volumeétrica em grandes deformacdes (plasticidade volumétrica);

b) Combinar o modelo proposto com modelo de plasticidade isocérica com potenciais
plasticos independentes;

c) Validar os modelos propostos com resultados experimentais da literatura,

principalmente em materiais porosos totalmente saturados ou secos.

1.5  Breve Revisdo Bibliogréafica

Nesta subsecdo, apresenta-se uma breve revisdo bibliografica sobre os modelos
constitutivos voltados as espumas, 0os modelos hiperelasticos e elastoplasticos. Finalmente,
consideragdes acerca do método dos elementos finitos posicional sdo abordadas.

1.5.1 Modelos Constitutivos Aplicados a Espumas

Pesquisas nas Ultimas décadas tém desenvolvido modelos constitutivos para descrever
0 comportamento mecanico de materiais porosos, como espumas, abordando diferentes
aspectos de suas propriedades.

Comportamento Elastico e Plastico: Triantafillou e Gibson (1990) criaram um modelo
para espumas isotropicas de células abertas, considerando comportamento linearmente eléstico
e perfeitamente plastico. Santosa e Wierzbicki (1998) analisaram espumas de aluminio de
células fechadas, validando modelos analiticos e numéricos com dados experimentais.

Grandes DeformacgOes e Hiperelasticidade: Wang e Cuitifio (2000) propuseram um
modelo tridimensional hiperelastico para espumas de células abertas, considerando flexéo e
alongamento das paredes celulares. Liu e Subhash (2004) desenvolveram um modelo
constitutivo para grandes deformacdes, aplicavel a espumas confinadas e ndo confinadas.

Micromecanico e Estruturas Representativas: Li, Gao e Roy (2003) apresentaram um
modelo micromecanico baseado em células tetracaidecaédricas para espumas de células

abertas, derivando formulas fechadas para propriedades elésticas. Romero, Soboyejo e Cuitifio
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(2010) combinaram diferentes tipos de células em modelos de elementos finitos, melhorando
previsdes de propriedades mecénicas em espumas de liga de aluminio. Hasan (2010) apresentou
uma abordagem para modelar a resposta de espumas metéalicas de células abertas carregadas de
forma dinamica, através de um modelo micromecanico, por fim, o autor usou da abordagem em
elementos finitos para extrair as respostas em nivel macroscopico.

Viscoelasticidade e Viscoplasticidade: Jo, Fu e Naguib (2007) analisaram aspectos
viscoelasticos e viscoplasticos de espumas de poli-metilmetacrilato, formulando equacdes
constitutivas baseadas na densidade relativa e propriedades mecanicas. Kontou, Spathis e
Kefalas (2012) propuseram modelos estatisticos para espumas anisotrdpicas.

Abordagens Recentes e Avangos Tecnoldgicos: Settgast, Abendroth e Kuna (2019)
aplicaram redes neurais para modelar o comportamento inelastico de espumas de células
abertas. Li et al. (2022) investigaram espumas elastoméricas para protecdo contra impactos,
considerando grandes deformacdes e diferentes taxas de carregamento.

Aplicagbes Complementares: Estudos como os de Ashby et al. (2000); Chen, Das e
Battley (2015) e Gibson e Ashby (1997) exploraram propriedades térmicas, acusticas,
mecanicas e de absorcdo de energia de espumas, aléem das possibilidades de aplicacdo das
espumas.

Os avancos revisados fornecem um breve panorama acerca do desenvolvimento de
modelos constitutivos. Destaca-se que nos modelos consultados existem lacunas no que diz
respeito a separacdo de efeitos isocoricos e volumétrico no comportamento em grandes
deformacdes de espumas. Observa-se ainda um conjunto limitado de trabalhos experimentais
que fornecam informacGes experimentais sobre o coeficiente de Poisson plastico dependente
da densidade relativa em diversos niveis de carga e deformacdo que conduzam a pistas

fidedignas para o entendimento completo de seu comportamento mecanico.

1.5.2 Modelos Constitutivos Hiperelasticos

A simulacdo de espumas requer a leitura precisa da resposta elastica em grandes
deformagdes, considerando tanto o comportamento ndo linear quanto a estrutura celular
caracteristica desses materiais. Nesse contexto, os modelos hiperelasticos se destacam, por isso,
é essencial discutir brevemente as particularidades dessa abordagem e o estado da arte sobre 0
tema.

Os modelos hiperelasticos tém como principal caracteristica a definicdo da energia

especifica de deformacdo em uma forma fechada. Essa abordagem permite descrever com boa
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precisdo o comportamento de materiais sujeitos a grandes deformagdes, como apontado por
Ogden (1972).

Esses modelos sdo divididos em dois grandes grupos: fenomenoldgicos e
micromecénicos. Os modelos micromecanicos analisam a microestrutura do material,
considerando aspectos como arranjos moleculares e interagdes microscépicas. J& os modelos
fenomenoldgicos adotam uma visdo macroscopica, sendo amplamente usados devido a sua
formulacdo matematica mais simples, menor dependéncia de dados experimentais e
factibilidade numérica (Coda; Sanches; Paccola 2022).

Os Modelos fenomenoldgicos se baseiam em relagdes constitutivas que descrevem o
comportamento deformavel dos materiais, usando varidveis fundamentais, como tensores de
alongamento e invariantes de deformacao do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green.
Muitos desses modelos séo formulados por meio de expansdes polinomiais, como destacado
por Hor et al. (2013), Jia et al. (2022) e Steinmann, Hossain e Possart (2012).

Para compreender as formulacgdes classicas de modelos hiperelasticos e algumas de suas
aplicacdes, € Util organiza-los em uma tabela comparativa. Na Tabela (1.2) sdo apresentados 0s
modelos fenomenoldgicos, destacando suas bases de representacdo, caracteristicas principais e

equacOes correspondentes. Essa abordagem permite identificar as contribui¢fes associadas a

cada modelo.
Tabela 1.2 — Modelos Hiperelasticos Classicos
Base de o
. Caracteristicas .

Modelo Representaca o Equagéo

Principais

0
Representa a

energia de

Ogden Alongamentos deformacdo em - Ci .. ) .
o ) Yo=Y (A + 2+ 24 - 3)
(1972) principais funcéo dos e
alongamentos
principais.
Modelo abrangente
que utiliza trés
Mooney- ) invariantes. Capaz o
o Invariantes de k .
Rivlin B} de representar Y = Cumlly — 31° [I = 3] [13 — 3]™
deformacéo o P et

(1940) materiais com o

comportamento

elastico ndo linear.

(continua)
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(continuacgéo)

Base de Caracteristicas .
Modelo . o Equacéo
Representacéo Principais

Utiliza apenas um

invariante,
Neo- L
Primeiro adequado para _
Hookeano . . . Viso = c1olly — 3]
invariante materiais com
(1943) -
resposta elastica
linear.
Rivlin- Extenséo do Estende a
Saunders modelo formulagdo de PO = 01 4 )02 = ¢, (I, —3) + co1(I — 3)

(1951) Mooney-Rivlin Mooney-Rivlin.

o Formulacdo cubica
Primeiro
Yeoh (1990) S que despreza o Y = ciolly — 3] + cpolly — 3] % + c30[l; — 3] 8
Invariante . .
segundo invariante.

Inclui o terceiro
) invariante para
Invariantes de
representar
materiais quase Pvol = krol(jn 4 j=2n — 2)

incompressiveis,

Hartmann e Deformacéo,
Neff (2003) incluindo o

terceiro
abordando a parcela

volumétrica.

Fonte: Adaptado de Ramirez (2018)

Em que y é a energia especifica de deformacdo, c representa coeficientes de ajuste do
material, ¢; sdo parametros relacionados ao comportamento ndo linear do material, A sdo 0s
alongamentos principais,  sdo os invariantes de deformac&o, k € uma constante volumétrica.
Além disso, os sobrescritos iso e vol fazem referéncia as parcelas isocoricas e volumétrica da
energia especifica de deformacao.

Os modelos de Hartmann e Neff (2003) e Rivlin-Saunders (1951), combinados, serdo
utilizados nesta pesquisa para modelar o comportamento elasticos das espumas e estdo descritos

na secéo (4).
1.5.3 Modelos elastoplasticos

Os modelos elastoplasticos sdo utilizados para simular o0 comportamento de materiais
que apresentam deformacdes residuais na descarga apos determinado nivel de tensdo ser

atingido. Como resultado, a curva tensdo-deformacao ndo percorre a mesma trajetoria na carga
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e descarga. Em geral, materiais metalicos e alguns polimeros se comportam de forma
elastopléstica e este comportamento pode ser estendido para espumas constituidas por esses
materiais.

Segundo Dawson e Cheng (1978), Han e Reddy (1999) e Naghdi (1990), o estudo da
plasticidade remonta a 1864, com Tresca, que demonstrou que o0 escoamento dos metais ocorre
a partir de uma tensdo de cisalhamento maxima. Em 1870, Saint-Venant expandiu esse conceito
ao propor uma teoria para sélidos rigido-plasticos sob estado plano. Posteriormente, em 1871,
Levy estendeu a teoria de Saint-Venant para situacdes tridimensionais. Em 1913, Von-Mises
apresentou uma teoria de plasticidade que reproduzia com maior precisdo os resultados
experimentais disponiveis comparados aos de Tresca. A incorporacdo de deformacdes elésticas
foi introduzida por Prandtl em 1924 e, em 1972, Green (1972) apresentou uma teoria para
solidos porosos, ampliando a aplicabilidade dos modelos elastoplasticos.

Os efeitos de encruamento, essenciais para entender o comportamento real dos
materiais, foram estudados por Prandtl e Melan, com contribuigdes incrementais nos anos 1920
e 1930. Melan introduziu superficies de escoamento suaves, enquanto Prager e Drucker, entre
as décadas de 1940 e 1950, estabeleceram estruturas gerais para relaces constitutivas plasticas,
incluindo o endurecimento e estabilidade material. Mais detalhes sobre a historia do
desenvolvimento das teorias de plasticidade podem ser consultados em Han e Reddy (1999).

Com os avancos na formulagdo numérica, estudos aplicados utilizando elementos finitos
foram desenvolvidos. Pode-se citar, entre tantos outros, Roehl e Ramm (1996), que analisaram
as grandes deformacGes elastoplasticas para estruturas de cascas; Fabregue e Pardoen (2008),
que formularam um modelo constitutivo para resolver problemas associados a vazios presentes
em sélidos elastoplasticos; Pascon e Coda (2015), utilizando a decomposicdo de Koner-Lee,
resolveram problemas elastoplasticos de solidos em grandes deformacg6es; Sultanov (2016),
utilizando ideias associadas ao principio dos trabalhos virtuais e ao critério de plastificacdo de
Von-Mises, modelou solidos elastoplasticos sob grandes deformacdes; Ma, Duan e Tian (2022),
que apresentaram um elemento finito generalizado para analises em regimes de grandes
deformac6es de sélidos; e Wu et al. (2023), utilizando malhas poligonais, analisaram sélidos
elasticos e elastoplasticos.

Para espumas, estudos especificos, como os de Imatani e Mori (2015), analisaram a
resposta mecanica de espumas metalicas utilizando a teoria do continuo de Cosserat. Wen et al.
(2023) desenvolveram um modelo constitutivo dindmico para espumas de poliuretano rigido.

Uma abordagem utilizando a decomposi¢éo multiplicativa de Flory (1961), usualmente

utilizada para a modelagem matematica de modelos constitutivos hiperelasticos, foi apresentada
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nos estudos de Coda (2021, 2022) para concepgdo de uma formulagdo alternativa de
elastoplasticidade. Por outro lado, as decomposicdes de Kroner-Lee e Green-Naghdi sé&o
amplamente empregadas em problemas envolvendo grandes e pequenas deformacdes,
respectivamente.

Detalhes dos modelos elastoplésticos utilizados nesta pesquisa sdo apresentados na
Secdo (5).

1.5.4 Método dos Elementos Finitos — Posicional (MEF — Posicional)

Para concluir esta revisdo bibliogréfica, apresenta-se uma visdo geral sobre o método
dos elementos finitos posicional, o qual é tratado na Secao (3), visto que é amplamente utilizado
no desenvolvimento desta pesquisa.

O meétodo dos Elementos Finitos Posicional possui semelhanca intrinseca com a
estratégia de solugdo para estruturas em membrana fechada apresentada por Bonet et al. (2000).
Em Coda (2003), na solucdo de problemas bidimensionais de solidos, essa abordagem recebeu
pela primeira vez a denominacdo MEF — Posicional, pois utiliza como graus de liberdade
naturais as posicGes e ndo os deslocamentos, como nas abordagens classicas.

A proposta inicial presente em Coda (2003) foi detalhada de forma didatica em Coda
(2018), onde se descreve a técnica posicional em sua forma Lagrangeana total. A abordagem
Lagrangeana total oferece vantagens em comparacdo com formulagdes Lagrangeanas
atualizadas, como a obten¢do de uma matriz de massa constante, o que possibilita a utilizacdo
de integradores temporais classicos em problemas dependentes do tempo. Além disso, a técnica
posicional permite o uso de vetores generalizados em vez de giros finitos para modelar cascas
e barras 3D e resulta em formulacdo naturalmente nédo linear geométrica, sem a necessidade de
se estender conceitos lineares.

Um dos aspectos interessantes dessa metodologia € o céalculo puramente numérico da
regra da cadeia pela inversa do mapeamento da configuracdo inicial, permitindo a analise de
elementos inicialmente distorcidos ou curvos, como 0s encontrados em cascas.

Vaérios trabalhos desenvolvidos nos grupos de pesquisa do Departamento de Engenharia
de Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos utilizaram o método dos elementos finitos
posicional, como Coda e Paccola (2007), que analisaram a néo linearidade de cascas usando
elementos triangulares curvos isoparamétricos. Carrazedo e Coda (2010), que focaram no
estudo termomecénico de impacto em trelicas, e Pascon e Coda (2013), que formularam um
elemento finito especifico para cascas em grandes deformagdes, aplicAvel a materiais com

caracteristicas semelhantes a borracha. Avancini e Sanches (2020), que adotaram a abordagem
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Lagrangiana total para modelar fluidos incompressiveis com superficie livre, ampliando as
possibilidades de modelagem na dinamica dos fluidos.

Além disso, outros estudos, como os de Cavalcante, Maciel e Greco (2018),
investigaram a resposta ao impacto em trelicas espaciais e planas com comportamentos néo
lineares, e Kan et al. (2018) aplicaram o método posicional na analise dindmica e ndo linear de
estruturas de tensegridade. Ramos e Carrazedo (2020) focaram nos efeitos da corrosdo em
secOes transversais sujeitas a cloretos, enquanto Carvalho, Coda e Sanches (2020)
desenvolveram um elemento finito para lidar com solidos elastoplasticos sujeitos a contato.
Finalmente, estudos como os de Paulino e Leonel (2021) exploraram a otimizagdo topoldgica

e a modelagem néo-linear visando a eficiéncia no projeto de estruturas.

1.6 Organizacdo da Dissertacdo

A organizacdo desta dissertacdo segue os topicos relacionados a seguir:

Secdo 2 — Nessa secdo sao abordados conceitos referentes a mecanica dos materiais,
incluindo: as medidas de deformacdo; a cinematica dos corpos deformaveis; a tensdo de

Cauchy; as equacdes de equilibrio locais e globais, as equacgdes de equilibrio e energia;

Secdo 3 — Nessa se¢do sdo apresentados conceitos referentes a técnica de elementos
finitos posicional, apresentando detalhes acerca das funcbes de forma, integracdo numérica e
das formulacgdes estatica e dindmica, além da abordagem para o pds-processamento das tensées
de Cauchy;

Secdo 4 — Nessa secdo sdo introduzidos os modelos hiperelésticos implementados —
Saint-Venant-Kirchhoff e Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff — e dois exemplos de verificagéo;

Secdo 5 — Nessa secdo, os fundamentos da plasticidade sdo abordados, entre eles: o
modelo elastoplastico alternativo isocorico e volumétrico em grandes deformacdes e diversos

exemplos de verificacdo e validagdo dos modelos implementados;

Secéo 6 — Nessa se¢éo, as conclusdes, consideragdes finais e desenvolvimentos futuros
séo destacados;

Os apéndices A, B e C apresentam as especificacdes do programa desenvolvido, alem
das deducbes e funcdes de forma para elementos tetraédricos e prismaticos, considerando
alguns graus de interpolagéo. Finalmente, os anexos A e B apresentam os pontos de integragéo
utilizados nesta pesquisa e que sdo voltados aos elementos tetraédricos e prismaticos,

considerando alguns niveis de interpolacéo;
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2 CONCEITOS BASICOS DA MECANICA DO CONTINUO
APLICADA A SOLIDOS

Nesta secdo sdo abordados conceitos referentes a mecénica do continuo limitada a
aplicacdo em solidos, incluindo: as medidas de deformacdo; a cinematica dos corpos
deformaveis; a tensdo de Cauchy; as equacOes de equilibrio locais e globais, equilibrio e
energia. Todos os conceitos abordados nesta secéo estdo de acordo com Coda (2018), Kishino
(20223, 2022b).

2.1  Medidas de DeformacGes

Esta subsecdo traz os conceitos de deformacao para uma abordagem uniaxial, relevantes

nos testes de compressao/tracdo uniaxial realizados em espumas.

2.1.1 Deformacdes Uniaxiais

A Figura (2.1) representa um ensaio de tragdo uniaxial em uma barra, antes da aplicacéo
da carga dois pontos x4 e x sdo marcados, com distancia entre si dada por Ax = x — x4.
Analogamente, apds a aplicacdo da carga F, os pontos x4 e x passam a ocupar as posicoes y4
e y, respectivamente, separados por uma distancia Ay = y —y4 = f(x) — f(x*). Em que f

representa a funcdo mudanca de configuragdo ocasionada por uma carga externa, nesse caso, a

forca F.
Figura 2.1 — Representacdo de um Ensaio de Tragdo em uma Barra
£, AL
x* X
. o
Ly
e
v v P
= b
£ |
I

Fonte: Coda (2018)
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A relacdo entre (¢-¢,) e o comprimento inicial da barra define a deformagéo

longitudinal média de engenharia &,,:

‘E_’go
em = (2.1)
0

Quando se deseja calcular com maior precisdo a deformacdo na vizinhanga do ponto A,
aproveitando-se do descrito na figura e utilizando-se a relacdo entre posicdes e deslocamentos
Se escreve:

Ay —Ax  (y-x)— ' —xY)  ulx) —ux?)
ng;ILZ = = - (22)
Ax x — x4 x — x4
A Equacéo (2.2) pode ser escrita em termo da funcdo f:
gviz _ BV T AX fO)—f&xh)
™ Ax x—xA

Em que 2% é a deformagc&o média na vizinhanga finita do ponto A, A%% é o alongamento

1=2%z_—1 (2.3)

médio na vizinhanga de A e u € o deslocamento na direcdo uniaxial de um ponto genérico.
Aplicando o limite nas EquagGes (2.2) e (2.3) quando x tende a x4, define-se a

deformag&o no ponto A como:

e(x4) = Z_Z |4 (2.4)
e(x4) = % a—1=2(x" -1 (2.5)

A forma da Equagdo (2.5) apesar de ser menos conhecida, é util quando se trabalha em
analises da elasticidade néo linear por resultar em procedimentos de célculos mais simples. Na
Equacdo (2.5) 1 é definido como alongamento de Cauchy-Green.

As Equac0es (2.4) e (2.6) podem ser generalizadas para qualquer posicao x, visto que o

ponto A é arbitrario, assim a deformacéo em um ponto qualquer fica expressa por:
du df dy dy —dx
S(x)—a—a—l—a—l—l(x)—l— dx

As medidas de deformagdes uniaxiais apresentadas nas equacgdes anteriores assim como

(2.6)

a deformacdo de Green-Lagrange E, definida na Equacdo (2.7), séo classificadas como

grandezas Lagrangianas, pois sua referéncia de calculo é a configuracgéo inicial da barra.
1dy? — dx?
e A
2 dx?
Além dessas medidas de deformacGes, outras duas podem ser definidas a partir da

2.7)

referéncia atual da barra, classificadas como grandezas Eulerianas: deformagdes de Almansi,
Equacdo (2.8), e a deformacéo de Hencky, Equacéo (2.9).

1dy? — dx?
A= T

2
2 dy? (2.8)



35

H=In (Z—z) (2.9)

A deformacéo de Hencky/Logaritmica e a deformacdo longitudinal média de engenharia
sdo medidas muito utilizadas quando se realiza testes de compressdo/tracdo uniaxial em

espumas, como € mostrado nos exemplos da Secéo (5).

2.2 Cinematica

Cinematica é o estudo dos movimentos dos corpos sem levar em consideragdo as a¢des
que os produzem, conforme Spencer (1980). Nesta subsecdo sdo introduzidos os conceitos
relacionados a cinematica dos corpos deforméaveis: mudanca de configuracdo e seu gradiente,
tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green, deformacédo de Green-Lagrange (multiaxial),
mudanca de volume, mudanca de area e conservacdo de massa. Todos esses tOpicos sdo
importantes ao se estudar estruturas submetidas a grandes deslocamentos e deformacoes.

2.2.1 Mudanca de Configuracéo e seu Gradiente

Para compreender o conceito de mudanca de configuracdo, observe o corpo genérico
apresentado na Figura (2.2). A relacdo entre a configuracdo indeformada do corpo Q,, no

instante t = 0, e a configuragdo deformada do corpo Q,, no instante fixo t, é descrita

matematicamente pela funcdo de mudanca de configuracédo f conforme a Equacédo (2.10).
y=fE¢t) (2.10)

A funcéo f é responsavel por fazer o mapeamento das posicdes atuais do corpo y (para

um instante t fixo) a partir das posicdes iniciais x.

Figura 2.2 — Mudanga de Configuracdo

)

Fonte: Kishino (2022a)
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Para analise de deformac0es, independentemente de sua magnitude, é necessario

introduzir o gradiente da fungdo de mudanca de configuracdo A, conforme a Equacéo (2.11):
A=Vf=-—"Z5=—2 (2.11)

O gradiente A realiza a transformacdo de um vetor infinitesimal na configuracdo

indeformada para a configuracdo deformada:
dy = A-d¥ (2.12)

2.2.2 Tensor de Alongamento de Cauchy-Green e Deformacéo de Green-Lagrange

A deformacéo é uma grandeza que caracteriza a mudanca na forma (ou dimensdes) de
um corpo durante sua transformacdo entre as configuracdes inicial e atual. Para que essa
descricdo seja fisicamente coerente, é essencial que a medida de deformacéo seja objetiva, ou
seja, que ndo seja influenciada por movimentos de corpo rigido, como translacdes ou rotacdes.
Na formulagdo Lagrangeana, a objetividade é assegurada por meio do tensor de alongamento a
direita de Cauchy-Green C que pode gerar diversas medidas de deformacéo:

C= At-A (2.13)

Em que C é um tensor de segunda ordem e simétrico.

A partir do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green, define-se a deformacéo

de Green-Lagrange para situacdes multiaxiais que sera utilizada nesse trabalho:

1
E=[C-1] (2.14)

Em que I é o tensor identidade de segunda ordem.

2.2.3 Mudanca de Volume

Para se estabelecer a relacdo entre os volumes nas configuracdes indeformada e
deformada, considere os volumes infinitesimais dV, (configuracdo inicial) e dV (configuracédo
atual), conforme ilustrado na Figura (2.3). Esses volumes podem ser descritos a partir dos
vetores que definem as arestas dos sélidos infinitesimais em suas respectivas configuragoes,
conforme descrito nas Equag0es (2.15) e (2.16):

dVy = dx; - (dX; X dx3) = det (dxy,dX; ,dX;) (2.15)
dv =dy; - (dy; % dy;) = det (dy;,dy;,dys) (2.16)
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Figura 2.3 — Mudanca de Configuracéo no Volume

R i SN
dx, i
i vy |
: o dXy
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S ax; |

Fonte: Kishino (2022a)

Considerando a relagdo entre vetores infinitesimais descrita na Equacao (2.12), escreve-

se 0 volume dV em termos de dx;, dx, , dxs:
dv = det (dyy,dy,,dy; ) = det (4) det (dx7, dx, ,dx; ) = JdV, (2.17)

EmqueJ = det (A).

A Equagdo (2.17) estabelece a relacéo entre os volumes na configuragdo deformada e
indeformada a partir do Jacobiano J.

Para finalizar esta subsecédo, define-se a partir da Figura (2.3) e da Equacéo (2.17) a

deformacdo volumétrica &, , ha notagcdo Lagrangeana:

_T_] 1 (2.18)

Sv
Essa expressdo evidencia que J ndo apenas quantifica a variacdo volumétrica durante a
deformacédo, mas também indica a consisténcia fisica do modelo, uma vez que se deve ter | >
0. Essa condicdo € essencial para assegurar que 0 volume permaneca positivo e que o material
ndo sofra auto-intersecdes, ou seja, ndo haja inversdes no material. Quando / = 1 indica que
ndo ha deformacéo volumétrica, caracterizando uma deformacao isocorica.
Para regimes de pequenas deformacdes, pode-se demonstrar que a deformacéo
volumétrica &, é fungdo exclusivamente das componentes diagonais da deformacdo linear &;;.

Nesse regime e para o caso tridimensional, a deformacéo volumétrica pode ser expressa como:

£, = &1+ &y, 33 (2.19)

2.2.4 Mudanca de Area (Formula de Nanson)

A demonstracdo da formula de Nandson é importante para a compreensdo da relacao
entre a tensdo na configuracdo atual do corpo (tenséo de Cauchy - Euleriana) e as medidas de

tensdes calculadas na configuracdo inicial (Lagrangiana). Inicialmente, observe a Figura (2.4)
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em que dois elementos infinitesimais nas configuragdes indeformada e deformada séo

apresentados.

Figura 2.4 — Mudangca de Configuragéo na Area

Fonte: Kishino (2022a)

Os vetores de area dA, e dA sdo calculados a partir das areas infinitesimais dA e dA, e

seus respectivos versores ortogonais N e 7:

dA, = NdA, (2.20)
dA = 7idA (2.21)

Agora, procede-se com o calculo dos volumes elementares, para tanto realiza-se o

produto interno entre os vetores de areas dA, e dA e os vetores geradores dos elementos i e U,

em cada configuracéo:

dv, -= it - dA, (2.22)
dv -= 9t - dA (2.23)

Aplicando as Equaces (2.20) e (2.21) nas Equacdes (2.22) e (2.23), respectivamente,
tem-se:
dv, -=ut - NdA, (2.24)
dv -= ¢ - 7idA (2.25)
Considerando a Equacgdo (2.17) a qual estabelece a relacdo entre os volumes nas
configuracdes deformada e indeformada, reescreve-se a Equagéo (2.25) na forma:
JdVy -= vt - idA (2.26)

A partir da Equacdo (2.12), a relacgéo entre os vetores 1 e ¥ pode ser escrita conforme
a Equacdo (2.27).
B=A-U (2.27)

Aplicando as Equacdes (2.22) e (2.27) na Equacéo (2.26) e ap6s algumas manipulacdes

algébricas, tem-se:
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Jut- NdA, =t - At - idA (2.28)
Considerando que o vetor 1 é arbitrario e apds a pré-multiplicacdo da Equacéo (2.28)
pela matriz A%, obtém a relagdo entre as areas infinitesimais, conhecida como formula de
Nanson:

RdA = JA™t - NdA, (2.29)

2.2.5 Equacéo da Conservagdo de Massa

Nas simula¢des numéricas conduzidas neste estudo, assume-se que a massa de todos 0s
corpos permanece inalterada ao longo de todo o processo. Assim, se p, € p(t) representam a
densidade de um solido na configuracéo inicial e em algum instante t, a massa total do solido

M pode ser expressa para ambas as configuracdes conforme as Equacdes (2.30) e (2.31).

M= | p,av, (2.30)

Vo

M= p(t)dV (2.31)
V(t)

Sendo V, e V' os volumes dos solidos nas configuracdes inicial e ap6s algum tempo t,
respectivamente.
Como a conservacdo de massa € garantida, entdo pode-se igualar as Equacdes (2.30) e

(2.31), resultando em:
M= | podVy = j p(t)av (2.32)
Vo V(t)

Usando a relacdo entre volumes definida na Equacéo (2.17), reescreve-se a Equacéo

(2.32):
-

0

po dV = f POV, (2.33)
Vo

Observando-se a arbitrariedade do volume conclui-se que as densidades do corpo nas
configuracBes indeformada e deformada estdo diretamente relacionadas pelo Jacobiano J,

conforme estabelecido na Equagéo (2.34).

_ Po
p(t) = 0 (2.34)

Essa equacdo mostra que, em um material continuo, um aumento do volume J > 1
implica uma reducdo na densidade, enquanto uma compressao J < 1 resulta em um aumento
da densidade, desde que ndo ocorram variagdes na massa total do corpo.

Neste momento, € importante definir um corol&rio importante da conservagdo de massa.

Sejam as integrais definidas na equacdo (2.35), onde f(t) € uma funcéo diferenciavel:
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| swreav = pr@an 239)
V(t) Vo
Derivando-se a equacdo anterior em relagdo ao tempo t:
4 (fy PO @AV)  d(f, po (V) (2.36)
dt dt
Ap0s algumas manipulacGes algébricas no lado direito da equacéo, escreve-se:
d (f, o POF (O)V) d(f®)
_ 2.37
— - f PO gV (2.37)

Ou seja, a derivada em relacdo ao tempo de uma integral cujos volume e nucleo
dependem do tempo, contendo como parte do nucleo a densidade, € realizada simplesmente

derivando-se a funcdo principal do nucleo em relagdo ao tempo.

2.3  Tensdo Nominal e Tensédo de Cauchy

Nesta subsecdo, introduzem-se os conceitos de tensdo normal nominal e do tensor de
tensdes de Cauchy. A tensdo nominal, de natureza Lagrangiana, é definida com base na
configuracdo de referéncia do corpo, enquanto o tensor de tensdes de Cauchy, de natureza

Euleriana, esta associado a configuracdo deformada.

2.3.1 Tensado Nominal Normal Média

A tensdo nominal média o,, € uma medida de natureza Lagrangeana, obtida através da

razdo entre a forca atual F e a area inicial A,:

F

o= 4 (2.38)

As componentes da tensdo nominal séo definidas pelas componentes da forca F
associadas as areas de atuacao (semelhante ao que sera definido para as componentes da tensdo
de Cauchy).

2.3.2 Tensdo de Cauchy

Observa-se que nessa se¢do poder-se-ia usar coordenadas y; ao invés de x;, tendo em
vista que se trata de analise da configuracao atual do corpo. Na Figura (2.5), um cubo elementar
de dimensdes dx,,dx,,dx; é retirado de um solido na configuracdo deformada (atual),
surgindo, nos planos ortogonais do cubo elementar, vetores de tensdes necessarios ao equilibrio
do corpo, como mostra a Figura (2.5a). Na Figura (2.5b), esses vetores aparecem decompostos
segundo as direcdes cartesianas que representam exatamente as componentes de tensdo do

tensor de Cauchy o.
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Figura 2.5 — a) Vetores tensdes sobre planos ortogonais, b) Componentes de tensdo e

convencao de sinais.

Fonte: Coda (2018)

Na representacdo das componentes de tensdo de Cauchy, o primeiro indice indica o
plano em que a tensdo atua, enquanto o segundo indice a direcdo. A mesma convencao de
indices é utilizada para a tensdo nominal, ou de Piola-Kirchhoff de primeira espécie descrita
rapidamente na subsecdo anterior. A disposicdo dessas componentes pode ser organizada de
forma matricial, conforme mostra a Equacdo (2.39). Nessa matriz (tensor de ordem 2), as
componentes diagonais representam as tensées normais, que atuam perpendicularmente ao
plano de referéncia, enquanto as componentes fora da diagonal correspondem as tensdes de
cisalhamento, que atuam tangencialmente ao plano.

011 012 0313
0 = [0'21 022 0’23] (2.39)
031 032 O33

O tensor de tensdo de Cauchy é uma grandeza de carater Euleriano e simétrico. Para
demonstrar a sua simetria, faz-se a analise do equilibrio de momentos em relacédo a direcdo x5
para o cubo elementar, conforme a Figura (2.6).

Figura 2.6 — Analise do equilibrio de momentos em torno do eixo x5

o, dx,dx,
4—

o, dx,dx, @ o, dx,dx; |dx,

o, dx,dx,

dx

1

Fonte: Coda (2018)
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Realizando o equilibrio:

(012,dx2dx3)dx1 = (0,,dx1dx3)dx, (2.40)

Simplificando a Equacéo (2.40), tem-se:
012 = 01 (2.41)
Procedimento semelhante pode ser realizado em relacdo as outras duas direcoes,

obtendo o tensor de Cauchy na sua forma simétrica, o qual representa o Teorema de Cauchy:
011 01 Op3

o = [012 022 023] = 0j; (2.42)

013 0323 033

2.4 Equacoes de Equilibrio

Nesta subsecdo, serdo brevemente apresentas as equacdes de equilibrio dos meios
continuos. As equacOes de equilibrio na mecanica do continuo servem para descrever o
comportamento de corpos deforméveis sob a acdo de cargas externas. Com relagdo ao
referencial da analise, as equacdes de equilibrio podem ser analisadas sob duas abordagens: a
Lagrangiana e a Euleriana.

Além disso, as equacdes de equilibrio podem ser analisadas de um ponto de vista local
ou global. No caso local, as equagdes sdo expressas em termos de tensdes e forgas em um ponto
especifico do material e sdo formuladas por meio das leis de Newton, para cada elemento
infinitesimal do corpo, resultando em um sistema de equacbes diferenciais parciais que
descrevem o equilibrio em cada ponto do continuo. Ja no nivel global, o equilibrio € garantido
por meio da soma das forcas e momentos atuantes sobre o corpo como um todo, resultando em
um conjunto de condic@es de equilibrio para o s6lido. Ambas as equacdes, locais e globais sao

equivalentes.

2.4.1 Equilibrio Euleriano Local

Conforme discutido na Subsecédo (2.3.2), um elemento cubico infinitesimal é extraido
de um sdlido para andlise. Nesta etapa, ndo se impde a aplicacdo direta da terceira lei de
Newton, ou seja, ndo se assume, a priori, que as tensdes atuantes em planos opostos do cubo
sejam iguais em magnitude e direcdo. Consequentemente, considera-se que o elemento cubico
estd submetido a uma variacdo de tensbes ao longo de cada direcdo cartesianas, como
representado na Figura (2.7). Além dessas variagfes, na Figura (2.7) também fica representada

a forca de volume b; na direcdo 1.
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Figura 2.7 — Variacao das tensdes e equilibrio na direcédo 1
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Fonte: Coda (2018)

A partir do volume elementar, pode-se fazer o equilibrio dinamico na direcdo 1 para o
elemento analisado e depois de alguma organizacdo e simplificacdo algébrica, chega-se na
equacdo de equilibrio local na direcdo 1 Euleriana escrita em termos de tensdes e forcas de

volume:

doy, 00y 003 )
= by 24
( To et gt by ) AV = pFav (2.43)

Em que V, p e y, representam, o volume, a densidade e a aceleracdo do corpo,

respectivamente.
Se amesma operacdo anterior for realizada para as outras direc6es cartesianas, encontra-
se o sistema de equacdes de equilibrio local Euleriana na forma indicial:
(01, + b:) = p¥; (2.44)
Para concluir a analise de equilibrio local Lagrangiana, faz-se uma analise do equilibrio

de momentos em terno do eixo x5, conforme a Figura (2.8), resultando em:

00,1 dx, dx, doy, dx,
(021 + I — dxz) dxldX3 I + (0‘21dX1dX3) T (0-12 + _d.xl) dedX3 —
ax, 2 2 ax, 2
(2.45)
dx, ..
— (012dx,dx3) B =103
dxs(dxydx, 3 +dx,dx,® S .
Sendo 1, = 2¥s(dx2 xi; x19%7) 5 momento angular de inércia em tormno do eixo x; e

65 a aceleracio angular.
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Figura 2.8 — Equacdo de movimento angular - torque

)
o0,
{()‘21 +—2Ldx, J dx,dx,

Ox,
D E—
dv, | odxdy 0oy,
X, | OLdx,dx, o) 0, +—=dx, |dx,dx,
pA [~ T V4 )
X3 ox,
—_—
o, dx,dx,
I I
I dx, |

Fonte: Coda (2018)

Ap06s simplificacdes algébricas na Equacédo (2.45) e aplicando o equilibrio de momento

nos eixos x, € x,, obtém-se novamente o Teorema de Cauchy:
0;; = 0j; (2.46)
Esse resultado indica que o teorema de Cauchy também é vélido para problemas
dindmicos com variagdes de tensdes no continuo, indicando ainda que as equacées de equilibrio

em momentos ja sao satisfeitas pela simetria do tensor de tensdes de Cauchy.

2.4.2 Equilibrio Euleriano Global

Assim como realizado para a abordagem local, apresenta-se a equacdo global de
equilibrio em forcas ou de movimento de translacao.

As forcas que atuam em um sélido podem ser divididas em forcas de superficie p e
forgas de volume b, 0 que permite escrever a resultante de focas atuantes no soélido como

resultado da soma dessas duas parcelas, Equacao (2.47).
R= dev+fﬁdA (2.47)
v A
Uma outra forma de escrever a resultante de forgas no sélido € partir da segunda lei de

Newton, levando em consideracao a Equacédo (2.36) que representa o corolério do teorema de

conservacao de massa, assim:

R= J pydv (2.48)
14
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Igualando-se as Equacgdes (2.47) e (2.48), chega-se na equacdo de movimento de
translagéo global Euleriana:

bdv + | pdA = | pydv 2.49
fV fA p fv py (2.49)
Pode-se também encontrar a Equacéo (2.49) pela integracdo da equacao de equilibrio

local de translacdo Euleriana, utilizando-se o teorema de Gauss sobre o divergente da tenséo de

Cauchy.

2.4.3 Equilibrio Lagrangiano Global e Local

A versdo Lagrangiana das equac6es de equilibrio podem ser obtidas segundo a equacéo
global de equilibrio Euleriana. Primeiramente, reescreve-se a Equacdo (2.49) em notacgdo
indicial:

jbidV+Jpl-dA = fpj}idV (2.50)
v A v
Ao aplicar as Equacdes (2.17) e (2.29), correspondentes as relacdes de volume e de area,

na equacdo anterior, reescreve-se a equacao global de equilibrio tendo como referéncia a

configuracao inicial do corpo, denotada pelo subscrito 0:
JbidVy + | JpiBjxdA, = | Jpy:dVy (2.51)
Vo Ao Vo

As forcas de superficies podem ser relacionadas com a tensdo de Cauchy mediante a
aplicacdo da formula de Cauchy descrita a seguir:
p; = o N; (2.52)
Nas Equagbes (2.51) e (2.52), Bj, = (4971 e N; é o versor normal a superficie na
configuracao inicial.
Analogamente a conservacdo de massa, relacionam-se as forcas de volume da na
configuracdo inicial com as forcas de volume na configuracdo atual como:
b;° = Jb; (2.53)
A partir das Equac0es (2.52) e (2.53), reescreve-se a Equacdo (2.51):

boaV + [ JouBuNeddo = [ puyiavy (2.54)
Ag Vo

Vo

Nesse momento, define-se o tensor de de tensdes de Piola-Kirchorrff (ndo simétrico) de
primeira espécie P:

Py =By, ou P=Jot-B=]Jol A"t (2.55)

Podendo, finalmente, escrever a Equagdo de Equilibrio Lagrangiana Global em sua

forma completa:



46

b,°dV, +f P;N;dA, :f poYidV, (2.56)
7

Ao (]

Sendo o indice k substituido por j.

Para se encontrar a equacdo de equilibrio local na versdo Lagrangiana, aplica-se o
teorema de Gauss na Equacdo de Equilibrio Lagrangiana Global e considera-se que o volume
é arbitrario, resultando em:

Pyij + b’ = po¥i (2.57)

2.5  Equilibrio e Energia

A compreensdo da relacdo entre equilibrio e energia € fundamental em analises
numéricas envolvendo a técnica de elementos finitos. A partir da abordagem em termos de
energia, formulages diversas podem ser desenvolvidas para prever o comportamento mecanico
de estruturas e materiais.

Nesta subsecao,sédo introduzidos os conceitos fundamentais que conectam a varia¢éo da
energia total as formulacBes Lagrangiana e Euleriana. E discutida a equivaléncia entre a
equacao de equilibrio e o principio da estacionariedade da energia mecanica total.

Além disso, € definido o segundo tensor de tenséo de Piola-Kirchhoff que é apresentado
como grandeza conjugada energética da deformacdo de Green-Lagrange, jA& mostrada
anteriormente.

A seguir a energia mecanica total é apresentada decomposta em trés parcelas
energéticas:

N=P+U+K (2.58)

Ou seja, a energia mecénica, Equacéo (2.58), € composta pela soma da energia potencial
das forgas externas IP, da energia de deformacdo U e da energia cinética IK. A energia potencial
das forcas externas (conservativas) estd associada as cargas aplicadas ao sistema, a energia de
deformacéo relaciona-se as mudancas internas na configuragcdo do material (deformacoes), e a
energia cinética refere-se a velocidade do meio continuo. Para se encontrar o equilibrio é de

interesse se escrever a Equacdo (2.58) na sua forma variacional:
8I = 8P + 6U + 6K (2.59)

2.5.1 Euleriano

Uma forma de se encontrar a forma variacional da energia mecanica total

(caracterizando o equilibrio) pode ser feita a partir da equacéo de equilibrio local escrita no
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referencial Euleriano. Nesse contexto, € importante enfatizar que, por se tratar de uma analise
Euleriana, todas as manipulagdes matematicas sdo realizadas com base na configuragdo atual
do corpo.
Igualando a Equacdo (2.44) a um vetor nulo g; definido como uma forga por unidade
de volume, tem-se:
0jij +b—pyi =g, =0; (2.60)
Aplica-se uma variacdo de trabalho ocasionada pelo vetor de forcas g; pelo produto
deste por uma variagao de posigao:
omr = g;0y; =0 (2.61)
Integrando-se a equacao anterior sobre o volume ¥, obtém-se:

v v

A partir de agora, deve-se mostrar se a Equacéo (2.62) realmente corresponde a equagéo
variacional da energia mecanica total, apresentada na Equacdo (2.59). Para tanto, reescreve-se

a Equacéo (2.62) na forma expandida:
14 14 14

Para demonstrar que a terceira integral da Equacdo (2.63) corresponde a parcela
variacional da energia cinética, consideram-se as Equacdes (2.64) e (2.65), as quais representa,

a energia cinética e a sua variagao:

1
K== f Py, dvV (2.64)
2 74
SK det (2.65)
T dt '

Aplicando o coroléario da conservacdo de massa (ver Subsecdo 2.2.5) e realizando

manipulacdes algébricas na Equacéo (2.65), chega-se a seguinte relacao:
0K = fpj'/idyi dv (2.66)
14

Essa equacao € idéntica a terceira integral da Equacdo (2.63).

Trabalhando com a primeira integral da Equacao (2.63), deseja-se demonstrar que ela
esta relacionada com a parcela variacional da energia potencial associada as forcas externas.
Para tanto, aplicando-se a regra do produto sobre o produto da tensdo de Cauchy e da variacdo
da posicéo, preparando-se para a aplicagdo do teorema da divergéncia, como:

(0}'1'5)’1')'}. = O-jiyjsyi + O'jié\YiJ (2.67)
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A expressdo anterior pode ser organizada convenientemente e aplicada na primeira

integral da Equacéo (2.63), conforme a seguir:
14 14 g 14

Sabendo que a parcela (ajic?yi)j representa o divergente de (o;;6y;) e aplicando a

’

férmula de Cauchy, tem-se:
f(ajié'yi)jdV = faﬁéyi ndA = fpiSyi dA (2.69)
14 g A A

A Equacdo (2.69) corresponde a parcela da energia potencial das forcas externas de
superficie. A outra parcela do potencial de forcas externas ja esta diretamente definida pela
segunda integral da Equacdo (2.63), associada as forcas de volume.

Por fim, a dltima integral da Equacdo (2.68) pode ser reformulada considerando o

teorema de Cauchy:

oi; 0y, . + 6y; .
j 0;;0y; AV = j ]l( Y ]‘l) dv (2.70)
v 7 v 2

(5yi,j+5yf,i)

Neste ponto, precisa-se entender que o termo corresponde a variagao da

deformacdo real (Euleriana) J¢;;.

Dessa forma, substituindo a consideracao anterior na Equacédo (2.70), pode-se encontrar

a parcela referente a variacdo da energia de deformacéo do sélido:
14

Concluindo a demonstracéo de que a Equacéo (2.63), de fato, corresponde ao principio
da estacionariedade da energia mecanica. Combinando as expressdes das Equacdes (2.63),

(2.66), (2.69) e (2.71), reescreve-se o principio na forma Euleriana:

14 A 14 14

2.5.2 Lagrangeano

Neste subitem sdo revisitadas as etapas descritas no Subitem (2.5.1), agora sob a
perspectiva de uma abordagem Lagrangiana. O objetivo central € apresentar o principio da
estacionariedade mecanica em sua formulagdo Lagrangiana, base para os desenvolvimentos da
técnica em elementos finitos posicional.

Igualando a Equacgéo (2.57) a um vetor nulo g; definido como uma forca por unidade

de volume, tem-se:
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Py — b’ +podi=9:=0; (2.73)
Aplica-se uma variacdo de trabalho ocasionada pelo vetor de forcas g; pelo produto

deste por uma variacdo de posicao:
Integrando-se a equacdo anterior, obtém-se:

Sl = | smdVy= | (—Pyi; — b+ po3:)8y; dVy = 0 (2.75)
Vo

Vo
Seguindo as mesmas etapas descritas para a abordagem Euleriana, com atencdo para a

realizacéo das derivadas em relacéo a configuracao inicial, tem-se:

on = [ Budyis vy~ | Pty da, - [
Vi A

0 0 Vo

b8y, dV, + j P03y, dVy = 0 2.76)
Vo

Analisando a Equacdo (2.76), a primeira integral pode ser reescrita em funcdo da
variacdo do gradiente da funcdo mudanca de configuragdo, uma vez que 8y;; = §4;;, 0 que
mostra que o gradiente da fungdo mudanca de configuracdo € o conjugado energético do
primeiro tensor de Piola-Kirchhoff.

A segunda integral da Equacdo (2.76) pode ser relacionada com um vetor forca de
superficie, assumindo que P;;N; = p?. Dessa forma, a variagdo da energia mecanica total, a
qual representa o principio da estacionariedade na sua forma Lagrangiana é apresentado de
acordo com a Equagéo (2.77).

511 = f P8 A AV, — f P08y, dA — [ b8y, v, + f Po§i6y, dVy = 0 .77
Vo Ao Vo Vo

2.5.3 Tensor de Piola-Kirchhoff de Segunda Espécie

A necessidade de se definir o segundo tensor de Piola-Kirchhoff (S) decorre da definicdo
do tensor de alongamento de Cauchy e suas excelentes propriedades, estendidas a medida de
deformacédo de Green-Lagrange. Como consequéncia, evita-se utilizar o primeiro tensor de
Piola-Kirchhoff (P) como medida de tenséo (ndo simétrico). Para se definir o segundo tensor
de tensbGes de Piola-Kirchhoff ja associado a deformacdo de Green e na equagdo de
estacionariedade da energia, inicia-se escrevendo o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff como
uma funcdo do segundo tensor de Piola-Kirchhoff da seguinte forma:

Py = AySk; ou P =At-Sst (2.78)

Substituindo-se a forma dyadica da Equacdo (2.78) na Equagéo (2.55), tem-se:

St-At=JA g (2.79)
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Para demonstrar a simetria do tensor S, parte-se do Teorema de Cauchy, o = a*. Assim,
a equacdo anterior se torna:
S=JA 1t g- A =JA-g-At =St (2.80)
A Equacdo (2.80) tambem permite concluir a relagéo entre o tensor de tensao de Cauchy
e 0 segundo tensor de Piola-Kirchhoff, como mostra a préxima equacéo.
_A-S-A
J
A partir desse ponto, interessa definir o principio da estacionariedade mecéanica em

o (2.81)

funcdo da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e do tensor de deformagdo de Green-

Lagrange E. Reescreve-se, em notacdo dyadica, a primeira integral da Equacéo (2.77) na forma:

f At-84: S dV, (2.82)
Vi

0

Apo6s algumas manipulacfes algébrica que levam em consideracdo a simetria do
segundo tensor de Piola-Kirchhoff e, recordando a definicdo do tensor de deformacdes de

Green-Lagrange, Equacdo (2.14), reescreve-se a Equacdo (2.82) como indicado a seguir:

j S: 8E dV, (2.83)
1%

0

Ou seja, 0 segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff é conjugado energético do tensor
de deformacdo de Green-Lagrange. Assim, a equacdo do principio da estacionariedade
mecanica na versdo Lagrangiana assume outra versdo, conforme indicado pela Equacdo (2.84).

51'[=f5: 5EdV0—j p?&yidAo—J
v Ao Vv

(] 0

b8y, dVy + j Po§i8y dVy = 0 (2.84)
Vo



51

3 MEF — POSICIONAL APLICADO A SOLIDOS

O conceito fundamental da utilizacdo de elementos finitos para a analise de meios
continuos se baseia na discretizacdo de dominios em um conjunto finito de elementos. Cada
elemento finito pode ser considerado um subdominio, que pode apresentar geometrias variadas
para melhor se adequar as formas do meio continuo modelado. Dentro desses subdominios,
busca-se aproximar as variaveis de interesse.

Mais especificamente, 0 MEF — Posicional se fundamenta na descricdo da cinematica
dos corpos em termos de posicOes, onde a busca do equilibrio, estatico ou dindmico, € feita da
forma usual, ou seja, utilizando-se o principio da energia mecanica total estacionaria, ja descrita
na Subsecéo (2.5).

Como visto, o principio da energia mecanica total estacionaria, reescrito na Equacao
(3.1), é composto por quatro parcelas distintas:

A primeira parcela é decorrente da variacdo da energia cinética associada ao sistema,
composta por uma integral sobre o volume inicial (V) da densidade (p,), da aceleragdo () e
da variacgdo das posigdes (6y);

As segunda e terceira parcelas derivam da variacdo da energia potencial das forcas
externas (problemas conservativos), expressas, respectivamente, por integrais sobre o volume
inicial das cargas de volume presentes no sélido ou estrutura na configuracao inicial (b°) e das
forcas aplicadas (p®) sobre a superficie inicial (4,) ; ambas ponderadas pela respectiva variagéo
de posicéo.

Finalmente, a quarta parcela provém da energia de deformacdo, definida como uma
integral sobre o volume inicial da contrag&o dupla entre o tensor de tensées de Piola-Kirchhoff

de segunda espécie (S) e a variacdo do tensor de deformacbes de Green-Lagrange (6E).

on = [ s:oEav,~ [ pooyidd,— [ bSyiave+ [ pogidyidvy =0 61)
Ao Vo Vo

Vo

Para solucionar a Equacdo (3.1) utilizando a abordagem em elementos finitos, faz-se
necessario aproximar as posicdes e suas variacoes, forcas, e aceleracdo através de polinbmios
de Lagrange ou fungdes de forma. A preferéncia por esses polindmios se deve ao fato que suas
constantes correspondem aos valores da funcdo aproximada nos pontos base da aproximacéo.
Na sequéncia, discutem-se as fun¢des de forma e retorna-se a discussao, no subitem (3.4), do

tratamento das variaveis p, , 8y, b°, j , p° e SE presentes na Equacdo (3.1).
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3.1  Funcdes de Forma

Na deducdo das funcdes de forma é fundamental observar duas condicdes:
a) a particdo da unidade, que exige que a soma das funcbes de forma de mesma ordem
seja sempre igual a um;
b) e asegunda condi¢do, que estabelece que as fun¢des devem assumir o valor unitario
nos seus correspondentes nds e zero nos demais.

Um exemplo ilustrativo é apresentado na Figura (3.1) exemplificando as funcdes de
forma lineares de primeira ordem. Neste exemplo, considera-se um elemento de barra com
interpolacéo linear. A barra é discretizada com dois nds, o que resulta na utilizagdo de duas
funcBes de formas (&,,®,), sendo as coordenadas adimensionais dos nds (-1) e (1),

respectivamente.

Figura 3.1 — Representagdo esquematica dos polinémios de Lagrange

i~ A

nol no 2 no 1l noé 2

Fonte: Adaptado de Coda (2018)

Na Figura (3.1) € ilustrada a condicdo de que cada funcéo de forma deve assumir valor
unitario em seus nos correspondentes e zero nos demais nds. Essa condicdo pode ser expressa

matematicamente pela Equacéo (3.2).
D, (-1)=1, @,(-1)=0, &, (1)=0, &,(1)=1 (3.2)

Dando sequéncia a obtencdo das funcdes de forma, utiliza-se a expressao geral dos
polindbmios de Lagrange para qualquer ordem e, no caso unidimensional, conforme Equacéo
(3.3). O simbolo [] denota o produto de uma série de termos, sendo assim, a Equacéao (3.3)

representa um produto que varia sobre todos os indices j de 1 a n, exceto quando j=i. Cada

termo do produto € dado por ﬁ Os indices i, j e n estdo relacionados aos nés do elemento

L5

ou pontos discretos ao longo da dimensao &.

@;(8) = (3.3)

As Equacdes (3.4) e (3.5) sdo exemplos especificos de fungdes de formas derivadas da

Equacdo (3.3) parai=1ei =2, respectivamente:
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Parai = 1: _$§=&% _¢-1 1
¢1(f)—51_52—_1_1—2(1 9] (3.4)
Parai = 2: _s=&4 - 1
@,(8) L6 1-(DC 2(1+f) (3.5)

Para verificar a aplicabilidade das funcdes de forma @;, apresenta-se a aproximacao
geométrica de um elemento. Considere as configuracdes inicial (sistema de coordenadas X1, X2)
e atual (sistema de coordenadas yi, y2) de um sélido genérico, ilustradas na Figura (3.2). O
mapeamento entre essas configuracdes é realizado com um elemento triangular (sistema de
coordenadas ¢1, é2) utilizando interpolacdo cubica, em que as funcdes fo e fi representam as
diferentes configuracGes de um mesmo dominio. Essas funces de mapeamento sdo expressas
como combinagfes das fungdes de forma e das posi¢cbes nodais em cada configuragéo,
conforme as Equagdes (3.6) e (3.7).

INGERAGYE (3.6)
fA&) = eV 3.7)

Figura 3.2 — Elemento Sélido de Aproximagdo Cubica a) Mapeamento inicial (a esquerda), b)
Mapeamento atual (a direita)

sz Ayz

i0

X1 Y1

9 2 {1

10 &8 5 1
Fonte: Adaptado de Coda (2018)
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A andlise da Figura (3.2) permite observar que os nos do elemento na configuracao
inicial ndo precisam ser igualmente espacados e que as bordas dos dominios modelados podem
apresentar curvatura.

A partir das Equacdes (3.6) e (3.7), os gradientes das fungdes de mapeamento (49, A1)
podem ser obtidos de acordo com as Equacdes (3.8) e (3.9).

A?j = i?j = ‘pl,inl (3.8)

Ay =fij = Y} (3.9)

Em que, nas Equagdes (3.6) a (3.9), o indice [ refere-se ao nd do elemento ou a funcéo
de forma associada, enquanto o indice i a dire¢&o. 5 XeY representam, respectivamente, o
vetor de coordenadas adimensionais, os vetores das coordenadas nodais correspondentes a
posicdo inicial e a posicdo atual. Mais detalhes sobre os gradientes das fungdes mudanca de
configuracdo foram abordados na Subsecéo (2.2.1) e serdo novamente apresentados no contexto
de elementos finitos posicional na Subsecéo (3.4).

As funcgdes de forma para elementos 3D tetraédricos e Prismaticos com diferentes niveis
de interpolacdo, bem como o processo de deducdo dessas funcbes sdo apresentados nos
apéndices (B) e (C). Como sera visto mais adiante, 0 mesmo procedimento de aproximacao sera

utilizado para forcas, aceleracdo e variacdo de posicoes.

3.2  Integracdo Numérica no MEF

No método dos elementos finitos, a integracdo numérica é geralmente usada para
calcular as integrais de volume e superficie necessarias para a montagem das matrizes de rigidez
(hessiana), forca e massa, dado que essas integrais, em geral, ndo podem ser avaliadas de forma
analitica.

Com o intuito de demonstrar a aplicacdo da integracdo numérica na formulagdo do MEF,
a equacao do Principio da Energia Mecanica Total Estacionaria serd mais uma vez apresentada,
Equacao (3.10).

ST = | poj - 6ydVy — | b°- 674V, —f B0 - 6ydA, +f S:8EdV, =0 (3.10)

Vo Vo 4o Vo
Compreendendo-se que o dominio inicial do corpo é mapeado a partir do espaco
adimensional, entdo as integrais sobre o volume inicial das func¢des descritas na Equacéo (3.10)

sdo reescritas como:

F@) dVy = f f FE(EL &, Eo (€ &, £)dE, dE, dEs (3.41)
Vo 1 &3
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Ou numericamente:
npi
: Fx) dV, = Z %(f(gi))/o(g(i))w(i) (3.12)
0 i=1
Onde, (%) representa qualquer um dos integrandos da equacdo (3.10), J, € 0
determinante do mapeamento inicial, &; é o vetor de coordenadas adimensionais no ponto de
integracdo i, w;, sdo os pesos associados a cada ponto de integragdo e npi € o nimero total de
pontos de integracdo no elemento.
Essas integrais sdo calculadas utilizando quadraturas especificas para integracdes
numéricas adequadas a cada tipo de elemento finito. No contexto deste estudo, 0s pontos e

pesos de integragéo utilizados sdo apresentados nas Tabelas (A.1) e (B.1), em anexo.

3.3  Formulacéo Estatica para o MEF — Posicional

Para um elemento finito, inicia-se recordando algumas grandezas importantes, como a
funcdo mudanca de configuracéo f seu respectivo gradiente A e o tensor de deformacdes de
Green-Lagrange E, ja descritos na Sec¢éo (2).

Na Figura (3.3), as configuracdes inicial e atual para um sélido 3D representado por um
elemento tetraédrico de aproximacdo quadratica sdo apresentadas, essas configuracdes estao
inseridas nos sistemas de coordenadas (X1, X2, X3) e (y1, Y2, ¥3), respectivamente. O elemento

tetraédrico faz uso das coordenadas adimensionais (g;, &, &), sendo f° a fungdo de

mapeamento inicial e fl a funcdo de mapeamento atual. A fun¢do mudanca de configuracao

que relaciona o dominio inicial ao atual é definida como a composicdo de fl e (fo)_l, de
acordo com a Equagéo (3.13).

Além disso, conforme a Equacdo (3.13), o gradiente A pode ser escrito como a contracédo
simples entre os gradientes das funcBes de mapeamento, ndo havendo a necessidade do calculo
da inversa de f" . Ressalta-se que o gradiente A é numericamente conhecido, visto que A e
A°, ja definidos na Subsecdo (3.1), sdo funcdes apenas das posicdes iniciais e atuais, essas

ultimas na forma de tentativa.

F=Fr- ()" A=Al (A1 (3.13)
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Figura 3.3 — Elemento S6lido Tetraédrico Quadréatico

2 af1
Fonte: Autor

Por fim, a deformacéo de Green-Lagrange pode ser expressa em termos do gradiente da

funcdo de mudanca de configuracdo, de acordo com a Equagéo (3.14).
E = %(At A=) = %{[Al C(ADTEL AL (A - ) (3.14)

Para uma posicao tentativa, essa deformagdo também é conhecida. Deve-se observar
que o gradiente do mapeamento atual A' depende das posicGes atuais dos nds, portanto sua
variagdo, presente na equacdo (3.10) depende da variacao das posi¢des nodais do solido.

ApoOs revisitar os conceitos anteriores, da-se continuidade ao desenvolvimento da
formulacdo estatica. Para tal, reescreve-se a Equacdo (3.10) com as parcelas referentes a
formulacdo estatica, desprezando-se a contribuicdo oriunda da energia cinética.

-0
sli=—| b -syavy— | B°-6ydAg+ | S:8EdV, =0 (3.15)
VO A[) VO

A Equacdo (3.15) é novamente escrita considerando o potencial das forcas externas

concentradas F;':
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811 = —F;'sy;! — lbi°5yl-dVoel —f

Vo€ Ao®

lPiO SyidA® + f

Vo

S 8Ey;dVy® =0 (3.16)

Sendo [ o indice correspondente ao nd e el um indicativo de soma nos elementos.
Objetiva-se escrever a Equacao (3.16), aproximando as variaveis b°, p°, y e a variacdo

das posicoes 8y, utilizando funcdes de forma @,, de acordo com as Equacdes (3.17) a (3.19).

p°(©) = p°(%;(©) = 2,()Q} (3.17)
b°(€) = b’ (%)) = ®,(5)B} (3.18)
yi(§) = o,(OY} 8,5 = @,(§)8Y} (3.19)

Conforme discutido previamente, a variacdo da deformacdo de Green-Lagrange
depende exclusivamente das posicdes atuais, dado que as posicOes iniciais sdo conhecidas e

permanecem constantes. Dessa forma, é apropriado expressa-la mediante a Equacéo (3.20).

dEy;
E=E(Y) SEy; = a—;{ayf (3.20)
i

Substituindo as aproximagdes descritas nas Equacdes (3.17) a (3.20) na Equacéo (3.16),
realizando algumas manipulagdes algébricas e sabendo que §Y; sdo valores nodais e arbitrarios,
chega-se a Equacéo (3.21), que € a expressao de equilibrio estético e representa o sistema de

equacOes ndo lineares a ser resolvido.

R OE. :
—F! —f Pu(§) 2u(E)dVo*'B™ —f @u(£) ‘Dz(s?)dAoethm"’f Ski aykz] an =0 (3.21)
e e Vo€ i

Vo Ao

E importante salientar que os subscritos ou sobrescritos 0 s&o utilizados para indicar o
carater Lagrangeano da formulacéo.

A variacdo da energia mecanica total foi calculada utilizando-se as posi¢des nodais
como parametros. Assim, observando que as forc¢as aplicadas sdo conservativas e utilizando-se
0 conceito de conjugado energético, agrupam-se as forcas externas na equacdo (3.22) e escreve-

se a forca interna na equacédo (3.23).

P
_(Fil)ext — ﬁ — _Fil _ f (Dl (DadVOelBiao _ f (Dl cpadAoelQiaO (322)
i Voel Aoel
U R AW (V™) OE,, OE s,
F-l int _ ~ =f dVel=f dVel= S dVel .
(F ovt Ly vt T° el OFm oY’ el ooyt ° (3:23)

Sendo v € a energia especifica de deformacéo.
Assim, tem-se de forma compacta, o conjunto de equagdes de equilibrio, na situacao

estatica, em termos de forgas.



58

(FH™ = FH* =0/ (3.24)

3.3.1 Solucéo Via Método de Newton-Raphson

Neste momento, apresenta-se a técnica de solucdo para o caso estatico, utilizando o
método iterativo de Newton-Raphson, conforme descrito em Ben-Israel (1966). Esse método é
utilizado na resolucgéo de equacGes néo lineares.

O Método de solugdo de Newton-Raphson baseia-se na linearizacdo do sistema em torno
de uma estimativa inicial, seguida de atualizacdes iterativa da solugcdo. O processo iterativo
prossegue até que a solucdo atenda ao critério de tolerancia predefinido.

Para aplicar o Método de Newton-Raphson a equacao de equilibrio (3.24), define-se o
vetor residuo g; (que pode ser entendido como o vetor de desbalanceamento mecanico),
conforme a Equacdo (3.25). Este vetor de desbalanceamento é nulo na posicéo de equilibrio e

é ndo nulo em uma posicao tentativa.

9y =5y =2, —F=F"¥) - [ = (3.25)
Considerando a expansdo da série de Taylor de uma funcéo f(x) em torno de um ponto
X, apresentada na Equagéo (3.26):

FO) = ) + 150 () 4 L)

(x —x0)% +

(x —x)* + -+ (x = xo)™

fm?)(lxo) f(n ( 0) (326)

O vetor de desbalanceamento da Equacdo (3.25) pode ser expandido em torno da
posicdo tentativa Y?, de forma semelhante a Equacdo (3.26), resultando a Equacdo (3.27). Na

Equacao (3.27), Yéa solucéo do problema.
9j (Y) 9j (YO) + |(yo) AY, + 07 =0 (3.27)

Desprezando os termos de ordem superior Oj2 na Equacéo (3.27), encontra-se a relagédo
linear, na forma de um sistema, entre o vetor utilizado para efetuar as correcOes das posi¢oes
AY) e o vetor de desbalanceamento mecanico g;, mediante a Hessiana estatica H*';;. O

sistema da Equacao (3.28) deve ser resolvido.

= = () 0109 = (i) 009 = -y a0 629

Dessa forma, pode-se organizar um roteiro de solucao pelo Método de Newton-Raphson:
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a) definaa posicdo inicial das coordenadas nodais X da estrutura como a primeira posicéo
tentativa Y°. Essa posicdo sera atualizada a cada iteracdo do processo, em busca do
equilibrio para o nivel de carregamento aplicado;

b) estabeleca um incremento de carga ou posicdo para cada iteracdo. O valor da carga
aplicada ou do controle de posicao realizado varia a cada passo;

c) calcule aforca interna (Fil)""t para cada elemento finito utilizando a Equacéo (3.29),

el
que é uma integral numérica.

npi

avo = | fitdv, = Zfil(g(i)jo(g(i)wi (3.29)

i=1

")

ING _
(Fi )mtel - aYll

Voel -
Vo
A densidade de forca interna (contida no integrando da equacdo (3.29) para cada n6
B e direcéo « fica definida pela Equagéo (3.30).
fu¥ = (DEwg) Sy (3.30)

Cada termo da Equacdo (3.30) é apresentado de forma explicita nas Equacdes (3.31)
e (3.32).

JE 1 ¢
DEp=—"5=3 (CA%)78 - (DAwg)" - AT - (A1 + (A°)7 - (A)E - (DAgp) - (A7) (3.31)
4
L 0AY vl
DA w5 = _an = q)l,jﬁ = @ ;6ui0p = Pp,j0ui (3.32)

Para o caso 3D, A, DE e S sdo tensores de segundo ordem com dimensdes 3x3. Por
outro lado, DA é um tensor de quarta ordem; porém, podera ser entendido como um
tensor de segunda ordem escrito para cada combinacdo de né g e direcdo a. Por fim,
& € tensor de delta de Kronecker.

d) Compute a Hessiana H e“’”aﬁyz para cada elemento finito utilizando a Equacéo (3.33),
que também é uma integral numérica.

npi

HeSt‘elaByz = heStaByz v, = Z haﬂyz(g(i)]o(g(i)wi (3.33)
i=1

Voel
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Apds alguns desenvolvimentos, a densidade de Hessiana estatica h®St fica reescrita
como apresentado na Equacéo (3.34), onde cada tensor dessa equagéo é detalhado nas
Equacdes (3.35) e (3.36).

h®t 4pyz = DEy,:DSqp + S:D2Ep,, (3.34)

1 t t
D2Ewgy, = 5 (A7 (DA p) (DA, )4 (AT + (AN (DA),) (DAcp) (AN ) (3.35)
DSD(ﬁ = G : DEocﬁ (336)

Sendo € é o tensor constitutivo eléstico de quarta ordem e DE e S j& foram definidos

anteriormente no calculo da forca interna.

Calcule o vetor de desbalanceamento mecanico utilizando a Equacdo (3.25). Para
tanto, é necessario se obter as forcas externas distintas, sendo elas concentradas, de
superficie e de volume.

Para as forgcas concentradas, € necessario especificar no arquivo de entrada 0s seus
valores e suas direcdes correspondentes, de modo que sejam atribuidos nas posicoes
associadas aos graus de liberdade correspondentes, constituindo o vetor de forcas
externas.

As forcas de volume sdo representadas numericamente por meio de integrais para cada

elemento finito, conforme a Equacéo (3.37).

npi

F = [ @ocave =( Y ouieamig 6o | B (337)
=1

Voel

Para incluir as forcas de superficie, o processo € semelhante ao utilizado para o célculo
das forcas de volume. No entanto, é necessario definir uma incidéncia nodal para as
cargas de superficies em problemas 3D e utilizar as fun¢des de forma correspondentes
nas aproximacdes nodais.

Utilize a Equacdo (3.28) para resolver o sistema de equacdes resultante, que relaciona
0 vetor de desbalanceamento mecanico com o incremento de posic¢éo;

Atualize as posic¢des nodais tentativa conforme a Equacao (3.38);

Y2 = Y2 + AY, (3.38)

Calcule o erro conforme a Equacdo (3.39), comparando-o com a tolerancia pré-

definida de modo a verificar se ela foi alcancada. Se a tolerancia for atingida, avanca-
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se para 0 proximo passo (item b); caso contrério, € realizada uma nova iteracdo (item

C).

|4Yy |
——— < tolerancia (3.39)
|AX|

Na andlise, € importante recordar que, nas integracdes numéricas utilizadas para calcular
quantidades como a forca interna e a Hessiana, os pardmetros w e j, representam,
respectivamente, o peso atribuido a cada ponto de integracdo e o Jacobiano do mapeamento
inicial do elemento, veja equacdo (3.11). O jacobiano do mapeamento inicial e o seu gradiente
séo valores fixos para cada ponto de integracdo de determinado elemento finito, possibilitando
seu célculo antecipado fora do loop de passos e seu armazenamento para posterior uso,
resultando em economia de tempo computacional.

Os valores das funcdes de forma e suas derivadas avaliados nos pontos de integracao
podem ser pré-computados uma Unica vez antes do inicio do loop de passos, de modo a se ter

maior otimizacdo em questdo de tempo, apesar de requerer maior custo em termos de memoria.

3.4  Formulacédo Dinamica para o MEF - Posicional

Na formulacdo estatica a parcela referente aos efeitos da aceleracdo e da velocidade
foram desprezados. Nessa situacdo, recupera-se a Equacdo (3.10) em sua forma completa,

acrescida das forcas concentradas F;:
o = =Flov! + [ poi-05dv— [ boyant~ [ pooydact+ [ syoE.dv =0 @40
Vo Vo€ Ao€ Vo€

Com a formulagdo estatica ja contemplando a primeira e as trés ultimas parcelas, resta

agora abordar a segunda parcela, referente a energia cinética:

5K = | poy-6ydV, =0 (3.41)

Vo
A aproximacéo utilizando fun¢des de forma sera aplicada para descrever a aceleracéo

conforme especificado na Equacéo (3.42), sendo 50 vetor de coordenadas adimensionais e @,

as fungdes de forma.
5:(§) = oV (3.42)
Substituindo-se as aproximagdes das Equaces (3.19) e (3.42) na Equacéo (3.41), chega-

se na Equacdo (3.43), que relaciona a variacdo da energia cinetica com as forcas inerciais

(calculadas pela derivada da energia cinética em relagdo as posicgdes).
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. oK ;
f PO D AoV = 3oV, = (FH)mer 5y (3.43)

Voel

Na Equacédo (3.44), representam-se as forcas inerciais como o produto da matriz de

massa pelas acelera¢des nodais.

0K - = 2 - 4.
ﬁz J‘pod)®¢dV0.Y=M,Y=FlnET (344)

Voel

A programacao para a montagem do vetor de forcgas inerciais € similar a montagem do
vetor das forcas de volume. Além disso, ressalta-se que a matriz de massa é constante, podendo
ser calculada uma so vez.

A nova equacdo de equilibrio para o caso dindAmico é mostrada de forma compacta na
Equacao (3.45).

Fint _ Fext 4 M; =0 (3.45)

3.4.1 Solucéo Via Método de Newton-Raphson + Newmark

O método de solucdo de Newton-Raphson + Newmark é uma abordagem numeérica
eficaz para resolver problemas dindmicos nédo lineares na analise estrutural de carater transiente,
desde que a matriz de massa seja constante. Ele combina o método de Newton-Raphson,
utilizado para resolver equacBes ndo lineares, com o método de integracdo temporal de
Newmark, apresentado em Newmark (1959), o qual permite integrar as equac¢des de movimento
ao longo do tempo, fornecendo uma solucdo numeérica estavel a depender da escolha de seus
parametros livres (Greco, 2004).

Considerando o tempo como uma variavel discreta, embora seja originalmente continuo,
ele pode ser representado conforme a Equacdo (3.46). Os subscritos s+1 e s indicam tempo
atual e tempo do passado, respectivamente.

tes1 = ts + AL (3.46)

A equacdo do vetor de deshalanceamento mecanico g fica escrita em funcéo do passo
atual ou tempo atual de acordo com a Equacéo (3.47). Para ter uma representacdo mais real dos
problemas dinamicos, inclui-se a matriz de amortecimento C na Equacdo (3.47), considerada
neste trabalho constante e proporcional a matriz de massa M. Mais detalhes acerca de matrizes

de amortecimento podem ser consultados em Warbuton (1976).
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V= oIl ou = - ot .
g(¥s41) = ﬁ ls+1 = ﬁ ls41 + MYq +CYsyy —F* 5,1 =0 (3.47)

Uma vez que o tempo serd modelado de maneira discreta, € necessario utilizar um
integrador temporal para atender a essa condi¢do. Como ja mencionado, o integrador adotado
é o de Newmark, proposto por Newmark (1959) para analise de estruturas e problemas diversos,
incluindo a analise ndo linear utilizando a técnica do MEF — posicional, visto que nessa técnica
a matriz de massa permanece constante, caracteristico de todas as formulagdes Lagrangeanas
totais.

Uma das formas de se apresentar as aproximacdes de Newmark é descrita nas Equacdes
(3.48) e (3.49) (Newmark, 1959):

o o - 1 = =
Fos = T+ e+ [ (5= ) Fe + o 407 (3.48)

-

Yooy =V, + (1 — Y)ALY, + yAtT,,, (3.49)

- ~ -~ 1 1 .
Na situagdo em estudo, 8 e y assumiréo os valores de - e -, respectivamente. No

entanto, esses sdo parametros livres (Greco, 2004).
A velocidade e a aceleracdo, no tempo atual, podem ser escritas em funcéo de variaveis

do tempo passado e do passo de tempo At, bem como dos parametros calibradores S e y.

3 ?s+1 175 ;s ( 1 ) 3 (A
Yop1 = - ——1)¥, | = - 3.50
St BAL? ([mtz + BAt? + 2P s BAt2 Qs (3:50)
e V? 17 ; 2 }/7
Vo, = ﬁs“ [V, +ac@ - )| - ( ot <ﬁ - 1) Ys> YAt = BSA“ + R —yAtQ;  (351)

Nas equacdes anteriores, os vetores Q, e R, valem:

-

— 175 Yy 1 2
0= (ﬁAtZ Yot (ﬁ B 1) 5) (3.52)
RS = [V +ar(1 - )iy (353)

Substituindo-se na Equacdo (3.47) as aproximacOes definidas nas Equacdo (3.50) e
(3.51) e, apos alguma manipulagéo algébrica, obtém-se a Equacéo (3.54).

au M = yC =

§Fo11) = S lswa + g Vo + g ¥ows + CRy —yALCQs = F*50,(0) = 0 (354)
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Novamente, ao se utilizar a expanséo do vetor de desbhalanceamento na forma de uma

série de Taylor e truncé-la em primeira ordem, chega-se a:
g (?s+1) ~ g (?05+1) + Vj(?os+1)A7 =0 (3.55)
A Hessiana H completa para anélises dindmicas fica escrita conforme a Equagéo (3.56).

2
_ oIl U M YC yC

N d
- =Vd =— —_ = —+— 3.56
6?2 |S+1 Vg (Ys‘+1) a? |S+1 + ﬁAtZ BAt ﬁAtZ ﬁAt ( )

Finalmente, encontra-se o sistema linearizado, dado pelas Equacdes (3.57) ou (3.58),
que devera ser solucionado para realizar a correcdo da resposta tentativa, utilizando o método

de Newton-Raphson combinado com o método de Newmark.
G(Y°s1)AY = =g (Y0511) (3.57)

HAY = -G (Y,,) (3.58)

No que segue, apresenta-se uma rotina para a solugéo do problema dindmico transiente,

incluindo-se as equac0es pertinentes para facilitar a leitura.

a) Inicialmente, assuma valores para a posicdo atual, velocidade e aceleracdo. Para o
primeiro passo de tempo, a posicdo e a velocidade atuais podem ser definidas como as
iniciais. Em geral, ndo se conhece a aceleracdo no primeiro passo e esta pode ser
relacionada diretamente com a posicéo inicial e com a velocidade inicial pela equagéo
de equilibrio ou movimento do instante inicial escrita como na Equacéo (3.59);

2 S au -
Yo =M1 [ngf ~37 lo — CYy (3.59)

b) Esta etapa é analoga a etapa (b) da analise estatica, com a necessidade de calcular @, e
R,, descritos anteriormente nas Equacdes (3.52) e (3.53);

c) Calcule a Hessiana Estatica e o vetor de forcas internas, seguindo procedimentos
semelhantes as etapas (¢) e (d) da andlise estatica;

d) A Hessiana total é obtida somando a contribuicdo das matrizes de massa e
amortecimento, conforme descrito na Equagéo (3.56);

e) O vetor de desbalanceamento mecanico é calculado, incorporando a parcela dinamica

descrita na Equacéo (3.60) as forcas internas;

myﬁ_l - MQ, + EYS_H + CR; — yAtCQ, (3.60)

f)  Os passos (f) e (g), andlogos a anélise estatica, sdo executados nesta etapa;
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g) Verifique a tolerancia de maneira semelhante ao caso estatico. Se a convergéncia for
alcancada, procede-se para 0 proximo passo. Caso contrario, uma nova iteracao deve
ser executada.

h) Antes de prosseguir para 0 proximo passo, corrija 0s vetores de velocidade e
aceleracdo, como mostram as Equacoes (3.61) e (3.62):

=

= Y. N

Yor = _BSA+1512 - Qs (3.61)
= ? — —
Vops = yﬁj; + R, - yAtQ; (362)

3.5  Calculo da Tensao de Cauchy

A obtencdo das tensbes de Cauchy o é de grande interesse tanto pela possibilidade de
verificar a seguranca através de critérios de ruptura e falha (que ndo é o caso desse trabalho
onde a falha é verificada de forma Lagrangeana), quanto pela possibilidade de interpretacdo
fisica. A relacdo entre a tensdo Cauchy o e a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S
pode ser encontrada na Equagéo (2.81).

E importante observar que o céalculo das tensdes e deformacdes, na implementacio do
codigo, sdo referentes aos pontos de integracdo, sendo necessario transferi-los para os nés do
elemento durante o pds-processamento.

Neste estudo, adotou-se um nimero de pontos de integracdo maior ou igual ao nimero
de nos no elemento e utilizou-se a técnica dos minimos quadrados para transformar as tensées
calculadas dos pontos de integracdo para os nos do elemento. O procedimento é direto e sera
detalhado a seguir:

a) arelacdo entre as tensbes nos pontos de integracdo e nos nés do elemento é mostrada
na Equacdo (3.63);

Anpia) = L(npi.npe) ' A(npe.l) (3.63)

Onde, npi é o numero de pontos de integracdo e npe € 0 numero de pontos no
elemento, a representa o vetor com os valores das tensdes nos pontos de integracéo, A
é 0 vetor com os valores das tensdes nos nés do elemento e L é a matriz com os valores
das funcdes de forma calculadas nos pontos de integragéo.

b) multiplicando ambos os lados da Equacdo (3.63) pela matriz transposta de [L],

encontra-se a matriz quadrada invertivel [LL]:
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ﬁ(npe.l) =La=L"LA= ]L(npe.npe) ' A(npe.l) (364)

c) os valores desejados sdo entdo obtidos invertendo a matriz quadrada [L] e

multiplicando-a pelo vetor ;

apos a realizacdo do procedimento de conversdo de tensdo em cada nd, € necessario
incluir uma etapa adicional: deve-se calcular a média das tensGes nos elementos que possuem
né comum; o mesmo pode ser feito para outras varidveis que aparecam descontinuas no

problema, como, por exemplo, deformac6es
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4 MODELOS HIPERELASTICOS

Nesta secdo sdo apresentados os fundamentos da decomposicdo multipliativa de Flory
(1961), utilizada para o desenvolvimento de modelos constitutivos. Além disso, apresenta-se
0s modelos hiperelasticos utilizados neste estudo: Saint-Venant-Kirchhoff e Rivlin-Saunders-

Hartmann-Neff.

4.1  Decomposi¢do Multiplicativa de Flory

Os modelos hiperlelasticos implementados sdo apresentados a seguir. Antes, €
importante destacar duas observacdes:
a) Em simulacGes envolvendo grandes deformacdes, é necessario que o Jacobiano da
transformacéo seja sempre positivo, 0 que impede a auto-intersec¢do do material, esse
fato ja foi discutido na Subsecgéo (2.2);
b) Modelos Hiperelasticos completos devem satisfazer duas condigcdes, a de

normalizacdo e a de crescimento:

Normalizagcdo Y (C =D=u,(E=0) =0 4.2)
Crescimento {we - +oo quando ] - 0% } 42)
Y, = +oo quando ] - +oo '

A condicdo de normalizacdo assegura que a energia especifica associada ao modelo
hiperelastico tenda a zero quando as deformacdes tendem a zero. Por outro lado, a condicdo de
crescimento diz respeito ao comportamento do modelo para grandes deformacdes, garantindo
que a energia de deformacdo aumente conforme as deformacdes se tornam mais significativas.
A condicao de crescimento é indispensavel para simular adequadamente 0 comportamento ndo
linear dos solidos, assegurando que o Jacobiano da transformacéo seja sempre positivo.

Dessa forma, inicia-se o0 processo de geracdo de modelos hiperelasticos baseados na
decomposi¢do multiplicativa de Flory (1961). Para tal, o gradiente da funcdo de mudanca de
configuragéo sera expresso como o produto de duas contribuicdes: volumétrica (4) e isocorica
(4).

A=4A-A (4.3)

Cada uma dessas parcelas estdo descritas nas Equacdes (4.4) e (4.5):

A= 1%1 = Det(d) = J (4.4)

A= 1_?1,4 = Det(d) =1 (4.5)



68

Considerando as Equacgdes (2.13), (4.4) e (4.5), o tensor de alongamento a direita de
Cauchy-Green pode ser calculado como mostra a Equacgéo (4.6) a seguir:

C=A-A-AA= A A=]5C 6)
De forma semelhante ao realizado para o gradiente da funcdo mudanca de configuracédo
na equacao (4.4), define-se a parcela volumétrica do tensor de alongamento a direita de Cauchy-

Green, conforme a Equacéo (4.7).
R 2
C=J3l 4.7
Obtendo-se a decomposicdo de Flory do tensor de alongamento a direita de Cauchy-

Green, Equacdo (4.8). Esta decomposicdo comtempla uma parcela volumétrica (¢) e outra

isocérica (), assim como foi definido para o gradiente da funcdo de mudanca de configuracéo.

c=C-C=C-C 8)

As definigdes anteriores sdo importantes, pois abrem caminho para a compreensdo da
energia especifica ¥ através da decomposicao multiplicativa de Flory (1961), veja a Equacéo
(4.9). Nesta equacdo a energia especifica i é escrita como uma soma de duas parcelas,

volumétrica y,,,; € isocorica ¥;g,.

=y (Det (C)) + ™ (Det (O)) = ¢"'(J)) +9™°(C) (4.9)

Ou em termos dos invariantes isocoricos I; e I, de C, usual para materiais isotropicos:

P =9YlJ) + PPN + PR (D) (4.10)

A parcela isocérica foi subdividida em duas pois o terceiro invariante isocorico I é

unitario. O primeiro e o segundo invariantes isocdricos s&o calculados como: I; = Tr(C); I, =
Tr(f'_l).

Através da energia de deformacdo definida na Equacdo (4.10), sera determinada a tensdo

de Piola-Kichhoff de segunda espécie e o tensor constitutivo elastico tangente, decompostos

em contribuigdes volumétrica e isocoricas.

] ] alpvol alpisol alpisoz
— cvol isol iso2 _— 411
S = Svolpgisol 4§ 5T o5t g (4.11)

62¢vol 821/;"5"1 azlpisoz
OE;j0E,, = OE;0E, 0E;0Ey

Cujra = G + G52 + Gt = (4.12)

Os termos das Equacdes (4.11) e (4.12) podem ser escritos de forma expandida, como

mostram as equac0es a seguir.
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vol

gvol _W 9 (4.13)
d] OF
isol A7

gisor _ 0¥ 0h (4.14)
o, OE
is02 A7

giso2 zalp_ % (415)
oL, OE

azlpvol _ 6] azlpvol a] +al/)vol 32]

vol _ — 4.16
UKL QEEy  OE; 0J* 0Ey 0] OE;0Ey (4.16)
o1 az'll)iwl _ 61_1 azlpi501 01_1 alpi501 021_1 (4 17)
UKL T QEEy ~ 0E; 0(I)? 0Ey = 0l OE;0Ey '

. az iso2 61— az iso2 aI— 9 iso2 621_

0E;Ey OE; d(I)? 0E, 0L, OE;0Ey
A forma explicita dos tensores de tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e dos
tensores constitutivos serdo apresentadas na sequéncia para os dois modelos hiperelasticos

implementados.

4.2  Modelo Constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK)

O modelo de Saint-Venant-Kirchhoff, segundo Ogden (1972), estabelece uma relacao
linear entre a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e a deformacéo de Green-Lagrange,
conforme a Equagdo (4.20). Esse modelo constitutivo é Lagrangiano em sua natureza e a
energia especifica de deformacgdo associada é expressa como uma operacdo tensorial de
contracdes duplas entre o tensor de deformacdo de Green-Lagrange E e o tensor constitutivo
elastico €, como mostra a Equacéo (4.19).

Y(E) = %E: C:E (4.19)

Para se calcular a tenséo de Piola-Kirchhoff associada ao modelo, recorre-se ao conceito
de conjugado energético. Obtendo-se a tensdo como a derivada da energia especifica de

deformacdo em relacdo a deformacdo de Green-Lagrange, de acordo com a Equacéo (4.20).

Sendo 11 o tensor identidade de quarta ordem.

1
0|5E:C:E 1
%:#u:@aw&@::m =G:E (4.20)

Para se determinar o tensor constitutivo elastico, deriva-se a tensdo em relacdo a

S =

deformacéo de Green-Lagrange, o que equivale a realizar duas derivagdes da energia especifica

de deformacéo em relacéo a deformacgéo de Green-Lagrange, Equacéo (4.21).

9%y as
0E ® OE OE Geof =¢ (4.21)
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Apesar do tensor constitutivo elastico ser de quarta ordem, ele pode ser representado
como uma matriz ao utilizar a notacdo de Voigt. Portanto, a Lei de Saint-Venant-Kirchhoff é

escrita em forma matricial, conforme Equacéo (4.22).

(1-v)-E v-E v-E

S11 (1+V1)/(;—2V) (14(':)(1}1)—];1/) (1+V1)}(;—2V) 0 0 0 Ei;
S . ) .
522 (1+v)(a-2v)  A+)(A-2v)  (1+v)(1-2v) 0 0 0 ?2
533 _ v-E v-E (1-v)E 0 0 0 E33 (4.22)
12 A+v)1-2v) (A+v)(1-2v) @@A+v)(1-2v) 12
S13 0 0 0 2-G 0 0 ||Es
Sa3 0 0 0 0 2-G 0 |\Exa
0 0 0 0 0 2 - G

Sendo E é o mddulo de elasticidade longitudinal, G o transversal e v o coeficiente de
Poisson. Lembra-se que o numero de constantes elasticas independentes para materiais

isétropos é igual 2 e que a relagdo entre G, [E e v é dada a seguir.

- E
T 2(1+v)

Uma observacdo importante sobre este modelo é sua limitacdo em lidar com grandes

(4.23)

deformacdes, sendo mais adequado para situacdes envolvendo de pequenas a moderadas
deformacdes. Essa restri¢do decorre da sua incompatibilidade com as condigdes de crescimento
previamente mencionadas. Nos codigos que trabalhem com esse modelo constitutivo, avisos de
parada para niveis elevados de deformacGes devem estar presentes.

Assim, este modelo ndo € adequado para as simulac@es envolvendo espumas, visto que
estes materiais estdo submetidos a grandes campos de deslocamentos e deformacdes, sendo
necessario o emprego de modelos mais completos. Nesta pesquisa, utiliza-se o modelo
hiperelastico de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff, apresentado em Coda (2018) e Kishino

(2022a) e descrito a seguir.

4.3  Modelo Constitutivo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff (RSHN)

Para viabilizar a analise em grandes deformac6es, sera adotado o modelo hiperelastico
de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff, descritos, por exemplo, em Coda (2018) e Kishino
(2022a).

A primeira parcela do modelo ¢é devida a Hartmann-Neff (2003), que introduziu em seus

estudos uma parte volumeétrica expressa pela Equacao (4.24).
ll}vol — kvol(IZn +]—2n _ 2) (424)

Em que n é um pardmetro de calibracdo e kV°! uma constante elastica do material que

pode ser obtida considerando a sua relacdo com as propriedades elasticas do modelo de SVK,
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em regime de pequenas deformacdes. A constante k”°! pode ser escrita em funcio do bulk
modulus (K):

kvol _ L K E

8nz’ T 3(1-2v) (4.25)

A segunda parcela, devida a Rivlin e Saunders (1951), foi proposta para materiais

incompressiveis:
wis" = wiSOI + wisoz =0l = 3) + co1 (Il = 3) (4.26)

As constantes ¢, € ¢y; também podem ser definidas a partir de comparagdes com o

modelo de SVK em situacdes de pequenas deformacdes conforme equacéo (4.27).

G
Cio + Co1 = E (427)

Dessa forma, o modelo hipereléstico de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff é escrito na
sua forma completa, como mostra a Equagéo (4.28).

=Pl POt +pto2 = kLY 4 )T = 2) + eo(h — 3) + coa(l — 3) (4.28)

Uma vez definida a energia especifica associada ao modelo hiperelastico, Equacédo
(4.28), procede-se a obtencéo das tensdes de Piola-Kirchhoff e do tensor constitutivo elastico.

As parcelas volumétricas e isocdricas da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie
podem ser obtidas pelo uso da Equacéo (4.28) nas Equacdes (4.13) a (4.15), resultando em:

K
St =) = gt - E (4.29)
i G isol i G iso2
Skt =2C si=2€ (4.30)

Em que €/, Es°l ¢ Es°2 sdo as direcdes volumétricas e isocoricas, respectivamente e

valem:
¢/ =gl = g—é = Jc?! (4.31)
; al, -2 -2
€ =2 = —J3Tr(O)C +2)71 (4.32)
; al. —4 /=2
€% = =27 <?c—112 +(Tr(O)] + cf)) (4.33)

Em que I; e I, sdo os invariantes do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green,

calculados como:
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L =Tr(C) (4.34)

I =5 [T (©F ~ Tr(C)?) (4.39)

Faz-se necessario ressaltar que a parcela de tenséo volumétrica do modelo de Hartmann-
Neff equivale a parte hidrostatica da tensdo de Cauchy, enquanto as parcelas isocoricas (modelo
de Rivlin-Saunders) correspondem a parte desviadora da tenséo de Cauchy.

O célculo do tensor constitutivo elastico realizado segundo a decomposicdo
multiplicativa de Flory exige que cada termo das Equaces (4.16) a (4.18) sejam explicitados.

Para o célculo da contribuicdo volumétrica do tensor constitutivo, deriva-se a Equacao

(4.24) conforme a Equacéo (4.16). Portanto, cada termo da Equacao (4.16) podera ser escrito

como mostram as Equacdes (4.36) e (4.37). O valor de Z_é ja foi apresentado.

azlpvol
5= 2nkol((2n — 1?2 + (2n + 1)]7272) (4.36)
O DDy — 2D D 4.37
m—]( ijYkl — ik jl) ( )
Sendo D = Cc~ 1.

De forma andloga, calcula-se a contribuicdo das duas parcelas isocéricas nas
componentes do tensor constitutivo, derivando-se a Equacdo (4.26) conforme as Equacdes
(4.17) e (4.18). Em que os termos da Equacdo (4.17) sdo apresentados de forma explicitas nas
Equacdes (4.38) e (4.39), assim como 0s termos referentes a Equacéo (4.18) séo apresentados
nas Equagdes (4.40) e (4.41).

az isol
oV ) (4.38)
a(1)?
GEI 2/1
OF, 0By 3/ 2 (§ (DijDit + 3Dy Dyj) Iy — Dyj6iy — Dkz5ij) (4.39)
ij
62 iso2
oV (4.40)
a(1)?
2
FA 8 i3 (DijDy; + 3Dy D)l — Cpy(DijSis + Diy8ij) + DyjCry +
==/ 3
0E;;0E, 3 (4.41)

3
Dy Cij + 5(51';'5“ + 8 6i1)

Os termos Z—T; e ‘Zibf foram definidos nas Equaces (4.32) e (4.33).
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4.4  Resultados de Verificagdo dos Modelos Hiperelasticos

Nesta subsecéo, dois exemplos sdo apresentados com o intuito de verificar o correto
funcionamento dos modelos hiperelasticos implementados, considerando regimes estaticos e

dindmicos de solucdo, segundo a abordagem do método dos elementos finitos posicional.

4.4.1 Verificagdo Estatica em Regime Elastico

O primeiro exemplo apresentado busca verificar o codigo referente a analise estatica,
bem como a verificagdo do funcionamento de ambos os modelos constitutivos elasticos
implementados: Saint-Venant-Kirchhoff (SVK) e Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff (RSHN).

Inicialmente, de acordo com o exemplo apresentado em Kishino (2022a), considere um
solido cubico unitario, Figura (4.1), submetido a um controle de posi¢do de maneira a reduzir
uma de suas dimens@es (direcdo z) em um valor de 90%. O controle de posicéo sera aplicado
na face z = 1 e as condicdes de contorno do problema séo de restricdo dos graus de liberdade
nas facesx =0,y =0 ez =0, nas respectivas direcdes x, y e z.

Figura 4.1 — Sélido cubico unitério
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Fonte: Autor

Tabela 4.1 — Dados de Entrada Exemplo 4.4.1
Dados de Entrada

Tipo de Elemento, Grau de Interpolacao Tetraedro, linear
npi (nimero de pontos de integracdo no elemento) 4
N° de elementos, n6s 12,9
Passos, Tolerancia 100, 10~
Coordenada do n6 analisado (0.0, 0.0, 1.0)
Poisson, Mddulo de Elasticidade (E) 0.45,10

Fonte: Autor
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Os resultados serdo apresentados, respectivamente, para os modelos de SVK e de
RSHN. Nas Figuras (4.2) e (4.3), plotaram-se os valores, em mdédulo, das tensdes de Cauchy

versus deformacdes de engenharia, no ponto analisado e na direcao z. Nas Figuras (4.4) e (4.5)

as configuracoes inicial e final do sélido sdo mostradas.

0.9

Figura 4.2 — Tens8o de Cauchy |o33]| versus deformacfes de engenharia]A; — 1| (modelo SVK)
15 4 — SVK
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Fonte: Autor
Figura 4.3 — Tensdo de Cauchy |a55| versus deformagdes de engenharia]A; — 1| (modelo RSHN)
250
—— RSHN
200 -
150
a
5
100
50 -
0 T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
s =1
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Figura 4.4 — Configuragdes Inicial e Final com distribuicéo de deslocamento na direcéo z (modelo
SVK)
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Fonte: Autor

Figura 4.5 — Configuragdes Inicial e Final com distribuicdo de deslocamento na direcdo z (modelo
RSHN)
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Este exemplo ilustra que o modelo de SVK néo é adequado para grandes deformacdes,

Fonte: Autor

isso acontece porque ele ndo respeita as condicGes de crescimento descritas na Equacao (4.2).
Além disso, o material elastico apresenta softening, indicando que a energia especifica de
deformacéo ndo corresponde (no jargdo matematico) a uma funcdo convexa — uma funcao que
tem uma forma de “concavidade para cima”. Por outro lado, 0 modelo de RSHN, conforme
demonstrado no grafico da Figura (4.3), é adequado para lidar com problemas que envolvam
grandes deformacfes, uma vez que os valores de tensdo e, consequentemente, da energia

especifica de deformacédo tendem ao infinito a medida que a deformacéo cresce.
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4.4.2 Validacao Dindmica em Regime Eléstico

O segundo exemplo consiste na anélise de uma viga engastada no plano y = 0, submetida

a duas cargas concentradas na extremidade direita (plano y = 1.2), conforme Figura (4.6). A
carga total de 5 - 106% foi dividida igualmente para os dois nos na extremidade livre. Duas

analises sdo realizadas, a primeira considera coeficiente de amortecimento e a segunda é
realizada com a auséncia dele. Além do mais, os dois modelos foram utilizados para rodar o

exemplo, 0 modelo de SVK e 0 modelo de RSHN.

Neste exemplo, além de se verificar a validade do codigo nas situacfes dindmicas, em
ambos 0s modelos constitutivos, ele serve para mostrar a coincidéncia dos resultados entre os

modelos de SVK e RSHN em regimes de pequenas deformacdes.

Figura 4.6 — Viga Engastada com carga concentrada na extremidade livre

________________________ L y
0.1856m
x 05m
12m
Fonte: Autor
Tabela 4.2 — Dados de Entrada Exemplo 4.4.2
Dados de Entrada
Tipo de Elemento Tetraedro
Grau de Interpolacéo Cubica
npi 20
N° total de nds 676
N° de elementos 96
Tolerancia 1076
Passos 500
Coordenada do n6 analisado (0.0, 1.2, 0.1856)
Coordenada dos nés com carga concentrada (0.0, 1.2, 0.1856); (0.5, 1.2, 0.1856)
Poisson (v) 0.0
Modulo de Elasticidade (E) 210 - 10° (%Sz)
Densidade (p) 1691.81 (=)
Coeficiente de Amortecimento (c,,,) 200 s71

Fonte: Autor
O mddulo dos deslocamentos na direcéo z, no ponto de analise, em func¢do do tempo sdo

plotados no gréafico da Figura (4.7).
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As configurag0es inicial e final para o passo 22 estéo representadas na Figura (4.8), com
distribuicdo dos deslocamentos na direcdo z. Deve-se comentar que nas Figuras (4.2), (4.3) e
(4.7) ndo se apresentaram os resultados da referéncia, uma vez que foram coincidentes (mesmos

modelos constitutivos e discretizacdes compativeis).

Figura 4.7 — Modulo dos deslocamentos versus tempo para situa¢des dindmicas com e sem
amortecimento e mediante a utilizacdo dos modelos de SVK e RSHN
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Fonte: Autor

Figura 4.8 — Configuragdes inicial e para o passo 22 com distribui¢do de deslocamento, modelo de RSHN.
Situacdo ndo amortecida
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Fonte: Autor
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5 PLASTICIDADE

Durante a revisdo bibliogréfica, apresentou-se um breve historico sobre plasticidade.
Nesta secdo, abordam-se os fundamentos relacionados aos modelos constitutivos em grandes
deformacdes. Tais modelos séo tratados sob a perspectiva de decomposi¢cdo em componentes
isocoricas e volumétricas. Os conceitos apresentados nesta secdo sdo embasados nas
contribuigdes de Coda (2021, 2022), Kishino (2022a, Kishino (2022b) e Proenca (2018).

A plasticidade, caracterizada pelo comportamento ndo linear observado no gréfico
tensdo-deformacdo, € um fendmeno amplamente estudado em metais. Diferentemente do
regime elastico, a plasticidade é marcada pela ocorréncia de deformacdes residuais que
permanecem no material mesmo apds a remocdo da carga aplicada. Em nivel microscépico,
essas deformagdes estdo associadas a0 movimento irreversivel de discordancias nos planos
cristalinos, resultando em rearranjos permanentes na estrutura atbmica do material, conforme
discutido por Proenca (2018). Dessa forma, o histérico de deformacdes assume um papel
fundamental na descricdo e modelagem do comportamento dos materiais em regime plastico.

E relevante posicionar a plasticidade no contexto das espumas metélicas, objeto de
estudo desta pesquisa. Materiais metélicos sem a presenca de vazios, em geral, apresentam
comportamento plastico dominado pelas tensdes desviadoras ou isocoricas, sendo amplamente
insensiveis as tensdes de natureza volumétrica. No entanto, o comportamento mecéanico das
espumas metéalicas distingue-se significativamente do comportamento do material bruto, pois
as tensdes hidrostaticas possuem grande influéncia em seu comportamento, inclusive na
evolucdo do comportamento plastico. Essa caracteristica peculiar exige abordagens alternativas

para a sua modelagem.

5.1 Modelo Alternativo Elastoplastico Isocorico para Grandes Deformacdes

Com relacdo a materiais elastoplasticos sem a presenca de vazios, o modelo
elastoplastico implementado, apesar de alternativo, estd em conformidade com os trabalhos de
Coda (2021, 2022) e Kishino (2022a) e Kishino (2022b), seguindo a mesma sequéncia de
desenvolvimento. Para mais detalhes, recomenda-se que o leitor consulte essas referéncias.
Vale reforcar que o modelo hiperelastico de RSHN sera adotado na parte eléstica do modelo
elastoplastico (tanto isocérico quanto volumétrico).

As hipoteses adotadas para 0 modelo elastoplastico isocorico séo:

a) Em qualquer instante, o tensor de deformacGes e/ou de tensdes plésticas total serad

desviador;
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b) A decomposicdo multiplicativa do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green
garante a evolucgdo independente das partes volumétrica e isocorica das tensdes mesmo

durante a plastificacdo.

Semelhante ao que foi apresentado na concepcdo do modelo hipereléstico, onde a
parcela isocérica da tensdo foi subdividida em duas direcGes, para este modelo um

procedimento analogo pode ser aplicado sob a evolugéo plastica.

5.1.1 Definigdes iniciais

Ap0s as observacdes anteriores, apresenta-se o critério de von Mises para assegurar as
condicdes de regime elastico em um material ductil e iso6tropo, conforme a Equacéo (5.1). Este

critério estabelece que, para que o material se encontre dentro da zona elastica, o segundo

2

- - - 7 - ~ a-
invariante da parte isocorica do tensor de tensdo de Cauchy J, deve ser menor que ?y , em que

o, € atensdo de escoamento de referéncia obtida a partir de um ensaio axial de um corpo de
prova.

Na Equacdo (5.1), nota-se que uma segunda forma de entender o critério de von Mises
é escrevé-lo em termo da tensdo desviadora, visto que o segundo invariante J, pode ser escrito
como uma contracdo dupla dos tensores desviadores da tensao de Cauchy:

2 2

Iy 1 desv. -desv %Y 5.1
]2<30u 20 ‘o <3 (5.1)

Como a parte desviadora esta diretamente associada a parcela isocorica definidas nas

~ . _ (g al s .
Equacdes (4.30) e, considerando que T = 73“ reescreve-se o critério von Mises conforme as

Equacdes (5.2) e (5.3) para as duas direcdes isocoricas, nas quais T € a tensdo de escoamento

cisalhantee T = 7, = 7,.
2
%@isol: (ﬁisol —712<0 (5_2)
2
%@isoz: (gisoz — 72 <0 (5_3)

Nas Equacdes (5.2) e (5.3) ficam definidas duas superficies de escoamento, as quais nao
serdo utilizadas para determinar a direcdo do fluxo plastico, pois essa ja esta determinada pela
decomposicdo de Flory. Além disso, nessas equacgdes, a presenca de encruamento ndo €
considerada, sendo este tema discutido nas subse¢des seguintes.

Define-se a evolucao da deformacéo plastica Lagrangeana, conforme a Equacéo (5.4).



81

AGPIS = AL ou ASER, = oA (5.4)
GG Pt T 4T G G '
€ L. o s o « A
Em que 7 ca direcdo unitaria da evolucdo da deformacéo plastica, indicando a

direcdo do fluxo pléstico. O tensor € foi descrito de modo genérico, sem o uso dos indices que
indicam a direcdo isocorica, porém essas estdo definidas para cada direcdo isocorica nas
Equacdes (4.32) e (4.33).

E importante observar que a Equacéo (5.4) ndo serve como um acumulador da evolugéo

iso

da tensdo plastica Sy, €m casos de grandes deformacGes, devido a sua validade local. Em
outras palavras, ndo € possivel expressa-la na forma S;Sf;st = S,‘}i‘c’lst + AS,‘;,S;;“. Nesse sentido, a

acumulacao da tensdo plastica é proposta de acordo com a Equacéo (5.5).

o, = 282 (5.5)
plast — 4 \/W '

A qual depende da evolucdo da parte escalar da deformacéo plastica ou deformacao

equivalente, conforme definida na Equacdo (5.6).
A5 = (A9 + (A7 (5.6)

Em que o sobrescrito ac € um indicativo de acimulo e ¢ é o simbolo que faz referéncia

ao sinal da evolucéo plastica cinematica e sera definido na sequéncia.

5.1.2 Encruamento Cinematico e Is6tropo

O encruamento € o fendmeno pelo qual um material ganha ou perde resisténcia
mecanica e rigidez em resposta a deformacdo plastica. Ele ocorre devido ao aumento de
discordancias na estrutura cristalina do material, de acordo com Proenca (2018).

Ainda segundo Proenca (2018), o encruamento é um aspecto muito relevante ao se
estudar o comportamento mecanico dos materiais elastoplasticos e pode ser dividido em dois
regimes principais:

a) Endurecimento ou Hardening - E a parte mais comum associada ao encruamento e
resulta em um aumento continuo da tensdo em funcdo do aumento da deformacéo
plastica;

b) Amolecimento ou Softening — Esse tipo de encruamento surge quando hd uma
recuperacdo ou recristaliza¢do, reduzindo a resisténcia do material. O que leva a uma

diminuicdo na tenséo requerida para continuar a deformacéo.
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Em termos de representacdo geométrica, os encruamentos ainda podem ser divididos
em dois grupos: cinematico e isétropo, ambos utilizados nesta pesquisa.

Neste modelo, considerou-se que o encruamento cinematico H¢ é constante durante as
iteracOes e pode ter dependéncia da evolucgéo da parte escalar da deformacdo plastica. Define-
se uma grandeza adimensional na Equacéo (5.7), relacdo entre o encruamento cinematico e o
maodulo de elasticidade transversal, para simplificar as expressdes do multiplicador plastico que
séo descritos nas Equacdes (5.17) e (5.18).

HE(2)
G

(5.7)

B ) =

Para a consideracdo do encruamento cinematico sdo fornecidas outras definicdes,
respectivamente: a variavel interna do encruamento cinematico g, o sinal da evolucéo plastica

cinematica ¢, e o back stress y.

g= g% + AA){A] (5.8)
{ =sign(VE:E — A° —q) (5.9)
G (7

De forma semelhante, define-se, por simplicidade das equacdes, uma relagdo entre o
encruamento is6tropo H' e 0 médulo de elasticidade transversal, assim como foi realizado com
0 encruamento cinematico, ver Equacéo (5.11). O H' é constante durante as iteracdes e pode
ter dependéncia do multiplicador pléstico escalar acumulado A.

H'(A)
G

n) = (5.11)

A evolucdo do multiplicador plastico escalar acumulado e a evolucédo da variavel interna
associada ao encruamento isétropo (k) sdo definidas nas Equacdes (5.12) e (5.13), como:
A = 2% + AL (5.12)
K = k% +n(1)AL (5.13)
5.1.3 Funcao Objetiva
Ap0s estabelecer as defini¢Ges pertinentes anteriormente, € possivel, a partir da Equacéo
(5.3) se apresentar a funcdo objetiva que define a superficie de plastificagdo considerando sua

evolucdo. Para tal, uma tensao Sffz;’ é definida na Equacéo (5.14) como resultado das parcelas

elastica e plastica da tensdo isocdrica de Piola-Kirchhoff, descritas nas Equaces (4.30) e (5.5),
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além do efeito do back stress y , Equacdo (5.10). Ap6s as devidas manipulacdes algébricas,
obtém-se:

. , , G A q
S5 = St~ Sht~ 1= (1~ e g © (5.14)

Na Equacéo (5.14) ndo se esté especificando a direcdo isocorica, podendo ser aplicado
para qualquer uma delas.

Utilizando a tensdo total, definida na Equacdo (5.14), no critério de plastificacdo
descrito nas Equacdo (5.1), escreve-se a funcdo objetiva, Equacdo (5.15). Nessa expressdo, a

contribuicdo do encruamento isétropo também esté presente.

3G? X q 2 ’3(& ’
— G- 2= = 5.15
f—32 <1 N \/_) C:C ( 8K+T> <0 ( )

Para que ocorram efeitos plasticos, a funcdo objetiva deve assumir valor maior ou igual
a zero para uma tensdo tentativa, conforme a Equacéo (5.16) — ja que, por definicdo, a funcéo
objetiva é sempre menor que zero — caso contrario, observar-se-a o regime elastico. Ocorrendo
a plastificacéo, o calculo do multiplicador pléastico é feito pela imposicdo da nulidade da funcéo

objetiva, ou seja, trocando-se na Equacéo (5.16) o simbolo > por =.

2
2 ac$ ac 2
g3 2 erier—| [Pohec 4 7) >0 (5.16)
32 \/@tr: ©tr \/@tr: ©tr 8

Em que tr significa uma tentativa sem evolucdo plastica. Impondo-se a nulidade na

Inequacdo (5.16), encontra-se diante de uma equacdo do segundo grau, visto que 0S
encruamentos sdo constantes ao longo das iteracbes. Assim, os valores explicitos para o
multiplicador plastico sdo as raizes dessa equacao e elas estdo apresentadas nas Equacéo (5.17)

e (5.18). Deve-se, na analise, considerar o menor valor positivo entre os dois.

(,/(gtr: Etr — (Aacf + qac) _ Kac) _ T

% (5.17)
_ 8
A= Ca+pH-m
. Gir _ ac$ ac ac L
(VET: € — (29¢° + q%¢) + k%) + % (5.18)
A = 8

Ca+p)—m
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5.1.4 Tensor Constitutivo Elastopléastico Isocorico

Neste subitem apresenta-se o célculo da parcela isocorica do tensor constitutivo
elastoplastico tangente. Seu desenvolvimento se baseia na validade pontual da expressao (5.4)

agregada a expresséo (5.14), como segue:

Sei;o = trlsoc _( llast) Lo (519)

elast plast

Aplica-se uma variacdo na Equacéo (5.19) lembrando-se que a segunda parcela é um

valor acumulado antes de qualquer variacdo, portanto constante. Assim, o resultado da variagdo

resulta em:
. tr,isoc aA iso
5552 = OSetast o = 2iast sp G 0¢ :0F — G2 ot (5.20)
oE ) 4 BE 4+/G: G OFE

A Equacdo (5.20) pode ser escrita de forma expandida, utilizando-se os invariantes da
parcela isocorica do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green. Ap6s uma organizacao

algébrica apropriada, tem-se:

. G A 0%(L + 1)
iso — __ — : 5.21
05y =7 (1 N1 (g) 9E ® OF SE (5.21)

A expressdo final do tensor constitutivo elastoplastico isocorico tangente (S:‘SO fica

descrita na Equacdo (5.21):
gisoc — isoc _ (gisoc — 962([_1 + 1) — AL 9°(h + 1) (5.21)
ep elast plast 4 OFE ® 0E 16 /—@: G oE ® oE

A parcela €5%¢, ja foi apresentada para 0 modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff
no Subitem (4.3).

5.2  Resultados de Verificacdo do Modelo Elastoplastico Isocorico

Neste exemplo, novamente se utiliza o cubo da Figura (4.1), com as mesmas condigdes
de contorno aplicadas ao exemplo 4.1.1. E realizada uma analise elastopléstica para diferentes
constantes de encruamento cinematico e para um controle de posicgéo ciclico aplicado na face z
= 1. Duas situacdes devem ser consideradas (tracdo e compressdo) e a parte elastica do modelo

constitutivo é a de RSHN.

Tabela 5.1 — Dados de Entrada Exemplo 5.2
Dados de Entrada

Tipo de Elemento, Grau de Interpolacéo Tetraedro, quadratico
N° total de nds, N° de elementos 35,12
Tolerancia 1076
Coordenada do n6 analisado (0.0, 0.0, 1.0)

(continua)
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(continuacao)

Dados de Entrada

Poisson (v) 0
T 0.4 (MPa)
g, 0.8 (MPa)
K (Bulk Modulus) 800 (MPa)
G1 = GZ =G 24 (MPa)

Fonte: Autor

A primeira situacdo analisada é a de tracdo, com controle de posicao realizado com

passos de carga igualmente espacados, sendo:
e 200 passos, para um alongamento variando no intervalo fechado de [1, 1.4];
e 100 passos, para um alongamento variando no intervalo fechado de [1.4, 1.2];
e 200 passos, para um alongamento variando no intervalo fechado de [1.2, 1.6];

Na Figura (5.1), para a situacgdo de tragdo descrita acima, apresentam-se os valores das
tensdes de Cauchy em fungéo das deformacdes de engenharia na direcdo z, no ponto analisado,
além da tensdo de plastificacdo o, .

A segunda situacdo analisada é a de compresséo, com controle de posicéo realizado com
passos de carga igualmente espacados, sendo:

e 200 passos, para um alongamento variando no intervalo fechado de [1, 0.6];
e 100 passos, para um alongamento variando no intervalo fechado de [0.6, 0.8];
e 200 passos, para um alongamento variando no intervalo fechado de [0.8, 0.4];

Um gréfico semelhante ao da Figura (5.1) é apresentado na Figura (5.2) para a situacao
de compresséo.

As configuracdes inicial e final com distribuicdo de tensdes, nas situacdes de tracdo
(1.571 MPa) e compressao (-2.16 MPa) analisadas, sdo apresentadas para o Ultimo nivel de
carga e para a constante de encruamento H, = 0.125, conforme as Figuras (5.3) e (5.4).
Novamente, comenta-se que nao se apresenta o resultado da referéncia Coda (2025) devido sua

quase coincidéncia.
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Figura 5.1 — Comportamento ciclico elastopléstico para diferentes encruamentos cinematico - tragéo
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Fonte: Autor

Figura 5.2 — Comportamento ciclico elastoplastico para diferentes encruamentos cinematico - compressao
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Fonte: Autor



87

Figura 5.3 — Configuracdes inicial e final na tracéo

Fonte: Autor

Figura 5.4 — Configuragdes inicial e final na compresséo

Fonte: Autor

5.3  Modelo Alternativo Elastoplastico Volumétrico para Grandes Deformacoes

Nesta subsecdo sera abordado todos os detalhes referentes ao Modelo Alternativo
Elastoplastico Volumétrico para Grandes Deformac6es, principal objetivo desta pesquisa.
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5.3.1 Definigdes iniciais

O inicio da concepcdo do modelo alternativo passa pela recordacdo de alguns
fundamentos relacionados ao desenvolvimento de modelos hiperelasticos, esse tema ja foi
detalhado na Secdo (4). Naquela secdo ficou evidente que a energia especifica pode ser
subdividida em parcelas isocoricas yi°! | 152 e volumétrica y*°!, conforme a Equacéo (5.22).
As parcelas isocéricas sdo responsaveis por descrever as deformacdes sem alteracéo de volume

e a parcela volumétrica é responsavel por representar as mudancas no volume do material.

W =Pt + eIy + Yot (ly) (5.22)
A parcela de energia especifica volumétrica esta associada ao determinante do gradiente

da funcdo mudanca de configuracdo J, enquanto as parcelas isocéricas dependem dos
invariantes I; e I, da componente isocorica do tensor de alongamento a direita de Cauchy-
Green.

A abordagem de subdividir a energia especifica em parcelas isocoricas e volumétrica
abre a possibilidade de se tratar materiais compressiveis como espumas poliméricas e metalicas,
nos quais a resposta mecanica incluindo degeneracdo pode ser melhor capturada pela analise
independente de cada parcela da deformacéo.

A partir da expressdo anterior e considerando o conceito de conjugado energético,
obtém-se a parcela elastica da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie em parcelas
isocdricas e volumétrica:

M 0Yius  Ovans  Obaan

-t = 5.23
Sewst =GF="9r ' oE ' 0 (5:23)

Na subsecdo anterior, apresentou-se 0 modelo elastoplastico em grandes deformacdes

para materiais cuja plastificacdo dependiam apenas da parcela isocorica, ndo cobrindo as
necessidades de analise de materiais porosos (com vazios) como € o caso das espumas. Portanto,
para que 0s materiais porosos sejam abrangidos por um modelo mais completo é necessario o
desenvolvimento e inclusdo dos efeitos advindos do campo de tensdo hidrostatica ou
volumetrica.

Assim, das trés parcelas da energia especificas e da tensdo de Piola-Kirchoff
apresentadas nas Equacdes (5.22) e (5.23), neste item interessa trabalhar unicamente com a de

contribuicdo volumétrica. Escreve-se entdo a componente volumétrica elastica da tensdo de

Piola-Kirchoff em funcédo da direcdo da tenséo hidrostatica Z—é :
vol
Svol _ 6¢elasta_] _ (Z]C_l — (Z(E] (524)

elast — 6] oE -
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Em que a é um escalar a ser definido na sequéncia. No caso elastoplastico JC ~* definira
a direcdo Lagrangiana do fluxo plastico volumétrico.

Com o intuito de se verificar que a tensdo Lagrangiana volumétrica realmente esta
associada a tensdo hidrostatica de Cauchy, grandeza Euleriana, aplica-se a Equacdo (5.24) na

Equacdo (2.81), resultando em:
1 1 .
Oolst = 714 *Solst + A° = 7A aJCTH A" = al = agigl (5.25)
Na equagdo anterior relacionou-se a tensdo hidrostatica o/'%, diretamente com o

escalar a. Logo, a partir da Equacéo (5.24), escreve-se:

) Kl vol
o, = lp;]l““ (5.26)

Reescrevendo a Equacéo (5.24) considerando a expressao anterior, tem-se:

) A .
elast = (;}aﬂﬁ = opd JC ™t = olid, & (5.27)

Como se trata de estudar a parcela volumétrica das tensdes, a parte eléstica serd
governada pela energia especifica de deformacéo de Hartmann-Neff (2003), descrita na Se¢édo

(4). Com o intuito de se utilizar em deducdes posteriores, € interessante se definir uma forma

escalar, em fungéo do Jacobiano, para a tensdo hidrostatica escalar elastica o//%, como:

' 61/)”{” K 8 _ UZn—l _]—Zn—l)
ghid _ (;jast _ Wauzn +J72n—2) = KT = KeZol, (5.28)

Por similaridade ao problema linear, define-se a deformacdo volumétrica escalar

Lagrangiana, conforme Hayashi (2024), como:

2n—-1 _ j—2n-1
oo _U =) (5.29)
elast 4n

Retornando-se ao espaco Lagrangiano, onde a deformacdo de Green-Lagrange é a
referéncia de calculo, define-se a contribuicdo da variacdo da energia volumétrica na energia
mecanica total (611) como:

Syvot = svol. §E (5.30)

Assim, encerra-se a etapa de recordacao dos conceitos fundamentais para concepg¢éo do
modelo em grandes deformacdes considerando a contribuicdo volumétrica no regime el&stico e
preparando-se a variacdo da energia elastoplastica. Os passos seguintes sdo direcionados ao
desenvolvimento da parcela volumétrica no regime elastoplastico e incluem a apresentacao da

funcdo objetiva, as leis de evolucdo, o tensor constitutivo e a superficie de plastificagéo.
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5.3.2 Funcéo Objetiva

No problema elastico, a tensdo S¥°! se limita & parcela elastica e pode ser encontrada de
acordo com a Equacéo (5.27). Na proposta do modelo constitutivo elastoplastico volumétrico
a tensdo S¥°! devera possuir ambas as parcelas elastica e plastica que seguem a mesma direcéo
Lagrangiana €/ = JC~1.

Observando a proposta de “tensdo residual térmica volumétrica” descrita em Hayashi
(2024), define-se a tensdo total do problema elastoplastico volumétrico S;’;,’l como:

Sept = (0ligse — Opiase) € (5.31)

Consequentemente, a partir da equacdo (5.30), a variacdo da parcela volumétrica da
energia fica escrita na forma:

§Y"°t = ((adisse — opiase) €’ ): 6E (5.32)
A partir da definicdo da deformacédo volumétrica Lagrangiana e da relacdo constitutiva
fornecida para a tensdo hidrostatica, conforme a Equacdo (5.28), e sabendo que ambas sdo
grandezas escalares, € possivel formular uma decomposicdo aditiva para a deformacéo,
expressa da seguinte forma:
(O-élliadst - O-zilligst) = K(ggloalst - Sé’i’ést (5.33)
Na equacéo anterior ficou estabelecida a relagdo constitutiva para o material, segundo o
presente modelo.
Neste ponto, faz-se uma intepretacdo uniaxial da plasticidade volumétrica, definindo a
lei de evolucdo para a deformacdo e para a tensao plastica de acordo com as equacges a seguir:
eptase = (Epiase) ™ + EAL! (5.34)
Optast = (Opiast)* + Adyigs, (5.35)
Emque & = sign(eZ, — (e;,’{ﬁst)a”) representa o operador sinal dependente do estado
de tensdo volumétrica.
Nas Equacdes (5.34) e (5.35) 447°! é o multiplicador plastico volumétrico que permite
0 célculo do incremento de deformacéo plastica volumétrica e Aa{,‘l";ist é a variagéo da tensdo

plastica hidrostéatica.

Assim, a funcdo objetiva ou funcéo de plastificagdo (com tenséo limite de plastificacdo
hidrostatica igual & negativa e ¢¥°! escrito como positivo) e com a presenca de encruamento
isétropo volumétrico H-7°! fica definida por:

vol — |K(£gloalst _ E;%ﬂﬂ — gvol _ piwvol yvol (5.36)

Sendo 2*°! > 0 o multiplicador pléstico acumulado volumétrico.
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Para uma tentativa de (e22L,)"", calcula-se ft™¥°! tentativa, caso essa seja maior que
zero se impde a igualdade com a evolugéo ocorrendo, na forma:
|K((£gloalst)tr _ (eé’i’ést)“c + &Mvozﬂ — gvol _ Hi,voz(/lvol + Allvol) =0 (5.37)
Ou simplificando:
|o.tr,vol _ fKAA"Oll _ gvol _ Hi,vol(lvol + Alvol) =0 (5.38)

Em que ob?°! é a tensdo tentativa.

O célculo do valor explicito do multiplicador volumétrico 4A"°' admite duas
possibilidades apresentadas na sequéncia.

A primeira possibilidade ocorre se a'"°! > 0 entdo & > 0, nesse caso, escreve-se a

Equacéo (5.38) na forma:

O.tr,vol _ Hi,vollvol _ 6.1;0! _ fKA/lvOI _ Hi,volA/lvol =0 (539)
Isolando 0 41¥°!, tem-se:
Alvo! _ ftr,vol (540)
(K + Hi,vol)

Sendo ftr,vol — O.tr,vol _ Hi,vollvol _ O—.vol.
Na segunda possibilidade, tem-se que se o'""°! < 0 entdo & < 0, escrevendo-se a
Equacéo (5.38) na forma:
_(O.t‘r,vol + KA/lvOl) — G — Hi,vol(/lvol +Alv01) — _O.tr _ KAlvOl _ O—.vol _

giwvolvol _ privol g vol — (5'41)
Ou simplificando a Equacéo (5.41), tem-se:
Io.tr,voll _ O—.vol _ Hi,vollvol _ (K + Hi,vol)Alvol =0 (5.42)
Isolando 0 4A¥°!, obtém-se:
ftr,vol
1 _
Aol — R (5.43)

Finalmente, como as Equacdes (5.40) e (5.43) coincidem, a Equacdo (5.34) que descreve

a evolucao da deformacdo plastica fica escrita na forma:

ftr,vol
Eptast = (Eplase)* + & oy (5.44)

Ou seja, pode-se escrever a correcdo da tensdo hidrostatica diretamente como:
Aghid  — SK fervol (5.45)

plast — (K + Hi,vol)
Finalmente, conhecendo-se o valor de Aa}%, conhece-se o valor atual de o,}% e pode-

se calcular o valor da tensdo de Piola-Kirchhoff volumétrica pela Equagéo (5.31).
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Um algoritmo para o célculo da parcela volumétrica da tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie é apresentado a seguir:

Calcula-se:
— l l l l
gtrvol = K((Sgﬂzst)tr - ((Eg?ast)ac) gl?zst ( Uﬁzst)ac (a)
ftr vol |O.tr voll _ Hi,vollac,vol _ o—.vol (b)

Se ftr,vol >0

arvot = L (©)
(K+HwoL)
qvol — jacwol 4 pavol (d)
Aoffity = G e = gKar ©
ﬁffs (o, hllgst)ac + Ao-hll((zist U]
5é’£l = (Uehlizdst - U;;lllgst)@] (9)

caso ftvol < 0 calcula-se apenas

hid hid
5:13[ (Uelizst - Upllast)(g] (h)

Com o valor da tensdo volumétrica calculado S;’{,", retorna-se a Equacéo (5.32) ou (5.30)
com tensdo elastoplastica que indica que o processo de calculo em elementos finitos continua
normalmente. Observa-se que no programa a variavel com superscrito “ac” é a mesma sem o

superscrito, pois é um processo de atualizacao de variavel.

5.3.3 Tensor Constitutivo Elastoplastico Volumétrico

Para se completar o procedimento numérico, é necessario se calcular o tensor
constitutivo elastoplastico (tangente) com a finalidade de aumentar a taxa de convergéncia do
processo numeérico iterativo em elementos finitos.

De forma resumida a tensdo volumeétrica total (elastoplastica) pode ser escrita como:

Sept = oh4E) = Toiast® — O'hllgst@] = Siiust — ﬁfgc@’ (5.46)
Em que se utilizou c™¢ = (oL, — gL}, assim, escreve-se:
l l hid
Gvol — 65;’{,’ _ aS:l(Zz,st do. Oplast Q G — hlld . o0&/ (547)
°°  OE oF oF Tplast 5

A primeira parcela elastica pode ser escrita diretamente das deducOes realizadas
anteriormente em problemas elasticos na forma:

(Zvol 3 asg;;l 3 62¢vol 1l)vol a] + l/)vOl 62]
das = T9p TQE®OE 92 OE COE = 9] OE @ JE

(5.48)
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Porém, para auxiliar no entendimento da parcela plastica, retoma-se a parcela elastica

conforme escrita no segundo formato da Equacdo (5.46) e procede-se 0 seguinte
desenvolvimento:

asvol

d 9]\ dchia. 9] 9?]
2t = o = 2 (ol ) = o (ol o) = Het @ i (ofit =) (sag)
a
Continuando o desenvolvimento da Equacao (5.49):
aaﬁ’;ﬁ‘t ® a] + hld 2] ao-ehi’;;.ista_] a_]+ alpVOl 62]
9E 2 oE ' \7¢%t 9F @ OF a] O0E < 0E ' 0] 0E ® 0E (5.50)
Finalmente,
ao—ehlladst ® ] lpvol 62] _ azlpvola_]®a_]+ alpvol 62]
9] OE 9E " 9] OEQAIE  dJ2 OE C 0E = 9] OE QIE (5.51)
a
Podendo-se escrever:
ao_hld 6] 2] levol ) a@]
vol _ elast hid hid
Celast = oF ® — 3E + ( Oclast 9E ® 6E> FIE ¢ RC + O-elastﬁ (5.52)

a

hld
, entdo se escreve a parcela ”“‘S ® G/ da

Sabendo que 2Zetast El““ R C =

a a

Equacdo (5.52) na forma de evolucdo. Procede-se a derivada ainda nédo realizada na Equacao
(5.47):

ao.hld a[( hid )ac+Ao.hld ] a(A hid

“plast —plast o ¢ = plast o last ® G = aElast ® G/ (5.53)

Em que se usou do fato da tensdo acumulada nédo variar. Usando-se a Equacdo (5.53)
realizam-se as passagens:

do hzlgst d(doyis ¢K a(f"
¢ = 7"‘“ € = J = 5.54
—r ©F¢ 0E ®C (K-i—H”’"l) 0E ®C ( )
hid\t| _ ygivolgac __ =
___ &K (@M | - H - 6) e (5.55)
(K + Hivol) 0E

B fK a(|(o.hid)t|)
~ (K + Hivob) oE

€K dhidy
] — ]
®¢ ~ (K + Hivol)  9E ®¢

3 K a(o.hld)t G] (556)
T (K + HwoYy\  9E ®
a
Lembrando-se que (o"4)f = ogM4 e usando-se a igualdade da Equacdo (5.52),

escreve-se:

hid K ao.hid K 1/)vol

plast J _ elast J J ]

or ®Y = (K+Hllv0!)< oE ®(E> (K + Hivol)  g)2 cect (5.57)

a

Aplicando-se (5.52) e (5.57) em (5.47), escreve-se:
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62¢vol . 0&/ K 621'[)”01 1
1 — hid hid —
ng - 6]2 ¢/ ® ¢/ + O_elizst OE - (K + Hi,vol) 6]2 ¢/ ® ¢/ - o_pllast oE - (5-58)
Hi,vol azwvol ) a(g]

_ ] J hid

—_,_ (K + Hiﬂml) ajz ¢ ® o Corre Zodatensﬁo OF (559)

corregdiodomaterial f
Ou ainda,

Gvo[ _ Hi,vol azlpvola_]@ﬂ-l_ o_hid 62]
€p (K + Hivol) 9]z QE °~ OE ——  0E ® 0E (5.60)
-~ 2 Corregdodatensdo

corregdodomaterial

A parcela correspondente a correcdo do material indica que a matriz Hessiana pode ficar

singular para hardening nulo. Assim, é recomendavel se impor um limite como:

i,vol

TR > valorpositivo (5.61)

5.3.4 Superficie de Plastificagdo

A andlise das superficies de plastificacdo associadas aos critérios de Tresca e von Mises
¢ um topico central no desenvolvimento de modelos elastoplasticos. Essas superficies sdo
representacdes geométricas das condigdes-limite entre os estados elastico e plastico de um
material submetido a tensdes, conforme descrito por Valliapan (1981). Na Figura (5.5), a

superficie de plastificacdo de Tresca € representada por um prisma hexagonal, enquanto a de
. , . .2 . ;- ~ ~
von Mises € um cilindro de raio 30y A respeito dessas superficies algumas observacdes sdo

pertinentes:

a) geracao em torno do eixo hidrostatico — Ambas as superficies sdo construidas em torno
do eixo hidrostatico no espacgo das tensdes principais;

b) propriedade isocérica no plano desviador — No plano desviador (concorrente com a
origem dos eixos hidrostaticos), que € ortogonal ao eixo hidrostatico, a soma das
tensdes principais é nula. 1sso reflete a natureza puramente isocorica da deformacéo
associada a este plano;

c) extremidades abertas das superficies — Tanto o prisma hexagonal de Tresca quanto o
cilindro de von Mises apresentam extremidades abertas, indicando que a plastificacéo
ocorre exclusivamente devido a contribuicdo da componente desviadora das tensdes.
Assim, as tensdes hidrostaticas ndo participam do processo de ruptura;

d) comparacdo entre os critérios — A superficie de Tresca esta completamente contida

dentro da superficie de von Mises, evidenciando que o critério de Tresca € mais
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conservador. Em outras palavras, para um mesmo estado de tens&o, o critério de Tresca
indicard ruptura (ou plastificagdo) mais cedo do que o de von Mises;

e) pontos no interior das superficies representam estados de tensdo no regime elastico;

f) pontos sobre as superficies indicam o inicio do regime plastico, sendo condicdo de
escoamento; e

g) pontos externos as superficies ndo possuem definigdo fisica no contexto da analise de

escoamento, dado que nao respeitam os critérios de plastificacdo estabelecidos.

Figura 5.5 — Superficies de Plastificagdo de Tresca e von Mises

Up 1
Curva A Superficie
de Tresca de von Mises ~

Eixo Hidrostatico
Gpl = apZ = 01)3

Curva
de von Mises

Superficie
de Tresca

O'p3

>

Plano Desviador
Op1+ Op2+ 3= 0

Fonte: Adaptado de Bortolan Neto (2009)

Para materiais submetidos exclusivamente a plastificacdo associada a parcela isocorica,
as superficies de plastificacdo simplificam-se a curvas, definidas pela intersecdo das superficies
com o plano desviado, conforme ilustrado na Figura (5.6).

Ressalta-se que ao se trabalhar no Estado Plano de Tensdo, a equagéo do critério de von
Mises assume a geometria de uma elipse, visto a nulidade de algumas componentes da tensao

associadas a esse estado.



96

Figura 5.6 — Curvas de Plastificagdo de Tresca e von Mises

AP

Curva
de Tresca

Curva
de von Mises

rl

Fonte: Adaptado de Kishino (2022a)

Como a proposta é conceber um modelo constitutivo que consiga abranger as espumas
metalicas e poliméricas, é fundamental considerar a possibilidade de plastificacdo no volume,
dessa forma foi desenvolvido nas subsecdes anteriores um modelo matematico com essa
finalidade.

Esse modelo resulta em uma modificacdo da superficie de plastificacdo de von Mises
que agora depende da componente hidrostatica. A nova superficie, Figura (5.7), é formada pela
superficie de von Mises, porém apresentando as extremidades fechadas com limite equivalente
a tenséo de plastificacdo volumétrica 6V°'.

A superficie de plastificacdo referente ao volume esta em azul e recebe o nome de
superficie de plastificacdo volumétrica. Acerca dessa superficie, algumas observacdes podem
ser realizadas:

O ponto A na Figura (5.7) representa um estado de plastificacdo unicamente isocorico;
O ponto B na Figura (5.7) representa um estado de plastificacdo unicamente
volumétrico;
O ponto C na Figura (5.7) representa um estado de plastificagdo combinado, isocorico
e volumetrico;
Concluindo que a plastificagdo no modelo alternativo pode ocorrer isoladamente em

uma das formas isocérica ou volumétrica, ou ainda de forma combinada. O fluxo de
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plastificacdo continua sendo perpendicular as superficies de plastificacdo nas situacdes isoladas
descritas anteriormente e suas propor¢des, quando combinadas, s&o ditadas pela intensidade do
hardening adotado em cada uma.

Figura 5.7 — Representagdo da Superficie de Plastificagdo volumétrica.

Superficie de Plastificagdo

23 o-pl
Volumétrica A Superficie
Smmmmee d Mi
\\ __________________ e voln ises C /
B o 7/ : : _—
\ T Eixo Hidrostatico
K Op1 = Op2 = Op3
\\
\
\
Y - gvol
\\
A\
\ A
\ 7
\ ‘5‘/4
Y A Up3
% }
\\ /:q
\ b
A\ - ‘
@ %
; . P |/ /" Plano Desviador
=P T < y J Op1+ Opp+ 3= 0
— —
Ve
Ve
7 Up 2

Fonte: Autor

5.3.5 Modelo Elastoplastico Completo

Apo0s a definicdo das parcelas de tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, bem
como dos tensores constitutivos tangentes associados a cada componente — isocoricas e
volumétrica — dos modelos elasticos e elastoplasticos discutidos nas subsecOes anteriores,
procede-se a combinacdo dessas varidveis em uma formulacdo unificada. Essa abordagem
resulta na obtencdo de uma Unica expressao representativa tanto para a tensdo quanto para o
tensor constitutivo tangente. Assim, sendo possivel descrever o comportamento elastoplastico
do material em estudo, espumas. As expressdes que formalizam esse modelo encontram-se
apresentadas nas Equacdes (5.62) e (5.63).

total _ cvol isocl isoc2 vol isocl isoc2
Sep = Selast T+ Selast + Selast ~ Yplast ~ “plast ~ “plast (562)

total _ vol isocl isoc2 vol isocl isoc2
Gep - Gelast + Gelast + 6:elast.‘ - Q:plast - Q:plast - Gplast (563)
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As equacOes que descrevem cada uma das componentes das equagdes (5.62) e (5.63)
séo apresentadas a seguir, destacando que, em alguns casos, as equacdes incluem tanto a parte

elastica quanto termos adicionais. Nessas situacoes, simplificacdes podem ser necessarias.

Sl Equagio (4.29) el Equacdes (4.36 e 4.37)
isoc, Equacdo (4.30) isoc, Equacdes (4.38 a 4.41)

Soont Equacéo (5.31) Chotst Equacéo (5.21)
it Equagéo (5.5) St Equagdo (5.60)

5.4  Resultados — Andlise de Sensibilidade do Modelo Elastoplastico Completo

Antes de apresentar os resultados de validacdo para o modelo elastoplastico completo,
com a incluséo dos efeitos volumétricos, é realizada uma analise de sensibilidade com dois
objetivos principais: demonstrar como a curva tensao-deformacao € influenciada pelas tensdes
de plastificacdo, pelos parametros de encruamento e pelo coeficiente de Poisson elastico;
avaliar a sensibilidade da evolucao do coeficiente de Poisson na fase plastica em funcdo dos
mesmos parametros.

Compreender o comportamento do coeficiente de Poisson em regime plastico é
essencial para a calibracdo de materiais reais, como espumas, que exibem uma variacao
altamente ndo linear deste coeficiente na fase plastica. Essa sensibilidade destaca a
complexidade do processo de calibragéo.

Para todos os exemplos de analise de sensibilidade e calibracdo/validacao apresentados
neste e no proximo subitem, utilizou-se o cubo unitario apresentado na Figura (4.1).

A discretizacdo do sélido da Figura (4.1) foi realizada mediante o emprego de elementos
prismaticos com interpolagdo linear. Para reproduzir as condicdes de ensaio, o cubo unitério foi
submetido a um controle de posicédo até alcancar o nivel de deformacdo desejada, na direcéo z.
O controle de posicdo foi aplicado na face z = 1 e as condic¢des de contorno do problema sao
de restricdo dos graus de liberdade nas faces x =0,y = 0 e z = 0, nas respectivas direcoes X, y

e z. Outras informagdes de entrada sdo descritas na Tabela (5.2).

Tabela 5.2 — Dados de Entrada para os Exemplo das Subsec¢des 5.4 e 5.5
Dados de Entrada

N° total de nds, N° de elementos 8,2
Tolerancia 107
Coordenada do né analisado (0.0, 0.0, 1.0)
z, (Altura Inicial do Cubo Utilizado na Simulagéo) 1

Fonte: Autor
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L‘

5.4.1 Exemplo de Sensibilidade — Influéncia da Relacdo ——

Hivol

Neste exemplo de sensibilidade, verifica-se a influéncia da relaga

deformacéo para um material elastoplastico hipotético. Os dados de entrada estdo descritos na

Tabela (5.3).
Tabela 5.3 — Dados de Entrada Exemplo 5.4.1
Dados de Entrada

Poisson Elastico (v) 0.1

Modulo de Elasticidade (E) 25

Tensao de Escoamento Isocorica (T) 0.5
Tensdo de Escoamento Volumétrica (67°!) 0.5
Nivel Max. de Deformag&o Logaritmica Uniaxial 0.35

Fonte: Autor

O grafico da Figura (5.8) apresenta os valores da curva tensdo-deformacdo para um

coeficiente de encruamento isocorico cinematico constante H¢ = 1 e sob diferentes relacdes de
C
encruamento volumétrico e |socor|co . Cada curva é analisada, permitindo identificar

padrdes caracteristicos em fun(;éo das variaveis em estudo:

a) Curva com relacao = 1. Essa curva pode ser dividida em trés trechos, o primeiro

Hlvol
linear e os outros dois aproximadamente lineares, cada um representando um regime

distinto:

— Primeiro trecho (regime elastico linear), ln( )< 3.8%: Neste regime, 0

comportamento do material € elastico e segue até a tensdo correspondente a
plastificagdo isocorica;

— Segundo trecho 3. 8%<ln( )< 10 %: Com o inicio da plastificacdo

isocdrica, o material apresenta perda de rigidez que persiste até alcancar
aproximadamente 10% de deformacdo. A plastificacdo isocérica predomina em

todo o trecho.
— Terceiro trecho, 10 % < ln( ) A partir de 10% de deformacéo, a rigidez do

material diminui de forma gradual, indicando o inicio da plastificacdo
volumétrica. Esse regime é marcado por uma interacao entre os efeitos isocoricos

e volumétricos, com predominancia da plastificagdo volumétrica.
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B 0.001, 2 = 0.01 e 2L

Hivol Hivol

b) Curvas para as relagdes = 0.1. Nessas condicdes,

Hivol
as curvas apresentam um comportamento similar, com um trecho linear e o outros dois

aproximadamente lineares:
— Primeiro trecho (regime elastico linear), In (i) < 3.8%: Regime elastico-
linear do material;
— Segundotrecho,3.8% < In (%) 10 %: Apds a plastificacdo inicial, ocorre uma

influéncia da plastificacdo predominante isocoérica, que se mantém até 10% de

deformacéo;

— Terceiro trecho, 10 % < ln( ): A plastificacdo volumétrica se inicia, porém

z
Z
com baixa influéncia, o que se reflete por uma inclinacdo quase constante nos

[

trechos 2 e 3. Resumindo, diferentemente da curva para HH—— 1, aqui a

ivol —

HC

—wor devido a0 aumento do encruamento volumeétrico

diminuicdo da relacdo

reduz a evolucdo da plastificacdo volumétrica, permitindo uma maior dominancia
dos efeitos isocoricos.

De forma geral, no regime plastico, observa-se, que para um nivel constante de
encruamento isocorico cinematico, o aumento do encruamento volumeétrico reduz a influéncia
das tens@es volumétricas e promove a predominancia dos efeitos isocoricos. 1sso resulta em um
ganho de resisténcia do material, evidenciado pela maior capacidade de suportar tensdes
(aumento da rigidez).

A funcdo objetiva apresentada na Equacdo (5.36) reforca essa interpretacéo,
evidenciando que o aumento no encruamento volumétrico retarda a plastificacdo no volume,
reduzindo o incremento da tensdo volumétrica plastica dado pela Equacdo (5.45). Essa interacdo
leva, consequentemente, a um aumento na tenséo total.

Adicionalmente, para niveis de encruamento volumeétrico significativamente superior
ao encruamento isocorico (na ordem de dez vezes), observa-se uma estabilizacdo da curva
tensdo-deformacdo, indicando um comportamento mais homogéneo e menos influenciado pelas

mudancas volumétricas do material.
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Figura (5.8) — Influéncia da relacdo 2 nacurva tensdo-deformacdo com H¢ = 1
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Fonte: Autor

Uma analise semelhante pode ser feita acerca da Figura (5.9). Nesta situacdo, apresenta-se
valores da curva tensdo-deformacéo para um coeficiente de encruamento isétropo volumétrico

constante Hvol = 1:

HC
Hivol

a) Curva com relacdo = 0.2. Essa curva pode ser dividida em dois trechos, o

primeiro linear e o segundo aproximadamente linear, cada um representando um
regime distinto:
— Primeiro trecho (regime elastico linear), In (Zi) < 3.8%: Neste regime, 0
0
comportamento do material é elastico e segue até a tensdo correspondente a
plastificacdo isocorica;
— Segundo trecho, 3.8 % < ln(zi): A tensdo se mantém quase constante,
0
caracterizado pela curvatura proxima a tensdo de escoamento isocorica, indicando

a pequena ou inexistente presenca de plastificacdo volumétrica.
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B _ 10, 2= — 100 ¢ 2L

ivol —vo1 = 1000. Essas curvas

Curvas para as relages

Hivol
mostram um comportamento mais rigido, com inclinagdes maiores no regime pléastico.

— Primeiro trecho (regime elastico linear), ln( )< 3.8%: Comportamento

elastico-linear do material;

— Segundo trecho, 3.8 % < ln( ) < 5.7%: Devido aos valores relativamente

altos de encruamento isocorico, a inclinacdo do segundo trecho se aproxima da
inclinacdo da reta no regime el&stico. Essa constatacdo demonstra a dominancia
dos efeitos isocdricos que perdem espaco para a plastificacdo volumétrica quando

o nivel de 5.7% de deformacéo ¢ alcancado;
— Terceiro trecho, 5.7%Sln(zi): A partir de 5.7% de deformagdo, a
0

plastificacdo volumétrica se inicia com predominancia em relacdo aos efeitos
isocdricos, o que se reflete pela curvatura sempre positiva e perda de rigidez
quando comparada ao trecho elastico.

Figura (5.9) — Influéncia da relagao na curva tensdo-deformagio com H>"°! = 1

yivol
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Fonte: Autor
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As conclusdes anteriores acerca da Figura (5.9) estdo em conformidade com a funcéo
objetiva descrita na Equacéo (5.36), a qual indica que, 0 aumento do encruamento isocorico de
natureza cinematica permite que as tensdes atinjam 0s niveis necessarios para iniciar e evoluir
a plastificacdo volumétrica.

A Figura (5.10) apresenta a evolucdo do Poisson em funcdo das deformagdes. Uma
analise dela permite consolidar as observagdes anteriormente realizadas sobre as curvas tenséo-
deformacéo das Figuras (5.8) e (5.9).

Figura (5.10) — Influéncia da relacéo M ha evolugdo do Poisson
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Fonte: Autor

Nas situacbes em que o encruamento volumétrico € maior que o0 isocérico, a

predominancia dos efeitos isocéricos fica mais evidente, veja a curva da evolucdo do Poisson

~  Hf . o . . -
para uma relacdo —— = 0.1 na Figura (5.10). Para essa relagéo, ao final do regime elastico, o
Hivol

coeficiente de Poisson cresce rapidamente, com variagdo sempre positiva, 0 que indica
prevaléncia das tensfes plasticas isocoricas que levam o continuo a buscar comportamento
quase-isocorico, ou seja, o coeficiente de Poisson tende a crescer até (em situacOes limite) 0.5.

Apds 10 % de deformacéo, ocorre uma reducdo pequena do Poisson, devido ao aparecimento
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da plastificacdo volumétrica. A permanéncia de valores positivos do coeficiente reforca o
dominio dos efeitos isocoricos.
Por outro lado, a predominancia dos efeitos volumétricos nos casos em que o
encruamento volumétrico é menor ou igual ao isocorico fica mais evidente ao se observar a
H¢ H¢

curva da evolugéo do coeficiente de Poisson para as relacoes =1le = 10 na Figura

givol — givol —

(5.10). Para essas relagdes e de forma analoga ao caso anterior, a evolucéo do coeficiente de
Poisson inicia com o seu valor elastico até atingir a deformacao correspondente a plastificacdo
isocorica, 3,8%. Nesse ponto, observa-se um rapido aumento do coeficiente com variacéo

. - N . ~_  H€ .
positiva, essa variacao torna-se menor a medida que a relagao ol cresce. A partir de valores

de 6% e 10% de deformacdo, respectivamente, o coeficiente de Poisson diminui até se tornar
negativo, evidenciando a predominéncia dos efeitos volumétricos e a perda da influéncia da
parcela isocorica.

Adicionalmente, a presenca de coeficientes de Poisson negativos, como ilustrado na
Figura (5.10), devido a predominéancia dos efeitos volumétricos pode estar relacionada a um
mecanismo de flambagem predominantemente auxético das paredes celulares do material
poroso. Em condicgdes tipicas de materiais porosos, é esperado que o coeficiente de Poisson
(ap6s a reducdo ilustrada na Figura (5.10) aumente progressivamente com a deformacéo
plastica, aproximando-se dos valores caracteristicos da matriz sélida durante a fase de
densificacdo. Contudo, na Figura (5.10) evoluiu-se apenas até cerca de 41% em deformacéo de
engenharia evidenciando-se apenas a fase de “implosdo” das paredes dos vazios. Para a
representacdo da densificacdo do material, um aumento significativo do endurecimento
volumétrico deve ser imposto a partir de nivel de deformacdo volumétrica estabelecido

experimentalmente.

T
gvol

5.4.2 Exemplo de Sensibilidade — Influéncia da Relacéo

A influéncia da relagdo # na curva tensdo-deformacéo é investigada neste exemplo.

Para tanto, considere os dados de entrada presentes na Tabela (5.4).

Tabela 5.4 — Dados de Entrada Exemplo 5.4.2
Dados de Entrada

Poisson Elastico (v) 0.1

Modulo de Elasticidade (E) 25

Nivel Max. de Deformagéo Logaritmica uniaxial 0.25
Tensao de Escoamento Isocorica (7) 0.5

Fonte: Autor
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O gréfico da Figura (5.11) apresenta os valores da curva tensdo-deformacéo, enquanto
o gréfico da Figura (5.12) apresenta a evolucdo do Poisson durante o processo de deformagéo.

HE
Hi,vol

Ambos os graficos sdo plotados para uma relacao =0.1.

Este exemplo ilustra como as tensGes de plastificacdo influenciam a evolucdo do
coeficiente de Poisson em fungdo das deformacdes. Os graficos indicam que a reducdo da
T

relacdo — , causada pelo aumento da tensdo de plastificacdo volumétrica, resulta em valores

gvol !
mais elevados do coeficiente de Poisson. Isso ocorre porque o aumento de ¥°! atrasa o inicio
da plastificacdo volumétrica, conforme descrito na Equacéo (5.36), permitindo que os efeitos
isocdricos se sobressaiam no comportamento do material. Para as relagcdes 3 e 2 a reducédo
rapida do coeficiente de Poisson revela uma evolucdo também rapida da deformacéao plastica
volumétrica. A posterior recuperacdo do coeficiente de Poisson revela (nesse caso 0s
endurecimentos sdo constantes) a predominéncia da rigidez isocorica a medida em que o nivel

de deformacdo pléstica isocdrica aumenta.

Figura (5.11) — Influéncia da Relagao —_ naCurva Tensdo-Deformagdo com

5.1101 Hc,vol =

In(z)

Fonte: Autor
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. o . ~ H€
Figura (5.12) — Evolucédo do Poisson para uma relacdo ol = 0.1
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Fonte: Autor
5.4.3 Exemplo de Sensibilidade — Influéncia do Poisson Elastico

A influéncia do Poisson elastico na evolucdo do Poisson na fase plastica e na curva

tensdo deformacdo é investigada neste exemplo. A Tabela (5.5) apresenta os dados de entrada.

Tabela 5.5 — Dados de Entrada Exemplo 5.4.3
Dados de Entrada

HC

Fiwol 10

Modulo de Elasticidade (E) 25

Tenséo de Escoamento Isocorica (T) 0.5
Tens&o de Escoamento Volumétrica (67°%) 1

Nivel Max. de Deformagéo Logaritmica Uniaxial 0.25

Fonte: Autor

O gréfico da Figura (5.13) apresenta os valores da curva tensdo-deformacao e o gréafico

da Figura (5.14) apresenta a evolucdo do Poisson durante o processo de deformacao.



Figura (5.13) — Influéncia do Poisson Elastico na Curva Tensdo-Deformacéo
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Figura (5.14) — Influéncia do Poisson El&stico na Evolugdo do Poisson Plastico
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A Figura (5.13) indica que a curva tensao-deformagao apresenta baixa sensibilidade aos
valores do coeficiente de Poisson eléstico. Por outro lado, a Figura (5.14) demonstra que 0s
valores de Poisson elastico exercem influéncia significativa sobre o comportamento do
coeficiente de Poisson na fase plastica, observa-se que para coeficientes de Poisson elastico
mais elevados valores maiores para o coeficiente de Poisson na fase pléstica sdo registrados.

Outra conclusdo é que coeficientes de Poisson elastico negativos apresentam impacto
ainda mais acentuado na fase plastica, caracterizado por uma maior variagdo nos valores do

coeficiente.

55  Resultados de Validacdo do Modelo Elastoplastico Completo

Nesta subsecdo serdo apresentados exemplos de calibracdo/validacdo para algumas
espumas, metalicas e poliméricas, que possuem comportamento elastoplastico. Serdo abordadas

algumas observacdes pertinentes ao modelo desenvolvido e ao processo de calibracéo.

5.5.1 Exemplo 01 — Alporas (p,.= 16%)

Neste exemplo, os resultados da calibracdo desenvolvida para uma espuma metélica séo
apresentados. A espuma de liga de aluminio do tipo Alporas, com densidade relativa p,, = 16%,
foi submetida a um ensaio de compressao uniaxial. As células desse material possuem tamanho
médio de 4 mm e suas paredes sdo compostas por aluminio (Al), Calcio (Ca) e Titanio (Ti). O
resultado experimental utilizado pode ser encontrado em Deshpande e Fleck (2000). A Figura

(5.15) apresenta alguns corpos de provas para espumas do tipo Alporas de células fechadas.

Figura 5.15 — Corpos de Prova com Diferentes Tamanhos - Alporas

Fonte: Jang et al. (2015)
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Durante o ensaio de compressao uniaxial conduzido por Deshpande e Fleck (2000), o
coeficiente de Poisson plastico (v,,) foi monitorado em intervalos de aproximadamente 0.05 de
deformacéo pléstica logaritmica uniaxial. Nesse contexto, os valores obtidos para o coeficiente

de Poisson plastico variaram entre 0.19 e 0.26 , com valor médio v, ,, = 0.23.

Tabela 5.6 — Dados de Entrada Exemplo 5.5.1
Dados de Entrada

N° total de nés, N° de elementos 8,2
Tolerancia 107
Poisson Elastico (v) 0.1
Mddulo de Elasticidade (E) 1.8 GPa
Tensdo de Escoamento Isocérica (T) 1.1 MPa
Tensdo de Escoamento Volumétrica (67°!) 1.23 MPa
Nivel maximo de deformacéo Logaritmica 0.55

Fonte: Autor

Para a simulacdo apresentada sdo utilizados encruamentos isocérico cinematico e
volumétrico isétropo. Para definir os valores dos encruamentos foi realizada uma calibracédo de
acordo com a curva experimental do material, onde os valores assumidos por essas variaveis
dependem do nivel de deformagdo pléastica acumulada medido através dos seus respectivos
multiplicadores plasticos, como mostrado na Tabela (5.7).

Tabela 5.7 — Dados de Encruamento Exemplo 5.5.1

Intervalos 2% H¢ Intervalos 2%, Hivol
0,000 < 2° < 0,150 3500000
0,150 < 2% < 0,259 1000000 0,000 < 297! < 0,534 100000
0,259 < 25 <0,316 500000
3,038< A% < 4,326 300000
4,326< 25 < 7,028 250000
8,626 < A% < 10,265
10,265< 2% < 16,321 220000
A2cvol < 0 534 1000000

(continua)
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(continuacao)

Intervalos 2° H¢ Intervalos 2%, Hivol
2,351 < A5 < 3,038,
4,326< A° < 5,425,
200000
7,028 < 25 <8.626 ¢
A9<16.321
0,316 < 25 < 1,000 100000

Fonte: Autor

Em que H¢ é 0 encruamento cinematico isocorico e H-"°! é o0 encruamento is6tropo de
natureza volumétrica. Na Tabela (5.7), pode-se observar que o simbolo H¢ aparece sem indices,
0 que indica que para ambas as dire¢des isocoricas foram considerados os mesmos intervalos.

Percebe-se, ainda, que o material é mais sensivel a variacbes no encruamento de
natureza isocorica comparado ao de natureza volumétrica, visto que apenas dois intervalos de
encruamento volumétrico foram suficientes para a calibracdo do material, no entanto 12
intervalos foram necessarios para 0s encruamentos isocoricos.

Para os valores de encruamento apresentados na Tabela (5.7) e considerando as
propriedades fisicas e geométricas descritas na Tabelas (5.2) e (5.6), as curvas tensao-
deformacdo numérica e experimental para as Alporas sdo apresentadas na Figura (5.16), na qual
plotou-se os valores, em modulo, das tensdes de Cauchy versus deformacdes real — logaritmica
—no ponto analisado e na direcdo z.

A andlise do gréfico tensdo-deformacdo da Figura (5.16) mostra que os resultados
numeéricos conseguem recuperar com precisdo a curva experimental, reproduzindo
coerentemente as trés zonas comuns presentes em materiais com comportamento elastopléastico:
o trecho elastico-linear, a regido de platd e a regido de densificacdo. Além disso, a curva
numerica consegue capturar com Otima precisdo outras caracteristicas associadas a curva
experimental, como a tensdo de pico que define o final do trecho elastico-linear e o inicio da
regido de platd, a presenca do relaxamento observado na regido de platé e, por fim, o inicio da
densificacdo que ocorre para um nivel de deformacéo de aproximadamente 0.31

A verificacdo da evolugdo do coeficiente de Poisson na fase de plastificagdo € essencial
para a calibracdo do material, uma vez que o controle desse parametro é fundamental para a

correta evolucgdo volumétrica da espuma.
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Figura 5.16 — Curvas Tensdo-Deformacdo — Alporas
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Fonte: Autor
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A Figura (5.17) apresenta a variagdo do coeficiente de Poisson em fungdo da deformacéo
real. Os valores experimentais foram plotados em termos de valor minimo, médio e maximo,
calculados a cada incremento de 0.05 de deformacao logaritmica plastica, conforme descrito
em Deshpande e Fleck (2000). No caso numérico, a medicdo seguiu metodologia semelhante,
com a Figura (5.17) exibindo tanto a evolucédo do coeficiente de Poisson pléastico em cada nivel
de deformacdo quanto seu valor médio.

Antes de comentar sobre o grafico da Figura (5.17), é importante ter ciéncia das
conclusdes alcancadas nos testes de sensibilidades apresentados anteriormente: para 0 modelo
proposto, e durante um ensaio de compressdo, a adogdo de coeficientes de encruamentos
isocaricos altos resulta em um aumento dos valores de Poisson. Em contrapartida, altos valores
de encruamento volumétrico promovem uma tendéncia de Poisson préximos a zero ou

negativos, indicando perda de volume devido a expulsdo dos vazios na espuma.
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Figura 5.17 — Evolucédo do Poisson — Alporas
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Fonte: Autor

Observa-se que o valor médio do coeficiente de Poisson situa-se dentro dos limites
experimentais, aproximando-se do valor minimo. De modo geral, 0 material apresenta um
coeficiente de Poisson elevado no inicio da plastificacdo, excedendo o valor do Poisson elastico.
Esse aumento inicial pode ser atribuido a predominancia dos efeitos de plasticidade isocérica
nessa fase, demonstrada pelo alto valor do coeficiente de encruamento isocérico. Com o
aumento dos niveis de deformacéo plastica, ocorre um equilibrio entre as contribuicdes de
plasticidade isocdrica e volumétrica, resultando na estabilizacdo do coeficiente de Poisson,
conforme ilustrado no gréfico da Figura (5.17).

Embora os valores do coeficiente de Poisson medidos numericamente na fase plastica
se encontrem dentro do intervalo experimental, observou-se uma tendéncia de afastamento em
relacdo ao valor médio encontrado no experimento. Esse desvio pode ser atribuido,
principalmente, a auséncia de um valor preciso para o coeficiente de Poisson elastico, o qual
foi adotado como 0.1, visto a inexisténcia de um valor especifico no trabalho consultado.

Essa incerteza em relagdo ao coeficiente de Poisson elastico é encontrada na literatura,
onde diferentes abordagens ressaltam aspectos distintos sobre o Poisson na fase elastica. Gibson

e Ashby (1988) afirmam que o coeficiente de Poisson elastico ndo depende da densidade
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relativa para espumas e que um valor de 0.33 pode ser adotado. Por outro lado, Ashby et al.
(2000) apresentam os valores de Poisson para Alporas em forma de faixa, sem comentar sobre
a relacdo com a densidade relativa. Por fim, os estudos de Kova“cik, Marsavina e Linul (2018)
indicam que o coeficiente de Poisson depende da densidade relativa, reduzindo conforme a
densidade relativa reduza. Esses estudos indicam que os intervalos de Poisson obtidos
numericamente podem ser ajustados com a utilizagéo de dados experimentais mais precisos.
Essa correcdo teria implicagdes diretas nos parametros de encruamento, levando a necessidade

de uma nova calibracdo para ajustes mais precisos da curva tensdo-deformacéo.

5.5.2 Exemplo 02 — Duocel (p,= 7%)

No segundo exemplo de validagdo do modelo constitutivo elastoplastico em grandes
deformacgdes, uma espuma com 93% de vazios € analisada. Trata-se de uma espuma
manufaturada do tipo Duocel, ver Figura (5.18), com células abertas de tamanho aproximado
de 2,5 mm. Os resultados experimentais também estdo disponiveis em Deshpande e Fleck
(2000).

Figura 5.18 — Espuma Duocel

Fonte: Ochsner e Lamprecht (2013)

Semelhante ao exemplo anterior, as medi¢Ges do Poisson durante o ensaio de
compressdo uniaxial foram realizadas em incrementos de aproximadamente 0.05 de
deformacdo logaritmica pléstica. Nesse contexto, os valores obtidos para o coeficiente de
Poisson plastico variaram entre 0.12 e 0.18 , com valor médio v, ,, = 0.15. As caracteristicas

fisicas e geométricas para o material estdo descritas nas Tabelas (5.2), (5.8) e (5.9).

Tabela 5.8 — Dados de Entrada Exemplo 5.5.2

Dados de Entrada
Poisson Elastico (v) 0.1
E T o 340 MPa, 0.285 MPa, 0.230 MPa
Fonte: Autor




Tabela 5.9 — Dados de Encruamento Exemplo 5.5.2

Intervalos 2% H¢ Intervalos 1%, Hbvel
0,000 < A% < 0.056 800000 1.260 < A%, 300000
38,499< A% < 56,835 100000
A% < 56,835 90000 200000
0.056< A% < 1,223, 80000 0,394< A9, < 1260
2,621< 24 <5,608 e
18,651< A¢ < 38,499
5,608 < ¢ < 18,651 70000 0,000 < A5¢, < 0,394 100000
1,223< 25 <2,621 50000

Fonte: Autor
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As curvas apresentadas no gréfico da Figura (5.19) representam uma comparagao entre

os resultados experimental e numérico da relacdo tensdo-deformagdo (verdadeiras) para a

espuma metalica analisada.

Tratando-se de um modelo com plasticidade volumétrica, além de se verificar a

correspondéncia entre as curvas tensdo-deformacdo, € importante compreender a variacao

volumeétrica da amostra durante o teste de compressao uniaxial, para tanto, as curvas do Poisson

em funcédo das deformacdes sdo plotadas na Figura (5.20).
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Figura 5.19 — Curvas Tensdo-Deformacéo — Duocel
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Fonte: Autor

Observa-se uma boa concordancia entre os dados experimentais e numéricos ao longo
de toda a curva. No inicio, ha um breve trecho linear, indicando a resposta elastica do material.
O aumento continuo da inclinacéo indica um comportamento de encruamento do material que
avanca até a densificacdo do mesmo. Todos os trechos sdo reproduzidos de forma satisfatoria
pela modelagem numeérica, o que indica que os parametros utilizados na simulacéo representam
bem o comportamento fisico observado.

O comportamento da curva que descreve a variacao do coeficiente de Poisson em fungéo
do nivel de deformacdo para a espuma Duocel exibe um padrédo similar ao observado para a
espuma Alporas, conforme ilustrado na Figura (5.20). Inicialmente, observa-se um aumento
acentuado do valor do coeficiente de Poisson. Com o incremento da deformagdo, ocorre uma
reducdo no valor do coeficiente de Poisson, que tende a se estabilizar proximo ao seu valor
elastico. Na fase de densificagdo, hd& um aumento subsequente desse valor, refletindo o
comportamento da espuma préximo ao de um sélido compacto, com o coeficiente de Poisson

convergindo para o da matriz sélida.
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Figura 5.20 — Evolucéo do Poisson - Duocel
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5.5.3 Exemplo 03 — Espuma de Aluminio (p,=59%)

12

Este é o ultimo exemplo de validacdo do modelo constitutivo elastopléastico em grandes

deformac6es que aborda a calibracdo em espumas metalicas. Nesta situacdo, o teste € realizado

em uma espuma composta de um material precursor espumavel de p6 de aluminio, p6 de silicio

e pd de hidreto de titanio, com a presenca de 41% de vazios, conforme a Figura (5.21). Os dados

e resultados experimentais estdo disponiveis em Duarte, Krstuvic-Opera e Vesenjak (2015).

Figura 5.21 — Espuma de Aluminio Inserida em um Tubo

Fonte: Duarte, Krstuvic-Opera e Vesenjak (2015).
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Diferente dos exemplos anteriores, a evolugdo do Poisson durante o ensaio de
compresséo uniaxial ndo foi informada no estudo experimental. Desta forma, outras fontes
foram adotadas para fins de comparacéo. As caracteristicas fisicas e geométricas para o material
estdo descritas nas Tabelas (5.2), (5.10) e (5.11).

Tabela 5.10 — Dados de Entrada Exemplo 5.5.3
Dados de Entrada

Poisson Eléstico (v) 0.33
Mddulo de Elasticidade (E) 450.6 MPa
Tensao de Escoamento Isocorica (7) 3.765 MPa
Tensao de Escoamento Volumétrica (o) 2.650 MPa

Fonte: Autor

Tabela 5.11 — Dados de Encruamento Exemplo 5.5.3

Intervalos 2% H* Intervalos 2%, Hbvol
0,000 < A5 < 0,428 1800000 0,000 < 435, < 0,049 4000000
0,428< A% < 2,267 850000 0,049 < 2%, <0,189 3000000
2,267 < A° < 6.852 750000 0,189 < A%, < 0,407 2900000

6.852 < A% < 37,285 450000 0,407 < 2%, <0,710 3000000
37,285 < A% < 63,092 300000 0,701 < 1%, < 0,989 4000000
63,092< A° < 79,488 250000 0,989 < A%, <1,498 8000000
79,488< A% < 152,228 300000 1.498 < 2%, 9000000
152,228 < A% < 483,782 400000
483782 < A° 300000

Fonte: Autor

No estudo experimental de Duarte, Krstuvic-Opera e Vesenjak (2015), diferentemente
dos exemplos (5.5.1) e (5.5.2), os autores obtiveram diretamente a curva tensdo-deformacéo
nominal para a espuma metélica.

Uma distingdo adicional em relacdo aos exemplos anteriores consiste na escolha do
coeficiente de Poisson elastico. Enquanto naqueles exemplos utilizaram-se valores

relativamente menores para o coeficiente de Poisson na fase elastica em relacdo ao do material
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solido, nesta analise foi adotado um coeficiente de Poisson elastico de 0.33, em conformidade
com as recomendacdes de Gibson e Ashby (1988). Essa escolha € justificada pela densidade
relativa da espuma metalica em questao, 59%, o0 que aproxima o comportamento mecanico do
material poroso ao de materiais solidos, fato esse ja constatado nos estudos de Kovacik,
Marsavina e Linul (2018) e Rodrigues et al., (2004).

Vale ressaltar que a calibracdo deste material inclui a utilizagdo de vérios intervalos de
encruamento volumeétrico, isso pode estar associado a baixa porosidade da espuma quando
comparada as espumas do tipo Alporas e a Duocel. Outra possibilidade para esse
comportamento é o alto valor do coeficiente de Poisson elastico adotado para a simulagéo
numerica.

As curvas apresentadas na Figura (5.22) ilustram a comparacdo entre os resultados
experimentais e numéricos para a relacdo tensdo-deformacdo nominal da espuma metalica
estudada, evidenciando a qualidade do modelo numérico na reprodugdo do comportamento
observado experimentalmente.

A variacdo volumétrica da amostra durante o teste de compressdo uniaxial é melhor
compreendida pela obtencdo da curva do Poisson em funcdo das deformacdes de acordo com a
Figura (5.23).

Figura 5.22 — Curvas Tensdo-Deformacéo — Espumas de Aluminio
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Fonte: Autor
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Figura 5.23 — Evolucao do Poisson — Espuma de Aluminio
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Fonte: Autor

Observa-se que, apesar da variabilidade presente na curva de evolucdo do coeficiente
de Poisson, ha uma clara tendéncia de recuperacdo do valor do coeficiente elastico a medida
que ocorre a densificacdo da espuma. Esse comportamento pode ser justificado pelo fato de
que, com o aumento da densidade relativa, 0 material perde progressivamente sua fracdo de
vazios, resultando em um comportamento mecanico mais préximo ao da matriz sélida. Na
simulacdo numérica esta densificacdo foi reproduzida pelo aumento do endurecimento
volumétrico, a medida em que a deformacdo evoluiu. Consequentemente, o coeficiente de
Poisson também converge para valores caracteristicos do material base, refletindo a reducédo

dos efeitos microestruturais associados a porosidade.

5.5.4 Exemplo 04 — Espuma de Polipropileno (p, = 6%)

Neste exemplo, uma espuma de polipropileno é analisada. Para esta situacao, a espuma
de polipropileno (PP) é formada por estruturas de celulas fechadas, com densidade relativa de
6% e densidade do Polipropileno (s6lido) igual 0.95 g/cm3, utilizada para isolamento térmico e

absorcéo de impacto, ver Figura (5.24).
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Figura 5.24 — Espuma de Polipropileno, densidade relativa = 6%

5mm imm

Fonte: Yonezu et al. (2016)

O estudo experimental encontra-se disponivel em Yonezu et al. (2016). Nesse estudo, 4
corpos de provas foram submetidos a um teste de compresséo e a curva tensao-deformacéo
nominal foi obtida para cada uma dessas amostras. Os dados de entrada utilizados para a

simulacdo numérica se encontram nas tabelas a seguir e na Tabela (5.2).

Tabela 5.12 — Dados de Entrada Exemplo 5.5.4

Dados de Entrada
Poisson Elastico (v) 0.33 Gibson e Ashby (1988)
E 70 39.2 MPa, 0.3 MPa, 0.2 MPa
Fonte: Autor

Tabela 5.13 — Dados de Encruamento Exemplo 5.5.4

Intervalos 25! H Intervalos 2°* H? Intervalos 1%, Hbve!

0.000<2%1<0.129 100000 0.000< 252<0.136 100000 0.000 < <0.102 0

vol

0.129 <251 <0.326 0 0.136 < 2% <0.356 0 0.102 < A%, <0.221  -17000

vol

0.326 <251 <0.955 16000 0.356 <252 <1.135 16000 0221 < <0.296 -20000

uol

0.955 <251 <1.386 40000 1.135< 252 <1.727 40000  0.296 < A%, <0.360 -19480

vol

1.386 <251 < 1.635 50000 1.727 < 252 <2.083 50000  0.360 < A%, <0.411  -14000

vol

1.635<251<1.921 10000 2.083 < 25%2 <2.508 10000 0.411 < 200000

vol

1.921 < 291 20000 2,508 < 251 20000

Fonte: Autor
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Os dados referentes aos intervalos de encruamento volumétrico demonstram maior
sensibilidade do material polimérico ao campo de tensGes hidrostatica. Nota-se, inclusive a
presenca de encruamentos negativos, que remete a perda de resisténcia no volume. Com relacéao
aos parametros de encruamento isocoricos, intervalos diferentes foram definidos para cada
direcdo isocorica, 0 que também remete a maior sensibilidade do comportamento do material &
componentes isocoricas de deformacdo. Concluindo que a calibracdo de materiais poliméricos
de natureza porosa apresenta dificuldades adicionais.

As curvas apresentadas na Figura (5.25) ilustram a comparacdo entre os resultados
experimentais e numéricos da relacdo tensdo-deformacdo nominal para a espuma polimérica
estudada.

A partir da analise da figura apresentada, nota-se que todos 0s ensaios experimentais e
0 modelo numérico apresentam uma resposta inicial semelhante, caracterizada por um
crescimento linear, que faz referéncia a fase elastica do material.

Com relacéo aos dados experimentais, observa-se a existéncia de uma dispersao entre
os trés conjuntos de dados, indicando variacdes no comportamento do material ou diferencas
nas condicdes de teste.

De modo geral, 0 modelo numérico reproduz razoavelmente bem o comportamento
médio dos ensaios experimentais, principalmente na regido de platd. No entanto, ha uma
discrepéncia significativa na regido do pico de tenséo, onde os valores numericos subestimam
as tensdes experimentais mais altas. Embora a tendéncia geral do modelo numérico seja
coerente com 0s dados experimentais, ajustes nos parametros constitutivos, como limites de

plasticidade, parametros de encruamento seriam necessarios.
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Figura 5.25 — Curvas Tensdo-Deformacdo — Espumas de Polipropileno com densidade relativa = 6%
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Fonte: Autor

Em resumo, a figura demonstra que o modelo numérico utilizado é capaz de capturar as
principais caracteristicas do comportamento do material em compresséo, com boa concordancia
qualitativa e quantitativa em grande parte do intervalo de deformacdes. As diferencas
observadas no pico de tensdo indicam a necessidade de refinamento adicional para representar
com maior precisdao as variacdes experimentais. Como a densidade relativa do material é
excessivamente baixa, h& necessidade de estudos mais aprofundados para se identificar a
representatividade do uso de um modelo continuo para sua representacao mecanica. Entretanto,
conforme serda mostrado no proximo exemplo, talvez ndo apenas a densidade relativa influencie
na capacidade de se utilizar modelo continuo, mas também o processo de fabricacdo e a
disposicao topologica das células da espuma.

A seguir, Figura (5.26), sdo apresentadas a evolucdo do Poisson plastica a cada
incremento de 0.1 de deformacéo.

No estudo experimental, foi aplicado um nivel de deformacéo de até 70%. Em contraste,
a calibracdo e validacdo numérica foram realizadas considerando um nivel de deformacao

méaximo de 30%. A partir desse limite, que marca o inicio do regime de densificacdo do
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material, o controle do pardmetro de Poisson plastico tornou-se mais complicado, devido a
maior sensibilidade do modelo as mudangas no comportamento mecanico nessa faixa de

deformacéo.

Figura 5.26 — Evolucéo do Poisson — Espumas de Polipropileno com densidade relativa = 6%
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Fonte: Autor

A evolucdo do Poisson Plastico na simulacdo numérica mostra uma tendéncia de
crescimento conforme crescem as deformacdes. Para os niveis de 10 e 20% de deformacdo o
valor numérico encontrado se aproxima mais dos valores médios experimentais. Para 30% de
deformacdo, o Poisson plastico tende ao limite superior medido experimentalmente.
Reforcando o comentario feito anteriormente, relacionado a dificuldade em se controlar o
Poisson para nivel mais altos de deformacéao. Apesar disto, para o nivel de deformacéo aplicado

na simulagdo numeérica, observa-se uma evolugdo do Poisson razoavelmente boa.

5.5.5 Exemplo 05 — Espuma de Polipropileno (p, =9.5%)

Para este exemplo, a espuma de polipropileno analisada possui uma densidade relativa

de 9.5%. Como no exemplo anterior, a espuma é formada por estruturas de células fechadas.
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O teste de compressdo foi realizado em amostras cUbicas com arestas iguais a 24 mm, conforme
Figura (5.27).

Figura 5.27 — Espuma de Polipropileno, densidade relativa = 9.5 %

\.

Fonte: Vioti, Beani e Lataillade (2005)

O estudo experimental descrito por Viot, Beani e Lataillade (2005) fornece as bases para
a andlise apresentada. Os dados de entrada utilizados na simula¢do numérica estdo detalhados
nas tabelas subsequentes e na Tabela (5.2). Observa-se que o mddulo de elasticidade obtido
para a espuma com 9.5% de densidade relativa (utilizada neste exemplo) € menor do que o valor
para a espuma com 6% de densidade relativa do exemplo anterior, embora esses valores sejam
proximos. Segundo a literatura, espera-se que a medida que a densidade relativa aumente, o
maodulo de elasticidade também aumente, uma vez que a espuma contém uma maior quantidade
de material solido, como comentado em Gibson e Ashby (1988). Portanto, a diferenca
observada pode sugerir a presenca de inconsisténcias nas medicOes realizadas ou indicar que
outros fatores, como a estrutura da célula ou o processo de fabricagdo, influenciam no

comportamento mecanico da espuma.
Tabela 5.14 — Dados de Entrada Exemplo 5.5.5
Dados de Entrada
Poisson Elastico (v) 0.33 Gibson e Ashby (1988)
E 7o 35 MPa, 0.4 MPa, 0.31 MPa
Fonte: Autor

Tabela 5.15 — Dados de Encruamento Exemplo 5.5.2

Intervalos 2% H¢ Intervalos A5, Hivel
0.000 < A5 <0.063 1500000 0.000 < 255, <0.098 500000
0.063 < 25 <0.290 200000 0.098 < A5, <0.222 351000
0.290 < 25 <1.021 140000 0.222 < 255, 348000

1.021<2¢ 120000

Fonte: Autor
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As curvas tensdo-deformagcao para a analise numérica e experimental, para um nivel de

aproximadamente 0.36 de deformagcdo real sdo plotadas no gréfico da Figura (5.28).

Figura 5.28 — Curvas Tensdo-Deformagdo — Espumas de Polipropileno com densidade relativa = 9.5%
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Como pode ser visto na Figura (5.28), para o nivel de deformacdo aplicado, o0 modelo
numeérico reproduziu satisfatoriamente o resultado experimental para a espuma polimérica de
polipropileno. No entanto, observa-se que o modelo subestima ligeiramente os valores na regiéo
de transicdo entre os regimes elastico e plastico e, por outro lado, superestima os resultados na
fase de platd. Esses desvios, embora presentes, ndo sdo substanciais a ponto de comprometer a
validagéo geral do modelo para essa espuma.

A seguir sdo mostrados os valores dos Poisson obtidos no modelo numérico durante a

simulacdo.
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Figura 5.29 — Evolucdo do Poisson — Espumas de Polipropileno com densidade relativa = 9.5%
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Fonte: Autor

Os valores de Poisson numéricos obtidos estdo dentro ou préximo do intervalo
experimental, sendo que a medida que a deformacdo aumenta, o Poisson calculado
numericamente tende a se afastar dos valores experimentais, representando uma densificacdo

precoce associada aos encruamentos calibrados para a curva tensao/deformagéo.
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6  CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi proposto, desenvolvido e implementado um modelo constitutivo
original para analise elastoplastica de meios com vazios, aplicado principalmente na
modelagem de espumas metalicas e poliméricas.

Conforme demonstrado pelos exemplos, as implementa¢Ges computacionais basicas
necessarias para os desenvolvimentos pretendidos foram realizadas com éxito. 1sso inclui o0s
modelos hiperelastico e elastoplastico isocorico, utilizando-se a decomposi¢do multiplicativa
de Flory.

Quanto ao modelo alternativo elastoplastico volumétrico proposto, este se mostrou
eficaz na reproducdo do comportamento mecanico das espumas metalicas e poliméricas
simuladas. Como resultado importante e original, verificou-se que o coeficiente de Poisson na
fase plastica depende da evolucdo combinada das deformacgdes plasticas isocéricas e
volumeétrica. Estas, por sua vez, dependem da relagdo entre os endurecimentos isocoricos e
volumeétrico.

Da originalidade da proposta afloraram conceitos também originais que trouxeram
dificuldades em suas defini¢des e observagdes numéricas, dificultando a calibracdo do modelo,
principalmente em espumas poliméricas, onde a topologia estrutural das células podem gerar
grande variacao no coeficiente de Poisson plastico, principalmente quando a densidade relativa
é muito baixa.

Em relagdo ao processo de calibragdo, constatou-se, de maneira geral, a auséncia de
dados experimentais representativos, principalmente que fornecessem informagdes precisas
sobre a evolucdo do coeficiente de Poisson plastico, grandeza essencial para a boa modelagem
numérica. Assim, a presente pesquisa sinaliza a necessidade de se incluir medidas efetivas da
evolucdo do coeficiente de Poisson plastico na caracterizacdo experimental de espumas,
principalmente aquelas empregadas em dispositivos de absor¢édo de energia por impacto, onde
a evolucdo pléstica é bem grande e a fase de densificacdo pode ser atingida.

Por fim, conclui-se que os objetivos estabelecidos nesta pesquisa foram atingidos
trazendo novos horizontes ao estudo de espumas em regime de grandes deformacgdes.
Reforcando-se que foi desenvolvido um modelo constitutivo alternativo para grandes
deformaces, contemplando a degeneragdo plastica volumétrica relevante para espumas
metalicas e poliméricas. O modelo incorporou, com sucesso, a plasticidade isocérica
combinando as superficies de ruina, e foi validado com dados experimentais da literatura para

materiais porosos.
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Como sugestdes para trabalhos futuros que expandam a aplicagdo do modelo proposto
nesta pesquisa, destaca-se a inclusao de efeitos térmicos no comportamento das espumas. Além
da ampliacdo do modelo para meios porosos, incluindo o desenvolvimento de uma modelagem

tridimensional que represente 0 processo de adensamento viscoso inerente a esses materiais,

principalmente quando saturados.
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APENDICE A — Especificacbes do Programa

O codigo foi implementado na linguagem Fortran 90, utilizando o VSCode como
interface e o compilador livre GFortran. O pré-processamento, que consiste essencialmente na
construcdo de uma malha de elementos finitos para a discretizagdo do dominio do problema,
foi realizado mediante o uso do software Gmsh, versdo 4.12.2 dos autores Geuzaine, C. e
Remacle, J., (2024) e do software Excel. O p6s-processamento, para visualizacao, interpretacdo
e analise dos resultados numericos obtidos, foi realizado mediante a utilizac&o do software livre
AcadView, versdo 3.0 (Paccola e Coda, 2018), assim como recursos da biblioteca de
visualizacdo Matplotlib existente em Python para geracédo de resultados graficos. A utilizacdo
desse recurso se deu mediante a utilizacdo da plataforma Anaconda.

Além disso, outros recursos foram utilizados para melhor desempenho do programa,
seja em termos de economia de memoria ou reducdo do tempo de processamento. Para o
desenvolvimento do codigo computacional, a biblioteca sparseSET (Piedade e Paccola, 2020),
juntamente com o solver superLU (Demmel et al., 1999; L1 et al., 1999), foram utilizados para
geracdo e armazenamento de matrizes esparsas e resolucédo de sistemas de equacoes lineares. A
reducdo do tempo de processamento se deu também com a utilizacdo de técnicas de
paralelizacdo, utilizando as diretivas existentes em OpenMP (Dagum e Menon, 1998). Em
algumas situacdes, a exemplo da rotina para converter tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie em tensdes de Cauchy ou para a obtencao do vetor de aceleragdo inicial, em problemas
dindmicos, a biblioteca LAPACK (Anderson et al., 1999) foi utilizada.
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APENDICE B - Funcdes de Forma Elemento Tetraédrico

No inicio da subsecdo (3.1), apresentou-se um exemplo simples para a deducdo das
funcbes de forma associadas a um elemento de barra.

Neste apéndice sdo detalhados os elementos tetraédricos utilizados neste estudo para
modelar os solidos de interesse. Esses elementos, assim como os triangulares aplicados em
estruturas planas, apresentam algumas vantagens em comparagdo com outras geometrias, pois
se adaptam melhor as formas das estruturas e dos solidos e possuem polindmios completos que
evitam a geracdo do fendmeno "hourglass".

O fendmeno "hourglass" é comumente observado em elementos quadrilateros ou
hexaédricos e corresponde a presenca de termos cruzados de ordem superior a aproximacao
pretendida. Em solucOes estaticas, eles podem levar a singularidade da matriz de rigidez
montada para certas condic¢Oes de contorno (Belytschko et al., 1984).

Para a geracdo das funcbes de forma associadas ao elemento tetraédrico, considere o
elemento representado na Figura (B.1), posicionado no sistema de coordenadas adimensionais
3D, onde as coordenadas &4, €,, €5 variam em um intervalo fechado [0, 1].

As implementacOes realizadas admitem a utilizacdo de elementos triangulares com trés
graus de interpolacdo: linear, quadratica e cubica. Em cada um desses casos é necessario
considerar um polindmio completo derivado conforme a regra de Pascal para deduzir as func¢oes
de forma @ correspondentes a cada no L.

Na Equacdo (B.1), por exemplo, é apresentado o polindmio completo utilizado para
calcular as funcGes de forma para o elemento tetraédrico com interpolacdo linear, onde 0s
coeficientes a;, b;, c; e d; sdo as constantes que serdo determinadas de modo a satisfazer as
duas condic¢des necessarias, discutidas na subsecdo (3.1), sobre a deducéo das funcdes de forma.
Nas Equagdes (B.2) e (B.3) séo apresentados os polindmios completos para o elemento

tetraédrico com interpolacdo quadratica e cubica.
(I’l(é) = q +bl£1 + C &2 +dl€3 (Bl)
D(8) = a;+ bigy + e + dies + e + fie2 + gies® + herer + (18185 + jiEa83 (B.2)

(&) = a;+bey + cgx + dies + eE® + fig22 + gi&st + hErgs + iE183 + €283
+ kie® + Le® + mes® + meile; + 0,8%8 + pieles + questes (B.3)

+ neiles + SE163° + t)E18283
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Por questdo de brevidade, desenvolve-se apenas o0 processo de obtencgéo das fungdes @
para o caso de interpolacdo quadratica. Considerando a Figura (B.1) e sabendo que 0s nés 5, 6,
7, 8, 9 e 10 se encontram no centro dos eixos coordenados, aplica-se as coordenadas

correspondentes a cada ponto do elemento no polindmio da Equacéo (B.2).

Figura B.1 — Elemento Solido Tetraédrico Quadratico

48
i

Fonte: Autor (2025)

Ap0s a aplicagdo das coordenadas, juntamente com a imposicdo de que 0s polinémios
devem assumir o valor unitario em seus respectivos nés e zero nos demais, sdo formuladas dez
equacOes polinomiais. Essas equacdes podem ser organizadas em forma matricial, conforme

demonstrado na Equacéo (B.4).

1 0 0 0 0 0 0O 0 0 O
11001000000
101 0 0 1 0 0 0O
10 01 0 01 0 0 O|far a a3 a, as ag a; ag Qg Qg
Ll 00 Y 00 0 0 ol B2 s beobs b b by b by
2 4 €1 € (G G C C C; Cg Cg (g
oo i o o0t 00 oft B od dodsododr dyody dy
[ ]_ 2 4 €1 € €3 €, €5 € €; €g €9 €
B 1 1 h o i o s fo fr fo fo fio
100 -0O0-1000O0 .
0 1 2 4 91 92 93 Y9a Gs YGs 97 Y9s Yo Y1o (B4)
1 1 1 0 1 1 0 1 00 hy h, hs hy hs he h; hg hy hy
2 2 4 4 4 ip G i3 iy U5 de Iy Ig Iy iy
1 11 1 T A J2 s Ja Js e J7 Js Jo Jrod
1 — — = — —
2 0 2 4 0 4 0 4 0
1o 1 1 0 1 1 0 0 1
L 2 2 4 4 4
= [I] = [A] - [C]
Ou de forma compacta:
1] = [41-[c] (B5)

Para encontrar as incognitas da equacdo matricial (B.5), multiplica-se a inversa da

matriz [A] pela matriz identidade [I]. Com os valores dos coeficientes encontrados, realiza-se
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o produto da transposta da matriz de coeficientes, [C]", pelas variaveis do polinémio da
Equacdo (B.2). Isso permite escrever as dez funcbes de forma, conforme mostrado nas
Equacdes (B.6) e (B.7).

@, 1 0 0 0O 0O 0 0 0 0 O
b, -3 -1 0 0 4 0 0 000 O & €
D -3 0 -1 0 0 4 0 00O & &2
@, -3 0 0 -1 0 0 4 0 0 0 83 fg
| |2 2 o o -4 0 0 000 &g | _ 1) &
12 (712 0o 2 0 0 —4 0 00 of)e (" K)eaq (B.6)
@, 2 0 0 2 0 0 -4 000 €2 g2
b 4 0 0 0 -4 —4 0 4 0 0 [ge 18,
@, 4 0 0 0 -4 0 -4 0 4 0 |ge, P
b1, L4 0 0 0 0 -4 —4 0 0 4 \ge £,65
(€3+€2+(€1_1))(283+282+(281_1))
1
b, (‘5”1)81
b, 1
d)3 (_E+£2)£2
d)4 1
» (~2+es)e
Lo = 2 ) (B.7)
d)6 _481(83 + 82 + (81 - 1))
7
d)s _482(83 + 82 + (81 - 1))
d)g —483(83 + 52 + (51 - 1))
P10 4¢.8,
4¢84
4e,64

Nas Equacbes (B.8) e (B.9), as funcBes de formas sdo apresentadas para os graus de

interpolacdo linear e cubico.

D, —(g+te+e)+1
Py _ & B.8
¢3 - &y ( )
P, &3
- (((53 +(e2+ (&1 — 1)) (353 + (32 + Bey — 2)))) (325 + (32, + (32, — 1)))>
2
9¢3 9¢2
Sea-(3)
3 2
@, % . (2%
@, 2t ( 2 >
@3 9¢3 9¢?
ol 2 e\ (B9)
5
o 9¢, ((53 +e&+ (g — 1))(353 +3¢&, + (35, — 2)))
CD7 2
()
8 - (982 ((382 - 1)(53 + & + (51 - 1))))
2
9e,63(3e, — 1)
2
95253(353 - 1)

2



(963 (o3 + exter = D)(Ges — 1)

2

983 ((83 + &+ (81 - 1))(383 + 382 + (381 - 2)))

+18¢?

2
9¢, (((351 —Deg + Bey — Dey + B(ef) + 1)))
2
9¢y ((53 +e+ (81— 1))(3e3 + 38, + (381 — 2)))

2

9¢,85(3e, — 1)
2

98183(383 - 1)
2

9¢,6,(35, — 1)
2

95251(382 - 1)
2

- (278283(83 +e+ (e — 1)))
- (278182(83 te&+ (e — 1)))

- (278183(83 +e+ (e — 1)))
27515253

143

(B.9)
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APENDICE C — Funcdes de Forma Elemento Prismatico

Um processo semelhante ao utilizado para obter as funcdes de forma do elemento
tetraédrico, descrito no apéndice anterior, pode ser empregado para o elemento prismético, com
uma etapa adicional, como serd mostrado a seguir.

Considerando o elemento triangular com interpolacao linear mostrado na Figura (C.1)

composto por trés nos, cujas coordenadas estdo no espaco adimensional. &1, é2.

Figura C.1 — Elemento Triangular com Interpolacéo Linear

2 A

3 01

2

1 ®
(0'0) (1,0) ’ fl

Fonte: Autor (2025)

Seguindo a mesma sequéncia de desenvolvimento apresentada nas Equactes (B.2),

(B.4) a (B.9), encontra-se as funcbes de forma para o elemento da Figura (C.1), conforme a

?q =& -6 +1
By
D3 P

equacao a seguir:

Com base nas fungdes de forma associadas ao elemento de barra linear (Referenciado
agora pelo eixo adimensional &;) e descritas nas Equacdes (3.4) e (3.5) e considerando as
fungdes de forma do elemento triangular com interpolagéo linear, definidas na Equagdo (C.1).
Deriva-se as 6 fungdes de forma correspondentes ao elemento prismatico com interpolacéo
linear tanto na base quanto na altura.

Para esse procedimento, utiliza-se a multiplica¢do distributiva, onde cada funcéo de
forma do elemento de barra atua como multiplicador das fungbes de forma do elemento
triangular. O conjunto completo das 6 fungdes resultantes estd explicitamente apresentado na
Equacdo (C.2).



i+ -DE-D

2
-3 —1)
(o} 2
(,] - D
@3 _ 2
@, (=& -6+ DE+1)
(O 2
Pe 16+ 1)
2
$(6s+1)
2
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(C.2)

Para obter as func6es de forma para o elemento prismatico com interpolacdo cubica na

altura e linear na base, faz-se o produto de cada funcdo de forma do elemento triangular linear,

descritas na Equacdo (C.1), pelas fungdes do elemento de barra com interpolacdo clbica que

podem ser obtidos a partir da Equacéo (3.3), resultando nas 12 fungdes de forma a seguir:

(—0.563 &3 + 0.563 &2 + 0.063 & — 0.063) (=&, — &, + 1)
£ (—0.563 £3 + 0.563 £2 + 0.063 &5 — 0.063)
£,(—0.563 £3 + 0.563 £2 + 0.063 & — 0.063)

(1.688 €3 — 0.563 £2 — 1.688 &; + 0.563) (=&, — &, + 1)
£, (1.688 &3 — 0.563 £2 — 1.688 &; + 0.563)
£,(1.688 £3 — 0.563 £2 — 1.688 &, + 0.563)

1
(—1.688 &3 — 0.563 £2 + 1.688 &; + 0.563)(—&, — &, + 1)

£, (—1.688 £3 — 0.563 £2 + 1.688 &, + 0.563)
£,(—1.688 €3 — 0.563 £2 + 1.688 &, + 0.563)
(0.563 €3 + 0.563 &2 — 0.063 & — 0.063) (=&, — &, + 1)
£,(0.563 &3 + 0.563 £2 — 0.063 & — 0.063)
£,(0.563 £3 + 0.563 £2 — 0.063 &5 — 0.063)

. (C.3)

A representacdo do elemento prismatico pode ser visualizada na Figura (C.2).

Figura C.2 — Elemento Prismético Genérico

563

Fonte: Adaptado de Carrazedo e Coda (2017)
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ANEXO A — Tabela com Pontos de Integracdo para o Elemento Tetraédrico

Tabela A.1 — Pontos de Integracdo para o Elemento Finito Tetraédrico

Interpolacédo & &, & Peso(w)
0.1381966011250 0.1381966011250 0.1381966011250 0.0416666666667
Elemento 0.5854101966250 0.1381966011250 0.1381966011250 0.0416666666667
Linear 0.1381966011250 0.5854101966250 0.1381966011250 0.0416666666667
0.1381966011250 0.1381966011250 0.5854101966250 0.0416666666667
0.2500000000000 0.2500000000000 0.2500000000000 0.0302836800000
0.0000000000000 0.3333333000000 0.3333333000000 0.0060267860000
0.3333333000000 0.0000000000000 0.3333333000000 0.0060267860000
0.3333333000000 0.3333333000000 0.0000000000000 0.0060267860000
0.3333333000000 0.3333333000000 0.3333333000000 0.0060267860000
0.7272727000000 0.0909090900000 0.0909090900000 0.0116452500000
Elemento 0.0909090900000 0.7272727000000 0.0909090900000 0.0116452500000
Quadratico ~ 0.0909090900000 0.0909090900000 0.7272727000000 0.0116452500000
0.0909090900000 0.0909090900000 0.0909090900000 0.0116452500000
0.4334498000000 0.4334498000000 0.0665501500000 0.0109491400000
0.4334498000000 0.0665501500000 0.4334498000000 0.0109491400000
0.4334498000000 0.0665501500000 0.0665501500000 0.0109491400000
0.0665501500000 0.4334498000000 0.4334498000000 0.0109491400000
0.0665501500000 0.4334498000000 0.0665501500000 0.0109491400000
0.0665501500000 0.0665501500000 0.4334498000000 0.0109491400000
0.2146028712590 0.2146028712590 0.2146028712590 0.0066537917097
0.3561913862230 0.2146028712590 0.2146028712590 0.0066537917097
0.2146028712590 0.3561913862230 0.2146028712590 0.0066537917097
0.2146028712590 0.2146028712590 0.3561913862230 0.0066537917097
0.0406739585346 0.0406739585346 0.0406739585346 0.0016795351759
0.8779781243960 0.0406739585346 0.0406739585346 0.0016795351759
0.0406739585346 0.8779781243960 0.0406739585346 0.0016795351759
0.0406739585346 0.0406739585346 0.8779781243960 0.0016795351759
0.3223378901420 0.3223378901420 0.3223378901420 0.0092261969240
0.0329863295732 0.3223378901420 0.3223378901420 0.0092261969240
0.3223378901420 0.0329863295732 0.3223378901420 0.0092261969240
Elemento 0.3223378901420 0.3223378901420 0.0329863295732 0.0092261969240
Cubico 0.0636610018750 0.0636610018750 0.2696723314580 0.0080357142857
0.0636610018750 0.2696723314580 0.0636610018750 0.0080357142857
0.0636610018750 0.0636610018750 0.6030056647920 0.0080357142857
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0.0636610018750
0.0636610018750
0.0636610018750
0.2696723314580
0.2696723314580
0.2696723314580
0.6030056647920
0.6030056647920
0.6030056647920

0.6030056647920
0.2696723314580
0.6030056647920
0.0636610018750
0.0636610018750
0.6030056647920
0.0636610018750
0.0636610018750
0.2696723314580

0.0636610018750
0.6030056647920
0.2696723314580
0.0636610018750
0.6030056647920
0.0636610018750
0.2696723314580
0.0636610018750
0.0636610018750

0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857
0.0080357142857

Fonte: Akin (2005) e Keast (1986).
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ANEXO B — Tabela com Pontos de Integracdo para o Prismatico

Tabela B.1 — Pontos de Integracdo para o Elemento Finito Prismatico

Pontos de Hammer

Pontos de Gauss

Interpolacéo (altura)
&1 &, Peso(w) & Peso(w)
Elemento Linear 1/6 1/6 1/3
0.5773502692 1
4/6 1/6 1/3
0.5773502692 1
1/6 4/6 1/3
& ¢, Peso(w) & Peso(w)
Elemento Linear (Base) — 0.8611363115 0.3478548451
o 1/6 1/6 1/3
Cubico (Altura) -0.8611363115 0.3478548451
4/6 1/6 1/3
0.3399810435 0.6521451548
1/6 4/6 1/3
-0.3399810435 0.6521451548

Fonte: Ribeiro (2004)
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