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RESUMO

LOPES, W.C. Formulagao espago-tempo do método dos elementos finitos para
problemas dindmicos de elasticidade bidimensional com grandes
deslocamentos. 2023. 136p. Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

A demanda por simulagoes numéricas de problemas de dinamica dos s6lidos e das estruturas
se faz presente em diversas areas da engenharia, exigindo o desenvolvimento continuo de
métodos que sejam mais precisos e aplicaveis a uma maior gama de problemas, ao mesmo
tempo em que sejam computacionalmente mais eficientes. Essa demanda torna-se mais
relevante quando trata-se de problemas com grandes deslocamentos, demandando uma
analise geometricamente nao linear. Nesse contexto, este trabalho trata do desenvolvimento
e a implementacao de uma formulacdo do método dos elementos finitos espacgo-tempo,
baseada em posicoes, para a solugao de problemas de elasticidade bidimensional em
regime de grandes deslocamentos e em situacao de contato. Diferentemente dos métodos
tradicionais de marcha no tempo, que sdo combinados com o método dos elementos finitos
aplicado apenas a discretizagao espacial, a formulacao espaco-tempo trata o problema
dindmico incorporando o tempo como uma dimensao do seu espaco finito de fungoes, e
portanto, o tempo também ¢é discretizado pela técnica de elementos finitos. A malha espaco-
tempo empregada neste trabalho ¢ do tipo estruturada na direcao do tempo, possibilitando
a divisao do dominio espago-tempo em placas espago-tempo, propagando as informagoes no
sentido do eixo temporal. Os elementos finitos adotados sdo prismaticos de base triangular
correspondente a discretizagao espacial e altura correspondente a discretizacao temporal,
sendo as fungoes de forma espaco-tempo dadas pelo produto das fun¢ées de forma do tipo
polinémios de Lagrange adotadas para os elementos triangulares de discretizagao espacial,
com fungoes de forma baseadas em polinomios de Hermite, definidas ao longo da altura
do prisma, para a discretizacao temporal. Isso permite a imposicao direta das velocidades
iniciais de forma forte, e aliado a discretizagdo em placas espago-tempo, permite a solucgao
sequencial das placas, impondo-se os resultados finais da placa anterior como condigoes
iniciais para a placa atual. O tamanho do sistema a ser resolvido ¢ limitado aos graus de
liberdade atuais de uma placa espago-tempo, a saber: posi¢gdo atual e velocidade atual
de cada né. Diferentes formas de se considerar as fungoes teste conduzem a integradores
temporais com diferentes caracteristicas. Com base em referéncias bibliograficas, sao
testados diversos integradores para a solucao de um sistema massa-mola de um grau
de liberdade, sendo que dois integradores incondicionalmente estaveis sao selecionados
e aplicados para a solugao do problema de elastodinamica bidimensional com grandes
deslocamentos. Através da simulagao de exemplos selecionados, e da comparagao com
solugbes obtidas pelos métodos de Newmark e a-generalizado, demonstra-se a robustez da
formulagao proposta, bem como sua precisao, que alcanga quarta ordem.

Palavras-chave: método dos elementos finitos espaco-tempo; formulagao posicional; nao-
linearidade geométrica; contato estrutural; métodos de marcha no tempo.






ABSTRACT

LOPES, W.C. Space-time formulation of finite element method for
two-dimensional large displacement elasticity dynamic problems. 2023. 136p.
Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2023.

The demand for numerical simulations of solids and structural dynamics problems is
present in several areas of engineering, and even though computational solids and structural
dynamics has achieved maturity, there is a continuous demand for more accurate methods,
applicable to a wider range of problems, and at same time, computationally more efficient
and faster. This demand becomes more relevant when dealing with large displacements
problems, requiring geometrically non-linear analysis. In this context, this work presents
the development and implementation of a formulation of the space-time finite element
method, based on positions, for the solution of two-dimensional elasticity problems with
large displacements and in contact situation. Unlike the traditional time marching methods,
which are combined to the finite element method applied only to spatial discretization,
the space-time formulation deals with the dynamic problem by incorporating time as a
dimension of the finite space of functions, and therefore, time is also discretized by the finite
element technique. The space-time mesh used in this work is structured in time direction,
allowing the division of the space-time domain into space-time slabs, propagating the
information in the direction of the temporal axis. The adopted finite elements are prismatic
with a triangular base corresponding to the spatial discretization and height corresponding
to the temporal discretization, so that the space-time shape functions are given by the
product of the Lagrange polynomial shape functions adopted for the triangular elements
of spatial discretization, with Hermite polynomials based shape functions defined along
the height of the prism, for time discretization. This allows the direct imposition of the
initial velocities in a strong way, and together with the discretization in space-time slabs,
allows the sequential solution of the slabs, imposing the final results of the previous one
as initial conditions for the current one. The size of the system to be solved is limited to
the current degrees of freedom of a space-time slab, namely, current position and current
velocity of each node. Different ways of considering the test functions lead to temporal
integrators with different numerical characteristics. Based on bibliographical references,
several integrators are tested for the solution of a mass-spring system with one degree of
freedom, such that two unconditionally stable integrators are selected and applied for the
solution of the two-dimensional large displacement elastodynamic problem. Through the
simulation of selected examples, and the comparison with solutions from Newmark and
generalized-a methods, the robustness of the proposed formulation is demonstrated, as
well as its accuracy, that reaches fourth-order.

Keywords: space-time finite element method; positional formulation; geometric nonlin-
earity; contact problem; time marching methods.
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1 INTRODUCAO

Na esfera da mecéanica dos sélidos e estruturas, o problema dinamico é aquele para o
qual é necesséria a consideracao dos termos inerciais. Essa mobilizagdo da inércia do corpo
pode ser causada por uma condicao inicial do problema ou por for¢as transientes. Fendmenos
de impacto, sismos, movimento de prédios devido a forgas transientes decorrentes do vento
ou de plataformas flutuantes off-shore em decorréncia da agao de ondas, sdo exemplos de

tais problemas.

As técnicas classicas de solugao dos problemas de dindmica dos sélidos e estruturas,
em geral, iniciam-se com a escolha de uma técnica de discretizagao do dominio espacial,
transformando o sistema de equacoes diferenciais parciais em um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias dependentes do tempo. Uma vez definido esse sistema, a anélise
pode ser realizada decompondo-se o movimento da estrutura em modos de vibrar e
frequéncias naturais de cada modo, permitindo-se descrever o problema no dominio da
frequéncia, determinando-se as frequéncias de vibrar mais relevantes e posteriormente
superpondo-se os modos. Esta abordagem é rapida e pratica, porém, s6 é facilmente
aplicada a problemas lineares. Por outro lado, pode-se proceder a solucao de forma direta,
onde técnicas de integragao numérica sao aplicadas para construir um processo de marcha
no tempo, dividindo-se o dominio temporal em varios intervalos discretos denominados

passos de tempo.

Os métodos de marcha no tempo caracterizam-se pela solugdo sequencial do
problema definido nos passos de tempo. Dentre os diversos métodos de marcha no tempo,
alguns destacam-se por serem incondicionalmente estaveis, fazendo com que o passo de
tempo adotado na andlise, em teoria, seja restrito apenas pela precisao que se deseja
nos resultados, porém demandando uma solugao implicita, como é possivel verificar nos

métodos de Newmark e a-generalizado, por exemplo.

No contexto atual da mecanica dos solidos, a discretizacao espacial de sélidos é
realizada predominantemente por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), ou uma
de suas variagoes, tal como a Andlise Isogeométrica (AIG). Em problemas com grandes
deslocamentos, é necessaria uma andlise nao linear geométrica, onde o equilibrio é conside-
rado na configuracao atual. Nesse sentido, diversos trabalhos apresentam formulagoes do
MEF, robustas e estaveis, capazes de considerar grandes deslocamentos, dentre as quais
encontra-se a formulagao posicional, caracterizada por adotar as posi¢oes nodais atuais

como incognitas do problema e naturalmente considerar o equilibrio na configuragdo atual

(deformada).

Sob outro enfoque, o MEF espaco-tempo é uma ferramenta numérica que surge
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como uma alternativa aos processos de marcha no tempo, onde emprega-se a mesma
técnica de discretizacao para os dominios do espaco e do tempo. A ordem de precisao da
integragao temporal passa entdao a depender do refinamento p (do polinémio) ou h (da
malha) de uma discretizagao na dire¢do do tempo. O cerne da formulagao consiste na
consideracao do tempo como uma dimensao do problema a ser coberto pela técnica de
elementos finitos, e isso implica na necessidade de sua aproximagao por meio de um espago

finito de fungdes que, no formato geral, dependem das coordenadas espaciais e do tempo.

A formulagao espago-tempo traz consigo vantagens como: possibilidade de constru-
¢ao de um procedimento adaptativo de malha espacial ao longo do processo de solugao de
forma natural, sem a necessidade de projecao de valores entre malhas apds remalhamento,
e; precisao de alta ordem com base na escolha do grau das fungoes de forma na direcao do
tempo. Como desvantagens, tém-se: o aumento do custo computacional dada a demanda
de integracao numérica também na direcao do tempo; o aumento da ordem do sistema de
equagoes a ser resolvido com o aumento da ordem da aproximacao na dire¢ao do tempo e;
a dificuldade de se estabelecer os critérios de estabilidade, a depender do contexto em que

a formulagao é desenvolvida.

Ao empregar malhas estruturadas na direcdo do tempo, a formulacao espacgo-
tempo pode ser resolvida por camadas de tempo obtidas da discretizacao, impondo-se o
resultado de uma camada como condigoes iniciais para a seguinte, o que acaba por permitir
uma estratégia semelhante a de marcha no tempo, uma vez que a as fung¢oes de forma
espaco-tempo podem ser descritas pelo produto tensorial de fungoes de forma espaciais
com fungoes de forma temporais independentes. Nesse sentido, perde-se a propriedade
natural de incorporar procedimentos adaptativos, contudo, ganha-se na facilidade da

implementacgao da formulacao em codigos de MEF ja existentes.

Diante do exposto, esta proposta trata da implementacao e do estudo da formulagao
espaco-tempo para problemas de mecanica dos sélidos 2D com grandes deslocamentos
e em situagao de contato, dentro do contexto das malhas estruturadas e em descricao
Lagrangiana total. O estudo deverda tomar como referéncia a familia de integradores
a-generalizado e Newmark-3, os quais ja sao consagrados na dindmica dos sélidos e

estruturas.

Este texto esta organizado da seguinte maneira: no restante deste capitulo, discorre-
se sobre os principais temas envolvidos neste trabalho, seguidos da definicdo dos objetivos
na secao 1.2, das justificativas na secao 1.3, e finalizando com a definicao da metodologia
de trabalho, na secao 1.4. No capitulo 2, sao apresentadas as equagoes fundamentais da
mecanica dos so6lidos sobre as quais esta proposta se baseia. J4 no capitulo 3, apresenta-se
a formulacao posicional do MEF para analise bidimensional de problemas de elasticidade
com grandes deslocamentos, onde é empregado o processo de marcha no tempo dado pelo

método a-generalizado. No capitulo 4, primeiramente aplica-se a técnica de elementos
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finitos para a discretizacdo temporal de um problema de um grau de liberdade, onde
sao testadas diferentes combinacoes de fungoes teste e tentativa, visando a escolha de
uma técnica precisa e estavel. Na sequéncia, uma formulagdo espago-tempo baseada em
posigoes, no contexto das malhas estruturadas (no tempo), é proposta para problemas
bidimensionais com grandes deslocamentos. Uma vez estabelecida a formulacao espaco
tempo, no capitulo 5 descreve-se o modelo de contato do tipo né-a-segmento que é adotado
para os casos de contato/impacto entre estruturas. Em seguida, no capitulo 6, o modelo
espaco-tempo implementado é verificado e suas caracteristicas sao estudadas por meio da
simulacao de exemplos numéricos e comparagao com resultados disponiveis na literatura,
bem como com a solugao obtida com o método a-generalizado e método de Newmark. Por

fim, as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros sao apresentadas no capitulo 7.

1.1 Estado da arte

Nesta secao, apresenta-se o estado da arte acerca dos principais topicos envolvidos
neste trabalho, que sao: aplicagoes do MEF para problemas geometricamente nao lineares
de mecanica dos solidos; problemas de contato entre solidos flexiveis e sua abordagem via
MEF; métodos de integracao temporal por marcha no tempo e; o MEF espago-tempo com

suas diversas conjunturas

1.1.1 Método dos elementos finitos aplicado a mecanica dos solidos nao linear geométrica

O MEF é, sobretudo, uma ferramenta numérica para a solugao de sistemas de equa-
goes diferenciais através da transformagao do problema continuo (de infinitas incognitas)
em um problema discreto com um ntmero finito de incognitas. Realiza-se a discretizacao
do dominio do problema, gerando-se uma malha composta por elementos (subdominios)
que se interconectam por nods, aos quais sao associadas fun¢des de forma que formam uma
base vetorial para interpolagao de campos vetoriais ou escalares. Os campos continuos
de incognitas sao entao aproximados pela combinagao linear das fung¢oes de forma por
parametros incognitos (pardmetros nodais) (ASSAN, 2003; STRANG; FIX, 2008).

Desde o seu surgimento, o MEF vem sido extensamente empregado na solugao de
problemas de sélidos e estruturas, tanto em regime linear como nao linear, como pode
ser visto, por exemplo, nas obras de Crisfield (1991), Ogden (1997), Belytschko, Liu
e Moran (2000), Zienkiewicz e Taylor (2000), Borst et al. (2012), Oden (2013), Bathe
(2014). Os problemas nao lineares podem ser decorrentes de nao linearidade nas equagoes
constitutivas do material (nao linearidade fisica), da ocorréncia de grandes deslocamentos,
que invalidam a consideragao do equilibrio na configuragao indeformada conhecida (nao
linearidade geométrica), ou da ocorréncia de contato entre corpos flexiveis ou de corpo
flexivel com anteparos rigidos (BATHE; RAMM; WILSON, 1975; HUGHES et al., 1976).

A consideracao da nao linearidade geométrica e/ou fisica na andlise de certos tipos
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de estruturas é de muita importancia, como por exemplo na demanda de precisdo para
a previsao do atual comportamento de uma estrutura sujeita a diversas condigoes de
apoio e solicitagoes ou por questoes econdmicas, como no emprego eficiente de materiais
(YAGHMALI, 1969). Neste trabalho, consideram-se grandes deslocamentos bem como a

ocorréncia de contato, demandando uma andlise nao linear geométrica.

As formulagoes matematicas para sélidos em regime de grandes deslocamentos sao
construidas, tradicionalmente, empregando uma das trés formas de descri¢oes cinematicas:
Lagrangiana total, na qual toma-se a configuracao inicial do dominio como referéncia;
Lagrangiana atualizada, na qual emprega-se a ultima configuracao conhecida dentro de
uma sequéncia (temporal ou nao) de solugoes e; Euleriana, na qual a referéncia é tomada
como sendo a configuragao atual do corpo que ocupa uma certa regiao fixa no espaco
(BORST et al., 2012).

Segundo Bathe, Ramm e Wilson (1975), ambas as formulagoes (Lagrangiana total
e Lagrangiana atualizada) sdo equivalentes, todavia, Léger et al. (2014) comentam que,
em formulagoes dotadas de remalhamento, a descricdo Lagrangiana atualizada pode
ser mais apropriada quando comparada a descricao Lagrangiana total, devido as altas
distor¢oes que podem surgir nos elementos, e portanto, levar a divergéncia da solucao. Na
descricao Lagrangiana total, a matriz de massa sempre serd constante, e por esta razao
deve ser calculada apenas uma vez, diminuindo portanto o custo computacional (HIBBITT;
MARCAL; RICE, 1970). Além disso, se ha disponibilidade de memoria, pode-se computar
as derivadas das fungoes de forma (com respeito as coordenadas iniciais) apenas uma
vez e fazer o armazenamento de seus valores, como comentam Bathe, Ramm e Wilson
(1975). J4 a formulacao Euleriana é adequada, por exemplo, aos materiais em regime de
grandes deformagoes modelados pela lei de Prandtl-Reuss, como pontua McMeeking e
Rice (1975), ou mesmo pode ser empregada para a solugao de estruturas reticuladas, como
é exposto em Oran e Kassimali (1976). Uma combinagao das descrigbes Lagrangiana total
e Euleriana para solucao de estruturas de vigas, placas e cascas pode ser encontrada em
Dupuis et al. (1971).

Houveram grandes esfor¢os ao longo dos anos de modo a se desenvolver formulagoes
do MEF capazes de simular problemas com grandes deslocamentos, empregando tanto
a descricao Lagrangiana como a Euleriana, para diversos tipos de problemas estaticos e
dinamicos, incluindo também a nao linearidade fisica. Um bom apanhado das primeiras
formulagoes desenvolvidas é apresentado por Bathe, Ramm e Wilson (1975), que buscaram
sumarizar, comparar e avaliar formulagoes do MEF (disponiveis até entdo) para analises
estaticas e dinamicas de solidos com nao linearidades geométrica e fisica, incluindo grandes

deformagoes, tanto nas descrigoes Lagrangiana total e Lagrangiana atualizada.

Em Hibbitt, Marcal e Rice (1970) é desenvolvida uma formulaciao Lagrangiana

total generalizada (sem restrigoes quanto & magnitude dos deslocamentos e deformagoes)
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do MEF para analise de sélidos, além da inclusao da nao linearidade fisica, por meio da
matriz de rigidez incremental para se permitir o uso de leis constitutivas que dependam
do caminho das deformagoes do material. De forma semelhante, McMeeking e Rice (1975)
desenvolvem uma formulacao generalizada para andlise de sélidos elastoplasticos em
regime de grandes deslocamentos, tanto na descricao Lagrangiana quanto na Euleriana.
Aplicacoes de elementos solidos em descricao Lagrangiana total sdo encontradas na solucao
de membranas eldsticas em Oden e Sato (1967) e cascas em Crisfield (1981) e Kuhl e
Ramm (1999). Léger et al. (2014) apresentam uma formulagao Lagrangiana atualizada
combinada com um estimador de erro e remalhamento adaptativo para a analise de solidos
bidimensionais modelados por um material anisotrépico hipereldstico. Mais tarde, Léger e
Pepin (2016) estendem essa formulacao aos sélidos tridimensionais. Cabe citar também o
trabalho de Bergan et al. (1978), que tem por finalidade apresentar métodos de solucao
para os problemas nao lineares e algumas aplicacoes envolvendo instabilidade e fendmenos

de snap-through e snap-back.

Com respeito aos elementos estruturais baseados em cinematicas aproximadas,
em regime de grandes deslocamentos, importantes contribui¢oes foram feitas por meio
dos trabalhos de: Sabir e Lock (1973) na solu¢do de arcos circulares com o uso de
elementos curvos; Marcal (1967) no estudo do efeito das condigdes iniciais na estabilidade
de estruturas de trelica e arco; Larsen e Popov (1974) para cascas de revolu¢ao modeladas
com material viscoeldstico; Crisfield (1981) para cascas rasas sujeitas ao fenémeno de snap-
through; Argyris, Papadrakakis e Mouroutis (2003) no desenvolvimento de um elemento de
casca triangular, com apresentacao das suas matrizes de massa consistente e concentrada,
bem como suas aplicagoes; Simo, Hjelmstad e Taylor (1984) para andlise dindmica de
vigas com comportamento visco-elasto-plastico e; Belytschko, Schwer e Klein (1977) para
analise dinamica nao linear geométrica de estruturas reticuladas espaciais com pequenas

deformagoes.

Uma forma amplamente empregada para a solucao de problemas de estruturas
reticuladas com grandes deslocamentos é a formulacdo corrotacional, que descreve o
movimento de um elemento finito em termos de deslocamentos e rotagoes nodais, definidas
em um sistema de referéncia que constantemente gira junto com o elemento (ver por
exemplo Borst et al. (2012)). As dire¢oes dos eixos sdo escolhidas baseadas em um
conjunto de deslocamentos nodais, e deste modo, a resposta linear ou quase linear do
elemento é formulada de forma tradicional com respeito a esse sistema, enquanto que a
resposta nao linear é introduzida via rota¢do do mesmo (NOUR-OMID; RANKIN, 1991).
Consequentemente, a teoria corrotacional se baseia na decomposicao do movimento total

em movimento de corpo rigido (translagao e rota¢ao) e movimento devido a deformacao.

Essa abordagem teve importantes contribuicoes para o seu desenvolvimento, como
os trabalhos de Wempner (1969), Belytschko e Hsieh (1973), Oran e Kassimali (1976) e
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Belytschko e Glaum (1979), e também exibe sua caracteristica corrotacional nos textos de
Horrigmoe e Bergan (1978) e Argyris (1982). Sua proximidade com a “abordagem natural”
de Argyris et al. (1979) é destacada por Crisfield e Moita (1996). Um dos motivadores para
o seu desenvolvimento foi a necessidade de se resolver problemas nao lineares de vigas,
nos quais ocorre um fenémeno de auto-deformacao em muitos elementos, levando a uma
solugdo mais rigida (CRISFIELD, 1990). Além disso, a adaptacao de codigos de elementos
finitos ja existentes era mais desejavel do que a proposicao de uma nova formulagao, como
¢ pontuado em Nour-Omid e Rankin (1991).

Tradicionalmente, o campo de deslocamentos é tomado como sendo a principal
variavel a ser resolvida, e isso implica que os parametros nodais de interesse sejam os
deslocamentos nodais. Formulagoes desse tipo podem ser encontradas nos livros-texto
classicos do MEF, tais como Hughes (1987), Zienkiewicz e Taylor (1994), Zienkiewicz e
Taylor (2000) e Assan (2003).

Alternativamente, inspirado pelo trabalho de Bonet et al. (2000), Coda (2003)
propoe a formulacao posicional do MEF, que se diferencia por utilizar as posi¢oes nodais
como incégnitas principais do problema, em detrimento dos deslocamentos dos nés. Uma
caracteristica intrinseca dessa abordagem ¢ que a nao linearidade geométrica é naturalmente
incorporada, o que aumenta o potencial desta ferramenta nas solu¢des de problemas em
regime de grandes deslocamentos. A utilizacdo da configuracao inicial indeformada e
indeslocada do corpo como referéncia também revela sua caracteristica Lagrangiana total.
A fundamentacgao tedrica para a implementacao computacional da formulagdo posicional
do MEF, com aplicagoes em trelicas, barras gerais, cascas e sélidos em geral é encontrada
em Coda (2018).

Varios estudos foram realizados de modo a aplicar a formulagao posicional aos
problemas de mecanica dos s6lidos em regime de grandes deslocamentos, considerando
material elastico, voltados a: andlise estatica de trelicas espaciais empregando elementos
lineares (GRECO et al., 2006); andlise dindmica de estruturas trelicadas bidimensionais
sujeitas a impacto, com acoplamento termomecanico (CARRAZEDO; CODA, 2010);
analise estatica de estruturas bidimensionais com elementos de viga 2D com cinematica
de Euler-Bernoulli (CODA; GRECO, 2004); anélise estatica de estruturas reticuladas
3D com segao transversal modelada por meio de elementos triangulares (CODA, 2009);
andlise dindmica de estruturas tridimensionais empregando elementos de barra geral 3D
com cinematica de Reissner-Timoshenko (CODA; PACCOLA, 2011); anélise estatica
e dindmica de s6lidos modelados com elementos de casca (CODA; PACCOLA, 2007;
CODA; PACCOLA, 2008; CODA; PACCOLA, 2009); andlise estitica e dinamica de
sélidos com emprego de elementos tetraédricos e de casca (MACIEL, 2008); simulagao de
cascas e placas laminadas com a inclusao de refor¢o em fibras (SAMPAIO; PACCOLA;

CODA, 2015); andlise de instabilidade de elementos tridimensionais com o emprego de
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elementos de barra simples, casca e barra geral (KZAM, 2016); anélise de instabilidade
de paredes finas langando-se mao dos elementos de casca (SOARES; PACCOLA; CODA,
2019); desenvolvimento de ligagoes deslizantes modeladas por meio de elementos de barra
geral (RODRIGUEZ, 2017) e; andlise dindmica de estruturas e mecanismos com ligacoes
deslizantes (SIQUEIRA, 2019).

Essa formulagao vem se mostrando muito eficiente para analise de problemas nao
lineares, tendo sido aplicada a diversos problemas que envolvem outras nao linearidades
além da geométrica, tais como: a nao linearidade fisica com plasticidade, visco-elasticidade
e visco-plasticidade (PASCON; CODA, 2015; CARVALHO, 2019); problemas de IFE
(SANCHES; CODA, 2013; FERNANDES; CODA; SANCHES, 2019; MOREIRA, 2021);
simulagao de musculos esqueléticos (RAMfREZ, 2018); problemas de fratura, incluindo
Anélise Isogeométrica (ROSA, 2021) e; problemas de escoamentos de fluidos Newtonianos
com superficie livre (AVANCINI; SANCHES, 2020; AVANCINI, 2019).

1.1.2 Problemas de contato

Segundo Wriggers (2006), a situagao de contato entre sélidos deforméveis pode ser
encarada como um conjunto de condigoes de contorno que variam dentro da andlise. Em
especial, nas analises dinamicas, o contato pode se dar por meio do impacto de um corpo
sobre o outro, como por exemplo em ensaios de vibragao ou colisao de um carro contra o

pilar de uma ponte.

Diversas formulagoes do MEF foram desenvolvidas para atacar os problemas de
contato, cada uma com suas aplicagoes e limitagoes. No trabalho de Hughes et al. (1976),
sao feitas consideracoes acerca das condigoes de contato e é desenvolvida uma formulacao
para contato-impacto que exige a coincidéncia dos nés na regiao de contato, sendo essa

técnica denominada né-a-no.

Uma forma mais flexivel e robusta, que dispensa a coincidéncia entre os nés das
malhas na interface de contato (ver Wriggers (2006)), pode ser obtida por meio das
chamadas estratégias né-a-segmento (2D) e né-a-superficie (3D). Ambas as abordagens
consistem em discretizar a interface de um sélido em nds projéteis e a interface de outro
sélido em elementos alvo (segmentos de linha curva no caso 2D e superficies no caso
3D), e se mostram eficientes, robustas e de simples implementagao, como pode ser visto
nos trabalhos de Wriggers, Vu Van e Stein (1990), Armero e Petécz (1998), Neto (2009),
Carvalho (2019) e Moreira (2021). No entanto, esses métodos apresentam a desvantagem
de ndo garantir a nao interpenetrabilidade nas porgoes do contorno distantes dos nés

projéteis.

Outras técnicas de discretizacao da interface de contato em malhas nao coincidentes
se baseiam no conceito de segmento-a-segmento para problemas bidimensionais e superficie-

a-superficie para problemas tridimensionais, sendo o MEF mortar a técnica mais empregada
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(ver Bernardi (1989), Bernardi, Maday e Patera (1993) e Wolhmuth (2001) para maiores
detalhes). Essa técnica é baseada em multiplicadores de Lagrange, os quais sao interpolados
por fungoes de forma especiais na interface de contato (WRIGGERS, 2006), que pode
consistir de uma linha ou de uma superficie, tomada como sendo a superficie média da
malha elementos finitos de um dos corpos (casca ou placa) (SIMO; WRIGGERS; TAYLOR,
1985; MCDEVITT; LAURSEN, 2000) ou mesmo como sendo o contorno de um dos corpos
(WOHLMUTH, 2000; KRAUSE; WOHLMUTH, 2002; NETO, 2009).

De um modo geral, as condi¢des de contato podem ser consideradas na forma
fraca do problema, obtida por meio do método de residuos ponderados ou abordagem
energética. Quando os sélidos envolvidos no problema de contato sao modelados por um
material hiperelastico, as condi¢oes de contato podem ser impostas por meio de métodos
energéticos, 7.e. por meio de um acréscimo na energia mecanica total do problema, sendo
usual considerar essa parcela adicional de energia por meio da técnica dos multiplicadores
de Lagrange (CARPENTER; TAYLOR; KATONA, 1991; TAYLOR; PAPADOPOULOS,
1993; ARMERO; PET8CZ, 1998; NETO, 2009; CARVALHO, 2019; MOREIRA, 2021).
Outros métodos também podem ser empregados, como penalizagao (SIMO et al., 1986),
método Lagrangiano aumentado (SIMO; LAURSEN, 1992), técnica de regularizagao
(WRIGGERS; Vu Van; STEIN, 1990), dentre outros.

1.1.3 Dinamica de sélidos e estruturas computacional

Uma opcgao a analise numérica de estruturas é empregar o MEF para obter a
discretizagao espacial do problema (problema semi-discreto) e em seguida aplicar a anélise
modal, expressando o movimento da estrutura por meio da combinac¢ao de um niimero
finito de modos de vibrar (auto-vetores). No entanto, essa abordagem é limitada aos
problemas lineares (WARBURTON, 1976; PAZ; LEIGH, 1997).

Outra opgao é aplicar diretamente processos numéricos de integracao temporal, em
conjunto com a técnica de integracao espacial. A abordagem tradicional para a solugao
direta dos problemas de dindmica estrutural consiste na discretizacdo espacial - em
geral com o uso do MEF - e subsequente solucao destas equagoes no tempo, por meio
dos métodos de marcha baseados em diferencas finitas ou regra de trapézios. Assim, as
equagoes sao resolvidas numericamente passo a passo no tempo, de modo sequencial.
Alternativamente, o MEF espaco-tempo lida com a forma integral da equacao governante
do problema, empregando a técnica de elementos finitos no espacgo e no tempo, de forma
independente, de modo a gerar malhas estruturadas na diregdo do tempo (ou parcialmente
nao estruturadas), ou de forma dependente, obtendo-se malhas nao estruturadas na dire¢ao

do tempo.
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1.1.3.1 Métodos de marcha no tempo

Os métodos de marcha no tempo sao classificados em explicitos quando considera-se
o equilibrio do sistema em um instante discreto de tempo anterior ao instante discreto
atual, e em implicitos quando o equilibrio é tomado no instante discreto de tempo
atual (DOKAINISH; SUBBARAJ, 1989). Os mais simples de tais métodos consistem na
transformacao da equacgao diferencial ordinaria de segunda ordem de movimento em sua
forma de primeira ordem, resolvendo-a considerando também as velocidades como variaveis
principais. Dentre esses métodos, pode-se citar os de Euler explicito, Euler implicito,
trapézios e Heun (ver por exemplo Chapra e Canale (2011)). Métodos mais elaborados
podem trabalhar com a equagao diferencial do problema em seu formato de segunda ordem,
com a aproximacao das derivadas temporais segunda (aceleragdo) e primeira (velocidade),
tais como o método das diferengas centrais (DOKAINISH; SUBBARAJ, 1989), método
de Newmark (NEWMARK, 1959) e método a-generalizado (CHUNG; HULBERT, 1993),
0s quais serao tratados mais adiante. Contudo, deve-se mencionar os métodos: Wilson-
§ (WILSON; FARHOOMAND; BATHE, 1972); Houbolt (HOUBOLT, 1950); o-HHT
(HILBER; HUGHES; TAYLOR, 1977) e; a-WBZ (WOOD; BOSSAK; ZIENKIEWICZ,

1980), pelos seus importantes papéis dentro do contexto da dindmica estrutural.

A seguir, sdo abordados os métodos de marcha no tempo mais comumente encon-

trados na literatura referente a dindmica de solidos e estruturas computacional.

Meétodos baseados em diferencas finitas

O método de Euler explicito, também conhecido como método das diferencas
adiantadas, lida com a forma de primeira ordem da equacao diferencial que governa o
problema, e consiste em uma extrapolacao linear do valor da velocidade no instante atual
para um novo valor no préximo instante discreto de tempo, além da consideracao da
aceleracao constante avaliada no inicio do intervalo de tempo. Isso faz com que esse método
seja explicito neste sentido, pois é possivel encontrar a solu¢ao no instante futuro apenas

em termos de seu valor no instante atual.

Uma abordagem implicita do método de Euler é obtida pela avaliacao da aceleragao
no fim do intervalo de tempo, resultando no método das diferencas atrasadas (i.e. a
solugao é fungao de si prépria em um instante discreto de tempo). Este aspecto implicito
geralmente introduz a necessidade de um método iterativo para calcular a raiz da equagao
em cada passo de tempo. De forma alternativa, pode-se utilizar a técnica preditor-corretor,
onde se faz o uso, por exemplo, do método de Euler explicito para predizer a solugao no
instante discreto de tempo atual, e assim, recalcular (corrigir) seu valor no mesmo instante.
A descricao dos métodos de Euler explicito e implicito pode ser encontrada em Chapra e
Canale (2011).
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Dos métodos explicitos para a solucao de problemas dindmicos, o método das
diferengas centrais pode ser classificado como um dos mais difundidos (DOKAINISH;
SUBBARAJ, 1989). Esse método trabalha com o sistema de equagoes diferenciais do
problema semi-discreto em seu formato de segunda ordem e consiste em aproximar as
derivadas temporais segunda (aceleragao) e primeira (velocidade) da funcdo deslocamento
por meio de taxas de diferencas em relacao ao passo de tempo. Tem como vantagens a
precisao de ordem 2 e o fato de apresentar um menor custo computacional por ser explicito,
quando comparado aos métodos implicitos. Todavia, possui como principal desvantagem a
caracteristica de ser condicionalmente estavel, o que pode fazer com que os requisitos de
estabilidade sejam mais rigorosos que os de precisao na definicao do tamanho do passo de
tempo da analise. Além disso, o método nao possui dissipagdo numérica, necessaria para
eliminar oscilagoes espurias decorrentes de altas frequéncias (HULBERT; CHUNG, 1996).
Aspectos da estabilidade do método, tal como a determinacao do passo de tempo critico

segundo diferentes abordagens, podem ser vistos em Dokainish e Subbaraj (1989).

M¢étodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta englobam os métodos de Euler explicito, Euler impli-
cito, trapezoidal e de Heun e, portanto, também lidam com o formato de primeira ordem
da equagao de movimento (GEAR, 1971). O chamado método de Runge-Kutta classico de
quarta ordem é o mais popular e ¢ acompanhado de algumas vantagens, como: ser um
esquema que se auto-inicia; facil alteracao do passo de tempo; nao necessidade de iteracgao
em problemas nao lineares, devido a sua natureza explicita e; alta ordem de precisao
(DOKAINISH; SUBBARAJ, 1989).

Entretanto, no estudo comparativo entre alguns métodos numéricos realizado
por Hull et al. (1972), constata-se que os métodos de Runge-Kutta ndao sdao, em geral,
competitivos, com excecao dos métodos de quarta e quinta ordens, os quais sao adequa-
dos para uma classe restrita de problemas em que as solugoes nao sao muito custosas

computacionalmente.

Método de Newmark

Adentrando aos métodos implicitos que lidam com o formato de segunda ordem
do sistema de equagoes do problema semi-discreto, um dos mais difundidos e até hoje
empregado em solugoes de problemas dinamicos ¢ o método de Newmark, que na verdade
engloba um conjunto de métodos, por meio do qual sao obtidas aproximagoes diferentes
para a velocidade e aceleragao em funcao dos valores atribuidos a dois parametros livres
presentes nas equagoes (NEWMARK, 1959). Com efeito, esses dois pardmetros também
influenciam na estabilidade e precisdao do método (SUBBARAJ; DOKAINISH, 1989).
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Uma das aproximagcoes que o método permite resulta no método da aceleracao média

(constante), recaindo no método de trapézios.

No regime linear, o método da aceleragao média (assim como os outros métodos
implicitos) possui a caracteristica de ser incondicionalmente estavel (ver por exemplo
Wood (1990)). No entanto, no regime de grandes deslocamentos, podem surgir problemas
de convergéncia e estabilidade, como é discutido em Hughes (1976), onde se realiza uma
densa discussao acerca da estabilidade e convergéncia do método aplicado a problemas
nao lineares, em observacao a conservacao da energia. Sob esse aspecto, constatou-se a
convergéncia do método da aceleracao média por consequéncia da prova da convergéncia
do método trapezoidal, visto que ambos sao equivalentes. O trabalho ainda expde uma
nocao de estabilidade sob o olhar do tamanho do passo de tempo da analise. Xie e Steven
(1994) concluem que, mesmo para um sistema nao linear simples, o método de Newmark

pode conduzir a predi¢oes cadticas.

No trabalho de Sanches e Coda (2013), é feito o emprego do método de Newmark
para andlise nao linear geométrica de Interacao Fluido-Estrutura (IFE). Nesse mesmo
trabalho, sao provadas a conservagao da quantidade de movimento linear e angular em uma
formulacao Lagrangiana total, considerando pequenas deformacoes e grandes deslocamentos,
e mostra-se que o método pode apresentar conservacao da energia e estabilidade suficiente

para os problemas de IFE considerados.

M¢étodo a-generalizado

O método a-generalizado foi proposto por Chung e Hulbert (1993), e surgiu, assim
como outros métodos, da necessidade de se introduzir dissipacao numérica na solugao de
problemas onde as parcelas da solugao provenientes das altas frequéncias sao indesejaveis.
Esse método é classificado como implicito, de passo tinico e trés estagios - por conta
de sua descrigdo ser em termos dos vetores de deslocamento (ou posigao), velocidade
e aceleragao. O mesmo tem a caracteristica de ser incondicionalmente estavel, possuir
precisao de segunda ordem e permitir dissipacao 6tima, isto ¢, dado um valor de dissipacao

em alta frequéncia, o método é capaz de minimizar a dissipagdo em baixa frequéncia.

As aproximagoes para o deslocamento e velocidade no método a-generalizado sao
idénticas as do método de Newmark. No entanto, a aceleracao pode ser calculada em um
instante diferente, introduzindo novos parametros. Para certos valores desses parametros, o
método pode resultar em casos particulares, como os métodos a-WBZ (WOOD; BOSSAK;
ZIENKIEWICZ, 1980), a-HHT (HILBER; HUGHES; TAYLOR, 1977) ou mesmo Newmark
(NEWMARK, 1959). A formulacao explicita do método a-generalizado para dinamica de
estruturas ¢ apresentada em Hulbert e Chung (1996), onde os autores lancam mao da

estratégia preditor-corretor e também de dissipacao numérica étima.
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Uma comparacao entre diferentes métodos de marcha é realizada em Xie (1996), tais
como diferengas centrais, Newmark (com mais de uma combinagao de parametros), Wilson-
6, Houbolt, Runge-Kutta e a-HHT, aplicados a um oscilador Duffing ndo amortecido em
vibragao livre (equivalente a um sistema massa-mola com rigidez nao linear). Vérios passos
de tempo sao testados e, como resultado, o estudo revela que os métodos de Wilson-6,
Houbolt e Newmark (5 = 0,3025 e v = 0,6) nao sao adequados em andlises de longa
duracao, devido ao amortecimento numérico que é introduzido. Ainda, conclui-se que,
apesar dos métodos das diferencas centrais e Runge-Kutta nao apresentarem convergéncia
para alguns intervalos de tempo, estes se destacam pelo seu menor custo computacional e

maior precisao, respectivamente.

1.1.3.2 Método dos elementos finitos espaco-tempo

Diversos trabalhos contribuiram para o desenvolvimento do MEF espaco-tempo
dentro de mecanica do continuo, tais como: Argyris e Scharpf (1969), Fried (1969), Oden
(1969), Hughes e Hulbert (1988), Bajer e Podhorecki (1989) e French (1993) para problema
de solidos e estruturas; Amsden et al. (1973), Johnson e Saranen (1986), Hughes, Franca
e Hulbert (1989), Hansbo e Szepessy (1990), Shakib, Hughes e Johan (1991), Tezduyar
(1991), Masud e Hughes (1997), Tezduyar (2003) para problema de fluidos e; Tezduyar et
al. (2006), Tezduyar e Sathe (2007), Takizawa e Tezduyar (2012) para problemas de IFE.
Evidentemente, o método se desdobra em diversas conjunturas que adicionam diferentes
propriedades de estabilidade e convergéncia, caracteristicas adaptativas, ordem de precisao
e eficiéncia computacional. Nesse sentido, as discussoes a seguir sobre o MEF espaco-
tempo levam em conta as vias de formulagao do método, os critérios de estabilidade,
procedimentos adaptativos e, por fim, algumas aplicagdes na dindmica linear e nao linear

dos sélidos.

Existem basicamente trés formas de se aproximar os problemas no tempo, sendo
essas a forma single-field, que emprega apenas deslocamentos como variaveis do problema,
a forma two-fields, que adiciona as velocidades como variaveis, e a forma three-fields,
que adiciona ainda um terceiro campo, em geral pressoes (consultar Hughes e Hulbert
(1988)). Dessa forma, um ou mais campos sao aproximados no problema e a solugao,
em geral, é dada pela determinacao dos valores nodais desses campos. H4 também os
métodos que aproximam o campo de deslocamentos empregando valores de deslocamentos
e velocidades nodais em instantes discretos de tempo (essa abordagem pode ser vista em
Argyris e Scharpf (1969), Fung (1996), Mergel, Sauer e Ober-Blobaum (2015) e Wang e
Zhong (2017)), diferenciando-se da formulagao two-fields por aproximar apenas o campo

de deslocamentos, embora use valores nodais com significado de velocidade.

Em trabalhos pioneiros como os de Argyris e Scharpf (1969), Fried (1969) e Oden

(1969), o Principio/Lei de Hamilton foi o ponto de partida para o desenvolvimento da
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formulacao espaco-tempo. Esse método energético se baseia na variacao da acao, definida
como a integragao em todo dominio temporal de um operador Lagrangiano (funcional)
que leva em consideracdo a energia cinética e a energia potencial do corpo. Sua vantagem
se da na possibilidade de incorporar as condigoes iniciais do problema mecanico de
maneira explicita. Mais recentemente, Mergel, Sauer e Ober-Blobaum (2015) apresenta
uma formulagao baseada na Lei de Hamilton que é vista como uma generalizacao do
Principio de Hamilton, uma vez que a variacao da agao nao é nula, ou seja, leva-se em
consideracao as variagoes nao nulas dos deslocamentos e velocidades no inicio e fim do

dominio temporal.

Outra via para a formulagao do MEF espaco-tempo baseia-se no emprego do
método de residuos ponderados com a técnica de Galerkin Descontinuo (GD), aplicado
para a solucao de equagdes hiperbdlicas (HULBERT; HUGHES, 1990; JOHNSON, 1993)
e parabdlicas (LANGER; MOORE; NEUMuLLER, 2015), bem como do problema de
dindmica de sélidos de comportamento elastico linear (LI; WIBERG, 1998; HUANG;
COSTANZO, 2002; COSTANZO; HUANG, 2005), devendo-se destacar o trabalho de
Hughes e Hulbert (1988), que se caracteriza como um dos pioneiros no desenvolvimento e
estudo de formulacoes single-field e two-fields para a solucao dessa classe de problemas. A
técnica GD introduz, na forma fraca do problema, termos relacionados a saltos (jumps)
que permitem a descontinuidade nos campos aproximados, fazendo uso de fungoes base

que podem ser descontinuas no espaco e em niveis discretos de tempo.

Nessa abordagem, a malha espaco-tempo ¢ subdividida em placas espaco-tempo
superpostas na dire¢ao do eixo temporal, e a solu¢ao do problema é obtida por meio da
solucao sequencial de cada placa, sendo os resultados finais de uma placa impostos como
condicao inicial para a placa subsequente. Essa formulagao possui algumas vantagens como:
obtencao de esquemas de passo no tempo implicitos de alta ordem; facil desenvolvimento de
procedimentos adaptativos de malha e; tratamento de problemas de malhas em movimento

ou de contorno livre sem grandes dificuldades quando concebida em descrigao Euleriana
(JOHNSON, 1993).

Em contrapartida ao método GD, o MEF espago-tempo também pode ser formulado
por meio do método de Galerkin Continuo (GC), com fungoes de forma espaciais e temporais
continuas que aproximam as variaveis ao longo de toda a malha espaco-tempo. Isso gera
uma matriz global acoplada e exige, em geral, que todo o dominio espago-tempo seja
solucionado por um tnico sistema de equagoes. Segundo Hughes e Hulbert (1988), essa
caracteristica demandava muito armazenamento de dados e tempo de processamento
quando comparada as técnicas existentes na época. Por outro lado, em Bajer e Podhorecki
(1989), é apresentado um procedimento de solugdo sequencial no tempo, através da
implementagao de elementos simplex (tridngulos ou tetraedros para malhas 2D ou 3D,

respectivamente), e consequentemente, da geragao de malha nao-estruturada. Nesse mesmo
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sentido, Dumont, Jourdan e Madani (2018) propoem a solu¢do do problema de forma

sequencial, por meio da soluc¢ao de submatrizes do problema total.

Quando da utilizacdo de malhas estruturadas (na diregao do tempo), a discretizagao
¢ feita primeiramente no espaco e depois, de forma independente, no tempo, sendo que
cada elemento espago-tempo ¢é obtido pelo produto cartesiano entre os elementos espaciais
e o elemento temporal - passo de tempo. Isso faz com que a malha espaco-tempo seja
facilmente gerada e o procedimento de solucao seja semelhante ao de um método de marcha
no tempo. Em verdade, as formula¢oes com malhas estruturadas permitem a aplicacao do
MEF ao problema espacial e, posteriormente, a aplicacao do MEF no problema temporal,
constituindo o Time FEM, como pode ser consultado nos trabalhos de Baruch e Riff
(1982), Riff e Baruch (1984), Hulbert (1992), Fung (1996), Li e Wiberg (1996), Mancuso
e Ubertini (2006), Idesman (2007), Wang e Zhong (2017), Zhao, Yu e Hulbert (2017) e
Wang et al. (2021).

As vias de formula¢ao (métodos de energia, GD e GC), influenciam de maneira
particular a estabilidade do método. Aliado a isso, os campos a serem aproximados (single-
field ou two-fields), o tipo de polinémio empregado para as aproximagoes, o tipo de elemento
espago-tempo, a discretizacao e a presenca de nao linearidade, sao outros fatores que afetam
a estabilidade. Para as formulagoes via método GD, uma extensa andlise matematica é
feita em Hughes e Hulbert (1988), onde é estabelecido um teorema geral de convergéncia
via método de Petrov-Galerkin, pela introdugao de termos de minimos quadrados para
se aumentar a estabilidade. Nesse trabalho, sao obtidos esquemas incondicionalmente
estaveis ao se empregar fungoes base lineares no espaco e no tempo, e é apresentada uma
adverténcia quanto a formulacao do tipo two-fields, pois o grau de aproximagao para o
deslocamento deve ser maior ou igual ao da velocidade, pois, do contrario, a formulagao
diverge. Costanzo e Huang (2005) propdem uma modificagdo na formulagao de Hughes e
Hulbert (1988), visando obter um método do tipo single-field incondicionalmente estavel

sem impor nenhuma restricao sobre a topologia da malha.

Em Bajer e Podhorecki (1989), sdo expostas algumas restri¢oes de estabilidade para
o método GC, através do estudo de elementos espago-tempo do tipo multiplex (quadrados
ou cubos para malhas 2D ou 3D, respectivamente), quadrangular e triangular, pela qual
se conclui que o método é incondicionalmente estavel para o primeiro e condicionalmente
estével para os dois ultimos. Ainda no método GC, Dumont, Jourdan e Madani (2018)
apresentam alguns resultados importantes sobre a estabilidade em comparacao com o
método de Newmark: o método é incondicionalmente estavel em problemas espaco-tempo
1D com elementos simplex lineares e condicionalmente estavel em problemas 2D com
elementos simplex lineares; as placas espago-tempo devem ser suficientemente pequenas,
da mesma ordem do tamanho do intervalo de tempo dos métodos explicitos de integracao

temporal, para problemas 3D ou 4D e; se elementos multiplex sao adotados para problemas
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1D, 2D, 3D e 4D, obtém-se um método incondicionalmente estavel, membro da familia
de Newmark. No contexto da Andlise Isogeométrica, Saadé et al. (2021) empregam uma
condi¢ao denominada GAC (Galerkin Acceleration Consistency) para conferir estabilidade
para os casos de deformacoes pequenas e finitas, independentemente da lei constitutiva
adotada, além de controlar oscilagoes que ocorrem em problemas de descontinuidade no

tempo (e.g. impacto).

Um importante aspecto do MEF espago-tempo ¢é a naturalidade com que este
lida com procedimentos adaptativos da discretizagao espacial, exigidos, por exemplo, em
problemas de malhas em movimento com descricao Euleriana, cargas moveis, mudanca
nas condigbes de contorno, problemas de subcycling e outros (HUGHES; HULBERT, 1988;
BAJER; PODHORECKI, 1989).

Esse potencial adaptativo é atingido ao empregar malhas nao estruturadas (na
diregdo do tempo), obtidas facilmente por meio de elementos simplex e com a vantagem de
se permitir uma variagao da malha espacial no tempo. No trabalho de Dumont, Jourdan e
Madani (2018), é apresentado um método de remalhamento 4D para problemas de dinamica
linear, capaz de seguir o caminho do carregamento, sem a necessidade de operadores de
transferéncia de informagao entre malhas. Em Bajer e Podhorecki (1989), encontra-se um
algoritmo de adaptacao de malha do tipo r-adaptativo, que se baseia em mover os nos da
malha junto com os movimentos das tensoes ao longo do dominio espago-tempo. Huang e
Costanzo (2002) implementaram uma formulagao que leva em conta o movimento de malha
e a dindmica da fratura. Apesar das suas vantagens, as malhas nao estruturadas sao mais
complicadas de serem geradas e o grau de dificuldade aumenta conforme a dimensao do
problema espago-tempo aumenta (FRONTIN et al., 2021). Mesmo no contexto das malhas
estruturadas, Li e Wiberg (1998) apresentam um procedimento h-adaptativo que consiste
em atualizar a malha espacial e os intervalos de tempo de modo automatico, por meio da

estimativa de erro de Zienkiewicz-Zhu e da norma da energia total, respectivamente.

Em analises dindmicas com linearidade fisica, o MEF espaco-tempo foi empregado
em intmeros trabalhos (HUGHES; HULBERT, 1988; BAJER; PODHORECKI, 1989; LI;
WIBERG, 1998; COSTANZO; HUANG, 2005; DUMONT; JOURDAN; MADANI, 2018;
HUANG; COSTANZO, 2002; BOUCINHA; GRAVOUIL; AMMAR, 2013; KACPRZYK,
2017; KACPRZYK, 2021; SAADE et al., 2021). No trabalho de Ramesh (2016), é apresen-
tada uma formulacao do MEF espaco-tempo via método GC para problemas de dindmica
no regime elastico linear e sao realizadas algumas comparacoes com resultados obtidos pelo
método das diferencas finitas, em problemas simples de sistema massa-mola e de barra
submetida a vibragao axial. O trabalho tem por conclusdao que o método das diferencas
finitas é mais eficiente computacionalmente do que a formulacao espagco-tempo apresentada,
ficando a desejar apenas em se tratando da precisdo para o sistema massa-mola, onde o

MEF espaco-tempo se torna mais adequado.
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No tocante aos problemas de dinamica com nao linearidade geométrica, tanto a
descri¢ao Lagrangiana como a Euleriana tém sido empregadas. No contexto das formulagoes
espago-tempo, uma formulacao Euleriana é aquela em que a orientacao dos elementos
espago-tempo é paralela ao eixo temporal (i.e. fixos no espago ao longo do tempo) (MASUD;
HUGHES, 1997). Por esta razao, a malha espacial permanece fixa e as variaveis dependentes
sao descritas em termos das coordenadas atuais das particulas que ocupam a regiao coberta
pela malha. A descricdo Lagrangiana, por sua vez, é aquela em que os elementos espago-
tempo sdo orientados ao longo do caminho das particulas (MASUD; HUGHES, 1997).
Percebe-se que esta descri¢ao implica no movimento dos nés internos da malha, bem como

de seu contorno.

Em Bohatier (1992), encontra-se uma formulagdo do MEF espago-tempo em des-
crigdo Lagrangiana atualizada com a adogao da lei constitutiva de Northon-Hoff e a
implementacao de um modelo de contato com solucao via algoritmo de Usawa. Uma
formulagao em descricao Lagrangiana total e com Analise Isogeométrica pode ser con-
sultada em Saadé et al. (2021), para problemas compressiveis com a abordagem do tipo
two-fields e problemas quase-incompressiveis com three-fields (com adigao das pressoes).
Os autores concluem que o custo computacional do MEF espaco-tempo ¢ maior que dos
demais métodos de integracao temporal (especialmente para formulagoes que envolvem
velocidade e pressao), porém, empregando alta ordem de aproximagao, é possivel utilizar
uma malha mais grosseira no tempo, em comparacao aos métodos implicitos de marcha no
tempo. Wada et al. (2018) desenvolvem o MEF espago-tempo em descrigio Lagrangiana
total baseado no método GD, para a simulacao de falha em materiais emborrachados com

o emprego do modelo de material hiperelastico de Mooney-Rivlin.

Frontin et al. (2021) apresentam os fundamentos do MEF espago-tempo, para
mecanica dos solidos, fluidos e IFE 4D, com foco nos aspectos sobre a geracao de malha
e os mais diversos tipos de elementos espago-tempo, procedimentos de interpolacao e
integracao numérica. Maiores detalhes sobre a formulagao do MEF espaco-tempo podem
ser encontrados em Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013) tanto para problemas de mecanica

dos sélidos como de mecanica dos fluidos e IFE.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento e a implementacao de uma
formulacao posicional do MEF espago-tempo para problemas de elasticidade com grandes
deslocamentos e contato, de modo a permitir o estudo de suas caracteristicas numéricas
em comparacao com os métodos de marcha no tempo. Para isso, faz-se necessario alcancar

os seguintes objetivos especificos:

a) Estudo aprofundado a respeito dos problemas com nao linearidade geométrica e

contato, métodos de marcha no tempo, MEF espaco-tempo e MEF Posicional,
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com base em revisao da literatura;

b) Desenvolvimento e implementagdo de uma formulacido posicional do MEF
espaco-tempo considerando elementos sélidos bidimensionais (estados planos de

tensao e de deformagao);

¢) Verificagdo do programa computacional desenvolvido através da comparagao

com resultados numéricos da literatura;

d) Estudo da ferramenta desenvolvida comparando suas caracteristicas numéricas

com as obtidas empregando-se os integradores a-generalizado e Newmark.

1.3 Justificativa

As simulagoes numéricas trazem consigo diversas vantagens quando comparadas as
andlises experimentais (muitas vezes inviaveis) por demandarem, em geral, menor custo e
tempo, além da facilidade de manejo dos parametros controlados. Em especial, analises
experimentais podem submeter a estrutura a um nivel de esforgcos que pode ser danoso ou
consistem em ensaios destrutivos ou semi-destrutivos. Em casos de simulagao de terremotos
e de impacto, isso se torna impraticavel numa estrutura real. Assim, a relevancia dos
métodos numéricos para analises dinamicas de estruturas com grandes deslocamentos é

imediatamente constatada.

Deve-se ainda levar em conta que a andlise dinamica de soélidos e estruturas é de
interesse em diversas areas da engenharia (civil, aerondutica, naval, mecanica, biomecénica,
entre outras), e demanda especial atengdo quando em regime de grandes deslocamentos.
Logo, faz-se necessario o emprego de métodos numéricos que atendam aos requisitos desses
tipos de problemas, além de atender aos critérios de convergéncia, estabilidade e precisao,

sem perder de vista o desempenho computacional.

A convergéncia e a estabilidade mostram-se problematicas em métodos implicitos
de marcha no tempo com precisdo de segunda ordem (tal como o de Newmark com os
pardmetros 6timos) aplicados a solugdo de problemas fortemente nao lineares, tais como
situagoes de contato. Ao utilizar métodos com maior dissipacdo numérica, evitam-se tais
problemas sob a pena de menor precisdao numérica. Isso justifica o estudo de métodos

alternativos para a solucao desses problemas.

Assim, fica justificado o estudo de uma abordagem que pode conferir maior precisao
as solugoes dinamicas, ao mesmo tempo em que possui potencial para diminuir custos
computacionais durante operagdes de remalhamento em situagoes especificas. Em relacao a
maior demanda de memoria e de tempo de processamento caracteristica dos métodos espaco-
tempo, deve-se observar que a capacidade atual dos equipamentos de processamento permite
a busca por métodos mais precisos em comparagao com a capacidade de processamento de

quando foi introduzida a formulagao espago-tempo do MEF.
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1.4 Metodologia

A metodologia adotada engloba a revisao bibliografica acerca do tema, seguida
da elaboracao de uma formulacao de elementos finitos espago-tempo baseada em posicao,

implementagao computacional e estudos numéricos comparativos e qualitativos.

A formulacao espago-tempo é concebida no ambito das malhas estruturadas, sendo
possivel a aplicacao da técnica de elementos finitos no espago e no tempo, de forma
independente. Baseada em posigoes, e na descricao Lagrangiana total, a formulacao incor-
pora naturalmente a nao linearidade geométrica, sendo adequada a solucao de problemas
com grandes deslocamentos. Ainda, empregando-se a estratégia né-a-segmento para a
identificagdo contato e multiplicadores de Lagrange para a imposicao das condigdes de
nao penetragao, propoe-se um modelo de contato entre sélidos deforméaveis no contexto

espaco-tempo.

De modo a se obter um conhecimento mais especifico acerca do emprego dos
elementos finitos no tempo, estuda-se um sistema massa-mola de um grau de liberdade,
adotando-se diferentes possibilidades de avanco no tempo por meio de elementos finitos
temporais, de modo a identificar as caracteristicas de cada integrador em um problema de
facil solugao analitica. Com base nas observagoes feitas durante as andlises do problema
de um grau de liberdade, desenvolveu-se a formulagao para andlise dindmica nao linear

geométrica bidimensional de sélidos.

Os c6digos computacionais sao desenvolvidos em ambiente Linux, de modo serial
com uso da linguagem C++, e empregando a biblioteca PETSc (Portable, FExtensible
Toolkit for Scientific Computation) para a montagem e solugdo do sistema de forma
paralela, por meio da biblioteca MPI (Message Passing Interface). Para a geracao de
malhas, utiliza-se o software de cddigo aberto Gmsh e, para a visualizagdo dos resultados,

o software Kitware Paraview.

Para fins de estudos numéricos comparativos, emprega-se um programa previamente
elaborado no grupo de pesquisa, o qual usa a formulagao posicional do MEF com marcha
no tempo pelo método a-generalizado. Esse programa conta com elementos triangulares
com aproximagcoes linear, quadratica e cubica, também desenvolvido em C++, de forma
paralela e com emprego das mesmas bibliotecas e programas para a montagem e solucao

do sistema de equagoes, geracdo de malha e visualizacao dos resultados.
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Resume-se neste capitulo o equacionamento que rege o movimento de soélidos,
voltado para os problemas elasticos com grandes deslocamentos, porém sem perder a

generalidade.

2.1 Cinematica

Considera-se a configuracao inicial de um corpo sélido continuo aquela ocupada no
instante ¢ = 0, compreendida em um dominio 2y C R™ de contorno I'y, sendo ng < 3 o
nimero de dimensdes espaciais. Por outro lado, em qualquer instante ¢ € (0,7"), o corpo se
encontra em sua configuragao atual, formada por um dominio €2 C R™ de contorno I', como
observa-se na Figura 1, na qual x = (21, 22, z3) € {y sdo0 as coordenadas iniciais do corpo
(coordenadas materiais ou Lagrangianas no instante t = 0), u(x,t) = (uq, ug, uz) € R™
sao os deslocamentos e y(x,t) = (y1,y2,y3) € € sdo as coordenadas atuais. Como pode
ser visto na literatura (como por exemplo em Crisfield (1991)), em anélise de sélidos,
é conveniente a adog¢ao de uma formulacdo em descricio Lagrangiana, em especial a
Lagrangiana total, devido ao fato do sélido apresentar deformacoes finitas, e portanto, ter
uma configuracao deformada bem definida, de modo a permitir que a configuracao atual
seja descrita em funcao das coordenadas materiais no instante inicial da analise. Com
isso, admitindo-se que as coordenadas y e x sao medidas em relagdo a um mesmo sistema
(cartesiano) de referéncia, escreve-se sua relagdo - denominada cinemdtica do corpo - por

meio da seguinte expressao:

y(x,t) =x+u(x,1), (2.1)

que pode ser entendida como uma func¢ao que mapeia as coordenadas da configuracao

Figura 1 — Mudanca de configuracao.

r
Z2,Y2 0

& T, Y%

T3,Y3

Fonte: Elaborado pelo autor.
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inicial para a configuragao atual, ou seja, y(x,t) := f(x,t) : Qg — Q, sendo f(x,t) a funcio

mudanga de configuracao. O gradiente desta fungao é dado por:

o O oy ox ou_ ou
A=Vt = ox 0x 0Ox + ox = Lo + ox’

onde I, xpn,) ¢ a matriz identidade de dimensao ng X ng e a simbologia V(e) significa

(2.2)

o gradiente de (®) com respeito as coordenadas da configuragao inicial. O gradiente A é
uma medida de deformagao, porém, nao é objetiva (i.e. é sensivel a movimentos de corpo
rigido) e nao é normalizada (i.e. resulta no tensor identidade quando ndo hd mudanga de
forma). Contudo, parte-se deste para a construcao do tensor de alongamento da direita de

Cauchy-Green:
C=AT-A=A AT (2.3)

que também se caracteriza como uma medida de deformacgao, nesse caso, objetiva mas nao

normalizada. Partindo do tensor C, constroi-se a medida de deformacao de Green-Lagrange
(GREEN; ADKINS, 1960), por meio de:

E:;@+D, (2.4)

sendo essa objetiva e normalizada, ou seja, é insensivel a movimentos de corpo rigido, e na
auséncia de deformacao, resulta no tensor nulo. Além dessas propriedades, essa medida de
deformacao também é adequada a analises em pequenos deslocamentos, uma vez que se
aproxima da deformacao linear de engenharia a medida que o tensor A se aproxima do

tensor identidade.

2.2 Mudanca de volume

Da defini¢ao de diferencial total e de posse do gradiente A dado em (2.2), é possivel

estabelecer a seguinte relagao:
f
dy:df:gx~dXZA~dx. (2.5)

Define-se a base vetorial dx' = (dx1,0,0), dx* = (0, dx,,0) e dx> = (0,0, dx3) para
se definir o volume elementar dQ)y na configuragao inicial (indeformada) como o produto

misto (ver a figura esquerda na Figura 2):
dQy = dx' x (dx? - dx®) = det(dx', dx?, dx?). (2.6)
Repetindo o mesmo processo, define-se uma base vetorial dy' = (dy;,0,0), dy* =

(0, dys,0) e dy® = (0,0, dy3) para se definir o volume elementar d) na configuragao atual

(deformada) (ver a figura direita na Figura 2), de tal modo que:

dQY = dy' x (dy” - dy®) = det(dy', dy?*, dy®). (2.7)
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Com base na expressao (2.5), escreve-se:

dQ = det(dy',dy?, dy®)
= det(A - dx', A -dx? A - dx?)
= det[A - (dx', dx?, dx*)]
= Jdo, (2.8)

sendo

s

0

(2.9)

o jacobiano da deformacao ou deformacao volumétrica. Essa grandeza representa a variagao
de volume e deve respeitar a condi¢cao de nao desaparecimento ou nao inversao do material,

ou seja, satisfazer J > 0.

Figura 2 — Volumes elementares na configuragao inicial (esquerdo) e atual (direito) gerados
por bases vetoriais.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 Mudanca de area - Férmula de Nanson

Sejam agora os volumes elementares definidos conforme a Figura 3, ou seja, ge-
rados pelas dreas infinitesimais dI'y e dI" nas configuragoes inicial (indeformada) e atual

(deformada), respectivamente. Matematicamente, tém-se:
dQp =dx -ngdl'y e dQ=dy-ndl, (2.10)

em que ng e n sao os vetores normais as areas dl'g e dI', respectivamente. Partindo de
(2.5) e (2.9), escreve-se:

dQ = (A - dx) - ndl' = JdQy = Jdx - nydly, ou (2.11)
dx - (AT -ndl') = dx - (Jngdly). (2.12)
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Sendo dx arbitrario, simplifica-se a tltima expressao para se chegar a:
AT . ndl = Jnydly, ou (2.13)
ndll = JA™T - nydly, (2.14)

conhecida como a formula de Nanson. Essa expressao desempenha o papel de relacionar a

area de uma superficie em suas configuragoes inicial e atual.

Figura 3 — Volume infinitesimal gerado pela projecao de uma area sobre um vetor nas
configuragoes inicial (esquerda) e atual (direita).

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.4 Conservacao da massa

A conservagao da massa é assumida como valida em todos os desenvolvimentos
presentes neste trabalho. Essa propriedade garante que a massa seja constante ao longo

do tempo, ou seja:

m:/de:/ po dS2g, (2.15)
Q Q0

sendo pg e p as massas especificas medidas nas configuracoes inicial e atual, respectivamente.
Por meio da expressao (2.9) da mudanga de volume, da férmula de mudanca de variaveis

e da arbitrariedade de €2, escreve-se:

m = / pdQ = / p(J dQ) = / po d, (2.16)
Q Qo Qo
que implica em:
p= '070. (2.17)

Considerando-se g = ¢(t) uma fung¢do genérica do tempo, pode-se estabelecer que:
/ pg dQ = / pg(J d) = / pog dSdo. (2.18)
Q Qo Qo
Além disso, pode-se escrever a seguinte relacao:

d d dg
a dQ:—/ a0 :/ 29 40, 2.1
dt/gpg 0 Jo, 098 = | po gl (2.19)

sendo esta 1util para os desenvolvimentos do problema dinamico.
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2.5 Equacdao do movimento em descricao Lagrangiana total

Embora o equilibrio ocorra na configuracao atual, deformada e deslocada, como ja
mencionado, é importante tomar a configuragao inicial como referéncia para o equaciona-
mento do movimento dos sélidos. Para isso, parte-se da equagao de equilibrio (equacao da

quantidade de movimento linear) descrita na configuracdo atual (forma Euleriana):

/pydﬂ—/vy~aTdQ—/bdQ:0, (2.20)
Q Q Q

onde ¥ ¢ a aceleracao da particula que ocupa a posicao observada no instante atual, dada
pela derivada material da sua velocidade, o é o tensor de Cauchy, e b é o vetor de forcas

de volume.

Aplicando-se o teorema da divergéncia na integral que envolve a tensdo, seguido da
férmula de Nanson dada em (2.13), e da férmula de mudanga de volume dada em (2.9),
levando em conta o principio da conservacao de massa conforme (2.17), chega-se a equagao

de equilibrio global na configuracao inicial:

/ podeO—/ (JoT - A7) - n dFO—/ b d€Y = 0, (2.21)
Qo ry Qo

0

sendo I')" o contorno de Neumann na configuracgao inicial. Considera-se que a forga de
dominio b é conservativa, de modo que, langando-se mao da propriedade de conservacao
de massa: by = Jb. Com base na grandeza entre parénteses na segunda integral de (2.21),

define-se o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie P como:
P=Jo" AT, (2.22)

no qual cada componente deve ser entendida como uma tensao medida em um ponto
do continuo na configuracao atual, porém levando-se em conta uma area de atuacao na
configuracao inicial. Pode-se notar ainda que esse tensor é o transposto do tensor de tensao
nominal, que segue a mesma conven¢ao que o tensor de Cauchy, porém é tomado em
relacao as dreas iniciais. Isso pode ser melhor entendido ao observar a Figura 4-a, na qual
exibem-se as configuragoes inicial (esquerda) e atual (direita). Na primeira, constata-se a
auséncia de forgas externas (e assim, um corpo indeslocado e indeformado), bem como o
vetor tensao de Piola-Kirchhoff t; (observando-se que esse vetor é ficticio, e portanto, ndo
estd atuando verdadeiramente na configuragao inicial). Na segunda, nota-se o vetor tensao
de Cauchy t.

O vetor tensao na configuragao inicial é obtido por to = P - ng, enquanto que na
configuracao atual tém-se t = o -n, notando-se que t, é paralelo a t. Agora, observando-se
a Figura 4-b, escreve-se a forga infinitesimal df resultante em um elemento de area. Essa
forca é a que realmente atua no elemento de area considerado, e deve resultar no mesmo

vetor, quer seja calculada em termos da configuracao inicial ou em termos da configuracao
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atual, ou seja:
df = tdl" = todly, (2.23)

sendo que, substituindo-se t e tgy, e posteriormente aplicando-se a formula de Nanson,
tem-se que:
ol ndl = o’ - JA™" . nydly = P - ngdly, ou (2.24)
P=Jo" AT (2.25)

Figura 4 — Tensoes de Piola-Kirchhoff (esquerda) e Cauchy (direita) distribuidas ao longo
de areas infinitesimais.

df

ny

T2, Y2

& T1,U

T3, Y3

Fonte: Elaborado pelo autor.

O tensor P nao é necessariamente simétrico, sendo conveniente a definicao de
outro tensor de tensoes a partir dele, que possua essa propriedade de simetria. Ademais, é
possivel mostrar que P é conjugado energético de A, que nao é uma medida objetiva de
deformacoes. Assim, define-se o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de sequnda espécie

CcOoImao:

S=A"1.P. (2.26)
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Isolando-se P em (2.26) e substituindo-o em (2.22), chega-se a:

S=JA 1ol AT (2.27)

Ao transpor (2.27), conclui-se que S é simétrico, dada a simetria do tensor de

tensoes de Cauchy. Logo:

S=JA"'.0- AT (2.28)

Comenta-se que as tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie nao possuem
significado fisico, porém, sao tteis na construcao matematica da formulagdo e na descrigao
de modelos constitutivos de materiais hiperelasticos, uma vez que, além de simétrico, S é
conjugado energético da deformacao de Green-Lagrange, que ¢ uma medida objetiva de

deformagao.

Por fim, considerando-se o teorema da divergéncia no termo de tensao presente em
(2.21), e considerando-se continuidade, escreve-se a forma local da equa¢do do movimento

em descricao Lagrangiana total:

Vx - P+ by = poy. (2.29)

Por meio de (2.26), reescreve-se (2.29) em termos do segundo tensor de tensoes de
Piola-Kirchhoft:

2.6 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

O modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff é adequado aos materiais hipere-
lasticos de comportamento linear, submetidos a deformagoes pequenas a moderadas. Esse
modelo estabelece que a energia especifica de deformagao (ou energia livre de Helmholtz)
¢ dada por:

(ME):;E:C:E, (2.31)

sendo € o tensor constitutivo de quarta ordem e E o tensor de deformacoes de Green-

Lagrange, dado em (2.4). A partir da definigdo de conjugado energético e sabendo que

¢ e E sdo ambos simétricos, obtém-se o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda

espécie por meio de:

oV (E)
OE

=¢:E. (2.32)

De modo a obter o tensor constitutivo €, deriva-se W(E) novamente em relac¢ao a

E, ou seja:
OV(E)

OE ® OE (2.33)
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sendo ® o simbolo de produto tensorial. Para os materiais isotrépicos, em notacao de

Voigt, € é dado por:

[ (1-v)E vE vE
1+v)1-2v) (1+v)(1-2v) (1+4+v)(1-2v)
1+v)(1-2v) (1+v)1—-2v) (1+v)(1-2v)

Cyoigt = v v 1—-v)E
1+v)(1-2v) (1+v)(1—-2v) (1+v)(1-2v)
0 0 0
0 0 0
_ 0 0 0

0 O
0 0
0

2G 0
0 2G
0 0

. (2.34)

na qual E é o médulo de elasticidade longitudinal, v é o coeficiente de Poisson e G é o

modulo de elasticidade transversal, dado por:

G:

2(1+v)

(2.35)

O modelo de Saint-Venant-Kirchhoff é facilmente aplicavel aos casos com linearidade

geométrica em termos das deformagdes de Green-Lagrange (media objetiva), no entanto,

nao é adequado para os problemas envolvendo grandes deformagoes (em especial, grandes

niveis de compressao) uma vez que nao respeita a condigdo de crescimento (ver Carvalho

(2019) para maiores detalhes e exposi¢do de outras leis constitutivas).
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3 FORMULACAO POSICIONAL

Neste capitulo, apresenta-se a formulagao posicional do MEF para a andlise bidimen-
sional nao linear geométrica de solidos em regime elastico, segundo o modelo constitutivo
de Saint-Venant-Kirchhoff, e em descricao Lagrangiana total. Para que seja obtida a forma
semi-discreta do problema, adota-se o principio da estacionariedade da energia, tal como
tem sido feito nos trabalhos relacionados a formulacao posicional. Posteriormente, ao se
desenvolver a formulagao posicional espaco-tempo do MEF, emprega-se o método dos
residuos ponderados, obtendo-se uma forma mais geral, onde diferentes técnicas possam ser
aplicadas na direcao do tempo, permitindo, por exemplo, a escolha de func¢oes ponderadoras
e aproximadoras diferentes (técnica de Petrov-Galerkin). Neste capitulo, de modo a obter
o problema discreto, emprega-se a integracao temporal através do método a-generalizado,

que servira como parametro de comparagao para os resultados da formulacao espago-tempo.

3.1 Principio da Estacionariedade

O Principio da Estacionariedade (assim como outros métodos energéticos ou os
métodos de residuos ponderados) se constitui um meio para se obter a forma fraca das
equagoes governantes, permitindo a técnica de discretizacao espacial por elementos finitos.
Esse principio afirma que a primeira variacdo da energia mecanica total na direcdo das
incognitas (valores nodais no caso do MEF') é nula, ou seja, aplica o principio da conservagao

da energia para definir as varidveis incognitas de equilibrio (CODA, 2018).

Considerando-se um corpo em equilibrio, adiabatico, sem dissipacao de energia e

submetido a forcas externas, sua energia se resume a energia mecanica total, dada por:
M=K+ U+P, (3.1)

sendo K, U e P as energias cinética, de deformacao e potencial das forcas aplicadas,

respectivamente. Pelo principio da conservacao da energia, tem-se:
Ol = 0K + 60U + 6P = 0. (3.2)

3.1.1 Energia cinética

A energia cinética K de um corpo é descrita em termos do campo de velocidades

COo1mo:

1 . .
K= [ poy(x.t) - ¥(x.1) d%, (33)

em que pg ¢ a massa especifica do sélido no instante ¢t = 0 e y a derivada de y com respeito

ao tempo, mantendo-se fixas as coordenadas x.
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Sendo o tempo uma variavel independente do problema, uma variagao da energia

cinética pode ser escrita como:

0K

0K = —6t = */ po(¥ -y +y-¥)otdQ :/ po¥ - yot dSdy :/ po¥ - 0y dQo, (3.4)
at 2 Qo Qo Qo

0
sendo dy = W5t — yot a variacao da posicdo com respeito ao tempo.

ot

3.1.2 Energia de deformacao

Os materiais hiperelasticos possuem uma expressao explicita da energia especifica
de deformacao em funcao da deformagao do corpo, que por sua vez é funcao das posicoes
atuais. A energia de deformagao U ¢é obtida por:

U= [ T(E)dD, (3.5)

Qo

e sua variagdo ¢ computada como:

_OU sy = [ OV(E) by doy = | OVE) OB s 10y = [ S:6Ed, (3.6)

ou
dy Q Oy 2 OE Oy Q

considerando o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff (se¢do 2.6). Em verdade, a
equagao (3.6) é vélida para qualquer modelo constitutivo no qual ¥ seja escrito em termos

do tensor de deformagoes de Green-Lagrange.

3.1.3 Energia potencial das forgas externas

Para um corpo sujeito a forcas externas conservativas, pode-se escrever a energia

potencial P como:
P:—/t-dFN—/b-dQ, 3.7
w0 yaly o, D0 Y & (3.7)

onde ty ¢ a forga de superficie aplicada sobre o contorno de Neumann T')Y na configuragio
inicial e by a for¢ca de dominio. A variacao de IP com respeito a posicao é computada como

sendo:

5@:-/ t -6 dl“N—/b-cS Q. 38
F(])Voyo QOoy 0 ( )

3.1.4 Forma completa da conservacao da energia mecanica total

De posse das variagoes das energias cinética, de deformacao e potencial das forgas

externas, reescreve-se (3.2) como:

/poy-(syd90+/ S:(SEdQO—/ to-édeéV—/ by -dyd =0  (3.9)
Qo Qo Fév Q0
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A completa caracterizagao do problema é obtida quando as seguintes condi¢oes

também sio satisfeitas:

y=Y sobre I'Y, (3.10)
P -ny =t sobre '), (3.11)

sendo ¥ as posigdes prescritas no contorno de Dirichlet '} e ng o vetor normal ao contorno

de Neumann TI'}’, ambos na configuracio inicial.

3.2 Discretizacdo espacial

Na Figura 5, é esquematizado o resultado da discretizacao espacial do problema
continuo, que aproxima o dominio na configuracio atual 2 por Q" e seu contorno I' por

I'*, sendo o primeiro formado por um nimero finito de subdominios ¢, de modo que:

el

Q= Q"= (3.12)
e=1

onde os subdominios 2¢’s referem-se aos n,; elementos finitos que compdem o problema, e
o superindice h caracteriza a aproximacdo por elementos finitos. Por sua vez, I'" também
¢ decomposto em n,; subcontornos I'’, de modo que:

Neb

I~T"=[JI" (3.13)
b=1

Figura 5 — Discretizagao espacial do continuo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os elementos sao definidos por um arranjo de pontos, chamados de nés. A cada no6 a
é associada uma funcao de forma ¢,(&), sendo & um sistema de coordenadas adimensional
definido em cada elemento finito. Essas fung¢oes formam a base para a representacao das

configuracoes inicial (2 e atual ¢, conforme apresentadas na Figura 6, tal que:

x"(€) = £(€) = ¢u(€)xa, (3.14)
Y'(& 1) = £1(&,1) = ¢a(€)ya(t), (3.15)
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ou, em notacao indicial:

le(g) = fzo(f) = ¢a(€)(xi)a>
v (€.1) = f1(€,1) = da(€)(yi)a(?),

(3.16)
(3.17)

respectivamente, nas quais x, e y, sao, respectivamente, o vetor de coordenadas iniciais e

atuais do n6 a, e 2 = 1,...,n4 é o indice das dire¢des, com ny < 3.
Figura 6 — Cinemaética do elemento finito espacial.

fh

—~— N

X2 Y2

L

I3 T Ys U

&1

Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio da composicdo dos mapeamentos f e f!, escreve-se:

£ (x, 1) = £1(&,t) o (£°(€)) ",

ou seja, a funcdo mudanca de configuragao do elemento, com gradiente:

Ah — Al . (Ao)il,

onde
o Of°  9¢,(€)
A= 9T e X
L OfY 9¢.(€)
Al k3 oe Y

sao os gradientes dos mapeamentos inicial e atual, respectivamente.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Uma vez realizada a discretizagao espacial do problema, torna-se possivel escrever

a forma semi-discreta do problema governado por (3.9) como:

S = / oy - Gy" dQl + / S : GE" Q"
ag ag

n

h h Nh h h h c _
—/FéVhto-éy dr! —/ngo-5y Ok — 3 (£° - by,) =0,

a=1

(3.22)
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observando-se que foram adicionadas forcas pontuais f¢ aplicadas diretamente no né.
Sendo a variagdo de uma grandeza (e) com respeito aos parametros nodais dada

por:

o 3.23
9y, dy (3.23)

e levando-se em consideracao a arbitrariedade de dy,, escreve-se a estacionariedade da

energia mecanica total com respeito aos parametros nodais (incégnitos) como:

I L, Oy" OE!
e . th / Sh . th
9y. /szg PV Bya 0 Jop B By, B0
ayh ayh n
— th . darNh — [ pl. dQF —N"fe=0 3.24
FéVh 0 aya 0 Q(})L 0 aya 0 az::l a ) ( )

dando origem a um sistema de equagoes que pode ser melhor entendido empregando-se os

conceitos de “forcas nodais equivalentes”, representado por:
finere 4 fint 4 fert — (3.25)

sendo fnere fint o £ a5 forgas nodais equivalentes inerciais, internas e externas, respecti-

vamente, referente ao né a. Tais forcas correspondem a:

inerc 8Kh C ayh

fa = ay = Oh Poyh ’ ay nga (326)
a 0 a

, our OE"

fint — = s dQh 3.27

¢ Ay, Jap oy, (3:27)

8]P>h ayh ayh n
peat — 01 _ —/ gh. I grNe [ oph Y ok N ge 3.98
“© Ay, ey 0y, ° ar 0 Oya " a; ‘ (3:28)

3.2.1 Elementos finitos

A presente formulagao incorpora elementos triangulares de aproximacao linear,

quadratica e ctbica, conforme a Figura 7.

Figura 7 — Elementos triangulares de aproximagao linear, quadratica e cubica.

Linear Quadratica Crtbica
&2 3 13
3 ¢ 6 10
8 9
4 5
5 7
1 2 & 1 2 3 & 1 2 3 4§

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.3 Discretizacdo temporal através do método a-generalizado

Na grande maioria dos trabalhos relacionados ao MEF posicional até o momento,
emprega-se o integrador de Newmark, adotando para problemas dindmicos comuns os
pardmetros = 1/4 e v = 1/2, com os quais obtém-se um esquema incondicionalmente
estavel e com precisao de segunda ordem. Entretanto, essa escolha pode nao ser a mais
adequada para problemas fortemente nao lineares, tais como problemas de impacto,
demandando a escolha de outros pardmetros (pardmetros de Hu por exemplo), que acabam
por diminuir a precisao e/ou introduzir difusdo numérica, como pode ser visto em Carvalho
(2019).

Em trabalhos mais recentes, tais como Siqueira (2019), Fernandes (2020) e Moreira
(2021), adota-se 0 método a-generalizado, introduzido por Chung e Hulbert (1993). Este
ultimo permite a dissipagao das frequéncias mais altas com melhor controle da difusao
numérica e da precisao. Neste trabalho, o método a-generalizado ¢ utilizado como parametro
de comparacao, seguindo a abordagem apresentada em Bazilevs, Takizawa e Tezduyar

(2013), na qual os parmetros a§*

CH
m -

e aCf da formulacdo original sdo substituidos por

ozle—oc?Heozmzl—oz

Considerando-se os instantes passado t,, intermediario ¢, e atual ¢,,,1, e sendo
o passo de tempo de tamanho At = ¢, — t,, calcula-se a posicao, a velocidade e a

aceleracao nos instantes intermediarios como:

yn+af — yn + af(yn+1 . yn)7 (329)
VU =y a3 -3, (3.30)
= (i - 57, (3.31)

onde a e ay, sao valores reais entre 0 e 1. No instante t,1, os vetores ¥,41 € ¥,+1 580

obtidos a partir das aproximacoes de Newmark:

von 1 " n 1 ., LY.,
y“:BAtQ(y “—Y)—@y —(1—26>y (3.32)
€
= ST ey <1 - g) §" o+ At (1 - 2;) ¥, (333)

sendo 3 e v os parametros de Newmark. De acordo com Chung e Hulbert (1993), é possivel

obter um esquema de precisao quadratica ao se adotar:

B = i(l"‘am_@f)Q (3.34)

v ==+ oy, —ay. (3.35)
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Ainda, um esquema incondicionalmente estavel é obtido ao satisfazer:

1

>y > g, (3.36)

Convenientemente, os parametros o, e o sdo expressos em fungao do raio espectral

Poo, POT meio de:

Qy = , 3.37
T o (3.37)
1
oy = : (3.38)
14 pso

O raio espectral po(A) é definido como o maior autovalor em médulo da matriz
de amplificacio A (que relaciona os valores conhecidos aos valores incognitos) (ver Bathe
(2014), por exemplo) e é empregado no estudo da estabilidade de um integrador temporal.
Enquanto p,, permanecer menor ou igual a unidade, o método é dito estavel, sendo
dissipativo quando p,, < 1 e instdvel quando p, > 1. Os pardmetros ay e a, do
método a-generalizado sao responsaveis por controlar a dissipacao de altas frequéncias
sem impactar significativamente nos modos de frequéncias mais baixas (dissipagdo étima).
Essa propriedade varia desde o caso sem dissipagdo (poo = 1), ao caso de aniquilagao

assintotica (ps = 0), onde as altas frequéncias sao eliminadas apés um passo de tempo
(CHUNG; HULBERT, 1993).

Diante do exposto, reescreve-se o sistema de equagoes semi-discreto (3.25) como:
. n+om . n+ao n+ao
()™ 4 () 4 (£) =0, (3.39)

sendo cada parcela detalhada na sequéncia.
3.4 Processo de solucao

Uma vez obtida a forma fraca discreta, pode-se recorrer a algum método iterativo,
como o de Newton-Raphson, para resolver o sistema nao linear resultante - decorrente da
presenca do gradiente A. Para isso, no instante intermediario, define-se o vetor residuo

gt do sistema nao linear (3.25) como:
grte(yrtty = (£mere)™ (£ g (p) T (3.40)

onde nota-se que, apesar do equilibrio ser tomado no instante intermediario, o residuo é
dado em termos das posi¢oes atuais nodais, em decorréncia das equagoes (3.29), (3.30) e
(3.31).

Ao expandir o vetor residuo em série de Taylor, e desprezar os termos de ordem

superior, escreve-se:

n4oa /. ,n agg+a YZH n
g,y ~ —% Ayt (3.41)

3}’17
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sendo a contribuicao da matriz tangente do método de Newton-Raphson definida como:
agn—l-a( n+1)
aynJrl ’

n+1

H,, = (3.42)

obtida das contribui¢oes do nés a e b, e Ay, ™ o vetor de corregao das posi¢oes do noé b.

Para uma melhor solucao computacional do problema total, obtido das contribuicoes

de (3.41), agrupam-se y, e g, em vetores, de acordo com os seguintes esquemas:

{yy ={y} < ot (3.43)
{g} = {g;} « (gu)a™, (3.44)

nos quais j = ng(a — 1) + k, sendo k = 1, ..., ny4 as diregdes. Além disso, organizam-se os

tensores H,, (de quarta ordem) em uma matriz global representada por:
H] = [H;j] < (Hkn)ap, com i =ng(a—1)+ ke j=ngb—1)+n, (3.45)
sendo k,n =1, ...,ny4 as direcoes.
Dentro do processo iterativo, o sistema global pode entao ser reescrito como:
H]* - {Ay" 1} = —{g}", (3.46)

para a iteragao k, de tal forma que a interrup¢ao do processo ocorre quando, apds empregar

a Ccorrecao:
{yn-i-l}k:-i-l — {yn—l—l}k + {Ayn-i-l}k’ (347)

a seguinte condicao seja satisfeita:

[{aymy]
[

em que {x} é o vetor que agrupa (seguindo o mesmo esquema da expressio (3.43)) todas

< tol, (3.48)

as coordenadas dos nds da malha no instante inicial, a simbologia ||(e)|| representa a norma
euclidiana e tol é um nimero real pequeno e positivo que representa o nivel de precisao

desejada na analise.

Na sequéncia, detalham-se as forcas nodais equivalentes. As integrais sobre o
dominio sao realizadas numericamente sobre cada elemento finito empregando-se pontos

de Hammer, sendo este processo adequado aos elementos triangulares (ver Assan (2003)).

3.4.1 Forca inercial nodal equivalente

A forcga inercial nodal equivalente de um dado né a é obtida por meio da derivada

da energia cinética K em relagéo a sua posicao no instante intermediario, ou seja:

(finerc) ntam
a

W = / poduda d F3 0 = ma§y (3.49)
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em que mgy, ¢ uma quantidade escalar de massa para cada par de nos a e b, dada por:

ma = [ poduda % (3.50)
0

A matriz de massa do sélido é obtida por meio de:
M| = [M;;] < mapOpn, com i =ng(a—1)+kej=mngb—1)+n, (3.51)

onde Jy, é o delta de Kronecker.

Por meio da aproximacao da aceleracao dada em (3.31) e (3.32) (decorrente do

método a-generalizado), reescreve-se (3.49) como:

n+1

inerc\"TOm en Yo — yg _ yl? _ §_ > en
(fa ) = Map {Yb + am [ ﬂAtQ ﬁAt (2 6 Yb] } : (352>

3.4.2 Forca interna nodal equivalente

Para um dado né a, escreve-se a forca interna nodal equivalente como sendo a

derivada da energia de deformacao U em relacao a sua posi¢do intermediaria:

pint\ s _ ouk - ounter(EN) Joh — owntes(EM) - 9E" -
(a ) —  g.ntay ah 9 ntay 0 _/h aEh . ntay 0
Ya 0 Ya 0 Ya
OE"
- / st 2 doh, (3.53)
Qg Ya !

onde Uos (E") é a energia de deformacio especifica calculada no instante intermediario,
E" = E"(ya ') é o tensor de deformacdes de Green-Lagrange definido em (2.4) e calculado

a ")) é o tensor

a partir das posicoes intermedidrias dadas em (3.29), e S" = S"(E"(y
de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie dado em (2.32), calculado no instante

intermediario.

O nicleo da tltima integral de (3.53) possui a derivada de E" com respeito & ya

desenvolvida como:

OE" 0

ayZH‘af - ayZ—HXf

(AMT + Al g;‘:‘ﬁij) . (3.54)

;(C" + I)] =

1( 0A"
2

n+ao
Ya !

No tempo intermedidrio, a matriz A" é calculada por (3.19), considerando a posigao

intermediaria dada em (3.29). A derivada de A" com respeito a yZJraf é computada em

notacao indicial como:

aAZ _ aAzlm ( 0 ‘>—1 _ % a(yi)lryHﬂf ( 0 '>—1
Oye)a ™™ Ay)a ™ Om e
9¢a _
= St (3.55)

em que d;; € o delta de Kronecker.
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3.4.3 Forca externa nodal equivalente

As forgas tratadas neste trabalho sao conservativas, uma vez que nao dependem
da posicao atual de seus pontos de aplicacao. Essas forcas sao obtidas pela derivada da
energia potencial das forcas aplicadas P em relacdo as posigoes intermediarias nodais.
De modo geral, as distribui¢oes das forgas de superficie e dominio sdo conhecidas, sendo
possivel sua avaliagao direta em ') e QF. Ja a descricio temporal dessas forcas pode
ou nao ser continua. Todavia, assume-se que tal descri¢ao seja conhecida, conhecendo-se

portanto seus valores no tempo intermediario, podendo-se escrever para um dado no a:

ext\ VTS a]P)h n .
()™ = S = — [ duthdry " - / bl dOh — S (3.56)
aya To g a=1

3.4.4 Aceleracao inicial

A aceleracao inicial é necesséaria devido a natureza sequencial da solucao ao longo

de passos de tempo. Para obté-la, toma-se o equilibrio no instante inicial:

{9} + {(E™) + {(E=)"} = {0}, (3.57)

ou

(M- {5} = = {(F™)"} = {(£")"}, (3.58)

onde {§°} é o vetor global de aceleracio inicial, {(f"")°} e {(f°**)°} sdo os vetores de
forgas internas e externas globais no instante ¢t = 0, respectivamente, e [M] é a matriz de

massa global do corpo dada em (3.51).

3.4.5 Matriz tangente

Considerando-se as forcas externas conservativas, a contribuicao H,, devido aos

nos a e b no tensor tangente sera:

o0*uh O*Kh

Hab = n+ao + n
dya ™ @ oyrtt  dyrtem @ dypt!

=H}, + HY,. (3.59)

De (3.59), calcula-se a parcela devido & energia de deformagao como:

dQr = HY, (3.60)

o2U" 0 ( ouh > ofint / 0> (E)
Q

Oys Y oyttt Oyptt \ayat ) oyptt Jap oyt @ oyt

em que HY, é uma submatriz da matriz tangente devido & deformagdo. O nicleo da integral

de (3.60) é calculado por meio de:

O*W(EF)  9sh  OEh s 2E"
aynT @ oyrtt  ayat T oyt COya Y @ oyt

(3.61)
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. . . ~ s n—+ao .
A primeira parcela envolve a derivada de S" em relacdo a ya 7, ou seja:

osh OE"
ntar =¢: Taf’ (362)
aYa Ya
ou, em notacao indicial:
S, OFmn
a(y{)i’j_@f = Q:jkmn a(y‘)n+af ) (363)

sendo € o tensor constitutivo de quarta ordem, dado em notagao de Voigt em (2.34). Ja a

af

. . N n+
segunda parcela envolve a segunda derivada de E com respeito a ya eyt dada por:

O’Eh 0 ( OE" )
dya " @ oyt Ay ™ \dya
1( OAh  O(AMT  9Ah a(Ah)T>

Py ntor n+1 nt+1 n+a
Ya ! 8yb 8Yb Ya !

5 (3.64)

ou, em notacao indicial, por:

O’Er, 0 ( OE" >
Oyi)a” ™ oy;)p™ O(y;)y ™ \o(ys)a ™
1 < 8A’;1k, 8A2k (9A£Lnk 3AZ,§
2\ 0(y)a ™ Oyt 0wy oy

onde deve-se notar que, para cada par de nés a e b, tem-se um tensor de segunda ordem de

)

> . (3.65)

dimensao ng X ng. A derivada de A" com respeito as posicoes atuais (necessaria também

para se calcular (3.61)) é feita em notagao indicial conforme:

aA;LJ — 0Azlm ( 0 ‘)—1 — %8(yi)g+af (AO ‘)—1
O(yx)ntt O(yg)ptt™ ™ O Oyg)att ~ ™
0o _
— aémoéf(sik(Agw.) L (3.66)

sendo oy o pardmetro do método a-generalizado.

A outra parcela da submatriz tangente (3.59) se deve a energia cinética e é calculada,
partindo de (3.52), como:
O?Kh 0 ( OKh ) ofinere U,

— = = My I ngxXn
ayg+am ® ayg-i-l aygz-i-l ayg-i-am ayg-&-l bﬁAtQ (naxng

) = Hﬂcfba (367>

sendo 3 o parametro de Newmark, a,, o parametro do método a-generalizado e I(;,xn,) @

matriz identidade de dimensao ng X ng.

3.5 Implementacao computacional

O programa com o integrador a-generalizado faz uso do método de Newton-Raphson
para a solucao do sistema nao linear e pontos de Hammer para integracao no espago. Os

processos implementados nesse programa sao descritos no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1: Solugdo empregando integrador av—generalizado.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

13

14

15
16
17
18

19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

Entrada: Geometria, condigdes de contorno, propriedades dos materiais, passo de

tempo e valor do raio espectral.

Saida: Resposta em posicoes, velocidades e tensdes do sélido ao longo do tempo.
inicio

Leitura dos dados do problema;

Calculo de §¢ conforme (3.58);

para cada passo de tempo n faga

y" T« y% caso n = 0, ou y*™! < y" caso n > 0;
Célculo de ™ conforme (3.32);

Célculo de y"™*f e y" "% conforme (3.29) e (3.31);
Célculo de (£1)" "/ conforme (3.56):;

enquanto erro < tolerancia faga

para cada elemento faga

para cada ponto de quadratura espacial faga
Céalculo de A", E" e S" conforme (3.19), (2.4) e (2.32);

OE"
Calculo de ST conforme (3.54);
) osh
Célculo de — - conforme (3.62);
Ya

para cada no a faga

Célculo de (£ conforme (3.53);

para cada no b faga

Célculo de (fimere)ntam conforme (3.52);

O’Eh

Célculo de — conforme (3.64);
dya 7 @ oypt!

Célculo de HY, conforme (3.60);

Célculo de HY, conforme (3.67);

fim
fim
fim

fim

Célculo de g"** conforme (3.40);

Montagem do vetor residuo global {g} conforme (3.44);
Montagem da matriz global [H] conforme (3.45);

Aplicagao das condigoes de contorno de Dirichlet em [H] e {g};
Solucao do sistema nao linear (3.46);

Corregao das posigdes conforme (3.47);

Célculo do erro conforme (3.48);

fim
fim

35 fim
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4 FORMULACAO ESPACO-TEMPO

Para chegar a formulagao espaco-tempo do MEF aplicada aos problemas bidimen-
sionais com grandes deslocamentos, inicia-se este capitulo com a aplicacdo do método
dos elementos finitos no dominio do tempo para um sistema massa-mola de um grau de
liberdade. Isso torna possivel estudar as caracteristicas numéricas da formulacao em um

problema simples de resposta analitica conhecida.

Busca-se uma formulacao que permita a solucao sequencial dos elementos finitos
temporais, impondo-se ao elemento seguinte, como condig¢oes iniciais, os valores de posicao
e velocidade finais do elemento anterior. Para isso, escolhe-se empregar fun¢oées de forma
do tipo polinémios de Hermite por permitir a imposi¢ao das condigoes iniciais, velocidade e
posigao, de forma forte, assim como nos trabalhos de Argyris e Scharpf (1969), Fung (1996),
Mergel, Sauer e Ober-Blobaum (2015) e Wang e Zhong (2017). Diferentes consideragoes
sao feitas quanto a eliminacao de parametros da funcao teste na aplicacao dessas condigoes
para conduzir a um sistema de equagoes determinado e produzir melhores caracteristicas
de estabilidade e convergéncia. Isso resulta em diferentes integradores temporais com

diferentes caracteristicas numeéricas.

Na sequéncia, com base nos resultados obtidos para o problema de um grau de
liberdade, selecionam-se os integradores temporais com caracteristicas desejaveis e aplica-
se a formulagdo para o caso de sélidos bidimensionais com grandes deslocamentos, no
contexto da formulacao posicional. Adota-se o modelo de placas espago-tempo (discretizagao
estruturada na direcdo do tempo), onde os elementos finitos espago-tempo sdo elementos
prismaticos de base triangular e suas func¢oes de forma sao dadas pelo produto das
fungdes de forma do tipo polindmios de Lagrange definidas nos elementos triangulares que
discretizam o espago (base do prisma espago-tempo) pelas fungoes de forma de Hermite

que discretizam o tempo.

4.1 Problema linear com um grau de liberdade

Seja o sistema massa-mola nao amortecido apresentado na Figura 8. Esse sistema
constitui um problema linear de um grau de liberdade no espago - posi¢ao (ou deslocamento)

y(t) - e é governado por:
finere | pint | ginere _ ) (4.1)

sendo fier¢ = miih(t), it = kyh(t) e f°* = — f(t) o equivalente as forcas inercial, interna

e externa na dire¢ao de y(t). Assim, reescreve-se (4.1) como:

my" +ky" = f(2), (4.2)
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O problema de valor inicial consiste em encontrar a fungao y(t) que satisfaga (4.2)

e as condicgoes iniciais:

y'(0)=y"e (4.3)

sendo 3° e vY a posigao e velocidade no instante inicial (¢ = 0).

Figura 8 — Sistema massa-mola linear sem amortecimento.

y(t)
>
k f(t)

m E—

0O O

Fonte: Elaborado pelo autor.

No contexto das malhas estruturadas na direcao do tempo (ou parcialmente estru-
turadas), a solugao do problema de um grau de liberdade por meio da técnica de elementos
finitos pode ser feita realizando-se a divisdo do dominio temporal I = (0,7") em um niimero
finito de elementos (ou intervalos) I, = [t,,tnt1], de modo que I = U= I,,, sendo N
o nimero de elementos finitos temporais com o indice dos elementos iniciando-se em 0

(zero).

Empregando-se o método dos residuos ponderados para a obtenc¢ao da forma fraca
do problema de valor inicial expresso por (4.2), (4.3) e (4.4), define-se o seguinte espaco

de fungoes para a funcao tentativa:

Vi = {yh<t>|yhe U 7L, v () = o™ yh<tn>:v”}, (45)

n=0
onde FP é um espago funcional de polinémios de grau p > 1, e y™ é a posicao no instante
t, e v, é a velocidade nesse mesmo instante. Nota-se que as condigoes iniciais do problema
sao impostas de forma forte e que a informacao é propagada na dire¢do do tempo ao impor

as condigoes finais de um passo de tempo como condi¢oes iniciais do passo subsequente.

Assim, para que a estratégia de solucao sequencial seja possivel, adotam-se os po-
lindmios ctbicos de Hermite para a construcao das fungoes de forma temporais, resultando

no elemento I, da Figura 9, de tal forma que a posicao atual tentativa é dada por:

y"(0) = u(0)y" + a(0)v" + s (0)y" T + a(0)" T, (4.6)

sendo 6 € [—1,1] a coordenada local adimensional, definida no dominio de um elemento

finito temporal, e 1, a funcao de forma temporal associada ao grau de liberdade b, descrita
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para cada grau de liberdade como:

D(6) = (1 - 022 +0) (47)
Vo (6) = A8t(1 +0)(1 — 6)?, (4.8)
Usl6) = (146022~ ), (4.9)
V4(0) = —Agt(1+9)2(1 —0), (4.10)

e levando-se em conta um mapeamento linear para o tempo no interior de um elemento

finito de acordo com:

t(0) = (9+1)A2t+tn. (4.11)

Figura 9 — Fungoes de forma temporais baseadas nos polinémios ctiibicos de Hermite.

1 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se que, para aproximar a posicao atual, os parametros nodais associados
a 11 e 13 consistem na posicao quando € vale respectivamente -1 e 1, enquanto que os
parametros associados a 1y e 14 consistem na velocidade quando 6 vale respectivamente
-lel.

A funcao teste é aproximada pela seguinte expressao:
w'(0) = ¥y (O)w) + ¢y (O)wy + 95 (O)ws™ + o (O)wi™, (4.12)

sendo ¢}’ a fungao de forma temporal da funcao teste, associada ao parametro teste b.
Cabe ressaltar que o formato apresentado em (4.12) é uma forma geral de se apresentar a
funcao teste, e é util no emprego de uma integragdo temporal com caracteristicas distintas,

como sera visto mais adiante.
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Finalmente, o problema aproximado pode ser enunciado como: encontrar y"* € Vi, |

de modo que V w" € Y., :
tnt1
/ Tt kyt — f))wh dt = 0. (4.13)
tn

Substituindo (4.6) e (4.12) em (4.13), e organizando-se em um formato matricial,

obtém-se:

_wﬁ%l wi”@ WU?LS %0154_ y"

n n n n tnt1 501/)1 ¢§U¢2 5”7»03 §U¢4 "
{wl wy  wit w4+1}/tn m 1/1;)”% 1D3¢2 ¢§’QZ}3 1/1‘35”1/}4 dt -
U YPds s PP (o
PP YPe YPbs Yy y"

(D Ve DYs Y] vt

(G
tn+1 w
—{w? wy  wht wZH}/t :ii fdt= 0.
n 3
vy

(4.14)

Embora parta-se do mesmo espago para representar as fungoes teste e tentativa,

serao impostas posteriormente restrigoes sobre a fungao teste.

Define-se a soma dos nicleos da primeira e segunda integral de (4.14) como:

VY (maby + kibr) QY (mabs + kaba) QY (mabs + kabs) ¢ (mabs + Kaba)

D.— %U(m% + ki) %’J(mih + Kby) wé”(m% + k3) %U(W“M + k)y) (4.15)
Y (maby + kar) Y (mabs + kba) Y (mads + kibs) Y (maby + kby)
U (s + kr) O (mady + kb)) 0F (mabs + kbs) - o (miaby + k)

sendo D;; um elemento de D localizado na linha 7 e coluna j.

Observa-se que os pardmetros w}, wy, wit e wi™' sdo tidos, até o momento,

como arbitrarios. Ainda, ao observar o sistema (4.14), fica evidente que o problema possui
apenas duas incognitas (3" e v"™!). Uma estratégia de solugao, portanto, consiste em
anular um par de pardmetros da funcao teste no sistema (4.14) para se obter um sistema
com duas equagoes e duas incognitas, tendo em mente a arbitrariedade dos outros dois

parametros.

Uma primeira escolha das funcoes de forma da funcgao teste pode ser feita adotando-

se Y = iy, com b = 1,2,3,4 (i.e. considerando que a funcao teste seja aproximada
wb ¢ ) y Sy q 9 J p
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pelas mesmas fungoes que a func¢ao tentativa), tornando-se possivel a obtencao de seis

integradores temporais, apresentados na sequéncia:

Integrador p2: w} = wi™ =0
tn D D 7’L+1 tn w t" _D D "
JA O 72 S T v pae— [0 Y )
tn D31 D33 Un+1 tn wéu tn D32 D34 "

Integrador q2 (equivale ao emprego do Principio de Hamilton, segundo Fung (1996)):

n n+1
wy =wy" =0
ﬁwl[@%4ﬁ " Z—/MJ ijﬁ—/WlDﬂ‘%Sﬁ VL
tn D42 D44 Un+1 tn @Z)}f tn D41 D43 " .

Integrador p*q—: w} = w;™ =0
tnt1 n+l1 tn1 w tht1 | Doy D "
/+ dt "’ :—/*' Vs fﬁ—/*' e O L AYPRTS)
tn il tn @ZJ;)U tn D31 D34 "
Integrador p*q™ (equivale ao método de Bubnov-Galerkin): w}’ = wl =0
tn n—+1 tn w tn D D n
/+1 dt "’ :_/*” v fﬁ—/44 el PO SRR TS
tn vn+1 tn w}f tn D41 D42 'Un
Integrador p~q: wj™ = w}™t =0

tn ptl tn w tn

2
Integrador p~q*: w} = wi™ =0
tn D D n+l tn w tn D D n
J A e TR S S v par— [ a2
tn D41 D44 'Un+1 tn ’lb}f tn D42 D43 "

Para o estudo das caracteristicas numéricas desses integradores, toma-se o sistema

D22 D23
D32 D33

DSS D34
Dys Dua

Dll D12

D21 DQQ D23 D24

Drs Dmrﬁ{%}mzm

massa-mola linear tal como o da Figura 8, de massa m, rigidez k e ausente de forca externa
(f(t) = 0). O sistema ¢é excitado por um deslocamento inicial da massa de yo = y(0)
e, portanto, a resposta analitica do problema em deslocamentos é dada pela expressao
y(t) = yo cos (wt), enquanto que sua velocidade é dada pela expressao y(t) = —yow sin (wt),
sendo w = \/% a frequéncia natural do sistema e Ty = 27/w seu periodo natural. As

energias inicial e nos instantes posteriores sao dadas, respectivamente, por:
Loy
Ey= §ky0> (4.22)

Et) = —my(t)* + =ky(t)*. (4.23)
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Os resultados apresentados na sequéncia sao normalizados com respeito a o, w, Tp

e Ey, resultando nas seguintes respostas analiticas em deslocamento e velocidade:

ygx) = COS (27?%()) (4.24)
’Z(()i = —sin <27r£)>. (4.25)

Resposta do sistema linear com um grau de liberdade

As Figuras 10 e 11 apresentam as respostas em deslocamento e velocidade, respec-
tivamente, do sistema massa-mola para os trés primeiros periodos de oscilagao. Pode-se
observar que os esquemas ptq~ e ptqT sao dissipativos e portanto reduzem a amplitude de
vibragao ao longo do tempo. J& os integradores p~¢~ e p~¢ ™, em contrapartida, apresentam
um carater amplificador e portanto indicam instabilidade. Os esquemas p2 e g2 apresentam

bons resultados, com indicios de serem apropriados as andlises de longa duracao.

Figura 10 — Deslocamentos do sistema massa-mola para 3 periodos de oscilagao. At =
To/6.

e [ntegrador p2

= Integrador ¢2

¢ Integrador pTq~
Integrador ptq™

* Integrador p~q~

4 Integrador p~qT

Y/ Yo

At/T,

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conservagao da energia

A energia total do sistema, considerando os diferentes integradores, foi computada
em 100 periodos de oscilacao e plotadas na Figura 12. Conclui-se, qualitativamente, que
os integradores p2 e ¢2 conservam a energia ao longo do tempo, sendo o erro maximo
relativo com respeito ao valor exato unitario igual a 0,02% e 0,65%, respectivamente. Os
integradores ptq~ e pTq" dissipam a energia do sistema, como ja foi previsto nas Figuras
10 e 11. Em contrapartida, os integradores p~ ¢~ e p~—¢" introduzem energia ao sistema e

portanto implicam em instabilidade.
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Figura 11 — Velocidades do sistema massa-mola para 3 periodos de oscilagao. At = Ty /6.

1.5 T

o Integrador p2

1 = Integrador ¢2

¢ Integrador ptq~

0.5 Integrador ptqt

- * Integrador p~—q~

§ 05 4 Integrador p~q*
-0.5
-1

-1.5 . :
0 1 2 3

At/T,

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 12 — Conservagao da energia para 100 periodos de oscilagao. At = T;/6.

— Integrador p2
— Integrador ¢2

—— Integrador pTq~
Integrador ptq™

—— Integrador p~q~

E/E,

—— Integrador p—q*

Fonte: Elaborado pelo autor.

Andlise de estabilidade

Segundo Bathe (2014), a andlise de estabilidade de um integrador temporal para
o problema governado por (4.2) deve considerar como variaveis At e w, e é realizada

relacionando os valores atuais aos valores antigos.

Definindo-se o intervalo de tempo normalizado v = wAt, escreve-se o sistema de

equacoes de cada esquema da seguinte maneira:

Pt U _ Rl ™ L (4.26)

Wln41 Wlp
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sendo A a matriz de amplificacdo dindmica, dada para cada integrador como sendo:

A 1 2674 — 87672 + 2016 —2016 + 20473 (1.27)
P2 894 £ 13292 + 2016|345 — 2049° + 2016y +267* — 8769 + 2016 '

A _ 1 Tyt — 19292 + 420 453 — 4207y (4.28)
P00 1892 4420 | 45 — 5298 4420y Tyt — 19292 + 420 '

AL 1 657* — 1692+ 4 3780 390+ — 37807 (4.20)
P 964 + 19842 + 3780 7v° — 43273 + 3780y  467* — 16922 + 3780 '

AL 1 137* — 29142 + 630 6073 — 630 (4.30)

P 1091 4+ 2492 4630 | A5 — 8193 + 630y 5yt — 29142 + 630

i B 1 107* — 5822 + 1260 12093 — 12607y (4.31)
PR 1094 + 2492 + 630|295 — 16293 + 12607 267" — 58292 + 1260 '

AL 1 467y* — 16922 + 3780 390~® — 3780 (4.32)
P 1008 4 2447 1 630 | 795 — 43297 + 3780y 657* — 169292 + 3780 '

Essas matrizes sao obtidas avaliando-se as integrais do sistema de equacodes de
cada integrador e expressando-se explicitamente as incégnitas (y"™! e v") em fungao

dos valores conhecidos (y" e v™).

Ao plotar o grafico do raio espectral (p.,) em func¢ao do intervalo de tempo
normalizado 7, geram-se as curvas presentes na Figura 13, nas quais observa-se que os
integradores p2 e g2 permanecem estaveis, até o valor de v &~ 6,5 para o integrador ¢2
e v~ 7,45 para o integrador p2, a partir dos quais p,, > 1, concluindo portanto que o
limite de estabilidade do segundo é ligeiramente maior. Uma caracteristica dissipativa é
observada nos integradores ptq~ e ptg", mas somente até um limite para o qual o raio
espectral assume um valor maior que a unidade e, por esta razao, a solucao fica instavel.
Esta tltima caracteristica é observada nos integradores p~¢~ e p~¢*, até mesmo para
valores pequenos do passo de tempo, como pode ser averiguado a partir dos autovalores

das matrizes de amplificacao dindmica de ambos os integradores.

Analise de convergéncia

Para a analise de convergéncia dos integradores, foram empregadas as seguintes

medidas de erro em deslocamento, em velocidade e em energia:
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Figura 13 — Raio espectral em fun¢ao do intervalo de tempo normalizado v para diferentes
integradores. At = T;/6.

3.5 T T 1 71 [ T TTTT T L
—— Integrador p2
3+ - | —— Integrador ¢2
—— Integrador ptq~
25 B T : +qt
ntegrador p*q
21 | | —— Integrador p~ ¢~
8 —— Integrador p—q*
Q
1.5 8
1
0.5 i
0 [ [ |
101 10° 10! 102

log(7)

Fonte: Elaborado pelo autor.

O erro maximo absoluto da grandeza (e) é dado por:

sendo N o numero total de intervalos de tempo.

A Figura 14 apresenta a evolugdo do erro com respeito a At. Como pode ser
observado, o integrador p2 apresenta convergéncia de ordem 4, para o deslocamento e

velocidade, sendo superior aos outros integradores, que possuem convergéncia de ordem 2.

Comenta-se que os integradores (dados pelos sistemas (4.16)-(4.21)) obtidos neste
trabalho a partir da abordagem via residuos ponderados é completamente equivalente
aos apresentados em Mergel, Sauer e Ober-Blébaum (2015) (donde se fez uso da mesma

nomenclatura), onde se partiu da Lei de Hamilton para a formulagdo do problema.

Integradores incondicionalmente estaveis

Problemas que demandam uma longa duracao de andlise sofrem com o fato do
procedimento de integragao temporal ser condicionalmente estdvel, uma vez que, por vezes,
o tamanho do passo de tempo necessario para se ter uma precisao adequada é maior do
que o necessario para se ter uma solucao estavel. De modo a contornar esse problema,
em Fung (1996) é feito um estudo para a obten¢ao de integradores incondicionalmente
estaveis, constituidos de func¢oes de forma baseadas nos polindmios ctiibicos de Hermite.
Analisam-se dois integradores selecionados do referido trabalho quanto a estabilidade e

convergencia.
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Figura 14 — Comportamento da convergéncia de diferentes integradores.

Deslocamento
]_00 T T T T T T T T T T T T T T
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1075 | .
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log(At)
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107° |- n
g
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<
10—10 - |
10—15 [N \\\1\\\\ | [
104 1073 102 1071 10°

log(At)

—e— Integrador p2 ~ —m— Integrador q2 ~ —+— Integrador ptq*

—— Integrador pTq~ —«— Integrador p—q~ —— Integrador p—q*

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Um dos integradores, nomeado por hora de F'3, é provido de dissipacao numérica do
tipo aniquilacao assintotica, ou seja, eliminam-se as altas frequéncias apdés o primeiro passo
de tempo. Esse integrador pode ser obtido por meio de (4.14), ao anular os parametros

w} e wy, e empregar as seguintes funcoes de forma para a funcao teste:

Y¥(0) = az0® + as0* + a,0 + ag (4.33)
V() = b30? + ba6? + b6 + by, (4.34)
com 6 = (6 +1)/2 e os coeficientes a; e b;, com i = 0, 1,2, 3, computados como:
—400 + 2367 + 1572 360 — 1807 — 3072
ag = bo =
c c
3480 — 11407 — 72072 b —1920 — 10807 + 144072
a; = 1=
c c
—7200 + 6007 + 261072 b 1800 + 72007 — 522072
g = 2 =
c c
4200 + 5607 — 210072 b —67207 + 420072
as = 3 =
c c

sendo ¢ = 67 — 10 e 7 o parametro livre do integrador, responsavel por controlar seu
comportamento dissipativo. Observa-se que o sistema de equagoes que representa esse

integrador é dado em (4.19).

O outro integrador selecionado em Fung (1996) é desprovido de dissipagdo numérica,
sendo nomeado por hora de F'4. De forma semelhante ao anterior, anulam-se os parametros

wi e wy em (4.14), e empregam-se as seguintes funcoes de forma para a fungao teste:
Y¥(0) = —1400° 4 2106% — 900 + 11, (4.35)
Y2(6) = 2806 — 4200* + 1800 — 20, (4.36)
com f = (6 + 1)/2 e observando-se que o sistema a ser resolvido é o (4.19).

Para o estudo da estabilidade desses dois integradores, apresentam-se suas matrizes

de amplificagdo dinamica a seguir:

_ 1 16002+ 144 1273 — 144
Apy= — 3 ! T v 7 (4.37)
Y1292+ 144 | 144y — 1293 A1 —609% + 144
_ Ay A
N (4.38)
A21 A22
sendo:
8(v*+ 1372 —30)+3 (2 +2)v*r2 — 2(57* + 3692 — 72

4y =492 —60) +6(yt+2) 12 —12(* = 12) 7
2 2.2 2

e g B0 i o) o
Yt =492 =60) +3 (vt +9H) T2 -6 (vt —12) 7

Y16 (v* + 992 — 90) + 9 (v + 4) v*72 — 24 (v* + 6% — 36) 7]
12[2(7* =442 —60) +3 (v* +12) 12 — 6 (7* — 12) 7]

—8(y1 =132 +30) =3 (2 = 2) 22 +2 (5t — 3672 +72) T
A4(y* =492 = 60) + 6 (v +92) 72 = 12(y* = 12) 7 ‘

A21 = (441)

Agy = (4.42)
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O comportamento do raio espectral em fungao do passo de tempo normalizado é
apresentado na Figura 15 para os integradores F'3 e F'4. Como comentado, o integrador
F'4 nao possui dissipagao numérica, e portanto, seu raio espectral permanece igual a 1 para
qualquer valor de ~. Este fato também evidencia que o integrador é incondicionalmente
estavel, de modo que a escolha do passo de tempo da andlise pode ser feita com base
nos requisitos de precisao. Por sua vez, o integrador F'3 introduz dissipagao numérica
no sistema, controlada por meio do valor de 7, sendo que, quanto maior o valor deste
ultimo, maior é a faixa de frequéncias para a qual o integrador é capaz de introduzir o
amortecimento numérico e, ao mesmo tempo, maior ¢ a dissipac¢ao introduzida mantendo-se
um valor de v fixo. Como é apresentado em Fung (1996), ndo sao todos os valores de 7

que levam o integrador F'3 a ser incondicionalmente estavel, ficando portanto restrito a:

0,96 <7 <1,58eT1>1,66. (4.43)

Figura 15 — Raio espectral em func¢ao do intervalo de tempo normalizado v para os
integradores F'3 e F'4. At =1T,/6.
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N
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0.25 |- TRy |
v\\.:.;:;.
0 L L1111 | | T I R B | ‘-.\;- b
10-! 10° 10t 102
log(7)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisa-se agora a convergéncia de ambos os integradores, apresentada na Figura 16.
Observa-se que o integrador F'3 (analisado neste caso com 7 = 4/3) apresenta convergéncia
de ordem 3 para o deslocamento, velocidade e energia. Para o integrador F'4, tanto a
resposta em deslocamento quanto em velocidade apresentam taxa de convergéncia de ordem
4. Porém, no grafico de energia, nota-se um comportamento “nao linear” do integrador F4,
atribuindo-se isso ao erro muito pequeno, préximo da precisao do c6digo computacional, o
que prejudica a andlise para passos de tempo menores. A partir disso, pode-se assumir
que 0 mesmo conserva muito bem a energia, independentemente do passo de tempo. Com
base na ordem de convergéncia, e retirado do trabalho de Fung (1996), justificam-se os

nomes dos integradores como F'3 e F'4 através da ordem de convergéncia.
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Figura 16 — Comportamento da convergéncia dos integradores F'3 e F'4.
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4.2 Problema nao linear geométrico bidimensional

De posse dos desenvolvimentos presentes no capitulo 3 e secao 4.1, estende-se
agora a formulacdo obtida para um sistema linear de um grau de liberdade aos problemas

problemas bidimensionais com grandes deslocamentos.

4.2.1 Discretizacao espaco-tempo

Seja ) o dominio espago-tempo do problema, contendo para todos os instantes do
dominio temporal I = (0,7"), o dominio espacial €2 referente a configuracao atual do sélido,
sendo T’ o instante final de interesse, conforme apresentado na Figura 17-a. O dominio
espago-tempo ¢ limitado pelo contorno espaco-tempo R, pela configuracao inicial do sélido
) e pela configuracdo final Q7. O contorno espaco tempo é dado por R = R” U RV,
sendo RP N RN = @, com R” e RY denominados contornos espaco-tempo de Dirichlet
e de Neumann, respectivamente. O contorno R é definido pelas posi¢oes espaciais dos

pontos no contorno do dominio espacial em todos os instantes do dominio temporal.

Definindo-se uma projecao ortogonal da configuracao inicial sobre o tempo por
Q = Qo x I de contorno R = TI'y x I, obtém-se um dominio espaco-tempo auxiliar que
serve de referéncia para o calculo das deformacoes em cada instante, de acordo com a
Figura 17-b. Essa forma de descri¢cao do problema espaco-tempo pode ser vista em Huang
e Costanzo (2002) em descrigao Lagrangiana total via Galerkin Descontinuo, em Bohatier
(1992) em descri¢ao Lagrangiana atualizada, em que a tltima configuragao conhecida é
projetada ao longo de um intervalo de tempo, e Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013)
para a descrigio ALE (Arbitrary Lagrangian-FEulerian), para a qual emprega-se uma
configuragao de referéncia (entre a inicial e atual) que é extrudada ao longo de todo o
dominio temporal. Nota-se que nesse dominio de referéncia, as coordenadas espaciais
X € )y e temporais t sao independentes entre si, trazendo como vantagem a integracao no
espaco desacoplada da integracao no tempo, além da indiferenga com respeito a ordem
de integracao, ou seja, pode-se realizar primeiramente a integracao no espaco e depois a

integracao no tempo, ou vice-versa.

Seja agora o dominio espaco-tempo Q", com contorno R", obtido pela discretizacio
de Q por elementos finitos. Para obter essa discretizacdo, divide-se Q" em N fatias
de espessura constante - denominadas placas espago-tempo - definidas pelo subdominio
Q" = QM x I", sendo este sobreposicoes do dominio Q" = Q"(t) para cada instante de tempo
dentro do intervalo I € [t,,t,11], conforme a Figura 18-a. A placa Q" ¢ limitada pelo
contorno R" = T" x I pelo dominio Q"(¢,,) e pelo dominio atual Q"(t,, ;). O subdominio
temporal é tido como a espessura da placa espaco-tempo, ou mais convenientemente, como

o passo de tempo. Cada placa espaco-tempo, por sua vez, é particionada em n,; elementos
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Figura 17 — Dominios espago-tempo 3D (2D espago + tempo) continuos. (a) Real. (b)
Referéncia.

(a) (b)

Qr

X9 X2
X1 T
Fonte: Elaborado pelo autor.
finitos espago-tempo Q¢, de modo que:
N-1 Nel
Q~Q" = U be, com QZ = U Q°. (4.44)
n=0 e=1

O contorno espaco-tempo também é particionado em n., subcontornos R, sendo

que:
Teb

N-1
R~R"= |J Rl com R! = J R". (4.45)
n=0 b=1

Da mesma maneira, seja o dominio de referéncia aproximado, formado por Q" de
contorno R". Esse ¢ dividido em placas espago-tempo, definidas como Q" = QF x I" com o

contorno R" = [ x I, como pode ser visto na Figura 18-b. Com isso, pode-se estabelecer

que:
_ _ N—-1 _ B Nep
Q~Q" = Q' com @t = J @, (4.46)
n=0 e=1
_ _ N-1 _ _ Teb
R~R'=J R, com R = R". (4.47)
n=0 b=1

4.2.1.1 Cinematica do elemento finito espago-tempo

A cinematica do elemento finito espago-tempo desta formulagdo pode ser interpre-

tada como uma extensao da cinematica do elemento finito espacial triangular presente
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Figura 18 — Discretizagao espago-tempo dos dominios. (a) Real. (b) Referéncia.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

na Figura 6, porém com uma dimensao a mais - o tempo. Deste modo, apresenta-se na
Figura 19 o espago paramétrico prismatico de base triangular ¢ = (&3, &2, 0), composto

pelos espagos paramétricos espacial de coordenadas &; e & e temporal de coordenada 6.

A configuracio do elemento finito espaco-tempo de referéncia Q¢ é dada por:

x"(€.0) = £3,(€.0) = ¢a(€)xa, (4.48)

onde ¢é notada sua independéncia temporal. Por outro lado, baseando-se na interpolacao

dada em (4.6), a configuracao do elemento finito espago-tempo Q¢ é dada por:

yh<€7 9) = felt<€7 9) = ¢a<€)}’a<9)y (449)

onde
Ya(0) = 1 (0)ys + ba(0)vy + 3(0)ys ™ + u(O) vy, (4.50)
sendo as fungoes de forma temporais 1, com b = 1,2, 3, 4, dadas nas equagoes (4.7)-(4.10).

A funcdo mudanga de configuracio do elemento finito espaco-tempo (f2(x,t)) pode

ser escrita como:

£1,(x,t) = (£4(€)) " 0 £,(£.0), (4.51)

e o seu gradiente assume a seguinte forma:

AZt(X7 t) = A(e)t(g) : Ait(ﬁa 0), (4.52)
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Figura 19 — Cinematica do elemento finito espaco-tempo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

sendo
afo —AO 0 |
Al = ¢ — 4.53
et ac 0 g ) ( )
- 2 Z
afl 1&1 y
b = 4.54
et ac 0 A2t ( )

Neste ponto, faz-se necessario tecer alguns comentarios acerca da forma como as
posicoes foram aproximadas. As malhas estruturadas no tempo, empregadas neste trabalho
(assim como nos trabalhos de Li e Wiberg (1998), Mergel, Sauer e Ober-Blobaum (2015) e
Kacprzyk (2017), por exemplo), permitem que as fungoes de forma espago-tempo sejam
simplesmente obtidas pelo produto de fung¢oes de forma espaciais e fungoes de forma

temporais. A configuracao de um elemento finito espago-tempo pode ser escrita como:

y(&,0) = No(&,0)ra, (4.55)

em que N, (&,0) sao as fungoes de forma espago-tempo associadas a um né espago-tempo
a e r, seus parametros nodais. A forma apresentada em (4.55) é uma maneira geral
de representacao das aproximacoes das posicoes, sendo que, para malhas estruturadas,
é facil notar que N, = ¢,(&)1.(0), onde a = f(b,c) é o nd espago-tempo. J& para as
malhas nao-estruturadas, o formato apresentado em 4.55 é impreterivel, visto que nao ha

possibilidade de desacoplamento entre as fungoes de forma espacial e temporal.



74 4 Formulagdo espago-tempo

4.2.1.2 Elementos finitos espaco-tempo prismaticos

A partir dos elementos triangulares no espago (Figura 7), geram-se os elementos
espago-tempo prismaticos de base triangular de aproximacao linear, quadratica e ctibica,
como sao exibidos na Figura 20. Nota-se que a numeragao dos nos é feita segundo um
esquema (a,b), em que a é o indice referente a coordenada espacial do n6 (definida pelas
coordenadas paramétricas &) enquanto b é o indice referente a coordenada temporal do né
(b=1para =—1eb=2para =1), de acordo com (4.49).

Figura 20 — Elementos espago-tempo de base triangular de aproximacao linear, quadratica

e cubica.
Linear Quadratica Ctbica
1,2
3,2 10,2
2.2 3,2
3,1 10,1
2,1 3,1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tendo em mente a aproximagao (4.50), as fungoes de forma para esse tipo de

elemento é escrita como:
Nup(€,0) = 0o (&)Yp(0), comb=2(i—1)+jed,j=12. (4.56)

4.2.2  Solugao numérica do problema com grandes deslocamentos

A forma forte do problema misto de valor de contorno e inicial é constituida pelas

expressoes:
Vi-P+by=py em Q (4.57)
y(x,t) = y(x,t) sobre RP (4.58)
P -ng = to(x,t) sobre RY (4.59)
y(x,0) =y%(x) em (4.60)
y(x,0) = v0(x em . (4.61)

Empregando-se a técnica de residuos ponderados, escreve-se para o problema

continuo:

/Q(poy — Vi P —by) - wdQ. (4.62)
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Sobre a n-ésima placa Q" de referéncia, define-se o espago de dimensao finita "

para a funcdo tentativa y"(x,t) como:

N-1

o= {y" [y"e U (77(@)™", y" = sobre (Rff)h}, (4.63)
n=0

onde FP é um espaco funcional de polindmios de grau p. Este espaco é composto de fungoes

com diferenciabilidade suficientemente boa para aproximar as posicoes atuais, e incorpora

as condigoes de contorno de Dirichlet.

Como foi visto na se¢ao 4.1, o integrador F'4 apresentou comportamento adequado
as andlises de longa duracdo, uma vez que este é incondicionalmente estével (para o caso
linear), possui precisao de ordem 4 para a posigdo e nao introduz dissipagdo numérica
durante a solugao. Por sua vez, o integrador F'3 possui precisao de ordem 3 e é dotado
de dissipacao do tipo aniquilacao assintotica, de tal modo que as altas frequéncias sao
dissipadas apds o primeiro passo de tempo. Este tltimo se mostrou adequado aos problemas
nos quais as altas frequéncias precisam ser filtradas da solugao, como no caso de contato
(consultar capitulo 5 e exemplos numéricos 6.4 e 6.5). Por esses motivos, a presente
formulagdo espago-tempo incorpora os integradores F'3 e F'4, devendo-se portanto anular
os pares de parametros (w,)7 e (w,)5 da funcio teste w"(x, ) (ver a equacio (4.72)). As
duas fungoes de forma necessarias a formulagao (¢ e 1y’) sdo dadas por (4.33) e (4.34)

ou (4.35) e (4.36) para uma integracao temporal com F'3 ou F4, respectivamente.

Com base nas consideragoes acima, define-se agora o espago de fungdes de dimensao

finita W" para funcio teste w”(x,t) como:
N-1 .
wh = {wh | whe U (FP@Q)"" whix tn) = 0, W(x,t,) = 0} . (4.64)

n=0

sendo evidente que a funcao teste e sua derivada sao homogéneas na base de cada placa

espaco-tempo de referéncia.

Estendendo-se 0 mesmo conceito empregado para um grau de liberdade, escreve-se

a funcao teste como:

w"(£,0) = ¢a(€)Wal(0), (4.65)

sendo
wa(0) = ¥7(0)(Wa)T + 95" () (Wa)s + 95 (0)(Wa)5 ™ + 9 (0) (wa )i (4.66)

O problema misto de valor de contorno e inicial discreto passa entao a ser enunciado

como: encontrar y* € Y, de modo que V w" € W":

/Q (po¥" — Vi - P" —bf) - w"dQ}, (4.67)

h
n
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donde se pode notar que o dominio de integracao agora é local, ou seja, no nivel de uma
placa espago-tempo de referéncia. Com isso, nota-se a semelhanca da presente proposta com
os métodos de marcha no tempo: além de poder tratar o problema com duas discretizagoes
distintas e independentes (malhas estruturadas), o mesmo passa a ser resolvido de forma
sequencial, sendo as condigoes finais de uma placa impostas como condigoes iniciais da

placa subsequente.

Como comentado, a integracao no nivel da placa espago-tempo QZ pode ser realizada

de maneira desacoplada, permitindo reescrever (4.67) da seguinte maneira:

tn+1
/ ’ / (po¥" — Vx - PP —bfy) - w dQ dt = 0, (4.68)
tn Q

h
0

na qual, aplicando o teorema da divergéncia sobre a parcela que envolve a tensao, e fazendo

uso da relagao (2.26), obtém-se:

tn41 tnt1
/+/ poyh-whdszgdt+/ +/ Al Sh VW dQ di
tn Qb tn Qb

tn tn
~ +1/ tg’~whdFéVhdt—/ “/ b whdQidt = 0,  (4.60)
tn F(I)Vh tn Qg

sendo Vy(e) o simbolo que representa o gradiente de (e) com respeito as coordenadas
iniciails X.
Finalmente, substituindo-se y" e w” dadas em (4.49) e (4.65), respectivamente, em

(4.69), escreve-se:

tn+1 . B tn+1
[ ool@ni) - (6awa) ddt + [
tn Qb t

. e

AM. 8" (%i“ ®wa> dQb dt

tn tn
[ /Nhtg (PaWa) dFéVhdt—/ H/hbg (PaWq) QB dt = 0,
tn FO tn QO
(4.70)

notando-se que a integral que envolve a tensao é nao é linear com respeito as posicoes,
pela presenca do gradiente A", calculado conforme (3.19) ao considerar as posicoes atuais

computadas por (4.49).



4.2 Problema ndo linear geométrico bidimensional 7

Substituindo (4.66) em (4.70), tém-se:

gt
vy
vy
vy
vt

tni1 a “ w
oy oy wst et} [ arest O Z 40 di
vy
gt
vy
vy
vy
vt
vy
vy
vy

tn+1 .o
{war wa war™ i} [ ] magn{t2 0 as
n 0

tn+1
vt (v (e (w7 [ ehen 2 b ary

tn+1
~{wat o w7 [ bheat b dogar= o,
n 0

(4.71)

Agora, seguindo a estratégia apresentada na secao 4.1 para a obtencao dos integra-
dores, anula-se o par de pardmetros nodais (w,)} e (w,)5, e dada a arbitrariedade dos

dois parametros restantes, escreve-se (4.71) como:

tnt+1 . . w
/ P gimere 4 pint gy JUS L g g (4.72)
tn vy
sendo:
ﬁmzéﬂmmm& (4.73)
0
. e
fint — QhAﬁ'Sh‘gi:ng7 (4.74)
0
peut — _/FM ath dT P — /Qh Boblh AL, (4.75)
0 0

e mgy, dada em (3.50). As forgas nodais equivalentes £"¢7¢ £ e £ g0 discutidas na

sequeéncia.

4.2.3 Processo de solugao

Para a solugao do problema espago-tempo nao linear, emprega-se o método iterativo
de Newton-Raphson ja descrito na secao 3.4. Para uma certa iteracao k, o sistema lida

com as seguintes variaveis:

[Het]k ' {Aret}k - _{get}ka (476)
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sendo [He], {Are} e {ge} a matriz tangente, o vetor de corregdes dos pardametros nodais
e o vetor residuo do problema espago-tempo, respectivamente. Os graus de liberdade do

problema podem ser organizados em um vetor {re}, como:

—

n+1 ara 7 — ngla — .
fr) = {(r)u} o | Wi para = 2nala = 1) +

. (4.77)
(vm)a ™™, para j = 2[ng(a — 1) +m] + 1

sendo m =1, ...,ny4 as diregoes e a os nos globais espaciais. A matriz tangente e o vetor

residuo sdo descritos mais adiante.

4.2.3.1 Integracao numérica espago-tempo

A matriz jacobiana que mapeia a transformacao do espacgo-tempo paramétrico
adimensional para a configuragao de referéncia de uma placa espaco-tempo, apresentada

em 4.53, é expandida como (considerando problemas espacialmente 2D):

[0x,(€) 0x1(§) 0x1(€)]  [0z1(€) Omy(€) 0 ]
0&; 0 a0 0& &,
o _ |072(§) Oxa(§) Oxa(§) 0x2(&)  0z2(§)
A 06, 06, a0 96, 06, 0 (4.78)
oHO)  OHO)  oHo) ; ;o)
06 0, o0 L 00

Constata-se que x(&) nao depende do tempo, uma vez que se refere as coordenadas
de referéncia na configuracao inicial, indeformada e indeslocada. Ainda, considera-se
o tempo t = t(f) independente das coordenadas espaciais (ver por exemplo Bazilevs,
Takizawa e Tezduyar (2013)). O determinante Jacobiano desse mapeamento ¢ calculado

COINo:

91(§) 0x4(§) OL(0) _ 01 (§) Ox2(§) OL(0)

detAgt - 0&; 0, 00 0& 0&, 00 (4'79)
B (6:51(5)8932(5)_&El(f)a@(&))at(e) (4.80)

o6 06 06 06 ) 00
— (4.81)

sendo Jy = det Ay o determinante do mapeamento inicial, dado em (3.20), e J; = 0t/00 =
At /2. Para problemas espaciais 3D, a matriz AY, ¢ acrescida em uma linha e uma coluna

para incluir a coordenada zs.

Com base no exposto, a integragdo numérica pode ser realizada por quadraturas no

espago e tempo de forma desacoplada. Para analise de sélidos 2D em descricao Lagrangiana
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total, a integragdo numérica no espaco-tempo de uma funcao f(x,t) qualquer é dada por:

Jo, fo 0@l = [ [ gloles, ), 106)) apas (4.82)
= / / / T x(81,©),10) Jo(6, ) S (0D dE1dErdt (4.83)
~ ilif 0;))Jo(&:)J1(8;)bwiws, (4.84)

onde b é a espessura do sélido (considerada constante), ng € ng representam o nimero
de pontos de quadratura espacial e temporal, respectivamente, e w{ e w§- sao os pesos de

quadratura espacial e temporal, respectivamente.

4.2.3.2 Residuo da quantidade de movimento

Define-se, para o no a, os residuos:

Po = /t t+ £ (§0(t)) + £ (ya(t) + £57 ()] 0 dt, (4.85)
a= [ (£ (5 (6)) + £ (v (1)) + £ (1)] 0 dt, (4.56)

sendo p, e q, quantidades de movimento.

Nas expressoes (4.85) e (4.86), a forga inercial é calculada por meio de (4.73),
considerando:
8%y,
ot?

Vo = = P1(0)y; + Ua(0)vy + Us(0)yp ! + a(O)vp (4.87)

A forca externa, por sua vez, é calculada de maneira idéntica a apresentada em
(3.56), devido a sua independéncia da posi¢ao. Ja a forga interna é calculada com base

em A" e S" dados em (3.19) e (2.32), considerando y, = y.(f). Ainda, esta tltima forca

h

incorpora a derivada de ¢, com respeito a x", computada como:

Oba  Opa O0& 04,

0\—1
@Xh o ag ) 8Xh - ag : (A ) ) (488)

em que A% é dado em (3.20).

Para a solucao do sistema no processo iterativo, organiza-se os vetores p, € q, em

um unico vetor {g.}, denominado vetor residuo, montado (em notagao indicial) como:

T} = {(g))}  § Pl para g = 2lnala =) ) (159)
(Gm)a, para j =2[ng(a — 1) +m] +1

sendo j o indice dos graus de liberdade, m = 1,...,ng as direcoes e a os nods globais

espaciais.
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4.2.3.3 Matriz tangente

Para a obtenc¢do da matriz tangente, tomam-se as derivadas de p, e q, com respeito

as incognitas do problema (y"™! e v7*1) ou seja:
Opa  Ipa
“ n+1 n+1
i, — ay, ovy
9. 9qq
8yn+l aVZH_l

As derivadas sao dadas por:

3?’511 B t:"H :¢3m“bI(”dxnd) + 3
831311 - t:”“ ¢4mab1("dmd) + Y4
aigil - :LH :1/}3mabI(nand) + 13
ai?il = /:LH -1/14mabI(nand + Yy

%fyb gt =0,
%fy Yyt =0,
8fyb gy di =0,
%f;t: W dt =0,

(4.90)

(4.91)
(4.92)
(4.93)

(4.94)

em que L, xn,) ¢ a matriz 1dent1dade de dimensao ng X ng. Em notacao indicial, tém-se:

m ~ /:+ wgmab(sm + 4y ij: vy dt =0, (4.95)
aifj?)l’;il - /t:"“ @mabéﬁ + wa(éjjit_ vt =0, (4.96)
% - /tt+ ngmabéw + w?,@({y j);t W dt = 0, (4.97)
8?5’)’;11 - [ ima; + s ((];])):t G dt = 0. (4.98)
Nas equagoes (4.91)-(4.94), foi considerado que:
CI T N
sendo Of"™ /Dy, como:
%ff'j - 8?’1; [Ah 5" gjiﬂ
%‘;: -Sh. gz;j A" gi: gzg. (4.100)

A primeira parcela de (4.100) envolve a derivada de A" com respeito a y;, dada

em notacgao indicial como sendo:

aA;LJ — aAzlm (AO ) -1 _ %a<yz b (AO ‘>_1
O(Yw)b Nyr)y ™ 0&m O(yr)p ™
_ 9% (AL )7L

&,

(4.101)
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J4 a segunda parcela de (4.100) envolve a segunda derivada de S" em relacio a yy,

avaliada em notagao indicial como:

08 _ . O,
Oy "0y
0 1
1 0A" 0A!
= —Ciimm ml gl 4 AP ”l>, 4.102
A T 1

sendo € o tensor constitutivo de quarta ordem, expresso em notacao de Voigt segundo a

equagao (2.34).

Por fim, a matriz tangente [H,;] do problema espago-tempo é construida da seguinte

;g%;,mmizmwm—lywﬂej:ﬂmw—l%Hﬂ

(m, para i = 2[ng(a —1) +m] e j = 2[nq(b— 1) +n] +1
[He] = [(Hij)et) m’ para i = 2ng(a — 1) +m] +1 e j = 2[na(b — 1) +n]

m, para i = 2ng(a — 1) +m] + 1 e j = 2ng(b— 1) +n] + 1

(4.103)

4.3 Implementacao computacional

Como comentado, para a solugao dos problemas com grandes deslocamentos em
formulacao espago-tempo, é adotado o esquema de placas espago-tempo com discretizagao
estruturada na direcdo temporal, de forma que os elementos espago-tempo adotados
consistem em prismas de base triangular com fungoes de forma do tipo polinémios de
Lagrange lineares, quadraticas ou ciibicas no espago e fungoes de forma do tipo polinémios
de Hermite no tempo. A integracao numérica das equagoes é realizada empregando-se
pontos de Hammer no espaco - adequado aos elementos triangulares - e pontos de Gauss no
tempo - adequados aos elementos do tipo linha, e emprega-se o método de Newton-Raphson
para solucao do sistema nao linear. Os processos implementados sdo apresentados no

Algoritmo 2.
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Algoritmo 2: Solu¢ao empregando MEF Posicional Espago-Tempo.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

12
13
14
15

16

17
18

19
20
21
22

23
24
25

26
27
28
29
30

Entrada: Geometria, condi¢ées de contorno, propriedades dos materiais e passo

Saida: Resposta em posicoes, velocidades e tensdes no sélido ao longo do tempo.
inicio
Leitura dos dados do problema;

para cada passo de tempo n faga

r" <+ {y° v®} caso n = 0, ou r" < {y" "}, v""!} caso n > 0;
Célculo de £ conforme (4.75);

enquanto erro < tolerancia faga

fim

31 fim

fim

de tempo.

para cada elemento e faga
para cada ponto de quadratura temporal faga
Célculo de y,(0) conforme (4.50);
para cada ponto de quadratura espacial faga
Calculo de A" (y4(0)), E"(ya(0)) e S"(y.(6)) conforme (3.19),
(2.4) e (2.32), respectivamente;
para cada no a faga
Célculo de £ (y,(0)) conforme (4.74);
para cada no b faga
Célculo de fi"r¢(§,(0)) conforme (3.49);

Célculo de H,; conforme (4.90);

fim
Célculo de p, e q, conforme (4.85) e (4.86),
respectivamente;
fim
fim
fim

fim

Montagem do vetor residuo global {g.;} conforme (4.89);
Montagem da matriz global [H,;| conforme (4.103);
Aplicagao das condigoes de contorno em [He| e {get};
Solugdo do sistema nao linear (4.76);

Corregao das posicoes e velocidades;

Calculo do erro;
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O modelo de contato adotado neste trabalho é o denominado né-a-segmento.
Esse modelo é adequado aos problemas bidimensionais em que os nés das malhas dos
sé6lidos envolvidos nao sejam coincidentes na interface de contato (ver Wriggers (2006)),
apresentando praticidade de implementacao e robustez na solugao, como mostram os
trabalhos de Carvalho (2019) e Moreira (2021). Apesar de simples e estével, esse modelo
nao garante que nao haja interprenetragdo em todos os pontos do contorno, uma vez que
a condicao de nao penetragao é imposta somente na posicao dos nés de um dos corpos

solidos, o que deve ser levado em consideracao na discretizacao espacial.

Nesse modelo, as interfaces de contato dos sélidos envolvidos no problema sao
discretizadas em nds projéteis e elementos alvo. Como os problemas tratados aqui sao
2D, os elementos alvo se constituem de elementos de linha curva; sendo o problema 3D,
teriam-se elementos de superficie. Um par de contato é definido por um né projétil N com

posicao yy, e por um elemento alvo S parametrizado por:

ys(§) = a()Ya, (5.1)

sendo ¢,(§) a fungao de forma associada ao né a com posi¢ao y, e £ € R a coordenada

paramétrica, com —1 < ¢ < 1.

Segundo Wriggers (2006), um algoritmo para a simula¢ao de contato deve ser capaz
de detectar a ocorréncia de contato, impor as condigoes de nao penetragao e de atrito (se

houver), e por fim, buscar pela solugao do problema mecanico.

5.1 Deteccao do contato

O contato ¢ identificado quando, em algum passo da solugao, a trajetéria de um
ou mais noés projétil intercepta um ou mais elementos alvo. Ou seja, um noé projétil N se

encontra em situacao de contato se a seguinte condigao for satisfeita no instante atual

tn—l—l:
gn = (YR —y5t(€)) - n"T(¢) <0, (5.2)

sendo g, a componente normal do vetor penetracio definido por yi'™ — y&t(¢), e n"+1(¢)
o vetor unitdrio normal ao segmento S no ponto y%t (&) = ¢,(&)y"*! (ver Figura 21).
Assumindo-se que nao haja atrito, a coordenada £ do ponto de contato de equilibrio no
instante t,1; deve ser aquela cuja posicio y%(€) seja tal que o vetor penetracdo esteja

paralelo ao vetor normal n"™!(¢). Essa condigao é imposta pela expressio:

g = (YN —yeti(€) - t"(€) =0, (5.3)
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isto é, busca-se o valor de £ que anula a parcela tangencial da penetracao. O vetor tangente

t"*! ¢ dado por:

tn+1 _ ayg+1(§) — a¢a(£) yn—&-l‘

o TRL (5.4)

Figura 21 — Deteccao do contato.

Interface alvo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Adotando-se uma orientagao dextrogira (contornos externos com sentido anti-

hordrio e internos com sentido horario), o vetor normal pode ser calculado como:

n (€)= 11(€) e ny () = —17(), (5.5)

sendo t"*! o versor de t"*!, dado por:

EnJrl B tn+1
sy

(5.6)

Empregando-se o método de Newton-Raphson, encontra-se o valor de £ por meio

da solucao de:

k

%= aien 6
dg

¢ ="+ Ag, (5.8)

até que seja satisfeita a condicao: A¢ < tol, em que tol é a tolerancia admitida.

5.2 Condicdes de contato

Na situagao de contato, a interagao entre os solidos resulta em condi¢oes de contorno
de maneira mitua. No caso sem atrito, a condi¢ao de impenetrabilidade ¢ a tnica que deve

ser imposta na interface de contato, ou seja: g, = 0. Entretanto, a presente formulagao
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também incorpora a restricao da velocidade normal relativa do par de contato na interface

de contato, ou seja:
gn = (VN = v5T(g)) ™ =0, (5.9)

sendo v (&) = ¢(€)Ya(tar1) = ¢(£)vPH!. Detalhes sobre a condicio em velocidade podem
ser vistos nos trabalhos de Taylor e Papadopoulos (1993), Lee (1994) e Armero e Petdcz
(1998). Os ultimos autores pontuam que em casos onde o contato ocorre por um longo
tempo, os esquemas de penalizagdo (e outros) lidam com oscilagoes quando apenas a

condicao de impenetrabilidade é imposta.

Varias técnicas e métodos podem ser empregados para impor a condi¢ao de im-
penetrabilidade, como pode ser visto em Wriggers (2006). Neste trabalho, emprega-se a
técnica dos multiplicadores de Lagrange (como feito nos trabalhos de Carvalho (2019)
e Moreira (2021) com a formulac¢ao posicional), por meio da qual é possivel impor as
condigoes subsidiarias ¢, = 0 e g, = 0, para cada par de contato, com o uso de dois

multiplicadores de Lagrange A" e o, tal que:

M [ = yEt) ot e (5.10)

n+1 n+1 n+1 n+1
iV = Ve et (5.11)
ou, organizando-se em uma Unica relagao:

C = A%+1 [(y%+1 _ ngrl) . nn+1} + njr{#l {(V?\;rl o Vngl) ,nn+1} . (5_12)

Embora nessa abordagem a forca de contato nao seja diretamente dada pelos
multiplicadores de Lagrange, A% e nv™! podem ser vistos como valores nodais equivalentes,

tal que a seguinte relacdo com a forga de contato no né projétil N (fo ) seja valida:

Wt = [ o)+ Jel () e (5.13)
i = [ e (n) + fol ntr) dr (5.14)

n

Comenta-se que, ao desconsiderar a adesdo, adiciona-se a condicdo de que Ny
ndo pode indicar tragio (A% < 0). As contribuicdes no vetor residuo (4.89) provenientes

das condigbes de contato presentes em (5.10) e (5.11) de cada par de contato sao feitas
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conforme:

PN

an

Pa

Qa

Gn

Observa-se que as equagoes (5.20) e

aac.l,_l _ )\TLJrl n+1

YN

avanc+1 =

o = W05~ 7370
i (VT = vETH(E)) - g;;ii,
st = TR o
ai;;l——(yxfl y5t(€) o™,
o = (VA =€)

8nn+1

Iyt

_ ¢ nn+1
a

(5.15)
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)
(5.20)

(5.21)

(5.21) sa@o responsaveis por impor a condigao

de impenetrabilidade e nulidade da velocidade na interface de contato, respectivamente.

As contribui¢oes na matriz tangente sao computadas conforme as Tabelas 1, 2 e 3.

9(e) 9(e)
6y7]t[+1 aVR,—H
dpn
_8(0) 0 0
dan
_8(0) 0 0
o Pa /\n+1 ann-i-l il ann-i-l
3(.) N 3yn+1 N aygﬂ
dq,
8(0) 0 0
89” n+1
J(e) n 0
89” n+1
8(0) 0 n

Tabela 1 — Contribui¢des na matriz tangente devido as condigdes de contato ao derivar as

componentes do residuo com respeito a y'y

n+1

e Vi

n+1
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)\n-i—l (yn+1 o yn-i-l) . ﬂ . ¢b 8nn+1 . ¢ ann-i-l
N N S ayzH_l ay;)z-i-l 8}’3"'1 a ayg-ﬂ - on"tl
92t S DyniT
—H]K]—H (V%—H o Vg—l—l) P a
dyrt1oyy
ann—l—l
7717<7+1¢a8 n+1 0
M)
ann—O—l
(y7]7\,[+1 _ 7§+1)ayn+1 (pbnn—l—l 0
b
On"t!
(v%-l-l o ng+1) ayn-i-l _¢bnn+1
b

Tabela 2 — Contribuigbes na matriz tangente devido as condigoes de contato ao derivar as
componentes do residuo com respeito a y; ! e vt

Tabela 3 — Contribuigbes na matriz tangente devido as condigoes de contato ao derivar as

componentes do residuo com respeito a Ay e it

5.3 Implementacdo do algoritmo de contato

O modelo de contato estrutural adota a estratégia né-a-segmento para a identificagao

do contato e a técnica dos multiplicadores de Lagrange para a imposicao das condigoes de
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contato. Os processos para a deteccao e ativagao/desativacao do contato sao descritos no

Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Deteccao e ativagao/desativagao do contato.

1 inicio

2 // Ativagao do contato

3 para cada no projétil N que nao esteja em contato faga

4 para cada elemento alvo S faga

5 &<+ 0;

6 enquanto erro < tolerancia faga

7 Calculo de y2, t"! e n"*! conforme (5.1), (5.4) e (5.5),

respectivamente;
8 Célculo de g; conforme (5.3) e dg;é{);
i
? AL e dg:(§)’
dg

10 E+— &+ A&

11 erro « |AE;

12 fim

13 Calculo de e g,,(&) conforme (5.2);

14 se —1 < ¢ <1 entao

15 se gn S 0 e G = [min(gn)]girgnero de elementos alvo entio
16 ‘ Armazena-se o n6 projétil NV e o elemento alvo S;
17 fim

18 fim

19 fim
20 fim
21 // Desativagao do contato
22 para cada no projétil N que esteja em contato faga
23 se A > 0 entdo

24 ‘ Remove-se o n6 projétil N e o correspondente elemento alvo S
25 fim
26 fim
27 Com as condigoes de contato atuais, retorna-se as linhas 9 do Algoritmo 1 ou 6
do Algoritmo 2;

28 fim
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sao apresentados alguns exemplos numéricos de modo a verificar a
formulacao espago-tempo apresentada e estudar suas caracteristicas numéricas comparando-
a com outros integradores temporais na solugao de problemas bidimensionais com grandes

deslocamentos e/ou em situagao de contato.

A formulacao espago-tempo proposta incorpora os integradores F'4 e F'3 apresenta-
dos na secao 4.1. Foi mostrado que integrador F'4 possui precisao de ordem 4 e conserva a
energia ao longo do tempo, sendo adequado aos problemas de longa duracao envolvendo
apenas grandes deslocamentos. Por sua vez, o integrador F'3 possui convergéncia de ordem
3 e é dotado de dissipacao do tipo aniquilagao assintética, controlada pelo parametro 7,
como previsto nas curvas p., X log(7y) exibidas na Figura 15. Tal caracteristica dissipativa
torna o integrador F'3 adequado aos problemas de contato, empregado na solucao temporal
dos exemplos a seguir apenas em situacao de contato, ficando a solucao temporal anterior
ao impacto dada pelo integrador F'4. Como a malha espago-tempo é estruturada (na
diregao do tempo), a discretizagdo espago-tempo é dada em termos das discretizagoes

espacial e temporal, tratadas separadamente.

Para as comparacoes nas simulagoes sem contato, emprega-se o método de Newmark
com os parametros 6timos, obtido a partir método a-generalizado ao se adotar p,, = 1,0 -
equivalente a f = 1/4 e v = 1/2. Além disso, buscando-se estudar o problema de contato,
emprega-se 0 método de Newmark com os pardmetros f§ = 1 e v = 3/2 de Hu (1997)
(obtido do método a-generalizado ao se adotar af = a,, = 1) e 0 método a-generalizado.
Para o método de Newton-Raphson, adotou-se uma tolerdancia de 1075 na solucdo do

sistema nao linear e 1079 para a deteccao do contato.

6.1 Exemplo 1 - Barra sob vibracao axial

Com o intuito de verificar a presente formulacao, simulou-se um problema ondula-
torio simples. O exemplo trata de uma barra de se¢ao 1,0 x 0,05, simulada em estado
plano de tensdao com largura unitaria, vinculada a esquerda e submetida a uma carga axial
subita distribuida ao longo da face vertical direita igual a 1,0 por unidade de comprimento
(u.c.), como apresentado na Figura 22. As dimensoes e caracteristicas fisicas adotadas sao

adimensionais.

Considera-se o material com comportamento elastico, com moédulo de elasticidade
E = 1,0 x 10%, coeficiente de Poisson v = 0,0 e massa especifica inicial py = 1,0. O
solido parte do repouso, logo, as posicoes e velocidades inicias sao nulas. Duas malhas

espaciais diferentes foram adotadas, empregando-se elementos de aproximacao quadratica:
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Figura 22 — Geometria da barra sob vibracao axial. Medidas adimensionais.

ti - lg@ o —311.0/(u.c.) 40,05

Fonte: Elaborado pelo autor.

(A) 12 elementos e; (B) 40 elementos. A anélise foi realizada em 1000 passos de tempo de
tamanho At = 107, e portanto, o instante final é T'= 0,1. O exemplo foi inspirado em
Coda (2018), o qual trata de uma barra com as mesmas propriedades: comprimento e &rea

unitarios e submetida a uma forga subita de 1,0 na extremidade livre.

Para este tipo de problema, a resposta analitica (ver Coda (2018)) deve ter uma
amplitude méxima igual ao dobro da resposta estatica (u§* = 1,0 x 107%), ou seja,
Umaz = 2,0 x 1074, e um perfodo natural de T}, = 0,04. A Figura 23 exibe o deslocamento
horizontal da extremidade livre da barra, com erros méximos absolutos (i.e. médulo da
diferenga entre as solugoes analitica e numérica) de 9,16 x 107% e 4,94 x 107¢ para as

malhas A e B, respectivamente.

Figura 23 — Resposta em deslocamento horizontal do ponto de aplicagao da carga
empregando-se duas malhas espaciais diferentes.
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=

8
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7 1 1
g
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N

'g 0.5 Ul
s

5 8.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 024 0.28 0.32

Tempo

o Malha A - Presente formulacio
—— Malha B - Presente formulagao
- - - Solugao analitica

Fonte: Elaborado pelo autor.

De modo a averiguar a precisao da presente formulacao - empregando o integrador

F4 - frente ao método de Newmark com os pardmetros 6timos, fixa-se a malha B e
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empregam-se dois passos de tempo distintos: At = 10™* (o0 mesmo da andlise anterior) e
At = 1073, A Figura 24 apresenta as solucgoes em deslocamento horizontal da extremidade
direita da barra. Ao observar a solucdo para At = 10~*, conclui-se que ambos os métodos
analisados ofereceram excelentes resultados, quando comparados a resposta analitica.
Porém, quando o passo de tempo adotado ¢ mais largo (At = 1073), observa-se um
amortecimento na solucdo (presente também na solucao para At = 1074, porém menos
proeminente) conforme o tempo avanga, de modo a ser mais acentuado para o método de
Newmark. Deste tltimo fato, pode-se averiguar a maior precisao da formulacdo espago-

tempo, quando comparada ao método de Newmark, na solucao temporal do problema.
Figura 24 — Resposta do deslocamento horizontal no ponto de aplicacao da carga
empregando-se dois passos de tempo diferentes.
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@ =
- :
<
3 1 1
=]
3
N
'g 0.5
=
EN
a .00 0.04 008 012 016 020 0.24 028 0.32

Tempo

—— Presente formulacédo - integrador F'4
-------- Newmark (ps = 1,0)
----- Solugdo analitica

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Com base no grafico da solugao exata do deslocamento da extremidade direita
da barra, conclui-se que a velocidade é sempre constante, visto o comportamento linear
do deslocamento, e positiva (igual a 0,01) nos trechos onde o deslocamento é crescente
e negativa (igual a -0,01) nos trechos onde o deslocamento é decrescente. O grafico de
velocidade horizontal da extremidade livre da barra é apresentado na Figura 25 para os
dois passos de tempo empregados. Pode-se averiguar que todas as respostas oscilam em
torno da solucdo exata. Entretanto, para At = 1073, pode-se concluir que, em média,
a resposta obtida pela formulacao espago-tempo possui oscilagoes de menor amplitude

quando comparada a resposta por Newmark.

Figura 25 — Resposta do velocidade horizontal no ponto de aplicacao da carga empregando-
se dois passos de tempo diferentes.
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Vel. horizontal da extremidade livre

| H | HE ) :
0.00 0.04 0.08 012 016 020 024 028 0.32
Tempo

—— Presente formulacao - integrador F'4
--------- Newmark (poo = 1,0)
----- Solugéo analitica

Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.2 Exemplo 2 - Viga engastada livre com carregamento uniformemente distribuido

Analisa-se uma viga engastada livre com grandes deslocamentos, sujeita a um
carregamento uniformemente distribuido de 2,85 1b/in ao longo de seu comprimento e
aplicado de forma subita. Os resultados sao comparados com os obtidos por Bathe, Ramm
e Wilson (1975), ao simular esta viga em estado plano de tensdo com largura unitaria,
constituida de um material elastico, modelado segundo a lei de Saint-Venant-Kirchhoff,
com os seguintes parametros: médulo de elasticidade E = 1,2 x 10* 1b/in2, coeficiente
de Poisson v = 0,2 e massa especifica inicial py = 107¢ Ib-s2/in*. As medidas da viga
sao: comprimento igual a 10 in, 1 in de altura. Os autores empregaram cinco elementos
quadrangulares com 8 nos, descricao Lagrangiana total para a formulacao, e o método de

Newmark para a integracio temporal, com 3 =1/4, vy =1/2 e At =4,5x 1075 s.

Para a analise numérica, emprega-se uma malha espacial composta por 146 elemen-
tos de aproximacdo quadratica, e os seguintes passos de tempo: At = 4,5 x 1075 s (igual
ao da referéncia) e At = 4,5 x 107* s (10 vezes maior que o da referéncia). A geometria e

malha espacial da viga sao exibidas na Figura 26, bem como o ponto A analisado.

Figura 26 — Geometria e malha espacial da viga engastada livre.

2,85 Ib/in

[ Y Y Y VYVYVYY) \ (Y VYY \ (Y VYY

i 1in

10 in

)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A solug@o numérica do problema foi obtida pela formulagao espago-tempo (inte-
grador F'4) e pelo método de Newmark com os pardmetros étimos, exposta na Figura
27, onde também sao apresentados os resultados obtidos por Bathe, Ramm e Wilson
(1975). Constata-se que houve boa concordancia, com respeito a referéncia, entre todas as
respostas contidas no primeiro periodo de oscilacao. Ja no segundo periodo, a resposta
obtida pela formulacio espaco-tempo com o passo de tempo At = 4,5x 10~* apresenta uma
pequena amplificacdo na resposta, quando comparada com as outras solugoes empregando
At = 4,5 x 107°, todavia, mantém o perfiodo de oscilacdo. Diferentemente, o método de
Newmark com At = 4,5 x 10~* introduz um alargamento no periodo de oscilacdo, o que
permite inferir que a presente formulacao espaco-tempo apresenta uma resposta superior a
do método de Newmark. Por fim, observa-se que a solucao obtida por Bathe, Ramm e
Wilson (1975) é um pouco mais rigida (periodo de oscilagdo levemente menor), podendo-se

atrelar isso a um menor nimero de elementos empregados.
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Figura 27 — Resposta em deslocamento vertical do ponto A ao longo do tempo.

Desl. transversal do ponto A (in)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Tempo (s) 1072

Presente formulacio - integrador F4 com At = 4,5 x 107°

- - - Presente formulacdo - integrador F'4 com At = 4,5 x 1074

--------- Bathe, Ramm e Wilson (1975) - Newmark com At = 4,5 x 1073
---- Newmark (ps = 1,0) com At =4,5 x 1075

-——Newmark (poo = 1,0) com At = 4,5 x 1074

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.3 Exemplo 3 - Casca cilindrica com snap-through dinamico

Este exemplo é uma versao bidimensional de um problema de casca com snap-
through dindmico simulado por diversos autores (KUHL; RAMM, 1999; ARGYRIS; PAPA-
DRAKAKIS; MOUROUTIS, 2003; SIQUEIRA, 2019), consistindo em uma casca cilindrica
com raio igual 5,0 m, espessura de 0,1 m (no plano de corte), altura média igual a 0,67
m, angulo de abertura de 60,0° e sujeita a uma carga pontual aplicada em seu apice que
cresce linearmente de zero até o seu valor final de 5,0 x 10" N ao longo de 0,2 s, conforme
Figura 28. O material possui médulo de elasticidade E = 200, 0 x 10° N/m?, coeficiente
de Poisson v = 0,25 e massa especifica inicial py = 10* kg/m?. E importante notar que
o efeito de puncao e de flexao da carga concentrada possuem efeitos tridimensionais que
nao podem ser observados na aproximacao bidimensional, de forma que nao se espera
a concordancia dos resultados com os do exemplo original, proposto em Kuhl e Ramm
(1999). Entretanto, utiliza-se a solu¢do obtida por Siqueira (2019) como pardmetro de
comparacao, dada a semelhanca com o presente caso, a qual langa mao de uma formulacgao

posicional com o integrador de Newmark com 3 =1/4, v =1/2 e At = 6,25 x 1075 s.

A malha espago-tempo simulada conta com a malha espacial de 40 elementos de
aproximagao quadratica, além dos intervalos de tempo At = 6,25 x 107° s (igual ao da
referéncia) e At = 3,125 x 107* s (cinco vezes maior que o da referéncia). A andlise é

realizada considerando estado plano de deformacao, adotando-se uma largura unitaria.
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Figura 28 — Geometria e malha espacial da casca cilindrica simplesmente apoiada.

P

P
5,0 x 107 N

0,2s t

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 29 apresenta a resposta em deslocamento vertical do apice da casca ao

longo do tempo. Apresenta-se também, nessa mesma figura, a resposta obtida por Siqueira

(2019), que empregou elementos de casca (andlise tridimensional).

Figura 29 — Resposta em deslocamento vertical (valor absoluto) do apice da casca ao
longo do tempo.

Desl. vertical do dpice da casca (m)
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Tempo (s)

—— Presente formulacdo - integrador F'4 com At = 6,25 x 107°
---- Presente formulacdo - integrador F'4 com At = 3,125 x 10~
--------- Siqueira (2019) - Newmark (poo = 1,0) com At = 6,25 x 1075
----- Siqueira (2019) - Estético

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Como ja comentado, por se tratar de uma aproximacgao bidimensional do problema
da referéncia, ¢ esperada diferenca entre as respostas. No entanto, dada a geometria do
problema, espera-se uma configuracao pds snap-through semelhante a obtida por elementos
de casca, o que é observado na resposta em deslocamento do apice da casca. Nota-se que a
malha com um passo de tempo mais largo de At = 3,125 x 104 nio apresentou diferencas

significativas até o instante ¢t ~ 0,15 s, com respeito a malha com At = 6,25 x 107° s

6.4 Exemplo 4 - Impacto-contato de barra com anteparo rigido

Este exemplo - classico na literatura, como por exemplo em Carpenter, Taylor
e Katona (1991) - é escolhido para uma primeira verificagdo do modelo de contato
implementado, e trata-se do impacto entre duas barras idénticas, inicialmente movendo-
se uma em dire¢ao a outra com a mesma velocidade. Desse modo, dada a simetria do
problema, considera-se uma barra tinica que colide com um anteparo rigido, posicionado
na metade do caminho entre as duas barras, tal como mostra a Figura 30. A barra possui
comprimento de 25,4 cm, altura de 2,54 cm e é composta por material eldstico com com
modulo de elasticidade E = 2,068 x 10° (kg-cm/s?)/cm? = 206,8 MPa, coeficiente de
Poisson v = 0, 0 e massa especifica inicial py = 7,93 x 107 kg/cm? = 7,93 kg/m3. A barra
encontra-se inicialmente com uma velocidade v? = 513,59 cm/s em diregdo ao anteparo
rigido, representado por um quadrado de lado igual a 7,62 cm, e a uma distancia de 0, 0254

cm do mesmo. Adotando-se estado plano de tensao, considerou-se largura unitaria para o

problema.
Figura 30 — Geometria da barra e do anteparo rigido.
v = 513,59 cm/s

R 0,0254 cm
=~ g
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25,4 cm A
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A solugao analitica consiste numa onda de tensao de compressao constante que se

propaga ao longo da barra a uma velocidade:

2,068 x 106
- ,/ — 510668 6.1
TV \T7.93x 106 cm/s, (6.1)

e com uma magnitude igual a:

011 = povic = 7,93 x 107°. 513,59 - 510668 = 2079, 83 (kg - cm/s2)/cm?, (6.2)
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ao longo de teontato = 2 X 25,4/510668 = 0,995 x 107* = 10™* s, para posteriormente

ocorrer o desprendimento.

Para a solucao numérica, adota-se uma malha espacial contendo 20 elementos de
aproximacao ctibica e um passo de tempo At = 107% s, e emprega-se a presente formulacao
espaco-tempo com 7 = 1000 no integrador F'3, método de Newmark com os parametros
B =1,0e~y=23/2de Hu (1997) e a-generalizado com p,, =0, 1.

A Figura 31 apresenta as respostas em deslocamento, velocidade e tensdo no
ponto A de contato. Observa-se que os resultados em deslocamento das trés formulacoes
apresentam excelente concordancia com a resposta analitica até o instante t ~ 1,5 x 10~
s, quando ocorre o desprendimento. Apds esse instante, nota-se que ha uma leve defasagem
com respeito a solucao analitica: menor para o método a-generalizado, intermediaria para
a formulacao espago-tempo e maior para o método de Newmark. Por outro lado, a resposta
em velocidade da formulagao espago-tempo se mantém fiel a analitica até o desprendimento,
instante apos o qual a solugado numeérica se aproxima da analitica com uma oscilagao mais
leve quando comparada ao método a-generalizado, e se aproxima da velocidade de —516, 59
cm/s (resposta analitica) aproximadamente no mesmo instante que o resultado do método
de Newmark. Cabe observar também os picos nas respostas em velocidade do método de
Newmark e a-generalizado, no momento do impacto (t ~ 0,5 x 107 s) - fato que nio é

observado na solucao obtida pela presente formulacao espago-tempo.

Por 1ltimo, as solugoes em tensao da formulagao espaco-tempo e do método de
Newmark possuem um pico (no momento do impacto) aproximadamente da mesma
magnitude, todavia, menores que o resultante do integrador a-generalizado. Nota-se
também que, a medida que a simulagao se aproxima do desprendimento, a solucao da
formulacao espago-tempo apresenta um aumento da tensao de contato, enquanto que as

solugoes pelo método de Newmark e a-generalizado apresentam uma queda da mesma.

Na Figura 32, é exibida a distribuicao da tensao de Cauchy o1 ao longo da barra,
obtida pela formulacao espago-tempo, para instantes de tempo significativos: instante do
impacto (¢t = 0,5 x 107* s); metade da duracao do contato (t = 1,0 x 10~ s); instante
do desprendimento (t = 1,5 x 107 s) e; instante em que a onda de tensdo, apés o

desprendimento, atinge a extremidade oposta ao contato (t = 1,92 x 107 s).

De um modo geral, observa-se que o método de Newmark com os parametros de
Hu (1997) apresentou uma dissipagdo bem mais elevada que a formulag¢do espago-tempo e
integrador a-generalizado, dada a malha espacial e o intervalo de tempo. Isso pode ser
verificado na Figura 33, na qual sao apresentas as energias totais do problema ao longo
do tempo, obtidas pela formulacao espago-tempo com 7 = 1000, método de Newmark e
a-generalizado. As diferencas méaximas relativas da energia total numérica com respeito
a energia total exata é de: 13,46%, 25,64% e 5,10% para os métodos espago-tempo,

Newmark e a-generalizado, respectivamente.
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Figura 31 — Comparacao entre as respostas em deslocamento, velocidade e tensao no
ponto de contato A.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 32 — Distribuicao da tensao de Cauchy oy, para diferentes instantes de tempo.

24e+03  -2000 -1500 -1000 -500 0 500 9.2e+02
| I I

t=0,5x10""s

t=1,0x10""s

t=1,5x10""s

t=1,9x10""s

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com o intuito de averiguar a melhora da resposta ao se implementar um refinamento
h ou p, foram simuladas as seguintes malhas: malha A com 20 elementos de aproximacao
quadratica; malha B com 20 elementos de aproximagao ciibica (ja analisada anteriormente
com 7 = 1000 para a formulagao espago-tempo com o integrador F'3) e malha C com
40 elementos de aproximacio ctibica. O passo de tempo At = 107% s adotado na anélise

anterior é mantido fixo.

As Figuras 34, 35 e 36 mostram as comparagoes entre as respostas em deslocamento,
velocidade e tensao no ponto A de contato, respectivamente, obtidas com a formulagao
espaco-tempo, ao se empregar o integrador F'3 com 7 = 100, o método de Newmark com
os pardmetros de Hu (1997) e o método a-generalizado. Para a formulacao espago-tempo,
nota-se que nao houve alteragdo notavel nas solu¢oes em deslocamento. Contudo, nota-se
que houve melhora nos resultados em velocidade e tensao, indicando que é possivel obter
uma solugdo mais precisa e com menor decaimento da energia (valor de 7 = 100 menor
que o da andlise da Figura 31, com 7 = 1000), ao se refinar a malha espacial (refinamento

tipo h no espago) e/ou aumentar a ordem de aproximagao (refinamento tipo p no espaco).
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Figura 33 — Energia total do problema ao longo do tempo para diferentes formulagoes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 34 — Comparacao entre as respostas em deslocamento do ponto de

empregar diferentes malhas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

contato A ao
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Figura 35 — Comparacao entre as respostas em velocidade do ponto de contato A ao

empregar diferentes malhas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 36 — Comparacao entre as respostas em tensao de Cauchy do ponto de contato A
ao empregar diferentes malhas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Em comparacgao, o método de Newmark apresentou uma menor sensibilidade ao
refino h ou refino p nas respostas em deslocamento e velocidade, exceto para a resposta
em tensao, na qual pode ser constatada a melhora na resposta. Por tltimo, a solugao por
meio do método a-generalizado também apresentou melhoras significativas nas respostas

em velocidade e tensao, ao se empregar os refinos h e p.

Assim como o refinamento A na malha espacial, estuda-se um refinamento h para
a discretizacdo do dominio temporal. Além disso, procura-se avaliar a combinagao desse
refinamento com alguns valores do parametro 7 do integrador F'3 empregado na formulacao

espaco-tempo.

Baseando-se no tempo de duracao do contato (feontate = 0,995 x 107* = 1074
s), escolhem-se os seguintes passos de tempo para a andlise: At = teontaro/10 = 1075 s;
At = teontato/100 = 107° s; At = teontato/1000 = 1077 s. A malha C da andlise anterior
(40 elementos de aproximacao cibica) é mantida fixa e os valores de 7 = 2, 7 = 100 e

7 = 1000 sao empregados para cada passo de tempo supracitado.

Nas Figuras 37, 38 e 39 sao exibidas as respostas em deslocamento, velocidade
e tensdo, para cada combinagao (7, At). De imediato, é possivel concluir que, para este
exemplo, o passo At = 107° s é inadequado, pois nao é capaz de computar com suficiente
precisao os valores de deslocamento e velocidade, apés o desprendimento, e tensao, durante
o contato. Nao obstante, o menor passo de tempo (At = 1077 s) ndo necessariamente
oferece uma solug¢do com menor oscilacdo em torno da resposta analitica, ao observar
estritamente as repostas em velocidade e tensao. Nota-se que a ha uma relagao “6tima”
entre o valor do passo de tempo e o valor do parametro 7. Para os valores supracitados
de At e 7, a combinacdo At = 107% s com 7 = 100 apresenta uma solucdo com melhor
proximidade com a solugdo analitica (poucas oscilagoes e boa precisao). Vale também

ressaltar a influéncia isolada do parametro 7 na resposta, principalmente em deslocamento.

Para uma estimativa do pardmetro 7, pode-se empregar o integrador F'4 para toda
a analise de contato, retirando-se do grafico de tensoes qual é a frequéncia w que deve ser
dissipada. Com base nisso, e de posse das curvas p., X log(7y), adota~se um passo de tempo
para calcular v = wAt e um nivel de dissipagao desejada (valor do raio espectral p.,), para
entao se estimar a curva mais adequada - valor de 7. Cabe ressaltar que o valor de 7 é
restrito a certos valores, apresentados em (4.43), para que a propriedade de estabilidade

incondicional do integrador F'3 seja preservada.
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Figura 37 — Comparagao das respostas em deslocamento horizontal (u;) para diferentes

combinagoes dos valores de At e parametro 7 do integrador F'3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 38 — Comparacao das respostas em velocidade horizontal (v;) para diferentes
combinagoes dos valores de At e parametro 7 do integrador F'3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 39 — Comparagao das respostas em tensao de Cauchy (o7;) para diferentes combi-
nagoes dos valores de At e pardmetro 7 do integrador F'3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.5 Exemplo 5 - Impacto-contato entre duas barras deformaveis

Consideram-se duas barras elasticas dispostas na horizontal e alinhadas, sendo que
a barra a direita encontra-se inicialmente em repouso, enquanto que a barra a esquerda
move-se com velocidade constante em dire¢do a barra direita, conforme indicado na Figura
40. Nesta mesma figura, sdo apresentadas as condicoes iniciais, dimensdes (adimensionais)

e discretizagao espacial adotadas.

Ambas as barras estao restritas quanto ao movimento vertical e sdo constituidas
de um mesmo material, com modulo de elasticidade E = 100, coeficiente de Poisson v = 0
e massa especifica inicial py = 0,01 (nota-se que as caracteristicas fisicas também sao
adimensionais). A barra da esquerda possui uma velocidade inicial vy = 0,1 e entra em
contato com a barra da direita, que se encontra em repouso até o momento do impacto,

apos percorrer a distancia de 0, 025.

Figura 40 — Geometria e malha espacial de duas barras em situacao de impacto-contato.
Medidas adimensionais.

W) =0,1 0,025
To B - Em repouso
[
¢ L1 10 A B 10

Fonte: Elaborado pelo autor.

Este mesmo exemplo foi simulado por Hughes et al. (1976), porém, desprezando-se
a distancia de 0,025. Em Hughes et al. (1976), também sdo encontradas as solugdes
analiticas em deslocamento, velocidade e tensao do problema. Esta tltima pode ser obtida

partindo da conservagao da quantidade de movimento linear total p, ou seja:
P = p1+ P2 = Miv1 + Mavs, (6.3)

sendo m e v a massa e velocidade horizontal, respectivamente, e os subindices 1 e 2
referentes as barras 1 (direita) e 2 (esquerda), respectivamente. As duas barras sdo
geometricamente idénticas e constituidas de um mesmo material, de modo que m; = my =
m = poLA=0,01-1-1=0,1, em que L é o comprimento e A a area, assumindo-se que
as barras tenham 1 de espessura, em uma simulagdao em estado plano de tensdo. Até o
instante imediatamente anterior ao impacto, a quantidade de movimento linear total é
p=20,01-10-1-1-0,1=0,01. Na situacao de contato, as duas barras devem possuir a

mesma velocidade v (constante), implicando portanto que:

p=pi+p=mv+muv=2mv . v=_-—= =0, 05. (6.4)
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De posse da velocidade das barras, a onda de tensdo de compressao constante tera

E 100
== =,/— =100 6.5
c=/ o | 001 , (6.5)

uma velocidade:

e um modulo igual a:

011 = pove = 0,01 - 0,05 - 100 = 0,05, (6.6)

levando portanto teoniate = 2 - 10/100 = 0,2 para percorrer toda a extensao da barra (o

mesmo para as duas barras).

A solugao numérica do problema, por sua vez, consiste em uma malha espacial que
contém 254 elementos de aproximacao quadratica e um passo igual a At = 0,0005, e é
alcancada empregando-se a formulacao espaco-tempo com o integrador £'3 com 7 = 500, o

método a-generalizado com po, = 0,1 e 0 método de Newmark com f =1e v = 3/2.

Observando-se as Figuras 41 e 42, nas quais sao apresentadas as respostas em deslo-
camentos e velocidades dos pontos A (barra 1) e B (barra 2) de contato, respectivamente,
é possivel notar a excelente concordancia das solu¢oes obtidas pelas trés formulagdes com
respeito a solugdo analitica, até o instante em torno de ¢ = 0,65 (desprendimento entre as
barras), no qual se observa um pequeno desvio das respostas, para ambas as barras. Este
desvio é menor para o método a-generalizado, intermediario para a formulacao espago-
tempo e maior para o método de Newmark, devido ao nivel de dissipacao introduzida por
cada integrador. De fato, é nas proximidades do instante ¢ = 0,65 que as respostas em
velocidade dos trés métodos apresentam um desvio (uma onda na resposta) com respeito
a resposta analitica. Nota-se também que a solugao obtida pela formulagao espago-tempo,
ao contrario das solucoes obtidas do método de Newmark e a-generalizado, nao possui

picos na resposta em velocidade no momento do impacto.

Por fim, analisa-se a resposta em tensao no ponto A ao longo do tempo. As trés
formulacoes ofereceram bons resultados, quando comparados a resposta analitica. Os
pontos de maiores desvios se dao no momento de contato e proximo ao instante em que
ocorre o desprendimento das barras, novamente observando um fenémeno de aumento da
tensao para a formulagdo espaco tempo, assim como no exemplo anterior. Destaca-se que
os resultados em tensdo dos métodos de Newmark e a-generalizado apresentaram picos de

tensao no momento do contato maiores que os obtidos pela formulacao espago-tempo.

A Figura 43 apresenta o historico das energias total, de deformacao, cinética e
potencial externa do problema, para as trés formulacoes estudadas. O erro maximo relativo
entre a energia total numérica e energia total exata é de 4,35%, 9,43% e 1,67% para a

formulagao espago-tempo, Newmark e a-generalizado, respectivamente.
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Figura 41 — Respostas em deslocamento, velocidade e tensdao do ponto A da barra 1
(esquerda).
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--------- a-generalizado (poo = 0,1) --—-- Solugao analitica

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 42 — Respostas em deslocamento, velocidade e tensao do ponto B da barra 2
(direita).

1072

3.5

2.5

1.5

0.5

Deslocamento horizontal

—0.5 ! | ! |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Tempo

0,125 : : .
0,100 |

0,075 |

0,050

0,025 |- .

Velocidade horizontal

0,000 .

_07025 | | Il |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Tempo

0,01 : : :

0,00
50,01}
0,02}
O —0,03|
—0,04
—0,05
—0,06 |- : .

_0,07 | | Il | | Il
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Tempo

11

auchy

Tensdo de

Presente formulagao - integrador F'3 (7 = 500) - --- Newmark (8 =1¢ v = 3/2)
--------- a-generalizado (po = 0,1) --—-- Solugao analitica

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 43 — Energia total do problema ao longo do tempo para diferentes formulagoes.

Presente formulagao - integrador F'3 (7 = 500)
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.6 Exemplo 6 - Contato entre duas vigas com grandes deslocamentos

Neste exemplo, a presente formulacao é empregada de modo a simular um problema
de contato sem atrito entre duas vigas (uma deslizando sobre a outra), enquanto sofrem
grandes deslocamentos dentro de um regime dindmico. A Figura 44 apresenta a geometria
e malha das duas vigas, totalizando 252 elementos de aproximacao quadratica. Ambas
sao constituidas de um mesmo material, que possui moédulo de elasticidade E = 1000,
coeficiente de Poisson v = 0,3 e massa especifica inicial po = 0,1 (caracteristicas fisicas
adimensionais). O intervalo de tempo empregado foi de At = 1073 e o integrador F'3 com
T = 4/3 foi empregado para a obtencao da solu¢ao temporal do problema. Cabe observar
na Figura 44 que toda a viga superior possui uma velocidade inicial vertical para baixo de
19 = —0,25 e que sua extremidade esquerda permanece com essa velocidade durante toda
a analise. Para este problema, considerou-se estado plano de tensao, com largura unitaria

para ambas as vigas.

Figura 44 — Geometria e malha de duas vigas em situagao de contato sem atrito. Medidas

adimensionais.
10
| !
To § A l B 10,1
i_ Jmm =025 9 g 25 II
t Ty 2,5

10

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 45, apresenta-se o nivel de deslocamento vertical sobre as configuragoes
deformadas em diferentes instantes de tempo, evidenciando o regime de grandes desloca-
mentos. J& na Figura 46, apresenta-se a distribuicao das tensdes de Cauchy o1, para alguns
instantes de tempo. Nota-se os que os valores de tensdo o1; sdo maiores (em modulo) na

regiao dos engastes, como era de se esperar.

As respostas em deslocamentos, velocidades e tensdes dos pontos A e B da viga
esquerda (ver Figura 44) sdo exibidas na Figura 47. E possivel constatar a correta aplicacio
da condicao de contorno de Dirichlet espago-tempo para a velocidade vertical do ponto A,
a qual permanece com o valor (absoluto) igual a 0,25 durante toda a anélise, implicando

que o deslocamento vertical desse mesmo ponto seja linear com o tempo.
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Figura 45 — Distribuicao do deslocamento vertical para diferentes instantes de tempo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 46 — Distribuicao da tensao de Cauchy oy, para diferentes instantes de tempo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 47 — Respostas em deslocamento, velocidade e tensao nos pontos A (barra esquerda)
e B (barra direita) ao longo do tempo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.7 Exemplo 7 - Contato entre esfera em queda livre e anteparos rigidos

Este exemplo tem por finalidade dar uma demonstracao qualitativa da capacidade
do codigo computacional desenvolvido a andlise de problemas mais complexos envolvendo
impacto, bem como fornecer uma comparacao do desempenho dos integradores F'4 e F'3
aplicados ao problema. Simula-se uma esfera em queda livre que entra em contato com

uma rampa e uma parede, conforme a Figura 48.

Todos os sélidos envolvidos sao formados por elementos de aproximacgao quadratica,
sendo que as malhas da esfera, rampa e parede possuem, respectivamente, 212, 80 e
106 elementos. O material da esfera possui um comportamento eldstico, com modulo
de elasticidade E = 150 N/m?2, coeficiente de Poisson v = 0,4 e massa especifica inicial
po = 0,25 kg/m?. Os demais sélidos sao considerados rigidos e o problema é simulado em

estado plano de tensao considerando largura unitaria.

A esfera parte do repouso sob a agdo da gravidade com aceleragao igual a —9, 81
m/s?, conforme indicado na Figura 48, sendo desprezada qualquer interagdo com o ar. O
problema dindmico é resolvido numericamente pela presente formulagao espaco-tempo,
com passo de tempo At = 10~* s para ambos os integradores: F'4 (conservativo) e F'3 com

T = 2 (dissipativo).

Figura 48 — Geometrias e malhas da esfera (deformavel), rampa e parede (ambas rigidas).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O gréafico temporal da energia do problema ¢é exibido na Figura 49. Verifica-se
que, para o integrador F'4, a energia ¢ conservada de forma qualitativa, com erro maximo

relativo igual a 0,72%, enquanto para o integrador F'3 com 7 = 2, avalia-se um erro
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maximo relativo de 9,03%, denunciando novamente a dissipacdo numérica introduzida por

esse integrador.

Figura 49 — Energia total do problema ao longo do tempo para a formulacao espaco-tempo
ao se empregar os integradores F'3 e F'4.

Integrador F'4

0,06 ‘
004 el
g : . N
&
< 0,02 R s
.gb \"“‘ ‘v/.l
—0,02 | | | |
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tempo (s)
Integrador F'3 com 7 = 2
0,06 ‘ ‘ ‘
0,04
g
&
< 0,02
‘80
g
&
0,00
—0,02
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tempo (s)
—— Energia total e Energia de deformacao - - - - Energia cinética
----- Energia potencial externa - - - Energia total exata

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 50 sao apresentadas as respostas em tensoes no ponto A (localizado na
parte inferior da esfera exibida na Figura 48). Fica claro que, quando um integrador capaz
de introduzir amortecimento numérico é empregado, parte da solugao proveniente das

altas frequéncias é filtrada da andlise, culminando numa resposta com menos oscila¢oes

indesejaveis.
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6 Exemplos numéricos

Figura 50 — Resposta em tensao do ponto A (localizado na parte de baixo da esfera).
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Fonte: Elaborado pelo autor.



6.7 Exemplo 7 - Contato entre esfera em queda livre e anteparos rigidos 119

Neste caso em especial, um baixo valor de 7 foi capaz de reduzir consideravelmente
as oscilacoes nas respostas, principalmente para as tensoes g9y € 012. No entanto, de
acordo com o grafico de energia, espera-se que a esfera nao atinga a mesma altura quando
comparada ao caso sem dissipagao (integrador F'4). A maxima diferenga entre as posigoes
verticais atingidas pela esfera computadas pelos integradores F'4 e F'3 foi de 0,0099 m no
instante t = 0, 983 s.

A distribuicao da tensdo de Cauchy 099 para alguns instantes de tempo é exposta
na Figura 51, na qual nota-se valores de compressao nos momentos e regides de impacto.
Valores de tragao sao observados, por exemplo, no instante ¢t = 0,39 s quando a esfera

estd sendo esticada na direcao vertical devido ao impacto na direcao horizontal.

Figura 51 — Distribuicao da tensao de Cauchy o099 para alguns instantes de tempo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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7 CONCLUSOES

Este trabalho objetivou apresentar o desenvolvimento e a implementacao de uma
formulacao posicional espago-tempo do método dos elementos finitos, para simulacao
de problemas dindmicos de elasticidade bidimensional com grandes deslocamentos. Essa
formulacao foi desenvolvida empregando uma descricao Lagrangiana total, com malha
espago-tempo do tipo estruturada, sendo conservada a discretizacao espacial ao longo do
tempo. Isso possibilitou a divisdo do dominio espacgo-tempo em placas espago-tempo e
trouxe como vantagem o desacoplamento das integragoes espacial e temporal. Assim, foram
empregados polinomios de Lagrange para a interpolacao do dominio espacial e polindomios
de Hermite para aproximar sua evolugao ao longo do tempo. Com o uso de polinémios
de Hermite no tempo, facilita-se a imposigao das condigoes iniciais de forma forte (como
condigoes de contorno de Dirichlet no dominio temporal). Com base nas caracteristicas
mencionadas, torna-se possivel o desenvolvimento de uma técnica de solugao sequencial
das placas espago-tempo, onde a solucao final de uma placa é imposta como condig¢ao
inicial a outra, tornando o sistema a ser resolvido muito menor e deixando o processo de

solugao semelhante ao dos métodos classicos de marcha no tempo.

Para o desenvolvimento da formulagao, iniciou-se com a aplicacdo do método
dos residuos ponderados no dominio temporal, juntamente com a técnica de elementos
finitos, para a solucao de um sistema massa-mola de um grau de liberdade. Com base nos
polindmios de Hermite, foram definidos 6 possiveis integradores (p2, ¢2, p*q¢*, pTq¢~, p~q~
e p~q"), equivalentes aos obtidos por Mergel, Sauer e Ober-Blobaum (2015) que partiram
da Lei de Hamilton.

Com respeito a energia do sistema, os integradores p2 e ¢2 apresentaram melhor
conservagao da mesma, enquanto os integradores p~¢" e p~¢~ resultaram em acréscimo e
mostraram comportamento mais instavel, e os demais apresentaram dissipa¢ao. Notando-
se que nenhum desses integradores apresentou-se incondicionalmente estavel, recorreu-
se aos estudos de Fung (1996), de onde foram selecionados os integradores F'3 e F'4 |
sendo o primeiro de precisdo de ordem 3 e dotado de dissipagdo do tipo aniquilacao
assintética, e o segundo de precisao de ordem 4, conservativo e incondicionalmente estavel.
As andlises de tais integradores possibilitaram a conclusao de que o integrador F'4 é
superior aos integradores p2 (precisao de ordem 4) e ¢2 (precisao de ordem 2), pelo fato ser
incondicionalmente estavel e possuir precisao de quarta ordem, sendo que os dois ultimos
sao condicionalmente estaveis. A propriedade de dissipagdo numérica do integrador F'3 é
controlada por um tnico parametro 7, de tal forma que a faixa de valores de frequéncia
que o integrador é capaz de introduzir a dissipagdo aumenta quanto maior for o valor de 7,

mantendo-se a malha espago-tempo fixa. Essa caracteristica dissipativa (controlada), torna
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o integrador F'3 muito atrativo para aplicacdo em problemas fortemente nao lineares e de
curta duracao, tais como impacto. Ademais, quando comparado aos integradores pT¢™ e
ptq~ (dissipativos, com precisdo de ordem 2 e condicionalmente estéveis), o integrador F'3

se mostrou superior, por sua precisao de terceira ordem e estabilidade incondicional.

Embora a formulagao posicional do método dos elementos finitos tenha sido ampla-
mente desenvolvida com base em métodos energéticos, a abordagem em residuos ponderados
revelou-se ser mais apropriada para a obtencao da formulacao espaco-tempo, ao facilitar
restricoes diferentes sobre as fungoes teste e tentativa, permitindo a geracao de integradores
com diferentes caracteristicas numéricas, tal como conservagao total da energia ao longo
do tempo ou com dissipagdo numeérica, incondicionalmente ou condicionalmente estaveis.
Além disso, mostrou-se que esta abordagem é simples de ser desenvolvida, aliada a uma
formulacgao baseada em posicdo, tornando portanto a formulagao espago-tempo proposta

de facil implementacao.

Os exemplos numéricos demonstraram que a presente proposta é robusta e adequada
aos problemas dindmicos com nao linearidade geométrica, inclusive em casos com a presenca
de fendémenos de snap-through, permitindo a recomendacgao do integrador F'4 para esses
problemas. Por conta da precisao e estabilidade incondicional desse integrador, admite-se
passos de tempo maiores que os propostos pelas referéncias de comparagao, e por isso, uma
solucao com quantidades reduzidas de passos de tempo pode ser obtida, garantindo um
nivel satisfatério de estabilidade e precisao. Isso configura uma vantagem desta formulacao
em relacao aos integradores implicitos de segunda ordem, como Newmark e a-generalizado.
Também, destacam-se as vantagens da facilidade em se adotar passo de tempo variavel e
da distribuicao temporal ser continua, facilitando a obten¢ao da solucao para qualquer

instante ao longo da malha espaco-tempo.

Avaliou-se a aplicacao do integrador F'3 aos problemas de impacto-contato através
da implementacao de um modelo de contato sem atrito com a estratégia né-a-segmento com
técnica dos multiplicadores de Lagrange para a imposi¢ao da condi¢do de nao penetracao.
Notou-se a necessidade da imposicao de condigdes sobre a posigao e sobre a velocidade nos
nés da interface de contato para se obter boa convergéncia. Devido a natureza dissipativa
do integrador F'3, a energia total do problema néao é conservada ao longo do tempo, como
é possivel notar nos graficos de energia dos exemplos 6.4, 6.5 e 6.7. Porém, o integrador
mostrou-se mais conservativo que o integrador de Hu (1997), largamente utilizado para os

problemas de contato, e com caracteristicas proximas as do integrador a-generalizado.

Os exemplos numéricos envolvendo impacto-contato (exemplos 6.4 e 6.5) demons-
traram qualitativamente que a formulagdo, incorporando o integrador F'3, é robusta e
adequada para essa classe de problema, onde se pode perceber que as respostas em des-
locamento e tensao sao comparaveis as obtidas pelo método a-generalizado. Observa-se

ainda que a aplicacdo de um refino h e p na discretizagao espacial indica melhora nas
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respostas, conforme esperado, e que, da mesma forma que ocorre com integradores de
marcha no tempo, um refino A na direcao temporal nao necessariamente oferece qualidade
da resposta, sendo necessaria uma correta combinagao com o parametro 7 para que isso

seja alcancado.

A presente formulacao também mostrou-se capaz de resolver problemas de contato
entre solidos flexiveis em regime de grandes deslocamentos sob condicao de Dirichlet
espago-tempo (exemplo 6.6), e sélidos de geometria nao usual em queda livre em contato

com mais de um corpo (exemplo 6.7).

Dado o potencial que a formulagao espago-tempo apresenta para a combinagdao com
refino espacial adaptativo com eliminagao da necessidade de projecao dos campos entre
as malhas anterior e refinada, sugere-se, como continuidade deste trabalho a investigagao
da combinacao da formulacao posicional espaco-tempo com técnicas adaptativas, o que
implica também no seu estudo dentro do contexto das malhas nao estruturadas no tempo.

Isso facilita, por exemplo, a solugdo de problemas dinamicos de mecénica da fratura.

Devido as quadraturas numéricas realizadas na integracao temporal do problema,
o custo computacional das formulagoes espago-tempo tende a ser maior. Por outro lado,
a estabilidade incondicional e alta ordem de precisao da presente formulagao frente aos
métodos de marcha no tempo propicia a adocao de passos de tempo mais largos, implicando
em uma analise com um menor nimero de passos de tempo. Com base nisso, e tendo
em conta que a implementacao da formulagao espaco-tempo foi realizada de forma serial
(como comentado na metodologia), sugere-se um estudo comparativo do desempenho
computacional entre a formulacao espaco-tempo e os métodos de marcha no tempo, de
modo a empregar técnicas de alto desempenho computacional para a solucao do problema

espaco-tempo.

Outras sugestoes de trabalhos futuros aplicados a presente formulacao sao: imple-
mentagao de uma técnica adaptativa da discretizacao temporal baseada na energia total
do problema; analise no dominio da frequéncia, por meio da analise modal; estudo de
outras fungoes de forma para discretizacao temporal, incluindo fungoes enriquecidas, como
pode ser visto em Zilian e Legay (2008); a inclusdao de modelos constitutivos nao lineares

(ndo linearidade fisica) e; a extensdo para os problemas tridimensionais.
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