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Resumo

STABILE, A. F. Uma formulagao de alta ordem para o Método dos Elementos Finitos
Generalizados 2023. 171 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias - Engenharia Civil
(Engenharia de Estruturas)) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de
S3o Paulo, Sao Carlos, 2023.

Nas altimas décadas o progresso tecnoldgico teve crescimento exponencial. Conse-
quentemente, metodologias que permitem que fendmenos fisicos cada vez mais com-
plexos sejam estudados com eficiéncia e precisao sao um foco constante de pesquisa.
Nesse contexto, os métodos numéricos consistem em uma poderosa ferramenta, que
garante flexibilidade e acessibilidade na modelagem de problemas de Ciéncias e En-
genharia. Em particular, uma das versoes do Método dos Elementos Finitos (MEF),
chamada MEF de alta ordem, a qual emprega func¢des polinomiais ortogonais para
construcao de uma base de aproximacao hierarquica, é de especial interesse, por pos-
suir alta taxa de convergéncia e condicionamento matricial adequado. Todavia, apesar
dos bons resultados apresentados pelo MEF para uma ampla classe de problemas, ele
nao se mostra tao eficiente em aproximar solugdes com baixa regularidade. Para su-
prir essa deficiéncia, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) introduz
funcoes de enriquecimento pautadas no emprego de conhecimento a priori da solugao
do problema para aumentar o espaco de aproximagao do MEF. Apesar de proporcionar
bons ganhos de convergéncia, ele pode, entretanto, apresentar mal condicionamento
matricial, ocasionando uma diminuigao na precisao numérica dos resultados. Dessa
maneira, o presente trabalho propoe integrar as duas metodologias abordadas com o
intuito de explorar suas vantagens, de forma a desenvolver uma formulagao estavel e
dotada de grande precisao e desempenho, facilmente implementavel em cédigos ja de-
senvolvidos para lidar com o MEFG. Neste trabalho, problemas de elasticidade plana
sao considerados - incluindo aplicagdes de Mecanica da Fratura Elastico Linear, para
os quais 0 MEFG é mais adequado - de forma a demonstrar as caracteristicas de conver-
géncia e condicionamento previamente citadas. Adicionalmente, estruturas de cascas
axissimétricas conectadas a enrijecedores sao também estudadas, como um primeiro

passo no estudo de estruturas de cascas enrijecidas gerais.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados; Método dos Elemen-
tos Finitos de alta ordem; Mecanica da Fratura Elastico Linear; Cascas axissimétricas

enrijecidas.






Abstract

STABILE, A. FE. On a high-order Generalized Finite Element Method 2023. 171 p.
Dissertation (M. Sc. in Civil Engineering (Structural Engineering)) — School of Engi-

neering of Sao Carlos, University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

In recent years, technological development has been exponential. Consequently, me-
thodologies that allow increasingly complex physical phenomena to be simulated with
reliability and accuracy are a central focus of research. In this context, numerical
methods consist of an attractive tool that guarantees flexibility and ease of access in
modeling Science and Engineering problems. In particular, the high-order version of
the Finite Element Method (FEM), based upon orthogonal polynomials as a means for
constructing hierarchic approximation spaces, is of special interest, due to its high
convergence rate and adequate matrix conditioning. However, albeit FEM’s good re-
sults in a large class of problems, it is not as adequate when non-smooth solutions
are expected. Aiming to circumvent such a limitation, the Generalized Finite Ele-
ment Method (GFEM) introduces enrichment functions, selected on basis of a previous
knowledge about the solution of the problem, in order to enlarge FEM’s approximation
space. Despite providing significant gains of convergence, such technique may lead,
nevertheless, to ill-conditioned systems of equations, therefore penalizing numerical
precision. Taking this into account, this research proposal is focused on developing
a methodology for integrating positive features of the two aforementioned versions
of the FEM, resulting in a stable, precise and high performing tool, easily integrated
in previously existing codes, already designed to handle GFEM. Planar elasticity ap-
plications are considered — including Linear Elastic Fracture Mechanics problems, for
which GFEM is more suitable — in order to demonstrate the previously mentioned
convergence and conditioning properties of the proposed formulation. In addition,
axisymmetric stiffened shells are also considered, as a first development towards more

general stiffened shell analysis.

Keywords: Generalized Finite Element Method; High-order Finite Element Method;

Linear Elastic Fracture Mechanics; Stiffened axisymmetric shells.
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Capitulo1 | Introducao

A aplicacao de modelos numéricos é parte indispensavel da pratica de Engenha-
ria atual. Estes devem ser performaticos, i.e. apresentar boa precisao e desempenho,
para que possam ser aplicados com confiancga e agilidade em analises, garantindo em-
pregabilidade a uma ampla classe de problemas. Nesse contexto se insere o Método
dos Elementos Finitos (MEF), como uma das ferramentas de analise numérica mais
efetivas, especialmente no campo de mecanica dos solidos.

A estratégia adotada pelo MEF consiste em dividir o dominio de solugao em
elementos com geometria simples, aos quais é atrelada uma base de fungdes de apro-
ximacao, - usualmente fungoes polinomiais - sendo a resposta global final construida
a partir das contribuigoes locais dos elementos finitos.

Conjuntamente, a subdivisao do dominio em elementos finitos e a escolha da
base de fung¢odes de aproximac¢ao sao chamadas de discretizacdo. Quando a resposta
obtida pelo método ¢ julgada nao satisfatoria, deve-se proceder a um refinamento da
discretizagao.

Diferentes formas de melhora-la sdao possiveis, originando, por sua vez, diferen-
tes versoes do MEF. Quando o tamanho dos elementos diminui e a ordem polinomial
das aproximag¢oes é mantida constante o método é chamado h-MEF. Ja quando a or-
dem polinomial aumenta e o tamanho dos elementos permanece inalterado, fala-se
em p-MEF ou MEF de alta ordem (MEF-ao0). Pode-se ainda combinar essas duas possi-
bilidades, dando origem a uma estratégia denominada hp-MEF.

Diversos autores se dedicaram ao estudo das vantagens de cada uma dessas ver-
soes, e as conclusdes apontam que as versoes p- e hp- apresentam, no geral, ordem
de convergéncia superior a versio h- (BABUSKA; DORR, 1981) e (BABUSKA; SZABO;
KATZ, 1981). Estas, todavia, podem ser afetadas por questdes de condicionamento
matricial do sistema de equagoes dependendo da formulacao empregada.

Para superar a problematica do mal condicionamento no uso das metodologias
de alta ordem, algumas abordagens foram propostas na literatura. O uso de polino-
mios de Legendre como base de aproximacao foi sugerido por Babuska, Szab6 e Katz
(1981). Suas propriedades de ortogonalidade garantem um condicionamento matricial
adequado para malhas estruturadas, mas eles nao se comportam tao bem na presenca
de elementos distorcidos.

Outras bases pautadas no uso de polindomios ortogonais também foram empre-
gadas. Bittencourt (2005) propos utilizar polindomios de Jacobi na construcao de fun-

¢oes de forma (para elementos estruturados ou nao) mediante uso do produto tensorial
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completo. Adicionalmente, Bittencourt, Vazquez e Vazquez (2007) definiram uma es-
trutura hierarquica para a base proposta por Bittencourt (2005) e mostraram que a
escolha dos coeficientes dos polindomios de Jacobi afeta o padrao de esparsidade das
matrizes resultantes.

Além destas, diversas outras bases e estratégias especificas, como o uso de con-
densagao estatica (AXELSSON, 1994) e ortogonalizacao simultanea das matrizes de
massa e rigidez aplicando conceitos de energia (SANTOS, 2015), foram propostas.

Entretanto, apesar das boas propriedades de convergéncia do MEF, especial-
mente quando se emprega refino p, e de sua capacidade de se adaptar a diferentes
tipos de analise, ele é mais adequado em situagdes nas quais a solugao é suave. No caso
de problemas com baixa regularidade, como aqueles com fissuras, cantos reentrantes e
interfaces entre dois materiais distintos, a formulagao do MEF pode nao ser adequada,
necessitando de abordagens auxiliares para seu tratamento, o que pode incorrer por
vezes em um alto custo computacional.

Um exemplo deste tipo de situagao seria o de problemas de propagacao de fis-
sura, onde é necessario um procedimento de remalhamento constante do dominio e
a previsao de uma estratégia de projecao de variaveis de interesse entre malhas, que
pode introduzir erros de solugao (BELYTSCHKO et al., 2014).

Neste contexto, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) surgiu
como uma extensao do MEF que permite abordar situagdes como as citadas acima.
Para tanto, ele emprega fun¢oes de enriquecimento combinadas ao conceito de parti-
¢ao da unidade (PU) para construir espacos de aproximacao locais enriquecidos. Re-
tomando o exemplo do paragrafo anterior, o MEFG permite que uma fissura possa ser
representada sem necessidade de alteragao da malha, com a utilizagcao de fungoes de
enriquecimento descontinuas.

Contudo, a maior flexibilidade introduzida pela formulacao do MEFG também
apresenta desvantagens. Seu espaco de aproximacgao pode conter dependéncias linea-
res entre os termos da base, o que por sua vez prejudica o condicionamento matricial
do sistema de equacdes do método.

Algumas propostas foram sugeridas para tratar essas questoes, dentre as quais
uma correc¢ao nas fung¢odes de enriquecimento (BABUéKA; BANER]JEE, 2012), adoc¢ao
de duas PUs distintas na construcao dos espagos de aproximacao (ZHANG; BANER-
JEE; BABUSKA, 2014) e (RAMOS, 2019) ou controle dos conjuntos de nés para os quais
o enriquecimento é aplicado (ZHANG; BANER]JEE; BABUSKA, 2020).

Todavia, como mostrado em Sato, Neto e Proenca (2018) e em Ramos (2019),
a obtencao de uma ordem de convergéncia superior a quadratica mantendo um bom
condicionamento matricial (da mesma ordem que o do MEF) nao é uma tarefa simples,
mesmo empregando as técnicas mencionadas. Além disso, alguns dos procedimentos

citados podem nao ser extensiveis caso se deseje adotar uma ordem polinomial arbi-
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trariamente alta para as func¢des de enriquecimento.

Com base no que foi exposto, o objetivo desta pesquisa é a formulagao de uma
metodologia que combine o MEF de alta ordem - em particular sua versao com base
hierarquica de polindmios de Jacobi - e 0o MEFG, visando manter os aspectos positivos
das duas abordagens. A expectativa é de que esta formulacao seja estavel, com boa
precisao, bom desempenho e alta taxa de convergéncia.

Destaca-se nesse ponto que este tipo de proposta ainda é pouco explorada na
literatura. Ela foi inicialmente apresentada por Byfut e Schroder (2012), no contexto
de metodologias p- e hp-adaptativas, onde polinomios de Legendre integrados foram
usados para enriquecer as parcelas suave e descontinua da aproximagao do MEFG. No
artigo citado, contudo, o condicionamento do procedimento resultante nao € estudado.
Adicionalmente, nenhuma estratégia visando controlar o nimero de condi¢ao da ma-
triz de rigidez na presenca dos enriquecimentos da mecanica da fratura - como shifting
dos enriquecimentos de Heaviside, nao sobreposicao das zonas de enriquecimento sin-
gular e descontinuo ou os procedimentos apresentados em Babuska e Banerjee (2012),
Zhang, Banerjee e Babuska (2014), Sato, Neto e Proenca (2018), Zhang, Banerjee e Ba-
buska (2020), Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2019) - é adotada, e dados os resultados
apresentados no Capitulo 8, a estratégia apresentada la provavelmente nao é numeri-
camente estavel.

As ideias introduzidas em Byfut e Schroder (2012) também foram aplicadas em
Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2019), Sanchez-Rivadeneira et al. (2020), mas ainda
com diferencas relativamente ao que é apresentado neste texto. Nos referidos artigos,
o condicionamento foi estudado, mas as fung¢oes introduzidas no MEFG sao apenas o
subconjunto das fungoes de aresta do MEF-ao, e tém grau polinomial fixado e igual
a dois, de forma que nao se propoem procedimentos de refino p. Ademais, a forma
como elas sao tratadas nas referéncias mencionadas é diferente daquela adotada neste
trabalho, na medida que sao desenvolvidas mais como uma parti¢ao da unidade do
que como fungoes de enriquecimento de alta ordem, sendo esta Gltima abordagem a
adotada neste texto.

No que tange aplicagdes numéricas, a metodologia sera inicialmente testada em
problemas tradicionais de estados planos. Com isso, espera-se verificar a formulagao
desenvolvida e mostrar que ela recupera os resultados usuais do MEF para estes tipos
de problema.

Na sequéncia, pretende-se avancar em duas vertentes: uma delas é o estudo
de problemas da mecanica da fratura elastico linear, campo de aplicacao classico do
MEFG. Espera-se verificar se é possivel utilizar os polinomios de alta ordem do MEF
conjuntamente com os enriquecimentos descontinuos e singulares tipicos desta classe
de problemas de maneira efetiva. Ja a segunda consiste na analise de estruturas de

casca, em particular aquelas conectadas a enrijecedores ou elementos estruturais de
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borda. Elas sao de elevado interesse pratico devido a sua ampla utilizagao em diversas
aplicagoes de Engenharia, como em edificios, pontes, navios, maquinas e nas fusela-
gens e asas de avioes. Ademais, para além do interesse pratico, essa classe de proble-
mas apresenta desafios importantes para o desempenho dos métodos numéricos.

Um ponto de dificuldade particular em sua analise numérica estd na conexao
casca/enrijecedores. Caso se desejem usar os elementos classicos de casca, o acopla-
mento com os enrijecedores pode se tornar complexo, devido a presenga de graus de
liberdade de rotagao nas cascas. Uma solugao passivel de ser adotada consiste em mo-
delar essa regiao combinando-se elementos tridimensionais degenerados - que apre-
sentam apenas graus de liberdade de translacao - para representar a casca e elementos
solidos na regiao dos enrijecedores. Contudo, caso essa estratégia seja adotada com
elementos de casca com baixa ordem de interpolagao em sua espessura, fendmenos de
travamento podem ocorrer, e o estado tridimensional de tensoes na regiao préxima a
ligagcao com os enrijecedores, ou mesmo em regioes de intersec¢ao entre cascas, pode
nao ser bem representado.

Assim, € de interesse poder utilizar elementos de casca que apresentem ape-
nas graus de liberdade de translagao e dotados de alta ordem de interpolagao em sua
espessura, visando evitar fendmenos de travamento. Nesse sentido, espera-se que a
formulacao que sera desenvolvida seja efetiva, possibilitando facilmente a adogao de
um grau de interpolagao arbitrario na espessura, e gerando elementos de casca que se
combinam de modo mais eficiente aos elementos solidos.

A discussao acima tem carater geral, de forma que os termos empregados foram
aqueles utilizados quando se tratam problemas tridimensionais. O raciocinio desen-
volvido, contudo, é igualmente valido também para o caso de cascas axissimétricas,
muito similares aos problemas de estado plano em seu tratamento numérico. Por li-
mitagoes de tempo, este trabalho se limitara ao estudo destas estruturas, julgando-se
que isto nao prejudicara a ilustracao das ideias pertinentes. Serao utilizados mode-
los hierarquicos de casca, diretamente compativeis com a formulagao de alta ordem

proposta.

1.1 Objetivos

Nesta se¢ao, serao descritos os objetivos geral e especificos deste trabalho.

1.1.1 Objetivo geral

Combinar diferentes versdes do Método dos Elementos Finitos, o MEF de alta
ordem e o MEFG, tentando explorar suas vantagens, de forma a desenvolver uma for-

mulacao estavel e dotada de grande precisao e desempenho.
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1.1.2 Objetivos especificos

* Estudar o MEF de alta ordem e o MEFG, identificando pontos fracos e fortes de

ambos os métodos e avaliar possibilidades para sua integracao;
* Implementar computacionalmente a formulacao desenvolvida;

* Validar o cédigo implementado com aplicagoes a problemas de estados planos

classicos;

* Desenvolver elementos finitos bidimensionais para cascas axissimétricas, com
graus polinomiais de interpolagao arbitrarios em sua espessura, e estuda-los em

situagoes de conexao com enrijecedores;

» Estudar possiveis vantagens provenientes da formulacao concebida em aplica-

¢oes da mecanica da fratura elastico linear.

1.2 Justificativa

Nas ultimas décadas o mundo presenciou um crescimento tecnolégico exponen-
cial. Atrelado a esse crescimento vem a necessidade de modelar fendmenos fisicos de
maneira mais rigorosa e completa. Essa necessidade exige a constante evolugao dos
modelos computacionais disponiveis, que devem ser capazes de analisar uma ampla
gama de problemas matematicos de maneira eficiente.

Nesse sentido, a ideia de combinar o MEF de alta ordem e o MEFG é coerente,
explorando a flexibilidade que o emprego de fungoes de enriquecimento oferece, per-
mitindo estudar classes de problemas mais amplos que aqueles tratados apenas com
o MEF, e a precisao e estabilidade intrinsecas a formula¢ao de alta ordem, essenciais
para poder aplicar qualquer método numérico eficientemente.

No ambito de analises nao-lineares, que se aproximam mais do contexto citado
anteriormente, e nas quais procedimentos de solucao iterativos devem ser empregados,
a expectativa é de que o bom condicionamento matricial caracteristico do MEF de alta
ordem quando se adota um base de polindmios ortogonais seja refletido na uniao das
duas formulagdes, garantindo maior eficiéncia para aqueles procedimentos.

Além disso, como a formulacao também incorporara caracteristicas do MEFG,
espera-se que seja possivel aplicar enriquecimentos distintos em partes especificas da
malha, e eventualmente tratar outros problemas, como possiveis fissuras ou interfaces
materiais na casca.

Embora a abordagem das situagoes mencionadas acima nao se insira no ambito
deste trabalho, focado apenas em analises lineares, ele é essencial enquanto ponto de

partida para seu estudo, que pode ser feito como uma continuagao desta pesquisa.
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Adicionalmente, a possibilidade de aplicar enriquecimentos seletivamente em
partes da malha deve conferir a metodologia uma certa facilidade de integracao a pro-
cedimentos de refino adaptativos, sendo este também um possivel desenvolvimento
futuro. Nesse sentido, o trabalho também se conectaria com outros desenvolvidos no
Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos
(SET), como os de Bento (2019) e Lins (2015).

Desta forma, verifica-se a pertinéncia do tema de estudo escolhido, tanto pelas
aplicagoes imediatas apresentadas no texto quanto pela possibilidade de desenvolvi-
mentos futuros em diversos rumos. Julga-se ainda que a escolha do tipo de estrutura
para o qual a metodologia sera testada é, também, adequada. Essa afirmativa se justi-
fica percebendo-se o amplo espectro de aplicagao tanto da mecanica da fratura quanto

das estruturas de casca enrijecidas.

1.3 Metodologia

Inicialmente, a pesquisa teve como foco o estudo de diferentes possibilidades de
integracao entre o MEF de alta ordem e o MEFG. Para tanto, uma revisao bibliografica
da literatura pertinente foi realizada.

Na sequéncia, foi necessario avaliar a melhor maneira de juntar os espacos de
aproximacao das duas metodologias. Para tanto, exemplos de aplicagao em elementos
unidimensionais foram idealizados. Neles, diferentes opgoes de funcoes de enriqueci-
mento para o MEFG - como polinomios de Jacobi, as fun¢des de forma completas do
MEF-ao ou apenas alguns de seus fatores - foram estudadas empregando o software
Mathematica, devido a sua facilidade de utilizagao para estes testes iniciais.

Constatacoes sobre o condicionamento do sistema de equagoes do método, sua
taxa de convergeéncia e sua facilidade de integracao computacional a codigos preexis-
tentes adaptados ao MEFG guiaram a escolha da melhor opgao entre as anteriormente
citadas. Uma vez escolhida a estratégia a se adotar, estendeu-se a formulagao para
elementos planos.

A implementac¢ao computacional da metodologia foi feita na versao em Python
do Sao Carlos Integrated Environment for Computational Engineering (SCIEnCE), um
codigo dedicado a analise de problemas de elasticidade plana via MEFG, desenvolvido
pelo grupo de pesquisas do SET liderado pelo Prof. Sergio Persival Baroncini Proenga.
Foi necessario entender a arquitetura do programa de forma a introduzir as estruturas
propostas neste texto da melhor maneira possivel.

Neste ponto, foi necessario proceder a uma busca de algoritmos tratando proble-
mas de implementagao especificos do MEF de alta ordem. O Blending Function Method
e o procedimento de condensacao estatica apresentados no Capitulo 5 sao instancias

deste tipo de situagao.
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Uma vez terminada a primeira etapa de implementacao, passou-se a verificagao
e validagao dos resultados com base em exemplos classicos da elasticidade. Avaliaram-
se a ordem de convergéncia do método e a taxa de crescimento do nimero de condigao
de seu sistema de equacdes.

Apos a validacao da implementacao, o foco do trabalho foi no estudo das apli-
cacOes especificas consideradas. Estudaram-se modelos hierarquicos para cascas, que
foram adaptados a base de aproximacao pautada em polindmios de Jacobi da versao
do MEF-ao empregada. Eles foram testados em exemplos disponiveis na literatura.

Por fim, consideraram-se situacoes da mecanica da fratura eléastico linear, ava-
liando o desempenho conjunto das fung¢oes de alta ordem propostas no Capitulo 5
com os demais enriquecimentos do MEFG. Neste ponto, novos enriquecimentos des-
continuos foram concebidos, visando principalmente a aplicagao de procedimentos de

refino p a classe de problemas considerada, e tiveram sua eficiéncia avaliada.

1.4 Estrutura do texto

O texto desta dissertagao esta dividido em nove capitulos, incluindo este intro-
dutdrio. Seu contetdo é detalhado a seguir.

O Capitulo 2 se dedica a descricao do problema da elasticidade linear e da forma
fraca tomada como base para os procedimentos de discretizacao desenvolvidos. Ele
apresenta também conceitos-chave associados ao MEF.

No Capitulo 3, a formulagao de alta ordem que sera utilizada neste trabalho é
descrita, sendo desenvolvida em detalhes para elementos quadrilaterais e triangula-
res. Aspectos adicionais relativos ao mapeamento geométrico dos elementos e a um
procedimento de solugao do sistema de equagdes do método, permitindo melhorar seu
condicionamento, também sao abordados. Por fim, o nimero de condicao dos elemen-
tos empregados ¢ avaliado.

Na sequéncia, o Capitulo 4 apresenta a sistematica do MEFG e de sua versao es-
tavel, sendo os principais tipos de enriquecimento empregados classicamente também
abordados.

O Capitulo 5 constitui a maior parte dos desenvolvimentos feitos durante a pes-
quisa. Nele, o MEF-ao e o MEFG sao combinados, inicialmente pela juncao de seus
espacos de aproximacao e, na sequéncia, por meio da construcao de enriquecimentos
ditos de alta ordem. Elementos quadrilaterais e e triangulares sao abordados, bem
como situagoes onde eles precisam ser combinados em uma mesma malha. Adicional-
mente, procedimentos computacionais pertinentes a sua implementacao sao descritos.

Uma vez concluidos os desenvolvimentos tedricos iniciais passam-se as aplica-
¢oes da metodologia. O Capitulo 6 trata de problemas classicos da elasticidade plana,

cuja finalidade é testa-la em situagoes para as quais o MEF-ao ja apresenta bons resul-
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tados, garantindo que eles podem ser recuperados com o que é proposto.

Em seguida, no Capitulo 7, explica-se como a formulacao concebida pode ser
aplicada as estruturas de casca, apresentando inicialmente modelos de alta ordem para
este tipo de estrutura.

Ja no Capitulo 8, testa-se a aplicacdo da metodologia proposta na presenga de
enriquecimentos singulares e descontinuos para problemas da mecanica da fratura
elastico linear, aproveitando-se para formular um novo tipo de enriquecimento vi-
sando a aplicagao de procedimentos de refino p a esta classe de problemas.

Por fim, no Capitulo 9, os resultados obtidos sao resumidos, e propostas de

continuacao da pesquisa sao feitas.
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Capitulo 2 | Formulacao generalizada e apro-

ximacao por elementos finitos

Neste capitulo, conceitos-chave para a formulacao do sistema de equagdes do
Método dos Elementos Finitos sao apresentados. Algumas das expressoes desenvolvi-
das tém carater geral, enquanto outras sao particularizadas para o caso da elasticidade
linear bidimensional. Formulag¢oes especificas para estruturas de casca serao desen-
volvidas posteriormente no texto.

Inicialmente, a forma forte do problema de valor de contorno (PVC) da elas-
ticidade linear é apresentada. Na sequéncia, os requisitos de regularidade do campo
solucao do problema sao relaxados, chegando-se ao que se chama de forma fraca, ou
formula¢ao generalizada, mediante emprego do principio dos trabalhos virtuais (PTV).
Por fim, explica-se como a flexibilidade introduzida pelo PTV permite a busca de so-

lugdes aproximadas de uma maneira sistematica empregando o MEF.

2.1 PVC da elasticidade linear estatica

Neste trabalho serao analisados apenas problemas estaticos bidimensionais, de
maneira que a formulagao aqui apresentada ja é particularizada para este tipo de ana-
lise. Considere-se a Figura 2.1. Nela, um sélido bidimensional ocupa um dominio 2
de fronteira 92, de maneira que Q = QU 9Q C R2. A fronteira do dominio é dividida,
ainda, em duas partes: 0¢2;, onde tragoes sao aplicadas, e 0€2,, onde deslocamentos sao
prescritos. Admite-se que 02, N 02, = @. Como problemas de mecanica da fratura
serao estudados, considera-se ainda, potencialmente, uma fissura I'. no dominio, cujas
faces sao admitidas livres de tragao.

A equacao de equilibrio da elasticidade linear estatica, associada a suas condi-
¢oes de contorno fica definida, entao, por (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970):

V.o+b=0 em (2.1)
u=u em 0%, (2.2)
on=t em 0%, (2.3)

onde:
u é o campo de deslocamentos no sélido;
o = Ce é o tensor das tensdes de Cauchy, com C sendo o tensor constitutivo de rigidez

elasticae e = 1 (Vu+ Vu’) o tensor de pequenas deformagdes;
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Figura 2.1: Dominio de referéncia para o problema estatico da elasticidade linear

t

0

) aQu

L.

Fonte: Elaborado pelo autor.

=]

b sao forcas por unidade de volume que atuam no soélido;
n é um versor normal a superficie do sélido, orientado para fora;
U e t sdo deslocamentos e tracoes, impostos nas fronteiras correspondentes;
V. e V denotam os operadores divergente e gradiente, respectivamente.
A equagao que define o tensor das tensoes de Cauchy em funcgao do tensor de
pequenas deformacodes é conhecida como lei de Hooke, ou lei de Hooke generalizada.

O tensor constitutivo de rigidez elastica é
C=2ul+AN®I, (2.4)

onde:
it e X sdo conhecidas como constantes de Lamé;
I'e Isao os tensores identidade de quarta e segunda ordem, respectivamente.

As equagdes acima constituem a chamada forma forte do problema. Essa no-
menclatura faz referéncia a regularidade exigida do campo de deslocamentos associ-
ado ao campo de tensoes que é solucao da equacao de equilibrio. Para ilustrar melhor
este aspecto, transforma-se a Equagao 2.1 em outro formato, conhecido como equagao
de Navier (MALVERN, 1969).

Para tanto, a defini¢ao do tensor de pequenas deformagoes € substituida na lei
de Hooke, e a expressao obtida para o tensor das tensoes é inserida na equagao de
equilibrio, resultando

A+ ) V(V-u)+pVu+b=0 em € (2.5)

onde V? denota o operador laplaciano.

Da Equagao 2.5, percebe-se que o campo de deslocamentos deve ser derivado
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duas vezes, e a equagao deve ser satisfeita continuamente em todo o dominio. Logo, é
necessario exigir que u seja de classe C? no dominio de solugdo. Na proxima secao esta

exigéncia sera contrastada a exigéncia da chamada forma fraca do problema.

2.2 Forma fraca mediante PTV

Ha mais de uma maneira de se obter uma forma fraca do problema da elas-
ticidade: mediante ponderagao da equacao de equilibrio, pelo principio de energia
potencial estacionaria ou pelo principio dos trabalhos virtuais, por exemplo.

A abordagem adotada neste texto consiste no emprego do PTV. Ele pode ser
entendido como uma formulagao generalizada, mais abrangente que a forma forte, em
um sentido que sera explicitado na sequéncia. A forma fraca em questao, (BATHE,
1996; SZABO; BABUSKA, 1991), consiste em encontrar um campo de deslocamentos
ugx € £(Q) C H'(Q) tal que

B(ugx,fu) = F(du) Véu e E(Q) c HY(Q), (2.6)

onde:
B(-,-) é uma forma bilinear, continua, simétrica e positivo definida, associada a energia
de deformacao do meio, cuja expressao exata depende do problema mecanico conside-
rado;
F(-) € uma forma linear e continua, associada as a¢des externas e deslocamentos im-
postos, cuja expressao exata depende do problema mecanico considerado;
H'(Q2) é um espaco de Hilbert! cujas fung¢oes tém dominio 2 e sdao, conjuntamente com
suas primeiras derivadas, quadrado integraveis;
E(Q)e E(Q) sdo conjuntos® de fun¢des com dominio (2, que serao definidos com mais
precisao brevemente.

No caso da elasticidade linear estatica, assumindo uma espessura unitaria para
o solido, a forma bilinear acima pode ser interpretada como trabalho virtual das forgas

internas quando du é enxergado como um campo de deslocamentos virtuais:
B(u,6u) = / o(u):e(du)dA. (2.7)
Q

Ja a forma linear, de maneira analoga, pode ser interpretada como o trabalho

virtual das forcas externas:

F(5u) :/b-(SudAJr/ t-oudl. (2.8)
Q o0

'Por defini¢ao, um espaco vetorial normado e completo cuja norma deriva de um produto interno.
2E(2) é um espago vetorial.
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Neste ponto, é possivel passar a defini¢cao dos espacos de busca da solugao apre-
sentados anteriormente. Inicialmente, é interessante notar que a forma bilinear pode

ser correlacionada com a energia de deformagao do meio:
1
U(u) = §B(u,u). (2.9)

Desta forma, um espacgo vetorial de fung¢oes com dominio em (2 e energia de
deformacao finita, chamado espago de energia, surge, naturalmente, como um candi-
dato adequado para a busca de solu¢des mediante o PTV, garantindo que a Equagao
2.6 esteja bem definida:

E€Q) ={u|U(u) < oo}. (2.10)

No espaco F((Q), a forma B(-,-) satisfaz os axiomas' necessarios para ser con-
siderada um produto interno. Adicionalmente, é possivel derivar dela uma norma,
chamada norma de energia, que quando associada ao espaco F(f2) o caracteriza como
um espaco de Hilbert?:

”u”E(Q) = VU(u). (2.11)

A formulagao do PTV ja incorpora a equagao de equilibrio a condigao de con-
torno da Equagao 2.3, chamada usualmente de natural ou de Neumann. Ja a conside-
ragao da condigao imposta pela Equacao 2.2, chamada de essencial ou de Dirichlet, é

feita restringindo-se o conjunto de fung¢oes no qual se procede a busca de solugdes:

EQ)={u|uec FEQ),u=1u em 09Q,}. (2.12)

Os deslocamentos virtuais, du, podem ser interpretados como variagoes do cam-
po de deslocamentos da estrutura. Desta maneira, eles devem ser homogéneos nas
condigoes de contorno essenciais, para que quando somados aos deslocamentos reais o

resultado nao as viole. Entao, o espaco ao qual eles pertencem fica definido por:

o

EQ)={u|ue E(Q),u=0 em 09Q,}. (2.13)

Neste ponto, é possivel justificar a nomenclatura dada a forma fraca, exami-
nando a regularidade exigida do campo de deslocamentos. Ele deve pertencer ao es-
paco definido na Equacao 2.12, e, portanto, ser um elemento do espaco de energia, o
que implica que sua norma de energia deve ser finita. Este requisito é mais fraco que a

exigéncia de ser de classe C2.

'Para espacos vetoriais reais: simetria, linearidade no primeiro argumento e ser positiva definida.

2Uma prova desta afirmagao pode ser encontrada em Ciarlet (2002). A parte crucial diz respeito a
completude do espago. Adicionalmente, consideram-se, a rigor, as classes de equivaléncia de fungdes
em E((2) relativamente a deslocamentos de corpo rigido, para que ||-[| 5 seja de fato uma norma.

Uma formulacgao de alta ordem para o MEFG



2.3 O Método dos Elementos Finitos 37

De fato, toda funcao que é de classe C' tem norma de energia finita, pois isso
garante a continuidade do integrando da forma bilinear (posto que os deslocamentos
virtuais também o sejam). Assim, esse requisito ja seria suficiente para garantir que
ue E(Q).

Na realidade, a classe de fun¢des admissivel na formulagao generalizada é ainda
mais abrangente que a classe C!, pois existem func¢oes que apresentam até mesmo des-
continuidades (em um conjunto com medida nula) e tém energia de deformacao finita.

A caracteristica destacada acima garante um alto grau de flexibilidade a for-
mulacao generalizada, e a torna particularmente atraente para utilizagao em métodos
numéricos, visto que ela permite a utilizacao de uma classe de fun¢des bem mais ampla
que a forma forte. Em especial, se destacam aquelas que tém derivadas apenas con-
tinuas por partes, como ¢ o caso das fungoes de aproximagao usualmente construidas

empregando-se a técnica dos elementos finitos, tal como sera elaborado adiante.

2.3 O Meétodo dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos é um método numérico para solucao de equa-
¢oes diferenciais formalizado no inicio da década de 60 (BATHE, 1996), que se baseia
em representar a funcao solucao como uma soma finita de fungoes, ditas de aproxi-
magcao. Ele apresenta grande versatilidade na representagao de dominios complexos,
o que o fez ganhar popularidade na comunidade cientifica e de Engenharia, principal-
mente com o advento do computador pessoal e sua constante evolugao desde entao.

A ideia de aproximar a funcao solug¢ao por uma soma finita de fungodes ¢é, to-
davia, anterior ao MEF. Essa mesma abordagem ja era utilizada, por exemplo, pelo
método de Galerkin, desenvolvido no inicio do século XX.

O que se faz em ambos os casos € restringir o espaco de busca da solucao para a
equacao diferencial desejada de uma dimensao infinita para uma dimensao finita. Esta
restricao é feita por meio da escolha de uma base de fung¢des para um espaco dito de

aproximacao:
N
Sver = {C ¢ = Zgbz(x)uz u; © R2}, (214)
i=1

onde:
N é o namero total de funcoes de aproximacao adotado;
¢i(x) sao as func¢des que constituem a base do espago de aproximacgao. Elas usualmente
sao tomadas como sendo polindmios, devido a suas caracteristicas de continuidade e
diferenciabilidade;
u; sao as incognitas do método.

Outra caracteristica comum aos dois métodos, é a utilizacao da forma fraca do

problema de valor de contorno para constru¢ao do sistema de equagoes algébricas a
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ser resolvido na determinacao dos parametros incognitos de interesse.

O que particulariza o MEF, relativamente ao método de Galerkin, é a estraté-
gia adotada para construcao da base de fun¢oes do espago de aproximacao. Nele, as
funcoes sao definidas em dominios dis.juntos1 abertos?, chamados entao de elementos
finitos, tais que (SOLIN; SEGETH; DOLEZEL, 2003):

&

Q=|\]s, (2.15)

1

.
Il

onde a barra em cima de um conjunto denota seu fecho® e:

e; € 0 i-ésimo elemento finito;

2 é o interior do dominio de solu¢ao;

N, é o numero de elementos finitos que particionam o dominio.

Dessa forma, o MEF pode ser encarado como uma instancia do método de Galer-
kin, onde uma técnica especifica é aplicada para construc¢ao do espaco de aproximagao
desejado. A flexibilidade e a possibilidade de implementacao computacional de uma
maneira genérica provenientes deste fato foram as caracteristicas principais que o per-
mitiram gozar de sua popularidade atual.

Além disso, na formulagao mais usual do método, as fun¢oes de aproximagao

verificam a propriedade do delta de Kronecker:

L i=j5
¢i(x;) = ;14,7 =1,..N. (2.16)
0 1#]

Os pontos x; para os quais a propriedade se verifica sao chamados nés ou pontos
nodais. Perceba-se que, juntando a Equagao 2.14 com a 2.16, as incégnitas do método
coincidem com os valores da funcao solu¢ao nos nés. A base mais comumente adotada
para o espaco de aproximacao é a chamada base nodal. Para exemplifica-la em uma
dimensao, considere-se o elemento finito unidimensional genérico ilustrado na Figura

2.2. Empregam-se polindmios de Lagrange:

(&) = ﬁ S8, (2.17)
9=0(q#p) S

onde:
P, é o grau polinomial da aproximagao;

p € um indice livre, tal que 0 < p < P;;

'Por disjuntos entende-se que sua intersegao é vazia.

2Um conjunto aberto é tal que em todo ponto é possivel centrar uma bola aberta inteiramente contida
no proéprio conjunto. Pontos com essa caracteristica sao chamados pontos interiores.

30 fecho de um conjunto (2 é dado por 2 = Q U 99, onde O é sua fronteira.
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&1, com 0 < ¢ < P sao as coordenadas dos nés do elemento;

Figura 2.2: Elemento finito mestre unidimensional

&
L * * * *—

‘510 =-1 fll 512 T flpj_l flpj =1

Fonte: Elaborado pelo autor.

As fungoes de forma sao dadas, entao, pelos proprios polinémios:

dp(&1) = Ui (&) (2.18)

Além de satisfazerem a propriedade do delta de Kronecker, definida na Equacao
2.16, as fungdes de forma lagrangianas verificam também a propriedade de particao

da unidade:
Py

> 1(&) =1. (2.19)

p=0
A base nodal recebe essa denominagao pois o grau de aproximacgao polinomial
€ aumentado com a inser¢ao de novos nos.
Para determinagao dos parametros incégnitos do método aplica-se o PTV. Nesse
contexto, a formulacao generalizada desenvolvida anteriormente é adaptada, e escrita

como: encontrar upmger € S’MEF tal que:
B(UMEF,V) = f(V) Vv € cSO'MEF, (220)

onde Sypr € Sypr 530 espacos definidos de maneira andloga a E(Q) e E(Q), mas
relativamente ao espa¢o Sypr, e ndo a E(Q).
Dessa definicao, e da arbitrariedade de v, é possivel chegar ao seguinte sistema
de equagoes:
Ku=F, (2.21)

onde K = [B(¢;,0;)], F = [F(¢:)], u retine os parametros incégnitos do método e i e j
devem ser entendidos percorrendo todas as possibilidades de numeracgao nas posicoes
que ocupam.

Além dos detalhes descritos nesta secao, outros procedimentos caracteristicos
do MEF - como mapeamento de um elemento finito mestre ou paramétrico para os ele-
mentos no espago fisico, técnicas de integracao numeérica das formas bilinear e linear e
montagem do sistema de equagoes global a partir de contribuigoes locais dos elemen-
tos - também constituem sua sistematica. Eles nao serao descritos em detalhes neste
texto por se considerar que se tratam de procedimentos padrao, cujos detalhes nao

acrescentariam no entendimento do trabalho. O leitor interessado é referido a textos
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classicos da literatura, como os livros de Szab6 e Babuska (1991) e Bathe (1996).

2.3.1 Asversoes h, p ehp do MEF

Sendo o MEF um método numérico, ele nao fornece a solucao analitica exata do
modelo matematico adotado para descrigao do fendomeno fisico de interesse, e sim uma
aproximacao para ela, governada por determinados parametros, conjuntamente cha-
mados de discretizacao (SZABC); BABUSKA, 2011). Esta abrange a escolha da forma
de subdividir o dominio em elementos finitos - a malha adotada - e a escolha da base
do espaco de aproximacao - as fun¢oes de aproximagao, também chamadas de forma
ou de interpolacgao.

Quando a resposta obtida € julgada nao satisfatoria, por procedimentos de ana-
lise de erro a posteriori por exemplo, deve-se proceder a um refinamento da discretiza-
cao. Trés possibilidades distintas existem (SZABO; DUSTER; RANK, 2004):

* Refino h: O tamanho dos elementos diminui progressivamente, de forma que a
malha é refinada, enquanto que o grau polinomial das fun¢des de aproximacgao é

mantido constante e, usualmente, com um valor baixo;

* Refino p: A malha é mantida constante, enquanto que o grau polinomial das

func¢oes de aproximagao aumenta;

* Refino hp: Tanto o tamanho dos elementos diminui quanto o grau polinomial das

funcoes de aproximag¢ao aumenta.

Atrelado a cada um dos tipos de refino costuma-se falar em versoes h, p e hp do
MEF ou em h-, p- e hp-MEF. O p-MEF também é chamado MEF de alta ordem.

Em um contexto historico, a versao h do MEF foi desenvolvida anteriormente
as versoes p e hp. De acordo com Tocher (1980), a base matematica do Método dos
Elementos Finitos foi delineada em um artigo que data de 1943 (COURANT, 1943)
sem, entretanto, a denomina¢ao MEF. Seu nome atual foi empregado pela primeira vez
por Clough (1960), quando um programa em linguagem FORTRAN foi desenvolvido
para aplicagoes de problemas de estados planos na pratica de Engenharia.

Por outro lado, segundo Babuska e Suri (1990), as versoes p e hp s6 foram desen-
volvidas em meados da década de 70, e suas bases matematicas descritas por Babuska,
Szabo e Katz (1981) e Babuska e Dorr (1981). Para uma revisao historica mais de-
talhada e uma lista de referéncias, recomenda-se a leitura de Tocher (1980), Clough
(1980) e Noor (1991).

Uma comparacao de interesse entre as trés versoes do MEF esta relacionada a
taxa de convergéncia proporcionada por cada uma delas. Por taxa de convergéncia
entende-se (SZABO; BABUSKA, 1991) a taxa de diminuicdo de erros de discretiza-

¢ao quando uma das trés metodologias descritas é sucessivamente empregada. Sua
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determinacao é feita com base nas ditas estimativas de erro a priori, ou por analises
numéricas.

Esse assunto é amplamente discutido em diversas referéncias, como Babuska e
Dorr (1981), Babuska, Szabo e Katz (1981), Babuska e Suri (1990), Babuska (1988) e
Gui e Babuska (1986). De maneira resumida, para uma grande classe de problemas,
a versao hp apresenta a maior ordem de convergéncia, seguida de versao p e, entao,
da versao h. Esta Gltima sempre apresenta uma ordem de convergéncia algébrica, ao

passo que as outras duas versdes podem exibir convergéncia exponencial.!

'BEsses resultados pressupdem a adogdo de determinados tipos de malha, que nao serdo explicitados
em detalhes no presente texto.
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Capitulo 3 | Metodo dos Elementos Finitos de

alta ordem

A forma de construir e aumentar o espago de aproximacao de um elemento fi-
nito nao é tnica nem trivial. Um exemplo disso € que, para garantia da convergéncia
monoétona do MEF (BATHE, 1996) os elementos devem ser completos e a malha com-
pativel (ou conforme) - de forma que nem toda escolha de elemento finito é adequada.
Um elemento completo é aquele que é capaz de reproduzir, sem restri¢oes relativas
a condi¢oes de contorno aplicadas, modos de deslocamento de corpo rigido e de de-
formacao constante. Ja uma malha compativel é aquela que respeita as condicoes de
regularidade impostas pela forma fraca do problema - ou seja, uma malha que garanta
a continuidade das fung¢oes incognitas, e eventualmente suas derivadas, nas interfaces
entre os elementos.

Além disso, a escolha da base de aproximacao tem um grande reflexo no condi-
cionamento matricial do sistema de equag¢des do MEF, que por sua vez é essencial para
o controle de erros de truncamento no procedimento de solugido (BABUSKA; BANER-
JEE, 2012).

Neste capitulo, uma familia de bases de aproximagao, propostas por Bittencourt
(2005), Bittencourt, Vazquez e Vazquez (2007), utilizadas em metodologias de alta or-
dem, sdo apresentadas para diferentes elementos finitos. Adicionalmente, alguns as-

pectos computacionais pertinentes a metodologias de alta ordem sao comentados ao
final.

3.1 Polinomios de Jacobi

As bases consideradas sao construidas empregando polinomios de Jacobi, uma
familia de solugdes polinomiais para o problema singular de Sturm-Liouville (BIT-

TENCOURT, 2014) que verifica a seguinte importante propriedade de ortogonalidade:

1
[ 4= 0704 PO PO d = C, 5.

com:
B QatB+1 F'n+a+1)I'(n+5+1) 30
S 2mta+B+1 nlnt+a+B+1) (3:2)

onde:

a e 3 sao coeficientes tais que o, f > —1;
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m e n sao indices que definem os graus dos polindmios;
Omn € 0 delta de Kronecker;
I'(z) é a funcao Gamma, que se reduz a z! para x € N.
As expressoes para os polindmios podem ser determinadas recursivamente por
meio de (KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005):

FyPg) =1
PRA(E) = gla— B+ (a+ 5+ 2)] (33)
APEA(E) = (0 + a3 PR — ab PO(E),

comn >0¢€Ne:

ap =2(n+1)(n+a+B+1)2n+a+p)

a, = (2n+a++1)(a* - 5% (3.4)
> =2n+a+B)2n+a+B+1)2n+a+5+2)
ay=2(n+a)(n+p)2n+a+5+2).

Além deles, suas derivadas, necessarias para os desenvolvimentos com o MEF,

sao fornecidas também, por conveniéncia:

APy’
e (=0
ary’ 1
e € =glat B2 (3.5
dPos
b =ge(€) = PO + B (O),

comn>1¢€Ne:
b711:(2n+a+5>(1—§2)

b2 =n(a—B—(2n+a+ B)E) (3.6)
b} =2(n+a)(n+B).

3.2 Elemento unidimensional

Para um elemento finito unidimensional em um dominio de referéncia 2 =

[—1,1], as seguintes funcdes de forma, capazes de representar exatamente polindmios
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de grau menor ou igual a P, sao empregadas:

11-&) p=0
Pp(61) = L1+ &) p=P (3.7)

1-&)A+ &P (&) 0<p< P

onde & € [—1,1] e p é um indice inteiro caracterizando cada uma das fung¢des de forma.
A base de aproximacao é chamada hierarquica (SOLIN; SEGETH; DOLEZEL,
2003), pois para uma sequéncia crescente de graus polinomiais P, < P, < ... < P,
tem-se que as funcdes de aproximagao associadas ao grau ¢ pertencem também ao con-
junto daquelas associadas ao grau 7 + 1.
Observando a Equacgao 3.7, é possivel categorizar as fungoes de aproximacgao,
também chamadas de “modos” na literatura relativa ao MEF-ao, unidimensionais da

seguinte maneira:

* Modos de vértice: sdo as func¢oes de forma associadas aos indices 0 ou P;, idénti-
cas as fung¢oes lagrangianas lineares usuais do MEF. Eles sao nao nulos em apenas

um dos vértices do elemento e em seu interior.

* Modos internos (ou bolha): consistem nas demais fun¢des de forma, nulas em

ambos o0s nds do elemento.

3.3 Elemento quadrilateral

A base unidimensional dada pela Equagao 3.7 pode ser facilmente estendida
a um elemento quadrilateral com dominio de referéncia (&~ = @ x ! (onde (! faz
referéncia a Se¢ao 3.2) por meio de um produto tensorial de fung¢des de forma unidi-
mensionais. Este fato é ilustrado na Figura 3.1, que também apresenta a numeragao
adotada para vértices e arestas. Assim, as fungoes de forma para o elemento quadrila-

teral resultam:

Dpg(§1,62) = Pp(61)Pg(§2), 0<p< P e 0<qg< P (3.8)

onde:

&1 e & sao coordenadas adimensionais;

b, € ¢, sao as fun¢des de forma unidimensionais nas diregdes 1 e 2';

P, e P, sao os graus polinomiais maximos nas dire¢oes 1 e 2. No geral eles sao iguais;
Além destas variaveis, indices (ay,51) e (ag,02) figuram nas expressoes para ¢, e ¢,.
Neste trabalho, oy = 1 = ay = [ = 1 em toda as aplicagdes, como sugerido em
Bittencourt (2014).

'Para os polindmios de Jacobi figurando em ¢q, deve-se substituir oy e 51 por as e B2 na Equagao 3.7
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Figura 3.1: Entidades topologicas e indices correspondentes para o elemento finito quadrilate-
ral. A numeracao dos nos é apresentada em preto, e a das arestas em vermelho.

'4 3 '3 52'[‘
-- ----q=P

¢ @ q ) 206 =1

13
&1 1 &1
4 2 0<qg<P, = [ *—> ®
& =-1 &1=1
106, =—1

-- - =0

* 1 %
[);0 0<p< P p:lpl

Fonte: Elaborado pelo autor.

As funcgoes de forma, também chamadas modos, podem ser divididas em trés
categorias, associadas a entidades topoldgicas do elemento, a depender dos modos
unidimensionais que as geram. A cada uma dessas categorias correspondem situagoes
distintas para os indices p e g, esquematizadas na Figura 3.1. A divisao dos modos, que

sao ilustrados na Figura 3.2, é a que segue:

* Modos de vértice: sao aqueles para os quais ambos os modos unidimensionais
que o geram sao modos de vértice. Eles sao nao nulos em um dos vértices, nas
duas arestas conectadas a ele e na face do elemento. Coincidem com as fungoes

lagrangianas bilineares usuais do MEF, e sao tais que p € {0,P;} e ¢ € {0,P}.

* Modos de aresta: sao aqueles para os quais um dos modos unidimensionais do
produto tensorial é de vértice, ao passo que o outro € interno. Eles sao nao nulos
apenas em uma das arestas do elemento e em sua face. Relativamente a seus
indices, duas situagoes ocorrem: p € {0,P,} e 0 < ¢ < PoulO < p < P e
q € {0,P}.

* Modos de face (ou internos ou bolha): sao aqueles para os quais ambos os modos
unidimensionais do produto tensorial sao internos. Eles sao nao nulos apenas na

face do elemento,com 0 <p < P e < q < Ps.

Um comentario interessante a ser feito é referente a continuidade global da
aproximagao. Como os modos de face sao nulos em toda a fronteira do elemento,
nao é necessario garantir que seus valores coincidam entre elementos distintos. Esse
fato permite que eles sejam condensados estaticamente a nivel local, - caracteristica
essa que é favoravel a uma possivel paralelizacao das computagdes - em um procedi-

mento que sera explicado na Sec¢ao 3.6.2, diminuindo a dimensao das matrizes globais
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Figura 3.2: Diferentes tipos de func¢des de forma do MEF de alta ordem - Elemento quadrilate-
ral

& A

(a) Modo de vértice (b) Modo de aresta (c) Modo de face

Fonte: Elaborado pelo autor.

e melhorando o condicionamento matricial do sistema de equagoes.
Neste ponto, é oportuno fornecer as expressoes completas das fun¢oes de forma

para cada um dos tipos de modos. Inserindo a Equacao 3.7 na 3.8, chega-se a:

e Para os modos de vértice:

buol6162) = B (E)H(E) = 71— )1~ &)

brol6r &) = pu(E)(E) = (1 +6)(1 - &)
(3.9)

dprip(€1:62) = d2(&1)d2(61) = 1(1 +&)(1+ &)

4
bom(E1.62) = D(E)da(E1) = ~(1— €)(1 + &),

Z(
e Para os modos de aresta:

Ppo(§1:62) = Pp(&1) do(&2) = %(1 - &)1+ &)1 - &) P (&)
bral618) = 0, (6)8,(6) = 51+ )1 - &)1 + E)P2 ()

; (3.10)
Doy (£1,62) = 0p(E1)0r, (&) = (1= &)1+ &)1+ &) B2 (&)
Poq(€1,62) = Po(&1) Dq(&2) = %(1 —&)(1 = &)1+ fz)qufiﬁz (&2).
e Para os modos de face:
(bpq(fl,&) = ¢p(£1)¢q(§2)
1 (3.11)
= 1_6(1 — &)1+ &)(1 = &)1+ &) P (&) P (&)

Onde0<p< Piel<qg< P,
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3.4 Elemento triangular

Novamente, deseja-se utilizar um procedimento de tensorizagao para construir
as bases de aproximagao em elementos triangulares. Para tanto, considere-se uma base
unidimensional de referéncia modificada, com grau polinomial maximo P e dominio
talque 0 < L; < 1:

1 p=20
¢p(L1) = § Ly p=P (3.12)
2L PO5 (2L, —1) 0<p<P.

A base unidimensional foi modificada para que possam-se empregar coorde-
nadas baricéntricas' L;, L, e L3, tais que L; + Ly + L3 = 1, como usual para ele-
mentos triangulares, de forma que o dominio do elemento é definido como QA =
{(L1,Ly) € R*|0 < L; < 1,0 < Ly < 1— Ly}. Com elas, as seguintes expressoes de-
finem, considerando-se uma estrutura hierarquica para o espacgo de aproximagao, as

funcoes de forma de um elemento com grau polinomial maximo P?:

e Para modos de vértice:

dpoo(L1) = ¢p(Lr)do(La)do(Ls) = Ly
dopo(L2) = ¢o(L1)pp(L2)po(Ls) = Lo (3.13)
boop(Ls) = ¢o(L1)¢o(La2)pp(Ls) = L.

e Para modos de aresta:

h
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Ppqo(L1,L2) = ¢p(L1)dq( q
Gogr (L2, L3) = ¢o(L1)dq(La)$r(Ls) = 4Lo Ly Py (2L, — 1) PUY (2L — 1) (3.14)
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» Para modos de face, com 0 < p,q,r < P — 1:

gbpqr(LlaLQaLS) = ¢p(L1)¢q(L2)¢T(L3) (3 15)

= 8Ly Lo Ly P2 (211 — 1) P25 (2Ly — 1) P25 (215 — 1), '
Em todas as equagoes, p,q,r > 0e p+ q+r < P. Além disso, deve-se obedecer
0<q¢—p<1,0<r—q¢g<1le0<r—p<1paraastrés equagoes definindo os modos

de aresta, respectivamente, e 0 < g —p < 2 e r > p para os modos de face.

'Além disso, o fator 2 na expressdo dos modos internos ¢ introduzido com a finalidade de melhorar
seu condicionamento (BITTENCOURT; VAZQUEZ; VAZQUEZ, 2007).
2Neste caso, nio se adotam graus distintos para cada uma das coordenadas.
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Figura 3.3: Entidades topoldgicas e indices correspondentes para o elemento finito triangular.
A numeracgao dos nds é apresentada em preto, e a das arestas em vermelho.

0<g< P

R E Li+ L+ L =N\g LI
3

O<p<P
Fonte: Elaborado pelo autor.

Os eixos baricéntricos do elemento e suas entidades topoldgicas, bem como os
indices p, g e r associados a cada uma delas, sao esquematizadas na Figura 3.3. Adicio-
nalmente, ilustracoes dos trés tipos de modos para o elemento triangular sao dadas na
Figura 3.4.

Figura 3.4: Diferentes tipos de fungoes de forma do MEF de alta ordem - Elemento triangular

(a) Modo de vértice (b) Modo de aresta (c) Modo de face

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.5 Espacgos de aproximacao

Neste ponto, julga-se interessante precisar os diferentes espagos de aproxima-
cao gerados pelas bases apresentadas. Eles, assim como as bases, sao hierarquicos no
sentido que em uma sequéncia com grau polinomial crescente um dado espaco contém
o anterior. E importante salientar que ndo ha uma equivaléncia entre bases e espagos

de aproximagao hierarquicos, como apontado em Actis, Szabo e Schwab (1999), no
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sentido que é possivel gerar espacos de aproximacao hierarquicos com bases nao hie-
rarquicas.

Os espagos de aproximagao para os elementos quadrilateral e triangular de re-
A - =0 =A . ~
feréncia apresentados sao denotados por S™2(Q ") e S”(Q ), seguindo uma notagéao

similar a de Szabd e Babuska (1991). O primeiro deles engloba termos da forma &¢3,
com 0 <p< P e0<q< P,ao passo que o segundo é constituido por parcelas do
tipo LYL], com 0 < p,g < Pe 0 < p+ g < P. Ambos sao ilustrados na Figura 3.5.

Figura 3.5: Espacos de aproximacao para elementos quadrilaterais e triangulares. Nas figuras,
n denota a dimensao do espaco.

Plz?/l\szl
SPl,PQ QD 51 52
INe e 2
g &g& q&g &
& & G848 &
& & 84 €8 44 &
& 86 68 88 g a8 &

km =P+ 1)(P+1)

(a) Elemento quadrilateral

P:5/1
SP(QA)\ 2L1 L2 .

L2 IL,L, L2

L} L3L, LL: L3
i L3L, L% L,L3 i
LR iy Ll RLS gy L
LS\ L3L, LiL? LiL; L3iL; L.L5 LS
P? —3P +2
2

(b) Elemento triangular

n =

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.6 Aspectos computacionais adicionais

Nesta secao, dois procedimentos computacionais empregados em metodologias
de alta ordem serao abordados. O primeiro deles diz respeito ao mapeamento geomé-
trico dos elementos finitos, diferente do mapeamento isoparamétrico usual do MEF. Ja
o segundo se aproveita da estrutura do sistema de equacgoes resultante da metodologia

para melhorar seu condicionamento numérico.

3.6.1 Blending Function Method

Uma das particularidades do MEF-ao que nao se mostra relevante quando se
utiliza refino h tange a representacao de fronteiras curvas. Quando esta tltima técnica
de refino é adotada, a medida em que o tamanho dos elementos diminui, partes cur-
vas da fronteira do dominio vao sendo progressivamente mais bem representadas por
poligonais. Quando se opta por utilizar refino p, todavia, o tamanho dos elementos
permanece constante, e a representacao incorreta de trechos nao retilineos na extremi-
dade do dominio pode ocasionar erros consideraveis.

Uma alternativa para remediar essa problematica consiste em utilizar polino-
mios de Lagrange na interpolacao da geometria, de maneira similar ao que é feito
quando elementos finitos isoparamétricos de grau maior que um sao adotados. Esta
solucao, no entanto, apresenta sucesso limitado, como exemplificado em Szabo, Dus-
ter e Rank (2004). No referido artigo, os autores estudam uma chapa tracionada com
furo circular em seu centro, e mostram que, quando uma aproximagao paraboélica da
geometria é adotada, a energia de deformacao da chapa converge para um valor errado,
e uma das componentes de tensao nas proximidades do furo chega a divergir.

Como solugao, os autores apresentam uma estratégia desenvolvida em Gordon
e Hall (1973), chamada Blending Function Method (BFM). Neste tipo de mapeamento,
as fronteiras de um elemento sao descritas como curvas paramétricas. A interpolagao
da geometria é dada, entao, pela expressao usual de uma interpolagao isoparamétrica
de grau unitario acrescida de parcelas que representam exatamente a fronteira curva
em um dos lados do elemento e sao nulas nos demais, de onde surge o termo blending
no nome do método.

Na sequéncia apresenta-se um exemplo, retirado de Szab6, Duster e Rank (2004),
que esclarece a ideia do método para um elemento quadrilateral, seguida da aborda-

gem para elementos triangulares.
3.6.1.1 Elemento quadrilateral

Considere-se a Figura 3.6. Nela, as setas nos lados do elemento indicam o sen-
tido positivo de percurso das curvas paramétricas associadas a eles, coincidente com

os eixos locais do elemento. Perceba-se que valem as seguintes relagdes entre as coor-
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denadas locais dos lados e as coordenadas paramétricas do elemento:
Moi-1 =&, Mo =&, =12 (3.16)

Figura 3.6: Blending Function Method para um elemento quadrilateral com lado local de nu-
mero 4 curvo. x(&;1,£2) indica o mapeamento, 7; com ¢ = 1,... .4 sdo coordenadas locais dos
lados, x; se refere a coordenada do n6 i, e E(74) indica a descrigao paramétrica do lado 4.

3 X3

- Lado reto
anteriormente

&
TIJ 4 L o, Tﬁz

)

1 ﬁ 2 i b N~
w7 00 = [0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fronteira curva
fora do elemento

Supoe-se, entao, que o lado 4 pertence a uma fronteira curva do dominio, po-
dendo ser descrito parametricamente por Ey(n,) = [E4(n), E4(n4)]". Com isso, o ma-

peamento x(&1,£,) entre os sistemas de coordenadas local e global é dado por:

4
x(&1,62) = Z¢i(€1;£2)xi + [E4(774) - (1 _2§2X1 + ! ;§2X4)1 I_T& (3.17)
i=1

Na equacao acima, os termos entre parenteses anulam a influéncia da curva
paramétrica que descreve a aresta 4 nas arestas 1 e 3, enquanto o termo que multiplica
os colchetes faz o analogo para a aresta 2.

No caso de um elemento com todos os lados curvos, as equagoes resultantes para

0 mapeamento sao:

x(&1,6) = Z {w E* ' (ngi-1)

=1

» . (3.18)
1 + _1 ’H‘é ;
+%E2 (7721')] =) wilén&)xi,
=1
onde E’ parai = 1,...,4 é a descri¢ao paramétrica do lado i. No caso de lados des-

critos por segmentos de retas, o mapeamento se reduz ao mapeamento isoparamétrico

bilinear usual.
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3.6.1.2 Elemento triangular

Considere-se a Figura 3.7, que apresenta os eixos coordenados pertinentes a
interpolacao da geometria via BFM para um elemento triangular. Inicialmente, nota-

se que € possivel escrever as coordenadas 7); em func¢ao das L;:
M = Limoazy1 — Li parai=12.3. (3.19)

Figura 3.7: Eixos coordenados para mapeamento via Blending Function Method em um ele-
mento triangular. L; sdo coordenadas baricéntricas, e 7; € [—1,1] s3o coordenadas locais dos
lados. Em ambos os casos, i = 1,2,3.

Li+Lo+Ls=1 1 Ly
3 —_— s :
UE

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para construgao do mapeamento desejado, definem-se as seguintes fung¢oes au-
xiliares, sem convenc¢ao do somatoério implicita:
; 4 ; L= L+
(i) = E'(n;) — i — —Ximo ; 3.20
g'(m:) 1_772< (m:) 5 = 5 X d3+1> ( )

%

onde:

i=1.23;

X; € a coordenada do no ¢;

E‘(n;) é a descri¢do paramétrica da aresta i.

Com essas defini¢oes, o mapeamento segundo o método é dado por:

3
X(L1,Ly,Ly) = Z [Lz' X; + Li Limod3+1 gi(ﬁiﬂ ) (3.21)

=1

onde os 7; podem ser escritos em fungao dos L; mediante utilizacao da Equacgao 3.19.
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3.6.2 Condensac¢ao estatica

As func¢oes de forma de alta ordem, além de proporcionarem bom condiciona-
mento numérico devido as propriedades de ortogonalidade dos polindomios de Jacobi,
possibilitam ainda a utilizacao de outra técnica permitindo melhorar a estabilidade
numérica do sistema de equagoes resultante. Essa afirmativa esta ligada ao fato dos
modos de face serem nulos em toda a fronteira dos elementos finitos, nao requerendo
a imposicao de continuidade entre elementos adjacentes.

Isto faz com que os graus de liberdade associados a essas fungoes possam ser
condensados estaticamente, em um procedimento de eliminacao de graus de liberdade
localmente, a nivel de cada elemento finito, reduzindo o tamanho do sistema de equa-
¢Oes global e melhorando seu condicionamento numeérico.

O ponto de partida para sua aplicagao é a particao dos graus de liberdade em
dois grupos: um para o qual a continuidade entre elementos deve ser imposta e outro
para o qual isso nao é necessario. Com isso, o sistema de equacgoes do MEF-ao, a nivel

de um elemento finito, pode ser escrito como:
& Kg| |Uf
Ky K| |Us

& e K§; denotam os blocos da matriz de rigidez associados com graus de liberdade de

Fg
Fg

, (3.22)

onde:

fronteira e internos, respectivamente;

Kg = (K&)" sdo os blocos de acoplamento; e

U§ e Uy sao as parcelas do vetor de incognitas associadas a graus de liberdade de
fronteira e internos, sendo F§ e F{ suas contrapartes para o vetor das forgas.

Da segunda linha da Equacao 3.22, chega-se a:
U = (K§) ' (Ff — K{Ug). (3.23)
Inserindo essa expressao na primeira linha da Equagao 3.22, encontra-se:

(Ke — K5 (K§) ' Kf) Up = Ff — K§ (K§) ' Fy

. 3 (3.24)
& KU, =F.

Entao, o procedimento de solugao consiste inicialmente em montar a matriz de
rigidez global do método a partir das matrizes de rigidez locais reduzidas, dadas pela
Equacao 3.24. Na sequéncia, depois que os graus de liberdade de fronteira, que reque-
rem a imposi¢ao da continuidade global, foram determinados a partir da resolug¢ao do

sistema de equacgoes global, utiliza-se a Equagao 3.23 para determinacao dos graus de
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liberdade internos em cada elemento finito.

3.7 Condicionamento numerico

As bases de aproximagao mostradas neste capitulo foram estudadas do ponto
de vista de seu condicionamento em Bittencourt, Vazquez e Vazquez (2007), apresen-
tando boa performance com relacao aos valores de namero de condi¢ao obtidos. No
artigo citado, contudo, considera-se um problema de Poisson, e nao as equagoes da
elasticidade, para avaliagao das matrizes de rigidez pelo MEFE.

Assim, esta secao se dedica a estudar os elementos finitos apresentados isola-
damente, determinando seu namero de condi¢ao escalonado (NCE). Ele é denotado
R(+), e definido (BABUéKA; BANERJEE, 2012) como o namero de condi¢ao segundo a

A~

norma matricial euclidiana, |-||,, de uma matriz escalonada, K:

AK) = m(K) = K

K| . K=DKD (3.25)
2 2
onde D é uma matriz diagonal com D;; = K; Y ?, sem convencao do somatoério.

Para sua avaliacao nos elementos, nenhuma condicao de contorno de Dirichlet
foi aplicada, de forma que os trés primeiros autovalores da matriz de rigidez sao nulos,
correspondendo a movimentos de corpo rigido, e precisaram ser descartados. Utilizou-
se o software Mathematica para montar as matrizes a partir das fun¢oes de forma e
avaliar seu numero de condicao. Consideraram-se situacoes com e sem condensacao
estatica. Os resultados obtidos sao dados na Figura 3.8, sendo o grafico da direita uma
ampliacao do da esquerda.

Figura 3.8: Numero de condicao escalonado para os elementos finitos de alta ordem apresen-
tados.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dos graficos apresentados, nota-se que os elementos triangulares sao instaveis
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para um grau polinomial maior ou igual a seis. Este fendmeno parece ser resolvido
com o uso da condensagao estatica. Todavia, no procedimento de condensacao, é pre-
ciso inverter a submatriz de rigidez dos modos internos, que pode, por sua vez, ser
fortemente mal condicionada. Desta forma, a utilizacao de elementos triangulares
neste trabalho sera restrita a um grau menor que seis. Para os demais casos, os nume-
ros de condigao apresentam valores da mesma ordem de grandeza que os obtidos em

Bittencourt, Vazquez e Vazquez (2007).
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Generalizados

O Método dos Elementos Finitos Generalizados originou-se segundo trés ver-
tentes independentes no final da década de 90 (BABUéKA; BANER]JEE, 2012):

* Babuska, Caloz e Osborn (1994) propuseram trés tipos de método chamados de
MEEF especial. Em particular, um deles compartilhava da sistematica principal
que o MEFG veio a apresentar mais tarde, de adotar func¢oes de forma baseadas
em produtos entre as fun¢des langrangianas multilineares, também conhecidas
como hat-functions, do MEF e fun¢des nao polinomiais. Essa ideia foi subsequen-
temente estendida por Melenk (1995), que mostrou que as hat-functions pode-
riam ser substituidas por qualquer particao da unidade (PU) de suporte com-

pacto.

Este método foi entao referido por Método dos Elementos Finitos de Parti¢ao da
Unidade (MEFPU) em Melenk e Babuska (1996) e Método da Parti¢cao da Uni-
dade (MPU) em Babuska e Melenk (1997), que apresentaram diversos resulta-
dos e aplicagdes. Por fim, em Strouboulis, Babuska e Copps (2000), Strouboulis,
Copps e Babuska (2000) e Strouboulis, Copps e Babuska (2001) o MEFPU recebeu
finalmente o nome de MEFG.

* Belytschko e Black (1999) e Moés, Dolbow e Belytschko (1999), no contexto de
problemas de propagacao de fissuras, propuseram um MPU que utilizava hat-
functions como PU e empregava fung¢oes descontinuas como enriquecimento, ba-
tizado Método dos Elementos Finitos Estendido (MEFX) em Dolbow (1999). Uma
das maiores contribui¢oes de seus trabalhos foi no sentido de mostrar que o
MEFX nao necessitava de remalhamento em problemas de propagacao de fis-

suras.

* Em Duarte e Oden (1996b) e Duarte e Oden (1996a) outro método muito similar
ao MEFPU, o método das nuvens h-p, foi proposto, seguindo a abordagem dos
chamados métodos sem malha. Ele visava obter aproximacoes similares aquelas
do MEF-hp sem, no entanto, empregar uma malha de elementos finitos. Inicial-
mente o método foi construido utilizando apenas fung¢oes polinomiais como en-
riquecimento e uma parti¢ao da unidade diferente das hat-functions, mas foi pos-
teriormente estendido com enriquecimentos mais genéricos (ODEN; DUARTE,
1997) e com uso das hat-functions (ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ, 1998).
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4.1 A sistematica do meétodo

Como mencionado anteriormente, o MEFG ¢é pautado no uso de conhecimento
prévio da solugao do problema para melhoria da aproximac¢ao por meio das fungoes
de enriquecimento. Essas sao, entao, compatibilizadas (ou feitas conformes) por meio
de uma PU.

A parti¢ao da unidade mais usualmente adotada é aquela proveniente das fun-
¢Oes lagrangianas multilineares, presentes no proprio MEF. A propriedade de partigao

da unidade é, nesse contexto:
N
nga(x) =1, (4.1)
a=1

onde:
N é o numero de nds da malha;
¢, € a componente da PU associada ao no6 a.

A PU também verifica a propriedade de reprodutibilidade, definida como a ca-
pacidade de reproduzir uma fungao de enriquecimento no espago de aproximacao de
um elemento quando esta é aplicada em todos os seus nés (BELYTSCHKO et al., 2014).
Sendo ¢ uma fung¢ao qualquer, a propriedade de reprodutibilidade segue diretamente

da Equacao 4.1 e se traduz por:

D a()P(x) = (%) D palx) = P(x) - 1= (%), (4.2)

Outra caracteristica do MEFG, ja refletida implicitamente nas equagoes apre-
sentadas na medida em que as componentes da PU sao definidas para cada né da dis-
cretizacao, é uma mudanca de perspectiva com relacao aos dominios das aproximacgoes
locais. No MEEF, o foco principal estd nos elementos finitos, ao passo que no MEFG ele
passa para as ditas nuvens, ou patches.

De uma maneira genérica, as nuvens podem ser definidas como conjuntos aber-
tos que formam uma cobertura do dominio!, tais que o suporte’> da a-ésima compo-
nente da particao da unidade esta contido no fecho da nuvem o (STROUBOULIS; BA-
BUSKA; COPPS, 2000). Assim, no contexto do MEFG, uma nuvem pode ser definida
por:

Wq = U €5, (43)

jEEq
onde:

w, € a nuvem de indice «;

'Ou seja, tais que Q = | Jw, para a € Z, com Z sendo o conjunto de indices de todos os nés da malha.
20 suporte de uma fungio é o subconjunto de seu dominio para o qual ela assume valores ndo nulos.
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. ={j €& :aecT;}éoconjunto dos indices de todos os elementos finitos que tém o
nd o em comum;
Z; € o conjunto de indices dos noés do elemento j;
E={keN:1<k<N,}éo conjunto dos indices dos elementos finitos.

Em diferentes nds, um numero diferente de enriquecimentos pode ser adotado.
Assim, sendo n, o numero de enriquecimentos do né «, é possivel definir o vetor de

enriquecimentos nodais associado a ele:
LOé = [wai € SaZ(Q) :0 S l S Na, 7%0 = 1] y (44)

onde:
Y4 € a i-ésima funcao de enriquecimento associada ao né «;
S,i(£2) é um espacgo vetorial de func¢ées com dominio em (2 que reflete caracteristicas
especificas do problema considerado.
Figura 4.1: Fungoes de forma do MEFG
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com esses conceitos, as fun¢des de forma do MEFG, esquematizadas conjunta-
mente com a nuvem de um no genérico na Figura 4.1, ficam definidas como o produto

da PU pelos enriquecimentos:

Pai(X) = Pa(X)ai(x), (4.5)

A exigéncia de que 1,0 = 1 garante que o espago de aproximagao associado
as fungoes lagrangianas do MEF estara contido no espaco de aproximagao do MEFG.

De fato, considerando a expressao que define o campo de deslocamentos globais deste
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ultimo método e tendo em vista a Equacao 4.2:

N ng
UMEFG — 5 E DaiCai

a=1 =0

- Z qbaOCaO + Z Z ¢azco¢z

a=1 i=1 (46)

- Z PaCal + Z Z ¢a¢azcaz

a=1 i=1

= UMEF 1 UENR,

onde:
umEerc € a aproximacao global dos deslocamentos, e upgr € UgNr Sa0 suas parcelas
referentes ao MEF e aos enriquecimentos, respectivamente;
C.; S30 0s parametros incognitos do MEFG. Evitou-se, propositalmente, o uso da letra
u para defini-los, pois eles nao coincidem necessariamente com os valores dos desloca-
mentos nodais.

Com esse desenvolvimento, o espaco de aproximacao do MEFG pode ser escrito

como a decomposigao aditiva de dois outros:

Suerc = Suer ® 'Seng. (4.7)

Os espacos Syrpr € Spng sao definidos de maneira analoga a da (2.14) abaixo:

SMEF = { Z¢a0 Ca07 Cao € R2}7 (48)

SENR = { Z Z ¢az Caza Cai © RQ} (49)

a=1 i=1
Com isso, o PTV pode ser utilizado, de maneira similar ao que foi feito na Equa-

¢ao 2.20, para construcao do sistema de equagoes do MEFG:
K11 Kiz2| |co
K’11‘2 Kzz C1

Ki1 = [B(¢a,0s)] | Koz = [B(soa%@-,%woj)] K2 = [B(@aa%ﬂ/foj)]
Fi = [F(pa)] F2 = [F($atai)]

'A soma direta de dois espagos U e V é definida como U &V = {u+v:u € U,v € V}. Note-se que,
como o elemento nulo pertence a todo espacgo vetorial, U,V C U & V.

: (4.10)

onde:
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Cp € c; reinem os parametros incégnitos associados a cada um dos espacos de aproxi-
macao do método;
a, 0,1 e j devem ser entendidos percorrendo todas as possibilidades de numeragao nas

posi¢cdes que ocupam, sem convencao do somatdrio.

4.2 Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados Estavel

A melhoria na ordem de convergéncia do MEFG relativamente ao MEF, propor-
cionada pela introducao de fung¢oes de enriquecimento ao seu espago de aproximacgao,
vem atrelada, em muitas situacoes, a uma deterioracao de sua estabilidade numérica,
acarretando em sistemas de equagdes severamente mal condicionados.

Com o objetivo de melhorar o condicionamento numérico do MEFG, uma ver-
sao dita estavel da metodologia, abreviada por MEFGE, foi introduzida em Babuska e
Banerjee (2012). O principal procedimento introduzido nela consiste em modificar o
espaco Spng, visando torna-lo quase ortogonal ao espaco Spgys. O espago modificado

fica dado por

SENR = {C ¢(x) = nga(x) Zaﬁm-(x)cfi, cl ¢ RQ}, (4.11)

ael i=1

com v,,(x) representando uma funcao de enriquecimento genérica modificada.

A modificagao nas fungdes de enriquecimento é dada por

Eai(x) = Vai(X) = L, (Vai) (%), (4.12)

onde Z,_(14;)(x) denota o interpolante (continuo) por elementos finitos da funcao v,

na nuvem w,, 1.e.

7., 1/’0& Z 90/3 %z Xﬁ) (4.13)

BEWa
sendo xg as coordenadas do n6 f.

Babuska e Banerjee (2012) mostraram, para problemas unidimensionais, que
essa estratégia garante a quase ortogonalidade entre os espagos Sppy € SENR, CcOM
respeito ao produto interno induzido pela forma bilinear B(-,-), além de fazer com que
o bloco da matriz de rigidez correspondendo aos enriquecimentos, quando aplicado
um fator de escala, tenha autovalores uniformemente limitados.

Os autores demonstraram ainda que a taxa de convergéncia na norma de energia
desta versao modificada proposta é 6tima, e que seu nimero de condi¢ao mantém a
mesma taxa de crescimento que aquela do MEF. Esses dois resultados sao atribuidos as
propriedades citadas no paragrafo anterior.

Independente da melhoria no condicionamento numérico proporcionada, con-
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tudo, Gupta et al. (2013), Gupta et al. (2015) mostram que, para problemas em dimen-
soes mais elevadas, o MEFGE deteriora a taxa de convergéncia da solugao, dependendo
da escolha dos enriquecimentos e de sua zona de aplicagao. Posto isto, e como o pre-
sente trabalho é focado aproveitar as boas propriedades de condicionamento das fun-
¢Oes de alta ordem, relativamente ao que é usual em aplicagdoes com enriquecimentos
polinomiais no MEFG, o uso do MEFGE é restrito a situacoes onde ele é estritamente

necessario, e sera explicitamente mencionado no texto.

4.3 Diferentes tipos de enriquecimento

Como evidenciado, a principal diferenca entre o MEF e o MEFG ¢ a incorpo-
racao de enriquecimentos a solugao. As func¢oes utilizadas para tanto sao diversas, e
dependem da aplicacao que se deseja considerar, podendo até ser geradas numerica-
mente, como € o caso nas estratégias denominadas global-local, abordadas por exemplo
em Duarte e Kim (2008), Kim (2009), Kim, Duarte e Proenga (2012).

Na sequéncia, fun¢oes de enriquecimento polinomiais do tipo shifted, bem como
funcoes singulares e descontinuas, todas empregadas usualmente no MEFG, serao
apresentadas. As primeiras visam melhorar a aproximacgao da parcela suave da so-
lugao, e sao aplicaveis em qualquer classe de problemas, enquanto as altimas sao es-
pecificas para problemas de mecanica da fratura. Com sua adi¢ao, a expressao para
o espaco de aproximagao relativo aos enriquecimentos, apresentada na Equacao 4.9

pode, pode ser especializada, tomando a forma
SENR = SJIEDNR D SENR @ S}?NR’ (4.14)

P S D A . . . .
com Spnp Seng € Seng fazendo referéncia aos espagos associados aos enriquecimen-

tos polinomiais, singulares e descontinuos, respectivamente.

4.3.1 Enriquecimentos polinomiais shifted

O vetor de enriquecimentos nodais associados a fun¢oes polinomiais do tipo
shifted é dado por:

LP

para (mn) € T, (4.15)

onde:

x¢, 5 e h, sdo as coordenadas do né a e o tamanho da nuvem atrelada a ele, definido
como o raio do menor circulo centrado em « que engloba todos os elementos em w,; e
7 € um esquema de truncamento definindo os termos do tridngulo de Pascal que serao

inseridos na aproximacao.
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Deve-se entender o vetor LY como formado por todos os termos da forma no interior
dos colchetes que pertencam ao esquema de truncamento, embora apenas um desses
termos esteja representado na Equacao 4.15.

O espaco de aproximacao correspondente as fungoes shifted é

SgNR = {C : C(X) = Z QDCV(X> Z Lg(m,n)(x)cg(m,n)v Cg(m,n) < RQ}: (416)
(

aElp m,n)eT

com Zp sendo o conjunto dos indices dos nds enriquecidos com fung¢des polinomiais,
usualmente igual a 7.

Os enriquecimentos sao chamados shifted devido ao procedimento de subtragao
das coordenadas do né em que sao aplicados. Esta escolha permite preservar (para
nds que nao tenham outros tipos de enriquecimento aplicados neles) a interpretagao
de deslocamentos nodais ao parametros incognitos atrelados aos graus de liberdade
originais do MEF, além de evidenciar um sistema de coordenadas local vantajoso para
implementacao numérica do método (PROENCA, 2020).

4.3.2 Enriquecimentos singulares

Nesta secao, fungoes singulares de Oden e Duarte (OD) (ODEN; DUARTE, 1997;
DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000) sao consideradas como enriquecimentos para cons-
trucdo do espago 83 - Seu objetivo é reproduzir o comportamento singular observado
proximo a ponta da fissura, por meio da consideragao das primeiras componentes na
expansao assintotica do campo de deslocamentos da solugao fundamental da mecanica
da fratura elastico linear para os modos de fissuracao I e II. Elas sao dadas por fungoes

a valores vetoriais, reunidas no vetor Lg :

0 0 0 0
L§1: {\/Fcos§(/<;—1+251n2§), \/Fsini(m+1—2cos2§)], e (4.17)
s 0 5 0 0 .50
Lo, = \/Fsmé k414 2cos 3 ,—\/Fcosé k—1—2sin K (4.18)

onde:

(r,0) € um sistema de coordenadas polares com origem na ponta da fissura; e

k, chamada constante de Kolosov, vale (3 — 4v) para o estado plano de deformacdes e
(3 —v)/(1 + v) para o estado plano de tensoes.

As expressoes dadas se referem a componentes de deslocamento segundo um
sistema de coordenadas cartesianas local, cujo semi-eixo z) positivo tem origem na
ponta da fissura e segue sua direcao, sendo o eixo x5, posicionado de maneira a se obter
um sistema dextrogiro, como ilustrado na Figura 4.2.

Dessa maneira, as fungoes nas equacoes 4.17 e 4.18 precisam ser rotacionadas
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Figura 4.2: Sistemas locais de coordenadas cartesianas e polares associados com a ponta da
fissura.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

para coincidirem com o sistema de coordenadas global, de forma a poderem ser aplica-
das como enriquecimentos. Entao, sejam 6, o angulo entre os sistemas de coordenadas
global, x, e local, X/, e x. as coordenadas globais da ponta da fissura. A transformacao
entre os dois sistemas de coordenadas e a rotacao das fungoes de enriquecimento sao
dadas, respectivamente, por

x =R (6 (x —x.), (4.19)
e
LY =R(0,) LS, comm =12, (4.20)
cosfy —senfy| , ) _ .
onde R(6y) = € a matriz de rotagao entre os sistemas de coordenadas
sen 0, cos 6y
global e local.

As fungoes de Oden e Duarte devem ser adicionadas a ndés proximos a ponta
da fissura, para melhorar a precisdo na representacao do comportamento singular na-
quela area. Existem duas principais estratégias relativamente as regides enriquecidas
com eles: esquemas topologicos e geométricos (LABORDE et al., 2005). No primeiro
deles, a zona enriquecida depende da malha de elementos finitos, ao passo que no
segundo uma regiao fixa e independente da malha adotada é empregada. Neste traba-
lho, a segunda estratégia € escolhida, pois leva a taxas de convergéncia 6timas, como
mostrado em Laborde et al. (2005), Gupta et al. (2013), Gupta et al. (2015). As duas
estratégias sao ilustradas na Figura 4.3.

Portanto, para situagoes de refino h, o conjunto de nés enriquecidos com fungoes

Uma formulacgao de alta ordem para o MEFG



4.3 Diferentes tipos de enriquecimento 65

Figura 4.3: Diferentes estratégias de refino - N6s em verde enriquecidos com fungoes singula-
res
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(b) Refino topoldgico - Nés da primeira camada de elementos (Layer 1) enriquecidos

Fonte: Elaborado pelo autor.

singulares é dado por
Is ={aeZ:|x—x, < Rs}, (4.21)

onde ||-||, denota a norma euclideana, e Rg é o raio da zona enriquecida.

Quando refino p é usado, contudo, uma outra defini¢ao, baseada em camadas
de noés ao redor da ponta da fissura, serd adotada por conveniéncia. Esse aspecto sera
explicado em maiores detalhes na Secao 8.2.1.2. Todavia, é importante salientar que,
embora a estratégia seja baseada em entidades topoldgicas da malha, ela nao se ca-
racteriza como uma estratégia topologica, pois para situagoes de refino p a malha, e
portanto também a regido enriquecida, permanece fixa.

Com essas defini¢oes, o espaco de aproximacao associado a fungoes singulares

pode ser dado por

SENR = {C : C(X) = Z QOQ(X) Z ng@(x) © Cgm, Cgm S R2}7 (4'22)

a€lg m=1

com:

© denotando o produto de Hadamard (componente a componente) entre dois vetores;
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L7 (x) sendo entendido como L3¢ avaliado nas coordenadas (r,0) correspondendo ao
ponto x, determinadas com auxilio da Equacao 4.19.

Entretanto, ja é bem sabido que as func¢oes dadas pelas equacoes 4.17 e 4.18
levam a sistemas de equagoes mal condicionados para casos onde refino h é aplicado
em conjunto com uma estratégia geométrica (BABUSKA; BANERJEE, 2012). Para tra-
tar este problema, um interpolante descontinuo foi proposto em Sanchez-Rivadeneira
e Duarte (2019), e posteriormente mais bem estudado em Sanchez-Rivadeneira et al.
(2020), Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2020), expandindo as ideias introduzidas em
(BABUéKA; BANERJEE, 2012) com seus analogos continuos. Detalhes sobre a moti-
vacao na defini¢ao dos interpolantes, incluindo sua implementacao, podem ser encon-
trados nos trabalhos citados. Com base na efetividade desta estratégia no controle do
condicionamento, outro espago de aproximagao singular também sera considerado nas

aplicacoes apresentadas:

3w = {c 0 = Y a0 Y (L5 ()
ocTs 1 (4.23)

D [L5] () © S € R

com D,, [L5¢ ] (x) denotando o interpolante descontinuo de L3¢ na nuvem w,. A esco-
lha entre os dois espagos de aproximacao apresentados sera explicitada nos exemplos

considerados.

4.3.3 Enriquecimentos descontinuos

Em problemas de mecanica da fratura, para representar a descontinuidade in-
troduzida pela fissura no campo de deslocamentos, fun¢oes de Heaviside do tipo shifted

sao consideradas. Elas sao reunidas no seguinte vetor de enriquecimentos:

LY = |30 o), 1l () BT F0) B o (X 7 %) - Ee

- s , (4.24)
com
P (x) = H(x) — H(xa), (4.25)
e
17 (X—Xc)'HCEO
H(x) = (4.26)
-1, (X_XC) ‘n. <0,

onde n. e t. sdo vetores unitarios normal e tangente a trinca, respectivamente.
As duas altimas componentes do vetor L*# introduzem parcelas lineares a fun-

cao de Heaviside, usadas para melhorar a convergéncia da solugao (GUPTA et al.,
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2013), especialmente em aplicagoes com o MEFGE. Os conjuntos de nds enriquecidos

com func¢oes de descontinuas sao
Ip={aecZl : T.Nw, #9 e «a¢Ig}, (4.27)
quando enriquecimentos singulares convencionais sao aplicados, e por
Ip={a€l : T.NW, #9 e xX.¢& W}, (4.28)

quando fungoes singulares descontinuamente interpoladas sao usadas.
Com isso, dois espacos de aproximacao distintos, um contendo apenas fungoes

de Heaviside e outro também suas parcelas lineares, podem ser formulados:

SDitn = {c )= T paHED, Pe R?}, (4.29)
a€lp
€ 3
Spre = {c HCx) = ) palx) Y LEMCD, ol e ]R2}. (4.30)
a€lp m=1

Comentario 4.1 Quando enriquecimentos singulares e de Heaviside sao introduzidos,
quadraturas especiais precisam ser utilizadas, tanto pela descontinuidade no campo de
deslocamentos nos elementos cortados pela fissura quanto pela singularidade presente
em sua ponta, que exigiria um nimero excessivo de pontos de integracdo caso técnicas
convencionais fossem empregadas. No SCIEnCE, dois procedimentos sao utilizados
para tanto: inicialmente os elementos cortados total ou parcialmente pela ponta da
fissura sao divididos em subdominios triangulares, como descrito, por exemplo, em
Dolbow, Moés e Belytschko (2000), Park et al. (2009). Entao, os subelementos de in-
tegracao que tém um de seus nds na ponta da fissura sao identificados, e a regra de
integracao numérica proposta em Laborde et al. (2005) é empregada, visando eliminar
a singularidade presente la. Maiores detalhes estao disponiveis nas referéncias supra-

citadas e em Ramos (2019), sobre a implementagao no SCIEnCE em especifico.
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Capitulo 5 | Metodo dos Elementos Finitos

Generalizados de alta ordem

Neste capitulo, uma alternativa de integracao entre o MEFG e o MEF-ao sera
delineada. Inicialmente, estende-se a decomposicao aditiva do espago de aproximagao
da formulagao generalizada para incluir as fungoes de forma de alta ordem, obtendo-
se 0 espaco da metodologia proposta. Entao, desenvolvem-se enriquecimentos de alta
ordem, capazes de gerar as fungoes de aproximacgao desejadas de maneira compativel
com a sistematica do MEFG. Neste ponto, as principais ideias serao inicialmente expli-
cadas e exemplificadas para um elemento finito quadrilateral, sendo posteriormente
estendidas, de maneira mais concisa, para elementos triangulares. Na sequéncia, algu-
mas particularidades de implementagao computacional sao abordadas, seguidas, por

fim, de exemplos de aplicagao para problemas de estados planos com solugoes suaves.

5.1 Formula¢ao matematica

E possivel pensar em mais de uma maneira de unir o MEFG e o MEF-ao. A carac-
teristica principal que se deseja de tal uniao ¢ a reproducao das boas propriedades de
condicionamento do MEF-ao, que possibilitam utilizar refino p e, consequentemente,
obter ordens de convergéncia elevadas, na formulacao. Adicionalmente, deseja-se tam-
bém que as fun¢des de aproximacao da ultima metodologia possam ser associadas a
funcoes de enriquecimento nao polinomiais, permitindo estudar classes de problema
mais amplas que aquelas tratadas pelo MEF convencional.

O que se propde é que o espago de aproximacao da metodologia hibrida, cha-
mado daqui em diante de Método dos Elementos Finitos Generalizados de alta ordem
(MEFG-ao) seja dado pela soma direta dos espagos de aproximacao do MEFG e do

MEF-ao:

SMEFG—a0 = SMEFG D SMEF—a0 (5.1)

= Sver © SENrR © SMEF—q0-

Na expressao acima, a Equacao 4.7 foi empregada, e a definicao dos espagos
Suer e Spng € dada pelas Equagdes 4.8 e 4.9. Ja o espago relativo ao MEF-ao pode ser

particionado, ainda, em mais dois subespacos:

SMEF—a0o = Sar ® Srack, (5.2)
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com:
Sar = {c Cx) =) qu X)C5;, cg‘ieRz}, (5.3)
BEL, i=1
Srace = { = Zqﬁ E, o RQ}, (5.4)
’YEIF =1
onde:

T4 e Iy sao os conjuntos dos indices das arestas e faces;

ng e n., sao o naumero de fungoes de forma associados a aresta [ e a face -, respectiva-
mente;

Py € gzﬁf» sao modos de aresta e de face;

cj; e ¢l s@o os parametros incégnitos associados a eles.

Na defini¢ao acima, um outro subespaco, relativo aos modos de vértice, poderia
ter sido incluido. Isto, contudo, nao foi feito, pois ele seria idéntico ao espaco Sy/pr.
Expressoes mais especificas para as fungoes ¢j; gzﬁ dependem do tipo de elemento
finito considerado. No caso das fungoes de aresta, elas devem ser retiradas das Equa-
¢oes 3.10 e 3.14, ou ainda ser da forma da Equagao 5.22, como sera explicado em breve,
para uma aresta de transicao entre um elemento quadrilateral e um triangular. Ja as
funcoes de face sao aquelas dadas nas Equagoes 3.11 e 3.15.

E importante frisar ainda que a cada um dos indices i da Equagao 5.3 corres-
ponde um par de indices em uma das expressoes das Equagoes 3.10 e 3.14. Um co-
mentario similar vale para as fun¢des na Equacao 5.4. Além disso, para uma mesma
aresta 5 na Equacao 5.3 duas expressoes distintas nas Equagoes 3.10 e 3.14 sao vali-
das a depender do elemento finito adjacente a ela no qual se deseje avaliar o valor da

funcao de forma.

5.1.1 Matriz de rigidez e vetor de forcas

Considerando o espaco de aproximagao apresentado, o PTV é reescrito como:

encontrar u € Sypre—ao, tal que:
B(u,v) = ,F(V) Vv € éMEFG—aO (5.5)

De maneira completamente analoga ao que foi apresentado para o MEFG, é pos-

sivel determinar o sistema de equa¢des do método em formato matricial como:
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Kii Ki2 Kiz Kig Co F,
Krlrz Kz Kaz Koy C1 _ F, (5.6)
K’]E; K’2I‘3 K33 K34 Co F3 ’
KT, K3, K3, Ku| |cs F4
onde:
= [B($as¥o)] Koz = [B(¢atairspotlos)] = [B(¢% 627 ar)] = [B(¢ zv¢f )]
=[B(¢a,%waj)] Kis = [B(pa.0f;)] Z[B(somcbw)] Kzs—[B(%wm,eb )
=[B(s0awai,¢§j)] K34 = [B(¢;.07;)] = [F(a)] Fa = [F(patai)]
= [F(o%)] Fy = [F(¢])]

Co, C1, C2 € Cg relinem os parametros incognitos associados a cada um dos espa-
¢os de aproximagao do método;
a, 8,7, 0,p, ¢, 1 e jdevem ser entendidos percorrendo todas as possibilidades de nu-
meragao nas posi¢des que ocupam, sem conven¢ao do somatdrio. Propositalmente, a e

o foram reservados para nos, 3 e p para arestas, e y e € para faces.

5.2 Funcgoes de enriquecimento de alta ordem

A formulagao apresentada na Secao 5.1 é conceitualmente satisfatéria, na me-
dida em que os espacos de aproximagao da metodologia desenvolvida sao completa-
mente determinados por ela. Contudo, uma situagao em que as fungoes de forma do
MEF-ao pudessem ser construidas como o produto de componentes da PU por fungoes
de enriquecimento de alta ordem seria ideal para implementacao computacional, no
sentido de facilitar a inser¢ao do que é proposto em codigos pré-existentes ja adaptados

ao MEFG. Essa secao se dedica a construcao de tais funcoes.

5.2.1 Enriquecimentos para quadrilateros

Uma notagao especifica sera adotada neste item para deixar os desenvolvimen-
tos mais claros. As duas primeiras expressoes na Equacao 3.7 serao denotadas por
©1(&1) e @2(&1), e conjuntamente chamadas de PU unidimensional. Com isso, a PU
bidimensional pode ser escrita como uma tensorizagao das componentes unidimensi-

onais:
©ij(§1,62) = wil§1)p;(§2), 4.J € {1,2}, (5.7)

onde, para a mesma numeracao dos nos da Figura 3.1, os indices i e j correlacionam as
fungdes aos nds aos quais elas estdo associadas: {11 — 1, 21 — 2, 22 — 3, 12 — 4}.

Com essas convengoes, as Equagoes 3.10 e 3.11 podem ser reescritas na seguinte
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forma genérica:

Dpq(€1.62) = 01(61)™ 2(&1)™ @1 (&2) ™ pa(&2)™ PP (&) Pa 2 (&), (5.8)

com:
m1,n1,ma,ny € {0,1} sendo indices tais que m; + n; > 1 e mg + ny > 1, escolhidos
adequadamente de maneira a se chegar na expressao da Equacao 3.10 ou 3.11 que se
deseja reproduzir;
pxk =p—1se0 < p < P, e px =0 caso contrario. Uma relacao similar vale para ¢x
substituindo-se P, por Ps.

Entéao, considerando o fato de que os indices my, e ny, com k € {1,2}, nao se anu-
lam simultaneamente, é possivel juntar duas componentes da PU unidimensional em
uma componente da PU bidimensional e reescrever a Equacao 5.8 no formato desejado,

dado pelo produto de uma componente da PU bilinear por um enriquecimento:

Ppq(§1,€2) = 0ij (€1,62)Vpg(€1,62), (5.9)

onde:
Ppq(&1,€2) coleta os demais termos da Equagao 5.8, e é a fun¢ao de enriquecimento de
alta ordem procurada;
i e j devem ser escolhidos de maneira adequada em fungao de p e q.
Para exemplificar o uso das Equagoes 5.7, 5.8 e 5.9, seja a funcao de forma de

alta ordem ¢p3(&1,£2). Da Equacao 3.10, ela pode ser escrita como

P03(£1,62) = 01(&1)1(&2) 2 (&) P32 (&). (5.10)

Comparando sua expressao com a Equacao 5.8, encontram-se, para este caso:
ny =px =0, m; =my =ny =1, egx =2. Com isso, a Equagao 5.10 pode ser colocada

no formato da Equagao 5.9 de duas maneiras distintas:

Po3(&1,62) = 301(51)<P1(§22902(52)P;2’ﬁ2 (&2), (5.11)
9011(£v1,£2) 1#03(5‘,1,52)
ou
Po3(&1,62) = 901(51)902(52)1301(§2)P2“2ﬁ2 (&) - (5.12)
5012(?1,52) ¢03&:7§2)

As fungoes envolvidas no exemplo acima sao ilustradas na Figura 5.1. Ele evi-
dencia o fato de que ha duas possibilidades de enriquecimento para construcao de uma
mesma func¢ao de forma de alta ordem de aresta, a depender de qual componente da

PU eles estao associados. Observando todas as combinagoes das componentes da PU
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Figura 5.1: Diferentes enriquecimentos de alta ordem reproduzindo a mesma fungao de forma.
en (6, 6) Yo3(&1,62) d03(&1,&2)

\\\\\\\\

\\\\\\

\\\\\\\\ !
0.5 2 \\\\\\‘R\\“\}\\\m\\\‘\\\‘ \\\‘\\x‘\\\\\\
SN

0.5
1 1
0 o 1 1
1 1 -1
) & & &
(a) Enriquecimento definido pela Equagao 5.11
9912(61 ] {2) wl]:i(fl ) El) ¢U3 (El El {2)
1
0.5
0
-OE
0 0 !
1 -1
& &

(b) Enriquecimento definido pela Equa¢do 5.12

Fonte: Elaborado pelo autor.

na Equagao 5.9, chegam-se as seguintes expressoes para os enriquecimentos de alta

ordem gerando modos de aresta:

Vpq(&1,62) = (5.13)

No entanto, como exemplificado, para que as fungoes de forma do MEF-ao pos-
sam ser escritas consistentemente como produto de uma componente da PU por um
enriquecimento, é necessario definir uma associagao entre essas duas classes de fun-
cao. Dessa forma, as expressdes na Equacao 5.13 serao associadas, em ordem, as PUs
dos noés 3, 1, 4 e 2. Essa escolha nao era a Gnica possivel, e o0 que motivou-a ficara
evidente em breve.

De maneira similar, ha quatro possibilidades de enriquecimento capazes de ge-

rar cada modo de face:

Opg(&1,62) = 901(§1>801(52) 2 (&) pa(&) PO (&) POy (52)1

9011(51752) wpq('sh&)
= 2(&1)1(&2) P1(61)a(&) Pyt (&) P22 (69) (5.14)
21 (E1,62) pa(€1,62)
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= 01(&)p2(&2) a(&)p1(&) Pt (&) P2 (&)

7 \\

-~

p12(£1,82) wpq&:7§2)
= ©2(€1)2(&2) e1(&) e (&) P (&) P (&)
pa2(1.62) pal&r.2)

Assim, qualquer uma das fung¢des na Equagao 5.15 pode gerar os modos inter-

nos, desde que associada a componente correta da PU do elemento.

Vpg(£1,62) = (5.15)

Novamente uma escolha é necessaria. Neste caso, é preciso manter apenas um
dos enriquecimentos apresentados na Equacao 5.15. Optou-se por utilizar o ultimo
deles, associado a PU do nd 1.

Os desenvolvimentos acima foram feitos considerando-se apenas um elemento
finito isolado, mas para serem empregados na pratica devem ser estendidos para o
caso de uma malha de elementos. Para estudar o que ocorre neste tipo de situagao,
considere-se a malha ilustrada na Figura 5.2.

Figura 5.2: Malha de 9 elementos finitos

® ® ® ®
1 2 3 4
1 2 3
® ® ® ®
5 6 7 8
4 5 6
® ® ® ®
9 10 1 12
7 8 9
® * ® °
13 14 15 16

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando-a, percebe-se que os enriquecimentos de alta ordem nao podem ser
aplicados em nods convencionais, nos vértices dos elementos. Tomando, por exemplo,
a fungao de forma da aresta 2-6, caso o enriquecimento necessario para gera-la fosse
associado aono 6, ele faria parte nao apenas dos espagos de aproximagao dos elementos

1 e 2, onde é esperado, pois eles compartilham da aresta 2-6, mas também daqueles
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dos elementos 4 e 5, nos quais nao deveria figurar.

Visando solucionar esse problema, definem-se os chamados nos de alta ordem.
Eles sao nds especiais, localizados em arestas ou faces de elementos, que nao possuem
componentes proprias da PU, sendo ao invés disso associados a componentes de PU
dos nos usuais do elemento segundo o esquema de setas na Figura 5.3. A partir deste
momento, retoma-se a indexagao das componentes da PU seguindo a numeragao dos

nos locais do elemento finito, e nao mais o esquema de indices duplos que estava sendo

empregado.
Figura 5.3: Elemento finito quadrilateral com nds de alta ordem
4 7 3
. U.
04 ?3

P2

5 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os nods de numero 5 a 8 sao os responsaveis por gerar os modos de aresta. Cada
um deles s6 é compartilhado por dois elementos, aqueles que partilham a aresta a
qual os referidos modos estao ligados. Essa organizacao garante que essas parcelas da
aproximacao s6 tenham contribui¢ao nos elementos as quais pertencem. Jaond 9 € o
responsavel por gerar os modos de face, e nao é compartilhado entre elementos.

Nesse ponto, justifica-se a escolha feita na combinac¢ao dos enriquecimentos da
Equacao 5.13 com as componentes da PU, na medida em que ela faz com que seja
possivel vincular cada n6 de alta ordem com um n6 convencional do elemento de uma
maneira organizada, facilitando a implementagao computacional. Com isso, as fung¢oes

de enriquecimento e de forma associadas a cada um dos nds de aresta sao:

YE(6) = Ypo(6.6) = e2(&) P (&) = ¢B(61.6) = w1 (&1.&)UE (&)
V§(&2) = Vpg(§1,62) = 902(52)P;_iﬂ2(§2) = ¢§(&1,62) = w2(&1,6)VE(&2)
(5.16)
Y2(&1) = Uppy (61.62) = 01(&) Py (&) = ¢B(61.62) = @s3(&.&)08 (&)
Vi(&) = Yug(61.62) = @1(&) P2 (&) = 0h(61&e) = al&1.6)VE(&)
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Analogamente, para o n6 de face:

P1(61,82) = Ypq(£1.62) = 02(&)pa(&) P (&) P2 (&)

(5.17)
= 05" (&1,62) = v1(&1,8)18 (&1.62)

Comentario 5.1 Os enriquecimentos de alta ordem, diferentemente dos demais usa-
dos no MEFG, sao intrinsecamente locais, sendo definidos em termos de coordenadas
parameéricas, e, portanto, validos apenas em um tunico elemento finito. No caso de
funcoes de aresta, que precisam ser avaliadas em dois elementos adjacentes, é possi-
vel definir enriquecimentos “globais” combinando apropriadamente duas das fungoes

apresentadas.

Comentario 5.2 Cada um dos enriquecimentos de alta ordem desenvolvidos é multi-
plicado apenas por uma componente da parti¢ao da unidade. Desta forma, a hipotese
para que eles sejam estejam presentes no espaco de aproximacgao dos elementos finitos
segundo a condicao de reprodutibilidade, Equagao 4.2, nao ¢é atendida. Entretanto,
esta nao € uma restri¢ao problematica, pois o que se deseja reproduzir no espago de
aproximacao do método nao sao os enriquecimentos, mas sim as fun¢oes de forma de
alta ordem, automaticamente presentes nele dado que o produto dos enriquecimentos

pelas componentes da PU as geram.

5.2.2 Enriquecimentos para triangulos

Da mesma maneira que para o elemento quadrilateral, é possivel definir nos de
alta ordem em faces e arestas do elemento triangular, ilustrados na Figura 5.4. Nela,
além de sua numeracao, encontram-se suas associagoes a componentes da PU dos nos

convencionais do elemento.

Figura 5.4: Elemento finito triangular com noés de alta ordem
2¢

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com isso, definem-se os enriquecimentos de alta ordem, responsaveis por gerar
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os modos de aresta e face da Equacgoes 3.14 e 3.15 e:
* Para modos de aresta:

Y(Ly,Ly) = ALy Pe} (2L — 1) P (2L, — 1)
= ¢4 (L1,La) = o1(L1)Yy" (L, L)
V¢ (La,Ly) = 4L3 P (2L, — 1) P (215 — 1)

) ) (5.18)
= ¢35 (La,L3) = @a(La)tpg (L2, L3)
U8 (Ly,Ls) = 4L, P (2L, — 1) P (2L, — 1)
= ¢g (L1,L3) = @s(La)g (L1,Ls)
¢ Para modos de face:
Y2 (Ly,La,Ls) = 8Ly L3 Py (2Ly — 1) Py (2L, — 1) P (215 — 1) (5.19)

= 8" (Ly,Ly,L3) = o1 (L1)$5" (L1, Lo, Ls)

5.2.3 Enriquecimentos de transicao

Em algumas situagdes, devido a caracteristicas especificas da aplicacao conside-
rada ou a geometria complexa do dominio do problema, pode ser necessario combinar
elementos triangulares e quadrilaterais em uma mesma malha. Quando isto ocorre, o0s
enriquecimentos apresentados nas Se¢oes 5.2.1 e 5.2.2 nao podem ser empregados di-
retamente em conjunto, pois para arestas comuns a continuidade da aproximagao nao
seria satisfeita, ja que os elementos triangulares possuem dois polindmios de Jacobi em
uma mesma aresta, ao passo que os quadrilaterais sao dotados apenas de uma dessas
funcoes.

Para permitir a utilizacao de elementos com geometrias distintas na malha, um
procedimento similar ao apresentado em Bittencourt, Vazquez e Vazquez (2007) sera
adotado. Nele, a base de aproximagao para elementos quadrilaterais é modificada de
maneira a preservar a continuidade com as fung¢oes de forma dos elementos triangula-
res em arestas adjacentes. Para exemplificar o procedimento, considere-se a Figura 5.5,
onde uma malha com um elemento quadrilateral adjacente a um triangular é apresen-
tada. Nesta secao, em especifico, empregam-se os sobrescritos [J e /A para as grandezas
associadas aos elementos quadrilateral e triangular.

As funcoes de forma na aresta no n6 6 do triangulo, considerando que na aresta

onde ele se encontra Ls = 1 — L, podem ser escritas com auxilio da Equagao 3.14:

AN PATA a,3 a,f3
(67) (L1l = La) =4Li(1 = L) P (200 — )P (—(2L1 = 1)). (5.20)
Entao, como {&; = —(2L; — 1), impondo que as fungdes de aresta do quadrilatero
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Figura 5.5: Malha com um elemento quadrilateral adjacente a um triangular. A numeragao
local dos nds é apresentada em preto.

4 33 2 L,
® . -

Fonte: Elaborado pelo autor.

avaliadas naquele lado sejam iguais as funcoes do triangulo:

<¢D)ZD (L&) =(1-&)(1+ ﬁz)P;Aﬁ,l(—&)PﬁAﬁ,l(Sz). (5.21)

Para que isto ocorra, as fun¢oes de forma do né 6 do quadrilatero devem ser:

()0 (€16) = %(1 +6)(1 - &)1+ &P (~&)PY (&), (5.22)

onde é preciso prever uma correspondéncia adequada entre os indices ¢" e (p=,r2) -
esta tarefa nao é dificil, entretanto, pois as restri¢oes impostas aos indices das fungoes
do triangulo fazem com que, para um grau polinomial fixo, o nimero de modos de
aresta seja o mesmo que aquele em elementos quadrilaterais, bastando entao ordenar
os indices (p”,r®) apropriadamente.

Com isso, o enriquecimento de alta ordem para o quadrilatero fica definido por:

(W) (&) = ¥R0(6.6) = 201 + L) (-6) P (&)

" . (5.23)
= (¢7)g (£1.8) = e2(&1.8) (W7)g (&)

O procedimento descrito se diferencia daquele apresentado em Bittencourt, Vaz-
quez e Vazquez (2007) na medida em que apenas as fun¢oes da aresta adjacente ao ele-
mento triangular sao alteradas, ao passo que no artigo citado todas as fung¢oes da base
de aproximacao sao modificadas. Esta escolha foi feita visando a aplicagao pontual
desta estratégia, em alguns elementos finitos com arestas de transi¢ao, e nao em todos
os elementos quadrilaterais da malha, como é o caso quando todas as fun¢oes de um
elemento sao modificadas.

Neste caso, contudo, como os elementos quadrilaterais com enriquecimentos

de transicao apresentam fungoes de forma de tipos diferentes em suas arestas, € in-
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teressante avaliar se isto nao impacta negativamente o condicionamento matricial do
sistema de equacoes resultante.

Para tanto, consideraram-se situacoes onde 1, 2, 3 e 4 n6s do elemento sao enri-
quecidos com func¢odes de transicao, e avaliaram-se os niumeros de condicao escalonados
da matriz de rigidez. No caso em que dois n6s foram enriquecidos, consideraram-se
tanto a situacao na qual eles se localizam em arestas adjacentes quanto em arestas
opostas. Utilizou-se o SCIEnCE para avaliar os numeros de condigao, e, novamente,
nao foram empregadas condigoes de contorno de Dirichlet. A Figura 5.6a apresenta os
resultados obtidos sem condensacao estatica, e a Figura 5.6b com o procedimento de
condensacao.

Figura 5.6: Numero de condicao escalonado para um elemento quadrilateral de transicao com
diferentes configuragoes de nos enriquecidos. Nas legendas, os nés enriquecidos sao indicados
segundo sua numeracao local.

107§ T T T T T T T T E 1045 T T T T T
109} | 10% ¢ £
— 10t} f — | |
é ; ; é 10% E
(g 1035 e @: r ]
25 Né 5 —— || | Né6 5 o ||
10° ¢ Nés 5 e 6 —= f 10 Nés 5 e 6 —=— ||
B Nés5e7 —— P Nés5e7 —— f
10t E Nés 5, 6e7 a: pr Nés 5,6 e 7 —— [
o Nés 5,6, 7e8 —&— [ F Nés5,6,7e8 O [
10() | | | S o — — — —  — 100 I T T Y e o s S s B S S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P P

(a) Sem condensacao estatica (b) Com condensacao estatica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os graficos mostram que a configuracao dos nds enriquecidos praticamente nao
influencia no condicionamento do sistema de equacoes do MEF, de maneira que a es-
colha de aplicar enriquecimentos apenas em lados entre elementos quadrilaterais e
triangulares se justifica. E importante salientar que as configuracdes testadas sao sufi-
cientes para verificar o que ocorreria em qualquer combinagao de enriquecimentos nos

nos de alta ordem do elemento, devido a simetria presente nas funcoes de forma.

5.2.4 Espacos de aproximacgao

Os espacos Sai e Space presentes na Equacao 5.1 podem ser redefinidos com a

inclusao dos enriquecimentos de alta ordem como:

Sun = {c X)) =Y pp(x) > Uh(x)ch, ¢, € R2}, (5.24)

BETLA
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Nyl Ty2
Srack = {C H((x) = Z pa(x ZZWW] wq7 Cqu € RQ}’ (5.25)
YELR p=1 ¢=1
com:
T4 e Ir sendo reinterpretados como os conjuntos dos indices de n6s de aresta e face,
respectivamente;
¥} (x) sendo enriquecimentos de aresta, obtidos pela combinagao adequada das expres-
soes nas Equagoes 5.16, 5.18 e 5.23, devendo-se também correlacionar o indice p com
aqueles apresentados nestas equacgdes;
Y?(x) sao enriquecimentos de face, dados nas Equagdes 5.17, 5.19. Novamente, ¢ ne-

cessario correlacionar os indices p e ¢ com os apresentados nas equagdes mencionadas;

Adicionalmente:
ng = max{P’ — 1}, (5.26)
ecwpg
e
Ny = Pe('y)i - 1, (527)

com P? sendo o grau polinomial maximo das funcoes de forma da aresta associada ao
no 3 no elemento e e F,(,); grau polinomial das fun¢oes de forma na direcao 7 para o

no de face 7.

Comentario 5.3 Na Equacao 5.24, as fung¢des 3(x) devem ser entendidas uma jungao
das restricoes das duas componentes de PU associadas ao n6 de alta ordem f (uma
para cada elemento contendo o nd) aos elementos que contém os nds convencionais
dos quais elas foram obtidas. Similarmente, ¢, (x) na Equagao 5.25 é a componente da

PU associada ao n6 de alta ordem v com dominio restrito ao elemento que a contém.

Comentario 5.4 Perceba-se que a Equacao 5.26 garante que, em situac¢des nas quais
se deseja enriquecer elementos adjacentes com graus polinomiais distintos, a continui-
dade global da aproximacgao seja satisfeita. Consequentemente, é possivel construir
uma solucao com graus diferentes em certas regioes da malha, o que, por sua vez, fara
com que alguns elementos tenham arestas com graus de enriquecimento distintos das
demais. Esse fato sera exemplificado e estudado na Secao 6.2.3.

Com essas defini¢des, a aproximacao global dos deslocamentos fica dada por:

UMEFG-ao = UMEF 1+ UENR + UAR + UFACE

_Zgoa Ca0+zzﬁpa¢ Cai 1 Z 905 Z¢§ Cﬁp

ael acl =1 BET A (528)
Nyl My2
+ Z 907 ZZW qu
YEZF p=1 ¢=1
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5.3 Aspectos computacionais adicionais

Esta secao se dedica a comentar alguns aspectos computacionais relacionados
a implementacido da metodologia proposta. E preciso salientar que seu objetivo nao é
fazer uma descrigao extensiva da estrutura organizacional do SCIEnCE, pois esta seria
uma tarefa fora do escopo deste trabalho, mas que a algumas das escolhas feitas tém

como motivagao, inevitavelmente, sua arquitetura.

5.3.1 Criacao dos nos de alta ordem

Os noés de alta ordem foram um dos objetos introduzidos com o objetivo de
acoplar o MEFG e o MEF-ao de uma maneira eficiente do ponto de vista de integragao
com codigos pré-existentes, e eles devem ser a primeira das estruturas geradas ao se
tentar aplicar o método desenvolvido.

Em uma malha composta apenas por quadrilateros, seria possivel utilizar um
gerador automatico de malhas, como o Gmsh, empregado no SCIEnCE, com elementos
do tipo 9 para criar os n6s de alta ordem. Uma vez gerada a malha, eles teriam que ser
corretamente identificados e associados com as entidades topoldgicas dos elementos
corretamente.

Este procedimento, todavia, nao era adequado a ser facilmente integrado com
SCIEnCE, pois nele as parti¢oes da unidade ja sao construidas automaticamente con-
juntamente com a malha, de forma que, quando uma malha de elementos ()9 é criada,
a PU associada aos elementos nao € a bilinear para qual os enriquecimentos de alta
ordem sao desenvolvidos. Ademais, os nos gerados fora dos vértices também seriam
enriquecidos, ainda devido a forma como o SCIEnCE é implementado, com fungoes
unitarias, gerando graus de liberdade convencionais neles, que sao indesejados na for-
mulacao de alta ordem.

Ademais, para o caso de elementos triangulares, seria preciso prever algum tipo
de procedimento adicional, pois os geradores de malha convencionais nao possuem
nenhum tipo de tridngulo com um n6 em cada aresta e um noé na face, sendo o elemento
T6 aquele que fornece uma situagao mais proxima a essa.

Levando estes pontos em consideragao, na implementacao realizada preferiu-se
gerar malhas de elementos ()4 e 73 com um gerador automatico, criando os nos de
alta ordem posteriormente. O algoritmo utilizado para fazer isso tomando como base
a malha construida é descrito no Apéndice A. Ele também conta com a implementagao
de outros pontos comentados nesta se¢ao, de forma que se aconselha ao leitor termina-

la antes de passar ao apéndice.
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5.3.2 Implementacao dos enriquecimentos

A implementa¢ao dos novos enriquecimentos no cddigo foi feita tomando como
base a estrutura genérica ja disponivel no SCIEnCE para incorporagao deste tipo de
funcao. Nele, fung¢des de enriquecimento de tipos especificos sao construidas por he-
ranga, como classes derivadas de uma classe base para enriquecimentos genéricos.

Assim, para o MEFG-ao cinco novas classes precisaram ser implementadas: en-
riquecimentos para quadrilateros, tridangulos e de transicao em nos de aresta e enri-
quecimentos para quadrilateros e triangulos em noés de face. A Figura 5.7 apresenta
um diagrama UML simples, mostrando as variaveis e fun¢des membro de cada classe.

Objetos destas classes sdao atrelados aos nds de alta ordem, e suas fun¢oes mem-
bro sao chamadas dentro de fungoes da classe que define um elemento finito - de ma-
neira que informagoes como o lado local ao qual aquele n6 pertence e a PU do elemento
sao facilmente acessiveis.

Deseja-se chamar atengao, neste item, ao fato de que apesar de haver quatro ex-
pressoes distintas para os enriquecimentos de aresta em quadrilateros, por exemplo,
dadas na Equagao 5.16, a escolha por uma delas é feita dentro dos métodos da classe,
sendo preciso fornecer para eles o lado do elemento finito no qual se avalia a fungao
como parametro de entrada. Além disso, um tnico indice caracteriza as fungoes, de-
vendo ser tomado como p ou g que figuram nas expressoes referidas a depender do
lado em que o n6 de alta ordem se encontra.

De maneira similar, dois indices caracterizam os enriquecimentos de aresta para
elementos triangulares, sendo o primeiro deles associado ao polindmio que é avaliado
na coordenada correspondendo ao nd da aresta de menor indice local, e o segundo o
contrario. Para exemplificar, na func¢ao de enriquecimento %, o primeiro indice na
implementacao computacional sera igual a p, pois ele é atrelado ao né 1 do elemento,
ao passo que o segundo serd igual a 7, por ele estar associado ao né 3 do elemento.

A mesma explicagao é valida para enriquecimentos de transicao, onde, além de
fornecer o lado local no qual o n6 de alta ordem se encontra, é necessario também
passar como parametro de entrada a PU do elemento de dentro do qual a chamada das

fun¢oes membro da classe esta sendo realizada.

Comentario 5.5 Perceba-se que a implementagao explicada neste item ja corresponde
as funcoes de enriquecimentos ditas “globais” no item 5.2.1, na medida em que ela usa
a informacao do lado ao qual cada enriquecimento de aresta esta associado para deter-
minar sua expressao apropriada, avaliando-a com base nas coordenadas paramétricas

do elemento ao qual ela corresponde.
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Figura 5.7: Diagrama UML descrevendo as classes implementando os enriquecimentos de alta
ordem.

Enrichment_function

- coord: tuple(double)

+ linear_interpolant(PU_interpolant:
Partition_of_unity, gsil: double, gsi2:
double, *args)

+ gradient_linear_interpolant(PU:
Partition_of_unity, gsil: double, gsi2:
double, *args)

N\

Jacobi_side_function_quad Jacobi_side_function_tri Jacobi_side_function_tran

- index : int -indexl :int -index1 :int
- alpha:int -index2 : int -index2 :int
- beta : int - alpha : int - alpha :int
- P : Jacobi_polynomial(index-1, alpha, - beta : int - beta : int
beta) - P1: Jacobi_polynomial(index1-1, - P1: Jacobi_polynomial(index1-1,
- signature : string alpha, beta) alpha, beta)
- P2 : Jacobi_polynomial(index2-1, - P2 : Jacobi_polynomial(index2-1,

alpha, beta) alpha, beta)

+ Le_value(side: int, gsi1: double, gsi2: - signature : string - signature : string

double, flip: bool)
+ dLe_dgsil(side: int, gsil: double,

gsi2: double, flip: bool)

+ dLe_dgsi2(side: int, gsil: double,
gsi2: double, flip: bool)

+ getter and setter methods

+ Le_value(side: int, L1: double, L2:
double, flip: bool)

+ dLe_dgsil(side: int, L1: double, L2:
double, flip: bool)

+ Le_value(pou_type: string, side: int,
gsil: double, gsi2: double, flip: bool)

+ dLe_dgsil(pou_type: string, side: int,
gsil: double, gsi2: double, flip: bool)

+ dLe_dgsi2(side: int, L1: double, L2:
double, flip: bool)
+ getter and setter methods

+ dLe_dgsi2(pou_type: string, side: int,
gsil: double, gsi2: double, flip: bool)
+ getter and setter methods

Jacobi_face_function_quad Jacobi_face_function_tri

-indexl :int -index1 :int
- index2 : int - index2 : int
- alpha : int -index3 :int
- beta : int - alpha :int
- P1: Jacobi_polynomial(index1-1, - beta : int
alpha, beta) - P1: Jacobi_polynomial(index1-1,
- P2 : Jacobi_polynomial(index2-1, alpha, beta)
alpha, beta) - P2 : Jacobi_polynomial(index2-1,
- signature : string alpha, beta)
- P3: Jacobi_polynomial(index3-1,
alpha, beta)

+ Le_value(gsil: double, gsi2: double)
+ dLe_dgsil(gsil: double, gsi2: double)
+ dLe_dgsi2(gsil: double, gsi2: double)
+ getter and setter methods

- signature : string

+ Le_value(L1: double, L2: double)
+ dLe_dgsil(L1: double, L2: double)
+ dLe_dgsi2(L1: double, L2: double)
+ getter and setter methods

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.3.3 Garantia da continuidade global da aproximacao

Os enriquecimentos de alta ordem apresentados nas Sec¢oes 5.2.1, 5.2.2 e 5.2.3
apresentam continuidade C° automaticamente quando algumas restrigdes relativas a
orientacao dos eixos paramétricos e a numeragao local dos nds dos elementos finitos
sao atendidas, certas delas associadas a forma como os eles sao implementados. En-
tretanto, quando empregam-se algoritmos de geracao automatica de malha, situacao
em que as situagoes acima mencionadas nao sao necessariamente satisfeitas, é neces-
sario prever procedimentos adicionais para garantir conformidade da aproximacao de

maneira robusta. Eles sao delineados neste item.
5.3.3.1 Enriquecimentos para quadrilateros

No caso de elementos quadrilaterais, a base de aproximacao da Secao 3.3 é au-
tomaticamente continua em um lado quando os dois elementos aos quais ele pertence
tém os eixos paramétricos paralelos a ele apontando no mesmo sentido. Esse fato é

ilustrado na Figura 5.8a.

Figura 5.8: Dependéncia da continuidade global dos modos de aresta na orientagao dos eixos
paramétricos para elementos quadrilaterais. A numeragao dos nés é dada em preto, e a dos
elementos em vermelho.

G561, &) 03(€1,6) (1, 6) D5(67.63)

2
(a) Continuidade das fung¢des quando os eixos lo- (b) Descontinuidade das fun¢des quando os eixos
cais do lado apontam no mesmo sentido. locais do lado apontam em sentidos opostos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja a Figura 5.8b exemplifica uma situacao em que o oposto ocorre. Nela, tém-se
& = —¢2, de forma que as funcdes do n6 de alta ordem 6 para para os elementos 1 e 2,

sao, respectivamente:

SLED) = 11— )1+ EP(E), (5.29)
© 1
04(16) = ;1 - &)1+ )P (E)
! (5.30)
= ) - PR (g,
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Dessa forma, é necessario que o sinal da coordenada paramétrica no polindomio
de Jacobi seja trocado para garantir a igualdade das duas fung¢oes. Este objetivo pode
ser alcan¢ado modificando os enriquecimentos de alta ordem em um dos elementos
finitos, e.g. o elemento 2, de tal maneira que, com auxilio da Equacao 5.16, o novo

enriquecimento resulta:

¢6(§2):(1+52) aQﬁ?( 52)—9(52) a2’52( 52) (5.31)

onde a funcao ¢(£3) foi introduzida para facilitar a compreensio adiante.

Perceba-se que esta modificagao nao altera a associagao entre os enriquecimen-
tos e as componentes da PU convencionada anteriormente, de forma que a estrutura
do cddigo pode permanecer inalterada, sendo necessario modificar apenas (e muito
levemente) a implementacao dos enriquecimentos. As derivadas da funcao de forma

resultante, ¢%(£2,£2), também precisam ser modificadas. Pela regra da cadeia:

9 [&Z} _ 2 [wz : 153} 8902%

0&3 o0&t 733
9 [dgq} 0 [ ﬂ 88021/1 31/78 (5:32)
o6 |70 = g 172 V6] T pg Ve T g

onde se omitiram as coordenadas nas quais as fungoes sao avaliadas para aliviar a

notacao. As derivadas do enriquecimento sao dadas por

g

%) _

|,

8 (5.33)
O 2] prapn(ep) ot S

|, ol TR I ]

Estas expressoes sao praticamente idénticas aquelas dos enriquecimentos nao
modificados, a nao ser pelo fator de —1 na segunda parcela e nas expressoes envol-
vendo o polindmio de Jacobi. Assim, as Unicas altera¢des necessarias na implemen-
tacao sao identificar em quais elementos € necessario empregar a corre¢ao nos enri-
quecimentos e, quando este for o caso, adicionar os fatores negativos nos métodos res-
ponsaveis pela avaliacao das fungdes de forma e de suas derivadas. A primeira parte
do procedimento descrito é feita junto a gera¢ao dos nds de alta ordem, no algoritmo
fornecido no Apéndice A. Adicionalmente, as expressoes dos enriquecimentos modifi-

cados e de suas derivadas para todos os nos sao dadas no Apéndice B.
5.3.3.2 Enriquecimentos para triangulos

No caso dos enriquecimentos de aresta em elementos triangulares, dada sua im-

plementa¢ao no SCIEnCE, que considera a numeracao local dos nés em cada elemento
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finito para determinar a ordenacgao dos indices que os definem, a aproximacao global é
conforme quando as posi¢oes dos no6s de menor indice no lado considerado coincidem,

como esquematizado na Figura 5.9a.

Figura 5.9: Dependéncia da continuidade global dos modos de aresta na orientacao dos eixos
paramétricos para elementos triangulares. A numera¢ao dos nds é dada em preto, e a dos

elementos em vermelho.
o’ (Ly, Ly) ¢3°(L3, L3) o (L1, Ly) 03°(L3, L3

-
1 L? 3

(a) Continuidade das fun¢oes quando a numeragdo (b) Descontinuidade das fun¢des quando a nume-

local dos nés dos elementos coincide. racdo local dos nés dos elementos nao coincide.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para exemplificar o que ocorre em caso contrario, considere-se a Figura 5.9b, na
qual este item estara baseado. Para um ponto qualquer na aresta compartilhada pelos
elementos, tém-se L} = L% e Ll = L%. Entao, as func¢oes de forma do n6 de alta ordem

4 para os elementos 1 e 2 avaliadas em seu lado comum sao, respectivamente:

GRI(LYLY) = ALILY P (2L} — 1)PR3(2L) — 1), (5.34)

O7(L7,L3) = 4LT L3P, (217 — 1) P (2L5 — 1)

171 pa,B 1 a,B 1 (5'35)

Assim, uma situacgao similar a que ocorre em elementos quadrilaterais se veri-
fica, sendo, neste caso, necessario trocar as coordenadas nas quais os polinomios de
Jacobi sao avaliados - ou, equivalentemente, os indices p e ¢ entre eles. Introduz-se,
com auxilio da Equagao 5.18, um enriquecimento modificado, valido para o elemento
2:

WL, L3) = 2L3 Pyl (215 — 1) P (217 — 1)

X . (5.36)
= g(L3) P (203 — 1) P (203 — 1),

sendo a fungdo g(L3) introduzida por concisao.

Mais uma vez, é preciso determinar como as derivadas das fun¢oes de forma sao
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alteradas. Pela regra da cadeia:

i) [Q;pq} _ 0 [W ~pq] 015, O o

oz V] = gz o = gt e 53
0 ipq| 0 ~pq] _ I 7pq aqj]iq .
a—LgW —a—Lg[W (N TF AR TE R
sendo as coordenadas omitidas. As derivadas do enriquecimento sao, entao:
a,&iq 2 o8 2 quo:’ﬁl
OL2 = 29(L3) B2 (2L; — 1) d
YLy L, 2021
oYy’ dg | o
8_L42 =2 Pri(2L3 — 1) PR (2LF — 1) (5.38)
2 |1, L 211,
dpP .
+29(L3) —¢ PyA(2L7 - 1)
2L2-1

Portanto, da mesma maneira que para o quadrilatero, a continuidade global
da aproximacgao para elementos triangulares fica garantida por meio da identificagao
das arestas nas quais é preciso trocar as variaveis entre os polindmios, procedimento
descrito no Apéndice A, e de alteracdes pontuais nos métodos em que as fun¢oes de

forma e suas derivadas sao avaliadas, cujas expressoes sao fornecidas no Apéndice B.

Comentario 5.6 Para enriquecimentos de transi¢ao, a conformidade da aproximagao
é garantida sob as mesmas condi¢des que as mencionadas neste item. Neles, também
se preve o mesmo procedimento de troca de variaveis entre os polindmios quando a

ordem dos nos locais na aresta de transicao esta trocada.
5.3.3.3 Verificacao do procedimento proposto

Nesta secao, ideias inspiradas no que se conhece por patch test, ou teste do mo-
saico, serao aplicadas para mostrar a efetividade dos procedimentos de modificagao
das fun¢oes de forma propostos, bem como validar sua implementa¢ao no SCIEnCE.

O patch test foi introduzido por Irons (1966), e posteriormente mais bem de-
senvolvido em diversas referéncias, dentre as quais Zienkiewicz et al. (1986), Taylor
et al. (1986). Em sua forma original, ele verifica se um patch ou mosaico arbitrario de
elementos reproduz de maneira exata estados de deformacao constantes, impostos por
meio da aplicagao de condigoes de contorno. O teste verifica uma condigao necessaria
para convergéncia, e, como apontado por Taylor et al. (1986), pode ser estendido para
também se tornar uma condigao suficiente. Ele é principalmente usado na formulagao

de elementos finitos ditos incompativeis, onde as condi¢oes de compatibilidade sao
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violadas, mas de tal forma que ainda se obtém convergéncia'.

Ademais, o patch test permite também determinar a taxa de convergéncia assin-
totica de um dado elemento finito, e verificar a implementag¢ao computacional do MEF.
O altimo ponto é de maior interesse no presente momento, sendo o foco desta secao.

Da maneira como os enriquecimentos de alta ordem foram construidos, visando
reproduzir as func¢des de forma do MEF-ao, nao deve haver problema com relacao a
reproducao de modos de deformagao constante, pois os elementos que serviram como
base para seu desenvolvimento ja foram amplamente testados na literatura. Podem
existir erros, contudo, no procedimento de modificacao das fun¢des de forma proposto,
e em sua implementacao. Assim, esta secao se dedica a testar estes dois principais
pontos. Para tanto, a malha de elementos finitos da Figura 5.10 sera empregada. Nela,

a numeragao local dos nds e os eixos locais para os elementos quadrilaterais sao dados.

Figura 5.10: Malha adotada para o patch test. A numeragao local dos n6s é dada em preto, e a
dos elementos finitos em vermelho.

1.25
1.00 4 - =X o 3
U & 2|4 2
0.75 1 ac
o
J{ 2
0.50 S : 293 o 3
| o
0254 ¢ AN
2
2 1 5
0.001 4 11 - 2
_0-25 T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Perceba-se que todas as possiveis situacoes relativamente ao procedimento de
modificacao dos enriquecimentos sao contempladas com a malha escolhida: fungoes
entre quadrilateros precisam ser alteradas na aresta 1-2 do elemento 1, func¢oes entre
tridngulos precisam ser alteradas na aresta 1-2 do elemento 3 e fungdes entre triangu-
los e quadrilateros na aresta 2-3 do elemento 1.

Escolhe-se fixar o grau polinomial das aproximagoes como sendo P, = P, =
P = 3. Nenhuma condic¢ao de contorno de Dirichlet é imposta ao problema. Quatro
campos de tensao sao arbitrados:

ol =1 ol = 0; oty =0 (5.39)
oh = @; 03 = 0; 01y =0 (5.40)
on = —4r3 +1; o5y = 4a; 03y =0 (5.41)
Jfl = 8:10%; 032 = —24x%x2; Jig = 8x:15. (5.42)

'Perdendo-se, contudo, a monotonicidade garantida pelo uso de elementos compativeis (BATHE,
1996).
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Perceba-se que todos os campos de tensao satisfazem a Equagao 2.1, garantindo
o equilibrio do sdlido, e a condicao de compatibilidade, expressa por

V2(011 + 0'22) =0 (543)

neste caso. Os campos sao impostos no corpo por meio de condi¢oes de contorno de
Neumann. Consideraram-se situagoes em que as modificacoes propostas na Se¢ao 5.3.3
sao empregadas e situacoes em que elas nao sao. A energia de deformacgao para cada
caso é comparada a energia obtida analiticamente na Tabela 5.1. Adicionalmente, as
Figuras 5.11 a 5.14 mostram os campos de deslocamento na dire¢ao 1 para cada situa-
cao.

Tabela 5.1: Patch test - Energias de deformacao e erros relativos.

Com modificacoes Sem modificagoes
Caso Upx
U Erro U Erro
1,5 1,5 6,66 - 10715 1,5 6,66 - 10715
0,5 0,5 1,40-107% | 0,553 0,105

389,6 389,6 | 7,73-107"" | 390,93 | 3,42-107°
21162,04 | 21162,46 | 7,46-107° | 2124582 | 3,96 - 1073

Fonte: Elaborado pelo autor.

B W o =

Figura 5.11: Patch test - Deslocamentos na dire¢ao 1 para o caso de carregamento 1.

1.25 1.25

1.00 A 1.00

0.75 0.75 A

o o

0.50 ° 0.50 A °

0.25 0.25 A

0.00 A 0.00 A

-0.25 L— ; ; ; ; ; ——0.25 L— . . . . . ;
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
(a) Com modificacoes (b) Sem modificacoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5.12: Patch test - Deslocamentos na dire¢ao 1 para o caso de carregamento 2.

1.25 1.25

1.00 - ’ 1.00 1
0.75 0.75 A
0.50 0.50 -
0.25 0.25 A
0.00 A 0.00 A

-0.25 L— : : : : : — 025 L— . : : : : :
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
(a) Com modificacoes (b) Sem modificacdes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 5.13: Patch test - Deslocamentos na dire¢ao 1 para o caso de carregamento 3.

2.0 2.0
151 1.5
1.0 1 1.0 1
0.51 0.5 -
0.0 1 0.0 1
-0.5 -0.5 1
-1.0 +— . — —1.0 — : :

00 05 10 15 20 25 30
(a) Com modificagoes

00 05 10 15 20 25 3.0
(b) Sem modificacoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5.14: Patch test - Deslocamentos na direcao 1 para o caso de carregamento 4.

1.50 1.50

1.25 A 1.25 A
1.00 A 1.00 A1
0.75 A 0.75 1
0.50 A1 0.50 1
0.25 1 0.25 1
0.00 A1 0.00 1

-0.25 T T T —0.25 T T T

00 05 10 15 20 25 3.0
(a) Com modificacoes

00 05 10 15 20 25 3.0
(b) Sem modificacdes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Das figuras, percebe-se que o procedimento implementado é necessario, de fato,

para garantir a compatibilidade dos elementos, e que, pelo menos para os casos testa-

dos, sua implementagao parece correta. Além disso, da Tabela 5.1, é possivel notar

que, para a situacao com modifica¢des, os campos de deslocamento dos trés primeiros

casos sao reproduzidos exatamente. Este resultado ja era esperado pois nas trés pri-

meiras situagoes os deslocamentos sao polinomios de ordem menor ou igual a trés, ao

passo que no quarto termos quarticos ja sao envolvidos.
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Capitulo 6 | Aplicacoes - Problemas classicos

da elasticidade plana

O objetivo deste capitulo é apresentar dois exemplos de problemas de estados
planos classicos da elasticidade, onde a formulacao desenvolvida é aplicada, de ma-
neira a ilustrar a eficiéncia dos enriquecimentos de alta ordem na obtencao de eleva-
das taxas de convergéncia com bom controle do numero de condi¢ao do sistema de
equacgoOes pertinente a metodologia. Neste capitulo e nos demais exemplos de aplica-
cao no texto, unidades consistentes sao adotadas para todas as grandezas, nao sendo
explicitamente mencionadas no que segue.

Para tanto, sao adotadas como variaveis de interesse o erro relativo na norma
de energia e o numero de condicao escalonado. O ultimo deles ja foi descrito na Secao
3.7. Ja o erro relativo na norma de energia, e,, é definido como (SZABO; BABUSKA,
1991) a razao entre a norma de energia do erro no campo de deslocamentos e a norma

de energia exata do problema:

lell g
Cr = T, € = Ugx — Ugp, (61)
[upx| g
onde ugpx e ugr sao os deslocamentos exato e obtido numericamente.
Os autores destacam, ainda, que a norma de energia do erro pode ser calcu-
lada convenientemente a partir dos valores das energias de deformacgao exata e obtida

numericamente a partir de sua diferenca:
el = Upx — Usr, (6.2)

sendo esta a maneira empregada neste trabalho para calcula-la.

Neste momento, convém ainda mencionar um procedimento de resolugao de
sistemas lineares cuja matriz de coeficientes é positivo semi-definida, introduzido em
Strouboulis, Babuska e Copps (2000) e Duarte, Babuska e Oden (2000). Ele é pautado
na aplicacio de uma pequena perturbacio 4 matriz de rigidez escalonada, K, que se
torna positivo-definida, e é utilizada para resolver o sistema de equagoes do método,
cuja resposta ¢é iterativamente corrigida. O leitor interessado nos detalhes do procedi-
mento é referido aos artigos citados. Neste trabalho ele foi empregado em casos onde

condigoes de contorno essenciais nao sao aplicadas.
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6.1 Vigaengastada

O primeiro exemplo consiste em uma viga engastada, representada na Figura
6.1. A carga concentrada na extremidade da viga foi aplicada como um carregamento
parabolico distribuido em sua altura. As tensoes normais e de cisalhamento obtidas
pela teoria da elasticidade foram aplicadas na secao do engaste, constituindo carrega-

mento autoequilibrado. Nenhuma condi¢ao de contorno em deslocamento foi imposta.

lel
2c=1i|:%x o2 + Ezz
2

X1

: ]
EI = 10000 L=10
v=0,30

Figura 6.1: Viga engastada - Geometria

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sob essas condigoes, a solu¢cao do problema corresponde a solucao da elastici-
dade, pois perturbacdes devido a efeitos de borda nao se fazem presentes. Os campos
de tensoes e deformacgodes para o problema sao (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970):

3vPzix
o1 =0 fn = "Spst
_ _ 3Pxz ___3Pziz
O = — 55 = f2 = st (6.3)
_ _3pP y? _ _ 3P y?
‘712——$(1—c—2> 512——8—@0—0—2 :

Além disso, a energia de deformacao do problema, calculada com os dados geo-

meétricos e propriedades do material apresentados na Figura 6.1 é:
Upx = |[ugx||% = 0,20156. (6.4)

Nas analises numéricas, malhas uniformes de elementos quadrilaterais, como a
ilustrada na Figura 6.2a, e triangulares, como aquela da Figura 6.2b, foram emprega-
das. Nelas, os lados dos elementos finitos (os catetos para tridangulos) tém dimensao

= 1/2i, onde 7 é um indice inteiro associado ao grau de refinamento da malha. Fa-
zendo referéncia a figura, os ndés de cor branca nas arestas e faces dos elementos sao
os nos de alta ordem, e os de cor preta, situados nos vértices dos elementos, os nos

convencionais.

6.1.1 Refinoh

Nesta secao, os resultados de analises pautadas no uso de refino h sao apresenta-

dos. Os enriquecimentos de alta ordem sao comparados com enriquecimentos do tipo

Uma formulacgao de alta ordem para o MEFG



6.1 Viga engastada 93

Figura 6. 2' Viga engastada Malhas

(a) Elementos quadrllaterals

(b) Elementos trlangulares
Fonte: Elaborado pelo autor.
polinomial shifted, usuais em aplicagoes com o MEFG. Em ambos os casos, a aproxi-
magao final é de grau dois. Além das situagoes enriquecidas, consideraram-se também
solucoes obtidas usando elementos finitos isoparameétricos lineares e quadraticos. Em
todas as situacoes, o indice i, relativo a discretizacao da malha, variou de 0 a 4. Os
resultados em func¢ao do nimero de graus de liberdade sao apresentados a seguir.

Nas Figuras 6.3 e 6.4, a série de dados relativa ao numero de condigao escalo-
nado para o enriquecimento do tipo shifted foi omitida, pois os valores referentes a ela
resultaram muito superiores (da ordem de 10'®) que os das demais séries, fendmeno
caracteristicamente associado a utiliza¢ao destes enriquecimentos no MEFG.

Em termos de taxa de convergéncia, os valores obtidos foram os esperados teo-
ricamente (SZABO; BABUSKA, 1991): uma convergéncia da O(N~"?) no caso do MEF
linear e da O(N ') nas duas situag¢oes com enriquecimento e para o MEF quadratico.
Com relagao ao condicionamento matricial, o caso com enriquecimentos de alta ordem
apresentou uma taxa de crescimento da O(NV), assim como o MEF. Ambos tiveram de-
sempenhos muito superiores ao enriquecimento polinomial shifted.

Figura 6.3: Viga engastada - Erro relativo na norma de energia e nimero de condigao escalo-
nado - Refino h - Elementos quadrilaterais

MEF - P =1 —k MEF - P =2 —o— Shifted —&— AO —A—
100 E T T T T I T T TTITIT -1 oo r—(Tr\T\: 107 E T IR RERRI T T T TITIT T T T T TTrT r—(Tr\T\E
| 106 ? 4
1071 ¢ E f ]
| 1 10° E E
& 1n-2 | X B
v 107“F 14 = I
F 1 <« | 1
1 104 % A -
L 1 E 1
NG S
& 1 ] 10 B E
10—4 Al Lol il L1l 2 L N EREN] TR AN RN B R R ANt L1l
10! 102 10? 10* 10° 10! 102 10° 10% 10°
N N

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 6.4: Viga engastada - Erro relativo na norma de energia e nimero de condigao escalo-
nado - Refino h - Elementos triangulares

MEF-P=1 —k— MEF-P=2 —o Shifted —8— AO  —A—
100E T T HH[ T T T\HH[ T T WWHH[ T T THH; 1O7§ T T \HHW T II\HH[ T T WWHH[ T TT!HH;
[ h N 106 E E
10~ E 1 E F ]
| | . 10° E E
$ 1072} | & | el 1
& SRS I 1 1
: ] 10% £
1073 | B I 1
F ] 10% | E
1074 1l L LL\JLHL‘ 4l RN 102 1ol L LL\J\_HL‘ 4l Lo
10! 102 108 104 10° 10! 102 10° 10% 10°
N N

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.1.2 Refino p

Neste caso, o enriquecimento de alta ordem foi novamente comparado com o
enriquecimento shifted e com elementos finitos isoparamétricos de grau polinomial
crescente. O indice que indica o grau de refinamento da malha foi fixado como sendo
i = 1, e o grau polinomial maximo das aproximacoes variou de 1 a 3. Os graficos das
Figuras 6.5 e 6.6 resumem os valores do erro relativo na norma de energia e do naimero
de condicao escalonado em fungao do nimero de graus de liberdade.

Figura 6.5: Viga engastada - Erro relativo na norma de energia e nimero de condigao escalo-
nado - Refino p - Elementos quadrilaterais

109 T T T T T T
15 MEF —o—
10°° || Shifted ~ —=— )
10-3 |- , AO A
1015 - |
—6 |- |
10 —~ 1012 [ .
5 =<
1079 | A “ 9| B
10
10-12{ MEF  —e— . 10° - a
Shifted —8—
AO —A— 103 [ -
1 —15 T - T Il - Il ) | | | | .
10*  10**  10**  10*%  10**  10° 10°  10»*  10**  10*%  10**  10°
N N

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em termos de condicionamento matricial, novamente o enriquecimento de alta

ordem foi bastante superior ao enriquecimento shifted, mantendo um namero de con-
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Figura 6.6: Viga engastada - Erro relativo na norma de energia e nimero de condigao escalo-
nado - Refino p - Elementos triangulares

10° T T T T : .
s MEF —o—
10°° || Shifted ~ —&— §
10—3 [ - AO —A—
1015 [ -
—6 |- -
10 —~ 1012 [ N
& X
1079 | B “ 9l |
10
10-12|| MEF  —e— g 10° | 1
Shifted —=—
AO —A— 103 [ |
10-15 T T L I ) \ \ L \ r
102 1022 1024 1026 1028 10? 102 1022 1024 1026 1028 102
N N

Fonte: Elaborado pelo autor.

di¢ao quase constante. Ele foi também melhor que a solucao do MEF, que emprega
uma base lagrangiana, embora neste caso a diferenga seja menos pronunciada.
Ademais, como a solugao analitica do problema envolve polinémios ctabicos, o
refino p permite que os espacos de aproximagao das metodologias contenham o espago
de fungdes ao qual a solugao do problema pertence. Dessa maneira, os resultados para

aproximacoes cubicas sao exatos, a parte de erros de arredondamento.

6.2 Cilindro com pressao interna

O segundo exemplo foi pensado com o intuito de testar o Blending Function
Method. Ele se trata de um cilindro submetido a uma pressao interna. A Figura 6.7
ilustra a geometria do problema, os dados materiais e carregamento adotados. Na
figura, apenas um quarto do cilindro € apresentado, pois condi¢oes de simetria foram
consideradas.

A estrutura considerada possui solucao analitica pela teoria da elasticidade. Os
campos de tensao e deformacao, fornecidos por Timoshenko e Goodier (1970) como

solucao do problema, sao:

20, 2 r?p; 2
Opp = ﬁ (1 — 7“_S> Erpr = —E(Tgirf) (1 — UV — (1 + V)r_>

2p; 2 r2p; r2
e (1 + 72) R E(ﬂ—iﬂ) (1 —vH V)T_e) (6.5)
org =0 erg = 0.

Considerando os dados numéricos apresentados, sua energia de deformagao é:

Upx = ||upx|? = 0,7355316133. (6.6)
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Figura 6.7: Cilindro - Geometria

E = 21000
v =0,30

£ © JN.© JN © J © J © N © NN © N © N ¢ )

Q O 0 0O O O O O QO O

Fonte: Elaborado pelo autor.

As malhas de elementos finitos para analise do problema foram construidas de
tal maneira que o namero de elementos nos lados curvos é o dobro daquele nos lados
retos. O numero de elementos nas faces retas é de 20+, onde, novamente, i é um
indice inteiro caracterizando refinamento da malha.

Além de analises com diferentes malhas, consideraram-se também maneiras
distintas de interpolar a geometria dos elementos. Para elementos quadrilaterais fo-
ram utilizadas interpolacoes dos tipos ()4, Q9 e B4, e para elementos triangulares,
mapeamentos chamados de 73, 76 e B3. As interpolagoes 4, 9, T3 e T6 sao as ti-
picas do MEF isoparamétrico'. J4 as interpolacdes B4 e B3 sao relativas a elementos
quadrilaterais e triangulares com geometria descrita pelo Blending Function Method. A
Figura 6.8 ilustra malhas com os trés tipos de interpolagao.

Figura 6.8: Cilindro - Malhas com elementos quadrilaterais

(a) Interpolagao Q4 (b) Interpolagao Q9 (c) Interpolagdo B4

Fonte: Elaborado pelo autor.

'0s elementos com interpolacdes Q9 e 76 ndo sdo, contudo, isoparamétricos, pois as PUs adotadas
sao bilineares e lineares, respectivamente.
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Para os mapeamentos B4 e B3, as funcdes paramétricas que descrevem as ares-
tas curvas dos elementos, necessarias para interpolacao da geometria por meio das

Equacoes 3.18 e 3.21, foram:

E{(n;) = rcosf(n;) (6.7)
E3(n;) = rsen6(n), (6.8)
com: 1 1
0(n;) = 277] 01 + 277] 0, (6.9)
r=/at+yi =/23+ 13, (6.10)
onde:

O indice j deve ser entendido como identificando a numeracao local da aresta curva
global a ser mapeada, que varia em funcao do elemento finito para o qual o mapea-
mento é feito;

As coordenadas 7); sao dadas nas Figuras 3.6 e 3.7;

(x1,1) € (w2,y2) sdao as coordenadas dos nos inicial e final (segundo o sentido de cres-
cimento de 7;) da aresta parametrizada. ¢, e 6, sao seus angulos relativamente ao eixo
z, do sistema de coordenadas global.

Uma inspecao visual comparando as malhas da Figuras 6.8b e 6.8c nao eviden-
cia diferencas aparentes entre elas. Todavia, com a interpolagao )9, como apontam
Szabd, Duster e Rank (2004), descontinuidades se fazem presentes nas primeiras deri-
vadas em pontos de intersecao entre elementos distintos nas fronteiras curvas, intro-
duzindo concentracdes de tensao artificias.

Este fator, como sera mostrado adiante, impacta a convergéncia para elementos
com interpola(;éo de geometria nao exata. No artigo citado, os autores reportam, in-
clusive, a convergéncia da energia de deformagao do problema analisado por eles para
um valor incorreto e a divergéncia de uma das componentes de tensao no encontro
entre dois elementos quando um mapeamento nao exato é empregado. Os mesmos

comentarios sao validos para elementos triangulares.

6.2.1 Refinoh

No caso de refino h, enriquecimentos de alta ordem resultando em interpolagoes
quadraticas e cubicas foram empregados. Para cada um deles, andlises com os trés
tipos de interpolacao geométrica e com o indice ¢ variando de 1 a 5 foram realizadas.
Os graficos que seguem resumem os resultados obtidos, que sao comparados com os

encontrados utilizando o MEF isoparamétrico.
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Figura 6.9: Cilindro com pressao interna - Erro relativo na norma de energia e numero de
condigao escalonado - Refino h - Elementos quadrilaterais
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6.10: Cilindro com pressao interna - Erro relativo na norma de energia e nimero de
condigao escalonado - Refino h - Elementos triangulares
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Examinando as Figuras 6.9 e 6.10, é possivel perceber como a interpolagao ge-
omeétrica impacta na convergéncia da energia de deformacao. Para o caso de mapea-
mentos geométricos lineares, ambas as situagdes com enriquecimento resultaram com
ordens de convergéncia da O(N~"?), iguais & do MEF e sub6timas.

Ja os mapeamentos quadraticos foram suficientemente precisos para garantir
as situacoes enriquecidas uma convergéncia da O(N '), valor esperado teoricamente
para as aproximacgoes quadraticas, mas inferior ao ideal para as aproximagoes cubicas.

Os mapeamentos B4 e B3 foram os Gnicos capazes de, em ambas as situagoes de
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enriquecimento, conferir as ordens de convergéncia 6timas, O(N~1) e O(N~'?), para
aproximacgoes quadraticas e cubicas, respectivamente, descritas na literatura.

No que tange o condicionamento matricial, as curvas relativas aos trés tipos de
mapeamento da geometria ficaram sobrepostas e com ordem de crescimento igual a do
MEF para os dois graus de enriquecimento, evidenciando que a interpolagao geomé-

trica nao teve impacto no numero de condi¢ao do sistema de equacoes.

6.2.2 Refino p

Novamente os diferentes mapeamentos geométricos foram comparados, desta
vez mantendo a malha com indice i = 1 fixa e variando o grau polinomial da apro-
ximagao entre 1 e 6 para quadrilateros e entre 1 e 5 para tridngulos. Os resultados
obtidos sao apresentados nas Figuras 6.11 e 6.12, e comparados com aquele do MEF

com refino h.

Figura 6.11: Cilindro com pressao interna - Erro relativo na norma de energia e nimero de
condicao escalonado - Refino p - Elementos quadrilaterais
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dos resultados, percebe-se que a interpolacao nao exata da geometria, para
qualquer um dos casos com mapeamentos de elementos isoparamétricos, faz com que
a energia de deformacgao convirja para um valor diferente do esperado analiticamente,
ocasionando um patamar nas curvas relativas a sua convergeéncia.

Apenas para o mapeamento com o Blending Function Method o erro relativo na
norma de energia tende a zero. Neste caso, inclusive, a convergéncia parece ser expo-
nencial, como é esperado para refino p em problemas com solu¢ao suave.

Em termos do nimero de condigao, observa-se, a partir da analise dos graficos,
um comportamento muito similar ao do exemplo da viga engastada, onde o niamero
de condigao escalonado permanece praticamente constante com o aumento no namero

de graus de liberdade.
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Figura 6.12: Cilindro com pressao interna - Erro relativo na norma de energia e namero de
condigao escalonado - Refino p - Elementos triangulares
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Fonte: Elaborado pelo autor.

6.2.3 Enriquecimento nao uniforme

O MEFG permite empregar facilmente enriquecimentos de graus polinomiais
distintos em diferentes regides da malha. E de interesse que a formulagao de alta
ordem apresentada preserve essa caracteristica, possibilitando, dentre outras coisas, a
aplicacao direta de procedimentos p-adaptativos.

Assim, esta se¢ao se dedica a examinar o comportamento da solugao do cilindro
quando sua regiao interna é enriquecida com um grau polinomial mais elevado que a
externa. Esta configuragao foi baseada em resultados classicos de analises adaptativas
para este problema, apresentados, por exemplo, em Bento (2019), que apontam no
geral maiores erros na regiao proxima a aplicacao da pressao.

Trés situagoes distintas, dividindo o cilindro em 2, 3 e 4 zonas de enriqueci-
mento, foram avaliadas, e sao ilustradas na Figura 6.13, conjuntamente com o grau
polinomial em cada zona do dominio para elas. Empregou-se, assim como nas analises
com refino p, uma malha fixa com ¢ = 1, e aumentou-se o grau polinomial P em cada
caso até o primeiro valor que resultasse em um numero de graus de liberdade maior
que 2000. Apenas elementos quadrilaterais foram considerados. Os resultados obtidos
sao apresentados a seguir, comparados com aqueles relativos a uma analise com grau
polinomial uniforme no dominio.

Os graficos de convergéncia da Figura 6.14 mostram que os graus polinomiais
nao uniformes impactam inicialmente de maneira mais pronunciada os resultados,
mas, a partir do momento em que todos os elementos apresentam um grau polinomial
maior ou igual a dois, a forma caracteristica das curvas de convergéncia é recuperada.
E interessante notar que o caso com duas divisdes apresentou desempenho melhor
que o uniforme depois de um certo ponto, e aquele com trés se igualou a este ultimo

no final da analise. Além disso, do ponto de vista do condicionamento numeérico, o
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Figura 6.13: Graus de aproximagao nao uniformes para o exemplo do cilindro.

P P-1 P P-1 P-2 P P-1P-2P-3

(a) Duas divisoes (b) Trés divisoes (c) Quatro divisoes
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6.14: Cilindro com pressao interna - Erro relativo na norma de energia e namero de
condicao escalonado - Refino p ndo uniforme
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g ] 1032 | 1
102 E 5
1073 E EREo) 1031 |- = B & EHO N
Ny § 1 =
1074 E «
B ] 103 |- -
1077 ¢
1076 ? é 102,9 - -
10—7 L I ] | [
10? 103
N

Fonte: Elaborado pelo autor.

enriquecimento da malha de maneira nao uniforme nao influenciou nos resultados.
Nas configuragoes de enriquecimento consideradas, alguns elementos finitos
apresentam arestas com graus distintos, como destacado no Comentario 5.4. Esta si-
tuacao se assemelha a dos elementos ditos de mistura do MEFG, que ocorrem quando
apenas alguns noés dos elementos sao enriquecidos com uma dada funcao. Eles podem
causar uma diminui¢ao na ordem de convergéncia do método (FRIES, 2008; FRIES;
BELYTSCHKO, 2010), o que nao ocorre nesta situagao, como mostrado pela Figura
6.14. Além disso, neles podem ocorrer ondula¢des nos campos de tensoes, como ilus-
trado no trabalho de Lins (2015). Para verificar se o mesmo tipo de fendmeno acontece
no contexto dos enriquecimentos de alta ordem, os campos de tensao o;; correspon-
dendo a valores de erro na norma de energia entre 107" e 107° sdo apresentados na

Figura 6.15. Analisando-a, percebe-se que os campos de tensao sao praticamente idén-

Uma formulagao de alta ordem para o MEFG



102 Capitulo 6 Aplicac¢oes - Problemas classicos da elasticidade plana

ticos, de maneira que o fendmeno mencionado nao parece ocorrer na metodologia de-

senvolvida.

Figura 6.15: Tensao o1, para as diferentes situacgoes de enriquecimento do cilindro.

—10 00 -6.66 -3.33 0. 00 3.34 6. 67 10. 00 13.33 16.67

(a) Uniforme (b) Duas divisoes
) Trés divisdes (d) Quatro divisoes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Neste capitulo, aplica-se a metodologia desenvolvida no Capitulo 5 ao estudo
de cascas. Para tanto, serao considerados modelos matematicos ditos de alta ordem,
diferentes dos modelos classicos para este tipo de estrutura, baseados em hipoteses
cinematicas particulares.

Inicialmente, explica-se a ideia por tras dos modelos de alta ordem, e apresen-
tam-se algumas vantagens relativamente as formulagdes convencionais. Na sequéncia,
particularizam-se as expressoes pertinentes para o caso de arcos e cascas axissimétri-
cas, que serao o foco das aplicagoes neste trabalho. Por fim, apresentam-se exemplos
de aplicacao, cujos resultados serao comparados com alguns presentes na literatura e
com outros obtidos empregando-se elementos finitos de casca convencionais.

Embora se dé uma énfase inicial no desenvolvimento dos modelos hierarquicos,
os elementos finitos de casca desenvolvidos a partir deles sao exatamente os mesmos
apresentados no Capitulo 5, como sera mostrado adiante. A diferenca dos exemplos
deste capitulo, relativamente aos do Capitulo 6, reside apenas em seu enriquecimento
com graus polinomiais distintos nas dire¢oes transversal e longitudinal. Optou-se por
separar estes exemplos daqueles apenas por uma questao organizacional, de maneira
a abordar aspectos especificos a estruturas de casca, como a ligagao entre os elementos
desenvolvidos e as teorias de alta ordem que serao apresentadas e calculo de esforgos

internos generalizados, de forma isolada neste capitulo.

7.1 Modelos hierarquicos de casca

Em um contexto historico, o que motivou a formulacao dos modelos classicos
da teoria de placas e cascas, como o de Kirchhoff-Love e o de Reissner-Mindlin, foi a
constatacao de que o sistema de equagoes diferenciais da teoria da elasticidade tridi-
mensional é demasiadamente dificil de ser resolvido analiticamente, exceto em casos
muito especificos (SZABC); BABUSKA, 1991).

Como alternativa para a busca de solucao, surgiu a ideia de adotar hipodteses
simplificadoras que permitissem uma redugao dimensional. Nos modelos acima men-
cionados, por exemplo, despreza-se a tensao normal na dire¢ao perpendicular ao plano
médio da casca e assume-se que se¢oOes inicialmente planas e ortogonais a ele permane-
cem planas apos a deformacao. Adicionalmente, no modelo de Kirchhoff-Love, supoe-
se que esta ortogonalidade em relagao ao plano médio deformado se mantém.

Os modelos dimensionalmente reduzidos foram muito tuteis na solucao de va-

rios problemas classicos. Contudo, em situagdes nas quais o estado de tensoes na casca
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¢ predominantemente tridimensional, como em regides de encontro com enrijecedo-
res, por exemplo, os resultados obtidos com as teorias classicas de cascas resultantes de
simplificacdes dimensionais podem nao ser adequados (SZABO; SAHRMANN, 1988).

Tendo a discussao acima como motivagao, é possivel definir uma série de mo-
delos de alta ordem. Neles, é conveniente, definir os campos de deslocamento a partir
de uma decomposi¢ao multiplicativa diferenciando, as dire¢oes longitudinais e trans-

versal da casca:
n

u(énéods) = > u'(6n6) filks) (7.1)

=0
onde:

u é o vetor de deslocamentos;

n é o numero de termos considerados nas expressoes que definem os deslocamentos;
u’(&1,&) descreve os deslocamentos em fungao da posi¢ao no plano médio da casca;
fi(&3) descreve a variacao dos deslocamentos na direcao transversal a casca;

(£1,£2,€3) € um sistema de coordenadas curvilineo, ilustrado na Figura 7.1.

Figura 7.1: Sistema de coordenadas curvilineas de um elemento de casca

€y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os modelos apresentados sdo ditos de alta ordem pois as fun¢oes u'(£;,&2) e
fi(£3) sdo normalmente tomadas como polindmios de grau crescente. E importante
salientar que, até este ponto e em toda essa secao, a discussao apresentada trata de
modelos matematicos. Embora a Figura 7.1 pareca um elemento finito e esteja-se em-
pregando a mesma notagao para as coordenadas curvilineas na casca que a que foi uti-
lizada anteriormente para as coordenadas paramétricas dos elementos finitos, ainda
nao ha nenhum tipo de discretizacao feita neste estagio.

Usualmente costuma-se categorizar estruturas de casca em finas ou espessas,
a depender da razao entre raio médio e espessura que elas apresentam. Para o pri-
meiro grupo normalmente empregam-se modelos desprezando a deformagao por ci-
salhamento transversal, sendo comum sua consideracao para o segundo. Entretanto,

como mostrado em Szabo6 e Babuska (1991), a nogao de espessura, quando utilizada
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como balizador para a defini¢cao do tipo de modelo a ser adotado, nao pode ser pura-
mente geométrica. Deve-se levar em conta diversos aspectos, dentre os quais a natu-
reza dos resultados a serem obtidos e a regiao onde eles sao procurados. Um modelo
tipico de casca fina pode ser adequado para regides onde predomina o denominado re-
gime de membrana, mas nao em zonas proximas a vinculos, ou de descontinuidades de
carregamento ou espessura, onde predomina um regime mais complexo de esforgos.

Dessa forma, percebe-se que a escolha de um modelo em especifico deve ser
feita de uma maneira criteriosa, podendo nao ser evidente no inicio de uma analise e
variar em regioes distintas de uma mesma casca. Como forma de guiar tal escolha, é
possivel empregar uma sequéncia de modelos hierarquicos de casca. De maneira simi-
lar a definicao de bases de interpolacao hierarquicas, em uma sequéncia de modelos
hierarquicos os modelos anteriores estao contidos nos modelos subsequentes. Neste
caso, emprega-se sempre a mesma formulacao generalizada e a mesma relagao consti-
tutiva em todos os modelos. Adicionalmente, eles devem verificar duas propriedades
importantes (BABUéKA; SZABO; ACTIS, 1992):

* Para qualquer um dos modelos da sequéncia, a solugao converge para a mesma
da teoria da elasticidade tridimensional no limite quando a espessura da casca

tende a zero:
Upy — Ugx

lim LI} (7.2)

h—0 Hug’Q)

H (3D) _ |, (MH]i)

[

com a taxa de convergéncia aumentando com ¢ quando a solugao € suave.

* Para uma espessura fixada, a solugao converge para a mesma da teoria da elas-
ticidade no limite quando o indice do modelo na sequéncia hierarquica tende a
infinito:

lim Hug)l?) — ug\éH”)

= 0. (7.3)

1—>00

‘E(Q)

Nas equagoes acima:

i denota o indice referente ao i-ésimo modelo da sequéncia hierarquica;

ug’)l?) e u%f'i) sao, respectivamente, a solugao exata do modelo tridimensional da elas-
ticidade e a solugao exata do i-ésimo modelo hierarquico de casca;

h é a espessura da casca.

Um altimo comentario pertinente de ser feito diz respeito a eficiéncia desse tipo
de formulacao relativamente ao namero de graus de liberdade total no modelo. Como
ilustrado em Diister, Broker e Rank (2001), embora aproximacoes de alta ordem sejam
empregadas, é possivel prever adequadamente o comportamento estrutural com apro-
ximadamente o mesmo nimero de graus de liberdade de modelos que adotam uma

formulacao dimensionalmente reduzida, com a vantagem de considerar de maneira
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mais adequada o estado tridimensional de tensoes.

7.2 Aproximacao por elementos finitos

Nesta secao, aproximagoes hierarquicas por elementos finitos dos modelos de
alta ordem introduzidos serao apresentadas. Elas sao baseadas no que é desenvolvido
em Szabd e Sahrmann (1988). Como sera mostrado, a teoria da Se¢ao 7.1 é de inte-
gracao quase que imediata com os elementos finitos de alta ordem ja desenvolvidos.
A discussao sera particularizada para o caso de cascas axissimétricas, que podem ser
estudadas de um ponto de vista bidimensional, situagao para a qual o SCIEnCE ¢ adap-
tado. Adicionalmente, considera-se também o caso de arcos, de equacionamento muito
similar. A diferenca entre os dois sera explicada na Secao 7.2.2.

Neste ponto, julga-se interessante frisar as diferengas entre sequéncias de mo-
delos hierarquicos e espagos de aproximagao hierarquicos. A discussao ¢ baseada em
Actis, Szabo e Schwab (1999). Por modelos hierarquicos, entende-se uma sequéncia
de modelos matematicos que, no limite, converge para um modelo final. Na situagao
considerada neste capitulo, o modelo final é o da elasticidade. Quando a discretizagao
de um destes modelos é feita usando uma sequéncia de espagos de aproximagao com
a propriedade de que um dado espaco na sequéncia contém o anterior, falam-se em

espacos de aproximacao hierarquicos.

7.2.1 Aproximacao dos deslocamentos

Em estruturas de casca ha tipicamente duas possibilidades para aproximar os
deslocamentos: podem-se discretizar diretamente suas componentes cartesianas ou
componentes segundo um sistema de coordenadas curvilineo na casca, tomado como
sendo aquele das coordenadas paramétricas para o caso dos elementos finitos. Szabo
e Sahrmann (1988) destacam que a primeira abordagem é a empregada classicamente,
por permitir solugoes analiticas em algumas situacoes de mapeamento. A segunda,
contudo, é mais adequada a implementag¢ao computacional, dado que facilita a impo-
sicao de condigoes de continuidade em elementos mapeados de maneiras distintas.

Nos desenvolvimentos que seguem, as componentes cartesianas serdo as inter-
poladas. A formulagao dos elementos de casca se baseia naquela apresentado em Szabd
e Sahrmann (1988). O espaco de aproximacao escolhido é o espago de polindmios
Shub (QD), ilustrado na Figura 3.5a. Perceba-se que o espago adotado é exatamente
o mesmo escolhido na defini¢ao do elemento quadrilateral da Secao 3.3, dado pelo
produto tensorial de dois espacos de aproximagao unidimensionais.

Assim, a base de aproximagao pautada em polinomios de Jacobi apresentada
pode ser utilizada diretamente neste caso, sendo obtida dos enriquecimentos de alta

ordem desenvolvidos no contexto deste trabalho. Os modelos de casca apresentados se
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diferenciam daqueles da referéncia citada neste ponto, pois nela a base de aproximagao
€ pautada em polinomios de Legendre.

Diferentemente do que foi feito nos exemplos do Capitulo 6, contudo, os graus
polinomiais P, e P, usualmente sao tomados com valores distintos nos elementos de
casca, e tém, de fato, interpretagoes diferentes. O grau P, ligado a interpolacao no sen-
tido longitudinal do elemento, indica uma discretizagao especifica em uma sequéncia
hierarquica de discretizagoes através de refino p. Ja o grau P, que dita como ocorre a
variacao dos deslocamentos na direcao transversal da casca, esta associado um modelo
de casca de alta ordem fixado em uma dada teoria hierarquica.

Para ilustrar esta afirmagao, considere-se uma aproximagao por elementos fini-
tos com P, = 3 e P, = 1. Nela, além das funcoes de forma bilineares do MEF, havera
quatro fungoes de alta ordem de aresta. Utilizando a Equacao 5.28, a aproximagao

para os deslocamentos em um elemento finito fica definida por:

WM EFG—ao(§1,62) = ZWa §1,62)Ca0 + Z‘Pﬁ §1.62) Zwﬁ £1,62) Cﬁp

+ 9(£1,82) ZZ%qu(fl;&)Cé;q (7.4)

p=1 ¢=1

4
Z (&1,62)cio + Z ¢5(&1,62) C5p + Z ¢7(61.62) C7p7

com as expressoes das func¢oes de forma reproduzidas por conveniéncia a seguir, com

os termos dependentes de ; e &, agrupados:

p66) = (1~ E)(1-8), eala) = 5(1+E)(1- )
p5(61.62) = 1( Lre)(1+6), pilens) = 1<1—51><1+52>
e &) = S0 -E)1-&), 66 &) = (1 -EAE)1 - &)
&) = H1-E)1+8), d68) = (1 -EAE)+&)

(7.5)

Entao, inserindo as expressoes da Equacao 7.5 na Equacao 7.4 e realizando al-

gumas manipula¢oes algébricas, esta tltima pode ser reescrita:

UNEFG-a0(£1,E2) = Wy ra-ao(§1) fo(&2) + Uhrppa_ao(€1) f1(&2), (7.6)

com fo(&2) =1, f1(§2) = & e

(1 =&)(cio+ ca0) + (1 4+ &) (ca0 + €30)

A

u(])WEFG—ao(Sl) =
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+5- (e + o) + 30 - DRENE + b (7)

Uy pra-ao(&1) = = | (1= &) (€0 — €10) + (1 4 &1)(€s0 — €20)

R

+%(1 - 53)(0‘741 - 0,541) + %(1 - g)Pl(fl)(C?z - 01542)} . (7.8)

Caso o grau P, fosse aumentado, novas fung¢oes do tipo f;(&;), com i > 1, seriam
inseridas na descri¢ao dos deslocamentos da casca. Ja com um aumento do grau I, as
Equacgoes 7.7 e 7.8 seriam aumentadas com a adi¢ao de mais parcelas. Perceba-se que
os parametros incognitos da aproximacao numérica estao todos agrupados nelas.

Desta forma, o modelo matematico exato, pertencente a uma sequéncia hierar-

quica de modelos, implicito na escolha do grau P, é aquele dado por:

u(é1,8) = (&) fo(&) +u' (&) f1(&), (7.9)

onde as fung¢oes u’(&;) e u'(&;) sao aproximadas por U, pra_uo(&1) € Wiy pra—_ao(€1), em
um procedimento de discretizacao dependente do grau P;.

~ . U . . . ~ =0
Entéo, a discretizacao bidimensional, cujo espaco de aproximagao S™:72(0

) é
caracterizado pelos graus P, e P, pode ser interpretada como a escolha de um modelo
matematico mediante selecao do grau %, seguida de uma discretizagao unidimensio-

nal determinada pelo grau P;.

7.2.2 Forma do PTV

A partir das aproximagoes construidas para os deslocamentos, podem-se estu-
dar arcos e cascas axissimétricas. No caso dos arcos, verifica-se a ocorréncia de EPT ou
EPD, sendo os problemas naturalmente caracterizados como planos. Quando eles tém
espessura constante na direcao fora do plano, as formas bilinear e linear da elastici-
dade plana, dadas nas Equacgoes 2.7 e 2.8, podem ser aplicadas diretamente.

Ja para o caso de cascas axissimétricas, componentes de tensao e deformacgao
na direcao circunferencial se verificam, de forma que nem o campo de tensdes nem o
de deformagdes sao planos. Entretanto, devido a simetria presente, as grandezas de
interesse sao independentes da coordenada angular, relativa a rotagcoes em torno do
eixo de simetria, de maneira que o problema pode ser encarado como plano. Neste
caso, as integrais definindo as formas bilinear e linear precisam ser modificadas para
levar em conta o volume delimitado por um dngulo de um radiano', como ilustrado na
Figura 7.2.

Considere-se o mapeamento T : (r,x9,0) — (1,22,73), que leva as duas coorde-

!Também é corriqueiro considerar um volume equivalente a um setor de 27 radianos, o que s6 adici-
onaria um fator de 27 nas expressdes apresentadas.
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Figura 7.2: Volume de referéncia para analises axissimétricas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

nadas definidas no plano destacado na Figura 7.2 e o angulo da secao considerada ao

espaco tridimensional:
T(r,x9,0) = 7 cosfe; + xaes + 1 sen feg, (7.10)

com e; para i = 1,2,3 denotando os versores canonicos da base cartesiana.

O jacobiano da transformacgao de coordenadas é dado por:

cos@ 0 —rsend
0o 1 0 |=r (7.11)

senfd 0 7 cos f

a(l'l,I'Q,fB?,) o

(r,x2,0)

Com isso, e considerando que os campos de tensao e deformacao nao sao fungao

da coordenada angular, a expressao para a forma bilinear se torna:
B(u,du) = / u) : () dV

/ / e(6u)rdAdf (7.12)

_/Q o) : e(0u)r dA

De maneira similar, a forma linear é redefinida como:

.F(u):/b-éurde—/ t-durdrl. (7.13)
0

o

Além disso, as coordenadas paramétricas do elemento finito bidimensional de-
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vem ser mapeadas para aquelas da secao angular destacada. Assim como no Capitulo
3, elas serao descritas pelo Blending Function Method. Para tanto, e nos desenvolvimen-
tos futuros a partir deste ponto, a coordenada r sera denotada por z;. Adicionalmente,
a direcao 3 indicara a diregao circunferencial da casca.

As relacoes deformacao-deslocamento e tensao-deformacao também sao altera-
das. Neste caso, elas nao sao de facil sintetizacao em notacao tensorial intrinseca, de
maneira que serao apresentadas em formato matricial seguindo a notagao de Voigt.

Para a relagao deformacgao-deslocamento:

€11 8;; 0
€99 0 0 Ui
e=Bu= =1, % : (7.14)
€12 dzs Oz Ug
£33 L 0

onde as derivadas na matriz B podem ser transformadas para derivadas relativas as

coordenadas paramétricas por meio do jacobiano do mapeamento geométrico adotado,
0(£1,€2)

o(z1,22) "

Ja a relacao constitutiva se torna:

011 1 A A €11
Al A
oc=Ce= |"%| = c2 (7.15)
012 0 0 2[1, 0 €12
033 A XA O 1 £33

7.2.3 Esforcos internos generalizados

Nas cascas, as principais grandezas de interesse pratico do ponto de vista de
aplicacoes em Engenharia sao os esfor¢os internos generalizados. Em elementos fi-
nitos classicos estas grandezas sao de obtencao imediata, pois se relacionam com as
componentes de deformacgoes generalizadas utilizadas em sua formulagao por meio
das relagoes constitutivas empregadas nos elementos'.

Ja nos elementos apresentados, como os deslocamentos sao tomados como va-
riaveis primarias da analise e se emprega a lei constitutiva da elasticidade linear -
potencialmente modificada para levar em conta o comportamento axissimétrico -, os
esforgos internos precisam ser obtidos por meio da integracao das componentes de ten-
sao na secao da casca. Esta secao se dedica a apresentar o procedimento utilizado para
tanto.

Considere-se a Figura 7.3, onde uma secao transversal de interesse é destacada

em um elemento de casca. Supde-se que ela passa pelos pontos x(§1,1) e x(&, —1). Um

1Que, por sua vez, derivam das hipéteses cinematicas adotadas em cada caso.

Uma formulacgao de alta ordem para o MEFG



7.2 Aproximacgao por elementos finitos 111

Figura 7.3: Grandezas auxiliares e convengao de sinais para o calculo dos esforgos internos nas
cascas

/)X(fl, 1)
m
n
=
S
Esforgos internos
positivos:
x(&1,-1)

F12

My,

L2

L.

vetor tangencial a ela pode ser obtido a partir destes pontos, e um vetor normal de sua

Fonte: Elaborado pelo autor.

rotacao de 90° no sentido horario:

(z1(&1,1) = 21(&, — 1)) er + (22(61,1) — 22(&1, — 1)) €2 (7.16)

M s}
N = (22(61,1) — 22(&1, — 1)) @1 — (21(&1,1) — 21(&1, — 1)) €2 (7.17)

Eles sao entao normalizadas, encontrando-se n = N/|n| e m = M/|m|.. Na sequén-
cia, com as componentes planas do tensor das tensoes de Cauchy, agrupadas em & por

conveniéncia, o vetor de tra¢des no plano para a secao S pode ser calculado:
t=0o n (7.18)

Ele pode ser decomposto em parcelas normal e tangencial a secao com auxilio

dos vetores n e m:

th=t-m, (7.19)
=t m. (7.20)

Com isso, e com a componente de tensao fora do plano do elemento, o33, 0s

esforcos internos ficam determinados como:

Fip = /htndF, (7.21)
Fpy = /httdl“, (7.22)
Fyg = /haggdr, (7.23)
My, = /h |lr|| t,, sinal (&) d T, (7.24)
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M3 = / ||lr|| o35 sinal (&) d T, (7.25)
h

com

r=x(&,8) - x(6ul) +2X(£1’ — 1).

As convengoes adotadas foram de que as forcas sao positivas quando: sao de

(7.26)

tragao para o caso de Fy; e Fj3, e aponta na direcao de & positivo para o caso de Fi,.
Ja os momentos M;; e Ms3 sao positivos quando tracionam as fibras de coordenada &;

positiva.

7.3 Exemplos de aplicacao

Nesta secao, alguns exemplos de aplicacao dos elementos de casca apresentados
serao estudados. Em todos eles, nao se conhece a resposta analitica pela teoria da elas-
ticidade, de maneira que, para utilizar a Equagao 6.2 com a finalidade de determinar
o erro na norma de energia, serd necessario estimar a energia de deformacao exata da
estrutura de alguma forma.

O procedimento adotado consiste naquele descrito por Szabd e Babuska (1991).
Para aplica-lo, é necessario uma sequéncia de discretizagoes de graus polinomiais P—2,
P —1e P, tais que Sp_y C Sp_1 C Sp, condigao claramente satisfeita dada a estrutura
hierarquica dos espagos de aproximacao adotados. Com elas, a energia de deformacao

pode ser estimada a partir de

(7.27)

Up —Upx  _ (up_1 - uEX)Q
Up_1 —Upx Up_2 —Ugx 7

onde
log Np_1

_ Np
= n Npo (7.28)
08 Np_o

sendo:

Ugx a energia de deformagao exata procurada;

U; a energia de deformacao obtida numericamente para o ¢-ésimo modelo; e
N; o nimero de graus de liberdade nele.

Quatro exemplos serao abordados:
* Um arco engastado de espessura constante;
* Um arco engastado de espessura variavel;
* Uma casca conectada a um anel de borda semi-engastado;

* Uma casca conectada a um sistema anel-parede;
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7.3.1 Arco de espessura constante

O exemplo estudado nesta segao foi retirado de Szab6 e Sahrmann (1988). Ele
consiste de um arco cuja linha média é um setor circular, ilustrado na Figura 7.4 con-
juntamente com seus parametros materiais, condi¢oes de contorno e carregamento
aplicado. As tensoes 01, mostradas na figura sao distribuidas parabolicamente, e tém
resultante unitaria. A razao entre raio médio e espessura é "m/n = 14,5, de maneira que
a estrutura é caracterizada como moderadamente espessa.

Figura 7.4: Arco de espessura constante - Geometria, parametros materiais, condigoes de con-
torno e carregamento.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Consideraram-se trés elementos finitos na diregao longitudinal para discretiza-
¢ao do dominio, assim como no material de referéncia. Modelos de arco com grau de
interpolacao na espessura, P, igual a 1, 2 e 3 foram analisados, e serao denotados por
(p,1), (p,2) e (p,3), respectivamente. O indice p, que caracteriza o grau polinomial na
direcao longitudinal, variou entre 3 e P, = 8.

Adicionalmente, um modelo com graus polinomiais variando igualmente nas
duas diregoes, (p,p), correspondendo a uma situacao onde a estrutura é analisada com
os elementos finitos tradicionais da elasticidade, € também considerado. A partir deste

modelo, para os indices p = 6,7, 8, a energia de deformagao da estrutura foi estimada:
Upx = |[upx |’ ~ 1,466596476. (7.29)

Os resultados sao apresentados na Figura 7.5, comparados, no caso dos grafi-
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Figura 7.5: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Arco de es-
pessura constante. Os valores marcados como referéncia foram extraidos de Szab6 e Sahrmann
(1988).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

cos de convergeéncia, a valores de referéncia, extraidos de Szab6 e Sahrmann (1988).
Percebe-se que, para os modelos de arco, os resultados concordam de maneira prati-
camente exata com os apresentados pela referéncia. O mesmo nao ocorre no modelo
(p,p), relativo a uma solucao pela elasticidade. Este fendmeno se explica pois no artigo
citado os autores empregam o software PROBE (SZABO, 1985), cujo espaco de aproxi-
magao para os elementos finitos é Sp(ﬁm), diferente do espaco Sp’p(ﬁm), utilizado nos
elementos finitos apresentados neste trabalho. Nesta situagao, o espaco S”’p(ﬁm) se
mostrou mais eficiente.

Com relacao aos distintos modelos de arco, percebe-se que os caracterizados pe-
los indices (p,1) e (p,2) nao foram eficientes em reproduzir a solucao da elasticidade.
Isto ocorre pois, para estes graus de interpolacao na espessura, a representacao das ten-
soes de cisalhamento é pobre. Vale notar que a utilizacao dos modelos hierarquicos,
possibilitada pelos elementos finitos apresentados, é crucial para determinar a ocor-
réncia deste fendmeno. Caso um tnico modelo com grau polinomial 1 ou 2 fosse ado-
tado para estudar a estrutura, os resultados pareceriam convergir rapidamente para
um valor de energia que nao corresponde aquele da elasticidade, sem que se houvesse
ideia disto.

As taxas de convergéncia médias para os modelos (p,3) e (p,p) sao O(N~2) e
O(N~7), respectivamente, sendo O(N~!) e O(N~%7) quando avaliadas apenas no
trecho final das curvas. O numero de condi¢ao escalonado permanece praticamente

constante durante a analise, mantendo a caracteristica usual do MEF-ao.
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7.3.2 Arco de espessura variavel

Mais uma vez, o exemplo estudado reproduz um analisado por Szabd e Sahr-
mann (1988). Ele é ilustrado na Figura 7.4, conjuntamente com seus parametros mate-
riais, condi¢oes de contorno e carregamento aplicado, sendo definido por dois setores
circulares de diferentes raios. O carregamento aplicado é tal que a distribui¢ao das
tensoes 012 mostradas na figura é parabdlica, e de resultante unitaria. A razao entre
raio e espessura varia entre 7/n = 15 e 7/» = 4,6, aproximadamente, de forma que o arco
€ espesso em sua base.

Figura 7.6: Arco de espessura variavel - Geometria, parametros materiais, condi¢oes de con-
torno e carregamento.

0126
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A discretizagao do dominio é a mesma do exemplo anterior, com trés elementos
finitos na direc¢ao longitudinal. Desta vez, o grau de interpolacao na espessura, P,, va-
riou entre 1 e 4. O indice p, que caracteriza o grau polinomial na dire¢ao longitudinal,
permaneceu no mesmo intervalo, variando entre 3 e P, = 8. O modelo da elasticidade
também é considerado, e a energia de deformacao estimada a partir das altimas trés
analises com ele é:

Upx = |[upx || ~ 3,817865233. (7.30)

A Figura 7.7 apresenta os resultados de erro na norma de energia e numero de
condicao escalonado obtidos. Mais uma vez, os resultados dos modelos de arco obtidos
sao muito proximos aqueles tomados como referéncia, validando os elementos finitos

implementados. Os modelos (p,1) e (p,2) continuam a fornecer resultados nao repre-
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Figura 7.7: Erro relativo na norma de energia e niumero de condigao escalonado - Arco de
espessura variavel. Os valores marcados como referéncia foram extraidos de Szab6 e Sahrmann
(1988).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

sentativos da elasticidade, devido a ma representagao das tensoes de cisalhamento. Ja
os modelos (p,3) e (p,4) foram ambos mais eficientes que a solu¢ao via elementos da
elasticidade, com o altimo deles parecendo apresentar vantagens ao final da analise,
relativamente ao primeiro.

As taxas de convergéncia para os modelos (p,3), (p,4) e (p,p) foram O(N~2%),
O(N—32)e O(N~18), em valores médios e O(N~987), O(N~15) e O(N~!), considerando
apenas o trecho final da andlise. Mais uma vez, o sistema de equagdes do método

permaneceu estavel numericamente.

7.3.3 Casca de Szabo e Babuska

Como destacado no titulo da segao, a casca estudada neste exemplo foi reti-
rada de Szab6 e Babuska (1991). Ela é representada na Figura 7.8, conjuntamente
com suas propriedades materiais, carregamento e condi¢des de contorno. O carrega-
mento aplicado é normal ao plano médio da casca, e foi igualmente repartido entre
suas faces superior e inferior. A razao entre o raio médio e a espessura é ™/n = 389,5,
caracterizando-a como fina. FEla sera estudada tanto associada ao anel de borda apre-
sentado na figura quanto como considerada engastada em sua extremidade. Em am-
bos os casos, os modelos (p,1), (p,2) e (p,3) serdo comparados com o modelo (p,p), com
1<p< P =8

7.3.3.1 Situacao engastada

Neste caso, a casca é discretizada com trés elementos finitos longitudinalmente.

A energia de deformacao exata estimada a partir dos trés altimos modelos da elastici-
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Figura 7.8: Casca axissimétrica de Szabd e Babuska - Geometria, parametros materiais, condi-
¢Oes de contorno e carregamento.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

dade é
Upx = |[upx | ~ 452,2593774. (7.31)

Com ela, calculam-se os erros na norma de energia, apresentados, conjunta-
mente com o namero de condi¢ao escalonado, na Figura 7.10. Neste exemplo em es-
pecifico, compararam-se os resultados obtidos pelos elementos finitos apresentados
neste texto com aqueles disponiveis no software ADINA (ADINA, 2022). Ele se trata
de um pacote comercial de elementos finitos, sendo seus elementos de casca axissimé-
trica, apresentados em detalhes em Bathe (1996), baseados em uma interpolacao mista
e tensoes e deformagdes. O modelo feito no ADINA ¢ dado na Figura 7.9. Foi consi-
derada uma situacao de refino h, em que a casca foi repartida em 12 - 2! elementos
finitos,com i =1,...,6.

Figura 7.9: Casca de Szab6 e Babuska engastada - Modelo no ADINA

Fonte: Elaborado pelo autor.

Devido a alta razao entre o raio médio e a espessura da casca, espera-se intuitiva-

mente que os modelos de baixa ordem apresentem um bom desempenho, expectativa
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esta confirmada pelos graficos de convergéncia. Para esta situacao, os niveis de erro
atingidos pelos trés modelos de casca foram praticamente os mesmos do modelo da
elasticidade, sendo possivel notar uma diferenca entre os modelos (p,1) e (p,2) e 0 mo-
delo (p,3) apenas no ultimo grau polinomial de analise. A compara¢ao com o ADINA
revela que os elementos finitos adotados por ele atingem um nivel de erro inicialmente
mais baixo que aquele apresentado pelos modelos hierarquicos, mas que sua conver-
géncia é bem inferior a deles, de forma que os elementos apresentados neste trabalho
os ultrapassam ao final da analise.

O comportamento do numero de condigao foi levemente diferente do verificado
nas demais analises, provavelmente devido a razao de aspecto dos elementos finitos.
Todavia, ele parece se estabilizar em um patamar, de tal forma que a solugao perma-
nece numericamente estavel.

Figura 7.10: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Casca de
Szabo e Babuska engastada.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ainda devido ao fato da casca ser fina, julga-se que as equagoes da teoria de
cascas que se apoia na hipotese de Kirchhoff-Love sejam uma boa fonte de comparagao
para os esforgos internos. Eles sao dadas detalhadamente no Apéndice C. A Figura 7.11
compara os diagramas obtidos através delas com aqueles fornecidos pelo SCIEnCE
para o modelo (8,3), adaptando apenas o sinal de alguns esfor¢os de acordo com as
convencgoes adotadas.

Das figuras, percebe-se que os diagramas obtidos concordam de maneira quase
exata com aqueles calculados analiticamente. Esta afirmativa s6 é falsa para o caso
do momento Ms3, que € nulo devido a hipoteses simplificadoras adotadas para deter-
minagao das expressoes para os esforgos. Isto ocorre devido ao coeficiente de Poisson

nulo neste exemplo.
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Figura 7.11: Casca de Szabod e Babuska - Situagao engastada - Esforcos solicitantes. Os valores
maximo e minimo sao dados. A linha azul representa os resultados do SCIEnCE, e a laranja os
valores de referéncia.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

7.3.3.2 Situagao enrijecida

Para esta situagao de analise, mantém-se os trés elementos da casca, e discretiza-
se o anel em dois elementos, tal como apresentado na Figura 7.12. Como hd um
elemento triangular na malha, o enriquecimento neste caso foi feito de maneira nao
uniforme, limitando-se o grau polinomial da aproximacao nele a 5. A energia de de-

formacao exata estimada a partir dos trés altimos modelos da elasticidade é

Upx = |lupx]} ~ 1001,503786. (7.32)

Analisando os graficos dados na Figura 7.13, percebe-se que qualitativamente

o comportamento das curvas de convergéncia é muito parecido com a situagao en-
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Figura 7.12: Casca de Szabo e Babuska enrijecida - Malha para o anel.

/'

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 7.13: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Casca de
Szabé e Babuska enrijecida.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

gastada. Apesar da presenca do enrijecedor, os modelos com baixo grau de interpola-
¢ao na espessura continuam representando o comportamento da casca adequadamente
neste caso. Este fato pode estar ligado a rigidez do enrijecedor e a condi¢ao de semi-
engastamento em sua base, que se assemelha de certa forma ao comportamento do
engaste quando o anel é desprezado. Adicionalmente, assim como no caso anterior, o
numero de condigao cresce inicialmente até se estabilizar proximo ao final da analise.

O comportamento da estrutura, contudo, é bem mais flexivel, como pode ser
observado ao se comparar a energia de deformacao estimada para este caso com aquela
do caso anterior. E interessante verificar qual o efeito desta flexibilizacdo nos esforgos

internos. Os valores obtidos pelo SCIEnCE sao dados na Figura 7.14.
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Figura 7.14: Casca de Szab6 e Babuska - Situagao enrijecida - Esforgos solicitantes. Os valores
maximo e minimo sao dados.

Fyy Fi

—114.01

T T T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 100 500 600 0 100 200 300 100 500 600

(a) (b)

I";: ~”H

246.34

T T T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 100 500 600 0 100 200 300 100 500 600

(c) (d)

650 1 -4.13

T T T T T T T
0 100 200 300 100 500 600
(e)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dos diagramas apresentados, percebe-se que a presenga do anel enrijecedor al-
tera significativamente os esforcos observados na casca, de maneira que nao seria ade-
quado empregar aqueles obtidos na analise da situacao engastada. Destaca-se que,
embora hajam procedimentos analiticos permitindo considerar a influéncia do anel de
maneira aproximada, como os apresentados em Billington (1982), eles sao restritos a
cascas finas de geometrias e condi¢Oes de carregamento especificas.

Esta constatacao reitera a importancia da consideracao do anel em analises nu-
meéricas. Com os elementos apresentados, ele foi incorporado no modelo de maneira
simples e sem nenhum tipo de procedimento adicional, situagdo que nao ocorreria
com elementos de casca baseados em reducao dimensional e apresentando graus de
liberdade de rotacao. Este comentario é mais pertinente ainda na analise de cascas
tridimensionais gerais, caso nao abordado neste texto mas de interesse pratico, cujo

tratamento a partir da extensao dos elementos apresentados deve ser direto.
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7.3.4 Casca de Billington

O ultimo exemplo de aplicacao deste capitulo consiste em um sistema casca-
anel-parede, e foi retirado de Billington (1982). Ele é apresentado na Figura 7.15, com
suas propriedades materiais, carregamento e condigoes de contorno. O carregamento
considerado é apenas o peso proprio da casca. A razao entre seu raio médio e sua
espessura € "m/n, = 284,25, caracterizando-a como fina.

Figura 7.15: Casca axissimétrica de Billington - Geometria, parametros materiais, condigoes
de contorno e carregamento.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Trés situagoes distintas serao consideradas: apenas a casca engastada, o sistema
casca-anel com o anel simplesmente apoiado e o sistema casca-anel-parede com a pa-
rede engastada em sua base. Em todas elas, o modelo (p,p) é comparado aos modelos
de casca (p,1), (p,2) e (p,3),com 1 < p < P, =8.

7.3.4.1 Situacao engastada

Para este exemplo, trés malhas, com 3, 20 e 100 elementos na dire¢ao longitudi-
nal da casca sao adotadas. A energia de deformagao, calculada a partir dos trés altimos

modelos da elasticidade para a situagao com maior numero de elementos, é
Upx = |upx | ~ 7,163049537 - 107°. (7.33)

Ela permite determinar os erros na norma de energia, dados na Figura 7.17, com os
numeros de condi¢ao escalonados encontrados, para cada um dos numeros de divisdes.
Assim como no exemplo anterior, os resultados para esta situagao serao comparados
com aqueles provenientes do ADINA, para situa¢des de analise com 12-2'~! elementos
finitos, sendo i =1,...,6. O modelo no software é dado na Figura 7.16.

Dos graficos de convergéncia, percebe-se que, embora a casca seja classificada
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Figura 7.16: Casca de Billington engastada - Modelo no ADINA

Fonte: Elaborado pelo autor.

como fina, o modelo (p,1) parece estagnar em todas as situagdes de analise. O fato
da razao raio/espessura ser menor para este exemplo que aquela da Secao 7.3.3 deve
ter influéncia neste resultado, assim como o coeficiente de Poisson nao nulo. Segundo
Szabd e Sahrmann (1988), neste tipo de situagao termos oscilatorios na solucao da elas-
ticidade sao excitados na regiao proxima ao engaste, causando o que se conhece como
Boundary Layer Effect, fendmeno prejudicial a convergéncia. Ele pode ser melhor con-
trolado adicionando-se um elemento de comprimento reduzido, préximo a espessura
da casca, na regiao do engaste.

Esta limitacao, contudo, parece ser contornada, pelo menos para as situagoes
com 3 e 20 divisoes, pelos modelos (p,2) e (p,3). No caso da malha com 100 elemen-
tos, os dois primeiros modelos tém sua convergéncia impactada, e o terceiro também
parece comecar a estagnar ao final da analise. Esta situacao se explica pois para este
caso a razao de aspecto dos elementos é muito proxima da unidade. Desta forma, eles
deixam de ser alongados na direcao longitudinal, perdendo, de certa maneira, a carac-
teristica tipica de elementos de casca. Assim, este exemplo evidencia que, embora se
verifique uma diminuic¢ao nos valores absolutos de erro ao se passar da situagao com 20
elementos para aquela com 100, na pratica a razao entre as dimensoes dos elementos
deve ser limitada para que eles funcionem como elementos de casca.

Com relagao aos modelos do ADINA, percebe-se novamente que o nivel de erro
inicialmente apresentado por eles é mais baixos que aquele dos modelos de alta or-
dem, permanecendo desta maneira em toda a analise para a situagao com 3 elementos.
Nos demais casos, todavia, seus elementos sao ultrapassados pelos apresentados neste
texto.

Relativamente ao nimero de condi¢ao, o mesmo aspecto qualitativo que aquele
observado na Secao 7.3.3 se verifica para este exemplo, com a diferenca que, para a

malha mais refinada, o nimero de condi¢ao volta a crescer no final da analise.
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Figura 7.17: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Casca de
Billington - Situagao engastada.
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(c) 100 divisoes
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Novamente comparam-se os esfor¢os internos obtidos neste exemplo para o mo-
delo (8,3) e 20 elementos com aqueles provenientes da teoria classica de cascas, que sao
dados diretamente por Billington (1982). Os diagramas sao apresentados na Figura
7.18.

Figura 7.18: Casca de Billington - Situacao engastada - Esforcos solicitantes. Os valores ma-
ximo e minimo sao dados. A linha azul representa os resultados do SCIEnCE, e a laranja os
valores de referéncia.

0.01

(c) (d)

90 4

0.02

0 10 20 30 10 50

(e)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Mais uma vez, a concordancia com os resultados analiticos é muito boa, vali-
dando o que foi implementado. As maiores diferengas entre os resultados foram para

o momento Mss.
7.3.4.2 Situacao casca-anel

Novamente os casos de analise com malhas de 3, 20 e 100 elementos foram
estudados. A malha adotada para o anel no caso com 3 elementos é apresentada na
Figura 7.19a, e aquela nos casos com 20 e 100 elementos é mostrada na Figura 7.19b. A

condicao de contorno aplicada neste caso corresponde a um apoio do primeiro género
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no no localizado no meio da face inferior do anel na Figura 7.19a.

Figura 7.19: Casca de Billington - Situagao casca-anel - Malhas para o anel.

(a) 3 divisoes (b) 20 e 100 divisoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando ha elementos triangulares na malha seu grau polinomial é limitado a

5. A energia de deformacao estimada é
Upx = |[upx |’ ~ 6,316789285 - 1074, (7.34)

e os resultados sao dados na Figura 7.20.

Para esta situagao de analise, mais uma vez o modelo (p,1) nao foi adequado,
tendo suas curvas de convergéncia sempre tendendo a estagnar. Adicionalmente, para
o modelo com apenas 3 divisoes, todas as curvas parecem atingir um limite de con-
vergéncia ao final da analise. Neste caso, infere-se que o fendmeno ocorre por causa
da malha pouco refinada do anel, associada a alta concentracao de tensoes que se ve-
rifica devido ao apoio do primeiro género. Este foi o motivo da malha do anel ter sido
modificada nos demais casos de analise.

Nesta situagao, nao houve estagnagao dos modelos de casca para a situagao com
100 elementos, fendmeno provavelmente ligado ao fato de que os niveis de erro para
ela sao maiores, dada a presenca do anel. Neste caso, de maneira mais pronunciada
que no anterior, o niumero de condicao cresceu para o modelo com 100 elementos. A
maior taxa de crescimento, todavia, foi da O(N%3°) aproximadamente, bem menor que
a do MEF.

Os diagramas de esforcos encontrados para esta situacao sao apresentados na
Figura 7.21, comparados com os dados por Billington (1982). Novamente, a concor-

dancia dos valores é muito boa.
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Figura 7.20: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Casca de
Billington - Situagao casca-anel.

(p,p) —o— (p,1) —&— (p.2) —&— (p,3) ——
1007 T L N N B T T T T T TTT] 1077 T L N T T T T T T T1]
I ] I ]
- - - -
I 1 I 1
%)
& —1 6
S 107t 1 2 108 .
I 1 « I ]
I 4 I 4
S B S B
I h I h
1072 1 I R R B R A B i B T N N B A1 105 L N R R i I R N R B
10! 102 10° 10* 102 103
N N
(a) 3 divisoes
1007 T L N N B T T T T T TTT] 107 T T T T T T T T T T T T T
I ]
I B 10678 I~ ~
b
106,6 - -
~—~
) - \E/
i 1064 | -
]
) 106,2 - i
h
106 L N xqu‘ i I R N N B
104 102 103 10*
N
(b) 20 divisoes
100; T T T T T T T T T r‘r‘rrﬁ: 107 L e e T T T T — T T T
[ ]
- -
= 1
. .
106;8 [~ —
- 4
—1
10 f j oo
t j g 10 il I —
- -
s | | =
I - (KQ
100,4 - B
-2
107 | e
[ ]
. -
[ i 106,2 - -
. -
1073 Lol IR N ] 106 Lol 1ol N R
10? 103 10* 10° 102 103 104 10°
N N

(c) 100 divisoes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 7.21: Casca de Billington - Situagao casca-anel - Esforcos solicitantes Os valores maximo
e minimo sao dados. A linha azul representa os resultados do SCIEnCE, e a laranja os valores
de referéncia.

1.00

—0.21

T T T T T T
0 10 20 30 10 50
(e)

Fonte: Elaborado pelo autor.

7.3.4.3 Situacao casca-anel-parede

Para esta situagao, tanto a casca quanto a parede sao discretizadas com 3, 20 e
100 elementos. As malhas escolhidas para o anel sao ilustradas na Figura 7.22. Nelas,
elementos triangulares tém seu grau de aproximacao limitado a 5. Estima-se a energia

de deformacao a partir dos modelos da elasticidade como
Upx = |upx |’ ~ 4,099577881 - 1074, (7.35)

Os resultados sao apresentados na Figura 7.23, e sao muito similares aos da
situagdo casca-anel. Mais uma vez, o modelo (p,1), que pela pratica corrente de analise
seria adequado dada a razao raio/espessura da casca, nao reproduz adequadamente a
solucao da elasticidade. Isto chama atencao novamente ao fato de que a escolha de um

modelo de casca especifico nao pode ser feita a priori.
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Figura 7.22: Casca de Billington - Situagao casca-anel-parede - Malhas para o anel.

(a) 3 divisoes (b) 20 e 100 divisoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Também neste caso, a malha utilizada inicialmente no anel parece prejudicar os
resultados, e os modelos (p,2) e (p,3) se mostraram efetivos em reproduzir aquele da
elasticidade. No geral, em todos os casos apresentados, o modelo (p,3) atingiu bons
resultados, sendo o mais proximo de uma recomendagao geral que se pode chegar a
partir das analises feitas. Adicionalmente, o condicionamento numérico do sistema de
equagoes permanece muito bom.

Os diagramas de esforcos obtidos sao comparados com os dados por Billington
(1982) na Figura 7.24.
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Figura 7.23: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Casca de
Billington - Situagao casca-anel-parede.
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(c) 100 divisoes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 7.24: Casca de Billington - Situagao casca-anel-parede - Esforcos solicitantes Os valores
maximo e minimo sao dados. A linha azul representa os resultados do SCIEnCE, e a laranja os
valores de referéncia.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Capitulo 8 | Aplicacoes - Mecanica da fratura

A mecanica da fratura elastico linear € um dominio classico de estudo onde o
MEFG apresenta vantagens. Com a possibilidade de inserir enriquecimentos desconti-
nuos no espaco de aproximacao do método, uma fissura pode se propagar pelo dominio
sem a necessidade de remalhamento. Além disso, os enriquecimentos singulares ja dis-
cutidos permitem melhorar a eficiéncia do método, resultando em um procedimento
adequado para esta classe de problemas.

Todavia, para obter taxas de convergéncia superiores a linear, é necessario me-
lhorar também a representacao da parcela suave da solu¢ao (SANCHEZ-RIVADENEIRA;
DUARTE, 2019). Nesse sentido, este capitulo pretende estudar o desempenho das fun-
¢oes de alta ordem desenvolvidas quando associadas a enriquecimentos nao polinomi-
ais. Adicionalmente, apresenta-se também um novo tipo de enriquecimento desconti-
nuo, que inclui parcelas de alta ordem a func¢ao de Heaviside, e permite a aplicagao de

refino p aos problemas da mecanica da fratura.

8.1 Enriquecimentos descontinuos de alta ordem

Como sera mostrado numericamente na Segao 8.2, para que procedimentos de
refino p sejam eficientes quando aplicados conjuntamente com fung¢oes de Heaviside, é
preciso adicionar parcelas de alta ordem a elas, de maneira a permitir uma melhor re-
presentacao da linha da fissura com o aumento do grau polinomial da solu¢ao quando
uma malha fixa é empregada.

Para tanto, seria possivel introduzir enriquecimentos de Heaviside de alta or-
dem da mesma maneira que com os termos lineares da Equacao 4.24. Essa estratégia,
contudo, tende a gerar sistemas mal condicionados, como sera apresentado na Segao
8.2.2.

Levando isso em consideracao, uma maneira alternativa de definir as funcoes
procuradas é proposta neste trabalho. A ideia principal atras de sua concepgao é to-
mar proveito das funcoes de forma do MEF-ao. Dessa forma, enriquecimentos descon-
tinuos de alta ordem podem ser definidos como o produto de fun¢des de Heaviside

convencionais pelos enriquecimentos de alta ordem’:

Mk (x) = H(x)¥E (&) = H(X)pa(&) P (&)
(X)VE(&) = H(x)p2(&) P (&) (8.1)

'Neste capitulo, apenas elementos quadrilaterais serdo considerados.

X
<
(oS
X

I
X
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Mk (x) = H(x)UE (&) = H(x)ei (&) P (&)
Hpd(x) = H(x)0i(&) = H(x)p1(&) P (&),

Hapbt(x) = H) U (E1.62) = H(x)2(6)pa(&) P (1) o2 (&). (8.2)

Os enriquecimentos da Equacao 8.1 sao definidos localmente, como aqueles da
Equacao 5.16, de maneira que o mesmo comentario sobre a construgao de enrique-
cimentos “globais” feito no item referente a eles também ¢ valido neste. Seu efeito é
ilustrado na Figura 8.1, onde o Painel apresentado é discretizado com uma malha gros-
seira, permitindo visualizar bem o efeito dos enriquecimentos. A Figura 8.1a mostra
um caso em que a malha é enriquecida apenas com fungoes de alta ordem e Heaviside
convencionais, com adi¢ao dos enriquecimentos de Heaviside de alta ordem na Figura
8.1b.

Figura 8.1: Influéncia dos enriquecimentos de Heaviside de alta ordem na representacao da
linha da fissura.

(a) Enriquecimentos de Heaviside e alta (b) Enriquecimentos de Heaviside, alta
ordem ordem e Heaviside de alta ordem

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a adigao dessas funcgoes, o espaco de aproximac¢ao do MEFG-ao é ampliado:

SMEFG-a0 = Suer ® Senr ® Sar ® Srace ® "Sar © *Srace, (8.3)
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com
ng
S 4 = {c 0= Y w0 S Muntel, Ml e R?}, (8.4)
BELE p=1
e n. n.
HS pacs — {c )= Y eSS e, e e R?}, (8.5)
v€Ir p=1 ¢=1
onde:
H

¥}(x) sdo os enriquecimentos de Heaviside de alta ordem aplicados no n6 de aresta

3

H@bgq(x) sao enriquecimentos de Heaviside de alta ordem aplicados no n6 de face 7.

Comentario 8.1 Como os enriquecimentos descontinuos de face sao nulos nas fron-
teiras dos elementos finitos, eles nao permitem que a fissura atravesse elementos, de
maneira que é preciso combina-los com fun¢oes de Heaviside convencionais. Esta ca-
racteristica também permite que eles sejam condensados estaticamente, em conjunto
com as fungoes de alta ordem de face, segundo o procedimento apresentado na Segao

3.6.2, ajudando a prevenir o mal condicionamento inerente as fun¢oes de Heaviside.

8.2 Exemplo de aplicacao

O exemplo desta se¢ao consiste em um painel com fissura de borda, apresentado

na Figura 8.2. O dominio do problema e a linha da fissura sao dados por

Q= {x=(21,22) : —0.5 < 2; <0.5,i =12}, (8.6)

[.={x=(x1,229): —0.5 <27 <0.0,25 = 0}. (8.7)

Assume-se estado plano de deformacoes, e as tragoes aplicadas no bordo do
dominio correspondem ao primeiro termo da expansao assintética do Modo I de fissu-
ragao. Nenhuma condi¢ao de contorno de Dirichlet é aplicada. As expressoes para o
estado de tensoes no painel fissurado correspondendo ao primeiro termo da expansao
assintotica sao (KANNINEN; POPELAR, 1985):

B KI 0 50 K[[ .0 y 50

o (r,0) = o (3 cos + cos ?) Nore: (731n§ + sin 5 ) ; (8.8)
K 0 50 Ko g .50

o2(r,0) = P (5 cos 3 — €os ?) + NoTT ( sm 5 + sin ?) ) (8.9)
K .0 . 50 Ko 0 50

012(7“,9) = o (— s1n§ —+ sin 7) + \/% <3 cos§ + cos 5 ) ) (8.10)

onde K e K/ sao os fatores de intensidade de tensao para os modos I e Il de fissuracao,
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Figura 8.2: Painel - Geometria
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Fonte: Elaborado pelo autor.

respectivamente. Adotam-se K; = v/2m, K;; = 0. Com elas, é possivel determinar de

maneira exata o valor da energia de deformacao da estrutura, reproduzido a seguir:
Upx = |lupx]y, = 0,01489521362 (8.11)

Malhas uniformes de elementos quadrilaterais com lados de comprimento i =
1/2i+1 ou h = 1/(2i+14+1) sdo adotadas, sendo referidas como malhas pares e impares,
respectivamente, e ilustradas na Figura 8.3. No que segue, duas estratégias para re-
presentar a descontinuidade introduzida pela fissura no campo de deslocamentos sao

consideradas:

* Na primeira, a linha da trinca coincide com lados de elementos. Usa-se um es-
quema de nds duplos, no qual os elementos de um lado e de outro da fissura
nao compartilha os nos situados nela. Assim, a fissura consegue ser reproduzida
sem a necessidade de enriquecimentos descontinuos. Neste caso, apenas malhas

pares, tais que nos coincidem com a linha da fissura, sao possiveis;

* Na segunda estratégia, funcoes de Heaviside sao utilizadas para representar a
trinca. Neste caso, tanto malhas pares quanto impares sao consideradas. Como
no caso anterior, quando se usam malhas pares, a linha da fissura coincide com
arestas de elementos, mas nesta situagao o esquema de nds duplos nao é ado-
tado. Ja as malhas impares sao tais que os elementos sao cortados na metade pela

fissura.
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Figura 8.3: Painel - Diferentes tipos de malhas adotadas

o o o o o
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o o o o o

(a) Malhas pares (b) Malhas impares

Fonte: Elaborado pelo autor.

8.2.1 Fissura mediante estratégia de nos duplos

Este exemplo foi pensado de maneira a estudar o comportamento combinado de
enriquecimentos singulares e de alta ordem, sem considerar, a priori, a influéncia dos
enriquecimentos descontinuos.

Assim, as analises presentadas nesta secao devem ser capazes de guiar a ma-
neira (em termos de zonas enriquecidas) de combina-los de tal forma a se obter uma
boa taxa de convergéncia, associada a um baixo valor do SCN. Em todos os graficos
apresentados nesta secao e na Secao 8.2.2, uma série de dados relativa a analises fei-
tas com o MEF considerando elementos quadraticos triangulares com nds em lados
ao redor da ponta da fissura deslocados para um quarto do comprimento do lado, foi
incluida como referéncia. Os resultados sao representados por uma linha com um

marcador de asterisco, —.
8.2.1.1 Refinoh

Nas analises conduzidas, o grau polinomial da solu¢ao é mantido constante,
igual a P = 2 ou P = 3, enquanto o tamanho dos elementos diminui. Para tanto, o
indice i, controlando a discretizacao da malha, variou entre 0 e 4. Situa¢Oes em que
enriquecimentos de alta ordem sozinhos ou combinados com enriquecimentos singu-
lares aplicados em uma regiao de raio Rg = 0,25 na Equagao 4.21, foram consideradas.
Os resultados obtidos sao reproduzidos na Figura 8.4.

Percebe-se que o enriquecimento de alta ordem apenas nao é suficiente para
melhorar a ordem de convergéncia dos resultados, permanecendo esta da O(N~"4), a
mesma associada ao MEF convencional, quando ele é aplicado isoladamente. Quando
enriquecimentos singulares sao aplicados, todavia, a taxa convergéncia melhora dras-
ticamente, atingindo os valores esperados de acordo com o grau polinomial da parcela

suave da solucdo, i.e. das O(N~') e O(N~15) solugdes quadréticas e cubicas, respecti-
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Figura 8.4: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Painel com
nos duplos - Refino h
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Fonte: Elaborado pelo autor.
vamente.

Em contrapartida, em se tratando do condicionamento matricial, os enriqueci-
mentos de Oden e Duarte afetam negativamente o resultado final, resultando em taxas
de crescimento da O(N3*%) e da O(N*®), muito superiores a taxa observada anteri-
ormente a sua aplicacdo, da O(N). Isso evidencia que ocorrem quase dependéncias
lineares entre as fun¢oes singulares e demais fungoes integrando o espago de aproxi-
macao do método.

A Figura 8.5 apresenta as tensoes equivalentes de von Mises para situagoes com
e sem enriquecimento singular. Analisando-a e o valor maximo da tensao obtido em
cada uma das situacdes, percebe-se que os enriquecimentos de Oden e Duarte melho-
ram drasticamente a representacao do estado singular de tensoes esperado na ponta

da fissura.
8.2.1.2 Refino p

Para analises com refino p, as estratégias geométrica e topoldgica se confun-
dem, pois a malha permanece a mesma. Assim, a descri¢ao das diferentes zonas de
enriquecimento adotadas neste caso sera feita com base em entidades que dependem
da malha, por se considerar que isto facilita o entendimento do que foi feito.

Neste caso, malhas com ¢ = 1 e i = 2 foram adotadas, enquanto o grau polino-
mial da aproximacao variou de 1 a 6. Com relacao a combinacao de enriquecimentos

singulares e de alta ordem, trés situacoes foram consideradas:

* Caso Ly ¢/ AO: a malha toda é enriquecida com func¢des de alta ordem, e enri-

quecimentos singulares sao aplicados apenas no né na ponta da fissura;

e Caso L; ¢/ AO: a malha toda é enriquecida com fungoes de alta ordem, e enri-
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Figura 8.5: Tensao equivalente de von Mises para diferentes enriquecimentos

(a) Enriquecimento AO - 0% = 16,93 (b) Enriquecimentos AO e OD - o4 = 889,29

Fonte: Elaborado pelo autor.

quecimentos singulares sao aplicados aos nds pertencentes a primeira camada de
elementos ao redor da ponta da fissura, como na Figura 4.3b, com a diferenca de

que neste caso a malha é fixa;

* Caso L; s/ AO: toda a malha, exceto a primeira camada de elementos ao redor da
ponta da fissura', onde enriquecimentos singulares sdo aplicados, é enriquecida

com funcoes de alta ordem.

Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 8.6. Os graficos mostram que
quando enriquecimentos de alta ordem nao foram aplicados na regidao das fungoes
singulares a convergéncia estagnou. Para os outros casos, contudo, altas taxas de con-
vergéncia foram observadas: O(N~1%) quando apenas o né da ponta da fissura foi
enriquecido com fungdes singulares e O(N~'%) quando os nds da primeira camada
de elementos o foram. Este ultimo caso, entretanto, resultou em uma taxa de conver-
géncia média do namero de condi¢ao da O(N*?), muito maior que aquela do MEF. O
mesmo nao aconteceu no caso Ly ¢/ AO, para o qual as taxas de convergéncia médias
foram da O(N%3%) e da O(N®'5) para malhas com i = 1 e i = 2, respectivamente.

Estes resultados mostram mais uma vez que, quando enriquecimentos de alta

ordem e singulares sao aplicados conjuntamente, o condicionamento numérico do mé-

'Perceba-se que isso ndo implica que enriquecimentos AO néo se fazem presentes em nenhum dos
nos de alta ordem destes elementos. Eles sao aplicados em suas arestas externas, para garantir a conti-
nuidade global da aproximagao.
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Figura 8.6: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Painel com
nos duplos - Refino p
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Fonte: Elaborado pelo autor.

todo se deteriora. Portanto, sua regiao de intersecao deve ser restrita a um minimo, de
maneira a controlar o numero de condigao, o que acontece nos casos Ly ¢/ AO. Com re-
lagao a eficiéncia, a malha menos refinada produziu resultados melhores, alcangando
valores de erro mais baixos do que a malha mais refinada para um mesmo numero de
graus de liberdade. Este efeito pode ser explicado ao se notar que no primeiro caso a
area de influéncia dos enriquecimentos singulares é maior, pois os elementos também
0 sao. Mesmo com esta restricao nas zonas de enriquecimento, as altas taxas de conver-
géncia obtidas com bom condicionamento matricial fazem da estratégia apresentada

uma solucado atraente para o problema, como fica evidente da comparagao com o MEF.

8.2.2 Fissura mediante enriquecimentos de Heaviside

Nesta secao, a descontinuidade no campo de deslocamentos introduzida pela
fissura é representada através de enriquecimentos de Heaviside. Neste caso, o MEFGE
precisou ser aplicado para controlar o condicionamento do sistema de equagoes.

Diferentes estratégias relativamente aos tipos de enriquecimento utilizados, bem

como suas zonas de aplicacao foram consideradas:

* Caso H: fungoes de alta ordem sao aplicados na malha toda, e enriquecimentos
descontinuos convencionais, caracterizados pelo vetor de enriquecimentos no-
dais apresentado na Equagao 4.29, sao empregados nos nés do conjunto definido

na Equacgao 4.27. Fungodes singulares convencionais sao adotadas.;

* Caso H,: enriquecimentos descontinuos convencionais e lineares, dados no vetor
de enriquecimentos nodais da Equagao 4.30, sao utilizados na regiao dada pela

Equacao 4.27. Elementos cujos nos sao enriquecidos com funcoes de Heaviside

Uma formulacgao de alta ordem para o MEFG



8.2 Exemplo de aplicacao 141

permanecem sem funcdes de alta ordem, exceto nas arestas onde eles sao necessa-

rios para garantir continuidade. Empregam-se fun¢oes singulares convencionais;

* Caso H - ID: o interpolante descontinuo é aplicado nos enriquecimentos singula-
res. A definicao dos enriquecimentos descontinuos é aquela do vetor da Equacao
4.29, mas sua zona de aplicagao agora € definida pela Equacgao 4.28. Novamente,
os elementos cujos nds apresentam fungoes singulares nao sao dotados de enri-

quecimentos de alta ordem, a nao ser os necessarios para continuidade global.

Figura 8.7: Painel com Heaviside - Estratégias de enriquecimento em malhas pares. A linha
vermelha tracejada indica as regioes onde enriquecimentos de alta ordem nao sao aplicados.

(a) Caso H (b) Caso H. (c) Caso H -ID

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 8.8: Painel com Heaviside - Estratégias de enriquecimento em malhas impares. A linha
vermelha tracejada indica as regioes onde enriquecimentos de alta ordem nao sao aplicados.
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(a) Caso H (b) Caso H. (c) CasoH -ID

Fonte: Elaborado pelo autor.

Cada uma das situagoes acima esta esquematizada na Figura 8.7 para malhas
pares e na Figura 8.8 para malhas impares. As configuracoes dos enriquecimentos
foram concebidas depois de alguns testes numeéricos feitos para avaliar o condiciona-
mento do sistema de equagoes do método.

Quando enriquecimentos de alta ordem foram aplicados na malha toda e asso-
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ciados com fungdes de Heaviside lineares, o NCE resultou maior que 10'® para todos
os casos de analise com grau polinomial maior que um. Como esse fendmeno nao se
verifica quando enriquecimentos descontinuos lineares e singulares sao aplicados em
simultaneo, nem foi observado na Secao 8.2.1, quando fung¢oes de alta ordem e sin-
gulares foram conjuntamente empregadas, infere-se que o problema ocorre devido a
interacao entre enriquecimentos de alta ordem e descontinuos. Essa conclusao moti-

vou a restri¢ao das zonas de enriquecimento.
8.2.2.1 Refinoh

O parametro controlando a discretizagao da malha variou entre 0 e 4, enquanto
o grau polinomial dos enriquecimentos de alta ordem permaneceu constante, e tal que
uma aproximacao quadratica da parcela suave dos deslocamentos foi obtida. O raio da
regiao enriquecida com fung¢oes de Oden e Duarte foi, novamente, Rg = 0,25 na Equa-
cao 4.21. Os resultados obtidos para cada caso de andlise anteriormente explicitado
sao dadas nas Figuras 8.9 e 8.10. Nelas, as series de dados de legenda H* — I D fazem
referéncia a se¢ao 8.2.3, e seus resultados so serao comentados posteriormente.

Figura 8.9: Erro relativo na norma de energia e numero de condic¢ao escalonado - Painel com
Heaviside - Refino h - Malhas pares
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os graficos na Figura 8.9, relativos a malhas pares, mostram que os trés casos
resultam em taxas de convergéncia mais elevadas que aquela da solugao de referéncia
com o MEF: O(N~%%) para enriquecimentos de Heaviside convencionais e com suas
parcelas lineares aplicados com fungoes singulares tradicionais, e aproximadamente
O(N~%8) quando enriquecimentos de Oden e Duarte descontinuamente interpolados
sao empregados.

Essa melhoria, contudo, vem atrelada a maiores taxas de crescimento do n-

mero de condi¢ao para os dois primeiros casos mencionados. Para o altimo caso, en-
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Figura 8.10: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Painel com
Heaviside - Refino h - Malhas impares

H —o He —o H-TD & 2D o ‘
10“E — — ——T 108E — T — —TTg
| 1 107 E
1071 F E § ]
I | 100 E
$ 1072 N 10° | E
F 1 « B ]
| 1 10t 1
1073 | E ; ;
. ] 10°% E
1074 Lol 1l 1 102 L LL\JL\L' L LLL\i\L' 1 _
102 103 104 10° 102 103 104 10°

N N

Fonte: Elaborado pelo autor.

tretanto, permanece numericamente estavel. Nesta situacao, o controle da zona en-
riquecida com fungoes de alta ordem se provou uma estratégia suficientemente efici-
ente para controlar o crescimento do nimero de condi¢ao, sem ser, a0 mesmo tempo,
demasiadamente restritiva ao ponto de nao permitir que os enriquecimentos de alta
ordem melhorassem a ordem de convergéncia do método significativamente. Esta me-
lhora deve provavelmente ser também creditada a sobreposi¢ao das zonas enrique-
cidas com fungoes singulares e de Heaviside, estratégia que se provou benéfica em
Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2019), e que é possivel apenas gracas ao interpolante
descontinuo introduzido no referido artigo.

Com relagao as malhas impares, os resultados apresentados na Figura 8.10 apon-
tam, novamente, taxas de convergéncia elevadas, dessa vez da O(N~%%) para fungoes
de Heaviside convencionais e aproximadamente O(N~!) para os demais casos. To-
davia, essa melhora é acompanhada de taxas assintdticas de crescimento do NCE da
O(N?), aproximadamente duas vezes a do MEF. Uma possivel explicacao para este re-
sultado é a maior area de interacao entre enriquecimentos de alta ordem e de Heaviside

neste caso, relativamente as situa¢des com malhas pares.
8.2.2.2 Refinop

Para refino p, uma malha fixa com ¢ = 1 foi escolhida, enquanto o grau polino-
mial da aproximacao variou entre 1 e 6. Apenas o n6 na ponta da fissura e os nés do
elemento a contendo foram enriquecidos com fung¢oes singulares para malhas pares e
impares, respectivamente, de maneira similar a estratégia que se provou mais efetiva
na Secao 8.2.1.2.

Apenas casos com fungoes de Heaviside convencionais e associadas a suas par-
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celas lineares, Equagoes 4.29 e 4.30, combinadas com os enriquecimentos singulares
definidos na Equacao 4.22, foram consideradas. Func¢oes de Oden e Duarte desconti-
nuamente interpoladas nao foram testadas, pois como para a malha adotada nao ha
sobreposicao das regides com enriquecimentos descontinuos e singulares, o que € a
principal caracteristica permite a essa estratégia atingir ordens de convergéncia me-
lhores que as demais. Os resultados encontrados sao dados nas Figuras 8.11 e 8.12.
Nelas também foram incluidas series de dados de legenda H — I D, referentes a secao
8.2.3, que s6 serao abordadas posteriormente.

Figura 8.11: Erro relativo na norma de energia e numero de condi¢ao escalonado - Painel com
Heaviside - Refino p - Malhas pares
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 8.12: Erro relativo na norma de energia e numero de condigao escalonado - Painel com
Heaviside - Refino p - Malhas impares
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste exemplo, o refino p nao foi capaz de atingir altas taxas de convergéncia, e
o erro na norma de energia estagnou, indicando que a energia de deformacao convergiu

para um valor errado. Esse comportamento é bem diferente do observado na situagao
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similar estudada no item 8.2.1.2, sendo a principal diferenca entre esses dois casos a
representacao da linha da fissura.

Quando a estratégia de nds duplos é utilizada, os lados da fissura coincidem
com arestas dos elementos finitos, que sao progressivamente melhor aproximadas a
medida que o grau polinomial da aproximagao aumenta. Para os enriquecimentos de
Heaviside, contudo, a representacao da fissura é devida apenas as func¢oes desconti-
nuas. Dessa maneira, ela nao melhora quando o grau polinomial da aproximagao au-
menta, pois nao ha insercao de novos nds com esses enriquecimentos na malha (como
€ o caso no refino h). Além disso, o aumento do grau polinomial das funcoes de alta
ordem nao consegue melhorar a resposta, como ocorre nas demais situacoes de refino
p aqui apresentadas, pois eles nao sao descontinuos no interior dos elementos. Essa in-
terpretacao explica também a queda no erro quando os enriquecimentos de Heaviside
lineares, que melhoram a representacao da forma das faces da fissura, sao empregados.

E interessante notar, contudo, que na Figura 8.11, a situagao com enriquecimen-
tos de Heaviside lineares apresentou valores de erro maiores que o caso onde apenas 0s
convencionais sao aplicados, um comportamento que nao ¢ intuitivamente esperado, e,
de fato, nao é observado na Figura 8.12, dada a explicagao acima. Esse fendmeno pode
ser explicado considerando a maior zona na qual os enriquecimentos de alta ordem
nao sao aplicados para func¢oes de Heaviside lineares em malhas pares, relativamente
a mesma situacao em malhas impares. Assim, esse aumento no erro para o caso H.
seria devido a ma representagao da parcela suave da solucao, e nao da linha da fissura,
nesta situagao. O mesmo fendmeno nao tém uma influéncia significativa na Secao
8.2.2.1 pois a zona sem enriquecimentos de alta ordem nela decresce a medida que a

malha é refinada, o que nao ocorre neste caso.

8.2.3 Fissura mediante enriquecimentos de Heaviside de alta ordem

Nesta secao, os enriquecimentos descontinuos de alta ordem introduzidos na
Secao 8.1 sao adicionados a solucao do exemplo do painel. Espera-se que sua maior
efetividade seja em caso de refino p, permitindo que as faces da fissura sejam pro-
gressivamente melhor representadas com o aumento do grau polinomial da solucao,
resolvendo o problema apontado na Secgao 8.2.2.2. Contudo, casos de refino h serao
também estudados, de maneira a se obter uma avaliagao completa da performance dos

enriquecimentos propostos. Nas duas situagoes o MEFGE ¢é utilizado.
8.2.3.1 Refinoh

Para refino h, enriquecimentos de Heaviside de alta ordem foram combinados
com funcoes de Oden e Duarte com interpolante descontinuo. Como nos demais ca-
sos, o parametro de discretizagdo da malha variou entre 0 e 4, e empregou-se enrique-

cimento geométrico com Rg = 0,25 na Equacao 4.21. O grau polinomial da parcela
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suave da solugao e das fungoes descontinuas de alta ordem é mantido constante e igual
a dois.

As regioes de enriquecimento sao basicamente as mesmas das Figuras 8.7c e
8.8¢c, com a adicao de fun¢oes de Heaviside de alta ordem em elementos que tém pelo
menos um de seus noés enriquecidos com fung¢oes descontinuas convencionais. Elas sao
adicionadas apenas nas arestas coincidindo com a linha da fissura para malhas pares e
de face para malhas impares, como ilustrado na Figura 8.13.

Figura 8.13: Painel com Heaviside de alta ordem - Refino h - Zonas de enriquecimento para
malhas pares e impares. Os quadrados azuis representam noés de alta ordem com os enriqueci-
mentos descontinuos. A linha tracejada vermelha indica n6s onde os enriquecimentos de alta
ordem nao foram aplicados.

(a) Malhas pares (b) Malhas impares

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados para essas situacoes ja haviam sido plotados nas Figuras 8.9 e
8.10, de maneira a facilitar comparagoes com os demais casos. Dos graficos, percebe-
se que a adicao das fung¢oes de Heaviside de alta ordem praticamente nao teve efeitos
nos valores de erro na norma de energia e numero de condi¢ao apresentados, quando

comparados com o caso H - ID.
8.2.3.2 Refinop

As malhas empregadas sao as mesmas consideradas na Secao 8.2.2.2, assim
como o intervalo de variacao dos graus polinomiais para a solucao, a zona com en-
riquecimentos singulares e seu tipo (aqueles dados pela Equacao 4.22). Em todos os
casos de analise, a malha toda foi enriquecida com fungoes de alta ordem. Para malhas
pares, enriquecimentos de Heaviside de alta ordem foram aplicados em elementos que
tinham pelo menos um de seus noés enriquecidos com fungoes de Heaviside conven-
cionais, sendo de aresta para malhas pares e de face para malhas impares. Ambas as
situacoes sao mostradas na Figura 8.14. Os resultados deste caso sao apresentados nas
Figuras 8.11 e 8.12, conjuntamente com aqueles para enriquecimentos de Heaviside

convencionais.
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Figura 8.14: Painel com Heaviside de alta ordem - Refino p - Zonas de enriquecimento para
malhas pares e impares. Os quadrados azuis representam nos de alta ordem com os enriqueci-
mentos descontinuos.

(a) Malhas pares (b) Malhas impares

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 8.11 mostra que para malhas pares os enriquecimentos descontinuos
de alta ordem se mostraram como a estratégia mais eficiente dentre as estudadas considerando-
se o0 erro a norma de energia, atingindo uma taxa de convergéncia da O(N~!3). Esse
comportamento estd atrelado a uma baixa taxa de crescimento média do nimero de
condic¢ao, da O(N%?). Ambos os resultados sdo muito melhores que os do MEF com
elementos do tipo quarter-point.

A estratégia também foi a melhor apresentada para malhas impares, como pode
ser visto analisando-se a Figura 8.12. Dela, é evidente que os enriquecimentos de He-
aviside de alta ordem melhoraram significativamente a solugao, resultando em um
convergéncia que parece ser exponencial, com uma ordem de convergéncia média da
O(N~?). Ademais, a taxa de crescimento do NCE é menor que a do MEF, com valor
médio da O(N®7).
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Capitulo 9 | Consideracoes finais

O propésito deste trabalho era combinar o MEFG com uma versao de alta ordem
do MEF baseada em polinémios de Jacobi, visando aproveitar aspectos positivos de am-
bas as metodologias. Para tanto, enriquecimentos de alta ordem, visando reproduzir
as func¢oes de forma do MEF-ao quando multiplicados por componentes apropriadas
da PU, foram desenvolvidos. Eles possibilitam a incorporagao de polindmios de graus
arbitrarios ao espaco de aproximagao da metodologia, bem como o enriquecimento se-
letivo de apenas algumas regidoes da malha, caso se deseje. A principal vantagem da
forma como eles foram implementados é a possibilidade de integracao direta a coédigos
pré-existentes ja adaptados ao MEFG.

Inicialmente, a metodologia foi testada em dois problemas classicos da elasti-
cidade plana: uma viga engastada em flexao pura e um cilindro de parede espessa
submetido a pressao interna. Ambos os problemas apresentam solugoes suaves, e ser-
viram para avaliar a eficiéncia da formulagao na analise de problemas que tipicamente
ja sao analisado de maneira eficiente com o MEF-ao.

No caso da viga engastada, foi possivel obter uma alta ordem de convergéncia
com condicionamento matricial controlado para refino h, e se chegou a solucao exata
do problema - caracteristica que no geral nao é possivel com refino h, mesmo para
problemas com solugao suave - com um numero de condicao praticamente constante
para refino p.

Ja para o problema do cilindro, pode-se, além de testar a formulagao proposta,
constatar a eficacia do mapeamento exato da geometria fornecido pelo Blending Func-
tion Method. Quando esta interpolacao da geometria foi empregada, atingiram-se as
taxas de convergéncia esperadas teoricamente para refino h, com um crescimento do
numero de condi¢ao escalonado na mesma velocidade que o do MEF convencional.
Mais que isso, para refino p a convergéncia foi mais que algébrica, com um numero de
condic¢ao praticamente constante com o namero de graus de liberdade. Neste exem-
plo testaram-se adicionalmente situagdes com graus polinomiais nao uniformes em
regiodes distintas da malha, constatando-se que a presenca de elementos com graus de
enriquecimento distintos em suas arestas nao afeta os campos de tensao obtidos.

Na sequéncia, introduziram-se modelos de alta ordem para o estudo de cascas
axissimétricas, que puderam ser diretamente discretizados com os elementos finitos
apresentados mediante seu enriquecimento com graus polinomiais desiguais para as
diregoes longitudinal e transversal.

Dos exemplos apresentados para este tipo de estrutura, foi possivel notar que a
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teoria hierarquica introduzida permitiu identificar situa¢des nas quais os modelos de
baixa ordem nao seriam adequados para se recuperar a solucao da elasticidade. Para
cascas finas, foi chegaram-se aos mesmos diagramas de esfor¢os internos previstos pela
teoria de Kirchhoff-Love.

Os elementos desenvolvidos neste texto apresentaram valores de erro inicial-
mente maiores quando comparados com os elementos de casca disponiveis no software
ADINA. Entretanto, sua taxa de convergéncia foi também sempre maior que a destes
ultimos, de maneira que esta diferenga no nivel de erro pdde ser superada ao se refinar
a discretizacao dos modelos. Além disso, vale destacar como os elementos apresenta-
dos proporcionaram uma maneira direta de realizar o acoplamento casca-enrijecedor,
que seria de modelagem mais complexa para o caso dos elementos tradicionais, com
graus de liberdade de rotagao.

Considerando-se agora problemas da mecanica da fratura, da analise do painel
pela estratégia de n6s duplos pode-se perceber que a utilizagao simultanea de enrique-
cimentos de alta ordem e fung¢oes singulares produz dependéncias quase lineares no
espaco de aproximag¢ao do método. Todavia, essa problematica pode ser superada com
uma boa escolha das regioes enriquecidas com fung¢oes de Oden e Duarte, permitindo
a obtencao de altas taxas de convergéncia associadas a bom condicionamento matricial
com uso de refino p.

Quando o mesmo painel foi estudado com enriquecimentos de Heaviside con-
vencionais para modelar a fissura, a performance do método piorou. Dentre as situ-
acoes consideradas, a tinica em que tanto a convergéncia quanto o condicionamento
numérico observados resultaram melhores que os do MEF foi aquela em que se empre-
gou refino h com enriquecimentos de Oden e Duarte descontinuamente interpolados
em malhas pares. Para as situa¢des com refino p, o erro na norma de energia estagnou
durante a analise. Este comportamento é significativamente diferente do observado
nos demais exemplos, onde a esta estratégia de refino sempre foi a mais eficiente. Esta
constatacao pode ser explicada como um efeito da ma representagao da fissura devido
ao tamanho constante dos elementos e ao fato de que os enriquecimentos aplicados no
problema nao podem reproduzi-la melhor a medida que o grau polinomial aumenta.

Para contornar esta limitacao, enriquecimentos de Heaviside de alta ordem fo-
ram propostos. Eles sao construidos como o produto de fun¢oes descontinuas conven-
cionais por enriquecimentos de alta ordem. Seu uso em conjunto com refino p levou
a O0timos resultados, proporcionando uma taxa de convergéncia algébrica mais que
cinco vezes maior que aquela do MEF para malhas pares, e até convergéncia exponen-
cial para malhas impares. Em ambas as situacoes, a taxa de crescimento do nimero de

condigao escalonado resultou menor que a do MEF.
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9.1 Propostas de desenvolvimentos futuros

Os desenvolvimentos desta pesquisa podem ser encarados como iniciais em di-

versas direcoes. Na sequéncia, apontam-se as extensoes julgadas principais:

* Como mencionado no decorrer do texto, as fun¢oes de alta ordem proporcio-
nam um maneira direta de enriquecer a malha seletivamente com graus polino-
miais distintos. Assim, julga-se que sua associagao a procedimentos p- ou hp-

adaptativos deva ser frutifera;

* Todos os desenvolvimentos feitos na pesquisa foram no sentido de tratar proble-
mas bidimensionais. Uma extensao para situagoes tridimensionais parece ser de
interesse pratico, tanto no que diz respeito ao tratamento de estruturas de casca

gerais quanto a analise de problemas da mecanica da fratura tridimensional;

* Outro ponto de interesse ¢ a extensao das formula¢oes desenvolvidas para o tra-

tamento de problemas nao-lineares;

 Por fim, pode-se pensar também na incorporacao das fungoes de alta ordem em
estratégias do tipo global-local, onde a maior discretizacao do modelo local seria

dada por um aumento no grau polinomial das fun¢oes de enriquecimento.

E importante salientar que existem intersecoes entre as possibilidades citadas.
Uma instancia deste tipo de situacao é a analise de estruturas de casca muito esbeltas,
onde é necessario prever a ocorréncia de nao-linearidades geométricas em modelos

tridimensionais.
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Apéndice A Procedimento de criacao dos nos

de alta ordem

Neste apéndice, o procedimento de criagao de nés de alta ordem com base em
uma malha com nds apenas nos vértices dos elementos é descrito. O principal cuidado
a se tomar diz respeito a criacao dos nos de aresta. Para realizar essa tarefa, itera-se no
conjunto de elementos e, para cada elemento, no conjunto de seus lados. Isso faz com
que cada uma das arestas na malha seja visitada duas vezes, uma para cada elemento
ao qual ela pertence.

Na primeira vez que um lado é visitado, cria-se um n6 de alta ordem associado
a ele, que é entao adicionado a lista de nds de alta ordem do elemento finito corres-
pondendo aquele passo da iteragao. Ja na segunda passagem pela aresta, é preciso re-
cuperar o no ja criado, associando-o a lista de nds de alta ordem do segundo elemento
finito ao qual ele pertence.

Para realizar este procedimento de maneira eficiente, utilizou-se uma estrutura
de dados do tipo dicionario, padrao na linguagem Python, que permite busca de va-
lores armazenados nela em tempo constante. Os objetos armazenados se caracterizam
como duplas de chaves e valores. Em especifico, adotaram-se como chaves pares orde-
nados formados pelos indices dos nos na extremidade das arestas da malha, ordenados
de maneira crescente, e como valores os n6s de alta ordem pertencentes a cada lado.

O Algoritmo A.1 resume o procedimento implementado. Nele, lados_AO_quad
e lados_AO_tri sao os dicionarios mencionados. E preciso distinguir entre nés de alta
ordem que foram criados em lados de quadrilateros e triangulos para poder identificar
arestas de transicao entre estes dois tipos de elementos. Além disso, sao validas as
seguintes defini¢oes:

quads e tris sao os conjuntos de elementos quadrilaterais e triangulares;

i(n) e il(n) indicam os indices global e local do né n;

&(n) sua coordenada local no lado considerado;

coords_locais(chave) é um dicionario armazenando para cada valor de chave as
coordenadas locais do primeiro n6 daquele lado;

nao(el) é a lista de nds de alta ordem no elemento el;

el.trocar_lado(lado) é uma lista pertencente ao elemento el indicando em quais
lados é necessario aplicar os procedimentos descritos na Secao 5.3.3;

nos_transi¢ao é uma lista contendo os nds para os quais € necessario aplicar

enriquecimentos de transigao.
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Algoritmo A.1: Procedimento de criagao dos nos de alta ordem

Dados: Malha de elementos finitos

1 para Cada elemento, e/, da malha faca

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

para Cada lado, lado, do elemento faga

n1, o < nos de lado;

chave < (i(n1),i(nz2)), com i(ny) < i(ng);

se chave ¢ lados_AO_quad N chave & lados_AO_tri entao

Criar um né de alta ordem, n, no meio de lado;
Inserir n em n4o(el);

se el é um quadrilatero entao
lados_AO_quad(chave) < n;
el.trocar_lado(lado) < False;
coords_locais(chave) < &(n1);

senao

lados_AO_tri(chave) < n;

‘ el.trocar_lado(lado) < False;

senao el.trocar_lado(lado) < True;

fim

senao se chave € lados_AO_quad N el € quads entao

n <« lados_AO_quad(chave);

Inserir n em n4o(el);

se coords_locais(chave) - £(ny) > 0 entao
el.trocar_lado(lado) <— True;

senao el.trocar_lado(lado) < False;

senao se chave € lados_AO_quad N el € tris entao

n <— lados_AO_tri(chave);

Inserir n em n a0 (el);

se i(ny) e il(n1) sdo ambos indices minimos entao
el.trocar_lado(lado) <+ False;

senao el.trocar_lado(lado) < True;

senao se chave € lados_AO_quad N el € tris entao

n < lados_AO_quad(chave);

Inserir n em nao(el);

Inserir n em nds_transigao;

se i(ny) e il(ny) sao ambos indices minimos entao
el.trocar_lado(lado) + False;

senao el.trocar_lado(lado) < True;

senao

n < lados_AO_tri(chave);

Inserir n em nao(el);

Inserir n em nés_transigao;

se i(ny) e il(n1) sdo ambos indices minimos entao

el.trocar_lado(lado) < False;

senao el.trocar_lado(lado) < True;
fim

se i(ny) e il(ny) sdao ambos indices minimos entao

fim

fim

Criar um né de alta ordem, n, no CG da face do elemento;

Inserir n em n 4o (el);
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No algoritmo, além de criar os nds de alta ordem, aproveitou-se também para
identificar os lados de transicao e verificar em que arestas é necessario implementar
as modifica¢oes nas func¢oes de enriquecimento descritas na Se¢ao 5.3.3. A primeira
destas tarefas é feita simplesmente identificando se o tipo de elemento em que um de-
terminado no6 de alta ordem foi criado corresponde ao tipo do segundo elemento onde

ele esta presente. Ja para a identificacao dos nds de transicao ha duas possibilidades:

* Se 0 n6 de alta ordem se encontra entre dois quadrilateros: para identificar
quando é necessario modificar as fun¢oes de enriquecimento para garantir con-
tinuidade sera usada a numeracao local dos nés por lado adotada pelo SCIEnCE,
dada na Figura A.1. Caso os eixos locais paralelos ao lado comum estejam em
sentido oposto, situagao ilustrada na Figura A.2a, os no6s compartilhados pelos
elementos de mesmo indice local por lado terao coordenadas paramétricas asso-
ciadas a estes eixos com sinais iguais, apresentando sinais distintos na situacao
contraria, ilustrada na Figura A.2b. Na Figura A.2, a numeracao local dos nos
por elemento finito é dada em preto, ao passo que a numeracao local dos nds por
lado é apresentada em vermelho.

Figura A.2: Sinais da coordenada paramétrica
associada ao lado do né de alta ordem inserido.

1.2
4 7 J 2 5 1
. - &>0
Figura A.1: Numeracao local dos g
nos por lado para um elemento | gl 9
; 8 ' 606 ; 8
quadrilateral. 9 &
1 — 2 &
2 '1 /) &>0
1 5 2|3 7 4
2 1
(a) Coordenadas paramétricas com sinais iguais.
o) 1.2
4 7 (j 4 7 3
&>0
& &
3 &
1 : 5 ‘2 8 o 608 9 6
2 — 1
Fonte: Elaborado pelo autor. /)Ef_f <0
1 5 21 5 2
2 1

(b) Coordenadas paramétricas com sinais opostos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, quando o produto das coordenadas paramétricas dos nds de mesmo in-

dice local por lado é positivo, deve-se trocar a orientagao dos eixos em um dos
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elementos, e manté-la a mesma no outro. No c6digo, isto é feito mantendo sem-
pre as fun¢oes de enriquecimento no primeiro dos elementos visitado inalteradas
(linha 10 do Algoritmo A.1) e modificando-as, quando necessario, no segundo (li-
nhas 22 e 23 do Algoritmo A.1). Na implementagao computacional optou-se por
fazer a verificagao sempre no primeiro né do lado segundo a numeracgao local
por lado, sendo o valor de sua coordenada paramétrica para o primeiro elemento
visitado armazenado na linha 11 e multiplicado pelo valor da coordenada do se-

gundo elemento na linha 21.

* Se o n6 de alta ordem se encontra entre dois triangulos ou entre um quadrilatero
e um tridngulo: serad necessario trocar as coordenadas dos polindmios de Jacobi
segundo o procedimento da Secao 5.3.3 quando a numeracao local dos nés por
elemento finito (e nao por lado, como no caso do elemento quadrilateral) nao
coincide na aresta de adjacéncia, no sentido do n6 de menor indice em um ele-
mento ser aquele de maior indice no outro. Neste caso, optou-se por alterar os
enriquecimentos no elemento cuja numeragao local dos nés nao corresponde a
global, no mesmo sentido explicado. Esta situacao é identificada nas linhas 15,
16, 28, 29, 35, 36, 41, 42 do Algoritmo A.1.
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Apéndice B Funcoes de enriquecimento de

alta ordem e suas derivadas

Neste apéndice sao dadas as expressoes para os enriquecimentos de alta ordem
e para suas derivadas relativamente as coordenadas paramétricas. As equagoes apre-
sentadas ja consideram as modifica¢oes propostas na Se¢ao 5.3.3.

B.1 Funcoes de aresta

B.1.1 Enriquecimentos para quadrilateros

Nas equacgoes deste item, o parametro 6 deve ser tomado igual a 1 caso nao seja
necessario realizar a alteracao descrita na Se¢ao 5.3.3.1, sendo -1 em caso contrario.

Funcoes de enriquecimento

UR(E) = 5+ Q)P (06), BU(E) = 5(1+ )P (06),
(B.1)

1
UAE) = 51— G)PEM6E), BU(E) = S(1 - G P (06).

ComO<p<Pel<qg<hb.

Derivadas dos enriquecimentos

* Com relacao a &;:

dy?| 1 5 P dig
S = o | PP es) + 001 2 B !
d€1 ¢ 2 p—1 ( 51) + ( + fl) dg ) dfl . )
1 - %1 ’ (B.2)
vl 1 5 P dig
—| =5 | -BA(06) +0(1 - &) —5 = | =0
d€1 & 2 i P df 0¢1 | dfl &
* Com relacao a &;:
iy il 1 5 Py
9 — _ 9 - _ PQQ, 2 1 q
i ., 0, i, |, = 2 27 (082) + 0(1 + &) s . :
2
- - (B.3)
dv} g 1 5 i
—| =0, —=| =5 |-P27(08) +0(1—&) —
d£2 & d§2 & 2 I I df 0> |
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B.1.2 Enriquecimentos para triangulos

Nas equagoes deste item, tem-se ¢ = Li/L, caso seja necessario realizar a altera-

¢ao descrita na Segao 5.3.3.2 e 8{ = 1 em caso contrario.

Fungoes de enriquecimento

Uh(Ly,Ly) = 4Ly Po (2011 — 1) P (2031, — 1), 0< q—p <1

q—

Y& (La,Ls) = 4Ls Py (203 Ly — 1) P (203Ls — 1), 0<r—g¢<1 (B.4)

r—

U8 (Ly,Ls) = 4L, P (2071, — 1) P25 (203L; — 1), 0<r—p < 1.

r—

Comp,qr>0ep+q+r < P.

Derivadas dos enriquecimentos

* Com relagaoa Ly:

A AP 8 (62Ly)
= 8L, | —2 L (203 Ly — 1
dL, T oL, 1120212 = 1)
Ly,La (202L,—1)
P 0 (01L,)
PeP(202L, — 1) —LL 272
+ pfl( 141 ) df 8L1 )
(203 L2-1)
oy
Vs = —4 | PM (2031, — 1) PO (20215 — 1)
OL: |p, 1,
AP 8 (63L
— 2L, ( dqg . ((9212) P> (20305 — 1)
(203L2—1) ; (B.S)
dpP™ 9 (02Ls)
P (2030, — 1) —= —3 =
+ q—l( 242 ) dg 8L1 )
(203L3—1)
oL
Y = 4 |PM(207L, — 1)PX (20515 — 1)
0Ly |y, 1,
dp” d(63L
+ 2L, ( dpg - (alL 1>Pf;€(29§L1 —1)
(203L1-1) !
dp™h 9 (01Ls)
POA,B 293_[1 _ 1 r—1 3 3
+ pfl( 141 ) df aLl
(203 L3—1)
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* Com relacao a Ls:

oy — 4| PP (202L, — )PP (2601, — 1
= pfl( 141 ) qfl( 252 )
8L2 Ll,L2
v, [ 902 OOL) poapiz, 1)
2 q—1 242
d (202L,-1) oL,
dpPf 9 (0 L,)
a75 2 1 2 2
+P (207 L, — 1) —dq oL, ||
(203Lo—1)
qr
s |~ 4| P, — 1)P (203 Ls — 1)
aLQ L27L3
- ; (B.6)
i~ 05 L
—2L3< dq - a(az 2)Pf_”61)(26§L3— 1)
$ (203L2—1) 2
dpeP 0 (62Ls)
PS(203L, — 1) Tt —
+ q—l( 242 ) df aLQ ’
(202L3—1)
PG dpP 0 (63L
Vo = 8L, | —2 ; 1>Pf_’51(29§L3—1)
OLy Ly,L3 ds (203L1-1) 2
apPf 0 (03Ls)
PR 2031y — 1) =t |
+F, (207 Ly — 1) dé 0L,
(203 L3—1)

Chama-se atencao para o fato de que, nas equagdes acima, quando nao é neces-

sario realizar o procedimento de troca de variaveis, tém-se:

0L _ 0Ly _ 0(0:La) _ 0(03La) _

0L, 0Ly 0Ly 0Ly b

ObsLy) _ 90iLs) _ 9(BsLs) _ O(05Ly) _ _, ®.7)
0Ly 0Ly 0L, 0L ’

ly) 00L) _0GiL) 2Bty _
0Ly 0Ly OL, OL, ‘

Ja quando as variaveis nas equagodes sao trocadas, sabe-se que:

Oily) _OGiLy) OiL) _0GiLy) _
0Ly 0Ly OLs 0L, ’

0ily) _0(ly) 0Ly 2Ly __, -
0Ly 0Ly 0L, 0L, ’

O0iLa) _ 90ily) _ 9(6:L) _ 0(03Ls) _
0Ly 0Ly OL, OL, ‘
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B.1.3 Enriquecimentos de transicao

As expressoes dos enriquecimentos de transicao para pontos de um elemento
triangular sao as mesmas do item B.1.2. Assim, apenas as expressoes para um elemento
quadrilateral serao apresentadas. Neste item, § = —1 caso seja necessario realizar a
alteracao descrita na Se¢ao 5.3.3.2 e § = 1 em caso contrario.

Além disso, como a correspondéncia entre os indices das fung¢des de forma do
quadrilatero e aqueles que figuram nos polindomios de Jacobi depende de qual lado do
elemento triangular é adjacente ao quadrilateral, como explicado na Secao 5.2.3, nas
equagoes apresentadas adota-se sempre o indice p para as fung¢des de enriquecimento
e g e r para os polinomios, entendendo-se que a correspondéncia adequada entre eles
deve ser feita caso a caso. Tomando a Equacao 5.23 como exemplo, teria-se p = q-,
g=p>er=r-.

Funcoes de enriquecimento

PE(&) = 2(1 + fl)P;é_’?(—efl)Pf—/i(efl),
U(&2) = 2(1 + &) Py (—06) P (0€2), (5.9)
Pr(61) = 2(1 - él)P;—r?(efl)Pg—ﬂl(_efl)a
Vg(&2) = 2(1 - 52)P;;€(952)Pf;51(_‘9§2)'

Com 0 < p < P associado biunivocamente a cada par (¢,r) para um lado especi-
fico.

Derivadas dos enriquecimentos

* Com relagao a &;:

vt . . P e
@ |, = 2 |FERIRNEa) — (1 6) {0 B
1 —0&1
. P
ORI (-06) ||
061
d y4
Hles (B.10)
dyz B o8 g o
s = =2 |P2(06) P (—06) — (1= &) | ¢ i P (—061)
51 51 5 951
. 0 i
_epqiﬁl (9£1> dé— - )
,951
d D
o) _
d§1 &2
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* Com relacao a &;:

d p
Wil o,
d£2 &
d . a foY dpa—”B a
di; = 2| P00 PE060) - 1+ &) (0 —— | BH08)
2 52 —9{2
dpP*"
_GP‘?;BI(_Hé:Q) drf - ) )
0¢
du ’ (B.11)
—| =0,
de |,
AP N N dpaiﬁ o
di; = =2 | PRGBS PTA(-06) — (1= &) [ 6 —i= | PM(-6&)
2 le 062
. dpP™"
—0 P (0¢5) —— :
dg
—0&2
B.2 Funcoes de face
B.2.1 Enriquecimentos para quadrilateros
Fungoes de enriquecimento
1 1,01 (6%
§(€060) = 71+ &)1+ &) B ()P (&), (B.12)
ComO<p<Pel<qg<hb.
Derivadas dos enriquecimentos
awpq 1 Q1,01 Q2,02 dPa_hﬁl Q2,02
o, |, 108 [EHN@RNNE) + (0 +6) | P
7 L o (B.13)
s 1 B D g, AP
e | =3+ &) | BENEQRE (@) + 1+ @B E) — 5| |-
2 1&1,6 i &2
B.2.2 Enriquecimentos para triangulos
Fungoes de enriquecimento
P (L1, Lo, Lg) = 8LaLa P (2L, — 1) PR (2L — 1) P23 (2L — 1). (B.14)
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Comp,qr >0,p+q+r<P,0<qg—p<2er>p.
Derivadas dos enriquecimentos
a¢$q7’ a,f3 .3 «,f3
—_— =—LyP _’1(2L2 — 1) P _71(2[/1 — ].)PT_71(2L3 — ].)
0L L1,La,L3 ! .
dp*” .
— 9L, ( dpg ! P*%(2L5 — 1)
2L, -1
AP
.3 r—1
T
sl (B.15)
aw;?qr o, a,f3 o,
= P _’1(2[/1 — 1) (Lg — LQ)P _71(2[/2 — 1)PT_71(2L3 — 1)
0Ly L1,L2,L3 g !
Py
+ 2Ly Ly ( . Ph(2Ls — 1))
2Lo—1
dpP™"

— PM(2L, — 1)

ol
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Apéndice C Solu¢oes analiticas para cascas

esfericas axissimetricas finas

Este apéndice se dedica a fornecer expressoes para os esforcos internos em cas-
cas esféricas axissimétricas finas, assumindo-se valida a teoria de Kirchhoff-Love. As
expressoes dadas foram usadas na Se¢ao 7.3 para determinacao dos diagramas de esfor-
cos solicitantes. Apenas situagoes com carregamentos do tipo pressao e peso proprio
foram consideradas. Toda a discussao é baseada em Billington (1982), Reddy (2006).

Figura C.1: Parametros das equagoes analiticas para cascas esféricas axissimétricas finas.

a=p+Y

) N =307 (")

Fonte: Elaborado pelo autor.

E comum dividir o comportamento da casca em dois regimes: um dito de mem-
brana, onde ocorrem apenas esfor¢os normais, e outro chamado de flexao. A resposta

final é dada pela superposicao dos esfor¢os nestes dois estados.

C.1 Regime flexional

Para uma casca engastada em sua base, tem-se um problema duas vezes hiperes-
tatico. Ele pode ser analisado segundo o método das forgas, adotando como incognitas
a forca horizontal na base e 0 momento fletor, ilustrados na Figura C.1 conjuntamente

com os demais parametros da solugao. Uma vez determinados podem ser substituidos
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nas expressoes para os esforcos internos a seguir:
Fii = e cot (o — 1) (Crsen (M) + Br) + Carsen (Ap + Bay))

Fip = e (Cysen (A + By) + Caysen (A + Bur))
I3 = V2 e M (CH sen (x\@/} + By — E) + C)ssen ()\1/1 + Bm — E))

4 4 (9.1)
M, = —%e"\w (CH sen (z\@b + Bu + %) + Oy sen ()\1/) + Bu + %))
Ms3 = —%e_w <CH sen <,\¢ + By + %) + Cyrsen ()\@D + Bm + %)) :
onde as constantes Cy, B, Cas e Sy sao dadas por:
2H sen «
Cy = G
T
o= EX (9.2)
Cy=——"-M
Bu = 0.

Para engaste rigido, as reagoes no apoio tém formas fechadas simples, fornecidas
a seguir. Ja para situagdes de vinculacao mais complexas, os hiperestaticos usados para

determinacao dos esfor¢os foram os fornecidos por Billington (1982).

C.1.1 Pressao uniforme

Em uma situagao onde a casca é submetida a uma pressao uniforme de intensi-

dade p, os hiperestaticos do regime flexional sao

I _prmh 1—v

4 3(1+v) (9.3)
A= Prm(l—v)

2\ sen o

C.1.2 Peso proprio

Quando a casca é carregada com seu peso proprio, cuja intensidade é denotada

por p, os hiperestaticos do regime flexional sao

prmsena —cota+vesca  proy

H — 2
A 1+ cosa 2)\2( +v) (9.4)
M pri sen’a —cosa+v  pr3 @+ 0) '
— — v)sen o
2)\2 1+ cosa 2)3
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C.2 Regime de membrana

C.2.1 Pressao uniforme

Em uma situagao onde a casca é submetida a uma pressao uniforme de intensi-

dade p, os esfor¢os em regime de membrana sao dados por

T'm
Fiy = F33 = _]07 (9.5)

C.2.2 Peso proprio

Quando a casca é carregada com seu peso proprio, cuja intensidade ¢ denotada

por p, seus esforcos para regime de membrana sao

T'm
PP
1+ cosep
1 (9.6)
Fss=prp | —— —
33 = Ppr <1—|—cosc,0 COS@)
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