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RESUMO

MARQUES, A. N. Modelagem numérica nao-linear do concreto armado
considerando a perda de aderéncia da armadura. 2023. 115p. Dissertacao
(Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2023.

O trabalho conjunto do aco e do concreto se faz por transmissao de esforcos internos
de um material para o outro, na interface ago/concreto. A depender da magnitude das
transferéncias desses esforgos, podem se desenvolver deslocamentos relativos entre os
materiais, caracterizados pela perda da aderéncia. Dessa forma, para se obter um modelo
numérico representativo, os efeitos da interagao entre o ago e o concreto devem ser
introduzidos por uma relacao constitutiva nao-linear para a aderéncia. Neste trabalho
sdao apresentados os aspectos dessa interacao, incluindo os efeitos da perda de aderéncia
que ocorrem na interface, e a descricao de um modelo numérico que permite simular a
perda da ligacao entre a armadura e o concreto. Esse modelo é baseado no Método dos
Elementos Finitos Posicional, no qual as nao-linearidades geométricas sao consideradas
e o equilibrio estatico é obtido através do Principio da Energia Mecanica Estacionaria,
considerando a descrigao Lagrangiana total. Para resolver o sistema nao-linear, ¢ utilizado
o procedimento incremental-iterativo de Newton-Raphson. A imersao da fibra (armadura)
na matriz (concreto) é realizada por meio de relagdes cineméticas nodais, permitindo
a independéncia das malhas. A nao linearidade fisica do concreto é considerada pelo
modelo de dano de Mazars, e para a armadura ¢ considerada uma relagao constitutiva
elastoplastica. A ruptura da ligacao é simulada por meio dos multiplicadores de Lagrange e
um elemento de ligacdo adimensional é utilizado para representar o deslocamento relativo
da matriz e da fibra (escorregamento) apés a ruptura. Os resultados sdo comparados
com ensaios experimentais e analiticos presentes na literatura, mostrando que o método
proposto é representativo e preciso na analise do comportamento de elementos estruturais

de concreto armado.

Palavras-chave: concreto armado; perda da aderéncia; escorregamento da armadura;

multiplicadores de Lagrange; elementos de interface; MEF posicional.



ABSTRACT

MARQUES, A. N. Non-linear numerical modeling of reinforced concrete
structures considering bond slip. 2023. 115p. Dissertation (Master) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

The joint work of steel and concrete is done by transmission of internal forces from one
material to the other, at the steel/concrete interface. Depending on the magnitude of
these force transmissions, relative displacements between materials can occur, which is
characterized by loss of adhesion. Therefore, in order to obtain a reliable numerical model,
the influence of the interaction between steel and concrete should be introduced by a
nonlinear bond constitutive relationship. This work discusses aspects of this interaction,
including the effects of bond loss that occur at the interface, and the description of
a numerical model that allows simulating the loss of bond between reinforcement and
concrete. This model is based on the Positional Finite Element Method, in which geometric
nonlinearities are considered and the static equilibrium is obtained through the Stationary
Mechanical Energy Principle, considering the full Lagrangian description. To solve the
nonlinear system, the Newton-Raphson incremental-iterative procedure is used. The
immersion of the fiber (reinforcement) into the matrix (concrete) is realized by means of
nodal kinematic relations, that allow independence of the mesh. The physical nonlinearity
of concrete is taken into account by the Mazars damage model and an elastoplastic
constitutive relation is taken into account for the reinforcement. Bond rupture is simulated
by means of Lagrange multipliers and a dimensionless bond element is used to represent
the relative displacement of matrix and fiber (slip) after failure. The results are compared
with experimental and analytical tests in the literature, demonstrating that the proposed
method is reliable and accurate in analyzing the behavior of reinforced concrete structural

elements.

Keywords: reinforced concrete; adhesion loss; bond slipping; Lagrange multipliers; inter-

face elements; positional FEM.
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1 INTRODUCAO

A versatilidade e relevancia dos materiais compésitos provém da combinacao das
caracteristicas de dois ou mais materiais diferentes, de modo a aproveitar as melho-
res propriedades fisicas e mecanicas de cada um, levando em conta também o aspecto

econdmico.

Os compositos podem ser classificados em compoésitos estruturados e compositos
reforcados, de acordo com a distribuicao das suas fases e sua geometria. Nos compositos
refor¢ados, a matriz contribui ativamente na resisténcia aos esforgos, transferindo para o
reforgo aqueles aos quais nao é capaz de resistir por limitagdo de suas propriedades. Nesses
compositos, o reforco é caracterizado pela insercao de particulas ou fibras, e a matriz pode

ser metalica, polimérica ou cerdmica (Figura 1).

Figura 1 — Classificacdo dos materiais compositos

Materiais
Comp6sitos

! ' !
| Reforgo | | Laminados ‘ Painéis em
sanduiche
' ! [ !

\ Metalica \ | Polimérica | | Ceramica | | Particulas | | Fibras |

! !

‘ Curtas ‘ | Longas |

Fonte: Adaptado de Callister (2000)

Os compositos de matriz ceramica reforcados com fibras sao desenvolvidos para
evitar a fragilidade e baixa confiabilidade das ceramicas monoliticas. Nesse sentido, as
fibras proporcionam uma maior ductilidade e resisténcia ao dano, permitindo a aplicacao
desses compoésitos em situagoes que requerem resisténcia a corrosao, a altas temperaturas

e carregamentos significativos.

O composito de matriz ceramica refor¢cado com fibras mais utilizado no mundo para
construgao civil é o concreto armado, cuja alta resisténcia a compressao e o baixo custo
do concreto sao aliados com a alta resisténcia a tracao e a ductilidade do ago. Além disso,
a utilizacao das barras de a¢o no concreto é apropriada porque os coeficientes de dilatagao
térmica desses materiais sao bastante préximos e o concreto atua na protecao fisica e

quimica do aco. A protecao fisica advém do cobrimento que isola a barra do ambiente
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externo e a protecao quimica é concedida por uma camada ou pelicula quimicamente
inibidora de carater passivo que surge em torno da armadura em ambiente alcalino, formado

durante a pega do concreto.

No entanto, a incorporacao de fibras em matrizes pode nao necessariamente melhorar
as propriedades mecéanicas dos compositos. Nesses materiais, existem trés fatores que
governam a durabilidade e o desempenho mecanico: a forga e estabilidade quimica da

matriz; a resisténcia e a rigidez das fibras; e a natureza da ligacao entre as fibras e a matriz

(TEKLAL et al., 2018).

De fato, a forca da adesao interfacial altera a eficiéncia da transferéncia de carga
entre a matriz e o reforgo, influenciando no desempenho mecéanico e no modo de ruptura

do composito.

Dado um carregamento aplicado na matriz, se a interface é considerada forte, ou
seja, tem alta capacidade de absorgao de esforgos, a tensao maxima que pode ser transferida
para a fibra é igual a resisténcia ao cisalhamento da matriz. Esse tipo de interface induz a
propagacao das trincas e a ruptura é, em geral, repentina. Além disso, a resisténcia da
interface pode ser capaz de dissipar a energia liberada pelo dano e distribuir as tensoes em
uma regiao suficientemente grande para que a trinca seja interrompida localmente, gragas
ao mecanismo de tenacificagdo, como deflexao da trinca (crack deflection) (HABLITZEL;

GARCIA; HOTZA, 2011; TEKLAL et al., 2018).

Por outro lado, quando a interface é fraca, a eficiéncia da transferéncia de tensao é
reduzida. A tensdo maxima transmitida da matriz para a fibra na interface serd igual a
resisténcia da adesdo. Isso provoca fissuras interfaciais que favorecem a integridade das
fibras. A separagao interfacial nesse caso pode ser tao extensa que ocorre o escorregamento
ou arrancamento (pull-out) da fibra. O escorregamento — deslocamento relativo entre fibra
e matriz — se inicia na interface e, quando a carga aplicada é alta o suficiente, ela se

propaga ao longo da zona de contato (TEKLAL et al., 2018).

No concreto armado, a adesdo da fibra na matriz se da principalmente por meio da
ligagdo mecanica entre os dois materiais. As cargas sao transferidas entre o ago e o concreto
por meio das tensoes cisalhantes paralelas a barra de ago na interface (tensoes de aderéncia).
Esse mecanismo permite que os materiais se deformem em conjunto, transferindo as tensoes
de um para o outro a fim de manter o equilibrio do elemento (XIAOYU; XIANGAN;, 1999;
LACROIX; LEGUILLON; MARTIN, 2002).

A determinacao da forca da interface do concreto armado e do modo de ruptura por
aderéncia dependem de diversos fatores relacionados com as caracteristicas e propriedades
dos materiais constituintes e pelo meio em que a estrutura estd inserida. Dentre esses
fatores, vale citar a resisténcia do concreto a tracdo, a geometria das nervuras, o didmetro

das barras de ago, o espacamento entre as barras de ago, o cobrimento do concreto, o



16

tratamento superficial do ago e o tipo de carregamento aplicado (MARINS NETO, 2007).

Além das diversas variaveis envolvidas, a compreensao da natureza fisica do feno-
meno e a grande variabilidade dos resultados experimentais tornam o mecanismo da perda
de aderéncia complexo. Apesar disso, do ponto de vista das formulagoes matematicas
para previsao do comportamento mecanico, é interessante propor leis constitutivas que
estabelecem uma relagao nao-linear entre a tensao de aderéncia e o escorregamento, para
que a degradagao da interface seja considerada (LEONEL, 2009).

Para isso, é necessério estudar a influéncia do comportamento individual do concreto
e da armadura, bem como a interagao entre eles. O ago pode ser considerado um material
homogéneo com propriedades bem definidas, porém o concreto é um material heterogéneo
constituido por diversos materiais de propriedades diferentes. Dessa forma, a estrutura de
concreto armado pode apresentar comportamento nao-linear a depender das solicitagoes
a que esta submetida. Esse comportamento pode ser devido a nao-linearidade fisica do
material e/ou & nao-linearidade geométrica da estrutura (MARINS NETO, 2007).

O comportamento nao-linear fisico do concreto armado é devido, principalmente,
aos efeitos de fissuracao, retracao e fluéncia do concreto, os quais modificam a resposta do
material a depender do seu atual estado de deformacao. Para reproduzir o comportamento
tensao-deformacao do material num modelo matematico, formula-se uma lei constitutiva
na qual nao existe proporcionalidade direta linear entre tensoes e deformacoes a depender

do carregamento aplicado.

Leis constitutivas tém sido formuladas com base na teoria da plasticidade, na
elasticidade e na mecéanica do dano, cada uma das quais pode apresentar boas respostas
desde que a situagdo em estudo forneca um comportamento consistente com a teoria
proposta. Os modelos constitutivos baseados na teoria da mecanica do dano sao usados
como ferramentas importantes para analisar a perda de rigidez do elemento e prever a
degradacao do material. Essa teoria considera que o material é danificado pela presenca
de microdefeitos, como microfissuras e microvazios, responsavel pela reducao da rigidez
(LEMAITRE, 2012). Essa redugao ocorre apds o regime eléstico da curva tensao-deformacao,
representando o comportamento nao-linear fisico. Esses modelos sdao geralmente utilizados

para simular o comportamento de materiais quase frageis, como o concreto.

Os modelos constitutivos elastoplasticos assumem que, apds o material atingir a
tensao de escoamento, qualquer tensao aplicada causa uma deformacao irreversivel que
modifica a estrutura do material permanentemente, de modo que a deformacao total é
dada pela soma dessa parcela irreversivel (deformagao plastica) com a parcela recuperavel
(deformacao elastica) (CHEN; HAN, 2007). Para o calculo das deformagdes plasticas, é
necessario descrever o estado de tensao no inicio do fluxo plastico; relacionar os incrementos
de deformacao plastica com as tensoes correntes e os incrementos de tensao; e especificar

como a fungao de escoamento é modificada durante o fluxo plastico (BATHE, 2006).
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Normalmente, os agos utilizados no concreto armado apresentam um comportamento
elastico linear até atingir uma tensao limite, apresentando deformacoes plasticas a partir

dessa tensao.

A nao-linearidade geométrica de uma estrutura deve ser considerada nos problemas
em que a hipdtese de pequenos deslocamentos nao é valida. Nessa condi¢ao, o campo de
deslocamentos desenvolvido para atingir a configuragdo de equilibrio nao depende apenas
da geometria inicial, das propriedades do material e das forgas externas, depende também
dos proprios deslocamentos que podem gerar esforcos adicionais, ocasionando uma nova

configuragao de equilibrio.

As nao-linearidades em estruturas de concreto armado sao frequentemente empre-
gadas para analisar problemas de fissuracao, esmagamento, flambagem, rigidez residual

em regioes danificadas, instabilidade estrutural, aderéncia, entre outros.

Via de regra, os estudos relacionados ao fendmeno de escorregamento das fibras sao
realizados por dois segmentos: experimentais e numéricos. As abordagens experimentais
sao frequentemente testes que determinam os valores da tensdao de aderéncia, como:
arrancamento direto ‘pull-out’ (RILEM, 1983); arrancamento excéntrico ‘cantilever bond
test’ (KEMP; BREZNY; UNTERSPAN, 1968); indentagao ‘push-out’; ensaios de flexao

‘Beam Test” (RILEM, 1982); e comportamento de emendas ‘splice specimen test’.

Os ensaios de arrancamento direto e de flexdo sdo os mais utilizados e estao
apresentados na Figura 2 e na Figura 3, respectivamente. O ensaio de arrancamento tem
como principal objetivo determinar a resisténcia da aderéncia ago-concreto e é formado por
um cubo de concreto com uma barra de ago posicionada no centro. As duas extremidades
da barra de ago situam-se fora do bloco de concreto, onde aplica-se a carga num extremo
e o escorregamento ¢ medido no outro extremo. O ensaio de flexao, por sua vez, busca
determinar a tensao de aderéncia ago-concreto. O corpo-de-prova é constituido por dois
paralelepipedos de concreto ligados por uma armadura na parte inferior e uma dobradiga na
parte superior, que simboliza uma roétula, cujo carregamento é aplicado ao seu redor. Para
medicao dos deslizamentos, sao instalados transdutores de deslocamento nas extremidades

da barra de aco.

Na anéalise numérica, uma das técnicas mais utilizadas ¢ o Método dos Elementos
Finitos (MEF). Esse método permite resolver um problema complexo subdividindo-o
em um numero finito de elementos com comportamento bem definido para solucionar as
equagoes diferenciais que regem o comportamento fisico do problema. Em consequéncia
das subdivisoes da geometria, essas equacoes sao resolvidas de maneira aproximada e
a precisao do método depende da quantidade de nods e elementos criados, ou seja, do

refinamento do modelo.

Os modelos de aderéncia do concreto armado via método dos elementos finitos sdo
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Figura 2 — Ensaio de arrancamento padrao (pull-out test)
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Figura 3 — Ensaio de flexao de viga (Beam test)
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desenvolvidos de acordo com o objetivo da andlise, e podem ser classificados em trés escalas
distintas: microescala (escala das nervuras), mesoescala (escala da barra) e macroescala
(escala do membro estrutural) (BRISOTTO, 2011).

A microescala corresponde a uma escala microscopica de fibras e matrizes inde-
pendentes e sua influéncia nos outros niveis (Figura 4a). Nesse tipo de andlise, a resposta
depende das propriedades da pasta de cimento e agregados, da rugosidade da armadura, e
outros fatores. Além disso, a analise requer um sistema de solu¢ao mais sofisticado com
alto grau de refinamento na qual as nervuras das barras sao explicitamente discretizadas,

nao sendo apropriada para a modelagem a nivel global pelo alto custo computacional. Os
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trabalhos de Ingraffea et al. (1984), Rots (1988), Ozbolt e Eligehausen (1992) e Brown,
Darwin e McCabe (1993) sdo exemplos da aplicagao deste tipo de modelo.

No outro extremo estd o modelo denominado macroescala, que corresponde ao
comportamento geral dos componentes estruturais (Figura 4c), no qual a armadura é
modelada como um elemento unidimensional e a aderéncia é representada por uma relagao
simples global entre a tensao tangencial e o escorregamento. Nessa escala, a descricao
da degradacao mecénica na interface armadura/concreto e seus efeitos sdo efetuados em
macroescala. Esses modelos podem ser aplicados para problemas de estruturas reais e
foram adotados nos trabalhos de Malvar (1994), Rossetti, Galeota e Giammatteo (1995),
Realfonzo (1995), Cosenza, Manfredi e Realfonzo (1997) e d’Avila (2003).

No nivel intermediario esta o modelo em mesoescala que diz respeito ao compor-
tamento interdependente da fibra e da matriz (Figura 4b). Tanto o concreto quanto as
barras de aco sao considerados como continuos e a interagao mecanica entre os materiais é
considerada por meio da homogeneizacao da interface. Nesse modelo insere-se elementos
de interface na regidao de contato, onde se aplicam as leis de aderéncia de modo local.
A implementacao de modelos nesta escala via elementos finitos é simples e computaci-
onalmente viavel para a analise global. Dessa forma, considerando que o objetivo deste
trabalho é desenvolver um modelo que consiga representar os mecanismos de aderéncia na
andlise de membros estruturais, sdo adotados os modelos de mesoescala. Alguns autores
que utilizaram essa escala podem ser citados: Bresler e Bertero (1968), Mehlhorn e Keuser
(1986), Groot, Kusters e Monnier (1981), Morita e Fujii (1985), Akesson (1993), Cox
(1994), Lundgren (1999), Lowes, Moehle e Govindjee (2004) e Brisotto (2011).

Uma abordagem para simulacdo numérica de compésitos em diferentes escalas
via Método dos Elementos Finitos é o Método dos Elementos Finitos Posicional. Essa
formulacao ¢ diferente da abordagem tradicional, pois utiliza as posi¢oes nodais como
variavel principal ao invés dos deslocamentos. Além disso, a forma variacional das equagoes
governantes é derivada pela aplicacao do principio de energia mecanica total estacionaria,
escrito em termos de posicoes atuais. Essa abordagem ¢é bastante eficiente para problemas
nao-lineares geométricos, pois a equacao de equilibrio é uma funcao nao-linear que depende
das posicoes incognitas. No entanto, essas posi¢oes sao "conhecidas'em forma de tentativa
e sao corrigidas com a aplicagdo de um processo iterativo. Este método é baseado nos

trabalhos de Bonet et al. (2000), Coda (2003) e Coda (2018) e foi adotado neste trabalho.

Para compositos refor¢ados, incluindo o concreto armado, o aprofundamento dos
estudos em MEF Posicional se deu através da adogao de uma técnica de embutimento,
introduzida ao MEF Posicional por Vanalli (2004), cuja principal caracteristica é nao
limitar as posi¢oes nodais do reforco e nao aumentar o niimero de graus de liberdade
do sistema. Isso permite, por exemplo, a distribuicao aleatéria de fibras no dominio sem

qualquer reordenacao da malha. Entretanto, essa técnica considera a perfeita aderéncia
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Figura 4 — Diferentes escalas de andlise da aderéncia
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da fibra na matriz, como pode ser visto nos trabalhos de Vanalli, Paccola e Coda (2008),
Sampaio, Paccola e Coda (2013) e Paccola e Coda (2016).

Conforme mencionado, quando o Método dos Elementos Finitos é empregado para
modelar o comportamento do concreto armado, surge uma dificuldade adicional para
simular o escorregamento da armadura no concreto, uma vez que a ligagao da fibra e da
matriz sao feitas por meio de uma condicao de compatibilidade impostas aos nés comuns.
Isso implica em materiais perfeitamente aderentes, ou seja, que nenhum deslocamento
relativo pode ocorrer. Para considerar o deslizamento, sdo introduzidos elementos de
ligagdo que representam a interface e sao capazes de transmitir esforgos. Esses elementos
de ligacao sao regidos por uma lei constitutiva que estabelece a relacao nao-linear entre a
tensao de adesao e o deslizamento, baseada em ensaios experimentais capazes de descrever

o fendmeno.

Nesse contexto, esse trabalho propoe uma alternativa para a modelagem de es-
truturas de concreto armado em mesoescala, considerando as nao-linearidades fisica e
geométrica, e a incorporagao da armadura no concreto com o método do embutimento,
mas permitindo o escorregamento da armadura. A nao-linearidade geométrica é atendida
naturalmente com a formulacdo do MEF Posicional sob descricao Lagrangiana total. A
nao-linearidade fisica é considerada na matriz com o emprego do modelo escalar de dano
de Mazars, e na fibra, por meio de um modelo constitutivo elastoplastico. A técnica de
embutimento é utilizada para imergir a armadura no concreto em malhas independentes,

por meio de relagoes cinematicas nodais. Quando a tensao de aderéncia atinge um valor
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limite, a ruptura da ligacao é simulada por dois mecanismos distintos: os multiplicadores
de Lagrange e um elemento de ligagao adimensional, ambos estabelecem uma relagao

constitutiva nao-linear na interface. Alguns exemplos sao incluidos para validar a proposta.

A adequagao deste projeto com o Departamento de Engenharia de Estruturas
da EESC-USP se da pela continuidade da aplicagao do Método dos Elementos Finitos
baseado em posigoes, introduzida com as publicac¢oes de Bonet et al. (2000) e Coda (2003).
Desde entao, o Grupo de Mecanica Computacional (GMEC) do SET — Departamento
de Engenharia de Estruturas — desenvolve a ampliagao e aplicacao da formulacao para
solucao de diversos problemas de engenharia. Dentre os quais cabem citar as modelagens
numéricas do concreto armado levando em conta diversos fenomenos, como: a reagao
alcali-agregado (POSTERLLI, 2017); a influéncia do campo higrométrico sobre essa reagao
(SALOMAO, 2017), os efeitos de retracio e fluéncia (BALABUCH, 2018); a deformacao
devida a formagao dos produtos de corrosao (FELIX, 2018; RAMOS, 2020); a perda de
protensao aderente (TAVARES, 2020); o confinamento com o encamisamento de pilares
(SILVA, 2021); e a fadiga devida as cargas ciclicas (FELIX, 2022). Todos esses trabalhos
citados foram orientados pelo professor Rogério Carrazedo e consideram a perfeita aderéncia

entre a armadura e o concreto.

1.1 Justificativa

O trabalho solidario entre o aco e o concreto em estruturas de concreto armado tem
como premissa bésica a existéncia da aderéncia, a qual permite a transferéncia de esforgos
e impede o escorregamento da armadura nos segmentos entre fissuras, limitando suas
aberturas. Embora as modelagens dessas estruturas considerem as nao-linearidades fisica e
geométrica, de um modo geral, elas assumem a perfeita unidao desses materiais, nas quais
as deformagoes da armadura e do concreto sao totalmente compativeis, desprezando-se a

influéncia da interface.

Tal simplificacdo pode ser representativa para simular o comportamento global da
estrutura e adequada para garantir sua seguranca durante a vida ttil, desde que sejam
considerados pequenos deslocamentos e rotagoes. Mas para a andlise de situagoes em que
a transferéncia de esforcos na interface é significativa e deslocamentos relativos entre os
dois materiais podem existir, a perda de aderéncia deve ser considerada. Como exemplo,
citam-se a simulagao dos mecanismos de falha e de deterioracao, a representacao dos efeitos

locais e alguns fendomenos como fissuracao, esmagamento e instabilidade estrutural.

A omissao do mecanismo da perda de aderéncia pode levar a falhas na simulacgao
dos fendmenos citados, desconsiderando nas analises um possivel escorregamento das barras
no concreto. Um grande inconveniente dessa situagao ¢é pela possibilidade da ruptura por
perda de aderéncia ser fragil, devido a uma das seguintes situagoes ou pela combinacao

delas: esmagamento do concreto nas areas ao redor das nervuras das barras, cisalhamento
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do concreto no entorno da barra ou, mais frequentemente, o fendilhamento longitudinal
do cobrimento do concreto ao longo da barra (BARBOSA; SANCHEZ FILHO, 2016).

Dessa forma, a fim de se obter uma andalise mais realista do comportamento das
estruturas de concreto armado, é essencial a introducao dos efeitos da interacao entre o ago
e o concreto, considerando com maior rigor o mecanismo de transferéncia de tensoes entre
esses materiais. Para tanto, é conveniente simular de forma precisa os possiveis modos
de ruptura, incluindo na interface, verificando todos os estados limites da estrutura de

concreto.

Além disso, a consideragao da perda de aderéncia na analise ndo-linear de estruturas
de concreto armado fundamenta-se na ampliagao da capacidade de analise do Grupo de
Mecanica Computacional do Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP,

colaborando com a expansao das possibilidades de aplicacdo do MEF-Posicional.

1.2 Objetivos

Diante do exposto anteriormente, definem-se o objetivo geral deste trabalho no

item 1.2.1 e os objetivos especificos no item 1.2.2.

1.2.1  Objetivo Geral

O principal objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo, baseado no método
dos elementos finitos posicional (MEFP), na mecénica do dano e na plasticidade, para
analisar o comportamento de estruturas de concreto armado, considerando a perda de

aderéncia na interface e as nao-linearidades fisica e geométrica da estrutura.

1.2.2  Objetivos Especificos

a) Desenvolver um modelo numérico em MEFP para andlise nao-linear geométrica

de sélidos eldsticos bidimensionais (matriz);

b) Implementar elementos finitos de trelica (fibras) e realizar o acoplamento fibra-

matriz para representar o composito reforcado;

c¢) Considerar a nao-linearidade fisica da matriz, acoplando o modelo de dano
de Mazars no codigo, através da penalizagao da rigidez com a evolucao das
?

deformagoes de alongamento;

d) Considerar a nao-linearidade fisica da fibra, por meio de um modelo elastoplés-

tico com encruamento linear isétropo;

e) Implementar no modelo os mecanismos que possibilitam simular a ruptura
da ligagdo fibra/matriz quando a tensdo de aderéncia atinge um valor cri-
tico, empregando os multiplicadores de Lagrange e/ou os elementos de ligagao

adimensionais;
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f) Validar o cédigo desenvolvido através de exemplos da literatura e comparar os

resultados obtidos com ensaios experimentais.

1.3 Metodologia

Nesta secao, apresenta-se uma visao geral da metodologia empregada para cumprir

os objetivos propostos.

Todos os coédigos computacionais do modelo numérico para representacao do
concreto armado sdo implementados em linguagem FORTRAN. Para geragao da malha dos
elementos finitos do sélido bidimensional foi utilizado o software livre de pré-processamento
Gmsh e o software AcadMesh2D, desenvolvido pelo Departamento de Engenharia de
Estruturas da EESC-USP, e para o pds-processamento dos resultados fez-se uso do software
livre de pds-processamento AcadView, elaborado pelo mesmo departamento (PACCOLA;
CODA, 2005). O modelo é fundamentado no MEFP, o qual utiliza as posi¢des como
parametros nodais, diferentemente da abordagem cléssica que utiliza os deslocamentos. Esse
modelo tem como vantagem a consideracao da nao-linearidade geométrica da estrutura mais
facilmente. O equilibrio estatico do sistema é obtido pelo Principio da Energia Mecanica
Estacionaria, em que as cargas externas sao consideradas conservativas e aplicadas de
forma incremental. Esse equilibrio é estabelecido na posicao atual, considerando a descrigao
Lagrangiana total, em que o referencial adotado corresponde a configuragao indeformada
durante todo o processo incremental. Para resolver as equagoes de equilibrio nao-lineares
resultantes, foi utilizado o classico método incremental-iterativo de Newton-Raphson.
Para descricao da lei constitutiva do material com a lei de Saint-Venant-Kirchhoff, faz-se
uso da medida de deformacao de Green-Lagrange e do segundo tensor de tensdes de

Piola-Kirchhoff, seu conjugado energético.

A matriz é discretizada como elementos finitos bidimensionais de chapa e a armadura
como elementos finitos de trelica, em que a imersao do refor¢o na matriz é realizada por
meio de relagoes cinematicas nodais, denominada técnica de embutimento. Esse método
garante a adesao da fibra/matriz sem incorporar novos graus de liberdade no modelo
e permite espalhar as fibras de forma deterministica ou aleatéria, sem necessidade de
coincidir as discretizagoes dos elementos de fibra e de matriz. No entanto, o método do
embutimento em MEFP introduzido por Vanalli (2004) ndo permite avaliar o deslizamento
da fibra, que ¢é considerada perfeitamente aderente. Para prescrever a perda de aderéncia do
reforco, introduz-se um elemento de ligacao que incorpora novos graus de liberdade apenas
na interface deslizante entre a fibra e a matriz, correspondentes aos graus de liberdade do

reforco.

A nao-linearidade fisica do concreto é inserida de acordo com o modelo de dano
proposto por Mazars (1984), ja consagrado na literatura. O modelo é acoplado ao método

iterativo de Newton-Raphson, penalizando o modulo de elasticidade com a evolucao do
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processo de danificagdo do material. Dessa forma, os efeitos dos processos de deterioracao

no comportamento mecanico macroscopico do concreto sao considerados.

Para a armadura, é considerado o modelo mateméatico unidimensional da teoria da
plasticidade, de simples formulacao, mas com boa capacidade para simular os efeitos da

nao-linearidade fisica do aco.

A perda da aderéncia é introduzida adotando-se duas abordagens matematicas
distintas: multiplicadores de Lagrange e elementos de mola (ou elementos de ligacao
adimensionais). Os multiplicadores de Lagrange sao utilizados para inserir restrigoes
cineméticas ao sistema estrutural, sendo amplamente utilizados em problemas de contato
para evitar a penetracao dos materiais. Neste trabalho, esse mecanismo é empregado para
restringir a variagao de posicao relativa do né da matriz e do né da fibra, conectando os
dominios. Quando a tensao de aderéncia atinge um valor critico, esses multiplicadores

podem ser desabilitados, simulando um estado limite para a aderéncia.

Como mencionado, a segunda abordagem é utilizar molas para representar a
interface. Os elementos de mola tém a vantagem de nao incorporar novos graus de
liberdade no sistema e de poderem se comportar de modo nao-linear. Dessa forma, a mola
é capaz de representar a rigidez da interface, permitindo simular o escorregamento da fibra

na matriz.

Todos os cédigos implementados sao comparados com exemplos da literatura ou

ensaios experimentais, a fim de validar e analisar a sua precisao.
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2 MECANISMOS E SIMULACAO DA ADERENCIA

Neste capitulo, faz-se uma breve revisao do estado da arte do fendmeno da aderéncia
em estruturas de concreto armado. Abordam-se os mecanismos da interacao entre o aco e
o concreto, desde a distribuicao de tensoes até a ruptura na regiao da interface, dando
énfase na representacao numérica do comportamento da aderéncia. Trata-se também da
analise numérica empregada, indicando as distintas formas de se inserir a armadura na
modelagem do concreto armado, dos elementos, hipdteses e parametros utilizados nas

referéncias.

2.1 Estudos sobre aderéncia

O estudo do mecanismo da aderéncia entre barras de ago e concreto foi iniciado por
volta do final do século XIX e inicio do século XX. A complexidade do fendmeno despertou
interesse em muitos pesquisadores que propuseram modelos tedricos de simulagao da perda
de aderéncia a partir de ensaios ou a partir do conhecimento do fenémeno ja adquirido.
Alguns desses trabalhos sao apresentados a seguir com base nos levantamentos elaborados
por Marins Neto (2007), Franca (2010), Tavares (2012) e Macedo (2018).

2.1.1 Estudos experimentais

Abrams (1913 apud TAVARES, 2012) estudou sobre o incremento da aderéncia com
barras nervuradas e realizou consideragoes importantes sobre a area relativa das nervuras,
descrevendo suas experiéncias em um boletim informativo sobre ensaios de arrancamento

simples e ensaios com vigas.

Watstein (1941) prop6s o primeiro ensaio de arrancamento a fim de analisar a
distribuicao da tensao de aderéncia por meio de corpos-de-prova cilindricos de concreto
envolvendo barras de ago (pull-out test). Com o auxilio de extensdémetros mecanicos, o

autor mediu o alongamento e a tensao na barra envolvida pelo concreto.

Clark (1949) fez um estudo comparativo entre dois tipos de ensaio: o ensaio de
arrancamento das barras de ago no concreto e o ensaio de flexdo de vigas. Com o intuito
de entender melhor a eficicia da aderéncia do ago e concreto, ele investigou como a forga
de aderéncia é desenvolvida e afetada por diversos fatores, como a resisténcia do concreto,

o espacamento entre as barras e o diametro e a rugosidade da superficie das barras.

Mains (1951) observou os efeitos das fissuras sobre a intensidade e distribuigao
da tensao de aderéncia no aco através de ensaios de arrancamento direto e ensaios de
vigas biapoiadas. Ele mediu a distribuicao da tensao de aderéncia ao longo da barra e a

deformagao especifica do aco e do concreto por meio de extensémetros elétricos.
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Ferguson, Turpin e Thompson (1954) elaboraram critérios importantes referentes a
aderéncia por meio de ensaios de arrancamento excéntricos, como o espagamento minimo
entre as barras de aco e o cobrimento minimo do concreto para garantir uma transmissao
suficiente de tensoes cisalhantes na interface. Os autores concluiram que os valores minimos
desses fatores tém relacao direta com o tamanho do agregado utilizado no concreto e com

a tensao de escoamento do aco.

Perry e Thompson (1966) verificaram a distribui¢ao da aderéncia considerando
trés modelos distintos de ensaios: ensaio de viga bi-apoiada submetida a carregamentos
concentrados com uma fissura no meio do vao; ensaio de viga bi-apoiada submetida a
carregamentos concentrados com as barras de ago principais aderidas ao concreto somente
nas extremidades; e ensaio de arrancamento (pull-out test). Com os resultados dos ensaios,
os autores analisaram a influéncia do diagrama de momento fletor na relagdo entre a tensao

de aderéncia e o deslizamento ao longo da barra de ago.

Rehm (1968) estudou o comportamento de diferentes tipos de nervuras e as tensoes
ao seu redor, analisou a influéncia do comprimento de ancoragem e foi o primeiro a definir
uma lei de aderéncia local. Ele também estudou as diferentes posi¢oes das barras de ago
na forma e observou que a direcdo da concretagem influencia na condicdo de aderéncia

obtida, gracgas a formacao de espacos vazios com a segregacao e acumulo de agua.

Goto (1971) elaborou um dos trabalhos mais importantes sobre a fissuragao de
aderéncia. Ele estudou a formagao de fissuras ao redor de barras nervuradas tracionadas,
com foco na fissuracao radial. Uma de suas principais conclusoes ¢ de que a formacao de
fissuras longitudinais ¢ influenciada pela forma e pelo tipo de nervura. O autor constatou
que as barras lisas rompem basicamente por arrancamento e as nervuradas sao induzidas

a romperem por fendilhamento, gracas a aderéncia mecénica.

Orangun, Jirsa e Breen (1977) produziram um dos trabalhos mais citados na litera-
tura técnica sobre a ancoragem de barras no concreto armado. Os autores apresentaram
uma equacao baseada em andlise por regressao nao-linear de ensaios em vigas para a tensao
de aderéncia e para os comprimentos de ancoragem e transpasse de barras nervuradas. A
partir disso, eles propuseram o célculo do comprimento de ancoragem basico e transpasse
que tem sido usado como referéncia até os dias atuais e serve de base para normas técnicas

como a ACI (2003).

Mirza e Houde (1979) analisaram o comportamento entre a tensao de aderéncia e
o deslizamento entre o ago e o concreto através de ensaios em corpos-de-prova prismaticos
submetidos a esforgos de tragao nas extremidades da barra de aco inserida no concreto.
Eles obtiveram uma relacao empirica entre a tensao de aderéncia e o deslizamento que

pode ser utilizada na modelagem de um elemento finito (Figura 5).

Eligehausen, Popov e Bertero (1982) estudaram a aderéncia de barras sob carrega-
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Figura 5 — Curva tensao de aderéncia x deslizamento

Tensdo de 4

aderéncia (psi)
800
600 -

400 1

200 +

| | | | >

I I I »
400 800 1200 1600 Deslizamento
(10%in)

Fonte: Adaptado de Mirza e Houde (1979)

mentos monotonicos e ciclicos com abordagens experimental e analitica. Com base nos
resultados obtidos, os autores elaboraram um modelo analitico capaz de predizer satisfato-
riamente o comportamento da relagao tensao de aderéncia local e escorregamento local.
Esse modelo, ilustrado na Figura 6, tem sido a base para o desenvolvimento de modelos
mais especificos, como o proposto por Harajli (2009) e pelo FIB Model Code (2010). Esse
ultimo apresenta o célculo das tensoes de aderéncia por meio dos deslizamentos relativos
paralelos ao eixo da barra, no qual o carregamento induz rupturas por arrancamento ou

fendilhamento. Maiores discussoes acerca do modelo sao providas na segdo 2.5.

Figura 6 — Modelo analitico proposto por Eligehausen, Popov e Bertero (1982)
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Fonte: Adaptado de Eligehausen, Popov e Bertero (1982)

Lundgren (1999) desenvolveu um modelo tedrico para analises tridimensionais cujas
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tensoes de aderéncia dependiam do deslizamento e da deformacao radial entre a barra
de ago e o concreto. Foram realizados ensaios de arrancamento com barras de ago de
diferentes geometrias com cargas monotonicas e ciclicas. Os resultados validaram o modelo
para uma variedade de modos de falha, como deslizamento, fendilhamento e escoamento
do ago. Mais tarde, Lundgren, Gustavson e Magnusson (2002) aprimoraram o modelo com
base na mecanica da fratura nao-linear, simulando a perda da aderéncia devido a presenca

de fissuras no concreto e ao escoamento do aco.

Barbosa (2001) estudou o comportamento da aderéncia para concretos de diferentes
classes de resisténcia a compressao e diferentes didmetros e formatos de barras de aco,
através de ensaio de tirantes e ensaio de arrancamento direto. A autora concluiu que: com o
aumento da resisténcia do concreto e do diametro da barra, a tensao de aderéncia também
aumenta; a presenga de silica no trago do concreto aumenta a resisténcia de aderéncia; e
os modelos tedricos propostos ao estudo da aderéncia ago-concreto, de maneira geral, nao

sao adequados aos materiais brasileiros.

Fang et al. (2006) analisaram a influéncia da corrosao da armadura sobre o compor-
tamento aderéncia vs deslizamento relativo entre a barra e o concreto, através de ensaios de
arrancamento para amostras prismaticas de concreto armado e modelagem por elementos
finitos considerando a ferrugem como um material granular. Eles identificaram que ocorre
uma redugao substancial na ligacdo ago/concreto para um nivel de corrosao a partir de
6%, pois os produtos de corrosao passam a ocupar o espaco que deveria ser preenchido

pela pasta de cimento, a qual é responsavel por uma parcela da aderéncia.

Caetano (2008) observou, por meio de ensaios de arrancamento e de flexdo, que
exposicoes do concreto armado a alta temperatura e a corrosao afetam significativamente
a aderéncia. Ele concluiu que a reducao do desempenho mecanico do concreto armado
submetido a altas temperaturas era maior em elevadas resisténcias a compressao do
concreto. Além disso, constatou que a corrosao causa um pequeno acréscimo da tensao de
aderéncia em teores menores que 1,5% e a partir disso seu avango compromete a aderéncia.
Esse acréscimo de tensao que favorece a aderéncia ocorre pela deposicao de éxidos no
entorno da barra, que envolve mecanismos como aumento da rugosidade e densificacao do

concreto.

Alharbi et al. (2020) fizeram um estudo analitico e experimental da ligagao entre
o concreto e a armadura na flexdo. Os autores consideraram diversos parametros na
modelagem com base nos ensaios realizados, como resisténcia a compressao do concreto,
didmetro da barra de ago, comprimento de aderéncia, espessura do cobrimento do concreto
e estribos. Com os resultados dos ensaios, um modelo analitico foi apresentado para

descrever as relagoes tensao-deslizamento da ligacao.
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2.1.2 Estudos numéricos

Com o avanco da tecnologia e a evolucao dos computadores, as teorias e formulagoes
obtidas por meio de ensaios e analises tedricas puderam ser aperfeicoadas e novas teorias
surgiram. Os modelos numéricos que simulam o comportamento das estruturas passaram a
ser adaptados e implementados no computador e, com isso, a analise estrutural do concreto

armado alcancou resultados mais préximos da realidade.

Ngo e Scordelis (1967) foram uns dos pioneiros na construgao de um modelo
numérico utilizando o método dos elementos finitos para analisar o comportamento de
vigas de concreto armado considerando os efeitos da aderéncia. Os autores inseriram
um elemento finito de ligagao adimensional entre os elementos finitos representativos do
concreto e das barras de ago para representar a rigidez da aderéncia na interface por meio

de molas.

Yankelevsky (1985) propds um elemento finito infinitesimal na conexao dos elemen-
tos finitos de acgo e concreto para consideragao da tensao de aderéncia e o deslizamento na
interface. Ele fundamentou seus estudos em equacoes de equilibrio das forcas atuantes na
interface entre a barra de aco e o concreto, para um elemento infinitesimal, e na relacao
local entre a tensdo de aderéncia e o deslizamento (Figura 7). O autor dividiu o compor-
tamento do fendmeno de aderéncia pela relagao tensao de aderéncia vs deslizamento em
quatro fases: I — tem-se um correspondente aumento da tensao de aderéncia até o limite 7,
no deslizamento entre o ago e o concreto; II — ocorre o inicio da quebra da aderéncia onde
hé o deslizamento relativo entre os dois materiais sem acréscimo da tensao de aderéncia;
IIT — representa uma reducao da tensao de aderéncia até chegar a uma tensao ultima 7,
onde a transferéncia de tensdo, provocada pelo deslizamento entre os dois materiais, passa

a ocorrer por atrito entre eles (fase IV).

Figura 7 — Relacao local da tensao de aderéncia x deslizamento
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Fonte: Adaptado de Yankelevsky (1985)
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Rosa (1994) elaborou uma comparacao de varias curvas de aderéncia vs deslizamento
entre o ago e o concreto aplicando o método dos elementos finitos, na qual se avaliou
o desempenho quanto ao tempo de processamento, niimero de interacoes necessarias,
facilidade de utilizacao e precisao dos resultados analiticos obtidos comparando-os com os

resultados de ensaio de arrancamento e tracao simétrica elaborados pelo autor.

Yankelevsky (1997) desenvolveu um elemento finito bidimensional para representar
o comportamento da interface entre o ago e o concreto em estruturas submetidas a ensaio
de tracao. A rigidez dos elementos incorpora parametros do aco, do concreto e da relagao

entre a tensao de aderéncia vs deslizamento.

Désir (1998) fez uma simula¢do numérica utilizando leis constitutivas baseadas
nos conceitos da termodinamica classica para avaliar o comportamento do fenémeno da
aderéncia entre o aco e o concreto, onde considerou a interface como uma superficie de
descontinuidade. Este modelo foi incorporado na formulagdo de um elemento finito, onde
0 ago e o concreto tém um comportamento proprio definido por uma lei constitutiva

separada.

Salari e Spacone (2001) apresentaram formulagoes gerais, derivadas da compati-
bilidade de equagoes diferenciais baseadas no equilibrio de deslocamento e no equilibrio
de forcas, para elementos unidimensionais, considerando os efeitos da aderéncia e do

deslizamento na interface entre o ago e o concreto.

Simao (2003) discutiu diferentes modelos de inser¢ao da armadura e consideragao
da perda de aderéncia na implementagao de elementos finitos para analise do modelo

constitutivo nao-linear do concreto, do aco e da interface de estruturas de concreto armado.

Kwak e Kim (2006) apresentaram uma modelagem nao-linear usando o método dos
elementos finitos com vigas de concreto armado engastadas submetidas ao carregamento
ciclico, onde se considerou o comportamento da aderéncia vs deslizamento relativo entre a

barra e o concreto.

Marins Neto (2007) estudou os aspectos das propriedades do concreto, das pro-
priedades do aco e das interagoes entre eles, e desenvolveu uma modelagem numérica
no método dos elementos finitos, com um procedimento incremental-iterativo de carrega-
mento, considerando a deterioracao da aderéncia que ocorre na interface ago-concreto e a
nao-linearidade fisica dos materiais. Ele usou diferentes curvas representativas das tensoes

de aderéncia vs deslizamento.

Luke (2015) desenvolveu uma andlise numérica nao-linear de elementos de concreto
armado e protendido considerando a aderéncia que permite a comparagao entre o Modelo
da Aderéncia Perfeita e o Modelo da Aderéncia Variavel para dimensionar vigas submetidas

a esforcos de flexo-compressao reta.

Paccola, Piedade Neto e Coda (2015) propuseram uma formulagdo geral para
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considerar fibras embutidas em dominios bidimensionais que permite espalhar as fibras
dentro da matriz de forma deterministica ou aleatéria sem a necessidade de coincidir as
discretizagoes da fibra e da matriz. Para analisar o escorregamento das fibras, os autores
desenvolveram uma formulacao precisa para a regiao de contato com modelo elastoplastico
considerando plasticidade e endurecimento perfeitos. Na ocorréncia de amolecimento, eles

propuseram um procedimento alternativo elastoplastico com corte parcial.

Bitencourt Junior (2015) prop6s uma estratégia numérica usando o MEF para
simular a falha de compositos cimenticios reforcados com fibras de ago, na qual uma técnica
para acoplamento de malhas nao conformes foi proposta baseada no uso de elementos
finitos de acoplamento, considerando a aderéncia perfeita e a perda de aderéncia entre o
reforco e o concreto. A perda de aderéncia é representada através de um acoplamento nao
rigido que permite o deslocamento relativo e introduz forgas de interagao entre os dois
componentes. A aplicabilidade da técnica é apresentada para malhas 2D e 3D e serviu
como base de diversos trabalhos, como Bitencourt Junior et al. (2015), Tosati, Manzoli e
Rodrigues (2017), Tosati (2019) e Bitencourt Janior et al. (2019).

Turgut, Jason e Davenne (2020) elaboraram um modelo numérico que considera
o efeito do confinamento do concreto na interface aco/concreto, propondo uma equagao
geral e uma nova lei de aderéncia empirica. A interface é considerada através da insercao
de um elemento de espessura zero, adaptada a simulagoes em larga escala e ao uso de
elementos unidimensionais para barras de ago. O modelo é capaz de reproduzir a evolugao
da tensao de aderéncia em funcao da tensao de confinamento para diferentes propriedades

do concreto e diametro do ago.

Jin et al. (2020) desenvolveram uma modelagem de mesoescala tridimensional
para investigar a perda de aderéncia entre o concreto e a barra de ago nervurada. Eles
concluiram que a relagao tensao de aderéncia vs deslizamento depende do estado limite e
das condicoes iniciais de todo o sistema, como taxa e didmetro da armadura, resisténcia
do concreto, espessura do cobrimento e estribos. Os efeitos da resisténcia do concreto,
razao da espessura do cobrimento em relagao ao didmetro da barra e o confinamento do
estribo foram estudados na simulagdo e obtiveram uma influéncia significativa no modo de

ruptura da interface e na forma da curva tensdo de aderéncia vs deslizamento.

De acordo com o que foi exposto, diversos métodos numéricos baseados em MEF
foram utilizados. No entanto, a caracterizacdo da zona interfacial é um problema de-
safiador. A adesao da interface e o modo de falha nessa regiao dependem da natureza
quimica/morfolégica e da compatibilidade fisica/termodindmica entre os dois materiais.
Por isso, simplificagoes sdo geralmente assumidas, como considerar os materiais do com-
poésito como homogéneos, elasticos e lineares, em que as tensdes impostas pela fibra sob
aplicacao de um carregamento sao totalmente acomodadas dentro da interface e a matriz

circundante nao é perturbada, além de se considerar estado plano de deformagao quando
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as fibras sao suficientemente longas e desconsiderar a dependéncia radial de tensoes axiais.

Além disso, a zona de interface é frequentemente tratada como um elemento adicio-
nal do compdsito, com propriedades e caracteristicas especificas e de dificil determinagcao.
Nesses casos, elementos de mola ou elementos continuos de contato sao introduzidos
entre o concreto e a armadura para considerar o efeito da aderéncia, condicionando a
matriz na geometria das fibras, demandando um maior niimero de elementos finitos e

consequentemente exigindo maior esfor¢o computacional.

Em vista disso, esse trabalho busca inserir a nao-linearidade fisica na fibra e na
matriz, através da penalizagdo da rigidez com a evolucao do dano do material, e introduzir
a ligagdo dos materiais sem dependéncia da malha da fibra na malha da matriz. Dessa
forma, nao ha necessidade de coincidir as discretizacoes dos elementos de fibra e de matriz.
Para considerar a perda da aderéncia, novos graus de liberdade sao incorporados apenas
na interface entre a fibra e a matriz, nos nés correspondentes ao reforco, utilizando o
mecanismo numérico dos multiplicadores de Lagrange ou elementos de mola para permitir

o deslocamento relativo entre os materiais.

2.2 Mecanismos de resisténcia da aderéncia

Lutz e Gergely (1967) foram uns dos primeiros autores a discutirem a mecéanica do
deslizamento de barras nervuradas. Eles concluiram que a aderéncia é formada por trés
componentes: adesdo quimica, aderéncia por atrito ou fric¢do e a aderéncia mecéanica entre
0 aco e o concreto. No entanto, esta divisdo é simplesmente didatica, ndo sendo possivel
ser obtido o valor de cada componente isoladamente devido a complexidade dos fenémenos

implicados (FERNANDES, 2000).

2.2.1 Aderéncia por adesao

A ligacao por adesao, de natureza fisico-quimica, é representada pelas forcas na
interface entre o aco e o concreto provocadas pelo efeito de aderéncia que a nata de cimento
gera na superficie do ago durante o endurecimento do concreto (Figura 8). Sao forgas
capilares que dependem das irregularidades e limpeza da superficie da barra de ago. No
entanto, pequenos deslocamentos podem romper essa ligacao (FUSCO, 1995; BARBOSA,
2001; MARINS NETO, 2007).
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Figura 8 — Aderéncia por adesao
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Fonte: Fusco (1995)

2.2.2 Aderéncia por atrito

Esse tipo de aderéncia é caracterizada por uma forca de contato entre os materiais
que ocorre apos a ruptura da adesao. Também é funcao do coeficiente de atrito entre
0 ago e o concreto (de valor aproximado 0,3) que depende da rugosidade da superficie
da barra. Essa forca é estimulada quando ha tendéncia ao deslocamento relativo entre a
barra de ago e o concreto (Figura 9). O efeito da aderéncia por atrito se d4 por meio de
pressoes transversais as armaduras, que sao manifestadas por tensoes de compressao ou

pela retracgao e expansiao do concreto (LEONHARDT; MONNIG, 1977; FUSCO, 1995).

Figura 9 — Aderéncia por atrito
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2.2.3 Aderéncia mecinica

A aderéncia por interagdo mecénica é a parcela mais resistente ao escorregamento
de barras nervuradas. Essa aderéncia é provida pelo engrenamento mecanico, fun¢ao da
irregularidade da superficie da barra decorrente de mossas, entalhes, cavidades e reentran-
cias, e pelas nervuras das barras. Apds a ruptura da adesao, ocorre o intertravamento das
saliéncias da armadura no concreto. Essas saliéncias resistem ao cisalhamento e mobilizam

as tensoes de compressao no concreto, impedindo o deslizamento da armadura. Nas barras
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lisas, as imperfei¢des geradas do processo de laminagao ocasionam a aderéncia mecanica,
mas a magnitude dessa forca de aderéncia para barras lisas é pequena comparada as
demais parcelas. A Figura 10 ilustra a forca de aderéncia mecanica para barras lisas e
nervuradas que resistem ao deslizamento da armadura (DUMET, 2003; FUSCO, 1995).

Figura 10 — Aderéncia mecanica
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Fonte: Fusco (1995)

2.3 Modos de Ruptura por perda de aderéncia

Segundo Brisotto (2011), a ruptura por perda de aderéncia é um processo que esta
intimamente relacionado a um estado de deformagao e fissuragao. Os modos de ruptura sao
considerados de acordo com as caracteristicas da interagao entre a armadura e o concreto,
dentre os quais os modos de ruptura que mais se destacam na literatura sao ruptura por

arrancamento direto da barra e ruptura por fendilhamento do concreto no cobrimento.

O arrancamento da barra de ago e, consequentemente, o esmagamento e cisalha-
mento do concreto ocorrem quando ha confinamento suficiente do concreto na barra
tracionada. O concreto imediatamente ao redor da barra falha devido ao cisalhamento do
concreto entre as microfissuras. Esse modo de ruptura esta essencialmente relacionado a
resisténcia do concreto e ao tipo e geometria das nervuras. O confinamento do concreto
devido as barras de aco diminui a propagacao e abertura das fissuras, proporcionando o
arrancamento da barra (FERNANDES, 2000).

Relacionado a isso, Fusco (1995) expoe que a falha da aderéncia nao se da por
simples deslizamento da barra de aco no concreto, uma vez que os esfor¢os mobilizados pela
aderéncia criam no concreto uma regiao microfissurada no entorno das barras (Figura 11).
Portanto, o arrancamento da barra por simples processo progressivo ocorreria apenas se
houvesse a pulverizacao de todo o concreto entre as nervuras. Esse processo é facilitado nas
barras lisas pelas pequenas irregularidades na superficie. Nas barras nervuradas s ocorre
o arrancamento quando o confinamento do concreto é tal que o fendilhamento longitudinal

¢ impedido e as tensoes circunferenciais de tragdo sao contidas.
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Figura 11 — Microfissuracao do concreto no entorno das barras devido a mobilizacao da
aderéncia
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Fonte: Fusco (1995)

A ruptura por fendilhamento longitudinal do cobrimento do concreto ao longo da
barra ocorre quando o confinamento é insuficiente para garantir o arrancamento completo
da barra. As nervuras ou irregularidades da armadura impedem o deslocamento relativo
da barra, agindo como pontos de apoio de bielas comprimidas. Em compensagao, aparecem
tensoes de tragao perpendiculares as forgas compressivas da biela, formando um anel de
tensdo ao redor da armadura (efeitos radiais) (DUMET, 2003). Os esforcos de tragao
tendem a se propagar em dire¢ao as bordas e quando a fissuragao radial atinge a superficie
externa, o elemento perde a capacidade de aderéncia e rompe o cobrimento do concreto
(Figura 12). A ruptura por fendilhamento ocorre de forma brusca, sem aviso prévio. O
numero de barras e suas configura¢oes dentro do elemento sdo os principais fatores que
influenciam na orientagdo das fissuras que definem o plano de fendilhamento (CASTRO,
2002).

Figura 12 — Fendilhamento longitudinal do concreto
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Dessa forma, entende-se que o modo de ruptura por aderéncia é fortemente influen-
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ciado pelas tensoes de tragao e pela resisténcia do concreto a tracao. Por essa razao, a
fim de evitar a ruptura por fendilhamento, barras transversais podem ser adotadas para
combaterem essas tensoes, bem como criar um estado de compressao transversal ao eixo da
barra favorecendo a ancoragem, como um cintamento helicoidal (FUSCO, 1995). Correia
(2012) fez experimentos que analisaram a influéncia da adi¢ao de fibras de ago e armadura
transversal no comportamento da ancoragem e avaliou que a resisténcia ao fendilhamento

do concreto alterou significativamente.

2.4 Distribuicdo das tensées de aderéncia

Em geral, os deslocamentos absolutos do ago e do concreto entre duas fissuras
ou ao longo do comprimento onde ocorre a transferéncia de esfor¢os (comprimento de
transmissdo) sdao diferentes. Devido a essa diferenca, tensoes de aderéncia sdo geradas

entre esses materiais para manter o equilibrio do elemento e nao haver o escorregamento.

Sob condicoes de deformacoes elasticas e contato perfeito entre o aco e o concreto,
a distribuicao de tensdes ao longo de uma fibra alinhada paralelamente a dire¢do da carga
aplicada na matriz pode ser representada como mostra a Figura 13. Conforme apresenta a
figura, a tensao normal é zero nas extremidades da fibra e maxima no centro, e a tensao

de cisalhamento (tensao de aderéncia) é maxima nas extremidades e quase nula no centro

da fibra (MATTHEWS; RAWLINGS, 1994 apud SAMPAIO, 2014).

Figura 13 — Distribui¢do de tensao normal na fibra e de cisalhamento na interface fi-
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Fonte: Adaptado de Matthews e Rawlings (1994 apud SAMPAIO, 2014)



2.4 Distribuicdo das tensoes de aderéncia 37

Apesar da variagao da tensao ao longo da pega, tanto para o concreto quanto para
a armadura, o valor de célculo dessas tensdes é um valor médio (DUMET, 2003). Seja
o tirante armado da Figura 14 sujeito a acao de uma carga monotonica e crescente, o

equilibrio infinitesimal na armadura é dado por:

Figura 14 — Variagao da tensao ao longo do comprimento de ancoragem da barra

. —»
N ﬂi Ac
A 2 — ac(x)-7

. a |

(0] g S
00 (x) Ay e G e S et 03 (2) A

DA T A ¢ Ac
. A a4 Uc(x)'7

7 | | o [

O5(X) Ay —  [05(x) + dog(x)] As

~—

Tp ()

Fonte: Adaptado de CEB (1982)
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em que oy € a tensdo normal na extremidade carregada da barra; o4(z), a tensdo normal na
armadura ao longo do comprimento de ancoragem; o.(x), a tensdo normal no concreto ao
longo do comprimento de ancoragem; 7,(z), a tensao de aderéncia ao longo do comprimento
de ancoragem; A, corresponde a area da secao transversal da armadura; A., & area da

secao transversal do concreto; e ¢ é o didmetro da barra.

Portanto, se a armadura estiver sob tensao constante (Aog(x) = 0), para que a
peca esteja em equilibrio, a tensao de aderéncia nao precisa atuar. No entanto, sempre que
houver variacao de tensdo (Aog(x) # 0), a forga de aderéncia é necessaria para manter o

equilibrio e evitar o escorregamento, bem como ser feita a transferéncia de esforgos.
Da mesma forma, tem-se o equilibrio do elemento no concreto:

oc(x) - Ao — () - 7 - dx = [0.(x) + do.(z)] - Ae (2.4)
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d";g(f) - JZ 7 (x) (2.5)

Quando as deformacgoes nos dois materiais sao iguais, a for¢a aplicada na armadura

¢é transmitida ao concreto por aderéncia:

dF. dF,
s T 2.
dx dx (2:6)
dos(z) do.(x)
A= — AL = . 2.
dr s dr c 7T¢ Tb(x) ( 7)
Dado p = As/A., tem-se:
dos(z) ldo.(x) 4
i S ) S 2.
T ST 5 To(2) (2.8)

Com as leis constitutivas dos materiais, as derivadas das tensdes podem ser escritas
em fung¢do das deformacgoes do ago e do concreto. Definem-se E; e E. como o médulo de

elasticidade do aco e do concreto, respectivamente, o que implica em:

des(r)  Ecdeo(x) 4
E, e —? s 5-75(@ (2.9)

O deslizamento entre os dois materiais (s) numa determinada se¢ao é dado pelo

deslocamento relativo:
s(x) = us(x) — ue(x) (2.10)

Dessa forma, a variacao do deslizamento ao longo do comprimento dx é:

ds(x) _ dus(z)  duc(z)
dz dz dz

= e4(x) — ec(x) (2.11)

Assim, a equagao diferencial que une o deslizamento e a tensao de aderéncia é

encontrada derivando a Equacao 2.11 e substituindo nela a Equacao 2.9, a qual resulta em:

(14 asp) (2.12)
em que a; = E,/E,.

Diante disso, nota-se que a equacao diferencial que relaciona a tensao de aderéncia e
o escorregamento depende das condicoes de contorno de cada problema e da lei constitutiva
T(s), descrita em funcdo de um nimero considerdvel de fatores. Portanto, a solugdo desta
equagao requer um estudo aprofundado do comportamento da aderéncia, o qual sera

mostrado no proximo item para a fase elastica da armadura.
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2.5 Representacdo do comportamento da aderéncia segundo o FIB Model Code

O comportamento da aderéncia é geralmente representado por meio da defini¢ao
de uma lei de aderéncia, caracterizada pela relacdo entre a tensao de aderéncia e o
escorregamento. Essa tensao é idealizada por uma tensao de cisalhamento na interface
fibra/matriz e o escorregamento é fun¢ao do deslocamento relativo entre a barra de ago
e o concreto, o qual é provocado pela diferenca entre as deformagoes especificas de cada
material, como visto anteriormente (DUCATTI, 1993).

A magnitude das tensdes de aderéncia depende de diversos fatores, dentre os
quais predominam a superficie da armadura, o deslocamento relativo, a resisténcia do
concreto, o cobrimento do concreto, a posicao e orientacao da armadura, o estado de
tensao e as condigoes de contorno. Diante disso, as curvas tensdo-deslizamento existentes
foram elaboradas a partir de estudos experimentais, como a curva tipica apresentada por
Eligehausen, Popov e Bertero (1982). Estas curvas sao associadas, por simplifica¢do, a sua

deformacao média e aplicaveis como uma formulagao aproximada para uma ampla gama

de casos (FIB MODEL CODE;, 2010).

Entre as fissuras ou ao longo do comprimento de transmissao, uma parte da forca
de tragao da armadura, atuando na fissura, é transferida para o concreto por aderéncia
(efeito de tension stiffening). Esse fendmento ocorre apenas nas barras nervuradas e deve
ser considerado na determinagao das deformagoes dos elementos estruturais (BUCHAIM,
2001).

Em condigoes bem definidas, para pequenos comprimentos de ancoragem, é estatis-
ticamente aceitavel considerar que existe uma relagdo média ‘Tensao de aderéncia local’
versus ‘Deslizamento local’. O modelo de Eligehausen, Popov e Bertero (1982) descreve
essa relacdo representativa para o concreto armado de fy = 30 MPa a partir de ensaios
com deformacao controlada. O grafico da Figura 15 apresenta as curvas do comportamento
da aderéncia para barras ancoradas em concreto confinado e sujeitas a carregamentos
monotonicos e ciclicos, comparando os resultados experimentais com o modelo analitico

proposto pelos autores.
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Figura 15 — Tensao de aderéncia local versus Escorregamento local para concretos com fg

= 30 MPa
4 1t [N/mm?2]
161
Experimental
124 — — - Analitico
8-
J o Y=
0 4 8 12 16

s [mm]

Fonte: Eligehausen, Popov e Bertero (1982)

O modelo de aderéncia sugerido pelo Comité Europeu du Beton FIB Model Code
(2010) foi baseado nos estudos de Eligehausen, Popov e Bertero (1982) e é voltado para

aplicagoes em concreto armado, sendo um dos modelos analiticos mais usado e mais citado

na literatura técnica (Figura 16).
Figura 16 — Tensao de aderéncia versus Escorregamento para concreto armado
T —— Arrancamento

T oo el — — Fendilham. ndo confinado
Fendilham. confinado

T

u,fend

Fonte: Adaptado de FIB Model Code (2010)

O primeiro trecho da curva, do inicio até s, representa a fase de fissuracao inicial
da matriz onde ocorre esmagamento local do concreto pelas nervuras. O segundo trecho,

entre os pontos s; e S, representa um estagio mais avancado do esmagamento e do
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cisalhamento do concreto entre as nervuras. Este nivel s6 ocorre para o concreto confinado
e representa uma capacidade residual de aderéncia que é mantida em virtude de um
grande cobrimento do concreto ou de uma armadura transversal minima, preservada
predominantemente integra. O terceiro trecho, reta descendente entre sy e s3, diz respeito
a reducdo da aderéncia devida ao fendilhamento ao longo da barra. Por fim, o trecho
representado pelo ramo horizontal apds s3, mostra a capacidade resistente residual da
aderéncia, onde a resisténcia ao escorregamento ¢ mantida principalmente pelo atrito na
interface. Na hipdtese de ruptura por fendilhamento, a curva apresenta uma tensao limite
menor do que a maxima tensao de aderéncia para o arrancamento, devido as altas tensoes
radiais de tragdo que provocam a pulverizagao do concreto ao redor da barra. Apds esse
instante, a estrutura sofre fendilhamento e a aderéncia é perdida gradualmente. Quando o
concreto nao esta devidamente confinado, ocorre uma queda repentina da resisténcia de

aderéncia antes que o nivel horizontal, representado pela capacidade resistente residual da
aderéncia apds s3, seja alcangado (FIB MODEL CODE, 2010).

Para um carregamento monotonico, as tensoes de aderéncia entre o concreto e a
armadura podem ser calculadas como uma func¢ao do deslocamento relativo s, de acordo
com as Equagoes 2.13 a 2.16. Para isso, o modelo da FIB Model Code (2010) aplica algumas
consideragoes, como: a armadura e o concreto tém a mesma deformagao nas regices da
estrutura em que o aco estd comprimido e nas partes nao fissuradas da estrutura sob
tracao; e em sec¢oes transversais fissuradas, as forcas de tensao na fissura sao transferidas

pela armadura.

To = Tméa (S) para 0 <s<s; (2.13)
51
Ty = Tmaz Para 51 <8 < S (2.14)
5—5
To = Tméa (Tmaz — Tr) <2> para sy < s < s (2.15)
S3 — S9
T, =Ty para Sz <S§ (2.16)

Os parametros destas equagoes estao resumidos na Tabela 1, os quais variam a
depender do modo de ruptura (arrancamento ou fendilhamento), do nivel de confinamento
e da regiao de boa ou ma aderéncia. Esses parametros sao valores médios que pressupoem
barras nervuradas e expoente « constante. O valor do coeficiente a (0 < o < 1) pode
modelar todas as formas usuais de uma relagao tensao de aderéncia-escorregamento,
partindo de uma tensdo constante (o = 0) até uma relagdo com aumento linear da tensao

de aderéncia (a = 1).

Os valores da Tabela 1 para o modo de ruptura por arrancamento da armadura sao

validos para concretos suficientemente confinados, ou seja, cobrimento > 5¢ e espagamento
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Tabela 1 — Parametros para a definicao da lei tensdo de aderéncia-deslizamento

Arrancamento Fendilhamento
Zona de boa aderéncia Demais zonas
R Zona Demais Concreto Concreto
Para- - Concreto - Concreto
de boa zonas nao nao
metro o . confinado confinado
aderéncia confinado confinado

- 25T 125V 7<%)0,25 8(’;—5)0’25 5(%)0,25 5’5(%>0,25

$1 1,0mm 1,8mm S(Timaz) S(Timaz) $(Timaz) S(Timaz)
S 2,0mm 3,6mm S1 S1 S1 S1
53 dlivre dlivre 17 231 07 5dliv7"e 17 251 07 5dlivre
« 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4
Tf O, 4Tmém 0, 4Tmém 0 0, 4Tméz 0 0, 4Tméx

em que dj;,-. ¢ a distancia livre entre nervuras e f.; é a resisténcia a compressao do
concreto em MPa

Fonte: FIB Model Code (2010)

entre barras > 10¢. J4 para o modo de ruptura por fendilhamento, os parametros sao
validos para diametro da barra ¢ < 20mm, relacao cobrimento maximo da secao transversal
pelo cobrimento minimo ¢paz/Cmin = 2,0, com i = ¢ € Ky = 2%, sendo o K. um
termo que mede a contribuicdo da armadura transversal no confinamento do concreto,
calculado por meio da Equagao 2.17 (FIB MODEL CODE, 2010).

K. — nlAsv
tr —
nb¢sv

(2.17)

em que:
ny —  Numero de ramos de armadura transversal em uma segao;
A,, — Areada secao transversal de um ramo da armadura transversal,
sy —  Espacamento longitudinal maximo da armadura transversal;
ny, — Numero de armaduras ancoradas ou pares de barras sobrepostas;

¢ — Diametro da barra ou da menor de um par de barras.

2.6 Modelos de insercao da armadura na matriz

Uma modelagem adequada do concreto armado em elementos finitos deve levar em
conta a inser¢ao da armadura na matriz. Nesse sentido, as abordagens mais difundidas
na literatura para representar a armadura sao: i) modelos de armadura distribuida; ii)

modelos de armadura discreta e; iii) modelos de armadura embutida. A descrigao a seguir
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desses modelos de armadura foi baseada nos trabalhos de Simao (2003) e Wolenski et al.
(2014).

Figura 17 — Modelos de inser¢ao da fibra na matriz

(a) Armadura distribuida (b) Armadura discreta (c¢) Armadura embutida
e ¢ e ¢ o 9 * o 9 o 9 ) LI | LI e ¢
° | I ' I ' [ [ [ Y ° " ) ¢ o b
o ¢ o ¢ o ¢ * e 9 * 9 e ¢
L] [ I ] L ] L B L I L ] e o [ b
L I ] L I ] [ I } LA J LA J L [ I ] LN ] [ I 1
[ ¢ o L ) [ ] * o L I [ [ [ ] ¢ o ]

Fonte: Ramos (2020)

No modelo de armadura distribuida, a fibra esta distribuida uniformemente segundo
um angulo de orientacao qualquer. As propriedades dos elementos de matriz que contém
os nos dos elementos da fibra sao homogeneizadas para um material s6 e considera-se a
aderéncia perfeita entre os componentes (Figura 17a). Dessa forma, nao é possivel alterar
a geometria da armadura ao longo da espessura do elemento e a relagdo tensao-deformagcao
¢é utilizada para o material composto aco-concreto. Esse método é pouco utilizado, pois
os outros modelos apresentam resultados mais robustos e proximos da realidade, como a

inclusao da perda de aderéncia.

Os modelos de armadura discreta consideram elementos unidimensionais necessari-
amente conectados aos nés dos elementos de matriz, podendo ser conectadas as arestas
dos elementos de concreto também (Figura 17b). Dessa forma, a rigidez do conjunto é
obtida com a sobreposicao da rigidez da armadura discreta com a rigidez do elemento
de concreto, nos graus de liberdade correspondentes. A principal limitagao desse modelo
¢é o condicionamento da posicao do refor¢o a geometria da malha, de modo que a cada
nova configuragao da armadura, um novo modelo de malha precisa ser gerado para que
os noés se coincidam. Isso dificulta que estruturas de distribuicdo complexas da armadura
sejam analisadas de maneira eficiente e esse problema ¢é ainda mais critico em casos tridi-
mensionais. Entretanto, esse modelo ¢é frequentemente utilizado para incluir os efeitos de
aderéncia com a introducao de elementos de mola ou elementos continuos de contato entre
o concreto e a armadura, visto que essa representacao permite analisar os deslocamentos

relativos entre a armadura e o concreto envolvente.

Nos modelos de armadura embutida, a fibra é considerada um elemento unidi-
mensional incorporado na matriz, permitindo a inser¢cao da armadura no concreto de
forma independente (Figura 17¢). Por ser um elemento incorporado, os deslocamentos

entre os dois materiais sao compartilhados e devem ser consistentes ao serem combinados,
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dificultando assim a ocorréncia de deslocamentos relativos. Por esse motivo, os primeiros
modelos de armadura embutida consideravam a aderéncia perfeita entre a fibra e matriz.
No entanto, essas limitagoes foram contornadas com o surgimento de novos trabalhos que
introduziam noés extras com caracteristicas prescritas ao longo do elemento de barra, como
Balakrishna e Murray (1987), Elwi e Hrudey (1989), Allwood e Bajarwan (1989) e Philips
e Wu (1990). Para esses modelos, os efeitos da perda de aderéncia resultaram no aumento
do niimero de graus de liberdade. Alguns autores também utilizam os elementos de reforco
embutidos arbitrariamente na malha, mas tornam esses elementos discretos, uma vez que
possuem nos proprios e os subdividem em funcao dos elementos da malha, e, por esse
motivo, classificam o modelo como semi-embutido, como em Farfan (2008), Rosero (2018)
e Durand e Farias (2014).

Castro (2013) implementou os modelos de armadura discreta e embutida em
elementos de mola e de contato e concluiu que ambos apresentaram bons resultados.
Contudo o modelo de armadura discreta possui a inconveniéncia de condicionamento da
malha a geometria da armadura, dificultando a realizagdo de possiveis ajustes na malha,
bem como demandando maior niimero de elementos finitos. Além disso, para modelos com
molas, a rigidez depende da regiao de influéncia da mola, o que pode causar um trabalho
dispendioso em malhas irregulares ou mais refinadas. No caso dos elementos de contato,
o calculo da rigidez nao requer a informacao da regiao de influéncia do elemento. Nos
modelos de armadura embutida, o autor destacou a facilidade de pds processamento de

informagoes como escorregamento de fibras, tensao de aderéncia e tensao atuante.

No presente trabalho, o modelo utilizado para representar a insercao da armadura
no concreto ¢ o embutimento, baseando a formulagao da geometria da fibra em relagao ao
sistema de coordenadas do elemento que a contém, sem adicionar novos graus de liberdade
quando o sistema ¢é considerado perfeitamente aderente. Para descrever o comportamento
da perda da aderéncia, os novos graus de liberdade introduzidos sdo referentes aos nos da
fibra, sem necessidade de subdividir a malha da armadura em consequéncia da geometria
da malha da matriz. Uma vez que o reforco e a matriz sao considerados independentes,
esse método permite aplicar condi¢oes de contorno diretamente nos elementos de barra, o

que o torna eficaz para analise de ensaios de arrancamento de fibra.
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3 MECANICA DOS SOLIDOS

O principal objetivo deste capitulo consiste no desenvolvimento dos conceitos
fundamentais da mecéanica dos sélidos a serem empregados nas formulacoes que viabilizam
as modelagens numéricas de andlises de sélidos e estruturas, particularmente para o
emprego do Método dos Elementos Finitos Posicional, elaborado por Bonet et al. (2000)
e Coda (2003). A bibliografia base desse capitulo é encontrada em Coda (2018). Para
maiores detalhes sobre o tema, recomenda-se também a leitura dos trabalhos de Crisfield
(1991), Ogden (1997), Bonet e Wood (1997) e Holzapfel (2000).

Para a descrever a mudanca de configuracdo ou movimentacao de um corpo, é
necessario definir uma representagiao para essa mudanca. Segundo Holzapfel (2000), duas
abordagens matematicas amplamente utilizadas na mecanica do continuo sao as descri¢oes
Lagrangiana e Euleriana. Essas abordagens diferem entre si pelo referencial utilizado na
configuragao do corpo. Na primeira, a referéncia é a configuracao inicial ou indeformada
e na segunda utiliza-se a configuragao final ou deformada. Neste trabalho, a descrigao

adotada ¢é a Lagrangiana total.

3.1 Cinematica dos corpos deformaveis

Na cinematica dos corpos deformaveis, os sélidos possuem um comportamento
analogo ao de um meio continuo, homogéneo e de uma sé fase, no qual o corpo é visto como
uma distribuicao continua de matéria no espago e tempo. Dessa maneira, as grandezas de

posicao, velocidade, aceleragdo, massa e volume sao expressas mediante fun¢oes continuas.

E de interesse da cinematica dos sélidos deformaveis obter o equilibrio de forgas na
posicao atual do corpo, e para isso é necessario descrever as mudancas de configuracao as
quais o corpo foi submetido, decorrentes do movimento de corpo rigido ou da deformacao

imposta pelos esforcos atuantes.

3.1.1 Func¢ao mudanca de configuracao

O mapeamento da configuracao atual do solido é determinado pela funcao mudanca
de configuracao. Essa fun¢ao, considerada continua e continuamente diferenciavel, é definida
como sendo uma aplicacao vetorial capaz de descrever o comportamento cinematico do
corpo, dadas as condigoes de contorno impostas, mapeando as posigoes atuais (y) a partir
das posigoes iniciais (z). Na Figura 18, o corpo ¥ representa a configuracao inicial
indeformada e o corpo Q! simboliza a configuracao atual deformada apds aplicacao da

funcdo mudanca de configuragao f
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Figura 18 — Mudanca de configuracao de um corpo
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Fonte: Ramos (2020)

A fun¢do mudanca de configuracao é escrita a partir das posi¢oes ou deslocamentos

desenvolvidos, conforme a Equacao 3.1.
[y, 20, 23) = (w1, T2, 23) = T(21, T2, ¥3) + U1, T2, T3) (3.1)
em que y representa o vetor de posicao atual do corpo, ¥ o vetor de posi¢ao inicial e @ o

vetor deslocamento do corpo.

O gradiente da fun¢ao mudanga de configuragao (A) indica a mudanga de diregao
e comprimento de um vetor infinitesimal no interior do corpo para uma nova posi¢do na

configuragao genérica, sendo calculado pela Equacao 3.2.
A=Vf=Vj=Vi+I (3.2)

no qual I é um tensor identidade de segunda ordem.

O tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green (calculado pela Equagao 3.3) é
uma grandeza positiva definida e significativa na descricdo Lagrangiana da elasticidade nao-
linear. Essa grandeza é uma medida de deformagao objetiva (independente de movimentos
de corpo rigido) que permite determinar pontualmente a mudanca de forma da configuragao
inicial para a atual. Esse tensor é simétrico e compreende as deformagcoes longitudinais
e as distor¢oes do corpo, sendo importante para a obtencao de medidas de deformacao
nao-lineares. Cabe ressaltar que movimentos de corpo rigido sem provocar deformacoes

resultam em C = 1.

C=ATA (3.3)
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em que o indice T representa o transposto dos tensores de 2% ordem.

A deformacao de Green-Lagrange (F) também é uma medida de deformagao
objetiva fundamental pelo fato de ser a medida mais simples e nao-linear calculada em
termos do tensor de Cauchy-Green (C) (Equagao 3.4). Quando o corpo é submetido a
apenas movimentos de corpo rigido, E resulta no tensor nulo. Destaca-se que a medida
de Green-Lagrange é representativa para solucao de problemas de grandes deslocamentos
com limitacao a deformagoes moderadas, uma vez que a medida permite a inversao do
material em caso de grandes deformacoes e o significado fisico da analise é perdido.

E- ;(C _1) (3.4)

3.1.2 Mudanca de volume e de area

Dado um cubo infinitesimal extraido de um corpo indeformado cujas dimensoes
sao definidas pelos vetores d&l, dzz:g e d}3 (Figura 19), o volume do cubo é calculado pela
Equacao 3.5. Supondo que esse cubo sofra uma mudancga de configuracao de forma, com os
vetores definidos por d?h = Ad?pl, d_];z = Adzy e d@3 = Ad_;E?,, o volume do cubo deformado

¢ dado pela Equacao 3.6.

dV° = det(dxy, dxs, ds) (3.5)
AV = det(dy, , dy,, dy;) = det(A)det(dzy, dzy, drs) = JdV° (3.6)
ja que
A%

em que J é o jacobiano ou a deformagdo volumétrica e deve atender a condicao de
impenetrabilidade J > 0, uma vez que o material nao apresenta auto interseccao, ou seja,

nao pode inverter ou desaparecer.

Figura 19 — Mudanca de configuracao do volume de um corpo

Fonte: Carvalho (2019)

Para descrever a mudanca de configuracao da area de um corpo, supoe-se o volume

infinitesimal dV° na configuracio inicial no qual se projeta uma area infinitesimal d.S°
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0

através de um vetor dz e define-se 7° como um versor ortogonal a face dS° (Figura 20).

Dessa forma, o volume inicial é dado pela Equacao 3.8.
dV° = dz idS° (3.8)

Apoés sofrer uma mudancga de configuracao, a nova area infinitesimal é definida
como dS, projetada através de um vetor dy e ortogonal a um versor 7. Assim, o volume

do cubo deformado é dado pela Equagao 3.9.
dV =dy it dS = A dx i°dS (3.9)

Sabendo que dV = JdV° (Equagdo 3.7) e que dz é um valor arbitrario, pode-se
escrever a Equacao 3.10, conhecida como férmula de Nanson. Essa equacao é usada para
relacionar as areas da configuracao deformada para indeformada e é muito importante na

relagdo entre as diferentes medidas de tensao.

i dS=JA 7%ds° (3.10)

Figura 20 — Mudanga de configuracao do volume de um corpo gerado pela area infinitesimal

Fonte: Carvalho (2019)

3.2 Equilibrio e Energia

Embora a formulacao adotada neste trabalho empregue uma descri¢gao Lagrangiana
total, o estado de equilibrio de um corpo esta intimamente ligado a sua configuracao atual
(CARVALHO, 2019). Sendo assim, abordam-se inicialmente as equagoes de equilibrio na
descricao Euleriana e, a partir delas, a forma Lagrangiana é obtida, utilizando as relagoes

de mudanca da configuracao deformada para a indeformada apresentadas anteriormente.

3.2.1 Equilibrio Euleriano

Considera-se um cubo infinitesimal, formado por cortes ortogonais aos eixos coor-
denados, com distancias infinitesimais entre si, retirado de um corpo Q! sujeito a forcas

externas. Dessa forma, para manter o equilibrio, cada face do cubo estd sujeita a um
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Figura 21 — Componentes de tensao e convencao de sinais de um cubo infinitesimal

Fonte: Coda (2018)

estado de tensoes em trés componentes, simbolizadas por o;;, em que ¢ refere-se ao eixo

ortogonal a essa face e j representa a dire¢do da componente de tensao (Figura 21).

Uma maneira de organizar esse estado de tensao na forma tensorial é por meio do
tensor de tensoes de Cauchy, conhecido como tensao real (Equacao 3.11). Efetuando o
equilibrio de momentos no cubo, resulta no teorema de Cauchy (Equagao 3.12), o qual
pressupoe que o tensor de tensoes é simétrico.
011 012 013
0= |021 022 023 (3.11)
031 032 033
T

O =0 ou 045 = 0y (312)

O equilibrio local Euleriano é obtido por meio da segunda lei de Newton, no qual
considera-se que o cubo infinitesimal estd sujeito a uma forca de volume l;, provocando
uma variagao infinitesimal de tensdo ao longo do cubo (V - o d?v) Dessa forma, tem-se a

Equacao 3.13.
0 dS+bdV = (oc+V o' dr)dS+pjdV (3.13)

em que dS corresponde a area da face perpendicular ao eixo onde ocorre a variagao de
tensao, dV é o volume do cubo, p é a massa especifica e §j é a aceleragdo na direcao calculada.
Apébs o desenvolvimento algébrico, pode-se escrever simplesmente a Equacao 3.14, que

representa matematicamente o equilibrio local Euleriano.
Vol +b=pj (3.14)

Integrando essa equacio no dominio ', obtém-se o equilibrio global (Equacio 3.15).
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/V-aTdV+/ Edvzf p i AV (3.15)
(o 0l 0l

Utilizando o teorema de Gauss na primeira parcela, é possivel escrever a integral
em funcao da superficie I'' que contorna !, dado um versor normal 71 a essa superficie no

ponto de andlise, conforme Equagao 3.16.
/a~ﬁdS+/ Edvz/ p i dv (3.16)
It Ol Ol

Como o -7 = p, sendo p uma forca de superficie, o equilibrio global Euleriano é

finalmente dado pela Equacao 3.17.
/ ﬁds+/ EdV:/ p i dv (3.17)
It Ol Ol

3.2.2 Equilibrio Lagrangiano

Para escrever o equilibrio Lagrangiano em funcao do equilibrio Euleriano, aplica-se
a férmula de Nanson (Equagao 3.10) e a férmula de mudancga de volume (Equagao 3.6)
na Equacdo 3.16, resultando na Equacdo 3.18. Dessa vez o dominio de referéncia ¢ QO,

delimitado pela superficie I'°.
-1y . =0 r 0 _ = 0
/FO<JUA ) -7t d50+/QOdev f/QOprdV (3.18)

O tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie (P) é definido pela

Equacao 3.19.
P=JA"o (3.19)

Além disso, o principio de conservacao da massa determina uma relacdo entre
as massas especificas inicial (p°) e final do sélido (p), apés passar por uma mudanga de
configuracdo, mediante a expressao p° = Jp. Utilizando um argumento semelhante a esse
principio, considerando que as for¢as de volume sao conservativas, pode-se escrever 0w=J 5,
onde B° é uma forca de volume Lagrangiana. Assim, o equilibrio global Lagrangiano escrito

em termos do tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie é definido pela Equacao 3.20.
P i 450 +/ AV = / 00§ ave (3.20)
ro QO QO

Para formular o equilibrio local Lagrangiano, Equacao 3.21, aplica-se o teorema de
Gauss e a arbitrariedade de volume. E importante ressaltar que o tensor P nao ¢é simétrico

como o tensor de Cauchy o.

V- PT 40 = 7 ou Py + b? = pog)j em notacao indicial (3.21)
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3.2.3 Equilibrio Lagrangiano por abordagem energética

O método estudado neste trabalho é baseado na abordagem energética Lagrangiana
para obtencao do equilibrio. Em razao disso, torna-se conveniente verificar se as equagoes
de equilibrio representam a soma das variacoes de energia, bem como se atendem as
condig¢oes de variacao do funcional. Dado que o funcional da energia mecanica total do
sistema ¢é escrito pela Equacdo 3.22. E importante destacar que os problemas abordados
neste trabalho sao considerados quase-estéaticos, por isso a parcela da energia cinética serd
omitida posteriormente. No entanto, nesta ocasiao, considera-se apropriada a apresentagao

de todas as parcelas da energia mecanica.
I=U+P+K (3.22)

em que U é a energia de deformagao, P a energia potencial das forcas externas e K a
energia cinética. O principio da energia mecanica estaciondaria total denota que o equilibrio

é obtido anulando-se a primeira variacao do funcional, conforme a Equacao 3.23.

ST = 6U + 6P + 6K = 0 (3.23)

Dessa forma, a Equagao 3.20 deve atender a essa condicao tornando a sua variagdo

nula (Equagao 3.24).
ot = [ 0 Fogavo— [ Begave— [ PTei sgds’+ [ PTV-(05) dvO =0 (3:24)
QO [ 10 0o

Na tltima integral da Equacao 3.24, tem-se que PT é o conjugado energético de
A, visto que P nao é simétrico e o V - (§y) é a variagao do gradiente fungao mudanga
de configuracio (§A). Dessa forma, assumindo p° uma forca de superficie Lagragiana

conservativa, escreve-se a Equacao 3.25.

L gogave— [ Wogave— [ i ogas’+ [ PTisaavt =0 (3.25)
Qo Qo To 0O

O fato do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff nao ser simétrico apresenta algumas
desvantagens enquanto medida de tensao para o método empregado. Sendo assim, um
segundo tensor de tensoes ¢ definido, conforme a Equacao 3.26. Diferentemente do tensor
de tensoes de Cauchy, o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie nao possui uma
interpretacao fisica no que se refere as forcas de superficie, mas é muito empregado na

formulacao de leis constitutivas de corpos deformaveis e na mecanica computacional

(CODA, 2003).

S=A"1pr (3.26)

Substituindo S pela Equagao 3.19 e lembrando que o é simétrico, tem-se que:
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S=JA oA =JA "  oT AT =4 s AT = 8T (3.27)

Dessa forma, o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é simétrico. E PT : §A

pode ser escrito pela Equacgao 3.28.
1
PT:6A=(A 8):0A=5:(AT6A) =S :sim(AT6A) = S : 5(ATaA + ASAT) (3.28)

Pelas Equacoes 3.3 e 3.4, tem-se que:
1
§F = §(AT5A + ASAT) (3.29)

Portanto, a Equacao 3.28 pode ser escrita conforme a Equagao 3.30, levando a
conclusao que o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff (S) é conjugado energético

da deformacao de Green (F).
PT:0A=S5:0E (3.30)

A tensao de Cauchy pode ser calculada a partir do segundo tensor de tensoes de

Piola-Kirchhoff segundo a Equacao 3.31.

1
o=<A-5. AT (3.31)

Por fim, a estacionariedade da energia mecanica potencial total (Equagao 3.25)

pode ser escrita em termos do par conjugado energético (F,.S), de acordo a Equacao 3.32.

511:/ pOgj(sgjde—/ Eo&jdvo—/ ﬁ’dgds‘)+/ S:SEAVO=0  (3.32)
Qo Qo 170 QO

Essa expressao corresponde as parcelas de variacao da energia cinética, da energia
potencial das forcas externas e da energia de deformacao, representadas respectivamente
nas Equacoes 3.33, 3.34 e 3.35.

K = /Q Nt (3.33)

P = — / 057 dv° — / P 67 dS (3.34)
Qo0 T0

oU = o S :6E dVY (3.35)

Nesse momento, é de interesse escrever as expressoes de cada energia (U, P e
K) que deram origem a essas variagbes com o propédsito de valida-las. Sendo assim, a
energia cinética ¢ escrita pela Equacao 3.36 e verifica-se que a variagdo da energia cinética,
desenvolvida usando o tempo como parametro (%dt), retorna a Equacao 3.33.

1

_ 4 0+ = 0
=5 Ju? Y g dV (3.36)
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A energia potencial das forcas externas é apresentada pela Equacao 3.37. E, da

mesma forma, a Equacao 3.34 é valida pelo fato de %dy = 0P.
1@:—/ E%jdvo—/ P 7 ds° (3.37)
Qo T0

A energia de deformagao é escrita em funcdo da energia especifica de deformagao
ou energia livre de Helmholtz () para problemas isotérmicos, segundo a Equagao 3.38
(CARVALHO, 2019). Essa energia determina a relagao constitutiva do material e para que
a equacao de equilibrio global Lagrangiana seja verificada na abordagem energética, W

deve corresponder a Equacgao 3.39.
U= [ UaV° (3.38)
0o
1
5\II:PT:5A:S:6E:§S:6C (3.39)

Consequentemente, os tensores de tensodes de Piola-Kirchhoff de primeira e segunda

espécie P e S podem ser escritos pelas Equagoes 3.40 e 3.41, respectivamente.

ov
ov ov

Isto posto, torna-se possivel definir a energia mecanica total do sistema com base
nas leis constitutivas do material, nas condi¢ées de contorno e nas deformagoes. Além
disso, no método dos elementos finitos posicional, as deformacoes sao dadas em funcao
apenas das posi¢oes nodais, as quais passam a ser as incognitas do problema. No entanto,
essas posicoes sao sempre aproximadas na forma de tentativas. O método de resolucao
consiste em assumir uma posicao tentativa e corrigi-la por meio de um processo iterativo

até que a solugao satisfaca o equilibrio, convergindo para a posicao exata da estrutura.

3.3 Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff

As leis constitutivas descrevem o comportamento de tensao-deformagao do material,
representando as propriedades inerentes de um corpo. O modelo constitutivo empregado
neste trabalho é o modelo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK), o qual é hiperelastico, ou seja,
a tensao resultante da deformacao pode ser derivada de uma funcao da energia potencial

de deformacao.

No modelo de Saint-Venant-Kirchhoff, a relacao entre forga e deslocamento é nao-
linear, porém elastica. As deformacoes causadas por solicitagdes mecanicas impostas sao
reversiveis quando cessadas as acOes externas e sua expressao é definida apenas mediante
o estado de deformacao atual, desassociada a fatores como histérico e taxa de deformagao.

Carrazedo (2009) faz uma comparacao entre o modelo SVK e um modelo eléstico linear,
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por meio da analise de uma viga engastada submetida a tracao e demonstra que a solucgao

analitica for¢a/deslocamento do modelo SVK ¢é ctbica.

Para a lei ser considerada um modelo constitutivo hiperelastico completo, deve-se
respeitar as condigoes de normalizagao e crescimento em casos de grandes deformagoes. A
condi¢ao de normalizagao (Equagao 3.42) determina que a energia de deformacgio deve ser
nula quando a deformagao é nula e a condi¢ao de crescimento (Equacao 3.43) aponta que
quando a energia de deformacao tende a infinito, o jacobiano nao pode se tornar negativo.
Embora a lei constitutiva SVK atenda a condicao de normalizacao, ela ndao responde a
condicao de crescimento, abrindo possibilidade de inversao de material. Por esse motivo,

ela é aplicada apenas em problemas com deformacoes moderadas.

E=0-U=0 (3.42)

U — +oo quando J — 0" ou J — +oo (3.43)

A lei constitutiva SVK ¢é definida pela energia livre de Helmholtz (¥), conforme
a Equacao 3.44, o que resulta na relagao entre tensao e deformacao apresentada na
(Equacao 3.45).
1

V=;E:C:E (3.44)

S=C:FE (3.45)

em que C é um tensor constitutivo elastico de quarta ordem e depende dos parame-
tros do material. Para sélidos tridimensionais isétropos, C pode ser escrito conforme a

Equacao 3.46.
C=2ul+N®I (3.46)

no qual I é o tensor identidade de quarta ordem, A é a constante de Lamé e p é a segunda
constante de Lamé (igual ao mddulo de elasticidade transversal G), em que esses ultimos
podem ser calculados a partir do médulo de elasticidade longitudinal E e coeficiente de

Poisson v, conforme as Equacgoes 3.47 e 3.48.

vE

A= (1+v)-(1—20) (3.47)
E

G = 500 (3.48)

Aplicando a Equagao 3.46 na relagao linear da lei hiperelastica (Equacao 3.45),
é possivel escrever a relacao entre a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e a

deformagado de Green-Lagrange de acordo com a Equacao 3.49.
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S = 2GE + Mr(E)I (3.49)

Essa relagao constitutiva para sélidos bidimensionais sob estado plano de defor-
macoes pode ser reproduzida pela Equacao 3.50 e sob estado plano de tensdes pela

Equacao 3.51.

Sul  [ec+x A 0] (En
Sio 0 0 2G| | Fu
511 _2G + 5\ ;\ Ell
Spwep=1 XA 2G4+ 0| Ex» (3.51)
Sio 0 0 2G| |Fu
em que
- E
A= — (3.52)
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4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Este capitulo abrange o desenvolvimento dos conceitos matematicos do método
dos elementos finitos posicional (MEFP) para andlise mecanica de compésitos reforgados
com fibras, particularmente o concreto armado. O MEFP aqui apresentado ¢ aplicado aos
elementos lineares e bidimensionais, empregados para simular a armadura e a matriz de
concreto, respectivamente. Da mesma forma que o capitulo anterior, a bibliografia base

corresponde ao livro de Coda (2018).

No capitulo anterior, os conceitos gerais da mecanica dos sélidos foram introduzidos
usando a notagao dyadica (ou compacta) por simplicidade. Em grande parte neste capitulo,
a notacao indicial (ou de Einstein) é utilizada porque apresenta os conceitos para o
desenvolvimento do cédigo de forma mais clara e completa, enfatizando principalmente os

nos e diregoes associados ao elemento finito.

4.1 Apresentacao do método

O método dos elementos finitos consiste em discretizar o continuo em um conjunto
de subdominios, nomeados elementos finitos. Dessa forma, um problema mecanico continuo,
com infinitas incognitas, é convertido em um problema discreto com finitas incégnitas e
possivel de resolver (CODA, 2018). As varidveis envolvidas no problema sao aproximadas
mediante uma combinagao linear de fungoes discretas que dependem do grau de refinamento
da malha de elementos adotada para precisao da resposta (CARVALHO, 2019).

Os elementos finitos s@o conectados entre si por meio dos nés, os quais podem ser
internos ou externos. Esses nos sao definidos em func¢ao das suas coordenadas e dispoem
de parametros nodais, ou graus de liberdade da func¢ao aproximadora, que descrevem a

grandeza desejada, como forca, deslocamento, velocidade e aceleracao (FELIX, 2018).

Nas analises mecanicas em MEF, tém-se como variaveis nodais os deslocamentos.
No entanto, a formulagao é definida como posicional quando as variaveis nodais sao as
posicoes dos nés em relagdo a um sistema de referéncia. A formulacao desse método,
considerando uma descricdo Lagrangiana total, consiste em definir a posicao atual de
um solido, as tensoes e as deformacoes, cujo equilibrio é obtido por meio do principio da

estacionariedade da energia mecanica total.

4.2 Solucao do sistema de equacdes de equilibrio

A determinacao da configuracao de equilibrio estatico final do corpo na analise
nao-linear geométrica, requer o uso de estratégias numéricas iterativas para solucionar o

sistema nao-linear de equacoes. O procedimento iterativo empregado neste trabalho é o
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método de Newton-Raphson, no qual a configuragao de equilibrio é alcancada a partir
de uma posicao tentativa. Para tanto, o processo de solugao consiste em subdividir a
carga aplicada ou o deslocamento prescrito em passos que, por sua vez, sao incrementados
gradualmente ao final de cada ciclo. Dessa forma, o valor da posicao tentativa (Y) para o
primeiro passo é a posigao inicial (X) e nos demais, é dada como a posigao de equilibrio

do passo anterior (Y?).

Portanto, para satisfazer a condicao de equilibrio, recorre-se a minimizagao da
energia mecanica total do sistema, ou seja, a variacao dessa energia em relagao as posigoes
nodais deve ser nula, conforme a Equacao 4.1. Vale lembrar que, como se refere ao equilibrio
estatico, a parcela da energia cinética foi desconsiderada.

Ol 0W(Yy)  OP(Yz)
Y, o, oy,

= F" (Vi) - F7 20, =g, (4.1)

em que F ;”t é o vetor de forga interna calculado como derivada da energia de deformacao
de um elemento finito j, ij é o vetor de forca externa calculado como derivada da
energia potencial das forgas externas (consideradas conservativas, ou seja, independente
de mudancas de posigoes) e g; € o vetor de desbalanceamento mecanico do método de
Newton-Raphson que retorna um valor nao nulo para g(Y}?) quando a posi¢io tentativa

nao ¢ a solugao exata para o equilibrio.

Expandindo-se o vetor de desbalanceamento em série de Taylor na vizinhanca da

posicio tentativa Y, encontra-se a Equacio 4.2.

dg;
oY;

9;(Vi) = g; (V) + AY; + OJ? >~ () (4.2)

0
Yk

em que Yy é a solucao procurada do problema, AY; é o vetor corre¢cao da posi¢ao e 0]2-
representa os termos de ordem superior oriundo da série de Taylor e pode ser desprezado,

ocasionando na Equagao 4.3.
9y;

-1
0*W
L= — . 0 —
k

na qual H;; ¢ a matriz Hessiana ou rigidez tangente do problema para a posicao tentativa.

0) 9; (V) = —(Hy) 'g; (V) (4.3)

Considerando as forgas externas como conservativas, a matriz Hessiana é dada pela
segunda derivada da energia de deformacao em relacao as posi¢oes nodais, de acordo com
a Equacao 4.4.
B 0*U
L/ 8}/;8}/; ka

(4.4)

Dessa forma, a solucao tentativa pode ser melhorada fazendo-se a correcao, conforme

a Equacao 4.5. O novo valor tentativa é entdao posicionado na Equacao 4.2 onde resulta um
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novo desbalanceamento e uma nova correcao, repetindo o processo até AY; ou g; assumir
valores suficientemente pequenos, de acordo com uma tolerancia previamente estabelecida
(Equacao 4.6).

Y, =Y+ AY; (4.5)
AY;
Erro = ||X’|| < Tolerancia (4.6)

em que |AY;| é o médulo do vetor de corregao da posicao e |X;| o médulo do vetor da
posicao inicial.

Ao atingir a tolerdncia, o vetor obtido na Equacao 4.5 corresponde ao vetor
resultante das posi¢oes nodais do equilibrio estatico para o atual passo de carga ou
deslocamento prescrito. Com isso, a cada nivel de carga, uma solucao para as posi¢oes
nodais é calculada até que todo o carregamento seja aplicado, identificando assim todas as

configuragoes de equilibrio da estrutura analisada.

4.3 Elemento finito bidimensional

Para escrever as equagoes de equilibrio, deve-se calcular a energia especifica de
deformacdo, a qual é fungao da deformacao de Green-Lagrange (Equacgao 3.39), que, por
sua vez, depende do gradiente da fungdo mudanga de configuragao (Equagao 3.29). Para

isso, ¢ necessario fazer um levantamento das configuragoes inicial e atual de um elemento.

Um elemento finito bidimensional, com dois graus de liberdade associados a cada
no, tem sua configuracao inicial €}y e configuracao atual {2; representadas por posigoes
nodais, x; e y;, respectivamente. Na mudanca de configuracao, uma funcao f, proveniente
da atuacao de solicitagoes mecéanicas, é aplicada. Dessa forma, para descrever a funcao
mudanca de configuracdo f e a configuracao atual 2; do elemento finito, idealiza-se um
dominio paramétrico adimensional auxiliar 2, com coordenadas &;, capaz de mapear as
configuracoes iniciais e atuais por meio de fungoes aproximadoras, denominadas func¢oes
de forma (¢;(&1,&2)), a partir das quais as posigoes nodais sao escritas pelas coordenadas
adimensionais da configuragao auxiliar (Equagoes 4.7 e 4.8). A Figura 22 ilustra o mapea-
mento das posi¢gdes nodais de um elemento finito de chapa de aproximacao cibica com 10

nos por elemento.

ri = [ = di(&, &) X! (4.7)
Yi = fil = ¢l(51752)yil

em que f? e f! correspondem & funcio de mapeamento do espaco adimensional para
a configuragao inicial e atual, respectivamente; &1, & sao as coordenadas adimensionais;

¢ significa as funcoes de forma aplicadas nas coordenadas (£1,&); e X! e Y} sdo as
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Figura 22 — Mapeamento das posi¢oes nodais do elemento finito bidimensional

Xs0 Vs ]
o6 2
X ¥ (Lo .
(0,0) * * oy

o 8 5 1

Fonte: Adaptado de Ramos (2020)

coordenadas nodais da configuragao inicial e atual, nesta ordem, onde os termos [ e %

representam respectivamente o né do elemento finito e as dire¢oes a ele associadas.

Como mencionado anteriormente, o gradiente da fun¢ao mudanca de configuracao
é de grande relevancia para o calculo do Jacobiano (Equagao 3.7) e da deformagao de
Green-Lagrange (Equagao 3.39), a qual permite elaborar o modelo constitutivo e calcular
o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff (Equagao 3.45). Esse gradiente é calculado
em fungao dos gradientes dos mapeamentos das configuragoes inicial e final (Equagoes
4.7 e 4.8), conforme as Equacgoes 4.9 e 4.10, onde os tensores de segunda ordem A° e Al

possuem a dimensao do espaco (2x2 para 2D e 3x3 para 3D).

of) _ O¢u
Al =g, = = = X! 4.9
1] Zz sJ 85] ag] 7 ( )
afl  O¢
Al =a ==Y 4.10
1] T 5] 85] afj 1 ( )
cujo gradiente da fun¢ao mudanga de configuracao é dado pela Equacao 4.11.
A= Al D,Sj ou A= A'(A")"' em notacio dyadica (4.11)

em que Dy é a inversa da matriz Ap,.

As funcoes de forma, ou polindmios interpoladores de Lagrange, podem ser escritas

explicitamente segundo a Equacao 4.12 para um elemento finito de aproximacao cubica
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com 10 nés, no qual & = 1 — & — &. Segundo Coda (2018), essa é a aproximacao mais

adequada para sélidos 2D.

$1(&1,62,8&3) = ;& 36 —1)(36 —2)

P2(&1,62,&3) = 25152(351 - 1)
B3(6, 0. 6) = SE16a(36 — 1)

61(6,6.6) = 5636 ~ 136~ 2)
85(61,62,65) = 5616361 1) (1.12)
Bol6r,E2,5) = 2TErtas
$r(61, . 65) = Sats(36 — 1)
85(61, . 65) = SEE3(36 — 1)
Bo(61, 62, 65) = S6s(365 — 1)

P10(&1,&2,&3) = =&3(383 — 1)(3&5 — 2)

N[ —

De posse dessas equagoes, para escrever as equacoes de equilibrio e implementar o
processo iterativo de Newton-Raphson, resta agora determinar as forcas internas e matriz

Hessiana.

4.3.1 Forcas Internas

De acordo com as Equagoes 3.35 e 4.1, pode-se escrever o valor nodal equivalente
da forca interna do né [ pela Equacao 4.13.

l mnt o ] aE 0
()" = S a—yldv (4.13)

e, com base nas Equacoes 3.29 e 4.11 pode-se chegar a Equacgao 4.14.
or 1 0Al

o 2(@%*-%3 -Al-(AO)_lJr(AO)_T-(Al)T-ay,-(AO)_1> (4.14)

na qual, partindo-se da Equagao 4.10, calcula-se a derivada parcial de A' (tensor de quarta
ordem) conforme a Equacgao 4.15.
OAj _ 001
dyi &

(4.15)

em que 0 é a funcdo delta de Kronecker (de valor 1 para i = j e 0, se i # j). E valido

comentar que a integral da Equacao 4.13 é conhecida numericamente, pois as posigoes
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atuais dos nos sao conhecidas como tentativa e a integracdo numérica é calculada no
formato de quadratura, elaborada por Hammer, Marlowe e Stroud (1956). A quadratura
de Hammer pode ser escrita na forma da Equagao 4.16.

nph

/V dVE) ZS’ JO gz) wy (416>

em que §(z) representa uma fungao qualquer; &; é o vetor de coordenadas adimensionais no
ponto de integracgao i; Jy ¢ o Jacobiano da transformacao do mapeamento da configuragio
inicial, calculado pela Equacao 4.17; e w; é o peso associado aos pontos de Hammer. Neste
trabalho foram utilizados 12 pontos de integracao para elementos triangulares 2D de

aproximagao cibica, garantindo precisdo suficiente nas integrais desejadas (CODA, 2018).
J0(£17 62) = Det(AO) (417)

4.3.2 Matriz Hessiana

A matriz Hessiana ou rigidez tangente do problema é calculada por meio da
Equacgao 4.4, considerando as forgas externas conservativas, resultando, dessa forma, na

Equacao 4.18.

o ov  ofm
y — 4.1
Y oyoy; oy (4.18)
em que, da Equacgao 4.13, resulta a Equacao 4.19.
8f}”t / (83 oF O’FE )
= — 4+ 5 dv?® 4.19
dy; dy;  0y; 9y;0y; ( )

e, pela Equacao 4.14, pode-se chegar a Equagao 4.20.

2 1 1 T 1
a'E — 1 (AO)_T 8(A ) 8"4 (AO) (AO)—T . a(Al) 8"4 (AO)—I
Oyldy;, 2 oyl Oyk oy oyl
(4.20)
em que OA! /9y ¢ calculada pela Equagao 4.15 e OF /0y é dada pela Equagao 4.14, restando
apenas definir o termo 05/0y (Equacao 4.21).
95 0SS OF

na qual 0S/OFE é o operador tangente consistente da lei constitutiva C, calculado por meio
da Equagao 3.46.

A integral da Equacao 4.19 é solucionada para cada elemento finito, no formato de
somatorio das contribuigoes calculadas para cada ponto de Hammer, assim como realizado

para as forgas internas.
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4.4 Elemento finito linear

Os elementos finitos bidimensionais foram formulados para simular a matriz de
concreto. Os elementos finitos lineares, por sua vez, sao utilizados para representar as
armaduras, em forma de fibras longas ou curtas inseridas no dominio bidimensional.
Esses elementos lineares sao formulados como barras simples, se confundindo com o
elemento estrutural linear de trelica que contém dois nés por elemento. Com isso, algumas
simplificagoes sao admitidas, como a deformagao longitudinal constante, a inexisténcia da
rigidez transversal e a dispensa do calculo das forcas internas e da matriz Hessiana por
meio da integracao numérica. Dessa forma, em formulagoes estaticas, nao se pode aplicar
forcas transversais sobre o elemento finito de barras simples, apenas nos nés. Além disso,
a aderéncia entre a fibra e matriz ocorre através dos nés da fibra. Por isso, o uso de barras
simples, reta e com aproximacao linear na simulacao da armadura é viavel desde que os
elementos de fibra sejam bem discretizados, ndao comprometendo a condi¢ao de aderéncia

entre os continuos.

A Figura 23 apresenta um elemento finito de trelica, com dois graus de liberdade
associados a cada no, sujeito a uma funcao mudanca de configuracao, onde os comprimentos
iniciais (L) e atuais (L) sao obtidos em funcao das posi¢oes nodais do elemento finito,

conforme as Equacgoes 4.22 e 4.23.

Figura 23 — Configuracoes do elemento finito de barra simples

0¥ X1, Xe2
Ypi, Yoo

Fonte: Adaptado de Ramos (2020)

Lo = /(X1 — Xa1)? + (X2 — Xa2)? (4.22)

L=1/(Yp — Ya1)? + (Yoo — Yar)? (4.23)

em que « e 3 correspondem aos nés do elemento finito e os indices numéricos referem-se

as direcoes associadas ao no.
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A deformacao de Green-Lagrange, medida de deformacao Lagrangiana, para o caso
uniaxial é dada pela Equacao 4.24.
1L - L

E
> 12

(4.24)

Com base na Equagao 3.38, a energia de deformagao para um elemento finito
de trelica é simplesmente a Equacao 4.25, devido ao volume ser constante ao longo do

elemento.
U(Y) = [ W(BEE)dVo = W(E(Y))AoLo (4.25)

Dessa forma, as forgas internas do elemento sao calculadas por meio da Equacao 4.26.
ov oV OF

int _ = AgLo—— 4.26
e, pela Equacao 3.41, pode-se chegar a Equacao 4.27.
4 oF

mt— AgLoS 4.27

i oLoShy (4.27)

em que S ¢é a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e 0E/0Y;; ¢é obtida derivando-se
a Equacao 4.24 em relacao as posigoes nodais, o que resulta na Equagao 4.28.
OE  (-1)
Y,  Lj

(Ya; — V1) (4.28)

Portanto, a expressao para as forcas internas para elementos de barras simples é

finalmente descrita na Equacao 4.29, onde 7 é o no local e j a direcao associada a esse no.

. 1)t
o= 205wy (129)
0

Como se sabe, a matriz Hessiana é definida como a segunda derivada da energia de
deformacgao em relagdo aos parametros nodais (Equagao 4.18). Para o elemento finito de

barras simples, a Hessiana corresponde a Equacao 4.30.

H;ji = AoLog

) (a\y 8E>: I <02\y(E) OE OB O0°F ) (.30

oYy \OE oy, OE? 0Y, 0V " 0Y,0Yn

em que a segunda derivada da energia especifica de deformacao em relacao a deformagao de
Green é o médulo de elasticidade tangente do modelo constitutivo adotado (que equivale
ao mddulo de elasticidade E para o modelo SVK) e a segunda derivada da deformagao de
Green em relagdo as posicoes nodais é calculada derivando-se a Equacgao 4.28, resultando
na Equacao 4.31.
O’E 0 O0E  (—=1){(-1)*
0Y;;0Yy T OV Y N Ly

5; (4.31)

Finalmente, a matriz Hessiana do elemento pode ser escrita segundo a Equacgao 4.32.
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Hiji = (—1)"(—1)

kAo

Lo

—Yy;) (Yo — Yu)

(E (Y,

Ly Ly

53

(4.32)
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5 ACOPLAMENTO FIBRA/MATRIZ

Até o momento, os vetores de forcas internas e a matriz Hessiana foram estabelecidos
de forma independente para os elementos bidimensionais e lineares. No entanto, para que
esses elementos trabalhem em conjunto, seja considerando a perfeita aderéncia ou nao,
é necessario apresentar a formulagao do acoplamento fibra/matriz, na qual a estratégia

empregada é a técnica de embutimento.

Neste capitulo serao descritas trés diferentes abordagens para se considerar a
insergao do reforgo na matriz: o método do embutimento proposto por Vanalli (2004) que
nao acrescenta graus de liberdade no modelo; a inser¢do de uma restricdo de deslocamento
relativo com a técnica dos multiplicadores de Lagrange para descrever a perda da aderéncia;
e a insercao de um elemento adimensional com a técnica da penalizacao que considera o
escorregamento do reforgo. Cabe destacar que essas duas tltimas abordagens sao propostas
deste trabalho.

5.1 Fibras perfeitamente aderidas

Quando o reforco e a matriz sao considerados perfeitamente aderidos, a estratégia
da técnica do embutimento garante total liberdade na geracao das malhas e nao acrescenta
graus de liberdade ao sistema. Diversos autores utilizaram a técnica de embutimento para
descrever o acoplamento, como Vanalli (2004), Vanalli, Paccola e Coda (2008), Sampaio,
Coda e Paccola (2011), Sampaio, Paccola e Coda (2013), Sampaio, Paccola e Coda (2015),
Paccola e Coda (2016), Posterlli (2017), Felix (2018), Tavares (2020) e Ramos (2020).

A aderéncia entre os elementos finitos de diferentes dimensoes da-se apenas nos
nos. Em vista disso, caso sejam adotados elementos de barra lineares, seu niimero deve ser
elevado o suficiente para garantir uma aproximacao satisfatéria na discretizacao, ja que o

elemento bidimensional possui aproximacao ctbica.

A técnica de embutimento fundamenta-se em escrever os parametros nodais da
fibra em funcao dos parametros nodais da matriz onde as fibras estao imersas, por meio
dos polindémios interpoladores de Lagrange utilizados na aproximagao. As Equagoes 5.1
e 5.2 descrevem as posi¢oes nodais do elemento de fibra na configuragao inicial e atual,

respectivamente, as quais garantem a aderéncia entre os dominios.
XP = o;(el,8)X] (5.1)
YP = (&, &)Y/ (5.2)

em que o simbolo com uma barra curva sobrescrita (@) foi utilizado para representar os
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pardmetros associados & matriz e o simbolo de uma barra reta sobrescrita (®) para os
parametros associados a fibra. Portanto, ggj refere-se as fungoes de forma do elemento finito
bidimensional calculadas para as coordenadas adimensionais & e & do né p do elemento
linear; e X e Y correspondem respectivamente as coordenadas nodais de um elemento na

configuragao inicial e atual.

Para calcular o vetor de forcas internas e a matriz Hessiana do conjunto, é impor-
tante descrever a formulacao da energia de deformacgao armazenada no sistema, a qual
¢ formada pela soma da energia de deformagao da fibra e da matriz, de acordo com a

Equacao 5.3.
U=U(Y(Y))+T({) (5.3)
Dessa forma, o vetor de forcas internas é obtido derivando-se a energia de deformacao

em relacao as coordenadas nodais dos elementos da matriz, segundo a Equacao 5.4, onde

7 € 0 no6 do elemento da matriz e ¢ é a direcdo desse no.

1) 85;;

4 o oY - OV (Y, (ffkl)) )
it — 97 _ [ 9 g 4 - dv; 5.4
/vo v, ° Jw oy, ’ (5:4)

em que a primeira integral refere-se as forcas internas do elemento finito da matriz,

calculadas segundo a Equagao 4.13. A segunda integral da Equagado 5.4 é determinada

utilizando a regra da cadeia, conforme a Equacao 5.5.
oV 0V oY
8Yy; Vi dYy

(5.5)

em que o termo OW/dYy, corresponde as forcas internas do elemento finito da fibra,
calculadas na Equacéo 4.29; e o termo 0Yj, / 8)71-]- ¢ a derivada das posi¢oes nodais do
elemento de fibra em relacdo as posi¢oes nodais do elemento de matriz, calculada conforme

a Equacao 5.6.

8Ykl = k ¢k .

— = 0; | &, se 7 =1 5.6

oy, ¢ (fl 52) J (5.6)
a qual resulta em valor nulo quando se tem j # [.

O tensor Hessiano global da estrutura é obtido por meio da segunda derivada da
energia de deformagao em relagao as coordenadas nodais, como mencionado nos itens
anteriores. A Equacao 5.7 apresenta a formulacdo da Hessiana para um elemento finito do
composito (matriz + fibra).
ov 82@ ~ / 62@ (Ymn(ffop)) =

T A | A ae @t == dV 5.7
aY,0% v ov,ovy  Jn T av,ov 0 (5.7)

Hiji =

em que a primeira integral refere-se a Hessiana do elemento finito da matriz, descrita na

Equacao 4.19, ja a segunda integral diz respeito ao espalhamento da matriz de rigidez
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promovido pelas fibras, a qual é determinada derivando a Equagao 5.5 em relacao aos
parametros nodais da matriz, conforme a Equacao 5.8.
?Q\TJN _ 82@7 8)71% 8%% n 782@7 6)71% 8}:/010 n 782@7 8}:/@ 8%1”
0Y;;0Y OYorinOYmn 0Yi; OV 0Yn0Yop 0Yi; Yy 0Yop0Yn 0Yy; OV
N _32\11_ 83:/0p c“ﬂifop
Y 0V op Oy OV

(5.8)

em que os termos 920 /OY Y representam as matrizes Hessianas dos elementos finitos de
fibra e os termos 9Y/ dY dependem da posicio na qual a fibra est4 inserida na matriz,

conforme Equagao 5.6.

5.1.1 Conectividade do n6 do elemento de fibra ao elemento da matriz

Na técnica de embutimento, o né do elemento da fibra nao precisa necessariamente
corresponder ao n6 do elemento da matriz, o que torna a geracao da malha independente
das coordenadas dos nés da fibra. Por esse motivo, os elementos do dominio podem se

posicionar de diferentes formas, como mostra a Figura 24.

Figura 24 — Arranjo das fibras na matriz

matriz

fibras

Fonte: Felix (2018)

Nesse sentido, segundo Felix (2018), o arranjo das fibras no dominio bidimensional
de aproximacao cibica pode ocorrer de quatro formas distintas:
I. Ambos os nés da fibra incidem no mesmo elemento da matriz;

II. Os nés da fibra estao localizados em elementos adjacentes, os quais possuem

quatro nés em comum;

ITI. Os nos da fibra estao localizados em elementos adjacentes, os quais possuem

apenas um né em comuinm;
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IV. Os nos da fibra estao localizados em elementos distantes, sem possuirem nos

€111 comuin.

E importante ressaltar que os elementos da matriz que sdo atravessados pela fibra,
mas nao contém um dos nés do elemento de fibra, nao recebem contribuicao advinda da
fibra no vetor de forgas internas e na matriz Hessiana do elemento da matriz. Por isso,
para se obter uma resposta satisfatéria do modelo, os elementos finitos de barras simples
de aproximacao linear devem ser bem discretizados de modo que evite a ocorréncia das
formas III e IV da Figura 24.

Tanto a Equacao 5.4 quanto a Equagao 5.8 podem ser escritas em formas matriciais,
onde o vetor de forgas internas local da fibra [Fmth ¢ expandido para o vetor de forgas

internas global de dimensao AN (Equacgao 5.9), em que N é o niimero de nés do elemento

da matriz. Da mesma forma, a matriz Hessiana local da fibra {FI LM é expandida para

uma matriz global de dimensio 4N x 4N (Equacio 5.10).

93] s [P, (5:9)

4N x4

AN
[FI}Z\K;XM\NI - [Q;B]ZNXZL' {FILLXAL ’ [QEB}@@N (51())

em que os termos [gb[g] correspondem aos termos JY /0Y, os quais sdo as fungoes de
forma dos elementos finitos que compde a matriz do sistema aplicadas nas posi¢oes nodais
adimensionais correspondentes aos nés da fibra. Portanto, para um elemento de matriz

com aproximagao cubica e um elemento de fibra com dois nés, tem-se a Equacao 5.11.

o0 G .. ¢y 0O 0 0 0 .. 0 0
ot 0 o0 4 00 0 .. 0 0| [[6] [0
ol =10 0 o0 0 o ¢ 0 2 .. ¢ 0 _{[0] [qb?]} (5.11)
000 0 .. 0 0 0 ¢2 0 ... 0 ¢

As Equagoes 5.9 e 5.10 possibilitam expandir respectivamente o vetor de forgas
internas e a matriz Hessiana para cada elemento de fibra inserida na matriz. Esses
parametros expandidos devem ser somados aos parametros globais do problema, obedecendo
a incidéncia dos elementos de matriz. Com essas equagoes, o problema encontra-se definido,
restando apenas determinar a configuracao de equilibrio estatico do sélido para se obter

as posicoes nodais atuais exatas, por meio da Equacao 4.1.

Vale mencionar que, para o caso com aderéncia perfeita, as posi¢oes dos nos da
fibra serao sempre dadas pelas coordenadas adimensionais da matriz que correspondem
aos nos da fibra. Isso vale tanto para a configuragao inicial quanto para a final. Dessa
forma, nao ha aumento de graus de liberdade no sistema devido a insercao de fibras, bem

como nao ha necessidade de coincidéncia dos nés na discretizagao das fibras e da matriz.
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Definidas as posi¢oes dos nos da fibra a partir das posi¢oes nodais da matriz, é possivel

obter as deformacoes, tensoes e forcas internas dos elementos de fibra de forma isolada.

5.2 Simulacao da interface com os Multiplicadores de Lagrange

O método do embutimento apresentado na segao 5.1 considera a perfeita aderéncia
entre os materiais. De modo a considerar a dissociagdo do conjunto, utiliza-se um elemento
de conexao dos nés da fibra na matriz com duas abordagens: a técnica dos multiplicadores

de Lagrange e a técnica de penalizacao.

No método dos Multiplicadores de Lagrange, a fibra possui nds proprios no sistema
e sua contribuicao nao é descrita em funcdo das coordenadas nodais da matriz, como
no método do embutimento proposto por Vanalli (2004). No entanto, a vantagem da
independéncia entre a malha da matriz e a malha da fibra continua valida, uma vez que
nao ha necessidade de coincidéncia entre os nés, como no modelo discreto. Isso porque
a incidéncia dos parametros nodais da fibra continua registrada nos parametros nodais
da matriz por meio das fungoes de forma, determinando o que sera chamado de nés
ficticios. Os nés ficticios nao acrescentam graus de liberdade ao sistema e tém a funcao de
representar a posicao do elemento de fibra em relacao ao elemento da matriz. O elemento
de ligacao usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange ira conectar o n6 da fibra com
o no ficticio, e é a partir deles que as tensoes de aderéncia e os deslocamentos relativos sao

calculados.

Para conectar os dois dominios, restringindo o deslocamento relativo, pode-se impor
que a distancia entre os nés da fibra e os nos ficticios seja nula. Dessa forma, a equagao de

restricao a ser imposta é dada pela Equacao 5.12.

YP—YP =0 (5.12)
em que Y sdo as coordenadas nodais da fibra e Y sdo as coordenadas nodais ficticias da
matriz.

A expressao da energia total do sistema com o multiplicador de Lagrange (I1})

inclui um novo potencial (IL) e é definida pela Equagao 5.13.
I, =U+P+L (5.13)

Como o novo potencial nao deve modificar a energia total do sistema, as equagoes
de restricao desse potencial devem apresentar valores nulos. Dessa forma, a parcela do

multiplicador de Lagrange a ser adicionada ao funcional de energia pode ser escrita como:

L = X (Y=Y (5.14)

)

na qual \; sao os multiplicadores de Lagrange em cada direcao i do né p do elemento

linear.
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Apesar de ser uma ideia natural para a consideracao cinematica da ligacao, a
imposicao de restricbes por meio dos multiplicadores de Lagrange adiciona graus de
liberdade no modelo, pois aumenta o nimero de equagoes algébricas relativas a nova

variavel \.

A contribuicao das forcas internas locais das equacgoes de restricao é dada pela
primeira derivada do potencial . em relacao aos parametros nodais do problema, que

resulta nas Equacoes 5.15, 5.16 e 5.17.

oL
=)\ 5.15
JL
oL - I
o =Y Y7 (5.17)

A contribuicdo da matriz hessiana local das equagoes de restricao é dada pela

segunda derivada do potencial L.

O?L O*L 0L d*L
— = = ———— = ————— =) (5.18)
oYrovr oyPovk  ovroyF  ovP oyp
oL %L
_ = S 5.19
oYP N 0N oYk (5.19)
2L 2L
0 _ 9 =-1 (5.20)

OYP ONF ON QY

Para considerar a conectividade dos dominios, os vetores de forcas internas locais
da fibra e do elemento de conexao sao expandidos para o vetor de forcas internas global.
A contribuicao da fibra é realizada em seus préprios graus de liberdade. Ja a contribuicao
das forcas internas do elemento de Lagrange tem incidéncia nos nés da fibra e nos nés

ficticios, os quais sdo escritos em func¢ao das coordenadas nodais da matriz (Equagao 5.21).
VP = 6;(¢h, )Y/ (5.21)

cujo Y representa as coordenadas nodais da matriz na configuracao deformada do corpo.

Para considerar a correta incidéncia do vetor de forcas internas local no vetor
de forcas internas global, nos graus de liberdade correspondentes da fibra e da matriz,

utiliza-se a matriz de funcao de forma [¢4,], conforme a Equacao 5.22.

{ zl;ﬂ Zj\ff+4 - wwg]éﬁﬂ)xa : [EZL;}G (5.22)

em que FlZg representa o vetor de forcas internas para o elemento de Lagrange e N é o

numero de nés do elemento da matriz. Da mesma forma, a matriz Hessiana local relativa
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ao elemento do Lagrange [Hj,ls,, ¢ expandida para uma matriz global de dimensao
(2N +4) x (2N +4) (Equacio 5.23).

exp

T
[ la9]<2ﬁ+4)x(zﬁ+4) = [Puagl o7 4yx6 * [Hragloxs  [91ag)ex o1 (5.23)

em que os termos [¢y,,| correspondem aos termos das fungdes de forma dos elementos
finitos que compoe a matriz do sistema aplicadas nas posi¢oes nodais adimensionais
correspondentes aos nés da fibra (os nos ficticios), e correspondem também as posigoes
nodais da propria fibra e do termo referente a variavel A. Portanto, para um elemento de

matriz com aproximagao cibica e um elemento de fibra com dois nés, tem-se a Equacao 5.24.

¢ 0 ¢y .. ¢y 0 00 0 0

0 Lo 0 1,00 00

R B O
[¢la9]6x(2ﬁ+4): 0 0 0 0O 0 010 0l [0] [1] [0] (5.24)

0 0 0 0 0 001 ol Lo

_0 0 0 0 0O 00O 1_

Em suma, as Equagoes 5.22 e 5.23 possibilitam expandir respectivamente o vetor
de forcas internas e a matriz Hessiana para cada elemento de conexao inserido em cada
no6 da fibra. Esses parametros expandidos devem ser somados aos parametros globais do
problema, obedecendo a incidéncia dos nos ficticios. Com essas equagoes, o problema da
conexao dos elementos de fibra e da matriz por meio da técnica dos multiplicadores de

Lagrange encontra-se definido.

Vale ressaltar que o multiplicador de Lagrange possui uma interpretacao fisica de
grande interesse no estudo da aderéncia. O seu valor na situagao de equilibrio da estrutura
é a forca de contato auto equilibrada necessaria para manter os elementos conectados
no noé, a partir da qual pode-se calcular facilmente a tensdo de aderéncia. A partir do
momento em que a tensdao de aderéncia atinge um limite (7,4, de acordo com FIB Model
Code (2010)) em algum elemento de ligagdo, o n6 da fibra perde a conexao com o né
ficticio e os dominios se comportam de maneira independente, estabelecendo uma relacao

nao-linear entre a tensdo de aderéncia e o deslocamento relativo.

5.3 Simulacao da interface com os Elementos de Mola

A conexao por meio de molas tem a vantagem de nao introduzir novas variaveis
ao sistema de equagoes devido ao proprio método, como ocorre com os multiplicadores
de Lagrange. Dessa forma, comparada a técnica do embutimento proposta por Vanalli
(2004), a consideracdo da perda da aderéncia adiciona apenas os graus de liberdade

relativos as proprias fibras. A incidéncia dos parametros nodais da fibra continua sendo
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registrada nos pardmetros nodais da matriz (empregando nds ficticios) para a verificagao

dos deslocamentos relativos, sem a necessidade de coincidir os nés da fibra e da matriz.

Outro aspecto importante na analise da aderéncia das fibras usando a técnica da
penalizagao (elementos de mola) é a possibilidade de se adequar a rigidez da ligagdo em
funcao dos parametros dos materiais, em contrapartida a ligacao rigida que os multiplica-
dores de Lagrange introduz. Com isso, a inser¢cao da mola permite um escorregamento

progressivo da fibra a medida em que se aumenta a tensao na interface.

Para conectar os dois dominios, a equacao de restricao imposta pelo elemento
adimensional de ligacdo pode ser dada pelo seguinte potencial:
k

M= (¥} -¥7)? (5.25)

em que k representa a rigidez da ligacao.

A expressao da energia total do sistema (I1,) com o novo potencial M é definido

pela Equacao 5.26.
Iy, =0+P+M (5.26)

A contribuicao das forcas internas locais das equagoes de restricao é dada pela
primeira derivada do potencial M em relagdo aos parametros nodais do problema, que
resulta nas Equagdes 5.27 e 5.28. Esse vetor de forgas internas representam as forcas de
contato na ligagdao da fibra na matriz. Dessa forma, a for¢a de aderéncia também é uma
resposta natural do método.

oM

k- (YP—YP 5.27
o7 (Y; ) (5.27)
OM L
L (YyP_ P 5.28
o7 (Y; ) (5.28)

A contribui¢do da matriz hessiana local das equacoes de restricao é dada pela
segunda derivada do potencial Ml em relacao aos parametros nodais da fibra e da mola, de

acordo com as Equacoes 5.29 e 5.30.

0°M 0°M

I __ ¥ 5.29
OVPOYE — OYPoy) (5-29)
2 2

oM __ oM __ _, (5.30)

oYrovk  ovPoyp
Com os vetores de forcas internas locais e as matrizes Hessianas locais do elemento

bidimensional, do elemento linear de trelica e do elemento adimensional de ligagao ja

definidos, resta agora calcular o vetor de forcas internas global e a matriz Hessiana global.

Os elementos do reforco e da matriz tém as suas contribuicoes aplicadas diretamente

nos seus proprios graus de liberdades. Os elementos adimensionais, por sua vez, devem
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obedecer a incidéncia nos nés ficticios e nos nés da fibra. No entanto, como os nés ficticios
sdo escritos em fungdo das coordenadas nodais da matriz (Equagao 5.21), a expansao do
vetor de forgas internas local do elemento de mola deve incidir nos graus de liberdade
correspondentes da fibra e da matriz, utilizando a matriz de fungao de forma [p014]

conforme a Equagao 5.31.
int |¢%P T in
[Fm;la} oNy2 [¢m0la](21\~/+2)><4 ' [ mtflaLl (5.31)

em que Fim representa o vetor de forcas internas para o elemento de mola e N é o ntimero
de nés do elemento da matriz. Da mesma forma, a matriz Hessiana local relativa ao elemento
de mola [Hna),, 4 € expandida para uma matriz global de dimenséao (2N +2) x (2N +2)

(Equacao 5.32).
ex T
[Hmola](2%+2)x(2ﬁ+2) = [¢mola](2ﬁ+2)x4 : [Hmola]4><4 : {¢mola]4x(2ﬁ+2) (532)

em que 0s termos [¢,.] correspondem aos termos das fungoes de forma dos elementos
finitos que compoe a matriz do sistema aplicadas nas posi¢oes nodais adimensionais
correspondentes aos nés da fibra (os nés ficticios) e correspondem também as posigoes
nodais da propria fibra. Portanto, para um elemento de matriz com aproximacao cubica e

um elemento de fibra com dois nés, tem-se a Equacao 5.33.

1 0 ¢y .. djp 0 00
o _ |0 41 0 . 0 ¢ 00 [#:][0]
Omaelicaiin =10 g 0 0 0 10 [[0] [1]} (5:33)
00 0 .. 0 0 01

Em resumo, as Equagoes 5.31 e 5.32 possibilitam expandir respectivamente o vetor
de forcas internas e a matriz Hessiana para cada elemento de mola inserido em cada
no6 da fibra. Esses parametros expandidos devem ser somados aos parametros globais do
problema, obedecendo a incidéncia dos nos ficticios. Com essas equagoes, o problema da

conexao dos elementos de fibra e da matriz por meio da técnica de penalizacdo encontra-se
definido.

Na técnica de penalizacdo, a forca de contato é equivalente a prépria forca interna
do elemento de mola, quando atingida a situacao de equilibrio. Ao longo do processo
incremental, no momento em que a forca de contato atinge um valor limite para a
aderéncia, faz-se uma imposicao de que a forca interna do elemento é igual a essa forca
limite. Dessa forma, tem-se uma relacao tensao de aderéncia vs deslocamento relativo nao-
linear que permite o deslizamento entre as fases. A forca limite para a aderéncia mencionada
anteriormente pode ser calculada a partir do produto da tensao de cisalhamento maxima

(Tmaz) € da érea de superficie ao longo da fibra.
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5.4 Tensao normal na fibra e tensdao de cisalhamento na interface

Nas duas abordagens da simulagdo da interface considerando a perda da aderéncia,
as forgas de contato sao obtidas nos nés da fibra. Essas forcas de contato foram calculadas
para as dire¢oes associadas aos elementos finitos na definicdo de suas coordenadas. No
entanto, na analise da aderéncia, é importante conhecer a forca de contato na direcao da
fibra, para o calculo do cisalhamento na interface, e perpendicular a fibra, para o célculo

da tensdo normal na fibra.

Para a determinacao dessas tensoes, as forcas de contato (F.) resultantes dos

modelos que simulam a interface sao rotacionadas segundo as dire¢oes tangencial e normal
aos elementos da fibra, conforme a Equagao 5.34.

Q o . Fcl
gt -

sendo « o angulo de orientacao do elemento de fibra, e () e P as componentes das forcas de

cos o —Sen «

Sen o COS X

contato na dire¢ao tangencial e normal, respectivamente. Nos n6s comuns a dois elementos,
o valor resultante das forcas de contato no n6 é dado pelo valor médio calculado em cada

elemento.

As forcas tangencial e normal sao entao divididas pela drea de influéncia (A;,f)
em que atuam, resultando em tensoes médias de cisalhamento (7,,.q) € normal (o,,eq) a0

longo da interface, conforme as Equacoes 5.35 e 5.36, respectivamente.

Q Q
Toned = = 5.35
= oy e (5.35)

P P
Omed = = 5.36
! Aing D Cip f ( )

em que p ¢ o perimetro da fibra e ¢;,y o comprimento de influéncia do né.

O fluxograma da Figura 25 apresenta uma visao geral dos principais passos na
solucao do problema nao-linear para a aderéncia utilizando as técnicas dos multiplicadores

de Lagrange e da penalizacao.
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Figura 25 — Fluxograma da implementacao numérica para a simulagao da perda da ade-
réncia
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6 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO E O ACO

Para a analise computacional do concreto armado, deve-se utilizar um modelo
matematico capaz de descrever adequadamente o comportamento de tensao-deformacao do
material. Para tanto, as propriedades dos materiais constituintes precisam ser conhecidas.
O comportamento do ago, por sua vez, possui propriedades fisicas relativamente simples, no
entanto, a complexidade envolvida no estudo do concreto e do funcionamento do conjunto
aco concreto é um dos grandes desafios para uma completa descricao dos problemas de
aderéncia, em virtude de diversos fatores como: a nao-linearidade fisica do concreto ja
para baixos niveis de tensao; a diferenca de resisténcias a tragao e compressao do concreto;
a fluéncia e retracao do concreto; a fissuragao do concreto e a transmissao de esforcos

pelas fissuras; e a perda de aderéncia entre o ago e concreto (BONO, 2008).

6.1 Modelo Constitutivo para representacao do comportamento do concreto

Como mencionado, o concreto é o grande responsavel pela complexidade de se
formular um modelo matematico para o conjunto. Diversos estudos foram desenvolvidos
para modelar o comportamento desse material, como os trabalhos de Cedolin, Poli e
Crutzen (1977), Chen e Han (2007), Bazant e Kim (1979) e Mazars (1984). Esses estudos
tém sido baseados na teoria da plasticidade, na elasticidade ou na mecéanica da fratura e

do dano. A definicdo do modelo a ser utilizado depende do tipo de problema em analise.

Os modelos com base na teoria do dano assumem que a perda progressiva de
rigidez e resisténcia do material ocorrem gracas ao processo de microfissuracao. Essa
teoria descreve a evolugao local dos fendmenos que se desenvolvem a partir de um estado
inicial (material integro) até um estado final, caracterizado pela formagao de uma fissura
macroscopica. De fato, a microfissuragao inicial e sua propagagao durante o processo de
carregamento ¢ um fendmeno dominante no comportamento nao-linear do concreto e por

esse motivo, a mecanica do dano é capaz de formular modelos realisticos para esse material

(PITUBA, 1998).

Dentre os modelos baseados na teoria do dano, o proposto por Mazars (1984) é
um dos mais difundidos pela literatura cientifica e apesar de ser um modelo isotropico,
representa satisfatoriamente os ensaios experimentais do concreto para o estado plano.
Ainda que o modelo considere o surgimento de microfissuras, a hipétese de continuidade
do material é assumida e a evolugao da fissuragdo do concreto ocorre mediante variaveis
de dano que sao aplicadas diretamente sobre os tensores de tensao. Cabe ressaltar que,
segundo Proenga (1992), o dano nao é uma grandeza fisica mensuravel diretamente, mas no
ambito de uma modelagem matematica é possivel quantifici-lo com a reduc@o progressiva

de uma propriedade mecanica global, como, por exemplo, o médulo de elasticidade.
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O modelo de dano proposto por Mazars (1984) apesar de ser simples, representa
satisfatoriamente ensaios experimentais do concreto, principalmente em casos de carre-
gamentos monotonicos. Basicamente esse modelo reproduz o estado de danificagao num
ponto, a partir de uma variavel de dano escalar (D), penalizando as propriedades de
rigidez do concreto igualmente em todas as dire¢des quando um certo valor de referéncia é
superado. Nesse modelo, a variavel de dano escalar é obtida por uma combinacao linear
entre uma parcela de tragao e outra de compressao, de forma que D = 1 representa um
estado de degradagao total no ponto, enquanto que D = 0 significa que o material esta
totalmente integro (SANTOS, 2015; NOGUEIRA; HARAKI, 2016).

Sao adotadas, como hipdteses do modelo, as seguintes consideragoes: o dano é
provocado por alongamentos, ou seja, é causado pela presenca de deformacoes ao longo
de pelo menos uma das direcoes principais e que uma das componentes do tensor de
deformacoes seja de tragao; o comportamento do concreto é elastico ao longo do processo
evolutivo de dano e o carregamento ¢ monotdnico crescente, ou seja, nao se considera
deformacao residual permanente evidenciada numa situagao de descarregamento; e o dano
é isotropico. Apesar dessas limitagoes, o modelo é indicado para descrever estruturas de
concreto com dominios planos. Segundo Guello (2002), os modelos anisotrépicos apresentam
uma gama de aplicac@o maior, mas a identificacdo dos parametros do modelo é muito mais
complexa. Ja os modelos isotrépicos tém um numero reduzido de parametros a identificar

e sdo conceitualmente simples.

O modelo determina uma variavel de deformacdo permanente que representa
o estado de alongamento do material em um determinado ponto, caracterizado pela
deformacao equivalente F.,, definida pela Equacao 6.1. Essa deformagao equivalente ¢
classificada como uma medida de deformacdo Euleriana, par do tensor de tensoes de
Cauchy, visto que representa a configuracao de referéncia final. No entanto, para pequenas
deformacoes, a configuracao final do corpo se assemelha a configuracao inicial e, dessa

forma, as deformagdes euleriana e de Green se confundem.

Eug = \(B14)? + (B21)? + (Es)? (6.1)

em que as variaveis F;, sao as componentes positivas do vetor de deformagdes principais,
nulas quando E; < 0. Para calcular as deformagoes principais, o tensor de deformagao de

Green-Lagrange ¢é utilizado.

Por convengao, quando o valor da deformacao equivalente E., atinge um valor igual
a deformacao Fyg, correspondente ao esfor¢co maximo de tensao em um ensaio de tragao
monoaxial, da-se o inicio do processo de danificacao. Essa grandeza pode ser calculada por
meio da deformagao especifica ou deformagao linear de engenharia €49 (fornecida em ensaios
experimentais). Ressalta-se que a deformagao linear de engenharia pode ser confundida

com a deformacao de Green na presenca de pequenas deformagoes. A Equagao 6.2 fornece
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uma formulagdo matematicamente consistente para a conversao dessas distintas medidas

de deformacao.

Ea = 0,5200" + a0 (6.2)

Dessa forma, o critério da evolucao da danificacdo é expresso pelo critério de

resisténcia apresentado na Equacgao 6.3 para um estado geral de dano D.
f(Eeq7 D) = Eeq - Elzm(D) >0 (63)

em que Fj;, representa uma variavel que armazena a maxima deformacao atingida ao
longo do histérico de deformagées, com Ej;,,(0) = Ego. Portanto, o inicio do processo de
danificagdo do material é considerado quando a deformagao equivalente é superior a uma

deformacao de referéncia.

De outro modo, a lei de evolucao da varidavel D (Equagdes 6.4 e 6.5) é dada em
fungao de taxas de variacdo no tempo, representadas por passos finitos de carga ou

deslocamento.

dD =0 se f<0 e df <0 (6.4)

dD = F(E¢y,dEey) se f=0 e df =0 (6.5)

na qual f(E.,, dE..) ¢ uma funcdo continua e positiva da deformagao equivalente E.,,
onde dD > 0 V FE,,. Com base nisso, tém-se as relagoes de complementaridade e de

consisténcia expressas pelas Equagoes 6.6 e 6.7, respectivamente.
dD - f =0 (6.6)
dD -df =0 (6.7)

Nos casos particulares de tracao e compressao uniaxial, a Equagao 6.5 pode ser

escrita, respectivamente, pelas Equagoes 6.8 e 6.9.

dDy = Fr(E.q, dE..) (6.8)

dD¢ = Fo(Eog, dEeyy) (6.9)

Para solicitagbes monotonicas e crescentes, as Equacoes 6.8 e 6.9 sdo integraveis,

sendo possivel escrevé-las explicitamente como:

EdO(]- — AT) AT

E’eq N eBr(Eeq—Edo)

dDr =1— (6.10)

Ewo(l—Ac) Ao
E eBc(Eeq—Edo)

dDp =1 — (6.11)

eq
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em que Arp, By, Ac e Be sao parametros do material identificados em resultados de
ensaios uniaxiais de tragdo e compressao, cujos intervalos sugeridos por Mazars (1984) sdo:
0,7<Ar <1,0,10* < By <10°,1,0< Ac <1,5e 103 < Be < 2-103.

E possivel descrever a varidvel de dano para carregamentos multiaxiais combinando
linearmente as variaveis Dy e D¢ com os coeficientes ar e a¢, conforme a Equacgao 6.12.
Esses coeficientes sao definidos por meio das Equacoes 6.13 e 6.14, propostas por Perego
(1989-1990 apud RAMOS, 2020).

D= OzTDT + OécDC (612)
>i(Ers)
ap = % (6.13)
>i(Eeq) -
o — (E+) (6.14)

em que Ep; e Eg; fazem mencao ao vetor de deformacoes principais das parcelas de tracao
e compressao do vetor de tensoes principais, nessa ordem, e podem ser calculados segundo
as Equagoes 6.15 e 6.16; e Ef corresponde a deformagao volumétrica de alongamento dada

pela Equacao 6.17.

(Bri)e = 22 (Sn)s 5 2 (5), (6.15)
(eo)- = (Sea)- — g D(5e,)- (6.16)

nas quais (S7;)+ e (S¢i)- retornam o valor nulo quando (S1;) < 0 e (S¢i) > 0, respectiva-

mente.

(2

Ey =) (Bri)+ + Z(ECZ')— (6.17)

A Figura 26 apresenta a resposta dada pelo modelo para as situagoes de tracao e

compressao uniaxial.
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Figura 26 — Modelo de Dano para tracao e compressao uniaxial
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Fonte: prépria autora

6.2 Modelo Constitutivo para representacao do comportamento do aco

O comportamento de elementos estruturais de concreto armado é influenciado
também pelo escoamento da armadura, mas o comportamento do ago possui propriedades
fisicas relativamente simples. A versdo unidimensional do modelo matemaético da teoria da
plasticidade possui formulagao mais simples, mas apresenta boa capacidade para simular

os efeitos da nao-linearidade fisica do material.

Foi adotado o modelo elastoplastico com encruamento linear isotropo. Nesse modelo,
as relagoes tensao-deformagao sao caracterizadas por um trecho inicial eldstico seguido
de um patamar de escoamento que pode ser inclinado na presenca do encruamento, cuja
funcao é registrar a histéria da deformacao plastica no ciclo. Nessa etapa ocorre uma
intensa reducao da rigidez do material. O mddulo de elasticidade longitudinal, a tensao de
escoamento e o moédulo plastico de encruamento isétropo sao os parametros necessarios

para a caracterizacao do material.

Considerando um regime de deformacoes plasticas pequenas, a deformagao total
¢ uma composicao da soma entre duas parcelas de deformacao: elastica e plastica,
E) ¢ icao d tre d las de def cao: elésti lasti

como apresenta a Equacao 6.18.
E=FE4+FE' e dFE=dE°+dE? (6.18)

em que F é a deformacao de Green-Lagrange, E° é a parcela elastica e EP a parcela
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plastica.

Aplicando-se a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, tem-se a Equagao 6.19.
Ressalta-se que a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (S) é fungao apenas da

parcela elastica da deformacao e do mddulo de elasticidade do material (IE).
S=E E°=E(F — EP) (6.19)

O modelo elastoplastico se desenvolve com a evolugao incremental do modelo
constitutivo nao-linear em termos de taxas temporais. Considerando que a tensao e
as deformagdes sao continuas no tempo (representado pelos passos finitos de carga ou
deslocamento), as igualdades das Equagoes 6.18 e 6.19 podem ser escritas segundo a

Equacao 6.20.
dS =E dE° = E(dE — dEP) (6.20)

Na elastoplasticidade perfeita, apds o escoamento do material, todo acréscimo
de deformacao resulta num acréscimo direto da parcela plastica, portanto dE° = 0 e,
consequentemente, dS = 0. Por isso, o critério de plastificagdo limita a tensao atuante

pela tensdo de escoamento do material (.S,), de acordo com a Equacao 6.21.
F(S) = 18— 8, <0 (6.21)

na qual |S| é o médulo da tensdo aplicada e S, é a tensao de plastificagdo do material
que pode ser determinada a partir de ensaios uniaxiais de tracdo ou compressao. A tensao
de plastificacdo obtida a partir de resultados experimentais é uma medida de tensao real
(tensdo de Cauchy). Dessa forma, é necessario converter a tensao de Cauchy (o) para a

tensao de Piola-Kirchhoff, usando a Equacao 6.22.

o, E
S, = —Y 6.22
Yy O'y+E ( )

Para problemas elastoplasticos que envolvem encruamento isétropo linear positivo,
o critério de plastificacao passa a ser definido pela Equagao 6.23, governado pela evolucao

da deformagao plastica acumulada.
f(S,a) =S| = (S, +ka) <0 (6.23)

em que o parametro x é uma propriedade do material, chamado de médulo plastico de
encruamento isétropo e «a corresponde a uma medida de deformacao plastica acumulada

que registra a historia de carregamento de um ciclo, calculada conforme a Equacao 6.24.
t

a= / |dE?| dt (6.24)
0

A evolucao da superficie de plastificagdo para um passo finito ocorre quando

|S| = (S, + ka) e resulta em dEP # 0. Assim, é possivel escrever a taxa de deformagao
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plastica segundo uma lei de plastificacao, de acordo com a Equagao 6.25, dado que sign(S)

corresponde ao sinal da tensdao S e d\ é o médulo da taxa de deformacao pléstica.
dEP = d\ sign(S) (6.25)

Considerando a validade da Equagao 6.25, tem-se que d\ = |dEP| e derivando a
Equacao 6.24 em relagdo ao tempo, obtém-se: daw = |dE?|. Portanto, tem-se também que
d\ = dao.

O critério de plastificacao adotado considera as condi¢oes de complementariedade

e consisténcia (condigoes de Kuhn-Tucker), apresentadas na Equacgao 6.26.

fdx = 0, condicao de complementariedade

d\df = 0, condigdo de consisténcia (6.26)

A fim de se determinar o médulo da taxa de deformacao plastica, aplica-se a
condicao de consisténcia, impondo df = 0, que resulta em dX\ > 0. Dessa forma, admitindo-
se que a fun¢do do critério de plastificacao ¢é linear, df pode ser calculado de acordo com a

Equacao 6.27.

#zggw+a% =0 (6.27)

e
Oa
Aplicando as respectivas derivadas, tém-se as Equagoes 6.28 e 6.29.

of _ 9I5| = (Sy + ka)]

55 — 55 = sign(95) (6.28)
gg; _ a“S| _ézy + HO&)] - g (629)

Reunindo as Equacgoes 6.20, 6.28 e 6.29 na Equacao 6.27, obtém-se a Equacao 6.30.
df = sign(S) E(dE — dE?) — k da =0 (6.30)

Substituindo a Equacao 6.25 e a relacao dA = da na Equacao 6.30, resulta na
Equacgao 6.31. Essa equacao pode ser apresentada de maneira simplificada na Equacao 6.32,

ja que sign?(S) resulta sempre em um valor positivo e pode ser retirado da equacdo.

df = sign(S) EdE — sign®(S) Ed\ — k d\ = 0 (6.31)

df = sign(S) EdE —d\NE+ k) =0 (6.32)

Finalmente, tem-se entdo que o mdédulo da taxa de deformacao plastica pode ser
dado pela Equacao 6.33.
sign(S) E dE

A = (E + k)

(6.33)
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Multiplicando-se os termos por sign(S) e considerando a Equagao 6.25, é possivel

encontrar uma expressao para a taxa de deformagao plastica (Equagao 6.35).

sign®*(S) E dE

d\ sign(S) = E+r) (6.34)
, EdE
L (6.35)

Definida a taxa de deformagao plastica, a Equacao 6.20 pode ser finalmente escrita

conforme a Equacgao 6.36.

dE (6.36)

dS:EldE— EdE]:(EH

(E+x) E + k)
em que o termo (E x)/(E + k) representa o médulo elastoplastico tangente, referente ao

trecho do encruamento, e relaciona matematicamente a variacao da tensao com a variagao

da deformacao total do sistema.

Maiores informagoes a respeito do modelo elastoplastico apresentado podem ser
vistas no trabalho de Fernandes (2016).

E vélido notar que o modelo numérico proposto que leva em conta a perda da
aderéncia considera dois mecanismos de falha para a armadura: o escorregamento e
a plastificacdo. Dessa forma, a depender do primeiro valor atingido entre as tensoes
admissiveis de aderéncia e a tensdao normal da fibra, pode-se determinar qual o mecanismo
governante resultard na falha da fibra e o valor do esforco associado. As Equagoes 6.37

e 6.38 representam os critérios de falha na fibra para o escorregamento e a plastificacao,

respectivamente.
Tmed S Tmaxr OU F»,Zl(fla S Tméz * Aznf (637>
os < oy (6.38)

em que a primeira parte da Equagdo 6.37 faz referéncia a utilizagdo da técnica dos

multiplicadores de Lagrange e a segunda parte, a técnica dos elementos de mola. Além
. 7 ~ 7’ . . . 7 7’ . ~ A . . Znt

disso, Tied € a tensao média de cisalhamento; 7,,4, € a maxima tensao de aderéncia; F'"

¢ a forca interna do elemento de mola; A;,f ¢ a drea de influéncia do elemento de mola; o

¢ a tensao de Cauchy atuante na fibra; e o, ¢ a tensao de escoamento do ago.

A Figura 27 apresenta um fluxograma que resume os processos necessarios para a
implementacao do codigo de simulagao de compositos reforcados com fibras, via MEFP,

considerando a nao-linearidade fisica dos materiais e a perda da aderéncia fibra/matriz.
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Figura 27 — Fluxograma da implementagao numérica para a simulagdo de compodsitos

refor¢ados com fibras
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7 EXEMPLOS NUMERICOS

Foram selecionados cinco exemplos numéricos para a verificagao das formulagoes
apresentadas, com o objetivo de confirmar a sua precisao, praticidade e eficiéncia. O erro
em cada passo dos exemplos numéricos ¢é calculado conforme a Equacao 4.6 e considera
uma tolerancia de 107%. Resultados experimentais e numéricos de diversos autores foram

usados nos exemplos de validagao.

7.1 Exemplo 1 — Viga reforcada com fibras submetida a grandes deslocamentos

Este exemplo foi apresentado por Sampaio (2014) e tem o intuito de validar o
acoplamento fibra-matriz com uso do método do embutimento em andalises mecanicas de
estruturas sob pequenos e grandes deslocamentos. Trata-se de uma viga reforcada com
fibras, engastada e sujeita a aplicagdo de um carregamento uniformemente distribuido. O
problema considera os dominios elasticos, isotrépicos e perfeitamente aderentes. Além disso,
os regimes sao linear e nao-linear geométricos, para a viga com e sem reforco, resultando

em quatro andalises distintas.

As propriedades geométricas sao apresentadas na Figura 28, em que tem-se: compri-
mento L = 300cm; altura h = 10cm; espessura b = lcm; distancia das fibras as respectivas
faces externas d = 2,5cm; e distancia entre os eixos das fibras ' = 5cm. O mddulo de
elasticidade e o coeficiente de Poisson da matriz sao, respectivamente, E,, = 21 GPa e v,
= 0,0. Para as fibras, o médulo de elasticidade e a area da secao transversal sao dados,
respectivamente, por E; = 210 GPa e Ay = 0,1 cm? Como a deformacao transversal é
desprezada para o elemento de barra simples, o coeficiente de Poisson é sempre nulo para a
fibra. Para o caso linear, o carregamento aplicado é ¢ = 0, 5N /cm e para o caso nao-linear,
g = 50 N/cm.

Figura 28 — Propriedades geométricas da viga reforcada

q
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Fonte: Adaptado de Sampaio (2014)

A matriz foi discretizada com 300 elementos finitos bidimensionais triangulares de
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aproximacao cubica, dispostos de maneira uniforme, totalizando 1456 nés e 2912 graus
de liberdade. Para as fibras adotaram-se 240 elementos lineares, equivalente a 242 nés
e 484 graus de liberdade. As andlises foram realizadas aplicando-se o carregamento em
10 passos e os deslocamentos foram medidos na extremidade livre da viga. Os graficos
da Figura 29 apresentam os resultados obtidos dos deslocamentos verticais em fung¢ao do
carregamento aplicado para a andlise linear e nao-linear. Para a analise linear, os valores
foram comparados com as equagoes da Resisténcia dos Materiais, em que sdo consideradas

as seguintes hipoteses: materiais homogéneos, isotropicos, continuos, coesos e lineares.

Figura 29 — Deslocamentos verticais em funcao do carregamento aplicado

(a) Forca aplicada pelo deslocamento vertical (b) Forca aplicada pelo deslocamento vertical
na extremidade da viga (gmasr = 0,5 N/cm) na extremidade da viga (gmsz = 50 N/cm)
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Fonte: Propria autora

A configuracao deformada da viga com e sem reforgo, na analise linear e na nao-
linear, é apresentada na Figura 30. Na analise linear sem fibras, o deslocamento vertical
maximo na extremidade livre da viga alcancado foi de § ~ 2,897cm, conforme mostra
a Figura 30a. O resultado obtido em Sampaio (2014) foi de ¢ ~ 2,896cm e o analitico
pela Resisténcia dos Materiais foi de § ~ 2,892cm. Para a andlise linear com fibras, o
deslocamento vertical maximo no eixo da extremidade livre da viga obtido foi de § ~
1,160cm, conforme mostra a Figura 30c. Sampaio (2014) encontrou § ~ 1,161cm e o obtido

da Resisténcia dos Materiais considerando a se¢cdo homogeneizada foi de 6 ~ 1,157cm.

Em relagdo a andlise nao-linear, os deslocamentos verticais foram comparados
apenas com o trabalho de Sampaio (2014). Para a viga sem refor¢o, o deslocamento vertical
maximo no eixo da extremidade livre da viga alcangado foi de § ~ 193,25cm (Figura 30b) e
Sampaio (2014) obteve § ~ 193,05cm. J& para a viga reforgada com fibras, o deslocamento
vertical méximo obtido na mesma regiao da analise nao-linear foi 6 ~ 106,34cm (Figura

30d), em que Sampaio (2014) encontrou § ~ 106,39cm.
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Figura 30 — Configuracao deformada e deslocamento vertical na extremidade da viga

(a) Viga sem reforgo no regime linear (¢4, = 0,5 N/cm)
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Os resultados apresentados, obtidos com o acoplamento fibra-matriz por meio
do método do embutimento, apresentam boa concordancia quando comparados com as
solugbes analiticas e as encontradas em Sampaio (2014). Com isso, pode-se concluir que
o cédigo desenvolvido é valido para andlise de dominios bidimensionais reforcados com

fibras, submetidos a pequenos e grandes deslocamentos.

7.2 Exemplo 2 — Pilar com carga excéntrica e imperfeicao geométrica

Este segundo exemplo objetiva validar o modelo matematico para a analise do
comportamento nao-linear fisico e geométrico de um pilar de concreto armado submetido
a uma carga excéntrica, considerando o ago e o concreto perfeitamente aderentes, com a
utilizagdo da técnica do embutimento apresentada. De acordo com Bratina, Saje e Planinc
(2004), trata-se de um exemplo bastante difundido na literatura para validagao de modelos
numéricos de concreto armado, denominado Foure’s column. Os resultados obtidos sdo
confrontados com o ensaio experimental documentado por Espion (1993) e demais autores

que elaboraram modelos computacionais e os validaram com este pilar, como Liu, Liu e
Chan (2012), Parente Jr et al. (2014) e Ramos (2020).

As propriedades geométricas, esquema estatico e condi¢oes de carregamento utiliza-
das no exemplo sao apresentadas na Figura 31, em que se adota também uma imperfei¢ao
inicial (desaprumo) de 0,1% do comprimento do elemento (k). As propriedades dos mate-
riais ago e concreto sao, respectivamente: médulo de elasticidade, E, = 3.360 kN /cm? e E;
= 21.000 kN /cm?; coeficiente de Poisson, v. = 0,20 e v, = 0,00; e tensdo de escoamento

do ago, considerando o comportamento elastoplastico perfeito, f, = 46,5 kN/cm?.



7.2 Exemplo 2 — Pilar com carga excéntrica e imperfeicao geométrica 89

Figura 31 — Propriedades geométricas da Foure’s column
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Fonte: Adaptado de Ramos (2020)

Os parametros adotados para o modelo de Dano de Mazars foram: €4 = 0,0000865,
Ay = 0,50, B, = 9.000, A, = 1,20 e B, = 1.500. Esses parametros foram calibrados por
Ramos (2020) a partir de curvas de tensao-deformacao do concreto recomendadas pelo
Européen (2004). O pilar foi discretizado com 960 elementos triangulares de ordem ciibica
e a armadura com 900 elementos lineares, resultando em 10.890 graus de liberdade. A
configuragdo deformada foi obtida por meio do controle de deslocamentos, com aplicagao
de um deslocamento vertical de 0,6 cm na posicao da forca F', dividido em 50 passos de
0,012 cm. Como resultado, determina-se a respectiva forca vertical ' em cada passo de

deslocamento imposto, conforme mostrado no grafico da Figura 32.
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Figura 32 — Curva de Forca vs Deslocamento da Foure’s column
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Fonte: Propria autora

O concreto na base do pilar esteve integro até o passo 15, momento em que a
variavel de dano apresentou valores diferentes de 1 nessa regido, conforme apresenta a
Figura 33. Nesse passo, o deslocamento vertical imposto foi de 0,18cm e a carga medida
foi F' = 441,30 kN. No passo seguinte, o processo de danificacao se intensificou e o pilar
atingiu a carga maxima suportada, F},,, = 447,78 kN, que representa um desvio de 0,54%
em relacao a carga maxima experimental. Uma vez que a carga maxima foi atingida, a
curva forga-deslocamento comegou a diminuir, alcangando uma carga de F' = 352,61 kN,
quando o deslocamento horizontal medido foi igual a 6cm, encerrando o processamento. A
plastificacdo da armadura deu inicio no passo 22, quando o deslocamento vertical imposto
foi de 0,264cm, ocorrendo no mesmo instante em que o concreto perdeu a integridade
na regiao comprimida, indicando esmagamento do concreto. A essa altura o concreto ja

estava bastante danificado na regiao tracionada.
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Figura 33 — Geometria da malha e processo de danificacao do pilar

1.000E+00
8.889E-01
7.778E-01
6.667E-01
5.556E-01
4.444E-01

3.333E-01

2.222E-01
I 1.111E-01
0.000E+00

e e e A AR TATATAYAVAT AYATANAT T ARV

Passo 15
Passo 16
Passo 22

Fonte: Propria autora

A precisao do resultado da forca axial vs deslocamento em relacao as referéncias e
o processo de danificagdo no pilar indicam que o modelo pode ser utilizado para analisar o

comportamento nao-linear de pilares de concreto armado submetidos a flexocompressao.
7.3 Exemplo 3 — Barra com quatro enrijecedores

Neste exemplo analisa-se a tensao de aderéncia de quatro enrijecedores em uma barra
retangular submetida a deslocamentos controlados nas extremidades, conforme apresenta a
Figura 34. Os resultados obtidos sdo comparados com os apresentados em Sampaio (2014).

Dessa vez, a analise ¢ linear e objetiva validar a aplicagdo dos multiplicadores de Lagrange

na ligacao entre o dominio e os enrijecedores.
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Figura 34 — Barra reforcada submetida a deslocamentos prescritos nas extremidades
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Fonte: Adaptado de Sampaio (2014)

A barra possui 20 cm de comprimento, 2 cm de altura e 1 cm de largura. As
fibras possuem comprimento de 19,8cm. As propriedades dos materiais fibra e matriz sao,
respectivamente: médulo de elasticidade, E; = 100.000 kN/cm? e E,, = 2.000 kN/cm?;
coeficiente de Poisson, vy = v, = 0,0; espessura, e,, = ey = 1 cm; e a drea da secao
transversal da fibra ¢ Ay = 0,01 cm?. O deslocamento imposto na extremidade da barra ¢
0 = 0,5cm, no entanto, para se obter uma analise linear, esse deslocamento foi dividido
por 10* e os resultados alcancados foram multiplicados pelo mesmo fator. Devido a dupla
simetria, apenas um quarto do problema foi modelado e foram utilizados 864 elementos
triangulares de aproximacao ctbica para representar a malha e 240 elementos lineares
para discretizar as fibras, resultando em 8.730 graus de liberdade. O refinamento da malha

é apresentado na Figura 35.

Figura 35 — Discretizagdo da malha com maior grau de refinamento na extremidade da
fibra

Fonte: Propria autora

Sampaio (2014) calculou as tensoes de interface decompondo a forga interna da
fibra em forca normal e tangencial. No modelo numérico apresentado neste trabalho, como
foram utilizados multiplicadores de Lagrange para conectar os dominios, as forcas de
contato sao prontamente obtidas. Os resultados desse estudo e do trabalho de Sampaio
(2014) estao apresentados na Figura 36. Embora Sampaio (2014) tenha utilizado elementos

cubicos para discretizar as fibras, os resultados sao bastante préximos.
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Figura 36 — Resultados considerando a perfeita aderéncia entre os materiais

(a) Forga normal da fibra ao longo da barra (b) Tensao de aderéncia ao longo da barra
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Fonte: Propria autora

Uma segunda analise foi elaborada, na qual se impds um valor limite de 15.000
N/cm? para a tensao de contato, desconectando os nés que alcancaram este valor. Ocorre
entao um deslizamento livre para esses nos e a forca de contato ¢é transferida para os
elementos adjacentes. Esse comportamento pode ser visto na Figura 37, em que a tensao
de aderéncia desenvolve uma curva mais suave, apresentando menores valores absolutos
de tensao. Isso porque os ndés que romperam a ligagao pelo critério de tensao limite de
aderéncia nao contribuem com a rigidez da fibra no sistema, enquanto que na analise da

perfeita aderéncia essas tensoes continuam concentradas nos nés da extremidade da fibra.

Figura 37 — Resultados considerando a perda da aderéncia entre os materiais

(a) Forca normal da fibra ao longo da barra (b) Tensao de aderéncia ao longo da barra
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7.4 Exemplo 4 — Pull-out

Este exemplo visa avaliar a formulagao para o estado limite da aderéncia, no qual

uma forga de tragdo na fibra provoca o seu arrancamento. Para simular o escorregamento
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da fibra, foram inseridos elementos de mola na ligagdo entre a fibra e a matriz, em que as
rigidezes desses elementos representam a rigidez da interface e permitem deslocamentos
relativos entre os dominios. Paccola, Piedade Neto e Coda (2015) elaboraram esse exemplo,
apresentado na Figura 38, considerando a matriz e a fibra eldsticas, com: Ey = 200.000
kN/mm? e E,, = 20.000 kN/mm?; v,,, = 0,2; vy = 0,0; €,, = ¢y = 1 mm; e Ay = 0,1 mm?2
O comportamento da aderéncia é perfeitamente elastoplastico, com k = 1000 kN/mm?
e 7, = 51,6 kN/mm?. Dessa vez, o problema foi resolvido por controle de forcas, sendo
849,51 kN a forca total aplicada na extremidade da barra, equivalente a forca que atinge a

tensao limite de aderéncia em todos os nos da fibra.

Figura 38 — Geometria e carregamento da barra reforcada submetida ao arrancamento da
fibra
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Fonte: Adaptado de Paccola, Piedade Neto e Coda (2015)

Uma malha uniforme de 320 elementos triangulares com aproximacao ctbica e
160 elementos uniformes com aproximacao linear foi usada para discretizar o problema,
resultando em 3.468 graus de liberdade. A Figura 39 mostra a malha utilizada e a
configuragao deformada da barra quando F atinge 849,51 kN, correspondente a forca de
arrancamento da fibra, esse valor desvia 1,96% da forga maxima encontrada em Paccola,
Piedade Neto e Coda (2015).

Figura 39 — Discretizagao e configuragdo deformada da fibra para F' = 849,51 kN

3.205E-01
2.929E-01
2.563E-01
2.197E-01

1.831E-01
- 1.465E-01

1.098E-01

7.323E-02
= 3.661E-02
0.000E+00

Fonte: Propria autora

Conforme mencionado na se¢do 2.4, o comportamento esperado para a tensao de

cisalhamento é ser maxima nas extremidades e minima no centro. A medida que a fibra é
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puxada e as tensoes de aderéncia limite sao atingidas nas extremidades da fibra, a tensao

de cisalhamento nos nés centrais aumentam até o arrancamento completo da armadura.

A Figura 40 representa a tensao de aderéncia ao longo da fibra para diferentes
niveis de carga. Nota-se que o nivel da tensao de cisalhamento é alto nas extremidades da
barra, onde hé concentragao de tensao no inicio do processo. Com o aumento da forga
aplicada, o escorregamento se desenvolve em direcao ao centro da fibra, até que todos os

nos da barra alcancem a tensao limite de aderéncia, conforme esperado.

Figura 40 — Distribuicao da tensdo de aderéncia ao longo do comprimento da fibra
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Fonte: Propria autora

O grafico da Figura 41 mostra que as tensoes normais sao maximas na extremidade
em que a fibra é puxada, e, conforme o escorregamento da fibra se desenvolve, elas tendem
a aumentar e se tornam linearmente distribuidas. Os resultados sao comparados com os de
Paccola, Piedade Neto e Coda (2015), mostrando concordéncia, indicando que a técnica

proposta foi capaz de representar o comportamento nao-linear da aderéncia.
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Figura 41 — Distribui¢do da tensdo normal da fibra ao longo do seu comprimento
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7.5 Exemplo 5 — Viga biapoiada submetida a carga centrada

Esse exemplo objetiva reunir todas as fungoes do modelo numérico proposto para
avaliar o comportamento de uma viga de concreto armado. Os resultados alcangados sao
comparados aos resultados numéricos e experimentais, obtidos em Kwak e Filippou (1990),
Kwak e Kim (2002) e Burns (1962).

As propriedades geométricas e condigdes de contorno sao apresentadas na Figura 42.
As propriedades dos materiais sao: médulo de elasticidade, resisténcia a compressao e
coeficiente de Poisson do concreto, respectivamente, E, = 2,67 10° kgf/cm?, f. = 340
kgf/cm? e v. = 0,167; médulo de elasticidade, tensdo de escoamento e area do aco,
respectivamente, E; = 2,07 10° kgf/cm?, f, = 3157 kgf/cm? e A; = 9,20 cm?. A carga
maxima aplicada foi P = 17,5 tf, dividida em 14 passos iguais, em que os resultados de

deslocamento foram obtidos para cada passo.
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Figura 42 — Conformacao geométrica da viga (medidas em cm)
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Fonte: Propria autora

Assim como no Exemplo 2 da segao 7.2, foram consideradas as nao-linearidades
fisicas do ago (modelo elastoplastico) e do concreto (modelo de dano de Mazars). No
entanto, para definir os valores representativos dos parametros A., B., A; e B; do modelo
de Mazars, recorreu-se as curvas de tensao-deformagao do concreto, cuja formulagao é
apresentada em Parente Jr et al. (2014) e é baseada na recomendagao do Européen (2004).
Para determinar o comportamento uniaxial do concreto a compressao e a tragao e calibrar
os parametros de dano, foi realizada uma analise numérica de um corpo-de-prova quadrado
com 10cm de lado e espessura unitaria. A Figura 43 apresenta a geometria do corpo-de-
prova, cuja malha foi discretizada com 8 elementos finitos triangulares, totalizando 49 nos.
Os deslocamentos impostos de 0,025cm para tracao e 0,035cm para compressao foram

divididos em 100 passos.

Figura 43 — Conformacao geométrica do corpo de prova utilizado para calibracao dos
parametros de dano
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Fonte: Ramos (2020)

Baseadas na recomendagao do Eurocodigo, as curvas de tensao-deformagao do
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concreto comprimido e tracionado foram elaboradas, e a partir delas, os parametros do dano
da Mazars foram calibrados. As curvas tedricas e as curvas resultantes da calibragao sao
apresentadas na Figura 44. Como consequéncia dessa analise, os pardametros determinados
foram: A, = 1,6; B. = 2000; A; = 0,5; B, = 7000; e €49 = 0,000117922.

Figura 44 — Curva tensao-deformacao do concreto comprimido e tracionado considerando
o modelo do Eurocédigo e a aproximacao para o modelo de Dano
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Fonte: Propria autora

De posse dos parametros do modelo de dano, a analise numérica para o elemento em
questao foi finalmente realizada. A Figura 45 apresenta a discretizacdo da malha utilizada.
A viga foi analisada com 144 elementos triangulares de ordem ctbica e a armadura com

90 elementos lineares, resultando em 1.588 graus de liberdade.

Figura 45 — Discretizacdo da malha da viga

Fonte: Propria autora

A Figura 46 retrata os resultados obtidos da curva de deslocamento vertical no

meio do vao em func¢ao da carga aplicada em diversas etapas da andlise.
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Figura 46 — Curva deslocamento vertical em funcao da forga
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Primeiramente, a viga foi modelada considerando a existéncia da armadura no
concreto de modo perfeitamente aderente, obtendo-se a curva (a) da Figura 46. Embora
0 a¢o nao tenha atingido a tensao de escoamento para a carga maxima aplicada de 20
tf, o modelo elastopastico da armadura foi considerado. Na sequéncia, o dano de Mazars
foi aplicado no concreto e a andlise foi refeita, resultando na curva (b) e, desta vez, o
patamar apresentado no grafico aponta que o concreto nao integro na regiao tracionada
proporcionou o escoamento da armadura. Esse resultado se aproxima do encontrado em
Kwak e Kim (2002) para a armadura perfeitamente aderente. A diferenga de amplitude
entre os patamares de escoamento encontrados pode ser explicada pela capacidade residual
do concreto tracionado no modelo de dano considerado. O dano méximo no concreto

foi limitado a 99% para garantir a convergéncia da solucao e essa capacidade residual é
exibida na Figura 44b.

Duas outras analises foram realizadas levando em conta a perda da aderéncia com
as abordagens dos elementos de mola ou dos multiplicadores de Lagrange. A curva (c)
apresenta o resultado encontrado para a interface representada por elementos de mola, cuja
rigidez foi adotada como k = 10.000 kgf/cm?. Como esperado, a consideragao da perda da
aderéncia tornou o comportamento do elemento mais flexivel, aproximando-se da curva
encontrada em Kwak e Kim (2002), que considera o escorregamento, e da curva de Burns

(1962), realizada por ensaio experimental. Nota-se também um ganho de resisténcia da
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curva (c), em relagao as referéncias, devido a capacidade residual do concreto tracionado.

A curva (d) representa a resposta da viga considerando a perda da aderéncia
com uso dos multiplicadores de Lagrange. Para essa andlise, a tensao limite de aderéncia
utilizada foi obtida com base nas recomendagoes FIB Model Code (2010) (Tabela 1),
adotando o modo de ruptura por arrancamento e a armadura na zona de boa aderéncia.
Dessa forma, o encontrou-se T4, = 145,77 kgf/cm?. As tensoes médias de cisalhamento
calculadas em cada n6 da fibra e em cada passo de carregamento sdo comparadas a tensao
limite de aderéncia e, quando superada, o n6 da fibra perde a aderéncia com a malha
localmente. Ao romper a ligagdo, os elementos de fibra deixam de contribuir para a rigidez
do sistema, dessa forma, o sistema deve apresentar um comportamento igual a situacao da
matriz sem reforgo a partir desse ponto. Na Figura 46, nota-se que, para valores de P <
10 tf, a curva (d) se assemelha a curva (b) e, com o acréscimo de carga, a curva (d) passa
a ser equivalente a curva (e), em que essa ultima representa o comportamento da viga sem

armadura.

A Figura 47 mostra as curvas experimental, (b), (c), (d) e (e) de modo mais
amplo para melhor descrever uma analise comparativa entre o emprego de molas e dos

multiplicadores de Lagrange como elementos representativos da interface.

Figura 47 — Curva deslocamento vertical em funcao da for¢a comparando as duas aborda-
gens

20,0 - .
17,5 4 -

15,0

f
(
12,5 { /

= ]
g 10,0
o E
Il
7,5 1
5,0 - - - Experimental - Burns (1962)
_ (b) C/ Dano C/Fibra C/Plast S/Escorreg
25 —s— (c) C/ Dano C/Fibra C/Plast C/Mola
’ —— (d) C/ Dano C/Fibra C/Plast C/Lagrange
] (e) C/ Dano S/Fibra S/Plast S/Escorreg
0,0 T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Deslocamento em y (cm)

Fonte: Propria autora



7.5 Exemplo 5 — Viga biapoiada submetida a carga centrada 101

Comparando os dois métodos usados para representar a interface neste exemplo,
conclui-se que o uso de elementos de mola se aproxima mais da resposta real da estrutura.
Isso porque a mola consegue reproduzir a degradacao da interface através do controle
da sua rigidez, permitindo assim que os materiais deslizem entre si. A utilizacao dos
multiplicadores de Lagrange também é capaz de caracterizar a perda da aderéncia, porém
essa abordagem tem se mostrado mais adequada para interfaces rigidas, ou seja, para
analise das transferéncias de tensoes na interface em elementos submetidos a carregamentos
usuais a uma distancia segura dos limites dos materiais, onde nao se observa deslocamentos

relativos expressivos entre o concreto e a armadura.
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8 CONCLUSAO

O modelo numérico desenvolvido e apresentado neste trabalho inclui duas aborda-
gens distintas para a andlise de estruturas de concreto armado no método dos elementos
finitos considerando a perda da aderéncia, uma utilizando os multiplicadores de Lagrange
e outra os elementos de mola. Essas abordagens consistem em inserir um artificio mate-
matico ou um elemento adimensional para representar a interface e conectar os dominios.
Além disso, para levar em consideracao algumas das diversas variaveis envolvidas na
simulacao da ruptura da ligagao fibra/matriz, as nao-linearidades geométrica e fisica foram

implementadas.

Para permitir que o reforgo seja inserido na matriz de forma independente e sem
necessidade de discretizacao da fibra ou da malha, foi utilizado o método do embutimento,
cujo emprego se mostrou eficaz para os elementos de mola e os multiplicadores de Lagrange.
Diante dos diversos estudos consultados, nao foi encontrado algum que tenha utilizado
essas abordagens para representar a perda da aderéncia por meio de relagoes cinematicas

nodais que permitem a independéncia das malhas.

Devido a elevada rigidez da ligagdo com o emprego dos multiplicadores de Lagrange,
essa abordagem ¢é mais indicada para baixas tensoes de cisalhamento na interface, em que
o escorregamento da fibra nao é muito expressivo, como no calculo do comprimento de
aderéncia de elementos de concreto armado. Para elevadas tensoes de cisalhamento na
interface, como em ensaios de arrancamento de fibras, devem ser empregados os elementos
de molas, por representarem a degradacao da interface através da diminuicao da rigidez
da mola, permitindo o escorregamento da fibra. Além disso, a abordagem que utiliza os
elementos de mola tém a vantagem de nao aumentar os graus de liberdade devido ao
proprio método e por isso, comparada aos multiplicadores de Lagrange, é mais econdmica

computacionalmente.

Os exemplos experimentais e numéricos de diversos autores possibilitaram confirmar
a eficiéncia e robustez do modelo para representar o comportamento de estruturas de
concreto armado sujeitas a grandes deslocamentos, flexocompressao, arrancamento da
armadura e escoamento do aco com deslocamento relativo do aco e concreto. No exemplo
final, o emprego simultaneo do modelo elastoplastico para o aco, do modelo de dano de
Magzars para o concreto e do elemento adimensional representativo da interface demonstrou
ser capaz de reproduzir, no ambiente bidimensional, o comportamento aproximado do

elemento de concreto armado ensaiado experimentalmente.

Dessa forma, admite-se que o modelo numérico proposto contribui para estudos

relacionados a andlise do comportamento de estruturas de concreto armado, considerando
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as nao-linearidades fisicas, geométricas e de contato inerentes ao sistema.

8.1 Sugestdes para futuros desenvolvimentos

A formulagao numérica apresentada neste trabalho é bidimensional, sendo assim,
pode-se generalizar para o caso tridimensional, aumentando as possibilidades de aplicacao
do modelo, como a consideracao de um modelo de dano anisotrépico e a influéncia das
tensoes radiais ao redor da armadura nas tensoes axiais de aderéncia. Dessa forma, é

possivel analisar o efeito do confinamento do concreto na aderéncia.

Este trabalho utiliza um elemento finito unidimensional de aproximagao linear para
representar a armadura. Uma sugestao de melhoria é aumentar a ordem de aproximacgao do
elemento unidimensional, de modo a assumir uma configuracao deformada mais proxima

da configuragdo deformada da malha com menor niimero de graus de liberdade.

De modo a considerar o comportamento da aderéncia entre dois materiais desde
baixas tensoes a altas tensoes cisalhantes na interface, é interessante desenvolver uma
formulacao que integre as duas abordagens de conexao fibra/matriz descritas neste trabalho
(os multiplicadores de Lagrange e os elementos de mola). Assim, sugere-se elaborar uma
lei constitutiva para a aderéncia que contempla uma ligagao rigida entre a fibra e a matriz
no inicio do carregamento até perder a ligacao por adesao, com posterior diminuicao da

rigidez da ligagao, representando a degradacgao da interface.

Um outro caminho sugerido para seguir é representar o comportamento da aderéncia
de acordo com o modelo do FIB Model Code (2010), apresentado na se¢ao 2.5, empregando
os elementos de mola, ja que estes sao capazes de simular o escorregamento da fibra na

matriz.

E de grande interesse também o desenvolvimento de uma formulacao dinamica nao-

linear geométrica para analisar a influéncia da vibragao de estruturas no escorregamento

da fibra.
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