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RESUMO

AVANCINI, G. Formulacao unificada para analise tridimensional de interacao
fluido-estrutura com escoamento de superficie livre: Uma abordagem Lagrangiana
baseada em posicoes. 2023. 213 p. Tese (Doutorado em Engenharia de Estruturas) —
Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade
de Sdo Paulo, Sdao Carlos, 2023.

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de uma nova formulagdo unificada para andlises
tridimensionais transientes de s6lidos, fluidos e interagcdo fluido-estrutura empregando-se uma
abordagem posicional do Particle Finite Element Method (PFEM). Por se tratar de uma formu-
lacdo unificada, o mesmo processo de solugdo € utilizado para ambos os materiais, enquanto
as particularidades de cada um sdo introduzidas por meio de um modelo constitutivo adequado.
Os escoamentos de fluidos sdo considerados incompressiveis € Newtonianos, ao passo que um
modelo hipereldstico de Saint-Venant-Kirchhoff € adotado para os so6lidos. Para contornar as
restricdes impostas pela condicdo de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi ao simular problemas
incompressiveis com funcdes de forma de mesma ordem para posicao e pressao, a técnica de
estabilizacdo Pressure Stabilizing Petrov-Galerkin (PSPG) é empregada. Dada a forma como
o mapeamento das posi¢des atuais € realizado, a ndo linearidade geométrica € naturalmente
introduzida na cinemadtica do problema, tornando a formulacdo ideal para andlises em regime de
grandes deslocamentos. A integracao temporal € realizada por meio do método a-generalizado,
possibilitando a convergéncia de segunda ordem e garantindo a estabilidade devido ao seu
controle sobre as dissipa¢des numéricas introduzidas. O movimento ambos os meios € descrito
em referencial Lagrangiano, o que permite, de forma natural, simular sélidos deforméaveis
e escoamentos de superficie livre, onde os nds da malha coincidem com as particulas que
estdo se movimentando. Entretanto, escoamentos de superficie livre podem induzir severas
distor¢des no dominio computacional comprometendo a qualidade da malha. Combina-se entdo a
formulacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) com um processo periddico de identificagc@o
da superficie livre e reconstru¢ao da malha, permitindo, inclusive, andlises com separacao de
dominios e mudanca topoldgica. O acoplamento entre os dois meios € realizado de forma
monolitica, ou seja, em um mesmo sistema linear. O contato entre os dois dominios € identificado
automaticamente durante o processo de identificacdo dos contornos do fluido, o que torna
bastante simples a implementacdo do processo. Por fim, sdo apresentados diversos exemplos
de verificagcdo em cada etapa deste trabalho, comprovando a aplicabilidade, consisténcia e
versatilidade da formulag¢ao desenvolvida.

Palavras-chave: interacdo fluido-estrutura; escoamentos de superficie livre; acoplamento mono-
litico; método dos elementos finitos; método de particulas; dindmica ndo linear






ABSTRACT

AVANCINI, G. Unified formulation for tridimensional analysis of fluid-structure
interaction problems with free surface flows: a Lagrangian method based on positions.
2023. 213 p. Tesis (Doctorate in Structural Engineering) — Department of Structural
Engineering, Sdo Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2023.

This work presents the development of a new unified formulation for tridimensional transient
analysis of solids, fluids and fluid-structure interaction by means of a position-based Particle
Finite Element Method (PFEM). As expected from an unified formulation, the same solution
scheme is applied to solve both solid and fluid problems. The particularities from each material
are introduced in the numerical method by choosing proper constitutive models. Fluid flows are
assumed to be incompressible and Newtonian, while the hyperelastic Saint-Venant-Kirchhoff
model is adopted for solids. To circumvent the Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi restrictions,
a pressure stabilizing Petrov-Galerkin technique is employed. The geometric non-linearity is
naturally included in this formulation in the current positions mapping, making it ideal for
large displacement analyses. The implicit a-generalized strategy is chosen to perform the time
integration, enabling second order convergence and ensuring good stability due to the numerical
dissipation control. The particles motion is described in a Lagrangian fashion, allowing the
simulation of deformable solids, and free surface flows, where the moving particles coincide to
the mesh nodes. However, free surface flows may induce severe distortions in the computacional
domain degrading mesh quality. In this sense, we combine the traditional FEM to a periodic
remesh and boundary detection algorithm, making possible to analyse problems with large
domain distortion, including topological changes like domain division and merging. The fluid-
structure coupling is performed in a monolithic scheme, which means that both domains are
solved in the same linear system. There is no need to implement an additional fluid-solid contact
algorithm, as it is automatically detected during the fluid’s boundary identification. A variety
of validation examples is presented in each section of this work, testifying the applicability,
consistency and versatility of the proposed approach.

Keywords: fluid-structure interaction; free surface flows; monolithic coupling; finite element
method; particle finite element method; nonlinear dynamics
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25

CAPITULO

INTRODUCAO

Os problemas multicampos envolvem interacdes entre meios com caracteristicas fisicas
diferentes, e sdo descritos matematicamente por um conjunto de equacdes diferenciais. A
interacdo fluido-estrutura (IFE) se insere nesse contexto, e caracteriza um problema nao-linear
acoplado em que o escoamento do fluido induz movimentacdes na estrutura, que consequente-
mente também influencia o escoamento.

Com os avancos tecnoldgicos e o aumento da capacidade de processamento dos com-
putadores, os métodos numéricos se tornaram a principal ferramenta para se estudar tais
problemas. Em particular, o Método dos Elementos Finitos (MEF) possui uma grande aceita¢ao
por parte da comunidade cientifica no ambito de andlises dindmicas de estruturas, fluidos e
interacdo fluido-estrutura. O MEF baseia-se na subdivisdo do meio continuo em subdominios
denominados elementos, sobre os quais define-se funcdes locais aproximadoras para a solucao,
tradicionalmente polinomiais, de modo que a qualidade da soluc@o obtida esteja diretamente
ligada ao grau de refinamento dessa subdivisdo e ao grau do polindmio aproximador.

Assim, problemas muito complexos podem demandar uma malha de elementos finitos
com um alto grau de refinamento, resultando no aumento do custo computacional. Nesse sentido,
muitos esforcos vém sendo direcionados para o estudo e implementacao de algoritmos e codigos
computacionais cada vez mais eficientes, de modo a viabilizar andlises realisticas de problemas
tridimensionais de interacdo fluido-estrutura.

Seguindo nessa linha, este trabalho busca contribuir com o avanco e disseminacdo da
utilizacdo do MEF para andlises tridimensionais de interagdo fluido-estrutura. Em especifico,
desenvolve-se uma formulacao posicional unificada do MEF para dois tipos de materiais: fluidos
em escoamentos Newtonianos incompressiveis e solidos hipereldsticos. Em seguida, alguns
conceitos de Métodos de Particulas sdo incorporados a esta formulagdo de modo a permitir
simular escoamentos de superficie livre com grandes distor¢des € mudanga topoldgica do

dominio. Essa combinagdo € conhecida como PFEM (Particle Finite Element Method). Por
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se tratar de uma formulagdo unificada, onde tanto o fluido como o sélido possuem a posi¢ao
atual como parametro nodal, o acoplamento monolitico é naturalmente obtido, sem que seja
necessdrio a utilizagao de técnicas especificas para tal finalidade, como por exemplo esquemas

particionados do tipo Dirichlet-Neumann.

1.1 Motivacao

A natureza nao-linear, assim como a necessidade de se tratar dois meios com leis
constitutivas distintas, e ainda a dificuldade de se equacionar a mecanica sob a mesma descri¢cao
matemadtica para ambos os meios, tornam os problemas de interagdo fluido-estrutura desafiadores
para engenheiros e matematicos. A busca por solugdes analiticas das equacdes diferenciais
que descrevem o problema € bastante custosa, e existem apenas para os casos onde aplicam-
se demasiadas simplificacdes. Em contrapartida, as andlises experimentais sao dispendiosas,
necessitam de alto aporte financeiro, espaco fisico e sdo aplicdveis apenas ao caso estudado.
Além disso, o efeito de escala pode ser um fator limitante nas anélises em que os materiais
estudados sofrem variacdo em suas propriedades fisicas a depender do tamanho do corpo. Por
conta disso, métodos numéricos sdo amplamente utilizados no estudo de tais problemas e sao
considerados uma alternativa vidvel, tornando as contribui¢des deste trabalho pertinentes.

Alguns pacotes computacionais comerciais baseados no método dos elementos finitos,
por exemplo, t&ém proporcionado a simulacdo de problemas de engenharia complexos e relevantes
ao unir técnicas de programagdo paralela e bibliotecas eficientes. Buscando aumento de produtivi-
dade e rentabilidade, engenheiros, projetistas e a industria dependem cada vez mais de softwares
velozes e que atendam a uma vasta gama de aplicacdes. Entretanto, as possibilidades ainda
sdo limitadas quando os problemas de interesse t€m cardter multifisico, como os de intera¢ao
fluido-estrutura, ou problemas de escoamentos de superficie livre com grandes distor¢des e/ou
mudancas topoldgicas do dominio fluido. Casos como o impacto hidrodindmico em pontes
(Figura 1.1a) e estruturas offshore (Figura 1.1b), sloshing em tanques de armazenamento e
transporte de liquidos (Figura 1.1c), entre outros, motivaram o desenvolvimento da formulacao
proposta.

Do ponto de vista matemdtico, comumente utiliza-se uma descri¢do Euleriana para
representar as equacoes governantes do movimento de um meio fluido, ja que esse pode apresentar
distor¢des indefinidamente grandes. Ao utilizar-se o MEF para sua discretizacao espacial, o
dominio computacional é representado por meio de uma malha fixa e indeformavel. Sem a
implementa¢do de técnicas adicionais, torna-se impossivel a simulacio direta de problemas com
contornos méveis, como € o caso de escoamentos de superficie livre e de IFE. Além disso, a
descricao Euleriana faz com que surjam termos convectivos que, quando da aplicagdo direta do
método classico de Galerkin, podem produzir oscilagdes espurias no campo de velocidades em
problemas de convec¢ao dominante, sendo necessario o emprego de técnicas de estabilizacao, tal

como o SUPG proposto por Tezduyar (1991).
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Figura 1.1 — Problemas de IFE envolvendo escoamentos com superficie livre

(a) Impacto hidrodindmico em pontes. Fonte: Eckhoff (b) Impacto hidrodindmico em estruturas offshore.
(2017) Fonte: Child (2007)

-

Por outro lado, o movimento dos sélidos é adequadamente descrito em referencial
Lagrangiano, com malha deforméavel. Por conta disso, as equacdes resultantes dos solidos sdao
amplamente estudadas pelo MEF.

Assim, para tornar possivel a modelagem de escoamentos com contornos méveis € o aco-
plamento numérico fluido-estrutura, surgiram técnicas que permitem a movimentacao da malha
do fluido, tais como a descricao Lagrangiana Euleriana Arbitrdria (ALE) (DONEA; GIULIANI;
HALLEUX, 1982) e a formulagdo espaco tempo estabilizada (SST) (TEZDUYAR; BEHR;
LIOU, 1992). Tais formulagdes sdo robustas e precisas, no entanto, ndo podem tratar diretamente
problemas com elevadas distor¢des no dominio fluido que nao possam ser acomodadas pela
deformacao da malha, como ocorre em problemas com mudangas topoldgicas do dominio. Como
alternativa, surgem formula¢gdes que empregam técnicas de contorno imerso, permitindo aos
contornos do dominio fluido moverem-se livremente na malha computacional fixa (PESKIN,
1972). Além dessas técnicas, € possivel também empregar uma descricdo Lagrangiana para
o fluido e tratar os nés da malha como particulas que se movem de acordo com as equagdes
governantes, que € o caso do PFEM. A distor¢@o gerada por essa movimentacao é compensada
por meio de uma técnica de reconstrucdo da malha e identificacdo dos contornos fisicos do
dominio (IDELSOHN; ONATE; PIN, 2004).
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A formulacao proposta neste trabalho, utilizando uma descricdo Lagrangiana em con-
junto com o PFEM para discretizar o fluido, elimina os termos convectivos, responsdveis por
instabilidades, além de permitir a simulacdo de escoamentos de superficie livre com grandes
mudancas topoldgicas de forma natural, algo invidvel nos métodos de malhas méveis. Ainda,
torna direto o acoplamento monolitico com a estrutura, visto que nesse caso ambos 0s meios
possuem as mesmas variaveis principais.

Em relacdo aos parametros nodais, € importante mencionar que estes geralmente sao
escolhidos por conveniéncia, a depender da lei constitutiva do material. Nos fluidos, tradicional-
mente empregam-se velocidades como varidveis principais pois as tensoes de cisalhamento se
relacionam com as taxas de deformacao. Para os s6lidos, comumente as formulagdes baseiam-se
em deslocamentos devido as tensdes se relacionarem com as deformacdes. Neste trabalho, a
abordagem do MEF baseada em posi¢des nodais € utilizada tanto para o sélido quanto para o
fluido.

No ambito da dinidmica das estruturas, diversos trabalhos atestam a robustez da for-
mulacdo posicional em regimes de grandes deslocamentos (GRECO et al., 2006; CODA;
PACCOLA, 2009; SANCHES; CODA, 2013). Em Avancini e Sanches (2020), os autores aplicam
a formulacdo posicional para escoamentos bidimensionais Newtonianos com distor¢des finitas
utilizando uma descri¢do Lagrangiana total. Como continuidade, neste trabalho, a formulagao
introduzida por (AVANCINI; SANCHES, 2020) € expandida para o caso tridimensional em
conjunto com o PFEM, permitindo anélises de escoamentos com grandes distor¢des e mudangas
topoldgicas.

Por fim, as caracteristicas da formulagdo resultante permitem que os problemas de IFE
sejam resolvidos por meio de um esquema monolitico sem maiores dificuldades, garantindo um

acoplamento forte sem a necessidade de implementar processos iterativos adicionais.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento e a implementacdao de uma
formulacdo unificada do PFEM, baseada em posi¢Oes, que torne possivel e vidvel analisar
problemas tridimensionais de s6lidos hipereldsticos, escoamentos de superficie livre com possivel
mudanca topoldgica e interag@o fluido-estrutura.

Os seguintes objetivos especificos sustentam a proposta desta pesquisa:
* Estudo detalhado sobre problemas acoplados, escoamentos de superficie livre e anélises
dinamicas de estruturas em regime de grandes deslocamentos;

* Implementacdo de c6digo computacional com formulagdo unificada para solidos, fluidos e
interacdo fluido-estrutura para dominios bidimensionais em regime de deformacdes finitas,

partindo dos desenvolvidos de Avancini (2018) e Avancini e Sanches (2020);

» Extensdo da formulacdo para o caso tridimensional, empregando elementos tetraédricos;
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* Implementac¢do do PFEM, possibilitando andlises de escoamentos de superficie livre com

severas distor¢cdes e mudanga topoldgica;

* Verificagdo dos resultados obtidos em cada etapa do trabalho por meio de comparagdo

com exemplos numéricos e experimentais encontrados na literatura;

* Implementacdo de estratégias de programacao que reduzam os custos computacionais das

analises.

1.3 Estado da arte

Nesta se¢do sdo discutidas as principais estratégias numéricas utilizadas na solugdo de
problemas que envolvem interacdo entre escoamentos de superficie livre e sélidos deformaveis. O
primeiro topico concerne a modelagem numérica de escoamentos de superficie livre, o segundo
aborda a andlise dinamica das estruturas em regime de grandes deslocamentos e por fim, o

terceiro topico traz as principais técnicas de acoplamento.

1.3.1 Modelagem numérica de escoamentos incompressiveis com superficie

livre

Os desenvolvimentos matemdticos necessarios para se resolver numericamente problemas
de dinadmica dos fluidos, especialmente utilizando o MEF, sdo praticamente os mesmos utilizados
em problemas de mecanica dos sélidos. As particulas de um material qualquer, seja fluido
ou sélido, estdo sujeitas as mesmas leis da fisica, isto €, o equilibrio é obtido por meio da
aplicac@o da segunda lei de Newton. Dessa forma, o que diferencia um meio do outro é o modelo
constitutivo adotado para representar a resposta do material quando submetido a agdes externas.

Em geral, os materiais sélidos apresentam deformacdes finitas, sendo que, para se
determinar as tensdes desenvolvidas é necessario conhecer o histérico de deformacdes do corpo.
Assim, usualmente define-se uma configuracao de referéncia a partir da qual as grandezas sdao
medidas, e por isso, uma descricdo Lagrangiana do movimento € mais adequada. Por outro
lado, os fluidos Newtonianos se deformam indefinidamente quando submetidos a solicitagdes
desviadoras, sendo o estado de tensdo dado como func¢do da taxa temporal de deformagdo. Assim,
nota-se que os fluidos sdo materiais cujo comportamento independe das configura¢des passadas,
e por essas razdes, a descricdo Euleriana €, convenientemente, a mais empregada, tendo as
velocidades como varidveis principais.

Ao se utilizar o MEF para estudar problemas de dindmica dos fluidos, € importante
compreender as consequéncias da ado¢do de cada uma das descricdes mateméaticas no dominio
computacional. Nas andlises Lagrangianas, os nés da discretizag@o coincidem com as particulas
do fluido em movimento, e portanto, a malha se deforma de modo a acompanhar o escoamento
(Figura 1.2).
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Figura 1.2 — Descri¢ao Lagrangiana do movimento de um corpo
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Fonte: Autoria prépria

J4 na abordagem Euleriana (ver Figura 1.3), a malha permanece fixa no espago na
configuracdo atual, e o movimento das particulas do escoamento é calculado por meio da
convecgdo. Do ponto de vista numérico, os termos convectivos tornam a matriz do sistema de
equacoes assimétrica, e para problemas de convec¢ao dominante, podem ocasionar o apareci-
mento de variacdes espurias nas grandezas transportadas. Existem na literatura diversos trabalhos
sobre técnicas que contornam esse problema, garantindo a estabilidade da formulacdo. Cabe
mencionar aqui o método SUPG (Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin), proposto por Brooks e
Hughes (1982), que tem por objetivo adicionar estabiliza¢do na dire¢do das linhas de corrente do

escoamento, de modo a eliminar os problemas numéricos advindos da conveccao.

Figura 1.3 — Descri¢do Euleriana do movimento de um corpo
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Fonte: Autoria prépria

Como a descri¢ao Euleriana resulta em uma malha fixa, torna-se impossivel simular
problemas que possuem contornos méveis sem o emprego de técnicas adicionais. O maior
desafio € identificar a posi¢do e o formato da superficie livre ao longo da anélise, de modo a
definir corretamente o dominio computacional onde se realizam as integragdes. Harlow e Welch
(1966) foram uns dos pioneiros a desenvolverem técnicas para essa finalidade, e propuseram
o método Marker and Cell (MAC), que por meio de um conjunto de particulas que se movem
de acordo com o escoamento e formam uma malha Lagrangiana, detectavam as regides das
malhas fixas de diferencas finitas que eram preenchidas por fluido. Ao longo dos anos, o método

recebeu diversas contribui¢des que acabaram por dar origem a novas formulagdes. Amsden e
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Harlow (1970), por exemplo, desenvolveram o Simplified Marker and Cell (SMAC), e inspirados
por esse método, Tome e McKee (1994) propuseram o GENSMAC, uma versdao do SMAC
aplicada a dominios de geometria arbitraria e complexa. Partindo dos feitos do GENSMAC, e
inspirados nos trabalhos de Esmaeeli e Tryggvason (1998), Esmaeeli e Tryggvason (1999), Sousa
et al. (2004) propuseram um método para analisar escoamentos multi-fluidos tridimensionais
com superficie livre considerando tensoes superficiais. Para mais detalhes do MAC e de suas
variagdes, sugere-se ao leitor o trabalho de McKee et al. (2008).

Outra alternativa € o método Volume of Fluid (VOF), que busca identificar a superficie
livre por meio da utilizagdo de uma funcao ponderadora sobre as células da malha fixa. Essa
funcdo assume valor unitdrio para as células pertencentes ao escoamento, e € nula para as demais.
Isso significa que o valor médio dessa funcdo indica a por¢do do elemento que estd ocupada pelo
fluido. Elementos com um valor unitario estao totalmente submersos, elementos com um valor
nulo estdo totalmente vazios, e elementos com um valor fracionado compdem a superficie livre
(HIRT; NICHOLS, 1981).

Dentro desse contexto, também se destaca a utilizacdo de funcdes level-set (OSHER;
SETHIAN, 1988; ADALSTEINSSON; SETHIAN, 1995), que dispensa a parametrizacao da
superficie e possui aplicagdes em diversos tipos de problemas, como otimizacdo topoldgica,
propagacao de fissuras, escoamentos multifdsicos, entre outros (WANG; WANG; GUO, 2003;
VENTURA; XU; BELYTSCHKO, 2002; OLSSON; KREISS, 2005). Uma outra op¢do que, ao
invés de identificar a superficie livre, permite a movimentacao da malha do fluido arbitrariamente
de modo a acompanhar o escoamento, foi proposta por Donea, Giuliani e Halleux (1982) e é
conhecida como descri¢do Lagrangiana-Euleriana Arbitraria.

Por outro lado, utilizar um referencial Lagrangiano pode trazer beneficios quando o
objetivo € a simulagdo desse tipo de escoamento, uma vez que a posi¢ao da superficie livre é
sempre conhecida e descrita pelas posi¢des dos nés da malha. Entretanto, pelo fato da malha
poder se deformar, € necessdria a utilizacao de procedimentos de remalhamento sempre que a
distor¢do for excessiva. Com isso em mente, Idelsohn, Ofiate e Pin (2004) propuseram o Particle
Finite Element Method (PFEM), cuja ideia central é modelar o fluido por meio de um conjunto
de particulas que carregam as propriedades fisicas do material, pelas quais periodicamente é
construida uma malha de modo a permitir que suas forcas de intera¢do sejam calculadas por meio
do MEF. As particulas se movem de acordo com a equagdo de Navier-Stokes, e podem inclusive
se desprender do dominio, representando por exemplo a formacao de goticulas e quebras de
ondas.

Diversos trabalhos atestam a eficidcia do método, e algumas aplicacdes em problemas
de IFE podem ser vistas em Idelsohn et al. (2008), Franci, Ofiate e Carbonell (2016), Zhu e
Scott (2014), Idelsohn et al. (2008). Embora as aplicacdes deste trabalho se limitem a problemas
que envolvam IFE e escoamentos de superficie livre, o PFEM pode ser aplicado em uma gama
variada de problemas, como em escavacdes e deslizamentos de terra (SALAZAR et al., 2016;
CREMONESI; FRANGI; PEREGO, 2011; CARBONELL; ONATE:; SUAREZ, 2010), materiais



32 Capitulo 1. Introdugdo

granulares (CANTE et al., 2014; FRANCI; CREMONESI, 2019), contato (RODRfGUEZ et al.,
2017; CERQUAGLIA et al., 2017b), mudanca de fase (FRANCI et al., 2017; ONATE et al.,
2010) entre outros.

O PFEM nao ¢ o tinico método disponivel que utiliza uma descri¢do Lagrangiana. Na
verdade, ha outros métodos precursores que deram origem a familia dos Métodos de Particulas.
Nesses métodos, o meio fisico é sempre discretizado em um conjunto de particulas, entretanto,
as forcas de interacdo nio necessitam de uma malha para serem calculadas. Por conta dessa
caracteristica, eles também sdo conhecidos como Meshless Methods, ou seja, Métodos sem
Malha. O primeiro e mais notério dentre eles € o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
(GINGOLD; MONAGHAN, 1977), muito utilizado até os dias de hoje para a simulagao de
escoamentos de superficie livre, como em Liu e Liu (2010), Shao et al. (2012), Wang et al. (2019),
embora tenha sido proposto inicialmente para a andlise de problemas astro-fisicos. Outro método
que obteve notorio sucesso € 0 MPS (Moving Particle Semi-Implicit Method), que diferentemente
do SPH e do MEF, trabalha com a forma forte das equacgdes governantes (KOSHIZUKA; OKA,
1996).

1.3.2 Dinamica das estruturas em regime de grandes deslocamentos

Nos casos em que as estruturas apresentam grandes deslocamentos, as andlises lineares
nao sdo capazes de prever o seu correto comportamento, uma vez que se baseiam na premissa de
que o sdlido desenvolve deslocamentos suficientemente pequenos para que se possa desprezar as
nao-linearidades das equacdes diferenciais.

Nos problemas que envolvem IFE, como impactos hidrodinamicos, vento sobre estruturas
esbeltas, flutters de grande amplitude, estruturas inflaveis, entre outros, as forcas advindas do
escoamento que agem sobre as superficies da estrutura geralmente induzem grandes deslocamen-
tos, a0 mesmo tempo em que dependem da configuracdo deformada. Assim, faz-se necessario
empregar uma andlise ndo linear geométrica para que seja possivel dimensionar adequadamente
a estrutura e evitar a ocorréncia de eventos que comprometam o seu desempenho e possam
resultar, inclusive, em sua falha mecanica.

Antes mesmo do conceito de ndo linearidade geométrica se popularizar, muitos fendme-
nos de instabilidade estrutural, por exemplo, j4 eram analisados analiticamente. Assim, surgiram
as expressoes para determinagdo da carga critica de Euler (EULER, 1744), e posteriormente,
essa teoria foi expandida por Timoshenko (1921) para colunas em que os efeitos de cisalhamento
eram significativos. Entretanto, essas andlises ndo eram suficientes para a determinagdo do
equilibrio pds-critico, ou seja, o comportamento da estrutura apds a ocorréncia da instabilidade.
Os trabalhos de Koiter (1967) e Sewell (1969) foram de grande importancia nesse sentido,
abrindo precedentes para que o conceito de ndo linearidade geométrica fosse se desenvolvendo
até a forma como € conhecido atualmente.

Na segunda metade do século XX, os avancgos tecnoldgicos € computacionais im-

pulsionaram a utilizagdo do MEF como principal ferramenta computacional para andlises
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estruturais. Nesse contexto, cabe mencionar as valiosas contribui¢des de Argyris (1965), Brendel
e Ramm (1980), Crisfield (1983), Bathe e Dvorkin (1983) e Hughes e Liu (1981) no campo das
formulacdes de elementos finitos em regime de grandes deslocamentos.

Devido a cinematica de algumas estruturas como vigas, placas e cascas, essas formulacdes
convenientemente utilizam deslocamentos e rotagdes finitas como parametros nodais. Nesse
contexto, surgiram as formulacdes corrotacionais, amplamente utilizadas e que possuem grande
aceitacao pelos pesquisadores (CRISFIELD, 1990; ARGYRIS; DUNNE; SCHARPF, 1978;
FELIPPA; HAUGEN, 2005; SIMO; FOX, 1989; PIMENTA; CAMPELLO; WRIGGERS, 2008;
PIMENTA; CAMPELLO, 2009). A ideia por tras dessas formulacdes é decompor o0 movimento
total do corpo em uma parcela referente aos movimentos de corpo rigido (translag@o e rotagcao)
e outra parcela relativa as deformacdes, que s@o medidas em um eixo local que acompanha o
movimento do sélido. Entretanto, em regime de grandes deslocamentos, ndo se pode aplicar
a propriedade de comutatividade as rotacdes, e assim, € necessario o emprego de técnicas
adicionais como a féormula de Euler-Rodrigues, vista nos trabalhos de Campello, Pimenta e
Wriggers (2003), Pimenta, Campello e Wriggers (2004) e Betsch, Menzel e Stein (1998), por
exemplo.

Alternativamente, Coda (2003), inspirado pelos desenvolvimentos presentes em Bonet et
al. (2000), prop6s uma formulacao alternativa do MEF em que as posi¢des nodais em conjunto
com vetores generalizados sdo adotados como varidveis principais ao invés de deslocamentos e
rotacdes, naturalmente contemplando a ndo linearidade geométrica dada a forma como o sélido
¢ mapeado, dispensando aproximacdes para rotacdes finitas, algo bastante pertinente ao tipo de
andlise.

Resultados convincentes vém sendo obtidos na simula¢do de problemas bidimensionais e
tridimensionais, com elementos reticulados, planos, sélidos e de casca, como atestam os trabalhos
de Greco et al. (2006), Coda e Paccola (2009), Maciel e Coda (2005), Coda e Paccola (2011) e
Siqueira e Coda (2017). Em problemas que envolvem IFE, alguns exemplos de aplica¢cdes bem
sucedidas da formulacdo posicional podem ser vistos em Avancini (2018), Avancini e Sanches
(2020), Fernandes, Coda e Sanches (2019), Sanches e Coda (2013) e Sanches e Coda (2014).

Devido a utilizagdo de uma descricao Lagrangiana Total, a matriz de massa discretizada
torna-se constante ao longo da andlise, permitindo a utilizagdo do integrador temporal de
Newmark-/3 mesmo em regime de grandes deslocamentos e grandes rotacdes. Ainda, Sanches
e Coda (2013) demonstram que a formulagdo garante a conservacdo do momentum linear e
angular. Os autores também verificam numericamente a conservacao da energia e estabilidade
do integrador para estruturas com pequenas deformacdes e grandes deslocamentos.

J& para problemas com forte ndo-linearidade, como € o caso de problemas de impacto e
contato, sabe-se que o método de Newmark-$ ndo garante a estabilidade da formulacdo. Como
pode ser visto em Greco e Coda (2006), modifica¢des nos pardmetros do integrador torna possivel
alcancar resultados satisfatorios, entretanto, isso acaba por introduzir no sistema dissipagdes

numéricas considerdveis ao longo do tempo. Posteriormente, Siqueira (2019) verificou que o



34 Capitulo 1. Introdugdo

integrador a-generalizado de segunda ordem, que pode ser entendido como uma extensao do
Newmark-(3, garante a estabilidade das andlises de problemas com forte ndo linearidade porém

com dissipa¢do minima e controlada.

1.3.3 Técnicas de acoplamento

Diversos métodos surgiram ao longo dos anos com o intuito de permitir a simulagdo
de problemas acoplados, tais como problemas que envolvem interacao fluido-estrutura. Esses
métodos podem ser classificados seguindo dois critérios distintos: 1 - quanto a forma de resolugdo
das equagdes diferenciais dos dois meios; ou 2 - quanto a conformidade das malhas do fluido e
do sélido.

Na primeira classificacdo, tem-se que as técnicas de acoplamento podem ser divididas em
monoliticas ou particionadas. Nos esquemas monoliticos, as equagdes diferenciais que governam
cada dominio sdo resolvidas em um mesmo sistema linear, como em Blom (1998), Ryzhakov et
al. (2010), Franci (2016) e Gee, Kiittler e Wall (2011). Assim, a transferéncia das condi¢des de
acoplamento entre os dominios € implicitamente realizada com a solucdo de um unico sistema
ndo linear de equacdes. Por naturalmente garantir um acoplamento forte entre os dominios, esse
tipo de estratégia tende a fornecer resultados mais precisos, além de ser mais estavel e rapido.
Em contrapartida, a magnitude das varidveis e das constantes dos materiais pode tornar o sistema
mal condicionado, dificultando sua solugdo.

Ja nos esquemas particionados, as equacdes do movimento de cada meio sdo resolvidas
separadamente, e o acoplamento é garantido por meio da compatibilizagdo das condicdes
de contorno na interface (ver Sanches e Coda (2013), Fernandes, Coda e Sanches (2019),
Forster, Wall e Ramm (2007), Banks, Henshaw e Schwendeman (2014) e Degroote et al.
(2008)). Geralmente, as forcas de superficie advindas do escoamento sdo impostas no solido
como condi¢des de contorno de Neumann, ao passo que os deslocamentos da estrutura sao
transferidos para o fluido como condi¢cdes de contorno de Dirichlet. Assim, a utilizacdo de
c6digos computacionais ja existentes tanto para a estrutura quanto para o fluido torna-se mais
simples, além de permitir que se realize modificacdes em apenas um dominio sem que o outro
sofra interferéncias.

Os acoplamentos particionados ainda se dividem em dois subtipos, a depender do nivel
de acoplamento, fraco e forte. No esquema fraco, a transferéncia das condi¢des de contorno
na interface é realizada explicitamente, ou seja, uma Unica vez dentro de um passo de tempo
(SAYED et al., 2019), enquanto que no acoplamento particionado forte, essa tarefa € realizada
implicitamente, dentro de um processo iterativo, como em Vierendeels et al. (2007). Obviamente
os acoplamentos fracos resultam em um menor custo computacional, porém fornecem respostas
satisfatorias apenas para problemas onde a ndo linearidade das condi¢des da interface € pouco
presente. Uma comparacdo entre ambas técnicas pode ser vista em Zhang e Hisada (2004).

Por resolver os dois meios separadamente, os acoplamentos particionados resultam em

sistemas lineares menores e com um condicionamento geralmente melhor se comparado as estra-
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tégias monoliticas. Entretanto, Franci (2016) propds em seu trabalho uma formulagdo unificada
baseada em velocidades, e concluiu que adotar esquemas monoliticos quando se tem parametros
nodais iguais para ambos os dominios, praticamente ndo influencia no condicionamento do
sistema, além de que exige pouca implementacdo computacional para se expandir o formulacdo
para problemas acoplados.

A segunda classificacdo dos esquemas de acoplamento € em relacdo a conformidade das
malhas dos dois dominios. Em um primeiro subgrupo estao os métodos de malhas conformes,
que como o préprio nome sugere, necessitam que haja uma interface em comum entre as
malhas do fluido e do sélido. Isso significa que, ao passo que a estrutura se deforma, a malha
do fluido deve ser capaz de movimentar-se e acompanhar a malha da estrutura, mantendo-se
a conformidade geométrica do problema (ver Figura 1.4). Uma técnica bastante utilizada e
que pertence a essa classe de métodos € a descricdo Lagrangiana-Euleriana Arbitraria (ALE),
proposta por Donea, Giuliani e Halleux (1982). Nela, a estrutura € descrita por meio de um
referencial Lagrangiano, enquanto que para o escoamento aplica-se essa descricdo que permite
movimentar a malha do fluido arbitrariamente (DONEA et al., 2017; FERNANDES; CODA;
SANCHES, 2019; SANCHES; CODA, 2013; SOULI; OUAHSINE; LEWIN, 2000). Outra
alternativa é a formulacdo de elementos finitos espaco-tempo deforméveis (DSD/ST), em que a
varidvel tempo também € discretizada através de uma malha de elementos finitos (TEZDUYAR;
BEHR; LIOU, 1992; TEZDUYAR et al., 1992a). Uma vez que esses métodos trabalham com a
movimentacao da malha do fluido, problemas que envolvem grandes deslocamentos da interface
e/ou distor¢des no dominio do fluido podem comprometer a qualidade ou inviabilizar a solucao,

requerendo que processos de remalhamento sejam utilizados.

Figura 1.4 — Métodos de malha conforme. A malha do fluido acompanha o movimento da
estrutura

(a) Instante t = 0 (b) Instante t = t + At

Fonte: Autoria prépria

O segundo subgrupo compreende os métodos de malhas ndo conformes, em que a
interacdo de um dominio com o outro € realizada por meio de restricdes impostas nas equagoes
governantes de cada meio, tornando possivel a solu¢do dos dominios com discretizagdes distintas,
algo interessante do ponto de vista computacional, uma vez que o fluido tende a demandar malhas
mais refinadas que as utilizadas para discretizar a estrutura. Geralmente, para a imposi¢ao dessas

restricoes sao utilizadas técnicas de contorno imerso (IBM) (PESKIN, 1972), as quais fazem
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uso de uma descri¢@o Euleriana das equacdes governantes do fluido, com malha fixa, enquanto
que a estrutura se encontra imersa nessa malha, e pode deformar-se ao longo do tempo, como na
Figura 1.5. Assim, € necessdrio utilizar técnicas que rastreiam o contorno imerso da estrutura ao
longo da anélise, para que entdo as penalizagdes necessdrias possam ser aplicadas as equacdes de
Navier-Stokes (ROMA; PESKIN; BERGER, 1999; TAIRA; COLONIUS, 2007; PESKIN, 2002;
TSENG; FERZIGER, 2003). Uma das formas de se realizar essa tarefa consiste na utilizacao
de funcodes level-set que ponderam a distancia do contorno mével, permitindo inclusive que
escoamentos de superficie livre e/ou problemas com mudanga topoldgica possam ser simulados
(CIRAK; RADOVITZKY, 2005; CALDERER; KANG; SOTIROPOULOS, 2014). Entretanto, a
implementacao dessa técnica € relativamente complexa, assim como seu custo computacional.
Recentemente, outros métodos baseados no IBM vém sendo desenvolvidos, como por exemplo,
o Immersed Structural Potential Method, no qual a contribui¢do da estrutura € incluida nas
equacoes de Navier-Stokes calculando-se um funcional de energia potencial sobre pontos de

integracdo, que se movem sobre a malha fixa do fluido (ver Gil et al. (2013) e Yang et al. (2018)).

Figura 1.5 — Métodos de malha ndo conforme. A malha do fluido permanece fixa, enquanto que
a estrutura encontra-se imersa e livre para deformar-se

(a) Instante ¢t = 0 (b) Instante t = ¢ + At
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Fonte: Autoria prépria

1.4 Metodologia

Em programacdo de alto desempenho (High Performance Computing) para aplicacdes ci-
entificas de larga escala, duas linguagens de programacao se sobressaem atualmente: FORTRAN
e C++. Alguns fatores que devem ser levados em considerag@o para a utilizacdo de uma delas
sdo o desempenho, a versatilidade e modularidade.

Hoje, € possivel ter acesso a diversos trabalhos que comparam seus respectivos desempe-
nhos para aplicacdes cientificas. Haney (1994) foi um dos primeiros a testar quao rapidamente
multiplicagdes de matrizes e vetores eram realizadas em ambas as linguagens, concluindo que o
FORTRAN apresentava um desempenho muito acima do obtido usando C++. Entretanto, dois
anos apos a publicacio desse estudo, Robison e Dubois (1996) demonstraram que apds algumas

otimizacdes, era possivel obter desempenho semelhante em ambas as linguagens.
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A maior diferenga, entdo, fica por conta da versatilidade e modularidade entre as duas
linguagens. A estrutura de programacdo do FORTRAN € pouco moderna, além da linguagem
em si possuir poucos recursos, sendo atrativa para a realiza¢io de operacdes aritméticas. A partir
da versao FORTRAN 90, de fato, mais recursos foram sendo adicionados, porém ao custo de
perda de desempenho (ROBISON; DUBOIS, 1996). J4 o C++ € uma linguagem voltada para
programacdo orientada ao objeto, possui diversas bibliotecas nativas para diferentes tipos de
aplicacdo e € bastante flexivel quanto as formas de implementag@o e controle de memoria. Nao é
por acaso que a maioria dos pacotes comerciais e codigos Open Source de engenharia utilizam
C++ como linguagem principal.

Dada a necessidade de se ter um cédigo que facilite a cooperagdo em grupo, a organiza¢ao
e o aproveitamento de bibliotecas eficientes, o grupo de pesquisas em que este trabalho se insere
optou por utilizar unicamente uma programacao orientada ao objeto em C++. Por conta do
carater multifisico da formulacdo, é de especial interesse que o paradigma de programagao
permita manipular com certa facilidade diferentes modelos constitutivos, diferentes tipos de
elementos e dimensdes. Portanto, antes de efetivamente iniciar a implementacgao, a estrutura do
codigo foi planejada de modo a facilitar as manipulagdes descritas acima.

Em um primeiro momento, implementa-se a formulag@o posicional do MEF para andlises
dindmicas bidimensionais de materiais s6lidos hiperelasticos, com elementos planos triangulares
com funcdes de forma lineares, quadréticas e ctibicas. Em seguida, sdo incluidos elementos
sOlidos tetraédricos de modo a permitir as simulacdes de problemas tridimensionais. Diversos
exemplos de verificacdo e validacdo que comprovam a aplicabilidade e os bons resultados da
formulacao sdo apresentados ao fim desta etapa.

Ja no ambito da dindmica dos fluidos, desenvolve-se e implementa-se uma formulagao
Lagrangiana baseada em posi¢des para escoamentos de superficie livre com distor¢des finitas
(AVANCINI; SANCHES, 2020). Nesta formulagdo, sao utilizados elementos mistos com aproxi-
mac¢ao de mesma ordem para posi¢des e pressao, em conjunto com a técnica de estabilizacao
PSPG (TEZDUYAR, 1991). Igualmente ao caso anterior, sdo realizados testes de validacao dessa
etapa, seguindo-se para o acoplamento monolitico entre ambos os dominios, tornando possivel
analisar problemas tridimensionais de interagcdo fluido-estrutura em que a malha do fluido nao
sofra excessivas distor¢des ao ponto de comprometer a solugao.

Posteriormente, o PFEM ¢ introduzido no dominio do fluido de modo a tornar possivel a
simulagdo dos problemas de maior interesse deste trabalho, que sdo escoamentos tridimensionais
de superficie livre com grandes distor¢cdes e mudangas topoldgicas.

Devido ao processo constante de geracdo da malha, torna-se trabalhoso e custoso
utilizar fun¢cdes de forma de ordem superior, e por esse motivo, as andlises com o PFEM
sdo realizadas apenas com elementos lineares. Seguindo os pesquisadores que propuseram o

método, a identificacdo da superficie livre é realizada pela técnica a-shape (EDELSBRUNNER,

Disponivel em <https://www.cs.cmu.edu/~quake/triangle.html>.
Disponivel em <http://wias-berlin.de/software/index.jsp?id=TetGen&lang=1>.
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1992), enquanto que para a triangulacdo de Delaunay € utilizado o c6digo aberto Triangle!nos
dominios bidimensionais, de autoria de Shewchuk (1996). Nos dominios tridimensionais, o
algoritmo Tetgen?(SI, 2015) é utilizado para a geracdo dos tetraedros a partir da nuvem de
particulas em cada passo de tempo.

Esta etapa do trabalho foi realizada durante o Estdgio de Doutorado Sanduiche no
International Center for Numerical Methods in Engineering (CIMNE) da Universitat Politécnica
de Catalunya (UPC), sob a supervisdao do professores Sergio Idelsohn e Alessandro Franci.
O primeiro é um dos criadores do PFEM (IDELSOHN; ONATE; PIN, 2004; IDELSOHN et
al., 2006; ONATE et al., 2004), enquanto que o segundo é um dos pesquisadores que mais se
dedica ao método atualmente. Tal instituicao foi escolhida justamente por abrigar os principais
pesquisadores que trabalham com o PFEM e suas aplicacdes, além de ser uma instituicao de
renome internacional na drea de métodos numéricos e mecanica computacional.

Para que os objetivos deste trabalho pudessem ser cumpridos, foi necessdria uma
infraestrutura computacional adequada bem como acesso a um vasto acervo cientifico. Tanto
o SET quanto o CIMNE possuem clusters para simulacdes de alta performance, acessiveis via
acesso remoto. Ambas as instituicdes também oferecem um vasto acervo bibliografico fisico e
disponibilizam acesso a periddicos de alta relevancia internacional.

Por fim, as implementacdes do c6digo computacional sdo realizadas utilizando compila-
dores e bibliotecas de acesso livre, em ambiente Linux. As malhas iniciais sdo geradas por meio
do software Gmsh?, para a solucdo dos sistemas algébricos é utilizada a ferramenta PETSC?,
a qual disponibiliza uma variedade de solvers sequenciais e paralelizados. Finalmente, para o
p6s processamento grafico e visualizacdo dos resultados, empregam-se o Kitware Paraview’e o

Gnuplot®, ambos softwares livres.

1.5 Apresentacao da tese

Os assuntos abordados nesta tese estdo divididos da seguinte forma:

No Capitulo 2, sdo apresentados os conceitos necessarios da Mecanica do Continuo para
o desenvolvimento da formulacao proposta, iniciando-se pelas grandezas cinemadticas dos corpos
deformdveis escritas a partir de uma configuracio de referéncia, seguindo com a definicao de
algumas medidas de tensdo e finalizando com as equacdes que governam o movimento de um
corpo deformédvel genérico: a conservacao da massa e a conservacao do momento linear.

O Capitulo 3 traz a aplicagdo dos conceitos do capitulo anterior no desenvolvimento de
uma formulac¢io Lagrangiana posicional para materiais compressiveis, com particulariza¢do para

o caso de sdlidos hiperelasticos de acordo com o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff,

Disponivel em <https://gmsh.info/>.

Disponivel em <https://www.mcs.anl.gov/petsc/>.
Disponivel em <https://www.paraview.org/>.
Disponivel em <http://www.gnuplot.info/>.
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e dadas suas caracteristicas. Ao final, alguns exemplos sdo apresentados para verificar e validar a
formulacao desenvolvida

O Capitulo 4 é dedicado ao desenvolvimento da formulagdo mista estabilizada posi¢ao-
pressdo para a andlise de materiais incompressiveis também em descricdo Lagrangiana. A
generalidade do método é mantida para que diferentes modelos constitutivos possam ser
introduzidos, desde que respeitem a condi¢do de incompressibilidade da forma como € imposta
sobre o jacobiano do gradiente da fun¢do mudanca de configuracdo. Na sequéncia, sdo estudados
os fluidos Newtonianos e sao apresentados diversos exemplos de escoamentos incompressiveis
em regime de deformacdes finitas para que se possa verificar e validar o método numérico
proposto.

O Farticle Finite Element Method é apresentado no Capitulo 5 e suas principais vantagens
e desvantagens sdo discutidas. Atengdo especial € dada a conservacdo da massa, mostrando os
mecanismos do PFEM que podem resultar em aumento ou perda de massa e formas para se
reduzir as variacdes de volume. Em contraste com as formulac¢des tradicionais baseadas em
velocidades, aqui a formulacao posicional desenvolvida no capitulo anterior € utilizada para
resolver o problema discreto a cada passo de tempo. Os resultados obtidos sdo comparados
com outros trabalhos experimentais e numéricos, e outras andlises qualitativas sdo também
apresentadas.

A formulagdo unificada para analisar problemas acoplados de interacio entre escoamen-
tos de superficie livre e s6lidos deformaveis é apresentada no Capitulo 6. Dada a similaridade da
formulacdo para ambos meios fisicos: mesmas varidveis principais e ambas utilizam descri¢ao
Lagrangiana, o esquema utilizado para acoplar os subdominios € monolitico. Serd mostrado que
o contato entre os subdominios é automaticamente identificado durante o processo de geracdo da
malha do fluido gracas ao PFEM. Diversos problemas de engenharia sdo simulados e os dados
comparados com a literatura.

Por fim, o Capitulo 7 traz as conclusdes do trabalho e os desenvolvimentos futuros da

pesquisa.
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CAPITULO

MECANICA DO CONTINUO

Este capitulo € dedicado a apresentacdo dos principais topicos da Mecanica do Conti-
nuo que fundamentam os desenvolvimentos que sdo apresentados na sequéncia. As relagdes
matemadticas aqui apresentadas sdo validas para um material genérico, e as particularidades para
sOlidos e fluidos serdo introduzidas, respectivamente, nos Capitulos 3 e 4 por meio de modelos
constitutivos adequados.

Sabe-se que todo corpo € composto por uma infinidade de particulas seguindo um
determinado arranjo, entretanto, quando ndo € de interesse o estudo microscépico das interacdes
dessas particulas e da microestrutura do material, torna-se conveniente assumir que o corpo € um
meio continuo.

Os assuntos aqui tratados compreendem apenas uma infima parte da Mecanica do
Continuo, com énfase na descri¢do Lagrangiana da cinemdtica de meios deformaveis, bem como
as tensoes desenvolvidas no meio continuo de modo a equilibrar as solicitacdes externas. Para a
aplicacdo posterior do Método dos Elementos Finitos, a forma fraca ou variacional das equagdes
de equilibrio serd obtida por meio de uma abordagem energética. O leitor pode se referir, por
exemplo, aos textos de Holzapfel (2000), Bonet e Wood (1997), Truesdell (1952) e Ogden (1997)
para maiores detalhes.

2.1 Cinematica dos corpos deformaveis

Seja a regiao do espagco ocupada pelo corpo continuo B, em um certo instante t,
denominada configuragdo 2 de B. Observando a Figura 2.1, no instante inicial ¢ = %;, o
corpo B encontra-se em sua configuragdo (2. Supde-se agora que esse corpo, devido a agdes
externas, entre em movimento, tal que, para o instante t = t,, > g, O corpo passa a assumir sua

ultima configuracdo conhecida €,,. Ap6s outro acréscimo de tempo, esse corpo ird ocupar uma
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configuracao atual €2, no instante ¢t = ¢,,1 > t,,. Para facilitar o entendimento, os indices

subscritos a direita de uma varidvel (+) ) indicam a configuracio a qual ela se refere.

Figura 2.1 — Configuracdes de um corpo deformdvel ao longo do tempo
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t=to t=t, t =t

Fonte: Autoria prépria

A cinemética do problema deve entdo representar o movimento de cada ponto P perten-
cente ao corpo B. Na Mecanica Lagrangiana, convenientemente define-se uma configuracdo de
referéncia a partir da qual as relagdes matematicas serdo escritas. Com base na configuragao

adotada como referéncia, pode-se denominar trés subtipos de descrigdes:

» Lagrangiana total (LT) - Adota-se a configuragdo inicial {23 como configuracdo de
referéncia, a qual permanece fixa e é conhecida durante toda a andlise. Nesse caso, a
nao-linearidade geométrica do problema € introduzida por meio do gradiente da fun¢do

que representa a mudanca de configuracio do corpo;

 Lagrangiana parcialmente atualizada (LPA) - A tdltima configurag@o conhecida €2,, € esco-
lhida como configuragdo de referéncia. Durante o processo de solu¢do, essa configuracio
€ representada pela ultima configuragdo cujo equilibrio € conhecido, e portanto, também
€ conhecida durante o processo de solucdo, porém nao € fixa, sendo atualizada ao fim
de cada passo de tempo. Assim como na descri¢ao Lagrangiana total, a ndo-linearidade

geométrica também estd presente no gradiente da fungdo mudanca de configuragdo;

» Lagrangiana atualizada (LA) - A configuragio atual €2, é utilizada como referéncia.
Uma vez que essa configuracio € justamente a incgnita do problema e continuamente
atualizada ao longo do processo iterativo, a ndo-linearidade vem do fato das integracdes

serem realizadas sobre uma configuracio desconhecida.

A escolha da configuracdo de referéncia é geralmente feita com base nas caracteristicas
dos materiais e na finalidade da formulag¢do. Nos Capitulos 3 e 4, hda uma discussao sobre a

escolha das configuracdes de referéncia para as formulagdes de sélidos e fluidos, respectivamente.

2.1.1 Mudanca de configuragao

A funcio mudanca de configuracio ¢ € a aplicacdo vetorial responsdvel por mapear a

posi¢do atual, representada por x,, 1, de um ponto P € B, a partir de sua respectiva posicao
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na configuragdo de referéncia, denotada por x,.r, que com a introdu¢do de uma configuragio

auxiliar de coordenadas adimensionais e, € descrita por:

Lp+1 = Pnt1 (Soref)il = (wref7t) 5 (21)

em que as fun¢des 0,11 € ¥, S30, respectivamente, as funcdes que mapeiam as posicoes atuais
+ f

e de referéncia a partir do espaco adimensional, como ilustrado na Figura 2.2.

Figura 2.2 — Mudanca de configuracio
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Fonte: Autoria prépria

2.1.2 Mudanca de forma

Uma grandeza fundamental no estudo da mudanca de forma € o gradiente da fungao
mudancga de configuragdo, denotado aqui por F. Ao sofrer uma mudanca de configuracdo, um
corpo pode desenvolver movimentos de translacio e/ou rotacdo sem que a sua forma seja alterada,
esses ditos movimentos de corpo rigido, e também movimentos que provocam efetivamente
mudancas em sua forma. O gradiente da mudanca de configuragdo avalia entdo o quanto as fibras
do corpo B mudam de comprimento e de orientacdo quando o continuo movimenta-se de sua
configuracio de referéncia para sua configuracao atual. Essa relacdo é obtida considerando que a
posicao dos pontos pertencentes a uma fibra, na configuracdo de referéncia, pode ser descrita por
meio de uma curva parametrizada x,.; = s (£), em que £ € uma coordenada adimensional. Essa
mesma curva, ja na configurac@o atual, é dada por x,, .1 = r (£, ) (ver Figura 2.3).

Os vetores tangentes as curvas s () e r (§, ), denotados respectivamente por d,.; e

dx, 1, podem ser calculados como:

de,.; = asg(f)d& 22)
dz, 1 = Mdf. (2.3)

23
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Figura 2.3 — Mudanga de forma das fibras de um corpo deformével
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Fonte: Autoria prépria

Com base em (2.1), escreve-se a derivada parcial de (2.3) como:

Or(€t) _ 9p(s().t) _ 9¢ (@res,t) 05 (E)

= = , 24
o€ ¢ D 06 D
e finalmente, substituindo (2.4) em (2.3) obtém-se:
a re 7t
dawy — 22 Zrerl) g0 Bda,,, 2.5)
awref

onde € possivel verificar que o gradiente da fungdo mudanca de configuracao F relaciona a
orientagdo de uma fibra do corpo antes e apds sofrer uma mudanca de configuracio, e pode ser

escrito como:
dp;
b
axrefj

F=V,s(p) ou Fy=;= (2.6)

em que o operador V,.s (-) se refere ao operador gradiente em relagido a configuracdo de

referéncia, e os parametros de ¢ foram omitidos por conveniéncia.

2.1.3 Teorema da decomposicao polar

O teorema da decomposicdo polar permite que o gradiente da funcdo mudanga de

configuracdo F' seja decomposto unicamente das seguintes formas:
F =RU = vR. (2.7)

Aqui, os tensores U e v correspondem as parcelas de deformagdo pura de F. Sdo conhecidos
respectivamente por alongamento a direita e alongamento a esquerda, e s@o tensores Unicos,
positivos definidos e simétricos, isto é, U = U” ev = v”.Jd ao tensor R é dado o nome de
tensor ortogonal de rotagdo, e nele constam os termos referentes a movimentos de rotagdo que
ndo causam deformagdes no corpo, de modo que det (R) = 1.

O teorema da decomposi¢do polar € fundamental em diversas relagdes na mecanica do
continuo, e serd utilizado na se¢do seguinte para a verificacao da objetividade das medidas de

deformacao.
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2.1.4 Medidas de deformacdo

Algumas medidas de deformacdo, como € o caso da medida de Green-Lagrange, Euler-
Almansi, alongamento de Cauchy-Green, entre outras, sdo mais presentes em trabalhos rela-
cionados a Mecéanica do Continuo (HOLZAPFEL, 2000; OGDEN, 1997). J4 a deformacao
infinitesimal, corriqueiramente, aparece em aplicagdes mais voltadas a sélidos em regime de
pequenos deslocamentos e deformagdes, ver por exemplo Crisfield (1990) e Coda (2018).
Especialmente em andlises de problemas com grandes deslocamentos, é importante que a medida
de deformacdo seja objetiva, isto €, independa de movimentos de corpo rigido ou da escolha dos
eixos de referéncia. Por atender a esse critério, o tensor de deformacgdo de Green-Lagrange é
utilizado neste trabalho.

Define-se portanto o alongamento a direita de Cauchy-Green por:
C=F'F, (2.8)

que por defini¢do representa o quadrado do alongamento de uma fibra pertencente ao corpo
apos sofrer uma mudancga de configuracdo. Sua objetividade € verificada aplicando-se (2.7), que
resulta:

C= (RU)T (RU) = U'R'RU = U’1U = U% (2.9)

Consequentemente, observa-se que C nao depende de rotagdes e é escrito exclusivamente
em funcdo da parcela pura de deformacdo U. Isso implica que, para movimentos de corpo rigido,
C =1, e portanto diz-se que C é uma medida objetiva. Assim, o tensor de deformagdes de

Green-Lagrange surge da normalizacdo de C:

1
E:§(C—I), (2.10)
cuja objetividade fica evidente dada a dependéncia exclusiva de C, e resulta em deformacdes
nulas quando o corpo sofre apenas movimentos de corpo rigido.
E interessante mencionar que, para deformacdes pequenas, os resultados medidos
utilizando o tensor de Green-Lagrange sao semelhantes aos obtidos pelo tensor de deformagdes

infinitesimais D. Isso pode ser verificado reescrevendo (2.6) na forma:
F =1+ V,.u, (2.11)

onde u € o deslocamento de um ponto pertencente ao corpo ao sofrer uma mudanga de
configuragdo, tal que U = T4 — Tyey.
Substituindo (2.11) em (2.10), e desenvolvendo a expressdo, chega-se a:
1 1

E = 5 (Vrefu)T + Vrefu + § (Vrefu)T (V,,efu) R (2.12)
em que a primeira parcela coincide com a deformacao infinitesimal D, e a segunda corresponde ao
termo ndo linear que garante que a medida de deformagdo de Green-Lagrange seja independente
das rotacdes de corpo rigido. E possivel observar que, quando os deslocamentos desenvolvidos

pelo corpo sdo suficientemente pequenos, a parcela contendo o produto dos gradientes tende a
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zero, e portanto, ambas medidas de deformacdo fornecem resultados semelhantes.

2.1.5 Taxa de deformacdo

A taxa de deformacao Lagrangiana € a grandeza que mensura a variacao do tensor de
deformacdo em um dado ponto do corpo no tempo. Assim, ela pode ser calculada por meio da
derivada material de (2.10):

. D 1 /. .

E=— (E) = (F7F + FTF), 2.13)
onde o sobrescrito (-) representa a derivada material no tempo, e serd utilizado neste trabalho a
menos que outra notacdo seja explicitamente indicada. Observa-se de (2.13) que € necessario
conhecer a derivada material do gradiente da fun¢cdo mudancga de configuracdo, denotada por F,

para calcular-se E. De (2.6):
B =2 (F) = 5 (Vo) = V4, (2.14)
sendo ¢ a variacdo no tempo da fun¢do mudancga de configuragdo, ou seja, a velocidade.

As grandezas acima sdo essenciais em andlises Lagrangianas de materiais cujo compor-
tamento é descrito em funcdo de taxas, como é o caso de fluidos. E interessante perceber que,
assim como o tensor de deformacgdo de Green-Lagrange se relaciona com o tensor de deformacdo
infinitesimal pela equagdo (2.12), a taxa de deformacao de Green-Lagrange também pode ser
escrita em funcao da taxa de deformacdo infinitesimal. Considera-se o gradiente da taxa da
funcdo mudancga de configuracdo em relagc@o a configuracdo atual:

. (9gb 0 890 aaj?"ef Sp—1
L — = = — — FF . 2.1
Vi = G T ot (amm) G 2.15)

E possivel decompor L em uma parcela simétrica, conhecida como taxa de deformacgdo
infinitesimal D, e outra antissimétrica, representando a vorticidade W, de modo que L = D+W,

onde as parcelas sdo calculadas como:

D= % (L+L7), e (2.16)
W:l(L—LT) (2.17)
: . :

Substituindo (2.15) em (2.16) e apds alguns desenvolvimentos algébricos, obtém-se:
E = F'DF, (2.18)

que relaciona a taxa de deformacdo de Green-Lagrange com a taxa de deformacao infinitesimal.
A equagdo (2.18) mostra uma importante operacao da mecénica do continuo conhecida como
pull-back, utilizada quando a partir de uma grandeza conhecida na configuracdo atual, busca-se

obter uma grandeza equivalente em relacdo a configuracdo de referéncia.
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2.1.6 Mudanga de volume

Para se obter uma expressdo que forneca o volume de um corpo em movimento, extrai-se
um cubo infinitesimal da configuracio de referéncia do continuo, com dimensdes dadas pelos

vetores (d,cy),, (A cy), € (dx,.r),, de modo que seu volume possa ser calculado como:

dvref = (d:cref)l . [(dil,‘ref)2 X (dil?ref)g] = det ((dwref)l s (dwref)2 s (d:cref)?)) . (219)

Ap6s sofrer uma mudanga de configuracdo como na Figura 2.4, suas dimensdes passam a ser

(dxpi1);, (dxpny1), € (dTyyi1)s, € seu volume na configuragio atual é obtido da seguinte forma:

dvni1 = (d&pi1); - [(dTni1), X (dni);] = det ((dons); , (A1), (AT041)5) . (2.20)
Por meio de (2.6), reescreve-se (2.20):
d’Un+1 = det (F) det ((dmn+1)1 s (dmn+1)2 s (d$n+1)3) = Jd'UT‘ef, (221)

em que J = det(F) é o determinante Jacobiano da fun¢do mudanca de configuragio, e representa
a deformacgdo volumétrica de um corpo. Algumas consideracdes cabem ser mencionadas sobre
(2.21). Pelo fato de que fisicamente € impossivel inverter-se um volume, dada a impenetrabilidade
da matéria, nem reduzir-se um volume previamente positivo a zero, dada a indestrutibilidade da
matéria, a condi¢do J > 0 deve ser respeitada durante toda a andlise. Isso deve ser levado em
consideracdao na composi¢ao da lei constitutiva do material, ou nas hip6teses sobre os limites de

deformacio a que o material serd submetido.

Figura 2.4 — Mudanca de volume
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Fonte: Autoria prépria

2.1.7 Formula de Nanson

Considerando agora um volume infinitesimal arbitrdrio dv,.y, presente no continuo em

sua configuracdo de referéncia, tal que possa ser definido da seguinte forma:

dvref = dwref : dsref = dwref : nrefdsref’ (222)



48 Capitulo 2. Mecéanica do Continuo

em que dx,. representa um comprimento infinitesimal do corpo e n,. € o versor normal a face
dSTe f-

Apo6s ser submetido a uma mudanga de configuragdo, conforme ilustrado na Figura
2.5, o novo volume do corpo em sua configuragdo atual € escrito em funcdo do comprimento

infinitesimal atual e do versor n,,; normal a face ds,,;1:

dUn+1 = d$n+1 . dSn+1 = dwn+1 . nn+1d8n+1. (223)

Figura 2.5 — RelagOes entre dreas infinitesimais
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Fonte: Autoria prépria

De (2.5) em (2.23) tem-se:
vy = Fdx,ep - 0y 1dsp. (2.24)
Utilizando a relagao (2.21) juntamente com as equagdes (2.22) e (2.24):
Fdx,.; -n, 1ds,1 = Jdx,cf - Nyepds,ey. (2.25)
Dada a arbitrariedade de dx,.s, obtém-se a equacdo:
0, 1dsp1 = JF 0, pds,ep, (2.26)

conhecida como Férmula de Nanson, cuja fungdo € relacionar as dreas infinitesimais de um

corpo antes e apds uma mudanca de configuracao.

2.2 Medidas de tensao

Quando um corpo € submetido a a¢des externas e sofre algum tipo de deformagdo, devem
surgir forcas internas, a nivel microscépico, de modo a garantir que esse corpo permaneca
integro e em equilibrio. Dessa forma, definem-se as tensdes como sendo essas forcas internas
distribuidas em uma dada drea. Uma vez que diferentes materiais respondem de diferentes
maneiras as solicitagdes externas, a relacdo entre tensdes e deformacdes estd diretamente ligada
as caracteristicas de cada material. Assim, faz-se necessario introduzir modelos constitutivos
para representar matematicamente o comportamento fisico adequado de diferentes materiais.

Assim como existem diferentes medidas de deformacao, também dispde-se de diferentes

tipos de medidas de tensdo, sendo alguns deles apresentados neste capitulo. Em formulagdes
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Lagrangianas, como a proposta neste trabalho, ¢ comum utilizar medidas de tensdes relacionados
a configuragdo de referéncia adotada. Entretanto, o equilibrio do corpo é sempre buscado em sua
configuracdo atual, e portanto, primeiramente estuda-se o tensor de tensdes de Cauchy.
Extrai-se entdo um cubo infinitesimal de um corpo em equilibrio, de modo que suas
faces estejam paralelas aos eixos coordenados (x,.1)1, (€,+1)2, (€,11)3. De acordo com a
Figura 2.6, constata-se a presenca de trés componentes de tensdo atuando em cada face do cubo,
representadas por 0;;, em que os indices 7 ¢ j indicam, respectivamente, o eixo normal a face e a

direcdo em que a tensdo atua.

Figura 2.6 — Componentes de tensdo em um elemento infinitesimal
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Fonte: Autoria prépria

Assim, em cada face atuam uma componente normal e duas componentes tangenciais de
tensdo, as quais sdo chamadas comumente de tensdo normal e de cisalhamento, respectivamente.
Convenientemente, o estado de tensdo ilustrado na Figura 2.6 € representado matricialmente por

meio do tensor de tensdes de Cauchy, dado por:

cll o012 o013
o= |02l 022 023]. (2.27)
c3l 032 o033

Embora existam nove componentes em (2.27), o tensor de tensdes de Cauchy é simétrico, ou
seja, o = o, reduzindo para seis o niimero de componentes distintas a serem determinadas.
Essa propriedade pode ser comprovada realizando o equilibrio de momentos para o elemento
infinitesimal da Figura 2.6, resultando assim no chamado Teorema de Cauchy.

Por estar relacionado a configuragdo atual do corpo e possuir significado fisico, o tensor
de tensdes de Cauchy € muitas vezes referido na literatura como o tensor das tensdes verdadeiras
(HOLZAPFEL, 2000). Entretanto, outros tensores também sao recorrentes em formulagoes

Lagrangianas, como € o caso dos tensores de Piola-Kirchhoff de primeira e de segunda espécie.
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Ao seccionar o corpo da Figura 2.7, a for¢a resultante que atua em uma por¢ao infinitesi-

mal da superficie pode ser calculada como:

Figura 2.7 — Corpo seccionado

—> tan —
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Fonte: Autoria prépria

df = tn+1d8n+1 = trefdsref, (228)

em que t,; € chamada de forca de superficie na configuracio atual e t,.; representa a mesma
forca, porém tomada sobre a superficie na configuracdo de referéncia. Percebe-se da equagao
acima que independente da referéncia adotada, a for¢a infinitesimal resultante deve ser a mesma.

Considerando agora que a for¢a de superficie pode ser escrita como:
t,i1 =on,., (2.29)
deve existir um tensor P tal que:
on,1ds,1 = Pn,pds,.y. (2.30)
Utilizando a férmula de Nanson (2.26) em (2.30) tem-se:
P=JoF ", (2.31)

onde P € conhecido como tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Percebe-se de imediato
que, ao contrédrio do tensor de Cauchy, o tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie nio
é necessariamente simétrico dada a dependéncia de F~7, e assim, possui nove componentes
distintas. Outro tensor recorrente e que € utilizado ao longo deste trabalho € o tensor de tensoes

de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, dado por:
S=F'P, (2.32)

que embora ndo tenha significado fisico, apresenta simetria, ou seja, S = S”. Combinando (2.31)
com (2.32), tem-se que o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie se relaciona com o tensor

de Cauchy por meio de:

S=JF'gF 7, (2.33)
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onde o inverso é dado por:

1
o= jFSFT. (2.34)

2.3 Equacoes governantes do movimento

Esta secdo € dedicada ao desenvolvimento das duas equagdes diferenciais que governam o
movimento dos corpos continuos em descri¢ao Lagrangiana considerando processos adiabéticos:
a conservagdo da massa e a conservacdo da quantidade de movimento. Essas leis fisicas
sao genéricas, ou seja, sdo validas para quaisquer materiais. Nos capitulos seguintes, serao
apresentados os modelos constitutivos para representar o comportamento fisico dos materiais
s6lidos e fluidos, que quando inseridos nas equagdes aqui descritas, tornam a simula¢do numérica

possivel.

2.3.1 Conservagao da massa

Cada particula pertencente ao meio continuo possui, em sua configuragdo atual, uma

massa infinitesimal calculada como:
dmy i1 = poprdvnst, (2.35)

sendo p,,+1 a massa especifica do material referente a configuragdo atual. Logo, pode-se calcular

a massa total do corpo realizando a integracdo de (2.35) sobre seu volume atual:

m Z/ dmy, 1 Z/ Pr1dvn 1. (2.36)
Qn+1 Qn,+l

Na equacdo (2.36), a massa m ndo apresenta o subscrito direito referente a configuracio
pelo fato de que a massa de um corpo nio pode ser destruida ou produzida, ou seja, essa grandeza
deve ser constante ao longo da andlise. Uma vez que o volume atual €2,,,; pode variar com o
tempo, a massa especifica p,, .1 também deve variar, de modo que a massa calculada com base

na configuracdo de referéncia seja:

m = / pn—i—ldvn—‘rl = / prefdvref' (237)
Qn+1 Q'ref
Utilizando a relagdo de mudanca de volume (2.21) escreve-se:
m = / pn+1jdvref = / prefdvrefa (238)
Qref Qref

onde fica evidente a relagao:

Pref = Jpn+1- (2.39)

A expressdo (2.39) representa a conservacdo da massa em descricdo Lagrangiana, e serd de

fundamental importancia para o desenvolvimento da formulacdo proposta.
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Uma consequéncia de (2.39) é que, para materiais incompressiveis, ou seja, materiais
que sofrem apenas deformagdes isocdricas (sem variacao de volume), a densidade se mantém

constante ao longo da andlise, de modo que:
J =1 (2.40)

Assim, para a simulagdo numérica de materiais incompressiveis em descri¢cdo Lagrangiana,
introduz-se a restricdo (2.40) ao problema, comumente, empregando-se elementos mistos,

conforme apresentado mais adiante no Capitulo 4.

2.3.2 Conservagdo da quantidade de movimento

A quantidade de movimento de um corpo em relacdo a sua configuracio atual é dada

pela expressao:

Q= / Prt1En11dVUn 11, (2.41)
Qni1

em que &,,1 = Dy/Dt = ¢, e representa o campo de velocidades atual. De acordo com a
segunda lei de Newton, a forca resultante em cada particula do continuo serd igual a variagio
temporal da sua quantidade de movimento. A generalizacao desse balanco para corpos continuos
foi proposta por Euler e Cauchy, dando origem assim a equacdo que descreve a conservagao da

quantidade de movimento:
f=Q= [ prdaidon 242)
Qni1

onde &, 11 = D¢p/Dt = ¢ é o campo de aceleragdes.

Supde-se que esse corpo esteja submetido a forgas t,,.1 que atuam sobre a superficie
0,11, e também forgas distribuidas ao longo do volume €2, ,,, denotadas por b,, ;. Tem-se
entdo de (2.42) que:

/ thr1dsn41 +/ b, 1dv, 2/ Prs1€n 1AV, 1. (2.43)
8Qn,+1 Qn+1 Qn-&-l

A ultima parcela da equacdo (2.43), referente as forcas de superficie, pode ser reescrita

considerando (2.29) e aplicando-se o teorema da divergéncia:

Vi1 - ods, 1+ /

Do = / pupndvg,  (244)
Qn«l»l Q7L+1

Qn+1
em que o simbolo V,,,; - (+) indica o operador divergente referente a configuracao atual. A
equacao (2.44) representa o equilibrio de um corpo continuo para o instante ¢ = ¢,,11, € sua

forma local pode ser obtida uma vez que o dominio de integragdo €2, | € arbitrario:
Vg1 0 +bui1 = ppp1®nga. (2.45)

Partindo da equacgdo (2.43), em conjunto com a férmula de Nanson (2.26) e a relagcdo

de mudanca de volume (2.21), é possivel escrever o equilibrio em relagdo a configuracdo de
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referéncia:

/ JUF’anefdsref + /
Opes Q

Com base em (2.31), a primeira parcela pode ser reescrita em funcdo de P. Utilizando a equacio

an+1dvref = / ']anrlfénJrld/Uref- (246)

ref Q'ref
da conservagao da massa (2.39), e considerando que a for¢a de volume é conservativa e pode ser

escrita como b, = Jb,, 1, tem-se:

/ Pnrefdsref +/ brefdvref :/ preféc.n+1dvref- (247)
ey Qref Qref

Por fim, aplicando-se o teorema da divergéncia no primeiro termo, obtém-se a equagao
da conservacgdo da quantidade de movimento para um corpo continuo formulado em relacdo a

configuracao de referéncia adotada:

vref . Pdvref +/

Q

brefdvref = / prefin—&-ldvref, (248)
ref Q'ref

Q'ref

que considerando continuidade, sua forma local € escrita como:
Vref P+ bref = preffénJrla (249)

onde o simbolo V.., - () se refere ao operador divergente com relagdo a configuragio de

referéncia.
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CAPITULO

FORMULACAO POSICIONAL DO
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
PARA MATERIAIS COMPRESSIVEIS

Este capitulo € dedicado ao desenvolvimento da formulacdao do método dos elementos
finitos utilizando apenas posicdes nodais como varidveis principais, proposta primeiramente por
Coda (2003). A forma variacional da equagdo (2.49) € obtida por meio de uma abordagem
energética na secao 3.1, sem considerar um material em especifico, de modo a manter a
generalidade e permitir a introdugdo de diferentes modelos constitutivos. O Unico requisito,
conforme serd mostrado posteriormente, € de que a energia especifica de deformacdo do material
seja escrita em funcdo da deformacdo de Green-Lagrange E, ou quando for conveniente, de C
ouF.

Diversos modelos constitutivos podem ser encontrados na literatura, ver Holzapfel (2000),
Green e Adkins (1960) e Truesdell e Noll (2004), e cabe ao programador escolher os modelos
de acordo com o que se deseja simular. Os materiais ditos hiperelasticos, além de possuirem
comportamento eldstico, satisfazem a condicdo mencionada anteriormente de que devem possuir
uma funcao escalar que represente a energia de deformacao, e essa seja escrita em funcao das
medidas de deforma¢ao mencionadas. Em especifico, serd utilizado o modelo de Saint-Venant
Kirchhoff na se¢@o 3.2 para representar o comportamento de sélidos hiperelasticos, o qual adota
uma relacgdo linear entre o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e o tensor de deformagao
de Green-Lagrange.

As limitacdes desse modelo constitutivo serdo apontadas, € como mencionado anterior-
mente, as caracteristicas do material em conjunto com a finalidade da formulagado irdo determinar

a configuragdo de referéncia mais apropriada. Os problemas analisados neste capitulo, além de
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possuirem deformagdes finitas, apresentam também pequenas deformagdes, e portanto, a malha
de elementos finitos geralmente permanece com uma qualidade aceitdvel durante toda a anélise.

Assim, a configuracao inicial serd adotada como a configuracao de referéncia, o que
significa dizer que a formulagdo aqui apresentada é Lagrangiana total. Isso implica que a ndo
linearidade geométrica estara presente por meio do gradiente da fun¢dao mudancga de configuragdo
F, e as integrais serdo realizadas sobre um dominio fixo e conhecido durante toda a andlise, {2y. A
fim de simplificar as equacdes seguintes, o indice subscrito direito, que representa a configuracdo
a qual uma varidvel estd definida, serd utilizado apenas nas varidveis referentes a configuracao
de referéncia, ou seja, (-),. Assume-se entdo que varidveis que ndo possuem o subscrito direito,
estdo relacionadas sempre a configuragio atual €2, |, a menos que explicitamente seja indicado.

Embora ndo seja de interesse deste trabalho, as formula¢gdes Lagrangianas totais ndo
excluem a simulacdo de problemas hipereldsticos que sofram excessivas distor¢des a ponto de
ser necessario realizar o remalhamento do dominio. Nesses casos, é preciso fazer uso de técnicas
de transferéncia das varidveis de interesse da malha antiga para a nova, como em Ortiz e Iv
(1991).

O processo de integracdo temporal € discutido na sec¢do 3.4, e a linearizac¢do do sistema,
assim como a obten¢@o da matriz tangente consistente, podem ser vistos em 3.5. Na se¢do 3.3
constam o processo de discretizacdo espacial e os elementos utilizados em cada tipo de andlise
(bidimensional e tridimensional). Por fim, alguns exemplos de verificagdo sdo apresentados na

secdo 3.6.

3.1 Principio da energia mecanica total estaciona-
ria

Antes de aplicar o método dos elementos finitos, deve-se obter a forma variacional do
equilibrio do corpo. Aqui, esse equilibrio serd formulado por meio de uma abordagem energética.

Assim, o funcional da energia mecanica total de um sistema pode ser escrito como:
II = Hint + Hext + Hcina (31)

em que II;,; refere-se a energia interna de deformacdo, I1.,; € a energia potencial das forcas
externas e II.;, denota a energia cinética. Pelo principio da energia mecanica total estaciondria,

o equilibrio ocorre quando a primeira variacao do funcional de energia € nula, ou seja:
OIT = 611 + 0Ty + 61, = 0. 3.2)

Como ponto de partida, multiplica-se a equacdo (2.48) por uma variacao arbitraria de

posicdo dx:

oll = / pofl’!éwdl}o - / VO : P5wdv0 - / b05a:dv0 = 0. (33)
Qo Qo Qo
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Integrando por partes o primeiro termo e aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se:

oIl = / p05é5:cdv0 —|—/ P: VO ((SIB) dUO — / bodwd’ljo — / toé.’L’dSo =0. (34)
Q0 Qo Qo 0Qo

Observando (2.6), a segunda parcela pode ser reescrita como:

oIl :/ podxdug +/ P : 6Fdv, —/ bodxdug —/ todxdsg = 0, (3.5)
Qo Q Qo a0

e portanto, diz-se que P é conjugado energético de F, uma vez que, dada uma funcio escalar W,

conhecida como energia livre de Helmholtz, o tensor P € obtido da seguinte forma:

0
P =SV (F). (3.6)

A equagdo (3.5) representa a forma variacional, ou forma fraca, do equilibrio de um corpo
em relacdo a configuracio de referéncia. Entretanto, foi discutido anteriormente que F ndo € uma
medida objetiva de deformacdo, e o tensor P também ndo € necessariamente simétrico. Sendo
assim, o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, definido em (2.32), serd introduzido na

segunda parcela de (3.5), que € escrita como:

P:0F =FS:/F=S: (F'4F). (3.7)
Dada a simetria de F7F, tem-se que:

S: (F'6F) =S: %50 =S:JE, (3.8)

e portanto, S € conjugado energético de E.

A primeira variacdo do funcional de energia pode ser escrita como:

oIl = / ,005&5$dv0 + / S : 5Ed1)0 — / bo(S.’EdUO — / to(SCUdSO = 0. (39)
Qo Qo Qo 0o

Desse modo, basta definir o funcional I de modo que sua variacao resulte em (3.9), representando

assim o equilibrio do corpo.

3.1.1 Energia interna de deformagdo

A energia interna de deformagdo de um corpo € escrita como:
ine = / Vduvy, (3.10)
Qo

em que Y foi definida anteriormente como sendo a energia livre de Helmholtz. Sua variagao,

portanto, é denotada por

(SHmt:/ OWduy. (3.11)
Qo

Comparando (3.11) com a segunda parcela de (3.9), dada a arbitrariedade do volume, conclui-se
entio que
oV =8S:0E, (3.12)
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onde
_8\1!

S—a—E.

(3.13)

Fica claro entdo que diferentes modelos constitutivos podem ser inseridos na formulagdo,
desde que a funcgdo escalar ¥ seja escrita em funcdo do tensor de deformacdes de Green-
Lagrange.

3.1.2 Energia potencial das forcas externas

A energia potencial das forcas externas pode ser escrita em funcdo das posi¢des nodais

como:

Hext = —/ bo . in’Uo — / t() . .’L'ng. (314)
Qo Qo

Considerando forgas conservativas, ou seja, que ndo dependem das deformacdes do corpo, sua

primeira variagdo se da pela expressao:

(5H€mt = —/ boéwdvo — / t05$d80. (315)
Qo 89O

que corresponde a terceira e a quarta parcela, respectivamente, de (3.9). Assim, resta apenas
verificar a parcela referente a variacdo da energia cinética para que o equilibrio por meio da

abordagem energética seja comprovado.

3.1.3 Energia cinética
A parcela referente a energia cinética € dada pela expressao:
1
Hein = 5 / po - vy, (3.16)
2 Jo,
e logo, sua primeira variagao sera:
1
2 Ja,
O termo entre parénteses pode ser desenvolvido como:
d(&-x) =0k + ok = 2&0E. (3.18)

Considerando ainda que 0 = (0&/0t)dt = &dt e &dt = ox, reescreve-se (3.17) de forma

equivalente a primeira parcela de (3.9):

1
5Hcin = —/ Po (2935(17) dUO = / Po ($Q.3dt> dUO = / £o (a::i:dt) dUO
2 Ja 0 2 (3.19)

= / pozi&cdvo.
Qo
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3.2 Modelo constitutivo de Saint-Venant Kirchhoff

O modelo constitutivo de Saint-Venant Kirchhoff (SVK) representa a energia livre de

Helmholtz por meio da fun¢do ndo linear:
A
V(E) =3 (trE)* + GtrE?, (3.20)

onde o simbolo ¢r (+) representa o trago de um tensor e as constantes A e GG sdo, respectivamente,
a constante de Lamé e o mddulo de elasticidade transversal, calculados em fun¢dao do médulo de

Young E e do coeficiente de Poison v por:

vE

A= 15 0) (1_21/)6 (3.21)
E

G = TSR] 0t (3.22)

Por meio de (3.13), o tensor tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie pode ser

calculado em funcao da deformacgao de Green-Lagrange:
S = M\tr (E) I+ 2GE, (3.23)

com I sendo o tensor identidade. A equacdo (3.23) pode ser reescrita isolando-se E, de modo a

resultar em:

S=9:E, (3.24)

onde ® € um tensor tangente de quarta ordem que depende do modelo constitutivo, de modo

que

0S/0E = D. (3.25)

No caso de materiais hipereldsticos isotropicos, esse tensor € dado por
D =N®I1+2GII, (3.26)

em que ® e II indicam produto tensorial e o tensor identidade de quarta ordem, respectivamente.

Devido a simplicidade dessa lei constitutiva, e por ela ser escrita apenas em fungdo de
E, é muito utilizada para representar s6lidos hipereldsticos em regime de grandes deslocamen-
tos. Entretanto, suas limitagdes se dao justamente devido a sua simpleza. Por ndo depender
explicitamente de ./, esse modelo € utilizado apenas para materiais compressiveis em casos de
pequenas deformagdes, e embora também ndo seja formulada em fun¢do dos invariantes de E,
sua isotropia pode ser provada. Algumas aplicagdes desse modelo constitutivo podem ser vistas
em Ciarlet (1988), Coda (2018) e Holzapfel (2000).
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3.3 Discretizacao espacial

No MEF, assim como em outros métodos que se baseiam na particdo da unidade, o
dominio computacional é particionado em subdominios de dimensdes finitas, os quais sao
chamados elementos. Sobre esses elementos, estdo presentes 0s nds, 0s quais carregam as
incdgnitas do problema e onde sdo definidas funcdes de forma de modo a permitir que qualquer
grandeza fisica possa ser interpolada sobre o dominio. Dessa forma, essa técnica resolve um
meio continuo por meio de um modelo discreto equivalente, onde a qualidade da resposta esta
diretamente relacionada ao refinamento da discretizacdo bem como com o aumento da ordem
das fun¢des de forma.

No contexto da mecanica dos sélidos, as formulacées do MEF comumente presentes
na literatura, como em Zienkiewicz e Taylor (2005) e Hughes (2012), utilizam deslocamentos
nodais como as principais varidveis do problema. Em contrapartida, a formulagdo posicional,
proposta inicialmente por Bonet et al. (2000) e Coda (2003), tem como incégnitas as posi¢des
atuais dos nés da malha. Os desenvolvimentos apresentados a seguir foram baseados em Coda
(2018). Para uma abordagem mais detalhada e diversos exemplos de aplicacdo, sugere-se ao
leitor consultar a referéncia indicada.

Na Figura 3.1 estd ilustrado um elemento finito submetido a uma funcao mudancga de
configuragdo. Seja g o vetor das posigdes inicias e x;, | | 0 vetor das posi¢oes atuais de um no a.
No MEF posicional, as posi¢des de um ponto qualquer pertencente a um elemento podem ser
mapeadas, a partir de um espaco adimensional, para as configuracdes inicial e atual por meio das

fungdes ¢} e ¢, calculadas como:

@ (&) =xp (&) = N* (&) zf e (3.27)

902-1-1 &) = m2+1 (§) = N* (&) w?z-s-p (3.28)

em que o indice sobrescrito direito h € utilizado para indicar uma grandeza aproximada ou
interpolada, N representa a fungao de forma associada ao né a, e £ € o vetor de coordenadas adi-
mensionais. Visto isso, a funcdo mudanca de configuracio " pode ser calculada numericamente

por:
" = (1) o (o) (3.29)

Analogamente, o gradiente da funcdo mudanca de configuragdo pode ser obtido a partir

de (3.29) da seguinte maneira:

~1 -1
F' =V, [(Lszrl) o () ] (P (3.30)
em que os gradientes FJ: ¢ F” 41 80 calculados com base em (3.27) e (3.28) pelas expressoes:
ON®

(F5),; = (90)is = a_fj(l"o)? e (3.31)
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Figura 3.1 — Mapeamento das posi¢des iniciais e atuais
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/‘Pi\
3
Qo Oy

§s

Fonte: Autoria prépria

ON® u
(Fia)y = (Phoadig = - (@n)i (3.32)
J
O jacobiano J", dado por (2.21), se relaciona com (3.31) e (3.32) da seguinte forma:
Jh
Jh — n+1 , 333

onde J" e J!, | representam o volume do corpo em sua configuracio inicial e atual, sendo

calculados como:

JU = det(F}) e (3.34)

JI | =det(F!,). (3.35)

Percebe-se também que com (3.31) e (3.32), escreve-se F, dado por (3.30), em fun¢do
das posi¢des atuais a,,;; dos nés da malha. Com isso, nota-se que as medidas de deformagao C
e E, dadas respectivamente por (2.8) e (2.10), assim como o segundo tensor de Piola-Kirchhoff,
que pelo modelo constitutivo de Saint-Venant Kirchhoff € expresso por (3.23), também ficam
dependentes apenas das posicdes nodais.

A forma semi discreta da primeira variagdo da energia € entdo obtida substituindo as
aproximagoes de (3.28) e (3.30) em (3.9):

oI = / po" " dvy + / S" : 6E"dv, — / bodx"dvy — / todx"dsy =0, (3.36)
Q0 Q0 QO 690

em que, novamente, suprimiu-se o indice subscrito direito (-),,; das varidveis referentes a

configuracdo atual. Sabendo ainda que a varia¢do de uma grandeza pode ser calculada derivando-
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a em relac@o aos parametros nodais da formulacao, como:

= —x, (3.37)

e dada a arbitrariedade de dx, tem-se:

Hh h Eh h
0 = / poih Oz d’UQ + / Sh : 0 dUQ — / bo Oz dUO
Qo Qo Qo

oz oz oz ox® (3.38)
/ L |
- 05 ., %50 =
9 8:8“
Considerando ainda que g‘;z = N%
orr OE"
— = / poE" N*dvg + / S" : —duy — / bo N “duvg
ozt Jay o O % (3.39)
- / toNadSO = O,
IoN
que significa dizer que para cada n6 a, o equilibrio serd satisfeito quando
dando origem assim a um sistema de equacgdes, em que as parcelas 7 ., 7, e £2,, sdo chamadas,

respectivamente, de for¢a nodal equivalente inercial, for¢ca nodal equivalente interna e forca

nodal equivalente externa referente ao n6 a, as quais sao detalhadas na secio 3.5 e correspondem

a
iner = pa (3.41)
o1’
fine = Goa © (3.42)
oIh
ot = (3.43)

Considerando que a varia de 1 até o nimero de nds n,,s em que o problema foi
discretizado, é possivel arranjar todas as varidveis nodais em um tnico vetor representado
pela notacé@o {-}, que possui tamanho 74, - Nyes, COM Ng;, sendo a dimensdo do problema

analisado, de modo que:
{z} = {z2% . a™ )T, (3.44)
que para o caso tridimensional se resume em:
{@} = {21095 23); (2 23; 23); o5 (2770 e o)} (3.45)

com os indices sobrescritos representando o nimero do no, e o indice subscrito indicando a

direcdo do eixo coordenado.
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3.3.1 Elementos finitos

De modo a particionar o dominio tridimensional, neste trabalho sdo empregados os
elementos s6lidos tetraédricos mostrados na Figura 3.2. Sao utilizados polindmios cléssicos de
Lagrange como funcdes de forma para interpolar as posicoes, as quais podem ser lineares, no
caso do elemento TET4 com 4 nés, quadraticas para o elemento TET10 com 10 nés, e cibicas
no caso do TET20 com 20 nds.

Figura 3.2 — Elementos finitos tetraédricos

(a) TET4 (b) TET10 (c) TET20

&2

&1
53 3

Fonte: Autoria prépria

A discretizacdo das superficies € realizada com elementos triangulares de modo a
acompanhar a discretizacdo no volume. Adotam-se portanto elementos lineares com 3 nds
(T3), quadraticos com 6 n6s (T6) ou cibicos com 10 nés (T10), conforme a Figura 3.3. Por fim,

os elementos de linha sdo descritos na Figura 3.4.

Figura 3.3 — Elementos finitos triangulares

(a) T3 (b) T6 (c) T10

3 S
2 2
4
1 1
&1 &1

Fonte: Autoria propria

3.4 Integracao temporal

Nas andlises dindmicas em que o método dos elementos finitos é empregado apenas para

a discretizagdo espacial, é necessdria a utilizacdo de algoritmos especificos para se realizar o
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Figura 3.4 — Elementos finitos de linha

(a) L2 (b) L3 (c) L4
0 1 0 2 1 0 2 3 1
§ § §

Fonte: Autoria prépria

processo de marcha no tempo, isto €, representar as velocidades & e aceleracdes & em fungao
das varidveis principais da formulagdo, nesse caso, as posicoes atuais .

Por conta da descricdao Lagrangiana Total empregada neste capitulo, observa-se que os
termos que acompanham a aceleracdo, na parcela referente a for¢a inercial, sdo constantes.
Isso permite que vérios algoritmos utilizados comumente em andlises dindmicas lineares,
possam também ser usados quando considera-se os efeitos da ndo-linearidade geométrica.
Um exemplo € o integrador implicito de Newmark-/3, presente em andlises dinamicas em
regime de pequenos deslocamentos (BATHE; WILSON, 1976; NEWMARK, 1959) e grandes
deslocamentos (SANCHES; CODA, 2013; FERNANDES; CODA; SANCHES, 2019; CODA,
2018).

Entretanto, tal método apresenta dificuldades e instabilidades quando aplicado a proble-
mas com fortes nao-linearidades, como em casos de contato, impacto e s6lidos com restri¢des
(como incompressibilidade). Algumas alternativas existem para contornar essa limitacdo, como
por exemplo alterar o pardmetro v do método de forma a introduzir dissipacdes numéricas. Como
consequéncia, altera-se também o parimetro $ de modo a manter a convergéncia de segunda
ordem do método. Essa estratégia, embora permita a simulacdo de alguns desses problemas de
forma simples, introduz um amortecimento excessivo nas respostas, ficando mais evidente em
solucdes de longo termo.

Por conta disso, utiliza-se neste trabalho o integrador temporal a-generalizado, proposto
inicialmente por Chung e Hulbert (1993). Esse método pode ser entendido como uma extensao
do integrador de Newmark-/3, atingir convergéncia de segunda ordem de forma implicita a
depender da escolha dos parametros. Entretanto, permite a introdu¢do controlada de dissipacao
numérica por meio do raio espectral, a partir do qual define-se um instante intermedidrio onde é
considerado o equilibrio.

Para um instante intermediério ¢, € [t,, t,11], uma varidvel qualquer U ¢ interpolada
da seguinte maneira:

Uya =U,+a (U, —U,), (3.46)

em que U, ., e U, representam o valor da varidvel no instante atualizado e no instante
atual, respectivamente, sendo esse ultimo conhecido. O célculo de o depende da varidvel a
ser interpolada: caso a varidvel intermedidria a ser calculada seja a aceleracdo, adota-se o = oy,
dado por:

= , 3.47
. (3.47)

Om
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e para todas as outras varidveis, tem-se o = oy:
1
14 pso

Nas duas equagdes, p, € 0 raio espectral da regido de altas frequéncias, e controla a

ay (3.48)

dissipa¢do numérica do método. Os valores desse parametro sdo definidos no intervalo 0 <
Poo < 1, de modo que para p,, = 1 o efeito de dissipagdo numérica é minimo, e quando p,, = 0
tem-se o caso inverso, em que as altas frequéncias s@o retiradas por completo da solu¢@o. Ainda,

para que o método seja incondicionalmente estavel, a condi¢ao

(3.49)

N —

OémZOéfZ

deve ser satisfeita. Repare que para os valores de p., no intervalo indicado, a condi¢do acima é
sempre verificada.
As velocidades e aceleracdes atuais sdo escritas em funcao das posi¢des nodais da mesma

forma que no método de Newmark-(3. Assim, para um incremento de tempo At, escreve-se:

Bp1 = i (Tos1 — @) + (1 - %) o+ At (1 - %) F, (3.50)
. 1 1 . 1\ .
O W (wnJrl - wn) - mwn + (1 - %) L. (3.51)

Chung e Hulbert (1993) mostra que, para que o método possua convergéncia de segunda ordem

em problemas lineares, os pardmetros «y e 3 devem respeitar as seguintes relagoes:

1
1= 5+ an oy, (3.52)
1 2
8= Z(l—}—am—af) ) (3.53)

Assim, observa-se que, a depender dos valores de o, € o ¢, esse método recai em outros
integradores temporais. Por exemplo, para o, = oy = 0, tem-se v = 0,5, 8 = 0,25, e 0
instante onde o equilibrio é realizado passa a ser ¢, 1, recuperando entdo o algoritmo classico
de Newmark-f3. De (3.50)-(3.53), nota-se que o método a-generalizado depende de quatro
parametros, sendo esses v, 3, o, € ay. Entretanto, calculando «,, € oy como em (3.47)-(3.48),
as dissipacOes numéricas passam a ser controladas por um tnico parametro p.., 0 que simplifica
a utilizacdo do método.

Reescrevendo-se entdo o sistema de equacdes semi discreto (3.39) para um né a no

tempo intermedidrio, obtém-se a sua forma discreta tanto no espago quanto no tempo:

(fia7le’r‘)n+am + (fgzt)n+af - (fgxt>n+af =0. (3.54)

Na parcela referente a forca inercial, a aceleracdo intermedidria depende da aceleracdo atual
por (3.46), cuja aproximacao € dada em (3.51). Ja na parcela da for¢a interna, o tensor de Piola-

Kirchhoff de segunda espécie e a deformacao de Green-Lagrange no tempo intermedidrio sao
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calculados em func¢do das posicdes intermedidrias, aproximada também de acordo com (3.46).
Ainda, se as for¢as de dominio e de superficie forem constantes ao longo da andlise, seus valores

no tempo intermedidrio serdo os mesmos do instante inicial.

3.5 Procedimento de solucao

Dada a ndo-linearidade do sistema de equagdes devido a presenca de F, recorre-se ao
método de Newton-Raphson para buscar-se uma solu¢ao de forma iterativa. Seja r,, um vetor

contendo o residuo da equacgdo (3.54), de modo que em situacao de equilibrio ele seja nulo:

r?n(mn-‘rl) = (fﬂne’/‘)n+oém + (fz%zt)n-f-af - (fea:vt)n-l-af =0. (355)

Por conveniéncia, usa-se o subindice (-), 41 para indicar explicitamente a configuragdo atual,
notando-se que, embora o residuo seja escrito em fungdo das posi¢cdes intermedidrias, essas sao
funcdes das posi¢des atuais por (3.46).

Expandindo o vetor residuo em série de Taylor, e desprezando os termos de ordem
superior, escreve-se

. 8r?n(wn+l)

ot Axb (3.56)

r%m(wn-&-l) ~

em que Or?,(z,+1)/0x_, é a matriz tangente ou jacobiana do processo iterativo, a qual serd
chamada de My, e contém as contribui¢des dos nds a e b, e Ax,, 1 denota o vetor de correcdes
das posi¢des nodais atuais. Assumindo a aproximacao (3.56) e agrupando as varidveis em vetores,

o sistema linear a ser resolvido em cada iteracdo k é escrito como:
k k k
— My {Az}" = {r,}", (3.57)

em que {Aa:}k € o vetor das correcdes das posi¢des nodais, que possui dimensao Ny, - Mnos»
enquanto que [MT]k é da ordem de ngim - Tnos X Mdim * Mnos-

A estratégia de solucdo consiste entdo em atribuir um valor tentativa para o vetor de
posi¢cdes :cfjr?, que a principio € desconhecido, de modo que seja possivel calcular o residuo
{rm}k € a matriz tangente [MT]k Em seguida, resolve-se o sistema de (3.57) para obter a

corre¢do das posi¢coes {A:L'}k Assim, atualiza-se as posi¢Oes tentativas fazendo
{x}F ! = {2} + {Ax)F. (3.58)

O processo descrito acima € repetido até que um determinado critério de convergéncia
seja alcangado. Neste trabalho, o critério estabelecido consiste em analisar a norma relativa do

vetor de corre¢des das posicdes da seguinte forma:

I {Az}" |
[H{zo} |

onde || - || indica a norma euclidiana e tol é geralmente um valor pequeno o suficiente para que

< tol, (3.59)
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se possa considerar a resposta satisfatoria. Para os exemplos aqui apresentados, foi adotado
tol = 1075,

3.5.1 Forc¢ainercial nodal equivalente

A forga inercial em um dado né a no instante intermedidrio € calculada retomando o

exposto em (3.39) e substituindo a aproximacao (3.28):
(e ntam = / oN i, dug = / poN NYE) ., duy. (3.60)
QO ﬂo

Visto que o termo &% +a,, N30 depende do volume e € um pardmetro nodal, escreve-se:

Qm,

(Lirer ) ntram = / poN*N°dvoi) ., . (3.61)
Qo

O termo correspondente a integral representa a matriz de massa [M,] dada pela

expressao:

M) = / poN*NPduy, (3.62)
Qo

que € constante ao longo de toda a andlise.

3.5.2 For¢a interna nodal equivalente

De (3.39), escreve-se a for¢a interna nodal como:

8Eh
£ Vo, = / Sh . dvy. (3.63)

Se observa que para um dado né a, a derivada da deformacao de Green-Lagrange com
relagdo a posi¢do nodal intermedidria pode ser entendida como uma matriz para cada dire¢ao

cartesiana, e pode ser calculada com base em (2.10) e (3.30):

h
OE" 1 ., <F”+°‘f> h hy 1
Ozt 5 (F ) Oz Fn+af (FO)
n+ay n+af (364)
1 T FZ-&-& -1
- Fh (FZ N > f Fh ,
2 ( ) +ag 8$%+af ( 0)
que em notac¢do indicial € escrita como:
h
8Eh _1( h)—l (aFnJraf) (Fh ) (Fh)—l
(028, )k 2 (0x2 ., )y~ "Ter/noN 0 o)
n+af n+af
OF oo (3.65)
1 n+oa
5 (B )i (Pt Jnm e ()
2 e (8 n+af) !

onde, de (3.32), tem-se que:
OFh a
OF o)y _ ON S (3.66)
(axTH-af) 85]
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Na equagdo acima, ¢;; representa a fun¢do Delta de Kronecker, a qual assume o valor unitdrio

caso ¢ = j, ou zero para i # j.

3.5.3 Forga externa nodal equivalente

De (3.39), tem-se que o vetor de forcas externas que atuam em um dado né a é

representado da seguinte forma:

(fgxt)nJraf :/ bONadUO‘i‘/ toN“ds. (3.67)
QO 690

Os exemplos que serdo apresentados na se¢io seguinte estdo submetidos a cargas constantes no
tempo, e portanto, ndo € necessario realizar o equilibrio dessas for¢as no instante intermedidrio.
Caso a carga seja varidvel, essa deverd ser interpolada conforme (3.46).

A forca de dominio by é considerada constante ao longo do volume, e geralmente,
representa o peso do corpo, calculado como by = pyg, com g sendo a aceleracdo da gravidade.
Ja as forgas de superficie t, podem ser fun¢des que variam com o comprimento, € assim, seus
valores devem ser interpolados com base em (3.27).

Observando a energia potencial das forgas externas (3.14), nota-se que ndo foram
consideradas forgas concentradas. Como essas forgas ja sdo aplicadas diretamente sobre os

nos, basta somarmos seu valor a equagao (3.67):
(oot nta; = / by N dvy + / toN®dso + pg, (3.68)
QO 890

em que pg representa a for¢a aplicada diretamente sobre o né a.

3.5.4 Matriz tangente

A matriz tangente do sistema (3.56) € obtida tomando-se a derivada do residuo em

relacdo as posi¢des atuais de um dado né b:

a n fa e 0 fﬁL n+a 0 fgx n+o
My — arg(:;: +1) _ O merb) o ( tb) oy O tb) tay (3.69)
Tyt 0z, 11 0z, 1y 011

De antemao, observa-se que a ultima parcela € nula nos casos em que as forcas externas sao
conservativas, isto €, ndo dependem da configuracao atual do corpo, restando assim apenas as
contribuicdes referentes as forgas inercial e interna.

Tendo em vista o exposto em (3.61), tem-se que a parcela da matriz tangente derivada da
forca inercial € escrita como:

e )ntam O

OIS

—ndom 3.70
b, (3.70)

1Mer

b = 90
O, Oy, 1

/ poNaNCd?)of'léz+am = / pONaNCdUO
Qo QO

Aplicando a regra da cadeia no ultimo termo da equacdo acima, tem-se

0xe

v e ¢
n+om 813 aazn+1 aanrl

n+am

) (3.71)

b - s c c b
ox, o0& | Oz, 0x)
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que por meio de (3.46) e (3.51), e visto que

oxs,
—L = 659, (3.72)
amn—f—l
€screve-se:
0%y, 1

p—, L 3.73
ozt “TBAP (3.73)

e assim obtém-se a parcela da matriz tangente referente as forcas inerciais:

a(fa )n+a 1 / b 1
iner mo_ m NN dvn = m M 3.74
Oaly AR Jo, PN = A Mk o
Derivando agora a parcela da matriz advinda das forcas internas, escreve-se de (3.63):
I(f5)nta 0 OE"
Cotlnvey __0 / s": duvo, (3.75)
aanrl aazn+1 Qo awn—l—af

E importante lembrar que tanto S quanto E” estdo escritos para um instante intermedidrio,
o que faz com que seja mais conveniente trabalhar-se com a derivada em relagdo as posi¢des

intermedidrias. Da regra da cadeia tem-se:

a(fgzt)n-&-af a(fz%zt)n—&-af amn-ﬁ-af

= 3.76
oz, .y a$n+af oxy (370
e considerando (3.46), calcula-se o segundo termo como
oxb .
n af
= ay. (3.77)
amn—l—l
Logo, obtém-se a parcela da matriz tangente relacionada as forgas internas, dada por:
I nta 0 OE"
( tl? tor =ay / Sk . dvy
8mn—i—l amn+o¢f Qo aa}n-{-af
(3.78)
osh OE" B O*E"
aanraf amn-{—af 8mn+af awn+af

na qual a primeira derivada da deformagdo de Green-Lagrange OE" /0x¢ " e dada por (3.65),

a primeira derivada do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é
osh 8Sh OE"

oz, OE' oxh, (3.79)

n+ay
onde 9S" /OE" é o operador tangente dependente do modelo constitutivo, que para o caso de

materiais hipereldsticos de Saint Venant-Kirchhoff, € dado por (3.26). Ja a segunda derivada da

deformacdo de Green-Lagrange € obtida derivando-se (3.65):

(axn-i-af) (axn—i-af) 2 (a gL—i—af)k (8$n+af) (3 80)
L (OFM Ve (OFT, '
—Fl(Fh) 1( + f) ( + f) (Fh)oj,

2 (axn—i-af)l (aajn—&-af)
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em que OF", /0x2, ¢ calculado por (3.66).

n+aoy n+aoy

3.6 Exemplos de verificacao

Sao analisados, nesta sec¢do, dois exemplos com o intuito de verificar e validar a formula-
¢do desenvolvida para s6lidos hipereldsticos em regime de grandes deslocamentos e pequenas
deformacdes. Sdo apresentados os resultados utilizando tanto uma anélise tridimensional quanto

uma anélise plana.

3.6.1 Viga bi engastada

Neste exemplo € estudada a resposta dindmica de uma viga bi engastada, que devido
a aplicacdo de uma carga constante P no meio do vao, apresenta grandes deslocamentos. A
geometria do problema, proposta por Mondkar e Powell (1977), é mostrada na Figura 3.5. A
Tabela 3.1 traz os dados da andlise, os quais foram adaptados do trabalho dos referidos autores

de modo que as unidades fossem compativeis com o SI (Sistema Internacional de Unidades).

Figura 3.5 — Viga bi engastada. Geometria inicial Tabela 3.1 — Viga bi engas-
tada. Dados do problema

50,8 cm
0,3175 cm
2,54 cm
1120,81 N/cm
206,84 GPa
0.0
2712,63 kg/m?

“T YOy >~

Fonte: Autoria prépria

Seguindo a referéncia, € utilizado o método de Newmark-3 com acelerag@o constante,
o que significa que oy = a,,, = 1,0, com um passo de tempo At = 2,5 us. Foi realizada
primeiramente uma andlise bidimensional utilizando 10 elementos triangulares para cada
metade do vao da viga, de modo que se obtivesse uma discretizagdo espacial compativel com
a apresentada no referido trabalho, que utilizou 5 elementos quadrilaterais com aproximagoes
quadréticas. O carregamento, nesse caso, foi concentrado no né superior central, totalizando
P = 2846, 86 N, e o deslocamento vertical desse né pode ser visto na Figura 3.6 para diferentes
tipos de elemento. Observa-se que, para esse nivel de refinamento, os elementos T3 e T6 nao
apresentaram um resultado satisfatério, sendo que o primeiro nao foi capaz de representar o
comportamento da estrutura tanto em amplitude quanto em frequéncia de vibracao. Por outro
lado, o elemento T10 apresentou uma boa concordancia com os resultados da referéncia.

Devido a baixa representatividade do problema utilizando o elemento T3, realizou-se

uma outra andlise com malhas mais refinadas e com um nimero de graus de liberdade semelhante.
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Figura 3.6 — Viga bi engastada. Andlise do deslocamento com refinamento p

2.5 ‘
T3 -----
T6 - —
T10
Mondkar & Powell (1977) = = -
2

— N o
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5 .’ N

g / . 7
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A
O - ',"~ .»—~. -i'n
0 1 2 3 4 5
Time [s]

Fonte: Autoria prépria

Adotou-se como referéncia uma malha com 320 elementos cubicos e 1924 nds, e assim, as
malhas equivalentes foram geradas com 2880 elementos T3 e 1924 nds, e para o caso quadratico,
800 elementos T6 e 2005 nds. Observa-se na Figura 3.7 que o aumento do nimero de graus de
liberdade melhora significativamente as respostas obtidas com os elementos T3 e T6, sendo que
para esse ultimo, a solucao praticamente coincide com a solugdo referente ao elemento cubico.

Para o caso tridimensional, a viga foi discretizada utilizando 10447 elementos tetraédricos
cubicos, totalizando assim 64142 nés, de modo que a discretizacdo ao longo do vao da viga
fosse similar a utilizada anteriormente na andlise plana. O carregamento foi distribuido ao longo
da espessura da viga, e como comparacao, a Figura 3.8 mostra o deslocamento do né superior
central, localizado sobre a linha média da espessura. Percebe-se uma boa concordancia entre
os resultados da simulacao tridimensional e da simulagdo plana, sendo que graficamente nédo é
possivel distinguir as respostas. O campo de deslocamento vertical e a magnitude da tensao sao

plotados para alguns instantes nas Figuras 3.9 e 3.10.

3.6.2 Viga em balanco confinada

O segundo problema, ilustrado na Figura 3.11, consiste em uma viga em balanco que se
encontra confinada entre os planos x3 = 0 e 3 = 1,0 cm, de modo que ela possa ser simulada
em estado plano de deformacdes. Constam na Tabela 3.2 os dados utilizados para a andlise. No
trabalho de Belytschko e Bindeman (1993), um carregamento distribuido parabdlico € aplicado
na extremidade livre da viga, de modo que a forga resultante seja igual a 40 N. Entretanto,

seguindo Franci (2016), assume-se que o carregamento € uniformemente distribuido de modo
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Figura 3.7 — Viga bi engastada. Evolucao do deslocamento com refinamentos semelhantes

2.5 ‘
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T6 - —
TI0 ——
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Fonte: Autoria prépria

Figura 3.8 — Viga bi engastada. Comparacao da evoluciao do deslocamento utilizando elementos
tridimensionais e planos
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Fonte: Autoria prépria

que a forca resultante mantenha-se a mesma.
A resposta dindmica € analisada durante os 16 s iniciais com um passo de tempo
At = 0,01 s, e novamente, adota-se c,,, = oy = 1, 0, recaindo no método de Newmark- /3. Para

o estudo da convergéncia espacial, sdo utilizadas malhas estruturadas com elementos triangulares
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Figura 3.9 — Viga bi engastada. Campo de deslocamento vertical

(a) Instante t = 1,0 s (b) Instante £ = 4,0 s
(— | —— ' o, WEEE— R e _ i E— =
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 —0.02 0.00 0.03 0.05 0.08 0.10
Displacement Y (cm) Displacement Y (cm)

Fonte: Autoria prépria

Figura 3.10 — Viga bi engastada. Magnitude da tensao

(a) Instante t = 1,0 s (b) Instante t = 4,0 s
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Fonte: Autoria prépria

Figura 3.11 — Viga em balanco confinada. Geometria inicial Tabela 3.2 — Viga em balango
confinada. Dados do problema

25 cm
4 cm
1 cm
10 N/cm?
10* N/cm?
0.25
1,0 kg/cm?

TR Yo~

Fonte: Autoria prépria

T3 conforme Figura 3.12, de modo que a malha menos refinada possua um comprimento
caracteristico h, = 2 cm e a mais refinada A, = 0, 125 cm. O valor do deslocamento maximo do
no superior da extremidade livre obtido com cada uma das malhas € mostrado na Tabela 3.3. Para
efeito de comparagao, Belytschko e Bindeman (1993) apresentam um deslocamento maximo
igual a 6, 88 cm.

A andlise tridimensional foi realizada apenas com a malha mais refinada, totalizando
235584 tetraedros lineares e 47958 nds. Nas Figuras 3.13a e 3.13b est@o plotados os campos de
deslocamentos verticais e das tensdes o,x no instante ¢ = 14, 2 s. De modo a simular o estado
plano de deformacdes, o deslocamento na direcao do eixo x5 € imposto como zero para todos os
n6s do dominio.

Por fim, € feita uma comparacgao da evolugcao da componente vertical do deslocamento
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Figura 3.12 — Viga em balanc¢o confinada. Malha de elementos T3

(@) he = 2,0 cm

(b) he = 0,125 cm

Fonte: Autoria prépria

Tabela 3.3 — Viga em balan¢o confinada. Deslocamento vertical maximo do né superior da
extremidade livre

Comprimento caracteristico Deslocamento vertical maximo

he = 2,0 cm 3,83837 cm
he =1,0cm 5,07785 cm
he =0,5cm 6,57909 cm
he = 0,25 cm 6,82040 cm
he = 0,125 cm 6,88425 cm

Figura 3.13 — Viga em balanco confinada. Malha tridimensional com elementos TET4 e
comprimento caracteristico h, = 0, 125 cm

(a) Campo de deslocamentos verticaisem ¢t = 14,2 s (b) Magnitude das tensdes em ¢t = 14,2 s

——— s | EE— o | —
0.0 2.0 4.0 6.0 6.9 —910.0 —500.0 0.0 500.0 1100.0
Displacement Y (cm) Cauchy stress XX (N/cm’)

Fonte: Autoria propria

do n6 superior da extremidade livre obtida com as diferentes discretizagdes. Segue da Figura

3.14 que a resposta obtida na andlise tridimensional ndo apresenta diferencas perceptiveis em
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relagcdo a solucdo com a malha bidimensional de mesmo comprimento caracteristico. Também
percebe-se que utilizando o elemento T3 € necessario uma discretizagdo maior para que seja
possivel representar o comportamento adequado da viga, uma vez que esse tipo de elemento

possui baixa flexibilidade.

Figura 3.14 — Viga em balanc¢o confinada. Comparacao da evolu¢do do deslocamento
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Fonte: Autoria prépria

3.6.3 Casca cilindrica com snap-through dindmico

Nesta secdo € apresentado o caso de uma casca cilindrica submetida a uma carga
concentrada no centro de seu vao, amplamente utilizado como benchmark em andlises nao
lineares dindmicas de cascas. A geometria do problema € ilustrada na Figura 3.15, e os dados
utilizados na anélise constam na Tabela 3.4. O carregamento cresce linearmente de 0 até 50,0
MN nos primeiros 0,20 s, e desde entdo permanece constante até o final da anélise.

Aproveitando-se da simetria do problema, apenas um quarto da casca € simulado. Tem-se
como condi¢des de contorno que o bordo reto da casca € simplesmente apoiado, enquanto que
seu lado curvo é considerado livre. Nos outros dois extremos, apenas o deslocamento normal a
cada plano de simetria € restrito. Como referéncia, adota-se os trabalhos de Kuhl e Ramm (1999)
e Espath et al. (2015). Em ambos os casos, os autores abordam o problema utilizando elementos
de casca e diferentes métodos de marcha no tempo. Aqui, entretanto, a casca é discretizada
utilizando-se elementos tetraédricos lineares. Para todos os casos, a andlise tem uma duracao de
0,3 s e utiliza-se um incremento de tempo At = 0,25 - 1073 s.

Na primeira andlise, trés malhas regulares distintas sdo utilizadas para verificar a

convergéncia espacial, sendo que a dimensio caracteristica de cada uma estd baseada em quantos
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Figura 3.15 — Casca cilindrica com snap-through dinamico. Tabela 3.4 — Casca cilindrica com
Geometria inicial snap-through dindmico. Dados do
problema

P(t)

R 50m

b 0,10 m
Pz | 50,0 - 105N

E 200 - 10''Pa

v 0,25

p | 1,0-10%kg/m?

T
02s t

Fonte: Autoria prépria

elementos foram utilizados para discretizar a espessura da casca, conforme mostra a Figura 3.16.
O raio espectral foi fixado em p,, = 1,0 no método a-generalizado, ou seja, sem dissipacdes

numéricas.

Figura 3.16 — Casca cilindrica com snap-through dinamico. Malhas utilizadas na convergéncia
espacial. (a) h, = 5,0 cm, 2 elementos na espessura e 29902 tetraedros, (b) h, = 2,5 cm, 4
elementos na espessura e 44148 tetraedros e (c) he = 1,67 cm, 6 elementos na espessura e

667114 tetraedros
(b) (©)

Fonte: Autoria prépria

Os resultados podem ser vistos na Figura 3.17. Embora as trés malhas sdo capazes
de captar o fendmeno de snap-through, o instante em que ele ocorre é diferente para os
trés casos. A malha mais grosseira resulta em uma estrutura numericamente mais rigida,
principalmente devido ao baixo nimero de elementos na espessura da casca, fazendo com que a
ocorréncia da instabilidade seja postergada. Por outro lado, a malha mais refinada aproximou-se
satisfatoriamente das referéncias, mostrando-se mais rigida que a solu¢do dada em Espath et
al. (2015), e ligeiramente mais flexivel que a resposta de Kuhl e Ramm (1999). Em termos de

amplitude, as trés malhas previram valores muito semelhantes para o primeiro dpice, e estdo de
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Figura 3.17 — Casca cilindrica com snap-through dinamico. Comparacao do deslocamento
vertical do ponto de aplicacio do carregamento para diferentes discretizacdes
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Fonte: Autoria propria

acordo com ambas as referéncias. A principal diferenga ocorre na situacdo pds instabilidade,
em que observa-se que a malha menos refinada continua a vibrar com uma frequéncia menor
dominante, ao passo que as outras duas solucdes apresentam uma clara influéncia de altas
frequéncias e diferentes modos de vibragao, tendo a amplitude gradativamente reduzida assim
como as referéncias.

Em uma segunda andlise, o efeito do raio espectral no comportamento da casca é
investigado para a discretiza¢@o mais refinada. A solucdo obtida anteriormente usando p,, = 1,0
€ tomada como referéncia, e agora o problema é também simulado para p,, = 0,7, poo = 0,5,
Po = 0,3 € pos = 0,0. Nota-se na Figura 3.18 que o comportamento da casca pré snap-
through nao sofre alteragdes a medida que se diminui o raio espectral, apresentando valores
praticamente idénticos de amplitude e frequéncia de vibracdo. A influéncia do pardmetro se torna
mais nitida apds a segunda crista (f ~ 0, 18 s), onde se presencia uma excessiva filtragem das
altas frequéncias na resposta obtida para o caso de méaxima dissipagdo numérica (p», = 0,0)
em conjunto com um amortecimento da amplitude de vibracdo. Tal comportamento também é
observado na curva para p,, = 0, 3, porém, de uma forma menos acentuada. Para os outros 3
valores de p.., a estrutura se comporta de forma bastante semelhante, com diferencas apenas nos
instantes finais em que as frequéncias de oscilacdo se tornam bastante elevadas e as amplitudes
muito pequenas para uma andlise quantitativa. De um modo geral, as andlises mostraram
exatamente o que se espera do integrador temporal a-generalizado e sua funcionalidade de
filtrar as altas frequéncias que, muitas vezes, podem levar a perda de convergéncia.

Por fim, as configuracdes deformadas da casca pré e pos snap-through sao ilustradas na
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Figura 3.18 — Casca cilindrica com snap-through dinamico. Evolu¢ao do deslocamento para
diferentes valores de p.,
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Fonte: Autoria prépria

Figura 3.19 com a malha mais refinada.
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Figura 3.19 — Casca cilindrica com snap-through dinamico. Deformada da casca em alguns
instantes com h, = 1,67 cm
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CAPITULO

FORMULACAO MISTA
ESTABILIZADA DO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS PARA
MATERIAIS INCOMPRESSIVEIS

Neste capitulo a formulagdo posicional do método dos elementos finitos serd ampliada de
modo a permitir a andlise de materiais considerados totalmente incompressiveis, como descrito
em Avancini e Sanches (2020). Para simular matematicamente o comportamento desses materiais,
geralmente uma restricao na deformacgao volumétrica € imposta no modelo constitutivo, fazendo
com que, convenientemente, uma nova varidvel seja introduzida no problema: a pressao. Por conta
disso, métodos baseados na aproximacao espacial de um tnico campo se mostram ineficientes
para analisar materiais incompressiveis, assim uma nova formulagdao mista posi¢ao-pressao serd
apresentada e validada. A estratégia de solu¢do adotada consiste em resolver, em um Unico
sistema, as equagdes discretizadas da conservacio da quantidade de movimento e da condi¢do
de incompressibilidade, por meio de um operador tangente consistente. Para a discretizacao no
tempo, o mesmo integrador apresentado em 3.4 € utilizado.

Embora o intuito aqui seja o estudo de fluidos Newtonianos incompressiveis, novamente
busca-se preservar o maximo possivel da generalidade da formulagdo para facilitar a consideracdo
de outros materiais, como por exemplo, modelos constitutivos hipereldsticos incompressiveis
(OGDEN, 1972; OGDEN, 1982). A tnica restri¢do, conforme serd mostrado na se¢do 4.1, é que
a parcela referente a energia de deformacgdo volumétrica seja nula, ou em termos matemaéticos,
que o jacobiano permaneca constante quando um corpo sofre uma mudanca de configuracao.

E interessante mencionar que, no ambito da dindmica dos fluidos, comumente se diz que um
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escoamento € incompressivel quando o divergente das velocidades € nulo. Entretanto, utilizar as
posi¢cdes como parametros nodais ao invés de velocidades, torna mais natural impor a restri¢ao
no jacobiano. Ademais, os resultados obtidos dessa maneira estdo de acordo com as referéncias
e mostraram boa conservacao da massa.

Como neste trabalho se aproximam posicdes e pressoes com fungdes de forma de mesma
ordem, a condi¢do de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi ndo € satisfeita. Assim, € necessario
estabilizar a formulacdo para que se elimine as singularidades que afetam a qualidade do campo
de pressdes. A estabilizacao € obtida por meio da técnica PSPG (Pressure Stabilizing Petrov-
Galerkin), que consiste em adicionar, a equagdo que impde a restricdo da incompressibilidade,
uma parcela baseada no residuo da equagao da conservagdo da quantidade de movimento. O
desenvolvimento da formulagdo estabilizada € baseado principalmente nos trabalhos de Tezduyar
(1991), Tezduyar et al. (1992b) e Tezduyar e Sathe (2003), onde o procedimento de estabiliza¢dao
foi proposto em descricdo Euleriana com malha fixa. Na secdo 4.4 é mostrada sua aplicagao para
0 caso em que as equagdes de equilibrio estejam escritas em descricdo Lagrangiana.

Uma vez que fluidos Newtonianos nio resistem a tensdes de cisalhamento e podem
deformar-se indefinidamente, apenas uma pequena parcela dos problemas de dindmica dos
fluidos podem ser simulados em descri¢do Lagrangiana sem que seja necessdrio utilizar técnicas
adicionais, como nos exemplos que serdo apresentados neste capitulo. No caso de escoamentos
de superficie livre com possiveis mudancas topoldgicas, que sdo os problemas de interesse deste
trabalho e que serao abordados no Capitulo 5, o remalhamento frequente se torna indispensavel, e
com isso, adotar como configuracdo de referéncia a configuragdo inicial ndo é uma boa estratégia.

Outra caracteristica importante € que os fluidos Newtonianos incompressiveis, diferente
dos sdlidos, sao materiais que ndo dependem do histérico de deformagdes. De fato, as tensoes
nos fluidos estdo relacionadas com a taxa de deformacao, e portanto, ndo € necessario conhecer a
deformacdo acumulada no corpo durante a anélise. Devido a isso, se torna mais simples atualizar
a configuracao de referéncia, e consequentemente, dispensa a necessidade de transferir as tensoes
e deformagdes acumuladas desde o estado indeformado.

Assim, restam duas alternativas para a escolha da configuracdo de referéncia: a tltima
configuragdo conhecida ou a atual. No primeiro caso, a configuragcdo de referéncia permanece
fixa durante o processo iterativo, sendo atualizada a cada passo de tempo, e a ndo linearidade
geométrica continua estando presente por meio do gradiente da fun¢do mudancga de configuracao,
o qual € utilizado para calcular-se a taxa de deformacdo de Green-Lagrange e o tensor de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Por outro lado, ao tomar-se a configuracao atualizada como
referéncia, as medidas de tensdo e deformacdo se coincidem com as tensdes de Cauchy e a
deformacdo infinitesimal, respectivamente, e nesse caso, a ndo linearidade vem do fato das
integrais estarem sendo calculadas sobre um dominio desconhecido e constantemente atualizado.

Do ponto de vista matemético, ambas as escolhas devem levar a resultados similares.
Entretanto, uma vez que a proposta deste trabalho é desenvolver uma formulacio unificada para

problemas de IFE, do ponto de vista computacional € necessdrio utilizar as mesmas medidas de
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tensdo e deformacgdo para que se implemente um tnico cédigo capaz de resolver ambos dominios.
Adota-se entdo a ultima configuragdo conhecida como configuracdo de referéncia, o que significa
dizer que a formulaga@o a ser mostrada a seguir é Lagrangiana Parcialmente Atualizada. Dessa
maneira, € possivel extender os desenvolvimentos do Capitulo 3 para que se contemple andlises
de escoamentos incompressiveis sem que seja necessdrio realizar muitas alteracdes no codigo
computacional. Como feito no capitulo anterior, o indice subscrito direito serd suprimido nas
varidveis referentes a configuracio atual §2,,,, e mantido apenas nas varidveis relacionadas a

configuragdo de referéncia (-),,.

4.1 Principio da energia mecanica total estaciona-
ria para formulacoes mistas

Retomando o exposto no capitulo anterior, o funcional de energia mecanica total de um
sistema pode ser escrito como a soma da energia interna de deformacao, da energia potencial das

forcas externas e da energia cinética:
II = Hmt + Heact + Hcina (41)

que sdo escritas em relagc@o a tltima configuracio conhecida (2,, como:

1L, = / Wdv,, 4.2)
e = —/ bnazdvn—/ t,xds, e 4.3)
Qn (21979
1 ..
Hein = 5 / PrEETdvy,, 4.4)
2 Ja,

em que b,, t, e p, sdo respectivamente a for¢a de volume, a forca de superficie e a massa
especifica no instante t = t,,.

Para materiais incompressiveis, a diferenca se dd no modo de formular a energia interna
de deformagdo. Um material incompressivel mantém o volume do corpo constante durante um

movimento, e como mostrado na equagdo (2.40), a condi¢ao
J=1 4.5)

deve ser imposta ao problema de modo a assegurar deformagdo volumétrica nula. Conveni-
entemente, se decompde entdo a energia livre de Helmholtz em uma parcela proveniente das
deformacdes isocoricas V;,,, ou seja, que ndo causam variacdo de volume, e outra referente as

deformacgdes volumétricas:

U = W, +p<J - 1) > (46)
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onde p denota a pressao hidrostdtica que atua como um multiplicador de Lagrange e exerce um

trabalho nulo, e

\Ilvol =P (J - ]-) (47)

€ a energia de deformagdo volumétrica que, observando a condicao (4.5), deve ser igual a zero
para materiais incompressiveis.
A equagdo (4.6) € a base para se obter modelos constitutivos incompressiveis genéricos.
Derivando-a em relagdo ao tensor de deformagdes de Green-Lagrange tem-se:
ovr oY, oJ aJ
“oE - o8 ToE S Tlom

onde os termos a direita da igualdade sdo respectivamente as partes isocorica (ou desviadora) e

S

(4.8)

hidrostatica do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Sabendo ainda que

oJ
— =Jc! 4,
OE J ’ (4.9)
€ possivel reescrever (4.8) como:
S=8+pJC (4.10)

Os modelos para os quais se € possivel encontrar explicitamente uma funcao escalar W,
de modo que S’ = 0V,,,/0E e consequentemente, escrever o tensor constitutivo ® = 9S’/0E,
sdo chamados de hiperelésticos incompressiveis. Entretanto, para alguns materiais ndo se é
possivel obter analiticamente essa funcdo, como € o caso de sélidos e fluidos viscosos, uma vez
que esses materiais introduzem dissipacdes de energia no sistema (HOLZAPFEL, 2000). Nesses
casos, continua sendo possivel resolver as equacdes diferenciais e representar matematicamente
0 comportamento viscoso, uma vez que € requerida apenas a existéncia da primeira variacao de
\Ijiso-

Reescrevendo a primeira variacdo do funcional de energia em relacdo as posicoes

conforme a equacgao (3.9), em sua ultima configura¢do conhecida, e aplicando (4.10) tem-se:

oI, :/ pndxduy, +/ S’ : §Edv, +/ pJC™!: 6Edv,
i i I (4.11)

—/ bnéwdvn—/ t,0xds, = 0.
n 69"1

Pelo mesmo processo, a forma variacional da restricdo que impde a incompressibilidade é obtida
multiplicando (4.5) por um acréscimo arbitrario de pressdo dp e integrando sobre o volume da

dltima configuragdo:

oI, = / op(J —1)dv, =0. (4.12)

As equacodes (4.11)-(4.12) representam o equilibrio de um corpo que tem seu volume
preservado quando submetido a uma mudanca de configuracio. As demonstracdes das expressoes
(4.3)-(4.4) referentes as parcelas da energia potencial das forcas externas e da energia cinética,

respectivamente, podem ser vistas nas secoes 3.1.2 e 3.1.3. A seguir, sdo mostradas apenas as
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modificacdes na energia interna de deformagdo de modo a introduzir a incompressibilidade.
4.1.1 Parcelaisocorica da energia interna de deformacdo
A energia de deformacdo isocérica armazenada em um corpo € escrita como
IL;so = / W,s0dUp, (4.13)
929
e sua primeira variacdo € dada por
050 = / OW;s0dvy,. (4.14)
Comparando a expressao acima com a segunda parcela de (4.11), nota-se portanto que
o0V, =S : 0E, (4.15)

em que o tensor das tensdes desviadoras S’ depende do modelo constitutivo adotado.

4.1.2 Parcela volumétrica da energia interna de deformacdo

A formulagdo aqui apresentada se restringe aos materiais incompressiveis que respeitam

a condigdo (4.5), que faz com que a parcela volumétrica da energia livre de Helmholtz dada

por (4.7) seja nula. Assim, para um corpo qualquer ocupando uma configuragio €2, a energia

referente a deformagao volumétrica € calculada como

I, :/ U, odvy, :/ p(J —1)dv,.
Qn Qn

(4.16)

Note que esta parcela depende diretamente das duas varidveis do problema, assim se

calcula sua primeira variacdo da seguinte forma:

01,0 :/ péJdvn—f—/ op (J — 1) do,.
Qo Qn

O incremento do jacobiano pode ser reescrito como

oJ

: 0E,
e por meio de (4.9), tem-se:

011,00 :/ pJC™!: 6Edv, —i—/ dp (J — 1) doy,

n

que se comparada a terceira parcela de (4.11) e a (4.12), percebe-se que de fato

SWpoie = pJC' : 6E

5\Ijvolp = 5]9 (J — 1) .

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)
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4.2 Modelo constitutivo para fluidos Newtonianos

Os fluidos Newtonianos sdo materiais que ndo possuem resisténcia a tensdes de cisalha-
mento, e assim, deformam-se indefinidamente quando sujeitos a solicitagdes dessa natureza. De
fato, as tensdes nos s6lidos elasticos sao relacionadas com as deformagdes, enquanto que nos
fluidos as tensdes desviadoras sdo calculadas com base nas taxas da deformacgdo. Aplicando a

decomposicao no tensor de Cauchy em sua parcela desviadora e hidrostatica, tem-se:
o=o +pl, (4.22)

em que o’ representa as tensdes desviadoras de Cauchy, p é a pressao hidrostatica e I o tensor
identidade.
Diz-se que um fluido € Newtoniano quando as tensdes desviadoras dependem linearmente

da taxa de deformacdo de forma que:
o =®:D, (4.23)

onde D é o tensor taxa de deformacdo verdadeira (na configuracao atual), definido pela equagao
(2.16), e © representa o tensor constitutivo de quarta ordem referente a configuracao atual, que

em regime de incompressibilidade é dado por:
D=p(IxI+Ix®I), (4.24)

sendo  um parametro constitutivo denominado viscosidade.

Observa-se de (4.23)-(4.24) que o modelo constitutivo para fluidos Newtonianos €
definido sobre a configuracdo atual. De modo a obter uma relagao equivalente em relacao a
configuracdo de referéncia, utiliza-se a relacdo (2.33) para as partes desviadoras dos tensores de

Cauchy e Piola-Kirchhoff de segunda espécie:
S'=JF 'o'F . (4.25)
De (4.23) e (4.25), escreve-se:
S — JF! (:9 : D) F7, (4.26)
e levando em consideracao a relagao (2.18), tem-se:
S =JF (D (FTEF))F . (4.27)
Manipulando a expressdo (4.27) e isolando E, ¢ possivel reescreve-la como
S'=®,:E, (4.28)

em que D, ¢ o tensor constitutivo de quarta ordem em relagdo a configuragdo de referéncia,

obtido por meio da transformacgdo de Piola de ®:

<®T>ijkl = JFz'ZlFﬁlF;;;lFlEl@abcd- (4.29)
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4.3 Forma discreta das equacoes governantes

O processo utilizado para discretizar o dominio é semelhante ao mostrado no capitulo
anterior para a formulacdo baseada apenas em posi¢des, com a diferenca de que a pressao
também serd aproximada por meio de fungdes de forma. Seja x; e @}, | | os vetores das posi¢oes
de referéncia e atuais, respectivamente, de um né a pertencente a um corpo arbitrdrio discretizado
com uma malha de elementos finitos. Assim, as fun¢des que mapeiam as posicoes de referéncia

e atuais de um ponto arbitrario sdo dadas respectivamente por:

ol (&) =a (&) =N"(&ale (4.30)

@b (&) =z, (&) =N (&) xp .y, (4.31)

com o indice sobrescrito i indicando uma varidvel interpolada, N sendo a funcdo de forma
atrelada ao né a e & o vetor de coordenadas adimensionais.

O processo de mudanga de configuracao é mostrado na Figura 4.1. O interesse agora é
representar matematicamente apenas o movimento " sofrido pelo corpo dentro de um passo
discreto de tempo, e ndo mais acumular as deformagdes a partir de uma configurag¢do indeformada.

Tem-se entdo que
1

¢" = (pni1) o (en) (4.32)
e o seu respectivo gradiente em relag@o a dltima configuracao conhecida € dado por
F' =V (@) o (#) ] = Pl (F2) 433)
com FZ e FZ 41 calculados tomando o gradiente de (4.30) e (4.31), respectivamente:
ON“
h _ hy . _ a
(Fn)yy = (eh)ig = g (wn)i e (434)
ON“ u
(F£L+1)Z’j = (@ZH)M = ?(l’?ﬂ-l)z (4.35)
J

Nesse caso, o jacobiano do gradiente da funcao mudanga de configuracao fornecera a
mudancga no volume do corpo dentro de um passo de tempo discreto, e pode ser calculado como
h
‘]n—l-l

h _
J_J,’;’

(4.36)

em que J e J!' | s30 os volumes do dltimo instante e atual, dados pelo determinante de (4.34) e
(4.35).

Para materiais com comportamento viscoso, cujas tensdes sdo determinadas a partir das
taxas de deformacdo, € necessario calcular o tensor E, dado por (2.13), de forma numérica.
Tal tensor depende ndo s6 de F como também de sua variagdo no tempo F,a qual pode ser
calculada pela equacdo (2.14) uma vez conhecidas as velocidades nodais, que sdo aproximadas

pelo método a-generalizado por meio de (3.50). Outra forma possivel de se calcular a taxa
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Figura 4.1 — Mapeamento das posi¢cdes da configuracdo conhecida e da configuracao atual

SN

3
Q0 Qn—i—l

» &1
&3

Fonte: Autoria prépria

de deformacdo, observada em alguns trabalhos envolvendo sélidos viscosos e plasticidade, é

aproximar F' por meio de diferengas finitas:

.1
F = (Fu —F). (4.37)

Esta estratégia € de simples implementacao, todavia, calcular F por meio da aproximacao da
velocidade pelo integrador temporal se mostrou mais preciso, € por isso, foi a forma utilizada
neste trabalho.

Observando (4.10), resta aproximar a pressao para que seja possivel calcular a parcela
hidrostética de S, visto que o tensor C~! é dado pelo inverso de (2.8). A pressdo pode ser

aproximada em qualquer ponto pertencente ao dominio como

p" (&) = N“ (&) p", (4.38)

em que novamente a notac¢ao indicial indica um somatoério sobre a, N* € a func¢ao de forma e
p® a pressao nodal. O indice subscrito que indica a configuracao foi suprimido pelo fato de que
a pressao sempre serd referente a configuracdo atual. Ademais, observa-se que a pressao nao
aparece explicitamente em (4.12), sendo o seu valor determinado exclusivamente pela solucao
das equagdes de equilibrio e condi¢des de contorno.

Substituindo as aproximagodes dadas em (4.31), (4.33) e (4.38) em (4.11)-(4.12), obtém-
se a forma semi-discreta das equagdes que governam o equilibrio de um corpo incompressivel,

dada por:

St = / oSz dv, +/ S . §E"dv, +/ pthC_lh - §E"dv,,
o o . (4.39)

—/ bnéwhdvn—/ t,0x"ds, = 0,
Qn aQn



4.3. Forma discreta das equagdes governantes &9

oI = / sp" (J" — 1) dv,, = 0. (4.40)
Devido ao problema possuir duas varidveis distintas, a variacio de uma grandeza passa a ser
dada por:
o). o0)"
5(-)" = 5 Sp, 4.41
()= 5oz + o P (4.41)

€ uma vez que os incrementos dx e dp sdo arbitrarios, escreve-se:

Hh h Eh Eh
0 :/ pn:'v'haidvn —l—/ S . a—dvn —|—/ pthC_lh : a—advn
Qn Qn Qn

ox® ox® ox® ox 4.42)
h h :
—/ bnaidun—/ 6. 2% 45, — 0,
Qn, 8:1:“ 0, (9:12‘1
Hh h
[
Q’IL
De (4.31) e (4.38), sabe-se que giz = giz = N°, e assim:
1" E" E"
gwa = / " Nedv, + / S . gmadanr / o gmadvn
{In n " (4.44)
—/ bnN“dvn—/ t,N%s, =0,
Qn o
Hh
aapa _ / N (J" = 1) dvy, = 0. (4.45)
Qn

O sistema dado pelas equacdes (4.44)-(4.45) € a forma semi-discreta do problema, que para cada

no a, representa o equilibrio de for¢as de modo que:

fo . + £ +fe, —f2, =0, (4.46)

iner vol ~ “‘ext

— (4.47)

mnc

em que £ . e £, sdo as forgas inerciais e for¢as externas, respectivamente, £ e 7, sdo as

mer ET > 180 VO

parcelas isocdrica e hidrostdtica das forcas internas, e por fim, ¢} . refere-se a condic¢do de
incompressibilidade, as quais serdo detalhadas posteriormente na secao 4.5.

Organizando os parametros nodais em vetores, como comentado no capitulo anterior,
tem-se que os vetores globais de posicoes e pressdes nodais sao dados para o caso tridimensional

T espectivamente por:

{o}={(e =y x3) (a1 @5 23) .. (s afr ayr)tle (4.48)

{p}={" »» .. P}, (4.49)
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em que o {ndice sobrescrito indica o nimero do né a e o indice subscrito a componente cartesiana,
fazendo com que a equacgdo (4.46) tenha n4;,, - n,,s componentes enquanto que (4.47) tenha
apenas n,,,s componentes.

O sistema discreto no tempo € obtido aproximando as velocidades e aceleragdes por
meio do integrador temporal a-generalizado, descrito na se¢do 3.4. Assim, escreve-se para um

instante intermediario:

(fgleT')n—f—am + (f’go)n—‘,—af + ( gol)n—‘,—ogf - (fgxt>n+af = 0’ (4'50)

(%) . =0, (4.51)

mnc ntajg -
onde para o cdlculo da forga inercial, a aceleracdo intermedidria deve ser aproximada como
em (3.46). Na parcela isocérica da forca interna, as tensdes sdo calculadas com base nas
velocidades e posi¢Oes intermedidrias, que sdo dadas por (3.50) e (3.46), respectivamente. Com
relagdo a parcela hidrostética, tanto J quanto C~! e E dependem das posi¢des intermedidrias,
enquanto que a pressdo € sempre referente a configuracao atual. O mesmo ocorre na equagdo da
incompressibilidade, onde no cédlculo de J se usa as posi¢des intermedidrias.

Os elementos finitos utilizados para particionar os volumes, superficies e linhas sdo
0s mesmos mostrados na se¢do 3.3.1, com a exce¢do de que agora as pressdes também sao
interpoladas através de polindmios de Lagrange de mesma ordem das fungdes que aproximam as
posicoes.

Como este capitulo € dedicado a simulag¢do apenas de problemas com deformagdes finitas
e com baixa distor¢ao no dominio, os elementos quadraticos como o TET10 e T6 ou ctbicos
como o TET20 e T10 poderdo ser utilizados, uma vez que a malha se manterd a mesma durante
toda a andlise. Porém, nas simulacoes de escoamentos de superficie livre em que o PFEM for
empregado, a malha de elementos finitos € constantemente reconstruidas sobre a mesma nivem

de particulas. Assim, apenas elementos lineares do tipo TET4 e T3 devem ser empregados.

4.4 Forma estabilizada das equacoes governantes

Quando se utiliza a formulagdo mista posi¢cdo=pressdo para discretizar as equagdes
governantes, obtém-se uma matriz global com termos nulos na diagonal, equivalente a um
problema de ponto de sela. De fato, observando-se a equacgao (4.45), é possivel notar que a
pressdo nao estd explicitamente definida, e isso € uma caracteristica propria de problemas com
multiplicadores de Lagrange.

Essa caracteristica introduz algumas dificuldades matematicas, a depender da escolha
das aproximacdes para as varidveis independentes do problema, que podem levar a um sistema
sem unicidade de solu¢cdo ou muito mal condicionado, comprometendo a qualidade do campo
de pressao. Nesse sentido, Babuska e Brezzi (BABUSKA, 1973; BREZZ1, 1974; BABUgKA;
NARASIMHAN, 1997) formularam a condicao matematica de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi



4.4. Forma estabilizada das equagdes governantes 91

(LBB) que garante a unicidade de solucdo para problemas de ponto de sela e, consequentemente,
a estabilidade da formulacao (BARBOSA; HUGHES, 1991; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005).

O sistema sempre apresentard singularidade quando o nimero de incognitas do vetor
de posicdes nodais n,, dado por (4.48), for menor do que o nimero de incégnitas do vetor de

pressoes np, visto em (4.49). Portanto, a condi¢io
Ng > Np (4.52)

€ necessdria, porém ndo suficiente para garantir que o sistema seja ndo singular. Em outras
palavras, a ordem da fun¢do de forma que aproxima as posi¢des deve ser maior ou igual que a
ordem da fun¢do aproximadora das pressoes.

O outro requisito € de que a parcela volumétrica da forca interna seja nao nula para todo
vetor de pressdes nodais ndo nulo. Analisando essa parcela com mais detalhes, a pressio p” pode
ser aproximada como em (4.38), e agrupando as pressdes nodais em um vetor como mostrado
em (4.49), tem-se:

OEh , OEh
o _ hhc—lh:—dn:/ Neghe—" L gy, pb = [M . 4.53
= [ et S = [ Nt Sy = Mellp). @9

Nota-se que o termo dentro da integral representa uma matriz gradiente M, e a condicao

Mcl{p} #{0} ¥V  {p} #{0} (4.54)

deve ser satisfeita para que se possa garantir a ndo singularidade do sistema de equacdes.

Todavia, garantir que essa condi¢ao seja sempre satisfeita para uma determinada com-
bina¢do de fun¢des aproximadoras nio € uma tarefa trivial. Gracas a trabalhos como Taylor
e Hood (1973), Brezzi e Falk (1991), Zienkiewicz e Wu (1991), entre tantos outros que se
dedicaram ao estudo dessa classe de problemas, hoje sdo conhecidas diversas combinacdes de
aproximacgdes que atendem as condi¢des LBB, e portanto resultam em formulagdes estaveis,
como os elementos da Figura 4.2. Entretanto, usar esses tipos de elementos tornam a formulagdo
menos flexivel e dificultam o processo de remalhamento. Sabe-se também que elementos com
funcdes interpoladoras de mesmo grau para posicao e pressdo, como os adotados neste trabalho,
embora atendam a condi¢do (4.52), nem sempre satisfazem (4.54), e assim, € possivel que se
obtenha solugdes nao representativas ou oscilatorias para o campo de pressao.

Para contornar as restricdes impostas pela condi¢io LBB e permitir que se utilize
aproximacgdes de mesma ordem para posi¢do e pressdo, € necessario empregar uma técnica
estabilizadora. Essas técnicas comumente introduzem parcelas estabilizantes nas equagdes
governantes de modo a preencher os termos nulos da diagonal do sistema.

Com essa finalidade, neste trabalho foi empregada uma versao Lagrangiana da técnica
PSPG (Pressure Stabilizing Petrov-Galerkin), desenvolvida inicialmente para formulagdes
Eulerianas por Tezduyar e colaboradores (TEZDUYAR, 1991; TEZDUYAR et al., 1992b). Tal

método consiste em adicionar a equacdo da incompressibilidade (4.45) uma parcela estabilizante
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Figura 4.2 — Elementos mistos estdveis

(b) Taylor-Hood (o) MINI (d) Taylor-Hood
(a) MINI T3P3B T6P3 TET4P4B TET10P4

AN

@ N que interpola posicao
@ N6 que interpola posi¢do e pressio

Fonte: Autoria prépria

S

rpspe s d€ modo que:

oIt
G T Sresp =0 (4.55)

Essa parcela é dada pelo produto entre o residuo da equagdo da conservagdo da quantidade
de movimento e o gradiente em relagdo a configuracdo atual da fun¢do de forma, ponderado por

um parametro escalar Tpgpc dividido pela massa especifica:

/ N (J" = 1) dv, + / TPPSPG VN (p.&" — V,, - (F'S") —b,) dv, =0.  (4.56)
Qn Qn n

Nota-se portanto que essa técnica € consistente, uma vez que na situacao de equilibrio o residuo
da equacido da conservacdo do momento se anula, recuperando assim a forma original da equagdo
que impde a incompressibilidade. Considerando que VN® = V,, N°F~!, e que S é dado por
(4.10), escreve-se:

/ Ne (J" = 1) dv, + / TP;’PG VnN“F_1h<pn:iéh ~V, - (F"s™)
Qn Qn n

(4.57)
~V, - (p"J"FrC) - bn) dv,, = 0.

A parcela referente ao divergente do tensor desviador involve derivadas de segunda
ordem que se anulam para aproximacdes lineares, e geralmente também sao desprezadas para
elementos de alta ordem (CREMONESI; FRANGI; PEREGO, 2010). J4 a parcela hidrostética

pode ser manipulada aplicando a regra do produto sobre o divergente:
Voo (" IEC) = V- (pIE ) =V, (SFT) 4 SR, @58)

e sabendo que, pela identidade de Piola V.. - (J F‘T) = 0, a equacdo estabilizada ¢ finalmente

escrita como

/ N (J"=1)dv, + / TospG Vo NF "5 dv, —
o o (4.59)

/ TPSPG JhVnNaC_thnphdUn _/ TPSPGVnNaF_lhbndvn = 0.
. Pn no Pn
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Fica evidente entdo que a pressdo agora aparece explicitamente na equacao da incom-
pressibilidade, fazendo com que os valores nulos que antes estavam presentes na diagonal do
sistema sejam preenchidos. Isso acaba por flexibilizar as restri¢des impostas pela condi¢ao LBB,
tornando possivel a utilizacao de funcdes interpoladoras de mesma ordem para posicao e pressao.

H4 na literatura diversas formas de se calcular o parametro 7pgpg, de modo a garantir
a estabilidade e uma boa convergéncia do método. No trabalho de Tezduyar et al. (1992b), os
autores propuseram calcular esse parametro de forma andloga ao parametro 7sypg, utilizado
em uma técnica similar para estabilizar as variacdes esptirias de velocidade em problemas com
efeitos de conveccao dominante. Tal escolha tem sua eficicia comprovada em trabalhos como
os de Akkerman et al. (2012), Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), Takizawa e Tezduyar
(2011) e Tezduyar e Osawa (2000). De forma geral, 7pspi tem a fungdo de escalar os termos
adicionados a uma magnitude compativel com a equagdo original, de forma a se obter um melhor
condicionamento do sistema.

Neste trabalho, Tpgp € calculado de forma similar a apresentada em Bazilevs, Takizawa
e Tezduyar (2013), todavia desprezando a parcela referente a conveccdo, que se faz presente
somente em formulagdes Eulerianas. Se analisarmos a equagao (4.45), o integrando € adimensio-
nal, diferente do que se tem tradicionalmente na mecanica dos fluidos, em que o divergente da
velocidade possui dimensio 1/t. Fazendo o balango de unidades de (4.59), o pardmetro Tpspg

deve ter dimensdo t2. Logo, ele serd dado por:

11\ ®
TpspG = | 3t 3 ; (4.60)
T T3
em que 77 corresponde a parcela dindmica e 7, a parcela viscosa, dados respectivamente por
At?
Hn=— (4.61)
2
© Ath?
t
T = — 28, (4.62)
4v
com v = 11/ p sendo a viscosidade cinematica, hrgy uma medida elementar, dada por
hran =2 (|r- VN7, (4.63)
© h
V&
r— - (4.64)
e

4.5 Processo de solucao

O esquema a seguir € similar ao apresentado no capitulo 3, contudo, a parcela dependente
das tensdes na equacdo da conservagdo do momento (3.54) deve ser modificada de acordo com
(4.50). Para lidar adequadamente com a incompressibilidade, a forma estabilizada da equacao

que impde a restricdo, dada por (4.59), deve ser utilizada. O procedimento de solucao adotado
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¢ implicito, o que significa dizer que a busca pelas posi¢cdes e pressdes na configuracdo atual
acontece simultaneamente no mesmo sistema.
Seja r,,, o residuo da equacdo da conservacdo do momento linear e 7. o residuo da

equacgdo da incompressibilidade, dados respectivamente por

rz@<wn+lapn+1) = (fiizer>n+am + (fiio)n+af + ( gol)n+af - (fgzt>n+af =0 (465)

a

Tg(x”‘*‘l’p”‘*‘l) = (C;;LC)TL‘FOZJ' + (STPSPG)n+a =0, (4.66)

que na condi¢ao de equilibrio devem ser nulos.
Expandindo-se em série de Taylor, considerando apenas os termos de primeira ordem e

tendo em vista que ambos dependem de x,,.1 € p,1, €screve-se:

Or) (Znt1, Po1) Az Ory, (Tn+1: Pot1) Apl

ro (i1, Prt1) = il — 19 4.67
( +1, P +1) &BZH +1 8172“ +1 ( )

ar?(wn—&—lvpn—&-l)
ap?z—i—l

arg(wn—l—l ) pn—l—l)
b
oz .,

TN Tps1, Pnt1) = — szﬂ — APZ+1~ (4.68)

As derivadas parciais dos residuos 9r/9(-)® compdem a parcela da matriz tangente referente
aos nds a e b, enquanto que Az} | e Apb 41 830 as corregdes do vetor de posigoes e da pressdo,

respectivamente. Assim, a cada iteragdo k, resolve-se o sistema::

k k k
or or
fn 2] [A "
— e o ch=3 ou  —[Mg]*{Au}" = {r}", (4.69)
arc —arc Ap r.
x p

em que [MT]k ¢ a matriz tangente na itera¢do k, com dimensoes (7gim+1) Mnos X (Naim+1) Mnoss
. : T . ~
{Au}"* o vetor de parametros nodais, dado por {Au}" = {Az*; Ap*}" com dimensio (1, +
T . c : ~

1) - Npos € {r}" = {rk; Arf}" o vetor de residuos também com dimensao (ngim, + 1) - Nyos.

O método de solugdo € o mesmo do capitulo anterior. No inicio do processo iterativo,

: . ~ . k=0 k=0 ~

se estima um valor para as posi¢des e pressdes nodais {x}"~ e {p}"  na configuragio atual.
Com base nesses valores, calculam-se os residuos {r,,}* e {r.}*, a matriz tangente [M;]" e
resolve-se o sistema linear dado por (4.69) para que se obtenha as corre¢des das incognitas. Ao

final de cada iteragdo, as posicoes e pressOes atuais sdo obtidas por meio de

{z}"* = {z}' + {Az}", (4.70)

{p}**' = {p}* + {Ap}", @.71)

onde o indice sobrescrito k representa a iteracao do processo de Newton-Raphson.

Esse processo € repetido até que os critérios de parada

[{Az} |

== < tol, 4.72
Iz} =" *-72)
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A
———— < tol 4.73
oo}l =" (73

sejam satisfeitos, em que tol, € a tolerancia para o vetor de correcdes das posi¢oes e tol, a
tolerancia para as pressdes. Geralmente, a magnitude das pressdes é maior do que a das posicdes,

e para alguns exemplos, a pressao inicial pode ndo ser conhecida.

4.5.1 Forcainercial

A forca inercial ndo depende do comportamento do material, e portanto é calculada
exatamente como mostrada para materiais compressiveis no Capitulo 3. Escreve-se para um

dado né a no instante intermediario que

(f;:@er)n-‘roém - / pnNaNbdvnééfl—FOMn = [MM] {j}}n-i-ozm’ (4'74)
Qn

com
M) = / pnN*N'dv, (4.75)
Qp

representado a matriz de massa, constante no processo iterativo dentro de um passo de tempo.

4.5.2 Forcainterna

A forca interna é calculada como a soma de sua parcela isocérica com a sua parte

volumétrica, escritas respectivamente como

OE"
2 = A p—— 476
(ZsO)nJraf /n aw?H_af v ( )
€
a h 7h—1h OE"
= J"C T ———dv,, 4.77
(vol)n+af /an awZ_HXf v ( )

para um dado n6 a em um instante intermedidrio.

O tensor desviador de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S’ é calculado, para fluidos
Newtonianos, de acordo com (4.28), e depende das posi¢des e velocidades intermedidrias. Na
parcela hidrostatica, € vdlido lembrar que a pressao sempre € tomada na configuracao atual,
enquanto que o jacobiano J e o inverso do alongamento a direita de Cauchy-Green C~! sdo
calculados com base nas posi¢des intermedidrias.

Em ambas as parcelas, a derivada da deformagdo de Green-Lagrange em relacdo as

a

POSICOES intermediarias mn—i-af

de um noé a é realizada como em (3.65), todavia, deve se considerar

(4.33), que resulta em:

aEZ . ]_ h —1 (8F7£L+o¢f)’rm h h -1
A =5 | i (Pl Jro (B +
(axn-&-af)k 2 (axn—f—af)k (4 78)
(8F77+()cf)r0 h -1

<F:>;1<F:+af>rm( = (ED |-

xn—i—af)k
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onde .
oF ii a
( Z*“f)” _ N St (4.79)
(8xn+af)k ag]

com d;;, representado a fungdo Delta de Kronecker.

4.5.3 Forca externa

As forgas externas sdo calculadas de maneira analoga a apresentada em (3.67):

(fgxt)n'i‘af = / bnNadUn + / tnNad8n~ (480)

Nos problemas envolvendo fluidos, as forcas de volume b,, geralmente sdo constantes no
dominio e iguais ao peso do fluido, calculado como b,, = p,,g. Em escoamentos de superficie

livre, comumente assume-se que t,, = 0 na superficie em contato com a atmosfera.

4.5.4 Condicdo de incompressibilidade e termos estabilizantes

De (4.59),a condi¢do de incompressibilidade € escrita como

(C?nc)n—s-af = / N*® (‘]h - 1) dvn- (481)

n

Seu calculo € bastante simples e para cada né a resulta em um escalar, bastando utilizar as
posi¢des intermedidrias para determinar o jacobiano J".
Ja os termos estabilizantes, também de (4.59), sdo dados em um instante intermediario

por:

G )nm:/ Tespa VN E ], dv - / TPSPG iy, N° G, pdo,
Qn Q

TPSPG n+om p
n

= / TSPE G N“F~1"b, du,.
. Pn

A primeira parcela corresponde aos termos dindmicos da estabilizacdo, e considerando a

(4.82)

aproximagao (4.30), escreve-se:

n+am n+omm?

/ Tpspa Vo NP g0y = / Tpspa Vo NOF 1 Ny, i (4.83)
Qn Qp

em que o termo correspondente a integral € uma matriz com contribuicdes dos nds a e b, e serd
chamada de M }°7¢.
A segunda parcela carrega a contribui¢io do gradiente de pressoes, e que por meio de

(4.38), pode ser reescrita isolando as pressdes nodais como

/ TPSPGthnNaC—lhvnphdvn:/ TPSPGJhVnN“C_thandvnpb, (4.84)
. Pn o Pn

em que a integral define o operador Laplaciano sobre a configuracdo de referéncia, e serd

chamado aqui de M s*¢. Uma vez que C~! ¢ simétrico, verifica-se que a matriz Laplaciana



4.5. Processo de solucdo 97

também possui simetria.
O ultimo termo estabilizante refere-se as forcas de dominio, e € facilmente calculado por

meio de F~! com base nas posi¢des intermedidrias.

4.5.5 Matriz tangente

De (4.69), a matriz tangente para a formulagcdo mista é calculada tomando as derivadas
parciais dos residuos da equagdo da conservacao do momento e da condi¢cdo de incompressibi-
lidade com relagdo aos parametros nodais: posi¢des e pressdo. De modo a tornar mais facil a
compreensdo, as parcelas serdo deduzidas separadamente.

A primeira parcela € obtida derivando-se (4.65) em relacdo as posi¢des nodais:

ar?n(mn-‘rlapn-‘rl) o a (fgzer)n+a + a (fgo)n—&-af a( Sol)n-i-af _ 0 (fgwt)n+af

b = b b b
oz, 4 awnJrl oz, oz, 1 0z, 4

(4.85)

Como mencionado anteriormente, a uUltima derivada é nula quando as forcas externas sao

consideradas conservativas, e a primeira resulta na matriz de massa como em (3.74), dada por:

(£ . ) nta 1 b 1
e = = W INYNdv, = a——=[Myy]. 4.86
amz—i_l O[ /BAtQ p v « BAtQ[ M] ( )
A contribui¢do das forcas internas isocoricas pode ser calculada com base em (4.76)
8 fiio)n « 8 8Eh
( T = / S —dv,, (4.87)
O, ¢ Oy Oz

e tendo em mente que os tensores S e E s@o escritos para um instante intermedidrio, da regra da

cadeia tem-se:

a (fz%o)n «@ a aEh
— Y = / S™: —duv, | . (4.88)
oxb | ox?l ., Jan ox
Aplicando a regra do produto, escreve-se a parcela isocorica da matriz tangente como:
9 (fso)nta os™  OE" O*E"
—( oy :af/ a +8™: dvy, = oy [Mk],
aanrl Qn awn-{—af 8 n+af awn—&—af awn—i—af

(4.89)

onde M serd chamada de matriz de viscosidade, a primeira derivada da deformacao de Green-
Lagrange em relacdo as posi¢des nodais € dada por (4.78), enquanto que o célculo da derivada

de segunda ordem € realizado da seguinte forma:

1 L[, OFa Jon (O )

_ g iy
(8xn+af) (8xn+af) 2 ( ) (8$n+af)k (axn+o<f) ( n)OJ (4 90)
(Fh)_l (8F£L+af)rm (aFriL—i-af) (Fh)—l .
n/oj |°

(axn+af)l (8xn+af>

com 8Ffb+af/8xn+a descrito em (4.79). J4 a derivada 9S™"/0x? .

constitutivo adotado.

o, dependerd do modelo
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Para fluidos Newtonianos, as tensdes desviadoras sdo obtidas de acordo com (4.28),
notando-se que o tensor constitutivo de quarta ordem varia com as posi¢des por depender de

F1, e assim:

oS’ 0D, ok"
B+ D, ——. 4.91)
aanraf 8mn+af a n+af
A derivada 0®,,/0x? tay pode ser obtida considerando (4.29), todavia € uma opera¢do complexa

e de acordo com Ofiate e Carbonell (2014), pode ser desprezada sem maiores prejuizos para a
convergéncia. Assim, assume-se que:
oS™ ok"

= 4.92
gt Pn (4.92)

n+ay awn—l—af

em que a derivada da taxa da deformacdo de Green-Lagrange relativa as posi¢des nodais é

calculada por meio de (2.13):

Yo S NN (3) O W -
m N 5 <F ) m(pn+af)ro(pn)oj +
L (OF™ Ve -
(Fh) 1ﬁ(F£+af)ro(F£)ojl+
n+()tf
(OF", ) (4.93)
(ER Bl Yoy e (B2 4
( n+af)k
(aF’IiL (e} )T‘O
<Fh> (F£L+af)rm * ! (F )
( n+af)k
e de (2.14) e (3.50):
ok O 0%, 4 OF (4.94)
awn—i-af amn-{-af a$n+af BAt amn—f—af .

Resta calcular a variagdo da forca interna volumétrica com as posi¢des. De (4.77) escreve-

Se:

a fgo nro h
& = oy ba / thC 1k | OE dUn , (495)
8:1:n+1 O n+af n awn+af

e uma vez que J, C~! ¢ E dependem das posi¢des, da regra do produto resulta:

O (Eot)nra, . / (h 0" an, OB g sc-1" Rk N
awl;wrl awn—&-af a ?L+af a g—i—a,e awnJraf (4 96)
2Eh :
Y e L )dvn.
8wn+afaxn+af
Uma vez que
oJ oJ OE

e~ 9B Daa’ (4.97)

e considerando (4.9), o primeiro termo de (4.96) € dado por

E! E! E"
pl 07" c". J —pth< 0 cVect. J ) (4.98)

b
8:cn+af oF AT oxy o, ok ZAT




4.5. Processo de solucdo 99

O segundo termo de (4.96) pode ser reescrito tendo em vista que

oC™1 oC—t oC oC~t JOE OE
Oxs oC =~ Oxe oC =~ Oxe oxe’ (4.99)
onde .
Iijkl = D) (Ci210ﬁ1 + Cﬁclcifl) (4.100)

€ um tensor simétrico de quarta ordem muito utilizado em aplicacdes de mecanica do continuo
(ONATE; CARBONELL, 2014).
Substituindo as relacdes acima em (4.96), escreve-se entdo a variacdo da parcela volumé-

trica da forca interna em relacdo as posi¢oes, chamada de M,,, como:

O (£ot) 1 E" E"
—( Uns ! —af/ phJ" ( 0 eV ot —8b )dvﬁ—
Qn

aa}z-{-l amgl-i-af awn-ﬁ-af
OE" OE"
af/ o (s OB ) g @don)
Qp awnJraf awn-{—af
h th—1h O’E"
af/pJC S dv, = oy [M,].
n amn+af8wz+af ?

A segunda parcela da matriz tangente é obtida derivando o residuo da equacdo da
conservacao do momento (4.65) em relagcdo as pressdes nodais na configuracdo atual. Nota-se

que a unica for¢a que depende das pressdes € a parcela volumétrica da forca interna, logo

vt (@nsr, pust) _ O Bot)nsa, (4.102)
opb ot

Retomando (4.53) e uma vez que 9p°¢/dp® = 5%, escreve-se:

8 fgo nto Eh c Eh
( l)b tay — / NCJhC—lh : aa dvna_pb — / Nthcflh : 8a dvn, (4103)
ap Qo amn+o¢f ap Qn awn—i—af

em que ja foi mencionado anteriormente que a integral representa a matriz gradiente M.
Prosseguindo, as duas parcelas restantes da matriz tangente correspondem ao residuo da
equacao da incompressibilidade estabilizada. Derivando (4.66) em relac@o as posi¢des nodais

tem-se:

a a

a”f’g(wn—i-l;pn—i-l) _ 0 (Cinc)n+af 4 9 (STPSPG)n-‘rOé (4104)
oz’ | oxb oxp .y

De (4.59), a derivada da condi¢do de incompressibilidade € escrita como:

a (C?nc)n—‘,-af

b
ox,

0
=« N J"—1) dv,. (4.105)

Substituindo (4.97) e (4.9), resulta entdo em:

a (C;lnc)n a aEh
ety oy | NegheT dv, = oy [Mg]" . (4.106)
ox? ! x? d
nt1 Q, ntay

Ja a derivada dos termos estabilizantes em relagdo as posicoes € realizada com base em
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(4.59):
9 (SaPSPG) + 0 h.
oarnte — Vo NF i, dv,—

(4.107)

/ TPSPG JhVnNaC_lhvnphdvn B / TPSPG vnNaF_lhbndUn )
Q. Pn Q. Pn

Observa-se em (4.60) que Tpspe depende das posicdes atuais em 7», entretanto, sua variagao
serd desprezada uma vez que para a maioria dos problemas, seu valor € praticamente constante

durante toda a andlise e igual a parcela dinamica 77, que € dominante. Da regra do produto

resulta:
0 (Shseo) oF-1"
T n+o a o h
—_— " = V.N*——— dv,,
am(;LJrl /g;n TPSPG aw?”rl mn—‘rOzm Up,+
a.oh
/ 7-PSPGVn]\/va]?_1h mn;—ozm dvn -
Qn 833n+1
oJ"
/ mesee 0T G nog1hy, by, + (4.108)
Q Pn 8a".nJrl
oc—1"
/ TPSPG ghy Ne O, oldu, | —
n pn a n+1
oF 1"
/ TSPG g N2 b du,.
Qn Pn a n+1
Considerando as relagdes (4.97), (4.9), (4.99), tem-se entdo
a (SgPSPG) aF_lh
n+o
P L e Oéf/ TPSPGVTLN T, amdvn+
awn—l—l n 8 feraf *
« _1h
— V,NF "' Nbdu, |-
BAt2 /Qn Trspa ° )
OE"
ay / TPSPG yh-th vV, NC "V, pldv,+ (4.109)
n pn amn+0¢f
a h
o / 9IPSPG phy Naz . P2, oldu, | —
Qn Pn awn+af

oF-1"
/ LR VA VS N
n pn 8$7’l+1

em que a derivada OF ! /dzx® pode ser calculada pela seguinte relago:

OF~t  OF ! OF OF
= : = -F ' —F"
ox® OF  Ox° ox

Cabe mencionar que em Avancini e Sanches (2020), os autores apresentam a formulag¢ao

(4.110)

demonstrada aqui, entretanto, utilizando-se somente a configuracdo inicial como referéncia

(descricao Lagrangiana total), visto que o objetivo do trabalho era analisar problemas com
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distor¢des finitas e sem mudancas topoldgicas, sendo possiveis de serem simulados com a malha
constante. Para esses casos, a configuragdo atual pode diferir-se por muito da configuragao de
referéncia, tornando necessério considerar as variagdes de J, F~! e C~! com as posi¢des nodais
de acordo como o mostrado acima.

Porém, atualizando a referéncia faz com que essas parcelas sejam pequenas o suficiente,
dentro de um passo discreto de tempo, para que possam ser ignoradas sem prejudicar a

convergéncia do método, e logo

a (SaPSPG) =+ Q h -
T nta _ m VnNaF_l Nbd = ™ _ \[™PSPCG] 4.111
aml;LJrl BA{;Z /Qn TPSPG (% ﬁAtQ [ M ] ( )

O mesmo € valido para a matriz M,, (equacdo (4.101)), que tampouco € essencial para a
convergéncia da formulacdo quando a tltima configuracdo conhecida € adotada como referéncia.
Por fim, a dltima parcela da matriz tangente é obtida tomando a derivada dos termos

estabilizantes em relac@o as pressdes nodais, que de (4.59) tem-se:

8(SgPSPG)n+a . _/ TPSPG th Nac_lhv (9_phdv
b - n n b n
ap Qn  Pn 8p (4112)
_ _/ TPSPG thnNacflhvandvn —_ _ [M;ﬁpsp(}] .
n Pn

Uma vez calculadas todas as componentes necessdrias, a matriz tangente pode ser escrita

em nota¢do matricial como

M, = [BT M) +ar M + oy [M,] - Mal ] Wit
ar Mg]” + ;[T'I;Q [M75sP¢] _ [M]T)pspc]

em que (M|, [Mk]| e [M,] sdo dadas respectivamente por (4.86), (4.89) e (4.101), [Mc] e
[M°7¢] sdo calculadas de acordo com (4.103) e (4.111), e finalmente, [M;PSPG] ¢ obtida por
meio de (4.112).

4.6 Exemplos de verificacao

Nesta secdo, a formulacao mista desenvolvida € testada e verificada por meio de alguns
exemplos envolvendo escoamentos Newtonianos incompressiveis em regime de deformagdes
finitas, ou seja, sao problemas capazes de serem analisados em descri¢do Lagrangiana sem a
necessidade de remalhamento.

A principio, um problema estatico € utilizado para estudar as implica¢des de se usar um
elemento ndo estavel, como € o caso do elemento T3-P3 ou TET4-P4, e como as técnicas estabi-
lizantes atuam de modo a contornar esse problema. Em seguida, alguns exemplos transientes
sdo apresentados confrontando os resultados obtidos com os dados fornecidos pela literatura.

Adotou-se tol, = 107% e tol, = 1072 para os exemplos a seguir.
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4.6.1 Reservatorio estdtico

Para se estudar a estabilidade da pressdo, toma-se um exemplo simples que consiste
em um reservatorio estdtico contendo dgua. A geometria do tanque € mostrada na Figura 4.3,
enquanto que os dados do problema e as propriedades do fluido estdo na Tabela 4.1. As paredes do
reservatorio sdo consideradas lisas, de modo que apenas a componente normal do deslocamento
€ prescrita como zero, enquanto que a superficie livre pode se movimentar em ambas as direcdes
e nao possui forcas aplicadas. O mesmo exemplo foi utilizado por outros autores para verificar a
estabilidade da formulagdao, como em Oiiate, Idelsohn e Felippa (2011). A escolha do passo de
tempo e dos pardmetros de integra¢do temporal po, s € vy, N0 interferem na resposta uma vez
que se trata de um problema estdtico, todavia foi adotado At = 0,01 s e p,, = 1, 0 para todas as

analises.

Figura 4.3 — Reservatdrio estatico. Geometria inicial Tabela 4.1 — Reservatorio estético.
Dados do problema

1,0 m
1,0m
1,0 m
0,01 Pa-s
1000,0 kg/m?
10,0 m/s?

@ v E o>~

Fonte: Autoria propria

Comecando pelo caso plano, uma malha estruturada pouco refinada, com 10 x 10 divisdes
(Malha 1, Figura 4.4a) é propositalmente utilizada, de modo que a violagdo a condicao LBB
deve resultar em um comportamento com variagdes espurias no campo de pressdo na auséncia de
técnicas estabilizadoras. O problema também foi simulado empregando-se uma malha estruturada
mais refinada, com 100 x 100 divisdes (Malha 2, Figura 4.4b), para qual se espera 0 mesmo
comportamento oscilatorio.

Para elementos mistos com aproximagdes iguais e lineares, como € o caso do tridngulo
T3-P3 e do tetraedro TET4-P4, alguns padrdes de discretizagdes podem resultar em respostas
estdveis para as pressdes, como menciona Brezzi e Fortin (2012). De acordo com Hanert e
Legat (2006), malhas totalmente ndo estruturadas produzem resultados estaveis para essa escolha
de aproximacodes, entretanto, ha de se atentar ao fato de que o arranjo da malha pode sofrer

alteracdes quando essa se deforma, e assim a estabilidade ndo pode ser garantida. Nesse contexto,
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empregou-se a malha ndo estruturada (Malha 3, Figura 4.4c) para verificar o campo de pressao
sem estabilizacgdo.

Figura 4.4 — Reservatorio estdtico. Malhas utilizadas

(a) Malha 1 (b) Malha 2

(c) Malha 3

Fonte: Autoria prépria

A Figura 4.5a mostra a distribui¢do de pressdao sobre uma linha vertical em x; = 0,
xg = 0 utilizando a Malha 1. Como esperado, utilizar a formulacdo ndo estabilizada resulta
em um comportamento oscilatorio para a pressao, enquanto que com a formulagdo estabilizada
obtém-se uma distribuicdo hidrostatica de acordo com a resposta analitica.

Também como previsto, o comportamento oscilatério persiste com o refinamento da
malha estruturada (Malha 2). Por outro lado, € possivel obter uma resposta estdvel utilizando a
malha totalmente ndo estruturada (Malha 3) sem os termos estabilizantes, conforme Figura 4.5b.

Para o caso tridimensional € utilizada uma malha regular com 10 x 10 x 10 divisdes, e
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Figura 4.5 — Reservatorio estatico. Distribui¢do da pressao sobre uma linha vertical central

5(31:0,1'3:0

(a) Comparagdo entre a formulag¢do ndo estabilizada e estabilizada para a Malha 1

30000

20000

10000

Pressure [Pa]
(e

—10000

—20000

—30000

‘ Non stabilizéd -----
With PSPG .
A '. | : :
' N : Al '. “ .
' p / -‘ ! )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Vertical Coordinate [m]

(b) Comparagao entre as malhas 2 e 3 sem estabilizacao

40000

30000

20000

10000

—10000

—20000

—30000

—40000

Mesh2 -----
Mesh 3 ——

Pressure [Pa]
(e

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Vertical Coordinate [m]

Fonte: Autoria prépria

0 mesmo comportamento do problema bidimensional € reproduzido. Observa-se na Figura 4.6

que o campo de pressdes fornecido pela formulacao estabilizada € livre de oscilagdes e esta de

acordo com a solugdo analitica do problema.
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Figura 4.6 — Reservatoério estético. Distribui¢ao da pressdo no dominio tridimensional com a
formulagdo estabilizada

Pressure (Pa)

-0.0

-2000.0

I -4000.0

-6000.0

-8000.0

=— -10000.0

Fonte: Autoria prépria

4.6.2 Sloshing de pequena amplitude

O problema de sloshing de um fluido viscoso em um recipiente é estudado, para o
qual existem resultados disponiveis na literatura (CREMONESI; FRANGI; PEREGO, 2010;
RADOVITZKY; ORTIZ, 1998; RAMASWAMY; KAWAHARA; NAKAYAMA, 1986). Consta
na Figura 4.7 a geometria inicial do problema, enquanto que os dados e propriedades do fluido

encontram-se na Tabela 4.2.

Figura 4.7 — Sloshing de pequena amplitude. Geome-  Tabela 4.2 — Sloshing de pequena

tria inicial amplitude. Dados do problema

h 1,0 m
b 1,0m
wW 1,0 m
a a 0,01 m

w | 0,01 Pa-s

p | 1,0 kg/m?

: h g | 10,0 m/s?

2 / -

p )2
2 /2

Fonte: Autoria prépria
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Seguindo Ramaswamy, Kawahara e Nakayama (1986), a altura da superficie livre 7
no instante inicial foi assumida como sendo igual a parte anti-simétrica do primeiro modo de
vibragao:

n = asen (%331) + h, (4.114)
em que a, b e h correspondem respectivamente a amplitude da onda, largura do recipiente e
altura do fluido em repouso. As paredes do recipiente foram assumidas lisas de modo que a
componente normal do deslocamento seja nula, e ndo foram aplicadas forcas de superficie na
superficie livre.

A discretizagdo espacial bidimensional foi realizada de modo similar a apresentada em
Ramaswamy, Kawahara e Nakayama (1986), com 800 elementos triangulares lineares e 441 nos.

A andlise compreende um total de 25 s adotando um passo de tempo At = 0,05 s,
com um raio espectral p,, = 0,9. Duas situagdes sao consideradas, na primeira os efeitos da
viscosidade sdao desprezados, ja na segunda eles sdao considerados. As Figuras 4.8-4.9 mostram a
evolucdo da altura da superficie livre com o tempo nos cantos esquerdo e direito do recipiente

para os dois casos.

Figura 4.8 — Sloshing de pequena amplitude. Altura da superficie livre ao longo do tempo com

p=20
1.015 ‘
Right wall
Leftwall = = -
1.01 AR
=)
& 1.005
()
an)
(0]
2
< e e e | e
] I
n
D) I
g I
= 0.995 = !
1 1 I
1 \ !
1 1 !
0.99 > ! . .
0 5 10 15 20 25
Time [s]

Fonte: Autoria prépria

Da Figura 4.8, observa-se que quando os efeitos da viscosidade sdo desconsiderados,
praticamente nao ocorre amortecimento artificial, resultando em uma oscilagcao livre com
amplitude constante. A Figura 4.9 também mostra uma boa concordancia com as referén-
cias RAMASWAMY; KAWAHARA; NAKAYAMA, 1986; RADOVITZKY; ORTIZ, 1998) e
Cremonesi, Frangi e Perego (2010) para o caso viscoso, tanto em amplitude como em frequéncia

de vibragao.
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Figura 4.9 — Sloshing de pequena amplitude. Altura da superficie livre ao longo do tempo com

w=0,01Pa-s
1.01 \
Right wall

® Left wall = = -

~x Ramaswamy et al (1986) +

I Radovitzky (1998) o

1.005 | ‘. ﬁ Cremonesi et al (2010) * |

E RYARS

1
E I ! \A #*
= l 1 . '\ ;@
é . ! 1 . [ \/ﬁx /?ﬁk e 2‘“)/;3\*0
8 AR L A A ,v AN e i

*
q,:j ! [} \ ! i *
(/s) : vV jd ¥
*
§ 0.995 ! ‘\ ,, *
S : 1 v £
I *
1
1
0.99
0 5 10 15 20 25
Time [s]

Fonte: Autoria prépria

As Figuras 4.10 e 4.11 apresentam as distribui¢des de pressao e velocidades para os

instantes t = 12 s e t = 21 s, respectivamente.

Figura 4.10 — Sloshing de pequena amplitude. Instante t = 12 s

(a) Velocidade (b) Pressao

Pressure (Pa)
I 1.00

0.7

I 0.3

0.00

\\\\\‘\\\\‘\\‘\\\\‘\\\\

P s

N e

A\

Fonte: Autoria prépria

Para o caso tridimensional, sdo utilizados 36038 tetraedros lineares e 7293 nds para a
discretizagdo do volume. Na Figura 4.12 consta uma comparagdo da evolugdo da superficie
livre nas paredes do recipiente, no plano x3 = 0, das andlises tridimensional e bidimensional.

As respostas das andlises 3D e 2D praticamente se coincidem devido ao fato do problema nao
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Figura 4.11 — Sloshing de pequena amplitude. Instante t = 21 s
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apresentar influéncia de efeitos que ocorrem na dimensao do eixo x3. Por fim, os campos de

velocidade e pressdo sdo apresentados também para os instantes t = 12 s e ¢ = 21 s nas Figuras

4.13-4.14.

Figura 4.12 — Sloshing de pequena amplitude. Evolu¢do da superficie livre no dominio
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Figura 4.13 — Sloshing de pequena amplitude. Andlise tridimensional no instante ¢ = 12 s
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Fonte: Autoria prépria

Figura 4.14 — Sloshing de pequena amplitude. Andlise tridimensional no instante ¢ = 21 s
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4.6.3 Colapso de barragem sobre superficie lisa

Este exemplo se trata de um benchmark para validar c6digos de dindmica dos fluidos
com contornos moveis, e consiste em uma barragem que se colapsa no instante do inicio da
andlise. A geometria do problema ¢ descrita na Figura 4.15, enquanto que a propriedade do
fluido e os dados da andlise encontram-se na Tabela 4.3. Todas as paredes sdo consideradas lisas,
de modo que apenas a componente normal do deslocamento dos nds pertencentes a elas fosse

imposta como zero.
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Figura 4.15 — Colapso de barragem sobre superficie = Tabela 4.3 — Colapso de barragem so-

lisa. Geometria inicial bre superficie lisa. Dados do problema
H() 0,7 m
Lo 0,35 m
- b 0,35 m
w| 0,01 Pa-s
p | 1,0 kg/m?
. \ g 1,0 m/s2

b

Fonte: Autoria propria

Foi realizado um breve estudo de convergéncia espacial para o caso bidimensional
utilizando trés malhas distintas de acordo com a Figura 4.16. A malha 1 possui 34 n6s e 48
elementos, a malha 2 tem 82 nds e 132 elementos e a malha 3 apresenta 273 nds e 484 elementos.
Para as trés discretizacdes, o passo de tempo adotado foi At = 0,005 s com raio espectral
rhos, = 0,9 e um total de 1,675 s.

Figura 4.16 — Colapso de barragem sobre superficie lisa. Malhas utilizadas para discretizacao

(a) Malha 1 (b) Malha 2 (c) Malha 3

Fonte: Autoria prépria
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A Figura 4.17 mostra a variacdo com o tempo da posi¢ao relativa do canto inferior direito
(L/Lp) e uma comparac¢do com alguns resultados experimentais de Martin e Moyce (1952) e
outros resultados numéricos apresentados por Nithiarasu (2005), usando para esse propdsito
o tempo adimensional t* = t,/2g/Ly. Observa-se uma boa concordincia entre os resultados
experimentais, além da malha mais refinada levar a uma solu¢do muito préxima da apresentada

por Nithiarasu (2005) que utilizou uma malha semelhante.

Figura 4.17 — Colapso de barragem sobre superficie lisa. Posicao relativa do canto inferior direito
ao longo do tempo
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Fonte: Autoria prépria

A conservagdo da massa também foi analisada, e a taxa de varia¢do do volume V/V} ao
longo do tempo € apresentada na Figura 4.18. Ao longo da andlise, o volume praticamente nao
sofre variacdo, sendo que ao final observa-se uma compressibilidade préxima de 0,4 %.

O caso tridimensional foi simulado utilizando-se 8980 elementos tetraédricos lineares
e 2111 nds, de modo que o comprimento caracteristico da malha fosse similar ao da Malha 3
do caso 2D. Na Figura 4.19a observa-se que a resposta obtida para a posi¢ao relativa do canto
inferior direito pertencente ao plano médio na direcao de x5 praticamente coincide com o a do
caso bidimensional, e consequentemente, com os resultados das referéncias. Ainda, conclui-se
da Figura 4.19b que a massa também & preservada ao longo de toda a andlise.

Por fim, sdo apresentados os campos de velocidades e pressao para alguns instantes nas
Figuras 4.20-4.21. Observa-se que ambas as distribui¢des sdo suaves e estdo condizentes com 0o
problema, e gracas ao emprego da técnica PSPG, o campo de pressdes ndo apresenta qualquer

tipo de oscilagdes.
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Figura 4.18 — Colapso de barragem sobre superficie lisa. Variacdo do volume ao longo do tempo
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Figura 4.19 — Colapso de barragem sobre superficie lisa. Resultados da andlise tridimensional

(a) Posigdo relativa do canto inferior direito ao longo do tempo
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Figura 4.20 — Colapso de barragem sobre superficie lisa. Magnitude da velocidade
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Figura 4.21 — Colapso de barragem sobre superficie lisa. Pressdao
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CAPITULO

ESCOAMENTOS DE SUPERFICIE
LIVRE VIA PFEM

Os escoamentos multifasicos sdo escoamentos em que pelo menos uma das superficies
de um fluido estd em contato com outros fluidos deformdveis. Essa superficie mével em comum
entre os diferentes meios fluidos é chamada de interface, e representa um grande desafio devido
a necessidade de continuamente ser identificada e ter sua posi¢ao calculada para que se possa
resolver com precisdo o problema de valor de contorno.

Um caso particular desses problemas sao os escoamentos de superficie livre, nos quais
os efeitos que os fluidos ao entorno provocam no escoamento de interesse sio pequenos o
suficiente para que possam ser desprezados. Geralmente, associam-se a esse tipo de problema os
escoamentos de liquidos em contato com a atmosfera, como no caso de formacao e propagacao
de ondas, impactos hidrodindmicos sobre estruturas, entre outros.

Nesses casos, a superficie livre sofre constantes alteracdes, e deforma-se livremente
acompanhando o escoamento. A maioria dos métodos numéricos tradicionalmente empregados
em dindmica dos fluidos apresenta dificuldades nesse contexto. Ao utilizar uma descri¢ao
Euleriana, € impossivel movimentar a malha ou rastrear os contornos sem o emprego de técnicas
adicionais. J4 utilizando uma descricao Lagrangiana, o inconveniente € que distor¢des excessivas
podem resultar na degradacido da malha e perda de convergéncia do método, conforme comentado
no Capitulo 4. Isso impede, por exemplo, a representacdo direta de problemas com mudangas
topoldgicas no dominio do fluido.

Assim, neste trabalho, os escoamentos de superficie livre sdo analisados por meio do
Farticle Finite Element Method - PFEM, um método Lagrangiano que trata os nés da malha
como particulas, cujas forgas de interagdo sao calculadas por meio do MEF. Continuamente, a

malha de elementos finitos € reconstruida combinando a técnica de Triangulacao de Delaunay
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com o método a-shape para a identificacao dos contornos. Como consequéncia, a superficie
livre é automaticamente definida com base nas posicdes dos nds durante o processo de geracao

da malha.

5.1 Particle Finite Element Method - PFEM

Idealizado e proposto por Sergio Idelsohn, Eugenio Oiiate e colaboradores (IDELSOHN;
ONATE; PIN, 2004; IDELSOHN et al., 2006; ONATE et al., 2004), o PFEM é um método
Lagrangiano robusto e muito utilizado na simulagdo de problemas multifisicos com dominios
sujeitos a frequentes mudancgas topoldgicas. Isso porque a interface entre os diferentes meios
¢ automaticamente identificada ao longo do tempo com base nas posi¢des dos nds da malha.
De fato, os nés no PFEM sao tratados como particulas que carregam as propriedades do meio
fisico ao qual pertencem, e se movem de acordo com as equagdes governantes em descri¢ao
Lagrangiana, que sdo resolvidas por meio do Método dos Elementos Finitos. Consequentemente,
o PFEM combina a eficiéncia e versatilidade do MEF com vantagens dos métodos de particulas.

De modo a superar as dificuldades referentes a distor¢do da malha, bem como os
problemas de mudangas topoldgicas do dominio, o PFEM utiliza uma eficiente combinagao
entre Triangulacdo de Delaunay (EDELSBRUNNER; TAN, 1993) e o método a-shape (EDELS-
BRUNNER, 1992; EDELSBRUNNER; MUCKE, 1994) para reconstruir periodicamente a
malha.

Tradicionalmente, um processo de remalhamento resulta por adicionar novos nds e
elementos, globalmente ou localmente, independentes da malha antiga, sendo necessario que as
informacdes sejam transferidas para a nova malha. Entretanto, os nds sao mantidos no PFEM, e
a conectividade € refeita com base na triangulacdo de Delaunay. Ao se considerar que 0s nds
representam particulas que carregam tanto as propriedades fisicas do meio, tais como a massa
especifica e a viscosidade, quanto as grandezas de interesse da andlise: posi¢do, velocidade,
pressao, etc, as solu¢des nodais sdo preservadas e evita-se ter que realizar a projecdo dos campos
sobre o0 novo espago de fungdes.

Quando aplicado a anélise de fluidos, o processo de reconstru¢do da malha do PFEM
se torna pouco intrusivo. E fato que, ao alterar-se a conectividade dos elementos, a solucio
calculada no instante anterior nao mais satisfaz a condi¢do de equilibrio e incompressibilidade
na nova malha. Essa perturbacao, porém, geralmente € pequena e deve ser corrigida durante o
processo iterativo, ademais de ser proporcional ao nivel de discretiza¢do. Nos fluidos, as tensoes
sdo calculadas com base na taxa de deformacao, que independe da deformacao acumulada, e
assim podem ser obtidas com base nas velocidades das particulas. Inicialmente, o PFEM foi
desenvolvido para analisar escoamentos de superficie livre, porém logo teve suas aplicagdes
expandidas para escavagdes e deslizamentos de materiais granulares, dindmica ndo linear de
s6lidos com contato, problemas acoplados como intera¢ao fluido-estrutura e termomecanicos,

entre outros.
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Quando utilizado para modelar também materiais sélidos ou fluidos ndo Newtonianos, o
processo se torna um pouco mais custoso pelo fato de que as tensdes dependem do histérico de
deformacoes do corpo. Assim, o desafio é conservar essas informacdes que estdo associadas aos
elementos durante a reconstru¢do da malha. Uma vez que geralmente as tensdes e deformagdes
sdo calculadas nos pontos de integracdo, reconstruir a malha significa ter que transferir essas
informagdes para os nds, e posteriormente, dos nds para os novos pontos de integracdo. Dessa
forma, a precisao da solu¢do vai depender de quao bem as informagdes sao preservadas durante
o processo de transferéncia. Em Oliver et al. (2007) e Carbonell, Ofiate e Suarez (2010) sao
mostradas formas eficientes de se realizar tal tarefa.

Nas se¢des seguintes sdo apresentados os procedimentos bdsicos do método, o algoritmo
de reconstru¢do da malha e deteccao do contorno, bem como uma breve discussdo sobre as

vantagens e limitacdes do PFEM.

5.1.1 Fundamentos bdsicos do PFEM

Nos métodos de particulas, um dominio continuo € discretizado em um conjunto de
particulas. De forma geral, as forcas de interac@o entre as particulas sdo calculadas com base em
fun¢des que dependem exclusivamente de suas posicdes em conjunto com modelos de contato,
que podem ser eldsticos, viscosos, incluir efeitos microscépicos como forcas de Van der Waals,
entre outras possibilidades (GINGOLD; MONAGHAN, 1977, ZARATE; CORNEJO; ONATE,
2018; CAMPELLO, 2015).

No PFEM por outro lado, emprega-se uma malha de elementos finitos sobre os quais sdo
calculados os gradientes como em um problema continuo. A Figura 5.1 mostra as etapas basicas
do método. No inicio de cada passo de tempo t,,, tem-se 0 dominio representado por um conjunto
de particulas de tamanho infinitesimal (Figura 5.1a) as quais sao atribuidas as propriedades
fisicas do meio em que estdo inseridas, bem como as varidveis cinemadticas de interesse. Para o
caso de fluidos, essas propriedades sdo comumente a viscosidade, densidade e temperatura, além
de carregar suas posicoes, velocidades, aceleragdes e pressao.

O passo caracteristico do PFEM ¢ realizado em seguida, em que uma malha de elementos
finitos € construida sobre as particulas existentes como na Figura 5.1b. O algoritmo usado para
essa tarefa € descrito na secdo 5.1.2, e consiste em primeiro realizar uma triangulagcdo sobre as
particulas e posteriormente identificar os contornos do dominio pelo método a-shape removendo
os elementos indesejados. Durante essa etapa, a posi¢do da superficie livre e o contato fluido-
parede rigida ou fluido-sélido € automaticamente identificado, além de permitir que particulas
ou parte do dominio possam se desprender do dominio principal.

Uma vez definido e discretizado o dominio computacional, resolve-se entdo o sistema de
equagodes governantes por meio do MEF para cada subdominio, do qual se obtém as posicoes e
pressdes na configuracdo atualizada €2, (Figura 5.1c¢). Feito isso, a malha do fluido € apagada,

e o processo € repetido para o passo de tempo seguinte (Figura 5.1d).
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Figura 5.1 — Fundamentos do PFEM
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Fonte: Autoria propria

5.1.2 A malha de elementos finitos

O fator limitante nas andlises Lagrangianas de problemas que apresentam severas
distorcoes pelo MEF € a qualidade da malha. Antigamente, esses problemas eram simulados
até o ponto em que houvesse a degradacdo da malha e a inviabilizacdo da anélise. De fato,
um unico elemento excessivamente distorcido ou com volume (area no 2D) préximo de zero
pode comprometer toda a solu¢cdo. Hoje, existem alternativas para contornar esse problema
(CREMONESI et al., 2020).

Neste trabalho, a qualidade da malha € preservada por meio de um procedimento robusto
de regeneracao, tornando possivel resolver as equagdes diferenciais em um dominio continuo
permanentemente mutdvel. Como no PFEM esse processo € frequente, o algoritmo que realiza
essa tarefa deve ser rapido e eficiente para que a andlise seja vidvel. A grande maioria dos
trabalhos relativos ao PFEM utiliza uma combinacio do método de triangulagdo de Delaunay com
o método a-shape para lidar com a distor¢do e identificacdo do dominio. Embora outras técnicas
possam ser utilizadas para a geracdo da malha sobre as particulas, as vantagens da triangulagcao
de Delaunay apresentadas na secdo seguinte, somadas a disponibilidade de algoritmos eficientes
e robustos de cddigo livre, como o Triangle, desenvolvido e disponibilizado por Shewchuk
(1996), e o Tetgen, de Si (2015), justificam o seu uso.
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5.1.2.1 Triangulacdo de Delaunay

Antes de definir a triangulag@o de Delaunay, é importante introduzir alguns conceitos de
geometria computacional tteis para compreender o processo de gera¢do da malha e identificagdo
dos contornos.

Seja P um conjunto de n pontos pertencentes ao espaco Euclidiano R?, de modo que
P = {P,P,,..,P,} e déa dimensio do problema. Define-se o fecho convexo H como
sendo a envoltéria formada pelo conjunto de menores segmentos convexos dos pontos extremos
pertencentes a P. Na Figura 5.2, estdo ilustrados os fechos convexos de algumas distribui¢cdes de
pontos no plano R?. Percebe-se que o fecho convexo se confunde em alguns casos com o contorno
da regidao compreendida pelo conjunto P, o que seria andlogo a dizer que H representaria o
contorno I' do dominio computacional €). Entretanto, isso nem sempre é verdade, como por
exemplo quando o conjunto P possui uma distribuicao do tipo concava (Figura 5.2¢). O mesmo

ocorre também no espaco tridimensional R?.

Figura 5.2 — Fecho convexo de algumas distribui¢des de pontos
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Fonte: Autoria propria

O Diagrama de Voronoi, associado a um dado conjunto de pontos P, divide a regido
interna a envoltdria [/ em sub-regides convexas H;, onde cada uma das sub-regides H; esteja
associada a um tunico ponto F;, de modo que qualquer ponto P pertencente a H; esteja mais

proximo de P; do que de qualquer outro ponto P}, ou seja
H; = {P; € R® | d(P;, P,) < d(Pi, )} Vi#j, (5.1)

em que d(Py, P;) representa a distincia entre os pontos Py e P,, calculada como a norma
Euclidiana d( Py, P;) = ||@) —;||. Cada regido H; é chamada de célula de Voronoi e compreende
o conjunto de todos os pontos P}, que satisfacam a condi¢do (5.1). Cabe mencionar que o
Diagrama de Voronoi € tnico para um dado conjunto de pontos P.

Por fim, a triangulacdo de Delaunay pode ser definida como o grafo dual do Diagrama
de Voronoi, sendo construida por meio da unido dos pontos cujas células de Voronoi possuem
um contorno em comum, conforme mostrado na Figura 5.3 para o caso bidimensional. Assim,

a triangulacao de Delaunay acaba por particionar a regido interna a H, que contém P, em um
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conjunto de tetraedros, no caso tridimensional, ou em um conjunto de tridngulos para o caso

plano.

Figura 5.3 — Exemplo bidimensional de triangulagdo de Delaunay e diagrama de Voronoi

® Ponto P;
Diagrama de Voronoi
— Triangulacdo de Delaunay
-=-== Circunferéncia circunscrita

Fonte: Autoria prépria

Uma caracteristica importante da triangulacdo de Delaunay é que a qualidade e homo-
geneidade da malha gerada é a maior possivel no caso bidimensional. Isso porque ela garante
que, para todo elemento (tetraedro ou tridngulo), a esfera ou circunferéncia circunscrita € vazia,
ou seja, nao contém nenhum outro ponto, como se vé no circulo vermelho da Figura 5.3. Tal
propriedade € bastante positiva, uma vez que evita a criagao de elementos distorcidos e maximiza
o menor angulo interno (Figura 5.4). Para exemplificar, em 5.4a, as circunferéncias circunscritas
sdo vazias, o que maximiza o menor angulo interno dos tridngulos, enquanto que em 5.4b, as
circunferéncias circunscritas nao sdo vazias e contém outros pontos. Entretanto, a depender da
distribuicdo dos pontos, a criacdo de elementos de baixa qualidade € inevitdvel. J4 no espaco
tridimensional, o mesmo ndo € vélido e a técnica ndo garante as boas propriedades dos tetraedros,
sendo possivel que haja a criacio de elementos com volume praticamente igual a zero, conhecidos
como slivers.

No plano, a triangula¢do de Delaunay € tnica para um dado conjunto de pontos, com
excecdo de quando existem quatro pontos sobre uma mesma circunferéncia, como na Figura 5.5,
em que ambas parti¢des obrigatoriamente irdo gerar elementos cujas circunferéncias circunscritas
terdo quatro pontos. Essa situa¢do ocorre quando se tem distribui¢des regulares de pontos, como
em uma malha estruturada.

Como resultado da triangulacdo, uma malha de elementos (tetraédricos ou triangulares)
¢ gerada sobre os nds (particulas) ja existentes. O dominio entdo € dado pela somatéria dos
volumes (ou dreas) de todos elementos, e € igual a regido interna ao fecho convexo do conjunto de
particulas. Logo, fica evidente que a triangulacido de Delaunay sempre resultard em um dominio

convexo, como mostrado na Figura 5.6 para os casos particulares da Figura 5.2. Tal fato pode ser
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Figura 5.4 — Comparacdo de tridngulos Delaunay e ndo-Delaunay
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Fonte: Autoria prépria

Figura 5.5 — Triangulagcdo de Delaunay sobre quatro pontos pertencentes a uma circunferéncia

Fonte: Autoria prépria

observado na Figura 5.6¢, onde devido a criacao de elementos excessivamente distorcidos na
parte superior, a caracteristica concava da distribuicdo das particulas € perdida.

Considerando que essa distribuic@o poderia ser de particulas de um escoamento, onde a
parte superior representa a posicao da superficie livre, a andlise levaria a resultados errdneos que
nao corresponderiam ao problema fisico. Para que essa limitacdo seja superada e o dominio do
fluido possa ser identificado de forma correta, comumente no PFEM essa técnica € combinada

com o método a-shape, descrito com detalhes na se¢do seguinte.

5.1.2.2 Definicdo dos contornos pelo método a-shape

A triangulagdo de Delaunay, por si s6, ndo € capaz de identificar corretamente o dominio
fisico da andlise. As formulacdes Lagrangianas possuem a vantagem de que os contornos
do dominio sdo identificaveis pelas posi¢des das particulas. Entretanto, um algoritmo que se
beneficie dessa caracteristica geométrica deve ser utilizado em conjunto com a triangulacdo

de Delaunay para que as superficies sejam automaticamente identificadas durante a etapa de

geracdo da malha.
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Figura 5.6 — Dominios convexos produzidos pela triangulagao de Delaunay

(a) b)

® Ponto P;
------ Fecho convexo H
— Triangulacdo de Delaunay

Fonte: Autoria prépria

Observa-se na Figura 5.7b que os elementos indesejados e que ndo deveriam pertencer ao
dominio fisico sdo os elementos excessivamente grandes ou distorcidos. A ideia entdo € eliminar
esses elementos com base em um critério geométrico, € o método a-shape vem sendo usado com
esta finalidade desde o trabalho de Idelsohn, Calvo e Onate (2003).

Para todo elemento e gerado por meio da triangulacdo de Delaunay, calcula-se o seu raio
circunscrito 7., que para o caso tridimensional € o raio da esfera circunscrita enquanto que no
2D € o raio da circunferéncia circunscrita. Sendo h. o comprimento caracteristico da malha, o

elemento e € removido se a condicdo abaixo for satisfeita:
re > he, (5.2)

onde o € um parametro arbitrario, definido pelo usudrio, com a fun¢ao de controlar a maxima
distor¢do permitida para que um elemento possa permanecer na malha (ver Figura 5.7¢).

Embora « seja arbitrario, sua escolha afeta substancialmente a defini¢do do contorno. Se
seu valor for muito grande, haverd a presenga de elementos maiores e mais distorcidos, por outro
lado, um valor demasiado pequeno resultard na eliminag¢do de muitos elementos, criando por
exemplo vazios sem significado fisico. Claramente, se &« — 0o, nenhum elemento é removido e
a triangulagdo de Delaunay serd mantida intacta, ao passo que o — 0 leva a remogdo de todos
elementos, resultando em uma nuvem de particulas.

Para um dado comprimento caracteristico h., o tridangulo equildtero apresenta o menor
raio circunscrito possivel, o que significa dizer que, para o método funcionar, pelo menos se
deve ter & > /3 /3. No 3D, esse valor é um pouco maior, uma vez que a razao entre o raio
circunscrito € o menor lado de um tetraedro regular é \/(3 /8). Muitos trabalhos sugerem adotar
1,0 < a < 1,5 (IDELSOHN; ONATE; PIN, 2004; CERQUAGLIA et al., 2017b; ONATE et al.,
2010). Em Franci e Cremonesi (2017), os autores apresentam um estudo detalhado da influéncia

de o na precisdo da identificacdo do contorno, e consequentemente, na conservagao do volume
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Figura 5.7 — Combinacdo da Triangulacdo de Delaunay com a-shape

(a) Nuvem de particulas (b) Triangulacdo de Delaunay

(c) P6s a-shape

usSph

Fonte: Autoria prépria

para escoamentos incompressiveis. Mais a frente, um exemplo serd analisado com a finalidade
de estudar nao s6 a influencia de o na conservagdo da massa, como também das discretizagdes
empregadas.

O processo completo da geragdo da malha € ilustrado na Figura 5.8 para diferentes
valores de «v. Dada a distribuicdo de pontos da Figura 5.8a, realiza-se a triangulacdo de Delaunay
(Figura 5.8b) e, a depender do valor de «, dois dominios diferentes sdo obtidos. Aumentando-se
« resulta na presenga de elementos maiores, especialmente alterando a superficie livre, o que
consequentemente acaba por aumentar o volume (Figura 5.8d).

Fica claro do exposto acima que o processo de reconstru¢do da malha ndo garante a
conservacdo do volume de fluido, e pode ser uma fonte extra de violagdo a conservacio da
massa. Por um lado, tem-se a remocao de elementos que se tornam excessivamente distorcidos,
enquanto que outros elementos vao sendo adicionados a medida que o fluido se movimenta.
Se essas alteracOes ndo se compensarem, o volume inicial ndo sera preservado. Nesse sentido,
Franci e Cremonesi (2017) mostram que a tendéncia desse processo € de induzir ganhos no
volume, entretanto, esse erro € proporcional ao comprimento caracteristico da discretizagdo, e
pode ser reduzido refinando-se a malha. Mais a frente, esse assunto serd apresentado e discutido
com mais detalhes.

A combinag¢do Delaunay-a-shape possibilita ainda que o PFEM possa simular, de forma
natural, a separacio e unido de particulas ou subdominios. Isso € particularmente vantajoso para
analisar problemas como formagao e quebra de ondas, o fendmeno de splash, derretimento de

sélidos, entre outros. Esse processo € ilustrado na Figura 5.9, da qual nota-se que, quando uma
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Figura 5.8 — Processo de geracdo da malha no PFEM utilizando dois valores distintos para «

(a) Nuvem de particulas (b) Triangulagdo de Delaunay

(©)a=1,0 da=20

Fonte: Autoria prépria

particula esté se afastando do dominio, o elemento ao qual ela pertence vai se distorcendo até
o ponto em que € removido pelo a-shape, de acordo com o critério (5.2), ocorrendo assim a
separagdo. A partir dai, a particula isolada carrega a massa referente ao elemento apagado, e tem
seu movimento calculado com base na for¢a da gravidade e nas velocidades e aceleracdes no
momento da separagdo.

A cada passo de tempo, uma nova triangulacdo de Delaunay € realizada e essa particula
€ reconectada ao dominio principal caso pelo menos um dos elementos dos quais ela faca parte
ndo satisfazer a condi¢do do a-shape (5.2).

Durante essa etapa, o contato entre o fluido e as paredes rigidas também € automatica-
mente detectado, como na Figura 5.10. Quando as particulas de fluido se encontram distantes
dos nds sobre as paredes, os elementos criados pela triangulagdo de Delaunay sdo apagados
pelo a-shape por serem excessivamente grandes e/ou distorcidos. A medida que as particulas
se aproximam, alguns dos novos elementos criados podem nao ser removidos pela condicao
(5.2), indicando assim o contato. Nesse caso, as particulas que estdo se aproximando do contorno
fixo sdo forcadas a se movimentarem na direcdo tangencial a parede devido a condicao de
incompressibilidade, impedindo a penetracdo e representando o comportamento fisico esperado
(Figura 5.11).
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Figura 5.9 — (a) Separacao de particulas do dominio principal e (b) reagrupamento de particulas
ao dominio principal

(a)
t —

A

A 4

(b)

Fonte: Autoria prépria

5.1.2.3 Realocacao de particulas

Uma vez que nos métodos Lagrangianos os ndés acompanham o movimento do escoa-
mento, a depender da caracteristica do problema, especialmente em escoamentos convectivos,
pode ocorrer a migracdo das particulas de uma por¢do do dominio para outra. Com isso, a
distribuic@o das particulas torna-se irregular, o que pode acarretar em elementos distorcidos e
malhas com uma qualidade baixa, prejudicando a convergéncia do método.

A triangulacdo de Delaunay e o a-shape ndo impedem totalmente a geracdo de elementos
distorcidos ou com volume muito pequeno, apenas garantem que, para uma dada distribui¢ao de
pontos, a particao serd a mais homogénea possivel. Logo, devido ao movimento das particulas, a
presenca de elementos ruins pode se tornar inevitdvel devido ao arranjo dos nds.

Uma forma de contornar esse problema é combinar o procedimento de regeneracao da
malha com uma técnica de realocagdo de particulas baseada em algum critério geométrico. Assim,
€ possivel ndo s6 controlar a qualidade da malha até um nivel desejado, como também favorecer
a preservacdo do comprimento caracteristico da distribui¢@o inicial das particulas. Ha diferentes
formas de executar essa tarefa, e esse assunto nao € muito explorado na literatura por nao ser
essencial ao funcionamento do método. A seguir, serdo mostrados os critérios geométricos
utilizados neste trabalho, e para outras estratégias, sugere-se ao leitor buscar pelos trabalhos de
Franci (2016) e Cremonesi et al. (2020).

Alguns elementos planos que sdo criticos do ponto de vista numérico sdo mostrados
na Figura 5.12 ao lado do tridngulo equilatero. Tanto o elemento sharp (Figura 5.12b) quanto
o elemento com drea praticamente nula (Figura 5.12¢) possuem um raio circunscrito igual ao

do triangulo equilatero, e podem nao ser eliminados no processo de geracdo da malha pois
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Figura 5.10 — Identificagao automadtica do contato entre fluido e superficie rigidas durante a etapa
de geracdo da malha

(a) Contato nio identificado

Fonte: Autoria prépria

Figura 5.11 — Movimento tangencial das particulas que se aproximam da superficie rigida devido
a incompressibilidade

Fonte: Autoria prépria

nao satisfazem a condi¢do (5.2). Uma forma de evitar a criagdo do primeiro é monitorar o
comprimento dos lados de cada elemento, e sempre que a razdo entre 0 menor € o maior lado for
menor que um valor pré estipulado, ou seja,

L.
< tol, (5.3)

lma;r
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realoca-se um dos nds pertencente ao seu menor lado. Nesse trabalho, a razio minima ¢é
considerada como tol = 0, 3.
Figura 5.12 — Tipos de elementos triangulares e circunferéncias circunscritas

(a) Equilatero (b) sharp (c) area nula (d) flat
- - -t Tt p .ﬁ - - = =~

Fonte: Autoria prépria

De modo a eliminar os elementos semelhantes ao da Figura 5.12c, monitora-se a drea de

cada elemento, e quando a condi¢do
Area < Area,ip, (5.4)

for satisfeita, um de seus nds serd realocado. A drea minima pode ser estipulada com base na
dimensio caracteristica da malha, sendo adotada aqui como Area,,;, = 0, Shg /2.

Utilizando esse critério, teoricamente os elementos do tipo flat também seriam elimina-
dos, visto que sua drea tende a ser muito pequena. Esse tipo de elemento € critico, entretanto,
quando os nds da base maior do tridngulo pertencem a uma parede rigida. Se o n6 do vértice
superior estiver se aproximando da base, pode acontecer do a-shape eliminar esse elemento
e 0 n6 em movimento cruzar o contorno fixo, conhecido como o fendmeno de leakage, ou
vazamento. Para contornar essa situaco, a distancia perpendicular a parede do né em movimento
€ monitorada, e quando for menor que um valor de referéncia, essa particula € realocada. A

distincia minima aceita foi adotada neste trabalho como h,,,;, = 0, 3h..

Figura 5.13 — Tipos de elementos tetraédricos e esferas circunscritas

(a) Regular (b) sharp (c) sliver (d) flat

A

|

N ZN

Fonte: Autoria prépria

Os elementos mencionados anteriormente também podem existir no espago, e alguns
casos especificos sdo encontrados na Figura 5.13. Os tetraedros do tipo Sharp podem ter mais de
uma aresta com um comprimento inferior aos restantes, e assim, a condi¢ao da Eq. (5.3) deve

ser verificada para todas as arestas do elemento. J4 os slivers, elementos com volume muito
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préximo de zero (Fig. 5.13c¢), sdo os elementos mais problematicos no caso tridimensional. Como
mencionado anteriormente, a triangulacdo de Delaunay ndo garante que, para uma dada nuvem
de particulas no espaco, os tetraedros resultantes serdo os mais homogéneos possiveis. Os slivers
ocorrem quando se tem quatro pontos praticamente coplanares, de modo que um pequeno erro
de precisdao da maquina faga com que seja gerado um elemento contendo esses quatro pontos
como vértices.

Diferente do que ocorre no caso bidimensional, apenas verificar se o volume dos
elementos sdo proximos de zero ndo € suficiente para eliminar por completo os slivers da
malha. Isso porque ao constatar um elemento com um volume praticamente nulo e realocar
um de seus nds, ndo ha garantias de que nao surjam outros slivers na regido em que o no foi
reposicionado. De fato, sua remoc¢ao completa pode ser bastante complexa e custosa, o que
poderia comprometer a competitividade e aplicabilidade do PFEM. Até o momento, ainda ndo
ha um estudo especifico sobre a melhor forma de lidar com os slivers no PFEM, uma vez que
seus efeitos na solu¢do numérica podem depender do tipo de solver utilizado, se a formulagao é
implicita ou explicita, tipo da matriz, dentre outras caracteristicas. Entretanto, hd formas de se
reduzir os impactos negativos que os slivers possam vir a causar.

Meduri, Cremonesi e Perego (2019) propdem uma técnica de suavizagdao da malha que
consiste em "inflar"os slivers por meio de uma solugdo andloga a elasticidade. No caso das
formulacdes explicitas, como a utilizada pelos autores, os slivers sdo criticos pois reduzem
drasticamente o incremento de tempo médximo para se obter estabilidade no integrador temporal.
Assim, ao invés de movimentar a malha com deslocamentos prescritos, como se faz comumente
numa técnica de suavizacdo, os autores impdem deslocamento nulo no contorno e aplicam
tensdes ficticias apenas nos elementos identificados como problematicos. Deve-se analisar,
entretanto, a viabilidade de se combinar esse algoritmo com formula¢des implicitas, que em
geral, possuem um tempo de célculo maior.

Outra alternativa presente em Franci (2016) € identificar os slivers e simplesmente nao
incluir as contribuicdes desses elementos no sistema. Uma vez que essa estratégia pode induzir
o aparecimento de pressdes negativas no interior do dominio, o autor também propde utilizar
esse artificio apenas para os slivers localizados proximos a superficie livre. Neste trabalho, uma
solugdo similar foi adotada apds a verificagdao de que os slivers presentes no interior do dominio
ndo exerciam um papel critico na estabilidade da formulacgdo.

Por fim, os nds identificados pelos critérios acima sdo realocados para as regides com
uma menor concentracdo de particulas, conforme visto na Figura 5.14. Especificamente, eles
sdo posicionados sobre as maiores arestas da malha, e as grandezas de interesse: velocidade,
aceleracdo e pressao, sdo obtidas interpolando-se as varidveis pelas funcdes de forma do elemento

da malha anterior, onde foram inseridos.
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Figura 5.14 — Representacdo bidimensional do processo de realocacao de nés

(a) Antes. N6 em vermelho a ser (b) Depois. N6 em vermelho realo-
removido cado
A A A A

Fonte: Autoria prépria

5.1.3 Condigdes de contorno

No PFEM, assim como nos métodos Lagrangianos, os contornos sao naturalmente
definidos pelas posicdes dos nds da malha. Isso facilita algumas tarefas, como a identificacdo da
superficie livre, que acontece automaticamente no processo de geracdo da malha. Entretanto, em
comparagdo com os métodos Eulerianos, o PFEM acaba por ser menos flexivel na imposicao de
condig¢des de contorno de Dirichlet quando se tem velocidades prescritas diferentes de zero.

Em problemas de dinamica dos fluidos, esse tipo de condicao de contorno é usualmente
utilizada para representar as entradas e/ou saidas de um escoamento, e embora nessas regides
sejam prescritas velocidades diferentes de zero, o contorno permanece fixo. Dada a natureza
Lagrangiana do PFEM, os n6s do contorno quando possuem velocidades ndo nulas se movem,
alterando o dominio computacional.

Por conta dessa caracteristica, usualmente os contornos fixos no PFEM sdao modelados
como sendo paredes aderentes, em que ambas componentes de velocidade sao nulas, e conse-
quentemente, os deslocamentos também. Esse tipo de condi¢do de contorno permite simular
grande parte dos problemas de dinamica dos fluidos de interesse neste trabalho, no entanto,

embora existem alternativas para contornar esse problema, nao sdo consideradas neste texto.

5.1.3.1 Paredes lisas

Embora geralmente se utilize condi¢des de aderéncia nas paredes fixas, existem proble-
mas especificos em que se observa um escorregamento relativo entre o escoamento e as paredes.
Para simular esse fendmeno com o MEF, comumente se libera a componente tangencial da
velocidade dos nds pertencentes a parede, e consequentemente essas particulas também irdo
apresentar um deslocamento tangencial ndo nulo. Essa técnica foi utilizada em alguns exemplos
do capitulo anterior (ver exemplos 4.6.2 e 4.6.3), e seu uso é particularmente vantajoso pois
elimina a necessidade de utilizar malhas muito refinadas préximas as paredes.

No entanto, por uma questdo geométrica, esse mesmo procedimento ndo é adequado para
ser diretamente aplicado ao PFEM, uma vez que os contornos sdo identificados com base nas

posicdes das particulas. Permitir que os nds que discretizam uma parede se movimentem, mesmo
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que apenas na direcdo tangencial, pode levar a erros na defini¢io do dominio computacional
durante a aplicacdo do a-shape. Esse inconveniente € ilustrado na Figura 5.15, na qual se
observa que a medida que os nds se deslocam, os elementos vao se distorcendo, até 0 momento
em que o raio circunscrito do elemento destacado se torna grande o suficiente para que a
condicdo (5.2) seja satisfeita, resultando na sua remocao (Figura 5.15b). Consequentemente, a
representacdo geométrica da parede € comprometida, o que permite que uma porcao da massa
cruze a regido antes ocupada pelo elemento removido, representando por exemplo um vazamento

sem significado fisico (Figura 5.15c).

Figura 5.15 — Problemas em representar paredes lisas com o PFEM
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Fonte: Autoria prépria

Existem na literatura algumas técnicas adicionais para permitir a representacao de paredes
lisas em conjunto com o PFEM. Um procedimento simples e de pouco esforco computacional
foi proposto por Franci (2016), e consiste em permitir que as particulas se movam na dire¢ao
tangencial até atingir uma distancia limite, a partir da qual elas sdo realocadas as suas respectivas
posi¢cdes iniciais. As grandezas cinemadticas (velocidade e aceleragdo) e a pressdo apds a
realocacdo sao obtidas interpolando-se os valores com base nos nds vizinhos. Uma das limitagdes
dessa técnica € que apenas contornos paralelos as dire¢des cartesianas possam ser modelados.

Outra técnica consiste em utilizar uma descricdo Euleriana apenas para os nds sobre as
paredes lisas, enquanto que no resto do dominio continua-se a empregar o PFEM tradicional em
descri¢dao Lagrangiana (CREMONESI; PEREGO, 2013; CREMONESI; MEDURI; PEREGO,
2020). Assim, as particulas permanecem fixas sobre as paredes a0 mesmo tempo em que as

varidveis sao transportadas sobre essas particulas por meio dos termos convectivos.
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Ja Cerquaglia et al. (2017a) busca simular o escorregamento relativo por meio da adi¢io
de uma camada de elementos de contato entre a parede fixa e o escoamento. Esses elementos
carregam as mesmas propriedades fisicas do fluido, com excecao da viscosidade que € nula.
Assim, a condi¢do de deslizamento € simulada tanto de maneira fraca, quanto de maneira forte.
No primeiro caso, a incompressibilidade garante a ndo penetracdo dos nds dos elementos de
contato nos nds da parede fixa, enquanto que na direcao tangencial as particulas estdo livres
para moverem-se, e devido a auséncia de viscosidade nos elementos de contato, as tensodes
de cisalhamento sdo nulas na interface fluido/camada de contato. Ja para o caso em que o
deslizamento € imposto de forma forte, utiliza-se uma matriz de rotacdo para decompor as
parcelas cartesianas da velocidade nos eixos locais de cada elemento, e assim, zera-se apenas a

componente normal.

5.1.3.2 Superficie livre

As condi¢des a serem aplicadas na superficie livre dependem das caracteristicas do
problema a ser analisado. Elas recebem esse nome por serem uma interface entre o escoamento
principal e um segundo fluido que possui uma influéncia insignificante sobre a dindmica do
problema. Logo, essa superficie se encontra livre para se mover, e geralmente pode ser entendida
como a por¢do de um escoamento que estd em contato com a atmosfera.

Nesses casos, a forca de superficie na superficie livre deve ser nula na situagdo de

equilibrio, isto €, a condi¢cao
/ tN%ds =0 (5.5)
a0

deve ser satisfeita. Para se chegar a esse resultado, ¢ comum que muitos autores imponham de
forma forte que a pressao nos nds da superficie livre seja igual a zero. Mais recentemente, alguns
trabalhos concluiram que dessa forma a condi¢do de incompressibilidade pode ser violada para
os elementos que possuem todos os nds pertencentes a superficie livre, resultando na perda da
conservacao da massa (IDELSOHN; ONATE, 2010; RYZHAKOV et al., 2012).

Assim, € preferivel que a condicado (5.5) seja imposta de forma fraca, simplesmente
informando t = 0 nesses contornos. Nos casos em que t for diferente de zero, indicando por
exemplo um valor absoluto da pressdo atmosférica, a equacao (5.5) ndo mais serd nula, e a

integral devera ser calculada sobre os elementos que discretizam a superficie livre.

5.1.3.3 Entrada e saida

As entradas e saidas de um escoamento sdo condi¢des de contorno tipicamente emprega-
das em problemas com caracteristica Euleriana. Nesses contornos, embora 0s nds permanegam
imoéveis durante a andlise, comumente sio prescritas velocidades ou pressdes. A dificuldade
de se representar tal comportamento utilizando a descricao Lagrangiana € que, ao prescrever

as velocidades aos nés que definem as entradas e/ou saidas, esses irdo se deslocar conforme
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as velocidades impostas e consequentemente, a definicdo geométrica desses contornos serao
perdidas.

Para contornar essa limitagdo, Cremonesi, Meduri e Perego (2020) utilizam a mesma
técnica descrita anteriormente para modelar paredes lisas, que consiste em utilizar uma descri¢do
Euleriana para os nés sobre as entradas e saidas com velocidade prescrita, e 0 PFEM para o
restante das particulas.

Ryzhakov et al. (2017) introduziram uma técnica puramente Lagrangiana para representar
as condi¢des de entrada. Nela, os nds sobre esse contorno recebem uma velocidade prescrita e se
movem de acordo com ela. Ao passo que se deslocam, cria-se um espaco vazio entre esses nos e
a posicao inicial da entrada. Essa distancia entdo € monitorada, e sempre que for maior do que a
dimensao caracteristica da malha, novas particulas sdo introduzidas sobre a entrada e recebem as
velocidades prescritas.

Com relacdo as saidas do escoamento, na auséncia de velocidades prescritas é suficiente
retirar as particulas que cruzam esse tipo de contorno. Isso porque a saida do escoamento pode
ser vista como o limite do dominio computacional, e sempre que uma particula ultrapassa esse
limite, ela ndo mais € relevante para a andlise. Para os casos em que também se conhece as
velocidades na saida, € necessdrio a utilizacdo de técnicas como a de Cremonesi, Meduri e
Perego (2020).

5.1.4 Conservagao da massa

Estudar a conservacdo da massa € essencial em formulagdes que consideram materiais
ou escoamentos incompressiveis. Sob essa hipdtese, estudar a variacdo da massa é equivalente a
estudar a varia¢do do volume, uma vez que a densidade € considerada constante.

As vantagens e aplicabilidades do PFEM foram expostas nas se¢Oes anteriores. Se
de um lado o processo de regeneracdo da malha mantém a qualidade da discretizacdo e
permite a simulacdo de problemas com grandes distor¢des, de outro tem-se que o volume
nao é naturalmente preservado durante esse processo. Segundo Franci (2016), basicamente
observam-se duas fontes de variacdo do volume usando o PFEM: a primeira € devida a prépria
solug¢@o numérica das equagdes governantes na forma fraca, chamada aqui de AV/,,,,,, ¢ a segunda
estd ligada ao processo de remalhamento e identificacdo do contorno, denotada por AV, de

modo que a variacao total no volume dentro de um intervalo de tempo seja calculada como:

A‘/;‘/otal = A‘/num + A‘/7"em~ (56)

Embora sejam mecanismos diferentes que afetam a conservagao do volume, seus efeitos
ndo sdo isolados, e deve-se ter em mente que os erros introduzidos pelo remalhamento afetam a
solug@o numérica e vice-versa. Com a criacdo de novos elementos e a remocao de elementos ja
presentes na malha, o processo de reconstrug¢ao do contorno com o o — shape induz perturbacgoes

a configuracdo de incompressibilidade obtida no instante anterior, fazendo com que o processo
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iterativo parta de uma configuracdo nio necessariamente incompressivel até que uma nova
solugdo seja obtida. Por sua vez, esses erros na definicao das posicdes das particulas podem levar
a uma defini¢do incorreta do dominio atual.

Nesta se¢do, o enfoque serd nas variacdes de massa causadas pelo processo de rema-
lhamento do PFEM. Entretanto, é importante comentar alguns pontos relacionados a solugao
numérica. A condi¢io de incompressibilidade é imposta ao sistema de forma fraca e resolvida
pelo método dos elementos finitos. Portanto, alguns fatores podem influenciar na precisao da
conservacao da massa, como o comprimento da malha, o incremento de tempo, o integrador
temporal, convergéncia e a forma como a incompressibilidade € considerada na formulagdo, ou
seja, se a formulagdo é totalmente incompressivel, como a desenvolvida neste trabalho, ou se
€ quasi-incompressivel, como em Franci (2016) e Meduri, Cremonesi e Perego (2019). Ainda,
o PFEM ¢ comumente empregado em dindmica dos fluidos utilizando fun¢des de forma de
mesma ordem, tornando necessario o uso de técnicas de estabilizagdo para contornar a restricao
LBB e flexibilizar a condi¢do de incompressibilidade (BREZZI, 1974; BREZZI; FALK, 1991).
Portanto, a estabilizacdo tem um papel importante nas variagdes de volume advindas do processo
numérico.

Franci e Cremonesi (2017) expdem com detalhes os mecanismos de perdas e ganhos de
volume durante o processo de remalhamento do PFEM, e embora esses fendmenos sejam de facil
observacao visual, € importante mostra-los para facilitar a compreensdo de seus efeitos. Para
exemplificar essas situagdes e sem o intuito de se fazer uma andlise quantitativa, considera-se
um caso hipotético bidimensional de duas colunas d’dgua que escoam por acdo da gravidade até
0 momento em que se colidem, formando um jato de 4gua ascendente.

Durante o processo de avanco da superficie livre, observam-se dois fendmenos principais
que afetam a conservag@o do volume. Uma vez que comumente o PFEM ¢€ utilizado em conjunto
com condi¢des de aderéncia nas paredes, a Unica forma do escoamento avangar sobre uma
superficie € pela criagdo de novos elementos entre a superficie livre existente e o n6 da parede

imediatamente a frente, conforme ilustrado na Figura 5.16.

Figura 5.16 — Colapso de duas colunas d’dgua. Mecanismo de ganho de volume devido ao avango
da superficie (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

(a) (b)

Fonte: Autoria prépria
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Esses novos elementos, destacados na Figura 5.16b, obviamente representam um ganho
no volume. Por outro lado, a medida que o escoamento avanga, ocorre o recuo da superficie livre
na parte superior da coluna que estd descendo (ver Figura 5.17). Os elementos em vermelho da
Figura5.17b tornam-se excessivamente grandes ou distorcidos, e acabam por ser eliminados pelo

a-shape, induzindo perdas no volume.

Figura 5.17 — Colapso de duas colunas d’adgua. Mecanismo de perda de volume devido ao recuo
da superficie (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

(b)

Fonte: Autoria prépria

No instante em que ocorre a colis@o entre as duas colunas d’agua, (Figura 5.18), também
se observa um aumento de volume devido a criagdo de elementos que tém por finalidade unir as
superficies livres de cada escoamento. Esses elementos sdo destacados em verde na Figura 5.18b.
Analogamente, também pode ocorrer de elementos que pertencem a superficie livre se alongarem
excessivamente a ponto do a-shape elimind-los, induzindo a apari¢do de ondas artificiais que
acabam por excluir uma por¢@o do volume, conforme traz a Figura 5.19. Os fendmenos ilustrados
nas Figuras 5.19-5.18 muitas vezes se repetem sucessivamente, uma vez que, apds a remog¢ao de
um elemento e o aparecimento da onda artificial, o né da superficie livre oposto a0 movimento

do fluido tende a se aproximar do n6 posterior da onda, fechando novamente a superficie.

Figura 5.18 — Colapso de duas colunas d’4gua. Mecanismo de ganho de volume devido a uniao
das superficies (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

(a) (b)

Fonte: Autoria prépria
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Figura 5.19 — Colapso de duas colunas d’dgua. Mecanismo de perda de volume devido a formacao
de ondas artificiais (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

(@) (b)

Fonte: Autoria prépria

Outra fonte de perda de volume ocorre quando um né pertencente a superficie livre tem
todos os seus elementos vizinhos removidos pelo a-shape, como ja ilustrado na Figura 5.9 e
representado novamente na Figura 5.20 para o exemplo analisado. O mesmo pode ocorrer com

um grupo de elementos que se separa do dominio original, dando origem a sub dominios.

Figura 5.20 — Colapso de duas colunas d’4gua. Mecanismo de perda de volume devido a
separacdo de particulas (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

() (b)

Fonte: Autoria prépria

Quando as particulas ou sub dominios isolados se reaproximam do dominio original,
novos elementos sdo criados reconectando-os com os nds da superficie livre, e assim, o volume
sofre um aumento (ver Figura 5.21).

O ultimo mecanismo que também ocasiona ganhos no volume foi abordado anteriormente
na Figura 5.10 e ocorre na criacdo de elementos de contato entre fluido e parede, como na Figura
5.22. Uma vez que esses fendmenos s@o intrinsecos do método, ndo hd como elimina-los
totalmente visando uma melhor conservacao do volume. Entretanto, h4 algumas técnicas ad hoc
presentes na literatura para tentar amenizar seus efeitos, como penalizar o valor do a-shape para
nds que se encontram proximos da superficie livre (FRANCI, 2016) e utilizar refinamentos locais
préximos aos contornos rigidos (ONATE; FRANCI; CARBONELL, 2014). Porém, emprega-se
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Figura 5.21 — Colapso de duas colunas d’dgua. Mecanismo de ganho de volume devido a
reinsercao de particulas isoladas (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

(b)

Fonte: Autoria prépria

o a-shape tradicional neste trabalho, e no exemplo a seguir, mostra-se que é possivel obter uma

boa conservagdo do volume inicial apenas reduzindo o comprimento caracteristico da malha.

Figura 5.22 — Colapso de duas colunas d’dgua. Mecanismo de ganho de volume devido ao
contato fluido-parede (a) Antes do remalhamento e (b) depois do remalhamento

(@) (b)

Fonte: Autoria prépria

5.1.5 Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio

O caso de uma esfera composta de um fluido viscoso caindo em um recipiente € utilizado
para se estudar quantitativamente a influéncia do processo de reconstru¢do da malha do PFEM
na conservacao da massa total do problema. Estuda-se como se comporta o volume ao longo da
andlise para diferentes graus de refinamento da malha e diferentes valores do parametro « na Eq.
(5.2). Este problema ¢é caracterizado principalmente pelos fendmenos descritos nas Figuras 5.18,
5.22e5.17.

Primeiramente, uma simplificacdo bidimensional € realizada e posteriormente o caso
tridimensional € analisado. A Figura 5.23 ilustra a geometria do problema 2D, que resulta de um

corte radial do problema tridimensional. As dimensdes do problema, assim como os valores de
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viscosidade e densidade do fluido sdo dados na Tabela 5.1. O tempo total considerado na andlise

é de 1,5 s, utilizando passo de tempo At = 1,0 - 10* s.

Figura 5.23 — Fluido viscoso caindo em recipi- Tabela 5.1 — Fluido viscoso caindo em
ente parcialmente cheio. Geometria inicial 2D recipiente parcialmente cheio. Dados
do problema 2D
H 0,07 m
T - B 0,3 m
" R R 0,025 m
g 9,81 m/s?
T fluido
H 0 0,1 Pa-s
p | 1000,0 kg/m?

B
Fonte: Autoria prépria

O problema foi resolvido para @ = 1,25 com seis malhas distintas, das quais a mais
grosseira possui um comprimento caracteristico inicial », = 6 mm, 869 nds e 1508 elementos,
enquanto que a mais refinada tem h. = 1,5 mm, 12306 nés e 23692 elementos. Na Figura 5.24
constam as configuracdes obtidas com algumas das malhas empregadas para diferentes instantes.

Qualitativamente, observa-se que as respostas estdo de acordo com o que se espera
da fisica do problema, e que, mesmo a malha mais grosseira foi capaz de representar um
comportamento coerente.

O gréfico da Figura 5.25 faz uma comparacgdo entre a variacao de volume acumulada

ligada ao processo de reconstrucdo da malha, calculada como

¢
L=V
AV (%) = Z % -100%, (5.7)
=0

em que V}'; € o volume intermedidrio calculado ap6s o remalhamento do instante atual e V; €
o volume conhecido no instante anterior. Para o caso 2D, assume-se espessura constante de 1
unidade, logo, o volume se refere a area do fluido.

No momento em que ocorre o impacto da esfera com o fluido presente no recipiente,
aproximadamente apods 0, 11 s, € possivel notar um aumento no volume devido a unido entre
as duas superficies livres, € como esse aumento diminui a2 medida que se refina a malha. Logo
em seguida, nota-se uma queda no volume entre 0,14 s e 0,2 s induzida pela formacado de
ondas artificiais e pelo fenomeno de splash apds o impacto, fazendo com que surjam particulas
e elementos isolados. O terceiro trecho, compreendido entre 0,2 s e 0,3 s, € marcado por
um notério ganho de volume por conta do contato entre a onda que se formou e a parede do
recipiente, seguido por um trecho descendente causado pelo recuo da superficie livre apds a onda
atingir sua amplitude maxima nas bordas. A partir desse ponto, passa a haver uma combinacao

desses fendomenos e os ganhos e perdas mostrados no grafico podem nio estar associados a um
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Figura 5.24 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Andlise 2D. Evolucao da
superficie livre para o = 1,25

(a)t=0,2seh, =6 mm (b)t=0,2se h, =3 mm ©)t=0,2seh, =1,5mm

(dt=0,8seh. =06mm (e)t=0,8seh. =3 mm ft=0,8seh,=1,5mm

| 1"| | | ‘f, $

(ggt=1,5seh, =6 mm (hyt=1,5se he =3 mm @t=1,5seh.=1,5mm

s

Fonte: Autoria prépria

mecanismo predominante. Entretanto, fica claro que a malha mais refinada com A, = 1,5 mm
resultou na menor variacio de volume ao final da andlise, aproximadamente AV, = 3,0 %.

A préxima etapa consiste em verificar a influéncia que a escolha do pardmetro « exerce
na conservagdo do volume. O problema foi simulado com diferentes valores para o mantendo-se
a malha de h, = 5,0 mm, e uma comparacio das solu¢des obtidas no momento em que ocorre
o impacto da esfera é apresentada na Figura 5.26. Quanto menor o valor de «, tanto o contato
¢ retardado como o ganho de volume devido ao mecanismo de unido é reduzido, uma vez que
menos elementos sdo criados na regido em destaque.

O grafico da Figura 5.27 mostra a variagao no volume acumulada ao final da andlise para
os diferentes valores de a.. Percebe-se uma razio quase linear entre AV"“" e o pardmetro do
a — shape, com uma ligeira diminui¢ao na taxa de aumento do volume para valores de o > 1, 35.
Para o < 1,15 a variacdo no volume obtida apds 1,5 s de andlise € negativa, enquanto que
para o > 1,15 o saldo € positivo. Para este problema em particular, hd uma faixa 6tima entre
1,1 < a > 1,2 que resulta em variacdes menores que 2,5% para a malha empregada, sendo
que o valor minimo de AV"™ = 0, 77% ocorre para v = 1, 15. Esse resultado se aproxima dos

valores sugeridos empiricamente em trabalhos precursores (ONATE et al., 2011; ONATE et al.,
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Figura 5.25 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Anédlise 2D. Variagao
do volume causado pelo processo de reconstru¢do da malha do PFEM para diferentes niveis de
discretizagcdo

he = 6.0 mm
he = 5.0 mm

Volume variation [%]

0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14
Time [s]

Fonte: Autoria prépria

Figura 5.26 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Andlise 2D. Registro do
instante em que ocorre o impacto da esfera para diferentes valores de «

(@a=1,0 b)a=1,25 ©a=15

t=0,113s t=0,109s t=0,107s

Fonte: Autoria prépria

2008). Franci e Cremonesi (2017) obtiveram um valor ideal de o = 1, 2 ao analisar um outro
problema em que o fendmeno de splash era dominante, o que reforca a afirmacgao de que nao
existe um valor 6timo vélido para todos os tipos de problema, e a obten¢@o desse valor ndo € o
objetivo desta andlise. Entretanto, para todos os problemas existe uma faixa de valores de « para
qual a varia¢do do volume possa ser mantida abaixo de um valor desejado.

Partindo para o caso tridimensional, sua geometria pode ser vista na Figura 5.28. Os
dados utilizados na andlise estdo contidos na Tabela 5.2 e primeiramente, utiliza-se o = 1, 25
como no caso anterior. Dessa vez, apenas trés malhas sdo utilizadas para verificar a influéncia do

comprimento caracteristico na conservacao da massa, a mais grosseira tem h, = 7 mm, 15505
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Figura 5.27 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Andlise 2D. Variacao do
volume para diferentes valores de aemt¢ =1,5s
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Fonte: Autoria prépria

nés e 63467 elementos, a intermedidria possui h, = 5 mm, 39160 nés e 180000 elementos e a
mais refinada com h, = 3 mm, 160000 nés e 1000000 elementos.

Figura 5.28 — Fluido viscoso caindo em recipi- Tabela 5.2 — Fluido viscoso caindo em
ente parcialmente cheio. Geometria inicial 3D recipiente parcialmente cheio. Dados
do problema 3D
— T
e — — H| 007m
B 0,3m
T = R 0,025 m
H g 9,81 m/s?
e — fluido
-—_— @@ — 1] 0,1 Pa-s
H p | 1000,0 kg/m?
| 572 |

Fonte: Autoria prépria

A Figura 5.29 mostra a configurac@o obtida para cada malha em alguns instantes da
andlise. Nota-se que a dinamica do problema foi representada corretamente, sendo que a diferenga
mais visivel ocorre para ¢ = 0,5 s devido ao numero de elementos que compdem o jato
ascendente apds o impacto da esfera.

A conservagdo do volume foi estudada e € apresentada na Figura 5.30, onde € possivel
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Figura 5.29 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Andlise 3D. Evolugdo da
superficie livre para o = 1,25

(a)t=0,0se h, =7mm b)t=0,0se h, =5 mm (c)t=0,0se h, =3 mm

(dt=0,15se h, =7mm (e)t=0,15se he = 5 mm #t=0,15s¢e he =3 mm

(g)t=0,5se h, =7mm (h)t=0,5se h, =5mm i)t=0,5seh, =3 mm

Gyt=1,15se h, = 7mm k) t=1,15se he =5 mm MDt=1,15se h, =3 mm

Fonte: Autoria prépria

ver claramente uma convergéncia para zero a medida que se refina a malha. Apds 1,5 s, obtém-se
uma variacdo acumulada no volume AV"*" ~ 1% com a malha mais refinada, confirmando que

€ possivel obter uma boa conservacdo do volume sem a necessidade de técnicas adicionais para
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melhorar o funcionamento do o« — shape.

Figura 5.30 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Analise 3D. Variagao
do volume causado pelo processo de reconstru¢do da malha do PFEM para diferentes niveis de

discretizacao
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Fonte: Autoria prépria

Também € analisada a influéncia do parametro do método o« — shape na conservagdo da
massa por conta da reconstrucdo da malha. Adota-se h, = 7 mm e as variacdes do volume em
t = 1,5 s para diferentes valores de o sdo mostradas na Figura 5.31. O resultado é semelhante
com o obtido por meio da analise 2D, com a diferenca de que o valor de « para qual AV"™
€ minima € ligeiramente maior neste caso, a = 1,20. Apesar das discretizacdes das anélises
bidimensionais e tridimensionais serem distintas, era esperado que a faixa 6tima para « fosse
ligeiramente maior no 3D por conta do raio circunscrito de um tetraedro regular ser maior que
a mesma medida de um tridngulo equilatero (FRANCI; CREMONESI, 2017). Para concluir,
quando o objetivo principal de uma anélise for a conservagao do volume, recomenda-se fazer
um estudo preliminar para determinar a melhor escolha de a para o problema em questdao. Nos
exemplos que seguem, serd adotado o = 1,25 uma vez que foi demonstrado que € possivel obter
bons niveis de conservagao da massa apenas reduzindo o comprimento caracteristico da malha.

Embora nao seja o objetivo desta se¢do estudar a variagdo da massa devido ao método
numérico empregado para solucionar as equacgdes governantes, os graficos das Figuras 5.32a-
5.32b trazem as variagdes acumulada e por passo de tempo, respectivamente, apenas para fins
elucidativos. Diferente do que ocorre com AV"™ aqui ndo se pode observar uma convergéncia
para AV™™ e as trés malhas levam a perdas de volume praticamente idénticas, tanto por passo
de tempo quanto para a variacao acumulada. Entretanto, a magnitude desse valor € insignificante

quando comparado as variagdes advindas do remalhamento, acumulando uma perda total de
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Figura 5.31 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Andlise 3D. Variacdo do
volume para diferentes valores de aem¢ =1,5s
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Fonte: Autoria prépria

0,038 % apos 1,5 s de andlise, o que demonstra uma excelente conservacdo do volume por parte
da formulagao proposta.

Figura 5.32 — Fluido viscoso caindo em recipiente parcialmente cheio. Andlise 3D. Variacdo do
volume devido ao método numérico
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5.2 Exemplos de verificacao

Sao apresentados, nesta secdo, alguns exemplos de escoamentos de superficie livre com
severas distor¢des e possiveis mudancas topologicas. O PFEM € utilizado para lidar com essas
caracteristicas, e as equagdes governantes sao resolvidas por meio da formulagao do Capitulo 4.

Para todos os casos, € assumida condicdo de aderéncia nas paredes fixas e utilizado

a = 1,25 no método a-shape.

5.2.1 Sloshing de um fluido viscoso

O primeiro caso a ser estudado € o sloshing de um fluido viscoso dentro de um recipiente
quadrado. A geometria inicial do problema € mostrada na Figura 5.33, enquanto que a Tabela

5.3 traz os dados e as propriedades do fluido utilizados na andlise.

Figura 5.33 — Sloshing de um fluido viscoso. Tabela 5.3 — Sloshing de um fluido
Geometria inicial viscoso. Dados do problema
L 0,5 m
Hy, 0,35 m

Hp 0,15m

[ <\ g | 9.81m/s?
\> fluido

H, Hp 1 5,0 Pa-s
L

p | 1000,0 kg/m®

Hy,

Fonte: Autoria prépria

Primeiramente, uma analise bidimensional foi feita utilizando malhas de elementos
triangulares T3 com os seguintes comprimentos caracteristicos: h, = 0,02 m, 0,01 m e 0,005
m, das quais sdo mostradas na Figura 5.34 a de menor e maior grau de refinamento. Foram
analisados 10 s a partir da condi¢@o inicial, com At = 0,001 s e p,, = 0,9 para todas as malhas.

Na Figura 5.35 sao plotadas as distribui¢des de pressdao em diferentes instantes, obtidas
com a malha mais refinada (h. = 0,005 m), e os resultados sdo comparados com os de Franci
(2016). Nota-se uma boa representacao do comportamento do fluido e a auséncia de oscilagdes
no campo de pressao, indicando que o PSPG Lagrangiano ¢ eficaz em conjunto com o PFEM.
Também ha uma boa concordancia qualitativa em termos de amplitude e frequéncia de oscilacio
em relacdo ao trabalho de referéncia.

Pelo fato de que Franci (2016) utilizou condicdes de escorregamento, € possivel verificar
que a maior diferenca entre as respostas ocorre justamente na regido proxima as paredes
(Figura 5.35b). Devido a aderéncia e a alta viscosidade, o fluido adjacente ao contorno encontra

resisténcia para escoar, e consequentemente alguns elementos se aderem a parede. Pelo mesmo
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Figura 5.34 — Sloshing de um fluido viscoso. Andlise 2D. (a) Malha menos refinada (715
elementos e 420 nés) e (b) malha mais refinada (11636 elementos e 6065 nods)

(@) he =0,02m (b) he = 0,005 m

Fonte: Autoria prépria

motivo, o efeito da dissipagdo devido a viscosidade é menos acentuado na solucdo de referéncia,

e por consequéncia a amplitude da oscilacdo comeca a se distanciar, conforme se vé apds os 5,95

s (Figura 5.35d).
A variacao total do volume inicial, calculada como
Vsl — W
AVy(%) = %‘J - 100%, (5.8)
0

foi monitorada durante a andlise para as trés malhas, e os resultados sdo mostrados na Figura
5.36. E possivel observar uma clara convergéncia em termos de conservagio do volume ao passo
em que se refina a malha. Assim, a variacdo do volume obtida com a malha menos refinada
(he = 0,02 m) é mais expressiva devido a criacdo de elementos maiores na regido da superficie
livre, o que explica os saltos com patamares mais altos no grafico. Porém, em todos os casos
os resultados foram bastante satisfatérios, uma vez que, com a malha intermediaria (h, = 0, 01
m), ja foi possivel obter uma variacdo acumulada de aproximadamente 0,5% ao final de 10 s
de andlise. Esse valor cai para préximo de 0,16% ao usar a malha mais refinada (h. = 0,005
m). Como mencionado anteriormente, o processo de reconstrucdo da malha do PFEM tende a
ser menos invasivo em problemas onde ndo ocorre fendmenos de splash e t€m suas dindmicas
governadas quase que exclusivamente por sucessivos mecanismos de contato com o contorno
fixo e recuo da superficie livre, como € o caso de sloshings.

A andlise tridimensional foi realizada com apenas duas malhas, mostradas na Figura
5.37: a primeira tem h. = 0,01 m, com 40640 nés e 193974 elementos, ja a segunda possui
he = 0,005 m, 284874 nds e 1546788 elementos.

A evolugdo da superficie livre € plotada na Figura 5.38 para ambas as malhas, e
qualitativamente as solu¢des sdo similares aquela obtida por meio da andlise 2D. Como na
andlise tridimensional as paredes paralelas ao plano zy também possuem condicao de aderéncia,

observa-se concentra¢do maior de elementos que ficam aderidos ao contorno em comparagao
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Figura 5.35 — Sloshing de um fluido viscoso. Anélise 2D. Comparacdo da distribui¢do de pressao
da formulag@o proposta (a esquerda) com a de Franci (2016) (a direita)
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Figura 5.36 — Sloshing de um fluido viscoso. Andlise 2D. Variacao do volume inicial
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Figura 5.37 — Sloshing de um fluido viscoso. Analise 3D. Malhas utilizadas

(a) he =0,01l m (b) h, = 0,005 m

Fonte: Autoria prépria

com o problema bidimensional, sendo importante modelar o problema com uma espessura
grande o suficiente para que a influéncia dessas paredes ndo seja significativa.

Na Figura 5.39 sdo mostradas as distribui¢des de velocidade e pressdo em uma se¢do
média paralela a xy na metade da espessura para h, = 0, 005 m, onde nota-se campos estdveis e
livres de oscilagdes. O problema se torna praticamente estaciondrio em ¢ = 5, 95 s apresentado
um estado hidrostético de pressao.

A comparagdo da variagdao do volume inicial pode ser vista na Figura 5.40, e percebe-se
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Figura 5.38 — Sloshing de um fluido viscoso. Andlise 3D. Evolu¢do da superficie livre para
he = 0,01 m (superior) e h, = 0,005 (inferior)
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Fonte: Autoria prépria

Figura 5.39 — Sloshing de um fluido viscoso. Analise 3D. Distribui¢do de velocidades (superior)
e pressdes (inferior) para h, = 0,005 m
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um comportamento similar ao obtido na simula¢c@o bidimensional. Para malhas de comprimento
caracteristico similar, o ganho de volume na analise 3D foi maior, possivelmente porque o
mecanismo que mais contribui para o aumento da massa é o contato entre o fluido e o contorno
fixo, sendo a superficie de contato maior no modelo tridimensional. Entretanto, para todos os
casos, esse valor fol muito pequeno, limitando-se a 1,4% para a malha mais grosseira e 0,7%

para a mais refinada.

Figura 5.40 — Sloshing de um fluido viscoso. Andlise 3D. Variacao do volume inicial
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5.2.2 Colapso de uma coluna de dgua

Neste exemplo, o escoamento de uma coluna de 4gua que estd em repouso no instante
inicial da analise € estudado, conforme Figura 5.41. Logo em seguida, ocorre seu colapso
devido a abertura repentina da comporta. O exemplo aqui estudado € similar ao apresentado
em 4.6.3, porém a superficie livre agora € reconstruida periodicamente devido as grandes
distor¢des do dominio. Martin e Moyce (1952) e Koshizuka, Tamako e Oka (1995) reproduziram
experimentalmente este problema dentro de um recipiente fechado no qual o fluido impacta
posteriormente a sua parede direita, gerando fendmenos complexos de formagao e quebra de
ondas e a separacdo e reagrupamento de particulas.

As propriedades do fluido sdo dadas na Tabela 5.4. A anélise total compreende 1 s
apds a remogdo da comporta, sendo utilizado um passo de tempo At = 0,0001 s e ps, = 0, 5.
Comecando pela analise bidimensional, trés malhas foram usadas para verificar a convergéncia:
a mais grosseira com h, = 12,17 mm, a intermedidria com h, = 6,3 mm e por fim, a mais

refinada com h. = 3,7 mm, mostradas na Figura 5.42.
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Figura 5.41 — Colapso de uma coluna de dgua. Tabela 5.4 — Colapso de uma coluna
Geometria inicial de 4gua. Dados do problema
L 0,146 m
g 9,81 m/s?
+ fluido
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p | 1000,0 kg/m?

=
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[ |
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Fonte: Autoria prépria

Figura 5.42 — Colapso de uma coluna de dgua. Andlise 2D. (a) Malha grosseira (610 elementos e
444 nés), (b) malha intermediéria (2480 elementos ¢ 1608 nds) e (c) malha mais refinada (7700
elementos e 4005 nds)

(a) he = 12,17 mm (b) h, = 6,35 mm (¢) he = 3,75 mm

Fonte: Autoria prépria

Primeiramente foi monitorada a posi¢@o horizontal da extremidade direita da superficie
livre ao longo do tempo antes de ocorrer a colisdo com a parede do recipiente. Como no PFEM
a superficie livre ndo € definida sempre pelos mesmos noés, a tarefa de monitorar a posi¢ao
horizontal da extremidade do fluido foi realizada checando sempre o né com a maior coordenada
cartesiana horizontal que pertence a superficie livre. Na Figura 5.43 consta a evolucdo da posi¢do
com o tempo adimensional, dado por t* = ty/2g/L, sendo comparado com os resultados
experimentais de Martin e Moyce (1952) e Koshizuka, Tamako e Oka (1995) e os trabalhos
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numéricos de Cerquaglia et al. (2017a) utilizando o PFEM, Hirt e Nichols (1981) pelo método
Volume of Fluid (VOF) e os proprios Koshizuka e Oka (1996) que também simularam o problema
por meio do método Moving Particle Semi-Implicit (MPS).

Figura 5.43 — Colapso de uma coluna de dgua. Andlise 2D. Avanco horizontal da superficie livre
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Observa-se uma boa concordancia da formulacao proposta com as solu¢des numéricas
de referéncia, e como ocorreu também no exemplo 4.6.3, com uma malha pouco refinada ja é
possivel obter uma solugdo satisfatéria para o avanco da superficie livre. Entretanto, nenhuma
das formulagdes numéricas puderam representar exatamente a solu¢do experimental. H4 muitas
discussoes na literatura sobre o porqué as respostas comecam a divergir, € uma das possiveis
razdes € que, na realidade, a comporta € aberta com uma velocidade finita que nao foi monitorada,
enquanto que nas simulagdes numéricas, sua abertura se dd de forma instantanea, como os
proprios autores do experimento justificaram ao comparar os resultados utilizando o método
MPS (KOSHIZUKA; OKA, 1996). Esse processo acaba por retardar o escoamento, justificando
a evolug@o mais lenta da superficie livre mostrada no gréfico.

A variagdo do volume inicial (Equagdo (5.8)) também foi analisada, e uma comparacao
das trés malhas pode ser vista na Figura 5.44. Confirma-se que o erro na conservagao da massa é
diretamente dependente da qualidade da discretizacdo espacial. Ao final da andlise, observa-se
um ganho no volume de aproximadamente 30% para h, = 12,17 mm, e ao passo que a malha
é refinada, esse valor € significativamente reduzido a menos de 1% para h, = 3,7 mm. Os
ganhos mais significativos ocorrem apds t* = 8, momento em que as particulas que se separaram
do dominio apds a ocorréncia do fendmeno de splash retornam a massa principal do fluido.
Vale lembrar que os erros na conservagao da massa mencionados aqui ndo sao exclusivamente

advindos do processo de geracdo da malha do PFEM, e sim uma combinagao desses com os
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erros inerentes da solu¢do numérica da equacio da incompressibilidade, porém, em geral os erros
provenientes do remalhamento sdo muito mais significativos, conforme visto em 5.1.4. Tendo
em vista que este exemplo € bastante complexo e envolve muitos fendmenos que, do ponto de
vista matemadtico, podem ser dificeis de se garantir a preservac¢do do volume, o resultado obtido
foi excelente. Para efeito de comparacdo, a variagdo do volume acumulada obtida por Cerquaglia

et al. (2017a) ao final da andlise foi de 11% com uma malha de comprimento h, = 3, 7 mm.

Figura 5.44 — Colapso de uma coluna de 4gua. Analise 2D. Variacido do volume inicial para as
trés discretizagdes espaciais
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Fonte: Autoria prépria

Os campos de velocidade e press@o obtidos com a malha mais refinada (h, = 3,7 mm)
sdo exibidos na Figura 5.45 para alguns instantes. Mesmo sendo um problema que envolve
fendmenos complexos, foi possivel obter uma distribuicao estavel para a pressiao, ademais da

velocidade estar condizente com a dindmica do problema.

Figura 5.45 — Colapso de uma coluna de dgua. Andlise 2D. Distribui¢des de velocidade (a
esquerda) e pressao (a direita) para alguns instantes
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Figura 5.45 — Colapso de uma coluna de dgua. Andlise 2D. Distribui¢des de velocidade (a
esquerda) e pressao (a direita) para alguns instantes
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Duas malhas foram utilizadas na andlise tridimensional: a mais grosseira com h, = 6, 3
mm, 45394 nés e 106341 elementos, ¢ a mais refinada tendo h, = 3, 7 mm, 159846 nés e 531884
elementos, ambas ilustradas na Figura 5.46. Os resultados obtidos para o avanco da superficie
livre foram semelhantes aos obtidos na andlise bidimensional, e portanto, também se assemelham
aos dados numéricos da literatura, conforme o grafico da Figura 5.47.

A Figura 5.48 mostra uma comparacao qualitativa entre o experimento realizado por
Koshizuka e Oka (1996) e a resposta obtida para h, = 3,7 mm. A dgua inicialmente em repouso
comeca a escoar sobre a superficie horizontal, conforme a Figura 5.48a, até que o jato resultante

colida com a parede direita por volta de 0,3 s e comeca a subir (Figura 5.48b). Gradativamente
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Figura 5.46 — Colapso de uma coluna de 4gua. Andlise 3D. Malhas utilizadas

(a) he = 6,3 mm (b) he = 3,7 mm

Fonte: Autoria prépria

Figura 5.47 — Colapso de uma coluna de dgua. Anélise 3D. Avango horizontal da superficie livre
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o movimento do fluido em ascensdo comeca a perder for¢a devido a acdo da gravidade e uma
onda comeca a ser formada em 0,6 s (Figura 5.48c). Essa onda se quebra sobre o fluido no
fundo do recipiente e faz com que parte da massa se mova para a esquerda (Figura 5.48d),
consequentemente atingindo a parede esquerda do recipiente por volta de 1,0 s, como mostra a
figura 5.48e. A dindmica do problema experimental e todos os fendmenos nele observados foram
possiveis de se reproduzir com o método proposto.

Por fim, a conservacdo do volume também foi analisada para o caso 3D e seu compor-

tamento € similar ao caso bidimensional. De acordo com a Figura 5.49, tem-se um ganho de
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Figura 5.48 — Colapso de uma coluna de dgua. Anélise 3D. Comparacao qualitativa da superficie
livre do experimento de Koshizuka, Tamako e Oka (1995) (a esquerda) com a resposta obtida
utilizando h, = 3,7 mm (2 direita) para alguns instantes
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Figura 5.48 — Colapso de uma coluna de 4gua. Anélise 3D. Comparacdo qualitativa da superficie
livre do experimento de Koshizuka, Tamako e Oka (1995) (a esquerda) com a resposta obtida
utilizando h. = 3, 7 mm (a direita) para alguns instantes

(e)t=1,0s

Fonte: Autoria prépria

massa durante o avanco da superficie livre, com uma subsequente diminuicao apds a ocorréncia
do impacto e novamente um trecho ascendente por conta do retorno da massa de fluido que
havia se separado. A diferenca entre as variacdes no volume obtidas com cada malha foi menos
expressiva no caso 3D, ndo apresentando uma reducdo significativa para a malha mais refinada
principalmente durante o trecho onde o mecanismo dominante é o de reinsercao de particulas
isoladas (t* > 8).

Figura 5.49 — Colapso de uma coluna de dgua. Andlise 3D. Variacao do volume inicial para as
trés discretizagdes espaciais
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5.2.3 Colapso de uma coluna de dgua com obstdculo rigido

O terceiro exemplo refere-se ao experimento realizado também por Koshizuka, Tamako e
Oka (1995), similar ao anterior, porém com um obstaculo rigido posicionado na parte central do
tanque experimental, conforme a geometria da Figura 5.50. As dimensdes do aparato e da coluna
de 4gua, assim como as propriedades do fluido, podem ser vistos na Tabela 5.5. Este problema,
assim como o anterior, estd presente em diversos trabalhos e ha muitas solu¢des numéricas
disponiveis na literatura, como por exemplo em Greaves (2006), Andrillon e Alessandrini (2004),
Franci (2016), Issakhov, Zhandaulet e Nogaeva (2018) e Hinsch et al. (2014).

Figura 5.50 — Colapso de uma coluna de 4dgua Tabela 5.5 — Colapso de uma coluna
com obstaculo rigido. Geometria inicial de dgua com obstaculo rigido. Dados
do problema

0,146 m
0,024 m
0,048 m
9,81 m/s?
fluido
0,001 Pa-s
1000,0 kg/m?

© IO~

=

s

Fonte: Autoria prépria

A duragdo do problema é de 1 s apds a abertura da comporta, e foi simulado com
um passo de tempo At = 0,0001 s. As malhas utilizadas para as andlises 2D e 3D possuem
comprimento caracteristico i, = 3 mm, 6080 nés e 10884 elementos para o caso bidimensional
e 283692 nods, 996110 elementos para o modelo tridimensional. A solucdo tridimensional é
comparada com as fotos do experimento de Koshizuka, Tamako e Oka (1995), e observando a
Figura 5.51, nota-se que o método aqui desenvolvido representou adequadamente 0 movimento
do fluido e o formato da superficie livre até o0 momento em que a onda atinge a parede direita do
tanque. A pressdo no sensor A posicionado na parte central do obsticulo, conforme indicado na
Figura 5.50, foi monitorada e pode ser vista na Figura 5.52.

Passados 0,1 s da abertura da comporta, o extremo direito da coluna de dgua ainda ndo
atingiu o obstdculo na simulagdo, enquanto que no experimento € possivel notar uma fina camada
de fluido adjacente ao fundo do tanque tendo seu movimento impedido pelo anteparo (Figura
5.51a). Apés 0,2 s, o escoamento tem seu movimento perturbado por conta do obstéculo, e
uma onda ascendente é formada em dire¢do a parte superior da parede direita do reservatorio.
Esse comportamento foi capturado com éxito pela formulagdo proposta, conforme visto na

Figura 5.51b, reproduzindo inclusive a formacao de goticulas devido ao espalhamento da 4dgua.
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No momento do choque, nota-se na Figura 5.52 que o sensor indica um aumento na pressao,
atingindo seu pico de aproximadamente 4500 Pa, em concordancia com as referéncias numéricas.

A superficie da onda continua se alongando em dire¢do a parede, e a partir desse
momento, nota-se que a solucao obtida comeca a divergir do experimento por conta da nio
inclusdo dos efeitos do ar. Na realidade, a por¢do de ar que ocupa o lado direito do tanque exerce
certa resisténcia sobre o jato de dgua, retardando assim a sua queda. Em ¢ =0.,4 s, vé-se na Figura
5.51d que a onda atinge a parede direita do reservatdrio, prendendo uma bolha de ar no fundo
do tanque. Devido a auséncia do ar na simulagdo, a queda do jato de d4gua é mais acelerada
em comparagdo com o experimento, e ndo € possivel representar o inicio da formacao de uma
segunda onda sobre o obstaculo. Por conta disso, o segundo pico de pressao que ocorre aos 0,34
s, presente nos resultados de Issakhov, Zhandaulet e Nogaeva (2018) e Hinsch et al. (2014),
também ndo € capturado. Aos 0,5 s, a onda continua a cair por efeito da gravidade apds o contato
com a parede, e observa-se mais nitidamente o desenvolvimento do segundo jato de 4gua. Em
contrapartida, na resposta numérica obtida a dgua praticamente ja preencheu o lado direito do
tanque, e a defini¢do dos dois jatos de dgua ndo € corretamente representada (Figura 5.51e).

Na Figura 5.53 verifica-se a semelhanca entre as solugdes 2D e 3D para alguns instantes.
A resposta da andlise bidimensional, ilustrada em azul, € superposta a um corte longitudinal
feito na metade da espessura do modelo tridimensional, representado em verde. Nota-se que
ambas as andlises resultaram-se muito proximas e representam de forma adequada a dindmica

do problema e o formato da superficie livre apds a colisdo com o obstaculo.
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Figura 5.51 — Colapso de uma coluna de d4gua com obstaculo rigido. Comparagao qualitativa da
superficie livre do experimento de Koshizuka, Tamako e Oka (1995) (a esquerda) com a solugdo
3D obtida (a direita) para alguns instantes
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Fonte: Autoria prépria
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Figura 5.51 — Colapso de uma coluna de 4gua com obstéaculo rigido. Comparacao qualitativa da
superficie livre do experimento de Koshizuka, Tamako e Oka (1995) (a esquerda) com a solugdo
3D obtida (a direita) para alguns instantes

e)t=0,5s

Fonte: Autoria prépria

Figura 5.52 — Colapso de uma coluna de d4gua com obsticulo rigido. Variagdao do volume inicial
para as trés discretizagdes espaciais
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Figura 5.53 — Colapso de uma coluna de d4gua com obstaculo rigido. Comparacdo da andlise
bidimensional (azul) com a resposta tridimensional (verde) em alguns instantes
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Fonte: Autoria prépria
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CAPITULO

FORMULACAO UNIFICADA PARA
PROBLEMAS DE INTERACAO
FLUIDO-ESTRUTURA

Este capitulo é dedicado a andlise de problemas de interacdo fluido-estrutura. Nos
Capitulos anteriores, a formulag@o unificada posicional € utilizada para simular escoamentos
incompressiveis de superficie livre e s6lidos deforméveis separadamente. A seguir, ¢ mostrado
que para simular problemas acoplados com a formula¢ao proposta é necessario um minimo de
implementagdo adicional.

Nos esquemas particionados, os meios fisicos sdo resolvidos separadamente, e ndo
necessariamente utilizando o mesmo método numérico. Por conta disso, se ganha flexibilidade
e a possibilidade de utilizar cédigos ja existentes de dindmica dos fluidos e de dindmica das
estruturas, ver por exemplo Avancini (2018), Fernandes, Coda e Sanches (2019). Por outro
lado, um algoritmo que garanta o acoplamento entre os subproblemas deve ser implementado,
e geralmente se baseia na troca de condicdes de contorno Dirichlet-Neumann dentro de um
processo iterativo. Assim, a qualidade do acoplamento fica sujeita a tolerancia estipulada nesse
processo iterativo e ao nimero de iteragdes realizada. Além disso, problemas de convergéncia e
estabilidade podem ocorrer em problemas ditos fortemente acoplados, especialmente quando
a massa especifica do s6lido € proxima a massa especifica do fluido (CAUSIN; GERBEAU;
NOBILE, 2005; ZHANG; HISADA, 2004; DEGROOTE et al., 2008).

Neste trabalho, o acoplamento € realizado de forma monolitica, e as implementacdes
necessarias para executar essa tarefa serdo destacadas. Nesse tipo de acoplamento, os subpro-
blemas sdo resolvidos em um mesmo sistema e naturalmente um acoplamento forte entre os

meios € garantido, evitando problemas como os de instabilidade por efeito de massa adicionada.
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Pelo fato de ndo ser necessdrio a utilizacdo de um processo iterativo externo para realizar a
transferéncia das condi¢cdes de contorno na interface, esse esquema ndo introduz erros adicionais
e € muito robusto. O preco computacional que se paga € a resoluc@o de um sistema linear maior
que contém as varidveis de ambos os dominios.

A formulacao unificada compartilha das mesmas caracteristicas para os fluidos e para
os solidos, o que torna atrativa a utilizagdo do esquema monolitico. A descri¢do Lagrangiana
¢ utilizada para descrever o movimento dos dois dominios. As varidveis principais sao as
mesmas, posi¢des (e pressdo para os fluidos incompressiveis), e a integragdo temporal € feita
pelo integrador implicito a-generalizado em ambos os casos. As diferengas estdo presentes
apenas nos modelos constitutivos de cada material.

Logo, o procedimento de resolver o problema acoplado se resume a resolver um problema
em que partes do dominio possuem materiais diferentes. Desse modo, para simular o problema
acoplado, basta calcular as contribui¢des dos elementos de fluido e de sélido para os nés da
interface e montar adequadamente a matriz global.

Outra vantagem de se utilizar o PFEM € que o contato entre o fluido e a estrutura é
automaticamente detectado durante o procedimento de geracdo da malha do fluido. Isso permite
de forma direta a simulag@o de problemas em que o s6lido ndo se encontra inicialmente submerso
ou venha a emergir parcial ou totalmente do fluido em algum momento durante a andalise. Para
1ss0, € necessario que as malhas dos dois dominios sejam conformes na interface fluido-estrutura.

Ao final deste capitulo, vérios exemplos de interacao fluido-estrutura sao apresentados, e
a formulagdo proposta € verificada e validada por meio da comparacido com os dados presentes

na literatura.

6.1 Algoritmo para interacao fluido-estrutura

O algoritmo que permite a simulagdo de problemas de interacdo fluido-estrutura consiste
entdo na montagem correta da matriz global. A Figura 6.1 ilustra a interface entre os dois
materiais. Nota-se que para a por¢ao do sélido que estd em contato com o fluido, as malhas
dos dois meios fisicos compartilham os mesmos nds na interface, assim como nos métodos
de malhas conformes. Como pode ser observado na secdo 6.2, a conformidade na interface é
automaticamente garantida por conta do PFEM.

Para cada elemento, as contribui¢des sao calculadas com base na lei constitutiva do
meio fisico ao qual ele pertence e no processo de solugdo (para os sélidos, utiliza-se o processo
descrito no Capitulo 3, enquanto que os fluidos sdo analisados como no Capitulo 5). Logo,
tem-se que a contribuicao total de cada n6 € obtida somando as contribui¢des provenientes de
todos elementos dos quais esse nd € um vértice. Assim, os nds em preto (Figura 6.1) recebem
contribui¢des apenas de elementos do sélido, os nés em azul apenas de elementos do fluido,
e por fim, para os nds azuis com contorno preto, se deve somar as contribuicdes de ambos os

materiais.
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Figura 6.1 — N6s da interface fluido-estrutura

@ N6 com contribui¢des do sélido
N6 com contribuicdes do fluido

© N6 com contribui¢des do sélido e do fluido

Fonte: Autoria prépria

Para se garantir o acoplamento dos dois dominios, as condi¢cdes de compatibilidade

ry=x, € (6.1)

omy+omn, =0 (6.2)

devem ser satisfeitas na interface I'y,, em que x; € T, representam respectivamente as posi¢oes
dos nds do fluido e do sélido sobre a interface fluido-estrutura, o s € o, sdo as tensoes de Cauchy
calculadas com base nos materiais fluido e sélido, respectivamente, € n é o vetor normal a
interface, de modo que ny = —n,.

A condigdo (6.1) é automaticamente satisfeita, visto que cada particula possui um
conjunto unico de coordenadas no espago, e portanto, os graus de liberdade referentes as
posi¢des dos nds na interface sdo os mesmos para o fluido e para o sélido. Uma vez que a
formulacao para s6lidos compressiveis ndo possui a pressdo como varidvel, os nés da interface
possuem apenas um grau de liberdade referente a pressao, o qual estd associado ao dominio do
fluido.

Assim, os nés da interface recebem contribui¢do de posicao e pressao dos elementos de
fluido, e somente de posi¢do dos elementos de sélido, de forma que o sistema global pode ser

montado como:

[[F]™ [F]™ 0 L [F]™] (A ) [ Tap )
[F7™ [F" 0 L [FJ | | Apy Tef
0o 0 [S* [S]™ 0 Azg p==3 Ty . (63)
[F7™5 [FP™ O[S (R + MG [FI™ || Ay, g + T
L[F]™ [F 0 L [F1" 1 APy ) ( Ter )
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Os subscritos f, s e fsindicam que a grandeza se refere ao dominio do fluido, ao dominio do
solido ou a interface fluido-estrutura, r,, € 7. sdo respectivamente os residuos da equagdo da
conservagio da quantidade de movimento e da condi¢@o de incompressibilidade, [F] e [S] indicam
uma contribui¢do advinda de um elemento de fluido ou de sélido, e por fim, os sobrescritos e
p denotam os graus de liberdade envolvidos no operador.

Nota-se que a condi¢do (6.2) também € automaticamente satisfeita, uma vez que os
graus de liberdade de pressdo na interface estdo inseridos no residuo da equagao da conservacgao
da quantidade de movimento 7, ;. Caso fosse utilizada uma formula¢do mista também para
o0 solido, com a pressdo aparecendo como varidvel, os nds da interface passariam a ter dois
graus de liberdade distintos para a pressao, um referente a incompressibilidade dos elementos de
fluido e outro advindo da incompressibilidade dos elementos de sélido, de modo a representar

corretamente as tensoes (condicao (6.2)).

6.2 Contato e conformidade da malha

Para que o algoritmo descrito na secio anterior funcione corretamente, deve haver uma
conformidade das malhas do fluido e do sélido na interface. Isso significa que os nés da malha
do fluido devem coincidir com os nés da malha do sélido sobre esse contorno, e essa condicao
precisa ser mantida durante toda a anélise.

Como tradicionalmente ocorre no Método dos Elementos Finitos, embora os nés do
sOlido se movimentem, a malha de elementos permanece a mesma. Por outro lado, no fluido, com
o uso do PFEM, a conectividade dos elementos € constantemente alterada, com novos elementos
sendo criados e outros sendo removidos. Por conta disso, a conformidade das malhas estd muito
mais relacionada com a capacidade da malha do fluido de se adaptar a deformagdo da interface,
do que o contrério.

Gragas a capacidade do PFEM de detectar automaticamente os contornos durante o
processo de geracdo da malha, a conformidade sempre € garantida na interface. Isso ocorre de
forma analoga ao contato entre o fluido e as paredes fixas. Na pratica, a interface € definida
como 0s nds pertencentes ao contorno do sélido que possam vir a entrar em contato com o fluido
durante a andlise. Esses n6s sdo englobados na triangulacdo de Delaunay realizada sobre as
particulas de fluido, e o contato é detectado quando o método a-shape nao eliminar os elementos
criados que contenham pelo menos um né pertencente a interface. Dessa forma, garante-se que
todos elementos de fluido que venham a ser anexados a interface possuam ao menos um né de
s6lido em comum.

A Figura 6.2 ilustra esse procedimento. Nenhum dos elementos de contato (que possuem
pelo menos um né da interface), representados em vermelho na Figura 6.2b, sio mantidos
depois de aplicar-se o a-shape, de forma que o movimento dos dois meios ocorre de maneira
independente, ou seja, o sistema linear a ser resolvido € composto por dois subsistemas

desacoplados. Ja na Figura 6.2e observa-se que algumas particulas de fluido se aproximam
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o suficiente da interface para que alguns elementos de contato sejam considerados adequados
pelo a-shape, resultando assim no contato entre os subdominios (Figura 6.2f).

Dessa forma, nenhuma implementagdo adicional € necessaria para realizar a andlise
considerando o fluido e a estrutura separados ou acoplados. Na inexisténcia de elementos
de fluidos com pelo menos um né pertencente a interface, as equacdes referentes aos graus
de liberdade da interface no sistema (6.3) automaticamente nio receberao contribui¢des dos

elementos de fluido.

Figura 6.2 — Detec¢do do contato entre fluido e estrutura

(b) Triangulacdo de Delaunay
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Fonte: Autoria prépria

Uma vez que o contato entre os meios depende da criacdo de elementos de fluido que
compartilhem nds com a estrutura, € importante que a distribuicdo dos nés do sélido na interface
seja semelhante a distribui¢do das particulas na malha do fluido. Se o contorno da estrutura for
muito mais refinado que a malha do fluido, haverd a presenga de elementos de contato distorcidos
e do tipo sharp. No caso de se adotar uma distribuicdo com uma dimensao caracteristica maior
para os nés do sélido, o problema se torna ainda mais critico, ja que as particulas de fluido

poderdo eventualmente penetrar na estrutura, comprometendo a andlise.

6.3 Exemplos de verificacao

Nesta se¢do, alguns problemas que envolvem interacdo entre fluido e estrutura sdo

utilizados para verificar a formulacdo unificada desenvolvida nos capitulos anteriores, juntamente
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com o esquema de acoplamento apresentado neste capitulo.
Com excecdo do primeiro caso do primeiro exemplo, os demais problemas estudados se
inserem no contexto de grandes deslocamentos e distor¢des, com possiveis mudancas topoldgicas

e interface que varia com o tempo. Para todos os casos utiliza-se a = 1, 25 no método a-shape.

6.3.1 Reservatorio com parede flexivel

Um reservatdrio tridimensional com uma parede flexivel e engastada na superficie inferior
€ utilizado para verificar o esquema de acoplamento. Em um primeiro momento, a estrutura
€ modelada com uma rigidez elevada, o que faz com que a resposta estacionaria do problema
possa ser associado a solucdo estdtica de uma viga submetida a um carregamento hidrostatico
(linear). Por consequéncia, as distor¢des no dominio do fluido também sdo pequenas o suficiente
para que se possa analisa-lo apenas com o MEF apresentado no Capitulo 4, sendo dispensada a
necessidade de verificar o contato entre os dominios visto que a interface permanece constante.
A Figura 6.3 traz a geometria do problema, e os dados utilizados na andlise podem ser vistos na
Tabela 6.1.

Figura 6.3 — Reservatdrio com parede flexivel. Tabela 6.1 — Reservatorio com parede
Geometria inicial flexivel. Dados do problema
l 0,1 m
h 0,08 m
t 0,012 m
T T b 0,1 m
g 9,81 m/s?
h fluido
] 7 10,0 Pa-s
p | 1000,0 kg/m?
solido
. E | 100-10° Pa
1 v 0
p | 2500 kg/m?3

b

t
Fonte: Autoria propria

A solugdo tedrica para o regime estaciondrio, dada pela teoria de Euler-Bernoulli dentro
do regime de pequenos deslocamentos, € utilizada como referéncia para validar os resultados. A
deflexdo horizontal do topo da viga é dada pela seguinte expressao:

Pmazb [h4 h3]
V= s

o %—1—(1—}0% (6.4)

em que D,q, € a pressdo hidrostdtica mdxima na base da viga, calculada como py,q, = prghe I

a inércia da secdo transversal da viga. Para os valores utilizados aqui, tem-se ;.. = 784, 8 Pa,
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I=1,44-10"%m*ev = 0,097664 mm.

Trés discretizagdes diferentes sdo utilizadas: a primeira com comprimento caracteristico
dos elementos h, = 6,0 mm, 14832 tetraedros lineares e 3228 n6s para o fluido e 1739 tetraedros
lineares e 647 nds para o sélido, a segunda conta com h, = 4,0 mm, 54425 tetraedros lineares
e 10706 nds para o fluido e 6263 tetraedros lineares e 1885 nds para o solido. Ja a terceira
malha possui h, = 2,0 mm, resultando em 430399 tetraedros lineares e 76623 nds para o fluido
enquanto que no sélido sdo utilizados 40654 tetraedros lineares e 9820 nds. A duragdo total da
andlise é de 1,0 s, com incremento At = 0,001 s e p,, = 0,9.

Devido a a¢do da pressao hidrostética, a estrutura comeca a vibrar e gradativamente
tem seu movimento amortecido por conta da alta viscosidade do fluido, sendo esperado que,
em regime estaciondrio, a configuracdao deformada se aproxime da solugdo tedrica estética. Na
Figura 6.4 € mostrado o deslocamento do n6 superior esquerdo (visto da por¢do positiva de z3)
da estrutura em z3 = 0, 0 ao longo do tempo, observando-se que, a medida que se refina a malha,
a resposta converge para a resposta estdtica analitica. O campo de pressdo do fluido e as tensdes

no sélido ao final da analise sdo exibidos na Figura 6.5 no plano médio x3 = 0, 0.

Figura 6.4 — Reservatorio com parede flexivel em pequenos deslocamentos. Deslocamento do n6
superior esquerdo da estrutura ao longo do tempo

0.00025 ‘
he = 6 mm
he =4mm ——
he =2mm ——
0.0002 | Analytical solution - = = | |
0.00015

0.0001 gt M‘M
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Horizontal Displacement [m

5

=510
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time [s]

Fonte: Autoria prépria

A segunda parte da andlise consiste em atribuir uma rigidez menor a estrutura, de modo
que a amplitude de vibragdo seja grande o suficiente para induzir a formag¢do de ondas no
reservatério. Conforme Zhu e Scott (2017), foi adotado médulo de elasticidade £ = 1,0 - 10°
Pa e viscosidade ;1 = 0,1 Pa-s, enquanto que os outros parametros permanecem 0OS mMesmos.
Nessa etapa, as distor¢cdes no dominio do fluido e a altura varidvel da superficie livre na interface

tornam invidvel a utilizacdo do MEF cléssico, sendo necessario o uso do PFEM. A Figura 6.6
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Figura 6.5 — Reservatorio com parede flexivel em pequenos deslocamentos. Campo de pressao
do fluido e tensao na estrutura ao final da andlise (t = 1,0 s)
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Fonte: Autoria prépria

traz a deformada da estrutura e a posi¢do da superficie livre para alguns instantes utilizando
a malha mais refinada com h, = 2,0 mm. A medida que a parede se deforma, observa-se a
formacdo de ondas no reservatério, o que d4 inicio ao fendmeno de sloshing do fluido.

Analisando o deslocamento horizontal do topo da parede ao longo do tempo, visto na
Figura 6.7, nota-se que as ondas formadas no reservatdrio induzem altas frequéncias de vibragao
na estrutura que nao estavam presentes no primeiro caso em que a parede era mais rigida e os
deslocamentos menores.

Pela viscosidade ser menor que no caso anterior, ja era esperado que 0 movimento se
tornasse menos amortecido, e diferente do que se observa no caso da parede mais rigida, nao se
atinge o regime estaciondrio ap6s 1.0 s de andlise. A resposta obtida com a presente formulagao se
assemelha aos resultados descritos em Zhu e Scott (2017) e Meduri, Cremonesi e Perego (2017).
Ambas as referéncias utilizaram uma formulagdo do PFEM baseada em velocidades e modelaram
o problema utilizando elementos bidimensionais triangulares para o fluido e elementos de portico
para a estrutura. A diferenca consiste na integracao temporal e na forma como as equagdes
sdo resolvidas. Enquanto Zhu e Scott (2017) utilizam o método Fractional Step para resolver
as equacoes acopladas de forma monolitica, Meduri, Cremonesi e Perego (2017) utilizam um
integrador explicito para resolver de forma particionada o problema acoplado. Isso possivelmente
explica a pequena diferenga na amplitude e na frequéncia de vibracdo entre a resposta obtida com
a formulacao unificada baseada em posicdes e as referéncias. Ademais, observa-se a auséncia
da influéncia de altas frequéncias na resposta de Zhu e Scott (2017), muito provavelmente pelo
Fractional Step ser um método notoriamente dissipativo, que resulta em campos suaves de
pressdo porém induz perdas significativas de massa durante o processo de célculo (IDELSOHN;
ONATE, 2010; RYZHAKOV et al., 2012).
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Figura 6.6 — Reservatério com parede flexivel em grandes deslocamentos. Deformada da estrutura
e posicdo da superficie livre

(at=0.1s (b)yt=02s

Fonte: Autoria prépria

6.3.2 Cilindro afundando em um fluido viscoso

Neste exemplo, um cilindro de didmetro 2a afunda, por a¢@o da gravidade, em um tanque
de largura 2[ preenchido com um fluido viscoso e aberto em sua extremidade superior, conforme
a Figura 6.8. O cilindro tem seu movimento paralelo as paredes do tanque, e sua velocidade vai
aumentando ao longo do tempo até atingir um valor limite. Para o caso em que o cilindro possa
ser considerado rigido e as paredes lisas, essa velocidade pode ser comparada a solugao tedrica
dada por Happel e Brenner (2012):

i = (P pr)ga” [ln (f) —0,9157 + 1, 7244 (9)2 —1,7302 (9)4] . (65)
4p a [ l

Utilizando os dados da Tabela 6.2, tem-se para o caso estudado aqui:
ZToo = 0,0365 m/s. (6.6)

Além da solucgdo tedrica disponivel, diversos pesquisadores estudaram este exemplo por

meio de métodos numéricos, como pode ser visto em Gil et al. (2010), Wang e Liu (2004) e



172 Capitulo 6. Formulagdo Unificada para problemas de Interagdo Fluido-Estrutura

Figura 6.7 — Reservatério com parede flexivel em grandes deslocamentos. Deslocamento do n6
superior esquerdo da estrutura ao longo do tempo
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Fonte: Autoria propria
Figura 6.8 — Cilindro afundando em um fluido Tabela 6.2 — Cilindro afundando em
viscoso. Geometria inicial um fluido viscoso. Dados do problema
a 0,0025 m
l 0,02 m
g 9,81 m/s?
fluido
7 0,1 Pa-s
sélido
E 10" GPa
v 0,35
p | 1200 kg/m3

Fonte: Autoria prépria

Franci (2016). Alguns trabalhos anteriores também sugerem que a solugdo tedrica de Happel
e Brenner (2012) ndo se aplica a fluidos com baixa viscosidade e sdo vélidas para algumas
combinagdes de a e [.

Aqui, o cilindro € modelado por meio da formulagdo bidimensional descrita no Capitulo

3 mas utilizando um valor alto para o médulo de elasticidade, como em Franci (2016), fazendo
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com que esse problema se caracterize como interacao fluido-estrutura. A andlise de convergéncia
foi realizada com cinco diferentes niveis de discretiza¢do: h, = 0,0015 m, h, = 0,0012 m,
he = 0,0009 m, h, = 0,0006 m e h, = 0,0003 m, das quais as malhas menos e mais refinada
sdo mostradas na Figura 6.9. A simulacdo tem uma duracdo de 1,2 s, e para todos os casos
adotou-se At = 0,001 s com p,, = 0,9.

Figura 6.9 — Cilindro atundando em um fluido viscoso. Malhas de menor e maior grau de
refinamento

(a) he = 0,0015 m, com 3246 elementos e 1707 nés para o fluido e 18 elementos
lineares e 15 nés para o cilindro

(b) he = 0,0003 m, com 81276 elementos e 41063 nds para o fluido e 518 elementos
lineares e 286 nds para o cilindro

Fonte: Autoria prépria

A comparagao da velocidade final obtida com cada uma das malhas pode ser vista na

Figura 6.10. Com h, = 0,0003 m, foi obtida uma velocidade final =, = 0, 0336 m/s, exatamente
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igual aquela do trabalho de Franci (2016) para as mesmas condi¢cdes de ndo escorregamento nas

paredes.

Figura 6.10 — Cilindro afundando em um fluido viscoso. Malhas de menor e maior grau de

refinamento
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Fonte: Autoria prépria

Por fim, sdo apresentados nas Figuras 6.11-6.12 os campos de velocidade e pressdo
do fluido para alguns instantes da andlise obtidos com a malha mais refinada. Nota-se que o
movimento do cilindro ndo influencia na distribuicao de pressao que permanece praticamente

hidrostatica.

6.3.3 Colapso de barragem sobre anteparo eldstico

Proposto inicialmente por Walhorn et al. (2005), este problema consiste em uma coluna
de 4dgua que, logo apds o inicio da andlise, se colapsa devido a remocao instantanea da comporta.
O fluido, inicialmente em repouso, comeca entdo a escoar sob acdo da gravidade e atinge um
anteparo eldstico. Devido ao impacto e a formagdo de ondas, a estrutura comeca a oscilar e
interagir com o escoamento. A geometria inicial se encontra detalhada na Figura 6.13, enquanto
que constam na Tabela 6.3 os dados e propriedades dos materiais.

Em todas as paredes sdo consideradas condi¢des de aderéncia, de modo que as compo-
nentes normal e tangencial do deslocamento sejam nulas. Também € considerada condicao de
aderéncia na interface fluido-estrutura, assim, os deslocamentos em ambas direcdes sdo iguais
nos dois dominios. A convergéncia espacial foi analisada no modelo bidimensional variando-se
o nimero de elementos que discretizam a espessura do anteparo. No primeiro caso, a espessura

foi dividida em dois elementos, resultando em um comprimento caracteristico da malha h, = 6
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Figura 6.11 — Cilindro afundando em um fluido viscoso. Distribui¢do de velocidades
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Fonte: Autoria prépria

mm, 1673 néds, 2706 elementos para o fluido e 60 nds, 86 elementos para o sélido. A malha

intermedidria divide a espessura do anteparo em trés elementos, resultando em h, = 4 mm, 3560

noés, 6154 elementos para o fluido e 110 n6s, 170 elementos para o s6lido. A malha mais refinada,

por sua vez, utiliza quatro elementos ao longo da espessura do anteparo, contando com 6083 nos,
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Figura 6.12 — Cilindro afundando em um fluido viscoso. Distribuicao de velocidades
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Fonte: Autoria prépria

10886 elementos para o fluido, e 170 nds, 276 elementos para a estrutura, totalizando h, = 3

mm. A simula¢do é realizada considerando o primeiro 1 s ap6s a abertura da comporta, com
At = 0,0001 s.

Foi monitorado o deslocamento horizontal do n6 superior esquerdo da estrutura, € os
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Figura 6.13 — Colapso de barragem sobre Tabela 6.3 — Colapso de barragem
anteparo elastico. Geometria inicial sobre anteparo eldstico. Dados do
problema
< L 0,146 m
D 0,012 m
H 0,08 m
2L g 9.81 m/s?
fluido
1 0,001 Pa-s
p | 1000,0 kg/m?
7 solido
ﬁ E 10% Pa
Fonte: Autoria prépria v 0
p | 2500 kg/m?

resultados obtidos com as diferentes malhas podem ser vistos na Figura 6.14 junto com a resposta

de Franci et al. (2020). A primeira parte do problema, compreendida entre o inicio do escoamento

e a primeira oscilacdo da estrutura, € mais facil de ser analisada numericamente e as trés malhas

foram capazes de representar o comportamento da estrutura com exce¢ao do deslocamento

méximo. Devido ao baixo nimero de elementos na malha mais grosseira, a flexibilidade da

estrutura discretizada € menor e o deslocamento maximo que se observa € inferior aos demais,

como j esperado. Para a malha com h, = 3 mm, obtém-se um deslocamento maximo de 0,048

m, valor muito préximo da referéncia (FRANCI et al., 2020).

Figura 6.14 — Colapso de barragem sobre anteparo eldstico. Andlise 2D. Convergéncia do
deslocamento horizontal do né superior esquerdo da estrutura
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Fonte: Autoria prépria
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O segundo trecho do problema é mais complicado de se estudar a convergéncia do PFEM,
uma vez que compreende uma série de fatores que influenciam drasticamente a resposta final.
Como exemplo, tem-se que a flexibilidade da estrutura influencia ndo somente no deslocamento
maximo, como também na formagao da onda responsavel pelo segundo impacto na estrutura.
Quanto menos a estrutura se desloca, maior serdo a altura e a componente tangencial da
velocidade do impacto do jato de dgua na parede direita do tanque, atrasando a formacao
ondas seguintes. Outro ponto importante de ser mencionado € que o impacto ocasiona um
espalhamento de particulas isoladas que ao retornarem ao dominio podem aumentar a massa
de fluido de um dos lados do anteparo, possivelmente ocasionando um amortecimento em sua
oscilacdo. Por conta desses fatores, nota-se na Figura 6.15 que o comportamento da estrutura
pOs impacto pode variar em termos de amplitude e frequéncia. Nas respostas de Idelsohn et al.
(2008), Meduri et al. (2018), Cerquaglia et al. (2019) e Zhu e Scott (2014), a estrutura apresenta
uma unica oscilagdo completa, enquanto que em Walhorn et al. (2005), embora os dados estejam
disponiveis até 0,85 s, é possivel ver que a frequéncia de vibracao é maior e o anteparo oscila
mais de duas vezes. Ja na solugdo de Franci et al. (2020) nota-se a presenca de modos mistos
de vibragdo devido as altas frequéncias, assim como nas respostas obtidas com a formulac¢ao
proposta.

Figura 6.15 — Colapso de barragem sobre anteparo eléstico. Andlise 2D. Deslocamento horizontal
da estrutura com a malha mais refinada comparado com dados da literatura
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Fonte: Autoria prépria

A Figura 6.16 mostra a configuracdo do fluido e a tensdo no sélido deformado para
diferentes instantes, obtidos com a malha mais refinada. Qualitativamente, os resultados sao

satisfatdrios, sendo possivel capturar os fendmenos complexos que estdo envolvidos neste
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problema, como o impacto do fluido contra a estrutura, sua vibragdo com grandes amplitudes, a

formacdo de ondas e os sucessivos splashes.

Figura 6.16 — Colapso de barragem sobre anteparo elédstico. Andlise 2D. Forma da superficie
livre e tensdes na estrutura para alguns instantes
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Fonte: Autoria prépria

A andlise 3D foi realizada com uma tnica malha de comprimento caracteristico h, = 4

mm, em que o fluido contém 137866 nés e 495855 elementos, e o sélido possui 2406 nés e 8791
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elementos. Na Figura 6.17 sdo mostradas a evolugdo da superficie livre do fluido e a estrutura

deformada em diferentes instantes.

Figura 6.17 — Colapso de barragem sobre anteparo eldstico. Anélise 3D. Forma da superficie
livre e tensdes na estrutura para alguns instantes
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Fonte: Autoria prépria

O deslocamento horizontal do topo do anteparo eldstico em seu plano médio também foi
monitorado no modelo tridimensional e seu resultado € confrontado com a solu¢do bidimensional
de discretizag¢ao semelhante na Figura 6.18. A solu¢do tridimensional, embora apresenta algumas
diferencas com as soluc¢des 2D, também € capaz de representar adequadamente o comportamento
esperado da estrutura, e se assemelha a solu¢do 3D disponivel em Meduri, Cremonesi e Perego
(2018). Essas discrepancias se devem ao fato do fluido também apresentar a componente
transversal de velocidade, que principalmente apds o impacto, pode gerar efeitos ndao previstos
no modelo bidimensional. Ainda, o efeito da aderéncia nas paredes paralelas ao eixo z também
podem influenciar no escoamento, e consequentemente, no deslocamento da estrutura. Por

conta disso, a amplitude da segunda vibracdo € menor no modelo 3D para um mesmo grau



6.3. Exemplos de verifica¢do 181

de refinamento, caracteristica também presente nos resultados de Meduri, Cremonesi e Perego
(2018).

Figura 6.18 — Colapso de barragem sobre anteparo eléstico. Andlise 3D. Deslocamento horizontal
da estrutura em seu plano médio
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Fonte: Autoria prépria

6.3.4 Colapso de barragem sobre membrana esbelta

O problema da Figura 6.19 € similar ao anterior, porém o anteparo eléstico se trata agora
de uma membrana esbelta e altamente flexivel. O problema foi estudado experimentalmente
e numericamente por Liao, Hu e Sueyoshi (2015) para diferentes alturas da coluna de dgua,
entretanto, apenas o caso da coluna mais alta serd analisado aqui. Os valores e parametros utili-
zados na simulagdo podem ser encontrados na Tabela 6.4. Uma vez que hd dados experimentais
disponiveis na literatura, este exemplo foi estudado numericamente por diversos pesquisadores,
em sua grande maioria empregando os métodos SPH e MPS. Nao hd ainda trabalhos disponiveis
em que se estudou tal problema com o PFEM, e portanto, espera-se que este trabalho possa
contribuir com a disseminagao do método e sua aplicabilidade.

Uma malha com comprimento caracteristico h. = 2 mm foi utilizada, resultando em
24253 nds e 46324 elementos no dominio do fluido e a estrutura discretizada em 144 nés e
186 elementos. A simulacdo compreende 1 s, sendo que o incremento de tempo empregado €
At = 0,0001 s. O efeito da abertura da comporta sobre a coluna de dgua € desprezado num
primeiro momento, € o deslocamento horizontal da membrana em um sensor posicionado a 0,875
m de altura € monitorado. A Figura 6.20 traz uma comparagao entre a solu¢cdo obtida com a

formulacdo proposta e as referéncias experimental e numéricas. Embora a amplitude da primeira
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Figura 6.19 — Colapso de barragem sobre Tabela 6.4 — Colapso de barragem sobre

membrana esbelta. Geometria inicial membrana esbelta. Dados do problema
L 0,2 m
_ H 0,4 m
b 0,004 m
h 0,09 m
H g 9,81 m/s?
A fluido
0 0,00089 Pa-s
a — " p | 1000,0 kg/m?
= I ! solido
Fonte: Autoria prépria E 3,-10" Pa
v 0,495
p | 1161,54 kg/m?

oscilacdo da membrana se assemelha com as referéncias, € possivel notar duas discrepancias
entre as respostas: a nitida diferenca de fase na primeira oscila¢ao e a ocorréncia de um retorno

acentuado da membrana apds 0,4 s, fato este que ndo € observado na resposta experimental.

Figura 6.20 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Andlise sem a consideracdo da
comporta. Deslocamento horizontal da estrutura medido a uma altura de 0,875 m
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Fonte: Autoria prépria

A diferenca entre 0 momento em que ocorre o primeiro impacto do fluido na membrana
se deve a hipétese considerada na andlise preliminar de que a abertura da comporta ocorre de
forma instantanea, quando na verdade ela ocorre gradativamente. Liao, Hu e Sueyoshi (2015)

monitoraram a posi¢do inferior da comporta ao longo do tempo, e extrapolando esses dados,



6.3. Exemplos de verifica¢do 183

Figura 6.21 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Comparacao da posicao inferior da
comporta ao longo do tempo entre a medida experimental e a aproximacao utilizada nesta anélise
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Fonte: Autoria propria

obtém se uma curva (Figura 6.21) que melhor descreve tal movimento, dada pela equagao
x(t) = —275, 841> + 72,1814 + 0, 0326t, (6.7)

em que z(t) define a posi¢do do vértice inferior da comporta e ¢ o instante da anlise.

A fim de melhorar a precisdo da simulagdo, o movimento da comporta € introduzido
por meio da imposi¢do da posicdo atual dos nos da comporta de acordo com a Equagdo (6.7).
Pelo fato desta formulagdo ser baseada em posicdes, elimina-se a necessidade de calcular a
velocidade associada ao deslocamento da comporta, tornando o processo direto € sem erros
de aproximacdo (além daqueles inerentes da extrapolac@o). Pode-se observar na Figura 6.22
que a consideragdo da abertura da comporta melhora significativamente a representacdo do
experimento e praticamente elimina a diferenca de fase vista anteriormente. Também observa-se
na Figura 6.23 a diferenca da deformada da estrutura nos instantes que sucedem o impacto.

A segunda discrepancia comentada anteriormente se trata do aparecimento de um
movimento contrdrio da estrutura apés 0,4 s do inicio da anélise, e esse comportamento também
¢é presenciado ao incluir-se a abertura da comporta no modelo numérico. Isso se dd devido a
formacao de uma segunda onda apds o jato de dgua colidir com a parede direita do tanque,
fazendo com que a estrutura se desloque para a esquerda. Tal fendmeno nao é observado no
experimento por conta do efeito que o ar exerce sobre o jato de dgua apds o impacto. Na realidade,
a por¢do de ar que fica presa entre o fundo do tanque e o jato de 4gua impede que essa onda,
presenciada na solu¢do numérica, se forme e exerc¢a pressao do lado direito da estrutura (Figura

6.24a). Os resultados numéricos de Sun, Touzé e Zhang (2019) com o método SPH, presentes
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Figura 6.22 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Anélise considerando o movimento
da comporta. Deslocamento horizontal da estrutura medido a uma altura de 0,875 m
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Fonte: Autoria prépria

Figura 6.23 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Deformada da estrutura. Resposta
experimental (a esquerda), com a comporta (ao centro) e sem a comporta (a direita)

(@)t=0,25s
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Fonte: Autoria prépria

na Figura 6.22, comprovam tal afirmac¢@o, uma vez que na auséncia do ar, os autores obtiveram
um resultado semelhante ao apresentado aqui, enquanto que para o modelo multifdsico, um
comportamento similar ao observado no experimento foi obtido. Como escoamentos multifdsicos

ndo se incluem no escopo deste trabalho, conclui-se que foi possivel prever satisfatoriamente o
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Figura 6.23 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Deformada da estrutura. Resposta
experimental (a esquerda), com a comporta (ao centro) e sem a comporta (a direita)
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Fonte: Autoria prépria

deslocamento da estrutura durante a primeira metade do problema. A Figura 6.24 mostra uma
comparacdo da superficie livre e da deformada da estrutura para os instantes seguintes.

O caso tridimensional foi simulado utilizando uma tnica malha com elementos de
comprimento caracteristico h, = 4 mm, totalizando 1200000 elementos e 275000 nés para o
fluido e 7400 tetraedros, 2500 nds para a estrutura. A configuragdo do fluido juntamente com a

estrutura deformada sao apresentadas para diferentes instantes na Figura 6.25.
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Figura 6.24 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Resposta experimental (2 esquerda),
com a comporta (ao centro) e sem a comporta (2 direita)
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Fonte: Autoria prépria

6.3.5 Impacto vertical de uma esfera em um recipiente com dgua

Aristoff et al. (2010) realizaram um experimento para analisar a queda de esferas solidas
em um recipiente com dgua. Foi utilizado um aparato conforme mostrado na Figura 6.26, em
que as esferas eram mantidas sobre um fundo falso, o qual se abria e as lancavam em queda
livre até o recipiente. O experimento foi conduzido com esferas de diferentes materiais € com
um diadmetro fixo de 1 polegada, as quais foram soltas de vérias alturas até que fosse possivel
observar a formacao de uma cavidade de ar apds o impacto e a ocorréncia do fendmeno pinch-off,

que de uma forma simples, pode ser entendido como a unido entre a interface 4gua-ar de modo
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Figura 6.25 — Colapso de barragem sobre membrana esbelta. Andlise 3D. Configuragdo do fluido
e estrutura deformada para alguns instantes
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que a cavidade seja dividida em duas. Todos os dados podem ser vistos na Tabela 6.5.

Figura 6.26 — Impacto vertical de uma es- Tabela 6.5 — Impacto vertical de uma esfera
fera em um recipiente com dgua. Geometria em um recipiente com agua. Dados do
inicial problema
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Fonte: Autoria prépria
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O tanque utilizado no experimento possui dimensdes 30x50x60 cm?, 0 que é muito maior
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do que a dimensio da esfera. Assumindo que o impacto praticamente nao influencia o escoamento
do fluido préximo as paredes do reservatorio e buscando-se reduzir o custo computacional, a
simula¢io foi realizada com um tanque de apenas 15x15x20 cm?®. Nesta se¢io se estuda apenas
o caso da esfera de Nylon, cuja razdo entre sua densidade e a da dgua € de 1, 14. Na auséncia dos
valores da viscosidade do fluido e das propriedades mecanicas do sélido usados no experimento,
foram adotados os mesmos valores que em Baiges (2010).

A esfera é mantida a uma altura de 24 cm, e sua velocidade em queda livre pode ser
aproximada por &(t) = \/QgT(t) . Assim, no momento em que sua extremidade inferior toca a
superficie da dgua, Aristoff et al. (2010) mediram uma velocidade de impacto igual a © = 2,17
m/s. Essa configuragdo, juntamente com a velocidade calculada e a aceleragcao da gravidade sdo
utilizadas como condicdo inicial para todos os nés que discretizam a esfera.

Para se obter resultados satisfatorios, esse problema demanda uma malha bastante
refinada, e por isso, o dominio do fluido foi discretizado em aproximadamente 1539204
elementos, 263250 nds, enquanto que o s6lido possui 1191 nds e 5261 elementos. O problema é
analisado durante 0,85 s, utilizando um incremento de tempo At = 0, 0001 s.

A profundidade da esfera, tomando como referéncia seu centrdide, € monitorada, e uma
comparacao com os dados disponiveis do experimento e da solu¢do numérica de Baiges (2010)
pode ser vista na Figura 6.27. Considera-se para esse propodsito que ¢ = 0 € o instante em que o

centroide da esfera ultrapassa a linha da superficie livre do fluido.

Figura 6.27 — Impacto vertical de uma esfera em um recipiente com 4gua. Profundidade do
centréide da esfera ao longo do tempo
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Nota-se um comportamento semelhante entre as curvas de evolucao da profundidade da

esfera apds o impacto com a dgua, entretanto, essa evolucao se dd de forma mais lenta na resposta
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obtida com a formulagdo proposta, que se mostrou bastante semelhante a referéncia numérica
com uma discretizagdo mais grosseira, (aproximadamente 514000 elementos). O fato de Baiges
(2010) ter obtido uma solug@o mais proxima a curva medida no experimento refinando-se a malha
para 2500000 elementos indica que a discretizacdo utilizada aqui nao € fina o suficiente para
representar os efeitos localizados que ocorrem préximos a interface esfera-dgua. No experimento,
as esferas sdo pintadas com uma camada de hidrofugante de modo que a aderéncia entre os meios
seja praticamente nula. Como neste trabalho nao foram implementadas técnicas adicionais que
permitam impor condi¢des de escorregamento nas paredes ou interface, ja espera-se uma reducao
na velocidade da esfera. Baiges (2010) utiliza uma formulagdo em descri¢do ALE que permite a
aplicacdo direta de tais condi¢des, além de aplicar refinamentos localizados na malha na regido
de interesse. Esses refinamentos, embora sejam possiveis de serem realizados no PFEM, ndo sdo
triviais visto que o método o — shape se baseia em um comprimento médio global da malha
para identificar os contornos do dominio. Portanto, uma solug¢do que se aproxime ainda mais
da resposta experimental demandaria um custo computacional elevado utilizando os recursos
implementados até o momento.

A Figura 6.28 traz uma comparacao qualitativa da evolucio da cavidade de ar e posi¢ao
da esfera entre o método proposto e a resposta experimental. Nota-se aqui que no presente
trabalho ndo € considerado o ar, ficando seu espacgo vazio e implicando em diferengas com os
resultados experimentais. Apds o impacto, a esfera exerce uma pressao radial na 4gua de modo
que uma cavidade comeca a se formar sobre a esfera. Essa cavidade vai se alongando conforme
a esfera afunda, suportada pelo ar que exerce uma pressio de modo 2 conter seu colapso. E
possivel notar que a cavidade presente na solugdo numérica ndo se estende para as laterais da
esfera como ocorre no experimento.

No PFEM, a cavidade ¢ identificada puramente pela remog¢ao de elementos que vao se
distorcendo no entorno da esfera. Por conta da incompressibilidade e do escorregamento relativo
na interface que ocorre na realidade, o escoamento nas laterais da esfera apresenta velocidades
horizontais que tendem a afastar a 4gua do s6lido, criando portanto um vazio nessa regido. Esse
fendmeno nao € bem representado para o nivel de discretizacao utilizado considerando condi¢do
de aderéncia na interface.

Nota-se na Figura 6.29 a presenca de uma camada considerdvel de fluido adjacente a
interface em que a velocidade horizontal se mostra préxima de zero, fazendo com que ndo haja
distorcao suficiente para que os elementos ali presentes sejam apagados. Pelo fato do ar ndo ter
sido introduzido na simulacdo e a malha nao ser fina o suficiente, o colapso da cavidade ocorre
antes em comparacao ao experimento. Apds o colapso, ocorre o fendmeno de pinch-off e uma
porcao de ar fica presa sobre a esfera, fazendo com que surjam um jato de d4gua ascendente sobre
a esfera de magnitude igual a velocidade da impacto, e outro descendente em sua parte inferior.
Embora o comportamento da cavidade nao foi corretamente representada nesta etapa, observa-se

que a resposta obtida foi capaz de identificar a formacao desses jatos de dgua (Figura 6.29d).
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Figura 6.28 — Impacto vertical de uma esfera em um recipiente com dgua. Comparacao entre o
método proposto e o experimento
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Fonte: Autoria prépria

6.3.6 Enchimento de um recipiente flexivel com um fluido altamente viscoso

Este problema consiste em uma simplificacdo bidimensional de um funil cénico que
se encontra cheio de um fluido altamente viscoso. Apds o inicio da anélise, sua extremidade
inferior € aberta, e por conta da acdo da gravidade, toda a massa de fluido cai sobre um recipiente
delgado e altamente flexivel. Devido ao impacto do fluido, uma série de fendmenos nao-lineares
ocorrem: o s6lido inicialmente sofre um grande alongamento e em seguida comega a oscilar,
fazendo com que ocorram grandes mudangas no formato da superficie livre do fluido, separagdo
de dominio, formagao e quebra de ondas e uma interacao forte entre fluido e estrutura.

A geometria do problema pode ser vista na Figura 6.30 e foi proposta primeiramente
por Cremonesi, Frangi e Perego (2010), posteriormente adaptada em Franci, Ofiate e Carbonell
(2016). Os dados utilizados na simulacdo se encontram na Tabela 6.6. Trés malhas sdo utilizadas

no estudo de dependéncia da discretizagdo: a primeira possui elementos com um comprimento
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Figura 6.29 — Impacto vertical de uma esfera em um recipiente com dgua. Campos de velocidade
horizontal (a esquerda), velocidade vertical (ao centro) e pressdo (a direita) para alguns instantes
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Fonte: Autoria prépria

he = 0,1 m e conta com 1007 elementos e 838 nds para o fluido e 568 elementos lineares e
428 nds para a estrutura, a segunda possui um comprimento caracteristico h, = 0,05 m, 7231
elementos e 4270 nds de fluido e para o sélido tem-se 2646 elementos lineares, totalizando 1613
nds, ja a terceira e mais refinada conta com h, = 0,03 m, 10612 nés, 19823 elementos para o
fluido, e 4497 nds, 7994 elementos para o sélido.

O incremento de tempo adotado € At = 0,001 s e a duracdo total da anélise é de 10 s.



192 Capitulo 6. Formulagdo Unificada para problemas de Interagdo Fluido-Estrutura

Figura 6.30 — Enchimento de um recipiente Tabela 6.6 — Enchimento de um recipiente
flexivel com um fluido altamente viscoso. flexivel com um fluido altamente viscoso.
Geometria inicial Dados do problema
| B , B 4,87 m
T b 1,3m
h h 2,5 m
t l 3,75 m
H
] mT t 0,2m
b r| 2235m
g 9,81 m/s?
: fluido
1 100,0 Pa-s
1 p | 1000,0 kg/m?
solido
r E| 2,1.10"Pa
i v 0,3
) 20 kg/m?

Fonte: Autoria propria

O deslocamento vertical do vértice inferior do recipiente eldstico € monitorado ao longo das

andlises, e uma comparac@o com as solucdes de referéncia pode ser vista na Figura 6.31.

Figura 6.31 — Enchimento de um recipiente flexivel com um fluido altamente viscoso.
Deslocamento vertical do vértice inferior do recipiente eldstico
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Fonte: Autoria prépria

As trés malhas foram capazes de representar satisfatoriamente o alongamento inicial da

estrutura devido ao impacto do fluido e o movimento de contragido que ocorre logo em seguida.
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Ap6s 3 s de andlise, todas as respostas comecam a apresentar divergéncias quanto a frequéncia
de oscilacao e amplitude do movimento, visto que fendmenos que sio sensiveis ao refinamento
da malha, a escolha do pardmetro do a-shape, e a conservacdo do volume, passam a ser mais
influentes que a forca da gravidade.

Todas as referéncias utilizadas neste exemplo apresentam diferentes formulacdes do
PFEM e diferentes técnicas de acoplamento. Em Franci (2021), o autor utiliza uma formulacao
unificada do PFEM baseada em velocidades com integracdo nodal para resolver ambos os domi-
nios em um mesmo sistema. Cerquaglia et al. (2019), por outro lado, utilizam um acoplamento
particionado entre uma formulacdo do PFEM em velocidades com um solver para a estrutura
baseado em deslocamentos. Meduri et al. (2018) também utilizam um esquema particionado de
acoplamento, entretanto, um programa comercial € utilizado para resolver o sélido eldstico.

Tanto a pressdo no fundo do recipiente quanto a variacdo no volume também sdo
monitoradas e podem ser vistas nas Figuras 6.32 e 6.33, respectivamente. Observa-se uma
evolugdo semelhante da pressao ao longo do tempo para as trés malhas, oscilando no final da
analise em torno da pressdo hidrostdtica de aproximadamente 28 kPa. As solu¢des obtidas com
as duas malhas menos refinadas apresentam um pico de pressao muito elevado no momento em
que a massa de fluido impacta a estrutura, se estabilizando nos passos seguintes e convergindo
para a solugdo obtida com a malha mais refinada com h, = 0,03 m. Tal fato ¢ uma caracteristica
de formulacgdes totalmente incompressiveis, nas quais a pressao € definida de forma implicita,
e embora os valores em um determinado passo de tempo podem apresentar divergéncias, a
andlise ndo € prejudicada e pode-se obter resultados satisfatérios mesmo com um baixo grau de
refinamento para um problema de grande complexidade.

A conservacao do volume € particularmente critica neste exemplo, pois € diretamente
responsdvel pela forga exercida sobre a estrutura. Observa-se em 6.33 uma clara convergéncia
para zero a medida que se refina a discretizacdo, mantendo-se abaixo de 4 % para h, = 0,03 m.

Na Figura 6.34 é mostrada a evolugdo da superficie do fluido e a deformada da estrutura.
Nota-se que, do ponto de vista qualitativo, a formulacao desenvolvida conseguiu representar
adequadamente o comportamento esperado do problema, e mesmo na auséncia de resultados
experimentais, € possivel atestar a robustez do método e sua aplicabilidade.

Por fim, a Figura 6.35 apresenta o campo de pressdes no fluido e as tensdes na estrutura
em diferentes instantes. Devido a dissipagdo das oscilagdes do recipiente eldstico, ao final da
analise, observa-se uma distribuicao praticamente hidrostatica de pressdes na massa de fluido

remanescente sobre a estrutura.
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Figura 6.32 — Enchimento de um recipiente flexivel com um fluido altamente viscoso. Evolucdo
da pressao no fundo do recipiente

100000 :
he=010m -----
he =0.00m - - -
he =0.03m —

50000
0 3

=) y y A 7

29 A / I\ \ ”

© 50000 Lo

2

wn

o

A~ —100000

—-150000
—-200000
0 2 4 6 8 10

Time [s]

Fonte: Autoria prépria

Figura 6.33 — Enchimento de um recipiente flexivel com um fluido altamente viscoso. Variagao
do volume com o tempo
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Figura 6.34 — Enchimento de um recipiente flexivel com um fluido altamente viscoso. Evolucao
da superficie livre do fluido e deformada da estrutura. Esquerda - método proposto e h, = 0,03
m, Direita - Franci (2021)
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Figura 6.35 — Enchimento de um recipiente flexivel com um fluido altamente viscoso.
Distribuicao de pressdes no fluido e tensdes na estrutura em alguns instantes da andlise
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CAPITULO

CONCLUSOES

O intuito deste capitulo € resumir os feitos deste trabalho, destacando os objetivos
alcancados e propor discussdes que contribuam com o constante aprimoramento do método
proposto e possam nortear futuros desenvolvimentos.

A proposta principal deste trabalho € o desenvolvimento de uma ferramenta computacio-
nal em C++ capaz de simular problemas tridimensionais de s6lidos deformaveis, escoamentos
incompressiveis de superficie livre e de problemas acoplados em que ambos dominios interajam
entre si.

No Capitulo 3, a formulacao do método dos elementos finitos posicional, inicialmente
introduzida por Coda (2003) foi implementada e aplicada a andlises de s6lidos deforméveis. A
implementagdo resultante permite realizar simulagdes bidimensionais com elementos planos
triangulares, e andlises tridimensionais com elementos s6lidos tetraédricos, de aproximagdes
lineares, quadrdticas e cubicas. O modelo constitutivo hipereldstico de Saint-Venant-Kirchhoff
foi utilizado para representar o comportamento de sélidos compressiveis. As limitagdes dessa lei
constitutiva foram discutidas, e para os problemas analisados, em regime de grandes desloca-
mentos e pequenas deformacdes, foi possivel obter resultados satisfatérios e em concordancia
com as referéncias.

No Capitulo 4 a formulacdo posicional foi estendida para contemplar analises bidimen-
sionais e tridimensionais de escoamentos incompressiveis de fluidos Newtonianos utilizando
aproximacao mista posi¢ao-pressao (AVANCINI; SANCHES, 2020). Para contornar as instabili-
dades em regime de incompressibilidade, quando da utiliza¢do de fun¢des de forma de mesma
ordem para ambas as varidveis, uma versao Lagrangiana da técnica PSPG foi implementada
e testada. Os campos de pressdo se mostraram suaves e estaveis apds a aplicacao da técnica.
Devido aos fluidos se deformarem indefinidamente quando submetidos a tensdes desviadoras,
apenas uma pequena parcela de problemas pode ser simulada com descri¢do Lagrangiana total

devido as distor¢des da malha. Exemplos de escoamentos em regime de deformacao finita foram
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apresentados para verificar a formulacdo utilizando elementos triangulares e tetraédricos. Os
resultados foram satisfatdrios e atestaram a eficacia da formulacao proposta

No Capitulo 5 o PFEM foi introduzido na formulagao para mecanica dos fluidos de
modo a expandir os problemas possiveis de serem simulados. O funcionamento do método
foi explicado em detalhes para as andlises bidimensionais e tridimensionais, em conjunto com
suas vantagens e limitacdes. Atencdo especial foi dada ao processo de reconstru¢io da malha,
que € responsavel por distinguir o PFEM do MEF tradicional e permitir que problemas com
grandes distor¢cdes possam ser simulados. Uma se¢do foi exclusivamente dedicada ao estudo da
conservacao da massa, em que os mecanismos de ganho e perda de volume inerentes ao PFEM
foram expostos. Embora o método ndo garanta a conservagao da massa, as analises mostraram
que as variagdes no volume sao proporcionais ao comprimento da malha, e portanto, podem
ser reduzidas a um valor desejado apenas refinando-se a discretizagdo. Foi mostrada também
a influéncia que o parametro « exerce na conservagcao do volume e que seu valor ideal pode
variar de acordo com as caracteristicas do problema que se almeja analisar. Trés exemplos
de escoamentos com grandes distor¢cdes e mudancas topoldgicas sao apresentados a fim de
verificar o cddigo computacional. Os resultados apresentaram uma boa concordancia com os
dados numéricos e experimentais disponiveis na literatura.

No Capitulo 6, a formulacdo unificada estabilizada foi utilizada para simular problemas
de interagdo entre escoamentos incompressiveis de superficie livre e s6lidos deformaveis. O
esquema monolitico de acoplamento foi detalhado, e uma vantagem de se utilizar a mesma
descricdo matematica e as mesmas varidveis para ambos os materiais € que, com um minimo
de implementacdo computacional, € possivel simular problemas fortemente acoplados. De fato,
o algoritmo de acoplamento se resume a montagem adequada do sistema global considerando
contribui¢des de ambos os dominios para os nés sobre a interface fluido-estrutura. Tal esquema
também dispensa a implementacdo de um algoritmo que detecte o contato entre 0os meios,
visto que o PFEM automaticamente realiza essa tarefa durante a identificacdo dos contornos
pelo método a-shape. Por fim, o esquema foi testado em diversos exemplos bidimensionais
e tridimensionais, sendo que alguns deles dispdem de dados experimentais. Os resultados se
mostraram excelentes, e atestaram a robustez e aplicabilidade da formulacdo para problemas

multifisicos de alta complexidade.

7.1 Desenvolvimentos futuros

Com o intuito de contribuir com o aprimoramento da ferramenta computacional desenvol-
vida aqui, apresentam-se as sugestoes para trabalhos futuros e também discussdes sobre pontos
que carecem de mais atencdo e ndao puderam ser devidamente abordados nesta tese, seja por

motivos de atendimento ao cronograma ou por limitacdes do escopo deste trabalho.

* Referente ao Capitulo 3, a utilizagdo do modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff se
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mostra bastante versatil, entretanto, suas limitagcdes quanto a deformagdo e compressibi-
lidade podem restringir o leque de problemas em que sua aplicacao levara a resultados
satisfatérios. Grande parte das andlises experimentais mais recentes de problemas de
interacdo fluido-estrutura utilizam sélidos poliméricos com nio linearidade fisica e in-
compressibilidade. Tecidos biolégicos também sdo, em grande maioria, considerados
incompressiveis. Assim, a primeira sugestao € incluir modelos constitutivos que se adé-
quem melhor a esse tipo de comportamento. H4 na literatura algumas opc¢des disponiveis,
como o modelo incompressivel de Ogden (OGDEN, 1972), o modelo neo-Hookeano
incompressivel (TRELOAR, 1943) e o modelo de Mooney-Rivlin (RIVLIN, 1948). Com
relacdo a discretizagdo, um dos elementos abordados nesse capitulo se tratava de uma
casca cilindrica discretizada em elementos tetraédricos. Outra contribui¢do significativa
para a redugdo do custo computacional seria a implementacao de elementos de casca a fim
de analisar problemas de interacdo entre fluido e recipientes delgados. Para isso, deve-se
pensar também em como realizar o acoplamento dos graus de liberdade da casca com
os do fluido em um mesmo sistema. Cabe destacar que os elementos de casca ja foram
incluidos no c6digo computacional, porém o acoplamento com o fluido nao seria possivel

de se fazer com o tempo disponivel.

* A formulag@o mista para materiais incompressiveis mostrada no Capitulo 4 busca soluci-
onar as varidveis primitivas (posi¢do) e a varidvel de restricdo (pressdo) em um mesmo
sistema. Embora para os problemas analisados foi possivel obter uma boa convergéncia,
seria interessante analisar como o sistema se comporta em termos de condicionamento
frente ao refinamento espacial e temporal. Sabe-se que hoje em dia existem muitos algorit-
mos eficientes para solucionar sistemas com restricdes, entretanto, cabe destacar que os
solvers e pré condicionadores utilizados neste trabalho nio sdo desenvolvidos e otimizados
para esse tipo de problema, p. ex. GMRES (Generalized Minimal Residual Method ) e
BJACOBI (Block Jacobi) com SOR (Sucessive Over-Relaxation) em cada subprocesso.
Assim, uma andlise minuciosa do método mais apropriado para o sistema linear em questdo
também seria interessante. Outra sugestdo seria utilizar técnicas semi-implicitas iterativas
para resolver posi¢des e pressdo em sistemas separados. Tal abordagem pode ser vista em
Franci (2016) para fluidos quasi-incompressiveis. Outro ponto interessante seria a inclusao
de modelos constitutivos para simular escoamentos ndo Newtonianos, como o concreto

em estado fresco, sangue, entre outros.

* Com relagdo ao PFEM, muitos sdo os pontos que necessitam de aprimoramento tanto para
ampliar os problemas possiveis de serem simulados quanto para melhorar a qualidade
da solucgdo e eficiéncia computacional. Em problemas com Reynolds alto, em que ndo se
observa qualquer influéncia das paredes sobre o escoamento, o emprego de condi¢des de
escorregamento diminuem significativamente o custo computacional visto que elimina

a necessidade de utilizar um grau de refinamento capaz de representar os efeitos da
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camada limite, por vezes muito custoso. Isso ficou evidente no Exemplo 6.3.5, em
que o dominio computacional é muito maior do que a regido onde ocorrem os efeitos
localizados, e portanto, necessitam de um refinamento maior. Outra possibilidade também
seria a implementacdo de técnicas que permitam o uso do a-shape em dominios com
diferentes niveis de refinamento. Também pode-se mencionar a grande contribui¢do que
uma formulag@o multifésica traria para o c6digo desenvolvido. Ficou claro dos exemplos
5.2.3 e 6.3.4 que a partir de certo momento, torna-se necessaria a inclusao do ar caso
se almeja obter resultados mais préximos da realidade. Outro desafio a ser vencido € a
eliminacdo dos slivers durante o processo de reconstru¢do da malha de modo que o custo
computacional ndo seja excessivamente alto. Softwares como Gmsh dispdem de algoritmos
de otimizacao da qualidade da malha, entretanto, sdo extremamente custosos € invidveis

para uso em conjunto com o PFEM.

Por fim, sugere-se algumas melhorias no esquema de acoplamento monolitico apresentado
no Capitulo 6. Embora este método se mostrou eficiente e robusto em todos os exemplos
analisados neste trabalho, também seria de grande valia verificar a qualidade da matriz
global resultante em termos de condicionamento e comparar o nimero de iteracdes
necessdrias para resolver um sistema acoplado e um sistema isolado semelhante. Referente
a melhoria de desempenho, sugere-se implementar técnicas que permitam a utilizagcdo de
malhas ndo conformes na interface, a fim de permitir o refinamento de apenas um dos
dominios mantendo o outro intacto. Isso também simplificaria o processo de geracdo da
malha na interface quando se deseja utilizar elementos de alta ordem para a estrutura.
Da forma em que se encontra implementado o acoplamento até o momento, € necessario
gerar as malhas dos dominios separadamente de modo que se garanta a conformidade na

interface entre elementos lineares de fluido e elementos de alta ordem da estrutura.
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