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RESUMO

SANTOS, W. F. Modelagem computacional da ruptura de meios
elasto-plasticos com vazios iniciais. 2021. 225p. Dissertagao (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Em muitos casos, o processo de ruptura ductil em metais e ligas esta associado com os
mecanismos de nucleacao, crescimento e coalescéncia de vazios no nivel microestrutural do
material. Consequentemente, a formulacdo de modelos constitutivos realistas para solidos
elasto-plasticos porosos requer a consideracao dos efeitos dos vazios sobre a distribuicao
de tensoes e deformagoes em microescala. Nesse contexto, o presente trabalho utiliza um
procedimento de homogeneizacao computacional com o objetivo de investigar critérios de
plastificacdo mais realistas para materiais dicteis porosos isotropos. O estudo fundamenta-
se em conceitos da Anadlise Limite e de Teorias de Homogeneizacao para simular a
microestrutura do material considerando vazios iniciais ja existentes na matriz ductil.
A microescala é modelada usando o conceito de Elemento de Volume Representativo
(EVR), cuja solucao é obtida com a resolucao de um Problema de Valor de Contorno. Os
campos macroscopicos sao obtidos a partir da média no volume dos campos microscopicos
associados ao EVR, que é simulado numericamente através de andlises tridimensionais
com o Método dos Elementos Finitos (MEF). A matriz do EVR ¢é considerada elasto-
plastica perfeita obedecendo ao critério de von Mises. Nas simula¢ées numéricas, adota-se
a hipétese de pequenas deformacoes e os EVRs sao submetidos a diferentes estados de
tensao. Particularmente é investigada a sensibilidade do critério de plastificacao a estados
de cisalhamento combinados com médias e baixas triaxialidades considerando o angulo
de Lode. Analisa-se a influéncia da morfologia do EVR nas superficies de plastificacao
considerando um EVR esférico com vazio esférico e um EVR cubico com vazio esférico,
ambos submetidos a condi¢ao de contorno de deformacao homogénea. Os resultados obtidos
para as superficies de plastificacdo mostram que diferentes morfologias podem resultar
em comportamentos distintos para mesmas situacoes de solicitagao. Também sao obtidas
superficies de plastificacao para meios ducteis porosos considerando o EVR ctibico com vazio
esférico submetido a condigdo de contorno periédica. De modo geral, as respostas obtidas
com a condigdo de contorno periddica apresentam diferencas significativas em comparagao
com aquelas obtidas através da condi¢ao de contorno de deformacao homogénea. O angulo
de Lode da tensao influencia de forma pronunciada nos resultados das superficies de

plastificacao.

Palavras-chave: Homogeneizagao computacional. Ruptura ductil. Superficies de plastifi-

cacdao. Angulo de Lode. Morfologia do EVR. Influéncia da condicao de contorno.






ABSTRACT

SANTOS, W. F. Computational modeling of the rupture of elasto-plastic
media with initial voids. 2021. 225p. Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia
de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

In many cases, the ductile rupture process in metals and alloys is associated with the
mechanisms of nucleation, growth and void coalescence at the microstructural level of
the material. Consequently, the formulation of realistic constitutive models for porous
elastoplastic solids requires the consideration of the effects of voids on the distribution
of stresses and strains at the microscale. In this context, the present work uses a com-
putational homogenization procedure in order to investigate more realistic yield criteria
for isotopic porous ductile materials. The study is based on concepts of Limit Analysis
and Homogenization Theories to simulate the microstructure of the material considering
initial voids already existing in the ductile matrix. The microscale is modeled using the
concept of Representative Volume Element (RVE), whose solution is obtained by solving a
Boundary Value Problem. The macroscopic fields are obtained by the volume averaging of
the microscopic fields associated with the RVE, which is numerically simulated through
three-dimensional analyses with the Finite Element Method (FEM). The RVE matrix is
considered perfect elastoplastic according to von Mises’s criterion. In numerical simulations,
the hypothesis of small strains is adopted and the RVEs are submitted to different stress
states. In particular it is investigated the sensitivity of the yiel criterion to shear states
combined with medium and low triaxialities considering the Lode angle. The influence
of RVE morphology on the yield surfaces is analyzed considering a spherical RVE with
spherical void and a cubic RVE with spherical void, both submitted to the homogeneous
strain boundary condition. The results obtained for the yield surfaces show that different
morphologies can result in different behaviors for the same load situations. Yield surfaces
of porous ductile media are also obtained for the cubic RVE with spherical void submitted
to the periodic boundary condition. In general, the responses obtained with the periodic
boundary condition show significant differences compared to those obtained through the
homogeneous strain boundary condition. The stress Lode angle has a strong influence on

the results of the yield surfaces.

Keywords: Computational homogenization. Ductile rupture. Yield surfaces. Lode angle.

RVE morphology. Influence of the boundary condition.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoes Iniciais

E crescente a utilizacio da modelagem computacional no estudo do comportamento
de materiais e estruturas, o que estd associado ao desenvolvimento tecnologico e aumento
da capacidade de processamento dos computadores. Nesse sentido é notério o uso de
métodos numéricos para aplicagoes na Engenharia e Ciéncia dos Materiais. Conforme
Besson (2010), por exemplo, as simulagbes numeéricas sdo interessantes na previsao da
ruptura ductil em situacoes industriais nas quais abordagens experimentais em larga escala
sdo muito onerosas financeiramente ou até mesmo impraticaveis como: (i) rompimento
ductil de gasodutos por varias centenas de metros; (ii) propagacao de trincas em grandes
vasos nucleares; (iii) rompimento ductil da fuselagem de uma aeronave. Outras vantagens
sao a possibilidade de antecipar respostas constitutivas com maior rapidez e flexibilidade,

pois podem ser simulados diferentes tipos e configuragoes de materiais.

Por outro lado, o desenvolvimento dessa linha de investigacao também estimula
a busca por respostas realisticas com vistas a atender critérios praticos de seguranca,
economia e eficiéncia. Tal fato evidenciou a limitacao de teorias exclusivamente baseadas
em hipéteses fenomenolégicas ou macroscépicas na modelagem do comportamento dos
materiais mais complexos como os meios com estrutura heterogénea. Cabe destacar que a
resposta macroestrutural (fratura ou ruptura) estd fortemente associada aos fendmenos
observados no nivel microestrutural (por exemplo, microfissura¢ao ou microvazios). De
acordo com Karamnejad, Nguyen e Sluys (2013), modelos puramente macroscopicos tém
dificuldade de contemplar aspectos da microestrutura como as heterogeneidades, o que
geralmente requer formulagoes complicadas e um grande ntimero de parametros a serem
identificados. Diante disso, no decorrer do tempo diversas pesquisas foram direcionadas para
a modelagem dos mecanismos fisicos que se desenvolvem na microestrutura do material a
fim de obter respostas macroscopicas mais consistentes. Isso promoveu o aparecimento de
uma quantidade significativa de trabalhos voltados para a micromecénica com abordagens

analiticas, semi-analiticas e numéricas.

Dentro desse contexto, de crescente interesse nas tultimas décadas estao as aborda-
gens multiescalas que consideram fenémenos observados em diferentes escalas fisicas na
obtencao da resposta do solido. Neste tipo de andlise, o foco inicial é voltado para o enten-
dimento da microestrutura, podendo contemplar caracteristicas de diferentes materiais
constituintes como tamanho, forma, distribui¢ao, propriedades e fracdo em volume. Tais
informacoes sao utilizadas para a modelagem do comportamento macroscopico através do
acoplamento entre escalas. Deste modo, a abordagem multiescala promove uma anélise

mais detalhada do material e, consequentemente, proporcionam a previsao de respostas
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mais precisas (NGUYEN; STROEVEN; SLUYS, 2012). As teorias multiescala possuem
aplicagoes em diferentes areas, incluindo as industrias civil, automobilistica, aeroespacial
e biomecanica. No ambito do presente trabalho é de particular interesse a vertente da
modelagem multiescala voltada para técnicas denominadas hierarquicas, em que o compor-
tamento macroscopico do material é obtido com emprego de métodos de homogeneizacao
baseados na média dos campos microscépicos. Neste caso, a microestrutura é modelada

utilizando o conceito de Elemento de Volume Representativo (EVR).

Um campo de aplicacao das teorias multiescala baseadas em homogeneizacao
consiste no estudo de critérios de plastificacdo de meios dicteis porosos. Experimentos
mostram que processos de ruptura ductil estao relacionados com nucleagao, crescimento
e coalescéncia de vazios (GARRISON JR; MOODY, 1987). De acordo com Benzerga e
Leblond (2010), nos materiais estruturais os vazios sao nucleados a partir do descolamento
na interface entre matriz e particulas de segunda fase ou até mesmo por fratura de
particulas que possuem baixa resisténcia em comparacao com a matriz. Em muitos
casos, as particulas presentes na matriz ductil correspondem a impurezas criadas durante o
processo de fabricacdo e, devido a sua pequena capacidade resistente, podem ser modeladas

equivalentemente como poros.

Ao longo do tempo foram desenvolvidos diversos trabalhos relacionados com crité-
rios de plastificacdo voltados para meios ducteis porosos. Um dos trabalhos precursores
em relacdo as superficies de plastificagdo de meios ducteis porosos foi Gurson (1977),
configurando como referéncia para numerosos estudos posteriores sobre o assunto. Neste
trabalho foi utilizada a Analise Limite e conceitos de homogeneizacdo para estudar o
colapso plastico de células de um material rigido perfeitamente plastico contendo vazios
de formas simplificadas. Como resultado, foram obtidos critérios de plastificacdo com
dependéncia da fragdo em volume de vazios, da tensao equivalente e também da tensao
hidrostatica (ou média).

Posteriormente, diferentes estratégias (analiticas, semi-analiticas, numéricas, etc.)
promoveram ajustes e extensoes do modelo de Gurson (1977). Entre as alternativas ainda
em aberto para a extensao do modelo estd a adocao de campos testes de velocidade mais
gerais, pois o modelo original considera um campo simplificado. Também é de interesse
avaliar o efeito do dngulo de Lode (relacionado com o terceiro invariante de tensao). Tal
invariante permite levar em conta estados predominantes de cisalhamento, desprezados no
modelo de Gurson (1977) devido a uma linearizacao adotada em sua formulacao. Estudos
podem ser realizados nesse sentido, em especial, com o emprego de simulagdoes numéricas
e técnicas de homogeneizagao. Podem ser simuladas distintas morfologias de EVR com
vazios iniciais ja existentes na matriz metalica, bem como aplicadas diferentes condigoes de
contorno. Tais aspectos descritos sao interessantes para entender de forma mais minuciosa

o processo de ruptura de meios dicteis porosos.
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1.2 Objetivos

No que segue, explana-se sobre o objetivo geral e também os objetivos especificos

da investigacao realizada.

1.2.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem como objetivo geral contribuir para a formulagao de
critérios de plastificacao de meios ducteis porosos, a partida isétropos. Para tanto, emprega-
se uma abordagem baseada na modelagem computacional da microestrutura do material,
por sua vez idealizada mediante o conceito de Elemento de Volume Representativo.
Cabe destacar que as respostas homogeneizadas computacionalmente da microestrutura

possibilitam a obtencao de um critério de ruptura para andalises macroscopicas.

1.2.2  Objetivos Especificos

Os objetivos especificos sao:

e Elaborar um texto de conteiido didatico sobre homogeneizacao fundamentada na
média dos campos microscoépicos para materiais heterogéneos. Nesse contexto, realizar
o estudo analitico da resposta constitutiva homogeneizada da esfera oca elasto-plastica

submetida a diferentes condi¢oes de contorno.

e Propor um procedimento de homogeneizacao computacional consistente a partir
do conceito de Elemento de Volume Representativo para simular o comportamento

constitutivo de materiais heterogéneos com énfase nos meios dtcteis porosos.

e Apresentar uma andlise sobre propriedades elasticas efetivas de meios heterogé-
neos com o emprego do procedimento de homogeneizag¢ao computacional, incluindo

aplicacoes em materiais compositos e materiais porosos.

e Realizar um estudo critico sobre os trabalhos de Gurson (1977) e Benallal, Desmorat
e Fournage (2014) com o intuito de entender as hipéteses e limitagoes de suas

respectivas formulagoes.

e Levar em conta a influéncia do angulo de Lode na defini¢do do critério de plastificagao,
formulando uma extensao do modelo de Gurson para materiais dicteis porosos a

partir de respostas homogeneizadas computacionalmente de EVRs tridimensionais.

e Considerando a condi¢ao de deformagoes homogéneas no contorno, avaliar a influéncia
da morfologia do EVR sobre as geometrias das superficies de plastificagdo associadas

a estados limites de tensao.

e Implementar a condicao de contorno peridodica no contexto da homogeneizacao

computacional de EVRs tridimensionais de materiais heterogéneos.
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e Obter superficies de plastificagdo de meios ducteis porosos considerando a condigao
de periodicidade no contorno e comparar com os resultados obtidos para a condicao

de deformacao homogénea no contorno.

e Comparar as respostas obtidas com resultados de trabalhos relacionados ao assunto

como, por exemplo, Gurson (1977) e Benallal, Desmorat e Fournage (2014).

1.3 Justificativas

Os metais e ligas compreendem uma classe de materiais amplamente empregada em
diversos segmentos da industria com aplicagoes em componentes e elementos estruturais.
Dentre as carateristicas positivas esta a capacidade de conciliar grande resisténcia com
ductilidade. Deste modo, justificam-se os estudos a fim de modelar de forma suficientemente
precisa a resposta constitutiva dessa classe de materiais. Conforme ja apresentado, a
ruptura ductil possui caracteristicas diretamente relacionadas com a presenca de poros
e/ou impurezas indesejdveis decorrentes do processo de fabricagdao. Portanto, na anélise
do comportamento macroscopico de meios ducteis é importante considerar o efeito das

heterogeneidades observadas no nivel microestrutural do material.

Em relagao a resposta dos meios dtcteis porosos, ainda ha lacunas a preencher
em relagdo a proposicao de critérios de plastificacdo mais representativos. No contexto
do presente trabalho, o enfoque sera sobre a importancia de considerar o invariante
de tensao associado ao angulo de Lode na definicao de critérios de plastificacdo para
solidos elasto-plasticos porosos a partida isétropos. E importante destacar que em sélidos
dicteis com vazios existe a influéncia da pressao hidrostatica e do angulo de Lode na
resposta macroscopica mesmo no caso da matriz obedecer ao critério de plastificacao de
von Mises, portanto envolvendo somente o segundo invariante de tensao. Isso decorre da
heterogeneidade induzida pela porosidade, que insere um comportamento mais complexo
na resposta macroscépica. Alguns trabalhos que abordaram o assunto sao Thoré, Pastor
e Pastor (2011), Cazacu et al. (2013), Leblond e Morin (2014) e Benallal, Desmorat e
Fournage (2014). Tais pesquisas serao descritas em maiores detalhes na Capitulo 6. Por
outro lado, pode-se avancar neste tema mediante experimentacao computacional, variando

os campos testes de velocidade e a morfologia da microestrutura.

Dunand e Mohr (2014) destaca a importéncia da simulagao computacional no estudo
da fratura ductil para baixas triaxialidades, situagdo em que existe dificuldade de obter
resultados experimentais confidveis. Além disso, as simulagdes numéricas sao atraentes em
situagdes com maior complexidade, nas quais é complicada a obtencao de solugdes analiticas.
Nesse contexto, diversos trabalhos da literatura exploram técnicas de homogeneizacao
computacional com simulagoes numéricas para obter a resposta constitutiva de meios

dicteis porosos. A seguir destacam-se algumas contribuicdes recentes sobre o assunto.
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Fritzen et al. (2012) utilizaram um procedimento de homogeneizagao computacional
para a representacao das superficies de ruptura de metais porosos elasto-plasticos. Pelo
Método dos Elementos Finitos foram analisados EVRs tridimensionais em forma de cubo
com multiplos vazios esféricos inseridos de forma aleatdria na matriz. Na mesma linha de
raciocinio, Khdir et al. (2015) avaliou a ruptura ductil de células cibicas tridimensionais

com multiplos vazios esféricos e esferoidais orientados aleatoriamente na matriz.

Keralavarma (2017) utilizou simulagdes numéricas tridimensionais através do MEF
para obter resultados homogeneizados computacionalmente com a finalidade de validar um
modelo plastico de materiais porosos baseado na micromecénica. O modelo é desenvolvido
segundo uma abordagem multipla que permite contemplar os modos localizados e difusos de
plasticidade na microescala. Além disso, prevé dependéncia da triaxialidade e do pardmetro
Lode, assumindo que a matriz tem um comportamento plastico-perfeito governado por
von Mises. No contexto das simula¢oes numéricas, uma andlise adicional da influéncia da
geometria do vazio foi realizada comparando um vazio esférico e um vazio ctibico numa

matriz em forma de cubo.

Outro trabalho recente sobre homogeneizacao computacional é Carvalho, Lopes
e Pires (2018), em que foram obtidas superficies de plastificacao avaliando a influéncia
da morfologia do vazio em EVRs tridimensionais. Neste caso, o foco consistiu em estudar
vazios elipsoidais centrados em EVRs cubicos. Nas simula¢goes numéricas com o MEF
empregou-se a hipotese de deformacoes finitas. Foram aplicadas as seguintes condigoes de
contorno nos EVRs: (i) deslocamentos no contorno lineares (linear boundary displacements),
que é equivalente ao caso de deformagcao homogénea no contorno; (ii) tragdo no contorno
uniforme (uniform boundary traction), a qual é associada a um estado de tensao homogénea
no contorno; e (iii) flutuacao periédica no contorno (periodic boundary fluctuations) ou

condicao de periodicidade na fronteira do EVR.

Merece destaque ainda Daehli, Hopperstad e Benallal (2019) com a obtengao
do comportamento homogeneizado de soélidos ducteis porosos isotrépicos com matriz
dependente do segundo e terceiro invariantes de tensao. Na abordagem empregada a matriz
é governada pelo critério de Hershey-Hosford, baseado nos trabalhos de Hershey (1954)
e Hosford (1972). Mais especificamente foram realizadas analises limites numeéricas e a
avaliacao de dois modelos plasticos porosos. O primeiro modelo é baseado na hipdtese
cinemética da Anélise Limite, além de considerar o campo teste de Gurson (ver detalhes
em Benallal (2017)). O segundo modelo consiste em uma simples extensao heuristica de
Gurson (ver detalhes em Dachli et al. (2017)). No mesmo trabalho, também foi realizada
uma breve comparacao adicional do comportamento homogeneizado ao nivel da ruptura
de EVRs considerando uma esfera com vazio esférico (sujeito a condi¢ao de deformagoes
homogéneas no contorno) e um cubo com vazio esférico (sujeito a condi¢ao periédica no
contorno). Os resultados mostram apenas a variacao da tensao equivalente com o angulo de

Lode. Além disso, a comparacao ficou restringida somente a trés triaxialidades de tensao.
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Avaliando unicamente a tensao equivalente, em geral, o EVR esférico se mostrou mais
resistente. No entanto, uma comparagao mais justa deveria envolver superficies completas

para os planos meridional e desviador, bem como uma maior gama de triaxialidades.

Diante do exposto anteriormente, o uso da homogeneizacao computacional se
justifica para estudar a ruptura ductil de sélidos porosos. Com a aplicacao de condigoes
de contorno convenientes, variando as razoes de triaxialidade e angulos de Lode, podem
ser estudados EVRs através de simula¢oes numéricas tridimensionais baseadas no MEF.
Os campos de tensao e deformagdo microscopicos, obtidos numericamente das analises
dos EVRs, passam por um processo de homogeneizacao gerando grandezas macroscopicas
correspondentes, que permitem descrever as superficies de ruptura. A abordagem utilizada
permite considerar diferentes porosidades e geometrias para o EVR. Portanto, uma andlise
mais detalhada da influéncia da morfologia da matriz também pode ser realizada. Outra
etapa interessante é a comparacao dos resultados obtidos para as superficies de plastificagao
entre a condi¢ao de deformacao homogénea no contorno e a condi¢do periédica no contorno.
Dessa forma, podem ser estudados aspectos nao mostrados em Deachli, Hopperstad e
Benallal (2019) no que concerne a ruptura de meios dicteis porosos com matriz governada
por von Mises. Além disso, os resultados homogeneizados computacionalmente podem ser

comparados, por exemplo, com Gurson (1977) e Benallal, Desmorat e Fournage (2014).

1.4 Organizacao da Dissertacao

Em resumo, o presente trabalho esta estruturado da seguinte maneira:

e Capitulo 2: Explana sobre a conceituacao de modelagem multiescala. De modo geral,
sao apresentadas diferencas entre analises concorrentes e hierarquicas. Isso promove
um melhor entendimento em relacao ao estudo das escalas inferiores na obtencao da

resposta macroscopica de um material.

e Capitulo 3: Aborda de forma didatica sobre teorias de homogeneizacao, destacando-se
a obten¢ao de medidas macroscopicas a partir da média volumétrica dos campos
microscépicos de tensao e deformacao. Ilustra-se esse conceito pela solugao analitica
do problema da esfera oca elasto-plastica considerando diferentes condigoes de
contorno. Apresenta-se um procedimento de homogeneizagao computacional com
base na simulagdo numérica de EVRs 3D (tridimensionais), incluindo um exemplo

de validagao e também outros exemplos com aplicagoes.

e Capitulo 4: Compreende um estudo sobre propriedades elasticas efetivas de meios
heterogéneos. Analisam-se alguns modelos analiticos encontrados na literatura, in-
cluindo suas hipdteses basicas e limitagoes. Também sao apresentados exemplos
sobre a aplicacao do procedimento de homogeneizacao computacional para obter pro-

priedades efetivas de EVRs formados por materiais compdsitos e materiais porosos.
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e Capitulo 5: Contextualiza aspectos importantes acerca da ruptura ductil. Inicialmente,
destacam-se os mecanismos fisicos de nucleagao, crescimento e coalescéncia de vazios.
Posteriormente, abordam-se o angulo de Lode e a triaxialidade de tensoes, conceitos

importantes no presente trabalho.

e Capitulo 6: Contempla consideracoes sobre critérios de plastificacdo para meios
dicteis porosos isotropos. Realiza-se um estudo especifico do trabalho analitico
de Gurson (1977), cujos resultados sdo baseados na Anélise Limite e conceitos de
homogeneizagao. Também sao recordados os resultados da abordagem semi-analitica
de Benallal, Desmorat e Fournage (2014), que investigou o efeito do dngulo de Lode

na definicao do critério de plastificacao.

e Capitulo 7: Descreve o procedimento para representar as superficies do critério de
plastificagao com o emprego do procedimento de homogeneizacao computacional
proposto. Mostram-se os resultados das superficies de plastificagdo considerando a
condicao de deformagao homogénea no contorno. Avalia-se a influéncia da porosidade

e da morfologia da matriz do EVR nos resultados.

e (Capitulo 8: Retine um estudo mais detalhado sobre a implementacdo da condicao de
contorno peridédica para a homogeneizagao computacional de EVRs tridimensionais
de materiais heterogéneos. Por fim, apresentam-se resultados das superficies de plas-
tificacao de meios porosos considerando a condi¢ao de contorno peridédica, incluindo

a comparacao com as respostas da condi¢ao de deformagao homogénea no contorno.

e Capitulo 9: Apresenta as consideracoes finais do trabalho desenvolvido, bem como

as perspectivas para desenvolvimentos futuros.

Em relagao as contribuigoes da literatura, cabe destacar que optou-se por realizar
a indicacao das produgoes cientificas consideradas relevantes de cada assunto tratado

diretamente nos capitulos correlacionados.
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2 ABORDAGENS MULTIESCALA

Os meios heterogéneos apresentam um comportamento complexo, cuja resposta
macroscopica esta diretamente relacionada com fenémenos observados nas escalas inferio-
res. Diferentes processos de dissipacao de energia como, por exemplo, microfissuracao e
plasticidade sdo originados na microescala e/ou na mesoescala. Posteriormente, os danos
iniciais evoluem para estagios mais avangados e, consequentemente, ocorre a falha macros-
copica do material. Nesse sentido, as abordagens multiescala configuram como alternativas
interessantes para possibilitar modelagens mais representativas da realidade ao incluir
melhor detalhamento da microestrutura do material. Entre os trabalhos tedricos especificos
de revisao sobre modelagem multiescala em meios heterogéneos pode-se citar: Kanouté
et al. (2009) e Nguyen, Stroeven e Sluys (2011). Também merece destaque o trabalho
recente de Geers et al. (2017), o qual é dedicado a modelagem multiescala em problemas

nao lineares.

No que segue, apresenta-se de forma resumida as diferencas entre algumas aborda-
gens multiescala considerando o critério principal baseado na dimensao entre as escalas
macroscopica e microscopica, conforme descrito em Lloberas-Valls et al. (2012a). Nesta
perspectiva dois grupos principais podem ser destacados: (i) Multiescala concorrente; e (ii)

Multiescala hierarquica, por sua vez associada as andalises ao presente trabalho.

2.1 Multiescala Concorrente

Na multiescala concorrente a macroescala (L) e a microescala (I) possuem dimen-
soes proximas (L = [). Ambas escalas sdo tratadas de forma simultdnea, ou seja, as
caracteristicas da microestrutura sao consideradas diretamente na macroestrutura. Para
tanto, devem ser asseguradas condicoes de equilibrio global de forgas e a compatibilidade de
deslocamentos. De modo geral, o procedimento de anélise envolve algum método numérico
de discretizagao, em que a escala superior é discretizada por uma malha mais grosseira
e a escala inferior por uma malha mais refinada. Isso promove um acoplamento forte
entre as escalas. Uma representacao ilustrativa estd na Figura 1. Ademais, comumente a
malha referente a escala inferior é utilizada apenas em regioes de maior interesse como,

por exemplo, partes mais solicitadas da estrutura.

Conforme Nguyen, Stroeven e Sluys (2011), dois aspectos importantes neste tipo de
método sdo: (i) Como tratar o acoplamento entre a malha grosseira e a malha refinada; (ii)
Algoritmos eficientes para adicao adaptativa de caracteristicas do modelo da escala refinada
para o modelo da escala grosseira. Lloberas-Valls et al. (2012a) destaca como vantagem
dessa técnica a consideracao de fendomenos de amolecimento, localizacao da deformacgao e

processos de nucleacdo, coalescéncia e propagacao de fissuras. No entanto, uma diferenca
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grande entre as dimensoes caracteristicas das escalas e, consequentemente, entre o grau de

refinamento das malhas, pode aumentar consideravelmente o custo computacional.
Figura 1 — Representacdo da multiescala concorrente.

Macroescala (Continuo) Macroescala (Continuo)

L L

P / .
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-] ——

— ~ .

l
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Fonte: Proprio autor (2021) com base em Lloberas-Valls et al. (2012a).

Na literatura podem ser encontrados diversos trabalhos que empregam modelos
multiescalas concorrentes. Por exemplo, Eckardt e Koénke (2008) utilizam um modelo
multiescala adaptativo capaz de acoplar malhas de subestruturas com diferentes escalas
em um modelo numérico para simular o efeito do dano em estruturas de concreto. Unger
e Eckardt (2011) desenvolveram uma estratégia para simula¢ao multiescala do concreto,
levando em conta o fenomeno de localizagao de microfissuras. Para tanto, propoe-se
uma abordagem concorrente com transicao adaptativa entre escalas visando acoplar a
mesoescala e a macroescala, em que apenas as partes relevantes do solido sao resolvidas
com a mesoescala. Lloberas-Valls et al. (2012a) e Lloberas-Valls et al. (2012b) apresen-
taram estratégias multiescalas concorrentes baseadas na decomposicao de dominio a fim
de analisar materiais heterogéneos quase frageis contemplando o efeito da localizagao
de deformagoes. Rodrigues et al. (2017) propuseram uma nova abordagem multiescala
concorrente adaptativa para modelar a propagacao de fissuras no concreto considerando
simulacoes numéricas bidimensionais com o MEF. Neste caso, as escalas consideradas
possuem diferentes malhas e sdo resolvidas simultaneamente através de uma técnica com
elementos finitos de acoplamento. Dando continuidade ao assunto, Rodrigues, Manzoli e
Bitencourt (2020) apresentaram um procedimento semelhante para modelar a propagagao

de fissuras no concreto voltado para simula¢oes numéricas tridimensionais com o MEF.

2.2 Multiescala Hierarquica

Ja na multiescala hierarquica ocorre a completa separacdo entre as escalas, em
que a dimensao caracteristica da microescala ({) é muito menor em rela¢ao a dimensao
da macroescala (L). Neste caso ¢ utilizado o conceito de Elemento de Volume Represen-

tativo (EVR), o qual representa em termos médios a microestrutura do material. Neste
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caso, podem ser destacadas duas estratégias: (i) Multiescala hierarquica desacoplada; (ii)

Multiescala hierarquica com acoplamento fraco.

2.2.1 Multiescala Hierarquica Desacoplada

Na estratégia desacoplada, as informagoes sao passadas da microescala para a
macroescala, ou seja, em um unico sentido. Inicialmente, determinam-se as propriedades
constitutivas efetivas a partir de técnicas de homogeneizagao aplicadas no EVR hetero-
géneo. Este processo é realizado uma tnica vez. Posteriormente, a escala macroscopica
¢é considerada homogénea e analisada com as propriedades efetivas. Uma ilustracao ¢

mostrada na Figura 2.
Figura 2 — Representaciao da multiescala hierarquica desacoplada.

Microescala (EVR):  Microescala (EVR): Macroescala (Continuo)
heterogeneidades propriedades efetivas >
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Fonte: Proprio autor (2021) com base em Lloberas-Valls et al. (2012a).

Como principais vantagens da multiescala hierarquica desacoplada estao a simplici-
dade de sua aplicagao e o baixo custo computacional necessario em comparagcao com as
demais abordagens multiescala mais sofisticadas. Isso ocorre porque o tratamento da micro-
escala ¢ realizado apenas no inicio do processo. Por outro lado, as estratégias desacopladas
apresentam como desvantagem o fato de nao capturar de forma realistica comportamentos
macroscopicos mais complexos como processos de fratura, além de permanecerem limitadas

a modelos constitutivos lineares e nao lineares sem presenca de amolecimento e localizacao

de deformagao (LLOBERAS-VALLS et al., 2012a).

Nessa conjuntura, as técnicas de homogeneizacao podem ser analiticas ou numeéricas.
Nas abordagens analiticas sao obtidas expressoes fechadas para as propriedades efetivas.
Neste caso, podem ser citados trabalhos como Voigt (1889), Reuss (1929), Hashin e
Shtrikman (1963) e Hill (1963), entre outros. Por outro lado, devido as simplifica¢oes
na formulacao, muitas vezes os modelos analiticos nao sao suficientemente precisos para
resolver problemas com maior complexidade. No que concerne as abordagens numéricas
sao empregadas metodologias de discretizacao para simular a microescala como, por
exemplo, o Método dos Elementos Finitos. Entao, a homogeneizacao é realizada a partir da
resposta dos campos microscopicos obtidos numericamente. Conforme Nguyen, Stroeven

e Sluys (2011), tais técnicas de homogeneizagao numérica sao conhecidas na literatura
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como métodos de célula unitaria. Neste ambito estao os trabalhos como Christman,
Needleman e Suresh (1989), Sluis, Schreurs e Meijer (1999) e Pettermann e Suresh (2000).
Os métodos numéricos possibilitam a consideragdao de aspectos importantes do meio
heterogéneo, incluindo as caracteristicas relacionadas com a morfologia e a distribuicao
dos constituintes. Consequentemente, métodos numéricos podem fornecer respostas mais
consistentes das propriedades efetivas. Nguyen, Stroeven e Sluys (2011) ressaltam ainda
que os métodos de célula unitaria sao uteis na modelagem de materiais compdsitos,
pois permitem o desenvolvimento dos chamados modelos plasticos e de dano continuo
derivados da micromecanica ou baseados em homogeneizagio, como Jain ¢ Ghosh (2009),

por exemplo.

2.2.2 Multiescala Hierarquica com Acoplamento Fraco

Na estratégia com acoplamento fraco, existe constante interagao entre as escalas e
o comportamento macroscopico é obtido a partir de sucessivas anélises do EVR (micro-
escala). Esta técnica é tipica de trabalhos voltados para homogeneizacao computacional
denominados na literatura como FE?, isto é, com aplicacdo de discretizacio em elementos

finitos nas escalas superior e inferior. Uma representacgao ilustrativa esta na Figura 3.

Figura 3 — Representacao da multiescala hierarquica com acoplamento fraco.
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Fonte: Proprio autor (2021) com base em Lloberas-Valls et al. (2012a).

De modo geral, um s6lido na macroescala é discretizado em elementos finitos e cada
ponto de integracao y esta associado a um EVR também discretizado em elementos finitos.
Com a aplicagdo de um incremento de carregamento na macroescala sao gerados campos

de deslocamentos, deformagoes e tensoes para cada ponto y. Tais campos macroscopicos



2.2 Multiescala Hierdrquica 39

podem ser impostos ao EVR como condi¢ao de contorno conveniente. O EVR passa por um
procedimento de homogeneizagao com a resolucao do Problema de Valor de Contorno (PVC)
obtendo-se campos homogeneizados (macroscépicos) de tensoes, deformagoes e tensor
constitutivo. A associagdo entre os dominios da macroescala e microescala é estabelecida
com base no principio de Hill-Mandel, que pressupde a equivaléncia de energia entre
ambas as escalas (ver maiores detalhes em Bishop e Hill (1951a), Bishop e Hill (1951b) e
Mandel (1971)). Apés a relacao constitutiva ser atualizada para todos os EVRs, volta-
se a macroescala avaliando-se iterativamente o erro no equilibrio até que o critério de
convergéncia seja atendido. Uma vez satisfeito o critério, pode ser aplicado novo incremento
de carregamento na macroescala. De modo geral, este tipo de metodologia permite realizar
uma analise minuciosa e detalhada do material. No entanto, como desvantagem destaca-se

o elevado custo computacional com discretizacao envolvendo duas ou mais escalas.

No decorrer do tempo foram desenvolvidos diversos trabalhos voltados para anélise
de sélidos utilizando abordagens multiescalas hierdrquicas com acoplamento fraco. Alguns
dos trabalhos pioneiros sao Miche, Schotte e Schroder (1999) e Miche, Schroder e Schotte
(1999) que estudaram o comportamento macroscépico homogeneizado de materiais policris-
talinos utilizando informagoes ao nivel de sua microescala. Feyel (1999) e Feyel e Chaboche
(2000) introduziram o conceito de estratégia FE? com a simulagdo do comportamento
constitutivo ndo linear de materiais compositos utilizando elementos finitos na escala ma-
croscopica e também na escala microscopica. Terada e Kikuchi (2001) desenvolveram uma
classe geral de algoritmos para a andlise multiescala do comportamento nao linear de meios
heterogéneos utilizando formulagoes variacionais. J& em Terada et al. (2000) realizou-se a
simulagao da convergéncia de analises multiescalas numéricas baseadas em homogeneizacao
computacional. Kouznetsova, Brekelmans e Baaijens (2001) apresentaram um estratégia
multiescala com simulagoes em elementos finitos para modelar materiais heterogéneos
considerando a nao linearidade do material e a hipotese de grandes deformagoes. Com
base numa estratégia de transicao entre escalas denominada micro-macro, Miehe e Koch
(2002) investigaram algoritmos para calcular o comportamento constitutivo homogeneizado
computacionalmente de microestruturas discretizadas com o MEF submetidas a pequenas

deformagoes.

No contexto de trabalhos mais recentes, Souza Neto e Feijéo (2008) discutiram
relagoes de equivaléncia para modelos constitutivos multiescala de s6lidos submetidos a
grandes deformacoes com base na média volumétrica material (configuragao de referéncia)
e espacial (configuracao deformada) dos campos microscépicos de um EVR. Peri¢ et
al. (2011) descreveram um procedimento multi-escala baseado em homogeneizac¢ao para
descrever a resposta macroscopica do material com microestruturas de comportamento nao
linear submetidas a pequenas deformagoes. Ja Blanco et al. (2014) mostraram uma teoria
variacional unificada para uma classe geral de modelos multiescala baseada no conceito de

EVR. Souza Neto et al. (2015) apresentaram uma teoria multiescala baseada no conceito
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de EVR que considera o efeito de forcas de volume e de inércia no comportamento do
sélido. Lopes, Pires e Reis (2017) propuseram uma estratégia paralela mista para solugao
de problemas multiescala baseados em homogeneizacao considerando o acoplamento entre
escalas e a hipdtese de deformagoes finitas. Santos e Pituba (2017) utilizaram uma
abordagem multiescala para estudar, através comportamento homogeneizado do EVRs, a
ruptura de compositos considerando o efeito do descolamento na interface entre matriz /

inclusao.

Existem também outras estratégias baseadas em acoplamento fraco como, por
exemplo, a abordagem global-local pelo Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFG) proposta por Duarte e Kim (2008). Nessa estratégia, a transi¢io macro-micro é
realizada impondo a solucao obtida na discretizagao global como condi¢do de contorno do
problema local refinado. A transicdo micro-macro consiste em enriquecer as fungoes de
forma globais com a solugao local, um recurso caracteristico do MEFG. Também merecem
destaque os trabalhos de Fernandes, Pituba e Souza Neto (2015a) e Fernandes, Pituba e
Souza Neto (2015b), em que sdo realizadas analises multiescalas considerando simulagoes
da microescala com MEF e da macroescala com o Método dos Elementos de Contorno
(MEC). Uma vantagem desta abordagem consiste na capacidade do MEC em lidar com
problemas de singularidade no macro-continuo devido a localizagao de deformacgoes e
processos de fratura, por exemplo. Inclusive, em Fernandes, Pontes e Oliveira (2020)
realizam-se analises multiescalas acopladas entre a microescala e a macroescala utilizando

o MEC em ambas as escalas.
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3 HOMOGENEIZACAO

No que segue sao apresentados conceitos da homogeneizacao fundamentados na
média dos campos de tensao e deformagao microscopicos. Posteriormente, apresentam-se

algumas aplicagoes incluindo resultados analiticos e numéricos.

3.1 Consideracodes Iniciais

Na teoria multiescala hierarquica a microescala apresenta uma dimensao caracte-
ristica muito inferior perante a macroescala (I << L) (ver Figura 4). Por outro lado, o
tamanho da dimensao [ deve ser suficiente para representar em termos médios as hete-
rogeneidades presentes na microestrutura do material. Nesse contexto, a cada ponto y
da macroescala estd associado um EVR (representativo da microescala do material). Na
nomenclatura aqui adotada, o volume total do EVR é denotado como V' e seu contorno
como V. Além disso, na modelagem do EVR podem ser consideradas inclusoes (V;) e/ou

vazios (V) que estejam inseridos na matriz (V,,,).

Figura 4 — Macroescala e microescala.
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Fonte: Proprio autor (2021).

O sélido quando submetido a um determinado carregamento apresenta deslocamen-
tos, deformagoes e tensoes. A depender da escala essas grandezas podem ser referenciadas
como quantidades microscopicas e macroscopicas.

As medidas microscopicas estao associadas ao EVR, sendo fungoes da posi¢ao x.

Dessa forma, tensores de interesse na microescala podem ser escritos como:

011 012 013
o(x)=| 091 09 0 (3.1)

031 032 033
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€11 €12 €13
e(x)=| a1 €2 €3 (3.2)
€31 €32 €33
em que: o () é o tensor de tensoes e € (x) é o tensor de deformagoes.

Os tensores de tensao e deformagao microscopicos de determinado material sao
colocados em correspondéncia por meio de uma lei constitutiva envolvendo o tensor

constitutivo elastico de rigidez (C):

o(x)=C:e(x) (3.3)
em que:

01111 C’1112 C11113 C11211 C11212 C11213 C11311 C'1312 C'1313
01121 01122 C’1123 C’1221 C(1222 C(1223 C(1321 C(1322 C11323
C11131 C’1132 C11133 CV1231 CV1232 C(1233 C(1331 C(1332 C(1333
02111 C’2112 C12113 C12211 C12212 C12213 C12311 C12312 C(2313
C= 02121 02122 02123 C12221 C'2222 C'2223 C'2321 C'2322 C'2323 (34)
C’2131 C’2132 02133 02231 C12232 CV2233 C(2331 C(2332 C(2333
C’3111 C’3112 C’3113 C13211 C13212 C13213 C13311 03312 C(3313
C3121 C13122 C13123 C13221 03222 C'3223 C'3321 C'3322 C'3323

C’3131 C’3132 C’3133 C(3231 03232 C13233 C13331 C(3332 C(3333

Inversamente, considerando o tensor constitutivo de flexibilidade (C™!), a Eq. (3.3)

pode ser reescrita como:

e(x)=C"':0(x) (3.5)

Por outro lado, as medidas macroscopicas estao associadas ao meio continuo, tendo
seus pontos caracterizados por coordenadas y. Neste caso, os tensores de interesse na

macroescala podem ser escritos como:

Y Y X

Y(y)=| T X Xy (3.6)
| s Yz Xsg
Eun B Ei

E(y)=| Ean Ey»n Ex (3.7)
| Bz B3 B

em que: X (y) é o tensor de tensoes macroscopicas e E (y) é o tensor de deformagdes

macroscopicas.
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A lei constitutiva elastico-linear na macroescala envolvendo o tensor constitutivo

de rigidez (D) consiste em:

Y(y)=D:E(y) (3.8)

em que:

D3131 D3132 D3133 D3231 D3232 D3233 D3331 D3332 D3333

Com o tensor constitutivo de flexibilidade (D™'), a expressdao anterior pode ser

reescrita como:

E(y)=D":X(y) (3.10)
No que segue, apresenta-se o conceito de homogeneizagao dos campos de tensao e

deformacao que permite relacionar as grandezas nas duas escalas.

3.2 Conceitos Basicos de Homogeneizacao
3.2.1 Meédia Volumétrica dos Campos Microscopicos e o Principio de Hill-Mandel

No contexto das teorias de homogeneizagao, os campos macroscopicos associados a
macroescala (continuo) sao obtidos a partir da média volumétrica dos campos relacionados
a microescala (EVR) (BISHOP; HILL, 1951a):

E(y) = ‘1//‘/6(:8) AV —< e (x) > (3.11)

1
3 (y) = V/ o (z)dV =< o () > (3.12)
1%
em que: <> indica média no volume; V' consiste no volume total inicial do EVR (no
contexto de pequenas deformagoes).

Os tensores de tensao e deformagao na macroescala sao correlacionados por meio

de um tensor constitutivo homogeneizado ou efetivo (D.y):

>=D.,: E (3.13)
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A associagao entre os dominios da microescala e macroescala é estabelecida a partir
do principio de Hill-Mandel (ver Bishop e Hill (1951a), Bishop e Hill (1951b) e Mandel

(1971)). Neste principio, assume-se uma equivaléncia de energia em ambas as escalas:

1
Z‘:E:—/a':st:<a:€> (3.14)
Vv

No que segue sao realizadas maiores consideragoes sobre admissibilidade dos campos,
condicoes de contorno e, consequentemente, validade da expressoes mencionadas. Ademais,
a notacao indicial é adotada em alguns momentos para facilitar o desenvolvimento de

determinadas passagens.

3.2.1.1 Média de um Campo de Deformacao

Seja imposto a um volume V de referéncia um campo de deslocamento cinematica-
mente admissivel, o qual é associado a um campo de deformacao compativel. Desse modo,
a média volumétrica da deformacao, agora empregando notacao indicial para explicitar

suas componentes, ¢ dada pela seguinte expressao:

1
< g >= V /Vsz-jd\/ (315)

Como o campo de interesse é cinematicamente admissivel, existe compatibilidade

entre deformacoes (g;;) e deslocamentos (u;). Portanto, vale a relacao:

1
< gy >= W /V (Ui,j + iji) dVv (316)

Aplicando o Teorema da Divergéncia ou Teorema de Gauss, a integral no volume é

transformada em uma integral no contorno do volume:

1
S M. . 1
<&y >= o /av (win; + u;n;) dS (3.17)

em que, n; ou n; é um versor normal a cada superficie (S) contida em V.

3.2.1.2 Média de um Campo de Tensao

Seja agora imposto ao volume V um campo de tensao estaticamente admissivel, isto
é, que respeita o equilibrio estatico. Neste caso, a média volumétrica da tensao, novamente

empregando notacao indicial para explicitar suas componentes, é dada pela expressao:

1
< 045 >= V /VO'UCZV (318)

A Eq. (3.18) pode ser escrita ainda como:

1 1
< Oij >= V/Vo'ik(skjdv = V/Vo'ikéjkdv (3.19)
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Explorando a seguinte associacao possivel em relacao a identidade d;;, = x;4:

1 1
<Oy 2= /Vaikfskjdv =V /Va'ikxj,kdv (3.20)

Empregando ainda a propriedade:

(Uikxj)7k = OikkTj + OiuTjk (3.21)
OikTjk = (O'ikmj)Jc — Oik,kTj (3.22)
Resulta que:
_ dV 3.23
< 04 >= V . [(Uikxj)Jc - Uz‘k,kl’j} ( . )

Como o campo de tensao é estaticamente admissivel, respeita-se o equilibrio estatico.
Com essa premissa e considerando ainda forgas de volume nulas, resulta que o divergente

do campo de tensao ¢ nulo, ou seja, 0, = 0. Portanto:

1
< 045 >= V /V (Uikmj)’k dV (324)
Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtém-se:

1
< 0y >= V /av Jiknkxde (325)

em que, ng € um versor normal a cada superficie contida em 0V

3.2.1.3 Trabalho das Forcas Internas

Para um campo de deslocamentos cinematicamente admissivel e um campo de
tensao estaticamente admissivel, a média volumétrica do trabalho das forcas internas, em

notacao indicial, consiste em:

1
< 0j&€i5 >= V /‘/O'ijﬁijdv (326)

Correlacionando deformagoes com deslocamentos:

1
< 0jj€j5 >= W /V Ojj (ui,j + Ujﬂ') dVv (327)

Utilizando as seguintes propriedades:

(O’ijui)vj = O'ij,jui =+ O'ijui’j — aijum- = (O'ijui),j — aij,jui (328)
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(O'ijuj')ﬁ. = 045Uy + OijUjq — OiUji = (O-z'juj),i — 045Uy (329)

obtém-se:

1
< 04545 >= W /V [(O'ijui)J- — 045,jUs + (O-ijuj)ﬂ' — O'ijyiuj‘:| dV (330)

Como o campo de tensao é estaticamente admissivel com forgas de volume nulas

(Uij,j =0e Uij,i = 0)

1
< 044 >= W /V {(aijui)’j + (O-ijuj>7i] dV (331)

Por fim, aplicando o Teorema da Divergéncia:
1
< 044 >= W /8‘/ Oij5 (njui + nin) dS (332)

3.2.2 Condigoes de Contorno

O processo de homogeneizacao envolve a resolucao de um Problema de Valor de
Contorno (PVC) para o EVR. Nesse contexto, algumas condigoes de contorno difundidas
na literatura sao: (i) Deformacdo Homogénea; (ii) Tensdo Homogénea; e (iii) Periddica. Na
Figura 5 estd uma representacao ilustrativa da influéncia de cada condi¢ao de contorno na

resposta homogeneizada do parametro de interesse com o aumento da dimensao do EVR.

Figura 5 — Representacao ilustrativa da resposta de cada condi¢do de contorno com o
aumento da dimensao caracteristica do EVR.
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Fonte: Representagao com base nos resultados de Terada et al. (2000).
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A ilustragdo apresentada na Figura 5 foi realizada com base nos resultados obtidos
por Terada et al. (2000), que avaliaram a convergéncia da solugao procurada em abordagens
de homogeneizacao computacional. De modo geral, a medida que a dimensao do EVR
aumenta sao incorporadas de forma mais realistica as caracteristicas das heterogeneidades
do material. Consequentemente, a resposta homogeneizada computacionalmente fica mais
precisa e se aproxima do valor real ou exato. Nesse sentido, a condicao baseada em
deformacao homogénea no contorno superestima o parametro homogeneizado promovendo,
assim, um limite superior para a solucao procurada. A condi¢ao de contorno periddica
também superestima o parametro homogeneizado, porém ¢é mais flexivel em comparacao
com a condi¢ao de deformagao homogénea no contorno. Por fim, a condi¢ao baseada em
tensao homogénea no contorno tende a subestimar o parametro homogeneizado e, portanto,

fornece um limite inferior.

No que segue, realizam-se consideracoes mais detalhadas sobre a aplicacao de cada
condicao de contorno mencionada. Para fins didaticos, também é apresentada a condicao

de Taylor, apesar de pouco empregada por ser muito restritiva.

3.2.2.1 Condicao de Taylor

Conforme apresentado em Souza Neto e Feijoo (2006), esta condigdo de contorno é
associada ao trabalho de Taylor (1938) no contexto de analises experimentais da deformagao
plastica de metais policristalinos. Neste caso, os deslocamentos impostos em todos os

pontos do EVR sao compativeis com um estado de deformacao homogénea (E):

u=E-x V xzecV (3.33)
com:
<e>=F (3.34)
em que, x é o vetor de coordenadas.
Na Figura 6 estd a representacao ilustrativa de um EVR deformado quando

submetido a condi¢ao de Taylor.

Figura 6 — Representacao ilustrativa da metade de um EVR 3D (com vazio) deformado
considerando a condi¢do de Taylor.

Fonte: Proprio autor (2021).
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Considerando o principio de Hill-Mandel (ver Equacao 3.14), tém-se que: (i) € é
um campo de deformagao homogénea compativel e segue a condi¢ao de Taylor; (ii) o é

um campo de tensao estaticamente admissivel. Além disso:

Y =<o> (3.35)

No ambito das condig¢oes de contorno aqui apresentadas, a condicao de Taylor
fornece um limite superior porque é a mais restritiva. Ademais, essa condigao de contorno é

comumente conhecida como regra das misturas devido a hipétese de deformagao homogénea
em todo o EVR (SOUZA NETO; FELJOO, 2008).

3.2.2.2 Condicao de Deformac¢ao Homogénea no Contorno ou Condicao Uniforme Cine-
matica no Contorno

Neste caso os deslocamentos impostos ao contorno do EVR sao compativeis com

um estado de deformacao homogénea (E):

u=FE-x V xecdV (3.36)

com:
<e>=F (3.37)
em que, € o vetor de coordenadas.

Uma representacao ilustrativa do EVR deformado para a condi¢ao de deformacao

homogénea no contorno ¢ mostrada na Figura 7.

Figura 7 — Representacao ilustrativa da metade de um EVR 3D (com vazio) deformado
considerando a condi¢do de deformacao homogénea no contorno.

Fonte: Préprio autor (2021).

Em relagao ao principio de Hill-Mandel (ver Equacao 3.14), significa que: (i) € é
um campo de deformacao compativel e obedece a condigao de deformacao homogénea no

contorno; (ii) o é um campo de tensao estaticamente admissivel. Além disso:

Y=<o> (3.38)
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Vale destacar que a condicao de deformagao homogénea no contorno fornece uma

resposta mais flexivel perante a condi¢ao de Taylor, pois é menos restritiva.

3.2.2.3 Condicao Periddica

Para caracterizar a condi¢ao de contorno periddica, o contorno do EVR pode ser
analisado como apresentando uma parte positiva (I'") e uma parte negativa (I'~). Dessa
forma, cada ponto &1 no contorno I'* do EVR apresenta um ponto correspondente £~ no
contorno I'~. Genericamente, a condi¢ao de contorno compreende uma parcela associada

a deformagcao homogénea (F) e uma parcela denominada flutuacao periddica (u):

u=FE-xz+u V xecdV (3.39)
com:

<e>=E (3.40)

em que, & ¢é o vetor de coordenadas. Note que ao realizar a média volumétrica das flutuagoes

microscopicas no contorno: < ;; >= 0.

Na Figura 8 estda uma representacdo do EVR deformado considerando a condigao

de contorno periddica.

Figura 8 — Representacao ilustrativa da metade de um EVR 3D (com vazio) deformado
considerando a condi¢do de contorno periddica.

l"+

xll

Fonte: Proprio autor (2021).

Note que apenas u é periddico:
w(xt)=a(x") V xze€dV (3.41)

No principio de Hill-Mandel (ver Equacao 3.14), significa que: (i) € é um campo de
deformagcao compativel e obedece a condigao de contorno periddica; (ii) o é um campo de

tensdo estaticamente admissivel. Além disso:

Y =<o> (3.42)
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Cabe destacar que a condi¢ao de contorno peridédica fornece uma resposta mais
flexivel perante a condicao de deformacao homogénea no contorno. Maiores detalhes sobre

a condigao periddica sao apresentados no Capitulo 8.

3.2.2.4 Condicao Associada a Tensao Homogénea no Contorno ou Condi¢ao Uniforme
em Tensao no Contorno

Nesta situagdo, o EVR é submetido a condigdo de contorno em forgas associada a

um estado de tensdo homogénea definida pela seguinte relagao (X):

t=X-n YV xzecdV (3.43)

com:
<o>=X% (3.44)
em que: n é o vetor normal a superficie.

Considerando o principio de Hill-Mandel (ver Equagao 3.14), tém-se que: (i) € é um
campo de deformacgao compativel; (ii) o é um campo de tensao estaticamente admissivel e

obedece a condigao associada a tensao homogénea no contorno. Ademais:

E=<e> (3.45)

Na Figura 9 estd ilustrado o EVR deformado considerando a condicao associada a

tensao homogénea no contorno.

Figura 9 — Representacao ilustrativa da metade de um EVR 3D (com vazio) deformado
considerando a condi¢do associada a tensao homogénea no contorno.

Fonte: Préprio autor (2021).

Considerando as condigoes de contorno aqui apresentadas, a condigdo uniforme em

tensao fornece um limite inferior.

3.2.3 Consideragoes sobre Homogeneizacao de Compositos

Considere um Elemento de Volume Representativo para um material composito

formado por uma inclusdo simples dentro de uma matriz, conforme a Figura 10. Note
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que a representacao propositadamente considera a matriz e a inclusao separadamente,
incluindo as respectivas normais (n). A regidao de fronteira entre as fases é denominada

interface.

Figura 10 — Compdsito formado por matriz e uma inclusao.

Material compésito: V =1V,, U; Matriz: 1, Inclusdo: V;

n
\ av +
Interface— x aV;

oV,

Vin Vin

Fonte: Proprio autor (2021).

Utilizando o conceito de homogeneizacao para o compoésito valem as relagoes:

1
<e>—— dv / dV) 3.46
€ V(/Vms + we (3.46)

1
<o >=— </ odV —|—/ O'dV) (3.47)
V A\ Vi

Alternativamente, pode-se aplicar o Teorema da divergéncia na parte da matriz e

na parte da inclusao:

1
<s>zﬁ/av(u®n+n®u)d5 (3.48)
<0'>—l (o-n)®@xdS (3.49)
-~V oy '

Note que agora aparece apenas o contorno externo do EVR, uma vez que a parcela
no contorno interno da matriz se anula com a parcela do contorno da inclusao, pois as

normais (n) sdo iguais e com sentidos opostos.

3.2.4 Consideragoes sobre Homogeneizacao de Meios Porosos

Considere agora um Elemento de Volume Representativo para um material poroso
formado por vazio simples dentro de uma matriz, conforme a Figura 11. Nesta situacao a

fronteira do vazio é uma superficie.
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Figura 11 — Meio poroso formado por matriz e um vazio.

Material poroso: V=1, UV, Matriz: 1, Vazio: V,
Vin Vi n
_ v 4
O - O B
Contorno — oV,

Fonte: Préprio autor (2021).

Utilizando o conceito de homogeneizacao para o meio poroso:

1
ce>—— (/ edV + st) (3.50)
V n 12
o= (/ v + dV) (3.51)
o = V . o v o .

No entanto, ndo é possivel integrar o volume do vazio. Neste caso, duas alternativas

que podem ser empregadas para a homogeneizagao:

1) Aplicar o Teorema da divergéncia apenas na parte do vazio:

1 1
<e>:v[/ st+§ (u®n+n®u)d5] (3.52)

Vy

<o‘>—‘1/ [/m odV + (O"n)@wdS} (3.53)

oV,
2) Aplicar o Teorema da divergéncia na parte da matriz e na parte do vazio:

1
<e>=p W(u@n—l—n@u)dS (3.54)

1
<0'>:V/av(a'-n)®:cd5' (3.55)

Como as normais (n) sao iguais e com sentidos opostos, a parcela da integral no
contorno interno da matriz se anula com a parcela da integral no contorno da inclusao.

Consequentemente, a Eq. (3.54) e a Eq. (3.55) sdo expressas apenas em fungao do contorno
externo do EVR.
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3.3 Homogeneizacdo Analitica da Esfera Oca Elasto-plastica
Nesta se¢ao ilustra-se a técnica de homogeneizacao de forma analitica para o caso
da esfera oca elasto-plastica submetida a deslocamento radial externo uniforme (u,) e

também pressao externa uniforme (P). O raio interno é definido como a e o raio externo

como b (ver Figura 12).

Figura 12 — Dimensdes da esfera oca.

} 2b

Fonte: Proprio autor (2021).

Considerando o volume total (V') e o volume de vazios (V,), a porosidade (f)

consiste em:

o)

A matriz é modelada com um comportamento elasto-plastico perfeito governado
pelo critério de von Mises com a hipdtese de pequenas deformagoes e deslocamentos,

conforme ilustrado na Figura 13.

O critério de plastificacdo consiste em:

F(o,00) =0 —09<0 (3.57)

em que: o, ¢ a tensao microscopica equivalente de von Mises e 0 a tensao de escoamento.

De modo geral, a deformagao total (¢) pode ser decomposta de forma aditiva em

uma parcela eldstica (e°) e outra plastica (e?):

e=¢e°+¢€P (3.58)
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Figura 13 — Comportamento elasto-plastico perfeito, em que Y representa o médulo de Young
do material.

> E

Fonte: Proprio autor (2021).

A resposta local é convenientemente representada no sistema de coordenadas
esférico (r,0,¢), em que as caracteristicas do problema promovem um comportamento de
simetria esférica. Logo, o tensor de tensoes (o), o tensor de deformagoes (&) e o vetor de

deslocamentos (u) podem ser representados matricialmente por:

Orr Org  Oprg Oprp 0 0
o(r,0,0) =1 og 099 095 | =| 0 0cpg O (3.59)
0'¢T O'¢g 0'¢¢ 0 0 O'¢¢
Err Ero Erg ] | Err 0 0
e(r,0,0) = | cor 200 €op | =| 0 9o O (3.60)
Eor €0 € | [ 0 0 &g
Uy ] [ Uy
U(T,97¢) = Ug == 0 (361)
U¢ ] i 0

J& resposta homogeneizada (X e E) é obtida em coordenadas cartesianas (z1, 22,
x3) atreladas a um referencial fixo com origem no centro da esfera, conforme ilustra a
Figura 14. Nesse contexto, cabe destacar ainda as seguintes equagoes que relacionam o

sistemas de coordenadas esférico e cartesiano (ver Figura 14):

r(x1, Te, x3) = \/23 + 23 + 23 (3.62)

0 (21,29, x3) = arctan ( s ) (3.63)

V3 + 23 + 23
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¢ (21,9, x3) = arctan <ij> (3.64)
21 (r,0,¢) = rsinf cos ¢ (3.65)
xo (1,0, ¢) = rsinfsin ¢ (3.66)

x3(r,0,¢) =rcosf (3.67)
dS = r?*sin 6 dfdo (3.68)
dV = r?sin 6 dfdodr (3.69)

Figura 14 — Sistema de coordenadas esférico (1,0,¢) e cartesiano (x1, z2, x3).

X3 X3 dS =r%sin6 do do

i dv =r2sin@ do do dr

X1

Fonte: Proprio autor (2021).

A matriz de rotacdo que permite passar do sistema de coordenadas esférico para o

cartesiano tem a seguinte representacao:

cos¢psinf cos¢pcosf —sing
M (0,¢) = | singsinf singcosf cos¢ (3.70)

cos —sin 6 0

Note-se que: det(M)=1e M - M" =1, sendo I a identidade.

Na subsecao 3.2.4 foram apresentadas duas opgoes para realizacao da homogenei-
zacao de meios porosos. Seguem as duas possibilidades aplicadas para realizar a homoge-

neizagao da esfera oca:
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1) Teorema da Divergéncia apenas na parte do vazio:

b r27
/ / (M-E-MT)TQSiHHdeqde +
a JO 0

27w
/ / (n®@u+u®mn)a’sindddde
o Jo

1 b 27 T
> - // / M-o-M")?singdodpdr +
a JO 0

Vv
1 27
V/o /0 [(M-U-MT)-n}@)aza%in@d@dqb
em que:
cos ¢ sin 6
n = — | sin¢sinf
cosf
a::—a{cosqzﬁsinQ sin ¢ sin 6 cos@}
u:—uT(T:a)[cos¢sin6 sin ¢ sin ¢ COSH]

2) Teorema da Divergéncia na parte da matriz e na parte do vazio:
1 2r
E- 7/ / (n @ u+u@n)b®singdf do
2VJo Jo

= ‘1//02”/0” (Mo M) n] @z singdods

em que:
cos ¢ sin 0
n = —| sin¢sinf
cosf
m:—b[cosqﬁsin@ sin ¢ sin COSG]
u:—ur(r:b){cosgbsin@ sin ¢ sin 6 0089}

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

A seguir sao apresentados os resultados do processo de homogeneizagao, obtidos

com auxilio do software Wolfram Mathematica. Devido as condigoes de contorno aplicadas

e a geometria do problema, a resposta homogeneizada esperada consiste em tensores

hidrostéticos:

(3.81)
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o7

E=FLE,1

(3.82)

em que: X, = YXy;/3 (componente hidrostitica da tensdo); E,, = Ejy,/3 (componente

hidrostética da deformagao); I é o tensor identidade de segunda ordem.

3.3.1 Resposta Constitutiva Homogeneizada para Deslocamento Radial Externo Uniforme

Considerando a homogeneizagao da esfera oca submetida a deslocamento radial

externo uniforme (u,), como ilustrado na Figura 15, o deslocamento imposto é o resultado

de uma deformagao imposta («) multiplicada pelo raio externo (b).

Figura 15 — Representacio da esfera oca submetida a deslocamento externo uniforme.

Fonte: Proprio autor (2021).

Na Figura 16 ¢é apresentado um esquema envolvendo as etapas do processo de

plastificacao.

Figura 16 — Evolucio do processo de plastificagdo para deslocamento externo uniforme.

2a
2b

elastica

)

Limite
elastico

el
Agim

Zona elastica:c <r <b

Zona pléstica: a <r <c

Fonte: Proprio autor (2021).

plastica
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Em relacao a Figura 16, a solugao elastica indica que o inicio da plastificacao
ocorre a partir do momento em que a deformacao imposta corresponde o limite elastico de
resisténcia (af,,) na face interna da esfera oca. Com o aumento da solicitacio, a regido
pléstica evolui e a esfera apresenta uma zona plastica (¢ < r < ¢) e uma zona eldstica
(c < r < b), que sdo delimitadas pelo raio ¢. Quando a deformagao imposta atinge o limite

plastico (af’ilm), ocorre a total plastificacao da esfera.

Ja na Figura 17 é mostrado o comportamento esperado da resposta material
homogeneizada considerando Y, e E,,. Inicialmente, a resposta homogeneizada ¢é linear.
Com o inicio da plasticidade, ou seja, a5l = é excedido, fica nitido o comportamento nio-
linear da curva homogeneizada decorrente de uma parcela plastica e outra elastica. Por
fim, quando aﬁlm é atingido ocorre a plastificacao total e, consequentemente, configura-se

o patamar de escoamento da curva.

Figura 17 — Comportamento esperado da resposta constitutiva homogeneizada para
deslocamento externo uniforme.

DIy

aﬁlm (limite plastico)

v

\ l

ofy, (limite elastico)

)Em

Fonte: Préprio autor (2021).

De modo geral, a solugao envolve a satisfagao de condigoes de compatibilidade
(relagao entre deslocamentos e deformagoes), lei constitutiva (relagdo entre tensoes e
deformacoes) e equilibrio (relagao entre tensoes e forgas), além do critério de plastificagao.
Cabe destacar algumas condigoes de contorno e continuidade importantes em relagao aos

campos microscopicos para as trés etapas de plastificacao:

1) Condigoes de contorno para a esfera com zona totalmente elastica (ztel):

(3.83)
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2) Condigoes de contorno para a esfera com zona eldstica (zel) e zona plastica (zpl):

u? (r = b)

=«
o (r=a)=0

b
(3.84)

3) Condigoes de continuidade de tensdo e deslocamento radial para a esfera com zona

elastica (zel) e zona plastica (zpl):

u? (r = c) = u (r = c)

(3.85)
o (r=c)=0o (r=c
4) Condigoes de contorno para a esfera com zona totalmente plastica (ztpl):
u?P (r = b) = ab
(3.86)
oPP(r =a) =0

Os resultados microscopicos obtidos estao apresentados no Apéndice A. As respostas
macroscopicas homogeneizadas sao obtidas a partir dos campos microscopicos com Eq.
(3.71) e Eq. (3.72) ou Eq. (3.76) e Eq. (3.77). Seguem os resultados homogeneizados para

as trés etapas de plastificagao:

1) Resposta homogeneizada na situa¢ao com zona totalmente elastica:

E, =« (3.87)
2(1—-7)
Yom =aY 3.88
“ 2(1—2u)+f(1+u)] (3.88)
2) Resposta homogeneizada na situagdo com zona eldstica e zona plastica:
E,=«a (3.89)
2aY (1 — f.) + 200f. (=14 v)In (L
_ ( ) ofe( ) (fc) (3.90)

"o (2—4v)+ fo(1+v)
em que:

o= () (3.91)

com f. pertencente ao intervalo [f, 1], isto é, quando f. = f tem-se a esfera totalmente

elastica e quando f. = 1 tem-se a esfera totalmente plastica.
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3) Resposta homogeneizada na situagdo com zona totalmente pléstica:

Ep=a (3.92)

5= —gao In (f) (3.93)

Também seguem a equagao de o em fungao de ¢ e as expressoes do limite elastico

(agl ) e limite plastico (a2 ):
_ 1o S
a(c) = 3y C-—4)+ f.(14+v)+(—2+4v)In (ﬁ)] (3.94)
afl,, = lima(c) = ;’f (2= d0) + £ (1 + )] (3.95)
oft, = lima (c) = ;‘;0 B(1— )+ (=2 + 40)In (f) (3.96)

3.3.2 Resposta Constitutiva Homogeneizada para Pressao Externa Uniforme

A seguir é explanado sobre a solugao analitica da homogeneizacao da esfera oco

submetida a pressao externa uniforme, como ilustrado na Figura 18.

Figura 18 — Representagao da esfera oca submetida a pressdo externa uniforme.

Fonte: Préprio autor (2021).

Na Figura 19 é apresentado um esquema envolvendo as etapas do processo de
plastificagdo. A partir do momento em que a pressao imposta (P) iguala o limite elastico
(Pg ), ocorre o infcio da plastificagio na face interna da esfera oca. O aumento da solicitagao
promove a evolugao da parte plastica delimitada pelo raio ¢ e, portanto, a esfera apresenta
uma zona plédstica (e < r < ¢) e uma zona eldstica (¢ < r < b). A plastificagao total da

esfera ocorre quando a deformacdo imposta atinge o limite plastico (P2).
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Figura 19 — Evolugao do processo de plastificagdo para pressao externa uniforme.

elastica
Limite
o elastllco
e
bo2a Piim
2b

Zona elastica:c <r <b

Zona pléastica: a <r <c

Fonte: Préprio autor (2021).

O comportamento esperado da resposta homogeneizada considerando X, e F,,

¢ mostrado na Figura 20. No inicio, a resposta homogeneizada ¢ linear. Quando P ¢

excedido, ocorrem deformagoes plasticas e, consequentemente, um comportamento nao-
linear da curva homogeneizada. O patamar de escoamento fica caracterizado quando toda

a esfera plastifica, isto é, PP atingido.
Figura 20 — Comportamento esperado da resposta constitutiva homogeneizada para pressao
externa uniforme.

XA

Plf}n (limite plastico)

PEL, (limite elastico)

>Em

Fonte: Préprio autor (2021).

De forma andaloga a condi¢do de contorno em deslocamento, a solu¢do neste caso
também envolve a satisfacao de condigoes de compatibilidade, lei constitutiva, equilibrio e
o critério de plastificacdo. Neste caso, vale ressaltar as seguintes condi¢oes de contorno e

continuidade para as trés etapas de plastificagao:

plastica
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1) Condigoes de contorno para a esfera com zona totalmente elastica (ztel):

{
e

o2 r

b)
a) =

g r

r 3.97
0 (3.97)

2) Condigoes de contorno para a esfera com zona elastica (zel) e zona plastica (zpl):

azel(rzb):P
=0

rr
P (r=oa)

rr

(3.98)

3) Condigoes de continuidade de tensao e deslocamento radial para a esfera com zona

elastica (zel) e zona plastica (zpl):

o* (r=c)=0?(r=c)

" (3.99)
u (r=c) = u (r=c)
4) Condigoes de contorno para a esfera com zona totalmente plastica (ztpl):
o (r=1b) = Pl
(3.100)

oPP(r =a) =0

Os resultados microscopicos obtidos estao apresentados no Apéndice B. As respostas
macroscopicas homogeneizadas sao calculadas a partir dos campos microscopicos com Eq.
(3.71) e Eq. (3.72) ou Eq. (3.76) e Eq. (3.77). Seguem os resultados homogeneizados para

as trés etapas de plastificacao:

1) Resposta homogeneizada na situagdo com zona totalmente eldstica:

Pl2—-4v)+f(1+v)
E,, = v l 21=J) ] (3.101)
Yu=P (3.102)

2) Resposta homogeneizada na situagdo com zona eldstica e zona plastica:

P+ L0+ o [f1Hn(f)
g I Tr 1_Y[ —n (3.103)
S, =P (3.104)

em que, f, pertencente ao intervalo [f, 1]. Ou seja, quando f. = f tem-se a esfera

totalmente elastica e quando f. = 1 tem-se a esfera totalmente plastica.
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3) Resposta homogeneizada na situagdo com zona totalmente pléstica:

Ep =<~ 3(=1+2%) + (2= 3/2) In(f)] (3.105)

Yo = —200 In(f) (3.106)
em que:
_Yr(l+v)
=) (3.107)

Seguem ainda a equacao de P em funcao de c e as expressoes do limite elastico
(P2 ) e limite plastico (PP ):

Ple) = gao [— In <f> 41— fc)l (3.108)

Je
Pel =1lim P (c) = 2, (1—1) (3.109)
lim — 5, - 3 0 .
PP —1lim P (c) = ~ 2y (f) (3.110)
tim c—b 3 0 '

3.4 Homogeneizacao Computacional da Esfera Oca Elasto-plastica

A seguir é apresentado o procedimento computacional de homogeneizagao para
o problema da esfera oca elasto-plastica submetida a deslocamento externo prescrito. A
resposta constitutiva homogeneizada encontrada ¢ comparada com as expressoes analiticas

apresentadas anteriormente (ver subsecao 3.3.1 e subsegao 3.3.2).

Na homogeneizacdo computacional foi empregada a condicdo de contorno de
deformagao homogénea ou uniforme cinematica (ver Figura 21) considerando um tensor

de deformagoes hidrostatico (£,,I):

uv=FE-x=E,1 -z VaedV (3.111)

A simetria e isotropia existentes permitem considerar apenas 1/8 dos EVRs (ver

Figura 22) a fim de reduzir o custo computacional.
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Figura 21 — Condigao de contorno essencial em deslocamento aplicada na esfera.

Emn xq
aV: u = {Em xz}
Em X3
X3
L X1
X2

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 22 — Representagao ilustrativa de 1/8 do EVR.

7/8 da esfera oca

1/8 da esfera oca

Fonte: Préprio autor (2021).

A resposta homogeneizada computacionalmente é obtida a partir dos campos
microscépicos calculados com o MEF, por sua vez obtidos com o software Ansys (Versao
18.0). Nas analises tridimensionais foi utilizado o elemento sélido tetraédrico quadratico

com 10 nos, conforme a Figura 23.

Figura 23 — Elemento sélido tetraédrico quadratico com 10 nos.

Fonte: Préprio autor (2021).
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A malha usada nas andlises em elementos finitos é mostrada na Figura 24. Mais
especificamente sao empregados 11996 elementos e 18177 nés, o que resulta em 54531

graus de liberdade.

Figura 24 — Malha utilizada nas analises.

atioL
UVATAVAY AoV}
AVAYAVAV

Fonte: Préprio autor (2021).

Para o tipo de condi¢ao de contorno aplicada, a homogeneizacao pode ser realizada

por meio da seguinte expressao considerando todos os elementos finitos (Nejep ):

1 Netem

Y==> oV (3.112)

V.3
em que: X ¢é o tensor de tensdes homogeneizado, o; é a tensao média no elemento ¢
calculada com os valores em seus pontos de integracao, V; é o volume do elemento ¢ e V

consiste no volume total inicial do EVR (no contexto de pequenas deformagoes).

Mais especificamente foi simulada a esfera com a porosidade (f) de 0,1. Devem ser
definidas as propriedades elasticas referentes ao médulo de Young (V') e o coeficiente de
Poisson (), bem como a tensao de escoamento (). Os valores utilizados nas andlises foram
Y = 200GPa, v = 0,30 e 0y = 500MPa. As respostas homogeneizadas computacionalmente
(HC) da tensao média (X,,) e deformacao média (E,,) sdo mostradas na Figura 25. Tais
respostas sao comparadas com resposta idealmente elastica e com os resultados analiticos

para deslocamento radial externo uniforme (u,.) e pressdo externa uniforme (P) impostos.

A resposta homogeneizada computacionalmente a partir de resultados microscopicos
calculados com elementos finitos apresenta boa concordancia com as solugoes analiticas.
Tal fato mostra a eficiéncia da metodologia proposta. E importante ressaltar o fato da
solucao analitica em deslocamento coincidir com a solucao analitica em pressao. Isso ocorre
porque a solucao limite é exata, ou seja, o estado de deslocamento é cinematicamente

admissivel corresponde um estado de tensao estaticamente admissivel.
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Figura 25 — Resposta constitutiva macroscopica: homogeneizada computacionalmente (HC'),
analitica para deslocamento radial externo uniforme (u,), analitica para pressao
externa uniforme (P) e elastica.

1000 .

900 - ,
800 - )
700 )
600 - Y

500 -
400 -
300 -
200 -
100

Sm (MPa)

0 T T
0 0.001  0.002

3.5 Homogeneizacao Computacional de Diferentes EVRs

0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Em

Fonte: Préprio autor (2021).
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No que segue ¢ realizado o estudo do comportamento homogeneizado de diferentes

EVRs e porosidades (f). O primeiro EVR consiste na esfera com vazio esférico (EE),

estudado anteriormente. Ja o segundo EVR é um cubo com vazio esférico (CE). Também

é simulado um cubo com vazio cibico (CC). Deste modo, pode ser avaliada a influéncia

da morfologia da matriz e do vazio nas respostas. As propriedades elasticas constitutivas
adotadas sao Y = 200GPa, v = 0,30 e 0y = 500MPa.

Inicialmente, foi realizado um estudo de refinamento de malha tomando como

referéncia a resposta analitica para a esfera oca elasto-plastica. O estudo foi restringido a

porosidade de 0,01. As malhas usadas no refinamento estao apresentadas na Figura 26.

Figura 26 — Malhas do estudo de refinamento para a esfera com vazio esférico e f = 0,01.

Malha 1

Malha 2

Fonte: Préprio autor (2021).

Malha 3

Malha 6
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Ja os dados referentes a quantidade de elementos, nds e graus de liberdade estao
na Tabela 1.

Tabela 1 — Dados das malhas para o estudo de refinamento.

Malha Numero de elementos Numero de nés Graus de liberdade

1 1221 2106 6318

2 3686 5851 17553
3 6200 9577 28731
4 10808 16188 48564
) 16030 23732 71196
6 21848 32035 96105

Fonte: Préprio autor (2021).

Os resultados sao apresentados na Figura 27 e Tabela 2.

Figura 27 — Resultado do estudo de refinamento.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 2 — Erro relativo em relagdo a solucao analitica.

Malha X, (MPa) Erro relativo em relacao a solugao analitica

1 1539,62 0,297%
2 1536,65 0,104%
3 1535,92 0,056%
4 1535,48 0,027%
5 1535,32 0,017%
6 1535,25 0,013%

Fonte: Préprio autor (2021).

O erro relativo (erro) mostrado na Tabela 2 é calculado como:

analitico __ ycomputacional
12 o2 |

| Z’;Lﬂnalitico ’

erro =

(3.113)
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em que: Yerdaitico § 5 solucio homogeneizada analiticamente e Ycalculado & 5 solucio

homogeneizada computacionalmente.

De modo geral, as diferencas sao pequenas, principalmente, para as malhas mais
refinadas. Conciliando precisao e custo computacional, adotou-se como referéncia a malha
5 (16030 elementos, 23732 nds e 71196 graus de liberdade) para estimar as demais malhas
considerando as geometrias e porosidades propostas. Portanto, as malhas estudadas para
f=0,1, f=0,01 e f =0,001 estao apresentadas na Figura 28, Figura 29 e Figura 30,

respectivamente.

Figura 28 — Malhas estudadas para todos EVRs com f =0, 1.

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 29 — Malhas estudadas para todos EVRs com f = 0,01.

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 30 — Malhas estudadas para todos EVRs com f = 0,001.

Fonte: Préprio autor (2021).
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Maiores detalhes da quantidade de elementos e graus de liberdade sao mostrados
na Tabela 3.

Tabela 3 — Dados das malhas de todos os EVRs simulados.

EVR f Nimero de elementos Numero de nés Graus de liberdade
Befera com oL 11996 18177 54531
0,01 16030 23732 71196

v 0,001 19761 29372 88116
cubo com 01 12498 18777 56331
N 1.10 zs‘ff X 16051 23711 71133

VAzo eSIEHEO 0 001 20783 30546 91638
Cubo com 0L 12234 18364 55092

i etbicg 001 16209 23860 71580
AZI0 CUBICO ) 001 23646 35360 106080

Fonte: Préprio autor (2021).

O EVR com geometria externa esférica é submetido a condi¢ao de contorno da
Eq. (3.111). J4 os EVRs com geometria externa em formato de cubo sdo submetidos a
deslocamento externo no contorno na diregao das faces (ver Figura 31), ou seja, por meio

das seguintes expressoes:

uy = Epxq, ug =0, ug =10 Vx, € 0Vy (3114)
uy = O, Ug = Em.TQ, uUs = 0 W To € 8‘/2 (3115)
uy = O, U9 = 0, Uus = Eml’g i T3 € 8‘/}, (3116)

Figura 31 — Condicao de contorno essencial em deslocamento aplicada no cubo.

X3

0
6V3: u :{ O }
L) X1 Em x3
o

° Em x4
aVi:u=4 0
0

Fonte: Proprio autor (2021).

Na Figura 32 sao mostrados os resultados para as trés porosidades estudadas. Os

valores finais e diferencas sdo mostrados na Tabela 4.
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Figura 32 — Resultados da homogeneizagdo computacional de diferentes EVRs: esfera com
vazio esférico (EE); cubo com vazio esférico (CE); cubo com vazio cibico (CC).
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& 1000 | - - £=0,01: CE
{00 4 A e f=0,01: CC
600 —£-0,1: EE
400 £-0,1: CE
208 1.4 £=0,1: CC

0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009
Em

Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 4 — Comparagao dos resultados da homogeneizacio
computacional dos EVRs.

Diferenca relativa em relagao a

f EVR X, (MPa) resposta de EE

EE  767,5565 -
01 CE  712,8489 7,127 %
CC  641,4438 16,430 %

EE  1535,3244 -
001 CE  1481,4084 3,512 %
CC  1413,1311 7,959 %

EE  2304,0166 -
0,000 CE  2252,2566 2,285 %
CC  2185,5449 5,179 %

Fonte: Préprio autor (2021).

O EVR com geometria esférica e vazio esférico apresentou maior resisténcia. Por
outro lado, o EVR com geometria ctibica e vazio cibico correspondeu ao menos resistente,
o que certamente esta associado a concentragao de deformacoes plasticas nas arestas
internas do vazio ctbico. J&4 o EVR com geometria cibica e vazio esférico apresentou
resisténcia intermediaria. As divergéncias entre as respostas sao mais evidentes em maiores
porosidades. Possivelmente, a diferenca nas respostas esta a associada a distribuicao de
tensoes na microescala (ver Figura 33, Figura 34 e Figura 35). Nos EVRs com matriz
em forma de cubo nao ocorre plastificacao total da microestrutura para a condicao de
contorno aplicada, o que contribui para uma menor resisténcia homogeneizada. Portanto,
existem regides que podem nao plastificar em funcdo da combinacao entre geometria e
carregamento aplicado. Como esperado, maiores valores de porosidade promovem uma

menor resisténcia ao EVR.
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Figura 33 — Esfera com vazio esférico: tensdo microscépica equivalente de von Mises (MPa).

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda  1/8 do EVR: Vista Posterior

a. >

500
500

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 34 — Cubo com vazio esférico: tensdo microscépica equivalente de von Mises (MPa).

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda 1/8 do EVR: Vista Posterior

I .m
— I I
0

.654499 111.62 222.586 333.552 444,517

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 35 — Cubo com vazio cibico: tensdo microscépica equivalente de von Mises (MPa).

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda 1/8 do EVR: Vista Posterior
I I
1.19764 112.043 222.888 333.733 444,578
56.6202 167.465 278.31 389.155 500

Fonte: Proprio autor (2021).
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3.6 Analise da Influéncia da Distribuicao de Vazios na Matriz do EVR

A seguir é realizado um breve estudo sobre a influéncia da distribuicao da fracao
em volume de vazios no comportamento constitutivo homogeneizado do EVR com matriz
ductil. Isso é realizado para mostrar a versatilidade de aplicagao do procedimento de

homogeneizacao apresentado no presente trabalho.

Dentro desse contexto, desenvolveu-se um algoritmo para posicionamento de vazios
de forma aleatéria e um EVR cubico. Para simplificacao sao criados vazios esféricos com um
mesmo raio. Maiores detalhes da estratégia de geracao aleatoria de vazios sao mostrados
no Apéndice C. Na Figura 36 ilustram-se algumas configuragdes de EVR criadas a partir

do codigo desenvolvido no software Wolfram Mathematica.

Figura 36 — Exemplos de diferentes configuracoes de EVR geradas a parir do codigo
desenvolvido para posicionamento aleatério de vazios.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Em relacao as analises numéricas realizadas sdo consideradas trés configuracoes de
distribuigao de vazios para a porosidade de f = 0, 1: (i) EVR com vazio centrado; (ii) EVR,
com oito vazios distribuidos de forma simétrica; e (iii) EVR com oito vazios distribuidos
de forma aleatéria. Na Figura 37 estao os EVRs simulados.

Figura 37 — EVRs com distribui¢oes de vazios estudados para f =0, 1.

1 Vazio: Centro 8 Vazios: Simétricos 8 Vazios: Aleatorios

Cd <&

Fonte: Préprio autor (2021).
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A matriz apresenta comportamento elasto-plastico perfeito com: Y = 200 GPa,
v =0,3, 0g = 240 MPa. As malhas de elementos finitos foram geradas com emprego do
elemento tetraédrico quadratico de 10 nés. Na Figura 38 estao maiores detalhes das malhas

(elementos, nés e graus de liberdade).

Figura 38 — Malha dos EVRs estudados para f =0, 1.

1 Vazio: Centro 8 Vazios: Simétricos 8 Vazios: Aleatorios

74619 elementos, 75961 elementos, 75141 elementos,
111161 nos e 333483 107330 noés e 321990 106749 nos e 320247
graus de liberdade graus de liberdade graus de liberdade

Fonte: Proprio autor (2021).

A condicao deformagcao homogénea no contorno é aplicada nos EVRs, conforme a Eq.
(3.36). Ou seja, a condigao de contorno é aplicada considerando a deformacao macroscopica
(E). Neste caso, a solicitacao aplicada corresponde & um tensor de deformagoes volumétrico
ou hidrostatico, no qual E = FE,,I. Os resultados para a relacao constitutiva homogeneizada
sao mostrados na Figura 39, na Figura 40 e na Figura 41. Além disso, os resultados finais

de tensao macroscépica estao apresentados na Tabela 5.

Figura 39 — Resposta constitutiva homogeneizada na diregao X (E,-X;).
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0 T T T T T T 1
0 0,006 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035
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Fonte: Proprio autor (2021).



74 Capitulo 3 Homogeneizagdo

Figura 40 — Resposta constitutiva homogeneizada na dire¢do Y (E,-X,).
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 41 — Resposta constitutiva homogeneizada na diregao Z (E,-X,).
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Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 5 — Resultados do comportamento homogeneizado
para os diferentes EVRs estudados.

Tipo de distribuicdo X, (MPa) X, (MPa) X, (MPa)

Centro 432,67 432,50 432,36
Simétrica 410,38 410,35 410,48
Aleatoria 413,54 418,77 409,58

Fonte: Préprio autor (2021).

O EVR com vazio centrado fornece um limite inferior em relagao as respostas
constitutivas apresentadas. Ja o EVR com vazios distribuidos de forma simétrica forneceu
uma resposta intermediaria. Note que para as configuracoes de EVR citadas anteriormente
as respostas nas trés diregoes (X, Y e Z) sdo aproximadamente iguais, o que era esperado
devido a simetria das microestruturas e do carregamento aplicado. Por fim, o EVR com

vazios distribuido de forma aleatoéria forneceu um limite inferior. Alids, no caso de distri-
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buigao aleatéria fica evidente a anisotropia do comportamento constitutivo homogeneizado,

em que as componentes nas trés diregoes apresentam resultados diferentes.

3.7 Resposta Constitutiva Homogeneizada Considerando Solicitacao Ciclica e Va-
riacao da Evolucao do Comportamento Plastico da Matriz

O objetivo deste topico é mostrar o comportamento constitutivo homogeneizado
considerando solicitagao ciclica, ou seja, com presenca de carregamento e descarregamento
com inversao de sinal. Mais especificamente as andlises sao realizadas para o EVR esférico
com vazio também esférico e porosidade de f = 0, 1. Conforme a Figura 42, na discretizacao
empregou-se o elemento hexaedro de 20 nés (quadratico). A malha possui 3402 elementos,
15555 nos e 46665 graus de liberdade, como mostrado na Figura 43. Destaca-se o fato da

malha ser estruturada e, consequentemente, auxiliar a evitar propagacao de erros.

Figura 42 — Elemento hexaedro de 20 nés (quadratico).

Hexaedro com 20 nos

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 43 — Malha do EVR com 3402 elementos, 15555 nds e 46665 graus de liberdade.

1/8 do EVR: Vista Frontal ~ 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Proprio autor (2021).

Em relagdo ao Problema de Valor de Contorno do EVR, aplicou-se a condigao
de deformagao homogénea no contorno (ver a Eq. (3.36)). Considerou-se a situacao com
deformacao macroscépica volumétrica, em que o tensor de deformacoes é hidrostatico,
sendo dado por E = E,,I. Os dados referentes ao carregamento ciclico empregado nas

analises sao apresentados na Tabela 6.
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Tabela 6 — Dados do carregamento ciclico aplicado nas andlises, em
que Incrementos pgcum indica a quantidade de passos de
deformacao acumulada durante a anélise.

Incrementos Acum Norma da deformagao: || E||

0 0,0

25 0,00075

50 0,0

75 -0,00075

100 0,0

125 0,0015

150 0,0

175 -0,0015

200 0,0

Fonte: Préprio autor (2021).

No que segue, apresentam-se alguns resultados considerando carregamento ciclico
para diferentes modelos de comportamento da matriz. Inicialmente, adotou-se um compor-
tamento elasto-plastico perfeito com: Y = 2000 GPa, v = 0,499, 0y = 500 MPa e Y = 0.0
(médulo tangente). Destaca-se que o comportamento da matriz é assumido como quase
incompressivel (v ~ 1/2). De acordo com Tekoglu, Leblond e Pardoen (2012) e Deehli,
Hopperstad e Benallal (2019), essa hip6tese proporciona melhor estabilidade numérica
e, consequentemente, auxilia na obtencao das respostas referentes ao nivel maximo de
plastificagao da microestrutura. Os resultados do comportamento constitutivo homoge-
neizado sdo mostrados na Figura 44. E possivel notar que o trecho de descarregamento é
aproximadamente paralelo ao trecho de carregamento. Além disso, no momento em que
ocorre a plastificagdo total da microestrutura atinge-se, também, um limite para a tensao
homogeneizada.

Figura 44 — Comportamento homogeneizado considerando F11-X7; (MPa) para o EVR
formado pela matriz com comportamento elasto-plastico perfeito.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Outra analise realizada consistiu em adotar para a matriz um comportamento
elasto-plastico com endurecimento isétropo, em que: Y = 2000 GPa, v = 0,499, oo = 500
MPa e Y7 = 200 GPa (mé6dulo tangente). No que concerne ao comportamento da matriz,
a evolucao das deformagoes plasticas promove a expansao da superficie plastica no espago
das tensoes de forma simétrica em relagdo a origem. Ou seja, a superficie muda de tamanho,
mantendo a forma e posicao do seu centro. Na Figura 45 estd a resposta constitutiva
homogenecizada do EVR para a matriz com endurecimento isétropo apdés a solicitacao
ciclica. O trecho de descarregamento também ¢é aproximadamente paralelo ao trecho
de carregamento. Por outro lado, em decorréncia do endurecimento isétropo, com o
acréscimo de deformagoes plasticas ocorre a expansao do intervalo elastico inicial da tensao

homogeneizada simetricamente em relacao ao seu centro.

Figura 45 — Comportamento homogeneizado considerando Fq1-Y1; (MPa) para o EVR
formado pela matriz com comportamento elasto-plastico e endurecimento isétropo.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Por fim, também realizou-se uma andalise considerando o comportamento elasto-
plastico com endurecimento cinematico para a matriz, adotando-se: Y = 2000GPa, v =
0,499, 0o = 500MPa e Y7 = 200 GPa (mé6dulo tangente). Sobre o comportamento da
matriz, a evolucao de deformagoes plasticas acarreta na translacao da superficie plastica
em relacao a origem no espaco das tensdes. Ou seja, neste caso o intervalo elastico inicial
nao muda de tamanho. Na Figura 46 estd a resposta constitutiva homogeneizada do EVR
para a matriz com endurecimento cinematico apds a solicitacao ciclica. Como pode ser
observado, o descarregamento continua aproximadamente paralelo ao carregamento. E
importante ressaltar o fato do intervalo elastico ser aproximadamente o mesmo, isto é, nao

sofrer alteragdes ao longo do processo.
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Figura 46 — Comportamento homogeneizado considerando F11-Y1; (MPa) para o EVR
formado pela matriz com comportamento elasto-plastico e endurecimento
cinematico.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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4 PROPRIEDADES ELASTICAS EFETIVAS

Nesta secao, realiza-se um estudo sobre propriedades elasticas efetivas de materiais
com estrutura heterogénea. Dentro desse contexto, destacam-se alguns trabalhos bastante
difundidos na literatura como, por exemplo, Voigt (1889), Reuss (1929) e Hashin e Sh-
trikman (1963). No que segue tais trabalhos sdo abordados, incluindo a apresentacao de
aspectos relacionados com hipdteses basicas, simplificagoes e limitagdes de sua formulagao.
Em particular, apresenta-se ainda a estratégia para obtencao de propriedades efetivas
proposta por Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994) considerando sélidos porosos is6tropos.
Os resultados analiticos supracitados sao confrontados com os obtidos a partir da homoge-
neizagao computacional empregada no presente trabalho. Existem diversos trabalhos mais
recentes sobre o assunto, os quais nao serao aqui discutidos. Maiores detalhes sobre outras

teorias podem ser encontrados em Besson (2010).

4.1 Consideracoes sobre Comportamento Constitutivo

Conforme apresentado na Eq. (3.4), o tensor constitutivo de rigidez apresenta 81
componentes. Para simplificar sua representagao, podem ser consideradas algumas de suas

propriedades. Cabe destacar que o tensor constitutivo possui simetria maior:

Dijii = Dyij (4.1)

e também simetria menor:

Dijti = Djirg = Dijik (4.2)

Devido as condigoes de simetria, o nimero de constantes elasticas independentes
para um material anisotropico geral se reduz a 21. Com isso, a lei de Hooke considerando

o tensor constitutivo de rigidez (D) pode ser expressa de forma matricial como:

2n D111 Diize Duiss Diizs Diusi Dine En
L9 Das11 Dagsa Dasss Dasas Daozi Daoia Es
23 | _ | Dasin Dszoo Dasss Dszos Dazzi Dasio Es3 (4.3)
293 Dag11 Dagza Dagss Dagas Dazsi Dazia 2E; .
23 D311 Dsiza Dsizs Dsizs Dsizi Dsnin 2L

| 212 || Diann Dizaz Dizss Dizas Dizsi Diig | | 2E02 |

naturalmente valendo a simetria em relagao a diagonal principal.
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Uma representagao alternativa para a Eq. (4.3) em notacao de Voigt consiste em:

2 Dy Dy Dz D Dis Dis Ey
2y Diy Dy Doz Doy Doz Do Ey
23 | _ | Dis Dz Daz Dsa Dz Dso Es (4.4)
2y Dy Dy D3y Dy Dys Das E,
s Dys Dos D35 Dys Dss Dse Es
| 26 | | Die D Dss Das Dss Des | | Eo |

De forma analoga, a lei de Hooke considerando o tensor constitutivo de flexibilidade

(S =D') pode ser escrita em notagao de Voigt como:

El Sll 812 813 514 S15 516 El
EQ Sl2 822 523 524 325 526 22
E3 _ 513 523 533 SB4 S35 536 23 (45)
E4 514 524 SB4 S44 545 546 24
E5 515 825 835 S45 355 S56 25
L E6 ] L Sl6 526 S36 S46 S56 566 1L 26 ]

Dependendo das caracteristicas do material, o nimero de constantes elasticas inde-
pendentes pode ser ainda mais reduzido. A seguir sao descritos trés tipos de comportamento:
(i) Ortotrépico; (ii) Transversalmente isotropico; (iii) Isotrépico.

No comportamento macroscopico elastico linear ortotrépico existem trés planos de
simetria ortogonais, em que o material responde de forma diferente para cada direcao. A

lei constitutiva considerando o tensor de rigidez (ID) em notacao de Voigt consiste em:

2 Dy Dy Dz 0 0 0 Ey
2 Dia Dy Doz 0 0 0 Ey
230 | Dz D Dz 0 0 0 Es (4.6)
o) 0 0 0 Dy 0 0 ||E
s 0 0 0 0 Dy 0 Es
(S| [0 0 0 0 0 Deg||Es

Note que existem 9 constantes eldsticas independentes na Eq. (4.6). J& a lei

constitutiva de um material com comportamento elastico linear ortotrépico em funcao do
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tensor de flexibilidade (S) é dada pela seguinte expressao:

ro1 V21 V31 i
e | < T
Y, Y, Y3
i T V12 1 V32 i T
E e oo By g o |[x
' i Y, Y '
1% vi3 ey 1 0 0 0 2
Es _ Y, Y, Y3 23 (4 7)
— . _
Ly 0 0 0 5a 0 0 2y
Es 2G2 , 5.
0 0 0 0 0
| B | 2Cs [ 26 ]
1
0 0 0 0 0 5C
L 12

em que: vo3Y3 = v30Ys, vi3Y3 = v31 Y1, vioYs = 191 V1.

Outro tipo de comportamento macroscépico que o material pode apresentar é o
elastico linear transversalmente isétropo. Neste caso, existem trés planos ortogonais de
simetria, sendo que em duas dire¢oes ortogonais a resposta é isotrépica. Ou seja, este tipo
de comportamento consiste em um caso particular do comportamento ortotrépico. Por

sua vez, a lei constitutiva considerando o tensor de rigidez (D) é dada por:

[ 2 ] Dy Dy Dz 0 0 0 [ E, |
Xy Dy Dy Dz 0O 0 0 E,
Dy | _ Dz D3 D3z 00 0 Fs (48)
2, 0 0 0 Dy 0 0 E, |
s 0 0 0 0 Dy 0 Ex

By 0 0 0 0 0 ;(D11 —Dy) | | B |

Conforme a Eq. (4.8), existem 5 constantes elasticas independentes. Ja a lei consti-
tutiva para um material com comportamento elastico linear transversalmente isétropo em

fungao do tensor de flexibilidade (S) consiste em:

ro1 V12 V31 i
— - = 0 0 0
Y, Y, Y3
i T V12 1 V31 i T
E - = = 0 0 0 X
' i YT Y '
By V13 V13 1 0 0 0 2
Es _ Y) Y) Y3 23 (4 9)
E 1 b)) '
4 0 0 0 e 0 0 4
Es s s
0 0 0 0 0
| B | 2GHs [ 26 |
1
0 0 0 0 0 5
L 124

em que: 1/13}/3 = 1/31}/1.



82 Capitulo 4 Propriedades Eldsticas Efetivas

O material pode apresentar ainda um comportamento macroscopico elastico linear
isotrépico, em que a resposta é a mesma em todas as dire¢oes. Consequentemente, a lei

constitutiva considerando o tensor de rigidez (D) é dada pela seguinte expressao:

-+ [ Dbn Dw D 0 0 1 -
21 11 12 12 E1
Dy D1y Do 0 0
2 Dy Dy D 0 0 £
23 _ 12 12 11 1 E3
5 0 0 0 0 5 (Dui = D) 0 E;
1
[ 6 | 0 0 0 0 0 5 (D= D) | L Es |
) ©(4.10)

Note que existem 2 constantes eldsticas independentes na Eq. (4.10). Por fim, a lei
constitutiva de um material com comportamento elastico linear isotrépico em func¢ao do
tensor de flexibilidade (S) é dada por:

ro1 V12 V12 T
— 2z 0 0
Y) Y) Y,
r 7 Vig 1 V1o r 7
E ) 0 0 x
' Y, v\ Y '
Ly V1o V12 1 0 0 0 2
Esi_1nm o mon = (4.11)
_ X ,
£y 0 0 0 5a 0 0 2
o 2Ga , b
0 0 0 0 0
| B | 2G1 | 26 |
1
0 0 0 0 0
L 2G12_

4.2 Consideracoes sobre os Tensores de Concentracao e Localizacao

Na subsecao 3.2.2, abordou-se condigoes de contorno que podem ser aplicadas no
EVR. Dentro desse contexto, podem ser definidos os tensores de concentracao e localizacao
que auxiliam no entendimento da determinagao das propriedades elasticas efetivas. Para

maiores detalhes, consultar Gross e Seelig (2011).

Seja imposto a um EVR a condi¢ao de deformagao homogénea no contorno (ver
subsegao 3.2.2.2). Neste caso, considerando o comportamento eldstico linear, existe um
tensor de concentragao (A (x)) que permite expressar a deformagao microscépica (€) em

um ponto & dentro do EVR a partir da deformagdo macroscopica imposta (E):

e(x)=A(x): E (4.12)
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Como a tensao macroscopica é igual a média volumétrica das tensdes microscopicas:

Y=<0>=<C:e>=<C:A(x)> FE (4.13)

Deste modo, o tensor constitutivo efetivo na macroescala (D) consiste em:

D=<C:A(x)> (4.14)

E dificil obter uma expressao analitica de A (x). Como alternativa pode-se empregar
estratégicas numéricas. Em particular, observando-se a Eq. (4.12), como a média das

deformacoes locais deve fornecer E | o tensor de concentracao verifica a seguinte propriedade:

<A>=I (4.15)

Considerando um compésito com N fases, o tensor efetivo na macroescala pode ser

reescrito como:

D= i fjcj . Aj (416)

Jj=1
em que, f; é a fracdo em volume de cada fase.

Por outro lado, seja agora imposto a um EVR a condi¢ao associada a tensao
homogénea no contorno (ver subsegao 3.2.2.4). Neste caso, considerando o comportamento
eldstico linear, existe um tensor de localizagao (B (x)) que fornece a tensdao microscépica

(o) em cada ponto & do EVR a partir da tensdo macroscopica aplicada (X):
ox)=B(x): ¥ (4.17)
Como a deformagao macroscopica é igual a média volumétrica das deformagoes
microscopicas:

E=<e>=<C':i0>=<C":B(z)> X (4.18)

Logo, o tensor efetivo na macroescala (D~!) consiste em:

D!'=<C':B(x) > (4.19)

Neste caso, também ¢ dificil obter uma expressao analitica de B (). Uma alternativa
consiste em obter a resposta numericamente. Além disso, como a média das tensoes locais
deve fornecer X, conclui-se a partir da Eq. (4.17) que o tensor de localizacdo deve verificar

a seguinte propriedade:

<B>=1I (4.20)
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Para um material composto por N fases, o tensor efetivo pode ser reescrito como:

N
]D)_l = Z fj(Cj_l . Bj (421)
7j=1

em que, f; ¢ a fracao em volume de cada fase.

Tais conceitos podem ser empregados na determinacao das propriedades elasticas
efetivas de materiais com estrutura heterogénea. Como exemplo estao os compodsitos
formados pela combinagao de dois ou mais meios constituintes com propriedades distintas.
O objetivo principal dos compdsitos consiste na obtengao de um material com propriedades
melhoradas e/ou caracteristicas especificas. Neste caso, o constituinte encontrado em maior
quantidade é denominado matriz e os demais constituintes representam as inclusoes. Neste

caso, a propor¢ao em volume total (f;) pode ser decomposta da seguinte forma:

fe="In+fi (4.22)
com: v
o m 4.23
f ‘/toml ( )
V;
f V;fotal ( )

em que, f,, ¢ a proporcao em volume da matriz e f; a proporcao em volume das inclusoes.

4.3 Limite Superior de Voigt

O modelo de Voigt (1889) parte do pressuposto que a deformagao é uniforme em
todo o EVR. Dessa forma:

A=1 (4.25)

Com isso, tensor efetivo na macroescala pode ser calculado da seguinte forma:

D= g: e (4.26)

Conforme Geers et al. (2017), uma hipdtese andloga derivada para policristais foi
apresentada por Taylor (1938). Tanto Voigt (1889) quanto Taylor (1938) sdo trabalhos

fazem que parte das teorias denominadas regras das misturas.

O modelo de Voigt (1889) fornece um limite superior para as propriedades efetivas
(HILL, 1952). Para melhor entendimento, considere-se o caso particular de um comp6-
sito com fibras alinhadas em uma diregao preferencial. No modelo de Voigt (1889), o

carregamento deve ser paralelo a interface das laminas, como ilustrado na Figura 47.



4.8 Limite Superior de Voigt 85

Figura 47 — Representacao ilustrativa do modelo de Voigt (1889).

Fonte: Adaptado de Hsieh e Tuan (2005).

Segue a aplicacdo do modelo de Voigt (1889) considerando o médulo volumétrico

(K) para um material compdsito formado por dois constituintes:

KY = finKm + i (4.27)
em que:
. v o
Igrgo Ky = fmKm (4.28)
. v o
Klilinoo K/ = o0 (4.29)

Analogamente, considerando o médulo de cisalhamento (K):

Gy = [mGm + [iGi (4.30)
em que:
GI?—I}O Gep = JmGm (4.31)
. \"
Glilin(>o Gy =00 (4.32)

Cabe destacar que, para materiais isétropos, o tensor constitutivo depende apenas
das propriedades referentes ao médulo de elasticidade (Y) e o coeficiente de Poisson (). Na
literatura especializada em parametros elasticos efetivos é recomendado empregar o modelo
de Voigt (1889) para determinar os pardmetros referentes ao modulo de cisalhamento (G.y)
e modulo de compressibilidade (K.;) (GIUSTIL, 2009). Os demais parametros elasticos
efetivos (Y.f e vef) devem ser calculados, posteriormente, por meio das seguintes relagoes

da elasticidade linear (ver outras relagoes no Apéndice D):

KefGef

Y=o
T 3K + G

(4.33)
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3Ker —2Gey
Vef =
f 2(3K€f + Gef)

(4.34)

4.4 Limite Inferior de Reuss

O modelo de Reuss (1929) assume que a tensao é uniforme em todo EVR. Dessa

forma:

B =1 (4.35)

Com isso, o tensor efetivo na macroescala ¢ calculado da seguinte forma:

N
Dil — Z ij}l (436)
Jj=1

Segundo Geers et al. (2017), uma hipdtese andloga derivada para policristais foi
apresentada por Sachs (1928). Os trabalhos de Reuss (1929) e Sachs (1928) também

integram as teorias denominadas regras das misturas.

O modelo de Reuss (1929) fornece um limite inferior para as propriedades efetivas
(HILL, 1952). Para o caso particular de um compoésito com fibras alinhadas em uma
direcao preferencial, aplicando Reuss (1929) significa que o carregamento é perpendicular

a interface das laminas, conforme ilustrado na Figura 48.

Figura 48 — Representagao ilustrativa do modelo de Reuss (1929).

Fonte: Adaptado de Hsieh e Tuan (2005).

Segue a aplicagdo do modelo de Reuss (1929) considerando o médulo volumétrico

(K) para um material compdsito formado por dois constituintes:

=l (4.37)

em que:
lim Kl = (4.38)
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K,
i Kl = T (4.39)

Analogamente, considerando o médulo de cisalhamento (G):

1 .fm fz
_ Ji 4.4
GE = Gn G (4.40)
em que:
Jim, Gl =0 (4.41)
G

. R _ m

I/‘}}Lnoo Gep = T (4.42)

Pela isotropia, o tensor constitutivo depende apenas das propriedades Y e v. No
modelo de Reuss (1929) também é recomendado determinar inicialmente os pardmetros
Gep e Kep (GIUSTI, 2009). Ademais, Y. s e v,y devem ser calculados posteriormente através
das relagoes da elasticidade linear (Eq. (4.33) e Eq. (4.34)).

4.5 Limites de Hashin-Shtrikman

Outros limites podem ser obtidos pelo modelo de Hashin e Shtrikman (1963).
Em linhas gerais, o modelo envolve os principios da energia potencial minima e energia
complementar minima, que proporcionam a formulacao de um limite superior e um limite
inferior, respectivamente. Considera-se o compoésito formado por uma matriz com inclusoes
esféricas distribuidas de forma aleatéria (ver ilustragao da Figura 49). Admite-se isotropia

para os meios constituintes.

Figura 49 — Representacao ilustrativa do modelo de Hashin e Shtrikman (1963).

rrrtt

O
0o e
b

Fonte: Adaptado de Hsieh e Tuan (2005).
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Considerando médulo de compressibilidade (K'), seguem os limites superior (K, gs )
e inferior (Kgcs_) de Hashin e Shtrikman (1963) para K; > K,,:

1 3fi

KIT = Ki+ fm 4.43
+f Km—Ki+3Ki+4Gi (443)
em que:
lim K" =0 (4.44)
K;—0
: HS+ __
Klilinoo K7 =00 (4.45)
1 3f, -
KHS* — . ; m 4.46
ef T [Ki—Km - 3Km+4Gm] (4.46)
em que:
1 3f, !
lim K15~ = |- n 4.4
f m“ﬂ Km+3Km+4Gm] (4.47)
3f -
lim KA% = Kp+ fi | - 4.48
Klinoo +f [3Km+4Gm] ( )

Considerando agora o médulo de cisalhamento (G), seguem os limites superior
(GZSJF) e inferior (Ggfs’) de Hashin e Shtrikman (1963) para G; > G,,:

1 6f; (K; +2G;) !
GHS+ — Gz . 4.49
ef + f le — Gz + 3Gz (SKZ —+ 4Gz)] ( )
em que:
hm G’HSJr (4.50)
Ghm G’HSJr 00 (4.51)
. 1 6fm (K +2Gm) 17
HS— } 4.52
Gl =Gt h g+ e e (152)
em que:
, 1 6fm (Kpm+2Gn) 17
HS— __
Jimy Gep™ = Gm £ fi l G 3G, (3K + 4Gm)1 (4:53)
- 6. m (K +2Gn) 17
1 HS— _ 4.54
S Geg f’[ (3Km+4Gm)] (4.54)
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4.6 Aplicacdo Considerando os Limites de Voigt, Reuss e Hashin-Shtrikman

No que segue, apresentam-se os resultados dos limites de Voigt (1889), Reuss (1929)
e Hashin e Shtrikman (1963) para materiais compésitos e também materiais porosos. Tais
limites sao importantes, pois podem ser utilizados como referéncias para anélises com o

emprego de outras abordagens.

4.6.1 Resultados dos Limites Analiticos para um Material Compésito

A seguir, apresentam-se as respostas dos limites de Voigt (1889), Reuss (1929) e
Hashin e Shtrikman (1963) para um compésito formado por dois constituintes. Para a
matriz, foram definidas as seguintes propriedades Y;, = 200,00 GPa e v, = 0,30. Com o
emprego das relacoes da elasticidade linear, consequentemente, sao obtidos G,, = 76,92
GPa e K,, = 166,67 GPa. Ja para as inclusoes as propriedades sao Y; = 1100,00 GPa
e v; = 0,25, isto é, as inclusdes sao mais rigidas que a matriz. Com isso, foram obtidos
G; = 440,00 GPa e K; = 733,33 GPa. Os resultados das propriedades efetivas sao
apresentados na Figura 50. Como esperado, a resposta de Voigt (1889) corresponde ao
limite superior e a resposta de Reuss (1929) ao limite inferior. Os limites de Hashin e

Shtrikman (1963) apresentam valores intermediarios.

Figura 50 — Modulos de compressibilidade e cisalhamento efetivos de um compésito (fragao
de inclusoes f;) considerando Voigt, Reuss e Hashin-Shtrikman(HS).

800000 500000
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/ 400000

P
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/ Y, 350000
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S 400000 — )

— T S - i
300000 . gs. O /7/ s

- 150000
2 A——/ : - =7
00000 - — HS- 100000 Z - - HS-

100000 50000

0 0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

fi fi
Fonte: Préprio autor (2021).

Para fins de comparacao entre materiais com diferentes propriedades, uma analise
adicional é realizada considerando a matriz com menor rigidez. Neste caso, foram definidas
as seguintes propriedades Y,, = 70,00 GPa e v, = 0,30, o que resulta em G,, = 26,92
GPa e K, = 58,33 GPa. As propriedades das inclusoes sao Y; = 1100,00 GPa e v; = 0,25
e, consequentemente, sao obtidos G; = 440,00 GPa e K; = 733,33 GPa. Note que neste
caso existe uma diferenca maior entre os valores da propriedades da matriz e da inclusao.
Os resultados das propriedades efetivas sao apresentados na Figura 51. E perceptivel a
existéncia de um intervalo muito amplo entre os limites de Voigt (1889) e Reuss (1929) e,

inclusive, entre os limites de Hashin e Shtrikman (1963).
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Figura 51 — Modulos de compressibilidade e cisalhamento efetivos de um compésito (fragao
de inclusées f;) considerando Voigt, Reuss e Hashin-Shtrikman(HS).
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Fonte: Préprio autor (2021).

4.6.2 Resultados dos Limites Analiticos para um Material Poroso

No contexto do presente trabalho, também realizou-se uma analise considerando
uma matriz com vazio. Neste caso, foram definidas as seguintes propriedades Y,, = 200, 00
GPa e v, = 0,30, o que resultou em G,, = 76,92 GPa e K,,, = 166, 67. Os resultados das
propriedades efetivas sao apresentados na Figura 52. Note que é possivel aplicar apenas os
modelo de Voigt (1889) e Hashin e Shtrikman (1963) (apenas um limite).

Figura 52 — Moddulos de compressibilidade e cisalhamento efetivos de um material poroso
(fragdo de vazios f,) considerando Voigt e Hashin-Shtrikman(HS).
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Fonte: Préprio autor (2021).
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4.7 Solucdo de Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994) para Meios Porosos Is6tropos

No estudo analitico de Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994) foram obtidas expressoes
analiticas do tensor efetivo elastico para meios porosos com vazios elipsoidais a partir
das solugbes de Eshelby (1957). Tais expressoes tratam, sobretudo, do comportamento
anisotropico do material poroso. Cabe destacar que Eshelby (1957) analisou a situagao de
uma inclusao elipsoidal inserida em um meio infinito. J& Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994)

adotaram aproximacoes de modo a considerar vazios inseridos em um meio finito. Nos
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resultados obtidos por Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994) também é apresentada a solucao
para o caso do vazio esfério, que é de particular interesse no presente trabalho. No que
segue, aborda-se de forma resumida essa formulacao, ressaltando alguns de seus aspectos
principais, para apresentar a solugao considerando a presenca do vazio esfério. Maiores
detalhes podem ser encontrados em Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994) e Kachanov,

Shafiro e Tsukrov (2003). Outras estratégias sao mostradas em Christensen (1993).

Conforme apresentado em Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994), um meio poroso

submetido a um estado de tensao (X') tem como deformagao efetiva (E):

E=S,: Y+ AFE (4.55)
em que: S,, é o tensor de flexibilidade da matriz; AFE é a deformacao adicional devida a
presenca do vazio.

A parcela AE pode ser escrita de forma linear em relacao a tensao aplicada:
AE=H:X (4.56)

em que, H representa o tensor de flexibilidade do vazio, o qual depende da sua morfologia

do vazio.

Por outro lado, o potencial elastico (¥) pode ser definido de forma aditiva como:
1 1
W(U):Wm+AWU:§2:Sm:E+§Z:H:E (4.57)

em que, ¥,, é o potencial elastico da matriz e A¥, é o potencial elastico adicional decorrente

da presenca do vazio.

Deste modo, o tensor de flexibilidade efetivo (S.s) pode ser extraido da seguinte

expressao:

0 (U, + AW,)
0x

Cabe destacar que S,, e H possuem simetria maior e menor. Em relacao a H, suas

E = =S X (4.58)

componentes H;jy; sao determinadas em funcao do tensor de Eshelby (S) de acordo com a
geometria do vazio. No caso do vazio esférico, para a composicao de H torna-se necessario

determinar apenas os seguintes termos Hz’jkl:

Hi :Y(Jjﬁ (1 — Sa999) (1 — S5333) — S223353322— (4.59)

Vo [S1122 (1 — Ss333 + S2033) + S1133 (1 — Sag2a + S3320)]}

}/{,8{51122 (1 - 53333) - 5113333322_ (460)

Vo [(1 — Sa292) (1 — Ss333 + S1133) + S2233 (S1122 — S3322)]}

H1122 =
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[ (1+w)
H = 4.61
127y 2 (1 —251212) (4.61)
em que:
S —1 St S1133
B = —det Sao11 Sagee — 1 S2933 (4-62)
Sa311 Sz320  Ssagz — 1

Ainda para o vazio esférico, os termos ;i que compoe o tensor de Eshelby (S)

Sao:

7 —bv
= — 4.
Sii1 15 (1 — ) (4.63)
5v —1
- - 4.64
S1122 15(1— ) (4.64)
4 — by
= — 4.
S1212 15 (1 — ) (4.65)

Com base na formulacao apresentada, uma vez determinados S,, e H, pode ser obtido
o tensor constitutivo efetivo (S.s). Realizando as operacoes matematicas, determinam-se,

também, expressoes analiticas para as constantes elasticas efetivas Y.y, vey € Gey:

-1

— 3(1_V0)(9+5I/0)

Yer = X0 Mo ) (4.66)

~ 20p(—T7+51) + 3f(—1 4 o) (1 + 51p)
Ve T (=T + Bu) + 37 (=1 + 1) (9 + Bv0) (4.67)

— YE)(_7 + 51/0)
Ger = L1+ v) (=74 51y + 15f(—1 + 1)) (4.68)
ou ainda:

L (4.69)

G”:2u+%g

Em relagao as expressoes anteriores, cabe observar que elas foram deduzidas pelo

autor a partir da formulacao proposta por Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994).

4.8 Propriedades Efetivas Mediante Homogeneizacao Computacional

No que segue sao apresentados resultados para propriedades elasticas efetivas

empregando homogeneizacao computacional. Consideram-se EVRs de materiais compositos
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e também materiais porosos. Como o MEF possibilita considerar diferentes morfologias
para os constituintes, pode-se avaliar de forma mais detalhada a influéncia de variagoes
na geometria tanto da matriz quanto das inclusdes e/ou vazios nas propriedades efetivas
do meio heterogéneo. Em relacao as malhas, empregou-se o finito hexaédrico de 20 nés
(quadrético). As malhas sao estruturadas a fim de obter um melhor controle de convergéncia

e erros de discretizacao.

Nas simulagoes, emprega-se a condicao de contorno uniforme cinematica ou defor-
macao homogénea. Considera-se um comportamento ortotropico para a lei constitutiva
macroscopica homogeneizada. Para determinar as componentes do tensor constitutivo de
rigidez, realizaram-se simulac¢oes aplicando os casos de deformacao da Tabela 7.

Tabela 7 — Deformagoes aplicadas no EVR para obter as componentes D;; da
matriz constitutiva.

Tensor de deformacoes

Deformagao aplicada no EVR Constante obtida

macroscépico (E)
1,0 0,0 0,0
Normal em z (E1;) 0,0 0,0 0,0 D115 Dyg; D

0,0 0,0 0,0 |

0,0 0,0 0,0
Normal em y (F22) 0,0 1,0 0,0 D12; Dag; Dag

0,0 0,0 0,0 |

0,0 0,0 0,0
Normal em z (Es3) 0,0 0,0 0,0 Dq3; Das; D

0,0 0,0 1,0 |
0,0 0,5 0,0 ]
Distorcional em zy (Ej2) 0,5 0,0 0,0 Deg
0,0 0,0 0,0 ]
0,0 0,0 0,5 ]
Distorcional em zz (E13) 0,0 0,0 0,0 Dss

0,5 0,0 0,0 |

0,0 0,0 0,0
Distorcional em yz (Fa3) 0,0 0,0 0,5 Dyy

0,0 0,5 0,0 |

Fonte: Préprio autor (2021).

Com a resposta homogeneizada dos tensores de tensao e deformagao, determinaram-
se as componentes do tensor constitutivo de rigidez D empregando a Eq. (4.6). Com o
tensor de flexibilidade (S = D™') foram determinadas as constantes elésticas através da
Eq. (4.7).
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4.8.1 Resultados para EVRs de Materiais Compésitos

A seguir, apresenta-se um estudo sobre a influéncia da morfologia do EVR na
determinacao das propriedades efetivas de compdsitos. Consideram-se trés configuragoes
de EVRs: (i) Esfera com incluséo esférica (EEi); (ii) Cubo com inclusdo esférica (CEi); (iii)
Cubo com inclusao cibica (CCi). Foram ainda consideradas duas proporgoes diferentes
entre matriz e inclusao: (I) f; =0,1 e f,, = 0,9, conforme a Figura 53; e (II) f; =0,2 ¢
fm = 0,8, conforme a Figura 54. Adotaram-se as seguintes propriedades constituintes para
a matriz: Y, = 70,00 GPa e v, = 0,30. Ja para a inclusdo, adotaram-se as propriedades
constituintes: Y; = 1100, 00 GPa e v; = 0, 25.

Os resultados das propriedades efetivas homogeneizadas computacionalmente sao
mostrados na Tabela 8, incluindo a comparagao com os limites de Voigt (1889), Reuss
(1929) e Hashin e Shtrikman (1963). De modo geral, as respostas homogeneizadas compu-
tacionalmente sdo mais préximas do limite inferior de Hashin e Shtrikman (1963). Para
fi = 0,1, nota-se a resposta do cubo com inclusao ctibica um pouco mais distante de Hashin
e Shtrikman (1963). J& para f; = 0,2 sdo mais sensiveis as diferencas entre a solucao de
Hashin e Shtrikman (1963) e as respostas homogeneizadas dos EVRs, principalmente, no

caso do cubo com inclusao cubica.

Na Tabela 9 sao mostradas diferengas das respostas em moédulo entre as geometrias
de EVR analisadas, em que o cubo com inclusao ctibica apresenta um maior distanciamento
entre as respostas dos demais EVRs. Ademais, as respostas sao préximas entre a esfera

com inclusdo esférica e o cubo com inclusio esférica.

Figura 53 — Malhas dos EVRs para f; =0,1¢e f,, =0,9.

19008 elementos 19008 elementos 19008 elementos
77481 nos 77481 nos 77481 nos
232443 graus de liberdade 232443 graus de liberdade 232443 graus de liberdade

Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 54 — Malhas dos EVRs para f; =0,2 e f,, =0,8.

19008 elementos 19008 elementos 19008 elementos
77481 nos 77481 nos 77481 nos
232443 graus de liberdade 232443 graus de liberdade 232443 graus de liberdade

Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 8 — Propriedades efetivas do compésito para as seguintes situagoes fragbes em
volume de inclusoes: f; =0,1e f; =0,2.

g Comstante oG OGP Voigt  Reuss  HS+  HS-
elastica

E (GPa) 84,036 85,004 89,723 173,350 77,232 127,071 83,722

0,1 G (GPa) 32,950 32,971 33461 68230 29,713 50,347 32,376

v 0,2808 02879 02806 0,2704 0,996 02709  0,2930

E (GPa) 104970 109,384 117,324 276,412 86,120 191,535 100,341

02 G (GPa) 41,111 41207 42,203 109,538 33,147 76,138 38,993

v 0,2768  0,2698  0,2563  0,2617 0,2992 0,2578  0,2867
Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 9 — Diferencas entre as propriedades efetivas do compédsito considerando a
variagdo da morfologia do EVR para f; =0,1¢e f; =0, 2.

f;  Constante eldstica Diferenca em méduo de Diferenca em médulo de
! CEi em relacao a EEi CCi em relagao a EFi
Y7 (GPa) 1,150% 5,573%

0,1 G12 (GPa) 0,065% 1,553%
V19 0,668% 3,196%

Y7 (GPa) 4,205% 11,769%

0,2 G12 (GPa) 0,233% 2,657%
V12 2,522% 7,429%

Fonte: Préprio autor (2021).
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4.8.2 Resultados para EVRs de Materiais Porosos

A seguir, apresenta-se um estudo sobre a influéncia da morfologia do EVR na
determinacao das propriedades efetivas de meios porosos. Novamente, consideram-se trés
configuragoes de EVRs: (i) Esfera com vazio esférico (EEv); (ii) Cubo com vazio esférico
(CEv); (iii) Cubo com vazio cibico (CCv). Foram ainda consideradas duas proporgoes
diferentes entre matriz e vazio: (I) f, = 0,01 e f,, = 0,99, conforme a Figura 55; e
(IT) f, = 0,1 e f, = 0,9, conforme a Figura 56. A matriz possui como propriedades
constituintes Y, = 200,00 GPa e v, = 0, 30. Os resultados sao mostrados na Tabela 10,
incluindo a comparacdo com os limites de Voigt (1889), Hashin e Shtrikman (1963) e a
solucao analitica com base no problema de Eshelby abordada em Kachanov, Tsukrov e
Shafiro (1994) (ver secao 4.7).

As propriedades efetivas homogeneizadas computacionalmente sao préximas da
resposta analitica de Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994), principalmente no caso da esfera
com vazio esférico e o cubo com vazio esférico. Os resultados de Hashin e Shtrikman
(1963) também apresentam uma concordancia razodvel com a resposta homogeneizada
computacionalmente. Em relagdo ao cubo com vazio esférico, o aumento da porosidade
promove uma maior divergéncia de suas respostas perante Kachanov, Tsukrov e Shafiro
(1994) e Hashin e Shtrikman (1963) considerando Gis e v1s.

Na Tabela 11 sao mostradas as diferencas das respostas em modulo entre cada
geometria. Em linhas gerais, as respostas sao préximas para as geometrias. Além disso, o
maior distanciamento entre as respostas ocorre entre a esfera com vazio esférico e o cubo

com vazio cubico.

Figura 55 — Malhas dos EVRs para f, = 0,01 e f,, = 0,99.

12960 elementos 12960 elementos 12960 elementos
54494 nos 54494 nos 54494 nos
163482 graus de liberdade 163482 graus de liberdade 163482 graus de liberdade

Fonte: Préprio autor (2021).




4.8 Propriedades Efetivas Mediante Homogeneiza¢io Computacional 97

Figura 56 — Malhas dos EVRs para f, =0,1e f,, =0,9.

8640 elementos 8640 elementos 8640 elementos
37194 noés 37194 nos 37194 noés
111582 graus de liberdade 111582 graus de liberdade 111582 graus de liberdade

Fonte: Proprio autor (2021).

Tabela 10 — Propriedades efetivas do meio poroso para as seguintes fragdes em volume de
vazios: f, =0,01e f, =0,1.

fv Constante elastica  EEv CEv CCv  Analitica*  Voigt HS-

Y: (GPa) 196,070 196,093 196,026 196,070 198,000 196,031

0,01 Gia (GPa) 75481 75,486 75,184 75482 76,154 75,468
V12 0,2987  0,2987  0,2976  0,208%8  0,3000  0,2988

Y: (GPa) 165,767 167,080 166,670 166,604 180,000 163,569

0,1 G2 (GPa) 64,447 64,483 62,017 64,592 69,231 63,462
V1o 0,2859 0,2854 0,2765  0,2897  0,3000  0,2887

*Com base em Kachanov, Tsukrov e Shafiro (1994)
Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 11 — Diferencas entre as propriedades efetivas do meio poroso considerando a
variagdo da morfologia do EVR para f, = 0,01 e f, =0, 1.

f Constante elstica Diferenga em modulo de Diferenga em modulo de
v CEv em relagao a EEv CCv em relagao a EEv
Y7 (GPa) 0,012% 0,022%
0,01 G12 (GPa) 0,007% 0,393%
V12 0,004% 0,364%
Y; (GPa) 0,797% 0,545%
0,1 G12 (GPa) 0,057% 3,770%
V19 0,161% 3,275%

Fonte: Préprio autor (2021).
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5 CARACTERISTICAS FISICAS DA RUPTURA DUCTIL

A ruptura dtctil é um fenémeno relevante em diversos problemas de engenharia
estrutural caracterizados pela presenca de materiais como metais e ligas (BENZERGA;
BESSON; PINEAU, 2004a). Um dos trabalhos precursores sobre o assunto foi Tipper
(1949), que documentou a importancia da porosidade no processo de falha. Edelson e
Baldwin (1962) abordaram, sobretudo, a influéncia de particulas de segunda fase na
ruptura de sélidos ducteis. Outros trabalhos que também abordaram o assunto sao Puttick
(1959) e Gurland e Plateau (1963), tratando de aspectos relacionados com a evolugao de
vazios. Diversas contribui¢oes posteriores da literatura especializada formaram o arcabouco
tedrico existente atualmente sobre a ruptura dictil, como Garrison Jr e Moody (1987),
Besson (2010), Benzerga e Leblond (2010) e Pineau, Benzerga e Pardoen (2016). Tais

trabalhos sao a base de alguns conceitos importantes apresentados a seguir.

5.1 Aspectos Microscopicos

Os processos de ruptura em materiais metalicos e ligas sao resultado da concentracao
de deformagao plastica ao redor de impurezas na microestrutura, originadas durante o
processo de fabricacao. Considerando-se condigdes proximas da temperatura ambiente, a
ruptura ductil pode ser descrita como o resultado de trés estagios sucessivos denominados

nucleacao, crescimento e coalescéncia de vazios na microestrutura do material.

5.1.1 Nucleagao

O mecanismo inicial da ruptura ductil consiste na nucleagao de vazios. Beremin
(1981) apresentou conceitos basicos sobre o assunto ao estudar a formacao de vazios em
solidos ducteis. Cabe observar, inicialmente, que o processo de manufatura de metais e
ligas ja promove o aparecimento de vazios e impurezas iniciais na matriz. O processo de
deformacao plastica induz uma tendéncia de decoesao ou descolamento entre a matriz
metéalica e essas particulas de segunda fase. Além disso, também pode ocorrer a quebra
das particulas ao longo do processo de deformacao. Como consequéncia microvazios sao
nucleados na microestrutura do material. Na Figura 57 mostram-se exemplos de decoesao

matriz-particula e quebra de particulas.

Conforme Benzerga e Leblond (2010), diferentes fatores podem condicionar a forma
como ocorre o defeito. No caso de matrizes menos rigidas (soft matrir) em comparagdo com
as particulas é mais proeminente a ocorréncia de decoesao. Por outro lado, em matrizes
mais rigidas (hard matriz) aumenta a possibilidade do vazio ser nucleado por quebra de

particulas. J4 em particulas mais alongadas existe uma maior tendéncia da ocorréncia de



100 Capitulo 5 Caracteristicas Fisicas da Ruptura Dictil

quebra. Cabe destacar que existem outros fatores que também influenciam no processo
de nucleagao como, por exemplo, a resisténcia na interface matriz-particula e o tipo de

carregamento aplicado.

Figura 57 — Nucleacao de vazio por: (a) decoesdo matriz-particula (particle-matriz
decohesion); (b) quebra da particula (particle cracking).

(b)

20 um
Fonte: Kanetake, Nomura e Choh (1995).

5.1.2 Crescimento

O crescimento esta relacionado ao aumento do volume de vazios existentes ao longo
do processo de deformacao do material. Cabe mencionar que a intensificagao dos campos
deformagao podem promover o alongamento dos microvazios segundo dire¢oes preferenciais,
conforme ilustra a Figura 58. Isso modifica o comportamento constitutivo macroscépico
do material e um material dictil inicialmente isétropo pode passar a apresentar um
comportamento anisétropo. Benzerga, Besson e Pineau (2004a) apresentam com maior

riqueza de detalhes experimentos relacionadas com a anisotropia na ruptura ductil.

Figura 58 — Evolucdo de vazios segundo direcao preferencial.

Tmm
BCDOH ENSHP HAP

Fonte: Benzerga e Leblond (2010).

5.1.3 Coalescéncia

Uma etapa mais avangada do processo de ruptura ductil é a coalescéncia, na qual

ocorre a interligacao entre vazios adjacentes. Um modo comum de interligacao é a estriccao
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interna (internal necking), em que existe a aproximagao de dois vazios adjacentes devido ao
seu crescimento até sua uniao. Outro modo geral consiste nas bandas de microcisalhamento
(microshear band) ou "void-sheet". Neste tipo de coalescéncia, o cisalhamento promove a
unido de cavidades distantes a partir de vazios secundarios menores. Também existe o modo
de formacao "necklace" ( "necklace"formation) ou coalescéncia em colunas (coalescence in
columns), estudado em maiores detalhes por Benzerga (2000). De modo geral, neste caso
ocorre o ligamento de vazios alinhados e alongados no sentido de sua dimensao maior.
Benzerga e Leblond (2010) e Pineau, Benzerga e Pardoen (2016) aboradam de forma mais
minuciosa sobre modos tipicos de coalescéncia, que dependem de diversos fatores como,
por exemplo, tipo de solicitacao, propriedades da matriz e caracteristicas microestrutura

(posigao e formato dos vazios). Na Figura 59 estao representacoes de alguns modos.

Figura 59 — Modos de coalescéncia: (A) internal necking; (B) e (C) microshear band; (D)
"necklace "formation. Carregamento axissimétrico em (A), (B) e (C);
Carregamento sob deformagcao plana em (D)

C D

Fonte: (A) Benzerga (1999 apud BENZERGA; LEBLOND, 2010); (B)-(D) Benzerga (2000 apud
BENZERGA; LEBLOND, 2010).

Para fins de visualizagio das etapas até a coalescéncia, Weck e Wilkinson (2008)
realizaram a investigagao experimental de chapas metalicas contendo furos a laser. Na
Figura 60 e na Figura 61 podem ser observados resultados interessantes sobre a forma
como ocorre o processo de coalescéncia a partir de diferentes posicoes de vazios para
a mesma solicitacao. E perceptivel que coalescéncia depende muito da configuragao da

microestrutura, incluindo as posigoes relativas dos vazios.
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Figura 60 — Sequéncia das etapas (a), (b), (c), (d) e (e) até a coalescéncia a partir de dois
vazios orientados a 90° em relagéo a diregao da solicitagdo de tracao (vertical).

(d)

Fonte: Weck e Wilkinson (2008).

Figura 61 — Sequéncia das etapas (a), (b), (c), (d) e (e) até a coalescéncia a partir de dois
vazios orientados a 45° em relagdo a diregdo da solicitagdo de tracao (vertical).

(a) b) (d)
4 ._

5.2 Aspectos Macroscopicos

(

i

Fonte: Weck e Wilkinson (2008).

O comportamento macroscopico é reflexo dos mecanismos de nucleagao, crescimento
e coalescéncia de vazios observados na microestrutura que culminam na ruptura do material.
Na Figura 62 ilustram-se estagios do comportamento mecanico tipico de barras entalhadas
de aco ao longo do processo de ruptura ductil. O deslocamento neste caso corresponde a
reducao do didmetro da barra na raiz do entalhe. Conforme Benzerga e Leblond (2010),
os estagios compreendem: (a) Acimulo de danos referentes a nucleagao e crescimento de
vazios, além de alguns casos isolados de coalescéncia; (b) Aparecimento de uma fissura
macroscopica através da coalescéncia dos dois ou trés maiores vazios; (c) Regido com
acentuada declinagdo da curva devido ao aumento da trinca e formagao de shear lip; (d)

falha macroscopica do material.

No ambito da modelagem da ruptura dictil é importante definir valores referentes
a porosidade critica, ou seja, a fracdo em volume de vazios correspondente ao inicio do
processo de coalescéncia (formacao de fissuras macroscopicas). Estudos de Pardoen e
Delannay (1998), Chae e Koss (2004) e Benzerga, Besson e Pineau (2004a) indicam que a

porosidade préxima da falha apresenta valores entre ~ 1% e =~ 1.5% para metais e ligas.

Outro ponto relevante na andalise da falha de sélidos ducteis consiste na influéncia

do tipo de solicitac¢ao, pois o material responde de forma diferente conforme o carregamento
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aplicado. Nesse sentido, a seguir sao descritos conceitos importantes sobre triaxialidade e

angulo de Lode (questdes de particular interesse no presente trabalho).

Figura 62 — Resposta mecanica ao longo do processo de ruptura dtctil em barras redondas
entalhadas de ago de alta resisténcia: (a) acimulo de danos; (b) iniciagao de
trincas macroscépicas; (c) crescimento de trincas com formagao de shear lip; (d)
ruptura macroscopica.

Carregamento 100um
—

(b)— [

il

Fonte: Adaptado de Benzerga e Leblond (2010).

Deslocamento

5.2.1 Triaxialidade de Tensoes

Para obter estados limites que caracterizam as superficies dos critérios de ruptura
de meios dicteis porosos, devem ser aplicados diferentes estados de tensao incluindo a
combinacao de carregamentos normais e cisalhantes, ou seja, o material ¢ solicitado de
diferentes maneiras. Um parametro bastante usado na caracterizacao do estado de tensao
consiste na razao de triaxialidade de tensoes (7). E importante lembrar que energia de
deformagao elastica pode ser decomposta de forma aditiva em uma contribui¢ao hidrostatica
(ou volumétrica) e outra contribuigdo desviadora (ou distorcional). Esse conceito pode ser
estendido para a andlise de um tensor de tensées (X') conforme ilustra a Figura 63. Deste

modo, X' pode ser decomposto em:

y=x" 5 (5.1)

em que: X" representa o tensor de tensdes hidrostatico e X’ consiste no tensor de tensoes

desviador.
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Figura 63 — Decomposicao do tensor de tensoes (X') considerando uma parte hidrostatica
(X") e uma parte desviadora (X').

X! ¥
5 i Zm 32 11
- /I‘* — T+ N

{ ) ( ) { J
| ! |
Tensor de Tensées (£X) Parte hidrostatica (Z") Parte desviadora (Z')

Fonte: Préprio autor (2021).

Considerando o estado de tensao principal (X > Xy > X3), a razdo de triaxialidade

ou simplesmente triaxialidade é definida como:

X
T = E:; € [—o0, 00] (5.2)
com:
5 D _ it 5o, 5.3

3 3

3 1
Yeg =1\/3J2 = \/22’ Y = \/2 (X1 — X5)2+ (Xe — X3)2 + (X5 — X4)?) (5.4)
em que: X, é definida como a tensao média (relacionado com Xt ); Xeg € definida como

a tensdo equivalente de Mises (relacionado com 3X); I; consiste no primeiro invariante de

tensao; e Jo consiste no segundo invariante da tensao desviadora.

A triaxialidade desempenha um papel importante na ruptura duictil (GARRISON
JR; MOODY, 1987). De modo geral, a ruptura ductil por carregamentos predominante-
mente cisalhantes esta relacionada com baixas triaxialidades, isto é, contidas no intervalo
—1/3 < T < 1/3. Por outro lado, a ruptura ductil por carregamentos hidrostaticos esta
relacionada com altas triaxialidades. Na Figura 65 sdo associados valores de triaxialidades
e rupturas comuns denominadas intervoid necking, intervoid shearing e void sheeting. Uma
ilustracao dos processos que promovem tais falhas estd na Figura 64. Maiores consideracoes
sobre outros tipos de ruptura podem ser encontradas no estudo especifico desenvolvido
por Noell, Carroll e Boyce (2018).
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Figura 64 — Diferentes tipos de ruptura ductil e correspondentes valores de T'.

(a) Intervoid necking (b) Intervoid shearing (c) Void sheeting
Triaxialidade de tensdo <1/3 Triaxialidade de tensdo <1/3
Triaxialidade de tensdao > 1/3 Localizagdo em um plano simples Localizagdo em multiplos planos

N,
Folha de =
vazios

10 yum' -

Fonte: (a) Adaptado de Benzerga, Besson e Pineau (2004a apud NOELL; CARROLL; BOYCE,
2018); (b) Adaptado de Spencer, Corbin e Lloyd (2002 apud NOELL; CARROLL; BOYCE,
2018); (c) Adaptado de Cox e Low (1974 apud NOELL; CARROLL; BOYCE, 2018).

Figura 65 — Ilustracio de processos que promovem diferentes tipos ruptura ductil.

(a) Intervoid necking (b) Intervoid shearing (c) Void sheeting
Triaxialidade de tensdo <1/3 Triaxialidade de tensdo <1/3
Triaxialidade de tensdao > 1/3 Localizagdo em um plano simples Localizagao em multiplos planos
Nucleagao ) ~ Localizagao Nucleagio ) Localizagao Nucleagao de vazios
de vazios Crescimento Coalescéncia do fluxo de vazios Coalescéncia do fluxo e coalescéncia

Fonte: Adaptado de Noell, Carroll e Boyce (2018).

Estudos mais antigos, como Hancock e Mackenzie (1976) e Johnson e Cook (1985),
indicam a reducao da ductilidade do material com o aumento da triaxialidade, o que esta
associado ao desenvolvimento de vazios na microstrutura do material. Por outro lado,
trabalhos mais recentes indicam que a resposta pode ser influenciada por outros fatores.
Por exemplo, experimentos de Bao e Wierzbicki (2004) e Barsoum e Faleskog (2007a)
indicam reducao da ductilidade para carregamentos dominantes de cisalhamento (baixas

triaxialidades).

5.2.2 Pardmetro Lode e Angulo de Lode

Outra medida importante associada ao estado de tensao consiste no parametro
Lode (L), fundamentalmente relacionado com X’. Para um estado de tensdo principal, L

é calculado como:
22— -2

L =
2y — 2

e [-1,1] (5.5)
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ou:
L=+/3tanO € [—1,1] (5.6)
com: ot 3
1 2 1 2
O = 3 arccos <;;§q> = 3 arccos (27 e;,gq ) (5.7)

em que: © é o angulo de Lode; e J3 corresponde ao terceiro invariante da tensao desviadora.

Por sua vez, as tensoes principais podem ser escritas como:

{3, X5, X5} = 2§eq {— cos (8 + g) , — COS (8 — g) , COS (@)} + X, 7{1,1,1} (5.8)

Em particular, Danas e Ponte Castanieda (2012) escreve as tensoes principais

normalizadas da seguinte forma:

3

T T 3
25 {X1, X, X5} = {—cos <@ + 3) , — COS (@ - 3) , COS (@)} + iT{l’ 1,1} (5.9)

Na Figura 66 (a) mostra-se a relacao de L, © e tensoes principais normalizadas
(Eq. (5.9)) para T'= 0. J& a Figura 66 (b) mostra a relagdo de L, © e tensoes principais
normalizadas (Eq. (5.9)) para T' = 1. No caso de materiais isétropos, pela simetria no
comportamento, pode-se adotar 0 < @ < /3. Por outro lado, em materiais anisétropos

deve ser considerado todo o intervalo (0 < @ < 2m).

Figura 66 — Representacao da relacdo L, © e tensoes principais normalizadas (Eq. (5.9)): (a)
T=0c(b)T=L.

(a) (b)

=~ Parametro Lode (L) ~ Parametro Lode (L)
: L 5—1,00 -0,87 -0,50 0,00 0,50 0,87 1,00 : -1,00 -0,87  -0,50 0,00 0,50 0,87 1,00
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ol g
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g g
5" < ——
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g 0 A 8 1,5 =9
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g -05 []F g 1 n{
2 - 505 —
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Angulo de Lode (0) Angulo de Lode (0)

Fonte: Adaptado de Danas e Ponte Castaneda (2012).

Em relagdo a Figura 66, Danas e Ponte Castaneda (2012) apresenta algumas

conclusoes interessantes:

e Figura 66 (a) Com T'= 0: Para L = —1 ou © = 0°, o estado de tensdo ¢é definido

como axisimétrico com o tensor de tensoes composto por uma componente positiva
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e duas componentes negativas (tensao axissimétrica). Para L =1 ou © = 60° (7/3),
o estado ¢ axissimétrico com o tensor de tensodes formado por uma componente
negativa e duas componentes positivas (tensao biaxial com compressao axissimétrica).
No caso de L =0 ou @ = 30° (7/6) o estado de tensao corresponde a cisalhamento
no plano com uma componente de tensao nula. Além disso, 7" = 0 consiste em um

carregamento puramente desviador.

e Figura 66 (b) Com T' = 1: Como T > 0 as tensoes principais sdo simplesmente
transladadas para cima por uma constante. Na situagao de T < 0 ocorreria o mesmo,
mas as tensdes principais seriam transladadas para baixo. Casos com T — oo
e T" — —oo correspondem a carregamentos puramente hidrostaticos de tracao e

compressao, respectivamente.

Recentemente, trabalhos da comunidade cientifica indicam que apenas a triaxiali-
dade nao é suficiente para caracterizar o efeito do estado de tensao na ruptura ductil. Nesse
sentido, comecaram a ser desenvolvidos estudos contemplando o efeito do parametro Lode
ou angulo de Lode na resposta de meios diicteis como, por exemplo, Barsoum e Faleskog
(2007a), Barsoum e Faleskog (2007b), Bai e Wierzbicki (2008), Gao et al. (2009), Gao,
Zhang e Roe (2010), Mirone e Corallo (2010), Barsoum e Faleskog (2011), Gao et al. (2011),
Danas e Ponte Castanieda (2012), Zhou et al. (2014) e Dunand e Mohr (2014). Ademais,

tais trabalhos supracitados envolvem experimentos e/ou simulagdes computacionais.

Diversos outros trabalhos foram desenvolvidos utilizando diferentes abordagens.
No contexto desta dissertagao, merece destaque trabalhos voltados para a descrigao das
superficies dos critérios de plastificacao de meios dicteis isétropos com matriz governada
por von Mises. A teoria cldssica J; consiste em um dos modelos de plasticidade do
continuo mais conhecidos. Em decorréncia de suas hipoteses, a resposta plastica nao sofre
influencia da pressao hidrostatica e do terceiro invariante de tensao desviador. No entanto,
trabalhos recentes no ambito da micromecanica mostram que a resposta homogeneizada de
microestruturas porosas depende do dngulo de Lode como Thoré, Pastor e Pastor (2011),
Cazacu et al. (2013), Leblond e Morin (2014) e Benallal, Desmorat e Fournage (2014).

Maiores detalhes destes trabalhos sao descritos no Capitulo 6.
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6 CRITERIOS DE PLASTIFICACAO DE MEIOS DUCTEIS PORO-
SOS

6.1 Consideracoes Iniciais

No que segue, apresentam-se consideragoes iniciais sobre invariantes mecanicos,
conforme Ferreira (2019). Tais invariantes sdo convenientes porque resultados experimentais
demonstram a sensibilidade da ruptura dictil a esses pardmetros. Além disso, os invariantes

mecanicos auxiliam na visualizagdo no espago das tensoes e das deformagoes.

6.1.1 Tensores de Tensao e Deformacao Microscopicos: Invariantes Mecanicos

O tensor de tensoes microscopico (o) pode ser escrito em func¢do dos seguintes
invariantes mecanicos: (i) o, (tensdo hidrostatica); (ii) o., (tensao equivalente de von

Mises); (iii) w (4ngulo de Lode da tensdo). Seguem as relagdes de interesse:

2
o= §Ueqe’(w) e | (6.1)
em que:
1
Om =3 Tr (o) (6.2)
o'=0-o0,1 (6.3)
Oeg =\ =07 : O (6.4)
COS W 0 0
2w
e (w) = 0 cos (w — ) 0 (6.5)
2T
0 0 COS (w + )
3
1 27det o’
w = 7 arccos (20§q> (6.6)

J& o tensor de deformagdes microscépico (€) pode ser escrito em fungao dos seguintes
invariantes mecanicos: (i) €, (deformacao hidrostatica); (ii) €., (deformacao equivalente

de von Mises); (iii) £ (dngulo de Lode da deformagao). Seguem as relagoes de interesse:

€ =¢ce€ (&) +enl (6.7)

em que:

em = = Tr () (6.8)
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e =e—¢,l (6.9)
2
Eeq = §€/ e’ (6.10)
cos& 0 0
2m

=] 0 cos (f - 3> 0 (6.11)

0 0 cos (5 + W)

1 4 !

£ = 3 arccos ( d;éze ) (6.12)

6.1.2 Tensores de Tensao e Deformagao Macroscépicos: Invariantes Mecanicos

De maneira andloga, o tensor de tensdes macroscépico (X') pode ser escrito em
funcao dos seguintes invariantes mecanicos: (i) X, (tensdo hidrostatica); (i) Y., (tensao

equivalente de von Mises); (iii) © (dngulo de Lode da tensdo). Seguem as expressoes:

2
Y= gﬂeqe’(@) | (6.13)
em que:
1
Ym = 3 Tr (X) (6.14)
X=x-x,1 (6.15)
Yeg = §E’ 5 (6.16)
eq 9 . .
cos O 0 0
2m
e(6) = 0  cos (@ — 3) 0 (6.17)
2
0 0 Ccos (@ + ﬂ)
3
1 27 det X
O = 3 arccos (2 > ) (6.18)

Introduzindo o conceito de triaxialidade da tensao (T' = X,,,/X.,), a Eq. (6.13)
pode ser reescrita como:

2
5 =5,[zd0)+ TI} (6.19)

Por fim, o tensor de deformagoes macroscépico (E) pode ser escrito em fungao dos
seguintes invariantes mecanicos: (i) E,, (deformagao hidrostatica); (ii) E,, (deformacao

equivalente de von Mises); (iii)  (dngulo de Lode da deformagdo). Seguem as expressoes:

E=FE,(n +E,I (6.20)



6.2 Representagdo de Superficies de Plastificagcdo 111

em que:
1
E, = 3 Tr (E) (6.21)
E' =E-FE,I (6.22)
E., = 2E’  E (6.23)
eq 3 . .
cos 1 0 0
2m
en =, 0 cos (77 - 3> 0 (6.24)
2
0 0 coS (n + F)
3
1 4det B
1) = 3 arccos (bequ ) (6.25)

Introduzindo o conceito de triaxialidade da deformagao (H = E,,,/E,), a Eq. (6.20)
pode ser reescrita como:
E=E,lée(n) + HI] (6.26)

6.2 Representacao de Superficies de Plastificacao

Neste trabalho serd dada atencao especial para os critérios associados ao processo
de plastificacdo, que podem ser empregados para descrever o comportamento de materiais
ducteis. Nesses casos, os critérios de plastificagdo, expressos por meio de relagoes matema-
ticas, definem o estado limite de tensao para a ocorréncia ou progressao do escoamento.
Dentre os critérios amplamente conhecidos e difundidos na literatura relacionados com
ruptura ductil estao Tresca e von Mises. Um estudo mais detalhado destes critérios pode
ser obtido em Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008).

Além das formulagoes referentes a cada critério, na literatura também podem
ser encontradas as superficies de plastificagao que sao representacgoes graficas do lugar
geométrico de pontos no espago das tensoes principais representativos dos estados limites.
Para fins de ilustragdo, na Figura 67 esta a representacao no espacgo das tensoes principais
das superficies de plastificagdo de von Mises e Tresca. Também é importante a visualizacao
num plano desviador que é ortogonal ao eixo hidrostatico. A superficie de von Mises para
uma matriz homogénea consiste num cilindro circular com eixo alinhado ao eixo hidrostéatico
das tensoes (X,,). No caso de Tresca a superficie é um hexaedro também com eixo alinhado
ao eixo hidrostatico. Portanto, ambos os critérios nao dependem do primeiro invariante
de tensao. Ja em relacao ao terceiro invariante de tensao, von Mises é independente e
Tresca apresenta dependéncia. Além disso, tais modelos assumem hipdteses como: (i)
Homogeneidade, ou seja, todos os pontos de sua estrutura tém as mesmas propriedades;

(ii) Continuidade, isto é, a estrutura nao possui vazios e outras descontinuidades; (iii)
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Isotropia, em que as propriedades sao iguais segundo todas as direcoes. Valendo as regras
de normalidade e associatividade para a determinacdo do tensor de deformacoes plasticas

b
pode-se mostrar ainda que nesses critérios tais deformagoes ocorrem sem variagao de

volume.

Figura 67 — Superficie de plastificagao de von Mises e Tresca.

Superficie no espago das tensbdes principais .
Plano desviador

!
23
/VOH Mises

Tresca

z 3

Fonte: Adaptado de Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008).

Por outro lado, ao se inserir um vazio na matriz elasto-plastica, a superficie de
plastificacdo para a resposta homogeneizada muda radicalmente. Na Figura 68 é mostrado
o plano meridional para um material poroso, notando-se valores limite para estados
hidrostaticos admissiveis. Portanto, um material poroso apresenta colapso no caso de altas

triaxialidades em médulo.

Figura 68 — Superficie de plastificagdo no plano meridional para um material poroso.

PLANO MERIDIONAL
Zeq A

0
T

Fonte: Adaptado de Ferreira (2019).

Na Figura 69 sao mostrados os tracos das superficies de plastificacao segundo planos
desviadores para um material poroso. E importante destacar que as superficies apresentam

dimensoes radiais variadas com diferentes niveis de tensao hidrostatica, diferentemente do
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que ocorre no modelo de um material sem vazio com matriz governada pelo critério de

von Mises.

Figura 69 — Superficies de plastificacdo no plano desviador para um material poroso.

PLANO DESVIADOR
3

Fonte: Adaptado de Ferreira (2019).

Por outro lado, com base na representacao geométrica do critério é possivel associar
um significado geométrico a cada invariante mecanico. Por exemplo, na Figura 70 sao

mostradas as interpretagoes geométricas dos invariantes das tensoes.

Figura 70 — Representacdo dos invariantes mecanicos para tensao.

19 invariante mecanico: X, 29 invariante mecanico: 2egq 39 invariante mecénico: ©
I P
23 3

Fonte: Proprio autor (2021).
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6.3 Contribuicées da Literatura

Alguns trabalhos pioneiros sobre critérios de plastificagdo para materiais porosos
sao McClintock (1968) e Rice e Tracey (1969) que realizaram estudos considerando o
crescimento de vazios isolados. McClintock (1968) propos um critério de ruptura ductil
considerando um vazio cilindrico longo imerso em uma matriz infinita e encontrou uma
dependéncia exponencial da taxa de crescimento do vazio com a tensao biaxial. J& Rice e

Tracey (1969) estudaram um vazio esférico em uma matriz infinita e encontraram uma
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dependéncia exponencial da taxa de crescimento do vazio com a tensao triaxial. Em resumo,
os resultados mostraram que o crescimento de vazios em metais dicteis tem forte relacao

com a tensao hidrostatica.

O trabalho de Gurson (1977) é bastante conhecido na literatura no ambito de
critérios de plastificagao para materiais dicteis porosos, cuja abordagem fundamenta-se
na hipdtese cinematica da Analise Limite e também em conceitos de homogeneizagao.
Em relacdo a modelagem, inicialmente é assumida a existéncia do vazio numa célula de
material com matriz dictil. Foram consideradas duas geometrias simplificadas de célula
(ver Figura 71), cujas propriedades de simetria simplificam significativamente a formulagao
analitica. A primeira geometria corresponde a uma célula cilindrica longa com um vazio
centrado, também com forma de um cilindro longo. J4 a segunda geometria corresponde
a uma célula esférica com um vazio também esférico centrado. O estudo contemplou,
sobretudo, aspectos relacionados com crescimento do vazio e o papel da tensao hidrostatica
no desenvolvimento da plastificagdo. Para tanto, foi imposto um campo teste de velocidade
simplificado de Rice e Tracey (1969).

Figura 71 — Células com vazios estudadas por Gurson (1977).

Cilindro com vazio cilindrico
\ X3 Esfera com vazio esférico

AX3

vazio vazio
|~

célula célula

X2

> X, R L 70 iy I A g

X1

—————— 1 omm— X1

Fonte: Adaptado de Gurson (1977).

Posteriormente, o modelo de Gurson (1977) foi estudado por diversos pesquisado-
res de forma a promover ajustes e/ou contribui¢oes a metodologia inicial. Por exemplo,
cabe destacar os trabalhos de Tvergaard (1981), Tvergaard (1982), Chu e Needleman
(1980), Tvergaard e Needleman (1984), Koplik e Needleman (1988), que propuseram
modificacoes relacionadas com o critério de plastificagao a fim de melhor descrever as-
pectos como, por exemplo, nucleacao e coalescéncia de vazios. Os diversos estudos de
Tvergaard e Needleman levaram ao modelo frequentemente referenciado como modelo
Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN).

Uma limitacao de Gurson (1977) consiste no campo teste de velocidade simplificado
empregado nas andlises, como demonstrado por Monchiet, Charkaluk e Kondo (2011) ao
analisar campos denominados tipo Eshelby baseados em Eshelby (1957) e Eshelby (1959).

Também é importante mencionar o fato de o critério original possuir uma linearizagao
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em sua formulacao, o que implica na desconsideracao dos efeitos do terceiro invariante de
tensao e, consequentemente, do angulo de Lode na resposta macroscépica. Publicagoes
recentes mostram o interesse da comunidade cientifica sobre o assunto com a finalidade de

estudar melhor tais aspectos.

Thoré, Pastor e Pastor (2011) estudaram a ruptura de meios dicteis porosos a
partida isétropos utilizando uma abordagem semi-analitica fundamentada no teorema
cinematico da Anélise Limite com emprego de uma estratégia de otimizacao baseada
em programacao conica. Para modelar a resposta da matriz da célula esférica oca foram
considerados os modelos de von Mises e Drucker-Prager. No caso da célula com matriz
governada pelo modelo de von Mises, os resultados macroscopicos obtidos indicaram
dependéncia do terceiro invariante sobre a representagao da superficie de plastificacao. A
geometria da superficie no plano meridional evidencia, por exemplo, a falta de simetria
na resposta, ou seja, o resultado no quadrante [X,,, X, difere do resultado no quadrante
[y — Zeq)-

Cazacu et al. (2013) avaliaram o efeito combinado do primeiro e do terceiro
invariante de tensao em critérios de plastificacado para meios dicteis porosos a partida
is6tropos. Apresenta-se que a linearizagdo adotada na formulagao de Gurson (1977) é
restritiva em relagdo ao efeito do terceiro invariante. Um novo potencial plastico é proposto
com o acoplamento especifico entre a tensao média e o terceiro invariante de tensao
desviadora para estados de tensao axissimétricos. No critério desenvolvido, captura-se a
influéncia do sinal referente ao terceiro invariante na resposta. Além disso, mostra-se que o

critério classico de Gurson (1977) fornece um limite superior em rela¢do ao novo critério.

Leblond e Morin (2014) realizaram uma revisao do critério de Gurson (1977) com
o objetivo de avaliar o efeito das parcelas de segunda e terceira ordem desprezadas no
potencial de dissipacao plastico devido a linearizagao adotada em sua formulagao. Em
relacdo a aproximacao de segunda ordem, resultados indicam uma superficie de plastificacao
com limites internos a obtida por Gurson (1977), mas ainda dependente apenas do primeiro
e segundo invariantes de tensao. Ja a consideracao da parcela de terceira ordem torna o

modelo sensivel ao dngulo de Lode (relacionado com o terceiro invariante de tensao).

Benallal, Desmorat e Fournage (2014) estudaram meios porosos isétropos com
matrizes governadas pelo critério de von Mises e submetidas a estados gerais de tensao. Em
resumo, as analises do trabalho supracitado foram divididas em duas partes. Na primeira
parte foi avaliado o efeito da linearizagao realizada por Gurson (1977) e introduzido o
terceiro invariante de tensao desviador no modelo original. De modo geral, os resultados
obtidos mostraram que o angulo de Lode interfere na resposta, mas a influéncia é pouco
significativa, principalmente, para porosidades reais. Na segunda parte, com o objetivo
de melhorar a resposta preditiva de Gurson (1977), foi avaliada a alternativa de um
novo campo teste de velocidade com base no trabalho de Li, Sauer e Wang (2007), que

estudaram Tensores de Eshelby em um dominio esférico finito. Neste caso, a complexidade
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da formulagao aumenta e os resultados mostraram uma maior sensibilidade na resposta.

Cazacu e Revil-Baudard (2015) propuseram potenciais plasticos tridimensionais
para solidos porosos isétropos com matriz governada pelo critério de von Mises. Inicialmente,
um potencial baseado na taxa de deformacao foi derivado. Neste caso, os acoplamentos
entre invariantes sao especificos e o terceiro invariante apresentou maior influéncia para
estados axissimétricos. Por fim, foi proposto um potencial plastico analitico baseado em
tensao capaz de capturar os acoplamentos especificos entre todos os invariantes de tensao,

além de ser exato para estados axissimétricos.

Outros trabalhos estudaram matrizes com comportamentos diferentes do modelo
de von Mises. Por exemplo, Cazacu et al. (2014) mostrou um novo critério analitico para
sélidos porosos com matriz governada por Tresca. Recentemente, Benallal (2017) apresentou
relagoes constitutivas para soélidos porosos com comportamento da matriz dependente do
segundo e terceiro invariantes de tensao. Para tanto, a matriz foi modelada empregando o
critério de Hershey-Hosford. Na mesma linha de raciocinio, Daehli, Hopperstad e Benallal
(2019) também abordaram o assunto, sobretudo, com andlises limites numéricas de sélidos

dicteis porosos com matriz modelada pelo critério de Hershey-Hosford.

E notério que Gurson (1977) assume isotropia com a consideracio de geometrias sim-
plificadas para os vazios. No entanto, com a deformagao progressiva os microvazios podem
alongar segundo diregoes preferenciais, modificando a resposta constitutiva macroscopica.
Portanto, o comportamento do material pode apresentar diferentes niveis de anisotropia em
estagios distintos do processo de ruptura. Nesse contexto, uma quantidade significativa de
trabalhos da comunidade cientifica foram destinados ao efeito da anisotropia. Por exemplo,
Gologanu, Leblond e Devaux (1993) e Gologanu, Leblond e Devaux (1994) e Gologanu et al.
(1997) apresentaram extensoes do modelo de Gurson (1977) de modo a incorporar efeitos
da morfologia do vazio através do estudo de geometrias esferoidais. A forma dos vazios
e sua influéncia na resposta do material também foi objetivo de trabalhos como Ponte
Castaneda e Zaidman (1994) e Garajeu, Michel e Suquet (2000). Benzerga e Besson (2001)
apresentaram potenciais plasticos para sélidos porosos anisotropicos. Estudos interessantes
relacionados com experimentos e teoria sao mostrados em Benzerga, Besson e Pineau
(2004a) e Benzerga, Besson e Pineau (2004b), respectivamente. J& Monchiet et al. (2006)
e Monchiet et al. (2008) estudaram geometrias esferoidais com matriz governada pelo
critério anisotropico de Hill (1948). Outras diversas pesquisas posteriores abordaram a
anisotropia. Uma revisao mais completa sobre o assunto pode ser encontrada no trabalho
de Ferreira (2019).

No que segue trata-se do modelo de Gurson (1977) a fim de compreender melhor as
hipéteses assumidas, simplificagoes adotadas e, consequentemente, os resultados obtidos.
Também sao realizadas consideracoes sobre o trabalho de Benallal, Desmorat e Fournage
(2014), sobretudo, em relagao a introducao do efeito do terceiro invariante de tensao desvi-

ador no modelo original Gurson (1977). As representages das superficies de plastificagao
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destes artigos sao recuperadas para servir como referéncia para uma posterior comparac¢ao

com as respostas homogeneizadas computacionalmente geradas no presente trabalho.

6.3.1 Gurson (1977)

Inicialmente, vale destacar algumas consideragoes conceituais sobre a Analise
Limite. Como hipdteses basicas da teoria estao: (i) o material tem comportamento plastico
perfeito; (ii) a superficie de plastificagao é convexa e verifica a lei da normalidade; (iii)
no limiar do colapso plastico as tensoes sao plasticamente admissiveis, o carregamento
permanece constante, apenas deformacoes plasticas sao desenvolvidas e mudancas de
geometria ocorrem com velocidades baixas. Em resumo, o estado limite de colapso plastico
ocorre quando deformagoes plasticas evoluem de forma indefinida com o carregamento
constante. Com base nessas premissas sao derivados: (1) teorema estatico (limite inferior);
(2) teorema cinematico (limite superior). Neste segundo teorema, estados cinematicamente
possiveis de deformacoes plasticas sao admitidos para descrever mecanismos de colapso e

determinar limites superiores para o carregamento limite.

A célula esférica com vazio esférico estudada por Gurson (1977) é analisada num
contexto de aplicagdo do teorema cinematico da Andalise Limite. Uma ilustracao com
detalhes da geometria da célula é apresentada na Figura 72. O volume total (V') é formado
pela uniao entre os volumes da matriz (V;,,) e do vazio (V,,). O simbolo de 9 indica contorno.

A partir de Figura 72, define-se a porosidade como:

f= (R)3 (6.27)

O modelo pressupoe a matriz do material com comportamento rigido-plastico-
perfeito governado pelo modelo de von Mises e validade da regra de normalidade, conforme

a Figura 73. Ademais, toda formulagao assume um regime de pequenas deformagoes.

Figura 72 — Célula com morfologia esférica e vazio esférico estudada por Gurson (1977).

Geometria da esfera com vazio esférico Sistema de coordenadas esférico
oV, = aV, uav X3
V=V,Ul,
< /1
1
¢ :
X2 :
........... ! X2
R ., /9/ Sy
X1

Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 73 — Representacdo do comportamento rigido-plastico-perfeito.
oA

Op

s &P

Fonte: Préprio autor (2021).

Nesta situacao, o critério de plastificagdo da matriz pode ser escrito como:

F(o)=04—00<0 (6.28)
em que: 0., ¢ a tensao equivalente de von Mises e o consiste na tensao de escoamento do
material. Estados de tensao que satisfazem o critério sao ditos plasticamente admissiveis.

Em relacao a condicao de contorno aplicada, empregou-se a hipétese de taxas de

deformacao homogénea:

u=E-x ¥ xedV (6.29)

Além disso, no contorno do vazio:

t(x)=0 V «xedV, (6.30)
em que, t(x) consiste no vetor de forga na superficie do vazio.

Primeiramente é necessario definir a dissipagao microscopica:

7 (&) = sup {o : €} (6.31)

gcx
em que, x = {F (o) < oy}
Como sao desconsideradas deformagoes eldsticas (€°), a taxa de deformacao total

(€) é composta apenas pela parcela plastica (€7). Com a regra da normalidade para o fluxo

plastico, vale escrever que:

g€ =¢f = Ag{: (6.32)

em que, A é denominado multiplicador pléstico e F define o critério de plastificacdo.

Introduzindo a regra da normalidade na Eq. (6.31):

(6.33)
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Pelo principio da méxima dissipa¢ao microscopica (HILL, 1950), o deve maximizar
7 (¢). Estados de tensdo o que satisfazem essa condigao pertencem ao espago das tensoes

plasticamente admissiveis:

oc={c"€P | n(é)=max{oc":¢&}} (6.34)

em que: IP é o espago das tensoes plasticamente admissiveis (o*), isto é, respeitam o critério
de plasticidade (F (o) < 0y).
E possivel mostrar que para F (o) homogénea de primeiro grau, a Eq. (6.33) pode

ser reescrita da seguinte forma:

7 (€) = \F (o) (6.35)

Na situacao de comportamento rigido-plastico perfeito o critério é satisfeito com a

igualdade:

F(o) =09 (6.36)

Assim, a Eq. (6.35) pode ser reescrita como:

T (€) = Aoy (6.37)

Deve ser determinado A em func¢ao de €. Levando em consideragao a deformacao

equivalente (€.,):

P [2per ory s [2(or oF
Fea = \/;_ J 3 <>\80' ' 80’) N )Q 3 (80’ ' 80’) (6.38)

De acordo com o critério de plastificagdo de von Mises:

F(o)=0y4=\/z0":0 (6.39)

seque que:

(6.40)

OF 0oy _ 30
do  OJo 20,
Voltando na Eq. (6.38) e considerando a Eq. (6.40), a deformagao equivalente

consiste em:

|12 (30 30 .
s = M| = | = D= = 6.41
“eq \JB (206q 206q> ( )
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Com isso, a Eq. (6.37), referente a dissipagao microscépica, é reescrita como:

2
(&) = Eeq00 = aoﬂgé L € (6.42)

A dissipacao macroscépica (1) é definida como a média volumétrica da dissipacao

microscépica ():

1 .
= V/vw(s) v (6.43)

Recordando o resultado da Eq. (6.42):

] 2.
H:—/,/f L ed 44
v o[58 edv (6.44)

Explorando inda o fato que a deformagao microscépica (&) pode ser escrita em

fungao da deformagao macroscépica (E):

: 1 oy
11 (E) = V/Vﬁ(s (E))av (6.45)
Vale relembrar que anteriormente, para determinar 7 (&), buscou-se o no espago
onde F (o) < 0y, conforme a Eq. (6.34). Entretanto, na abordagem de Gurson (1977)

emprega-se o Teorema Cinematico da Analise Limite. Com isso, & deve minimizar I7 (E)

Portanto, € é procurada no espacgo das deformacoes cinematicamente admissiveis:

. » N . [ 1 e (1
€= {s el | 1(E) _mln{v/vw(e (E))dV}} (6.46)
em que: L é o espago das deformagdo cinematicamente admissiveis (€*). Assim, a solugao

envolve agora um problema de minimizacao.

Com base em Rice e Tracey (1969), Gurson (1977) propos o seguinte campo teste

cinematicamente admissivel:

co= 8+ i, (M) -6 00 @ e (0.0) (6.47)

em que: B = E..€'(n); ¢ e, (¢,0) consiste num vetor unitario na direcio radial.

Substituindo o campo teste de Gurson (1977) na Eq. (6.44):

1 (B) = 2 J z [E + B (ff 1-3(e ® er)]] : lE v B, (f)s 1-3(e er)]]dv

(6.48)
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Apébs algumas operagoes algébricas, tem-se:

/ \/E2 — 4E, )3 E (e,®e,)+4E2 (Jf>6dv (6.49)

Introduzindo na relagao anterior a razao de triaxialidade da deformagao macroscé-
pica (H = E,,/F,,), obtém-se:

1, (E) = Uofeq /V J | —4H (R)3 E:(e@e)  ym (R)6dv (6.50)

T eq T

A Eq. (6.50) pode ainda ser reescrita como:

6
11 (E) = "OEE‘?/ \/1—4H p+4H2 (f) % (6.51)

COo1ml:

E:(e,®e, T E e,
yoBilese) e -F-e (6.52)
Fuy Foy

A complexidade da Eq. (6.51) dificulta o seu tratamento analitico. Nesse sentido,

Gurson (1977) propos uma linearizacao da formulagao em relagao a p sem perda significativa

de precisao. Assim, na Eq. (6.51) despreza-se a parcela relacionada com pu:

E,
1 (E) = 2 ‘1/ \/1+4H2 " (6.53)

E importante ressaltar que no modelo de Gurson (1977):

©=n ¥V H (6.54)

Nota-se, portanto, que na Eq. (6.53) nao aparece o angulo de Lode () devido a

linearizagao proposta por Gurson (1977). Explicitando os limites de integracdo, obtém-se:

. B, 2 .
1 (E) = "0 T0Beq / / \/ 1+ 4H2 ) 26in 0 dr df do (6.55)
em que: V = (4/3) 7R3 consaste no volume da esfera.

Com auxilio do software Wolfram Mathematica, foi realizada a integracao analitica:
Mg (E) = g (En, Euy) =00Be, |V1+4H? - m} _
T 2H
oo, |2H arcoth | —— | | +
T (m )] (6.56)

0 2H
O'(]Eeq _2H arcoth (W)]
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No critério de Gurson (1977), o célculo da tensdo macroscépica (conjugada a
deformagao macroscépica) nao ¢é realizado utilizando a média das tensdes microscépicas.
Neste caso, a tensao macroscopica deriva do potencial de dissipagao macroscopico por

meio da seguinte expressao:

oI
2= 6.57
oE (6.57)

Deste modo, o calculo da tensao macroscopica resulta de:

_ 0I 0F,, L 0llg 0L,

_ Za o5 e (6.58)
0E., OE ' 0FE,, 0E

Seguem as respostas das derivadas de cada parcela da Eq. (6.58):

oa _ <\/1 TH? - \J4H? ¢ f2) (6.59)

OF,,
0llg 2H ++/f? + 4H?
—— =201 (6.60)
OE,, f(2H + V1+4H?)
E, 2E
O _ 21 (6.61)
OE  3F,
OE,, 1
OE 3 (662)

Substituindo os valores das derivadas (Eq. (6.59), Eq. (6.60), Eq. (6.61) e Eq.
(6.62)) na Eq. (6.58) e lembrando que E = E..e' (1), chega-se na seguinte expressao final

para tensao:

2 2H + /T2 + 4H? 2,
¥ = 0p;Tin {f (2H+ : +4H2) + ooz e’ (1) (\/1+H_2 _ ,/4H2+f2) (6.63)

Neste ponto pode ser introduzido o critério que as tensdes macroscopicas sejam

estaticamente admissiveis. Considerando, inicialmente, os invariantes X, e X :

Em_21n[ 2H + \/fZ + 47 ] (6.64)
o) 3 f

- (2H + VI+ i)

e
© — 1+ H? — \JAH? + f? (6.65)
0

of
em que, os invariantes X, e X, estao normalizados em relacao a tensao de escoamento

da matriz (o).
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Com mais algumas passagens matematicas a partir da Eq. (6.64) e da Eq. (6.65) é

possivel chegar na seguinte expressao final do critério de Gurson (1977):

<Z€q>2+2fcosh (3%) - <1+f2) =0 (6.66)

(o) 2 0o

Sobre a Eq. (6.66), em particular quando X, = 0:

X 2
s ) (6.67)

ou seja, recupera-se a solucao analitica da esfera oca elasto-plastica submetida a pressao

externa.

Ainda sobre a Eq. (6.66), quando X,,, = 0:

Z (6.68)

que consiste em uma aproximagao do modelo de Gurson (1977).

A Figura 74 representa a resposta de Gurson (1977) para o plano meridional
considerando f = 0, 1. Por outro lado, na Figura 75 é apresentada a resposta no plano
desviador para diferentes valores de X/ = —2/30In(f). Como o angulo de Lode da
tensdo (@) nao influencia na resposta, as superficies no plano desviador correspondem a

circulos (ver Figura 75).

Figura 74 — Superficie no plano meridional para f = 0,1 de acordo com Gurson (1977).

1.0¢ I I I i I I I 1 —— Gurson

0.2r

0.0

=
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 75 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores de X7 para
f=0,1 de acordo com Gurson (1977).

A ' ' — 0.0%/
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Fonte: Préprio autor (2021).

6.3.2 Benallal, Desmorat e Fournage (2014)

O objetivo desta secao é apresentar resultados de interesse contidos na primeira
parte do trabalho de Benallal, Desmorat e Fournage (2014). Mais especificamente foi
avaliado o efeito da linearizacao realizada por Gurson (1977), o que tornou este modelo
insensivel aos efeitos do angulo de Lode. Todavia, é importante destacar que nesta primeira
parte de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) o campo teste utilizado por Gurson é
mantido (campo axissimétrico).

Considerando a parcela anteriormente desprezada por Gurson (1977), o E pode

ser escrito como E (Em, Eeq, cos 377) e a tensao macroscopica ¢ expressa por:

11 OE, IT OF, I7
5= 9 0B O OBy OII 9cos3y (6.69)
0E., OE  0E, OE  0Jcos3n OF

Ap6s alguns desenvolvimentos, a Eq. (6.69) resulta em:

2 2w 3
UO // 5 [ <R) M-(I-3e ®e) M @I
Tv eq

r (6.70)

r?sin @ dr df do

em que: J consiste no tensor desviador de quarta ordem.

Devido a complexidade de obtengao da resposta analitica da Eq. (6.70), pode-se

empregar um procedimento de integra¢ao numérica baseado em Ferreira (2019) para obter
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as respostas. De modo geral, na integragao numérica sao utilizados pontos de integracao
(N1, Na, N3) distribuidos nas dire¢oes das coordenadas (7, 6, ¢), mas referenciados ao

sistema de coordenadas natural (p?, p/, p¥). Assim sendo, a quadratura de Gauss fornece:

20-0 N3 Nz Ni . 1 R 3 ,
T2 2 D whwhw) é—: J+3(r> M- (1-3e&e) M'®T
k: 1j=1i=1 eq (67]_)
k\2 .
(r ) SmHUp
com:
k= ; (R—ry) (pk + 1) + 7y (6.72)
¢ =p +1 (6.73)
i T
=3 (' +1) (6.74)
7T2
Jp = (B=r) (6.75)

k¥ sdo os pesos associados, respectivamente, as coordenadas naturais p',

em que: w', w e w
Pl e pk:r, 0 e ¢sio as coordenadas esféricas descritas em termos do sistema de coordenadas
natural; J, ¢ o determinante da jacobiana que mapeia o sistema de coordenadas natural

para o sistema esférico.

Benallal, Desmorat e Fournage (2014) empregaram 15 pontos de integracao para
N1, Ny e N3. Nos casos aqui estudados foram considerados 20 pontos de integragao para
garantir resultados satisfatorios. No plano meridional sdo apresentadas superficies para
diferentes valores de angulos de Lode (@). No plano desviador sao apresentadas superficies
para diferentes valores de C; X em que Cf é um coeficiente e X/ = —2/30¢1In(f) é a
solugdo do modelo de Gurson (1977) para triaxialidade tendendo ao infinito. Tem-se ainda
Cy € [0;1], onde Cy — 0 corresponde a 7' — 0 e Cy — 1 corresponde a T' — co. Ademais,
sao estudados trés valores de porosidade: f =0,1; f =0,01 e f = 0,001.

6.3.2.1 Resultados para f = 0,1

Na Figura 76 mostram-se as superficies obtidas no plano meridional considerando
diferentes angulos de Lode da Tensdo (©) para f = 0,1. Apesar de ser um nivel de
porosidade considerado elevado no ambito da ruptura ductil, os resultados neste caso
sdo interessantes para evidenciar caracteristicas no comportamento das superficies. Para
fins de melhor visualizacao, a Figura 77 e a Figura 78 contemplam regioes ampliadas da
Figura 76. Na Figura 79 e na Figura 80 sao mostradas as superficies no plano desviador

para valores positivos e negativos de Cng;, respectivamente.
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Figura 76 — Superficie no plano meridional considerando diferentes &ngulos de Lode (©) para
f=0,1 de acordo com Benallal, Desmorat ¢ Fournage (2014).
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 77 — Ampliacdo da superficie de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) no plano
meridional para f = 0,1 (lado esquerdo da Figura 76).
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 78 — Ampliacdo da superficie de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) no plano
meridional para f = 0,1 (lado direito da Figura 76).
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Figura 79 — Superficie no plano desviador considerando valores positivos de C’fE,,Z; para
f =0,1 de acordo com Benallal, Desmorat e Fournage (2014).
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 80 — Superficie no plano desviador considerando valores negativos de C fﬂﬂl para
f=0,1 de acordo com Benallal, Desmorat e Fournage (2014).
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Os resultados obtidos por Benallal, Desmorat e Fournage (2014) resultaram em

superficies internas as de Gurson (1977). Nota-se, em particular, a influéncia do angulo

de Lode da tensao destacando-se o comportamento distinto para valores positivos e

negativos de Y, referentes a cada angulo de Lode. Tais diferencas supracitadas sao

observadas principalmente para triaxialidades de tensao intermediarias. Estes resultados

de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) sdo importantes para confrontar com as respostas

homogeneizadas computacionalmente, as quais serao apresentadas no Capitulo 7 e no

Capitulo 8.
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6.3.2.2 Resultados para f = 0,01

Na Figura 81 estao as respostas no plano meridional considerando dois angulos de
Lode da tensao (© =0 e © = 7/3) para f = 0,01. Optou-se por apresentar apenas o0s
valores extremos de © no intervalo entre [0;7/3] a fim de ndo comprometer a visualiza¢ao
da Figura 81. Na Figura 82 é mostrada a representacao no plano desviador para diferentes
valores positivos de C'fE,J;. De modo qualitativo, as consideracgoes para f = 0,01 sao
analogas as descritas para f = 0, 1. No entanto, em termos quantitativos o angulo de Lode
exerce menor influéncia nas respostas das superficies plasticas. Portanto, a estratégia de
Benallal, Desmorat e Fournage (2014), que mantém o campo teste Gurson (1977), indica
pouca interferéncia do angulo de Lode na ruptura do meios elasto-plasticos porosos com
matriz governada pelo modelo de von Mises. Os resultados para f = 0,01 sdo importantes,
pois tal porosidade esta mais associada a ruptura ductil.

Figura 81 — Superficie no plano meridional considerando diferentes dngulos de Lode (©) para
f=0,01 de acordo com Benallal, Desmorat e Fournage (2014).
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 82 — Superficie no plano desviador considerando diferentes valores positivos de C' ij;
para f = 0,01 de acordo com Benallal, Desmorat e Fournage (2014).
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Fonte: Préprio autor (2021).
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6.3.2.3 Resultados para f = 0,001

Por fim, na Figura 83 estao as respostas das superficies no plano meridional para
dois angulos de Lode da tensdo (@ = 0 e © = 7/3) para f = 0,001. Na Figura 84 é
mostrada a representagao no plano desviador para diferentes valores positivos de C ng;. Os
resultados de acordo com a estratégia de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) mostram
que a interferéncia do dngulo de Lode é pouco significativa na ruptura do meio elasto-
plastico para o caso com f = 0,001. Por outro lado, como o nivel de porosidade é muito
pequeno a tendéncia é que as diferencas sejam de fato reduzidas. E importante destacar
que essa porosidade corresponde a um estagio inicial de vazios em meios ducteis. Este nivel
de vazios pode ser associado, por exemplo, a fase inicial de defeitos no material decorrentes

do processo de fabricacao.

Figura 83 — Superficies no plano meridional considerando diferentes dngulos de Lode (©) para
f=0,001 de acordo com Benallal, Desmorat e Fournage (2014).
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 84 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de C fZ{;
para f = 0,001 de acordo com Benallal, Desmorat e Fournage (2014).
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7 HOMOGENEIZACAO COMPUTACIONAL: SUPERFICIES DE
PLASTIFICACAO DE MEIOS DUCTEIS POROSOS CONSIDE-
RANDO A VARIACAO DA MORFOLOGIA DO EVR

No que segue, mostra-se o emprego do processo de homogeneizacao computacional
para obter as superficies de plastificacdo de meios ducteis porosos considerando a condi¢ao
de deformagao homogénea no contorno. Nos resultados, colocam-se em destaque a sen-
sibilidade das superficies de plastificacdo em relagao ao angulo de Lode, a mudanca de

morfologia do EVR e a variacdo da porosidade (f).

7.1 Propriedades Constitutivas

Vale recapitular que o modelo de Gurson (1977) adota hipdtese de um material
rigido-plastico perfeito com matriz incompressivel. No presente trabalho, a matriz foi
definida com um comportamento elasto-plastico perfeito. Em relacao as propriedades
constitutivas, devem ser definidos o médulo de elasticidade (Y'), o coeficiente de Poisson
(v) e a tensdo de escoamento (o). Os valores utilizados nas analises foram Y = 2000
GPa, v = 0,499 e 09 = 500MPa. Dessa forma, adota-se para a matriz um comportamento
quase incompressivel (v &~ 1/2). Conforme Tekoglu, Leblond e Pardoen (2012) e Deehli,
Hopperstad e Benallal (2019), a hipétese de incompressibilidade auxilia na convergéncia
das respostas de forma a minimizar problemas numéricos. De fato, em estudos preliminares
com v = 0, 30 foi observada uma maior dificuldade para obter respostas para determinadas
triaxialidades intermedidrias. E importante mencionar que a principio a parte eldstica nao
exerce um papel importante no ambito da andlise limite, pois o objetivo maior consiste na

obtencao da méaxima resisténcia associada a total plastificagdo do material.

7.2 EVRs Simulados

Nas anélises numéricas foram estudadas trés niveis de porosidade: (i) 0,1 ou 10%;
(ii) 0,01 ou 1%; e (iii) 0,001 ou 0,1%. A porosidade de 0,01 corresponde ao caso da
ruptura ductil. Ja a porosidade de 0,001 corresponde a um estagio inicial de vazios, por
exemplo apds o material ser fabricado. Por fim, a porosidade de 0,1 ¢ interessante porque
os fendmenos observados ficam mais evidentes. Para avaliar a influéncia da geometria nas
respostas foram simulados dois tipos de EVRs: esférico com vazio esférico e ctibico com
vazio esférico. Além disso, devido as consideracoes de isotropia e simetria, para cada caso

analisou-se 1/8 do EVR, o que reduz significativamente o custo computacional.

Em relagao ao tipo de elemento, inicialmente foi escolhido o elemento tetraédrico
quadratico de 10 nds (como realizado na se¢ao 3). No entanto, ao assumir a incompressibili-

dade da matriz foram identificadas respostas inconsistentes em algumas anélises referentes
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ao cubo com vazio esférico para altas triaxilialidades. Como alternativa foram avaliados
dois elementos finitos: (i) hexaedro linear de 8 nés com integragio reduzida; (ii) hexaedro
quadratico de 20 nés também com integracgao reduzida (ver Figura 85). Nesse contexto,
realizou-se um estudo de convergéncia de malha considerando o EVR com morfologia
esférica e vazio esférico para a porosidade de 0,01. As malhas estudadas sdo mostradas na
Figura 86. Cada malha da Figura 85 é acompanhada da seguinte nomenclatura (N;/Ns),
em que N; é um pardmetro associado as divisoes externas (linhas que formam o lado
externo) e Ny é um parametro referente as divisoes internas (entre a superficie do vazio e
a parte externa do EVR). Por exemplo, a Malha 1 (12/13) possui 12 divisoes externas e 13
divisoes internas. Maiores detalhes sobre os dados das malhas estao na Tabela 12. Cabe
destacar que as malhas empregadas sao estruturadas e, consequentemente, contribuem
para evitar a propagacao de erros. Tais malhas estruturadas foram construidas a partir do

software Gmsh e, posteriormente, inseridas no software Ansys (Versao 18.0).

Figura 85 — Elemento hexaedro de 8 nés (linear) e hexaedro de 20 nds (quadratico).

Hexaedro com 8 nés Hexaedro com 20 nés
8

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 86 — Malhas (IN;/N2) utilizadas no estudo de refinamento, em que N; é associado as
divisdes externas e Ny é referente as divisdes internas.

Malha 1 (12/13) Malha 2 (14/15) Malha 3 (16/17)

Malha 4 (18/19) Malha 5 (20/21) Malha 6 (22/23)

Fonte: Préprio autor (2021).

Os resultados do estudo de refinamento estao apresentados na Figura 87, sendo

possivel visualizar a convergéncia da resposta para a solucao analitica da esfera oca elasto-
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plastica com o aumento do refinamento da malha. Ja na Tabela 13 comparam-se os valores
finais da medida de tensao macroscépica referentes a total plastificacdo da microestrutura,

incluindo as diferencas em relacao a resposta analitica.

Tabela 12 — Dados das malhas utilizadas para o estudo de refinamento considerando o
hexaedro de 8 nés e Hexaedro de 20 nés.

Hexaedro linear com 8 nés (HS) Hexaedro quadrético com 20 nés (H20)
Malha Elementos Noés  Graus de liberdade Elementos No6s — Graus de liberdade
1 1404 1779 5337 1404 6706 20118
2 2205 2705 8115 2205 10280 30840
3 3264 3907 11721 3264 14940 44820
4 4617 0421 16263 4617 20830 62490
5 6300 7283 21849 6300 28094 84282
6 8349 9529 28587 8349 36876 110628

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 87 — Resultados do estudo de refinamento de malha.

1550
°

- 1540 4 ° . . . .
& 1530 A
\E_/ — Analitica
pg 1520 A o TSR

1510 A H20R,

1500 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7
Malha

Fonte: Préprio autor (2021).

Tabela 13 — Resultados do estudo de refinamento de malha.

Hexaedro linear com 8 nés (H8) Hexaedro quadratico com 20 nés (H20)

Malha

5, (MPa) Erro em rela(;/a(.) a 5, (MPa) Erro em relag/a(‘) a
resposta analitica resposta analitica

1 1541,6185 0,427% 1533,0044 0,134%

2 1539,4796 0,288% 1533,3826 0,109%

3 1538,2637 0,209% 1533,6294 0,093%

4 1537,5569 0,163% 1533,7987 0,082%

5 1537,1422 0,136% 1533,9194 0,074%

6 1536,9003 0,120% 1534,0081 0,068%

Fonte: Préprio autor (2021).
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No confronto da quantidade de elementos, o hexaedro de 20 nds apresenta uma
resposta mais precisa em comparacao com o hexaedro de 8 nés mesmo para malhas mais
grosseiras. Por outro lado, quando o parametro é a quantidade de graus de liberdade as
respostas possuem precisoes proximas (por exemplo, malha 5 de H8 e malha 1 de H20).
Para as simulagoes numeéricas a seguir, definiu-se o elemento hexaedro quadratico de 20 nos.
Inclusive, este tipo de elemento foi empregado nos trabalhos recentes de Keralavarma (2017)
e Dehli, Hopperstad e Benallal (2019). Na Figura 88 mostram-se as malhas utilizadas
considerando f = 0,1. J& na Figura 89 é possivel visualizar as malhas para f = 0,01. Por

fim, na Figura 90 ilustram-se as malhas para f = 0,001.

Figura 88 — Malhas utilizadas para f =0, 1.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda  1/8 do EVR: Vista Posterior

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 89 — Malhas utilizadas para f = 0,01.

1/8 do EVR: Vista Frontal ~ 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda 1/8 do EVR: Vista Posterior
)

Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 90 — Malhas utilizadas para f = 0,001.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Esquerda 1/8 do EVR: Vista Posterior

Fonte: Préprio autor (2021).

Na Tabela 14 sao apresentados detalhes sobre a quantidade de elementos, noés e
graus de liberdade dos EVRs para cada porosidade. O EVR com geometria de esfera e o
EVR com geometria de cubo possuem as mesmas caracteristicas em relagao a malha, o

que torna a comparacao mais justa.

Tabela 14 — Dados das malhas utilizadas para os EVRs estudados.

EVR f Nimero de elementos Numero de nés Graus de liberdade
Esfera com 0,1 3402 15555 46665
vazio esférico ,01 4617 20830 62490
0,001 5832 26105 78315
Cubo com 0,1 3402 15555 46665
vazio esférico ,01 4617 20830 62490
0,001 5832 26105 78315

Fonte: Préprio autor (2021).

7.3 Condicao de Contorno no EVR

Nas andlises realizadas aplicou-se a condicao de deformacdes homogéneas na fron-
teira externa dos EVRs. O contorno do vazio é assumido livre de tensao. O tensor de
deformagoes macroscopico é escrito conforme a Eq. (6.26), ou seja, leva em consideragao o

dngulo de Lode da deformacao (n) e a triaxialidade da deformagao (H).

Para definir H, torna-se necessario adotar um conjunto de valores de forma a
reduzir o custo computacional das simula¢oes numéricas. Por exemplo, adotando-se 251
valores de H igualmente espagados no intervalo de [—10, 10] na Eq. (6.64) e na Eq. (6.65),
obtidas por Gurson (1977), resultariam nas distribuigoes ilustradas na Figura 91 (com
f=0,1), na Figura 92 (com f = 0,01) e na Figura 93 (com f = 0,001).
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Figura 91 — 251 valores de H [—10; 10] igualmente espagados nas expressoes de Gurson (1977)
(Eq. (6.64) e Eq. (6.65)) para f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 92 — 251 valores de H [—10; 10] igualmente espagados nas expressoes de Gurson (1977)
(Eq. (6.64) e Eq. (6.65)) para f = 0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 93 — 251 valores de H [—10; 10] igualmente espagados nas expressoes de Gurson (1977)
(Eq. (6.64) e Eq. (6.65)) para f = 0,001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Ou seja, nessa opcao exemplificada os valores adotados nao seriam representativos
para obter a superficie de ruptura completa. Outra opcao natural seria aumentar significa-

tivamente a quantidade de valores de H no intervalo [—10, 10], o que tornaria as andlises
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numéricas inviaveis pela quantidade de tempo requerido. Para contornar esse problema,
foi desenvolvido um codigo capaz de buscar valores de triaxialidade de forma eficiente a
partir da curva de referéncia de Gurson (1977). Inicialmente, sdo definidos diversos valores
de H nas expressoes de Gurson (1977), isto é, Eq. (6.64) e Eq. (6.65). Posteriormente,
com base na quantidade requerida de H, sao escolhidos pontos de forma mais espacada ao
longo da curva. Maiores detalhes sobre a estratégia estdo no Apéndice E. As distribuicoes
resultantes considerando 51 valores de H para as porosidades de 0,1, 0,01 e 0,001 sao

mostrados na Figura 94, na Figura 95 e na Figura 96, respectivamente.

Figura 94 — 51 valores de H [—o00; +00] aplicados de forma eficiente nas expressoes de Gurson
(1977) (Eq. (6.64) e Eq. (6.65)) para f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 95 — 51 valores de H [—o0; +00] aplicados de forma eficiente nas expressdes de Gurson
(1977) (Eq. (6.64) e Eq. (6.65)) para f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).



Capitulo 7 Homogeneizacio Computacional: Superficies de Plastificacio de Meios Dicteis
138 Porosos Considerando a Variagcdo da Morfologia do EVR

Figura 96 — 51 valores de H [—o0; +o0] aplicados de forma eficiente nas expressoes de Gurson
(1977) (Eq. (6.64) e Eq. (6.65)) para f = 0,001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Além disso, a fim de facilitar a aplicacao de triaxialidades infinitas, adotou-se um

procedimento de normalizagdo, conforme apresentado por Ferreira (2019):

. H
H=——_ (7.1)
\/3 +3H?
em que:
- 1
A H=-7 (7:2)
lim H =0 (7.3)
H—0
o1
lim H=— (7.4)

H—oo \/g

J& 1 pode ser definido somente no intervalo entre [0, 7 /3]. Isso é possivel porque aqui
assume-se a hipotese de isotropia, ou seja, as propriedades sdo as mesmas independente da
diregdo. O intervalo restante [7/3, 27] pode ser complementado posteriormente a partir
das respostas obtidas. Nesse contexto, nas analises foram adotados 13 valores de 1 no

intervalo [0, 7/3] igualmente espagados (7/36 ou 5°), como mostrado na Figura 97.
Figura 97 — Representacao dos angulos de Lode aplicados.

E;

Ej d E;

Fonte: Préprio autor (2021).
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Dessa forma, a deformacdo macroscopica normalizada consiste em:

E 2

E=_—"—_=/2(1-3H2)(n) + HI (7.5)
Bl V3 ( )
em que: a triaxialidade da deformacio normalizada (H) varia no intervalo entre {—1 /V3;1/ \/3} ;

e o angulo de Lode da deformacao (n) varia no intervalo entre [0;7/3].

Portanto, os parametros utilizados nas andlises sao a triaxialidade da deformacao
normalizada (I:I ), o angulo de Lode da deformagdo (1) e a norma da deformacao <||E | |)
Considerando 2 tipos de EVR, 3 niveis de porosidades, 13 valores de 1 e 51 valores de H
resultaram ao todo em 3978 analises numéricas nao lineares realizadas no software Ansys
(Versao 18.0). Por fim, na Tabela 15 estdo dados referentes a norma da deformacao e a

quantidade de incrementos de deformacao para cada nivel de porosidade estudado.

Tabela 15 — Norma da deformacao (||E||) e quantidade
de incrementos utilizada nas analises.

f || E|| Incrementos
0,1 0,0015 30
0,01 0,0025 45
0,001 0,0050 60

Fonte: Préprio autor (2021).

7.4 Procedimento de Homogeneizacao

O procedimento de homogeneizagdao computacional ¢ andlogo ao estabelecido na
se¢ao 3.4, quando foi simulado o problema da esfera oca elasto-plastica submetida a condicao
de deformacao homogénea no contorno ou condigao uniforme cinemética. Basicamente,
a resposta macroscopica é obtida a partir da homogeneizagdo dos campos microscopicos
calculados por elementos finitos com o software Ansys (Versao 18.0). As respostas obtidas
com este procedimento de homogeneizag¢ao computacional mostraram boa concordancia
com a solugao analitica tanto para o tetraedro quadratico de 10 nés (ver Figura 25) quanto

para o hexaedro quadratico de 20 nés (ver Figura 87).

Vale ressaltar que cada ponto da superficie corresponde a uma anélise numérica
elasto-plastica. O EVR é submetido a condi¢do de contorno uniforme cinematica (ver Eq.
(3.36)) com o tensor de deformagoes macroscopico em fungao de (||E ||), H e n (ver Eq.
(7.5)). Para avaliar se o carregamento aplicado é suficiente para caracterizar a plastificagao
do EVR, foi utilizado o seguinte critério baseado na diferenca relativa entre as normas do

tensores de tensoes referentes aos dois ultimos incrementos de deslocamento:

([ 2% = [|2Zk-1])
|| 2%l

< 0,002 (7.6)
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em que: || X|| representa a norma do tensor de tensoes do ultimo incremento (k) e || X_1]]
consiste na norma do tensor de tensoes do penultimo incremento (k — 1). Ou seja, quando
a diferenca entre as normas é pequena existe uma tendéncia de estabilizacao da resposta

caracterizando, assim, a plastificagdo maxima da microestrutura.

A seguir estdo alguns graficos com a resposta homogeneizada de ||X|| e || E||
para os EVRs com f = 0,01 considerando n = 0 e alguns valores de H (ver Figura 98,
Figura 101, Figura 104, Figura 107 e Figura 110). Também sao apresentadas as respectivas
distribuigoes de tensdes microscopicas equivalentes de von Mises para os EVRs estudados
(ver Figura 99, Figura 100, Figura 102, Figura 103, Figura 105, Figura 106, Figura 108,
Figura 109, Figura 111 e Figura 112).

Figura 98 — Resposta homogeneizada com || X|| e || E|| para esfera com vazio esférico (EE) e
cubo com vazio esférico (CE) considerando H = —1/+/3 = —0,577 e n = 0.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 99 — Esfera com vazio esférico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = —1/y/3 = —0,577 e n = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 100 — Cubo com vazio esférico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = —1/1/3 = —0,577 e n = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior

500

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 101 — Resposta homogeneizada com || X|| e [|E|| para esfera com vazio esférico (EE) e
cubo com vazio esférico (CE) considerando H = —0,0346 e n = 0.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 102 — Esfera com vazio esférico: tensdo microscépica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = —0,0346 e n = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Proprio autor (2021).



Capitulo 7 Homogeneizacio Computacional: Superficies de Plastificacio de Meios Dicteis
142 Porosos Considerando a Variagcdo da Morfologia do EVR

Figura 103 — Cubo com vazio esférico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = —0,0346 e n = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 104 — Resposta homogeneizada com || ¥|| e || E|| para esfera com vazio esférico (EE) e
cubo com vazio esférico (CE) considerando H =0 e n = 0.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 105 — Esfera com vazio esférico: tensdo microscépica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H =0en = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 106 — Cubo com vazio esférico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H =0 e n = 0.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 107 — Resposta homogeneizada com || X|| e [|E|| para esfera com vazio esférico (EE) e
cubo com vazio esférico (CE) considerando H = 0,0346 e n = 0.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 108 — Esfera com vazio esférico: tensdo microscépica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = 0,0346 e n = 0.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 109 — Cubo com vazio esférico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = 0,0346 e n = 0.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 110 — Resposta homogeneizada com || X|| e [|E|| para esfera com vazio esférico (EE) e
cubo com vazio esférico (CE) considerando H = 1/y/3 = 0,577 e = 0.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 111 — Esfera com vazio estérico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = 1/v/3 = 0,577 e n = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 112 — Cubo com vazio esférico: tensdo microscopica equivalente de von Mises (MPa)
considerando H = 1/4/3 = 0,577 e n = 0.

1/8 do EVR: Vista Frontal 1/8 do EVR: Vista Lateral Direita 1/8 do EVR: Vista Posterior
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Fonte: Préprio autor (2021).

Para H = —1/v/3=—-0,57Te H= 1/4v/3 = 0,577, 0o EVR com morfologia externa
na forma de cubo ¢ nitidamente mais resistente do que o EVR com morfologia externa
na forma de esfera. De modo geral, as respostas sao préximas nos demais casos. Tais
conclusoes sao pontuais e validas apenas para os resultados considerando a norma do tensor
de tensoes. No entanto, uma andalise completa envolve as superficies com as componentes
Ym e Y, para diferentes triaxialidades de tensao e angulos de Lode de tensao. Além disso,
observam-se situagoes que a microestrutura nao plastifica totalmente mesmo apds a norma
da tensdao homogeneizada (macroscépica) estabilizar. Isso fica evidente na Figura 108 e na
Figura 109. Inclusive, respostas com tais caracteristicas também foram observadas para o

elemento tetraédrico quadratico de 10 nés.

7.5 Procedimento de Interpolacao

Com a realizacao de todas as simulagoes foram obtidos pontos que equivalem a
estados de tensao em correspondéncia a imposicao de triaxialidades de deformacao (ﬁ )
e angulos de Lode da deformagao (n). Como inicialmente n foi restrito ao intervalo de
[0, /3] devido a isotropia e simetria, os valores devem ser espelhados de forma conveniente
para completar o intervalo [7/3,27]. Na Figura 113 e na Figura 114 sdo mostradas as
superficies no espaco das tensoes principais para f = 0, 1. J& na Figura 115 e na Figura 116
sao mostradas as superficies no espago das tensoes principais para f = 0,01. Por fim, na
Figura 117 e na Figura 118 sao mostradas as superficies no espago das tensoes principais
para f = 0,001.

Em contrapartida, ao representar uma superficie de plastificacdo em termos de
tensao ¢ necessario parametrizar seus valores em funcao da triaxialidade da tensao (7') e
do angulo de Lode da tensao (©). Logo, existe a necessidade de interpolar os resultados. A
interpolagao foi realizada a partir de bibliotecas disponiveis na linguagem de programagao

Python. Mais especificamente foi adotada uma interpolacao linear para obter as superficies
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finais no plano meridional e também no plano desviador.

Figura 113 — Superficie no espago das tensoes principais (X1, X9 e X3) para a esfera com
vazio esférico e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 114 — Superficie no espago das tensoes principais (X, Xy e X3) para o cubo com
vazio esférico e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 115 — Superficie no espago das tensoes principais (X7, Xy e X3) para a esfera com
vazio esférico e f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 116 — Superficie no espago das tensoes principais (X1, X e X3) para o cubo com
vazio esférico e f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 117 — Superficie no espago das tensoes principais (X1, Xy e X3) para a esfera com
vazio esférico e f = 0,001.

3000
2000
1500 E 1000
=)
0 »
“ 0
—1500
—1000
—3000
—2000
3000

—3000
—1500

b)) 0
2 (Mp,, 1500
3000 —3000

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 118 — Superficie no espago das tensoes principais (X, Xy e X3) para o cubo com
vazio esférico e f = 0,001.
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7.6 Superficies de Plastificacao Finais: Influéncia da Morfologia da Matriz

No que segue apresentam-se as superficies de plastificacao segundo seus planos
meridional e desviador para cada nivel de porosidade estudado. Em relagao ao plano
desviador, realizam-se cortes para diferentes valores de C XY | em que C; é um coeficiente
e XJ = —2/3001In(f) é a solugio do modelo de Gurson (1977) para triaxialidade tendendo
ao infinito. Tem-se ainda Cy € [0;1], onde Cy — 0 corresponde a 7' — 0 e Cy — 1
corresponde a T' — oo. Também plotam-se representagoes 3D das superficies considerando
a componente de tensao média (X,,) e o plano desviador auxiliar (X e X3). Uma
ilustracao do plano desviador auxiliar é mostrada na Figura 119. As componentes X} e

2’5 sao definidas por meio das seguintes expressoes:

X = —cos <7(;> X+ cos (g) Xy = \f (X5 —X1) (7.7)
1
= 5 —sin <76T> 5 —sin <76T> Sp= -5 (Z+ ) (7.8)

Figura 119 — Plano desviador auxiliar (X} e X7%).
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Fonte: Proprio autor (2021).

As curvas obtidas sdo suaves e com informagoes suficientes para descrever as
superficies. Isso mostra a eficiéncia da estratégia para definir H, conforme o Apéndice E.
Os resultados obtidos com a homogeneizacao computacional sdo comparados graficamente
com Gurson (1977). Para evitar informagoes excessivas nos graficos, a comparagdo com

Benallal, Desmorat e Fournage (2014) é realizada a partir dos resultados da subsecao 6.3.2.

7.6.1 Resultados para f = 0,1

Inicialmente, apresentam-se as superficies de plastificacdo considerando f = 0,1
para cada morfologia de EVR separadamente. Posteriormente, realiza-se uma comparacao

especifica entre os resultados das morfologias de EVRs.
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7.6.1.1 Esfera com vazio esférico para f = 0,1

Na Figura 120 estao as superficies no plano meridional para a esfera com vazio
esférico (EE) considerando diferentes dngulos de Lode da tensao (©). Para fins de uma
melhor visualizagao, na Figura 121 e na Figura 122 sao mostradas regioes ampliadas da
Figura 120. Na Figura 123 estao apresentadas superficies no plano desviador considerando
diferentes valores positivos de C X7 . J4 na Figura 124 estdo resultados das superficies no
plano desviador considerando valores negativos de C; X7 . Para fins de visualizacdo, na
Figura 125 estd uma representacao 3D da superficie considerando a tensdo média (X,,) e

o plano desviador auxiliar (X} e X3).

Os resultados da homogeneizacao computacional apresentam sensiveis diferencas
em relagao ao modelo de Gurson (1977). Para triaxialidades baixas e intermedidrias fica
nitido que o modelo de Gurson (1977) fornece uma superficie com resposta superior.
Por outro lado, no caso de triaxialidades tendendo ao infinito as respostas sao muito
préoximas. Isso era esperado, pois o campo teste de Gurson ¢é axissimétrico e fornece
a resposta da esfera oca elasto-plastica submetida a pressao externa. A influéncia do
angulo de Lode é evidente na resposta homogeneizada, principalmente para triaxalidades
intermediarias como mostrado na Figura 123 e Figura 124. Também é importante ressaltar
a falta de simetria das curvas de © = 0 e © = 7/3 para valores positivos e negativos
de X, (ver a Figura 120). De modo geral, a sensibilidade das respostas homogeneizadas
computacionalmente ao angulo de Lode e nitidamente maior perante o obtido por Benallal,
Desmorat e Fournage (2014) (ver subsegao 6.3.2). Destaca-se ainda nos resultados aqui
obtidos a perda significativa de resisténcia para baixas triaxialidades. Vale recordar o fato
de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) considerar o mesmo campo teste aproximado de

Gurson (1977).

Figura 120 — Superficies no plano meridional considerando diferentes valores de © para a
esfera com vazio esférico (EE) e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 121 — Ampliacdo do lado esquerdo da Figura 120.

—— Gurson
060_ EE (”) =0
EE: © = 7/12
—— EE:©=n7/6
- EE: © =7/4
= 0.58¢ 1 — EEO6=1/3
A
0.56F 1
“1.3% —1.300 —1.275 —1.250 —1.295 —1.200 —1.175 —1.150 —1.125
Z:m/O—U
Fonte: Proprio autor (2021).
Figura 122 — Ampliagdo do lado direito da Figura 120.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 123 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
C; X, para a esfera com vazio esférico (EE) e f =0, 1.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 124 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
C; X}, para a esfera com vazio esférico e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 125 — Representagdo 3D da superficie considerando a tensdo média (X)) e o plano
desviador auxiliar (X7 e X%5) para a esfera com vazio esférico (EE) e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

7.6.1.2 Cubo com vazio esférico para f = 0,1

Na Figura 126 estao as superficies no plano meridional referentes ao cubo com vazio
esférico (CE) para diferentes valores de ©. Para uma melhor visualizagdo, na Figura 127

e na Figura 128 sdo mostradas regioes ampliadas da Figura 126. Ja na Figura 129 e na
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Figura 130 estao as superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos

e negativos de Cy X/ | respectivamente.

Figura 126 — Superficies no plano meridional considerando diferentes valores de © para o
cubo com vazio esférico (CE) e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).
Figura 127 — Ampliacdo do lado esquerdo da Figura 126.
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Figura 128 — Ampliagdo do lado direito da Figura 126.
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Figura 129 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
Cy X}, para o cubo com vazio esférico (CE) e f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 130 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
C¢ X, para o cubo com vazio esférico (CE) e f =0, 1.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Os resultados da homogeneizacao computacional indicam um comportamento com
diferengas significativas em rela¢ao a Gurson (1977). No que concerne a baixas triaxialidades,
o modelo de Gurson (1977) fornece uma superficie com resposta sensivelmente superior.
Por outro lado, a medida que as triaxialidades ficam maiores as diferencas diminuem
e em determinado momento a superficie obtida com a homogeneizacdo computacional
supera Gurson (1977). Para triaxialidades tendendo ao infinito, a resposta do EVR ctibico
com vazio esférico promove um limite superior. O angulo de Lode influencia de forma

pronunciada na resposta homogeneizada da geometria das superficies, em especial nos
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casos de triaxalidades intermediarias. Alids, para © = 0 e © = 7/3 fica evidente a falta de
simetria de cada curva considerando valores positivos e negativos de X, (ver Figura 126).
Por fim, na Figura 131 esta a representacao 3D da superficie considerando a tensao

média (X,,) e o plano desviador auxiliar (X7 e X3).

Figura 131 — Representacao 3D da superficie considerando a tensao média (X)) e o plano
desviador auxiliar (X} e X3) para o cubo com vazio esférico (CE) e f =0, 1.
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Fonte: Proprio autor (2021).

7.6.1.3 Comparacao entre as respostas para f = 0,1

Na Figura 132, na Figura 133 e na Figura 134 estao as comparacoes das respostas
no plano meridional entre as duas morfologias de EVR estudadas para © =0, © = 7/6 e

© = m/3, respectivamente. A comparagiao no plano desviador é apresentada na Figura 135.

E perceptivel uma maior influéncia do angulo de Lode para o EVR com morfologia
externa cubica perante o EVR com morfologia externa esférica. De modo geral, o EVR
cubico é mais resistente em comparacao com o EVR esférico. Para baixas triaxialidades,
as respostas entre as duas geometrias de EVRs sao préximas. Por outro lado, para
triaxialidades intermedidrias / altas a superficie do EVR ctbico representa um limite
superior em relagdo ao EVR esférico. Tais consideragoes sao validas para a condigao de
contorno aplicada, que neste caso consiste em deformacao homogénea no contorno. Essa
resposta diverge do obtido na secao 3.5, em que o EVR esférico com vazio esférico foi
mais resistente em comparagao com o EVR cuibico com vazio esférico. A divergéncia nas
respostas do cubo com vazio esférico é explicada devido as condig¢oes de contorno aplicadas

serem diferentes. Na secao 3.5, o EVR ciibico nao plastificou totalmente para a condicao
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de contorno aplicada naquele caso. Ja aqui ocorreu total plastificacdo do EVR ctibico com

a condicao de deformagao homogénea no contorno para triaxialidade tendendo ao infinito.

Figura 132 — Superficies de EE e CE no plano meridional com @ = 0 para f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 133 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = /6 para f =0, 1.

T

1.0 y —— EE:©=n7/6

— CE:©=n7/6

T
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
I

P S U IR S SR B B

215 —10  —05 00 05 1.0 15
Em/dg

Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 134 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = x/3 para f =0, 1.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 135 — Superficies de EE e CE no plano desviador considerando diferentes valores
positivos de CfE,J; para f =0,1.
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Fonte: Proprio autor (2021).

7.6.2 Resultados para f = 0,01

Primeiramente, sao apresentadas as superficies de plastificagao considerando f =
0,01 para cada morfologia de EVR. Em seguida, também é realizada uma comparagao

especifica entre as respostas dos EVRs.
7.6.2.1 Esfera com vazio esférico para f = 0,01

Na Figura 136 estao as superficies no plano meridional para a esfera com vazio
esférico (EE) considerando @ = 0, © = 7/6 e © = 7/3. Na Figura 137 e na Figura 138
estdo as superficies no plano desviador para alguns valores positivos e negativos de C'y 27 |

respectivamente.

Figura 136 — Superficies no plano meridional considerando © = 0 e © = /3 para a esfera
com vazio esférico (EE) e f =0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 137 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
Cp X, para a esfera com vazio esférico (EE) e f = 0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 138 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
C¢ X, para a esfera com vazio esférico (EE) e f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Em relacao aos resultados das superficies plasticas para f = 0,01, sdo significativas
as diferencas entre a homogeneizagao computacional e Gurson (1977). Para triaxialidades
baixas (ou seja, estados predominantes de cisalhamento) as diferengas sao pequenas na
resposta, diferentemente do que ocorreu para f = 0, 1. J& para triaxialidades intermediarias
é sensivel a diferenca nos resultados e o angulo de Lode da tensao desempenha um papel
importante. Para triaxialidades tendendo ao infinito (ou seja, estados hidrostaticos), as
respostas da homogeneizagao computacional e do modelo de Gurson (1977) sdo préximas

e, inclusive, convergem para a solugao analitica da esfera oca elasto-plastica submetida a
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pressao externa. Além disso, as diferencas encontradas no presente trabalho sdo superiores
as obtidas por Benallal, Desmorat e Fournage (2014) (ver subsegao 6.3.2).

Para fins de visualizagdo, na Figura 139 estd a representacao 3D da superficie
considerando a tensao média (X)) e o plano desviador auxiliar (X} e X7).

Figura 139 — Representacao 3D da superficie considerando a tensao média (X)) e o plano
desviador auxiliar (X} e X3) para a esfera com vazio esférico (EE) e f = 0, 01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

7.6.2.2 Cubo com vazio esférico para f = 0,01

Na Figura 140 estao as superficies no plano meridional do cubo com vazio esférico
(CE) para©® = 0,60 =7/6 ¢ © = 7/3. Ja na Figura 141 e na Figura 142 estao as superficies

no plano desviador para valores positivos e negativos de C' fEfn, respectivamente.

Figura 140 — Superficies no plano meridional considerando ©® = 0 e © = 7/3 para o cubo com
vazio esférico (CE) e f =0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 141 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
Cp X, para o cubo com vazio esférico (CE) e f = 0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 142 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
C¢ X, para o cubo com vazio esférico (CE) e f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Neste nivel de porosidade (f = 0,01) ainda existem diferencas proeminentes
na geometria das superficies de plastificacdo entre os resultados da homogeneizacao
computacional e os resultados do modelo de Gurson (1977). Para triaxialidades baixas, as
respostas homogeneizadas do EVR ctibico sdo levemente inferiores a Gurson (1977). Isso
difere dos resultados obtidos para f = 0,1, em que a divergéncia obtida foi significativa.
Por outro lado, em decorréncia do aumento das triaxialidades, a partir de determinado
momento a curvas obtidas com a homogeneizacao computacional tornam-se mais resistentes

em relagao a resposta de Gurson (1977). No caso de triaxialidades altas tendendo ao
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infinito, a resposta do EVR ctibico fornece um limite sensivelmente superior em comparacgao
com Gurson (1977). Cabe destacar que o angulo de Lode ainda tem influéncia pronunciada
na resposta das superficies de plastificagdo, principalmente para triaxialidades com valores

intermedidrios.

Finalmente, na Figura 143 esta a representacao 3D da superficie considerando a

tensao média (X,,) e o plano desviador auxiliar (X} e X5).

Figura 143 — Representagdao 3D da superficie considerando a tensdao média (X,,) e o plano
desviador auxiliar (X} e X%) para o cubo com vazio esférico (CE) e f = 0,01.

1.50 —1.50

Fonte: Préprio autor (2021).

7.6.2.3 Comparacao entre as respostas para f = 0,01

Na Figura 144, na Figura 145 e na Figura 146 estao as comparacoes das respostas
das superficies de plastificacdo no plano meridional entre as duas morfologias de EVR
estudadas para © =0, @ = 1/6 e © = /3, respectivamente. Por sua vez, a comparagao
das respostas entre os EVRs no plano desviador é apresentada na Figura 147. Vale destacar
ainda que f = 0,01 é caracteristica da ruptura ductil. Logo, os resultados obtidos neste
caso sao importantes no contexto de aplicagoes mais proximas da realidade para o colapso

de meios ducteis.

Os resultados das superficies de plastificacao entre o EVR esférico com vazio
esférico e o EVR cubico com vazio esférico sao proximos para triaxialidades baixas, ou
seja, estados de tensdo predominantes de cisalhamento. Com o aumento da triaxialidade,
a diferenga entre as respostas das morfologias de EVRs fica mais evidente. De modo

geral, a superficie do EVR ctibico é mais resistente em relacdo ao EVR esférico para
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triaxialidades intermedidrias / altas. Destaca-se a divergéncia das respostas no caso de
estados predominantes de solicitagao hidrostatica, isto é, com a triaxialidade tendendo
ao infinito. Percebe-se que o adngulo e Lode exerce maior influéncia na geometria das
superficies do EVR com morfologia externa ctbica (ver Figura 147). Portanto, neste nivel
de porosidade ainda existem diferencas sensiveis decorrentes da mudanca da morfologia da
matriz do EVR.

Figura 144 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = 0 para f = 0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 145 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = 7/6 para f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 146 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = 7/3 para f = 0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 147 — Superficies de EE e CE no plano desviador considerando diferentes valores
positivos de szgl para f =0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

7.6.3 Resultados para f = 0,001

No que segue sao apresentadas de forma separada as superficies de plastificacao con-
siderando f = 0,001 para cada morfologia de EVR. Também é realizada uma comparagio

especifica entre os resultados das morfologias de EVRs.

7.6.3.1 Esfera com vazio esférico para f = 0,001

Na Figura 148 estao as superficies no plano meridional para a esfera com vazio
esférico (EE) considerando © =0, © = 7/6 e © = /3. Na Figura 149 estao apresentadas
superficies no plano desviador para valores positivos de C’fﬂ,{l. Ja na Figura 150 estao

apresentadas superficies no plano desviador para valores negativos de C; X7 .

Figura 148 — Superficies no plano meridional considerando © = 0 e © = 7/3 para a esfera
com vazio esférico (EE) e f = 0,001.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 149 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
C X, para a esfera com vazio esférico (EE) e f = 0,001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 150 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
Cy X, para a esfera com vazio esférico (EE) e f = 0,001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Mesmo para a porosidade de f = 0,001, considerada pequena, ainda é possivel ob-
servar diferencas entre as respostas das superficies plasticas obtidas com a homogeneizacao
computacional e com o modelo de Gurson (1977). De forma qualitativa, as consideragoes
sao analogas as discutidas para os demais niveis de porosidade ja apresentados. Em termos
quantitativos as diferencas sdo menores, mas ainda nota-se uma divergéncia significante
para triaxialidades intermediarias. No caso de triaxialidades nulas, as respostas sao bas-
tante proximas neste nivel de porosidade estudado. A influéncia do angulo de Lode da

tensao ainda é evidente na geometria das superficies. Isso difere dos resultados obtidos a
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partir de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) (ver subsegao 6.3.2), os quais mostram
uma diferenca muito pequena quando ¢é considerado este nivel de porosidade.

Na Figura 151 esta a representacao 3D da superficie considerando a tensao média
(X)) e o plano desviador auxiliar (X} e X7).

Figura 151 — Representacao 3D da superficie considerando a tensao média (X)) e o plano
desviador auxiliar (X} e X3) para a esfera com vazio esférico (EE) e f = 0,001.
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Fonte: Proprio autor (2021).

7.6.3.2 Cubo com vazio esférico para f = 0,001

Na Figura 152 estao as superficies no plano meridional referentes ao cubo com
vazio esférico (CE) para © =0, © = 7/6 ¢ © = 1/3. Na Figura 153 e na Figura 154 estao
apresentadas as superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos e

negativos de Cy X7 | respectivamente.

Figura 152 — Superficies no plano meridional considerando @ =0 e © = 7/3 para o cubo com
vazio esférico (CE) e f =0, 001.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 153 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
O %], para o cubo com vazio esférico (CE) e f = 0, 001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 154 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
C X, para o cubo com vazio esférico (CE) e f = 0,001.

DY Gurson: -0.99 %,
—.—. Gurson: -0.90 %2/

m

——=- Gurson: -0.75 E{;
—— Gurson: 0.00 &/

m

........ CE: -0.99 &/,
—.—. CE:-0.90 ©/

m

eeee CE:-0.75 %/

m

—— CE: 0.00 %,

Fonte: Préprio autor (2021).

Neste caso com baixa porosidade, ainda sao sensiveis as diferencas entre as su-
perficies obtidas com a homogeneizacao computacional e as superficies do critério de
Gurson (1977). Qualitativamente, as consideragoes sao andlogas as mencionadas para os
demais niveis de porosidade apresentados anteriormente. Quantitativamente, as diferencas
diminuem, porém permanece nitida a influéncia do angulo de Lode, principalmente, para
triaxialidades intermediarias. No caso de triaxialidades tendendo ao infinito, destaca-se
a resisténcia superior do EVR ciibico. Ademais, para triaxialidades nulas a resposta

homogeneizada computacionalmente é muito préxima da resposta de Gurson (1977).
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Na Figura 155 estd a representacao 3D da superficie considerando a tensao média

(X,n) e o plano desviador auxiliar (X} e X%).

Figura 155 — Representacao 3D da superficie considerando a tensao média (X)) e o plano
desviador auxiliar (X} e X%) para o cubo com vazio esférico (CE) e f = 0,001.
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Fonte: Proprio autor (2021).

7.6.3.3 Comparacao entre as respostas para f = 0,001

Na Figura 156, na Figura 145 e na Figura 146 estao as comparagoes das respostas
no plano meridional entre as duas morfologias de EVR estudadas para © =0, © = 7/6 e
© = 7/3, respectivamente. A comparagao das respostas entre os EVRs no plano desviador
é apresentada na Figura 159. Cabe mencionar que f = 0,001 representa um estagio inicial

de defeitos do material decorrentes do processo de fabricacao.

Figura 156 — Superficies de EE e CE no plano meridional com @ = 0 para f = 0,001.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 157 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = 7/6 para f = 0,001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 158 — Superficies de EE e CE no plano meridional com © = 7/3 para f = 0,001.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 159 — Superficies de EE e CE no plano desviador considerando diferentes valores
positivos de CfETJ;L para f =0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Em geral, os resultados homogeneizados entre o EVR com morfologia externa
cubica e o EVR com morfologia externa esférica sao préximos para triaxialidades baixas.
Para triaxialidades intermediarias / altas ocorre uma maior divergéncia entre as respostas,
em que o EVR cubico continua fornecendo uma resposta mais resistente em comparagao

com EVR esférico. De modo geral, destaca-se ainda que a influéncia do angulo de Lode na
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geometria da superficie plastica é mais pronunciada no EVR ciibico em comparagao com o
EVR esférico. Portanto, a morfologia do EVR ainda desempenha um papel relevante na

definicao do critério de plastificagdo considerando baixos valores de porosidade.
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8 HOMOGENEIZACAO COMPUTACIONAL: SUPERFICIES DE
PLASTIFICACAO DE MEIOS DUCTEIS POROSOS CONSIDE-
RANDO A CONDICAO DE CONTORNO PERIODICA

Neste capitulo aborda-se de forma detalhada o procedimento empregado para
implementar a condigdo de contorno periédica nas anélises tridimensionais (EVRs 3D).
Inicialmente, descreve-se o conceito geral da periodicidade em materiais heterogéneos.
Posteriormente, apresenta-se um exemplo de validagao da homogeneizagao computacional
com a condigao periddica para um material compdsito. Também realiza-se um exemplo
de aplicacao considerando a resposta constitutiva homogeneizada para um meio poroso.
Finalmente, mostram-se os resultados das superficies de plastificacao de meios ducteis
porosos com condi¢ao de contorno periddica obtidos com a homogeneizacao computacional.
Além disso, tais resultados sao comparados com os obtidos a partir da condi¢ao de contorno

de deformacao homogénea.

8.1 Conceito Geral

Este tipo de condig¢do de contorno é atraente para a modelagem do comportamento
de materiais com estrutura peridédica. Um exemplo classico e didatico sobre o assunto
consiste no meio heterogéneo ilustrado na Figura 160. Note que o arranjo da microestrutura
do material é idealizado como simétrico, o que possibilita a representacao da microescala
através de um EVR simples (cubo com uma inclusao central). Inclusive, nesta situagao é

mais facil de visualizar a condi¢do deformada devido a simetria do EVR.

Figura 160 — Esquema ilustrativo de um material compésito cuja estrutura apresenta
caracteristicas de comportamento periddico.

Estrutura de um material heterogéneo com
caracteristicas de comportamento perioédico EVR
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Também podem existir situacoes de distribuicoes aleatorias de heterogeneidades
que permitam uma aproximacao periddica tanto para compodsitos quanto para meios
porosos. Em tais casos, considera-se de forma aproximada que a distribuicao de inclusoes
e/ou vazios segue um padrao repetido que pode ser representado através do conceito de
EVR (ver Figura 161).

Figura 161 — Esquema ilustrativo de um material compdsito cuja estrutura apresenta
caracteristicas de comportamento periédico.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Dentro desse contexto, conforme apresentado na subsecao 3.2.2.3, a condicao

periddica ¢ dada pela seguinte expressao:
u=FE-z+u V zecdV (8.1)

em que, u representa a parcela periddica. Para fins de visualizagdo, na Figura 162 esta uma
representacao ilustrativa da condi¢ao de contorno peridédica considerando as flutuagoes de
deslocamento (@). No contorno do EVR, dada a periodicidade, a parcela w(x™) (referente
a parte positiva ') estd associada a parcela w(x ™) (referente a parte negativa I'7).

Figura 162 — Representagao ilustrativa das flutuagoes de deslocamento (@) para um EVR
submetido a condi¢do de contorno periédica.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Em muitas situagoes a condi¢do contorno periédica permite uma relaxacao das
restrigdes de deslocamento no contorno do EVR promovendo, assim, uma resposta mais
flexivel e realistica. No entanto, a parcela de flutuacao periddica w nao é conhecida
inicialmente no problema. Tal fato torna a aplicagdo da condicao de contorno periddica
mais dificil em comparagao com a condi¢ao de deformagdes homogéneas no contorno, por

exemplo.

Para entender melhor a implementacao da condi¢do periddica, considere a repre-
sentagdo do EVR na Figura 162. Cada ponto do contorno do lado positivo (z1) esté
associado a outro ponto do contorno do lado negativo (). Dessa forma, aplicando a

condicao de contorno periddica:

ut =FE -zt +a(zt) (8.2)

u =FE-x” +u(x") (8.3)

Uma alternativa para a implementacao da condigao periddica consiste em correlaci-
onar os deslocamentos dos nés do contorno por meio de restrigcoes ou equacoes adicionais ao
Problema de Valor de Contorno. Considerando, por exemplo, os pontos dos lados positivo

(1) e negativo (1) da Figura 162, tem-se a seguinte expressio:
ut —u  =E-(zt —x7) (8.4)

Com base nessas premissas, pode ser implementada a condi¢ao periédica para uma
microestrutura 3D. Para entender melhor o processo, na Figura 163 esta a ilustracao de
um EVR ctbico, que por sua vez possui: (i) Oito cantos (A, B, C, D, E, F, G e H); (ii)
Doze arestas (AB, BC, CD, DA, EF, FG, GH, HE, AE, BF, CG e DH); e (iii) Seis faces

(Frontal, Posterior, Superior, Inferior, Lateral Esquerda e Lateral Direita).

Figura 163 — Geometria do cubo com indicagdo dos cantos, arestas e faces.

CANTOS:

A B C D E F G H
ARESTAS:

AB BC CD DA
EF FG GH HE
AE BF CG DH
FACES:

BCGF (Frontal)

ADHE (Posterior)

ABFE (Lateral Esquerda)

DCGH (Lateral Direita)

ABCD (Superior)

EFGH (Inferior)

Fonte: Proprio autor (2021).
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O cubo da Figura 163 pode ser discretizado em elementos finitos, como mostrado na
Figura 164. Para aplicar a condicao periddica, devem ser criados grupos de nds referentes

a cantos, arestas e faces, conforme a Figura 164.

Figura 164 — Geometria do cubo com indicagdo dos cantos, arestas e faces.

@ Nos das Faces

» @ Nos das Arestas
@® Nos dos Cantos

Fonte: Préprio autor (2021).

Dessa forma, as seguintes condig¢oes de contorno podem ser aplicadas em forma de

restrigoes no Problema de Valor de Contorno:

1) Para os nos das faces:

uFrontal _ uPostem'or = E (:BFrontal _ wPosterior) 8.5
uSupemor _ uInfemor = E (mSupemor _ xInfemor) (86)
uLat. Esquerda __ uLa,t. Direita _ E (mLat. Esquerda __ mLat. Direita) (87)

2) Para os nés das arestas:

uBF _ uCC _ E (mBF _ mCG) (8.8)
uBF _ uAE _ E (wBF _ mAE) (8.9)
uif —uPH - F (acAE - a:DH> (8.10)
udB —uP = E (a:AB — a:CD) (8.11)
ut? —uPf = E (wAB — wEF) (8.12)
uff —yCH = F (mEF — a:GH) (8.13)
uBC¢ —uAP = E (a:BC — a:AD) (8.14)
uBC —uf¢ = FE (chC — wFG) (8.15)
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uf¢ —uPH = FE (:BFG — mEH) (8.16)

udl —yPH = F (a:AD - zcEH) (8.17)

u’P —uCH = FE (CCCD — a:GH) (8.18)

u¢? —uPH = F (a:CG - :L'DH) (8.19)

3) Para os nés dos cantos:

uB —u®=FE (wB — wc) (8.20)

u® —u®=E (wc — a:G) (8.21)

u® —uf = F (mG — a:F) (8.22)

ut —uP = E (wA — ch> (8.23)

uP —uf = FE (:BD — azH) (8.24)

ul —u? =E (wH — .’BE> (8.25)

uf —uf = FE (:BE — azF) (8.26)

uf —ut=E (wB - ch> (8.27)

ut —uf = E (:BA — a:E) (8.28)

uB —uf = E (:L'B - a:F) (8.29)

u® —uP = E (a:c — a:D) (8.30)

u? —uf = F (:I:G - wH) (8.31)

8.2 Determinacao das Propriedades Efetivas de um Compésito com Estrutura Pe-

riodica

Para fins de validagao do procedimento de homogeneizagao considerando a condigao

de contorno peridédica, no que segue é apresentado um estudo objetivando a determinacao

das propriedades efetivas de um compésito formado por um EVR ciibico com uma inclusao

cilindrica unidirecional (ver Figura 165). Na Figura 166 esta a malha do EVR utilizada

nas analises. Mais especificamente sao empregados 19992 elementos, 85513 nds e 256539

graus de liberdade. E importante ressaltar que a malha é estruturada limitando, assim, a

propagagao de erros em diferentes diregoes.
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Figura 165 — Geometria do cubo com indicagdo dos cantos, arestas e faces.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 166 — Malha do EVR formado por uma matriz ctibica e uma inclusao cilindrica.

EVR Matriz

Inclusao

Fonte: Préprio autor (2021).

O comportamento constitutivo microscopico da matriz e da inclusao é assumido
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como elastico linear. Em relagdo as propriedades dos constituintes do EVR, adotaram-se
valores utilizados nos trabalhos de Xia, Zhang e Ellyin (2003) e Sun e Vaidya (1996)
para fins de comparacao dos resultados homogeneizados. A matriz de aluminio tem como
propriedades Y, = 68,3 GPa, v, = 0, 3 e fracdo em volume de f,, = 0, 53. Ja a inclusao
de boro possui Y; = 379,3 GPa, 1; = 0,1 e fracdo em volume de f; = 0,47. J& para
o comportamento homogeneizado macroscopico assumiu-se que o mesmo corresponde a
uma lei constitutiva ortotrépica, conforme a Eq. (4.6). Para obter as constantes elésticas,
inicialmente foram realizadas simulagoes numéricas considerando a condigao periddica

para os casos de deformacao apresentados na Tabela 16.

Tabela 16 — Deformacoes aplicadas no EVR para obter as componentes D;; do
tensor constitutivo.

Tensor de deformacoes

Deformagao aplicada no EVR Constante obtida

macroscépico (E)
1,0 0,0 0,0
Normal em z (E11) 0,0 0,0 0,0 D115 D125 D13

0,0 0,0 0,0 |

0,0 0,0 0,0
Normal em y (Ea2) 0,0 1,0 0,0 D125 Dag; Dog

0,0 0,0 0,0 |
0,0 0,0 0,0 ]
Normal em z (Es3) 0,0 0,0 0,0 D13; Dag; D33
0,0 0,0 1,0 |

0,0 0,5 0,0
Distorcional em xy (E12) 0,5 0,0 0,0 D

0,0 0,0 0,0 |

0,0 0,0 0,5
Distorcional em zz (E3) 0,0 0,0 0,0 Dss

0,5 0,0 0,0 |

0,0 0,0 0,0
Distorcional em yz (E23) 0,0 0,0 0,5 Dyy

0,0 0,5 0,0 |

Fonte: Préprio autor (2021).

Os resultados dos campos microscopicos referentes as tensoes para o EVR conside-
rando as situagoes de deformagdo da Tabela 16 sao mostrados na Figura 167 e Figura 168.
Inclusive, na configuragao deformada dos EVRs da Figura 168 é possivel visualizar de

forma evidente a periodicidade da microestrutura.
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Figura 167 — Campos de tensdo equivalente microscépica (MPa) para os casos de
deformagoes normais: (i) E1; = 1,0; (ii) E9e = 1,0; e (iii) F33 = 1,0.

Vista 3D (Tridimensional)

Vista Lateral Esquerda

Eq 1,0
E;; 0,0
E33 1 10,0
2E,5| 10,0
2E.;| (0,0 T
X
2E1;| 10,0] e
| EEEEE— ] —
X (MP&) 461924 86513.4 126834 167155 207477
66352.9 106674 146995 187316 227637
Vista 3D (Tridimensional)
Vista Lateral Esquerda
—— =
Eqq 0,0
Es; 1,0
E33 1 10,0
2E55 0,0
2E 3 0,0
2E12 _0,0_ S
§__ EEEEE— ] —
2122 (MPa) 46192.4 86513.4 126834 167155 207477
66352.9 106674 146995 187316 227637
Vista 3D (Tridimensional)
Vista Lateral Esquerda
Eqq 0,0
E;, 0,0
E3zz | 11,0
2E55 0,0
2E;| (0,0
2E1,| [0,0]
| EE— ]
233 (MPa) 92278.4 157869 223459 289049 354640
125074 190664 256254 321845 387435

Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 168 — Campos de tensdo equivalente microscépica (MPa) para os casos de
deformagoes distorcionais: (i) 2F19 = 1,05 (ii) 2E13 = 1,05 (iii) e 2E93 = 1,0.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Portanto, com os tensores de tensoes e deformacoes homogeneizados foi possivel

determinar as componentes do tensor constitutivo de rigidez (D) utilizando a Eq. (4.6).
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No caso das componentes D;; determinadas mais de uma vez, realizou-se uma média
de seus valores. A partir de D, determinou-se o tensor de flexibilidade (S = D™!) e,

consequentemente, as constantes eldsticas através da Eq. (4.7).

Os resultados obtidos para as constantes elasticas sao mostrados na Tabela 17,
incluindo a comparacao com os trabalhos de Xia, Zhang e Ellyin (2003) e Sun e Vaidya
(1996) que também estudaram o mesmo problema empregando estratégias de homogeneiza-
¢ao com condigoes de contorno peridédicas. Note que as respostas sdo proximas, validando

assim a implementacao da condi¢ao de contorno periddica adotada no presente trabalho.

Tabela 17 — Propriedades efetivas considerando a condicdo de contorno periddica.

Constante elastica Presente trabalho Xia, Zhang e Ellyin (2003) Sun e Vaidya (1996)

Y; (GPa) 144,00 143 144
Y3 (GPa) 215,34 214 215
G12 (GPa) 45,82 45,7 45,9
Ga3 (GPa) 54,38 54,2 57,2
V12 0,2550 0,255 0,29
Vo3 0,1946 0,195 0,19

Fonte: Préprio autor (2021).

Também foi realizado o calculo das propriedades efetivas do composito considerando
a condi¢ao de deformagao homogénea no contorno. Os resultados dos campos microscopicos
referentes a tensao para o EVR considerando as situacoes de deformacao da Tabela 16
sao mostrados na Figura 169 e Figura 170. Os resultados obtidos para as constantes
elasticas considerando a condi¢ao de deformacao homogénea no contorno sao mostrados na
Tabela 18. Na Tabela 18 é mostrada ainda a comparacao entre os resultados da condi¢ao

homogénea e da condicao periddica.

Tabela 18 — Propriedades efetivas considerando a condic¢ido de contorno
homogénea (CCH), incluindo a comparagao com a condigao
de contorno periédica (CCP).

Diferenca relativa em mddulo

Constante elastica CCH CCP da CCP em relacio 4 CCH

Y] (GPa) 158,21 144,00 8,98 %
Y3 (GPa) 216,09 215,34 0,35 %
G12 (GPa) 61,71 45,82 25,76 %
Gas (GPa) 72,18 54,38 24,65 %
V1o 0,2288  0,2550 11,43 %
Vo3 0,1846 0,1946 5,37 %

Fonte: Préprio autor (2021).

Na Tabela 18 sao observadas diferencas sensiveis para algumas constantes do
material. Cabe destacar o distanciamento entre as respostas referentes ao médulo de
cisalhamento. Isso pode ser explicado através dos campos microscopicos, em que as

distribuigoes de tensoes da Figura 168 (com condi¢ao de contorno periddica) divergem de
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forma evidente perante a Figura 170 (com condicao de contorno homogénea em deformagao).
Logo, dependendo das caracteristicas material a condi¢cao de contorno pode influenciar de
forma significativa na determinagao de suas propriedades efetivas.

Figura 169 — Campos de tensdo equivalente microscépica (MPa) para os casos de
deformagoes normais: (i) E1; = 1,05 (ii) E9e = 1,0; e (iii) E33 = 1,0.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 170 — Campos de tensdo equivalente microscépica (MPa) para os casos de
deformagoes distorcionais: (i) F12 = 1,05 (ii) E13 = 1,0; (iii) e Ea3 = 1,0.
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8.3 Aplicacdo da Condicdao de Contorno Periédica em Meios Porosos

No que segue, apresenta-se um exemplo de aplicacdo da condi¢ao de contorno
peridédica para meios ducteis porosos. Os resultados sao comparados com a condicao de
deformagao homogénea no contorno. Mais especificamente é analisado um EVR ctbico
com vagzio esférico e porosidade de f = 0, 1. Utilizou-se f = 0,1 para visualizar de forma
mais clara as diferencas entre cada condigao de contorno. O elemento empregado nas
andlises consiste no hexaedro de 20 nés (quadrético) com integragao reduzida. A malha
utilizada nas simulac¢oes numéricas é estruturada, conforme mostrado na Figura 171 (7776
elementos, 33734 nés e 101202 graus de liberdade).

Figura 171 — Malha do EVR com 7776 elementos, 33734 nés e 101202 graus de liberdade.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Em relagdo ao comportamento microscopico da matriz, considerou-se o material
como elasto-plastico perfeito com Y = 200 GPa, v = 0,3 e g9 = 500 MPa. Vale destacar
que tanto a condigao de deformagao homogénea no contorno quanto a condi¢ao de contorno
periddica sdo aplicadas considerando o tensor de deformagoes macroscépico (E). Nesse
contexto, inicialmente aplicou-se uma solicitacao de tragao no EVR, em que o tensor de

deformagodes macroscopico consiste em:

Ey Es Eis 0,0125 0,0 0,0
E21 E22 E23 — 0, O O, O 0, 0 (832)
E31 E32 E33 07 0 07 0 07 0

O resultado da resposta constitutiva homogeneizada para cada condi¢ao de contorno
estudada é mostrado na Figura 172. Ja na Figura 173 é plotada a malha deformada do
EVR com a distribui¢do das tensoes equivalentes microscépicas de von Mises (o,,) para

cada condicao de contorno estudada.
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Figura 172 — Resposta constitutiva homogeneizada (F11-X11) considerando a Condigao de
Contorno Homogénea (CCH) e a Condigao de Contorno Periédica (CCP).
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 173 — Distribuicao das tensoes equivalentes microscopicas de von Mises (¢, em MPa)
considerando a CCH e a CCP no caso de uma solicitagdo normal (Ej1).
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A resposta constitutiva homogeneizada considerando a condi¢ao de contorno pe-
riédica é menos resistente em comparacao com a resposta da condicao de deformacao
homogénea no contorno. Isso é coerente porque a condicao periddica é menos restritiva em
relacdo aos deslocamentos no contorno do EVR. E importante destacar ainda a diferenca
existente na distribuicao de tensdes microscopicas em decorréncia da condigdo de contorno
aplicada. O EVR com condicao periddica possui uma maior regiao sem plastificagao. Isso
contribui para a perda de resisténcia homogeneizada do caso com periodicidade porque
menos pontos do material atingiram a méaxima capacidade resistente plastica.

Posteriormente, aplicou-se uma deformacao cisalhante, em que o tensor de defor-

magoes macroscopico consiste em:

Ey Eip Eis 0,0 0,004 0,0
FEa1 Ey Eoz | = 0,004 0,0 0,0 (8-33)
E31 E3p Es3 0,0 0,0 0,0

Os resultados considerando a resposta constitutiva homogeneizada para as condi-
¢oes de contorno estudadas sao mostrados na Figura 174. Na Figura 175 é mostrada a
distribui¢do das tensoes equivalentes microscopicas de von Mises (o,,) para cada condi¢ao
de contorno analisada.

A resposta constitutiva homogeneizada considerando a condi¢dao de contorno perio-
dica representa é menos resistente em relagao a condi¢do de deformacao homogénea no
contorno. Na configuragao deformada do EVR fica nitida a visualizagdo da caracteristica
de cada condicao de contorno. No caso da condi¢ao de deformacao homogénea, os desloca-
mentos sao lineares no contorno. Ja no caso condi¢ao periddica é evidente a flutuacao dos

deslocamentos no contorno do EVR.

Figura 174 — Resposta constitutiva homogeneizada (E12-Y12) considerando a Condigao de
Contorno Homogénea (CCH) e a Condic¢ao de Contorno Periddica (CCP).
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Figura 175 — Distribuigao das tensoes equivalentes microscopicas de von Mises (o, em MPa)
considerando a CCH e a CCP no caso de uma solicitagao cisalhante (Ej2).
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8.4 Dados das Simulacées para Obter as Superficies de Plastificacao Considerando
a Condicao de Contorno Periédica

O objetivo desta secao é apresentar os dados utilizados para obter as superficies de
plastificacdao considerando a condicao de contorno periddica. Neste caso, as simulagoes
sao realizadas para EVR completo, ou seja, nao sdo empregadas as hipéteses de simetria
que possibilitariam utilizar 1/8 dos EVRs. Dessa forma, existe um custo computacional
mais elevado nas simula¢des numéricas em comparacao com o Capitulo 7. Optou-se por
realizar as andlises apenas para o EVR cubico com f = 0,01 (porosidade mais proxima da

ruptura ductil). J& o comportamento da matriz segue o estabelecido na se¢ao 7.1.

Outro ponto importante consiste na definicdo da malha do EVR. Vale relembrar
que no Capitulo 7 adotaram-se malhas bastante refinadas, mesmo apés o estudo de
refinamento indicar que malhas menos refinadas também forneciam resultados satisfatorios

(ver Tabela 13). Dado que no caso da condi¢ao de contorno periddica deve-se simular
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todo o EVR, torna-se importante definir a malha de forma mais eficiente, de modo a
conciliar resultados satisfatorios e redugao do custo computacional. Nesse contexto, foi
realizado um novo estudo de refinamento considerando as malhas da Figura 176. Cada
malha da Figura 176 é acompanhada da seguinte nomenclatura (D;/Ds), em que D; é
um parametro associado as divisoes externas (linhas que formam o lado externo) e D, é
um parametro referente as divisoes internas (entre a superficie do vazio e a parte externa

do EVR). Por exemplo, a Malha 1 (8/12) possui 8 divisdes externas e 12 divisoes internas.

Figura 176 — Representagao das malhas (D1/D3) utilizadas no estudo de refinamento, em que
Dy é associado as divisoes externas e Do é referente as divisoes internas.

Malha 1 (8/12) Malha 2 (10/12)

Malha 3 (12/12) Malha 4 (14/12)

Fonte: Préprio autor (2021).

Os dados das malhas estdao indicados na Tabela 19, que compreende ainda os
resultados na norma do tensor de tensdes homogeneizada obtidos para cada malha. As
analises foram realizadas considerando H = 1 / V3 = 0,577 e n = 0. Na Tabela 19 sao
mostradas ainda as diferencas das demais malhas (Malha 1, Malha 2 e Malha 3) em relagao

a malha mais refinada (Malha 4).

Tabela 19 — Dados das malhas e resultados do estudo de refinamento considerando H =
1/v/3=0,577Ten=0.

Malha Elementos No6s  Graus de liberdade || X (MPa) Diferenca em relagio

a Malha 4
1 4608 19634 58902 2564,1647 0,0524%
2 7200 30650 91950 2563,3224 0,0196%
3

10368 44114 132342 2562,9616 0,0055%
4 14112 60026 180078 2562,8210 -

Fonte: Préprio autor (2021).
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De modo geral, as diferencas sao pequenas entre os resultados das malhas. Portanto,
adotou-se nas simulagoes a malha com 7200 elementos, 30650 nés e 91950 graus de liberdade
(ver maiores detalhes na Figura 177). Vale destacar que a malha ¢é estruturada e essa

caracteristica auxilia no sentido de evitar a propagacgao de erros em diferentes direcoes.

Figura 177 — Malha do EVR com 7200 elementos, 30650 nés e 91950 graus de liberdade.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Com o objetivo de melhor verificar a influéncia da malha nas superficies de plastifi-
cagdo, realizou-se a comparagao das respostas do cubo com vazio esférico (CE) para a
condicao de deformacao homogénea no contorno considerando: (i) C Eggry com a malha
da Figura 89 empregada na secao 7.2 (1/8 do EVR formado por 4617 elementos, 20830
nés e 62490 graus de liberdade); e (ii) CEgrgre com a malha definida na Figura 177
(1/8 do EVR formado por 900 elementos, 4420 nés e 13260 graus de liberdade). Tal
comparacao ¢ interessante porque envolve um custo computacional baixo, pois podem ser
simulados apenas 1/8 dos EVRs. Na Figura 178 estd a comparagao das superficies no plano
meridional para © = 0 e @ = /3. J4 na Figura 179 estd a comparagao das superficies
no plano desviador para valores positivos de C’fETJ;. Nota-se que as diferencgas entre os
resultados de cada malha sao muito pequenas. Portanto, a malha utilizada na secao 7.2
foi superdimensionada e a malha menos refinada também fornece resultados satisfatorios.

Figura 178 — Superficies no plano meridional com © =0 e © = 7/3 para CErgr1 (1/8 do
EVR ctibico com 4617 elementos, 20830 nds e 62490 graus de liberdade) e

CFERrgr2 (1/8 do EVR cibico com 900 elementos, 4420 nés e 13260 graus de
liberdade) considerando a condigdo de deformacao homogénea no contorno.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Figura 179 — Superficies no plano desviador com valores positivos de C’fﬂﬂ; para CERgr1
(1/8 do EVR ciibico com 4617 elementos, 20830 nds e 62490 graus de liberdade)
e CERrpr2 (1/8 do EVR cubico com 900 elementos, 4420 nds e 13260 graus de
liberdade) considerando a condigao de deformacao homogénea no contorno.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Também realizou-se a comparagao das respostas da esfera com vazio esférico (E'E)
para a condi¢do de deformacao homogénea considerando: (i) EFgpr; com a malha da
Figura 89 empregada na segao 7.2 (1/8 do EVR formado por 4617 elementos, 20830 nés e
62490 graus de liberdade); e (ii) EErgr2 que é equivalente & malha da Figura 177 (1/8 do
EVR formado por 900 elementos, 4420 nds e 13260 graus de liberdade). Na Figura 180 est4
a comparacao das superficies no plano meridional para © = 0 e © = 7/3. J4 na Figura 181
estéd a comparagdo das superficies no plano desviador para valores positivos de Cp X7 .
Neste caso, as diferencas entre os resultados de cada malha sdo quase imperceptiveis. Tal
aspecto reforca que as malhas utilizadas na secao 7.2 foram superdimensionadas. Logo, a

malha menos refinada também é suficiente para a obtencao dos resultados.

Figura 180 — Superficies no plano meridional com © =0 e @ = 7/3 para EErgr (1/8 do
EVR esférico com 4617 elementos, 20830 nds e 62490 graus de liberdade) e

EFERrgr2 (1/8 do EVR esférico com 900 elementos, 4420 nés e 13260 graus de
liberdade) considerando a condigdo de deformacao homogénea no contorno.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 181 — Superficies no plano desviador com valores positivos de C'fZ'j:l para EEREF1
(1/8 do EVR esférico com 4617 elementos, 20830 nés e 62490 graus de liberdade)
e EERpr2 (1/8 do EVR esférico com 900 elementos, 4420 nés e 13260 graus de
liberdade) considerando a condigdo de deformacao homogénea no contorno.
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Fonte: Préprio autor (2021).

A aplicacao da condicao de contorno periddica inclui a definicdo da deformacao
macroscopica, conforme a Eq. (7.5). Deste modo, devem ser definidos valores para H, ne
|| E||. Neste caso, utilizaram-se 13 valores de n e ||E|| = 0,0025, ou seja, os mesmos dados
estabelecidos na secao 7.3. Para H, inicialmente, foram aplicados 51 valores, conforme
realizado na secao 7.3. No entanto, as curvas apresentaram regioes com falta de suavidade.
Diante disso, foram adicionados 20 valores H em regides estratégicas a fim de suavizar as
curvas, o que totalizou no final 71 valores de H. Portanto, neste caso foram realizadas 923
andlises nao lineares elasto-plasticas no software Ansys (Versao 18.0). No procedimento
nao linear foram considerados 120 incrementos de deformagao, que consiste em um nimero
superior em relacao ao utilizado na secao 7.3. Isso foi necessario para conseguir obter
convergéncia da resposta em algumas combinacoes de H e 7. Na Figura 182 sio mostradas
as respostas constitutivas homogeneizadas com || E|| e || X|| considerando n = 0 e diferentes
valores de H, incluindo a distribuicdo das tensdes microscépicas de von Mises no EVR.

Note que existem regioes do EVR sem plastificacao em alguns casos de solicitacao.

8.5 Resultados das Superficies de Plastificacdo Considerando a Condicao de Con-
torno Periodica

As simulagoes numéricas no Ansys proporcionaram pontos da superficies equivalen-
tes a estados de tensao. Como 7 foi restrito ao intervalo de [0, 7/3], os resultados foram
espelhados de forma a completar o intervalo [7/3,27]. Na Figura 183 é mostrada a superfi-
cie no espaco das tensoes principais para f = 0,01. Na Figura 184 esta a representagao 3D

da superficie considerando a tensao média (X,,) e o plano desviador auxiliar (X} e X7).
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Figura 182 — Resposta constitutiva homogeneizada com || X|| e || E|| para o cubo com vazio
esférico e f = 0,01 sujeito a condi¢do de contorno periédica (CE-P)
considerando 1 = 0 e diferentes valores de H.
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Figura 183 — Superficie no espago das tensoes principais (X7, Xy e X3) para o cubo com
vazio esférico sujeito a condi¢do de contorno periédica (CE-P) e f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).
Figura 184 — Representagdo 3D da superficie considerando a tensao média (X)) e o plano

desviador auxiliar (X} e X3) para o cubo com vazio esférico sujeito a condicao
de contorno periédica (CE-P) e f =0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).
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Os resultados da Figura 183 foram obtidos a partir de parametros em deformacao
(H e n). Para obter os resultados das superficies de plastificagdo parametrizados em relagao
a tensao (T e @), realizou-se o procedimento de interpolagdo em linguagem Python descrito
na sec¢ao 7.5. Os resultados interpolados referentes a condi¢ao de contorno periédica sao
mostrados a seguir na subsecao 8.5.1. Tais resultados sdo comparados com os obtidos através

da condigdao de deformagdo homogénea no contorno (subsecao 8.5.2 e a subsecao 8.5.3).

8.5.1 Superficies de Plastificagao do EVR Ciibico Submetido a Condi¢ao de Contorno
Periddica

Na Figura 185 estao as superficies de plastificacao no plano meridional referentes
ao cubo com vazio esférico e condi¢ao de contorno periédica (CE-P) para diferentes
angulos de Lode da tensdo (). J& na Figura 186 e na Figura 187 estao apresentadas
superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos e negativos de
C; X | respectivamente. Em relagdo a C; X/, destaca-se que C}y é um coeficiente e X =
—2/3001n (f) é a solugdo do modelo de Gurson (1977) para triaxialidade tendendo ao
infinito. Além disso, Cy € [0; 1], onde Cy — 0 corresponde a T'— 0 e Cy — 1 corresponde
a T — oo. Tanto no plano meridional quanto no plano desviador indicam-se os resultados

obtidos a partir de Gurson (1977) para fins de comparagao.

Os resultados obtidos apresentam diferengas significativas em relacao ao modelo
de Gurson (1977). De modo geral, a superficie de Gurson (1977) representa um limite
superior. Ou seja, as superficies obtidas com a condi¢ao de contorno periédica representam
limites inferiores tanto para triaxialidades baixas, intermediarias e altas. Destaca-se a
sensibilidade da geometria das superficies em relacao ao angulo de Lode da tensao para
triaxialidades intermediarias e baixas. No caso das triaxialidades intermediarias, verifica-se
a falta de simetria em relagdo a valores positivos e negativos de X, como, por exemplo,
para © = 0 ou © = 7/3. Para baixas triaxialidades, © exerce uma influéncia significativa

na resposta, principalmente para valores préximos de © = /3.

Figura 185 — Superficies no plano meridional considerando diferentes valores de © para o
cubo com vazio esférico e condigdo de contorno periédica (CE-P) e f = 0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).
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Figura 186 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores positivos de
Cy X para CE-P e f =0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 187 — Superficies no plano desviador considerando diferentes valores negativos de
C’fZ,J; para CE-P e f =0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

No que segue realiza-se a comparagao entre os resultados obtidos com a condigao de
contorno periédica (para o cubo com vazio esférico) e os resultados obtidos com a condi¢ao
de deformagao homogénea no contorno (para a esfera com vazio esférico e também para
o cubo com vazio esférico). Os EVRs utilizados possuem as mesmas caracteristicas em
relacdo a malha, em que o EVR total é formado por 7200 elementos, 30650 nds e 91950
graus de liberdade.
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8.5.2 Comparagao com as Superficies de Plastificacdo do EVR Esférico Submetido a
Condicao de Deformacao Homogénea no Contorno

Inicialmente, realizou-se a comparacao entre a esfera com vazio esférico submetida
a condicao de deformagao homogénea no contorno (EE-H) e o cubo com vazio esférico
submetido a condigao de contorno periédica (CE-P). Nesta comparagao, deve-se levar em
consideracao também o fato dos EVRs apresentarem morfologias diferentes. Na Figura 188,
na Figura 189 e na Figura 190 estao as comparagoes das respostas no plano meridional
para © = 0, © = 1/6 e © = 71/3, respectivamente. Ja a comparacao das respostas no

plano desviador para diferentes valores positivos de C; X7 ¢ apresentada na Figura 191.

Com base nos resultados obtidos, fica nitido que as superficies sdo mais resistentes
para EE-H em comparacio com CE-P. E importante destacar que © é um parametro
importante nos resultados de EE-H e CE-P. No caso de baixos valores de triaxialidade,
o efeito de @ é pouco significativo para EE-H. Em contrapartida, @ tem influéncia
proeminente em CE-P para valores baixos valores de triaxialidade promovendo perda de
resisténcia quando © se aproxima de 7/6 (ver Figura 189). E sensivel a influéncia de ©
nas superficies tanto para CE-P quanto para EE-H no caso de valores intermediarios /
altos de triaxialidade, com excegao de T"— oo (isto é, um estado de tensao hidrostético).

Além disso, nota-se que a influéncia de @ é maior nas superficies de CE-P perante EE-H.

Figura 188 — Superficies no plano meridional para EE-H e CE-P com ©@ =0e f =0,01.
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Fonte: Proprio autor (2021).

Figura 189 — Superficies no plano meridional para EE-H e CE-P com © = 7/6 ¢ f = 0,01.
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Figura 190 — Superficies no plano meridional para EE-H e CE-P com © =7 /3 e f =0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 191 — Superficies no plano desviador para EE-H e CE-P considerando diferentes
valores positivos de C’fﬂnf1 e f=0,01.
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8.5.3 Comparacao com as Superficies de Plastificacado do EVR Cubico Submetido a
Condic¢ao de Deformacao Homogénea no Contorno

Também realizou-se a comparacao entre o cubo com vazio esférico submetido a
condi¢ao de deformagao homogénea no contorno (CE-H) e o cubo com vazio esférico
submetido a condigao de contorno periédica (CE-P). Nesta comparagao avalia-se exclusi-
vamente a influéncia da condi¢do de contorno, pois a morfologia dos EVRs é mantida. Na
Figura 192, na Figura 193 e na Figura 194 estao as comparagoes das respostas no plano
meridional para © =0, © = 7/6 e © = /3, respectivamente. Por sua vez, a comparagao

das respostas no plano desviador considerando diferentes valores positivos de CfEf; é

apresentada na Figura 195.

Em geral, as superficies de CE-H sao mais resistentes em comparacao com as

superficies de CE-P. O angulo de Lode da tensao influéncia nos resultados de CE-H e
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CE-P. Para CE-H, destaca-se sua sensibilidade em relagdo ao angulo de Lode para valores
intermedidrios / altos de triaxialidade, exceto para T'— oo (ou seja, um estado de tenséo
hidrostatico). No entanto, considerando baixos valores de triaxialidade o efeito de ©
é pequeno para CE-H. J4 para CE-P verifica-se uma influéncia significativa de © nas
situagoes com baixos valores de triaxialidade, em que ocorre perda de resisténcia quando
O se aproxima de /6 (ver Figura 193). Ademais, a influéncia de © é maior nas superficies

de CE-P perante CE-H, o que é visto de forma mais explicita na Figura 195.

Figura 192 — Superficies no plano meridional para CE-H e CE-P com ©® =0e f =0,01.
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Fonte: Préprio autor (2021).

Figura 193 — Superficies no plano meridional para CE-H e CE-P com © = 71/6 e f = 0,01.
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Figura 194 — Superficies no plano meridional para CE-H e CE-P com © = 7/3 e f =0,01.
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Figura 195 — Superficies no plano desviador para CE-H e CE-P considerando diferentes
valores positivos de Cy X/, e f =0,01.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo sao apresentadas as principais contribuigoes do trabalho desenvolvido,

bem como as sugestoes para pesquisas futuras.

9.1 Contribuicoes

No presente trabalho utilizou-se a modelagem computacional a fim de estudar
critérios de plastificacdo para sélidos dicteis porosos a partida isétropos com matriz
governada pelo modelo de von Mises. Mais especificamente avaliou-se a sensibilidade das
superficies de plastificagao em relagao ao angulo de Lode, a variacdo da morfologia do

EVR e a alteracao da condigao de contorno aplicada.

No que concerne a parte tedrica de homogeneizacao foram apresentados conceitos
gerais sobre sua aplicacao no ambito de meios heterogéneos com foco nos materiais porosos.
[lustraram-se os conceitos mediante uma aplicacao didatica ao problema analitico da
homogeneizagao da esfera oca elasto-plastica submetida a diferentes condi¢des de contorno.
O mesmo problema foi analisado pelo procedimento de homogeneizacao computacional

adotado, verificando-se a boa concordancia da resposta numérica com a resposta analitica.

Conclusoes interessantes foram obtidas no estudo referente a comparacao da resposta
constitutiva homogeneizada entre diferentes geometrias de EVRs submetidos a desloca-
mentos expansivos no seu contorno. De modo geral, tanto a morfologia da matriz quanto a
morfologia do vazio influenciaram nos resultados homogeneizados da microestrutura. Além
disso, mostrou-se a versatilidade de aplicacao do procedimento de homogeneizacao através
das simulacoes variando a evolugado do comportamento plastico da matriz e a forma de

distribuicao dos vazios.

Também foi abordado o tema da determinagao das propriedades elasticas efetivas de
meios heterogéneos complementando, assim, o assunto sobre homogeneizacao. Explanou-se
de forma resumida sobre as premissas e limitacoes de alguns modelos consagrados na
literatura. Posteriormente, aplicou-se o procedimento de homogeneizagao, considerando
a condicao de deformagao homogénea no contorno, para avaliar as propriedades efetivas
de EVRs com diferentes morfologias tanto para a matriz quanto para a heterogeneidade
(inclusdo / vazio). Em alguns casos, identificaram-se diferengas sensiveis nas respostas

homogeneizadas dos EVRs com o aumento da fracao em volume da heterogeneidade.

No contexto de superficies de plastificacdo de meios ducteis porosos, abordou-se
em maiores detalhes o modelo analitico de Gurson (1977) com o objetivo de entender as
hipéteses empregadas e superar algumas limitagoes de sua formulacao. Em particular,

estudou-se a abordagem empregada por Benallal, Desmorat e Fournage (2014), que
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avaliaram o efeito do dngulo de Lode no modelo original de Gurson (1977). Os resultados
de Gurson (1977) e Benallal, Desmorat e Fournage (2014) foram tomados como referéncia

para comparacao com os obtidos mediante emprego da homogeneizagao computacional.

Para a condicao de deformacdo homogénea imposta no contorno, analisou-se a
influéncia do angulo de Lode e da morfologia da matriz do EVR nas superficies de
plastificagdo para diferentes valores de porosidade (f = 0,1, f = 0,01 e f = 0,001). Os
resultados obtidos com a homogeneizacao computacional mostraram diferencas sensiveis
nas superficies com a variagao dos parametros estudados. Nesse sentido, pode-se resumir

as conclusoes considerando os seguintes tépicos:

(I) Angulo de Lode: Observou-se que o angulo de Lode pode ter influéncia significa-
tiva nas superficies de plastificacao, principalmente, para trixialidades com valores
intermediarios, incluindo os casos de baixas porosidades. Portanto, mesmo com a
matriz do EVR dependendo apenas do segundo invariante de tensao, a resposta
macroscopica indica forte dependéncia do terceiro invariante de tensao devido a pre-
senca da heterogeneidade (vazio). Ademais, o angulo de Lode nao interfere de forma
pronunciada na geometria das superficies de plastificacao para baixas triaxialidades.

(II) Morfologia do EVR: O EVR ctibico com vazio esférico apresentou uma resposta
mais resistente perante o EVR esférico com vazio esférico para triaxialidades inter-
mediarias e altas. Por outro lado, em baixas triaxialidades as respostas de ambas
geometrias de EVRs sdo proximas. Nota-se uma maior sensibilidade do EVR ctbico
ao angulo de Lode em comparacdo com o EVR esférico. Logo, a morfologia da
matriz do EVR interfere no comportamento homogeneizado e seu efeito deve ser

contemplado na definicao do critério de plastificagao.

(III) Efeito da porosidade: Em geral, de forma qualitativa os resultados levam as
mesmas conclusoes. Ja quantitativamente o aumento da porosidade evidencia as
diferencas nas respostas com referéncia ao angulo de Lode e também a morfologia de
EVR. Para triaxialidades baixas, destaca-se a perda de resisténcia proeminente nas

respostas das superficies de plastificacao com f = 0,1, isto é, porosidades maiores.

(IV) Comparacao dos resultados da homogeneizagdo computacional com Gur-
son (1977): No caso de solicitagoes puramente hidrostaticas, ou seja, com tria-
xialidade tendendo ao infinito, a resposta do EVR esférico é préxima de Gurson
(1977). Considerando triaxialidades intermedidrias, a resposta do EVR esférico se
mostrou menos resistente em comparagao com Gurson (1977). J4 o EVR ctbico
se mostrou mais resistente para solicitagoes hidrostaticas. No entanto, para triaxi-
alidades intermedidrias a resposta do EVR ctbico perde resisténcia e a partir de
determinado momento comega a fornecer uma resposta inferior a Gurson (1977). No
caso de triaxialidades baixas, isto é, carregamentos predominantes de cisalhamento,
a porosidade desempenha um papel importante nas superficies de plastificagao. Para

f =0,1, existe uma divergéncia acentuada entre as respostas da homogeneizacao
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computacional e Gurson (1977). Essa diferenca nos resultados é reduzida de forma

significativa quando f = 0,01. Ja para f = 0,001 a diferenca ¢ praticamente irrisoria.

Comparacao dos resultados da homogeneizacao computacional com Be-
nallal, Desmorat e Fournage (2014): Os resultados homogeneizados computa-
cionalmente do EVR esférico apresentam algumas semelhancas qualitativas com
Benallal, Desmorat e Fournage (2014) como, por exemplo, a dependéncia do dngulo
de Lode. Entretanto, de forma quantitativa a influéncia do angulo de Lode é niti-
damente maior nos resultados homogeneizados computacionalmente. Em relagao
ao EVR cubico, destaca-se sua maior resisténcia para triaxialidades altas quando
comparado com Benallal, Desmorat e Fournage (2014). Merece destaque ainda o
caso com f = 0,1 e baixas triaxialidades, em que os resultados homogeneizados
computacionalmente fornecem uma resposta significativamente menos resistente
em comparacao com Benallal, Desmorat e Fournage (2014). Cabe observar que os
resultados de Benallal, Desmorat e Fournage (2014) aqui utilizados para comparagao
(ver subsegao 6.3.2) foram obtidos com o mesmo campo teste de velocidade de Gurson

(1977), que por sua vez é simplificado.

A implementacao da condigao de contorno periédica permitiu uma analise mais

completa no contexto das superficies de plastificacdo de meios ducteis porosos. Vale

relembrar que neste caso limitaram-se as analises apenas ao EVR ctibico com vazio esférico

para f = 0,01. De modo geral, as diferencas encontradas nas superficies sdo sensiveis para

triaxialidades de tensao baixas, intermediarias e altas. Para facilitar o entendimento, os

resultados sao resumidos considerando os topicos seguintes:

(i)

(i)

Angulo de Lode: Os resultados homogeneizados computacionalmente com a con-
dicao periddica indicam forte dependéncia do angulo de Lode. Isso ocorre para
triaxialidades baixas e também intermediarias. No caso de baixas triaxialidades, vale
destacar a diminui¢ao proeminente da resisténcia do EVR para o angulo de Lode
da tensao referente ao valor de 7/6 (estado de tensao corresponde a condigdo de

cisalhamento no plano).

Comparacao com a condicao de deformacao homogénea no contorno: De
modo geral, as superficies obtidas com a condi¢do periddica (referentes ao EVR
cibico) sdo menos resistentes em relacao as obtidas com a condi¢ao de deformacao
homogénea no contorno (referentes ao EVR esférico e ao EVR ciibico). Destaca-se
a perda de resisténcia significativa indicada pela superficie de plastificagdo com
a variacdo do angulo de Lode no caso de baixas triaxialidades, diferentemente
das analises considerando a condicao de deformacao homogénea no contorno para
f =0,01. Cabe ressaltar ainda a sensivel diferenca na resposta do EVR ctbico com
a variacao do tipo de condicao de contorno aplicada para solicitacoes hidrostaticas

(triaxialidade tendendo ao infinito).
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(iii) Comparagao dos resultados da homogeneizacdo computacional com Gur-
son (1977): As superficies identificadas numericamente com a condi¢ao periddica
representam um limite inferior em relagdo a Gurson (1977), incluindo a situacao de
solicitacao hidrostética (triaxialidade tendendo ao infinito). Ademais, os resultados
indicam perda consideravel de resisténcia para baixas triaxialidades com a variagao
do angulo de Lode. Logo, os resultados divergem fortemente dos apresentados por
Gurson (1977).

(iv) Comparagao dos resultados da homogeneizacdo computacional com Be-
nallal, Desmorat e Fournage (2014): Inicialmente, ressalta-se o fato dos resul-
tados obtidos com a condicao periddica apresentarem perda de resisténcia com a
variagao do angulo de Lode para triaxialidades baixas, diferentemente de Benallal,
Desmorat e Fournage (2014). Além disso, quantitativamente a influéncia do &ngulo de
Lode ¢ significativamente maior nas respostas homogeneizadas computacionalmente

com a condigao periddica perante Benallal, Desmorat e Fournage (2014).

Cabe destacar ainda a existéncia das regides que nao plastificam nos EVRs para
algumas combinagoes de triaxialidade e dngulo de Lode. Tal fato ocorreu nas analises
numéricas de ambas as condi¢oes de contorno estudadas. Isso mostra que o comporta-
mento constitutivo homogeneizado dos meios dticteis porosos ¢ complexo e o emprego da
homogeneizacao computacional permitiu capturar aspectos importantes relacionados a

microestrutura destes materiais.

Em resumo, os resultados aqui obtidos contribuiram no sentido de simular de
forma mais realistica a falha ductil de meios elasto-plasticos porosos. Tais informagoes sao
relevantes no contexto do comportamento de materiais metalicos e ligas metalicas, que sao
largamente empregados em diversos segmentos da industria. E importante destacar que
fendmenos observados no nivel microestrutural desempenharam um papel importante nos
resultados macroscopicos. Portanto, o emprego da homogeneizagao computacional para

estudar critérios de plastificacdo de meios ducteis porosos foi bastante valido.

9.2 Possiveis Desenvolvimentos Futuros

A estratégia empregada no presente trabalho permite ainda a utilizagdo de diversos
recursos disponiveis do software Ansys como, por exemplo, diferentes modelos constitutivos.
Dessa forma, a abordagem apresentada pode ser aplicada para o desenvolvimento outros
tipos de analises no contexto da homogeneizacao fundamentada na média dos campos

microscoOpicos para meios porosos e, inclusive, para materiais compositos.

Em pesquisas futuras, pode-se estudar o efeito da consideracao de grandes des-
locamentos na homogeneizacio computacional dos EVRs. E notério que ao longo do
processo de deformacao progressiva existe a concentragao de deformacoes plasticas no

entorno do vazio. Dentro desse contexto, podem ser obtidas conclusoes importantes em
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relagao a evolugao da forma do vazio e, consequentemente, sua influéncia nas superficies

de plastificacao.

Também podem ser realizas simulacoes numéricas de modo investigar o comporta-
mento de EVRs com vazios nao esféricos, ou seja, considerando microestruturas a partida
com anisotropia. Isso é interessante porque ao longo o processo de deformagao progressiva
os vazios podem se alongar segundo diregoes preferenciais. Os resultados da homogeneiza-
¢do computacional podem ser comparados com trabalhos disponiveis na literatura como,
por exemplo, o trabalho recente Ferreira (2019) que trata da modelagem micromecanica da
ruptura de meios ducteis porosos anisotrépicos. Com o objetivo de estudos mais realisticos,
pode ser avaliado ainda o efeito nas superficies de ruptura macroscopicas decorrente de

diferentes distribuicoes e tamanhos de vazios na matriz do EVR.

E atraente ainda a implementacao de outro modelo constitutivo no software Ansys
para a matriz metédlica. Um exemplo consiste no critério de Hershey-Hosford baseado nos
trabalhos de Hershey (1954) e Hosford (1972), cuja formulacao depende do segundo e
terceiro invariantes de tensdo. Vale destacar que no presente trabalho a matriz foi modelada
com o critério de von Mises, o qual é formulado apenas com base no segundo invariante

mecanico de tensio.

Outro tipo de desenvolvimento possivel envolve a comparacao das respostas numé-
ricas com resultados experimentais consistentes e confidveis que possam estar disponiveis.
Isso permitiria analisar a precisao e eficiéncia da modelagem computacional perante apli-
cagoes de carater mais real. No contexto de um trabalho semi-analitico, pode-se estudar
campos testes cinematicos mais gerais a fim de formular critérios de plastificacdo de meios

dicteis porosos mais precisos.

Por fim, vale mencionar a possibilidade de desenvolver estudos direcionados para
uma analise multiescala completa com acoplamento entre escalas, ou seja, com discretizagao
em elementos finitos tanto na escala microscépica quanto na escala macroscopica. Um dos
principais desafios de estratégias desse tipo consiste no elevado custo computacional da
realizacao de simulagoes numéricas tridimensionais nao lineares em duas escalas. Por outro
lado, a evolugao dos métodos numéricos, das técnicas de processamento e o desenvolvimento
tecnoloégico sao aspectos positivos para a realizagao de andlises multiescalas completas

tridimensionais considerando o acoplamento entre duas ou mais escalas.
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APENDICE A - SOLUCAO DOS CAMPOS MICROSCOPICOS DA
ESFERA OCA ELASTO-PLASTICA PARA DESLOCAMENTO
RADIAL EXTERNO UNIFORME

Definindo inicialmente o parametro de Lamé:

Yv(l+v)
A= -2 (A1)

1) Resposta dos campos microscopicos da esfera com zona totalmente eléstica (ztel):

3v (03 _ 3
ptel _ 2ab°Y (r3 — a?) (A2)
r3[ad(v 4+ 1) +203(1 — 2v)]

ab’Y (a® + 2r3)

ztel __ _ztel __
900 = 990 = 3 [a3(v + 1) + 2b63(1 — 2v)] A
37,3 — 1)r3
ot _ 200 [P (v +1) + (2 — 1)) (A.4)
P [ad(v + 1) + 26(1 - 2v))
ztel _ _ztel __ ab?’ [a?’(y - 1) + 2(1 _ QV)Tg]
S0 T Co0 T 3 [a3(v + 1) +2b3(1 — 2v)] )
ytel — ab? [GS(V + 1) + 2(1 — 2V)T3] (A'6)

" r2[a®(v + 1) + 203(1 — 2v)]
2) Resposta dos campos microscopicos da esfera com zona eldstica (zel) e zona pléstica
(zpl):
Zona eldstica:
2 {0300 In (%) VP2 —4v) + (v + D)r?] + ab®Y (¢ — 7“3)}

O = B0 (40— 2) — A+ 1) (A7)

2c30¢ In (%) (22 — 1) + (v + 1)r¥] — ab®Y (¢ + 2r3)
o =054 = (A.8)
r3 34y — 2) — A(v + 1)]

2 [031/00 (20* + r*) In (%) +abPA v +1)+ (2v — 1)7"3]}
S = Ar3 [b3(4v — 2) — (v + 1)] (8.9)

2¢%vog (b3 —r3) In (%) +ab*A[A(v+ 1)+ 2(1 — 2v)r?]
ezl = éﬁ =— (A.10)
Ar3 [b3(4v — 2) — A(v + 1)]
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2¢%vog (b® — r3) In (%) +ab*A (v +1) +2(1 — 2v)r]

= A1l
Ur Ar2 B34y — 2) — 3(v + 1)) (A1)
Zona pldstica:
o' = —20¢1n <a) (A.12)
r
oo = U;gl = 0y [1 —2In (i)} (A.13)
ol 9 |33 [3&)\(1 —v)+2vopln (%)} — 2c%v041In (%)
T s B4y —2) —3v+1) * (A.14)
a a
e [—203y(1/ + 1)opIn (c) +7v(v 4+ 1)ogIn <T> +riv(v + 1)00}
ol ol 1 |0 (BaA(v —1) —2vogln (%)) + 2c%v0y In (%)
00 =00 = 33 P —2) - 3w+ 1) * (AL5)
1
e [2c3y(1/ + 1)opIn (CCL) —2r*v(v +1)ogIn <i)]
2pl 1 |b* [3a/\(l/ —1) = 2vopln (%)} + 2c%v00 In (%)
TN P —2)— A+ 1) N (A16)

[203y(1/ + 1)ogln (i) —2r3y(v + 1)ogIn (j)]

r2

3) Resposta dos campos microscopicos da esfera com zona totalmente plastica (ztpl):

o? = 254 1n (a) (A.17)
r
oot = U;Z’l =0y {1 —2In <i)] (A.18)

2 a a
ztpl _ 913 -y 3 i _ 3
g vl |:V(V + 1)oy [ 2b° In (b) r (111 (r) 1)] ab )\] (A.19)
ool — gZtol 1 2v(v + 1)y |b° In DY 3w (L) + A (A.20)
00 "o T N8 0 b r '

1 a a
ztpl 3 3 3
u, " = Nz [2y(u + 1)00 [b In <b> —7r°1In (7‘)] + ab )\] (A.21)
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APENDICE B - SOLUCAO DOS CAMPOS MICROSCOPICOS DA
ESFERA OCA ELASTO-PLASTICA PARA PRESSAO EXTERNA
UNIFORME

Definindo inicialmente o parametro de Lamé:

_Yr(l+v)

=) (B.1)

1) Resposta dos campos microscopicos da esfera com zona totalmente elastica (ztel):

Pb3 (a® — r3)
ztel __
T S S (@ b) (B.2)

PO? (a® + 2r3)

% = = e 1 ) (B:3)
cetel _ Py [a* (1 +v) +1° (=1 + 20)] (B.4)
rr Y13 (ad — b9)
Eop = 52251 - e (21;;3”()@—; ET;()l = (B.5)
PP ) 20 -2 5o

" 2Yr? (a3 — b3)
2) Resposta dos campos microscopicos da esfera com zona eldstica (zel) e zona pléstica
(zpl):
Zona eldstica:
ol VP (r3 —c3) — 2300 (b — r?) In (%)

Opp = 7,3 (bg . 03) (B7)

zel __ _zel __ b3P (03 + 2T3) + 2030-0 (b3 + 27"3) In (%)
g9 = Opp — 23 (b3 — 3)

B b33y [P + 200 In (%)} v [Pb3 + 2c%0p In (%)}
o = A2v — 1)r3 (b3 — ¢3) + Av+1) (b —c3) (B.9)

o DV [P+ 2001 (2)] N [PV + 2c30q In (¢)]
00T 00 T TN — D (BB —c®) | Ap+ 1) (05— )

(B.10)

w UEv P20 (2)]  vr | PY 42000 In (2)]

U = _2)\(2;/ —1)r2 (b® — 3) + NG (B.11)
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Zona pldstica:

o = —25,1In (“) (B.12)
r
zpl _ _zpl CL):|
= = 1—2In{- B.1
Og9 = Tgpp — 00 [ n (r (B.13)
v [PE[P 200l (8)] 2P+ dcfogln (¢) )
ezl — 7
oA 2u—=1) (b —3) (v+1) (b —c3) (B.14)
V{—él 1+v aoln< )—2 1+1/r001n(a)+2(y+1)r00]
Ar3 r
el b*c* [P + 200 In (2)] . P + 2c% In () )
00 = S0 T N3 22v —1) (b — ¢3) (v+1) (b3 —c3) (B.15)
a 5 a
3 {20 (14+v)opln (c) —2(1+v)riopln (rﬂ
3.3 a 3.3 6 a
uZpl:L _bC |:P+20'an(c):|+PbC +20 O'Ohl<z> n
" A2 2(2v — 1) (b — ¢3) (v+1) (b —c3) (B.16)

W2 {20 (1+v)ogln (Z) —2r%(1 +v)ogIn (i)}

3) Resposta dos campos microscopicos da esfera com zona totalmente plastica (ztpl):

07" — _2001n (a) (B.17)
T
=0 =0y |21 1 B.18

= et (8) e sz ()]

(B.19)
2‘1 (1 0) (6 — v (67 = 1%))]

a

e = 5;27;’1 — 3/\ { 2r°v (1+v)In <7“> +0°(2—v(r—2))n (b)] - (B.20)

o [0 (7 = 1)]

ztpl
uPt = )\7“2 [ 2r 1/(1—|—V)1n<

) +08(2-v(v—-2)h (b) +0° (v - 1)} (B.21)

r
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APENDICE C - ESTRATEGIA PARA POSICIONAR VAZIOS DE
FORMA ALEATORIA

Um esquema ilustrativo sobre a estratégia empregada para posicionar vazios de
forma aleatdria é mostrado na Figura 196. Tal procedimento foi implementado no software
Wolfram Mathematica. Deve-se definir inicialmente como dados de entrada as dimensoes do
cubo (LxLxL), a porosidade (f) e a quantidade de vazios esféricos (Nesr). Com isso, pode-
se determinar o raio (R) para todas as esferas. Posteriormente, sdo definidas coordenadas
aleatérias (X, Y e Z) para os vazios no intervalo [-L/2 + R, L/2 — R]. Os vazios sao
posicionados de forma sequencial de modo que a distancia entre seu centro e os centros dos
demais vazios (D.q.) seja maior do que duas vezes o raio dos vazios (2R). O procedimento

mencionado esta indicado no algoritmo 1.

Figura 196 — Esquema ilustrativo do procedimento para posicionar vazios de forma aleatéria.

Vista 3D (Tridimensional)

D

calc

>2R—

V><

Fonte: Proprio autor (2020).
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Algoritmo 1: Estratégia para posicionar vazios de forma aleatéria.
Entrada: L (dimensdo do lado do cubo), f (porosidade), N.s; (quantidade de

vazios esféricos)

Saida: Cj; (lista com valores das coordenadas X, Y e Z dos vazios)

1 inicio

2 R%(;’r{é:)s;

3 Clist < lista com uma linha e trés colunas inicializada com 0;

4 Clist[1, 1] + coordenada aleatéria X no intervalo [-L/2+ R, L/2 — R];
5 Clist[1, 2] <= coordenada aleatéria Y no intervalo [-L/2+ R, L/2 — R];
6 Clist[1, 3] < coordenada aleatéria Z no intervalo [-L/2 + R, L/2 — R];
7 while nimero de linhas de Cjg < Nesy do

8 Cont « 0;

9 C, < coordenada aleatéria X no intervalo [-L/2 + R, L/2 — RJ;
10 C, < coordenada aleatéria Y no intervalo [-L/2+ R, L/2 — R];

11 C, < coordenada aleatéria Z no intervalo [-L/2 + R, L/2 — R};

12 for i =1 até numero de linhas de Cy;ss do

13 Deate = 1/(Ca = Cliatli, 1)2 + (Cy — Cliat[i, 2]) + (C= — Cliti, 3))%;
14 if D.,. > 2R then

15 Cont = Cont + 1;

16 if Cont = numero de linhas de Cj;; then

17 ‘ Clist < lista recebe uma nova linha com C, , Cy e C;
18 end

19 end

20 end
21 end

22 fim
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APENDICE D - RELACOES DA ELASTICIDADE LINEAR

Na Tabela 20 estao algumas relagoes da elasticidade linear considerando os seguintes

parametros elasticos:

e Mdédulo de Young (V).

e Coeficiente de Poisson (v).

Tabela 20 — Relacoes da elasticidade linear.

Constante de Lamé ().

Médulo de cisalhamento (G).

Moédulo de compressibilidade (K).

v G K A
Y Y Yv
(¥,v) v 5(1+v) 3(1-2v) (1+v)(1-2v)
Y YG G (Y - 2G)
Y Y — =1
(¥.G) 2G ¢ 3(3G_Y) 3G Y
3K Y 3KY 3K (3K - Y)
(¥, K) Y 6K 9K - Y K 9K - Y
2 Y-30+Q Y+3\+0Q
(¥, ) Y Y+ A+ Q 4 6 A
2G(1+v) 2Gv
(v,G) 2G (1+v) v G 30— T,
(LK) 3K (1—2) v 3K -2) K 3KV
2(1+v) 1+v
o A(1+v)(1-2v) 5 A(1—2v) A(1+v) N
v 2v 3v
9KG 3K — 2G 2G
K —_ K K- —
(G, K) 3K + G 2(3K + G) ¢ 3
G (3\ + 2G) A 2°G
G, A\ _— —_ G A4+ — A
(G, A) pe 50+ Q) 3
9K (K — \) A 3(K — )
(K, A) 3K — A 3K — A 2 K A

em que: Q = VY2 + 9\2 4 2Y )\ (varidvel utilizada para deixar a tabela mais organizada)

Fonte: Préprio autor (2021).






225

APENDICE E - ESTRATEGIA PARA DEFINIR TRIAXIALIDADES

DE FORMA EFICIENTE

Algoritmo 2: Estratégia para definir triaxialidades de forma eficiente.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Entrada: f (porosidade), Ny (nimero de triaxialidades positivas desejadas),
Nprs (nimero de pontos), H;, (triaxialidade minima = 0), H,44
(triaxialidade maxima = 10)

Saida: H;n, (vetor final com triaxialidades definidas de forma eficiente)

inicio

for Npr =1 até Nprg do

Hpicial < vetor com tamanho = Npyp, cujos valores sao distribuidos de

forma igual entre limite minimo = H,,;, e o limite maximo = H,,,.;

Sigma,, < vetor com componentes de H;,;.ia aplicadas na Eq. (6.64);

Sigmae, < vetor com componentes de Hpiim aplicadas na Eq. (6.65);

Hinicia[Npr + 1] 4= valor oo;

Sigma,,[Npr + 1] <= valor de —2/31n f referente ao limy_,, na Eq. (6.64);

Sigmae,[Npr + 1] < valor 0 referente ao limpy_,o, na Eq. (6.65);

DSigma,, < vetor com as diferengas ASigma,, entre os valores das

posicoes de Sigmay,;

DSigma,, < vetor com as diferencas ASigma,, entre os valores das

posicoes de Sigmaeg;

D, < vetor com as distancias \/ASigmafn + ASigmaZ, a partir de
DSigma,, e DSigmaey;

C, < vetor com a soma acumulada ao longo dos elementos de D.y;

Cpy < escalar com valor do tltimo elemento do vetor (), isto €, o
comprimento resultante;

Auzx < vetor auxiliar com tamanho = Ny, limite minimo = 1/Ny e limite
maximo = 1;

Cps < vetor resultante da multiplicacao entre o escalar Cpy e o vetor Aux;

indy + vetor de tamanho = Ny com os indices de C}, em que os valores de

C), sao proximos de C;

H tina < vetor final de tamanho = 2Ny + 1 ¢ inicializado com 0;
Hiinall : Nyl < —Hipiciat[indg] (triaxialidades negativas);
Hinat[Ni + 1] < 0 (triaxialidade nula);
Htinat[Nu + 2 : 2Ny + 1] <= Hipiciat|indy| (triaxialidades positivas).
end
fim
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