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RESUMO

SALOMAQO, R. C. Termomecanica em compésitos reforcados com fibras e na
presenca de elementos particulados. 2021. 190p. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Solidos compésitos sao de grande utilidade para a engenharia na criacao de materiais
com caracteristicas desejaveis. Além do mais, é de extrema importancia a capacidade
de avaliar o comportamento adequado destes materiais e, sobretudo, sem incorrer nos
diversos problemas e limitacoes que possam surgir. Apresenta-se neste trabalho nova
formulagao para a modelagem de problemas termomecanicos de meios reforcados por fibras
e elementos particulados, representando inclusoes, de forma que suas respectivas malhas
de elementos finitos se mantenham independentes. Com o desacoplamento destas malhas,
evita-se o respectivo aumento no niimero de graus de liberdade do sistema e tampouco
se faz necessario alcar mao de técnicas de homogeneizacao das fases. A modelagem do
campo mecanico é efetuada por meio do Método dos Elementos Finitos Posicional, que
¢ uma versao Lagrangeana total do método dos elementos finitos baseada em posigoes.
Para o campo térmico, a modelagem ¢é realizada por meio do método dos elementos finitos
convencional. Para ambos os campos, faz-se o uso da técnica de embutimento descrita no
trabalho para a inclusdo das fibras e particulas. E considerado um modelo termomecanico
desacoplado, em que ha apenas influéncia do campo térmico sobre o campo mecénico,
com a ocorréncia de fendbmenos de plasticidade e propriedades térmicas dependentes da
temperatura. Diversos exemplos ao longo do texto sao propostos para a validacao e avaliagao
da formulagao. Por meio destes, é possivel concluir que a técnica de embutimento é capaz
de satisfatoriamente modelar e representar compodsitos reforcados por fibras e particulas
submetidos a carregamentos termomecanicos. Com o emprego da técnica de embutimento
para os campos mecanico e térmico o modelo proposto neste trabalho contribui para o
estado da arte na modelagem de compésitos sob regime termomecanico, contemplando-se
efeitos de nao linearidade geométrica e fisica, ao possibilitar maior liberdade na andlise de

compoésitos quanto ao nimero de inclusoes, fases, orientacao, formato ou arranjo interno.

Palavras-chave: solido compésito; fibra; inclusdes; MEF'; transferéncia de calor transiente;

termomecanica.






ABSTRACT

SALOMAQO, R. C. Thermomechanics in fiber and particle reinforced
composites. 2021. 190p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Composite solids are very usefull for the creation of materials with desirable characteristics.
Aditionally, it’s extremely important to be able to model and adequately access these
composite materials behavior, especially without the associated problems and limitation, if
possible. In this work a new thermomechanical formulation for materials reinforced by fibers
and particle elements, representing inclusions, is developed in such manner to promote
their finite element mesh independence. Such mesh uncoupling prevents the respective
increase on the system’s number of degrees of freedom, as well as the use of homogenization
technique on it’s phases. The mechanical field modeling is done by the Positional Finite
Element Method, which is a total Lagrangian finite element method formulation based
on nodal coordinates. The thermal field modeling is done by the conventional finite
element method. The embedding technique described in this work has been employed on
both mechanical and thermal fields to promote the fibers and particles inclusion. The
uncoupled thermomechanical model is considered, whereas only the thermal field influences
the mechanical field, with the occurrence of plasticity fenomena and thermal dependent
material properties. Numerical examples throughout the text are solved for formulation’s
validation and evaluation. From the obtained results, it’s possible to conclude that the
embedding technique herein presented is capable to sufficiently model composite materials
under thermomechanical loads. With the employment of the embedding technique on the
mechanical and thermal fields the proposed model contributes to the thermomechanical
composite modelling state of the art, contemplating geometrical and physical non linear
effects, by enabling greater analysis flexibility respective to the number, orientation, shape

and internal distribution of the composite’s phases.

Keywords: composite solids; fiber; inclusions; FEM; transient heat transfer; thermome-

chanics.
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1 INTRODUCAO

Compésitos sao materiais compostos por ao menos duas fases distintas, em suas
propriedades fisicas e/ou quimicas, associadas de forma a gerar um novo material com
propriedades de interesse aprimoradas. Sao amplamente empregados na confeccao de
elementos primarios e secundarios de estruturas aeroespaciais, marinhas, automotivas,
civis, além de equipamentos esportivos. Seja buscando aprimorar a relagao inércia/peso,
como nos materiais laminados e sanduiche, ou para atender pré-requisitos de desempenho
estrutural, como no caso do concreto armado, a associacao de fases distintas estabelece

novas aplicagoes que se traduzem em ganhos econdémicos.

A ampla aplicabilidade de compdsitos e sua importancia econdmica se traduz
em grande numero de estudos. Por exemplo, ressaltando brevemente pesquisas recentes,
Linganiso e Anandjiwala (2016) discutem a utilizagdo de materiais compdsitos laminados
reforcados por fibras na engenharia aeroespacial. Williams e Starke (2003) realizam uma
revisao dos materiais utilizados na construcao aeronautica, dentre eles ligas metélicas,
plasticos reforgados por fibras de carbono, laminados metélicos reforcados por fibras,
compositos reforgados com fibras de vidro, dentre outros. J4 Zhang, Chen e Hu (2018)
fazem um apanhado dos avancgos tecnolégicos nos tltimos anos para materiais empregados
na industria aeronautica, dentre eles compésitos e laminados, levando-se em conta os
desafios a serem superados. Em Giridharan e Rakham (2018) ¢ realizada uma analise
experimental de laminados metalicos refor¢cados com fibras. O trabalho de Al-Oqla e Sapuan
(2014) foca no uso de materiais poliméricos reforgados com fibras naturais na industria
automotiva. Marsh (2003) também discute o uso de materiais compésitos ecologicamente
amigaveis, como polimeros reforcados por fibras vegetais, na industria automotiva e sua
crescente tendéncia de utilizagdo. No trabalho de Tran, Nguyen e Lau (2018) ¢ feita uma
analise da performance ao fogo de compositos poliméricos para infraestrutura maritima. Li
et al. (2019) promovem a melhoria das propriedades térmicas de compédsitos poliméricos

com a adigao de enchimento metélico (filler).

A complexidade para determinar o comportamento global e local de materiais
compdsitos tem levado ao desenvolvimento de diversas formula¢oes numéricas, empregando
modelos equivalentes com propriedades homogeneizadas para um sélido (LI; MA; CUI, 2016;
MATINE et al., 2013; SEYEDEIN et al., 2016; WANG; XIAO; QIN, 2017; DONDERO et
al., 2011; MATINE et al., 2015; VIEIRA; MARQUES, 2019; AHMADI, 2017; GOU et al.,
2015; PENNEC et al., 2013; RAMOS; SANTOS; ROSSI, 2017); modelos que fazem uso de
técnicas de embutimento (SHE; WANG; LI, 2019; CHATTERJEE et al., 2019; JEFFERS;
SOTELINO, 2012) e modelos totalmente discretos (NAGY; NEHME; SZAGRI, 2015; LI

et al., 2012) cada qual com objetivos e limitages distintas.
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Em termos de comportamento mecanico e térmico, este trabalho propde a modela-
gem numérica do comportamento elastoplastico de materiais compositos reforcados com
fibras ou inclusoes (elementos de reforgo particulados) dispersas na matriz do compdsito e

em situagoes nao isotérmicas.

A resposta termodinamica é determinada por formulagdao baseada na energia livre
de Helmholtz e nas primeira e segunda leis da termodinamica, relacionando as variaveis
internas do compdsito, como a entropia, a distribuicao da temperatura e o fluxo de calor,
utilizando o método dos elementos finitos para resolucao do sistema de equacgoes diferenciais
parciais (CARRAZEDO, 2009; CARRAZEDO; CODA, 2010). O tépico de transferéncia de
calor em meios reforgados com fibras e particulas é estudado com frequéncia atualmente,
vide Chen et al. (2002), Briffaut, Benboudjema e D’Aloia (2016), Dean et al. (2015), dentre

outros. Isto sugere um forte interesse no estudo deste tipo de compdésito.

Quanto a resposta mecanica, é empregada uma formulagao nao linear geométrica
com descrigao Lagrangeana total com cinematica exata. Nesta formulagao é escrito um
funcional de energia a partir de uma funcao mudanga de configuracao que relaciona as
configuragoes inicial e atual. Por fim, o método de Newton-Raphson ¢ utilizado para
solucionar o sistema de equacdes nao lineares resultantes da minimizagao deste funcional

de energia.

Elencando alguns trabalhos que fizeram uso do método dos elementos finitos
posicional, em Greco e Coda (2004) é feita andlise ndo linear geométrica estatica de
estruturas reticuladas planas. J4 em Greco e Coda (2006) ¢ realizada andlise nao linear
dindmica de estruturas reticuladas planas. Marques (2006) desenvolve formulagao nao
linear geométrica para sélidos bidimensionais, com o objetivo de estudar comportamento
dindmico com impacto. Em Maciel (2008) é feita analise nao linear geométrica de problemas
envolvendo porticos planos e sélidos tridimensionais. Coda (2009) apresenta formulagao
para elementos de pértico 3D com segao arbitraria. Em Coda (2015) é mostrada formulacao
de cascas laminadas para os casos estatico e dinamico. Paccola, Piedade Neto e Coda
(2015) fazem analise em meso e macroescala de materiais compositos reforgados por fibras
propensas a deslizamento. Por fim, em Paccola e Coda (2016) é desenvolvida formulagao

para materiais compositos reforcados por elementos particulados com aderéncia total.

As fibras e particulas sdo incluidas ao se escrever as suas posi¢oes nodais em fungao
das posigoes dos nés da matriz, na qual as fibras e particulas estao imersas. Tal abordagem
garante a devida insercao da energia interna destes elementos sem a introducao de novos
graus de liberdade. Neste caso, é considerada perfeita aderéncia entre as fibras e elementos
particulados com a matriz, nao possibilitando escorregamento (VANALLI; PACCOLA;
CODA, 2008; SAMPAIO, 2014; MOURA, 2015). O mesmo procedimento é realizado para

a inclusdo destes elementos no problema térmico, guardadas as devidas diferencas.
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A representacdo de compésitos reforcados com fibras e elementos particulados, com
a devida discretizacao e desacoplamento de suas respectivas malhas por meio da técnica de
embutimento proposta, em situagdes nao isotérmicas e contemplando processos fisicamente
e geometricamente nao lineares, é de suma importancia e favorece uma vasta gama de

analises envolvendo meios reforcados e transferéncia de calor.

1.1 Justificativa

Os materiais compésitos vém ganhando destaque pelas suas vantagens em diversas
areas da engenharia, em especial devido as relagoes inércia/peso e rigidez/peso. Com
seu emprego cada vez mais usual em elementos estruturais primarios, deve-se aprofundar
o estudo para situac¢des nao isotérmicas e em especial para estruturas reforcadas com
grande quantidade de fibras e elementos particulados. De forma geral os modelos mais
correntes consideram as propriedades de tais compositos de forma homogeneizada, o que
pode acarretar em valores de erro significativos, em especial no caso da existéncia de
efeitos localizados. A efetiva discretizacao das fases do compdésito, mas sem incremento no
numero de graus de liberdade devido ao desacoplamento de suas malhas ¢é, sem duvida,

solugao eficaz para devida modelagem do comportamento termoplastico do compdésito.

Tal modelo numérico seria capaz de analisar um grande leque de problemas de enge-
nharia, no que concerne materiais compositos em regimes termodinamicos. A caracteristica
principal de permitir o desacoplamento e independéncia das malhas de elementos finitos
que descrevem as fases proporciona uma maior abrangéncia de aplicagao do modelo em
comparacao com os métodos tradicionais, pois evita-se o aumento significativo do ntimero
de graus de liberdade do problema final e permite uma maior liberdade e simplificacao no
processo de criagdo das malhas de elementos finitos das fases. Tais aplicagoes podem ser
nas areas de otimizacao, confiabilidade, problemas multifisicos e acoplamento com outros

modelos.

Entende-se que este trabalho contribua de forma relevante ao estado da arte da
modelagem termomecanica de materiais compdésitos com o desenvolvimento e emprego da
técnica de embutimento para os campos térmico e termomecanico, sem a necessidade de
compatibilizacdo de graus de liberdade ou fazer uso de técnicas de homogeneizacao. O
modelo descrito neste trabalho também é capaz de modelar situacoes de nao linearidade
geométrica e fisica das fases, na forma de plasticidade e condutividade térmica dependente

da temperatura.
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1.2 Metodologia

O problema termomecéanico é desenvolvido sob enfoque da teoria classica da
termomecanica desacoplada, de forma a determinar a resposta de um corpo submetido a
esfor¢os térmicos e mecanicos. Esta abordagem é comumente empregada visto sua relativa
facilidade de aplicacao, ja que se assume que o campo de temperatura nao é influenciado
pelo campo mecéanico. Ainda assim uma enorme gama de problemas de engenharia sao

enquadrados neste regime.

O modelo térmico ¢ implementado seguindo a lei de Fourier classica, dado o fato
que as situacgoes em que sao verificadas ondas de calor nao Fourier aparentam ser muito
especificas e nao sdo do interesse deste trabalho. O campo térmico empregado é capaz de
modelar materiais com parametros de condutividade térmica nao lineares dependentes
da temperatura sob regimes transientes. O modelo mecanico implementado segue uma
formulacao total Lagrangeana baseada em posi¢oes nodais, chamada de Método dos
Elementos Finitos Posicional, que garante a representacao de problemas nao lineares
geométricos. E considerada nao linearidade do material na forma de plasticidade, por
meio do modelo de Von Mises associativo, comumente empregado para modelar fenémenos
de plasticidade em materiais metalicos. Também ¢é assumido um regime de pequenas
deformacoes e portanto a decomposicao aditiva de Green Naghdi passa a ser valida para a

consideracao das deformagoes plasticas.

O modelo numérico é desenvolvido na linguagem de programacao C++, em ambiente
Linux (distribui¢do Ubuntu versao 20.04), compilador g++ 9.3.0 e biblioteca numérica
Eigen 3.3.9 (GUENNEBAUD; JACOB, 2010). O programa para a geracao da malha de
elementos finitos é o Gmsh 4.4 (GEUZAINE; REMACLE, 2009) e o visualizador utilizado
é o Paraview 5.9.0 (AHRENS; GEVECI; LAW, 2005).

1.3 Objetivos

» Estudar os processos de transferéncia de calor em meios reforcados por fibras e na

presenca de elementos particulados.

o Desenvolver formulacao termodinamicamente consistente para transferéncia de calor

em compositos, empregando-se a técnica de embutimento proposta.

o Desenvolver formulagao nao linear geométrica e fisica, a luz da termomecanica
desacoplada, para materiais compositos termoelastoplasticos sujeitos a variacao de

suas propriedades materiais em condi¢bes nao isotérmicas.

o Implementar a formulacao em modelo numérico baseado no Método dos Elementos
Finitos (para o problema térmico) e Método dos Elementos Finitos Posicional (para

o problema mecénico).
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1.4 Organizacao do trabalho

O trabalho segue a ordem definida a seguir:

No capitulo 1 é feita a introducao do tema do trabalho e delimitacao, justificativa,

metodologia, objetivos e a organizacao do mesmo.

No capitulo 2 é descrita a revisao bibliografica realizada acerca do estado da arte

na modelagem térmica e termomecanica de materiais compésitos.

No capitulo 3 é realizada uma discussao sobre a termodinamica e em especial sobre
a lei de Fourier e um apanhado da bibliografia sobre ondas de calor nao Fourier. Por
fim é feita a definicao do regime de termodindmica desacoplada que norteia o modelo

implementado.
No capitulo 4 é descrita a formulacdo do campo mecanico empregado neste trabalho.

No capitulo 5 é entao descrita a formula¢gdo do campo térmico implementado no
modelo do trabalho.

No capitulo 6 é feita uma descri¢do mais detalhada sobre o campo termomecanico, a
forma de consideracao das deformagoes térmicas, algoritmo de implementacao e plasticidade

nao isotérmica.

No capitulo 7 se encontram as conclusoes finais do trabalho e propostas para

trabalhos futuros.






31

2 ESTADO DA ARTE DA SIMULACAO TERMICA E TERMOMECANICA DE
MATERIAIS COMPOSITOS

O foco deste trabalho é a proposta de um modelo numérico termomecanico que
contemple materiais compoésitos de tal forma que as malhas de elementos finitos de suas
respectivas fases sejam independentes e nao ocorra incremento no nimero de graus de
liberdade total. A seguir sdo apresentados alguns modelos térmicos e termomecanicos,

analiticos ou numéricos, de materiais compositos encontrados na literatura.

De acordo com Azim et al. (2014) é possivel identificar e classificar os modelos
de sélidos compdésitos existentes em 3 categorias de acordo com a metodologia utilizada:
discretizacao, embutimento e homogeneizacao. A figura 2.1 representa a ideia de cada

metodologia, respectivamente.

Figura 2.1 — Classificacdo das metodologias para simulacao de compésitos reforgados.

Matriz Matriz
/ ® / N6 da matriz

v ,~ N6 da matriz \ Compatibilizacao entre
matriz e reforgo

( | A y N6 do elemento
)

Nés compartilhados de reforco
entre matriz e reforgo \

Elemento de reforgo Elemento de reforco
(a) Discretizagao (b) Embutimento
Matriz

/ N6 da matriz
ame

Regiao com propriedades
< da matriz e reforco
homogeneizadas

(c) Homogeneizacao

Fonte: elaborado pelo autor.

2.1 Modelos por discretizacao

Modelos para materiais compésitos por discretizacao total, no que concerne o
método dos elementos finitos, baseiam-se na completa definicao da geometria e estrutura
de todas as fases que integram o compoésito. Como consequéncia, surge a necessidade de

compatibilizacao de todos os nés resultantes da malha de elementos finitos, o que pode
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acarretar em dificuldades no processo de geracao da malha do dominio. De forma geral,
por realizar a discreticao de todas as fases do compésito, obtém-se resultados com 6tima
acuracia e captura de fendmenos localizados. A seguir serdao discutidos alguns modelos

térmicos e termomecanicos por discretizagdo total.

Nagy, Nehme e Szagri (2015) fazem uma anélise térmica numérica e experimental
de amostras de concreto com incorporacao de fibras metalicas, variando-se o seu percentual
de inclusao. Em seu trabalho foi realizada a completa discretizacao dos elementos que
compoem o modelo de concreto com fibras. A quantidade de fibras nas amostras variou
de 264 até 461, dependendo do percentual de inclusao. Para a modelagem das amostras
foi empregado o software Autodesk Simulation CFD, tomando-se o cuidado de verificar a
orientacao e colisao das fibras no dominio. A figura 2.2 mostra o modelo e distribuicao das
fibras metdlicas na amostra, junto com o modelo final de elementos finitos discretizado.
Percebe-se que a total discretizacao das fibras no dominio gera um alto niimero de elementos

finitos e de graus de liberdade para o problema.

Figura 2.2 — Discretizacdo total dos elementos do compésito analisado. (a) Modelo geomé-
trico da fibra empregada (b) Distribuigao das fibras na amostra (¢) Campo
de temperatura no modelo de elementos finitos.

Tomget ruturs - Caioe
a) (‘} »
u

b) ‘

Fonte: Nagy, Nehme e Szagri (2015)

Como resultado, concluiu-se que a inclusao de fibras metalicas sao capazes de
aumentar o coeficiente de condutividade térmica em comparacdo com uma amostra
de concreto puro. Entretanto, a inclusao de fibras no concreto também aumenta sua
porosidade, o que gera um impacto significante na conducao térmica. Portanto, para a
correta modelagem da condugao de calor em estruturas de concreto com incorporagao de
fibras metalicas, faz-se necessario também levar em consideracao o aumento da porosidade
e, consequentemente, reducao do coeficiente de condutividade. Ou seja, tem-se um efeito
conjunto de aumento da condutividade provocado pelas fibras e reducao da condutividade

pelo aumento da porosidade.
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Em Li et al. (2012) ¢é efeita andlise do comportamento térmico de compédsitos
poliméricos com inclusdo de nanotubos de carbono. Foram analisados dois tipos de
compositos, com base polimérica de epoxy e poliolefina, incorporados com fibras de
nanotubos de carbono. Também foram feitas varias amostras, variando-se o teor de

incorporagao dessas fibras de 1% até 22% de fragao volumétrica.

A figura 2.3 mostra o modelo do compdsito e sua distribuicao de fibras junto com a
sua respectiva discretizacado em elementos finitos para o caso de 22% de fracao volumétrica.
Por meio da figura 2.3b, perceber-se que é necessario um elevado niimero de elementos
finitos, e por consequéncia um grande nimero de graus de liberdade, para contemplar

todos os elementos de fibra no dominio do compdsito.

Figura 2.3 — Modelo do compésito com distribui¢ao de fibras em seu dominio. (a) Modelo
e distribui¢do das fibras de nanotubos de carbono no dominio da amostra (b)
Discretizacao das fibras e dominio em elementos finitos.

Fonte: Adaptado de Li et al. (2012)

Uma consequéncia direta desta grande quantidade de elementos finitos é o elevado
custo computacional para sua analise térmica. A tabela 1 demonstra o custo computacional

em segundos (s) em relagdo ao teor de incorporacao de fibras.
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Tabela 1 — Custo computacional em relagao ao teor de incorporagao de fibras no compésito
polimérico.

Ntmero de nanotubos Fragao de volume (%) Elementos (x10%) Nos (x10°) Tempo (s)

6 1 0,18 0,23 40

21 3 0,79 1,05 372
40 6 1,25 1,67 915
59 9 1,47 1,95 1481
122 15 1,90 2,53 2847
255 22 2,13 2,82 4322

Fonte: Adaptado de Li et al. (2012)

Por fim, o trabalho de Li et al. (2012) conclui que a incorporacao de nanotubos de
carbono em polimeros é capaz de contribuir positivamente no coeficiente de condutividade
térmico. Entretanto, similarmente ao caso da incorporacao de fibras metalicas em concreto,
a interface entre os nanotubos e a matriz polimérica interfere de forma significativa
reduzindo o coeficiente de condutividade térmica do compdsito, e portanto, ndo pode ser

desconsiderada.

Meena et al. (2021) se preocupam em realizar uma analise termomecanica em
compésitos de 0.94Nay /»Bi; 5 Ti03-0.06BaTiO3 (NBT-6BT) com incorporagoes de ZnO.
Este material compdsito em especifico é considerado uma alternativa promissora aos
materiais piezoelétricos convencionais baseados em chumbo, que por sua vez causam
graves problemas de satide e ambientais. Como requisito, é necessario que tais materiais
mantenham suas caracteristicas piezoelétricas quando submetidos a diversos tipos de

solicitacoes termomecanicas.

Para realizar a modelagem e investigagdo do material sob regimes termomecénicos,
no estudo foi desenvolvido um fluxo de trabalho especifico que permite a anélise do
composito pelo método dos elementos finitos por meio da discretizacao total do dominio.
Num primeiro momento sao feitas varreduras da estrutura interna do compodsito por
microscopia eletronica. Posteriormente tais imagens alimentam um software especifico que
é responsavel por identificar as regides de matriz (NBT-6BT), inclusées (ZnO) ou poros.
Por fim, procede-se para a total discretizacao do dominio em elementos finitos, como
demonstrado na figura 2.4. A figura 2.4a mostra a delimitacao e definicao das regioes que
representam a matriz, inclusoes e poros, enquanto que a figura 2.4b mostra o dominio do

problema ja com a malha de elementos finitos e condi¢oes de contorno mecanicas impostas.
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Figura 2.4 — (a) Delimitacdo e definicdo das regides correspondentes a matriz, inclusoes e
poros. (b) Malha de elementos finitos resultante para o compdsito, junto com
as condigoes de contorno mecanicas.

(a)

X
Fonte: Adaptado de Meena et al. (2021)

Como conclusao do trabalho, os resultados mostram que os maiores valores de
tensao se localizam préximos da interface entre a matriz e inclusoes, tornando esta regiao
importante para a estabilidade térmica do compdsito. Ainda, a orientagdo das inclusoes de
7Zn0O também interferem na estabilidade. Portanto, recomenda-se o emprego de inclusoes
no formato de nanofibras ao invés de particula ou pé. Por fim, quando submetido a
carregamentos mecanicos, o processo de falha comeca nas regides de poros, ao invés da

interface entre matriz e particula.

Lusti, Hine e Gusev (2002) se preocupam em estudar compésitos de matriz po-
limérica reforcados por fibras de vidro com orientagoes distintas quando submetidas a
solicitagoes termomecanicas. Para tanto, realizam-se modelagens numéricas em elementos
finitos e validacao experimental. Para modelagem numérica foi empregada discretizagao
total das fases constituintes do compésito, como demonstrado na figura 2.5. As figuras
2.5a e 2.5¢ mostram as distribui¢bes geométricas das fibras de vidro no interior da matriz
polimérica. Ja nas figuras 2.5b e 2.5d é possivel ver cortes interiores das respectivas malhas
de elementos finitos resultantes. No total foram empregados aproximadamente 2,4 x 106
noés e 15x10° tetrahedros em ambas as malhas. Também sdo reportadas dificuldades no
procedimento de malhamento, principalmente nas situagoes em que as superficies das
fibras resultam muito préximas e portanto exigindo um refinamento maior da malha para

garantir um bom formato aos elementos finitos.
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Figura 2.5 — Distribuicao das fibras de vidro no interior do compdésito e correspondentes
se¢oes interiores da malha de elementos finitos resultante.

(b)
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Fonte: Adaptado de Lusti, Hine e Gusev (2002)

Por fim, foi possivel por meio dos modelos de elementos finitos por discretizacao total
reproduzir com 6tima acuracia o comportamento mecéanico e térmico, longitudinalmente e

transversalmente, dos compositos produzidos para validacao experimental.

2.2 Modelos por homogeneizacao

Uma forma de considerar as distintas fases de um compdsito numa analise de
elementos finitos sem provocar aumento no nimero de elementos finitos empregados e
graus de liberdade é pela técnica de homogeneizagao. Ao longo do tempo foram, e ainda sao,
propostas diversas metodologias de como se deve realizar o processo de homogeneizacao
a fim de corretamente considerar a contribuigdo dos elementos de reforco (fibras e/ou
particulas). A partir da homogeneizacao é possivel contornar os problemas ja descritos para
a técnica de discretizacao total. Entretanto, de forma geral, a técnica de homogeneizacao
possui a caracteristica de nao conseguir capturar de forma detalhada efeitos locais. Portanto,
¢ mais frequentemente empregada para efetuar anédlises macroscépicas, no qual os efeitos
locais nao sdo tao relevantes. A questdo estd no tamanho da inclusdo (fibra ou particula)
em relacdo a andlise realizada. Quando as inclusdes sao muito menores e em grande
quantidade, seus efeitos locais podem ser desconsiderados, e a homogeneizacao passa a
ser a técnica ideal. A seguir, sdo apresentados alguns trabalhos e modelos térmicos e
termomecéanicos com a finalidade de mostrar algumas das técnicas de homogeneizacao

encontradas na literatura.
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Dos modelos térmicos analiticos é possivel comecar destacando o modelo de Voigt
(1910) que estipula que a propriedade de interesse equivalente pode ser obtida por uma
simples ponderacao dos valores das propriedades de cada fase do composito com suas

respectivas fragoes volumétricas:
n
kequiv = Z ki Vi (21)
i=1
em que Kequip € a propriedade de interesse equivalente, k; sao as propriedades de cada fase

1 e V; sdo suas respectivas fragbes volumétricas no composito.

Outro modelo analitico é o de Reuss (1929) que assume que o inverso da propriedade
equivalente é igual ao inverso das propriedades de cada uma das fases ponderadas pelas

respectivas fragoes volumétricas. Este modelo pode ser representado como:
1 "V
=> - (2.2)
= ki

em que Kegqyin € a propriedade equivalente resultante e k; e V; sao as propriedades e fragoes

kequiv

volumétricas de cada fase i.

Alguns trabalhos, como por exemplo Bhouri et al. (2021), fazem uso dos modelos
de Voigt e Reuss como estimativas iniciais para as propriedades equivalentes do composito,
formando assim limites de valores superior e inferior, respectivamente, onde o verdadeiro

valor se encontra.

Hashin e Shtrikman (1962) propoem um modelo analitico para materiais compdsitos
entendendo que a propriedade equivalente de interesse do material se encontra entre dois
valores limites. Sao dadas duas equagoes que definem os limites inferiores e superiores para
a propriedade equivalente de um compdsito a depender de suas fases e fragoes volumétricas.

O limite inferior pode ser dado por:

Ay
ki=Kk+-—— 2.
! ! + 1-— O{1A1 ( 3)
em que
a1 = (3]?1)71 s
v (2.4)

A=Y

Ski—k) o

Ja o limite superior é dado como:

A
kS =k, + — 2.
em que
Oy = (Z:’»k:m)f1 ,
m—1 g 2.6
A Vi (2.6)
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com kj sendo o valor do limite inferior para a propriedade equivalente, £, o valor do
limite superior para a propriedade equivalente, k; o menor valor da propriedade de todas
as fases, k,, o maior valor da propriedade dentre as fases, V; a fracdo volumétrica de cada

fase i e k* satisfazendo a inequalidade:

k< k" <Kk, (2.7)

Ainda, fazendo-se os valores limites tenderem para o pior caso possivel, ou seja,
para os limites inferior tendendo a 0 e superior tendendo a co, obtém-se intervalo:

e 2.8
= i1 Vi/ki 28)

que sao justamente os modelos de Voigt e Reuss para os limites superior e inferior,

respectivamente.

Outro modelo comumente utilizado para modelagem de materiais compositos é
o modelo de Mori-Tanaka (MORI; TANAKA, 1973). Stransky et al. (2011) e Kim et al.
(2019) fazem uso deste modelo para obter o valor de condutividade térmica de compdsitos
reforgados por elementos particulados com imperfei¢oes em suas interfaces. Partindo do

seguinte problema, a distribuicdo do campo e temperatura segue:
q(x) = —k(x)h(x), V'q(x) = 0 para todo x € R? (2.9)

em que q € R3 representa o fluxo de calor, h € R? é o gradiente de temperatura 6
(h(x) = V0(x)) e k representa a matrix positiva-definida de condutividade térmica do

material dada por:

k" para x pertencente a inclusao

k(x) = { (2.10)

k™ para x pertencente a matriz

A equacao 2.9 é completada pelas condi¢oes de contorno:
0(x) = H'x (2.11)

em que H € R? é o gradiente de temperatura macroscopico do sélido. Assumindo um
problema de campo térmico linear, é possivel introduzir um fator de concentragao do

gradiente de temperatura A € R?:

h(x) = A(x)H (2.12)

De acordo com Hiroshi e Minoru (1986) e Benveniste (1987) o fator de concentracao

do gradiente pode ser expresso como:

Ax)! = (Ai)il =1—S(k™) ' (k™ — k') para todo x pertencente & inclusio (2.13)
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em que I é a matrix identidade e S € R? ¢ o tensor de Eshelby para problemas de difusdo,
descrito em Eshelby e Peierls (1957). Desta forma, por meio do fator de concentragao e
tensor de Eshelby, é possivel deduzir e levar em consideragao diversas configuragoes de
reforgo, sejam elas localizacdo, geometria ou orientacao das fases. Por fim, particularizando
para o caso de diversas particulas de refor¢o uniformemente dispersas no dominio, tem-se
a condutividade térmica efetiva k™

1Kh — K"+ SN KT

eI+ 3N T

(2.14)

em que ¢™ é a fragdo volumétrica da fase da matriz, ¢” sao as fragdoes volumétricas para
cada uma das fases r, K" representa a condutividade térmica do material da matriz, k"
representa a condutividade térmica de cada uma das fases e T" é um tensor parcial do
fator de concentracao do gradiente que leva em conta a orientagao das particulas de cada

fase r.

Para o caso mais especifico de particulas esféricas distribuidas uniformemente na
matriz, com ambos materiais das fases de comportamento isotrépico, pode-se ter a seguinte

expressao para o valor da condutividade térmica equivalente:

mj.m N_ LT k™
ph= R 2 € N (2.15)
cm 4y T 2km + kT

com k" = k" e k" = k"1

Para levar em consideracao a imperfeicado na interface das particulas, Stransky et
al. (2011) faz uso de uma condutividade térmica aparente em funcao de seu tamanho,

descrita pela seguinte expressao:

A a" K"
= —— (2.16)
aT‘K?" + kr
em que a é o didmetro da particula esférica, K" é a condutividade térmica na interface das
particulas da fase r e k" é entdo a condutividade térmica aparente empregada no modelo

2.15 para as fases das inclusoes.

Em Torquato (2013) é proposto um modelo para representacao de compdsitos de
forma que seu arranjo espacial também seja levado em consideracao. Para tanto faz-se uso
de uma formulacao que emprega func¢oes de densidade de probabilidade que descrevem o

padrao de dispersao das fases num compésito.

Assume-se que para um compoésito o dominio V(w) € R? (em que o valor realizado
w parte de uma funcao de densidade de probabilidade), de volume V', possa ser discretizado
por regides V; com respectivas fragoes volumétricas ¢;. Também ¢é introduzida a fungao
indicadora Z;(z;; w) para cada umas das fases i
1, l‘j € Vi(w),

A {07 RPN (2.17)
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As equagoes que regem o processo de condugao de calor estaciondrio num ponto z;

local de uma amostra sio:

V- -Qun(xj) =0emV, (2.18)
@Qn(x;) = —k(x;)VO(z;) (2.19)
k(xj) = > kiZi(x;) (2.20)

i=1
em que k; e Z; sdo respectivamente o parametro de condutividade e a fungao indicadora

de cada uma das fases i do compésito, @, é o vetor de fluxo de calor, 6(z;) é o campo de

temperatura e k(z;) é o pardmetro de condutividade local.

A seguir, pela relagao constitutiva ponderada do conjunto, é definido o tensor de

condutividade efetivo k,:
< Qn(l']) >= —ke(l'j) < VQ(Z‘]) > (221)

em que os colchetes < e > denotam uma operacao de média do conjunto. Torquato
(1991) ainda define conjunto como uma colegao de um grande nimero de sistemas que sao
idénticos macroscopicamente, mas diferentes microscopicamente. O tensor k. descreve o
comportamento macroscopico do sistema no limite em que a razao da escala microscépica
para a escala macroscopica tende a zero. Anisotropia macroscopica pode ainda surgir
por meio de assimetria na microestrutura, como orientagao na distribuicao, inclusées nao
esféricas, presenca de laminas e camadas, etc. A equacgao 2.21 ainda é valida nas situacoes

em que o compdsito possua fases com anisotropia.

Como exemplo, em Torquato e Rintoul (1995) é desenvolvido um modelo que define
os limites superiores e inferiores para a condutividade efetiva de composito formado por
inclusoes esféricas uniformemente distribuidas no dominio. A equacao 2.22 define o valor

superior para a condutividade efetiva do composito:

j<DU:1+<@_1)¢2—§Z
Ey = ¢o{n[—(a — 1)%]}? (2.22)

Fy = (a—1)?[3¢, + (a — 1)(2601 + ¢2)]

em que o = ko /ky é a razao de condutividade entre inclusao e matriz, ¢; e ¢ sao as fragoes
volumétricas da matriz e inclusao, respectivamente e (5 é um parametro microestrutural,
obtido por meio da integral de uma funcao de correlagao espacial da dispersao, como

descrito em Torquato (1991).



41

A seguinte equacao definite o valor inferior para a condutividade efetiva:
ke 1 E 7!
—>D; =<1 ——1 - =
k= OF {+<oz >¢2 FL}
ELL = ¢2[2¢1 (o — 1) (2.23)
Fr = 60*{¢2[(r — 1)*]}
+(a = a®){4[gr(a = I + 2Gd1(a — 1)}

em funcdo dos mesmos parametros descritos anteriormente.

Ainda sobre os modelos de homogeneizacao para problemas térmicos, é possivel
citar os modelos de ordem numérica. No trabalho de Wang, Xiao e Qin (2017) é feita uma
analise térmica de material compédsito constituido por feixes de fibras naturais. Para a
modelagem do material foi utilizada a técnica do elemento volumétrico representativo
(Representative volumetric element, RVE), buscando um pardmetro de condutividade
térmica efetivo (equivalente) que represente a menor unidade constituinte do padrao que

representa a estrutura.

A figura 2.6 mostra o esquema hierarquico em 3 niveis adotado no trabalho e
padrao do material compdsito. Basicamente o material é composto por um feixe de fibras

naturais (Lumen) e este feixe de fibras se repete num padrao retangular ao longo da matriz

do sélido.

Figura 2.6 — Esquema hierdrquico de material composto por feixes de fibras naturais. Neste
caso, o material é composto por uma hierarquia de 3 niveis, partindo do
Lumen até o nivel macroscopico.

RVE

O

Nivel ] €=====emmccmccncaaa= Nivel 2 €=======- Nivel 3

I Matriz [ |Feixedefibras[___ |Lumen [ |Regido Sélida
Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017)

Para a analise do solido por meio do RVE, foram realizados dois passos de homoge-
neizagao, demonstrados figura 2.7. Inicialmente realiza-se a homogeneizacao das fibras de
Lumen no feixe de fibras para posteriormente efetuar a homogeneizacao dos feixes de fibra

ao longo da matriz do sélido.
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Figura 2.7 — Procedimento de homogeneizacao em dois passos. (a) RVE original. (b)
Primeiro RVE equivalente com as fibras de Lumen homogeneizadas no feixe.
(c) Segundo RVE equivalente com todos os feixes de fibra homogeneizados no
solido.

(b) (c)
Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017)

Para a andlise do RVE, segundo a figura 2.8, foram estabelecidas condigoes de
contorno térmicas a fim de se obter um parametro de condutividade efetivo, ou equivalente,
que representasse adequadamente o RVE. As condigoes de contorno impostas foram de
Dirichlet, sendo Ty = 0°C na face direita e T} = 20°C na face esquerda e isolamento

térmico nas bordas superior e inferior.

Figura 2.8 — Condig¢bes de contorno para anélise térmica do elemento volumétrico repre-

sentativo.
Borda isolada termicamente
—> —>
— —
— —
— —
T —= —= Ty
e —_—
— —
— —
—> —
— —

Borda isolada termicamente

Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017

~—

As figuras 2.9 e 2.10 mostram os RVEs e suas respectivas discretizagoes em elementos
finitos. A andlise térmica foi efetuada por meio do software ABAQUS e requeriu 51680
elementos finitos quadraticos para o caso da figura 2.9 e 12247 elementos para o caso da
figura 2.10.
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Figura 2.9 — Discretizacdo em elementos finitos das fibras de Lumen, num feixe de fibras.
(a) Esquema das 106 fibras de lumens. (b) malha de elementos finitos.

(a) (b)

Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017)

Figura 2.10 — Discretizacao em elementos finitos na matriz de um feixe de fibras homo-
geneizado. (a) Esquema do feixe de fibras homogeneizado. (b) malha de
elementos finitos.

(a) (b)
Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017)

Apés realizada a andlise térmica e de posse do campo de temperatura, é possivel
calcular o coeficiente de condutividade térmico efetivo para o material compésito por meio
da seguinte equacao:

QL

he =
(Ty — To)

(2.24)
em que k. é o coeficiente de condutividade térmico efetivo, ) é o fluxo de calor médio nas
bordas do RVE, L é o comprimento do RVE e T} e Tj sao as temperaturas impostas como

condicao de contorno.

A figura 2.11 mostra os resultados de k. obtidos, normalizados em relacao ao
coeficiente de condutividade térmico dos lumens k;. Naturalmente, quanto maior a conduti-
vidade dos componentes constituintes do compdsito, maior sera a condutividade efetiva do
composito. Ja a figura 2.12 mostra respectivamente a variacao de k. em relagdo a variagao

de volume dos feixes de fibras e do volume de lumens num feixe.



44

Figura 2.11 — Valores normalizados da condutividade efetiva k.. (a) Variagdo da conduti-
vidade efetiva com a condutividade do sélido que compoe do feixe de fibras
ks. (b) Variagdo da condutividade efetiva com a condutividade do feixe de
fibras homogeneizado k.

10.5 T T T T T T T T T T

ke ki
kefky
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kg ki
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(a) (b)
Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017)
Figura 2.12 — Variagdo do parametro k. em funcdo do volume dos feixes e de lumens num

feixe. (a) Variacao de k. com o percentual de volume de feixes de fibras. (b)
Variacao de k. com o percentual volumétrico de lumens num feixe de fibras.

10.0

9.5

9.0

ke/kg
ko ke

8.5

10 20 30 40 50 600

Vb (%)

(a) (b)

Fonte: Adaptado de Wang, Xiao e Qin (2017)
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No trabalho de Ahmadi et al. (2010) é investigada a transferéncia de calor através
de materiais compositos com inclusao de fibras por meio de um método sem malha. Para a
analise do composito, também foi feito uso do elemento volumétrico representativo (RVE),

como mostrado na figura 2.13.

Figura 2.13 — Esquema do elemento volumétrico representativo estudado.

T 5

RVE

Fonte: Adaptado de Ahmadi et al. (2010)

Por se tratar de um método sem malha, foi utilizado o método dos minimos
quadrados para a solu¢ao numérica. Foram considerados também materiais homogéneos
no dominio. Para o caso do método dos elementos finitos a consideracao de materiais
heterogéneos é natural, bastando coincidir os nds e elementos na fronteira dos materiais,
entretanto para métodos sem malha a abordagem ¢é distinta. No trabalho foram criados
dois pontos no mesmo local ao longo da interface, cada um pertencendo a cada um dos

materiais.

A figura 2.14 mostra o campo de temperatura resultante através do RVE. De posse
do campo de temperatura e do valor médio do fluxo de calor, é possivel calcular um

coeficiente de condutividade térmico equivalente por meio da seguinte equacao:

Q a

K==
YT AT - T,

(2.25)

em que K é o coeficiente de condutividade térmico do RVE, Q é o valor médio do fluxo de
calor, A é a area do lado direito do RVE, a ¢é a altura do RVE e T7 e T5 sao as temperaturas
impostas como condi¢ao de Dirichlet nas faces esquerda e direita, respectivamente. Nota-se

que a equagao 2.25 é muito similar a equagao 2.24.



46

Figura 2.14 — Campos de temperatura através do RVE. (a) Campo térmico no caso do
coeficiente de conducdo térmico da fibra k7 for maior que o coeficiente da
matriz k™ (k/ > k™). (b) Campo térmico para o caso de kf < ky,.
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Fonte: Adaptado de Ahmadi et al. (2010)

Por fim, também foi analisada a influéncia do percentual volumétrico de inclusao
das fibras no coeficiente de condutividade térmico do compoésito. A figura 2.15 mostra esta
relagdo. Nota-se que os valores numéricos calculados ficam préximos dos valores analiticos

para para fracoes volumétricas (V) menores que 50% e obedecem uma propor¢ao nao
linear.

Figura 2.15 — Condutividade térmica transversal do compdésito.

'[— Método sem malha
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Fonte: Adaptado de Ahmadi et al. (2010)
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No trabalho de Vieira e Marques (2019) é feita a andlise térmica de compoésitos
com fibras imersas por meio do método dos volumes finitos, desenvolvido em Cavalcante
e Khatam (2012) e Escarpini Filho e Marques (2014). Em seu trabalho, é proposto um
modelo tridimensional para representar compositos com a inclusao de fibras ou particulados

arranjados num padrao periédico.

Basicamente é criado uma célula unitaria repetente (RUC) que contemple as
diversas fases, como as fibras ou particulas, integrantes do compoésito de forma similar
a técnica do elemento volumétrico representativo (RVE). Apds realiza-se a completa
discretizacao e andlise térmica da RUC, pelo método dos elementos finitos por exemplo,
para obtencao do campo de temperatura e fluxo médio ao longo do dominio da célula
unitaria. De posse do campo térmico e fluxo médio de calor nas faces da RUC, calcula-se
a rigidez térmica para cada uma das células que compoem todo o compédsito. Por fim
monta-se uma matriz de rigidez térmica global e de fluxo médio de calor global entre as
RUC:s e suas faces, de forma similar ao que ¢ realizado para o método dos elementos finitos
e seus graus de liberdade. Ao se resolver o sistema resultante da matriz térmica global e

fluxo de calor médio global, obtém-se o campo térmico do compésito.

A figura 2.16 mostra o esquema de um composito formado por um padrao periédico
de células unitérias representativas (similar ao RVE). Também é mostrado a defini¢ao de

uma destas células como uma fibra cilindrica imersa num volume cubdide.

Figura 2.16 — Esquema do compdsito refor¢cado com fibras. (a) Compésito formado por um
padrao periédico de células unitarias. (b) RUC de um compésito formado
por uma fibra curta cilindrica unidirecional.

.’__,/’6___. 6_1‘ y,l Y3

xq "-\_\. !. .. ..-// )
\t . n* .

Xa T

(a) (b)
Fonte: Adaptado de Vieira e Marques (2019)

A figura 2.17 mostra a variagao dos coeficientes de condutividade térmica transversal
e longitudinal com a variagdao da proporc¢ao volumétrica de fibras no compoésito. f = Ifon
simboliza a razao entre os coeficientes de condugao da fibra (ks) e matriz (k,,). Nota-se que
para valores baixos de 3, o aumento do coeficiente é basicamente linear com o incremento
de fibras. Entretanto, para altos valores de 3, o incremento de condutividade térmica passa

a ser de forma nao linear.
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Figura 2.17 — Variagao dos coeficientes de condutividade térmica transversal k7. e longitu-
dinal k] com a fragdo volumétrica de fibras. (a) Variacdo do coeficiente de
condugao térmico longitudinal (k}) com a variagao da fragdo volumétrica
de fibras (b) Variagao do coeficiente de condugao térmico transversal (k)
com a variagao da fragdo volumétrica de fibras.
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Fonte: Adaptado de Vieira e Marques (2019)

A figura 2.18 mostra a variagdo da condutividade térmica normalizada com o
incremento de proporcao de fibras para dois valores de 3. Novamente percebe-se que, para

altos valores de (3, o incremento se da de forma nao linear.

Figura 2.18 — Variacao da condutividade térmica normalizada com a propor¢ao de fibras.
(a) Variacao da condutividade térmica homogénea normalizada do compédsito
com a variac¢ao da fracdo volumétrica de fibras para = 4,4 (b) Variacao da
condutividade térmica homogénea normalizada do compédsito com a variagao
da fracao volumétrica de fibras para [ = 666.
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Fonte: Adaptado de Vieira e Marques (2019)
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Para andlises termomecanicas, também é possivel separar os modelos por homo-
geneizacao entre modelos analiticos ou numéricos. Para os modelos analiticos, além da
obtenc¢ao do valor da condutividade térmica equivalente, também ¢é necessario se calcular
as propriedades equivalentes para o campo mecanico, como rigidez, Poisson e coeficiente

de expansao térmica.

Para o campo mecénico, seguindo a mesma légica, também é possivel fazer uso
dos modelos de Voigt e Reuss, como descritos nas equagoes 2.1 e 2.2 respectivamente,
para modelar um material compésito. Liu, Feng e Zhang (2009) se preocupam em estudar
compositos compostos por camadas de diferentes fases e também faz uso destes dois
modelos para estimar os valores limites superiores e inferiores para a rigidez equivalente

do sélido.

Hashin e Shtrikman (1963) propoem um modelo de homogeneizagao para a obtencao
dos parametros que regem um modelo mecanico para um compoésito. Da mesma forma
que, para o caso da condutividade térmica equivalente, também sao obtidos dois valores
limites que devem compreender o valor real da propriedade equivalente. Os valores limites
inferiores para o médulo de elasticidade volumétrico (K7) e mddulo de cisalhamento (G7)

de um material de m fases sdo dados por:

Ay
Kf— K +—-1
L T mA (2.26)
. B, '
=TI,
com
S S
V7 3K, + 4G,
5 Bl 4Gy
' UBGL(3K, + 4Gy)’
} *T:Zm v (2.27)
K KT -y
r=—m ‘/;-
B p—
P D (e )

em que K é o menor valor de médulo de elasticidade volumétrico dentre as fases e Gy é o

menor valor de modulo de cisalhamento entre as fases.

As seguintes expressoes reportam os valores do limite superior dos respectivos

modulos:
A
Ko = Kom + 1 A,
. (2.28)
GY =G, + d
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com
B 3
G = TRK 4G,
B (K +2G,,)
Pm = 5Gm (3K + 4G, 020)
r=m-—1 ‘/r 229
Am: rzz:l [KT—Km]_l_OZm7

r=m—1 ‘/r
Bn= 2 p@ e =5

em que K, é o maior valor de médulo de elasticidade volumétrico dentre as fases e G, é

o maior valor de médulo de cisalhamento entre as fases.
Para ambos os médulos as inequalidades se mantém preservadas:
* * *
K <K'<K,,

(2.30)
G <G <G

Novamente vale notar que, ao se fazer os valores dos limites tenderem para o pior

caso possivel, obtém-se os seguintes limites superior e inferior para os dois modulos:

Ui 1
KV, > K> ————,
2 s
. 1 (2.31)
2 VG

Por fim, de posse do médulo de elasticidade volumétrico e do médulo de cisalha-

mento, calculam-se os valores limites para a rigidez do compdésito:

. 9KIGY
1 — )
3K + Gj
e OKLGE, (2.32)
" 3K, + G,

O modelo de Mori-Tanaka também é comumente empregado para a modelagem
mecanica de compositos. Posteriormente Benveniste (1987) reapresenta o modelo por meio
de uma abordagem mais direta, com foco e interpretagoes diferentes. Parte-se de condi¢oes

de contorno homogéneas em deslocamento e tensao:

u(S) = €'z,

2.33
.(9) =o'n (233)

em que u(S) e 0,(S) sao o deslocamento e tensdo aplicados sobre a superficie S. €’ e o

sao a deformacao e a tensao constante no dominio e n é o vetor externo normal a superficie

S.
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Define-se também:
€ = ‘/1@(1) + ‘/2 {3(2)} — 60,

2.34
o =Vig" + 1 {e?} =0’ (234

em que €2 e &3 sdo a deformacio e tensdo média dependente da orientacio de uma
particula tipica individual e as chaves simbolizam o valor médio sobre todas as direcoes.
€M e &M sdo a deformacio e tensao média na matriz, Vi e Vs sdo as fracoes volumétricas
da matriz e inclusoes respectivamente e as grandezas € e @ sao a deformagao e tensao

média totais.

E também definido o tensor de rigidez efetiva L* e o tensor de flexibilidade M* da

seguinte forma:

o = L€,
(2.35)
e=M'c
sendo possivel encontrar em Hill (1963) a representagao destes tensores como:
L* =L+ V,[(Ly— L) A],
L+ Va[(Ly — Ly) A] 06)

M* = M, + V, [(M, — M) B]

em que L; e M; sao os tensores de rigidez e flexibilidade das fases e os tensores A e B

sao chamados de fatores de concentracao, definidos como:

(2.37)

Desta forma, de posse dos fatores de concentracao A e B é possivel modelar e
representar compoésitos com diversas configuragoes de reforgo. Fazendo-se uso dos resultados
do trabalho de Eshelby e Peierls (1957), para o caso de particulas elipsoidais, estes fatores

podem ser dados por:

A=[I+8L" (L~ Ly)] .
. (2.38)
B- Lz{[I—i- SLi' (L — Ly)] }Ml

em que I é o tensor identidade de quarta ordem e S é o tensor de Eshelby.

Para o caso particular de composito reforcado por inclusoes esféricas tem-se entao

para os valores do médulo de elasticidade volumétrico K* e do moédulo de cisalhamento

G*:

K*— K, Ky— K, 117"

St S 7/AD  JIE) VAN i S :

Ky — K, 2{ 1[K1+ZG1”

o ey (2.39)
- 1 2 1

SSL S VAD S TS VA PR L

Gy — Gy 2{ 1[G1+f1]}

com f1 = G1(9K1 -+ 8G1)/6(K1 + 2G1)
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De posse dos modulos equivalentes K* e G* é possivel calcular o médulo de rigidez

E* equivalente para o compdésito.

Vale notar que, desde entao, varios trabalhos vém fazendo uso, modificando e
ampliando o modelo de Mori-Tanaka. Por exemplo, Gong, Li e Zhao (2011) e Imani
et al. (2018) propdem modificagdes no modelo para modelar compdsitos com alta taxa
de porosidade e vazios de formatos diversos. Sadeghpour et al. (2020) propoem outra
modificacdo para modelar compositos refor¢cados com particulas de grafeno sujeitos a
grandes deformagoes e escorregamento na interface inclusdo/matriz. Yun et al. (2021)
modificam o tensor de Eshelby para acomodar inclusdes de nanotubo de carbono onduladas,

levando em consideragdo comportamento elastoplastico e dano ductil.

Ainda no sentido da modelagem termomecanica analitica, resta obter o coeficiente
de expansao térmico do compésito. Lu (2013) e Bhouri et al. (2021) citam alguns dos
modelos mais comumente empregados para se obter o coeficiente de expansao térmico

equivalente, a comecar pelo modelo de Voigt:
N

o =Y Ve, (2.40)
r=1

em que o* é o coeficiente de expansao térmico equivalente, V,. é a fragdo volumétrica e «,

é o coeficiente de expansao térmico de cada fase r.

Analogamente, é possivel empregar o modelo de Reuss:

B YN Ve K,
- SNVK,

*

a (2.41)

em que K, é o mbdulo elastico volumétrico de cada fase r.

No modelo de Kerner (1956) é assumido que o compdésito é macroscopicamente
isotropico e homogéneo, com particulas esféricas imersas em matriz isotropica. Assim, o
coeficiente de expansao térmico é dado por:

(ap — am) Vo Vin (K — Ki)

2.42
VoK, + Vi Ko + (3K, K, /4G ) (242)

o =a,V, + Vi +

com «, € a,, sendo os coeficientes de expansao da particula e matriz respectivamente,
V, a fracao volumétrica da fase da particula e V,, a fracao volumétrica da matriz, K, o
modulo elastico volumétrico da particula e K, o modulo elastico volumétrico do material

da matriz e GG,,, o modulo de cisalhamento da matriz.

O modelo de Schapery (1968) é capaz de produzir limites superiores e inferiores
mais justos que os limites dados pelos modelos de Voigt e Reuss:
4Gm} (Kus — Kp)(am - O‘p)Vv )
Kpg 4G, + 3K, ’

4GP :| (KHS - Km)(ap - am)‘/m
Kus 1G, + 3K,

asiP = Vpoép + Voo + {
(2.43)

ol — Vpap + Vo, + {
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em que G, é¢ o mdédulo de cisalhamento das particulas e Kz g é o médulo eldstico volumétrico

médio entre os valores limites Kyg; ¢ Kys— dados por Hashin e Shtrikman (1963):

3v, 17
+ .
Kn,—K, 3K,+4G,| '’
-1
LI 3(1-V3)
K, K, 3K, +4G,,

KHS+ = Kp + Vm [
(2.44)

KHS—: m+%[

No caso de modelagem de materiais que apresentem deformagoes inelasticas, em
especial deformacoes plasticas, comenta-se alguns modelos analiticos. No trabalho de
Gavazzi e Lagoudas (1990) é descrito o procedimento para contemplar deformagoes plésticas
no modelo de Mori-Tanaka. Assumindo que hé encruamento da matriz do compésito de

acordo com o critério de Von Mises, a seguinte fun¢ao descreve a superficie de plastificacao:

flo—a)=(c—a)'Dec—-a)-Y?*=0 (2.45)

com o = {011, 09,033, T2, T13, To3 } . sendo a tensdo média na matriz e a um vetor que
corresponde ao centro da superficie de plastificacdo no espago de tensdes. D é uma matriz

numérica de constantes dada por

, azl,b:—i,c:S, (2.46)

oS O o0 o o O

oS o0 O o o O

o O O O O
—_

o O O o Q2 o
o O O @ o o

o O O o >R

C

enquanto Y ¢é a tensao inicial de plastificagao.

E também assumido que a movimentacao da superficie de plastificacdo no espaco
de tensoes se da na mesma direcao da deformacao aplicada. Descreve-se o mdédulo tangente
plastico instantaneo H para um carregamento qualquer por

do
H —

- = (2.47)

em que do = (3/2d3ijdsl-j)l/2 e deP = (2/3d€ijd5ij)1/2, com s;; sendo a parte deviatéria
do tensor de tensoes. A matriz numérica de flexibilidade instantanea M, da matriz do
composito, definida por

de = Mydo, (2.48)

pode ser escrita como My = Mg+ M}, em que M é a matriz de flexibilidade eldstica e

MY} ¢ uma matriz correspondente a parcela pléstica, dada por

M S 9q’

= 2.49
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com q=D(oc—a)eq =g parak:1,2,3eq*:%qk para k = 4,5,6.

No trabalho de Eltaher, Attia e Wagih (2020) é apresentado um modelo para
consideragao de deformacoes plasticas em materiais de gradacao funcional. Tal classe de
materiais possuem como caracteristica a variagao continua e suave de suas fases ao longo de
uma determinada dire¢ao y. Em seu trabalho, é utilizado o modelo Tamura-Tomota-Ozawa
((TAMURA; TOMOTA; OZAWA, 1973)) para representacao da plastificacao multilinear.
Entende-se que a deformacao plastica ocorra na matriz do compésito e o material da fase
das inclusdes é considerado eldstico. Segundo o modelo Tamura-Tomoto-Ozawa (TTO) as

propriedades mecéanicas que regem o modelo de plasticidade em fun¢ao da dire¢do y sao

o [ v 22 oo

_ ¢+ En\ E.
UY(y) =0ym |}4n+ <q+Ec> E,m‘/c‘|

o [(gfe o v [ e

q+ H, + H,,

dadas por:

(2.50)

em que F,,, oy, e H,, sao respectivamente o modulo de elasticidade, a tensao limite de
plastificacdo e o médulo tangente da matriz do compdsito. V,, e V.. sdo respectivamente as
fragdes volumétricas da matriz do composito e inclusoes. E. é o médulo de elasticidade da
fase da inclusdo, enquanto ¢ € um parametro referente ao modelo que representa a razao
de transferéncia de tensdo para deformacao. O parametro empirico g deve ser determinado
de forma experimental ou numérica a depender dos materiais que constituem as fases do

compoésito.

Por fim, o coeficiente de Poisson também ¢é dado em funcao de y por meio da
equagao:
v(y) = U Vi + v Ve (2.51)

com v, e v, sendo respectivamente os coeficientes de Poisson da matriz do compdsito e da

fase das inclusoes.

Dos modelos de ordem numérica para modelagem termomecanica, é possivel destacar
os modelos que também fazem uso da técnica do elemento volumétrico representativo.
No trabalho de Bhouri et al. (2021) é feita investigacao do uso de grafite em compédsito
de matriz de aluminio a fim de melhorar a durabilidade e desempenho sob solicita¢oes

termomecanicas.

Para tanto, foi realizada a modelagem do compdsito empregando a técnica do
elemento volumétrico representativo para diversas fragoes volumétricas de incorporacao
de particulas de grafite. A primeira questao a ser respondida ao se utilizar a técnica do
elemento volumétrico representativo ¢ descobrir o menor volume possivel que seja de fato

representativo do compésito. Desta forma, inicialmente foram realizadas varias simulagoes
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com a mesma fracado volumétrica, mas com numero variavel de particulas até se obter

baixa variancia nos resultados obtidos para o parametro equivalente calculado.

Neste caso, foi adotado um volume representativo que contenha 30 particulas
esféricas uniformemente distribuidas. A figura 2.19 mostra as malhas de elementos finitos
para a matriz (figura 2.19a) e inclusoes esféricas de grafite (figura 2.19b). Ao todo
foram empregados para esta malha em especifico 51401 elementos finitos tetrahédricos de

aproximacao linear para a matriz e 39408 elementos para as particulas.

Para realizar o processo de geragao de malha foi empregado um laborioso proce-
dimento de amostragem das particulas, garantindo que o composito gerado possuisse as
caracteristicas desejadas e fossem evitados defeitos na geometria. Sao reportadas dificulda-
des no processo de malhamento, principalmente no momento em que ha proximidade entre
particulas ou particulas e limites do dominio, onde ha a necessidade de grande ntimero de
elementos finitos para compatibilizacao. Também foi reportado dificuldades para gerar
comp6sitos com fracoes volumétricas maiores que 25%, pois a partir deste momento o

algoritmo de amostragem comeca a deixar de convergir.

Figura 2.19 — (a)Malha de elementos finitos tetrahédricos para representar a matriz
(b)Malha de elementos finitos para as 30 particulas esféricas.

(@) (®)
Fonte: Bhouri et al. (2021)

Apods a obtencao do valor do coeficiente de expansao térmica equivalente, foi
realizada comparacao com valores obtidos por meio de diversos modelos analiticos. Foi
encontrada boa concordancia entre os valores do RVE e dos modelos analiticos comparados.
O modelo de Schapery (1968) foi o que reportou menor intervalo de valores limites e foi
o que mais préoximo ficou dos valores encontrados pelo RVE. Com o aumento da fragao

volumétrica de grafite, o valor do coeficiente de expansao térmico tende a diminuir. Além

do mais, a porosidade também possui forte influéncia nos valores de expansao térmica.
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2.3 Modelos por embutimento

Outra forma de incluir elementos heterogéneos no dominio é pela técnica de
embutimento, podendo variar bastante na sua forma e implementagao de acordo com
os autores. Cada uma das metodologias possui vantagens e desvantagens frente outras
técnicas e modelos (homogeneizagao e/ou discreto), caracterizando sua empregabilidade de
acordo com a necessidade. Por meio deste tipo de modelagem também se deseja a correta
modelagem de materiais compédsitos sem o aumento no niimero de graus de liberdade do
problema. Entretanto, de forma geral, deseja-se também capturar algum comportamento
local na estrutura. A seguir sdo apresentados alguns modelos por embutimento encontrados

na literatura.

Nos trabalhos de Jeffers e Sotelino (2009) e Jeffers e Sotelino (2012) é proposto
um modelo por embutimento para elementos de poértico 3D compostos por fibras. Tal
modelo visa conseguir representar o fenomeno de conducgao de calor em elementos de
pértico, compostos por fibras de materiais distintos ou nao, sem o acréscimo de custo
computacional gerado pela inclusao das fibras. De forma geral, a ideia é subdividir a secao
transversal do elemento finito de pértico por diferencas finitas, e calcular a conducao
térmica através desta se¢do. A questao da acurdcia dos resultados fica por conta do grau de
refinamento da malha da secao transversal, ou seja, a quantidade de fibras que compdem
o elemento de pértico. Como ja dito, estas fibras podem ser do mesmo material, ou de
materiais distintos. A figura 2.20 mostra como o elemento de pértico espacial é definido

como um conjunto de fibras.

Figura 2.20 — Defini¢ao de um elemento finito de pértico com secao transversal composta
por fibras discretas.
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Fonte: Jeffers e Sotelino (2012)
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Como demonstracao dos resultados de tal técnica, apresenta-se um dos exemplos
numéricos encontrados em Jeffers e Sotelino (2009). Trata-se da analise de condugao de
calor através de uma secao retangular sujeita a condi¢oes de contorno de Dirichlet. A

figura 2.21 mostra a condi¢ao de contorno imposta sobre a secao transversal.

Figura 2.21 — Condicao de contorno sobre a secdo transversal.

100°C
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Fonte: Jeffers e Sotelino (2009)

A fim de se avaliar a acuracia dos resultados, foram analisados 3 casos com variacao
no refinamento da secdo transversal. A figura 2.22 mostra as 3 malhas estudadas e a

quantidade de fibras que compdem cada uma delas.

Figura 2.22 — Discretizacao da secao transversal do elemento de portico para o problema
de condugao térmica 2D na se¢do. (a) 15 fibras. (b) 45 fibras. (c¢) 72 fibras.

(a) (b) (©)
Fonte: Jeffers e Sotelino (2009)

Percebe-se pela figura 2.23 que, ao se aumentar a quantidade de fibras por meio do
refinamento da malha da secao transversal, é possivel obter um resultado mais proximo do
resultado analitico esperado. A partir de 72 fibras, realizando-se uma interporlacao dos
resultados de temperatura entre estas, ja é possivel obter um resultado muito préximo do

exato.
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Figura 2.23 — Distribuicdo de temperatura na secao 2D. (a)-(c): curvas de isotermas.
(d)-(e): temperaturas nas fibras discretas.
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Fonte: Jeffers e Sotelino (2009)

A tabela 2 mostra os resultados de custo computacional das andlises térmicas.
Percebe-se que, para uma analise 3D de conducao térmica através da secao transversal
de um elemento de barra 3D, ha uma redugao consideravel no tempo de processamento
quando comparado com o método tradicional (discretizagao total com elementos finitos 3D
no ABAQUS). Nota-se também uma redugdo drastica no nimero de graus de liberdade do
problema térmico. Entretanto, para analises puramente 2D (caso o interesse seja apenas a
distribuigao de temperatura através da segao transversal) o método proposto nao apresenta

visivel vantagem.

Tabela 2 — Comparacao do custo computacional entre os elementos de fibra e simulacao
equivalente no software ABAQUS.

Nimero de Tempo total (s)
Analise Graus de Liberdade Caso C
2D 60 0,40
3D 2117 3,50
Elementos de Fibra 135 a 216 0,80

Fonte: Adaptado de Jeffers e Sotelino (2009)

Por fim ressalta-se que, para andlises de pértico espacial, a técnica apresentada
por Jeffers e Sotelino (2012) apresenta vantagens muito interessantes, permitindo assim a
realizagdo de analises termomecénicas mais complexas, completas e numa fracdo do tempo

do método tradicional.
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No trabalho de She, Wang e Li (2019) é proposto um modelo hibrido Trefftz-MEF
(Hybrid Trefftz-FEM, HT-FEM) para contemplar materiais compésitos com inclusoes.
O sistema HT-FEM assume a existéncia de dois campos independentes: (i) um campo
interno definido dentro do elemento finito, e (ii) um campo definido ao longo do contorno

do elemento.

Um funcional variacional hibrido é introduzido para conectar estes dois campos
e todas as integrais de dominio sao transformadas em integrais de contorno, permitindo

assim a construcao de elementos finitos poligonais diversos.

Devido a independéncia do campo intra-elemento, efeitos locais como fissuras,
carregamentos discontinuos, vazios e inclusdoes podem ser capturados de forma precisa
sem a necessidade de remalhamento, como no caso do método dos elementos finitos

convencional.

Estendendo trabalhos anteriores com HT-FEM, She, Wang e Li (2019) propoem
um elemento finito poligonal com inclusao interna e revestimento para anélises térmicas.
Tal elemento foi estudado e aplicado para o caso de materiais compositos reforcados por
fibras. A figura 2.24 mostra o esquema de um elemento finito poligonal de 5 lados com a
presenca de inclusao e diversas camadas heterogéneas. Percebe-se que é possivel inserir

uma particula por elemento finito e esta particula pode possuir quantas camadas desejar.
Figura 2.24 — Modelo de particula embutida num elemento finito poligonal.

Camada j do material : Qj(j:l, 2,---, 1)

x4

Fonte: Adaptado de She, Wang e Li (2019)

Como um dos exemplos numéricos e demonstragao da capacidade do modelo HT-
FEM, She, Wang e Li (2019) realizam a modelagem da secao transversal de um material
reforcado com fibras que possuem um revestimento. Foram adotados 3 tipos de padroes
de espalhamento de fibras: (i) quadrado, (ii) losangulo e (iii) aleatério. Alternativamente
foi realizada a mesma andlise no software ABAQUS a fim de comparacao e validagdo dos

resultados.
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A figura 2.25 mostra a geometria adotada para cada um dos 3 casos analisados

(quadrado,

hexagonal e aleatério), juntamente com as malhas geradas pelo HT-FEM e

ABAQUS. A fileira (a) se refere a geometria dos problemas, a fileira (b) mostra a malha de

elementos finitos pelo método HT-FEM e por fim a fileira (c¢) mostra a malha de elementos

finitos tradicional gerada pelo ABAQUS. Nota-se que a quantidade de graus de liberdade

para o HT-FEM ¢é muito menor que a quantidade obtida pela discretizagdo completa pelo

ABAQUS. Percebe-se também que o modelo HT-FEM permite uma modelagem mais

simples do problema em questao.

Figura 2.25 — Distribuicao de fibras ao longo da se¢do. Foram analisados 3 padroes: qua-

drado, hexagonal e aleatorio.
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Fonte: Adaptado de She, Wang e Li (2019)

Por fim, a figura 2.26 mostra o resultado da andlise térmica estacionéria. E possivel

notar que os valores de temperatura resultaram praticamente iguais aos gerados pelo

método tradicional, entretanto com um ntimero muito inferior de graus de liberdade.
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Tal técnica de imersao de materiais heterogéneos dentro do dominio pelo HT-
FEM se mostra bastante interessante pela simplicidade na geracao da malha, acuracia
dos resultados e principalmente pela drastica redu¢ao nos graus de liberdade (e por

consequéncia, custo computacional) do problema.

Figura 2.26 — Mapa de distribuicao de temperatura para o exemplo numérico. Percebe-
se que os resultados praticamente sao os mesmos em relagao a completa
discretizacao do dominio.
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No trabalho de Chatterjee et al. (2019) é proposto um modelo para andlise térmica
de materials compositos com incorporacao de filler. Mais especificamente para materiais
poliméricos (Epoxy) com incorporagio de particulas de aluminio. Segundo seu trabalho, de
acordo com imagens obtidas por microscopia eletronica, pode-se assumir que as particulas
de aluminio possuem formatos cuboide retangular ou cilindrico. De posse desta hipotese,
é possivel realizar a discretiza¢ao do dominio em pedagos (neste caso) retangulares para
simular o espalhamento de particulas de aluminio na matriz polimérica. Tal espalhamento
pode ser guardado de forma eficiente no formato de uma matriz, em que os valores
0 representam o material polimérico do substrato e o valor 1 representa a particula de
aluminio. A figura 2.27 mostra a matriz polimérica de resina Epoxy em cinza e as particulas

de aluminio em vermelho, junto com sua representacao numérica em formato de matriz.

Figura 2.27 — Amostra com discretiza¢ao 8x8 com particulas (Aluminio) dispersas em ma-
terial polimérico (Epoxy). Particulas adjacentes funcionam como caminhos
preferenciais para a conducao de calor através do sélido. Neste caso, a fragao
volumétrica é de ¢ = 50%.
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11010000
10011110
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00100001
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Fonte: Adaptado de Chatterjee et al. (2019)

Desta maneira, particulas adjacentes eventualmente formariam caminhos preferen-
ciais de conducao de calor ao longo da matriz. Também é formulada uma metodologia
para considerar o caso de transferéncia de calor entre particulas adjacentes diagonalmente,

calculando-se um parametro de condugao térmico equivalente.

A figura 2.28 mostra os resultados do parametro de condutividade térmica em
relagdo a fragdo volumétrica de particulas no compésito. Nota-se 6tima concordancia do

modelo numérico com os resultados experimentais.
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Figura 2.28 — Comparacao entre valores numéricos e experimentais de condutividade
térmica para o compésito [AlsOz + Polietileno| a 300K em diversas fragoes
volumétricas ¢. Dados experimentais para comparacao sao do trabalho de
Devpura, Phelan e Prasher (2000).
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Fonte: Adaptado de Chatterjee et al. (2019)

A figura 2.29 mostra diversos graficos de comparagao entre os valores de condu-
tividade numéricos e experimentais. Os dados experimentais foram obtidos por meio do
trabalho de Verma et al. (2017), para o caso de resina Epoxy pura e compésito de Epoxy
+ Aluminio, com fracao volumétrica de filler pré-definida e amplitude de temperatura
entre 50K e 300K. Perda de calor por convecgao foi minimizada ao aplicar vacuo sobre
a amostra durante o ensaio e a perda de calor por radiagdo foi minimizada ao efetuar
multiplas camadas de isolamento térmico. De acordo com a figura 2.29a o trecho A-B, no
qual se encontram baixos valores de condutividade térmica e fracdo volumétrica de filler, se
da pelo fato das particulas estarem suficientemente dispersas de forma a nao conseguirem
formar pontes de calor e caminhos preferenciais. Entretanto, ao se aumentar a proporc¢ao
de filler, nota-se um salto significante na condutividade térmica, representado pelo trecho
B-C. Deve-se a este salto o surgimento de caminhos preferenciais de condugao de calor
pelo fato de, neste momento, as particulas estarem suficientemente proximas entre si. Apés
o ponto C, o aumento da condutividade térmica se da de forma gradual e linear com o
incremento do percentual volumétrico de filler. As figuras 2.29b, 2.29¢ e 2.29d mostram
os valores de condutividade térmica do compodsito para varias fragoes volumétricas de
filler em funcgao da temperatura. Percebe-se que a técnica proposta é capaz de modelar

satisfatoriamente este tipo de compésito.
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Figura 2.29 — Gréficos de comparacao entre valores de condutividade térmica numéricos
e experimental para material compésito de Epoxy + Aluminio. (a) Com-
paracgao entre valores experimental e numéricos para diferentes valores de
proporg¢ao de filler (¢) a 300K. (b)-(d) Comparacao entre valores numéricos e
experimentais em diferentes proporgoes volumétricas de filler e temperaturas.
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Para o caso de modelo termomecanico por técnica de embutimento, comenta-se
sobre o modelo de Bencheikh, Bilteryst e Nouari (2017), que trata de modelar e estudar
compésitos reforcados por fina camada de material. E proposto entdo um modelo multi-
escala de filmes finos para andlises termomecanicas de usinagem. O modelo faz uso do
método dos elementos finitos generalizados com fungoes level-set nos elementos localmente

enriquecidos.

A figura 2.30a mostra a interface I' descrita pela funcao level-set e sua relagao com
os nos adjacentes. De acordo com a posicao dos nds em relagao a interface, estes serao
posteriormente enriquecidos ou nao, sendo desta forma demarcada a regiao que representa
a cobertura de outro material. O valor ¢ serve para identificar quando um né se encontra
a frente ou atras da interface. Ja a figura 2.30b mostra que apenas os elementos finitos
que sao atravessados pela interface é que passam pelo processo de enriquecimento. Estes

elementos finitos compodem a regiao (2.
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Figura 2.30 — Definicao da interface entre as fases do compésito e identificagao dos ele-
mentos e nés a serem enriquecidos.

mm  [nterface I’

#* ' No:
o] os _Interface D Qe

- *® ® = H
- ., . ()
" |

E>0 < : R w X - £<0 i o

<— ()
§=0
(a) Identificacao dos nés a serem enriqueci- (b) Verificacdo dos elementos convencionais
dos em funcao de sua posicao relativa a () e elementos a serem enriquecidos
interface I'. ().

Fonte: Adaptado de Bencheikh, Bilteryst e Nouari (2017)

A figura 2.31 mostra parte do processo de enriquecimento do elemento finito quando
este é atravessado pela funcao level-set, mais especificamente o aumento no niimero de

pontos de integragao por meio de subdivisoes no interior o elemento finito.

Figura 2.31 — Processo de subdivisdes do dominio num elemento finito para incorporagao
de mais pontos de integracao, proporcionando maior resolucao e acuraria da

resposta.
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»
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Fonte: Adaptado de Bencheikh, Bilteryst e Nouari (2017)

A figura 2.32 mostra o problema analisado de interesse. Trata-se de uma ponta de
ferramenta de usinagem, composta por um substrato de carbeto de tungsténio-cobalto e
uma cobertura de 6xido de aluminio de 10um. As condigoes de contorno dos campos térmico
e mecanico estdo dadas na figura 2.32a. Pela figura 2.32b é possivel ver a malha de elemento
finitos convencional utilizada para referéncia e a malha de elementos finitos do modelo
empregado, com seus respectivos niimeros de nés e elementos finitos. Também é possivel
perceber quais os elementos finitos sao identificados para o processo de enriquecimento e

quais serao mantidos convencionais.
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Figura 2.32 — (a)Esquema do problema de interesse analisado no trabalho. (b)Malhas de
elementos finitos para o problema referéncia e para o modelo proposto.
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Fonte: Adaptado de Bencheikh, Bilteryst e Nouari (2017)

Por fim, o modelo foi capaz de reproduzir e modelar satisfatoriamente o comporta-
mento do composito, sem haver a necessidade de homogeneizagao ou excessiva discretizagao
do dominio. Regides de cobertura com valores de dimensao tao diferentes com o resto do
dominio apresentam dificuldades bem significativas. Pela técnica da discretizacao total é
necessario abrir mao de um niimero muito expressivo de elementos finitos para garantir a

compatibilizacao dos nés e tamanho regular dos elementos finitos.

2.4 Comentarios quanto aos modelos térmicos para materiais compositos

Diante do exposto sobre o processo de modelagem térmica e termomecanica de
compoésitos, percebe-se que ha diversos desafios a serem superados. O processo de discreti-
zagao completa do dominio pode se tornar invidvel a medida que o nimero de elementos
discretos a serem contemplados aumenta. A explosdo no numero de elementos finitos
aumenta significativamente o custo computacional, além de possiveis problemas quanto a

topologia da malha resultante.

Dos processos de homogeneizagao, tais modelos trazem bons resultados quando
a estrutura possui propriedades e arranjo dos seus componentes favoraveis a aplicacao
da metodologia. Tais caracteristicas sao, por exemplo, o arranjo periédico e propriedades
térmicas lineares dos materiais constituintes. Entretanto, a acuracia dos resultados numé-
ricos passa a diminuir a medida que o arranjo dos diversos componentes do compdsito
deixa de ser periddico. Outra desvantagem ¢é na modelagem de materiais com propriedades
térmicas nao linear, ja que, para se calcular os parametros térmicos homogeneizados, ¢é

necessario realizar novamente todo o procedimento de homogeneizagao.
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Os modelos baseados em processos de embutimentos possuem diferentes abordagens,
cada qual com suas vantagens e desvantagens. Dos modelos por embutimento revisados e
expostos, percebe-se que estes variam muito em sua metodologia e aplicagao de acordo
com seus objetivos. De forma geral, busca-se evitar ou reduzir os problemas encontrados
com a modelagem convencional e por homogeneizacao de compodsitos, além de também

capturar ou modelar fen6menos interessantes ao escopo de estudo.

O modelo por embutimento desenvolvido neste trabalho para problemas termome-
canicos pretende contribuir para o estado da arte na modelagem de materiais compédsitos
reforgados por fibras e/ou particulas. A formulagao proposta permite a inser¢ao de quanti-
dades quaisquer de elementos de fibra e/ou particulas na matriz, independentemente da
topologia das malhas de elementos finitos empregada e sem aumento no nimero de graus de
liberdade do sistema resultante. Também permite a consideracao de propriedades térmicas
nao lineares das fases do compédsito com a mesma eficiéncia. Acoplando-se com o modelo
mecanico dado pelo Método dos Elementos Finitos Posicional, tal modelo termomecanico
também é capaz de representar nao linearidade geométrica da estrutura. Por fim, a nao
linearidade fisica do material também é contemplada por meio do modelo de plasticidade
implementado no modelo mecanico, cujos parametros também sdo dependentes do campo

de temperatura.
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3 TERMODINAMICA

A Termodinamica é a area da ciéncia responsavel por estudar a relagdo entre diversas
formas de energia e suas transformacoes dentro de sistemas. Sua area de concentragao esta

na mudancga e transcorrer da energia de sistemas macroscopicos compostos por um grande
nimero de particulas (WANG, 2012).

E dito que a termodinamica é composta por quatro leis, desenvolvidas e validadas
empiricamente ao longo de décadas, por meio diversos pesquisadores como James Watt,
Sadi Nicolas Carnot, James Prescott Joule, Julius Robert von Mayer, Rudolph Clausius,
dentre outros A lei zero da termodindmica estabelece que se dois sistemas estdo em
equilibrio térmico com um terceiro sistema, entao estes dois sistemas também estao em
equilibrio térmico entre si. A primeira lei da termodinamica versa sobre a conservagao de
energia em um sistema, baseando-se na equivaléncia entre calor e trabalho. A segunda lei
da termodinamica trata do fluxo de calor entre dois corpos que possuem temperaturas
diferentes, no qual é impossivel construir um sistema que opera em ciclos e transfira calor
de um corpo mais frio para um mais quente sem a realizagdo de trabalho sobre o sistema
pelo entorno. Por fim, a terceira lei da termodindamica define as condigoes do sistema

quando este se aproxima do zero absoluto. (WINTERBORNE; TURAN;, 2015).

Outros aspectos, em maior detalhe, podem ser encontrados em Winterborne e
Turan (2015) e em Lienhard IV e Lienhard V (2019). A seguir, as primeira e segunda leis

da termodinamica sao apresentadas.

3.1 Primeira lei

A primeira lei da termodindmica, também conhecida como lei da conservacao da
energia, diz que em qualquer processo a energia pode ser transformada de uma forma em
outra, mas nunca criada ou destruida. Tal lei ja invalida maquinas de moto perpétuo que

ao operarem em ciclos produzem trabalho sem nenhuma outra interagao com seu entorno.

A primeira lei é uma ferramenta poderosa para relacionar duas formas de energia:
calor e trabalho. Para um processo termodindmico, a lei é escrita de forma aditiva

relacionando a variagdo de energia interna com as variagoes de calor e trabalho do sistema:

au
=W+ — 3.1
Q = (3.1)
em que () e W correspondem, respectivamente, as taxas de transferéncia de calor e trabalho

e % corresponde a taxa da energia térmica interna do sistema.
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A equacao 3.1 mostra que uma variacao qualquer de calor ou trabalho ira conse-

quentemente provocar uma alteracdo no respectivo sistema de forma a manter o equilibrio.

Embora a primeira lei estabeleca a relacao entre energia interna, calor e trabalho,
esta nao garante o sentido do fluxo de calor que podera acontecer no sistema. E necesséario
estabelecer o sentido natural do fluxo de calor para garantir que processos impossiveis nao

ocorram.

3.2 Segunda lei

A segunda lei da termodindmica foi enunciada pela primeira vez por Clausius (1879)
por meio de observacao e validacdo empirica. Tal lei dita que o fluxo de calor sempre
ocorrera, de forma espontanea, do corpo que possuir mais calor para o corpo que possuir
menos calor. Tal condi¢ao assegura que processos impossiveis nao ocorram, como por
exemplo, um fluxo de calor espontaneo de um corpo de menos calor para outro de mais
calor. A segunda lei da termodindmica também impede o surgimento de maquinas de moto
perpétuo, uma vez que esta define o correto sentido do fluxo de calor dentro de um sistema.
A segunda lei, segundo a termodinamica classica, é mais conhecida como inequacao de
Clausius: 0

S > 7 (3.2)

em que S corresponde a taxa de variagao da entropia do sistema, () ¢ a taxa de transferéncia

de calor e T é a temperatura absoluta em Kelvin.

A inequagao 3.2 estabelece uma relagao entre a entropia gerada pelo sistema global
e a quantidade de energia correspondente ao calor, numa determinada temperatura. Neste
contexto, a entropia pode ser entendida como uma medida de energia que nao pode ser
utilizada para produzir trabalho. Pode-se também entender a entropia como uma variavel
de estado associada ao grau de desordem de um sistema macroscopico (CARRAZEDO,
2009).

3.3 Lei de Fourier

Em 1822, Joseph Fourier publicou sua lei de difusao de calor em sélidos, sendo
amplamente utilizada por diversos pesquisadores (FOURIER, 2009). Para materiais lineares
e isotropicos a lei de Fourier, de origem empirica, estabelece que, para problemas de
conducao térmica:

q; = _kTe,i (33)

em que ¢; é o vetor de fluxo de calor, k7 é o coeficiente de condutividade térmica e 6 é a

temperatura.

A lei de Fourier atende com suficiéncia os casos de interesse deste trabalho e

portanto este serd o modelo de conducao adotado. A seguir sera apresentada uma breve
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exposicao sobre modelos de conducgao de calor em forma de ondas, que nao seguem a lei
de Fourier. Este é um tema comumente abordado na literatura no ambito de transferéncia
de calor em sélidos. Como ird se perceber, os casos abordados neste trabalho nao se

enquadram em tais representacoes.

3.4 Ondas de calor nao Fourier

Cimmelli (2009) e Cattaneo (1948) discutem que a lei de Fourier, por ser uma
equagao diferencial parcial parabdlica, possui uma caracteristica indesejada de fazer
propagar quase que ‘instantaneamente” em todo o dominio do sélido as variagoes do
campo de temperatura. Desta forma, e baseados em resultados empiricos em situagoes
de baixa temperatura e elevados gradientes térmicos, Cattaneo (1948), Vernotte (1958) e
Morse e Feshbach (1953) introduzem o modelo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte:

G + TrRqi = k18 ;i (3.4)

em que T pode ser entendido como um parametro de relaxagdo do tempo, aplicado sobre
a velocidade do fluxo de calor. O parametro 7z, dado em unidade de tempo, permite
que a onda de calor possua uma velocidade finita no meio e é intrinseco do material em
que a propagacao pode ser experimentalmente obtida. Nota-se que o modelo de Maxwell-
Cattaneo-Vernotte (MCV) assume a forma de uma equagao hiperbélica, com caracteristicas

de onda.

Desde a introdugao do modelo MCV, diversos outros modelos foram propostos
para representar ondas de calor de velocidade finita. A seguir, sao apresentados alguns
destes modelos encontrados na literatura e na sequéncia sao alguns comentarios finais sao

elaborados.

3.4.1 Outros modelos propostos

Nesta se¢ao sao mostrados alguns modelos propostos encontrados na literatura para
representar ondas de calor nao Fourier. Historicamente, um dos primeiros modelos para
onda de calor hiperbdlica proposto é o modelo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV), como
jé& descrito anteriormente. Com a introducgao do tempo de atraso 7g, foi possivel transformar
a entao classica equagao de calor de Fourier em uma equacgao de onda hiperbdlica com
velocidade finita. Tal relaxacao permite ao modelo capturar respostas em pequena escala

no tempo. E possivel escrever o modelo MCV de forma matemética como:
qi(rj, t+ TR) = —]{IQ’M(TJ', t) (35)

em que r; representa o ponto no qual estd sendo avaliado o fluxo de calor, t é o tempo
e Tr ¢ o0 tempo de atraso ou phase-lag. Por causa do termo 7y, este modelo também é
conhecido de single phase-lag (TZOU, 1993).
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No trabalho de Ozisik e Tzou (1994) é feita uma revisao até entdo dos modelos para
ondas de calor e também ¢ descrito o seu modelo de dual phase-lag. Matematicamente

este modelo pode ser escrito como:
qi(rjst +75) = —k0,i(rj,t + 77) (3.6)

em que o termo 7, possui o mesmo significado que 7, ou seja, um atraso de fase no fluxo
de calor. 77 permite relaxacao também no espago e pode ser entendido como um atraso de
fase no gradiente de temperatura. De forma geral, este modelo nos diz que o gradiente
de temperatura num ponto r; em um tempo ¢ + 77 resulta num fluxo de calor no mesmo

ponto em um tempo t + 7.

Com a introdugao da segunda variavel de relaxacao 7, o modelo dual phase-lag é
capaz de capturar efeitos de pequena escala tanto no tempo como no espaco. O tempo
de atraso 7, ¢ devido a efeitos transientes rapidos de inércia térmica (efeitos de pequena
escala do transporte de calor no tempo). J& o tempo de atraso 7 é causado por interagdes
microestruturais (efeitos de pequena escala do transporte de calor no espago, como por
exemplo a interacao féonon-eléctron). Por fim, expandindo-se a equagao 3.6 em relagao a t

e eliminando os termos de primeira ordem, é possivel obter:

dq;(r;,t)

ot ~ —k e,ii(rjat)+TT

(3.7)

8971'1'(7“ iy t)
qi(rj,t) + 74 T]

Nota-se novamente que, se tanto 7, e 7 assumirem valores nulos, recupera-se a lei

de Fourier.

Também fazendo uso da ideia de relaxagdo no tempo, Green e Naghdi (1992)
propoem a sua lei de condugao do tipo III, que escrita em forma matematica assume a

forma:
¢i(rj, t + 1) = —[k0;(r;,t) + k*a ;(r;,1)] (3.8)
em que k é a condutividade térmica do material, £* é uma constante e a é o deslocamento

térmico definido em Green e Naghdi (1991), equivalente ao deslocamento mecénico.

Ao se fazer uma expansao por série de Taylor e desconsiderando termos de ordem

maior, o modelo 3.8 é escrito como:

B
(1 + Tqat> Gi(ri,t) = = [i0,(ri 1) + k(7 1)] (3.9)

que ¢é denominado como single-phase-lag Green-Naghdi heat conduction law of type 111,

para sélidos anisotropicos.

Posteriormente, Green e Naghdi (1993) também adicionam relaxa¢do no espaco em

seu modelo. E assumido que q;(ry, t 4 7,) = —kj;aj(r, t + 74). Realizando-se novamente
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expansao por série de Taylor, retendo os termos de primeira ordem em 7, e 7,, sao obtidos

os modelos dual-phase-lag Green-Naghdi conduction law of type II:

0 0
<1 + Tqat> qi(rg, t) = —k;; (1 + Ta(‘%) a;(rg,t) (3.10)

e dual-phase-lag Green-Naghdi conduction law of type III:
a * *
(1 + Tqat> qi(rg,t) = — {(kw + Tak‘ij) 0 (i, t) + ko s(r, t)] (3.11)

Seguindo os trabalhos de Green e Naghdi (1992) e Green e Naghdi (1993), El-
Karamany e Ezzat (2014) propdem o seguinte modelo unificado para o vetor de fluxo de

calor:
6 * *
1+ Tag qi(ry, t) = — {alkije,j (71, t) + aaTak;0 5 (ry, t) + askj;a (ry, t)] (3.12)

em que aj, as € ag sao parametros adimensionais, podendo cada um assumir o valor 0 ou
1.

Por meio destes parametros é possivel obter varios dos modelos ja discutidos
previamente:
e a1 =1,a3 =0 e az = 1: modelo 3.9;
e a1 =0,ay =1 e a3z = 1: modelo 3.10;
e a1 =1,ay=1e a3z = 1: modelo 3.11;
e a1 =1, a3 =0 e a3 = 0: modelo MCV;,

e a1 =1,a,=0,a3=0e7,=0:lei de Fourier;

Partindo da ideia do modelo 3.6 de Ozisik e Tzou (1994), Roy Choudhuri (2007)

propoe o three-phase-lag model. Matematicamente o modelo é descrito como:
Qi(ri, t +74) = — [k05i(Tg, t + 71) + K 0 ii(rp, t + 7)) (3.13)

em que T,, Tr € T, sao parametros do material. Assume-se que estes parametros satisfazem
a inequalidade 0 < 7, < 77 < 7,. Este modelo diz que, para um ponto 7, o gradiente de
temperatura num tempo t + 7 e o gradiente de deslocamento térmico num tempo t + 7,

geram um fluxo de calor num tempo t + 7.

Por meio da expansao por série de Taylor até os termos de primeira ordem em
relacdo aos parametros do material se obtém a seguinte lei generalizada para a conducao
de calor valida num ponto r, em um tempo t:

K13

ot

Jg;
d = — T*e,ii+kTT

ko 3.14
5 o + ko, (3.14)

q + 74
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em que 7, = k + k*7,. Novamente, é possivel obter alguns dos modelos ja discutidos

assumindo valores especificos para os pardmetros 7,, 77 ¢ 7, do material no modelo.

No trabalho de Wang, Cao e Guo (2010) é proposto um modelo baseado no conceito
de termomassa, ou seja, no conceito de massa equivalente de gas de fonon. Fonon é uma
quasi-particula que designa um quantum de vibragao em uma rede cristalina. O estado
da energia térmica de vibragao pode ser caracterizado como um gas de fénon composto
por um nimero muito grande de particulas se movendo aleatoriamente. Por meio destes
conceitos e da relacdo massa-energia de Einstein, Wang, Cao e Guo (2010) propoem o

seguinte modelo para descrever uma onda térmica hiperbodlica para a conducao de calor:

0 A aT A 0 2 aT
TR YU\ V7 N WYY O SRR/ PP
Ot 2vypc?T? ot 2vp2cdT? Ox 29p%2c3T? ) Ox
o*T  oT q° T 2mq 0°T
—+ — = 1-— — 3.15b
e * ot ( 2902313 ) 022 pe.T Otox ( )

em que T, P, Ce, 4, A7 € ¥ sao respectivamente o tempo caracteristico do material,
densidade, calor especifico, fluxo de calor, condutividade intrinseca do material e parametro

de Grineisen.

A equagao 3.15a se refere a conservagao de momento de termomassa. A equacao
3.15b é uma equacao hiperbdlica que pode ser utilizada para descrever o fendomeno de

onda de calor. Se a termomassa for ignorada, a equacao 3.15b se reduz na lei de Fourier.

3.4.2 Comentéarios finais quanto aos modelos de onda de calor

Nas secoes anteriores foram discutidas a lei de Fourier e modelos hiperbdlicos para
a conducao de calor. Nesta secao sao elaborados alguns comentarios sobre os modelos
de onda de calor nao Fourier, alguns trabalhos experimentais e aplicabilidade da lei de

Fourier no escopo deste trabalho.

Van (2015) realiza uma revisdo da teoria e experimentos baseados em pulsos de
calor e modelos nao Fourier de condugao. Foram identificadas algumas situacoes em
que ondas de calor podem ocorrer de acordo com ensaios experimentais. Pode-se citar
por exemplo a propagacao de pulso de calor em Hélio II liquido (PESHKOV, 1960),
solidos e cristais (He, Bi e NaF) em baixa temperatura (ACKERMAN; GUYER, 1968;
GUYER; KRUMHANSL, 1964; MCNELLY et al., 1970; NARAYANAMURTT; DYNES,
1972), materiais heterogéneos em temperatura ambiente (KAMINSKI, 1990; MITRA et al.,
1995), problemas de pequena escala (CAHILL et al., 2014) e experimentos relativisticos
(MULLER, 1967; ISRAEL; STEWART, 1976).

Ademais, Chandrasekharaiah (1998) informa que as situagoes tipicas em que um
modelo hiperbdlico geraria resultados significantemente diferentes de um modelo parabdlico

convencional sao fonte de calor transiente localizada de alta intensidade, rapida propagacao
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de ponta de fissura, propagacao de onda de choque térmica, ressonancia térmica, efeitos

interfaciais entre materiais distintos, processamento de material a laser e cirurgias a laser.

Joseph e Preziosi (1989) discutem sobre a velocidade de propaga¢ao de uma onda
térmica. No caso de hélio liquido, em que foi possivel observar o comportamento de onda de
calor nao Fourier, as velocidades de propagagao ficam entre 0 (no caso de temperatura 2,2K)
e algum valor na ordem de 10°ms~!. No caso de cristais dielétricos em baixa temperatura,
as velocidades giram em torno de 10>ms™!. Por fim, para o caso de metais em temperatura
ambiente, a velocidade de propagacao de onda de calor giram em torno de 10°ms~!. Vale

lembrar que a velocidade da luz é de aproximadamente 3 x 108ms™*.

No que concerne o valor de 7,, (para o caso de modelos que fazem uso deste
pardmetro do material) Chandrasekharaiah (1998) reporta que, para metais pode-se
encontrar um valor em torno de 107!2s. Para substancias homogéneas, é possivel encontrar
em Kaminski (1990) valores de 107%s a 107! para gases e de 107% a 10~!2s para liquidos
e sélidos dielétricos. Kaminski (1990), Roetzel, Putra e Das (2003), Gramann e Peters
(1999), Mitra et al. (1995) e Herwig e Beckert (2000) realizam ensaios em materiais nao
homogéneos (areia) e matéria biolégica. De acordo com a tabela 3 é possivel perceber
que para estes materiais nao ha um consenso estabelecido. Ha trabalhos que resultaram
num valor significativo para o parametro 7,. Noutros o modelo classico da lei de Fourier

conseguiu representar adequadamente.

Tabela 3 — Tabela de difusividade térmica e tempo de relaxacdo para materiais nao homo-
géneos e bioldgicos segundo diversos autores.

Difusividade térmica  Tempo de

Material (1075m?s71) relaxagao (s) Fonte
Areia 0,226 2,26 Roetzel, Putra e Das (2003)
0,408 20 Kaminski (1990)
0,218 0 GraBmann e Peters (1999)
0,169 0 Herwig e Beckert (2000)
NaHCOj; 0,185 0,66 Roetzel, Putra e Das (2003)
0,31 98,77  Kaminski (1990)
Carne processada 0,132 1,77 Roetzel, Putra e Das (2003)
0,14 15,5 Mitra et al. (1995)
0,1304 0 Herwig e Beckert (2000)

Fonte: Roetzel, Putra e Das (2003)
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Como evidenciado pelos resultados resumidos na tabela 3, hd uma discordancia
sobre a evidéncia de onda de calor nao Fourier. Adicionalmente, Maillet (2019) faz uma
revisao dos principais ensaios experimentais sobre o assunto e questiona a validade dos
resultados obtidos. Entre os ensaios criticados estao os de Kaminski (1990), Mitra et al.
(1995), Roetzel, Putra e Das (2003), Gramann e Peters (1999), Herwig e Beckert (2000),
Liu e Chen (2010), Jaunich et al. (2008) e Sahoo et al. (2014). Seu principal ponto é
a dificuldade de realizagao dos ensaios propostos e garantia das corretas condigoes de
contorno para que se possa de fato avaliar a existéncia ou nao de ondas de calor hiperbélicas.
Ainda, é discutida a falta de controle e verificacdo das hipdteses iniciais que garantem a

validade dos resultados, além do correto tratamento dos dados a posteriori.

Diante do que foi exposto nesta se¢ao e levando em conta o foco do trabalho que é
a implementacao de um modelo termomecanico de materiais compositos para aplicacoes
na engenharia civil, avalia-se que a lei classica de Fourier é adequada para a modelagem
dos fenomenos usualmente encontrados. Foi tomado o cuidado de apresentar os modelos
mais recentes de condugao de calor e o atual entendimento sobre a area da termodinamica.
Entretanto, para os fendmenos e materiais normalmente encontrados na area da engenharia

civil, a lei de Fourier atende suficientemente bem.

3.5 [Equacao governante para conducao de calor transiente

Partindo da lei da conservagao da energia (equacao 3.1) e considerando apenas as

parcelas correspondentes a transferéncia de calor e energia interna do sistema, obtém-se:

du

Para um sistema fechado (sistema em que nao ha troca de massa na sua fronteira)
de volume arbitrario V', superficie I' e um elemento de superficie dI', a taxa de transferéncia

de calor através da superficie do sistema pode ser dada por:

r r 14

em que ¢; é o vetor de fluxo de calor que atravessa o elemento de superficie dI" e n; é um
vetor unitario normal a dI". Emprega-se na definicdo da taxa de transferéncia de calor a
lei de Fourier (equagao 3.3) e o teorema de Gauss para converter a integral de superficie

em integral de volume.

Definindo u como a energia interna especifica e ¢, = ?TZ como o calor especifico, é
possivel descrever a taxa de energia interna como:
dU ou Ju 00 00
awo_ [ %= 0% / D av 3.18
a ~ "o v 700 ot v 7o (3.18)

em que p é a densidade do material e % é a variagao da temperatura com o tempo.
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Ao substituir as equagoes 3.17 e 3.18 na equacao 3.16 e rearranjar os termos, a

equacao de conducao de calor transiente pode ser escrita como:
00
(e — br,) 3.19)

Por fim, dado o fato que o volume V' ¢ arbitrario, a equacao diferencial de condugao

de calor nao estaciondria assume a forma:

00
pcpa - (kTg,i),i =0 (320)

3.6 Termomecanica desacoplada

Neste trabalho é utilizada a teoria da termomecanica desacoplada, ou seja, a taxa
de deformacao do sélido é tao baixa que é possivel desprezar sua contribuicao de calor.
Por meio de tal teoria é possivel resolver uma vasta gama de problemas relevantes para a
engenharia. Apresenta-se nesta secao a teoria da termomecanica desacoplada aos moldes
de Carrazedo (2009).

Segundo Boley e Weiner (1997), na teoria introduzida por Duhamel (1837), dife-
rencas de temperatura em relacdo a um referencial ou entre pontos distintos num mesmo
corpo sao capazes de gerarem esforcos internos. Resultado disso é que, para um soélido
inicialmente numa temperatura de referéncia 1%t} qualquer, ao se aplicar uma variacio
térmica Af = (0 — H{dat“m}), havera uma variagdo volumétrica na mesma proporgao que
seu coeficiente de expansao térmico «, sem a ocorréncia direta de tensoes de cisalhamento.
Assim, partindo da Lei de Hooke e da deformagao volumétrica isotropica decorrente da
variagao de temperatura é possivel obter a seguinte relagao tensao-deformacgao para um
material elastico, linear, homogéneo e isotrépico:

1
i

1%

em que g;; ¢ o tensor de deformacoes, G' ¢ o médulo de deformacao transversal, v é o
coeficiente de Poisson, o;; ¢ o tensor de tensoes internas, a ¢ o coeficiente de expansao

térmica e Af é a variacao de temperatura.
Analogamente, a relagdo inversa da tensao em funcao da deformagao é dada por:

1
gkk&j — HQA951j> (322)

1%
Uij:2G(5ij+1_ 1— 9

2v

Ademais, a equacao de equilibrio dinamico local de um sélido é dada por:
Uij,j + Fz - ,Oyz =0 (323)

em que F; sdo as forcas de corpo, p é a densidade do material e j; é a aceleracao.
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Considerando o tensor de tensoes definido em 3.22, pode-se reescrever a equacao

de equilibrio dindmico como:

1
i — ”aaeéij> |+ F = piii = 0 (3.24)

14
o6 (ng - 2
T 1— 20 .

A equagao 3.24, junto com a relagao de deslocamento e deformagao, define o
campo de deslocamentos dependente da temperatura. Por fim, para completar as equagoes
da teoria da termoelasticidade desacoplada ¢ utilizada a equacao de condugao de calor
transiente, como definida em 3.20, para resolver o campo térmico nao estacionario. As
equagoes apresentadas aqui, de forma introdutoéria, sdo revistas nos proximos capitulos

com maiores detalhes, incluindo as contribui¢oes realizadas pelo autor.

Adicionalmente, boa parte dos problemas termomecanicos desacoplados podem
ser modelados como problemas quasi-estaticos, no qual é considerado apenas o processo
transiente térmico ao longo do tempo. A parcela dindmica do problema mecénico passa
entao a ser desprezada. A seguir sao mostrados alguns trabalhos, ndo exaustivamente, que

demonstram a aplicacao desta teoria.

Hiibel (1996) faz uma exposigao sucinta sobre os diferentes aspectos do processo
de deformagao termoplastica progressiva, sujeita a carregamentos ciclicos. Ao longo de
seu trabalho sao identificados e discutidos diversos aspectos e fatores que influenciam o
processo de deformacao progressiva, tais como diferentes constituicdes de materiais, estados
de tensao, configuracoes estruturais e histéricos e formas de carregamentos termomecénicos.
Um destes aspectos destacados ¢ a constituicdo do material, no qual suas propriedades
passam a variar com a temperatura, sejam elas elasticas ou plasticas. Desta forma o
trabalho visa contribuir para elucidagao dos possiveis fatores que contribuem para o

processo termoplastico.

Hua e Gu (2013) investigam o comportamento termomecanico de uma liga de
aluminio 2080 refor¢ada por particulas de SiC por meio do modelo de homogeneizacao Mori-
Tanaka. O modelo empregado foi utilizado para estudar o impacto da fragdo volumétrica,
rigidez, razao de alongamento e orientacao das particulas nas propriedades macroscépicas do
composito. Foi percebido que a fragao volumétrica das particulas afeta significantemente
o comportamento termomecanico. Particulas mais rigidas sao capazes de aumentar o
modulo de elasticidade efetivo, enquanto que a sensitividade dos coeficientes de Poisson e
expansao térmica efetivos permanece minima. Para o caso de particulas com maior razao
de alongamento, nota-se um aumento no modulo de elasticidade, assim como uma redugao
nos coeficientes de Poisson e expansao térmica. A orientacao das particulas altera de forma
substancial as propriedades do compdésito, especialmente ao longo da dire¢ao longitudinal

das inclusoes.
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Em Tang et al. (2018) ¢é feita uma andlise termomecanica do deslizador de uma
bomba de pistoes axiais para industria aerondutica. Por se tratar de um componente
sujeito a altas pressoes e variacao de temperatura ao longo do seu ciclo de utilizacao, faz-se
necessario a correta avaliacado do seu comportamento termomecanico a fim de garantir seu
desempenho. Haidak, Wang e Shiju (2019), assim como Tang et al. (2018), analisam o
processo termomecanico em bombas de pistoes axiais. Entretanto o foco do trabalho esta

na analise termomecanica da plataforma retentora dos deslizadores.

Long e Tung (2019) estudam o comportamento de flambagem e pés-flambagem de
placas sanduiche reforcadas por nanotubos de carbono quando apoiadas sobre fundacao
elastica e sujeitas a esforgos termomecanicos. Em seu trabalho é estudada a variagao dos
parametros do problema, como condi¢ao de contorno, quantidade de reforgo, espessura
das camadas, rigidez da fundagao, e quando sao aplicadas cargas mecanicas e térmicas
sobre as placas. Os efeitos térmicos sao capazes de alterar significativamente os resultados

de carga de flambagem.

Amir e Talha (2019) realizam um estudo termoeldstico nao linear de vibragdo em
painéis porosos constituidos por materiais com gradacao funcional. As propriedades do
material variam continuamente ao longo da espessura do painel e é estudado a influéncia
de variaveis como temperatura, porosidade, indice de vazios e razoes de espessura. Na
mesma linha, Trinh, Nguyen e Kim (2019) estudam o comportamento dindmico de painéis
sanduiche porosos com dupla curvatura de materiais com gradacao funcional. Como
uma das conclusoes, verificou-se que a presenca de porosidade é capaz de gerar efeitos
diversos no deslocamento e vibracao da estrutura dependendo das cargas termomecanicas.
O incremento de porosidade ¢é capaz de aumentar o deslocamento maximo do painel
provocado pelas cargas mecanicas, ao mesmo tempo que reduz o deslocamento maximo

provocado pelas cargas térmicas.

No trabalho de Song e Zhang (2019) é desenvolvido e estudado um atuador
polimérico composto por duas camadas termoresponsivas. Ao se combinar duas camadas
termoresponsivas distintas, ¢ possivel criar um atuador 3D a partir de uma geometria 2D
que responde a estimulos térmicos, alterando sua forma de acordo. Com isso, foi possivel
obter um atuador de resposta rapida e capaz de alterar drasticamente sua geometria em
funcao da temperatura imposta por meio da expansao térmica distinta das camadas que o

compoe.

Em Guan et al. (2019) é estudado o processo de tratamento térmico em placas de
aco por meio da teoria da termomecanica desacoplada. Por meio de seu eficiente modelo,
é possivel prever em tempo real as deformacoes e tensoes internas termomecéanicas das

placas de aco, sendo de grande valia para a industria.
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Neves, Camargo e Azevedo (2021) desenvolvem modelo numérico baseado no
método dos elementos finitos com o objetivo de estimar o comportamento de estruturas
de concreto armado e mistas de aco e concreto em situacao de incéndio. E incorporado no
modelo efeitos de nao linearidade geométrica e do material, além de gradientes térmicos
nao lineares e dependéncia das propriedades dos materiais em funcao da temperatura. A
metodologia empregada tem como base o acoplamento unidirecional das solugoes térmicas

e mecanicas.

Em Bhouri et al. (2021) é feita investigagio sobre o emprego de reforgo de particulas
de grafite em matriz de aluminio com o fim de promover melhoria na durabilidade frente
solicitagoes termomecanicas. Para tanto, é feito estudo numérico do coeficiente de expansao
térmico de compositos de matriz de aluminio com distribui¢do uniformemente aleatéria
de particulas de grafite. Para a modelagem numérica, fez-se uso da técnica do elemento
volumétrico representativo, variando-se o percentual de fracdo volumétrica das inclusoes.
Como resultados, foi observado uma redugao quase linear do coeficiente de expansao
térmico do composito com o aumento da fragdo volumétrica da fase do grafite. Também
foi notada alta sensibilidade quanto a presenca de vazios nas propriedades termoelasticas,

também sendo evidenciada pelo modelo numérico.
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4 CAMPO MECANICO

Para o campo mecanico, neste trabalho, é utilizado o método dos elementos finitos
posicional (MEFP), que é uma versao Lagrangeana total baseada em posigoes do método
dos elementos finitos. Tal formulacao faz uso das posi¢oes nodais do corpo ao invés
dos deslocamentos, como em outros métodos mais convencionais. Foi primeiramente
apresentado por Bonet et al. (2000), com conceitos observados em Ogden (1997) e Ciarlet
(1994), e posteriormente, de forma independente, por Coda (2003). Maior parte dos

conceitos apresentados adiante seguem o ultimo trabalho referido e Coda (2018).

Inicialmente sdo apresentados conceitos da mecanica dos sélidos, que servem como
base para a formulagao do campo mecanico. Em seguida é detalhado o método dos
elementos finitos posicional e a metodologia de insercao das fibras e elementos particulados.

Por fim, é descrito o modelo de plasticidade empregado neste trabalho.

4.1 Funcao mudanca de configuracao

Diz-se mudancga de forma ou configuragao quando um sélido deformavel, sujeito
a forcas externas e em equilibrio estavel, se deforma e muda de configuragao. Pode-se
imaginar uma funcao f; que descreva a mudanca de configuragao de um sélido de um

estado inicial €}y para uma configuragao atual €2, tal como apresentado na figura 4.1.

Figura 4.1 — Representacao da funcdo mudanca de configuracao e dois estados de configu-
racao de um sélido deformavel.

fi(z;)

Z1,Y1

xr2,Y2

Fonte: elaborado pelo autor.
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Na figura 4.1, o sistema de coordenadas para as configuragoes inicial e atual é
unico e cartesiano, com origem em O. As entidades x; e y; representam respectivamente

as coordenadas nos estados inicial e atual. Os eixos coordenados estao nas diregoes 1, 2 e
0
J
pela diferenca entre esses dois pontos, é possivel escrever a imagem de z; (y;) em 2 da

3. Com 2 e x; pertencendo & €, z; localizado na vizinhanga de 29 e Az; o vetor dado

seguinte forma:

ofi
b= o) = K + 52| Agy+0° (1.1
AP
ou ainda:
Ofi
Yi — y? = Ay; = 8f Az, + 0O? (4.2)

O estado de deformacgao do corpo pode ser definido pelo gradiente da funcao

mudanca de configuracdo. Fazendo-se Az; — 0 na equagao 4.2 resulta em:

afi
dy; dz; 4.3
Y axj 40 "L‘] ( )
k,
ou

com A;; sendo a matriz que representa o gradiente da fun¢ao mudanga de configuracao.
Sua fungao é determinar a mudanga de forma de um ponto a:? qualquer do dominio €2

para o dominio €.

4.1.1 Mudanga ou variagao de volume

Uma informagao que se pode obter de A;; é sobre a variacdo de volume entre
as configuragoes inicial e atual. Assumindo dV; e dV como volumes infinitesimais na

configuracao inicial e atual, respectivamente:

AV = egpdadat? daf (4.5)
(&
dV = elmndyl{l}dy,gf}dyf’} (4.6)

em que €k € €,y sao os operadores ciclicos de Levi-Civita.
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A figura 4.2 demonstra a alteracao do volume de um sélido definido por 3 vetores

dz{? quando submetidos ao gradiente da funcdo mudanca de configuraco.

Figura 4.2 — Mudanca de volume de um sélido.

Fonte: elaborado pelo autor.

Lembrando que dy,, = A,,;dz; ¢ possivel reescrever o volume atual como:

dV = elmnAlidxl{l}Amj dxj{?}Ankdx,{;’} (4.7)

Fazendo a razao entre a variacao de volumes, resulta em:

AV epmnAudrl Ayyde'® Ay da?

2 4.8
A% eijkdx;-[l}d:c?}d:c,{;’} (48)
e reorganizando os termos, percebe-se que:
dVv
— =det(A,,) = J 4.9
d% € ( p) ( )

em que det(-) é o operador determinante e J é conhecido como Jacobiano e representa a

variacao de volume entre as configuracoes.

4.1.2 Mudancga de area

Outra informacao igualmente importante é com relagao a mudanca de area durante

a mudanca de configuracdo, representada na figura 4.3, tomando-se uma area infinitesimal

d.Ao e dA:

Figura 4.3 — Representacao da fungdo mudanca de configuracdo e mudanga de érea.

e -
"> &

Fonte: elaborado pelo autor.
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Representando as areas inicial (d.Ap) e atual (d.A) por:

dAo; = N;dAg (4.10)

dA;, = npdA (4.11)

com N; e n sendo vetores normais as areas nas configuragoes inicial e atual, respectiva-

mente. Partindo-se de um vetor dU,, e du,, para o calculo do volume:

Fazendo uso do fato de que:

AV = JdVj (4.14)

du, = ApmdU,, (4.15)

é possivel obter a relagao de areas entre as configuragoes:

AnmdUpnnd A = JdU,, N,d Ay (4.17)
ApmnindA = JNd Ay (4.18)

que, por fim, resulta na equacao 4.19, que é conhecida como férmula de Nanson que

estabelece relacao entre elementos de area nas configuracoes inicial e atual:
n,dA = JA ! N, dA (4.19)
ou
dA, = JA, L dAg,, (4.20)

4.2 Tensor de deformacao de Green-Lagrange

Neste trabalho foi utilizado o tensor de deformacao de Green-Lagrange, definido

na seguinte expressao:

1

em que Ay é o gradiente da funcdo mudanca de configuracao (f;) e d;; é a matriz

identidade. O termo A; Ay; também pode ser representado por Cj;, que é chamado de
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tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green. Os termos de sua diagonal refletem uma
medida precisa dos deslocamentos de fibras inicialmente dispostas nos eixos coordenados e

os seus termos fora da diagonal estao relacionados com a distor¢ao ocorrida.

Pode-se reescrever o tensor de deformagao de Green-Lagrange como:

1

Eij = 5 (Cyj = 3) (4.22)

4.3 Principio da energia mecanica estacionaria

Segundo o principio da energia mecéanica estacionaria, o equilibrio mecanico de um
s6lido ocorre quando for nula a variacao do seu potencial de energia mecanica. O funcional

de energia de um corpo pode ser dado como:
n=Uu+P+K (4.23)

em que Il é a energia mecénica do sistema, U, P e K sdo, respectivamente, as energias de

deformagao interna do corpo, o trabalho das forgas externas aplicadas e a energia cinética.

Para entao se obter a posicao de equilibrio do sélido, torna-se nula a primeira
variagao do funcional de energia. No caso de uma formulacao Lagrangeana Total, esta

variacao ¢ feita de acordo com o referencial inicial:

ou P oK
Il = Z3-0%i + 7-0%i + 70, = Grad(I)dY; = 0 (4.24)

em que Y; é um vetor de variaveis nodais na configuragao atualizada em relagao a con-
figuracao inicial e Grad(-) é o operador gradiente. Como §Y; é arbitrario, este pode ser
isolado e desconsiderado. Por fim, a equacao do variacional do funcional de energia de um

sbélido se torna:

_ou  oP oK ol

5H_8YZ~+6YQ+8Y2_8YZ~

= Grad(Il) =0 (4.25)

Pelo fato de neste trabalho serem tratados problemas termomecanicos quasi-
estaticos e estaticos, desconsidera-se a parcela dindmica K. Partindo da equacgao 4.23,
aplicando-se o teorema de Gauss e fazendo uso das férmulas de Nanson, mudanga de area
e de volume, também ¢é possivel obter a seguinte equagao para a primeira variagao do

funcional de energia para o caso estético (CODA, 2018):

Qo To Q0o

em que S;; ¢ o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, £;; ¢ o tensor de deformacoes
de Green-Lagrange, I'g é a superficie inicial do s6lido onde se encontram os carregamentos
distribuidos, {2y ¢ o dominio inicial do so6lido, gy, s@o as forgas externas aplicadas sobre a
superficie inicial, by; sao as forcas de corpo aplicadas sobre o dominio inicial do sélido e

dy; € um vetor de posi¢oes arbitrario no continuo.
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4.4 Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff

A lei constitutiva utilizada neste trabalho é a de Saint-Venant-Kirchhoff e fazendo
uso da medida de deformacio de Green-Lagrange, a equagao da energia especifica (uSV)

é expressa por:

1
UEVK = §Eij@ijklEkl (427)
com F,g sendo o tensor de deformagao de Green-Lagrange e €;;;; o tensor de quarta ordem
chamado de tensor constitutivo elastico tangente, também podendo ser definido como:
0S;; O*uSVE

€y = — 4.28
M 9Ey — OE;;0Ey (4.28)

Calculando-se a variacao da energia especifica de deformagao em relagao a defor-

macao de Green-Lagrange é possivel perceber que:

o SVK
SuSVE = Z,“)‘E SE; (4.29)

Confrontando-se a equagao 4.29 com a primeira parcela da equagao 4.26 é possivel

concluir que:

ousVE ousVE Ev
Sij = CTo 2 aC ~ U190 =) Eyrdij + 2GEy; (4.30)

com E, G e v sendo o moédulo de elasticidade, modulo de elasticidade transversal e o
coeficiente de Poisson, respectivamente. S;; ¢ chamando de tensor de tensao de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie e é par conjugado energético com o tensor de deformacoes de

Green (E;;). Na equagdo 4.30 foi considerado material isotrépico.

A lei de Saint-Venant-Kirchhoff é linear pois o tensor constitutivo elastico (€;;x)
¢é constante independentemente do nivel de tensao aplicado. Esta lei é empregada neste
trabalho devido sua simplicidade e por conseguir representar bem grandes deslocamentos.
Entretanto, como descrito em Holzapfel (2000), esta lei nao impede a degeneracao do
material em situagao de compressao, nao sendo recomendada para casos de grandes

deformagoes.

E possivel estabelecer uma relacio entre o segundo tensor de Piola-Kirchhoff e o

tensor de tensao de Cauchy, que é dada pela equacao:

1
Uij = inkSklAjl (431)

em que J = det(Aap), sendo A,p o gradiente da fungdo mudanca de configuragao.
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Comenta-se ainda que, para casos 3D e material isotropico, a energia especifica

uSVE assume a seguinte forma:

G
ug" :E[(l —v)(E}y + By + E3)

+ QV(EHEZZ + E11E33 + E22E33) (432)
+ (1 —2v)(E}, + B3, + Efy + B3 + E5y + Egz)]

4.5 Método dos elementos finitos posicional

Neste trabalho foi utilizado o Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP).
Ao contrario do Método dos Elementos Finitos tradicional que possui o deslocamento
como variavel principal, o MEFP faz uso das posi¢des nodais. Com isso é possivel obter

uma formulagdo que naturalmente contemple a nao linearidade geométrica.

O MEFP faz uso da equacao 4.26 que representa o Principio da Energia Mecanica
Estacionaria. Tal equacao possui termos que representam integrais de volume e superficie,
todos na sua referéncia inicial. A seguir, sdo apresentados alguns mapeamentos que serao

importantes para a formulacao.

4.5.1 Elementos finitos empregados

Neste trabalho sao utilizados elementos finitos bidimensionais triangulares e tri-
dimensionais tetraédricos de aproximagcao cubica. As figuras 4.4 e 4.5 mostram uma

representacao destes elementos finitos e seus espacos isoparamétricos.

Figura 4.4 — Mapeamento de elemento bidimensional triangular de aproximagao cibica
nas configuracoes inicial e final.

(0,0) (1,0) &1

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 4.5 — Mapeamento de elemento tridimensional tetraé¢drico de aproximagao ctbica
nas configuracoes inicial e final.

TN

&3

x3,Ys

Q

Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel realizar a decomposicio da funcio mudanca de configuracao (fi) e de

seu gradiente (A;;) em duas funcoes cada:

fi=1! ((f,?)_l) (4.33)

Aij = Ailk ) (Agj)_l (4.34)

Fazendo-se uso do espaco adimensional e das fungoes de forma do elemento finito
empregado, é possivel escrever a funcao mudanga de configuragdo em funcao das variaveis

adimensionais:

12 (&m) = 2k (m) = Xid' (6m) (4.35)

FH(&m) = vi(6m) = V6! (6m) (4.36)
em que o indice [ representa o né do elemento finito empregado e ¢' ({m) ¢é a funcao de

forma do né [ avaliada nas coordenadas adimensionais &,,.

O mesmo procedimento ¢é aplicado ao seu gradiente:

9¢' (&m

A = ‘2?; - X,Qq;(;) (4.37)
off 00 (&m

Al = aﬁ; =Y/ a(gk ) (4.38)

Por fim, fazendo-se uso das novas defini¢gées do gradiente da fun¢ao mudanca de

configuracao, escreve-se a deformacao de Green como:

1 1 _ _
Eij = §(Akif4kj —d;j) = 5(@21) LA Al (AS) 7 = 05) (4.39)
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ou, em notacao diadica:
_ 1 T _ 1 oN-=T IN\T 1 0\—1
E_i(A A—I)_§((A) S(ANT- AT (AN - T) (4.40)

4.5.2 Principio da estacionariedade e o MEFP

Relembrando a equacao 4.26 para o caso estatico:
Qo To Qo

em que o termo F;0y; se refere ao potencial das forcas concentradas aplicadas sobre

determinados pontos y; do sélido.

Aplica-se agora a discretizacdo do dominio em elementos finitos. Os parametros
inicial x; e atual y; do continuo sao aproximados pelas equagoes 4.35 e 4.36, respectivamente.
{o}

J& as cargas distribuidas ¢; ’ e forcas de corpo bé{o} no continuo podem ser aproximadas

pelas seguintes equacoes:

{0} Ql¢l (53) (4.42)

b!% = Bl¢!(¢) (4.43)

em que o indice [ representa o n6 proveniente da discretizacao do continuo em elementos
finitos e 7 representa a direcio ou grau de liberdade. As grandezas X!, Y, Q! e B! sdo os
valores dos parametros nodais iniciais, atuais, carregamento distribuido na superficie dos
elementos, e forcas de volume atuando nos elementos, respectivamente, encontradas nos

nés | de cada elemento finito.

Da equacao 4.39 percebe-se que a deformacao de Green pode ser escrita em fungao

dos parametros nodais:

Eij = Ei;(Yy) (4.44)
e, portanto, sua variacao se torna:
8

Substituindo as equagoes 4.36, 4.44, 4.45, 4.42 e 4.43 em 4.41 tem-se:

= [ Sy ayl Lovian - [ o(6)Qpe (€)aviar

(4.46)
_/Q O™ (&) B! (£,)0YdQ — FLoY! =0

em que o termo F}dY} se refere a variacio do potencial das cargas concentradas aplicadas
sobre os nés | do dominio discretizado por elementos finitos, com F} representando o vetor

de forca aplicado diretamente nestes nos.
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Relembrando de 4.25, §Y}! é um valor arbitrario e pode ser desprezado. A equacio

do MEFP para a primeira variacao do funcional de energia entao se torna:
oIl = / s, 0% aYl Y0 — / Qo™ (£,)6(€,)dT — / BI™(€,)6(E,)dQ — FL =0 (4.47)

Ainda é possivel separar os termos da equagao 4.47 segundo a organizagao da

equacao 4.25. A parcela de correspondente a variacao da energia interna de deformacao é

dada por:
5,251 g — prtms 4.48
8Yl / J oY} ( )
em que F, ,i{mt} é chamado de vetor de forcas internas do sélido. Tal parcela representa a

resposta da estrutura aos esforgos externos e surgimento de deformacoes e tensoes internas.

A parcela correspondente a variacao da energia dos esforgos externos e de campo

aplicados ¢ dada por:

aYl: / QP ™ (€,)¢(€,)dD — / Bl o™(€,)¢'(6,)dQ — FL = pliet (4.49)

at}

em que [} Hert) ¢ chamado de vetor de forcas externas. Tal parcela é responsavel por

representar os esforgos externos aplicados sobre o corpor solido, provocando deformacao e

mudanca de configuracao.

Pode-se reescrever a variacao do potencial na sua configuracao de equilibrio como:

oI = I priesth — (4.50)

Ainda, em termos de implementacao numérica é interessante fazer uso de estruturas
de dados convenientes, como vetores e matrizes. Neste sentido, os vetores de forga interna

e externa sao alocados e manipulados segundo a incidéncia:
m=N({—-1)+k (4.51)

em que m ¢ o indice, ou grau de liberdade, do vetor. NV representa a dimensao do problema,
assumindo valor 2 para problemas 2D e 3 para problemas no espago 3D. [ é o indice do no

e k é a direcao.

Por fim, levando-se em consideracao o mapeamento definido anteriormente em 4.51,

a equagao 4.50 pode também ser expressa como:

Ol = F,, Ut — p teeth — 0, (4.52)
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4.5.3 Método de Newton-Raphson

Utilizou-se neste trabalho o método de Newton-Raphson para a resolucao do sistema
de equagoes nao lineares que surgem com a aplicacao do MEFP. Inicialmente define-se um
vetor ¢ que representa o desbalanceamento do sistema:

ol
- %

i = pimth _ pleatt x (4.53)

em que Fit" e File™ 30 os vetores de forca interna e externa respectivamente, ja

definidos anteriormente.

Na configuracao de equilibrio o vetor de desbalanceamento g; se torna nulo. Entre-
tanto as incognitas do problema sao justamente as posi¢oes na posi¢ao atual (Y;). Segundo
o método de Newton-Raphson, busca-se de forma iterativa a configuracao da estrutura
que anule o vetor de desbalanceamento. De forma geral, faz-se o primeiro valor tentativa
para Y;1% o valor da prépria configuracao inicial X; do soélido. Expandindo o vetor de

desbalanceamento mecanico na vizinhanca da posicao tentativa Y;{%:

9y
9:(V)) = 9:(%;1) + 55

AY; +0?~0 4.54
ay; J_'_ 7 ( )

Y, 10}

Desprezando os termos de ordem maior e impondo a segunda igualdade de 4.54:

8i -1
AV = (55 ) a5

8}/; Y, 10}

-1
oue (10} (4.55)
o ) 405

= ()%, )

em que AY; se torna a correcao da posicao e H,;; é a matriz Hessiana ou rigidez tangente

para a posicao tentativa (%).
J

Em seguida, a solugao é atualizada por:

Y, =% + Ay, (4.56)

Retorna-se entao a equacao 4.55 com a posicao Y; atualizada. Este ciclo se repete
até que AY; ou g; se tornem suficientemente pequenos segundo uma norma adotada. O
nivel de carga aplicado ¢é incremental, o que facilita o processo de convergéncia. O critério
de parada é dado pela comparacao da norma normalizada L, do erro, com uma tolerancia

pré-estabelecida:

VAY,AY;
VXX

A figura 4.6a ¢é a representacao grafica do método e como ocorre sua convergéncia.

erro = < Tolerancia (4.57)

A Hessiana aqui é representada por Hij{l}7 representando a inclinagao da reta no passo de
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iteracao [. g; e g; sdo os vetores de desbalanceamento e forgas externas, respectivamente.
AY}{I} sa0 os residuos calculados para cada passo de iteracio I. E mostrado na figura 4.6b
que este método também pode ser usado de forma incremental. Para cada incremento de
carga Ag; é atingido um estado de equilibrio e assim vai-se caminhando sucessivamente

até a solucao final.

Figura 4.6 — Representagao grafica do método de Newton-Raphson e procedimento incre-
mental para convergéncia e obtencao da solugao.

AY}{O} ij{l} ij{g} ij{?’} ij_{‘l}

4 } } +—+
gi {2}
\x\\ 1 —
gl ‘ : : = @
8 | | : S
E | | | : g
C@ | | | | {1} r
& i o S
= Y : : : ! g
< oY | | [ ! < Aq;
(@) | ‘ ‘ ;o @) qi
| | R
{1} {2} {3} {4} y{5} .~
OYj Y; i Yy, Posicao, Y
X; =y Posicao
(a) Método de Newton-Raphson para resolver a (b) Procedimento incremental-iterativo para o
equacao de equilibrio. método de Newton-Raphson.

Fonte: elaborado pelo autor.

4.5.4 Vetor de forga interna

Para um elemento finito qualquer, o vetor de forca interna é:

SVK m A
{mt}{elem} aue k
F} - /Q{elem} 8Y€>dQ B /Q{elem} fidQ =3 f; (g’Cl) Jo <€§)wC (4.58)
0 % 0 ¢=1
com
OFE

A 1ltima forma indica que héa integracdo numérica nos pontos ¢ até o ntmero
total de pontos de integracao A. Por fim, resta estabelecer a derivada parcial do tensor de

deformagoes com o vetor de pardmetros nodais:

8EZ“ 1 oy—1 8A1 1 41 0 \—1 ov—1 41 8A1 01
— ‘ me A )+ : mn , 4.
(( lz) a}/ka mn(An]) (Alz) Aml ayka (Anj> ( 60)

oy 2

ou, em notagao mista:

OE 1 r (0ANT .
aw:2((AO)T'<aw> AT A

7

(4.61)
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4.5.5 Hessiana

A Hessiana surge durante o processo de Newton-Raphson para se anular o vetor de

desbalanceamento mecanico. Para um elemento finito, a Hessiana é descrita como:

plint} 2, SVK SVK
OFy" " / Oue" " 1o _ / o (a“e aEkm)m (4.62)
ove:  Jofrem gyzovy ol Y7\ 0B, oYy

Resolvendo-se a tltima integral de forma numérica para cada elemento finito:

e e = /Q oy D20 = Zlh (€9) Jo (&8) s (4.63)

com

s 0 <au§VK 8Ekm> OB, 0%SYE 0B, ouSVE 0%E, (464

T anYZ 8Ekm aYdB N aY:yZ 8Ejnoal?km OYf aEkm 8Y7Z8Yf

em que th/; representa uma parcela da Hessiana, calculada nos pontos de integragao
&,(¢) ao longo de um elemento finito, obtida através das derivadas parciais da energia
especifica em relacio aos parametros nodais Y7 e Y?. Ao se fazer o somatorio destas

parcelas, obtém-se a Hessiana do elemento finito que serda composta a Hessiana global do

solido.
Simplificando 4.64:
oF OF) O?E),
lhzﬂ noqno m - + S m =
av; "ok UM ovzovd
! (4.65)
S0 v TTMoveavs
Por fim, desenvolvendo tltimo termo da equagao anterior:
O*E;; 1 _10AL AL 1 1 AL 9AL _1
2 — = AO' ml “*mn AO- AQ ml mn AO. 4.
(‘3Y,YZ8YOCB 2 (( lz) 8Yj an( TLj) + ( lz) ayo? anyz ( ng) ( 66)
ou ainda, em notacao mista:
E 1 AN [0A!
675 —— (AO)—T . 9 9 (A0>—1
ovovs 2 ov:) \ov?
(4.67)

<> (58|
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A seguir esta outra forma de se escrever ]hfgm em notagao mista:

hes [; (<Ao>-T. (%)T AL (A%
sl (G) <A0>-1) >

o () (25)

T () (5 <A0>1] s

4.6 Incorporacao de elementos heterogéneos

(4.68)
L1
2

A seguir é apresentada a técnica de incorporacao de fibras e elementos particulados
empregada neste trabalho. Tal metodologia foi inicialmente apresentada no trabalho de
Vanalli (2004) e subsequentemente utilizada em varios outros trabalhos como Vanalli,
Paccola e Coda (2008), Sampaio (2014), Moura (2015), Fernandes (2016), Friedel (2016),
etc. Vale notar que até entao esta técnica de embutimento vem sendo empregada na
resolucao de problemas mecanicos apenas e a aplicacao da mesma para problemas térmicos
e termomecénicos (cujo detalhamento se dard em capitulo adiante) se constitui num ponto

de inovagao deste trabalho.

Para a descricao da técnica, num primeiro momento, leva-se em consideragao
a parcela de energia interna de deformacao do sélido compoésito (U) que contribui no

funcional de energia do sistema descrito pela equacao 4.23.

Assume-se que os elementos de fibra e particulas funcionam como enrijecedores
(hip6tese que pode ser relaxada, tornando os elementos particulados em penalizadores da
rigidez, como defeitos por exemplo). Portanto, a energia interna total do sélido pode ser
reescrita como a composicao das energias interna da matriz do compdésito, das fibras e das
particulas:

yltotaly _ gg{matriz} | g {fibra} | 7 {particula} (4.69)

A forma de insercao das fibras e particulas é exatamente a mesma, alterando apenas
o tipo de elemento empregado, sendo elementos de barra simples (trelica), elementos planos
(chapa) ou elementos s6lidos no caso deste trabalho. Para fins de elucidac¢ao da formulagao,
as energias internas das fibras e particulas sao aglutinadas numa sé parcela de energia

interna (U{™elsd}) yepresentando os elementos a serem inseridos na matriz do compésito:

u{total} _ u{matriz} + u{inclusdo} (470)
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Outra hipétese fundamental para a formulacgao é a de que a posicao dos nés dos
elementos de inclusao sao reescritos em funcao da posicao dos nés dos elementos da matriz

do composito:

vy = ohE)Y! (471)

em que &) sao as coordenadas adimensionais de um elemento da matriz do compoésito
avaliadas no n6 s de um elemento de inclusdo, Y7 ¢ o vetor de parametros nodais de um
noé s qualquer de um elemento de inclusao, Y,Yk é o vetor de parametros nodais de um no k
qualquer de um elemento da matriz do compésito, ¢*(£2) é a fungao de forma do né k da
matriz do compésito avaliada na posicao £ do nd s do elemento de inclusao. Desta forma
¢é possivel realizar o acoplamento do elemento de inclusao em qualquer posicao do soélido

sem que haja aumento no nimero de graus de liberdade do problema.

A figura 4.7 mostra diversas posi¢oes que as fibras e particulas podem adotar dentro
de um sélido. Percebe-se que nao é necessario a coincidéncia dos nés entre os elementos de
inclusao e da matriz do compésito, além de que um elemento de inclusao pode conectar
um ou varios elementos de matriz adjacentes ou separados. Por exemplo, é possivel ter o
caso de fibras do tipo a que estao completamente inseridas dentro de um elemento finito
da matriz do compésito, as fibras do tipo [ possuem noés que conectam dois elementos
finitos distintos adjacentes, e, por fim, as fibras do tipo ¢ conectam dois elementos finitos
nao adjacentes. No caso das particulas, é possivel ter casos de particulas compostas por
apenas um elemento finito inserido, como também uma malha de particulas representando

um sélido de incluséo.

Figura 4.7 — Diversas posi¢oes possiveis das fibras e particulas dentro de um sélido.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Como consequéncia da equagao 4.71, a primeira derivada da energia interna do

composito, que representa o vetor de forcas internas, passa a ser:

au{total} au{matriz} + 8u{inclusdo} au{matriz} au{inclusafo} 8}/78
we V7 ) A T

i i i v i
B au{matriz} N au{'mclusdo} 0 ((bk(gg)yvk)

% oY oY
au{inclusdo} N
_ )00

_ Fiq{matm'z} + Fi{inclusdo}gbq(gg)éw

_ Fiq{matriz} + Pvis{inclusdo}gbq(fi)

| (4.72)
_ Fiq{matmz} +

F; aimatriz} ¢ o componente da forga interna no né ¢ de um elemento finito da matriz

em que
do compésito, Ff{mdusao} é a componente da forca interna no né s de um elemento de
inclusao em relagao aos graus de liberdade do préprio elemento de inclusao e ¢?(£3) é a
funcao de forma do né ¢ do elemento da matriz do compdésito avaliada nas coordenadas

adimensionais £ do nd s do elemento de inclusao.

A hessiana global do compésito é obtida por meio da segunda derivada da energia

especifica em relacdo ao vetor de parametros nodais:

82u{total} aQu{matriz} =+ 82u{inclusda} aQu{matriz} o aZu{inclusdo} 6YUZ
oviloy; oY oY -~ oYoY) "o ( & aY;>
B aQu{matriz} aQu{inclusdo} aY:YS aYUz
T Toviay; T ovav: oviovy
ety QUL 0 (GH(E)VE) 9 (6(65)Y7) (4.73)

1 8Y58Yz 8}/1(] 8}/]7"
= Iy o) s Gnetesod b (62) 8 (€5) gr i G0
(

_lhqr{matmz} +hsz{mclusao} ( ) r gé)

t
gr{matriz} o o parcela da hessiana correspondente aos nds ¢ e r do elemento finito

em que h;
da matriz do composito, ]hsz{md“”o} é a parcela da hessiana do elemento finito de inclusao
em relagdo aos nos s e z do elemento finito de inclusao e ¢? e ¢" sdo respectivamente as
funcoes de forma dos nés ¢ e » do elemento finito da matriz do compédsito avaliadas nas

coordenadas adimensionais &, e &5.
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E possivel perceber que, ao reescrever os pardmetros nodais do elemento de inclusio
em funcao dos nés do elemento da matriz do compodsito, o vetor de forga interna e a
hessiana do sélido total se tornam o somatério das correspondentes parcelas do elemento
finito da matriz do compoésito e do elemento finito de inclusao expandido pelas fungoes de

forma do elemento da matriz do compésito.

E apresentado a seguir um exemplo para demonstrar a técnica de imersao de fibras.
O procedimento ¢ o mesmo para o caso de particulas, alterando apenas a quantidade
de nés do elemento a ser inserido. Para demonstracao, realiza-se o acoplamento de uma
fibra numa matriz do compdsito composta por elementos triangulares. Inicialmente a
demonstracao é dada para o vetor de forcas internas para um caso em especifico. Logo
apos ¢ feita a generalizagao para outros tipos de elementos finitos e para a matriz numérica

hessiana.

A figura 4.8 mostra uma posicao qualquer de uma fibra numa matriz do compésito
composta por elementos triangulares. A fibra é representada por um elemento finito de
aproximacao linear com 2 nés. A matriz do compoésito é representada por elementos finitos
triangulares de aproximagao linear com 3 nés. Para um problema mecéanico 2D, com 2
graus de liberdade por né, os graus de liberdade dos elementos finitos empregados na
demonstracao sao 4 e 6 para a fibra e matriz do compdsito, respectivamente. Denota-se
por s e z dois nés quaisquer de um elemento de fibra. O né s esta inserido no elemento {q}
da matriz do compdsito e 0 né z estd inserido no elemento {r}. Para esta exemplificacao,
convenciona-se nesta subsecao que os subindices ou sobreindices nos termos das fungoes
de forma (ex.: ¢4}, ¢y OU $19}) indicam a qual elemento finito da matriz do compésito

estas fungoes pertencem.
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Figura 4.8 — Posicionamento e distribuicao do vetor de forga interno de um elemento de
fibra imerso numa matriz composta por elementos triangulares.
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Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel perceber que, de acordo com a equacio 4.72, a componente do vetor de

{inclusao}) ¢ yedistribuida aos nés

forca interna do elemento de inclusao referente ao né s (F?
(1,2,3) do elemento finito {¢} da matriz do compdsito por meio de uma ponderacao das
fungdes de forma (¢, ¢7,y, #1,)) dos respectivos nés quando avaliados em 7. O mesmo
ocorre para a componente F2{ms@} 4o né 2 inserido no elemento {r} da matriz do

composito.
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Os graus de liberdade dos elementos finitos sdo convenientemente organizados de
forma que estes se tornem a concatenacao sequencial das dire¢oes né apés no. Desta forma

é possivel escrever o vetor de forca interna do elemento de inclusao como:

Iy

. . F? F3
Fi{mclusao} — { JZ} — 27; (474)

{F5} Iy

k3

de tal forma que este arranjo dos graus de liberdade é obedecido para todo tipo de elemento

finito empregado neste trabalho, tanto para o vetor de forca interna quanto para a hessiana.

Para fins de implementacao, é criada uma matriz numérica responsavel por fazer o
espalhamento, ou expansao, do vetor de forga interna do elemento de fibra para posterior
contribuicao nos respectivos graus de liberdade dos elementos da matriz do compdésito.
Tal matriz numérica precisa conter as fungoes de forma dos elementos finitos da matriz do
compdsito que, quando pré-multiplicada pelo vetor de for¢a interna do elemento de inclusao,
produza um vetor de forga interna expandido, ja no arranjo correto dos graus de liberdade
para contribuicao no vetor de forca interna global do sélido. Assumindo a disposicao dos
graus de liberdade previamente discutida, a matriz numérica de espalhamento condizente

com a convencao adotada neste trabalho é dada pela equacao 4.75.

1 2 3
Oy 0 99 O b O O 0 0 0 0 0
1 2 3
o, — |0 % 0 % O g O 0O 0O 0 0 0
! 0 0 0 0 0 0 ¢, 0 ¢, 0 ¢, 0
0 0 0 0 0 0 0 ¢, 0 ¢, 0 ¢},

(4.75)

O numero de linhas desta matriz numérica deve ser compativel com o nimero
de graus de liberdade do elemento finito de inclusao. O nimero de colunas desta matriz
numérica deve ser o nimero de graus de liberdade do elemento finito da matriz do compésito
vezes o numero de nés do elemento finito de inclusao. Percebe-se que se trata de uma
concatenacao das matrizes numéricas de funcoes de forma de cada um dos elementos finitos
da matriz do composito em que os nés s e z se encontram. No caso, primeiramente as
fungoes de forma do elemento {¢} e depois as fungoes de forma do elemento {r}. Todas as
outras posi¢oes sao valores nulos. As fungoes de forma sao intercaladas devido ao arranjo
dos graus de liberdade adotados neste trabalho, pois ao se multiplicar com o vetor de forca
interna da inclusao, gera-se um vetor expandido também com direcoes em sequéncia né a

no para cada elemento finito da matriz do composito.
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De posse da matriz numérica de espalhamento ®;;, ¢ possivel obter o vetor de forca
interna global pré-multiplicando o vetor de for¢a interna do elemento de inclusao pela

transposta da matriz numérica de espalhamento:

F fq%q}
I 2S¢%q}
F 1qu%q}
I 2S¢%q}
F 18@5?{)11}
p s O _ g o | S ]a (4.76)

TP
F5 ¢y,
F{ i,
F5 ¢,
Fi ¢,
F5 ¢

em que o vetor resultante representa a contribuicao das parcelas do vetor de forga interna do

elemento de inclusio F; 13} para cada um dos elementos finitos da matriz do compésito
{q} e {r}. Nota-se que a metade superior representa a parcela do vetor de forga interna
do elemento de inclusdo referente ao né s distribuida no elemento {¢q}. Analogamente, a
metade inferior se refere ao espalhamento da parcela associada ao né z no elemento {r}.

Este vetor pode entao ser contribuido no vetor de forcas internas global do sélido.

De forma geral, para um elemento de inclusao (fibra ou particula) com Y nés, a
matriz numérica de espalhamento assume a forma genérica da equagao 4.77, representando

a concatenacao das matrizes numéricas de fungoes de forma de cada um dos elementos

finitos ({q},{r},...,{Y}) da matriz do compdsito onde os respectivos nés do elemento de
inclusdo se encontram.
o o [
0] @ .. [0
d= | T . (4.77)
T
o o] ... @’
com
1 2 3
(1 — [%r} 0 ¢ 0y O ] (4.78)
0 ¢y 0 Iy 0 dy

para o caso 2D de um elemento triangular da matriz do compdsito de aproximacao linear
com 3 nos.

{1}
kl

Para um elemento finito genérico com n nés, ®,, ’ pode ser escrito para o caso 2D

COINo.
1 2 n
o7 — [¢{T} 0 oy 0 o Oy O ] (4.79)
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ou para o caso 3D como:

Q%T} 0 0 gb%r} 0 0 ... ¢y O 0
T} n
0 0 ¢y 0 0 3y ... 0 0 ¢y

A hessiana deste mesmo elemento de inclusao pode ser representada pela seguinte
matriz numérica:

]h{inclusdo} _
im

(4.81)

De forma andloga ao vetor de forcas internas, a hessiana global do elemento de
inclusao é obtida a partir da hessiana do elemento de inclusdo definida na equacao 4.81 e da
mesma matriz numérica de espalhamento definida na equagao 4.75. Basta pré-multiplicar
e pos-multiplicar a hessiana do elemento pelas matrizes numéricas de espalhamento, como
definido na seguinte equacao:

h;{;nclust}(glObal) _ @ijh;{gclusdo}@mn (4.82)

Resta ainda discutir sobre as dimensoes das matrizes globais resultantes. As
dimensdes resultantes do vetor de forca interna e hessiana global do elemento de inclusao
expandido provém da matriz numérica de espalhamento dada em 4.77. Por se tratar de
uma concatenacao de matrizes numéricas de fungoes de forma dos respectivos elementos
finitos da matriz do compoésito, vezes a quantidade de nés do elemento de inclusdao, uma

regra geral para saber a dimensdo da matriz numérica de espalhamento é:

a = Namero de graus de liberdade do elemento de inclusao
[ ]ozxﬁ (483)

B=nT

em que 7 é o numero de graus de liberdade do elemento da matriz do compdédsito e T é o

numero de nés do elemento de inclusio.

Para o exemplo em questdao, a para um elemento de fibra de 2 nés para o caso 2D
é 4 (2 nés x 2 graus de liberdade por nd). n para um elemento triangular 2D de 3 nés é 6
(3 nos x 2 graus de liberdade por né). 5 passa a ser 2x6 = 12. Portanto a matriz numérica
de espalhamento passa a possuir a dimensao de [®]412. Por fim, o vetor de forca interna

global da inclusao passa a ter dimensao de:

~{global 7

P = (@] 5z Fia (4.84)
e a matriz hessiana possui a seguinte dimensao:

higs " = (@7 ohuea[®] s (4.85)
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4.6.1 Método de Newton-Raphson para obtencao de &;

Nos desenvolvimentos realizados até esta se¢ao, assumiu-se que as coordenadas
adimensionais §; dos nés do elemento de inclusao eram conhecidas. Também assumiu-se
que se sabia em qual elemento finito da matriz do compdsito estes nos se encontravam.
Entretanto, num primeiro momento se conhece apenas as posi¢oes X; dos nos dos elementos
de inclusdo e da matriz do compésito. E necessdrio determinar em qual dos elementos finitos
da matriz do compodsito estes nés se encontram e descobrir o valor das suas respectivas

coordenadas &;.

Para descobrir o valor das coordenadas adimensionais §; de um né de elemento
finito de inclusao é utilizado o método de Newton-Raphson. Parte-se do pressuposto
de que se deseja encontrar as coordenadas &; de um né s qualquer de um elemento de
inclusdo que se encontra dentro de um elemento {q} da matriz do compésito. A priori
sdo apenas conhecidas as respectivas coordenadas X/ e X7 dos nés dos elementos da
matriz do composito e inclusdao. De posse destas informacoes e relembrando a equacao

4.71, escreve-se a equagao 4.86 que representa o residuo a ser minimizado:
giyy = X; — ¢1(&f) Xi = X7 — Xy, (4.86)

em que g representa o residuo entre a posi¢ao X; do né s do elemento de inclusao e
a posigao Xf(t) de um né k resultante de uma coordenada ]’?’(t) tentativa dentro de um

elemento {¢} da matriz do compdsito.

Ao tornar o residuo g;4) nulo, o né % passa a coincidir com o né s e portanto
§ = f;?(t). Para efetuar a minimizacao do residuo, realiza-se a expansao da equacao 4.86

em série de Taylor de 1* ordem:

09(£) X
Gi(t+1) = Git) — Qbéi_l) A
gy (4.87)

Gig+1) = Gir) — Hij A
No momento que g;+1) se tornar nulo:
Git+1) = Gir) — Hiy A =~ 0 — Giy = HijAE; (4.88)

em que H;; passa a ser uma matriz definida como:

v 3¢q(§l)Xq v 8¢q(£z)Xq
H.. — =1 9¢ 1 =1l 8¢ 1 (4.89)
&Y v 5¢q(§l)Xq v 3¢q(§l)Xq )
q=1 €1 2 q=1 02 2 gk
1(t)
para o caso 2D, ou
v 0¢9(&) v 4 v 999(&) va v 999(&) va
q=1 3ﬁll X1 q=1 3ﬁzl X1 q=1 3ésl Xi
e v 0¢9(&) 4 v 999(&) va v 999(&) va
Hij = | X 55,5 X0 Lom1 T, X2 Xgm1 “gg,- X2 (4.90)
v 0¢(&) xg v 0¢U&) xa v 8¢q(§z)Xq

k
Sie)

g=1 o061 3 q=1 &2 3 q=1 03 3
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para o caso 3D. 7 é o nimero total de nés do elemento finito da matriz do compdésito.

Ao se resolver a equacao 4.88 e obter um valor de A&, a nova coordenada de § Jk é

atualizada como:
6?(1;-1-1) = ;'ﬁ(t) + Afj (4'91)

Tal processo ¢é repetido n vezes até que g;) seja suficientemente pequeno. Como
critério de parada, neste trabalho foi adotado a norma Ly do vetor residuo para comparar

com um parametro de tolerancia:

V9igi < €tol (4.92)

em que €, ¢ um parametro de tolerancia arbitrario.

Por fim, vale notar que independentemente do né s estar realmente dentro do
elemento {¢} da matriz do compésito, havera convergéncia do processo iterativo de Newton.
Como verificacao final para saber se o ponto realmente pertence ao dominio de {¢q} ou néo,
basta relembrar que as seguintes relacoes entre as dimensoes das coordenadas adimensionais

devem ser obedecidas:
E=1--& e 12§20 (4.93)
para o caso 2D de um elemento finito triangular de qualquer ordem, ou

G=1-8-86-& e 12§20 (4.94)
para o caso 3D de um elemento finito tetrahédrico de qualquer ordem.

Caso uma das dimensdes das coordenadas adimensionais resulte num valor negativo
ou superior a unidade, significa que o ponto s nao pertence ao dominio do elemento {q}

finito da matriz do compésito.

4.6.2 Fibras

Neste trabalho foram utilizados elementos de fibra de aproximacao linear tanto
para o caso 2D quanto para o caso 3D. De acordo com trabalhos recentes como Sampaio
(2014) e Fernandes (2016), fibras de aproximagcao linear resultam em valores com boa
acuracia independentemente do grau de aproximacgao do elemento finito base. Caso seja
necessario, basta apenas efetuar uma maior discretizagdo ao longo do comprimento da

fibra.

4.6.3 Particulas

Os elementos finitos de particula empregados no trabalho, ao contrario do caso das
fibras, possuem o mesmo grau de aproximacao do elemento finito da matriz do compésito.

Para o caso 2D foram empregados elementos triangulares de aproximacgao ctibica com 10
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nos. Para o caso 3D foram utilizados elementos tetrahédricos de aproximacao cuibica com
20 nos. Desta forma, a movimentacao dos dominios se torna congruente, ndo apenas nos

nds da inclusao.

No caso de insercao de particulas, o grau de aproximacao do elemento a ser embutido
passa a ser relevante. Para o caso de particulas que tendem a contribuir positivamente na
rigidez do compésito (soma nos valores da matriz de rigidez do sélido base) ainda é possivel
fazer uso de elementos de aproximagao menor como elementos lineares ou quadraticos.
Entretanto, para o caso de defeitos, em que ha a necessidade de se subtrair valores da
rigidez da matriz do compdsito, é imperativo empregar um elemento finito com o mesmo
grau de aproximacao do elemento finito da matriz do compdsito. Observou-se que, ao se
fazer uso de elementos finitos de grau inferior, poderia ocorrer a inversao de sinais de
alguns termos na matriz de rigidez global. Também nao é possivel mitigar este efeito com
maior discretizacdo da malha de particulas. A consequéncia desta inversao de sinais é a

produgao de um resultado numérico incoerente e/ou oposto ao esperado.

4.7 Plasticidade

De forma geral a teoria da plasticidade trata de sélidos que, quando sujeitos a um
determinado nivel de carregamento, desenvolvem deformagoes permanentes (plasticas)
apos o processo de descarregamento. Sua origem pode ser datada da metade do século
19, sendo extensivamente desenvolvida desde entdo. Atualmente a teoria da plasticidade é
bem estabelecida matematicamente e possui uma vasta gama de aplicacoes importantes
para a engenharia. A fundamentagao basica tedrica e computacional pode ser encontrada
em Simo e Hughes (1998), Chen e Han (2007) e Souza Neto, Peric e Owen (2008).

E possivel separar as andlises nao lineares inelasticas em duas categorias: analises

com plasticidade concentrada ou andlises com plasticidade distribuida.

Os trabalhos de Jiang et al. (2019), Kostic, Filippou e Deretic-Stojanovic (2016) e
Liew et al. (2000) fazem uso de anélises com plasticidade concentrada. Tal modelo considera
que o fenémeno de plastificagdo do material se concentra em determinados pontos ou locais,
gerando rotulas plasticas, enquanto que todo o resto do dominio permanece elastico. Tal
hipotese simplificadora faz uso do fato de que no caso de estruturas reticulares, usualmente,
a plastificacao do sélido se da justamente nas ligacdes ou em algum ponto ao longo da
peca. Portanto, bastaria apenas realizar o processo de plastificacdo nestes locais. Tal
modelo traz como vantagens um menor custo computacional em comparacao com o modelo
de plastificagao distribuida, ao custo da resolucao e acuracia do resultado depender do

refinamento da malha.

Nos trabalhos de Prakash e Srivastava (2019), Panto et al. (2017), Thai e Kim
(2015b) e Mazza (2014), por exemplo, ¢ feito uso da andlise plastica distribuida. No modelo
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de analise plastica distribuida é realizada a integracao numeérica, avaliacao do estado de
tensoes e dos critérios de plastificacao ao longo de todo o dominio do sélido. O processo de
plastificacao se da por decorréncia das leis que regem o proprio processo e portanto todo o
solido estara sujeito a se plastificar. Em comparacao com o modelo de analise concentrada,
a analise de plasticidade distribuida é capaz de produzir resultados com maior acuracia.

Em contra partida, resulta num custo computacional mais elevado.

De acordo com o que foi exposto, entende-se que o modelo numérico desenvolvido
neste trabalho se enquadra na categoria de modelo de andlise plastica distribuida. O
modelo de plasticidade implementado é o modelo de Von Mises associativo, como descrito
em Auricchio e Veiga (2003) e Souza Neto, Peric e Owen (2008). Tal modelo é amplamente
empregado para materiais ducteis e inclusive em situacoes de plasticidade nao isotérmica,
como nos trabalhos de Rigobello, Coda e Munaiar Neto (2014), Pettermann et al. (1999),
Yu et al. (2010) e Neves, Camargo e Azevedo (2021).

4.7.1 Plasticidade independente de taxa

Nesta secao é brevemente apresentada a teoria da plasticidade independente de
taxa, segundo a termodinamica de processos irreversiveis em meios continuos, aos moldes
de Botta et al. (2007). Num primeiro momento o processo de plasticidade é considerado
sob condigoes isotérmicas e de pequenas deformacoes, posteriormente serdao detalhadas
as consideragoes necessarias para contemplar situacoes de plasticidade nao isotérmica.
As varidveis cineméticas macroscopicas sao o tensor de deformacoes €;; e o vetor o, que
representa as variaveis internas capazes de descrever os diversos fendmenos dissipativos. As
varidveis bésicas estaticas sao o tensor de tensoes de Cauchy o;; e o vetor x; que representa

as forcas termodinamicas associadas a «.
Por se tratar de regime de pequenas deformacoes, assume-se a decomposicao aditiva
do tensor de deformagoes em duas partes, elastica e plastica:

em que £;; e sfj sdo as partes elastica e plastica, respectivamente.

Considerando-se processos plasticos, a energia livre potencial é dada por:
y4 1 e e e 1
p\lf(ﬁij — 81-]-, Oéi) = §6ijCijkl‘€kl + Eaihijaj (496)
em que p ¢ a densidade do material, C;;, € o tensor constitutivo eldstico de quarta ordem
e h;; ¢ um tensor de segunda ordem composto pelos parametros de encruamento.

De 4.96, as variaveis estaticas sao definidas como:

ov

Oij = Po = it = Ciip (Ert — €py) (4.97)
ij

)
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ov
Xi = —pp— = —hijoy (4.98)

Para o comportamento ineldstico, a evolucao das varidveis internas é definida pela
introducao do potencial plastico F'(oy;, xx). Desta forma a regra de fluxo, ou lei de evolugao

do tensor de deformagoes plasticas é dada de acordo com:

. OF

D
€ij =7

(4.99)

80ij

e a regra de encruamento, ou lei de evolucao do vetor de encruamento, ¢ representada por:

OF
a;=y— 4.100
J an ( )
em que v ¢ o multiplicador plastico que satisfaz as condi¢oes de Kuhn-Tucker:
420, f<0, §f=0 (4.101)

em que f(o;5, xx) € a funcdo que define o critério de plastificacdo a se adotar. O critério
de plastificacdo é a superficie definida no espacgo das tensoes principais que separa as
regides de comportamento eldstico e plastico. Quando F' = f é dito que se tem plasticidade

associativa. Do contrario, obtém-se um critério de plasticidade nao associativo.

4.7.2 Critério de plasticidade

O critério de plasticidade adotado para este trabalho é o critério de Von Mises

associativo com encruamento isotrépico e cinematico, descrito na seguinte equagao:
f =155l = oy (4.102)

Ccom
2ij = Sij — Qj

1
Sij = Oig — 5¢j§0u
1
€i; = E;i — 52“*€
J J ig u
Oy = 0y + Hz-soy (4103)
0 = Hkine?j
e = nij
oF 25
0% 124l

em que 0;; ¢ o tensor de tensoes de Cauchy, €;; é o tensor de deformagoes na descri¢ao
euleriana, s;; e e;; sao as respectivas tensao e deformacgao desviatérias, ¥;; ¢ a tensao
relativa, em fungao da tensao backstress a;; que descreve o mecanismo de encruamento

cinematico, v e n;; sao o parametro de consisténcia e um vetor unitario que determinam
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a evolucao da deformacao plastica, H;,, e Hy;, sdo respectivamente os parametros de
encruamento isotrépico e cinemaético, o, ¢ a tensao inicial de plastificacao e por fim, f ¢
o critério de plastificagdo de Von Mises em fungao da norma euclidiana da tensao relativa

||2;;]| e encruamento isotrépico o,.

Definidas a regra de fluxo, a regra de encruamento e o critério de plastificacao é
possivel entao contemplar processos inelasticos na forma de plasticidade. As condigoes
de Kuhn-Tucker expostas nas equagoes 4.101 complementam o modelo de plasticidade.
Para qualquer instante de tempo ¢ e quaisquer tipos e valor de carregamentos que estejam
atuando no sélido, estas condigoes devem ser obedecidas. Ou seja, quando o critério
de plastificagao resultar num valor negativo, obrigatoriamente a taxa do multiplicador
pléastico (7) deve ser nula. Nas situagoes em que f resultar em valor positivo, haverd entao
a necessidade de se calcular uma corre¢ao, na forma de uma taxa de deformacao plastica,
que faga a equacao do critério de plastificacao se tornar novamente nula. Desta forma sao
definidas as regioes no espacgo de tensoes onde se encontram os comportamentos elastico e
plastico do solido. A seguir é descrito o algoritmo responsavel por calcular o valor da taxa

de deformacao plastica.

4.7.3 Algoritmo de retorno radial para o critério de Von Mises associativo

No caso em que o critério de plastificagao resultar positivo (f > 0), ha a necessidade
de se calcular o incremento de deformacao plastica. Para tanto emprega-se o algorimo de
retorno radial, como descrito em Auricchio e Taylor (1995), Auricchio e Veiga (2003), Simo
e Hughes (1998) ou Zienkiewicz e Taylor (2000). Assume-se que o intervalo de tempo da
analise é repartido em N diversos sub-intervalos definidos pelos pontos 0 =ty <t; < ... <
o1 <tp <tpy1 <...<ty. Também é assumido que num instante de tempo genérico ¢,
as varidveis de estado que definem o problema sdo conhecidas, como por exemplo ;i
€ij[n]> Qij[n] € Vn)- Desta forma, pretende-se calcular e obter os valores para as varidveis
de estado no proximo passo de tempo t,,1. Num primeiro momento o campo mecanico é

entendido como puramente elastico e as seguintes quantidades tentativa sao calculadas:

p,TR D

Cijin+1] = Cijin]

Sijin+1] = Sijln]

TR TR TR
Zijln+1] = Sijlnt1] ~ Ynt1]
TR
Vn+1] = Vn]

em que o superescrito T® representa a natureza tentativa das grandezas descritas.

Logo apos, o critério de plastificacao ¢é verificado:

=5yl < 00 + Hisonp iy (4.105)
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e se a inequacao for verdadeira, entao de fato é confirmada a hipdtese inicial de momento
puramente elastico e todas as grandezas do passo t,.; assumem o valor da tentativa.
Entretanto, caso a inequacao nao se mostrar verdadeira, é necessario efetuar o segundo
passo de correcao plastica naquele ponto do dominio de acordo com as seguintes equacoes:
D _ pTR B
Cijin+1] = Cijfnt1) T AT
ot =l 4 Hyin A, (4.106)
ij[n+1] = Zijin] kin A4 :
_ TR
Vin+1] = Vg1 + A
. N . A bl -
em que A representa o incremento do pardmetro plastico de consisténcia (f;"*" Jdt).

Para completar o procedimento, o parametro A, calculado por meio da condi¢ao
f (%) =0, é dado por:

_ =Rl = (w0 + Hisonfilly)
2G + Hiso + Hkln

no qual G é o moédulo de cisalhamento.

A

(4.107)

Por fim, de posse das novas grandezas para o novo passo de tempo t,,i, em

P
ij[n+1]>

na descri¢ao lagrangeana e o passo de tempo ¢ incrementado.

especial e atualiza-se o modelo mecanico com o novo valor da deformacao plastica

4.8 Exemplos numéricos

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos numéricos com a intencao de validar
o modelo mecanico. Sao considerados alguns exemplos numéricos classicos no ambito
da elasticidade nao linear e alguns exemplos para validar e demonstrar a capacidade da

técnica de embutimento de elementos heterogéneos.

4.8.1 Viga engastada de Mattiasson

No trabalho de Mattiasson (1981) sao apresentadas solugoes analiticas para configu-
racoes de vigas e poérticos planos segundo a elasticidade nao linear. Este exemplo numérico
trata de uma viga engastada sujeita a uma carga pontual na sua borda extrema. A figura
4.9 mostra o esquema estrutural adotado. A parte inferior mostra a geometria plana 2D

adotada para representacao da viga. O valor da largura é unitario (b = 1,0).

Figura 4.9 — Esquema estrutural para o exemplo numérico da viga engastada nao linear
geométrica.

P =1kN até 10kN

'R NNN\N ANNNANNY

|jh: 0,2m
|

<

»

" L =10m

Fonte: elaborado pelo autor.
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A tabela 4 mostra os valores adotados para o médulo de elasticidade |, Poisson v
e carregamento P na ponta extrema direita. Por se tratar de um modelo numérico 2D, o

carregamento concentrado foi aplicado de forma distribuida ao longo da altura.

Tabela 4 — Propriedades do material e carregamento adotados.

E (kPa) v P (kN)
15¢5 0,0 1até10

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 4.10 mostra a malha de elementos finitos adotada. O modelo numérico
é composto por um total de 112 elementos finitos triangulares de aproximacao ctbica,

resultando em 592 noés e 1184 graus de liberdade.

Figura 4.10 — Malha de elementos finitos empregada.

Fonte: elaborado pelo autor.

A tabela 5 mostra os valores de deslocamento nas diregoes x e y e a comparac¢ao
com os valores reportados por Mattiasson (1981). Ressalta-se que os valores numéricos sao
a média dos valores dos nos da borda direita, refletindo assim as coordenadas de um noé

na linha média da viga.

Tabela 5 — Resultados analitico e numérico para a viga de Mattiasson.

Mattiasson (1981) Autor
PL?/EI =z/L y/L x/L y/L Diferenca x (%) Diferenca y (%)
1 0,30172 0,05643 | 0,30181 0,05647 0,02950 0,06309
2 0,49346 0,16064 | 0,49364 0,16075 0,03567 0,06972
3 0,60325 0,25442 | 0,60350 0,25461 0,04177 0,07507
4 0,66996 0,32894 | 0,67027 0,32920 0,04627 0,07904
) 0,71379 0,38763 | 0,71415 0,38794 0,05015 0,08023
6 0,74457 0,43459 | 0,74498 0,43495 0,05453 0,08215
7 0,76737 0,47293 | 0,76782 0,47332 0,05864 0,08331
8 0,78498 0,50483 | 0,78548 0,50526 0,06357 0,08478
9 0,79906 0,53182 | 0,79960 0,53228 0,06733 0,08668
10 0,81061 0,55500 | 0,81120 0,55548 0,07229 0,08721

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 4.11 mostra o grafico de deslocamento normalizado com o comprimento

da viga dos modelo numérico e analitico. Nota-se a 6tima concordancia dos resultados.
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Figura 4.11 — Grafico para os resultados de deslocamento normalizado em relagao ao nivel
de carregamento aplicado.

T T -
o x Mattiasson

S 0.8 ) o y Mattiasson
g —— 1z Autor
= 0.6 4 |---  y Autor
:
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S 04 =
=
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9
A
0 - |
| | | | | |
0 2 4 6 8 10
P (kN)

Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim sao apresentadas na figura 4.12 as deformadas da viga e os valores de

deslocamento nas diregoes x e .

Figura 4.12 — Deslocamentos horizontal e vertical para a viga nao linear.

P = OKN P = OKN
P = 10KN P = 10KN
Deslocamento em X Deslocamento em'Y
-5.654 -4 -2 0.018 -8.198 -6 -4 -2 0.000
——— | | |
(a) Deslocamento horizontal (b) Deslocamento vertical

Fonte: elaborado pelo autor.

Por meio dos resultados obtidos, valida-se o modelo mecéanico para analises nao

lineares geométricas com destaque para a convergéncia da solucao analitica com a numérica.
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4.8.2 Chapa reforcada com fibras

Para validar a aplicagdo da técnica de embutimento para problemas mecanicos, é
considerado um exemplo numérico baseado nos trabalhos de Sampaio (2014) e Felix (2018).
Trata-se de uma chapa quadrada sujeita a esforcos de tragdo nas suas bordas superior
e direita. Sao analisados os deslocamentos para os casos sem fibra, com fibras dispostas
verticalmente, com fibras dispostas vertical e horizontalmente e, por fim, com fibras de

distribui¢ao uniformemente aleatéria no dominio e na orientacao.

Inicialmente é analisado o deslocamento da chapa quando composta apenas pelo
material da matriz, ou seja, sem a inclusao das fibras. A figura 4.13a mostra o esquema
estrutural da chapa, com suas respectivas dimensoes, nivel de carregamento e condigoes
de contorno aplicadas. O valor da espessura é unitario (e = lem). A figura 4.13b mostra
a discretizagdo em elementos finitos empregada para a matriz. Ao todo foram utilizados
124 elementos finitos triangulares de ordem ciibica, totalizando 601 nés e 1202 graus de

liberdade do sistema.

Figura 4.13 — Esquema estrutural da chapa sem reforco e malha de elementos finitos
empregada.

q = 1000kN/cm
RARRRRRARAN

o|

T

100em

L:

q = 1000kN/cm

RN RARE

| |
" L=100cm

(a) Esquema estrutural para o caso da chapa  (b) Malha de elementos finitos da matriz.
sem reforgo.

Fonte: elaborado pelo autor.

Na tabela 6 é possivel verificar os dados para as propriedades do material necessarios
para realizar a andlise inicial. E,, e v, sao o mdédulo de elasticidade e o coeficiente de

Poisson da matriz, respectivamente.

Tabela 6 — Propriedades do material da matriz.

E,. (kN/cm?) v,
2100 0,0

Fonte: elaborado pelo autor.
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Os resultados de deslocamento horizontal e vertical sdo apresentados na figura 4.14.
Nota-se que, pela natureza simétrica das condi¢oes de contorno e material completamente
homogéneo, os deslocamentos em ambas dire¢des é o mesmo. Os valores numéricos de
deslocamento maximo sao compativeis com os valores encontrados no trabalho de Felix
(2018).

Figura 4.14 — Deslocamentos horizontal e vertical para a chapa quadrada de argamassa
sem fibras.

Deslocamento em X Deslocamenfoem Y
0.00 10 20 2756 0.00 10 20 27.56
| |
(a) Deslocamento horizontal. (b) Deslocamento vertical.

Fonte: elaborado pelo autor.

Para a analise da chapa com fibras embutidas, foram analisados trés casos distintos
no que diz respeito a orientacao e quantidade de fibras. A figura 4.15 mostra os esquemas

estruturais para os trés casos.

Figura 4.15 — Esquemas estruturais para os trés casos de reforco considerados.

q = 1000kN/em q = 1000kN/em q = 1000kN/cm
ERARRRRRRRANAN ERARRRERRAARANN ERARRRAARA
I - = : —g ¥ N — g
NEEEEEE RN - — /| —~ 9
g REREEEEE R FG . 172 = e |/\7~\4\
S| Whriiiiiiii| - S = ARAN |
Sy =E s == g &ﬁ”@ﬁ\?ag
IR EEE S o\\/\@(w:%
SIENEREEEE SRS I 1200 =] Y IRROSTIE 2
IR EE — o | WRKERSSEAZZ| o
| | | | |
L =100cm L =100ecm L = 100cm
(a) Chapa refor¢cada com 10 fi- (b) Chapa refor¢ada com 10 fi- (¢) Chapa reforgada com 200 fi-
bras longas dispostas verti- bras longas dispostas verifi- bras curtas de distribuicao
calmente. calmente e 10 fibras longas uniformemente aleatéria no
dispostas horizontalmente. dominio e na orientacao.

Fonte: elaborado pelo autor.
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As propriedades do material que compoem as fibras sdo dadas na tabela 7.

Tabela 7 — Propriedades do material das fibras. Médulo de elasticidade [E¢ e drea da segao
transversal A;.

E; (kN/em?) Ay (em?)
20000 0,1

Fonte: elaborado pelo autor.

Analogamente, as malhas de elementos finitos para os trés casos respectivamente
sao apresentadas pela figura 4.16. Nota-se que ndo é necessario a coincidéncia dos nés das
fibras (elementos a serem embutidos) com os da matriz. Ambas malhas sdo independentes
entre si e a inclusao das fibras nao contribui para o acréscimo no ntimero de graus de
liberdade do problema. Cada fibra longa foi discretizada em 10 elementos lineares de fibra,
totalizando 100 elementos lineares de fibra para o caso de apenas fibras verticais, 200
elementos finitos de fibra para o caso de fibras horizontais e verticais, e 200 elementos de

fibra para o caso de fibras com dispersao aleatoria.

Figura 4.16 — Malha de elementos finitos para os casos de chapa refor¢ada com fibras.

AN NPAW NV W
i - SSuESHES LS /
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y U T N

(a) Malha de elementos fini-  (b) Malha de elementos fini-  (c) Malha de elementos fini-
tos para o caso de apenas tos para o caso de fibras tos para o caso de fibras
fibras verticais. verticais e horizontais. dispersas aleatoriamente.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 4.17 mostra os resultados de deslocamentos horizontal e vertical para o
caso de chapa reforcada apenas com fibras verticais. Nota-se uma reducao de valor apenas
para o deslocamento vertical, demonstrando a correta contribuicao da orientacao da fibra

na matriz do sélido.
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Figura 4.17 — Deslocamentos horizontal e vertical para a chapa quadrada de argamassa
reforcada apenas com fibras verticais.

Deslocarnento em X Deslocamento em 'Y
0.00 10.0 200 2757 0.00 10.0 200 26.24
—— s
(a) Deslocamento horizontal. (b) Deslocamento vertical.

Fonte: elaborado pelo autor.

Em seguida, a figura 4.18 mostra os resultados de deslocamento horizontal e vertical

para a chapa reforcada com 20 fibras longas verticais e horizontais.

Figura 4.18 — Deslocamentos horizontal e vertical para a chapa quadrada de argamassa
reforcada com fibras verticais e horizontais.

Deslocarnento em X Deslocamento em 'Y
0.00 10.0 200 26.21 0.00 10.0 200 26.21
—— s
(a) Deslocamento horizontal. (b) Deslocamento vertical.

Fonte: elaborado pelo autor.

Na figura 4.19 estao os resultados de deslocamento horizontal e vertical para o
caso de chapa reforcada com fibras aleatoriamente distribuidas. Por ter sido feito uso
do mesmo numero de fibras do caso imediatamente anterior, é possivel notar que os
valores de deslocamento resultam similares. Tal resultado demonstra uma equivaléncia na
contribuicao de rigidez da matriz nos casos de fibras horizontais e verticais, e fibras de

dispersao aleatoria.
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Figura 4.19 — Deslocamentos horizontal e vertical para a chapa quadrada de argamassa
reforgada com fibras aleatoriamente distribuidas.

Deslocamento em X Deslocamento em Y
0.00 100 200 2623 0.00 10.0 200 267
s e
(a) Deslocamento horizontal. (b) Deslocamento vertical.

Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, é apresentado na tabela 8 um resumo dos valores de deslocamentos
encontrados para os 4 casos analisados e valores encontrados no trabalho de Felix (2018)

para comparagao.

Tabela 8 — Valores de deslocamento para os diversos casos de chapa reforcada com fibra

analisados.
Chapa Deslocamento (c¢m)
Autor | Felix (2018)
Horizontal Vertical ‘ Horizontal Vertical

Sem fibras 27,56 27,56 27,56 27,56
Flbr.as longas ordenadas 97 57 26,24 27 57 26,92
verticalmente

Fibras longas ordenadas 26.21 26.21 26.20 26.20

horizontalmente e verticalmente

Fibras curtas ordenadas
de forma uniformemente aleatoria

26,23 26,17 26,45 26,28

Fonte: elaborado pelo autor.
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De posse dos resultados de deslocamento, é possivel chegar a algumas conclusoes:

A técnica de embutimento de elementos de fibra na matriz sélida é bastante efetiva
na capacidade de modelar materiais compésitos, sem provocar incremento no niimero

de graus de liberdade do problema.

Tal técnica também garante que a contribuicao na rigidez do sélido reflita a orientacao
dos elementos de fibra, evidenciado pelo caso do reforco com fibras ordenadas
verticalmente. Seu deslocamento horizontal nao sofre alteragdo enquanto ha ganho

de rigidez e reducao de deslocamento vertical.

Percebe-se que os valores de deslocamento horizontal e vertical entre os casos
de fibras longas ordenadas horizontalmente e verticalmente e fibras curtas com
distribuicdo uniformemente aleatéria sdo muito préximos. O que indica equivaléncia
na contribuicao de rigidez ao sélido, dado o fato que a quantidade de fibras é

constante entre os dois ultimos casos.

A média dos deslocamentos horizontal e vertical para o caso de refor¢o com fibras
dispersas aleatoriamente é de 26,20cm, o que significa uma diferenca de 0,04% em
relagao aos deslocamentos obtidos para o caso das fibras horizontais e verticais.
Ademais, os valores obtidos estao de acordo com os encontrados em Sampaio (2014)
e Felix (2018).



117

5 CAMPO TERMICO

Neste trabalho, o campo térmico é resolvido através do método dos elementos
finitos tradicional. A seguir é apresentada a formulacao utilizada ao longo da pesquisa. Os

conceitos apresentados seguem Lewis et al. (1996) e Nicholson (2008).

5.1 Principio do trabalho virtual

Aplicando o principio do trabalho virtual na equacao 3.20, tem-se a seguinte

equacao para a transferéncia de calor por conducao em sua forma variacional:
T .
/Q 50 k7 (0)0 ;2 + /Q 50 pe,fdQ = — /F 50n:qdl (5.1)

em que k;-{jT} (0), p e ¢, sao respectivamente o pardmetro de condutividade térmica depen-
dente da temperatura, densidade do material e o calor especifico, e ¢; é o fluxo de calor

que atravessa a superficie I'.

Para estudo das condi¢oes de contorno, supoem-se que o contorno seja decomposto,
como demonstrado na figura 5.1, em 3 segmentos I' =1'; + I';; + I'777. Em ' a condicao
de contorno é de Dirichlet, ou seja, a temperatura em I'; é prescrita (6 = 9{0}) e, portanto,
00 = 0. Em I';; a condicao de contorno é de Neumann com um fluxo de calor prescrito
(¢; = ql-{o}) e convencionado positivamente quando este sai do dominio. Desta condi¢ao
deriva que 00n;q; — 59niq;{0}. Em T';;; o fluxo de calor é dependente da temperatura
ambiente (0 ) por meio de um coeficiente de transferéncia de calor por convecgdo h
(¢i = n;h(0 — O)) que representa o fendomeno de convecgao, também convencionado com

valor positivo quando saindo do dominio.

Figura 5.1 — Definicdo do problema de campo térmico.

n;q;
Aty
\/’ i ™= <~/ r
~\ v
R 0
\ S
T, { Lrrr!e
>8 nih
6(0) S

Fonte: elaborado pelo autor.
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Com a definicao das superficies de contorno, a equacao 5.1 assume a forma:

/ 50 k{71 (0)0 ;2 + / 50pe,0d = — [ 60n,qfVdr
Q

Trr

— [ 560R(0 — 6.0)dT

Trrr

5.2 Meétodo dos elementos finitos

Realizando a discretizacdo do dominio e interpolacao das varidveis de interesse por

elementos finitos para o problema de campo térmico:

0 = di(&5)0n(t)

68 = 1 (&;)d0i(2)

0 = ¢1:(&)0u(t) = Bu(&;)0Ou(t)
00 = ¢1,i(§;)00u(t) = Bui(§;)00u(t)

em que Bj; é a matriz de derivadas das fungoes de forma em relacao as variaveis adimensi-

onais e © é a temperatura nos nos do sélido discretizado.

Substituindo as equagoes 5.3 em 5.2 resulta num sistema linear de equagoes

diferenciais ordindrias:

KTH6)0,(t) + Mo, ) = fi (5.4)

mn
em que:

KTH0) = K (9) + K2} Matriz de rigidez térmica;

K,{nTl} / Byi(&y) k{T} (0)B;(£,)d? : Matriz de condutividade do dominio;
K2} — /F Om(&y)hon(€2)dD : Matriz de condutividade na contorno;
1
MY — / Om (&) pCp®n(62)dSY = Matriz de capacitancia,; (5.5)
I — i 4 f{T2) - Vetor de fluxo de calor total;
finy — /F ngm(fA,)niqi{o}dF : Vetor de fluxo de calor imposto;
I

{T2} . ~
frr = /1“ o Om(&y)hbOsdl = Vetor de fluxo de calor por convecgao
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5.2.1 Integragao temporal

Para a solucao do campo térmico ao longo do tempo, utilizou-se neste trabalho o
método das diferencas finitas como descrito em Lewis et al. (1996). A equacao 5.6 mostra

o integrador temporal al fa empregado:
(M} + antk(TH0)) O 2% = (M} — (1 — ) Atk T} 0)) 00 + At (5.6)

com 0 < a<l1let t+ At e At sdo respectivamente o passo de tempo atual, passo de
tempo futuro e variagao no passo de tempo. O parametro « regula o tipo do integrador
temporal. Adotando-se um valor adequado, é possivel reproduzir um integrador explicito

(v = 0), implicito (aw = 1) ou qualquer um outro entre estes dois (0 < o < 1).

Em termos de implementacao, ¢ interessante agrupar os termos da equacao 5.6 de

forma a gerar um sistema a ser resolvido:
Lmn(a?{—f—‘rAt} =Tm (57)

com
Ly = M + aAtK T (6)

rm = (MED = (1= a)AtKSH0)) O + At

em que com a resolucao da equacgao 5.7 é possivel obter o campo de temperatura para o

(5.8)

préximo passo de tempo ©UF4H

5.2.2  Elementos finitos empregados

Neste trabalho sao empregados para o campo térmico os mesmos tipos de elementos
finitos empregados para o campo mecanico. Para analises 2D sao utilizados elementos
triangulares de aproximacao cibica com 10 nés. Para andlises 3D sao empregados elementos

tetrahédricos de aproximagao cubica com 20 nos.

5.3 Incorporacao de elementos heterogéneos

Nesta secao ¢ descrita a forma de incorporagao de elementos heterogéneos por meio
da técnica de embutimento utilizada neste trabalho. A equagao 5.2 pode ser entendida
como o balango energético:

U+C=TF (5.9)

em que U é a parcela de energia relacionada a condutividade térmica do sélido, C esta

relacionada a capacitancia e I esta relacionada aos fluxos de calor no contorno do dominio.

Num primeiro momento, assume-se que a parcela de energia referente a condutivi-
dade térmica do sélido compésito (U) é composta pelo somatoério das parcelas de energia

de suas fases, sejam elas a matriz do compésito, fibras e/ou particulas:

U{total} _ U{matriz} + U{fibras} + U{partz’culas}

5.10
— U{matriz} + U{inclus&es} ( )
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Fibras e particulas sao redenominadas inclusoes. Para o caso da parcela energética
de condutividade térmica de uma inclusao, obtém-se da sua discretizacao pelo método dos

elementos finitos:
inclusd : {inclusdo}
yliesd = 37 / 5, kLt

B Z / (s g; )60,) et} W o (5.11)
7 J

_ Z [ 30, Bkl Bj6.dw
o=1"%

em que [ é o nimero total de elementos finitos de inclusdo, w é o dominio de cada um dos
elementos de inclusao, ¢, e ¢, sdo respectivamente as fungoes de forma dos nos s e z de
uma elemento finito de inclusao, ©, e ©, sdo respectivamente os valores de temperatura
dos nés s e z e 1, e 1, sao os pontos de integracao para a integragao numérica no dominio

w do elemento de incluséo.

Emprega-se a seguinte equacao para reescrever os valores de temperatura do né s
do elemento de inclusdo em funcao dos valores de temperatura e fungdes de forma dos nés

g de uma elemento de matriz do composito:

@s = ¢sq (52) @q (512)

em que & é a coordenada adimensional de um elemento finito da matriz do compésito
que corresponde a posicao do né s do elemento finito de inclusdo e ¢4, (&) ¢ uma matriz
numérica composta pelas fungoes de forma do elemento {q} avaliadas na coordenada

adimensional &.

Substituindo a equacao 5.12 na equacao 5.11, obtém-se para a parcela de energia

térmica da inclusio:

l . ~
U{inclusdo} _ Z/ 583351‘]{;{;“0[“%0}sz@zdw
o=1"7%
: {inclusao)
= " 6,0(€2)00, [ Bkl B.yduwo.. (¢5)0, (5.13)
o=1 w

l
= 3 00405 (E) KL 9., (€5)0,
o=1

em que ¢4,(£3) é responsével pela expansao da matriz numérica de condutividade térmica

da inclusio (K linctusaol)

noutra matriz numérica com graus de liberdade compativeis com
a malha da matriz do compésito. Este é o processo principal da técnica de embutimento,
ja que a contribuicao do elemento de inclusao ¢ espalhada para a matriz numérica da

matriz do composito.

Dé-se o nome de matriz de espalhamento para a matriz numérica ¢4, responsavel

por realizar a contribuicao do elemento de inclusao na malha da matriz do compésito.
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Adotando-se uma organizacao conveniente dos graus de liberdade, é possivel construir
a matriz numérica de espalhamento por meio da concatenagao de matrizes numéricas
compostas por func¢oes de forma dos elementos da matriz do compdsito avaliadas nas

coordenadas adimensionais correspondentes aos nos dos elementos de inclusao:

ou(€) .. 0

¢ia)=| 1 - : com
0 o Dual€))
Smn(€0) = [0*(E) -+ V()]

(5.14)

em que &) é a coordenada adimensional no elemento da matriz do compdsito que corres-
ponde ao né v do elemento de inclusdo e ¢V é a funcao de forma do né6 N do elemento
da matriz do composito. Note que, para problemas térmicos, por sempre se tratar de um

problema de campo escalar, a dimensao m serd sempre unitaria (m = 1).

Desta forma, é possivel obter a matriz numérica de condutividade térmica do
elemento de inclusao expandido para os graus de liberdade globais na malha da matriz do
composito:

{K{inclusdo}} _ [q)]T {K{inclusdo}} [CI)] (515>

global o

em que [@] = ¢;;(£Y) é a matriz de espalhamento dada pela equagao 5.14, {K{md”s‘i"}} é
a matriz numérica de condutividade térmica do elemento de inclusao e [K{i"Cl“s‘io}] robal

globa.
¢ a matriz numérica de condutividade térmica da inclusao expandida para os graus de

liberdade globais.

Ao fim, a matriz numérica de condutividade térmica expandida da inclusao (equacao
5.15) pode ser incorporada diretamente a matriz numérica global de condutividade térmica

do so6lido composito:

[K{total}} _ [K{matriz}} + {K{inclusﬁo}} (516)

global

O mesmo procedimento é realizado para embutir a parcela de energia do elemento
de inclusdo correspondente a capacitancia. A parcela de energia total do solido compdésito
também ¢ entendida como o somatorio das parcelas referentes a matriz do compdésito e

inclusoes:

@{total} _ (D{matriz} + C{inclusdo} (517)
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Por meio do método dos elementos finitos e promovendo a substituicdo da equagao

5.12 na equacao da parcela de energia de capacitancia da inclusao é possivel obter:

[
Ctincho) _ 3~ / 50 ,65pCyd,0,duw
o=1"%
[
=Y 60(62000, | dupcybad 621(€9)6, (5.18)
o=1 w

l
- Z 00¢0sq(&2) Mi;nClusaO} ¢2r(€5)0;
o=1

em que [ é o nimero total de elementos finitos de inclusdo, w é o dominio de cada um dos
elementos de inclusao, ¢, ¢ novamente a matriz numérica de espalhamento definida pela

equagdo 5.14 e Minctusaol ¢ 3 matriz numérica de capacitancia do elemento de inclusdo.

Para se obter a matriz numérica de capacitancia da inclusao expandida para os
graus de liberdade globais da malha da matriz do compdsito, basta realizar o mesmo

procedimento descrito pela equagao 5.15:

[M{inclusdo}} _ [(I)]T [M{mclusdo}} [q)] (519)

global o

Por fim, basta contribuir diretamente a parcela de energia do elemento de inclusao

na malha do compésito:

[M{total}} _ [M{matriz}} + [M{inclusdo}} (520)

global

Ainda sobre as dimensoes da matriz global do elemento de reforgo, é possivel

calcular por meio da seguinte relagao:

a = Numero de graus de liberdade do elemento de reforco
[®]axs (5.21)

f=nT
que é a mesma expressao dada anteriormente na equacao 4.6. A expressao se mantém,

independentemente da dimensao do problema (1D, 2D ou 3D).

5.3.1 Fibras

Neste trabalho, sao utilizadas fibras de aproximagao linear com 2 nés, tanto para o
caso 2D, quanto para o caso 3D. Sao os mesmo elementos finitos de fibras empregados

para o campo mecanico.

5.3.2 Particulas

Sao utilizadas para o caso 2D particulas triangulares de aproximacao cubica com
10 nés. Para o caso 3D sao empregadas particulas tetrahédricas de aproximagao cibica
com 20 nés. Estes sdo os mesmos elementos finitos empregados para o campo mecanico.
Novamente, deve-se tomar o mesmo cuidado relatado na secao 4.6.3 com relacao ao grau

de aproximacao dos elementos finitos do sélido base e das particulas a serem inseridas.
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5.4 Exemplos numéricos

A seguir sao apresentados alguns exemplos numéricos para demonstrar e validar a

técnica de embutimento para analises térmicas de solidos compésitos.

5.4.1 Chapa reforcada com 1 fibra horizontal

Neste exemplo, analisa-se o campo térmico de um soélido isotropico com apenas 1
fibra horizontal embutida na sua meia altura. O resultado é comparado com modelagem

numeérica, por discretizacao total, feita no software Abaqus 6.14.

A figura 5.2a mostra o esquema do problema térmico a ser resolvido com as
devidas condigoes de contorno. Trata-se basicamente de uma chapa quadrada sob regime
estaciondrio com condigoes de Dirichlet na face esquerda (0 = 10°C') e Neumann na face
direita (¢ = 1023). A espessura da chapa é unitaria (e = 1,0) e as faces superiores e
inferiores sao adiabaticas, com fluxo de calor nulo. J4 a figura 5.2b mostra a malha de
elementos finitos da matriz e da fibra longa empregada. No caso da fibra, foram utilizados
20 elementos lineares de trelica embutidos na matriz. Para a matriz foram utilizados 244
elementos triagulares de aproximacao cibica, resultando num total de 1159 nés e 1159
graus de liberdade para o problema. Para a modelagem no Abaqus, foi feito uso de 100
elementos finitos quadrilaterais de aproximacao quadratica para a matriz e 10 elementos
finitos de trelica, também de aproximacao quadratica, para a fibra. No caso do Abaqus os
nos dos elementos da fibra ficaram coincidentes com os nés dos elementos da matriz.

Figura 5.2 — Esquema e malha de elementos finitos para o exemplo da chapa reforcada
com 1 fibra horizontal.

—
O

52 Tl

[T s
— |l

QA !
—

" L=1m
(a) Esquema do problema térmico da chapa (b) Malha de elementos finitos para a matriz
reforgada com fibra horizontal. e fibra longa horizontal.

Fonte: elaborado pelo autor.

A tabela 9 mostra os dados da propriedades térmicas dos materiais empregados
no exemplo. O subindice m indica o material da matriz, enquanto o subindice f indica o

material da fibra.
Tabela 9 — Propriedades térmicas e fisica dos materiais da matriz e fibra.

krm (G5g)  krp (Ghs)  Ar (m?)
2.75 55 0,01

Fonte: elaborado pelo autor.



124

A figura 5.3 mostra os campos de temperatura obtidos pelo Abaqus e pela técnica

de embutimento, respectivamente.

Figura 5.3 — Campos de temperatura para o exemplo de chapa reforcada com uma fibra

horizontal.
NTL11
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+9.735e+00
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+7.612e+00
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+7.081e+00
+65.816e+00
(a) Campo de temperatura obtido por meio do Temperatura
Abaqus. 6.816 8 9 10000

——
(b) Campo de temperatura obtido por meio da
técnica de embutimento.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.3 mostra a variacao de temperatura ao longo da altura da chapa na
borda direita extrema. E possivel notar que os resultados entre os campos de temperatura
obtidos por meio do Abaqus e pela técnica de embutimento sdo muito proximos, resultando

numa diferenca maxima de 0,0056%.

Figura 5.4 — Valores de temperatura entre os modelos numéricos do Abaqus e do autor.

o Abaqus
—— Autor
7.2 |
S
\5 710 N
£
g 70 :
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g
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Fonte: elaborado pelo autor.

Percebe-se por meio deste exemplo que, para insercao de fibras na matriz, a técnica
de embutimento produz resultados tao bons quanto a discretizacao total sem a necessidade

de coincidéncia de nds entre os elementos da matriz e fibra.
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5.4.2 Defeito interno em bloco de concreto

Este exemplo demonstra a capacidade da técnica de embutimento em representar
particulas e dominios heterogéneos dentro de um soélido. Trata-se de analise térmica em
regime estacionario de uma pega de concreto sujeita fenomeno de convecgao, considerando
a existéncia de defeitos internos. Este exemplo é baseado no trabalho de Inacio et al. (2009)

que trata da avaliacdo termografica como ensaio nao destrutivo em estruturas de concreto.

A figura 5.5 mostra o esquema completo do problema com as respectivas dimensoes
e condigoes de contorno. O valor da espessura ¢é unitario (e = 1,0) e as faces superiores
e inferiores sdo consideradas adiabaticas com fluxo de calor nulo. A figura 5.5a mostra
o problema final, que consiste num cubo de concreto, sujeito a cargas térmicas e com
a presenca de um defeito interno. As figuras 5.5b e 5.5¢ mostram a matriz do sélido e
o defeito interno, respectivamente. Para comparagao, o exemplo foi modelado de duas
formas, discretizando-se totalmente o dominio, tal qual na abordagem convencional, e por
meio da técnica de embutimento, em que o defeito passa a ser uma malha de particulas

que ird contribuir negativamente na condutividade térmica da matriz.

Figura 5.5 — Esquemas do problema de condugao térmica para uma peca de concreto com
defeito interno.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A tabela 10 apresenta as propriedades térmicas e valores das condi¢oes de contorno
para o problema. O subindice T significa que tal variavel é do problema térmico, enquanto
que os subindices m, i e d simbolizam a matriz, inclusao e defeito, respectivamente. h é o
coeficiente de convecgao e 0, é a temperatura ambiente. Note que, para este exemplo, foi
atribuido para o defeito um coeficiente de condutividade térmico (kr4) no valor de 0,25%

do coeficiente da matriz (k).

Tabela 10 — Dados de propriedades térmicas e valores para as condi¢oes de contorno do
problema.

krm (oog)  kri (o) Fra (eg) b (Gaeg) oo (°0)
2,75 -2,0625 0,6875 13,95 0,0

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.6 mostra as malhas de elementos finitos para ambos os casos. A figura 5.6a
se refere a discretizacao total do dominio, resultando em 560 elementos finitos triangulares
de aproximagao ciibica e 2581 nds. A figura 5.6b diz respeito as malhas da matriz e defeito
para a técnica de embutimento, totalizando em 262 elementos finitos para a matriz e 180
elementos finitos para o defeito, ambos do tipo triangular de aproximagao ctbica. Foram
empregados 1150 nds, resultando em 1150 graus de liberdade para o modelo da técnica de

embutimento.

Figura 5.6 — Malhas de elementos finitos para ambos os casos analisados.

(a) Malha de elementos finitos com a discre- (b) Malhas de elementos finitos do defeito e
tizagdo total do dominio. da matriz.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.7 mostra os campos de temperatura para ambos os casos e a respectiva
diferenca percentual no dominio. Percebe-se que os valores de temperatura resultam muito
proximos, evidenciando boa qualidade de resposta para a técnica de embutimento. Neste
caso, a diferenca maxima absoluta é de 1,925%. Ressalta-se que estes valores maximos se

encontram em pontos muito especificos do dominio.

Figura 5.7 — Resultados de campo de temperatura para ambos os casos e respectiva
diferenca percentual.

Temperatura Temperatura Diferenca de temperatura (%)
0207 04 0.6 0.8 1.000 0208 04 0.6 0.8 1.000 -1.781 -1 0 1 1.925

mmsssees! | eessees! |

(a) Campo de temperatura para (b) Campo de temperatura para (c) Diferenca de temperatura

o modelo com discretizacao o modelo gerado pela téc-  em percentual entre os mo-

convencional do dominio. nica de embutimento. delos de discretizacao total
e pela técnica de embuti-
mento.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Por fim, é mostrado na figura 5.8 o grafico de temperatura ao longo da altura
na borda extrema direita do sélido (z = 0,5m). Percebe-se étima concordancia entre os
valores de temperatura resultantes. Vale ressaltar que, com uma melhor discretizacao da

malha da matriz é possivel obter resultados ainda mais proximos ao modelo convencional.

Figura 5.8 — Grafico de temperatura em relacao a altura na borda direita extrema do
solido.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Por meio deste exemplo foi verificado que, com a técnica de embutimento também é
possivel modelar materiais heterogéneos com inclusoes. A malha de particulas para simular
o defeito interno produziu resultados muito préximos daqueles obtidos pela discretizacao

convencional, mas com um nimero de graus de liberdade significantemente menor.

5.4.3 Analise térmica nao linear de chapa reforcada com particula

Neste exemplo ¢ realizada a analise térmica em regime estacionario de um solido
2D com propriedades de condutividade térmica nao linear para uma das fases pela técnica
de embutimento. Para comparacao e validagao, o problema também ¢é analisado por meio
da discretizacgao total das fases constituintes. A figura 5.9 mostra o esquema do problema
analisado, com as dimensoes geométricas e condi¢coes de contorno aplicadas. Trata-se
de uma chapa quadrada com uma particula elipsoidal internal. A particula possui os
valores do raio maior de 0,3m e raio menor de 0,1m, além de estar rotacionada em 45°
para a esquerda em sentido anti-horario. A condigao de Dirichlet na face esquerda é de
50°C, enquanto que na face direita é aplicada condi¢ao de Neumann de 200%. As faces
horizontais superiores e inferiores sao consideradas adiabaticas com fluxo de calor nulo.
Também sao definidos dois pontos, A e B, localizados respectivamente nos vértices inferior

esquerdo e superior direito para construgao de grafico comparativo.
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Figura 5.9 — Esquema do problema de conducgao de calor em compésito com material de
condutividade térmica dependente da temperatura.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Para as propriedades dos materiais modelados, a tabela 11 mostra os valores e
funcoes para as condutividades térmicas da matrix (kz,,) e particula (kz,). A condutividade
térmica da particula ¢ dada pela equacgao 5.22, também utilizada nos trabalhos de Huang,
Yan e Chen (1995) e Yang (1999) no &mbito de andlise de problemas de conducao de calor
com condutividade térmica nao linear dependente da temperatura. Nota-se que, para a
técnica de embutimento, a condutividade térmica dos elementos finitos de inclusao (kr;) é

composta pela equacao 5.22 menos o valor da condutividade térmica da matrix.

Tabela 11 — Valores de condutividade térmica para as fases do compoésito.

krm (hg)  krp () kri ()

1,0 eq. 522 eq. 5.22- 1,0

Fonte: elaborado pelo autor.

0 0
kTp((9> = /{Zo + k1 - exXp (k’) + k?g - sin (k) (522)
2 4

Para este problema em questao foram utilizados os valores descritos na tabela 12

para os coeficientes k; da fungao de condutividade térmica nao linear.

Tabela 12 — Valores dos coeficientes empregados na equagao que descreve a condutividade
térmica nao linear dependente da temperatura.

ij kl k2 kS k:4
1,0 45 80,0 25 5,0

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.10 mostra os possiveis valores para a condutividade térmica da particula
dentre o intervalo de temperatura de —60°C a —20°C, que ¢ o intervalo de temperatura

ao longo da particula resultante da andlise térmica.
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Figura 5.10 — Grafico da fun¢do de condutividade térmica adotada para a regiao da
particula.

kTp(g)
| — [N} w H~ Ut D ~J

60 —55 —50 —45 —40 —35 —30 —25 —20
0

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.11 mostra as malhas de elementos finitos empregadas para a analise
térmica, tanto pela técnica de discretizacao total (fig. 5.11a) quanto pela técnica de
embutimento (fig. 5.11b). Para o modelo gerado por discretizagao total foram empregados
em sua malha 688 elementos finitos triangulares. Para o modelo gerado pela técnica de
embutimento, foram utilizados 408 elementos triangulares para a matriz do compodsito e

367 elementos para a malha da particula.

Figura 5.11 — Malhas de elementos finitos para o problema da analise térmica nao linear
de chapa com particula interna.

(a) Malha de elementos finitos por discreti- (b) Malhas de elementos finitos da matriz e
zacao total. inclusao para a técnica de embutimento.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.12 mostra os campos de temperatura para as técnicas de discretizacao
total e embutimento, respectivamente. Também é mostrada a diferenca entre os campos de
temperatura resultantes da técnica de embutimento em comparacao com a discretizacao
total.
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Figura 5.12 — Resultados de campo de temperatura para ambos os casos e respectiva
diferenca nos campos de temperatura.

Temperatura Temperatura Diferenca de temperatura
-131.18 -50 0 50.00 -130.17 -50 0 50.00 0.8 0 1 22

| | |
(a) Campo de temperatura para (b) Campo de temperatura para (c) Campo de diferenga de tem-
o modelo com discretizacao o modelo gerado pela téc- peratura entre a técnica de
total do dominio. nica de embutimento. embutimento e a técnica de
discretizagao total.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.13 mostra os valores de temperatura ¢ ao longo da diagonal A-B para

ambos os campos de temperatura resultantes.

Figura 5.13 — Gréafico de temperatura entre os compositos modelados pela técnica de
embutimento e por discretizacao total.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, é possivel notar que ha étima concordancia entre os campos de temperatura.
Percebe-se especialmente pelo grafico da figura 5.13 que a técnica de embutimento consegue
representar satisfatoriamente o compédsito, mesmo com propriedades de condutividade
térmica dependentes da temperatura. Mesmo com o emprego da equacgao 5.22, a técnica
de embutimento nao encontrou dificuldades no processo de convergéncia, nem de perda de

acuracia do campo de temperatura resultante.



131

5.4.4 Analise térmica nao linear de chapa reforcada com fibras

Este exemplo trata de uma andlise térmica nao linear em regime estacionério de
uma chapa reforcada com fibras, de forma analoga com o exemplo da subse¢ao 4.8.2. Sao
feitas analises do campo térmico para os casos de chapa sem fibras e chapa reforcada
com fibras ordenadas horizontalmente e verticalmente. Em ambos os casos o material que
constitui a matriz possui condutividade térmica nao linear dependente da temperatura. O
coeficiente de condutividade térmico da matriz (kr,,(0)) é representado como uma fungao
da temperatura ao invés de um valor constante. Apds, é realizada comparagao entre os
casos com e sem reforco e também em relacao aos casos com coeficiente de condutividade

constante.

A figura 5.14 mostra o esquema do problema térmico analisado. Destaque é dado
aos pontos A e B, empregados para posterior analise grafica. O valor da espessura é unitario
(e = 1,0). A figura 5.14a mostra a estrutura sem reforco e as condic¢oes de temperatura e
fluxo impostas. Ja a figura 5.14b mostra o esquema do compoésito reforgado por 10 fibras

horizontais e 10 fibras verticais, sujeita aos mesmo tipos de carregamento.

Figura 5.14 — Esquemas para o problema térmico de compdésito de matriz termicamente
nao linear reforcada por fibras.
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near sem reforco. linear e reforco por fibras distribuidas

horizontalmente e verticalmente.
Fonte: elaborado pelo autor.
Para o problema de condugao de calor nao linear, o parametro de condutividade
térmico kr,, da matriz é dado pela equagao 5.23. Para a solugdo do problema nao linear,

foi arbitrado um campo inicial de temperatura e iterativamente reaplicando e recalculando

os novos valores de temperatura até convergéncia final.

ferm (0) = 2,75 — 0,20 (5.23)

A tabela 13 mostra os valores das propriedades térmicas para a modelagem das

fibras inseridas no compodsito.
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Tabela 13 — Propriedades térmicas do material das fibras. Condutividade térmica kry; e
area da secao transversal Ay.

kry (Gee)  Ar (m?)
55 0,0005

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.15 mostra as malhas de elementos finitos empregada para a resolucao
do problema. A malha da matriz é a mesma para ambos os casos, consistindo no emprego
de 126 elementos triangulares de aproximacao cibica e 610 nds. Para o caso do compdsito
reforcado por fibras, foram empregadas 20 fibras, subdivididas em 10 elementos finitos de

barra com aproximacao linear cada, totalizando em 200 elementos finitos lineares de barra.

Figura 5.15 — Malhas de elementos finitos para ambos os casos analisados.
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(a) Malha de elementos finitos para a matriz, (b) Malha de elementos finitos da matriz e
sem os elementos de reforgo. dos elementos de reforgo embutidos.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.16 mostra os campos de temperatura linear (a) e ndo linear (b) para o
caso da estrutura sem reforgo. Para o problema de conducao de calor linear, adota-se para

o coeficiente de condutividade térmico da matriz o valor de ks, = 2,5.

Figura 5.16 — Campos de temperatura para o caso de chapa sem reforco e materiais
termicamente linear e nao linear, respectivamente.

Temperatura Temperatura
5089 6 8 10.000 1.538 5 10.000
| |
(a) Campo de temperatura para o caso de (b) Campo de temperatura para o caso de
chapa sem reforco e material da matriz chapa sem reforco e material da matriz
termicamente linear. termicamente nao linear.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Ja a figura 5.17 mostra os campos de temperatura linear (a) e nao linear (b) para

o compdsito refor¢cado por fibras horizontais e verticais.

Figura 5.17 — Campos de temperatura para o caso de compoésito reforcado por fibras e
materiais termicamente linear e nao linear, respectivamente.

Temperatura Temperatura
5.477 8 10.000 2339 4 6 & 10.000
| |
(a) Campo de temperatura para o caso de (b) Campo de temperatura para o caso de
composito reforcado por fibras e mate- composito reforcado por fibras e mate-
rial da matriz termicamente linear. rial da matriz termicamente nao linear.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.18 mostra os valores de temperatura ao longo da diagonal A-B para
os casos sem refor¢o e com reforgo, tanto para os materiais termicamente lineares e nao
lineares da matriz. A figura 5.18a compara os valores de temperatura entre os materiais
linear e nao linear para o caso em que nao ha refor¢co na matriz. A figura 5.18b compara
os valores de temperatura entre os materiais linear e nao linear para o caso em que ha a

presenca de refor¢o na matriz.

Figura 5.18 — Gréficos de temperatura entre os casos de chapa sem e com reforco, de
materiais termicamente linear e nao linear.

10+ 8 10 8
S P
~ 8 [ B — 8 L -
z =
= i S
26 Z 6l |
g g
2 4| | 2,
g . g 4f - .
ot —&-Linear sem fibras ot —=-Linear com fibras
2] |- Nao linear sem fibras i 9l —»—N3&o linear com fibras |
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12 14
A-B (m) A-B (m)
(a) Gréfico de temperatura entre chapas sem  (b) Gréfico de temperatura entre compésitos
reforgo, de materiais termicamente linear e reforcados por fibras, com materiais da ma-
nao linear. triz termicamente linear e nao linear.

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.19 mostra a diferenca nos valores de temperatura, fazendo-se uso de
material termicamente nao linear, entre as estruturas sem e com refor¢o na matriz. Os
resultados distintos ja eram esperados, porém demonstram a importancia de se considerar
com precisao as diversas fases do compésito e suas propriedades nao lineares.

Figura 5.19 — Grafico de temperatura entre os compésitos reforcados por fibras, de mate-
riais termicamente linear e nao linear.
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A-B (m)
Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, nota-se por meio deste exemplo outra importante vantagem desta técnica
de modelagem de materiais compositos frente as atuais alternativas. Tal técnica de
embutimento permite, com metodologia simplificada, analises térmicas nao lineares. No
caso de emprego de técnicas de homogeneizacao, estas poderiam levar a resultados de
menor acuracia, por nao refletirem o comportamento nao linear independente das fases do

composito.

5.4.5 Estudo de convergéncia e acuracia para a técnica de embutimento

Neste exemplo procura-se avaliar a questao da acuracia da técnica de embutimento
e convergéncia dos resultados com o refinamento da malha de elementos finitos empregada.
Para tanto, propoem-se resolver dois tipos de problemas caracteristicos com a finalidade

de avaliar os resultados obtidos.

O primeiro exemplo trata de analise térmica em regime estacionario de uma fibra
longa imersa num dominio quadrado, similar ao exemplo 5.4.1. A figura 5.20a mostra a
geometria do problema em questao, com as dimensoes e condi¢oes de contorno aplicadas.
A espessura da chapa é considerada unitéria (e = 1,0). Para as condigdes de contorno,
foram aplicadas condig¢oes de Dirichlet na face esquerda no valor de 10°C' e de Neumann na
face direita no valor de 10%. As faces horizontais superiores e inferiores sdo consideradas
adiabaticas com fluxo de calor nulo. Na figura 5.20b est4a representada a malha de elementos
finitos para o problema de referéncia. Foram empregados no total 644 elementos finitos
triangulares e 16 elementos finitos lineares, totalizando 2995 nés e graus de liberdade. A
figura 5.20c mostra o campo de temperatura resultante. Tal resultado serd utilizado para

comparacao entre os campos de temperatura provenientes das diferentes discretizagoes.
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Figura 5.20 — Geometria, condi¢oes de contorno e resultados do problema de fibra longa

imersa.
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(a) Geometria e condigbes de con- (b) Malha de elementos fi- (c) Campo de temperatura re-
torno para o problema da fibra nitos utilizada. sultante.

longa imersa no dominio.

Fonte: elaborado pelo autor.

Os valores de condutividade térmica da matriz (kry,) e da fibra (kry) e a area

adotada para a fibra (A) estdo descritos na tabela 14.

Tabela 14 — Valores de condutividade térmica e de area adotados para o problema de fibra
longa imersa no dominio.

krm (mvi/c) ka (mvgc) Af (m2)
10 100 0,5

Fonte: elaborado pelo autor.

O segundo exemplo trata de andlise térmica em regime estacionario de um dominio
com regiao interna de condutividade térmica reduzida, similar ao exemplo 5.4.2. O problema
com suas dimensoes e condigoes de contorno aplicadas esta descrito na figura 5.21a. A
espessura da chapa é considerada unitaria (e = 1,0). Para as condi¢oes de contorno, foram
aplicadas condig¢oes de Dirichlet na face esquerda no valor de 10°C' e de Neumann na
face direita no valor de 10%. As faces horizontais superiores e inferiores sao consideradas
adiabaticas com fluxo de calor nulo. A figura 5.21b mostra a malha de elementos finitos
empregada. Foram utilizados no total 1012 elementos finitos triangulares, resultando em
4651 nos e graus de liberdade. Na figura 5.21c é possivel ver o campo de temperatura

resultante, que sera utilizado como referéncia.
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Figura 5.21 — Geometria, condi¢oes de contorno e resultados para o problema de regiao
interna com condutividade diferente.
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(a) Geometria e condigbes de con- (b) Malha de elementos fi- (c) Campo de temperatura re-
torno para o problema de regiao nitos utilizada. sultante.

interna com condutividade tér-
mica diferente.

Fonte: elaborado pelo autor.

Os valores de condutividade térmica da matriz (kr,,), da regiao interna (kry) e das
inclusoes pertencentes a malha de inclusao empregada (k7;) estao descritos na tabela 15. A
malha de inclusoes representara a regiao interna e portanto, seu coeficiente de condutividade
térmico assumira um valor negativo para representar um valor de condutividade térmica

menor que o da matriz.

Tabela 15 — Valores de condutividade térmica para a matriz, regiao interna e elementos
de inclusao.

brm (Geg)  kra Geg) ki (Geg)

10 3 -7

Fonte: elaborado pelo autor.

Para avaliar a alteracdo nos resultados apenas com o refinamento das malhas de
elementos finitos, concebe-se 3 niveis de discretizacao para as malhas da fibra, da matriz
e das particulas. Utilizou-se o programa Gmsh para realizar a discretizagao da malha,
variando-se como parametro o nimero de divisoes nas faces. Tanto para a fibra, matriz
e malha de particulas, foram empregadas 1, 4 e 16 divisdes nas faces como niveis de
discretizacao. A figura 5.22 mostra as diversas malhas de elementos finitos empregadas
para a fibra, matriz e malha de particulas. Para melhor classificacdo, adotou-se como
nomenclatura o nome que representa a finalidade da malha seguido do niimero que define
seu numero de divisdes. Por exemplo, matriz4 refere-se a malha da matriz resultante de 4
divisdes em suas laterais, enquanto fibral6 diz respeito a malha da fibra composta por 16

divisoes ao longo da mesma.
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Figura 5.22 — Malhas de elementos finitos empregadas, com suas respectivas nomenclaturas
e discretizagoes.

(a) fibral (b) fibrad (c) fibral6
(d) particulal (e) particulad (f) particulal6
(g) matrizl (h) matriz4 (i) matrizl6

Fonte: elaborado pelo autor.

Deste modo, a nomenclatura de um problema passa a ser a justaposicao do nome
da malha dos elementos embutidos seguido do nome da malha da matriz. A figura 5.23

mostra diversos arranjos de malhas de elementos finitos e suas respectivas nomenclaturas.

Figura 5.23 — Exemplos de arranjos de malhas de elementos finitos que compoem os
diversos problemas analisados.
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(a) fibradmatriz4 (b) particulal6matriz4 (c) particulalmatriz16

Fonte: elaborado pelo autor.



A figura 5.24 mostra os campos de temperatura para as diversas discretizagoes de

fibra e matriz possiveis.

Figura 5.24 — Mapas de temperatura para os exemplos que envolvem fibra imersa no
dominio, para diversas configuracoes de malhas de elementos finitos.

Temperatura Temperatura Temperatura
7.431e+00 9 1.000e+01 7.118e+00 8 9 1.000e+01 6.965e+00 8 1.000e+01
I I I

(a) fibralmatrizl (b) fibralmatriz4 (c) fibralmatriz16

Temperatura Temperatura Temperatura
7.503e+00 @ 1.000e+01 7.468e+00 9 1.000e+01 7.367e+00 9 1.000e+01
I I I

(d) fibradmatrizl (e) fibradmatriz4 (f) fibradmatriz16

Temperatura Temperatura Temperatura
7.507e+00 @ 1.000e+01 7.542e+00 @ 1.000e+01 7.514e+00 9 1.000e+01
I I I

(g) fibral6matrizl (h) fibral6matriz4 (i) fibral6matriz16

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.25 mostra os mapas de diferenga de temperatura em percentual para as

diversas discretizacoes de fibra e matriz possiveis em comparacao com a referéncia.

Figura 5.25 — Mapas de diferenca de temperatura em percentual para os exemplos que
envolvem fibra imersa no dominio, para diversas configuracoes de malhas de
elementos finitos.

Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%)
-2.516e+00 5.756e+00 -7.363e+00 3.231e+00 -2.447e+00 0 5.060e+00
| | |

(a) fibralmatrizl (b) fibralmatriz4 (c) fibralmatriz16

Diferenca de temperafura (%) Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%)
-2.661e+00 5.834e+00 -3.603e+00 1.134e+00 -5.322e+00 1.786e+00
| | |

(d) fibradmatrizl (e) fibradmatriz4 (f) fibradmatriz16

Diferenca de femperatura (%) Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%)
-2.670e+00 5.840e+00 -3.274e-01 0.5 9.754e-01 -1.657e+00 4.507e-01
| | |

(g) fibral6matrizl (h) fibral6matriz4 (i) fibral6matriz16

Fonte: elaborado pelo autor.



A figura 5.26 mostra os campos de temperatura para as diversas discretizagoes de

particulas e matriz possiveis.

Figura 5.26 — Mapas de temperatura para os exemplos que envolvem malha de particulas
imersa no dominio, para diversas configuracoes de malhas de elementos
finitos.

Temperatura Temperatura Temperatura
2.615e+00 5 1.000e+01 1.968e+00 5 1.005e+01 -56.222e01 5 1.055e+01
| | |

(a) particulalmatrizl (b) particulalmatriz4 (c) particulalmatriz16

Temperatura Temperatura Temperatura
2.527e+00 5 1.000e+01 2.262e+00 5 1.000e+01 2078e+00 5 1.000e+01
| | |

(d) particuladmatrizl (e) particuladmatriz4 (f) particuladmatriz16

Temperatura Temperatura Temperatura
2.526e+00 5 1.000e+01 2.294e+00 5 1.000e+01 2.209e+00 5 1.000e+01
| | |

(g) particulal6matrizl (h) particulal6matriz4 (i) particulal6matriz16

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.27 mostra os mapas de diferenga de temperatura em percentual para as

diversas discretizacoes de particulas e matriz possiveis em comparagdao com a referéncia.

Figura 5.27 — Mapas de diferenca de temperatura em percentual para os exemplos que
envolvem malha de particulas imersa no dominio, para diversas configuragoes
de malhas de elementos finitos.

Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%)
-1.647e+00 10 2.108e+01 -1.828e+01 0 1.287e+01 -1.195e+02 50 9.571e+00
| | |

(a) particulalmatrizl (b) particulalmatriz4 (c) particulalmatriz16

Diferenca de temperafura (%) Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%)
-1.298e+00 10 1.589e+01 -2.363e+00 O 4.323e+00 -1.077e+01 0 7.985e+00

(d) particuladmatrizl (e) particuladmatriz4 (f) particuladmatriz16

Diferenca de femperatura (%) Diferenca de temperatura (%) Diferenca de temperatura (%)
-1.300e+00 10 1.585e+01 -6.426e-01 5.844e+00 -1.720e-01 1 1.671e+00
| E—— |
(g) particulal6matrizl (h) particulal6matriz4 (i) particulal6ématriz16

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.28 mostra os graficos de temperatura em z; = 4, ao longo da altura x-
do dominio, para as diversas configuragoes de fibra e malha de particulas embutidas na

matrizl6, junto com seus respectivos resultados de referéncia.

Figura 5.28 — Temperatura ao longo da altura x5 na face direita em x; = 4.

Referéncia =--- Referéncia =---
fibralmatriz16 - - particulalmatrizl6 - -
fibradmatriz16 - - - particuladmatriz16 - - -

fibral6matrizl6 — particulal6ématriz16 —
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0r Vemimime
65 | | | | | | | _05 | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4

2 (m) 3 (m)

(a) Valores de temperatura ao longo da altura  (b) Valores de temperatura ao longo da altura
para o problema de fibra longa imersa. para o problema da malha de particulas
imersa.

Fonte: elaborado pelo autor.
A figura 5.29 mostra os graficos de temperatura em xo = 2, ao longo do comprimento
21 do dominio, para as diversas configuragoes de fibra e malha de particulas embutidas na

matriz16, junto com seus respectivos resultados de referéncia.

Figura 5.29 — Temperatura ao longo do comprimento x; na meia altura x, = 2.
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(a) Valores de temperatura ao longo do com- (b) Valores de temperatura ao longo do com-
primento para o problema de fibra longa primento para o problema da malha de
imersa. particulas imersa.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Por meio dos resultados apresentados, é possivel tirar algumas conclusoes. Primei-
ramente, nota-se que, com o refinamento das malhas de elementos finitos, tanto da matriz
quanto das inclusoes, o campo de temperatura resultante converge para a solugao referén-
cia. No maior grau de refinamento, para o caso da fibra longa, foi obtido uma diferenca
percentual absoluta maxima de 1,66%, enquanto que no caso da malha de particulas a
diferenca maxima absoluta no dominio é de 1,67%. O que ¢ interessante, pois mostra que a
resposta é convergente, dada a devida aten¢do quanto ao grau de refinamento das malhas.
A informacao dos elementos finitos nao é perdida, apenas sua representacao na malha da

matriz que ¢ melhorada ou piorada de acordo com sua discretizacao.

Para o caso da fibra longa imersa é possivel perceber este efeito, principalmente
com o grafico apresentado na figura 5.29a. Com o aumento no grau de discretizagao a
temperatura ao longo da fibra passa a convergir para a solucao referéncia, mas para os casos
fibralmatriz16 e fibra4matriz16 é possivel ver com facilidade a posicao e interferéncia dos
noés dos elementos embutidos por meio dos picos nas curvas de temperatura nas posi¢oes

x1 = 4 no primeiro caso e xr1 = 1, xr1 = 2, x1 = 3 e 1 = 4 no segundo caso.

O caso da malha de particulas representa uma situacgao critica, em que os elementos
de particulas embutidos contribuem na matriz com valores negativos para modelar regices
com menor condutividade térmica. Neste caso, quando o tamanho dos elementos finitos
embutidos for muito maior que o dos elementos da matriz, pode acontecer da informacao
da condutividade resultante da integragao no dominio da particula se concentrar num
unico ponto. Isto pode gerar resultados com erro significativo, especialmente para casos
em que a contribuicdo da inclusao é em forma de subtrair do valor da matriz. Em casos
extremos pode ocorrer a inversao de sinal nos valores de condutividade térmica na matriz
numérica global utilizada para resolver o problema, gerando resultados completamente
irreais. E possivel ver esta situacdo por meio da figura 5.27¢ e dos graficos 5.28b e 5.29b.
Para o problema particulalmatriz16, as diferencas percentuais absolutas no campo de
temperatura chegam até quase 120% em alguns pontos do dominio, podendo também ser

possivel visualizar a posi¢ao e interferéncia dos noés dos elementos finitos embutidos.

Por fim, tomando o devido cuidado quanto ao grau de refinamento das malhas de
elementos finitos da matriz e inclusoes, é possivel obter resultados numéricos com erros
negligenciaveis em comparagao com o processo de discretizagdo completa do dominio.
Ademais, vale ressaltar que estes exemplos numéricos modelados tentam expor casos
criticos para a técnica de embutimento. Em compdésitos compostos por intimeras fibras e

particulas dispersas, as diferencas percentuais costumam ser significantemente menores.
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5.4.6 Modelagem de materiais de gradacgao funcional

Neste exemplo uma chapa de material de gradacao funcional (FGM) é modelada pelo
método dos elementos finitos com condutividade térmica equivalente e por meio da técnica
de embutimento. Materiais de gradacao funcional sao materiais em que suas propriedades
fisicas passam a ser também funcao do espaco (z;) (THAI; KIM, 2015a). Posteriormente
os resultados dos campos de temperatura sao comparados entre si, buscando-se avaliar a

aplicabilidade da técnica de embutimento na modelagem de FGMs.

Este exemplo ¢ inspirado nos trabalhos de Cho (2006) e Do, Ong e Lee (2019).
Neste caso o coeficiente de condutividade térmico é assumido como funcao da altura
Zo, variando linearmente entre dois valores k1 e kpo. Para tanto, define-se uma funcao

interpoladora «a(xs) que retornard a proporgao entre as duas fases:

x
a(zy) = 1.0 — EQ (5.24)
em que x, € o valor da altura num ponto qualquer dentro do dominio e H é o valor total

da altura do dominio. Neste exemplo em especifico, por se tratar de um dominio quadrado,
H=L=3)0.

De posse do valor da proporcao entre os dois materiais, aplica-se a regra da mistura

para calcular a condutividade equivalente do material num ponto qualquer do dominio:

kT{FGM} (1’2) = k:Tl(lO — CY(.CEQ)) + k’j@(@(l‘g)) (525)

em que krgraan € a condutividade térmica equivalente do FGM num ponto qualquer do
dominio, k71 é o valor da condutividade na parte superior do dominio e kpo é 0 valor da
condutividade na parte inferior do dominio. Percebe-se que a condutividade equivalente é
simplesmente uma interpolagao entre as duas fases, de acordo com a proporcao dada por
a(xs).

A figura 5.30a mostra o esquema do problema analisado, com os valores das
dimensoes geométricas e condi¢oes de contorno. Trata-se de andlise térmica em regime
estacionario de uma chapa quadrada, de lado L = 3,0m, condicoes de Dirichlet na face
inferior no valor de 10°C' e Neumann na face superior no valor de 30%. As faces verticais
da esquerda e direita sao consideradas adiabaticas com fluxo de calor nulo. A figura 5.30b
mostra os valores de condutividade térmica das duas fases k7 e kpo. Na figura 5.30c é

mostrado o grafico da fungao interpoladora a(x2) em func¢ao da altura z,.
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Figura 5.30 — Esquema do problema analisado, orienta¢ao do material e grafico da fungao

interpoladora.
q =30
TIYYLLYY =03 !
0.8+
g 0.6}
™
I 0.41
~
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. Lo 0 a(zg) — | | |
| 6 =10°C | kro = 607 0 05 1 15 2 25 3
| | 3 (m)
L=3m 1
(a) Esquema do problema ana- (b) Orientagao dos eixos e des- (c) Grafico do valor da funcao in-
lisado. Valores das dimen- cricdo do material. O va- terpoladora a(x2) em fungao
soes e das condigoes de lor das duas fases esta in- da altura xs.
contorno estdo indicados dicado na figura. Quanto
na figura. mais escuro, maior o valor

da condutividade térmica.

Fonte: elaborado pelo autor.

Para a modelagem do FGM por meio da técnica de embutimento, imaginou-se a
dispersao de pequenas particulas no dominio de forma que obedeca as fragdes volumétricas
entre as duas fases. Para tanto, divide-se o dominio em 100 divisoes para cada direcao.
Cada linha de altura média x5 é preenchida com n particulas, uniformemente distribuidas
ao longo de z1, de forma que complete a fragdo volumétrica dada pela funcao interpoladora
a(xs). Desta forma é possivel construir um FGM com as mesmas caracteristicas iniciais
adotadas. A tabela 16 mostra os valores de condutividade térmica para as duas fases, a
condutividade térmica adotada para cada uma das particulas inseridas e o niimero de
divisoes adotado.

Tabela 16 — Valores de condutividade térmica para as fases do FGM, inclusdes e niimero
de divisoes efetuadas.

k71 (mWC) ko (mWC) kri (ch) Numero de divisoes

10 60 50 100

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.31a mostra a malha de elementos finitos da matriz, composta por 26
elementos finitos triangulares de aproximagao cibica e 136 nés e graus de liberdade. A
figura 5.31b mostra a malha de cada uma das particulas embutidas, composta por 4
elementos triangulares de aproximagcao cibica e 25 nés e graus de liberdade. Na figura
5.31c é mostrada a malha da matriz mais a configuracao de todas as particulas dispersas no
dominio. E possivel perceber a variacdo de densidade de particulas entre a borda inferior e

superior, que obedece a funcao interpoladora linear «.
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Figura 5.31 — Malhas de elementos finitos para a matriz, cada uma das particulas e
conjunto total de particulas no dominio, respectivamente.

(a) Malha de elementos fini-  (b) Malha de elementos de (c) Arranjo total das particu-
tos empregada para a ma- cada uma das particulas las dispersas no dominio.
triz.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.32 mostra os campos de temperatura resultantes do método dos elementos
finitos com condutividade equivalente e por meio da técnica de embutimento, além do

mapa de diferenga percentual entre os dois resultados.

Figura 5.32 — Campos de temperatura resultantes e campo de diferencas percentuais.

Temperatura Temperatura Diferenca de temperatura (%)
6774 8 9 10.000 6.760 8 9 10.000 0.427 a a5 1.028

| | ' |

(a) Campo de temperatura re- (b) Campo de temperatura re- (¢) Campo de diferenga de tem-

sultante, fazendo-se uso da sultante por meio da téc- peratura em percentual en-
condutividade térmica equi- nica de embutimento. tre os dois problemas anali-
valente kr(rqar}- sados.

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.33 mostra o grafico de temperatura ¢ ao longo da altura z, para ambos

modelos. E possivel perceber 6tima concordancia entre ambas curvas.

Figura 5.33 — Grafico comparativo entre as curvas de temperatura ao longo da altura x-
entre o FGM e o comp6sito modelado por meio da técnica de embutimento.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Por meio deste exemplo percebe-se que, com a técnica de embutimento, também é
possivel modelar materiais de gradacao funcional. Neste caso, para fins de comparacao,
foram adotadas para as fragoes volumétricas das fases uma variacao linear ao longo da
altura, mas com o mesmo procedimento é possivel analisar qualquer outra configuracao ou
distribuicao de particulas no dominio. Vale notar que independentemente do ntimero de
particulas, o nimero de graus de liberdade do sistema final permanece o mesmo do caso
com a condutividade térmica equivalente. Neste exemplo, com 100 divisdes por face, foram
empregados aproximadamente 5000 particulas, cada com 4 elementos finitos triangulares
de aproximacao cubica. O custo computacional extra com a técnica de embutimento
fica a cargo da integracao numérica das particulas, que é um procedimento facilmente

paralelizavel.

5.4.7 Calculo de coeficiente de condutividade térmico equivalente

Neste exemplo a técnica de embutimento é empregada para determinar o coeficiente
de condutividade térmico equivalente de um compédsito composto por matriz e particulas
uniformemente distribuidas. Tal exemplo é inspirado dos trabalhados de Moura (2015),
Felix (2018) e Ramos (2020). A figura 5.34 mostra o problema analisado com suas dimensoes
geométricas e condi¢oes de contorno. Trata-se da andlise térmica em regime estacionario
de uma chapa quadrada com particulas circulares uniformemente distribuidas em seu
interior. As condigbes de contorno sdo de Dirichlet no valor de 10°C' na face esquerda e de
Neumann no valor de 20% a face direita. As faces horizontais superiores e inferiores sao
consideradas adiabaticas com fluxo de calor nulo. Posteriormente, é feita uma comparacao
dos resultados obtidos do modelo analisado com diversos modelos de homogeneizacao
encontrados em Mehta e Monteiro (2014).
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Figura 5.34 — Geometria e condig¢oes de contorno para o problema de particulas distribuidas
no dominio.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Para o célculo do pardmetro de condutividade térmico equivalente (krfequivy), faz-se
uso da lei de Fourier como descrita na secao 3.3, que para este caso em especifico é
simplificada para:
. kT{equiv}Ae

¢=-—"7 (5.26)

com ¢ sendo o fluxo de calor aplicado na face direita como condicao de contorno de
Neumann, L sendo o comprimento da chapa, Af é a variagao total de temperatura ao
longo do dominio e kr{equiv) € 0 parametro de condutividade térmico equivalente. Para a
obtenc¢ao da condutividade equivalente, Af é calculado como a diferenca de temperatura
entre a temperatura de Dirichlet na face esquerda e a temperatura média resultante na

face direita.

A fracao volumétrica entre as fases do compésito é mantida constante, fazendo-
se variar apenas a quantidade e dimensoes das particulas dispersas. Sao modeladas 4
configuragoes de acordo com o ntimero de particulas, a saber: 3, 30, 300 e 3000 particulas.
A tabela 17 mostra os valores de condutividade térmica para a matriz (kr,,), particulas

(krp) e das inclusoes (kr;), além do valor da fragdo volumétrica entre particulas e matriz.

Tabela 17 — Valores de condutividade térmica para a matriz, particulas e inclusoes e fracao
volumétrica.

krm (-ag)  krp (oag) ki (Z5g)  Fragdo volumétrica (%)

10 30 20 30

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 5.35 mostra as malhas de elementos finitos da matriz e particulas para
as 4 configuracoes analisadas. A malha da matriz é mantida constante, sendo composta
por 4 elementos finitos triangulares de aproximacao cubica, totalizando 25 nds e graus
de liberdade. Cada particula circular é composta por 1 elemento finito triangular de
aproximacdo ctbica. E verificada a possibilidade de colisdo entre as particulas e garantido
que elas nao se sobreponham entre si. Ja a figura 5.36 mostra os campos de temperatura

resultantes.
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Figura 5.35 — Malhas de elementos finitos da matriz e particulas para os casos de 3, 30,
300 e 3000 particulas dispersas uniformemente no dominio.

(a) 3 particulas (b) 30 particulas
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(c) 300 particulas (d) 3000 particulas

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 5.36 — Mapas de temperaturas para cada uma das 4 configuragoes de particulas.

Temperc‘ruro TempercTuro
10.000 6.172 10.000
— | H |
(a) 3 particulas (b) 30 particulas

Temperatura Temperatura
6211 7 8 9  10.000 6244 7 8 9 10000
e "
(c) 300 particulas (d) 3000 particulas

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 5.37 mostra os modelos de homogeneizacao utilizados para comparacao.
Vale notar que cada modelo representa uma hipétese inicial que precisa ser atendida para
que o modelo possa representar satisfatoriamente. A priori, o modelo analisado neste
exemplo, que é composto por varias particulas uniformemente dispersas no dominio, mais
se aproxima da hipdtese dada pela regra das misturas (ASKELAND; WRIGHT, 2016),

neste caso representada pelo modelo de Voigt.

Figura 5.37 — Representagao de diversos modelos de homogeneizacao.

Modelo de Voigt Modelo de Reuss

O O I B Modelo de Hansen O O B

= (e

- 14cp)km+emk 1 _ e Cp
Kequiv = FmCm + kpcy (et enty Feguo i T Ky
Modelo de Couto Modelo de Hirsch

Pt Pt

VoYY ov oy

. VT 1 11 [(
kequiv km ( 1:/\0/77)) km+kp kequiv 2

Fonte: elaborado pelo autor.

Na figura 5.38 é mostrado o grafico do coeficiente de condutividade térmico em
funcao do numero de particulas no dominio, mantendo-se constante o valor da fragao
volumétrica entre as fases do compésito. Percebe-se que com o aumento do ntimero de
particulas o valor do coeficiente de condutividade passa a convergir para o valor final dado

pelo modelo de Voigt.
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Figura 5.38 — Gréfico de condutividade térmica em fungao do nimero de particulas.
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Fonte: elaborado pelo autor.
A figura 5.39 mostra um comparativo entre os valores de condutividade térmica

resultante dos diversos modelos de homogeneizagao discutidos e o modelo analisado, para

as diversas configuracoes de particulas.

Figura 5.39 — Comparacao entre diversos valores de condutividade térmica obtidos pelo
modelo analisado e modelos analiticos da literatura.

18 : ‘ ‘
16 | 15.75 16.00 16.00

14.45
14 - 13.53 1404
3 12.50
sl 12

10

16.00

SO N = O o

> a0 0

o0

O S .
%QQ Q&\)% ‘6‘&\%606\@&\ QOX% Qo“&o

Modelos de homogeneizagao

Fonte: elaborado pelo autor.

Por meio deste exemplo, é possivel concluir que a técnica de embutimento é capaz
de modelar satisfatoriamente a condugao de calor de materiais compédsitos compostos por
particulas dispersas em sua matriz. Para este caso em especifico, um compésito criado
pela dispersao de particulas uniformemente distribuidas no dominio, quando em grande
nimero, se aproxima da hipétese inicial do modelo de Voigt. E possivel perceber, portanto,
que ha boa concordancia entre os resultados numéricos e analitico. Adicionalmente, na
configuracao de 3 particulas, a técnica de embutimento resultou num valor de condutividade
térmica equivalente mais proximo dos modelos de Hirsch e Couto, pois a configuragao

resultante desta amostra se aproxima bastante das hipoteses de distribuicao das fases
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nestes modelos, como ilustrado na figura 5.37. Desta forma, entende-se por meio deste
exemplo que a técnica de embutimento é capaz de modelar e representar as propriedades
do compdsito para uma ampla faixa de tamanho das inclusoes e de configuragoes na
distribuicao das fases. Vale notar ainda que, independente do niimero de particulas, o
numero de graus de liberdade total do problema se mantém constante, dependente apenas
da malha da matriz. O tnico aumento significativo no custo computacional é decorrente

do processo de integracao numérica das particulas.
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6 CAMPO TERMOMECANICO

A defini¢do do campo termomecéanico utilizado neste trabalho é dada na secao
3.6. Neste capitulo, aproveita-se para discutir detalhes praticos de implementacao e

apresentacao de exemplos numeéricos.

Pela termomecanica desacoplada, para um determinado instante de tempo, o campo
térmico nao sofre interferéncia do campo mecanico e portanto é possivel solucionar ambos
campos separadamente. Para um determinado instante de tempo ¢, calcula-se o campo
térmico que atua sobre a estrutura. Apds, o campo mecénico é resolvido sob a influéncia
do campo de temperatura, com o surgimento de deformagoes térmicas e tensoes adicionais.
Adicionalmente, o campo térmico também promove alteragoes nas propriedades mecanicas
do sélido quando estas sao consideradas dependentes da temperatura, sendo necessario

reavaliacdo destas propriedades no momento em que ha mudanca de temperatura.

Para o caso da termoelasticidade, as deformagoes de origem térmica sao consideradas

no problema mecanico por meio de composigao aditiva:
{total} _ p~{elastico} {térmico}

é a deformacio total no sélido, EL"} & a deformacio eldstica nao

]
¢ a deformacao oriunda do campo térmico

total} ,
em que Ei{joa}

. A térmi
linear do problema mecanico e pltérmico}

ij
(E‘{?ermzco} _ a(e _ g{datum})éij).

(3

J& para o caso em que ha ocorréncia de plasticidade, também fazendo uso de
composicao aditiva para as deformacoes plasticas como definido em 4.7, a deformacao

total do sélido se torna:

{total} _ p{elastico} {térmico} {plastico}

Para a resolucao do problema mecanico, apos a obten¢ao do campo de temperatura,
¢ necessario isolar as deformacgoes de origem elastica. Para tanto, basta subtrair da

deformagao total as parcelas de origem térmica e/ou pléstica:
E.Z%eldstico} _ Ei{;otal} . Ei{;érmico}

ou (6.3)
{elastico} _ ~{total} {térmico} {plastico}

A seguir, por meio do algoritmo 1, é mostrado o modelo numérico termomecanico

implementado neste trabalho.
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Algoritmo 1: Modelo termomecanico implementado neste trabalho

Entrada: Malha de elementos finitos, pardmetros térmicos e mecanicos dos
materiais, definicao do problema e condigoes de contorno.

Saida  :Solucao dos campos térmico e mecanico para cada passo de tempo.

1 Leitura e processamento dos arquivos de entrada com defini¢ao dos parametros dos
materiais, malha de elementos finitos e condigdes de contorno;

2 para t = 0 até t{/mal} faca

3 inicio Calculo do campo térmico
4 Calculo do vetor de fluxo de calor imposto f{I} (eq. 5.5);
5 Calculo do fluxo de calor na superficie por convecgao f{} (eq. 5.5);
6 Calculo do fluxo de calor total fi7t = — f{Ti} 4 f{T2}
7 Calculo da matriz de condutividade devido a convecgao K{} (eq. 5.5);
8 para cada elemento “e” do solido faga
9 para cada ponto de integracao &, faga
10 para cada no a do elemento faga
11 para cada nd [ do elemento faga
12 K = KD 4 Boi(€)kigBs;(60)] T |0 (eq. 5.5);
13 MG = MIE + 6a(&)pcpd(6)] T & (eq. 5.5);
14 fim
15 fim
16 fim
17 fim
18 Célculo da matriz de rigidez térmica KiTt = Kilt} 4 g{Teh
19 Calculo de Ly, = MIT} + aAtK{T} (eq. 5.8);
20 Célculo de 1, = (M,;{} —(1- a)AtKi,%}) o1t + At fIt (eq. 5.8);
21 oL+ — (L ) r, (eq. 5.7);
22 oith = glt+ath,
23 fim
/* De posse do campo de temperatura (QiL”At}) , procede-se para o
cadlculo do campo mecénico. x/
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Algoritmo 1: Modelo termomecanico implementado neste trabalho

24
25 inicio Célculo do campo mecanico
26 Calculo de Fie™t (eq. 4.49);
27 Se for o primeiro passo de tempo, adota-se Y,, = X,,. Do contrério, Y,, passa
a ser o valor das coordenadas na configuragdo do passo anterior;
28 Reavaliagao das propriedades mecanicas dependentes da temperatura;
29 enquanto ocorrer correcao plastica faga
/* Previsdo elastica do campo mecénico: */
30 enquanto erro > tolerancia faga
/* Célculo do vetor de forga interna e hessiana: x/
31 para cada elemento “e” do solido faga
32 para cada ponto de integracao ¢ faga
33 Célculo de Ay, (eq. 4.38), J (eq. 4.9) e Cy; (eq. 4.22);
34 Calculo de E{f® = plictalt _ plolasty _ pllerm} (o 6 3);
35 Calculo de Sj; e €75, de acordo com o modelo constitutivo
empregado (segdo 4.4);
36 para cada no « do elemento e direcao i faga
37 Calculo de 0E),;/0Y* (eq. 4.60);
38 Frtnt i = NGty + S| 61w (eq. 4.58);
39 para cada no 3 do elemento e direcao j faga
40 Célculo de 8Skl/8§/}6 (eq. 4.65);
a1 Célculo de 0*E},;/ (81/}'88}/;0‘) (eq. 4.66);
42 p=N(a—1)+14q=N(L—1)+;
43 H,, = Hp, + (gij_g it + Sk aii’g;:_ﬁ | J§ yWC) (eq. 4.63);
44 fim
45 fim
46 fim
a7 fim
/* Calculo de AY,: x/
48 G = Flmth — [leat},
49 AY, = — (Hmn)_1 m; Yn =Y, + AY, (eq. 4.55);
50 erro = [|AY|/]1X;
51 fim
/* Verificagdo e corregdo plastica do campo mecénico: */
52 para cada elemento “e” faga
53 para cada ponto de integracao ¢ faga
54 se f{pl‘wt}(agl) > (0 entao /* critério de plastificagdo */
55 eil[HAt]{plaSt} = Any (eq. 4.106);
¢ {plast} ¢ {plast} ¢ {plast}'
56 Ekify = Sy Eklft+At) ;
57 fim
58 fim
59 fim
60 fim
61 fim
62 t =1+ At

63 fim
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6.1 Exemplos numéricos

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos numéricos para demonstragao e
validacao da formulacdo até entdao descrita, para aplicagdo em problemas termomecanicos

desacoplados.

6.1.1 Expansao térmica transiente de barra termoelastica

No trabalho de Copetti (2002) é realizada uma analise de expansao termoelastica
de barra unidimensional sob regime transiente de conducao de calor, aqui reproduzida
para validagao da consideracdo de um campo térmico transiente na deformacao de um
elemento estrutural. A figura 6.1 mostra o esquema termoestrutural do problema em
questao. Trata-se de uma barra de comprimento unitario, bi-apoiada na sua meia altura e
sujeita a um campo de temperatura inicial ditado pela equacao 6.4. Todas as quatro faces,

horizontais e verticais, sao consideradas adiabaticas com fluxo de calor nulo.

Figura 6.1 — Esquema termomecéanico de uma barra sob processo transiente de condugao
de calor.
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Fonte: elaborado pelo autor.
A tabela 18 mostra os valores de propriedades térmicas e mecéanicas da barra

adotadas para o exemplo numeérico.

Tabela 18 — Propriedades fisicas adimensionais do material para o exemplo da viga termo-
mecanica bi-apoiada.

kr p ¢ E v ap  Qldatum}

1,0 1,0 1,0 1,0 00 0,017 00

Fonte: elaborado pelo autor.
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A tabela 19 mostra os valores utilizados para a integracao temporal. Foi feito

uso do processo de diferencas finitas para executar a marcha no tempo, utilizando-se
a{integrador} — 2/3

Tabela 19 — Parametros adimensionais do integrador temporal utilizados neste exemplo.

t{inicial} t{final} At a{integrador}

0,0 0,2 0,001 2/3

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.2 mostra a malha de elementos finitos empregada para a barra. No total

foram empregados 184 elementos finitos triangulares de aproximacao ctibica e 886 nos.

Figura 6.2 — Malha de elementos finitos empregada para a viga.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.3 mostra os valores de deslocamento na direcdo x para os tempos 0,0 e

0,2 respectivamente.

Figura 6.3 — Valores de deslocamento na dire¢ao z. Escala unitaria (1,00) para a represen-
tacao da deformada da estrutura.

Deslocamento em X Deslocamento em X
-4.25e-02 0 4.12e02 0.00e+00 0.04 7.79e-02
—— ——
(a) Valores do campo de deslocamento na (b) Valores do campo de deslocamento na
dire¢do x para t = 0,0. dire¢do x para t = 0,2.

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 6.4 mostra os campos de deslocamento na dire¢do y para os tempos 0,0 e

0,2 respectivamente.

Figura 6.4 — Valores de deslocamento na diregao y. Escala unitaria (1,00) para a represen-
tagao da deformada da estrutura.

Deslocamentoem Y Deslocamento em Y
-3.60e-02 0 3.60e-02 -3.14e-02 0 3.14e-02
—— |
(a) Valores do campo de deslocamento na (b) Valores do campo de deslocamento na
direcdo y para t = 0,0. dire¢do y para t = 0,2.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.5 mostra, para trés tempos distintos, os valores de temperatura e
deslocamento, respectivamente. Nota-se que os resultados obtidos ao longo do tempo estao

de acordo com os valores reportados pelo trabalho de Copetti (2002).

Figura 6.5 — Valores de temperatura e deslocamento, respectivamente, para trés instantes
de tempo e comparagao com os valores reportados por Copetti (2002).

o Copetti (2002); t=0,002 o Copetti (2002); t=0,002
o Copetti (2002); t=0,02 o Copetti (2002); t=0,02
o Copetti (2002); t=0,2 o Copetti (2002); t=0,2
— Autor — Autor
0] & 1. oos ]
al |5 006 |
Q
- . % 0.04 .
% 0.02 |
—51 | % 0l |
A
_10 L | Il Il Il Il Il B _0.02 | | | Il Il Il Il |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(a) Valores de temperatura ao longo da barra (b) Valores de deslocamento na dire¢cdo z ao
em trés instantes de tempo distintos. longo da barra em trés instantes de tempo
distintos.

Fonte: elaborado pelo autor.

E possivel constatar que o modelo numérico implementado consegue representar
problemas termomecanicos transientes com boa acurécia, reportando resultados dos campos

térmico e mecanicos similares com a referéncia.
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6.1.2 Plasticidade sujeita a variacdo de temperatura

Neste exemplo pretende-se validar o modelo de plasticidade implementado na
situacdo em que seus parametros sejam dependentes do campo de temperatura. Como
referéncia para validacao, utiliza-se o trabalho de Allen (1982), em que sdo contemplados
4 casos distintos. Para todos os casos, trata-se de uma barra sob carregamentos mecanico
uniaxial e térmico, com a variacao destes carregamentos termomecanicos ao longo do
tempo. O material analisado possui comportamento termoplastico, com variacao de
suas propriedades mecanicas e parametros de seu modelo de plasticidade em funcao
da temperatura. Para este exemplo, sao apresentados os resultados dos casos 2, 3 e 4 ja
que o caso 1 trata de plasticidade isotérmica, ou seja, sem a variacdo da temperatura ao

longo do tempo.

A defini¢ao do material agora é dada por meio de duas curvas que definem a relagao
tensdo vs deformagdo em duas temperaturas distintas. A figura 6.6, adaptada do trabalho
utilizado para referéncia, mostra duas curvas nas temperaturas #; e 5, com os respectivos
valores de tensao limite de plastificacao o, e 0,670,. Por meio destas duas curvas ¢ possivel
construir uma interpolacgao linear para obter os valores dos parametros do modelo de

plasticidade em qualquer valor de temperatura.

Figura 6.6 — Curvas de tensdo vs deformagao para o material em duas temperaturas

diferentes.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A tabela 20 mostra valores adotados que fazem parte dos dados de entrada. As

relagoes A = 0; — 0, e ¢, = ap - A também sao utilizadas.

Tabela 20 — Valores adotados para definicao do material modelado.

o, & AO(C) v ap gldatumi(°Q)
30 0,01 10 0,0 0,001 0,0

15

Fonte: elaborado pelo autor.
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Por fim, de posse dos valores descritos anteriormente, as equacoes 6.5-6.7 descrevem
os valores da rigidez elastica (E(6)), encruamento isotrépico (H;s,(0)) e tensao limite de

plastificacao (0, (#)) para o material em funcao da temperatura 6.

E(#) =300 —-10-6 (6.5)
1
H;s(0) =100 — 3 7 (6.6)
3—-01-60
oy(0) = 5 (6.7)

As figuras 6.7, 6.8 e 6.9 mostram os campos de tensao e temperatura aplicados e os
resultados obtidos para os casos 2, 3 e 4 respectivamente. Os histéricos de tensao aplicada
(0) sdo dados pelas figuras 6.7a, 6.8a e 6.9a. Ja os histéricos de temperatura (6) aplicada
sao dados pelas figuras 6.7c, 6.8c e 6.9¢. As figuras 6.7d, 6.8d e 6.9d mostram os valores
para as deformagoes elasticas, térmicas, plasticas e totais ao longo do tempo para cada
um dos casos analisados. As figuras 6.7b, 6.8b e 6.9b mostram os graficos de tensao vs
deformagdo total para os casos 2, 3 e 4 respectivamente, junto com os valores de referéncia
dados pelo trabalho de Allen (1982). Para todos os casos modelados, utilizou-se passo de
tempo At de 0,1.

Figura 6.7 — Historico de tensao e temperatura aplicados e resultados para o caso 2.
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(a) Pressao externa aplicada ao longo do tempo. (b) Tensdo vs deformagio total ao longo do
tempo.

0.07 —
10 ) 0.06 || Eeldstico —— SN,
Eplastico = = - / N,
| 0.05 H etérmico == 7 AR : B
i 0.04 - Etotal = =" /~’ —— ;\_':'_\ |
Y0.03 ]
0.02 - 3 -
i 0.01 -

0

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45
tempo tempo

(c) Temperatura aplicada ao longo do tempo. (d) Deformagoes elasticas, plasticas, térmicas e
totais resultantes ao longo do tempo.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 6.8 — Historico de tensao e temperatura aplicados e resultados para o caso 3.
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(c) Temperatura aplicada ao longo do tempo. (d) Deformagoes eldsticas, plasticas, térmicas e
totais resultantes ao longo do tempo.

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 6.9 — Historico de tensao e temperatura aplicados e resultados para o caso 4.
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(a) Pressao externa aplicada ao longo do tempo. (b) Tensdo vs deformagio total ao longo do
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(¢) Temperatura aplicada ao longo do tempo. (d) Deformagdes eldsticas, plasticas, térmicas e
totais resultantes ao longo do tempo.

Fonte: elaborado pelo autor.
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E possivel verificar 6tima concordancia entre os resultados obtidos dos 3 casos
modelados e os valores do trabalho de referéncia. Percebe-se que o modelo de plasticidade
¢é capaz de responder as alteracoes do campo de temperatura de acordo com as equagoes
propostas para os parametros que o regem. Desta forma, de posse das equagdes que
descrevem os parametros que regem os modelos de plasticidade e mecanico em funcao da
temperatura, é possivel modelar solidos em regimes nao isotérmicos levando em consideracao

também nao linearidade fisica do material.

6.1.3 Analise de material compésito de comportamento termoplastico

Realiza-se neste exemplo uma analise termoplastica de material compésito de
matriz metalica refor¢cado por particula. Este exemplo é similar aos exemplos numéricos
encontrados nos trabalhos de Meijer, Ellyin e Xia (2000) e Jain, MacEwen e Wu (1994). A
matriz metalica possui comportamento nao linear fisico plastico e o material que compoe
a particula possui comportamento linear. A figura 6.10 mostra o esquema do exemplo com
suas respectivas dimensoes e orientacao. Trata-se de um sélido com lados de valor unitario
e espessura de valor 0,1. Embutidas neste sélido estao duas particulas de lado com valor
0,2 e espessura 0,1, totalizando 8% de fracao volumétrica. O compdsito é sujeito a uma
variagao de temperatura de 200°C até 20°C, que promove deformagoes térmicas e processo

de plastificacdo na matriz.
Como condigoes de contorno, sao aplicadas 3 condi¢des de dirichlet:
o deslocamento, = 0 nas faces y-z parax =0 e x = 0,1;

e deslocamento, = 0 nas faces x-z para y = 0 e y = 1,0;

e deslocamento, = 0 na face x-y para z = 0.

Figura 6.10 — Esquema para analise de compésito reforcado por particula com dimensoes
e orientagao dos eixos.

0,2 02,02 02 02

4

Fonte: elaborado pelo autor.
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A tabela 21 traz os valores do material que constitui a matriz do compésito. Sendo
estes o modulo de elasticidade E,,, poisson v,, encruamento isotropico H;,,, tensao limite
de plastificacao o, coeficiente de expansao térmica ar,, e temperatura datum gldatum}

Tais valores foram obtidos por meio do trabalho de Jain, MacEwen e Wu (1994).

Tabela 21 — Dados do material que constitui a matrix metalica do composito.

E, (MPa) v, H, (MPa) o, (MPa) arp, 6Oidatem} (°C)
47500 0,33 1500 475  23,6e7° 200

Fonte: elaborado pelo autor.

A tabela 22 mostra os valores adotados para a particula do compdsito. Novamente,

os valores foram obtidos por meio do trabalho de Jain, MacEwen e Wu (1994).

Tabela 22 — Dados do material que constitui a particula interna.

E, (MPa) v, ap,  Gtm (°C)
427000 0,19 4,3e7© 200

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.11 mostra as malhas de elementos finitos para o compoésito analisado.
Para referéncia e validacao também foi realizada a andlise por discretizagao total. Para o
problema referéncia por discretizagao total foram empregados 1558 elementos tetrahédricos
de aproximacao cubica. J4 para o caso da técnica de embutimento, foram empregados
1081 elementos finitos para a malha da matriz e 251 elementos para a malha das inclusoes,

ambas também de elementos tetrahédricos de aproximagao cubica.

Figura 6.11 — Malhas de elementos finitos para a analise do compoésito reforcado por
particulas.
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(a) Malha empregada para re- (b) Malha de elementos finitos (c) Malha de elementos finitos

solucdo do problema pela da matriz para resolucao do das particulas embutidas na
técnica de discretizacao to- problema pela técnica de malha referente a matriz do
tal. embutimento. composito.

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 6.12 mostra os campos de deslocamento na diregdo Z, tanto para o caso

de discretizagao total (106a), quanto pela técnica de embutimento (106b).

Figura 6.12 — Campos de deslocamento na direcao Z.

Deslocamentoem Z Deslocamento em Z
-4.9e-03 -0.003-0.002 0.0e+00 -4.9e-03 -0.003-0.002 0.0e+00
———— ————
(a) Campo de deslocamento referéncia por (b) Campo de deslocamento pela técnica de
discretizagao total. embutimento.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.13 mostra novamente os campos de deslocamento em 7Z para a téc-
nica de embutimento (6.13a) e referéncia (6.13b) e o respectivo campo de diferenga de

deslocamentos (6.13c).

Figura 6.13 — Campos de deslocamento em Z e respectiva diferenca.

Deslocamentoem Z Deslocamento em Z Diferenca de deslocamento em Z
-1.9e-03 0.002 0.0e+00 -1.9e-03 -0.002  0.0e+00 -1.6e04 0.0007 5e-5 0 3.9e05

| | e
(a) Campo de deslocamento re- (b) Campo de deslocamento (c) Campo resultante pela di-
feréncia por discretizacao pela técnica de embuti- ferenca entre os campos de
total. mento. deslocamento da técnica de
embutimento e referéncia.

Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 6.14 mostra os valores de deslocamento no ponto x = 0,0,y =0,5e 2z =0,5
ao longo do tempo, quando hé a variacio de temperatura de 200°C para 20°C. E possivel
perceber que quando a temperatura atinge valor proximo de 170°C a inclinagao da reta
muda, sinalizando comec¢o do processo de plastificacdo da matriz devido a presenca das
particulas imersas no solido. Por comparagao também é plotada a curva de deslocamento
ao longo do tempo assumindo comportamento elastico para todas as fases que compoem o

composito.

Figura 6.14 — Valores de deslocamento em Z ao longo do tempo, ou seja, a medida que a
temperatura do solido vai decaindo de 200°C até 20°C.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.15a mostra o grafico de deslocamento em Z ao longo da diagonal definida
pelos pontos A e B. Na figura 6.15b é representada os valores dos quartis para os campos
de deslocamento em Z dos problemas referéncia e da técnica de embutimento, assim como

também para o campo de diferenca dos respectivos deslocamentos.

Figura 6.15 — Gréficos de deslocamento em Z e respectivos valores de quartis para cada
problema analisado.
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(a) Valores de deslocamento na diregdo Z ao (b) Gréfico representando os valores minimo, mé-
longo da diagonal definida pelos pontos A e ximo, 1° quartil, 3° quartil e mediana para os
B. campos de deslocamento do problema refe-
réncia, técnica de embutimento e respectiva
diferenca.

Fonte: elaborado pelo autor.
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A tabela 23 mostra os valores dos quartis calculados tanto para o caso referéncia
por discretizacao total como pela técnica de embutimento. Também mostra a respectiva

diferenca percentual entre os valores encontrados.

Tabela 23 — Valores dos quartis para os campos de deslocamento, junto com respectivas
diferengas relativas percentuais.

Caso Minimo 1° Quartil Mediana 3° Quartil  Méximo
Referéncia -0,00494741 -0,00335264 -0,00221027 -0,00105773 0
Particula embutida -0,00494381 -0,00340781 -0,00224053 -0,00106682 0
Diferenca (%) -0,072765 -1,645569 -1,369064 -0,859388 0

Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, por meio da anélise das curvas de deslocamento, campos de deslocamento
e de diferenca e diferenca relativa entre as estatisticas que representam os campos de
deslocamento, é possivel concluir que a técnica de embutimento é capaz de reproduzir com
boa precisao compositos particulados quando ha nao linearidade fisica em uma de suas

fases.

No mais vale destacar que o valor maximo de diferenca aparenta ocorrer justamente
na regiao proxima da interface entre as fases que compoem o composito. Neste caso é de
se esperar pois a regiao coberta pela inclusao durante a técnica de embutimento ainda é
considerada como material de matriz e portanto é numericamente integrada e corrigida
pelo modelo de plasticidade. A técnica de embutimento apenas garante um reforco de
natureza linear com o valor dado pela diferenga da rigidez da particula com a matriz

naquela regiao.

Para reduzir a ocorréncia de plastificacdo em regiao delimitada pelas inclusoes, é
empregado o mesmo algoritmo de localizagdo descrito na subsecao 4.6.1 para identificar os
pontos de integracao dos elementos finitos da matriz que estejam por ventura englobados
pelos elementos finitos de particula. Caso verdadeiro, entao precede-se para desativar o
processo de correcao por plasticidade apenas naquele ponto de integracao. Deste modo

aquela regiao passa a se comportar de fato como uma regiao fisicamente linear.

Vale lembrar que, como ja demonstrado em exemplos anteriores, é possivel obter
melhor precisao nos resultados por meio do refinamento das malhas de elementos finitos.
O maior refinamento da malha da matriz também contribui para melhor acuracia do
modelo por permitir que mais pontos de integracao sejam contemplados dentro das regides
delimitadas pelas inclusoes, reduzindo assim a ocorréncia de correcao por plasticidade em

regiao tedricamente linear.
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6.1.4 Viga de material compdsito sob carregamento termomecanico

Neste exemplo realiza-se uma andalise transiente termoplastica de um sélido com-
posito sujeito a carregamentos termomecanicos variaveis ao longo do tempo. Trata-se de
uma viga biapoiada, sujeita a carregamento mecanico distribuido em seu comprimento e
variacao de temperatura na sua face esquerda. A figura 6.16 mostra o esquema do problema
analisado. A viga possui comprimento de 6 unidades com 1 de altura e 0,3 de espessura.
Os carregamentos mecanico ¢'™}(t) aplicado na face superior e térmico 6y(t) aplicado
na face esquerda variam com o tempo. Ao todo sdo incluidas 5 particulas no formato
especificado nos pontos de referéncia a, b, ¢, d e e. O ponto central f, em x = 3, é definido

para posterior construcao e apresentacao de graficos do problema.

Figura 6.16 — Esquema do problema da viga de material compésito sujeita a solicitagoes
termomecanicas.

g M (t)

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.17 mostra a geometria adotada para cada uma das particulas inseridas
na matriz do composito. O valor de espessura das particulas é o mesmo da viga, de 0,3.
Cada particula possui area de 0,36 e portanto, para todo o conjunto de particulas, a fracao

volumétrica da fase das inclusoes é de 30%.

Figura 6.17 — Dimensoes de cada uma das particulas que compoem a fase das inclusoes
do composito
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Fonte: elaborado pelo autor.
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Para a insercao das particulas, foram calculados 5 pontos que seguem uma curva
senoidal, a fim de descrever uma trajetéria de arco. E utilizada a funcdo y = 0,45 +
sin(§7)0,5 e a tabela 24 mostra as coordenadas x e y de cada um dos pontos de insercao

para cada particula.

Tabela 24 — Valores das coordenadas dos pontos de referéncia para insercao das particulas
na matriz do compdésito.

Coordenada Ponto
a b c d e
T 0,8 1,9 3 4.1 5,2
Y 0,653 0,869 0,95 0,869 0,653

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.18 mostra as malhas de elementos finitos empregada para resolucao do
problema. Ao todo foram empregados 396 elementos finitos tetrahédricos de aproximacao
cubica para a malha da matriz do compésito e 345 elementos finitos tetrahédricos de

aproximacao cubica para a malha das particulas embutidas.

Figura 6.18 — Malha de elementos finitos para a matriz do compdsito e das particulas
embutidas.

(a) Malha de elementos finitos da matriz do com- (b) Malha de elementos finitos das particulas
posito. embutidas na matriz do composito.

Fonte: elaborado pelo autor.

Para as propriedades mecanicas e térmicas do material da matriz do compdsito,
foram utilizados os pardmetros descritos na tabela 25. Sao considerados constantes o
coeficiente de Poisson (v,), coeficiente de expansao térmico (ary,), a condutividade
térmica (kry,), a densidade (p,,) e o calor especifico (¢, ). Assume-se que a matriz do
compoésito possua comportamento inelastico na forma de plasticidade, empregando-se o
modelo de Von Mises com encruamento isotrépico. O moédulo de elasticidade (E,,), o
encruamento isotrépico (H;s,) € a tensao equivalente limite de plastificagao (o) sdo dados
como funcao da temperatura e definidos pelas seguintes equacoes descritas na respectiva
tabela.



169

Tabela 25 — Valores dos parametros mecanicos e térmicos utilizados para o material da
matriz do compésito.

dat
]Em Vm 0]{; atum} OTm, Hiso Ty kTm Pm  Cpm

equagao 6.8 0,2 30,0 2¢™® equacao 6.9 equacdo 6.10 20 1 30

Fonte: elaborado pelo autor.

E,.(f) = min{max{g(#); 100}; 300}, com ¢(#) = 300 — (0;030> 200 (6.8)
Hiog(6) = min{max{g(8): 6}: 30}, com g(6) — 30 — <9 ;03()) 24 (6.9)
o,(0) = min{max{g(6);0,9};3}, com g(d) =3 — <6;030> 2,1 (6.10)

A figura 6.19 mostra a representacao grafica das equacgoes 6.8, 6.9, 6.10 que definem,
respectivamente, a variacao do médulo de elasticidade, encruamento isotropico e tensao

limite de plastificacdo para o material da matriz do composito.

Figura 6.19 — Graficos das fung¢oes que definem as propriedades do material da matriz do
composito dependentes da temperatura.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Para o material empregado na fase das particulas, utiliza-se os valores descritos
na tabela 26. Sdo considerados constantes o médulo de elasticidade (IE,), o coeficiente
de Poisson (v,), o coeficiente de expansao térmico (ar,), a densidade (p,) e o calor
especifico (¢,p). Considera-se que o material possua comportamento elastico. O pardmetro

de condutividade térmico nao linear em fungao da temperatura é dado pela equagao 6.11.

Tabela 26 — Valores dos pardmetros mecanicos e térmicos para o material da fase das
particulas.

datum
E, Vp 01{) ¥ arp krp Pp  Cpp

2000 0,3 30,0 20e™® equacdo 6.11 5 0,3

Fonte: elaborado pelo autor.
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kr,(8) = min{max{g(6); 500}; 2000}, com ¢(#) = 500 + (6;030> 1500 (6.11)

A figura 6.20 mostra a representacao grafica da equacao 6.11 que define a variagao

do parametro de condutividade térmico para o material da fase das particulas.

Figura 6.20 — Gréfico da funcao que definite a propriedade de condutividade térmica do
material da fase das particulas dependente da temperatura.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A tabela 27 mostra os valores dos parametros utilizados na anélise.

Tabela 27 — Valores dos parametros para a andlise termoplastica.

a{integrador} t{inicial} t{final} At

2/3 0,0 30,0 0,1

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.21 mostra os valores dos carregamentos termomecanicos aplicados ao
longo do tempo, durante a andalise. A figura 6.21a mostra o valor da temperatura imposta
na face esquerda enquanto a figura 6.21b representa o valor do carregamento mecanico

distribuido na face superior ao longo da viga.
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Figura 6.21 — Valores de carregamentos termomecanicos impostos na estrutura ao longo

do tempo.
100 1 0.1
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(a) Valores de temperatura 6y ao longo do tempo.(b) Valores de carregamento ¢t*} imposto ao
longo do tempo.

Fonte: elaborado pelo autor.

Dos resultados obtidos da anélise, inicialmente apresenta-se os campos de tempe-
ratura na figura 6.22. Sao mostrados os campo de temperatura nos instantes de tempo
5 (6.22a), 7 (6.22b), 11 (6.22¢) e 30 (6.22d). Nota-se que a presenga das particulas influ-
encia de forma significativa o campo de temperatura e seu progresso ao longo do tempo.
Percebe-se que os elementos particulados promovem uma maior conducao de calor na sua
localidade e seu arranjo em arco proporciona uma distribuigdo nao uniforme ao longo do

comprimento e altura da viga.

Figura 6.22 — Campos de temperatura ao longo da viga em diversos instantes de tempo.

Temperatura Temperatura
58.82 70.00 80.00 90.53 80.11 85.00 %0.00 95.00 98.12

s | | s

(a) Campo de temperatura no instante ¢ = 5. (b) Campo de temperatura no instante ¢ = 7.

T

Temperatura Temperatura
95.74 @7.00 28.00 22.00 29.96 30.00 30.50 31.00 31.76

| | e |

(¢) Campo de temperatura no instante ¢ = 11. (d) Campo de temperatura no instante ¢ = 30.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Na figura 6.23 estao representados os campos de deslocamento em y resultantes
nos instantes de tempo 5 (6.23a), 7 (6.23b), 11 (6.23c) e 30 (6.23d). Percebe-se que o
arranjo das particulas e diferenca nos valores de rigidez e expansao térmica promovem um
campo de deformacgao nao uniforme no sélido compésito. O efeito localizado das particulas

também fica evidenciado pelas figuras apresentadas.

Figura 6.23 — Campo de deslocamento em y para diversos instantes de tempo.

(MEVAVS VAV

Desloccmen’ro emY Deslocamentoem Y
-0.002 0.010 0.015 0.020 0.024 -0.002 0.010 0.020 0.035
* - | |
(a) Deslocamento em y para t = 5. (b) Deslocamento em y para t = 7.
Deslocamentoem Y Deslocamento em Y

0.103 0080 0060 0040 0020 0000 0053 -0.040 0030 -0.020 0010 -0.000
e | | |
(c) Deslocamento em y para t = 11. (d) Deslocamento em y para t = 30.

Fonte: elaborado pelo autor.

A seguir, na figura 6.24, estdo dispostos novamente o campo de deslocamento em
y, mas também a deformada da estrutura com magnificagdo de 9x. Até o instante de
tempo 7 (figura 6.24b) a viga estd sujeita apenas a esforgos térmicos e se deforma de
acordo com os coeficientes de expansao térmica e arranjo de suas fases. A figura 6.24c
mostra a deformada da viga apds a aplicacdo total do carregamento mecanico ¢} no
instante de tempo 11, que para este caso, também promove processo de plastificacdo do
material da matriz do compésito e formagao de deformacao permanente. Na figura 6.24d
estd mostrada a deformada da viga no instante de tempo 30, apés o processo de retirada
do carregamento mecanico ¢{*} e retorno da viga a temperatura inicial de 30. Nota-se
que devido ao fato da estrutura ter sofrido deformacgoes permanentes, a viga nao retorna

ao estado original, mesmo com campo de temperatura praticamente igual ao inicial.
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Figura 6.24 — Deformadas da viga em diversos instantes de tempo.
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(c) Deformada da viga no instante de tempo (d) Deformada da viga no instante de tempo
t=11. t = 30.

Fonte: elaborado pelo autor.

A figura 6.25 mostra o grafico de deslocamento em y para o ponto f previamente
definido na figura 6.16. Neste grafico é possivel perceber o efeito da expansao térmica na
viga e os momentos de aplicacao do carregamento mecanico. Nota-se também que a viga
nao retorna ao seu ponto original de deslocamento 0, mostrando aqui um deslocamento

residual de aproximadamento 0,05 devido a deformagao inelastica.

Figura 6.25 — Grafico de deslocamento em y para o ponto f ao longo do tempo.
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Fonte: elaborado pelo autor.
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A figura 6.26 mostra o valor da temperatura resultante no ponto f. E possivel
notar os dois momentos de aquecimento e resfriamento do sélido composito, levando-se em
consideracao o arranjo das fases da inclusao e a propriedade nao linear da condutividade

térmica das particulas.

Figura 6.26 — Grafico de temperatura para o ponto f ao longo do tempo.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Foi feito neste exemplo andalise termoplastica de material compésito sob regime
térmico nao linear transiente e considerando comportamento inelastico na fase da matriz. O
modelo implementado foi capaz de satisfatoriamente capturar e modelar o comportamento
da estrutura, levando-se em consideracao a nao linearidade geométrica e fisica das fases. O
modelo consegue capturar e gerar campos de temperatura e deformacao levando-se em
consideragao a perturbacao causada pela presenca das particulas. O arranjo espacial das
particulas, somado a diferenga nas propriedades termomecanicas das fases, proporciona
que o solido se comporte e gere configuracoes interessantes e especificas. Adicionalmente, a
formacao de deformacoes inelasticas devido a plasticidade tem como resultado que o sélido

nao retorne a configuragao inicial, mesmo quando o campo térmico assume valores iniciais.

Vale notar que devido a configuracao das particulas, o mesmo sélido compdsito
modelado por discretizagao total demandaria um nimero mais elevado de elementos
finitos para compatibilizar as fases e disposi¢oes geométricas. O fato de nao haver arranjo
periédico, as condigoes de contorno nao serem simétricas e a razao de tamanho entre
as particulas e matriz do compdsito nao ser significantemente pequena, também traz
dificuldades ou impossibilidade de aplicacao das técnicas de homogeneizagao e elemento

volumétrico representativo.

Entende-se por meio deste exemplo que o modelo implementado consegue represen-
tar componentes e estruturas de materiais compdsitos com comportamento termoplastico
sob regimes termomecéanicos transientes, considerando-se as nao linearidades geométrica e

fisica das fases.
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7 CONCLUSAO E SUGESTOES

Por meio deste trabalho foi realizado estudo e implementacao de modelo numé-
rico voltado para compoésitos reforcados por fibras e particulas sujeitos a carregamento

termomecanicos.

Foi feita uma abrangente revisao da literatura sobre os principais modelos empre-
gados para modelagem de materiais compositos, especialmente em situacoes térmicas e
termomecanicas. Adicionalmente foram apresentados os conceitos bdsicos necessarios e
formulacao empregada neste trabalho para a construgdo do modelo numérico termoplastico.
Neste trabalho foi adotada a lei de Fourier para a conducao de calor devido ao escopo de
interesse, embora foram encontradas na literatura, e também descritas, outras leis de con-
ducao de calor nao Fourier. A implementacao do campo mecéanico se da por meio do método
dos elementos finitos posicional, o qual possui uma descri¢do cinematica Lagrangeana total
dos corpos solidos. A formulagao posicional se mostrou capaz de modelar comportamentos
nao lineares geométricos com otima acuracia, sem ser demasiadamente complicada em
comparagao com a formulacao convencional de elementos finitos. Para a implementacao
do campo térmico, foi empregado o método dos elementos finitos convencional, levando-se
em conta materiais que possuam propriedade de conducao térmica nao linear dependentes
da temperatura. Para a inclusido das fases do compdsito, sejam estas fibras ou particulas,
fez-se uso da técnica de embutimento. Desta forma é possivel fazer uso da mesma malha
de elementos finitos para os campos térmico e mecanico, sem a necessidade de interpolacao
de valores. Adicionalmente, foi incorporado comportamento mecanico nao linear fisico na
forma de plasticidade nas fases do sélido, permitindo assim a modelagem termoplastica de

compositos sob regimes nao isotérmicos.

Entende-se assim que este trabalho contribui de forma positiva para o estado
da arte na modelagem de compédsitos. A implementacao da técnica de embutimento
para campos térmicos e subsequentemente acoplamento com o campo mecéanico para
formacao de modelo termomecanico, mostrou trazer vantagens significativas frente modelos
convencionais encontrados na literatura. Adicionalmente, o emprego de formulagao nao
linear geométrica e fisica, na forma de plasticidade, aumenta o escopo de aplicagao e

abrangéncia do modelo.

A técnica de embutimento apresentada mostrou resultados satisfatorios, alcancando
valores de erro relativamente baixos. Para o caso de analises de campos térmicos em
materiais compdésitos, além gerar resultados de 6tima qualidade, possui diversas vantagens
frente a outras técnicas ja descritas encontradas na literatura. Dentre estas vantagens esta
o desacoplamento das malhas de elementos finitos da matriz do compdsito e das inclusoes.

Desta forma nao hé a obrigatoriedade de compatibilizacao dos nés dos elementos finitos
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entre as fases. Tal caracteristica permite uma maior liberdade no arranjo das inclusoes
que compoem o composito, evitando assim a necessidade de organizagao periddica de
suas fases. Além de permitir a adi¢ao de inclusoes de quaisquer formatos, orientagoes e
disposi¢oes no dominio, o desacoplamento também facilita substancialmente o processo
de geragao das malhas de elementos finitos das fases, pois agora sdo independentes entre
si. Outro problema comumente encontrado na literatura é no caso de quando inclusoes
eventualmente se encontram muito préximas de si, acarretando em dificuldades de geracao
de malha e num elevado niimero de elementos finitos para garantir compatibilizacao, o
que ¢é inexistente no caso da técnica de embutimento proposta. Ressalta-se também que
nao se trata apenas de homogeneizacao, mas que se pode entender que toda a informacao
dos elementos de refor¢o de fato se encontra distribuida nos nés da matriz, de acordo
com sua posicao relativa. Outra vantagem ¢ a facilidade no processo de inclusao destes
elementos de reforgo, bastando alguns dados basicos como a posi¢ao dos nos e construcao

das matrizes de espalhamento.

Ademais, assim como toda técnica, também é possivel elencar algumas desvantagens.
Como ja discutido, é necessario haver uma certa compatibilidade entre as ordens de
aproximacao dos elementos de reforco e da matriz. Idealmente, espera-se que ambos
possuam o mesmo grau de aproximacgao. Do contrario, se o elemento de refor¢o possuir
grau de aproximacgao inferior ao da matriz podem ocorrer problemas, havendo possibilidade
de resultados incongruentes. A depender da situacao, a inclusao dos elementos de reforco
pode causar mal condicionamento da matriz global numérica da matriz do compésito e

problemas numéricos de convergéncia e solucao.

Entende-se que a técnica de embutimento é extremamente interessante para os
campos mecanico, térmico e termomecanico, produzindo bons resultados e contornando os

principais problemas com a modelagem convencional de materiais compésitos.

7.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Diante do exposto previamente neste trabalho e no que foi encontrado na literatura,

algumas sugestoes para trabalhos futuros podem ser vislumbradas:

o Implementacao de outros modelos de nao linearidade fisica para as fases constituintes,
como modelos de dano por exemplo. Desta forma amplia-se o escopo de aplicagao

do modelo numérico.

o A implementacao do modelo mecanico por meio do método dos elementos finitos
posicional permite a modelagem do comportamento nao linear geométrico. Junto
com o acoplamento com campo térmico e emprego da técnica de embutimento,
passa entao ser possivel a andlise e estudo de maquinas deforméaveis e componentes

termomecanicos, considerando-se também materiais compésitos.
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Consideracao da interferéncia do campo mecanico no campo térmico, devido a nao
linearidade fisica ou geométrica e deformacao do sélido. Desta forma tém-se uma

extensao do modelo segundo a termomecanica acoplada.

Com a maior liberdade na distribuicdo e representacao das fases do compésito, a
técnica de embutimento também pode ser interessante para realizar andlises mais

complexas como no caso de otimizagao, seja paramétrica e/ou topoldgica.

Pelos mesmos motivos citados no item anterior, também se vislumbra o emprego da
técnica de embutimento em analises de confiabilidade e otimiza¢do com restrigoes

dadas em confiabilidade.

Neste trabalho foram empregados elementos finitos solidos para modelagem da estru-
tura. Imagina-se também ser interessante o desenvolvimento de modelos com outros
tipos de elementos mais especificos, como os de portico e casca, também reforgcados

por técnica de embutimento e submetidos a carregamentos termomecanicos.
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