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RESUMO

ROCHA, M. Anélise da fratura coesiva com base em formulagdes enriquecidas do Método
dos Elementos de Contorno tridimensional. 2020. 189p. Dissertagdo (Mestrado em
Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo,
Sdo Carlos, 2020.

O presente trabalho apresenta o estudo e o desenvolvimento de formulagGes enriquecidas do
Método dos Elementos de Contorno (MEC) tridimensional para a representacao de condicfes
de contorno concentradas e distribuidas em soélidos fissurados. Além disso, € escopo desta
pesquisa a analise de problemas de fratura ndo-linear em materiais quase-frageis, em conjunto
com as estratégias de enriquecimento elaboradas. Nesse sentido, destaca-se que 0 MEC é um
método numérico robusto e eficiente para a representacdo do comportamento mecéanico de
complexos componentes da engenharia, uma vez que nao requer malha de dominio. Assim, a
aplicacdo do MEC em problemas da mecanica da fratura € vantajosa, dado que a auséncia da
malha de dominio simplifica o processo de remalhamento. Esta pesquisa utiliza 0 MEC em sua
abordagem tridimensional, com objetivo de simular problemas de engenharia nos quais
simplificacbes uni e bidimensionais levam a perda da representatividade do problema. O
enriquecimento ocorre no campo mecanico de forcas de superficie, de modo a considerar
condigdes de contorno concentradas e distribuidas. A influéncia das fissuras é efetuada por
meio da formulacdo dual do MEC, em que as equacdes integrais singular e hipersingular séo
aplicadas. J& a ocorréncia da fratura ndo-linear em materiais quase-frageis € representada ao
longo de interfaces pré-estabelecidas, com a incorporacdo de modelos coesivos e a técnica de
sub-regibes do MEC. Diante disso, o caminho de propagacdo da fissura deve ser previamente
informado. S&o utilizados dois operadores para a resolugdo do problema: Operador Constante
(OC) e Operador Tangente (OT). O primeiro operador faz uso apenas da rigidez elastica da
estrutura na busca da posicédo equilibrada, enquanto que o segundo considera as propriedades
de degradacdo mecanico-material existentes. Dessa forma, o OT é mais eficiente na obtencéo
da convergéncia dos resultados. As estratégias implementadas neste trabalho séo verificadas
por meio de exemplos numéricos, com os resultados sendo comparados a modelos equivalentes
construidos via Método dos Elementos Finitos (MEF) ou respostas disponiveis na literatura.
Por fim, prova-se a precisdo das técnicas desenvolvidas neste trabalho, haja vista a excelente
concordancia entre os resultados numéricos obtidos e as referéncias.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno Tridimensional. Método dos Elementos
de Contorno Enriguecido. Formulagdes Enriquecidas. Modelo Coesivo de Fratura. Materiais

Quase-frageis.






ABSTRACT

ROCHA, M. Cohesive crack analysis based on enriched formulations of three-dimensional
Boundary Element Method. 2020. 189p. Dissertation (M. Sc. in Civil Engineering
(Structures)) — S&o Carlos School of Engineering, University of S&do Paulo, S&o Carlos, 2020.

This work presents the study and development of three-dimensional Boundary Element Method
(BEM) enriched formulations for the representation of punctual and distributed boundary
conditions in cracked bodies. In addition, it is aim of this research the non-linear fracture
analysis of quasi-brittle materials, coupled with the enrichment strategies. In this regard, it is
remarkable that BEM is a robust and efficient numerical method for the representation of
mechanical behavior of complex engineering components, since it does not require domain
mesh. Thus, the application of BEM in fracture mechanics problems is interesting, since the
absence of the domain mesh simplifies the remeshing process. This work utilizes the three-
dimensional BEM approach, in order to represent engineering problems in which
unidimensional and bidimensional simplifications lead to the loss of representativeness of the
problem. The enrichment proposal is applied on traction mechanical field, in order to account
the concentrated and distributed boundary conditions. The cracks influence is considered using
the Dual BEM, in which both integral and hypersingular equations are applied. The study of
non-linear fracture in quasi-brittle materials incorporates the cohesive model and multidomain
technique to an existent interface. In this context, it is necessary to inform the crack growth
path. Two operators are developed to solve the non-linear problem: Constant Operator (CO)
and Tangent Operator (TO). The former utilizes only the elastic stiffness, while the latter
considers the existing mechanical degradation properties. Thus, TO is more efficient to
converge to the answer. The strategies implemented in this work are verified by numerical
applications, with the results being compared with models calculated by the Finite Element
Method (FEM), or experimental data from the literature. Finally, the accuracy of the techniques
developed in this research is proved, given the excellent agreement between the obtained results
and the references.

Keywords: Three-dimensional Boundary Element Method. Enriched Boundary Element

Method. Enriched formulations. Cohesive Crack Model. Quasi-brittle materials.
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1. INTRODUCAO

1.1. Consideracdes iniciais

A mecénica dos materiais e das estruturas estuda o comportamento mecénico de sélidos
e sistemas estruturais deformaveis diante de aces externas. Dessa forma, a determinacdo das
tensdes, deformacdes, forcas internas e deslocamentos dos corpos é efetuada por meio dessa
abordagem. De posse dessa previsdo da resposta do material, as especificacbes dos
componentes sdo executadas, para que eles atendam a sua funcdo estrutural. Nesse cenério, é
fundamental entender os mecanismos de falha das estruturas, com o objetivo de prevenir

elevados custos de reparo, tragédias e perdas de vidas humanas.

Nesse contexto, duas grandes teorias sdo utilizadas para a representacdo do colapso de
COorpos mecanicos continuos: a teoria da plasticidade e a mecéanica do dano. A plasticidade é
utilizada largamente para descrever o comportamento mecénico de materiais ddcteis, como o
aco, por exemplo. Nessa abordagem, as alteracfes permanentes devido ao rearranjo da
microestrutura sdo representadas matematicamente pelo regime plastico, sendo a relacao
tensdo-deformacdo definida por meio de uma rigidez tangente. Quando o material sofre
plastificacdo, deformacdes plasticas irreversiveis se tornam presentes, que devem ser
devidamente consideradas para a analise do comportamento global. O critério de falha, entéo,

pode ser definido em termos de tensdes ou de deformacdes.

A mecanica do dano permite que as descontinuidades materiais em micro e mesoescala
sejam adequadamente representadas por meio da reducdo da rigidez do solido, a partir da
introducdo do parametro de dano. Essa hipotese ndo pressupde a existéncia dessas fissuras ao
longo do corpo, ou seja, é assumida a hipotese de continuidade do meio. Desse modo, as
microfissuras sao tratadas de forma continua e homogénea no espaco em que estdo presentes.
Assim, as propriedades mecanicas sdo penalizadas de acordo com a intensidade de degradacéo
mecanica presente. Ressalta-se que as consideracdes de perda de rigidez utilizadas pelo dano
sdo efetuadas de maneira mais consistente em comparacdo com a teoria da plasticidade. Isso

ocorre pois, na plasticidade, ndo sdo admitidos trechos decrescentes no regime plastico.

Entretanto, as duas teorias citadas assumem a hipétese de continuidade do meio, em que
a presenca de fissuras ndo é diretamente considerada. Nesse contexto, surge a Mecanica da
Fratura, que estuda, por meio de uma abordagem discreta, as causas fisicas associadas ao

surgimento e a propagacdo de fissuras e demais falhas que promovem reducéo da resisténcia
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do material. Assim, sdo propostas teorias que permitem controlar e relacionar a intensidade do
carregamento externo a intensidade da degradacdo mecénico-material, e sua influéncia no
crescimento das fissuras. Nesse cenario, € imprescindivel a correta representacdo dos processos
descritos, para que seja possivel identificar e prevenir colapsos de componentes estruturais da

industria civil, aeronautica, naval e mecanica, por exemplo.

A necessidade de se propor uma teoria alternativa para a representacdo do colapso
mecanico decorre de diversos colapsos sem explicacdo consistente com as teorias conhecidas
ao longo da evolucdo da engenharia. E possivel destacar, como exemplo, a falha dos navios
“Liberty”, em que, dos 2.500 navios produzidos para a Segunda Guerra Mundial, 145 partiram-
se ao meio ainda nas docas e 700 tiveram danos que impossibilitaram sua utilizagdo (BROEK,
1982). O colapso desses navios, assim como de diversas pontes e outras estruturas dos seculos
XIX e XX, ocorreu em regime presumivelmente elastico e de baixas tensdes, e, devido a isso,
pareciam sem justificativa consistente. Diante desse problema, diversas investigacdes foram
efetuadas até que foi notado que defeitos pré-existentes no material e regides de concentragédo
de tensGes desencadearam tais falhas. Com base nesse cenario, a disciplina de Mecanica da
Fratura foi criada para estudar e difundir os conhecimentos a respeito das causas fisicas desses

colapsos.

O desenvolvimento desse dominio de estudo ocorreu inicialmente por meio de
abordagens analiticas. Tais estudos objetivaram a quantificacdo dos efeitos de aspectos
geométricos na tensdo atuante em sélidos submetidos a esforgos, com Kirsch (1898), Inglis
(1913), Griffith (1921), Westergaard (1939) e Irwin (1957). Entretanto, a abordagem analitica
da mecanica da fratura possui carater limitado. Essas limitacdes estdo associadas a dificuldades
na descricdo matematica de grande parte dos problemas de engenharia. Sdo trés os principais
fatores que tornam essa complexidade evidente: a geometria dos componentes, a imposi¢édo das

condicdes de contorno no problema e o comportamento mecanico dos solidos.

Dentre as dificuldades apresentadas, a de geometria dos componentes esta associada a
existéncia de detalhes construtivos complexos. Outro fator relevante diz respeito a
impossibilidade de se simplificar a analise de diversos sélidos com as hipoteses uni ou
bidimensionais. Assim, para uma correta e precisa analise de um conjunto de elementos
estruturais, € necessaria a aplicacdo de abordagens tridimensionais. Como exemplos, destacam-
se 0s ganchos para operacdes de icamento de mddulos estruturais, Figura 1-1, e engrenagens

para diversos equipamentos da indUstria mecanica, Figura 1-2.



Figura 1-1 - Gancho em bloco de icamento.

- i
FONTE: MOHR-HEBETECHNIK (2018).

Figura 1-2 - Fissura dentro de engrenagem.

e

FONTE: TRUCK-TEND NETWORK (2018).

15
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A imposicdo das condi¢cdes de contorno, por sua vez, é também uma tarefa complexa.
Isso esté relacionado a dificil resolucdo analitica dos problemas nos quais essas condi¢des sao
descontinuas ao longo do dominio do corpo. Além disso, outra questao que deve ser evidenciada
é a analise da interacdo entre superficies, como contato e atrito, que pode apresentar carater

nao-linear.

Por fim, o terceiro problema destacado para a resolucdo de problemas de mecanica da
fratura por meio de formulacGes analiticas esta associado ao proprio comportamento mecanico
dos solidos. Isso ocorre uma vez que as equacdes governantes do problema, embasadas na
Teoria da Elasticidade, podem apresentar dificil resolucdo em forma forte, ou seja, a partir das
equacdes diferenciais. Além disso, mecanismos de dissipacdo de energia, que sdo inelasticos,
ndo sdo adequadamente representados pela elasticidade.

Diante das limitacOes apresentadas pelas abordagens analiticas para a analise de
problemas complexos de engenharia, uma excelente alternativa passa a ser a utilizacdo de
métodos numéricos para a determinacdo do comportamento mecénico dos componentes
estruturais. Nessa abordagem, a equacdo diferencial que governa o problema € resolvida de
forma aproximada. Para tanto, os campos mecanicos do solido séo representados por meio de
funcbes aproximadoras. Assim, respostas precisas podem ser obtidas se fun¢fes aproximadoras

adequadas forem empregadas.

Dentre 0s metodos numéricos existentes, deve-se mencionar o0 Método dos Elementos
Finitos (MEF). O MEF lanca mao de uma discretizacdo sobre todo o dominio do corpo, por
meio de nds e elementos. Com isso, sdo utilizadas funcdes de aproximacdo ao longo dos
elementos para a aproximacéo das respostas. A partir da forma fraca do problema e dessas
funcdes, as respostas mecanicas nos nos sao calculadas. Ja as respostas ao longo do elemento
sdo aproximadas com base nas fungdes de aproximacdo. Uma das desvantagens associadas ao
MEF para a solucdo de problemas de mecanica da fratura é a necessidade de uma discretizacdo
fina da malha para que sejam representadas as concentracfes de tensdo. Além disso, ocorre
também um elevado tempo de processamento para que seja efetuada a avaliacdo do crescimento
da fissura. Isso decorre da existéncia de uma malha densa, que faz com que o processo de
remalhamento se torne custoso do ponto de vista do processamento computacional. Ha, ainda,

a dificuldade na geracao das malhas tridimensionais em geometrias complexas.

Para tentar resolver essas limitagdes associadas ao MEF aplicado em Mecanica da
Fratura, técnicas de enriquecimento das fungdes de aproximacdo sdo propostas, a partir do
Método dos Elementos Finitos Generalizados/Estendidos (MEFG/MEFX). Nesses métodos, a
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proposicdo das funcdes de enriquecimento é efetuada com base no comportamento mecénico
esperado. Assim, novos graus de liberdade podem ser adicionados ao sistema. Quando ha esse
acréscimo, devem ser inseridas equacdes de compatibilidade para que o sistema algébrico
permanega possivel e determinado. Com essa abordagem, a representacdo do campo de
solucBes é melhorada, e torna-se possivel também determinar grandezas da Mecénica da Fratura
de maneira direta. Outra vantagem esta associada ao fato do enriquecimento ser efetuado de
maneira local, isto €, apenas nos elementos os quais a fissura intercepta. Contudo, dependendo
do enriquecimento adotado, podem ocorrer as seguintes limitagdes: mau condicionamento
numérico do sistema, perda na eficiéncia da integracdo numérica ou dificuldades de

convergéncia da resposta.

Nesse contexto, 0 Método dos Elementos de Contorno (MEC) apresenta-se como um
método numeérico eficiente para lidar com as limitagcdes previamente mencionadas. A primeira
caracteristica que deve ser destacada € a reducdo da dimensdo da malha, ja que apenas o
contorno do solido é discretizado. Com isso, 0 processo de remalhamento torna-se menos
custoso se comparado ao MEF. Além disso, a representacdo de geometrias complexas também
se torna simples, haja vista a necessidade de criar uma malha apenas sobre suas superficies.
Isso facilita a importacdo dos desenhos elaborados em softwares de Desenho Assistido por
Computador (CAD, Computer Aided Design). Outro ponto relevante esta associado a precisao
dos campos internos. Isso decorre do MEC ndo requerer aproximacdo de dominio, e, devido a

iSs0, as grandezas internas sdo calculadas de forma precisa.

1.2. Revisdo bibliografica

1.2.1. Método dos Elementos de Contorno

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método numérico que utiliza
equacOes integrais escritas em funcdo dos campos mecénicos no contorno do sélido. A
aplicacdo desse tipo de equac@es se iniciou com Abel (1823), para a resolucdo do “péndulo
isocrono”. Em problemas de elasticidade, Betti (1872) apresentou o teorema da reciprocidade,
em gue 0s campos de tensdo e deformacdo de problemas estaticamente equivalentes foram
relacionados por um equacionamento integral. Na sequéncia, Somigliana (1885) associou 0s
deslocamentos de um ponto do dominio do sélido a partir dos deslocamentos e forcas de

superficie conhecidos no contorno. Além disso, 0 MEC para problemas elastoestaticos requer
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a Solucdo Fundamental de Kelvin (1848), em que os deslocamentos de um corpo infinito, linear

e isotropico submetido a um carregamento pontual sdo determinados.

Para a solugéo de problemas planos de elasticidade, Rizzo (1967) foi o primeiro autor a
utilizar de maneira direta as formulagdes integrais com as incégnitas sendo deslocamentos e
forcas de superficie, ou seja, tendo significado fisico. Ja Rizzo e Shippy (1968) estenderam as
funcionalidades da abordagem integral para dominio ndo-homogéneos, por meio da técnica de
sub-regides. Essa estratégia considera a conexdo perfeita entre as interfaces desses dominios, e
o0 acoplamento é efetuado com as condi¢des de compatibilidade e equilibrio.

Brebbia (1978a) foi pioneiro em formular o MEC por meio das equages integrais,
baseado no Método dos Residuos Ponderados. Essa evolugdo foi fundamental para o
acoplamento com outras técnicas numericas, como o0 MEF, pois foi demonstrado que os dois
métodos possuem uma raiz comum. Dessa forma, tornou-se possivel a utilizacdo dos métodos
em conjunto, explorando as vantagens de cada um nos problemas mecénicos estudados. Alem
disso, Brebbia (1978b) também denominou o MEC da maneira que é conhecida hoje, ao

publicar o primeiro livro organizando as metodologias e aplicagcdes dessa ferramenta.

Como vantagem do MEC, é citada a auséncia de malha de dominio. Isso se torna
especialmente interessante para problemas da mecéanica da fratura, devido ao comportamento
singular de tensdes na ponta da fissura. E relevante mencionar que os métodos de dominio
encontram problemas de convergéncia nessa regido. Além disso, a dimensionalidade da malha
reduzida propicia um processo de remalhamento menos custoso computacionalmente, o que é
desejavel ao se considerar problemas de propagacao de fissuras. Por fim, destaca-se também
que o calculo de campos mecéanicos internos é efetuado de maneira direta, a partir dos
deslocamentos e forcas de superficie do contorno. Assim, aproximacgdes de dominio ndo sdo
necessarias no problema. Isso se traduz como uma vantagem pois ndo € necessario efetuar um

calculo interpolado para a determinacao dessas grandezas.

1.2.2. Mecanica da fratura linear e ndo-linear

A mecanica da fratura € o campo que estuda a influéncia das descontinuidades fisicas,
denominadas fissuras, na resposta estrutural dos solidos. Nesse contexto, 0s pioneiros a tratar
desse problema em formulacdes analiticas foram Kirsch (1898) e Inglis (1913). Kirsch (1898)
lancou mdo da Teoria da Elasticidade para estudar o campo de tensdes em chapas

bidimensionais com furo circular tracionadas, e constatou uma concentragdo de tenséo igual ao
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triplo da forga de superficie aplicada. J& Inglis (1913) considerou que a descontinuidade possuia
formato elipsoidal, e, com base nos resultados analiticos obtidos, foi possivel constatar o
aspecto singular das tensdes quando a elipse é degenerada em uma fissura reta.

Diante do carater singular da tensdo na ponta da fissura, o critério de falha em tenséo
precisou ser revisto para previsdo de propagacdo da fratura. Nesse contexto, Griffith (1921)
prop6s uma estratégia de balanco energético, a qual prevé o crescimento da fissura quando
ocorre dissipacdo de energia potencial no corpo. Ja Westergaard (1939) tratou a analise
mecanica de um sdlido fissurado por meio de fungbes de tensdo com termos complexos. Com
isso, também foi constatado o aspecto singular das tensdes na ponta da fissura. Irwin (1957)
estabeleceu o conceito do Fator de Intensidade de Tensdo (FIT), responsavel por mensurar a
partir de um escalar a singularidade presente nas tensdes da ponta da fissura, e que se
correlaciona com o critério energético de Griffith (1921). Cada FIT é associado ao modo de
abertura ao qual a fissura estd submetida: | para abertura, Il para deslizamento e Il para
rasgamento. Assim, em materiais frageis, define-se um critério simples de resisténcia, em que
se 0 FIT equivalente for superior a tenacidade do material, ocorrera propagacao instavel da
fissura. Para geometrias convencionais, handbooks como Murakami (1987) e Tada, Paris e
Irwin (2000) podem ser consultados para a determinacdo analitica dos FITs. Destaca-se
também, como uma importante contribuicdo a determinacdo da energia dissipada o trabalho de
Rice (1968). Nele, € proposta uma abordagem integral de modo a mensurar a taxa de liberacdo
de energia, denominada Integral J. Uma vez que essa estratégia esta associada a energia
dissipada, ela se relaciona com o critério de Griffith (1921) e também com os FITs, sendo uma

contribuicdo valorosa ao estudo dos materiais fraturados.

O conjunto de teorias responsavel por relacionar os campos mecanicos dos corpos
fraturados, compostos por materiais frageis, como o vidro, foi estabelecido como Mecénica da
Fratura Elastico Linear (MFEL). Nesses materiais, considera-se que a Zona de Processos
Inelasticos (ZPl), isto é, a regido a frente da fissura em que a dissipacdo de energia ocorre,
possui comprimento desprezivel. Contudo, em materiais quase-frageis, como ceramica e
concreto, e em materiais ducteis, como 0 ago, o comprimento da ZPI ndo pode ser tomado como
desprezivel. Além disso, mecanismos especificos desses materiais permitem a existéncia de

resisténcia residual na ZPI, o que deve ser adequadamente incorporado ao modelo.

Nesse contexto, a representacdo dos mecanismos resistentes a fratura na ZPl de
materiais dicteis foi objeto de diversos estudos. Nesse tipo de material, o aspecto singular

devido a fissura provoca a plastificacdo dessa regido. Com isso, foram propostos modelos de
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fissura ficticia, a frente da fissura real. Dugdale (1960) foi o primeiro autor a incorporar as
tensOes coesivas, que tendem a fechar a fissura, na ZPl. Aplicando seu estudo a materiais
dicteis, foi considerado que tais tensdes tinham valor igual a tensdo de escoamento, o0 que
representaria um material elastoplastico perfeito.

Barenblatt (1962) estendeu as ideias de tensdes coesivas para 0s materiais quase-frageis.
Entretanto, seu estudo era limitado a fissuras de comprimento muito maior que a zona coesiva.
Na sequéncia, Hillerborg, Modéer e Petersson (1976) promoveram a elaboracdo de modelos
coesivos mais completos e sua aplicagdo por meio de estudos numéricos com validacdo
experimental em corpos de prova de concreto. Assim, a resisténcia residual na ZP1 foi postulada
em funcdo da abertura da fissura ficticia, a partir de leis lineares, considerando a abertura critica
da fissura ficticia e a resisténcia limite a tracdo. Petersson (1981), Carpinteri (1994) e
Brokenshire (1996) também trouxeram importantes contribui¢cfes ao estudo da fratura em

materiais quase-frageis.

Outra maneira de representar o comportamento da zona de processos para materiais
quase-frageis foi proposta considerando modelos de fissura elastica equivalente e a MFEL.
Dentre esses trabalhos, destacam-se Jeng e Shah (1985) e Bazant e Kazemi (1990). Entretanto,

0 modelo de fissura elastica equivalente nédo é escopo deste trabalho.

1.2.3. O MEC na analise de problemas da mecéanica da fratura

A utilizacdo de métodos numéricos em conjunto com a mecanica da fratura foi de
fundamental importancia para o entendimento do comportamento mecanico de soélidos
fraturados em que solucdes analiticas se mostram limitadas. Nesse sentido, 0 MEC € uma opg¢éo
eficiente e robusta para esse estudo. Como pioneiros, Cruse e Vanburen (1971) analisaram o
campo de tensBes proximo a fissura de um corpo tridimensional, a partir da modelagem de
apenas um dos lados da fissura com a utilizacdo de equacdes integrais. Posteriormente, Snyder
e Cruse (1975) abordaram o problema da fratura em meio anisotrépico infinito com uso de uma
solucdo fundamental alternativa, pelas funcdes de Green. Por essa metodologia, foi possivel
avaliar os fatores de intensidade de tensdo, mas nao se conseguiu representar o crescimento da

fissura ao longo do dominio.

Crouch (1976) aplicou a Técnica de Descontinuidade de Deslocamentos para problemas
com condi¢cdes de contorno complexas, que teriam dificil abordagem analitica. Esse método

consiste em utilizar equagOes integrais nas quais as solugbes fundamentais sdo obtidas
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utilizando descontinuidades de deslocamentos unitarias. Contudo, a presenga de integrais

singulares e hipersingulares exigem que exista um tratamento especifico para sua determinacao.

A técnica de sub-regiGes em conjunto com o MEC para problemas da mecénica da
fratura foi proposta inicialmente por Blanford. Ingraffea e Liggett (1981). Para isso, a fissura é
discretizada de modo que cada uma de suas faces esteja em um subdominio distinto, sendo que
as condi¢des de compatibilidade e equilibrio ndo sdo aplicadas. Apenas a equacao singular em
deslocamentos é utilizada, sendo necessario prescrever o caminho de propagagdo da fissura.
Cen e Maier (1992) lancaram médo da estratégia de sub-regifes para a analise do crescimento
das fissuras pelo MEC. Foram propostos algoritmos iterativos para a busca da solugéo e do
ajuste da interface durante a evolucdo da analise. Além disso, Cordeiro e Leonel (2016)

utilizaram a estratégia de multidominios para a propagacédo de fissuras em madeira.

A formulacéo baseada em dipolos de tenséo também é uma alternativa ao tratamento de
problemas da mecanica da fratura linear e ndo-linear. Seu desenvolvimento iniciou-se com
Rocha (1988), tratando descontinuidades com uso do MEC atrelado ao uso de forgas ficticias,
denominadas dipolos. Lopes Jr. (1996) utilizou-se dessa formulacdo para o estudo do
crescimento das fissuras coesivas em dominios bidimensionais. A extensao desse trabalho para
meios tridimensionais foi desenvolvida por Barbirato (1999), também com uso do modelo
coesivo, considerando carregamentos dindmicos. Destaca-se ainda a utilizacao dos dipolos de
tensdo para analise de materiais quase-frageis pelo Operador Tangente, apresentada por
Oliveira e Leonel (2013).

A utilizacdo de duas equacdes integrais linearmente independentes foi proposta
inicialmente por Hong e Chen (1988a,1988b). Considerando para uma face da fissura a equacéo
integral em deslocamentos e para a outra face a equacéo integral em forcas de superficie, foi
possivel obter um sistema algébrico ndo singular. Denominada de MEC Dual, essa estratégia
foi bastante explorada no contexto da simulacdo numérica de problemas da mecanica da fratura
pelo MEC. Portela, Aliabadi e Rooke (1992) aplicaram essa técnica na analise da propagacao
de fissuras em meios bidimensionais, demonstrando a excelente precisdo do método para o
problema. Saleh e Aliabadi (1995) abordaram o problema da fratura coesiva no concreto por
meio do MEC Dual, considerando a analise bidimensional. Aliabadi e Saleh (2002)
consideraram o comportamento mecanico do concreto armado a partir de modelos planos pelo
MEC Dual. Nesse contexto, destaca-se ainda trabalho de Leonel (2006), em que é utilizada a
formulacdo do MEC Dual para estudar a propagacdo de fissuras em solidos multi-fraturados.

Leonel (2009) estudou, com uso da formulacdo dual, problemas de fratura eléstico linear,
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coesiva, contato, considerando dominios enrijecidos e também o efeito da fadiga, acoplando

algoritmos de confiabilidade estrutural e otimizagéo.

No que concerne ao tratamento da MFEL para problemas tridimensionais, Mi e Aliabadi
(1992) iniciaram a extensao da formulacdo dual do MEC, em que a influéncia das fissuras pode
ser corretamente mensurada em solidos. Mi e Aliabadi (1994) propuseram o estudo da
propagacao de fissuras em meios tridimensionais, incluindo fissuras planas e ndo planas. No
entanto, integrais singulares e hipersingulares séo obtidas pelo MEC Dual, e devem ser
devidamente tratadas. Assim, Guiggiani et al. (1992) propds as técnicas de subtracdo de
singularidade conhecidas como Método de Guiggiani, e utilizadas neste trabalho. O MEC Dual
é bastante difundido também para analises numéricas de problemas da industria, como nos
trabalhos de Citarella e Buchholz (2008), Citarella et al. (2016a, 2016b), Carlone et al. (2016)
e Citarella et al. (2018). E interessante ressaltar que nio existem trabalhos que abordam a fratura
coesiva tridimensional utilizando o MEC, o que justifica o desenvolvimento do presente

trabalho.

No Departamento de Engenharia de Estruturas, a utilizacdo do MEC para problemas da
mecanica da fratura linear e ndo-linear é objeto de pesquisa do grupo supervisionado pelo Prof.
Dr. Edson Denner Leonel. Oliveira (2013) utilizou a formulacdo baseada em dipolos em
conjunto com o operador tangente para a modelagem bidimensional de solidos quase-frageis
fraturados. Cordeiro (2015) aplicou a s6lidos anisotrépicos a analise de propagacéo de fissuras
coesivas por meio da técnica de sub-regides, com énfase em representar a propagacao de
fissuras em pecas de madeira. E destacado que a técnica aplicada por Cordeiro (2015) é
estendida neste trabalho para analises tridimensionais. Andrade (2017) aplicou 0 MEC Dual
para a representacdo da propagacao de fissuras em dominios bidimensionais ndo-homogéneos,
considerando a MFEL, fadiga, fraturamento hidraulico e fratura coesiva. O primeiro trabalho
do grupo desenvolvido com énfase no MEC tridimensional foi Cordeiro (2018). Foram
estudadas a propagacdo de fissuras e fendmenos de fadiga a partir de modelos numéricos cuja
geometria é desenhada em softwares CAD. Além disso, foi desenvolvida a analise mecénica de
solidos fraturados por meio do MEC isogeométrico, em que funcdes NURBS e B-Splines
interpolam a geometria € 0s campos mecanicos do corpo. Ressalta-se que é um pioneirismo
deste trabalho para o grupo de pesquisa a aplicacdo de técnicas de enriquecimento no MEC

tridimensional.
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1.2.4. Propostas de enriquecimento nos métodos numéricos

A estratégia de enriquecimento, no ambito dos métodos numéricos, consiste em
promover alteracfes nos campos mecénicos interpolados ao longo do elemento de modo a
acrescentar comportamentos conhecidos a priori do espaco de solugéo. Essa abordagem pode
ocorrer em carater global ou local, a depender da proposta de enriquecimento adotada. Assim,
é possivel que sejam adicionados novos graus de liberdade ao sistema algébrico, o que exige
equacOes adicionais para a resolucdo do sistema. Por outro lado, a escolha das funcgdes
enriquecedoras pode acarretar na remogdo do significado fisico das grandezas de interesse.
Assim, etapas de pds-processamento para a recuperagao dos campos mecanicos se tornam

necessarias.

Inicialmente, as estratégias de enriquecimento foram propostas e desenvolvidas no
MEF. Gifford e Hilton (1978) apresentaram um enriquecimento global para acrescentar o
comportamento assintético causado pela presenca da fissura na interpolacdo dos
deslocamentos. Com isso, obtiveram diretamente os fatores de intensidade de tensdo como
resposta do sistema algebrico. Fish e Belytschko (1988) e Belytschko, Fish e Engelmann (1988)
apresentaram enriquecimentos em apenas alguns elementos para tratar solidos submetidos a
efeitos de localizacdo, em um contexto de pequenos e grandes deslocamentos. No tocante a
mecanica da fratura, Belytschko e Black (1999) propuseram um enriquecimento local de modo
a reduzir a exigéncia de remalhamento sobre a discretizacdo em MEF adotada. Para tanto, foram
adotadas funcbes ressalto (Heaviside) de modo a representar a descontinuidade de
deslocamentos entre faces de fissura. Moes, Dolbow e Belytschko (1999) promoveram a
possibilidade de se dispensar o remalhamento no processo de crescimento das fissuras, também
com uso das funcgdes ressalto. Ja Duarte et al. (2001) lancaram méo de combinacges de funcoes
para representar o fraturamento dindmico em solidos tridimensionais. Propostas para a analise
mecanica de propagacdo de fissuras em materiais quase-frageis por meio do MEFG/MEFX

tridimensional sdo apresentadas por Gasser e Holzapfel (2005, 2006).

A proposicdo de enriquecimentos aplicados ao MEC foi apresentada em Simpson e
Trevelyan (2011a, 2011b), com objetivo de captar precisamente o campo de deslocamentos
proximo a extremidade da fissura. Assim, o comportamento assintético dessa regido é
determinado, ao passo que as func@es de interpolacdo convencionais ndo eram capazes de obté-
lo. Os trabalhos de Alatawi e Trevelyan (2015) e Hattori, Alatawi e Trevelyan (2017)
apresentam o uso do MEC enriquecido para calculo direto dos FIT em materiais isotrépicos e

anisotropicos, respectivamente. Peng et al. (2017) fizeram uso das proposicdes de



24

enriquecimento no contexto do MEC isogeométrico para problemas de fratura e fadiga, em que
0S campos mecénicos séo interpolados por curvas NURBS e B-Splines. Assim, esses trabalhos
iniciam o estudo do Método dos Elementos de Contorno Estendido (MECE) para problemas da
elasticidade linear no contexto da Mecénica da Fratura.

1.3. Objetivos

Este trabalho objetiva a proposicdo de formulagdes enriquecidas associadas ao Método
dos Elementos de Contorno para o estudo de problemas da MFEL e da Mecanica da Fratura
N&o-Linear (MFNL) em sélidos tridimensionais. Em especifico, sdo propostas estratégias
numeéricas para incorporacdo de condi¢des de contorno concentradas e distribuidas a partir de
técnicas de enriquecimento das fungdes de aproximacgdo. Alem disso, sdo desenvolvidas
formulacdes ndo-lineares capazes de considerar a propagacédo de fissuras em materiais quase-
frageis. Destaca-se que as tecnicas desenvolvidas ndo foram ainda apresentadas na literatura, o

que evidencia o carater original deste trabalho. Nesse contexto, os objetivos especificos sao:

a) Implementacdo computacional de estratégias de enriquecimento para a representacéo

mecanica de condigdes de contorno concentradas, e validacéo por meio de exemplos numericos;

b) Implementacdo computacional de estratégias para representacdo de condigcdes de

contorno distribuidas e validagdo com exemplos numéricos;

c) Andlise da fratura em sélidos tridimensionais com base no modelo coesivo para

fratura ndo-linear em materiais quase-frageis, por meio do Operador Constante (OC);

d) Desenvolvimento e implementacdo computacional do Operador Tangente (OT) para
aresolucdo do problema da fratura ndo-linear, com énfase na otimizacdo do niamero de iteracGes

para resolucdo do sistema;

e) Validacdo das estratégias OC e OT por meio de exemplos numéricos a partir dos

resultados experimentais e numéricos apresentados na literatura.

1.4. Metodologia

Este trabalho possui carater totalmente tedrico e numeérico, sem a execucdo de ensaios
experimentais. Com o interesse em cumprir 0s objetivos propostos, de modo a entender 0s

conceitos teoricos acerca do assunto estudado e a melhorar a ferramenta computacional do
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grupo de pesquisa, a organizacao do trabalho é proposta em quatro etapas, que ocorrem em
paralelo.

A primeira etapa consiste em efetuar o levantamento histdrico e revisdo bibliografica
dos assuntos necessarios, com o intuito de consolidar os conhecimentos e analisar 0 panorama
atual do dominio cientifico. Busca-se, nessa etapa, estudar sobre o0 MEC e suas variantes, como
a formulacdo dual e as estratégias de enriquecimento. E de interesse também os topicos da
mecanica da fratura linear e ndo-linear. Além disso, sdo objeto de pesquisa 0s estudos sobre a
analise de propagacéo de fissuras em sélidos tridimensionais pelo MEC. E importante destacar
a continuidade desta etapa ao longo de todo o trabalho, haja vista a necessidade de contemplar
novas publica¢des que possam surgir ao longo do andamento da pesquisa. Para tanto, bases de
dados como Web of Science, Scopus e Science Direct sdo utilizadas para a busca das referéncias
deste trabalho.

A etapa seguinte estd associada a implementacdo computacional das estratégias
contempladas nos objetivos deste trabalho. Utiliza-se, em consonancia com o grupo de pesquisa
do SET/EESC/USP orientado pelo Prof. Dr. Edson D. Leonel, a linguagem de programacéo
FORTRAN 90. Busca-se, dessa forma, trabalhar a partir da ferramenta computacional
desenvolvida ao longo do trabalho de Cordeiro (2018). Assim, novas funcionalidades séo

acrescentadas ao codigo do grupo de pesquisa.

A validacdo numérica das formulacdes propostas é efetuada a medida que o trabalho
avanca, com base em exemplos extraidos da literatura. Nessa etapa, confrontam-se exemplos
de engenharia de estruturas com suas respostas analiticas ou experimentais. Também s&o
comparados os resultados obtidos com os provenientes de analises numéricas pelo MEF, por
meio do software ANSYS®, quando relevante. Os resultados obtidos pelos modelos numéricos
em MEC sdo apresentados por meio do software Acadview, desenvolvido pelo Departamento
de Engenharia de Estruturas. Assim, atesta-se o correto funcionamento das implementac6es
desenvolvidas. Por fim, a quarta etapa destacada consiste na elaboracdo da dissertacdo de
mestrado e de artigos cientificos, com a finalidade de divulgar para a comunidade os progressos

alcancados.

As analises numéricas desenvolvidas neste trabalho foram efetuadas com utilizacdo de
um computador pessoal com as especificacdes: Intel® Core™ i7-4790K 4.00GHz e 16GB
RAM. Quando necessario, foi utilizado também um servidor Workstation Intel® Xeon® X5660
2.8GHz 48GB RAM, com 12 nucleos de processamento.
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1.5. Programa computacional integrado do grupo de pesquisa

As rotinas computacionais desenvolvidas ao longo deste trabalho estdo associadas ao
estudo do comportamento mecanico de sélidos por meio de formulagGes tridimensionais do
MEC. Nesse contexto, Cordeiro (2018) foi responsavel pelo desenvolvimento do codigo
numeérico integrado, que tem suas funcionalidades expandidas nesta pesquisa. Assim, as rotinas
computacionais previamente implementadas contemplam a analise elastoestatica de corpos
fissurados com uso do MEC dual. Os tdpicos aqui apresentados ja estavam presentes no referido
cadigo.

Foram utilizados elementos de contorno isoparamétricos de Lagrange para aproximagdo
dos campos mecanicos. O tratamento das singularidades existentes nas equacdes integrais foi
desenvolvido pelo Método de Guiggiani (1994). A técnica de sub-regides também foi
incorporada, para que dominios ndo-homogéneos e perfeitamente acoplados por interfaces
fossem analisados. Foi desenvolvido ainda um algoritmo ndo-linear de contato para a

consideracdo da interpenetracdo das faces da fissura.

Além disso, foi elaborado um gerador de malhas que constroi malhas isoparamétricas a
partir de modelos geométricos desenhados em CAD. Adicionalmente, estava presente a
propagacdo de fissuras considerando regime fragil, assim como a extracdo dos Fatores de
Intensidade de Tensédo. Por fim, também consta no codigo integrado o estudo da fadiga baseada

na MFEL, com utilizacdo da Lei de Paris-Erdogan.

1.6. Estrutura do texto

Esta dissertacdo € estruturada em seis capitulos e dois apéndices, descritos neste item.

No Capitulo 1 é apresentada uma breve contextualizacdo do tema, a revisao
bibliografica dos assuntos tratados, os objetivos, a metodologia e o codigo integrado utilizado

como base para o desenvolvimento desta pesquisa.

No Capitulo 2 sdo apresentados os aspectos da mecéanica da fratura, em que € descrita a
evolucao desse topico e seus conceitos fundamentais. No contexto da MFEL, séo discutidas as
abordagens local e global, e a influéncia das fissuras no campo de tensées e deslocamentos dos
corpos. Em seguida, topicos da MFNL, em especifico do tratamento para materiais quase-

frageis, sdo abordados, com énfase para o modelo de fissura ficticia.
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No Capitulo 3 é discutido o método utilizado neste trabalho: MEC tridimensional. A
solucdo fundamental elastoestética € apresentada, assim como a dedugéo do MEC pelo Método
dos Residuos Ponderados. Assim, as equacfes integrais sao determinadas, e o processo limite
é aplicado para que ela seja escrita sobre o contorno do sélido. O MEC Dual é apresentado, em
que as duas equacles integrais sao utilizadas, uma para cada face da fissura. Adicionalmente,
sdo discutidos os elementos de contorno isoparamétricos utilizados neste trabalho. A montagem
do sistema algébrico é efetuada, de modo a determinar 0os campos mecanicos incognitos no
contorno. De posse dos deslocamentos e forcas de superficie no contorno, as grandezas internas,
como deslocamentos, tensdes e deformacdes, sdo calculadas. A técnica de sub-regibes é
discutida, em que dominios ndo-homogéneos perfeitamente conectados passam a ser permitidos
no MEC. Por fim, é apresentado um algoritmo ndo-linear para lidar com o problema da
interpenetracdo das faces da fissura.

Ja no Capitulo 4 séo apresentadas as propostas de enriquecimento de condicOes de
contorno. Ele se inicia com o enriquecimento de forgas concentradas, por meio da funcéo Delta
de Dirac. Em seguida, a proposicdo de apoios concentrados € discutida, bem como a aplicacéo
das solicitacdes e vinculacdes pontuais no contexto da técnica de sub-regides. Depois, sdo
efetuados os enriquecimentos para aplicacéo de condi¢6es de contorno distribuidas de maneira
ndo coincidente & malha. As técnicas numéricas desenvolvidas sdo demonstradas em seis

exemplos, de modo a atestar sua acuracia.

Na sequéncia, no Capitulo 5 é abordada a modelagem do comportamento coesivo de
materiais quase-frageis. Para tanto, € discutida a introducdo das grandezas de carater ndo-linear
ao sistema algébrico. Sdo deduzidos o0 OC e o0 OT, para a resolucéo do problema. Em seguida,
quatro exemplos numéricos sdo executados de modo a garantir a validade das formulacdes

desenvolvidas.

As consideracfes finais deste trabalho e as sugestdes de trabalhos futuros séo

apresentadas no Capitulo 6.

Alguns tépicos elementares da Teoria da Elasticidade necessarios para a realizacdo desta

pesquisa sdo apresentados no Apéndice A.

Por fim, no Apéndice B sdo explicitadas as coordenadas das interfaces coesivas

utilizadas em alguns dos exemplos do Capitulo 5.
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2. MECANICA DA FRATURA

A mecénica da fratura estuda a influéncia das descontinuidades, denominadas fissuras,
no comportamento mecanico dos sélidos. Essa abordagem é necesséaria pois a propagacéo das
fissuras € um dos principais mecanismos responsaveis pelo colapso em componentes
estruturais. Além disso, as solugdes obtidas pela elasticidade linear ndo contemplam a
influéncia dos processos de fraturamento de maneira satisfatoria. Diante desse panorama, este
capitulo apresenta os conceitos envolvidos na mecénica da fratura linear e ndo-linear utilizados
neste trabalho. E definido o conceito da Zona de Processos Inelasticos (ZP1) e sua relagdo com
0 tipo de fratura de cada material. Em sequéncia, a abordagem termodinamica é apresentada.
Depois, os modos de solicitacdo de solidos fraturados sdo discutidos, assim como a
quantificacdo dos campos mecénicos, e a definicdo dos Fatores de Intensidade de Tens&o
(FITs). Depois, € mostrada a correlagéo entre a abordagem energeética e a analitica. Por fim, s&o

comentados os aspectos da MFNL aplicada a materiais quase-frageis.

2.1. A Zona de Processos Inelasticos (ZPI)

Os fenbmenos envolvidos no processo de propagacdo das fissuras ocorrem na
denominada Zona de Processos Inelasticos (ZPl). Essa regido esta localizada proxima a ponta
da fissura, em que ocorrem 0s processos inelasticos e de dissipacdo de energia responsaveis
pela evolucdo do comprimento das fissuras. Nesse sentido, € fundamental a correta
representacdo dos mecanismos de dissipacdo que ocorrem na ZPIl para a analise de sua

influéncia no comportamento global do sélido.

Diante desse contexto, a definicdo do tipo de fratura dos materiais é relacionada com a
extensdo da zona de processos inelasticos. Em materiais frageis, a ZPI possui comprimento
desprezivel em relacdo ao tamanho da descontinuidade e ao da estrutura. Como exemplos,
podem ser destacados o vidro e acos com alto teor de carbono. Nesses materiais, a propagacao
das fissuras € instavel, e ndo ha indicios de uma falha iminente, isto é, a estrutura ndo apresenta
niveis elevados de deformacdo antes de seu rompimento. Isso dificulta a previsdo desses

colapsos, que tendem a ser abruptos e causar grandes prejuizos.

Ja os materiais ddcteis, como 0s acos usuais, possuem a ZPI cuja extensdo nao é
desprezivel em relacdo ao resto da estrutura. Além disso, o0 comportamento mecanico dessa

regido é governado pela resisténcia ao escoamento do material, pois nela ocorre a plastificacéo.
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Assim, a falha do material ocorre apdés uma plastificacdo completa de um trecho do
componente, o que permite se verificar previamente a iminéncia do colapso. Por isso, é
interessante conferir ductilidade as estruturas, de modo que seja possivel identificar a
possibilidade de falha e promover a manutencdo necessaria.

Hé& também os materiais quase-frageis, em que a zona de processos possui comprimento
relevante para a analise global do comportamento mecénico da estrutura, mas o comportamento
inelastico da ZPl ndo estd associado a resisténcia ao escoamento. Nesses materiais, a
degradacdo mecénico-material ocorre de maneira progressiva ao longo da ZPI. Assim, é
verificado um amolecimento (softening) da relacdo tensdo-deformacéo, o que caracteriza a

perda de rigidez. O concreto e a ceramica sdo dois exemplos de materiais quase-frageis.

2.2. Balanco energético de Griffith (1921)

E possivel analisar os fendmenos que ocorrem na ZPl por meio de abordagens
energéticas. Apresentada inicialmente por Griffith (1921), é utilizada a primeira lei da
termodinamica para relacionar as parcelas de energia envolvidas no sélido fissurado. Dado um
corpo submetido a um carregamento externo, no qual o trabalho das forgas externas € AQ de
maneira quase-estatica, isto €, sem causar variacao de energia cinetica. Uma parte dessa energia
é armazenada pelo corpo, na forma de deformagéo, sendo representada por AU , enquanto que
a outra parte € responsavel pela formacdo de novas faces da fissura, denotada por AZ,

conforme:
AQ=AU +AZ (2.1)

Destaca-se ainda o conceito da energia potencial total do corpo, e sua respectiva

variacdo, expressos como:
M=U-Q < All=AU —AQ (2.2)

Assim, a reorganizacao da Eq. (2.1) em conjunto com a Eqg. (2.2) permite que o balanco

energético seja expresso em termos da energia potencial total do corpo, o que conduz a:
—AlT=AZ (2.3)

As variacdes nas parcelas de energia apresentadas podem ser associadas a variacdo no
comprimento da fissura existente. Assim, é possivel diferenciar a Eq. (2.3) em relacdo ao

comprimento da fissura a, obtendo-se:
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—drt = daz (2.4)
da da
Definindo o termo da esquerda como a taxa de liberacdo de energia G e o da direita

como resisténcia ao fraturamento G, a Eq. (2.4) pode ser escrita como:
G =G, (2.5)

Nesse sentido, Griffith (1921) representou de maneira global o balanco energético de
um corpo fraturado, por meio da relacéo entre o carregamento externo e a evolugédo da fissura.
A propagacao da fissura ocorre caso a energia disponivel no sistema seja superior a energia
critica de fratura. Com isso, tornou-se possivel analisar os problemas da mecénica da fratura
por meio de critérios ndo mais baseados em tensdes, 0 que se tornou um avango nesse campo
de estudo. Esse avango é explicado pelo estado singular de tensbes observado na ponta da

fissura inviabilizar os critérios em tensdes.

2.3. Modos de solicitacéo

Os deslocamentos ocorridos nas faces das fissuras podem ter inUmeras formas, a
depender da solicitacdo aplicada. Contudo, é possivel executar uma decomposicdo em trés
modos basicos. O modo | é denominado modo de abertura normal da fissura. Nesse modo, ha
uma separacdo simétrica das faces da fissura na direcdo normal as faces. O deslocamento
associado a esse modo é o COD (Crack Opening Displacement). O modo Il esta associado ao
deslizamento das faces da fissura, em que ocorre deslocamento tangencial das faces devido a
acOes cisalhantes no plano da fissura, causando o deslocamento CSD (Crack Sliding
Displacement). Por fim, o modo Il é o de rasgamento, em que o deslocamento relativo ocorre
numa direcdo perpendicular ao eixo da fissura, e fora do plano, sendo o CTD (Crack Tearing

Displacement) o deslocamento associado. Os trés modos sdo exemplificados na Figura 2-1.
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Figura 2-1 — Modos bésicos de abertura da fissura.

¥

Modo I Modo II Modo III
FONTE: Autor.

A direcdo de propagacéo inicia de acordo com as solicitagfes envolvidas. Contudo, foi
observado em diversos ensaios que 0s corpos submetidos a modos mistos tendiam ao modo |
durante o processo de propagacao. Esse comportamento ocorre devido ao modo I ser um modo

de dissipacdo de energia potencial mais efetivo.

2.4. Campos mecanicos e o Fator de Intensidade de Tensao

A quantificacdo dos campos mecanicos proximos a ponta da fissura de materiais frageis
foi proposta analiticamente por Westergaard (1939), a partir de funcdes complexas de tensdo.
Para tanto, considera-se um sdlido de dimensdes infinitas com uma fissura em seu centro. As
condicBes de contorno sdo apresentadas na Figura 2-2, em que se considera um estado de
solicitacdo bidimensional que causa abertura (modo I) e deslizamento (modo I1) as fissuras, o

problema fundamental de Griffith.
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Figura 2-2 — Estado de tensdo do problema fundamental de Griffith.
(00

Pretret et

R

FONTE: Autor.
Assim, para um ponto a uma distancia r e angulo ¢ em relagdo a origem adotada no

centro da fissura, as tensdes séo calculadas por meio de:

e Yoo 2]
ol (32

01 =0, ”_asen cos % cos Q + (2.6)
2rr 2 2
7, ,]—CoSs| — ||1-sen| — |sen| —
2nr 2 2 2

As parcelas o 7a e r_ra sdo funcdes da forca de superficie aplicada e do
comprimento da fissura. Irwin (1957) denominou esses termos como Fatores de Intensidade de
Tensdo (FIT) que, para o problema apresentado, sdo simbolizados por K, e K,

respectivamente. O FIT traduz a intensidade da concentracdo de tensdo existente na ponta da

fissura mediante o carregamento aplicado. Assim, a analise mecénica de s6lidos fissurados por
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meio dos FITs é uma andlise local, uma vez que esta associada ao comportamento na ponta da
fissura. Quando é atingido um valor limite, ocorre a propagacédo da fissura. A quantificacdo da

resisténcia a propagacéo da fissura € uma propriedade do material, a tenacidade K,..

Em problemas tridimensionais, a influéncia conjunta dos trés modos bésicos de fratura
no comportamento préximo a ponta da fissura pode ser efetuada em funcdo dos FITs no
contexto da MFEL. E considerado um sistema de coordenadas cilindricas, analogo ao problema
fundamental de Griffith, conforme Figura 2-3 (SCHOLLMANN et al, 2002). Os

deslocamentos e tensdes sdo calculados de acordo com:

| M L_KI ((g—4vjcos(gj—%cos(%]j+ )
= on :K,, ((4v—g)sen (g)-ﬁ-

u

Il
O
—_
=
N

+0(r) (2.7)

i 27r 2
K, (9
= cos| — |[+0O(1
= ot 2 OW
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Figura 2-3 — Estado de tensdes proximo a fissura em problema tridimensional.

X

frente da )

fissura X3 (;\‘\\

fissura

FONTE: Autor.

A extracdo dos FITs é um aspecto fundamental na analise de problemas da MFEL, e
pode ser efetuada por meio de diversas metodologias analiticas ou numéricas. As abordagens
analiticas fazem uso das fungdes de tensdo complexas, mas possuem aplicabilidade restrita,
para problemas com geometria e condi¢cbes de contorno especificas. Handbooks como
Murakami (1987) e Tada, Paris e Irwin (2000) apresentam férmulas para configuragdes usuais

da engenharia.

Ja os métodos numéricos para extracdo dos FITs sdo acoplados aos métodos numeéricos
utilizados na analise mecénica dos solidos, como o0 MEF ou o0 MEC, em problemas com
condicdes de contorno e geometria complexas. Nesses metodos, apos a determinacdo dos
campos mecanicos, sdo efetuadas etapas de calculo com o objetivo de determinar os FITs. Uma
vez que é necessario conhecer os deslocamentos e tensées do sélido antes da obtencédo dos FITs,
esses métodos sdo denominados indiretos. Como exemplos, destacam-se a técnica de correlagédo
de deslocamentos, a técnica de extrapolacdo de deslocamentos e a integral J. Ha ainda os
métodos diretos, em que os FITs se tornam incdgnitas do sistema de equacdes resultantes. Essa
adicao ocorre devido ao enriquecimento do campo de deslocamentos por meio das funcdes de
Westergaard. Gifford e Hilton (1978) abordam essa estratégia no MEF, enquanto que no MEC

essa determinacgdo pode ser encontrada no trabalho de Alatawi e Trevelyan (2015).

2.5. Correlacédo entre o balango energético e os FITs

As analises local (pelos FITs) e global (pelo balango energético) sdo equivalentes, pois
descrevem a influéncia das fissuras no comportamento mecanico do sélido. Com isso, a taxa de

liberacdo de energia G e os FITs podem ser correlacionados, no caso de materiais frageis.
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Nesse cenario, a taxa de energia no caso tridimensional é decomposta para cada um dos modos

de fratura, conforme:
G=G, +G, +G,, (2.9)

Nesse sentido, a relagdo entre G e 0s FITs é:
_ 1 2 2 2
G_E{&+K“+&“ (2.10)

Emque E'=E para regides proximas as extremidades da fissura, em que se considera
estado plano de tensdo e E'=E/1-v?, caso contréario, quando se considera estado plano de

deformagéo.

2.6. Mecénica da fratura para materiais quase-frageis

No contexto dos materiais quase-frageis, a ZPI possui comprimento que ndo pode ser
desprezado. Isso ocorre pois a frente da ponta da fissura hd micro descontinuidades, que
promovem a degradacdo progressiva do material a medida que o carregamento é aplicado.
Assim, ocorre dissipacdo de energia na zona de processos, mesmo quando 0s niveis de tensao
estdo inferiores ao limite do material. Essa degradacdo apresentada se manifesta no
comportamento global do sélido na forma de amolecimento (softening) da relacdo forca-
deslocamento. Na zona de processos, ha ainda um estado de tensées residuais, e que assume
valor nulo na ponta da fissura. Materiais cimenticios (concreto e argamassa), betuminosos
(asfalto), rochas, madeiras e materiais compositos sdo alguns exemplos de materiais quase-
frageis (ANDRADE, 2017).

Nesse contexto, sdo dois 0s mecanismos de dissipacdo de energia associados a esses
materiais: a parcela de energia necessaria para a formagdo de novas superficies de fissuras,
andloga a MFEL, e a necessaria para retirar a resisténcia residual existente. Essas taxas de
energia podem ser expressas matematicamente pela decomposicédo da taxa total de liberacao de

energia, sendo:

G=G, +G, (2.11)

Em que a parcela G, esta associada a formacéo de novas fissuras e G_ é a energia

utilizada para superar a resisténcia residual na ZPl. Foram propostas duas abordagens
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principais: a fissura elastica equivalente e a fissura ficticia, em que cada uma considera uma

das parcelas como preponderante em relacéo a outra.

Os modelos de fissura elastica equivalente utilizam os critérios energéticos de Griffith
(1921) para a zona de processos dos materiais quase-frageis. Nessa abordagem, toda a energia
necessaria para a propagacao da fissura é associada a formacdo de novas superficies. Assim, a

energia G, é desprezada em relagdo a G,., e a propagacéo da fissura € definida a partir dos

Ic?

modelos da MFEL. Dessa forma, os processos ndo-lineares da zona de processos ndo sao
incorporados ao modelo. A extensdo da fissura equivalente é determinada por parametros do
material, descritas de acordo com diversos autores, como Jeng e Shah (1985), pelo modelo de

dois parametros, e Bazant e Kazemi (1990).

J& no modelo de fissura ficticia, considera-se que G, =0, isto é que a energia

Ilc —
necessaria para formacéo de novas fissuras e pequena em relagédo a G, . Logo, a dissipacéo de

energia esta associada a remocao da resisténcia residual presente na zona de processos. Dugdale
(1960) e Barenblatt (1962) sdo os pioneiros na utilizagdo dessa abordagem para materiais

ducteis e quase-frageis, respectivamente.

Planas e Elices (1990) compararam os modelos de fissura equivalente e fissura ficticia,
e concluiram que ambos sdo eficazes na representacdo do processo de fissuracdo desses
materiais, para corpos de prova com dimensdes usuais de laboratorio. Para dimensdes maiores,
foi constatada uma divergéncia entre os resultados, mas que podem ser corrigidas desde que 0s

parametros utilizados sejam ajustados.

O modelo utilizado neste trabalho foi proposto por Hillerborg, Modéer e Petersson
(1976). Nesse modelo, a zona de processos € simulada como uma fissura ficticia a frente da
fissura real, sobre a qual atuam as tens6es coesivas. Essas tensdes sdo apresentadas como uma
fungdo da abertura da fissura ficticia COD, e objetivam representar 0s mecanismos resistentes
gue ainda existem na zona degradada. A relacdo entre abertura de fissura e tensdo coesiva ocorre

a partir de dois parametros: resisténcia a tragédo do material f, e energia de fratura G_, por
meio de uma lei coesiva. O comprimento da fissura ficticia é associado a magnitude das tensdes
coesivas, iniciando no ponto em que foi atingida a abertura critica da fissura COD, e se

estendendo até o ponto em que a tensdo atuante € a tensdo limite a tracdo do material. Esse

modelo pode ser representado pela Figura 2-4.
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Figura 2-4 — Modelo de fissura ficticia proposto por Hillerborg et al. (1976).

p,(COD)
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FONTE: Autor.

Destaca-se a auséncia da singularidade de tensfes na ponta da fissura, em contraponto
ao observado na MFEL. Assim, a analise de propagacdo de fissuras nesses materiais pode ser
efetuada por meio da comparacgdo entre as tensfes atuantes na ponta da fissura em relacdo a
resisténcia a tracdo. A energia responsavel pela remocéo das tensdes coesivas na fissura ficticia
pode ser calculada como a integral da lei coesiva ao longo da abertura da fissura, de acordo

com:
CoD,
G, = jo p, (COD)dCOD (2.12)

Na literatura sdo propostas diversas leis coesivas de modo a representar adequadamente
0 comportamento mecanico da zona de processos desses materiais. Nesta pesquisa séo

utilizadas trés: linear, bilinear e exponencial.

A lei coesiva linear € a lei mais simples, que correlaciona por meio de uma reta a tensao
atuante com a abertura da fissura ficticia. A Figura 2-5 apresenta o grafico dessa lei, e a Eq.

(2.13) apresenta a expressao associada.
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Figura 2-5 — Lei coesiva linear.

P1(COD)
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G,
. COD
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FONTE: Autor.
T( —COD se 0<COD < COD,
P, (COD) = COD, (2.13)

0 se COD > COD,

A abertura critica da fissura COD, pode ser calculada a partir da Eq. (2.12), sendo:

2G,

G, = f|1- COD | 400D = cop, = (2.14)
o 0 T COD c

c T

A lei coesiva bilinear relaciona as tensdes coesivas com as aberturas de fissura por meio
de duas equac0es de reta, com diferentes inclinac@es. A representacao grafica dessa lei coesiva

é apresentada na Figura 2-6, enquanto sua expressao algébrica é:

f. - M COoD se 0<COD <COD’
COoD
p,(COD)= __hCob f - SO0 | COD" <COD <COD, (2.15)
L COD"-COD, COD"-COD,

0 se COD > COD,
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Figura 2-6 — Lei coesiva bilinear.

1,(COD)

. COD
CcOD’ COD,.

FONTE: Autor.

S40 necessarios os parametros auxiliares f; e COD”, extraidos do modelo de Petersson

(1981), sendo:

ot
o (2.16)
COD" =08

Assim, analogamente ao apresentado para a lei coesiva linear, é possivel calcular o

COD,, cujo resultado é:

COD, = 3,6% (2.17)

T

A terceira lei coesiva utilizada neste trabalho é a lei exponencial, representada na Figura
2-7 e equacionada conforme a Eq. (2.18). Nessa lei, ndo ha uma abertura critica de fissura, isto
é, as forcas coesivas nunca cessam, embora atinjam valores irrisérios a medida que a

intensidade da solicitagdo aumenta. Nesse contexto, a energia de fratura G_ é determinada

como a integral imprépria de 0 a infinito.
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Figura 2-7 — Lei coesiva exponencial.
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FONTE: Autor.
—f—TCOD
p,(COD)=fe * (2.18)

No contexto da propagacéo de fissuras em modo I, diversos autores comprovam que a
energia de fratura necessaria para esse fenémeno € da ordem de 20 a 25 vezes em relacdo ao
modo | (REINHARDT E XU, 2000; BAZANT et al., 1986; KUMAR E RAQO; 2010). Nesse
sentido, a consideracdo de tensdes coesivas tangenciais acarreta numa alteracdo pouco
significativa dos resultados. Assim, foi considerado que as tensdes coesivas tangenciais
permanecem constantes ao longo do processo de fraturamento até que a abertura da fissura
ficticia seja igual a critica. Contudo, como a lei coesiva exponencial ndo possui esse parametro,
para este caso as tensdes coesivas tangenciais foram adotadas como nulas quando a tensdo

coesiva normal atinge 1% da resisténcia a tracdo do material.
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3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
TRIDIMENSIONAL

Sdo apresentados neste capitulo os fundamentos para o equacionamento de problemas
mecanicos estaticos e lineares tridimensionais com base no Método dos Elementos de
Contorno. O primeiro topico é a Solucdo Fundamental de Kelvin e sua aplicacdo para o
desenvolvimento das equages integrais em deslocamentos e em forcas de superficie. Depois,
é apresentado como essas equacdes sdo escritas para o contorno do sélido. Na sequéncia, é
definido o MEC Dual, em que as duas equagdes integrais séo utilizadas para o equacionamento
da fissura, uma para cada face. Posteriormente, abordam-se 0s conceitos referentes as funcoes
de aproximacdo dos elementos de contorno. Em seguida, é explicada a montagem do sistema
algébrico utilizado para célculo dos deslocamentos e forcas de superficies incognitos do
problema. A partir dos campos mecénicos conhecidos no contorno, é explicitado o calculo das
grandezas internas ao dominio. Quando o solido é composto por materiais distintos
perfeitamente conectados, lan¢a-se méo da técnica de sub-regides. Por fim, € apresentado neste
capitulo o tratamento para o problema da interpenetracdo entre faces de fissura, a partir dos
conceitos da Mecéanica do Contato. O desenvolvimento desse capitulo é baseado em Aliabadi

(2002) e Cordeiro (2018), e ja estavam incorporadas ao cddigo integrado do grupo de pesquisa.

3.1. Solucdo Fundamental de Kelvin

Uma das maneiras de se deduzir as equacdes integrais do MEC parte do Método dos
Residuos Ponderados, conforme apresentado por Brebbia (1978a). Desse modo, € necessaria a
escolha de uma funcéo ponderadora para a integracao do residuo. No MEC, a funcdo escolhida
é a Solucdo Fundamental de Kelvin (1848), no caso de problemas da elasticidade linear
isotropica. Essa solucdo é deduzida considerando um meio infinito de mesmas propriedades

elasticas que o problema real, e sobre o qual atua uma forca concentrada e unitaria.

Nessa solucdo, representa-se a carga pontual como uma forca de dominio a partir da
funcdo Delta de Dirac A(x/ — x*), que assume valor zero se s # f e infinito se s = f. Nessa
representacéo, f representa o ponto campo (field) sobre o qual a analise esta sendo executada e
s representa o ponto fonte (source) sobre o qual a carga unitaria é aplicada. Dessa forma, x/ e

x° representam os pontos campo e fonte, respectivamente. Com isso, a substituicdo da forca de
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dominio na equacdo de Navier-Cauchy para sélidos isotropicos sujeitos a pequenos
deslocamentos, apresentada no Apéndice A, Eg. (A.16), resulta em:

y[uk”.j (X")+ug (X' )]+/1ukiyij (x")=-A(x"=x°) (3.1)

A Eqg. (3.1) representa um conjunto de equacdes que descrevem o equilibrio a partir dos
deslocamentos do ponto campo x/ de um dominio infinito, devido a aplicagdo da forca pontual
sobre o ponto x° na direcdo k. A resolucdo para o caso tridimensional dessa equacdo é dada

por:

Uy (X", XS):m[@—w)&ki +1,1 ] (3.2)

Na solugéo apresentada pela Eq. (3.2), r € 0 modulo do vetor distancia entre os pontos

campo e fonte. Enquanto isso, Uy; (xf , xs) representa o deslocamento na dire¢do i do ponto
campo x/ dada a aplicagdo da forca concentrada de direcdo k no ponto fonte x°. Uma vez
definido o deslocamento, é possivel definir para o ponto campo as deformacdes e tensdes
atuantes. Para tanto, utiliza-se a relacdo deformacédo-deslocamento, Eq. (A.10) do Apéndice A.

Assim, as deformacdes sao dadas por:
s -1
By (X" )=W[(1_2V)(5kir,j G0 )=y, +3r,kr,ir,i:| (33)

Em que Ej;; representa as deformacdes ¢;; associadas a aplicacdo da forca unitaria de

direcdo k no ponto fonte. As tensdes sdo calculadas a partir da Lei de Hooke generalizada, Eq.

(A.11), utilizando o resultado das deformacdes para tal, obtendo-se:

f s -1
T (X" x%) =m[(1—2v)(5kirj +8,1, —5kj(i)+3rkrirj} (3.4)
Por fim, ao se aplicar a férmula de Cauchy, apresentada na Eq. (A.5), obtém-se a solu¢édo

fundamental para forcas de superficie, expressa por:

(X X)) =g e

Vi, [(1_2v)5ki +3r,kr,i:|_(1_2‘/)(77ir,k _ﬂkri)} (3.5)

A Eq. (3.5) representa as forcas de superficie na direcdo i sobre o plano definido pelo

versor normal @ = {1 M2 13}T no ponto campo x/.
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3.2. Equacbes integrais para problemas elasticos

O problema de valor de contorno da elasticidade linear é definido pela equacdo de
equilibrio escrita em tensbes, Eq. (A.6). A partir da aplicacdo do Método dos Residuos
Ponderados, essa equacdo pode ser escrita na forma integral, resultando em:

[(o;+b)wdQ=0 (3.6)

jivj
Q

Em que w; € uma funcdo ponderadora. Para o desenvolvimento do método, a funcédo
ponderadora escolhida é a Solugcdo Fundamental de Kelvin. Além disso, é considerada a
simetria do tensor de tensdes, obtendo-se:

juk, o, +b)dQ=0, (3.7)
A partir da Eq. (3.7), a solugéo fundamental é indicada por um asterisco. Aplicando
integracdo por partes e o teorema da divergéncia, a Eq. (3.7) é reescrita como:

juk, o,n,dl" — juk” ,JdQ+IUklb,dQ 0, (3.8)

Em que 7, € o versor normal ao contorno I'. Substituindo as Egs. (A.5) e (A.10) na Eg.

(3.8), obtém-se:
juk, p.dl - jEk” ,JdQ+IUklb,dQ 0, (3.9)
A formulacgéo integral do problema mecanico € obtida a partir da Eq. (3.9). Para tanto,

€ necessario substituir o modelo constitutivo considerado. Assim, para 0 modelo linear elastico

de Hooke apresentado na Eg. (A.11), tem-se:

juk, p,dl - jEk” inéindQ+ [UibdQ =0, (3.10)
Q

A operagao Ey;;Cj;y, resulta na tensdo do problema fundamental Ty;,,,. Aplicando a

relacdo deslocamento-deformagéo sobre ¢;,, Eq. (A.10), e substituindo na Eg. (3.10), a

expressao resultante é escrita na forma:

[Uapdr = [Tiu ,dQ+[UgbdQ =0, (3.11)
r Q Q

Integrando por partes e aplicando o teorema da divergéncia no termo que contém a

derivada dos deslocamentos, obtém-se:
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[Uapdr = [T umdr+ [Ty, udQ+ [UibdQ =0, (3.12)
r r Q Q

A Eq. (3.12) pode ser reescrita considerando sua manipulacdo por meio de algumas
operacOes algébricas. A primeira delas consiste em trocar os indices [ e m por i e j, isto é,
TrimWilm = Trijuin; € TmmW = Trij ju;- EM seguida, com uso da equagéo de equilibrio
escrita em tensGes, € possivel escrever Ty;; ; = —by;. Depois, uma vez que a forca pontual da

solugdo fundamental utilizada € representada pela fungdo Delta de Dirac, tem-se Ty;; ; =

—A(xf - xs)Ski. Com isso, a terceira integral da Eq. (3.12) possui resultado igual a u, caso o
ponto fonte esteja interno ao dominio, devido a propriedade da filtragem da funcdo Delta de
Dirac. Por fim, sabe-se da Eq. (A.5) que Ty;in; = Py;. Assim, a equacdo integral de

deslocamentos é obtida para um ponto fonte interno ao dominio (, resultando em:

uk(xs):J.U:ipi (xf)dl“—J‘F’kTui (x' )d1“+J‘U:ibi (xf )dQ (3.13)

A Eq. (3.13) é a ldentidade Somigliana. Ressalta-se que os valores de Uy; e Py; sdo

calculados a partir dos pontos campo e fonte.

A partir da Eq. (3.13), é possivel promover algumas manipulacdes algébricas de modo
a obter equacdes integrais em termos de outras grandezas internas, como deformacéo e tensao.
Para calculo da deformacdo em um ponto fonte interno, aplica-se a diferenciacdo em relacéo a
posicao do ponto fonte na Identidade Somigliana. Além disso, € utilizada a relacdo deformacéao-
deslocamento, Eq. (A.10). Uma vez que as diferenciacdes sdo em relacdo a posicdo do ponto

fonte, apenas as solugdes fundamentais sdo alteradas. Assim, obtém-se:

& (Xs)zjﬁzn p, (Xf )dF—J'EZnui (Xf )dF+J.EE|ibi(Xf )dQ (3.14)

Ao se aplicar o modelo constitutivo linear elastico apresentado na Eq. (A.11) na Eq.

(3.14), é possivel determinar as tensdes para o ponto fonte interno, resultando em:

o ()= [ Dpg i (X" )dT = [ Spqu (X" )dT + [ D (X )dQ (3.15)

1pq

Emaque D;,, e S;,

ipq € Sipq SA0 obtidos, respectivamente, por:

« 1

Dipq = m[(l_zv)(gpir,q + 04T, _5pqr,i)+3r,pr,qr,i] (3.16)
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S;:Jq :m{&,im [(1_2V)5pqr,i +V(§pir,q +5qir,p)_5r,pr,qr,i]

+ 3V(77pr,qr.i +77qr.pr,i ) + (1_ 2‘/)(377|rprq + nq§pi +77p§qi ) (317)
_(1_4v)77i5pq}

Destaca-se que é necessario conhecer os deslocamentos e forcas de superficie em todo
o contorno do sélido para determinacdo das tensdes e deformagdes. Além disso, a resolucao de
problemas mecénicos pelo MEC requer que todas as integrais apresentadas sejam avaliadas
apenas no contorno. Contudo, a integral com as forcas de volume é sobre o dominio do corpo.
Desse modo, sdo necessarias técnicas que permitam tal transformacéo. Duas das abordagens
existentes sdo o da dupla reciprocidade (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989) e da integracédo
radial (GAO, 2002). Neste trabalho, o tratamento da integral de dominio ndo serd necessario,

uma vez que serdo considerados solidos com forcas de volume nulas.

3.3. Equacdes integrais escritas sobre 0 contorno

As equacoes (3.13) e (3.15) permitem o célculo dos deslocamentos e tensées no ponto
fonte x* interno ao dominio, em funcao dos deslocamentos e forcas de superficie conhecidos
nos pontos campo situados no contorno. Contudo, para o equacionamento do MEC, € necessario
que tais equacdes sejam escritas considerando o ponto fonte também sobre o contorno. Assim,
é utilizado o processo limite, que consiste na aplicacdo de um contorno ficticio semiesférico de
raio € e de contorno I centrado no ponto fonte x5 substituindo o contorno I,. Além disso, o
ponto fonte x° esta posicionado sobre uma regido de contorno suave I', de acordo com a Figura
3-1. O contorno suave caracteriza-se por possuir um versor normal i definido, o que nao ocorre
em arestas de sélidos geométricos, por exemplo.

Figura 3-1 - Contorno semiesférico para processo limite.
+

L,

FONTE: Adaptado de Alatawi (2016).
Aplicando o processo limite a equacéo integral de deslocamentos, Eq. (3.13), tem-se:
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u (x°) —I|m j U;p;(x )dF—Igigg Riu;(x")dr (3.18)
°r r,+I; [-T +I;

A integral que contém a solugdo fundamental em deslocamentos U;; possui uma
singularidade fraca de ordem O(1/r), e é calculada como uma integral imprépria. Contudo, a
integral associada a solu¢do fundamental para forcas de superficie possui uma singularidade
forte de ordem 0(1/r2). A regularizacdo dessa integral é efetuada conforme Mi e Aliabadi
(1992), a partir da soma e da subtracdo do primeiro termo da expansdo em série de Taylor dos

deslocamentos centrados no ponto fonte. Esse processo consiste em substituir w;(x/) da

segunda integral por u; (x) + u;(x%) — u;(x*). Desse modo, 0 processo limite € escrito como:

fim [ Ruy(x")dr=tim | Fiu(x")dr
-, +T; r-r,
+|€igg Pi;[uj(xf)—uj(xs)]dr (3.19)
1—~+
I|m

5%0
F

A primeira integral do lado direito da Eq. (3.19) é impropria, e pode ser avaliada com
uso do Valor Principal de Cauchy (VPC). A segunda integral no limite € — 0 € nula, pois 0
contorno I} tende ao ponto x*, assumindo a condicdo de continuidade de Holder. A terceira
integral possui o termo constante u;(x*), que pode ser retirado da integral. Além disso, a
integral remanescente resulta um termo livre, escrito como a;;(x*)u;(x%). Dessa forma,
considerando o ponto fonte sobre o contorno, a equacao integral dos deslocamentos € reescrita

como.

¢ (x*)u, (XS)+IPU*UJ‘ (x' )df:jUEPj (x")dr (3.20)
r r
A primeira integral da Eq. (3.20) ¢ avaliada no sentido do VPC. O termo livre ¢;;(x) é
a soma entre J;; e a;;(x*). Para ponto fonte sobre contorno suave, a;;(x*) assume valor de
—6;/2.
O processo limite também pode ser aplicado na equacao integral de tensdes, apresentada

na Eq. (3.15). Dessa forma, a seguinte equacéo € obtida:

o (x*)=lim Dg Py (X" )dr —lim Sy (x")dI (3.21)

I -0 £—0
| R S - +T
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E aplicada a expansdo em série de Taylor até o primeiro termo para pk(xf ) centrada
no ponto fonte x*, com o objetivo de regularizar a singularidade forte, de ordem 0(1/r?).
Desse modo, o termo de forcas de superficie é substituido por py(x') + pi(x*) — pr(x%) na
Eg. (3.21), tendo:

-0
r-T,+T" r-r

lim j D;jpk(xf)dl“zliﬂg j Dy py (x")dI

+lim D;j[pk(xf)—pk(xs)}dl“ (3.22)

-0
l—~+

+ P, (x°)lim [ Dgdr
r;

Assim como no processo limite aplicado a equacdo de deslocamentos, a primeira
integral do lado direito da Eq. (3.22) e impropria e avaliada no sentido do VPC. A segunda
integral resulta nulo uma vez que com o raio ¢ tendendo a zero, o contorno Iy tende ao ponto
x*®, assumindo a condicdo de continuidade de Holder. O termo p, (x*) é independente, e retirado
da integral. Além disso, a Gltima integral resulta um termo livre, denotado por By;; (x%)p (x*).
Este termo livre depende das constantes elasticas e das transformacfes geométricas em
coordenadas locais. Desse modo, a primeira integral da Eq. (3.21) torna-se:

lim [ Dgp(x")dr= [ Dgp(x")dr+4,(x)p(x) (3.23)
T-To+T r-T,
A segunda integral da Eq. (3.21) possui uma hipersingularidade (ordem 0(1/r3)). A

regularizacdo dessa integral é efetuada a partir da expansdo da série de Taylor até o segundo

termo, aplicada sobre os deslocamentos e centrada no ponto fonte x*. Desse modo, o termo
w () & substituido por w (x) — (), — ) [ (%) + wiem )] + (], — %)) [ (x%) +

Upm (xs)]. Com isso, o processo limite aplicado a segunda integral € apresentado como:

lim S (x")dT=lim | sgu, (x")dr
[T+ r-re
+lim | Sg; [uk (x")=u (x*) =t () (% —x;)]dr (3.24)

-0
l—-+

e

+U, (xs)lgigg J' S;jdl“+ukym(xs)!gi£r01 I Sgi (xnf1 —x;)dF
r r

A segunda integral apresentada na Eq. (3.24) resulta zero quando se aplica o limite € —
0. A ultima integral, quando calculada a partir do processo limite, resulta num termo livre

associado as derivadas dos deslocamentos, representado pPor Yp;jm (x*)uy, (x°), com
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Ykijm (x°) sendo constante. Ao se combinar o termo livre obtido na Eq. (3.23) com o termo
livre associado as derivadas dos deslocamentos, Cruse (1977) representou a soma desses termos

como uma tensao equivalente de contorno para x* sobre um contorno suave, na forma:
S S S S 1 S
ﬂkij(x )pk(x )"'Vkijm(x )uk,m(x ):Eo-ij(x ) (3.29)

Jé& a primeira e terceira integrais da Eq. (3.24) sdo escritas juntas, conforme Guiggiani

et al. (1992), e avaliadas com base na Parte Finita de Hadamard (PFH):
[Seu (x")dT = Iing[ [ siu(x")dr+u, (x*)tim | s;jdr}
r r-T, I

N LI_F)TO][ J- S:ijUk(Xf )dF+Uk(XS)—bkij (XS)}
r-r,

&

(3.26)

A partir dos processos limites apresentados, a equacao integral das tensdes considerando

0 ponto fonte x* sobre um contorno suave é reescrita como:
1 S * *
> ij(x )+ISkijuk(xf)dF=jDkijpk(xf)dF (3.27)
r r

Ao se aplicar a formula de Cauchy, Eq. (A.5), na Eq. (3.27), a equacdo integral fica
escrita em termos de forcas de superficie, apresentada na Eq. (3.28). Ela ¢ utilizada em conjunto
com a equacdo integral de deslocamentos para representar 0 comportamento mecanico de em

corpos elasticos fissurados, via MEC dual.
% P, (x5)+77i (XS)IS,:’U.Uk (xf )d1“=77i (xs)jD;j P, (xf )dF (3.28)
r r

Na Eqg. (3.28), n;(x*) representa as componentes do versor normal n do contorno no
ponto fonte x°. As expressdes associadas as integrais avaliadas no sentido do VPC e da PFH
sdo desenvolvidas com o uso do Método de Guiggiani, e encontram-se deduzidas em Cordeiro
(2018).

3.4. Método dos Elementos de Contorno Dual

O Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) é uma proposta para analisar
problemas da MFEL pelo MEC. Esse método utiliza a equacdo integral em deslocamentos para

uma face da fissura e a equacgdo integral em forcas de superficie para a outra. Assim, 0
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equacionamento dos campos mecanicos da fissura é efetuado com duas equacgdes linearmente
independentes. Nessa técnica, sdo utilizados pontos fontes simetricamente posicionados ao

longo das faces das fissuras, tornando-se possivel a resolu¢do do problema.

Para tanto, considera-se um sélido de comportamento linear elastico, com dominio ,
contorno externo I', uma fissura interna de contorno Iz, além de condicGes de contorno descritas
em forcas de superficie e deslocamentos. Com o uso da Eg. (3.20) em um ponto sobre o
contorno x*, séo obtidas trés equacdes independentes. Cada uma dessas equagdes relaciona os
deslocamentos do ponto fonte u,(x%), u,(x*) e uz;(x%) com os deslocamentos e forcas de
superficie dos demais pontos sobre o contorno. Contudo, se fosse aplicada a mesma equacao
para dois pontos fontes distintos, porém simétricos e pertencentes a fissura, em vez de se gerar
6 equacdes distintas, seriam geradas 6 equacgdes linearmente dependentes duas a duas. 1sso
ocorreria uma vez que esses pontos distintos possuem a mesma localizagdo. Diante dessa
questdo, o MEC Dual prop6e a utilizacdo da equacao integral para deslocamentos em uma das
faces da fissura, enquanto que a outra face é equacionada a partir da equacao integral em forcas
de superficie, conforme Figura 3-2.

Figura 3-2 - Aplicacdo das equac6es integrais no MEC Dual.

“

~
\ Superficie inferior

EI das forcas de
superficie

Superficie superior
EI dos deslocamentos

FONTE: Autor.
Com essa abordagem, a modelagem de fissuras de maneira continua pelo MEC ¢é
geometricamente exata, e sem comprometer o condicionamento do sistema. Assim,
considerando o ponto de colocacdo x**, posicionado na face superior da fissura de contorno

Ff+, a equacdo integral de deslocamentos resulta em:
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(3.29)

I+

Destaca-se que o segundo termo livre da Eq. (3.29) esta presente pois a superficie I}

também contém o ponto de colocacdo x**. Para o ponto de colocacdo x°~ pertencente ao

contorno I';~ € utilizada a equagdo integral de forcas de superficie, e assume o formato da Eq.

(3.30). E importante notar que o termo livre correspondente ao ponto de colocagdo x** também
estd presente nessa equacao, porém com sinal negativo. Esse sinal é devido a orientacdo

contréria dos versores normais nos pontos de colocacao.

B (x) =2 py () (%) [ 8 (¢ X Juy (x")r
Ty (3.30)
= (x) [ 0 (x".x")p(x")dr

Por fim, destaca-se também que é possivel prescrever condi¢des de contorno tanto em

deslocamentos quanto em forgas de superficie, inclusive assimétricas, no contorno I', . Assim,

problemas de fraturamento coesivo e hidraulico podem ser considerados no MEC Dual.

3.5. Elementos de contorno isoparamétricos

A aplicacdo das equac0es integrais dos deslocamentos e das forcas de superficie, Eqs.
(3.20) e (3.28), requer a discretizacdo da superficie do corpo em elementos, denominados
elementos de contorno. Esses elementos sdo construidos com base nos polinémios completos
de Lagrange. No caso do MEC tridimensional, esses elementos sdo bidimensionais, e
semelhantes aos elementos finitos utilizados no MEF bidimensional. Além disso, o
equacionamento dos elementos utilizados € desenvolvido no espaco paramétrico e
correlacionado com o espaco fisico. Deve-se ainda destacar que, no MEC, sdo necessarias
funcbes aproximadoras para a geometria do problema e para 0os campos mecanicos, que nem
sempre sdo iguais. Essa necessidade deriva da condicdo de continuidade exigida pela
formulacdo do MEC para a determinacdo dos campos mecanicos. Assim, 0s pontos de
colocacdo utilizados devem ser transportados das extremidades para o interior dos elementos
sempre que houver descontinuidade em condicGes de contorno ou ndo existir versor normal

definido para aquele ponto. Nesse contexto, denota-se por M;(&;,&,) a funcéo responsavel por
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aproximar a geometria, sendo calculadas a partir dos n6s geométricos do elemento. Por outro
lado, N,(&;,&,) sdo as funcbes de interpolacdo associadas a aproximagdo dos campos

mecanicos, construidas a partir das posi¢des dos pontos de colocacao.

A construcdo das fungdes aproximadoras da geometria M;(&;,&,) é desenvolvida a
partir dos polindmios de Lagrange completos. Assim, séo utilizados quatro tipos de elementos:
triangular linear, triangular quadréatico, quadrilateral linear e quadrilateral quadratico. Os tipos
de elementos, assim como as coordenadas paramétricas de seus respectivos nds, sdo
apresentados na Figura 3-3.

Figura 3-3 - Elementos isoparamétricos (a) trigonal linear, (b) trigonal quadratico, (c) quadrilateral
linear e (d) quadrilateral quadrético.

2

2
(0,1)

(0,0.5)

< <

(0,0) (1,0) (0,0) (0.5,0) (1,0)

(a) (b)

(-1,1) A 1,1)
<
(-1,-1) (1,-1) (-1,-1) (0,-1) (1,-1)

(c) (d)

FONTE: Adaptado de Cordeiro (2018).
A expressao matematica que representa os polindmios de Lagrange para os elementos
utilizados sdo apresentadas nas Eqs. (3.31) a (3.34) para, respectivamente, 0s tipos triangular

linear, triangular quadratico, quadrilateral linear e quadrilateral quadratico.

M; (glvgz)zcli"'céé:l"'céfz (3.31)
M; (é:l’ fz) = Cli + Cizél + C;fz + Czilél§2 + Céé:lz + Clefzz (3.32)
M; (51' 982) = Cli + Ci2§l + C;fz + Czilé:lgz (3.33)

M, (0 6)) =0+ Gy +Cady + G685, +C&) +Coy +CrE 8, + G5+l (3.34)



54

As constantes ¢}, sdo determinadas a partir da propriedade de Delta de Kronecker, dadas
por:

o 1, sei=] o
M, (51’,52’):{0, i j PRI T =1 Ny (3.35)

Na Eq. (3.35), Nygs assume o valor do nimero de nds que o tipo do elemento contém,
M;(&,,&,) é a funcdo de forma associada ao né i, enquanto i e j correspondem aos nés do

elemento.

A aproximacdo de grandezas internas ao elemento é efetuada a partir das funcdes de

interpolacdo. Para aproximar os valores geométricos dos pontos internos, tem-se:
X(fpfz):Mi(‘fpé)xi (3.36)

NaEq. (3.36), x; = {x} x% xi}T representaas coordenadas de cada né i que definem
o elemento, x(&;,&,) ={x¥1 X2 x3}T é o ponto interno em que se deseja conhecer as

coordenadas e &; e &, sdo coordenadas no espaco parametrico.

A relacdo entre os diferenciais de area do espaco fisico com o espago paramétrico
também deve ser calculada. 1sso é necessario para que as integrais do MEC sejam efetuadas no
espaco adimensional, em que sdo conhecidas técnicas de integracdo numérica, e depois sejam
transformadas para o espaco fisico. Essa relagdo entre o diferencial de area do espaco cartesiano

e parametrico utiliza o vetor jacobiano, de acordo com:
dr, =[3(4,&)|d&ds, = (&,&,)dsds, (3.37)

A parcela |J(&,,&,)| corresponde a norma do vetor jacobiano, também representada por

J(&1,&,). As componentes de J(&,,&,) sdo calculadas como:

), =2t (3.38)

As derivadas parciais dx;/d¢; sdo determinadas a partir da diferenciacdo da Eq. (3.36)

em relacdo as coordenadas paramétricas. Além disso, uma propriedade do jacobiano € sua

relagdo com o versor normal ao ponto correspondente no espaco cartesiano, como:
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h = (3:39)

J(&.¢)

Os polinbmios completos de Lagrange também sdo utilizados para a montagem das
funcdes de interpolacdo utilizadas na aproximacéo dos deslocamentos e forcas de superficie ao
longo do elemento, denominadas N, (&, ¢&,). A determinacdo das constantes associadas aos
polindbmios € efetuada também com base na propriedade do Delta de Kronecker, mas com uso

das coordenadas dos pontos de colocagéo, por meio de:

oo 1, sea=]j .
Na(él’,éz’):{o, eax para a, j =1,..., Ny (3.40)

Em que Ny4s € 0 numero de nds do tipo do elemento e a e j representam 0s niUmeros

dos pontos de colocacéo.

Contudo, para alguns elementos, os pontos de colocacdo devem ser posicionados numa
posicao interior ao elemento, devido a condicdo de continuidade exigida. Assim, sdo definidos
os elementos descontinuos de aresta, Figura 3-4, em que parte dos pontos de colocacdo do
elemento sdo dispostos no interior do mesmo. Quando o elemento possui todos 0s pontos de
colocacéo internos, ele é definido como elemento descontinuo, Figura 3-5. Enquanto isso, 0s
elementos continuos, Figura 3-6, sdo aqueles nos quais os pontos de colocagéo sdo posicionados

sobre os nds geométricos. Para esses elementos, N, (&;,&,) = M;(&,,¢,).
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Figura 3-4 - Elementos descontinuos de aresta.
<2 <

0,13

0,1

M
(©) (d)

e N6 geométrico ¥Ponto de colocagao

------ Aresta de descontinuidade
FONTE: Adaptado de Cordeiro (2018).

Flgura 3-5 - Elementos de contorno descontinuos.

f A o
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<
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e NO geométrico kPonto de colocagao

FONTE: Adaptado de Cordeiro (2018).
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Figura 3-6 - Elementos de contorno continuos.
< S

<) </

(a) (b)

&2 S
(©) (d)

e N6 geométrico kPonto de colocagao
FONTE: Adaptado de Cordeiro (2018).

Uma vez que séo definidas as funcGes de interpolacdo N, (&, ¢&,), a determinacdo dos

deslocamentos e forcas de superficie é efetuada de maneira anadloga as posicGes. Nesse
contexto, a aproximacao dos deslocamentos e forcas de superficie internas a partir dos valores

sobre os pontos de colocacdo é expressa como:

u(éliégz): Na (51'§Z)Ua

(3.41)
p(églvéz) = Na (6811/;:2) P,

Comu, ={uf uf uf}’ep,=1{pf py ps}".

3.6. Montagem do sistema de equagdes

O sistema linear de equacdes do MEC é desenvolvido a partir da utilizacdo das equacdes
integrais de deslocamentos e forcas de superficie, e considerando a interpola¢do dos campos
mecanicos por meio dos elementos de contorno isoparamétricos. Além disso, as incégnitas do
problema sdo os deslocamentos ou as forcas de superficie nos pontos de colocacdo. As

condicdes de contorno, por sua vez, sdo conhecidas também em termos dos deslocamentos e
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das forcas de superficie, e sdo atribuidas as equagdes. Desse modo, as Egs. (3.20), (3.29) e

(3.30) sé&o reescritas em fungdo dos campos mecénicos dos pontos de colocagéo.

o 0o (| 5P (NG ) 6600 o

e=lr

NE (3.42)
{ZJUE(XS’Xf(éivfz))’\'i(51152)Je(§1,§z)d§1d§z}p?‘
cu(x5+)uj(xs+)+cij(x )uj(xs)
ﬂ{z ) é:l!gz))N;(‘);:1152)‘]6(61!52)d§1d§2j|u? (3.43)

lﬁ
=
m
— ey '_J"—;

U (% é,é))Ni(fl,fz)Je(fl,fz)dédfz}pf‘

)50 ()

{ [sa (7 x" (&.8))N; (fl,fz)f(fl,éz)déldfz}us (3.44)

e=1

{ ZIDKIJ X » X (51752))Nz(gl’fz)Je(fl’gz)dédfz}plf[

e=1

A Eq. (3.42) ¢ utilizada no caso em que o ponto de colocacdo ndo pertence ao contorno
da fissura I'>. Quando o ponto de colocacdo esta sobre o contorno Iy, as equacdes (3.43) e (3.44)
sdo utilizadas. NE representa o nimero de elementos existentes na discretizacdo e N¢ sdo as
funcdes de interpolacdo calculadas pelos pontos de colocacdo para o elemento e. O jacobiano
de cada elemento é representado por J¢. Essa distincdo é necessaria pois a malha pode ser
construida com diversos tipos de elementos, cada um com suas respectivas fungdes
aproximadoras e jacobianos, ou ainda com elementos descontinuos, descontinuos de aresta ou
continuos. As integrais sdo avaliadas no espaco paramétrico &;x&,, em que quadraturas
conhecidas sdo aplicadas. Com uso de elementos descontinuos de aresta e descontinuos quando
ha descontinuidade em geometria ou em condicdes de contorno, o termo livre ¢;; = §;;/2 €
garantido. As singularidades e hipersingularidades decorrentes da formulacao séo tratadas por

meio do Método de Guiggiani (1992), e sdo apresentadas nos Anexos C e D de Cordeiro (2018)

Efetuando as integracdes para cada um dos elementos, as Egs. (3.42) a (3.44) tornam-
se 0 sistema algébrico apresentado nas Eqgs. (3.45) a (3.47). A partir daqui, os indices i e j

passam a representar a numeracao dos pontos de colocagdo sobre o contorno externo, e i*, i,
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j* e j~ representam a numeracdo dos pontos de colocacdo sobre as fissuras. Dessa forma, sao

armazenadas todas as componentes de deslocamentos dos pontos de colocagcdo num unico vetor
— 1 2 3 i T j — Jj Jj J T

u={u u? wd .. W .} .Ovetorw ={u] u) ul} representaos deslocamentos

no ponto de colocacéo j. Analogamente, o vetorp = {p* p? p3 .. p/ ..}T éassociado

N L, . . . . . T , ;

as forgas de superficie dos pontos de colocagéo, com p’ = {p{ s p;} , € N € 0 numero de

pontos de colocacao utilizados.

N N

I +> Hyu,=>'G;p, (3.45)

2 j=t j=1

N N

lur +lui, +> H.u;=>G..p, (3.46)
2 2 = i = j
YA u =36 ! ! (3.47)
Z i’juj_Z i*ij_E pi’+5 P '
j=1 j=1

Nas Eqs. (3.45) a (3.47), as matrizes Hy;, Gyj, H;+j, Gi+j, H;-j e G;-; sdo matrizes de

influéncia calculadas para cada elemento de contorno e de dimensdo 3x3N, definidas por:

H, :ZI PINS o (6.6)9° (4.6 )dédE, (3.48)
G, =;FJU?N;(,,Q)(51,52)Je(§1,§2)d§1d§2 (3.49)
H.. =z j PINS o (6:6)3°(8.6)d4dE, (3.50)
G, =j§rjU{iNZ(j,e)(él,éz)Je(e‘l,s‘z)dédfz (3.51)
H,, :niJZE;‘!S:Nz(j’e)(51,§2)J9(§1,§2)d§1d§2 (3.52)
G, ='1ijZeelrfoNi(j,e)(fl’iz)Je(fl,fz)dédfz (3.53)

Em que I é matriz identidade e a funcdo incidéncia a(j, e) é responsavel por retornar o
namero do né no espaco paramétrico associado ao ponto de colocacdo no elemento a ser
integrado. O somatdrio da montagem das matrizes de influéncia continua apenas se a condi¢ao

j € e for atendida, isto é, se o ponto de colocagdo j pertence ao elemento e. A matriz N;(,.,e) é
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e a identidade. As matrizes P;, U;, P+, U}+, S;- e D;- (Egs.

e
a(j.e)

obtida pelo produto entre

(3.54) a (3.59)) contém as solucdes fundamentais, de acordo com o ponto de colocagéo i

considerado como ponto fonte e do ponto campo x/ (&;, &,). A matriz 57~ dos versores normais

é organizada conforme a Eq. (3.60).
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(3.60)

imjo

Incorporando os termos livres as matrizes, definem-se as matrizes Hyj, H+;j, Gy+;,

G;-j como:

(3.61)

=]

+— sei

2

H,

|

sei# |

H,

(3.62)

+=j

n | .
H, +— sei

2

]

sei” # j

J

H .

(3.63)

j

G. +— seit

2

]

sei”# j

]

(3.64)

=]

H +— sei

2

]

sei” # ]

H_

]

(3.65)

=]

G_ +— seli

2

]

]

sei

]
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Desse modo, € possivel reescrever as Equacdes (3.45) a (3.47), obtendo-se:

N N
2 Hju; =3 Gy, (3.66)
j=1 j=1
N N
2 H.u =26 p, (3.67)
j=1 j=1
N N
Zl: H, .y, :Z;Grj P, (3.68)
J= J=

Destaca-se que os termos livres das Egs. (3.46) e (3.47) foram incorporados a H;+;, G +j,
H;-j e G-; a partir do rearranjo devido as incognitas de cada equagdo. O indice i representa o
ponto fonte da solucao fundamental. Considerando entdo i em cada um dos pontos de colocacéo

do problema, é possivel equacionar o sistema de equacdes, de tamanho 3NX3N no formato:

H u G p
H"Ju" =G " |sp" = Hu=Gp (3.69)
H™ [|lu G ||p

Na Eq. (3.69), as matrizes H, H"e H~ sio obtidas a partir de Hj, H{;- e Hy,

respectivamente, enquanto que as matrizes G, G*e G~ sdo obtidas a partir de G;, G,f;-e G-
Assim, as condicdes de contorno sdo impostas aos vetores u € p. Em seguida, o sistema pode

ser reorganizado para o formato de sistema linear:
Ax=Db (3.70)

Em que a matriz A € obtida a partir dos termos das matrizes H e G associados as
grandezas incognitas do problema. Sua montagem recebe a coluna da matriz H se o
deslocamento que multiplica a referida coluna é incognito, enquanto recebe a coluna da G com
sinal trocado em caso contrario. O vetor x armazena todas as incognitas do problema, engquanto
b é o vetor do lado direito, obtido pela multiplicacdo dos termos das matrizes H e G associados
as grandezas conhecidas pelas respectivas grandezas. Quando os termos conhecidos séo

deslocamentos, o produto correspondente troca de sinal ao passar para o lado direito.

3.7. Determinacdo das grandezas internas

A resolucéo do sistema de equacdes apresentado na Eg. (3.70) obtém como resultado os

deslocamentos e forgas de superficie nos pontos de colocagdo. Assim, € utilizada a Eq. (3.13)
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para determinacdo dos deslocamentos num ponto x° pertencente ao dominio do corpo.

Rearranjando os termos, tem-se:

()| S uiex! (6.2 663" (6.6 0t o

(3.71)

{Z_;IP' (XS’X 51’52))Noet(51’52)‘]6(51152)d§1d§2:|u?

Para o calculo das tensdes internas, é usada a Eq. (3.15), que, reescrita considerando a

discretizacdo do contorno, torna-se:

{Z J B (7’ (ei,éz))Nz(51,52)Je<§1,§2>d§1d§2} P

(3.72)

—{f [sa (¢ x' (é,gz))N;(fl,éz)f(ea,ﬁz)déld«fz}us

e=1 T

N&o ocorre singularidade na integracdo deste caso, uma vez que 0s pontos de colocacao
sdo internos. Dessa forma, ndo € necessario aplicar o Método de Guiggiani. Apoés as integragoes,

é possivel escrever as Egs. (3.71) e (3.72) em formato matricial, como:

N _ N _
U =2 Gip,—2 Hiy, (3.73)
j=1 j=1
N — N —
=1 =1

. . AT A
Na Eq. (3.73), u, = {u; us ug} é 0 vetor de deslocamentos do ponto interno, e na Eq.

. . . . . N
(3.74), o, ={al'l T, T3 Op To 0"33} € o vetor no qual as tensdes de Cauchy estéo
organizadas. Os vetores u;, e p;sdo os deslocamentos e forgas de superficie previamente

calculados. Ja as matrizes Hij, Gij, Hij e Gjj S0 expressas como:

Hi =Y [P'N: (6:6)3°(4.&)déds, (3.75)
Gi =) JUINZ o (&:6)3°(4.&)dads, (3.76)
Hi=Y [ SINZ 0 (6:6)3°(6.6)dEdE, (3.77)

jeeT,
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EiJ' = ZI Di*NZ(j,e) (51152)Je(§1’§2)d§1d§2 (3-78)

jee T,

3.8. Técnica de sub-regides

A técnica de sub-regibes é utilizada para a representacdo do comportamento mecanico
de sistemas estruturais formados por materiais que possuem diferentes propriedades mecanicas.
Esse método consiste em utilizar as condicdes de continuidade de deslocamentos e de equilibrio
para 0 equacionamento do sistema. Desse modo, cada corpo, denominado sub-regido, é
equacionado independentemente, e as matrizes H'e G'sdo montadas para todos os r =

1,..., Ngg, em que Ngr € 0 numero de sub-regibes existentes. Assim, sdo determinados Ngg

subsistemas do formato H'u" =G" p", que sdo organizados de modo a montar o sistema como:

H: 0 .. 0 J[u)] [6* o -~ o ]fp

H2 2 2 .. 2
R R I (379)
0 0 HNsR uNSR 0 0 GNSR pNSR

Para aplicar as condigdes de compatibilidade e de equilibrio de forgas, é necessario

definir separadamente os deslocamentos e forcas de superficie pertencentes a interface de
conexao entre os corpos. Desse modo, denota-se por u®e p©as grandezas ndo-pertencentes a
interface, enquanto que u*, u™, p“e p~ pertencem ao contorno de interface I'" e I'". Assim,
0 sistema pode ser rearranjado para o formato:

C

[H® H* H]ju"t=[G° G G |{p’ (3.80)

'OI'G'O

Em que as matrizes apresentadas sdo obtidas a partir do rearranjo dos termos do sistema
da Eqg. (3.79). Com o sistema neste formato, as condi¢cdes de compatibilidade e equilibrio em

forcas, apresentadas na Eq. (3.81), podem ser aplicadas.

(3.81)

Impondo a Eq. (3.81) na Eq. (3.80), tem-se:
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[Hc (H++H')]{Ei}=[6° (G+—G')]{Si} (3.82)

A imposicdo das condi¢cdes de contorno ocorre de maneira andloga ao apresentado no
item 3.6, com o rearranjo do sistema para o formato Ax =b. A partir desse sistema, calculam-
se os deslocamentos e forcas de superficie em todos os pontos de colocagdo, inclusive naqueles

encontrados na interface entre sub-regides.

3.9. Anélise da interpenetracao das faces da fissura

A formulacdo apresentada para 0 MEC assume as bases teoricas da elasticidade linear.
Desse modo, solicitagdes de compressdo podem fazer as faces da fissura fecharem. Nesse caso,
problemas de interpenetracdo, que sdo fisicamente inadmissiveis, podem ocorrer. Diante dessa
situacdo, estratégias da Mecénica do Contato sdo utilizadas. Para essa abordagem no contexto
do MEC, as condigdes de ndo-interpenetrabilidade entre as faces da fissura sdo avaliadas
diretamente no sistema algébrico, andlogo a técnica de sub-regides. A diferenca principal entre
0 problema de contato e a técnica de sub-regides reside na avaliacdo do contato a partir da
funcdo gap. Assim, a anélise da interpenetracao das faces da fissura € um problema nao-linear.
Ha trés situacdes possiveis para a fissura no problema analisado apenas pela teoria classica da
elasticidade: fissura fechada, fissura aberta ou interpenetracdo. Os trés fendmenos sao

apresentados na Figura 3-7.

Figura 3-7 - Trés casos possiveis para deslocamento das faces da fissura.

fissura fechada fissura aberta interpenetragao
g x)=0 2 X )>0 g x)<0
FONTE: Adaptado de Cordeiro (2018).
A funcdo gap, do inglés, lacuna, avalia a distancia entre dois pontos analisados em uma
superficie de contato. Essa funcdo é positiva quando a fissura estd aberta, negativa quando

ocorre interpenetracdo, ou nula, quando as duas superficies estdo em contato. Devido ao fato
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de ser fisicamente impossivel o fendmeno da interpenetracdo, impde-se que a funcdo gap nunca

seja negativa. Assim, a fungdo gap é escrita como:
g(x“, xs"):[(xS+ +u(xS+ ))—(xs' +u(xs'))}.q(xs')2 0 (3.83)

Para o problema mecanico equacionado, os pontos de colocacdo x** e x° possuem
coordenadas iguais. Dessa forma, a funcdo gap representa a abertura normal da fissura, e é

reescrita como:
g(x“,xs'):(u(xs+)—u(xs')).q(xs')20 (3.84)

A condi¢do de ndo-interpenetrabilidade entre as faces da fissura é garantida quando ha

(u(x“)—u(xs')).q(xs')z 0 em todos os pontos pertencentesa I'; e I'; .

Na andlise do problema de contato, considerando que ndo ha aplicacdo inicial de forgas

de superficie no contorno T, , ha duas situacdes que podem ocorrer. A primeira delas é a fissura

estar aberta, e a fungcdo gap, consequentemente, ser positiva. Nesse cenario, ndo ha contato entre
as faces da fissura, logo, as forgas de superficie sdo nulas nos contornos I'; e I';. Por outro

lado, uma vez que ha contato entre as superficies da fissura, a fungdo gap € de valor nulo,
enquanto que as forcas de superficie perpendiculares as fissuras sao diferentes de zero. No caso
do contato existir, o equilibrio é valido, ou seja, p(x**) = —p(x5~). Desconsideram-se 0s
efeitos mecanicos associados ao escorregamento entre as superficies, uma vez que os problemas
mais criticos da mecénica da fratura ocorrem quando ha tensdes de tracdo tentando abrir as
faces da fissura. Nessa situacdo, os efeitos de escorregamento tém pouca relevancia. Com isso,
as forcas de superficie sempre sdo perpendiculares as faces da fissura. Dessa forma, denota-se

p,(x**) 0 mddulo da forca de superficie perpendicular a superficie de contato, calculada por:
P, (xs*) =p, (xS+ ).;1(xS+ ) =p, (xs' ).q(xs' ) <0 (3.85)

A forca de superficie p, (x**) € negativa pois so existe quando ocorre o contato entre

as faces da fissura, sendo sempre de compressao. A partir da explicacdo dos dois casos possiveis
para a fissura (aberta ou fechada) e suas respectivas implicacbes, a relacdo de

complementaridade do problema de contato se estabelece por meio de:

(U(XS+)—U(XS')).l]<xS').pn(xs+)=0 (3.86)
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Para a introducdo da abordagem do contato no MEC, as matrizes associadas aos graus
de liberdade nas fissuras devem ser consideradas em coordenadas locais. Essa necessidade
deriva de a condicdo de complementaridade ser escrita nesse sistema de coordenadas. Assim, é
definido um sistema rotacionado de bases ortonormais a partir do versor normal a superficie da
fissura, e dois versores perpendiculares entre si e nas dire¢des dos eixos paramétricos adotados

& e &,. Assim, tais bases sdo calculadas conforme a Eq. (3.87) e ilustradas na Figura 3-8.

(3.87)

FONTE: Cordeiro (2018).
Assim, os deslocamentos e forcas de superficie das pontas da fissura podem ser escritos

em coordenadas locais, de acordo com:

P,
(3.88)
p

]

l_‘_+l_
l_'_+l_

u. Rrur P Rr
u idi P j

O indice L indica que o vetor da respectiva grandeza esta escrito em coordenadas locais.

Ja as matrizes Rr e Rj, sdo matrizes de rotacdo entre o sistema global de coordenadas e o

sistema local posicionado na superficie sobre a qual o ponto de colocacdo se encontra, dadas

por:
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+-

j

m 1N, 1
Rj”_ =, 1, 1 (3.89)
t L g

A partir da matriz de rotacdo, € possivel reescrever o sistema da Eq. (3.69) separando
os pontos de colocacdo pertencentes as faces das fissuras, indicados com os indices j* e j~

Assim, tem-se:
ZHU+ZH u, +ZH u ZGUpJ+ZG p, +ZG P, (3.90)
=1 =1 it=1 j =1

Substituindo as relagdes inversas entre coordenadas locais e globais e considerando que

a matriz de rotagdo € ortogonal, isto é, R },, = Rﬂ, , obtém-se:
ZHU+ZH RLU. +ZH R u ZGUpJ+ZG RLP; +ZG Rip; (391
it=1 j=1 =1 j=1

Escrevendo a Eqg. (3.91) em formato matricial, tem-se:

nf nf

u p
[H™ H{ H{Jjui;=[G" G G ]ip (3.92)
ug P

A partir do sistema escrito para deslocamentos e forcas de superficie em coordenadas
locais no contorno da fissura, € proposto um algoritmo iterativo para a determinacdo das
grandezas incognitas. Nessa abordagem, a primeira iteracdo do algoritmo considera que nao ha
contato entre as faces da fissura, e o sistema apresentado na Eq. (3.92) é desenvolvido e
resolvido analogamente ao exposto no tdpico 3.6. Essa primeira iteracdo é dita uma etapa de
previsdo, pois assume-se que nao havera contato. Se a previsdo estiver correta, isto €, a funcéo

gap assumir valor positivo, € considerado que o algoritmo convergiu e a analise é finalizada.

Caso contréario, é necessario impor as condicGes de contato e calcular novamente 0s

campos de deslocamentos e forcas de superficies incognitos. Nessa segunda iteracdo, sao

definidos dois contornos: com contato I' e sem contato I'}". O contorno com contato possui

os pares de pontos X;"e X; pertencentes ao contorno I'; nos quais fungéo gap assume valor

negativo ou nulo. Por outro lado, o contorno sem contato possui os pares de pontos associados

ao resultado positivo da funcdo gap. Dessa forma, o sistema € reescrito como:
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H™ H HY HY HY HSY HP HC']

t

c+ c+

.
c+ c- c- c-
MV EAR Vb V A 1 u,} =

(3.93)

t

I
{u”f ur u
[G”f G G G G GY Gy G‘*]

c+ c

o p pe o Pt e P

Os indices nf, ¢ e nc indicam, respectivamente, grandezas associadas aos contornos

que ndo contém fissura, com contato e sem contato. Para a regido de ndo contato, o vetor de

deslocamentos e forcas de superficie é escrito em forma condensada, abrangendo tais grandezas
tanto para os pontos x;" quanto X; . As condigBes de contato desse problema séo escritas

como:

__C'
no u'l

=p, (3.94)
pr=p =p =p =0

Substituindo as condicGes de contato no sistema (3.93) e organizando-o para que as

incognitas do contorno sem fissuras estejam no vetor x™ , tem-se:

X
u’
u;+ b
Tha 0
[A™ HE HF—HE H HP HE HE -GF —(GF +GP )] us (=10 (3.95)
U’ 0
u;” 0
P
P,

Uma vez que a Eq. (3.95) é resolvida, sdo calculados os deslocamentos e forcas de
superficie em todo os contornos do sélido. A partir dessas respostas, é efetuada novamente a
analise da funcdo gap para 0s pontos pertencentes aos contornos com fissura. Se algum desses
pontos ndo atender as condi¢cOes de contato estabelecidas na Eq. (3.96), as regides de contato e
ndo contato sdo atualizadas e as grandezas nos contornos sdo calculadas novamente. Caso forcas
de superficie positivas sejam observadas entre pares de noés vinculados, eles devem ser

liberados. Esse procedimento é executado até que as condigdes sejam integralmente atendidas.
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p,(x)=p,(x7) <0
(0" -u ) >0

Ressalta-se, contudo, que as funcionalidades associadas a analise da interpenetracdo das

(3.96)

faces da fissura ndo foram utilizadas nos exemplos desenvolvidos neste trabalho. Isso decorre

do fato de o fechamento de faces de fissura ndo ter ocorrido nos exemplos desenvolvidos.
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4. ENRIQUECIMENTOS DE CONDICOES DE CONTORNO NO
MEC 3D

Condigbes de contorno pontuais ou mesmo aplicadas em pequenas areas sdo comuns
em aplicacOes de engenharia. Tais condigdes de contorno podem ser desafiadoras para o MEC,
ja que requerem a utilizacdo de elementos de pequenas dimensdes para a sua adequada
representacdo, conforme a Figura 4-1. Devido a natureza singular das soluc6es fundamentais,
elementos de pequenas dimensfes e consequentemente pontos fontes proximamente
posicionados, levam a instabilidades e quase-singularidades no sistema algébrico resultante. A
aplicacdo de apoios concentrados é andloga, o que conduz a problematica similar. Além disso,
a estratégia descrita € uma aproximacdo que ndo corresponde exatamente a idealizacdo
mecanica da condicdo de contorno que se deseja aplicar.

Figura 4-1 — Aplicacéo de forgas concentradas no MEC convencional.

N

\\

\

:> \ﬁi

N\
FONTE: Autor.

Adicionalmente, a construcdo da malha é dependente da localizacdo das forgas e apoios
distribuidos no MEC convencional. Nesse contexto, a discretizacdo adotada nas regifes com
condicdes de contorno deve ser coincidente a area que elas ocupam. Isso configura uma
desvantagem quando a modelagem geométrica do sélido é efetuada em softwares CAD, que
utilizam curvas de alto grau, dispostas ao longo de areas extensas. Assim, torna-se complexa a

tarefa de aparar tais curvas para a aplicacdo das condicdes de contorno.

Diante das problematicas discutidas, este capitulo apresenta a formulacdo de
enriquecimentos para aplicacdo de condicGes de contorno no MEC. Com essas propostas, sera
possivel representar adequadamente o campo mecanico de deslocamentos e forcgas de superficie
no contorno do sélido submetido a solicitagdes pontuais e distribuidas em pequenas areas.
Inicialmente, é apresentado o enriquecimento a partir da funcdo Delta de Dirac, de modo a

representar fisicamente a forca concentrada. E apresentado como essa abordagem se reflete na
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montagem do sistema algébrico, considerando as duas equac¢des do MEC Dual. Dessa forma, a

consideracdo de carregamentos concentrados em problemas da MFEL é permitida.

Em seguida, a partir da estratégia que representa forgas concentradas, é apresentada a
formulacdo de apoio concentrado. Nessa abordagem, as forcas tornam-se incognitas do sistema,
e equacdes de compatibilidade associadas aos deslocamentos prescritos sdo incorporadas ao
sistema. A manipulacdo algébrica necessaria é efetuada tanto para a equacdo integral em
deslocamentos quanto para a equacao integral em forcas de superficie. Desse modo, 0s apoios
concentrados podem também ser considerados para a analise mecanica de solidos fissurados
pelo MECD.

Os enriquecimentos propostos também sdo utilizados em sélidos ndo-homogéneos e
perfeitamente conectados por interfaces. Essa anélise é efetuada a partir da Tecnica de Sub-

Regides.

Também é apresentada uma proposta de enriquecimento para a aplicacdo de forgas de
superficie e apoios distribuidas, sem a necessidade da coincidéncia entre as condi¢bes de
contorno e a malha. Para tanto, é utilizada a consideracédo de regifes sobre as quais as for¢as de
superficie atuam, e suas influéncias sao acrescentadas as equacdes integrais do MEC Dual. Com
isso, problemas elastoestaticos fissurados, ou ndo, sdo adequadamente tratados. Por fim, séo

apresentados seis exemplos para validacdo das formulacdes propostas neste capitulo.

4.1. Forcas concentradas

As forcas concentradas sdo consideradas no Método dos Elementos de Contorno
Estendido (MECE) a partir do enriquecimento na aproximacédo das forcas de superficie no
elemento. Para tanto, é considerada como fun¢do enriquecedora a funcéo Delta de Dirac. Desse

modo, a aproximacdo do campo mecanico supracitado é:

P (&.&)=N"(&.&) P +A(x-x')F| (4.1)
Em que Fj' é a forca concentrada, de direcdo j, aplicada no ponto x', pertencente ao

contorno do sélido. O carater de forca concentrada é evidenciado por duas raz6es: proxXimo ao
ponto x' a forca de superficie tende ao infinito e ao se integrar a aproximagdo em todo o
elemento, a resultante é a resultante das forcas distribuidas acrescida da carga concentrada.
Alem disso, séo permitidas aplicacdes de NC cargas concentradas nessa aproximagao. Assim,

com a substituicdo da Eq. (4.1) na Eq. (3.20), a integral do lado direito torna-se:
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fuip, 1) -
IU,J[ (&%) pJ+A(x x) j']dl“: (4.2)

juijNa &.&)pjdT+[UjA(x—x")F/dr
r r

Na Eq. (4.2), surge um novo termo relacionado & carga concentrada. Nessa nova
integral, sdo promovidas algumas manipulagdes algébricas. Primeiro, uma vez que o termo FJ.'
é constante, ele é retirado da integral. Em seguida, é aplicada a propriedade da filtragem da
funcdo Delta de Dirac. Com essa propriedade, a integral sobre o contorno torna-se a avaliagdo

do nucleo U,J avaliado em relagdo ao ponto fonte e ao ponto de aplicagcdo da carga. Tais

desenvolvimentos sao:

[Uia (x=x') Fldr =F{ [Uja(x—x')dr =U; (x*, X' ) F| (4:3)
T T

Destaca-se, na Eq. (4.3), que a integral relacionada ao termo enriquecido se torna apenas
um produto. Nesse cenario, ndo séo requeridos procedimentos de integracdo numeérica desse
termo. Com isso, 0 termo enriquecido € incorporado a equacao integral em deslocamentos, Eq.
(3.42), conforme a Eq. (4.4). Os desenvolvimentos algébricos até a obtencdo do sistema final
sdo analogos ao apresentado no item 3.6. Assim, serdo destacadas apenas as manipulagdes sobre

a parcela enriguecida.

%y {2 [P gz,gz))N:,(fl,éz)f(;,fz)dfldéz}u?

{Z_‘,IU{}(XS, X' (& &N (51,52)Je(51,§2)d51d§2} p; (4.4

NC . |
+|2=1:Uij(xs,x )FJ

A Eq. (4.4) se torna um sistema algébrico analogo a Eq. (3.45) ao se efetuar as
integracOes pertinentes e ao se reorganizar as componentes de deslocamentos e forcas de

superficie em seus respectivos vetores. Apos as etapas analogas ao item 3.6, obtém-se:

%ui+il—]”uj :ieij pj+NEC:Ui*(xf,x')F' (4.5)
j=1 j=1 1=l
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No dltimo termo da Eq. (4.5), F'={F' F, F }T é 0 vetor de forcas concentradas

aplicadas no ponto x' e a matriz U;'(x;, x') é calculada por:

Un (. x') Un (%, x') UL(x,x')
U, (xf,x'): U;l(xf,x') Uy (X, x') U;3(xf,x') (4.6)
Us (x5 x') Ug(x,x') Ug(x,x!

A partir da incorporacdo do termo livre a matriz I—A|ij na Eqg. (4.5), obtém-se a matriz
H; . Em seguida, aplicando a Eq. (4.5) a todos os pontos de colocagdo do contorno, € obtido o

sistema linear de equacGes, escrito como:

Hu=Gp+b* (4.7)

. T . . .
Em que b* :{blX b> ... b* .. bNX} é 0 vetor associado ao enriquecimento

concentrado, com b™ sendo um vetor de 3 posicdes, obtido a partir de:

ZU (xI . X ) (4.8)

A operacdo de troca de colunas é efetuada sobre a Eq. (4.7), analogamente ao MEC

convencional. Nessa manipulagdo, o termo b* nio é considerado, uma vez que ele é conhecido.

Portanto, é possivel escrever o sistema linear:
Ax =b+b* (4.9)

A partir da resolucdo do sistema, sdo obtidos os campos mecanicos incognitos em
deslocamentos e forcas de superficies. Com isso, a aplicagdo de forcas concentradas é

considerada no MEC.

Ressalta-se, contudo, que por meio dessa formulacdo ndo é permitido que a forca
concentrada seja aplicada sobre um ponto de colocacédo. 1sso decorre do carater singular da
avaliacdo do ndcleo fundamental U;(xs, x') sobre este ponto. Diante dessa limitacdo, sugere-

se que seja efetuada uma discretizacdo na regido da aplicacdo da carga concentrada de modo a

evitar essa singularidade.

Para a representacdo de problemas mecéanicos fraturados pelo MEC Dual, a equacéo

integral em deslocamentos representa 0s campos mecanicos na superficie superior da fissura,
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além do contorno externo. Desse modo, todo o desenvolvimento apresentado também é valido

para o contorno I';. De maneira similar, a aproximacdo apresentada na Eq. (4.1) € aplicada

para a equacdo integral em forcas de superficie, Eq. (3.30), sendo dada por:

1 o1 o
2P ) 3R 0
{m(x*)ZJS;j (! (ei,fz))NZ(e?é)Je(ei,fz)déidé}uf

. (4.10)
{m (x*) 2 [ o (7, x (51,52))N;(«:l,éz)f(a,éz)dfld@} by

e=lr
NC
+1), (xs')lz Dy (xs', X' ) F|
=1

A consideracdo de forgas concentradas a partir do enriquecimento € incorporada ao
N AT
sistema apresentado na Eq. (3.69) pela presenca do vetor b* = {bx b* b* } :

H |[u G p b*
H* {utt=|G" {p"t+4b* (4.11)
H |[(u G ||p b*

Em que b*, b* e b* sio associados, respectivamente as equacdes geradas pelos

pontos fontes sobre o contorno externo, sobre a superficie superior e sobre a superficie inferior

da fissura. Os termos b* e b*", associados s equacBes integrais de deslocamento, sdo

- _ - - T
calculados com a Eq. (4.8). A construgdo de b* ={b1X b ... b* ... b™ } , com

b™  sendo um vetor de trés posicdes, € dada por:
b* =y, Y D (x,x')F' (4.12)

Em que DI (xf_,x') é analogo a Eq. (3.59), mas avaliado a partir do ponto fonte da
fissura inferior e do ponto de aplicacdo da carga. A matriz de versores normais #,. € calculada

conforme a Eq. (3.60). Novamente, a participacdo do termo de enriquecimento ndo altera a

operacdo de troca de colunas do MEC tradicional.
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4.2. Apoios concentrados

Para a representacdo do apoio concentrado, é considerado que a reacdo de apoio é uma
forca concentrada desconhecida. Com isso, 0 enriquecimento apresentado na Eq. (4.1) €
utilizado. Contudo, as reacGes de apoio sdo incdgnitas do sistema, em quantidade igual ao
namero de deslocamentos prescritos. Dessa forma, equacdes de compatibilidade associadas ao
deslocamento prescrito no ponto de aplicacdo dos apoios sdo necessarias. Assim, 0 sistema
permanece possivel e determinado. Essas equagdes adicionais sdo determinadas por meio da
aproximacao polinomial dos deslocamentos no interior do elemento de contorno ao qual o apoio

pertence, por meio de:
0 =N"(&.&)uf (4.13)

Em que & e & sdo as coordenadas adimensionais em que o apoio concentrado se

encontra no elemento que o possui. Destaca-se que a inser¢do dessas equagdes e termos
enriquecidos ndo altera a montagem do sistema convencional do MEC. Por outro lado, a este
sistema sdo adicionadas linhas e colunas relativas as equacdes e termos adicionais. Desse modo,

o sistema linear considerando o apoio concentrado é:

M ﬂ{R}{b} (4.14)

Na Eq. (4.14), a matriz G* € associada aos termos que multiplicam o vetor de reagdes

de apoio R. Esses termos sdo originados da parcela enriquecida na equacgdo integral em

deslocamentos. Ja a matriz A* e o vetor U sdo associados as equacdes de compatibilidade.

A montagem de G* ¢é efetuada a partir de cada ponto de colocagdo, preenchendo trés

linhas da matriz por vez. As colunas dessa matriz sdo montadas sendo:

GA ' U, (X, X

Gi=|Ga| =Up =|Us (x5, X") (4.15)
A
Ca Uj, (x5, x!

Na Eqg. (4.15), k representa a direcdo associada ao deslocamento prescrito. Por meio

dessa abordagem, é possivel aplicar deslocamentos prescritos em apenas uma das direcdes.
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A matriz A* ¢ associada a Eq. (4.13) aplicada a todos os apoios concentrados. Nela
estdo os termos que multiplicam os deslocamentos incognitos dos pontos de colocagdo. Essa

matriz é calculada por:

A =N,o(&.8) (4.16)

Para analise de sélidos fraturados pelo MEC Dual, apenas a montagem de € alterada.
Isso ocorre pois sua origem parte da Eg. (4.10), com a troca da forga concentrada pela reacéo.

Desse modo, a montagem de G* pode ser generalizada como:

6T [ (Vb (o <) oo
Gh=|Gh| = ”'*(x ? ‘(Ix' ~) parafe - (4.17)
G Up (x"*, x") paraiel, I

Em que DI (xf', x') é apresentado na Eqg. (4.18). Novamente, o indice k representa a

direcdo do deslocamento prescrito.

*

n
\

w
N
=

*

7
\

Dllk(xi , X )
Dy, (xf', x' )
D1*3k(xf',x')
D;k(xf',x')
D (xf,x'): D;2k(xf',x') (4.18)

Dzsk(xf',x')
D., (xf', X' )
D. (xs',x')

(')

)

w

w

=
X

x

4.3. Enriguecimentos concentrados e Técnica de sub-regides

A aplicacdo dos enriguecimentos concentrados em meios ndo-homogéneos e conectados
com aderéncia perfeita também é possivel, a partir da técnica de sub-regides. Essa estratégia
preconiza que o sistema algébrico final seja construido como se 0s subdominios fossem
independentes. Em seguida, sdo aplicadas as equacdes de compatibilidade e equilibrio para

garantir a transmisséo de esforgos entre 0s meios.
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Para o caso dos enriquecimentos concentrados, o termo enriquecido de forcas ou de
reacOes de apoio esta presente apenas nas linhas do sistema correspondentes aos pontos fontes

que pertencem ao mesmo dominio que o elemento carregado pela for¢a pontual. Assim, a

montagem do termo (b‘x )J , em que o indice j representa o numero da sub-regido, é dada por:

. iX H e
(bix)l _Jb se_J =Ng (4.19)
0 sej=Ng

Em que Ng, € o nimero da sub-regido do elemento e em que a forga é aplicada. Para o

: =x\l &
caso de apoios concentrados, a montagem do termo (Gi,X ) é alterada, sendo:

_ A ENT
(Gr) = G ¢ =Nsy (4.20)
0 sej=Ng&

4.4. Forgas de superficie ndo coincidentes a malha

O objetivo do enriquecimento proposto neste item é a aplicacdo de forcas de superficie
em regides ndo delimitadas pela malha pré-existente. Para isso, a regido sobre a qual a for¢a
estd aplicada é discretizada com elementos e nos especificos os quais se superpdem a malha
usual do MEC, denominados elementos de enriquecimento, de acordo com a Figura 4-2.

Figura 4-2 — Elemento de enriquecimento para condi¢cdo de contorno ndo coincidente.
Elemento de

enriquecimento

Malha convencional
FONTE: Autor.

Assim, as forcas distribuidas sdo prescritas ao longo da area delimitada, considerando

funcbes de interpolacdo isoparamétricas ao longo de cada elemento utilizado. O conjunto de
todos os contornos que contém essa forca distribuida é denotado por T'. Essas funcdes sdo

denotadas por M , construidas em funcdo dos elementos de enriquecimento de maneira similar
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a apresentada pelas Egs. (3.31) a (3.34). A influéncia das forcas distribuidas € introduzida na

aproximacao do campo mecanico de forgas de superficie como:
pj(él’fZ):Na(é:l’gz)pja_'_mﬁ(él’gZ)ﬁjp (4.21)

Em que S representa o nimero do nd utilizado no elemento de enriquecimento, igual
ao numero de fungdes de interpolacdo necessarias. ﬁf é o valor da forca de superficie em cada

um dos referidos nés, na direcdo | . Destaca-se que a parcela da influéncia da forca distribuida

é acrescentada apenas quando o elemento contém o elemento de enriquecimento. Substituindo

a Eq. (4.21) na Eq. (3.20), e destacando apenas o lado direito, tem-se:
IU{;pj(xf)dF:
r
IUJ[N“((SI,Q)p?+|\ﬁﬁ(§l,§2)ﬁjﬁ]dr: (4.22)

ju N, (&.&)p dr+jU|v| (&.&,)pldr

Novamente, ha um termo adicional relacionado a forca de superficie introduzida via
enriquecimento. Incorporando a Eq. (4.22) na equacéo integral em deslocamentos, Eq. (3.42),

a equacdo obtida é:

[Z [P fl,éz))N;(él,éz)f(cz,@)déldfz}u?

{Z Jus (. x! (51,52))N;(ﬁl,gz)f(él,@)dadﬁz} p; (4.23)

3 U (6 R (B8 WS (6,8) L0 (5.8, HECE,

e=1T
Emque NFD é o namero de forgas distribuidas, € indica o elemento de enriquecimento
e J° é o jacobiano do elemento de enriquecimento. A determinacédo do termo adicional obtido
é efetuada por meio das mesmas tecnicas de integragdo numéricas utilizadas para a construcéo
das matrizes de influéncia do MEC. Destaca-se também que a integracdo ocorre apenas sobre
o contorno T'. A obtencdo do sistema algébrico resultante é efetuada conforme o item 3.6,
sendo dado por:

%“ﬂ*z LX)ME(8.5)P5,° (8.6 HEDE,  (4.24)

H MZ

m\
H
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Em que a matriz U;'(x;,X) ¢ analoga a Eq. (4.6), mas avaliada em cada ponto de

integracdo durante a etapa de integragdo numérica desse termo. Desenvolvendo a Eq. (4.24) de
maneira similar a obtencdo da Eq. (4.7), é obtido o sistema algébrico resultante como:

Hu=Gp+b* (4.25)
O vetor b* ={51X b .. b* .. b™ }T é composto pela contribuicdo de todas

e e — — =i =T ..
as forgas de superficie distribuidas, com b™ = {bl'x b, b;x} sendo a parcela adicional ao
sistema de cada ponto de colocacdo i, e calculada como:

NFD

=2 U5 (%6 XM (8. E) P9 (5,8 HEAE, (4.26)

e=l T

Novamente, a operacao de troca de colunas para imposicdo das condi¢fes de contorno
ndo é afetada pelo enriquecimento.

O enriquecimento da Eq. (4.21) é inserido na equacéo integral de forcas de superficie
de acordo com a Eq. (4.27). Com isso, a equacdo utilizada para considerar a superficie inferior

da fissura também incorpora as propriedades acrescentadas pela estratégia proposta.
1 1 o
30 0) 30,0+
NE
+[m (%) 208 (xx" (&, &))N; (51152)36(fl,iz)dfldéz}uf

e=lr

. (4.27)
{m(xS')ZJD;,- (>, x" (él,éz))N;(él,éz)f(fl,éz)déldéz} by

e=lr
NFD

2. jDk.J( X(&.5))M} (£.5)P3,d° (8.8 WEdE,

Assim, com base no exposto para a equacdo integral em deslocamentos, Eq. (4.23), e
em forcas de superficie, Eq. (4.27), o sistema algébrico resultante para a analise de problemas

mecanicos fissurados a partir do MECD é expresso conforme a Eq. (4.28). A influéncia das

forcas de superficie distribuidas é contabilizada no vetor b* = {EX b* b* }T :

X

H u G p
H+ u+ — G+ p+ +
H ||u G ||p

X (4.28)

X~

O O o
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Em que b* e b* sdo calculados com a Eg. (4.26), enquanto que
o o o I _ AT
b* ={b1>< b .. b* .. b™ } é um vetor composto pelos vetores
. —. —. —.o T — o
b™ ={b1'x b b } montado para cada um dos i pontos de colocagdo, em que b* €
obtido por meio da Eq. (4.29), e DI é calculada de forma anéloga a Eq. (3.59), com a troca de

x'(&,4) por X(&,&,).

P4
S

D

b™ =y > DM} (E,5)P;,3° (&6 MEdS, (4.29)

| —

@]
LN

Durante o procedimento de integracdo numérica para a determinagéo de b* é possivel
que exista um ponto de colocacao interno ao elemento de enriquecimento. Quando estiverem
sendo montadas as linhas associadas a este ponto, € identificada uma quase-singularidade na
integracdo da parcela enriquecida. Essa singularidade é removida por meio da integracdo em
coordenadas polares centrada no ponto de colocagéo, similar ao que é efetuado para o nucleo

U; do MEC convencional. Mais detalhes dessa regularizagdo estao presentes nos Anexos C e

D de Cordeiro (2018). Além disso, o presente trabalho ndo discute a possibilidade de a forga
distribuida ser aplicada sobre as faces da fissura. Com isso, o ponto de colocagéo pertencente a
equacdo integral em forcas de superficie nunca estara contido na area enriquecida. Assim, nao
ha a ocorréncia de singularidades fortes nesta abordagem, que seriam tratadas pelo Método de
Guiggiani.

No contexto da técnica de sub-regides, a parcela associada ao enriquecimento de area é
calculada apenas se o ponto de colocacdo e a regido em que a forca distribuida é aplicada
pertencerem ao mesmo dominio. Assim, a condi¢do apresentada na Eq. (4.19) também é
utilizada para forcas distribuidas na analise mecénica de sélidos ndo-homogéneos conectados

por interfaces.

4.5. Apoios distribuidos ndo coincidentes a malha

A estratégia para a incorporacdo de apoios distribuidos € similar a ideia utilizada para
apoios concentrados. Nesse sentido, as forcas de superficie associadas aos n6s dos elementos
de enriquecimento passam a ser incognitas do sistema. Para que o sistema permaneca possivel

e determinado, sdo adicionadas equagbes de compatibilidade em deslocamentos, em igual
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quantidade ao numero de forgas de superficie desconhecidas. As equagdes adicionadas partem
da mesma ideia dos apoios concentrados, isto é, sdo determinadas a partir dos deslocamentos

conhecidos nos nds dos elementos de enriquecimento, sendo:
(@) =N“(&.&)us (4.30)

As coordenadas adimensionais & e & sdo referentes a posicdo que o né do elemento
de enriquecimento £ ocupa no elemento da malha do MEC. Novamente, ndo ocorrem

alteracOes sobre o sistema algébrico do MEC convencional, sendo adicionadas linhas e colunas
a matriz associada. Assim, o conjunto de equacbes do MEC considerando os apoios distribuidos

& el

A matriz G* recebe a contribuicio dos termos que multiplicam as forcas de superficie

é:

dos elementos de enriquecimento, que est&o organizadas no vetor P . Essa matriz é montada a

partir de cada ponto de colocacgdo, e de maneira similar a montagem da G* dos apoios

concentrados. Entretanto, na abordagem dos apoios distribuidos, é necessario efetuar a

integrac&o sobre todo o elemento de enriquecimento. Dessa forma, G* é calculada como:

r
_ NAD . _ _ o
Gh=Y IUZk(xf,i( &)V, I dEdE (4.32)
r

e=1

Na Eq. (4.32), o indice B indica a posi¢do na coluna da matriz G* associada & forca de
superficie p/. O indice k indica a direcdo da forga distribuida. Assim, a aplicagdo dos
deslocamentos prescritos ocorre apenas na direcdo em que ele atua. A fungdo () indica a

numeracdo local no elemento de enriquecimento associado ao indice global g. NAD
representa o numero de apoios distribuidos. Por fim, i esta associado ao nimero do ponto de

colocagdo, em que se preenchem as linhas 3i—2 a 3i da matriz G*.
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No contexto do MECD, a montagem da G* é alterada, pois a solu¢do fundamental

envolvida é D", além da presenca do produto pela matriz de versores normais i, . Assim,

considerando os pontos de colocacdo das superficies superiores da fissura i~ , a contribuicdo a

matriz G* é dada por:

1
*
|
|
|
|

NAD

Gi/:\ﬂ =i (xs_ ) Z

e=1

(4.33)

’_H'q '_H'q ’_H'q '—]\Qq ’_H'q '_H'q ’_H'q i—”Qq '_H'q
B *
=~
—_— — —_— — —_— —_— — —_— —
X
- »
d
x|
— — — — — — — — —
=
NN
SN—" N— N— N— N~ N— SN~—" N— N—"

Os nos do elemento de enriquecimento & podem estar contidos todos num mesmo
elemento ou em elementos distintos. Se o elemento de enriquecimento contiver um ponto de
colocagéo, a condicdo de contorno do ponto de colocacdo PC é prescrita em deslocamentos,

com valor definido a partir interpolacdo polinomial dentro do elemento de enriquecimento,

como:
PC _ NAA( £PC gPC\—=p
uf® =M’ (&, &°)a; (4.34)
Em que as coordenadas adimensionais & e £ sdo calculadas considerando a posicao
do ponto de colocacdo PC no elemento de enriquecimento.

Quando a técnica de sub-regibes for necesséria, as contribuicdes a matriz G* s séo

executadas se o ponto de colocacéo e a regido enriquecida pertencerem ao mesmo subdominio.
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4.6. Exemplos numéricos

De modo a validar as formulacbes de enriquecimento propostas neste capitulo, sdo
desenvolvidos seis exemplos huméricos. O primeiro possui como finalidade atestar a estratégia
associada a aplicacdo de forcas concentradas. Em seguida, o segundo exemplo utiliza as
vinculagdes pontuais. O terceiro exemplo busca validar a abordagem dos enriquecimentos
associados a Técnica de sub-regides. Posteriormente, o quarto exemplo aborda o
enriquecimento de forcas distribuidas ndo coincidentes a malha. Cada um desses exemplos tem
como referéncia a analise efetuada pelo MEF via ANSYS®. O tipo de elemento utilizado é
solido de aproximacdo quadratica (SOLID186), em formatos tetraédrico e hexaédrico. A
primeira geometria possui 20 nés, enquanto a segunda contém 10 nos. J& o quinto exemplo
consiste em uma analise de um sélido fraturado submetido a carregamento concentrado, e com
vinculagdo de apoios concentrados. Esse exemplo possui resposta analitica conhecida da
MFEL. Por fim, o sexto exemplo trata da analise mecéanica de um solido considerando o
enriquecimento de apoios distribuidos, em que seus resultados sdo confrontados com um

modelo de MEC equivalente.

4.6.1. Exemplo 4.1: Cubo com forc¢a concentrada

O primeiro exemplo deste capitulo trata da analise mecanica de um cubo com face
superior submetida a um carregamento concentrado em seu centro e face inferior com
deslocamentos vinculados nas trés direces, conforme Figura 4-3. A carga aplicada possui
intensidade 100 (unidades de forca). Os deslocamentos na face inferior sdo prescritos de
maneira convencional, isto é, pelos pontos de colocacdo. O Modulo de Elasticidade e

coeficiente de Poisson sdo, respectivamente, 1.000 (unidades de tensdo) e 0,30.
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Figura 4-3 — Cubo com carga concentrada.
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FONTE: Autor.
Foram utilizados elementos de contorno quadrilaterais lineares, com trés malhas. Desse

modo, ha o objetivo de avaliar a convergéncia dos resultados. As malhas possuem, da mais
grosseira a mais refinada, 194, 621 e 2.441 elementos. A quantidade de pontos de colocacgéo é
de 268, 749 e 2.689 para as malhas A, B e C, respectivamente. A discretizacdo adotada para
cada caso no MEC é apresentada na Figura 4-4.

Figura 4-4 — Malhas adotadas para Exemplo 4.1.

| [ =5
= [ = SN =
] [ =] i S ><’<><i§§ Ry e 1
P L | =] e e ey oy =
<§><>><><;<><§> e e e e gt g
el — 28 e e §:§>—<§ = [P [
=S s e H
=] \§ e = . SISt < RSNy 1] <]
= = = e | BT T
| ] [t | RE= [t T =l
= | Pl | L e L N R nEuNE AN Sy
>{\ ><\ ] ><\\}</> e f] et et I el o ] ]
L [ ] | | | - L S R I FEE [T
\>< ] = Pt =1 L T LT T P P MEEESa
] T ] T L e = 53N S SR NEE G AR a0 R IR S A CaNE R
I [ [y L1 RESEaD BETS
><\ ><\ =t || =7 >—<//>< Gy TR
- />§ :55 = L = s | Al [l
B e e e = == |1
s ><><j/<><><%> gégé =5§ §§>’ =
= ==
=]
Malha A Malha B Malha C

FONTE: Autor.
O campo de deslocamentos na direcdo x, € apresentado na Figura 4-5. A malha utilizada

é a Malha C, ilustrada em sua configuracdo deformada.
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Figura 4-5 — Deslocamentos na diregéo x,, malha C.
1.750E-01 |
1.556E-01
1.361E-01
1.167E-01
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1.945E-02
0.000E+00

FONfE: Autor.
Nota-se que o elemento sobre o qual a carga é aplicada possui deslocamentos constantes.

Isso ocorre devido a aproximacgédo polinomial linear de contorno utilizada para interpolacao

dessa grandeza fisica.

De modo a validar a estratégia de forca concentrada, o exemplo proposto é analisado
com uso do MEF via ANSYS®. Para a escolha da malha desse modelo de referéncia, uma
analise de convergéncia dos resultados foi executada. A malha escolhida é apresentada na

Figura 4-6, com 8.000 elementos sélidos hexaédricos de aproximacdo quadratica (SOLID186).
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Figura 4-6 — Malha de MEF utilizada como referéncia.

FONTE: Autor.
A analise dos resultados é efetuada por meio da comparacdo entre os deslocamentos
calculados pelo MEF e pelo MEC ao longo da linha vermelha tracejada da Figura 4-3, em que
x,=0,0, x,=2,5e 0,0<x,<50. A Figura 4-7 apresenta os deslocamentos orientados na

direcéo x, . Jaa Figura 4-8 efetua a comparagéo entre os deslocamentos na dire¢éo x,, a0 passo

que a Figura 4-9 esta associada aos deslocamentos orientados na direcdo x,.
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Figura 4-7 — Deslocamento na direcdo X, ao longo da linha tracejada vermelha.
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FONTE: Autor.
Figura 4-8 — Deslocamento na diregdo X, ao longo da linha tracejada vermelha.
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FONTE: Autor.
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Figura 4-9 — Deslocamento na dire¢do X, ao longo da linha tracejada vermelha.
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FONTE: Autor.
A diferenca percentual entre a Malha C e o modelo do ANSYS® ¢ efetuada para a

posicdo X, =2,5. Assim, séo obtidas as diferengas de -4,42% e -0,029% para as dire¢oes X, e
X,, respectivamente.

Com base nos resultados apresentados na Figura 4-7 a Figura 4-9, a medida que a malha
é refinada, o comportamento mecanico em deslocamentos da linha analisada tende a se tornar

cada vez mais proximo do deslocamento obtido pelo MEF. Para comprovar tal tendéncia, a

Figura 4-10 apresenta a convergéncia do resultado de deslocamento em X, no centro da linha
analisada, em x, =2,5, comparando as trés malhas adotadas (MECE) com o resultado obtido

pelo MEF (ANSYS).
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Figura 4-10 — Convergéncia do deslocamento X, em X, = 2,5 na linha analisada.
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E desenvolvida também a comparagdo dos deslocamentos orientados na direcdo x, ao
longo da linha verde tracejada da Figura 4-3, em que x, =5,0, 0,0<x,<5,0 e x,=2,5. Os

resultados sdo apresentados na Figura 4-11.

Figura 4-11 — Deslocamentos orientados na dire¢do X, ao longo da linha verde tracejada.
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FONTE: Autor.
Dado que este exemplo é de tragdo pura, espera-se que os resultados apresentados na

Figura 4-11 tenham carater linear, ao menos longe da regido de aplicacéo da carga, devido ao
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Principio de Saint-Venant. De fato, no intervalo 3,0<x, <5,0, a caracteristica linear da

resposta ndo é mais verificada, dado que ocorrem perturbagdes na resposta a medida que se
aproxima da aplicagcdo da carga. Mesmo assim, a diferenca percentual entre a Malha C e o

resultado pelo MEF é de 3,695% na posi¢cdo x, =5,0. Dessa forma, € constatado que a

proposicdo da formulacdo de enriquecimento de forca pontual representa adequadamente a
perturbacdo existente. Por fim, com base nos resultados apresentados, a estratégia de

enriquecimento para forca concentrada se mostra valida.

4.6.2. Exemplo 4.2: Viga engastada e livre com apoios concentrados

O segundo exemplo consiste na analise mecanica de uma viga engastada e livre, com
carregamento distribuido em sua face superior e face esquerda contendo os deslocamentos nas
trés diregdes impedidos. A representacdo da geometria e condi¢des de contorno desse exemplo
é apresentada na Figura 4-12. A carga p tem intensidade 10,0 (unidades de forca de superficie)
sendo aplicada de maneira convencional do MEC. O Modulo de Elasticidade e coeficiente de

Poisson sdo, respectivamente, 10.000 (unidades de tensao) e 0,00.

Figura 4-12 — Viga engastada e livre com carregamento distribuido uniformemente.
p=10,0

5,0 {_

FONTE: Autor.
A prescricdo de deslocamentos € efetuada pela formulacdo de apoios concentrados, em

que ¢ aplicado um apoio concentrado para cada centro de elemento de contorno dessa face,

conforme a Figura 4-13. Desse modo, garante-se 0 comportamento de face engastada.
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Figura 4-13 — Posicéao dos apoios concentrados aplicados a malha A.
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tilizados elementos de contorno quadrilaterais lineares e quatro malhas. As malhas

Sao u

possuem, em ordem crescente de refinamento: 88, 352, 1.408 e 5.632 elementos. O numero de

1.638 e 6.086. Na face engastada foram

pontos de colocacdo sdo, respectivamente, 150, 470,

dotada €

ao a

a discretizag

)

utilizados 4, 16, 64 e 256 elementos de contorno. Dessa forma

apresentada na Figura 4-14.
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Figura 4-14 — Malhas adotadas para exemplo 4.2.
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FONTE: Autor.

Assim, o campo de deslocamentos na direcdo x, associado ao problema mecanico

discretizado com a malha D é apresentado na Figura 4-15.
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Figura 4-15 — Deslocamentos na direcdo x,: malha D, indeformada e deformada.
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FONTE: Autor.

O exemplo proposto também é estudado pelo MEF. Para tanto, foi efetuada uma analise
de convergéncia da malha de elementos finitos, em que uma discretizacdo com 1.333.361 nos
e 40.000 elementos de solido com aproximacdo quadratica (SOLID186) se mostrou eficiente.
A malha em MEF é apresentada na Figura 4-16.

Figura 4-16 — Malha em elementos finitos do exemplo 4.2.

FONTE: Autor.

Para validacdo do exemplo proposto, é efetuada a analise dos deslocamentos na direcao

x, entre os quatro modelos de MEC enriquecido com o ANSYS®. Essa comparagao é efetuada
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ao longo da linha tracejada da Figura 4-12, com 0,0<x <5,0, x,=0,5 e x,=10, e

apresentada na Figura 4-17.

Figura 4-17 — Anélise dos deslocamentos em x, entre os quatro modelos e a referéncia.
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FONTE: Autor.
De posse dos resultados apresentados, nota-se que os resultados do MEC enriquecido
se tornam cada vez mais proximos aos obtidos pelo ANSYS®, ao passo que malhas mais

refinadas sdo utilizadas. Entdo, para atestar esse carater de convergéncia, o deslocamento na

extremidade livre da viga sobre a linha vermelha tracejada ( x, =5,0) é apresentado na Figura

4-18.

Figura 4-18 — Convergéncia do deslocamento em x, no ponto (5,0; 0,5; 1,0).
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FONTE: Autor.
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Dessa forma, é constatado o carater de convergéncia do resultado com o refino da malha.
Destaca-se que a diferenca percentual entre o deslocamento calculado com uso da malha D em

relacdo ao modelo em MEF é de -1,95%.

Além disso, é comparado também o resultado de deslocamentos orientados na dire¢do
x, ao longo da linha verde tracejada da Figura 4-12. O intervalo de analise ¢ x =5,0,
0<x,<10 e x,=0,5, de modo a averiguar o giro da se¢do de extremidade. Tais resultados

estdo apresentados na Figura 4-19.
Figura 4-19 — Deslocamentos na dire¢do X, ao longo da linha verde tracejada.
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FONTE: Autor.
Novamente, é evidente a boa concordancia entre os resultados obtidos pelas trés malhas,
em que as malhas C e D apresentam resultados bastante proximos da referéncia. Além disso,

verifica-se a adequada representacdo dos deslocamentos axiais da secdo plana.

Neste exemplo, as reacdes pontuais sdo incognitas do sistema, e obtidas de maneira
direta, ou seja, na mesma etapa que os deslocamentos e forcas de superficie do contorno do
solido. Assim, o somatorio das reacdes de apoio é apresentado na Tabela 4-1 para as quatro

malhas e para 0 modelo em MEF.
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Tabela 4-1 — Soma das reacgdes de apoio das quatro malhas utilizadas e a referéncia.

Malha Ry Ry R,
A 4,83E-02 74,06 -4,32E-13
B -2,25F-02 59,05 -1,02E-14
C -1,28E-02 52,75 1,61E-12
D -7,29E-03 50,79 -3,561E-04
ANSYS® 1,31E-07 50,00 -4,76E-08

FONTE: Autor.
A diferenga percentual entre a soma das reacGes de apoio na direcdo x, e a forca
resultante (50,0 unidades de forca), denominada como erro no equilibrio, € apresentada na
Figura 4-20.

Figura 4-20 — Erro percentual no equilibrio, diregéo X, .
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FONTE: Autor.
Portanto, com base nas pequenas discrepancias entre a referéncia e 0os modelos
utilizados, a estratégia de apoio concentrado também se mostra satisfatdria para obtencao dos
campos mecanicos e reacoes de apoio. Além disso, malhas pouco refinadas levaram a resultados

ndo tao precisos, 0 que é esperado.

4.6.3. Exemplo 4.3: Sélido ndo-homogéneo tracionado

O terceiro exemplo envolve a andlise mecanica de um soélido ndo-homogéneo, e
perfeitamente conectado por uma interface, submetido a carregamento concentrado de 100

(unidades de forga) na sua face superior. Os deslocamentos s&o prescritos em sua face inferior
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como nulos, nas trés direces, de maneira convencional. O Modulo de Elasticidade e o
coeficiente de Poisson da sub-regido 1 s&o, respectivamente, 1.000 (unidades de tenséo) e 0,00,
enquanto que para a regido 2 séo 500 (unidades de tenséo) e 0,30. A geometria e condigdes de
contorno deste exemplo sdo apresentadas na Figura 4-21. E importante destacar que este
exemplo também é de tracdo simples, e, tal qual o exemplo 4.1, deve apresentar resposta linear
ao longo da direcdo solicitada até préximo a aplicacéo da carga.

Figura 4-21 — Sélido ndo-homogéneo com carregamento concentrado.
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FONTE: Autor.

Neste exemplo sdo utilizadas trés malhas de elementos de contorno quadrilaterais
lineares, com 410, 1.661 e 6.689 elementos, respectivamente, e 562, 1.955 e 7.267 pontos de
colocacdo, para as malhas A, B e C, respectivamente. A discretizacdo adotada € apresentada na
Figura 4-22.
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Figura 4-22 — Discretizagédo adotada para Exemplo 4.3.
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FONTE: Autor.
Os campos mecanicos calculados pelo MEC sdo comparados com um modelo de
referéncia simulado pelo MEF, por meio do ANSYS®. O modelo em MEF possui 71.442 nds e
16.000 elementos hexaedricos de aproximacao quadratica, em que a malha € apresentada na

Figura 4-23.
Figura 4-23 — Modelo em MEF do exemplo 4.3.

FONTE: Autor.
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O campo de deslocamentos na direcdo x, € apresentado na Figura 4-24, bem com a
configuracdo deformada do exemplo, com uso da Malha C.

Figura 4-24 — Deformada e deslocamentos em x,, Malha C.
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FONTE: Autor.
A Figura 4-25 apresenta a comparacao entre os resultados do MEF com as trés malhas
adotadas ao longo da linha tracejada em vermelho da Figura 4-21, em termos de deslocamentos

orientados na direcdo x . Nesta linha, as coordenadas adotadas séo: x, =0,0, x,=7,50 e
0<x,<5,0.

Figura 4-25 — Comparacéo entre deslocamentos na dire¢do x, para o exemplo 4.3.
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FONTE: Autor.
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Desse modo, é perceptivel a convergéncia do resultado com o aumento da discretizacéo

da malha de elementos de contorno. Para comprovar tal tendéncia, é apresentado o gréfico que
relaciona os deslocamentos na direcdo x, no ponto (0,0; 2,5; 2,5) na Figura 4-26.

Figura 4-26 — Analise de convergéncia dos deslocamentos em x; no ponto (0,0; 2,5; 2,5).
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FONTE: Autor.

A diferenca percentual entre o deslocamento na dire¢do X, no ponto destacado para a
malha C é -1,83% entre a Malha C e 0 MEF.

O campo de deslocamentos orientados na dire¢éo x, ao longo da linha verde tracejada
da Figura 4-21 tambeém e analisado. O intervalo relativo a esta linhaé x, =5,0, 0,0< x, <10,0

e X, =2,5. Os resultados referentes a esta analise estdo dispostos na Figura 4-27.
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Figura 4-27 — Deslocamentos na dire¢cdo X, na linha verde tracejada do exemplo 4.3.
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FONTE: Autor.
Dessa vez, a formulacdo em MEC e a referéncia apresentaram excelente concordancia

mesmo proximo a coordenada X, da aplicagéo da carga. A diferenga percentual entre a Malha
C e 0 modelo em MEF na posi¢cdo x, =10,0 é de 0,15%. Portanto, diante dos resultados

apresentados, pode-se concluir que a implementacgéo proposta é valida também para meios ndo-

homogéneos conectados, a partir da técnica de sub-regides.

4.6.4. Exemplo 4.4: Sélido com forcas distribuidas

Este exemplo trata da andlise numérica de um sélido em formato cubico com forcas
distribuidas nas faces superior, direita e frontal, e engastado na face esquerda, conforme Figura
4-28. O Modulo de Elasticidade utilizado é 1.000 (unidades de tensdo) e coeficiente de Poisson
0,25.



102

Figura 4-28 — Geometria e condi¢fes de contorno do exemplo 4.4.
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FONTE: Autor.
Para a analise de convergéncia dos resultados, para 0 MEC séo utilizadas trés malhas,
com, respectivamente, 54, 486 e 1.734 pontos de colocacéo e 24, 384 e 1.536 elementos de

H—

contorno quadrilaterais lineares. A forca resultante aplicada em cada uma das faces possui
intensidade 1,0, e distribuida em areas quadradas de dimensédo 1,0 por 1,0, cujos centros

coincidem com os centros das faces nas quais sdo aplicadas. A aplicacdo dessas solicitacoes,

assim como cada uma das malhas, é apresentada na Figura 4-29.

L

Figura 4-29 — Aplicacdo das forgas distribuidas e malhas utilizadas no exemplo 4.4.
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FONTE: Autor.
Destaca-se que em todos os casos ha pontos de colocacdo contidos nas areas

enriquecidas. Assim, € necessario o procedimento de integracdo por coordenadas polares.

O campo de deslocamentos resultantes obtidos para as trés malhas é indicado Figura
4-30.
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Figura 4-30 — Deslocamentos totais para as malhas A, B e C do exemplo 4.4.
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FONTE: Autor.
Como referéncia, é executada uma analise em MEF via ANSYS®. A malha utilizada

possui 88.658 nos e 62.520 elementos tetraédricos de aproximacdo quadratica. A Figura 4-31

apresenta a malha utilizada.

Figura 4-31 — Malha em elementos finitos utilizada no exemplo 4.4.

FONTE: Autor.
Com o objetivo de validar a estratégia das forgas distribuidas, é efetuada a comparacgao

dos deslocamentos em cada uma das trés diregdes e totais calculados pelo MEC e pelo MEF.
Toma-se como base para andlise a linha tracejada em vermelho da Figura 4-28, em que

0,0<x <5,0, x,=2,5¢€ x,=0,0. Esses resultados s&o apresentados nas Figura 4-32 a Figura

4-35.
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Figura 4-32 — Comparagcdo entre os deslocamentos orientados na diregdo X, para exemplo 4.4.
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Figura 4-33 — Comparagcdo entre os deslocamentos orientados na diregdo X, para exemplo 4.4.
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Figura 4-34 — Comparagcdo entre os deslocamentos orientados na dire¢do X, para exemplo 4.4
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Figura 4-35 — Comparacdo entre os deslocamentos totais para exemplo 4.4.
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FONTE: Autor.
De posse dos resultados apresentados na Figura 4-32 a Figura 4-35, séo calculadas as

diferencas percentuais entre os deslocamentos em x, =5,0 da linha analisada, obtidos para as

trés malhas em MEC e o resultado de referéncia (MEF), apresentados na Figura 4-36.
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Figura 4-36 — Diferenca percentual para os deslocamentos orientados nas diregdes X, X,, X, € totais.
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FONTE: Autor.
Com base nos resultados apresentados na Figura 4-36, a diferenca percentual entre a

malha C e a referéncia é de 0,05%, -0,30%, -0,28% e -0,26% para 0s deslocamentos orientados
nas diregdes x , X,, X, € totais, respectivamente. Portanto, é atestada a validade da formulagéo
proposta para forgas distribuidas ndo coincidentes a malha.

Além disso, ¢ estudada também a influéncia da variacdo da dimensdo do comprimento
da area enriquecida nos deslocamentos. Para tanto, é utilizada a malha C, e cinco comprimentos
definem a area quadrada de aplicacdo de forca distribuida: 0,25, 0,5, 1,0, 2,0 e 4,0. E
mantida constante a resultante unitaria aplicada. A Figura 4-37 apresenta o deslocamento total

no ponto (5,0;2,5;0,0) em fungdo do lado do elemento de enriquecimento.
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Figura 4-37 — Deslocamento do ponto (5,0;2,5;0,0) variando lado da forga distribuida.
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FONTE: Autor.

Nota-se que 0 aumento da area em que a forca é aplicada, mantendo a mesma resultante,
promove o aumento do deslocamento total do ponto em analise. Em especial, é destacado que
0 ponto analisado esta numa posicado extrema em relacao ao eixo x5. Nesse contexto, 0 aumento
do deslocamento percebido esté associado a reducdo dos efeitos de perturbacdo decorrentes da
aplicacdo ndo uniforme da forca ao longo da area. Isto €, quanto maior é a area em que a forca

de superficie é aplicada, mais uniforme € o deslocamento dos pontos ao longo da face solicitada.

4.6.5. Exemplo 4.5: Sélido tracionado com entalhe inicial

O quarto exemplo é um so6lido submetido a duas cargas concentradas, aplicadas nas
faces superior e inferior do corpo, conforme Figura 4-38. Embora o carregamento aplicado seja
auto equilibrado, é necessario aplicar condi¢Bes de contorno em deslocamentos. 1sso é efetuado
para que ndo se tenha um problema de valor de contorno mal posto, ou seja, que admitird
movimento de corpo rigido em alguma das direcdes. Desse modo, sdo aplicados apoios
concentrados nas trés dire¢oes, em trés posicdes igualmente espacadas ao longo da linha verde
tracejada (em x,=1,25, x,=2,5 e x,=3,75, com x, =5,0 e x, =25,0). Com isso, todas as
condicdes de contorno do problema sdo aplicadas a partir das estratégias de enriquecimento.
Além disso, 0 Mddulo de Elasticidade e coeficiente de Poisson sdo, respectivamente, 1.000

(unidades de tensao) e 0,30.
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Figura 4-38 - Solido fraturado submetido a cargas concentradas de tracao.
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FONTE: Autor.
Para este exemplo, foram utilizadas quatro malhas de elementos de contorno. As malhas

A, B, C e D possuem, respectivamente 1.156, 2.972, 5.636 e 9.148 pontos de colocacao e 543,
1.482, 2.887 e 4.755 elementos quadrilaterais lineares, apresentadas na Figura 4-39. A
discretizacdo da fissura é efetuada, para as malhas A a D com, respectivamente, 288, 800, 1.568

e 2.592 pontos de colocacao e, 72, 200, 392 e 648 elementos.
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Figura 4-39 — Malhas adotadas para solido fraturado.
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Figura 4-40 — Configuracao deformada e deslocamentos em x,: Malha D.
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A validacdo deste exemplo é executada a partir de expressdes analiticas da MFEL. A
solucdo utilizada é extraida de Tada, Paris e Irwin (2000), e determina o deslocamento da
entrada da fissura CMOD (crack mouth opening displacement), para o caso de tracéo uniforme

em um corpo bidimensional, sendo:

CMOD =%Vl(a/b)

14643 42 1—cos(”""j
2b
cos?® (”a)
2b

E'=li2, para EPD e E'= E para EPT
-V

V,(a/b)= (4.35)

Em que o é a forca de superficie de tracdo atuante, a € o comprimento da fissura, b é a

largura do solido, ambos medidos no plano xx,, E € o Mddulo de Elasticidade e v é o

coeficiente de Poisson. Essa solucdo analitica pode ser aplicada ao exemplo proposto dado que,
distante da aplicagdo da carga, o estado de tensdes tende a ser de tracdo uniforme. Além disso,
a partir das medidas de largura e comprimento do so6lido, constata-se que o problema em questéo

se assemelha mais a um estado plano de deformacdo que um estado plano de tensdo. Assim,
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com base nos dados do problema, a abertura da fissura, pela expressao analitica, é 0,0448
(unidades de comprimento). Este valor sera tomado como referéncia para validagdo da

estratégia proposta.

Diante desse cenario, a Figura 4-41 apresenta a comparacdo dos valores de abertura da
fissura ao longo da linha vermelha tracejada da Figura 4-38. Essa abertura é calculada a partir
do deslocamento relativo entre dois pontos pertencentes & superficie superior e inferior da
fissura, inicialmente pertencentes a mesma posi¢do. Dessa forma, a abertura da fissura é
analisada nas coordenadas x; = 0,0, x, = 25,0, e x5 variando de 0,0 a 5,0.

Figura 4-41 — Abertura da fissura ao longo da fissura.
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FONTE: Autor.

Diante do resultado apresentado, nota-se convergéncia do resultado para o valor de
referéncia. Diante dessa tendéncia, a Figura 4-42 apresenta os resultados para a abertura da

fissura nas coordenadas (0,0; 25,0; 2,5) para as quatro malhas utilizadas.



112

Figura 4-42 — Abertura de fissura no ponto (0,0; 25,0; 2,5).
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FONTE: Autor.
Portanto, € evidente que ha convergéncia entre o resultado obtido em relacdo a
referéncia a medida que ha o refino da malha. Para a Malha D, a diferenca percentual possui
valor -1,50%. Assim, conclui-se que a estratégia de enriquecimentos concentrados esta correta

para a equacdo integral em forcas de superficie.

Além disso, a solicitacdo deste exemplo é alterada para uma carga distribuida centrada
no centro das faces, e com lado 0,1 (unidades de comprimento), via enriquecimento. Assim, é
verificada também a formulacdo de forcas de superficie ndo coincidentes a malha com o0 MEC
Dual. E utilizada a malha D e a comparacéo entre os resultados para as estratégias concentrada

e distribuida é apresentada na Figura 4-43.
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Figura 4-43 — Comparagéo entre resultados para forca concentrada e distribuida.
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FONTE: Autor.
A diferenca percentual entre o resultado obtido pela forca distribuida e a resposta
analitica e de -1,49%. Dessa forma, dado que tanto a aplicacdo pontual e a distribuida diferem
da resposta analitica em igual valor, é possivel constatar também a boa acuracia do

enriquecimento de forgas distribuidas no contexto do MECD.

4.6.6. Exemplo 4.6: Viga bi-engastada com deslocamentos prescritos

O sexto exemplo deste capitulo trata da andlise mecanica de uma viga engastada nas

duas extremidades, com deslocamentos prescritos de valor 1.107 nas direcdes x, e X,

seguindo o sentido positivo dos eixos associados. Esses deslocamentos séo aplicados ao longo
da face superior da viga, na regido destacada da Figura 4-44. Dessa forma, o sélido € solicitado
a flexo-torcdo, em que é necessaria uma formulacdo essencialmente tridimensional para
representacdo de seus campos mecanicos. O Mddulo de Elasticidade e coeficiente de Poisson

sédo, respectivamente, 1.000 e 0,3. A geometria e condi¢des de contorno séo apresentadas na

Figura 4-44.
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Figura 4-44 — Geometria e condi¢fes de contorno do exemplo 4.6.
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FONTE: Autor.
Neste exemplo, um modelo em MEF é tomado como referéncia, simulado
numericamente pelo ANSYS®. E adotado um modelo escolhido a partir de uma analise prévia
de convergéncia, com 379.029 nds e 272.298 elementos tetraédricos de aproximacao

quadrética, apresentado na Figura 4-45.
Figura 4-45 — Malha em MEF adotada para exemplo 4.6.

FONTE: Autor.
Séo utilizadas trés malhas de elementos de contorno para a analise de convergéncia dos

resultados considerando a aplicacdo das condigdes de contorno por enriquecimento. As malhas
A, B e C possuem, respectivamente, 597, 2.493 e 8.555 pontos de colocacdo e 470, 2.222 e
8.043 elementos quadrilaterais lineares. A Figura 4-46 apresenta as malhas utilizadas no

exemplo, assim como a area sobre a qual os deslocamentos sdo aplicados.
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Figura 4-46 — Malhas adotadas para anélise pelo MECE.
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FONTE: Autor.
Desse modo, o campo de deslocamentos totais € apresentado para as trés malhas na

Figura 4-47.
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Figura 4-47 — Deslocamentos totais e deformada das trés malhas e a referéncia.
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FONTE: Autor.
E efetuada a comparacdo entre os deslocamentos orientados em cada uma das trés

direcGes, e também os deslocamentos totais, ao longo da linha vermelha tracejada em que

0<x<0,8, x,=0,0e x,=0,1. Os resultados séo apresentados na Figura 4-48 a Figura 4-51.



Figura 4-48 — Deslocamentos orientados na diregdo X, ao longo do intervalo indicado.
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Figura 4-49 — Deslocamentos orientados na diregédo X, ao longo do intervalo indicado.
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Figura 4-50 — Deslocamentos orientados na diregdo X, ao longo do intervalo indicado.
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Figura 4-51 — Deslocamentos totais ao longo do intervalo analisado.
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Adicionalmente, é apresentada na Figura 4-52 a diferenca percentual dos resultados de

deslocamentos orientados na dire¢do X,, X, e totais, para a posicdo (0,4;0,0;0,1). A diregdo

X, ndo é comparada dado que este deslocamento foi nulo em todas as analises.
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Figura 4-52 — Diferenca percentual dos deslocamentos no ponto (0,4;0,0;0,1).
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FONTE: Autor.
De posse dos dados apresentados, é possivel constatar uma excelente precisdo nos

resultados de deslocamentos orientados nas dire¢des X, € x, mesmo com as malhas menos
refinadas, ao longo de todo o intervalo analisado. Ja para a dire¢do x, € percebida uma maior

dificuldade de convergéncia, devido ao comportamento mecanico a tor¢do ndo ser tdo uniforme
quanto o observado para a flexdo. Mesmo assim, a boa concordancia apresentada demonstra a

eficiéncia da formulagédo proposta.

E efetuada também uma analise considerando a aplicacio dos deslocamentos ao longo
de vérios elementos de enriquecimento, colocados sobre a regido de apoios. Conforme a Figura

4-53, sdo colocados 12 elementos sobre a malha C utilizada na andlise anterior.



120

Figura 4-53 — Posicionamento dos doze apoios distribuidos ndo coincidentes.
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FONTE: Autor.
A configuracdo deslocada da estrutura, assim como a resposta para os deslocamentos
totais sdo apresentados na Figura 4-54.

Figura 4-54 — Deslocamentos totais para malha com doze elementos de enriquecimento.
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FONTE: Autor.
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A comparacao das respostas obtidas pela utilizagdo de varios elementos, um elemento e
a referéncia é apresentada na Figura 4-55. S80 considerados os deslocamentos totais aferidos
ao longo da linha vermelha tracejada da Figura 4-44.

Figura 4-55 — Comparacéo entre os deslocamentos totais entre referéncia, Malha C com 1 e 12
elementos de enriquecimento.
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FONTE: Autor.
As diferengas percentuais, na posicao (0,4;0,0;0,1), sdo -0,39%, -4,60% e -1,44% para
os deslocamentos orientados nas dire¢des Xx,, X, e total, respectivamente. Logo, € evidente que

a formulacéo apresentada também se mostra satisfatoria quando séo utilizados varios elementos

de enriquecimento de apoio.
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5. MODELAGEM DO COMPORTAMENTO MECANICO DE
MATERIAIS FISSURADOS QUASE-FRAGEIS PELO MEC

A modelagem do comportamento mecénico de sdlidos constituidos por materiais quase-
frageis é discutida neste capitulo. Inicialmente, é apresentada a introducdo do comportamento
coesivo ao sistema algébrico do MEC tridimensional. Em sequéncia, o0 OC e o OT séo
matematicamente deduzidos. Por fim, quatro exemplos numéricos sdo utilizados para a

validagdo da estratégia proposta.

5.1. Sistema Algébrico

O modelo da fissura ficticia proposto por Hillerborg, Modéer e Petersson (1976) é
aplicado neste trabalho associado a tecnica de sub-regides. Com isso, as relagdes de abertura de
fissura e forca de superficie normal séo utilizadas sobre o caminho de propagacéao da fissura,
descrito como a interface entre sub-regifes do material. Nesse sentido, a técnica apresentada
requer conhecimento prévio do caminho de propagacao, pois ele é um dado de entrada na

discretizacdo adotada.

E necessario promover uma rotacdo de sistemas de eixos coordenados, uma vez que as
relagGes entre abertura de fissura e forca de superficie normal ocorrem na direcdo perpendicular
a interface. Assim, utilizam-se as matrizes de rotacéo apresentadas no item 3.9. Dessa forma, a
Eq. (5.1) representa a rotacdo dos deslocamentos e forcas de superficie para o sistema local de

coordenadas.

ul =R,U" pj =R,p’

5.1
u =Ru  p/ =R.p G

Emaque R, e R, séo, respectivamente, as matrizes de rotagdo associadas ao lado direito,

indicado pelo sub-indice d, e esquerdo, sub-indice e da interface, escrita a partir dos versores

ortonormais que definem o sistema local, conforme Eq. (3.87). Além disso, u] , u/, p e p,

sdo, respectivamente, deslocamentos e forcas de superficie escritos em termos dos eixos locais,
T . . ~ e
como por exemplo u; ={udf,7 ug udft} . Com isso, os deslocamentos locais séo substituidos

no sistema algébrico do MEC, que se torna:
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u® pC
[Hc de Hef] udf :I:Gc Gdf Gef:l pdf (5.2)
Uef pef

Destaca-se que as matrizes de influéncia H,, H,, G/ e G, sdo obtidas a partir do

produto entre a matriz R;* e as matrizes de influéncia do sistema global. Substituem-se também

os deslocamentos no sistema de coordenadas local da fissura na Eq. (5.2), obtendo-se, em

formato algébrico:

c,.C f f f . f fo f f f fo. f fo. f
H"u +Hd,7ud,7+Hd,ud,+Hdtudt+Heﬂue,7+Hetuet+He,udI =

(5.3)

f
e

G°p° +Gy, Py, +Gy Py + Gy Pa + G, Po, +Gey Py + Gl Py

Com isso, a correlacdo entre as componentes de abertura de fissura pode ser incorporada
ao sistema com a introducéo das variaveis COD, CSD e CTD. A relacéo entre as aberturas e

os deslocamentos da interface, considerando o sistema de referéncia local adotado é dada por:

f f
COD =-u,, —uy,
CSD =u +u, (5.4)
CTD =u,, —u,

et

E efetuada a substituicio da Eq. (5.4) na Eq. (5.3). Além disso, considera-se também
que a forca de superficie normal as faces esquerda e direita da interface sao iguais. Com isso, é
obtido o sistema algébrico, em funcdo dos campos mecanicos rotacionados para o sistema local

e dos deslocamentos relativos associados a interface, expresso como:
Hu® +(de77 o Hefn)udfr] +(de| o Hefl )udfl +(det + Heft)udft
~H_COD+ H_ CSD—-H_,CTD = (5.5)
GC pC +Gdft pdft +Gdfl pdfl +Geft peft +Gefl pefl + (Gdfq +Gef77) pq

Considera-se entdo que a forca de superficie normal a interface é fungdo da abertura
normal da fissura ficticia adotada. Assim, o sistema algébrico que considera o comportamento

da propagacdo de fissuras em materiais quase-frageis € descrito por:
Hu® +(de77 B Hefn)udfn +(de| ~H, )udfl +(det +Hg )udft
~H,COD-H_CSD+H,CTD = (5.6)
G°p° +Gy Py + Gy Py + Gy P +G4 Py + (G4, + Gy, ) p, (COD)
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Os termos u¢ e p¢ armazenam as grandezas incognitas e conhecidas do contorno externo
e da interface presumidamente elastica. Os termos ug,,, ugl, ugt, COD, CSD e CTD também séo

incognitos, associados & interface coesiva.

A andlise da fratura ndo-linear é inserida no sistema algébrico do MEC sobre 0s pontos
de colocacéo da interface coesiva. Esta interface é definida como sendo a regido em que a forca
de superficie normal excedeu o limite elastico a tracdo do material. Como a identificacdo desses
pontos requer o conhecimento das forcas de superficie, é necessaria a etapa de previsdo elastica.
Nela, todos os nds do caminho de propagacdo da fissura estdo inicialmente em regime linear
elastico, e o sistema algébrico do MEC convencional € utilizado. Em seguida, é efetuada uma

verificagdo de quais nos excederam o limite eléstico a tracdo. Assim, a lei coesiva deve ser

exc

M sdo calculadas. Essas

utilizada para esses nos e as forcas de superficie normais excedentes Ap

forcas normais sdo reaplicadas na estrutura de modo a promover a abertura da fissura e a busca

pela configuragdo de equilibrio, em que p, se torna igual a forca prevista pela lei coesiva. A
forca de superficie normal a interface p, calculada na previsao elastica se relaciona com o

modelo coesivo como:

P, (COD) = p, +Ap;¢

P (COD) =B "'Apfxc (5-7)
p, (COD) = p, +Ap*

exc

Destaca-se a introducdo do termo Ap,

para promover as etapas de correcao iterativas

sobre a analise. Desse modo, o sistema apresentado na Eq. (5.6) é ndo-linear, uma vez que o

COD depende de p, e vice-versa. Assim, sao utilizadas duas técnicas para sua resolugéo: o

Operador Constante (OC) e o Operador Tangente (OT).
Conforme apresentado no Capitulo 2, as forcas de superficie tangenciais atuam
enquanto a fissura € ficticia. Quando a forca de superficie normal atinge um valor em que se

considera que a fissura ficticia passa a ser fissura real, as forcas tangenciais sdo reaplicadas

como excedentes, de modo que seja obtido um estado de tensdes tangenciais nulo.

5.2. Operador Constante

A técnica de resolucdo do sistema nédo-linear pelo OC consiste na reaplicacdo dos

excedentes de forca de superficie na estrutura, de modo a promover a abertura da fissura
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coesiva. Dessa forma, a solugéo final obtida pelo OC € igual a etapa de previséo elastica somada
a todas as etapas de correcdo. Destaca-se também que o algoritmo OC ndo promove alteracdes
no sistema de equacdes inicial, isto é, utiliza a rigidez inicial da estrutura na busca pela solucéo.
Portanto, esse operador recebe esse nome porque todas as matrizes de influéncia séo mantidas

inalteradas durante o processo de solucdo ndo-linear.

O procedimento via OC se inicia pela aplicagcdo das condi¢des de contorno prescritas
supondo que a resposta da estrutura seja linear elastica e com a fissura completamente fechada,

isto &, COD, CSD e CSD nulos. Com isso, o sistema convencional do MEC é utilizado, e sdo
obtidos 0s campos mecanicos de resposta na etapa de previsao u® e p'” . Em seguida, cada

forca de superficie normal é comparada com a forca de superficie admissivel dada pela lei

coesiva. No caso de COD =0, a forga admissivel é a resisténcia a tragédo do material f.. No

caso de a forca atuante exceder o limite do material, o ponto correspondente faz parte da
interface coesiva. Desse modo, esse ponto possui um excedente de forca de superficie,
calculado pela Eq. (5.7). Assim, é necessario recorrer ao procedimento iterativo até que o

excedente seja nulo, situacdo em que a configuragdo de equilibrio € atingida. Para tanto, numa

dada iteracdo i, a forca de superficie normal Apj“m é calculada a partir de pfyi‘l) e de
p, (COD“‘”). Essa forga desequilibrada € aplicada na interface coesiva, de modo a promover

a abertura da fissura, conforme a Eq. (5.8). Quando ocorre a aplicacdo do excedente de forca
de superficie, os pares de nos da interface coesiva sao desconectados. Ou seja, sobre 0s nos da
interface coesiva previamente conectados ndo sdo mais aplicadas as condigdes de

compatibilidade associadas a técnica de sub-regides.

Heou™ +(Hy, —Hy Jous,” +(Hy = Hi )sug® +(Hg + HY ) ouy

~HJscob" - HjscsD" + HlsCTD" = (5.8)
G P +G4ops" +G45py" + G Py +Giop," + (G, + Gy, ) Apy

en n

Os pontos que possuem condi¢cdo de contorno em deslocamento no problema original
sdo considerados com deslocamento prescrito nulo na Eqg. (5.8), uma vez que a contribuicdo
dos deslocamentos impostos ja foi computada na previsdo elastica. Os campos mecanicos
obtidos pela etapa de correcdo sdo acumulados a previsdo elastica em cada iteracéo, e a forca

de superficie normal a interface coesiva € atualizada. Com isso, a forca de superficie normal

exc(i+1)
n

excedente utilizada na iteragdo seguinte Ap é calculada comuso da Eqg. (5.7). Assim, como
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usual na anélise ndo-linear, a resposta mecanica é obtida por meio da superposicao de variaces
das grandezas mecanicas envolvidas. Além disso, os nos da interface de propagacéo da fissura
que sdo presumidamente elasticos também podem passar para 0 regime coesivo durante as

etapas de correcéo.

A busca pelo atendimento da lei coesiva é efetuada em todos o0s nés da interface coesiva
simultaneamente. Dessa forma, o critério de convergéncia, isto €, a definicao de Apf’xC =0,é

efetuada sobre a norma do vetor de forcas de superficie desequilibrado. Assim, a analise é

exc

finalizada quando HAp H<to| em que tol é uma tolerancia estabelecida.

Graficamente, a solugdo do problema nédo-linear pelo OC pode ser representada pela
Figura 5-1.
Figura 5-1 — Representacgdo gréafica do OC.
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>

cop9lcop® cop® COD,,

FONTE: Autor.
Com base na Figura 5-1, considera-se um ponto na interface em que a previsao elastica

da forca de superficie pff) é superior ao limite elastico f, (ponto A). Assim, o procedimento
iterativo é necessario. Calcula-se o primeiro excedente de forca de superficie Ap;“(l), que €

aplicado de modo a promover a abertura da fissura até o valor de cop® (linha BC) no sistema

(5.8), e 0s campos mecanicos da primeira iteracdo sdo acumulados a previsdo elastica. Em

seguida, é calculado o excedente de forca de superficie Ap , a partir da forca de superficie

normal da etapa C e da forca obtida pela lei coesiva p, (COD ) Aplica-se entédo Apexc e 0s

deslocamentos, abertura de fissura e forgas de superficie da segunda iteracdo sdo acumulados a
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exc(3) .

resposta total (linha DE). Por fim, calcula-se o excedente Ap,

Na representacéo

apresentada, considera-se que o terceiro excedente € inferior a tolerdncia adotada, o que

configura a convergéncia da analise e o fim das iteracGes.

E possivel utilizar a estratégia do OC de maneira incremental e iterativa. Assim, a
analise é dividida em incrementos no deslocamento prescrito. Para cada incremento, é efetuada
a andlise coesiva e 0s resultados sdo armazenados. No incremento seguinte, sdo utilizados os
campos mecanicos do incremento anterior, incluindo as aberturas de fissura e estado de tensfes
na interface coesiva. Dessa forma, € possivel obter o comportamento mecénico ao longo da

aplicacdo do deslocamento para a descrigdo da resposta estrutural.

5.3. Operador Tangente

O OT também consiste em uma etapa de previsao elastica e corre¢des. Contudo, esta
técnica faz uso das propriedades da lei coesiva adotada, considerando, assim, a rigidez tangente
da estrutura. Com isso, ocorre uma reducdo da quantidade de iteracbes necessarias para a

convergéncia, tornando o processo iterativo mais eficiente. Para a deducdo do OT, ¢ definida a

fungdo residuo R(X) a partir da Eq. (5.6), obtendo-se:

R(X)=Heu +(Hy, —H, Jug, +(Hg —HJ Jug +(Hg +HY ug
—-H,COD-H_CSD+H,CTD (5.9)
-G° pC _Gdft pdft _Gdfl pdfl _Geft peft _Gefl pefl _(Gdfry +Gf ) pq (COD)

en

Em que X é o vetor associado a todas as variaveis do sistema. Em uma configuragao
de equilibrio, o residuo é nulo. Quando é efetuada a previsdo elastica, ndo é considerado o

comportamento coesivo na interface, e os campos mecanicos sdo calculados pelo MEC
convencional. Assim, o residuo R(X(O)) da previsdo é dado por:
R(XT)= HEU (g, ~HE Ju® (Hg =0 (g Hug®

(5.10)
-G° pC(O) _Gdft pdft(O) _Gdfl pde(O) _Geft peft(O) _Gefl pefI(O) _(Gdfr] +Gefr]) pr] (COD(O))

Mas como ¢é utilizado o sistema algébrico do MEC para a previsdo elastica, as parcelas

obtidas dessa previsdo possuem soma igual a zero. Logo, tem-se:
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chc(O)_’_(Hc'f”_He]])ud” (del H )udl +(det+H )udt

¢ ~c(0) f£(0) . . ) (5.11)
~Gp™” =Gy py” —Gy pdl _Get pet _Gel pel _<Gd7]+Ger7)p77 =0

Ao se relacionar a forca de superficie normal elastica pfyo) com a forca de superficie

exc 1

obtida pelo modelo coesivo, o excedente Ap, é determinado, conforme a Eq. (5.7).

Substituindo Apflm(l) e a Eg. (5.11) na Eq. (5.10), obtém-se a parcela do residuo devido a

previsao elastica para 0 comportamento coesivo da estrutura, escrita como:
0 1
R(X®)=~(G4, +Gy, ) Apy? (5.12)

Considerando que o residuo possui variagdo suave em sua vizinhanga, R(X) pode ser
expandido em Série de Taylor. Truncando a expressdao no termo de primeira ordem, o

incremento & X é obtido na tentativa de anular o residuo. Assim, o residuo é reescrito como:

R(X +5X)=R(X)+ 2—§5x 0

s e (Hl, - )oul, + (M - HE ) (Hg + M o,
(5.13)

en

d
| Ha, = (G4, +G4) ) s P 5COD-H/sCSD+H/6CTD =
"/ 5COD
G 5p +C;dtgpdt+cadl5pdl-’_G 5pet+GeI5pel (Gf +Gel7) pEXC

A Eq. (5.13) calcula a variacdo dos campos mecanicos para a busca da configuracao de
equilibrio da estrutura, com base no excedente de forcas de superficie existente. Essa expressao
permite a correcao iterativa da analise coesiva. Embora a deducgéo apresentada parta da previséo
elastica, a Eq. (5.13) também ¢é valida entre iteraces, isto é, ao longo da busca pelos campos
mecanicos em conformidade com o comportamento ndo-linear da interface. Nesse cenario,
pode-se relacionar a forca de superficie normal a interface da iteracdo anterior com o excedente

de forca de superficie como:

ApeXC p (COD(I—l) ) _ p(i—l) (5. 14)

n

Assim, a Eq. (5.13) pode ser escrita para uma iteracao i:
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Hesu +(Hy, —H} )ous,” +(Hy —H)ou"” +(Hg + Hy )sug"”
p

f f f n

_[ H., —(Gdn +Ge,,) ZCOD
Geop™ +Guopy + oy +Gaap +Gi8p," + (G, + G, ) Apy!

en

J&COD“) ~H/}!scspY+H/scTDY = (5.15)

copt

O termo dp, /0COD representa a derivada da lei coesiva adotada. Dessa forma, o OT

incorpora as caracteristicas de degradacdo da ZPI na busca da configuracdo equilibrada. Assim,
é possivel constatar uma alteracdo, além das trocas de colunas adotadas, nas matrizes de
influéncia utilizadas pelo MEC. Devido a essa contribui¢do da rigidez tangente, o nimero de
iteracdes necessario para a convergéncia do método é reduzido. Por outro lado, tem-se o esfor¢o

computacional para efetuar as alteragdes sobre as matrizes de influéncia do MEC.

E importante mencionar que a solugio do sistema (5.15) néo retorna a forca de superficie
atualizada na interface coesiva. Dessa forma, € utilizado o sistema convencional do MEC, em
que séo aplicadas as variacOes de deslocamentos calculadas pelo OT para calculo dessas forcas

incognitas. A partir desse resultado, todos os campos mecénicos sdo acumulados, e é efetuada

a verificacdo da convergéncia, analoga a utilizada pelo OC, sobre a norma do vetor Ap;“(i) :

Nesse cenario, é possivel representar graficamente a busca pela resposta do sistema pela
Figura 5-2.
Figura 5-2 — Representacdo grafica do OT.
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CoODO COD,,
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>

FONTE: Autor.
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Na Figura 5-2, a previsdo elastica calcula a forca de superficie normal a interface
coesiva, marcado pelo ponto A. Como tal forca € superior a forca de superficie calculada em
funcdo do COD da tentativa, ha o excedente em forca de superficie, que é aplicado ao OT.
Assim, o sistema (5.15) calcula diretamente o campo de deslocamentos associado ao ponto C,
em que se encontra 0 COD da posi¢do equilibrada. Em seguida, sdo impostos os deslocamentos

prescritos calculados pelo OT no MEC convencional para calculo das forcas da interface.

Quando leis coesivas com derivadas descontinuas sdo utilizadas, como nos casos linear
e bilinear, € necessario adicionar um procedimento de previsao e corre¢do sobre o célculo de
dp,/0COD . O sistema (5.15) utiliza a inclinagéo calculada a partir do COD atual da estrutura.

Assim, a busca pela resposta de equilibrio é efetuada sobre a reta que contém o par

p’xCOD"" com uso de &p, /6COD)|__,., . Contudo, a resposta obtida pode néo pertencer a

essa reta, ja que ha uma descontinuidade na lei coesiva. Com isso, para verificar tal situacéo, o
COD calculado pelo OT é comparado com os limites laterais associados ao trecho considerado.
Se essa resposta estiver contida no trecho, a analise esta correta e ndo necessita correcdo. Caso
contrario, € verificado em qual trecho da lei coesiva a resposta da iteracao tentativa se encontra,

para que seja utilizada a inclinacdo desse novo trecho. Com isso, a iteracdo com

ap,]/OCOD‘COD(H) € descartada e € utilizada a nova tangente. Além disso, € adicionado um

excedente de forca de superficie Ap, associado a projecdo do par pf;‘l)xCOD(i‘l) no outro

trecho da lei coesiva. O procedimento apresentado € ilustrado na Figura 5-3.

Figura 5-3 — Etapa de correcéo para leis coesivas com inclinagdes descontinuas.

cop©®| coD” COD.,,

FONTE: Autor.
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Na Figura 5-3, considera-se que o ponto A foi o nivel de forca de superficie calculado

em um ponto da interface coesiva na previsdo elastica. Assim, o excedente de forca de
superficie Ap;“(l) é aplicado no sistema (5.15), obtendo como resposta o ponto C. Como o

ponto C ndo faz parte do primeiro trecho da lei bilinear, ele ndo é admitido como resposta.

Retorna-se entdo ao ponto B e a proje¢do B’ sobre o segundo trecho deve ser calculada. Assim,

exc(i)

0 excedente associado a projecdo Ap, € utilizado somado a Ap,

no sistema (5.15). Nessa

etapa, considera-se também a tangente do segundo trecho coesivo para calculo da resposta final

correta.

Todos os casos possiveis de alteracdo da inclinacdo da lei coesiva devem ser
considerados para as leis coesivas com descontinuidade de inclinagdo. Assim, deve-se aplicar
0 procedimento de correcdo tanto na abertura da fissura, quanto em casos que a posi¢do de

equilibrio foi ultrapassada, isto ¢, quando o COD calculado for maior que o COD,,. Desse

modo, ha dois casos possiveis que devem ser considerados na hipotese de previsdo e correcao
da tangente para a lei coesiva linear: do trecho descendente para o trecho constante e nulo e sua
respectiva volta. Ja para a lei coesiva bilinear, sdo seis 0s casos: do primeiro trecho para o
segundo, do primeiro trecho para o terceiro, do segundo trecho para o terceiro e a volta de cada

um dos trés citados.

Assim como o0 OC, o OT também pode ser utilizado de maneira incremental e iterativa, ao
se dividir o deslocamento prescrito em incrementos. Desse modo, também é possivel determinar

0S campos mecéanicos ao longo da aplicacdo da condicdo de contorno.

5.4. Exemplos numéricos

A validacdo da estratégia ndo-linear para calculo do comportamento mecéanico de
sistemas estruturais cujo material possui comportamento coesivo na fissuracao é efetuada por
meio de quatro exemplos numéricos. O primeiro exemplo consiste num sélido submetido a
tracdo pura. Sua resposta numérica é confrontada com a solucdo analitica obtida pela Teoria da
Elasticidade. Ja o segundo exemplo representa o ensaio de flexdo em trés pontos de um corpo
de prova de concreto simples. Os resultados obtidos sdo comparados com 0s resultados
numéricos de Saleh (1997), em que analises com modelos planos foram efetuadas. O terceiro
exemplo avalia a propagacdo de duas fissuras em modo misto I-l1l. Este exemplo foi

desenvolvido numericamente com analises bidimensionais, em que Carpinteri (1994) o
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resolveu pelo MEF enquanto Saleh e Aliabadi (1995) utilizaram o MEC. Por fim, o quarto
exemplo é um corpo de prova de concreto simples com um entalhe inicial e submetido a torgéo.
A resposta obtida pelo MEC 3D ¢é comparada com 0s resultados experimentais auferidos por
Brokenshire (1996).

Os dois operadores apresentados sdo comparados em termos de nimero de iteraces
totais, em cada um dos quatro exemplos desenvolvidos. E importante ressaltar, contudo, que
essa comparacdo ndo é efetuada no &mbito de tempo de processamento computacional, uma

vez que ndo é objetivo deste trabalho a programacdo otimizada dos dois operadores.

5.4.1. Exemplo 5.1: Sélido submetido a tracao pura

O primeiro exemplo trata da analise da fratura de um sdlido prismatico submetido a
tracdo uniforme. A solicitacdo é aplicada como deslocamento prescrito, com valor 2.10~2m,
em 100 incrementos. A Figura 5-4 apresenta a geometria e condi¢cbes de contorno deste
exemplo, bem como a interface coesiva, representada pela regido hachurada.

Figura 5-4 — Geometria e condic¢des de contorno do exemplo 5.1.
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FONTE: Autor.

As propriedades do material sdo: Mddulo de Elasticidade Longitudinal E =
30.10%kPa, coeficiente de Poisson v = 0,0, limite a tracdo f = 3000kPa e energia de fratura
G, = 15,0kN/m.

A malha utilizada para a analise possui 108 pontos de colocacdo e 48 elementos de
contorno quadrilaterais lineares, conforme Figura 5-5. A malha utilizada ja conduziu a
resultados satisfatdrios, uma vez que 0s campos mecanicos possuem comportamento linear ao
longo do eixo x;, ndo sendo necessaria uma analise de convergéncia. Destaca-se que a malha
apresentada indica a posicdo dos pontos de colocagdo, e, devido a isso, sdo perceptiveis as

descontinuidades dos elementos de contorno.
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Figura 5-5 — Malha adotada para exemplo 5.1 pelo MEC convencional.

FONTE: Autor.

As leis coesivas linear, bilinear e exponencial sdo utilizadas para representar o
comportamento coesivo da interface. Sao utilizadas as técnicas OC e OT. A tolerancia
estabelecida para parada da analise em cada incremento é de 10~3 kPa. Assim, a Figura 5-6
apresenta o grafico que relaciona o deslocamento aplicado e a for¢a de superficie no ponto de
colocagdo em destaque na Figura 5-5, localizado no centro da interface coesiva. O tempo de

processamento deste exemplo é de cerca de 5 segundos, independente da escolha de lei coesiva

e operador.
Figura 5-6 — Forca de superficie na interface coesiva versus deslocamento aplicado para exemplo 5.1.
3 B Linear OC
Linear OT

— Linear Analitica
® Bilinear OC
Bilinear OT

Bilinear Analitica
¢ Exponencial OC
Exponencial OT
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FONTE: Autor.
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Os resultados apresentados na Figura 5-6 comprovam a precisdo das estratégias
implementadas para representar o0 comportamento coesivo na interface. Destaca-se que os dois
operadores apresentaram respostas muito proximas em cada incremento, com uma diferenca

percentual relativa de no maximo 0,01%.

Além disso, o MEC é capaz de representar 0 movimento de corpo rigido que ocorre
quando ha a separacdo total entre as duas sub-regides do sélido. Nesse cenario, € possivel
afirmar que o comportamento do colapso mecéanico € adequadamente representado pela
formulacdo implementada. Para ilustrd-lo, a Figura 5-7 apresenta o resultado do dltimo
incremento de deslocamento prescrito aplicado considerando a lei coesiva linear e 0 OC.

Figura 5-7 — Campo de deslocamentos orientados na direcdo x; do exemplo 5.1.
2.000E-02
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I 2.222E-03
-1.487E-17

FONTE: Autor.
A quantidade acumulada de iteraces utilizadas pelos dois operadores também é

comparada. Esta andlise, considerando as trés leis coesivas, € apresentada na Figura 5-8.
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Figura 5-8 — Comparacdo entre niamero de iteracdes utilizadas no exemplo 5.1.
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FONTE: Autor.
A partir dos resultados apresentados na Figura 5-8, constata-se que em todos 0s casos 0
OT requer uma quantidade menor de iteragdes em relagdo ao OC. A razdo entre 0 numero de
iteracOes de cada operador é menor para a lei coesiva bilinear, com o OT utilizando 25% do
total de iteracGes do OC. Ja para a lei coesiva linear, essa relagéo é de 34%. Por fim, para a lei
coesiva exponencial, o OT utiliza 47% do numero de iteracdes do OC dessa lei. Assim, é
constatada uma maior eficiéncia do OT em relacdo ao OC em relacdo ao nimero de iteracoes

para a busca da posicédo de equilibrio.

E analisada também a formulacdo coesiva considerando os enriquecimentos de apoio
concentrados. Para isso, € utilizada a malha apresentada na Figura 5-9, com 129 pontos de
colocacéo e 53 elementos de contorno quadrilaterais lineares.

Figura 5-9 — Malha utilizada para analise coesiva pelo MECE.

FONTE: Autor.
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Os deslocamentos prescritos na diregdo x, sdo aplicados de maneira concentrada em 4
pontos dispostos no elemento central da face da direita, distantes 0,1 entre si nas diregdes x, e
X,, conforme Figura 5-10. Além disso, sdo prescritos como nulos os deslocamentos nas demais

direcOes, de forma tradicional.
Figura 5-10 — Disposicdo dos deslocamentos prescritos enriquecidos.
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FONTE: Autor.
Nesse cendrio, a Figura 5-11 apresenta os resultados da forca de superficie calculada na
interface coesiva em funcdo do deslocamento aplicado. O ponto utilizado para a medigdo da
forca normal possui mesma posicédo que o utilizado pelo MEC convencional, em vermelho na

Figura 5-5.
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Figura 5-11 — Forca de superficie versus deslocamento prescrito pelo MEC enriquecido.
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FONTE: Autor.

De posse dos resultados apresentados, € possivel constatar que a formulagéo enriquecida

foi adequadamente incorporada ao procedimento ndo-linear de analise de fratura coesiva.

5.4.2. Exemplo 5.2: Ensaio de flexdo em trés pontos

O segundo exemplo trata da analise da fratura de uma viga de concreto simples
submetida ao ensaio de flexdo em trés pontos. A geometria e as condi¢cdes de contorno deste
exemplo séo ilustradas na Figura 5-12. A aplicacdo de deslocamentos prescritos € efetuada de
duas maneiras: convencional e via enriquecimentos concentrados apresentados no Capitulo 4.
Este exemplo foi estudado numericamente por Saleh (1997), em que os dados de referéncia séo

adotados, assim como 0s parametros descritos. A espessura € adotada como 1,0m pois as

analises numéricas em modelos planos disponiveis na literatura utilizam a espessura unitaria.
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Figura 5-12 — Geometria e condi¢Ges de contorno do exemplo 5.2.
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FONTE: Autor.
A interface coesiva € indicada como hachurada em azul na Figura 5-12. J& a face

hachurada em vermelho representa o entalhe inicial, com comprimento 0,05m na direcéo x,.
As propriedades do material sdo: Mddulo de Elasticidade Longitudinal E = 30.10°kPa,
coeficiente de Poisson v = 0,15, limite a tracdo f; = 3000kPa e energia de fratura G, =
75,0N /m. Sobre o entalhe inicial ndo séo aplicadas as condi¢des de compatibilidade associadas
a técnica de sub-regides. O deslocamento prescrito é aplicado em 24 incrementos, com valor
final de 2.107*m.

As leis coesivas adotadas para este exemplo séo a linear, bilinear e exponencial. S&o
utilizados 0 OC e o OT para calculo da configuracdo de equilibrio em cada incremento de

deslocamento prescrito. Em ambas as estratégias, € utilizada a tolerancia de 10~3kPa.

O primeiro modelo em MEC utilizado aplica as condi¢fes de contorno prescritas de
maneira tradicional, isto €, sobre os pontos de colocacdo. Na linha verde tracejada da esquerda,
X, =0,0m, os deslocamentos s&o impedidos nas trés direces, enquanto que na linha verde
tracejada da direita, x, =0,8m, apenas a direcdo X, é restringida. Essas condi¢des de contorno
sdo aplicadas ao longo de uma faixa de 0,001m. A malha adotada, indicada na Figura 5-13,

possui 9.215 pontos de colocacdo e 6.704 elementos quadrilaterais lineares. Com a malha

indicada, o tempo de processamento foi de cerca de duas horas para a lei coesiva linear e 0 OC.
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Figura 5-13 — Malha utilizada para exemplo 5.2, com deslocamentos prescritos de maneira tradicional.

FONTE: Autor.

A discretizagdo da interface coesiva e efetuada conforme Figura 5-14, em que o entalhe
inicial € indicado como um elemento Unico meramente ilustrativo abaixo da referida interface.
S&o utilizados, em cada lado da interface, 1.008 pontos de colocacdo e 252 elementos de
contorno quadrilaterais lineares descontinuos.

Figura 5-14 — Interface coesiva do exemplo 5.2, com deslocamentos prescritos de maneira tradicional.
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FONTE: Autor

O campo de deslocamentos orientados na direcdo X, € apresentado na Figura 5-15. Este

resultado foi obtido por meio da lei coesiva bilinear e 0 OT para a aplicacdo da totalidade do
deslocamento prescrito. E importante mencionar que o comportamento mecanico observado é
coerente com o esperado. Além disso, nota-se a pequena extensdo da zona conectada ao final

da andlise.
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Figura 5-15 — Deslocamentos orientados na dire¢do X,: MEC convencional, lei bilinear e OT.
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FONTE: Autor.
E efetuada a comparacéo do comportamento estrutural considerando as reagdes de apoio

associadas a aplicacdo dos deslocamentos prescritos. Tais reacfes sao calculadas a partir da
integracdo das forcas de superficie ao longo da regido em que se aplica o deslocamento
prescrito. Os resultados obtidos por Saleh (1997) sdo comparados aos dados calculados por
meio do MEC, a partir do OC e OT e das trés leis coesivas consideradas, e sao apresentados na
Figura 5-16.
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Figura 5-16 — Comparacéo entre referéncia e o MEC convencional.
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FONTE: Autor.

Os resultados apresentados na Figura 5-16 apontam que os operadores OC e OT
obtiveram respostas concordantes em termos de forca aplicada em todos os incrementos, para
todas as leis coesivas. As diferencas percentuais obtidas entre 0 OC e o OT, sdo inferiores a
0,01% paraas leis coesivas linear e bilinear. Para a lei exponencial, a maior diferenca percentual
medida entre 0 OC e 0 OT é de 0,59%, no passo 16. Além disso, nota-se uma excelente
concordancia entre os resultados obtidos pelo MEC 3D e os resultados da referéncia, o que
atesta a precisdo da estratégia implementada. Por fim, é evidente que o codigo foi capaz de

captar adequadamente o comportamento de amolecimento existente neste exemplo.

O numero de iteracOes exigido para cada operador é apresentado na Figura 5-17, para

cada uma das trés leis coesivas.
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Figura 5-17 — Numero de iteracbes do OC e do OT para exemplo 5.2, MEC convencional.
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A partir dos dados apresentados na Figura 5-17, é evidente que o OT promove uma

reducdo drastica no namero de iteragdes em relacdo ao OC. Para a lei coesiva linear, o OT

utiliza 7,0% do numero de iteracdes do OC. Para as leis bilinear e exponencial, a razdo OT/OC

é de, respectivamente, 7,6% e 16,4%. Assim, a lei coesiva linear é a que obtém maior ganho no

total de iteracbes com o OT, seguido da bilinear e da exponencial, diferente do que ocorreu no

exemplo 5.1.

A formulacdo apresentada também permite descrever a integridade na interface coesiva.

Essa grandeza é definida como a razdo entre a forca de superficie atuante na interface, quando

ela esta em regime coesivo, e o limite elastico a tragdo. Caso a interface esteja no regime linear

elastico, assume-se total integridade. Dessa forma, € apresentada a integridade na interface

calculada pelo OC para a lei coesiva exponencial na Figura 5-18.

Figura 5-18 — Integridade da interface coesiva do exemplo 5.2 calculado pelo OC para lei exponencial.
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Destaca-se a representacdo do entalhe inicial com integridade nula em todos os passos.
Além disso, a degradacdo mecanico-material se inicia entre o passo 8 e 0 passo 12. De fato, é
nesse intervalo que se nota o inicio da perda de rigidez da estrutura na resposta da Figura 5-16.

Por fim, do passo 16 em diante, a estrutura ja se comporta no regime de amolecimento.

A estratégia dos enriquecimentos concentrados associada & analise de fratura coesiva €

aplicada neste exemplo. A vinculagdo na direcdo x, € efetuada apenas nos pontos
(0,0005;0,0;0,00167)m e (0,0005;0,0;0,9983 )m. Ao longo das linhas verdes tracejadas

indicadas na Figura 5-12, a condigdo de contorno de deslocamento concentrado é aplicada ao
centro de cada elemento sobre a qual a linha cruza. Os apoios fixos posicionam-se a 5.10~*m
das respectivas extremidades em que estdo posicionados, enquanto que os deslocamentos
prescritos estdo a uma distancia de 1.10™*m da interface coesiva, na face superior da viga. Na

linha verde tracejada da esquerda, x, =0,0m, séo vinculados os deslocamentos nas dire¢des x;
e X,, enquanto que na linha verde tracejada da direita, x, =0,8m, apenas a diregéo X,. €

restringida.

A malha adotada para as analises pelo MECE é apresentada na Figura 5-19. Ela possui
12.815 pontos de colocacdo e 9.404 elementos de contorno quadrilaterais lineares, em que sua
escolha foi efetuada a partir de uma analise prévia de convergéncia dos resultados. A interface
coesiva utilizada possui a mesma discretizacdo da utilizada sem os enriquecimentos, e ja foi

apresentada na Figura 5-14.

Figura 5-19 — Malha adotada para exemplo 5.2 pelo MECE.

FONTE: Autor.

O campo de deslocamentos na direcdo x,, associado ao ultimo incremento de

deslocamento é apresentado na Figura 5-20. E considerada a lei coesiva linear e o OC. Mais
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uma vez, é possivel constatar a boa concordancia entre a resposta obtida e 0 comportamento

esperado.

Figura 5-20 — Deslocamentos orientados na direcdo x, para exemplo 5.2 pelo MECE.
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O gréfico apresentado na Figura 5-21 relaciona o somatério das forcas verticais

calculadas a partir da aplicacdo do deslocamento prescrito em cada incremento. Novamente, 0

resultado é comparado com os dados numéricos de Saleh (1997).

Figura 5-21 — Carregamento total versus deslocamento prescrito para exemplo 5.2 pelo MECE.
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Os resultados apresentados na Figura 5-21 apontam, mais uma vez, excelente
concordancia entre 0 OC e o OT. Isso é provado pelas diferencas percentuais inferiores a 0,01%
para as leis coesivas linear e bilinear. Na lei exponencial, a maior diferenga percentual entre os
operadores ocorre no passo 17, de 0,79%. Por fim, é evidente que o acoplamento entre a
estratégia de enriquecimento e a analise de fratura coesiva foi capaz de captar o comportamento
mecanico deste exemplo, ja que os resultados de referéncia e numérico estdo em adequada

concordancia.

Novamente, é comparado o nimero total de iteragdes entre cada operador, em cada uma
das leis coesivas adotadas. Tais resultados sdo apresentados na Figura 5-22.

Figura 5-22 — Comparacédo do namero de iteracdes entre operadores para o exemplo 5.2 pelo MECE.
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Com base nos resultados apresentados na Figura 5-22, novamente o OT apresenta
reducdo significativa de iteracdes em relacdo ao OC. Para o caso linear, o OT faz uso de 7,7%
do niamero de iteracdes do OC. Essa relacdo € de 7,9% para a lei coesiva bilinear e de 20,9%
para a lei exponencial. Assim, constata-se que os resultados obtidos pelo MECE apontam a
mesma tendéncia que os resultados obtidos pelo MEC convencional, em que a lei linear é a que

possui a maior reducdo, seguida da bilinear e da exponencial.

Por fim, sdo comparados os resultados obtidos entre 0 MEC convencional e o MEC

enriquecido, por meio da Figura 5-23. A comparacéo € efetuada para o OC.
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Figura 5-23 — Comparacéo entre 0 MEC e 0 MEC enriquecido no exemplo 5.2.
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Os resultados da Figura 5-23 apontam uma excelente concordancia entre os resultados
obtidos pelo MEC e pelo MECE, em que os deslocamentos prescritos sao aplicados como
pontuais. Mais uma vez, a formulacéo para propagacédo de fissura em materiais quase-frageis

se mostra satisfatoria acoplada a aplicacdo pontual de condi¢bes de contorno.

5.4.3. Exemplo 5.3: Propaga¢do em modo misto I-11

O terceiro exemplo deste capitulo trata da analise da fratura de um corpo contendo dois
entalhes iniciais, que se propagam em modo misto dadas as solicitacfes aplicadas. Desse modo,
a analise de propagacao de multiplas fissuras é efetuada. A geometria e condicdes de contorno
sdo apresentadas na Figura 5-24, assim como a interface coesiva, em vermelho. Essa interface
foi determinada pelo programa bidimensional do grupo de pesquisa, em que 0S pontos que a

definem s&o apresentados no Apéndice B. O Modulo de Elasticidade é 27GPa, o coeficiente

de Poisson é 0,1, a energia de fratura G_ € 100N/m e limite a tracdo f, =2MPa.
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Figura 5-24 — Geometria e condigfes de contorno do exemplo 5.3
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FONTE: Autor.
O deslocamento prescrito € aplicado ao longo das linhas cinzas indicadas como 1 e 2,

em 24 incrementos, de valor final de 0,12mm, sendo posicionado um apoio concentrado no
centro de cada elemento ao longo da linha. Os apoios s@o aplicados de maneira analoga aos

deslocamentos, ao longo das linhas verdes. O deslocamento na direcdo x, é impedido nos

pontos marcados em amarelo. Além disso, a cota sobre os pontos de deslocamento prescrito

indica o comprimento da faixa que sobre a qual a malha ¢ discretizada de maneira mais refinada.

A malha utilizada para este exemplo é apresentada na Figura 5-25. Ela possui 2.347
pontos de colocacdo e 1.379 elementos de contorno quadrilaterais lineares. Os deslocamentos
sdo prescritos de maneira enriquecida, aplicados um a um no centro de cada elemento ao longo

das faixas apoiadas.
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Malha adotada para exemplo 5.3.
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A Figura 5-26 apresenta a interface coesiva adotada para o exemplo. S&o utilizados 160

pontos de colocacdo em 40 elementos para a representacéo das duas interfaces. O entalhe inicial

e apenas indicado. Destaca-se que ndo e efetuada uma discretizacéao fina ao longo do eixo X,,

devido ao exemplo ser essencialmente bidimensional. S&o utilizados 0 OC e 0 OT para a analise

da fratura coesiva.

Figura 5-26 — Discretizacdo da interface coesiva do exemplo 5.3.

FONTE: Autor.
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O campo de deslocamentos orientados na direcdo x, considerando a totalidade do

deslocamento aplicada € apresentada na Figura 5-27. A lei coesiva considerada € a linear, com
o resultado calculado pelo OT. A deslocada da estrutura é ampliada em 1.000 vezes. O tempo
aproximado para a obtencéo desse resultado foi de 6 minutos.

Figura 5-27 — Deslocamentos orientados na dire¢do X, para exemplo 5.3, lei linear e OT.
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FONTE: Autor.
Este exemplo foi ensaiado experimentalmente por Bocca, Carpinteri e Valente (1990).

Os estudos numéricos desenvolvidos por formulacdes bidimensionais foram efetuados por
Carpinteri (1994), que o resolveu pelo MEF, e por Saleh e Aliabadi (1995), pelo MEC. Contudo,
os dois autores utilizaram apenas a lei coesiva linear. Assim, este trabalho analisa o exemplo
proposto por meio também das leis coesivas bilinear e exponencial, como proposta de
benchmark. A tolerancia adotada sobre a norma do vetor de forca desequilibrado é 10°kPa. A
comparacdo dos resultados € efetuada por meio de grandezas adimensionais, em que 0 eixo das

ordenadas é o deslocamento adimensional J.

adim

calculado por:

6.10°s

adim d

(5.16)

Emque & é o deslocamento prescrito aplicado nos pontos indicados pela Figura 5-24 e

d =0,2m é a altura da viga. O eixo das abcissas é a forca adimensional F,, ., calculada como:

dim ?

F F)1+F)2

=T 5.17
“mfdt (17

Emque P, e P, séo as forgas de reacgéo associadas as vinculagdesem 1 e 2, f. =2MPa

é o limite de resisténcia a tracdo e t =0,2m ¢é a espessura da pega. Dessa forma, os resultados

obtidos s&o confrontados com os calculados por Saleh e Aliabadi (1995) na Figura 5-28.
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Figura 5-28 — Comportamento estrutural do exemplo 5.3 em funcdo das grandezas adimensionais.
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FONTE: Autor.

Com o resultado apresentado na Figura 5-28, nota-se uma excelente concordancia entre
o regime linear elastico obtido neste trabalho e a referéncia. Quanto ao comportamento de
amolecimento, a resposta obtida pela lei coesiva linear ¢ a que mais se assemelha ao
comportamento calculado pela referéncia, uma vez que esta é a lei coesiva utilizada por Saleh
e Aliabadi (1995). Por outro lado, a carga de pico € ligeiramente inferior, assim como o
resultado pds-pico. As demais leis coesivas apresentam uma carga de pico inferior, e uma perda
de rigidez mais abrupta logo ap0s a carga de pico. Por outro lado, a medida que a analise vai se
aproximando do fim, é percebido que as leis bilinear e exponencial se aproximam da resposta

de referéncia.

A diferenca percentual entre 0 OC e OT para a lei coesiva linear € maxima no
incremento 19, sendo de 0,61%. Para a lei coesiva bilinear, a diferenca maxima é de 0,55%,
referente aos incrementos 16 e 18. Ja para a lei exponencial, a diferenga maxima é de 0,91% no
passo 16. Apesar dessa pequena discordancia entre as respostas, 0 comportamento estrutural é
semelhante entre 0 OC e 0 OT. Portanto, é possivel afirmar que a formulacéo é capaz de simular

a evolucdo da degradacdo em modo misto I-11 e com multiplas fissuras.

O namero de iteracBes entre os dois operadores € apresentado na Figura 5-29.
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Figura 5-29 — Comparacao entre o nimero de iteracoes do exemplo 5.3.
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FONTE: Autor.
Novamente uma nitida reducdo no nimero de iteracdes é observada entre 0 OC e 0 OT.
A razdo OT/OC ¢é de 15%, 14% e 18% para as leis coesivas linear, bilinear e exponencial,
respectivamente. Nota-se que a ordem da maior para a menor reducdo se mantém analoga ao

exemplo 5.1.

Por fim, é apresentada a integridade da interface coesiva nos passos 14 e 15, de acordo
com a Figura 5-30. Sao utilizadas as respostas obtidas para a lei coesiva bilinear e 0 OC. Esses
passos sdo escolhidos pois 0 passo 14 representa o ponto imediatamente antes da queda brusca
da curva para a referida lei. Dessa forma, busca-se analisar a influéncia da degradacdo na

resposta global.

Figura 5-30 — Integridade da interface coesiva nos passos 14 e 15, lei bilinear e OC.
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FONTE: Autor.
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Constata-se, por meio da Figura 5-30, que a extensdo da zona de processos &
significativamente aumentada do passo 14 para o 15. Assim, torna-se evidente a relagéo entre

a degradacdo na interface coesiva e a perda abrupta de rigidez da estrutura.

5.4.4. Exemplo 5.4: Torcéo em corpo de prova de concreto simples

O quarto exemplo deste capitulo trata da analise de fratura de um corpo de prova de
concreto simples com um entalhe inicial submetido a tor¢do. De acordo com a geometria e
condi¢des de contorno apresentadas na Figura 5-31, é evidente que 0 comportamento mecanico
desse exemplo é essencialmente tridimensional. Este exemplo foi estudado experimentalmente
por Brokenshire (1996). E utilizada uma luva ao redor do concreto, de modo a aplicar a torgéo
no corpo de prova prismatico. O Mddulo de Elasticidade e coeficiente de Poisson do concreto

sdo, respectivamente, E, =35GPa e v, =0,2. Ja para a luva e considerado E, =200GPa e

v, =0,3.

Figura 5-31 — Geometria e condi¢Ges de contorno do exemplo 5.4.
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A anélise ¢ efetuada por controle de deslocamento, em que o valor resultante de 0,8mm

é aplicado em 16 incrementos. Todas as condi¢cdes de contorno séo aplicadas como pontuais. A
posi¢do em que o deslocamento é aplicado coincide com a origem, sendo que os deslocamentos

orientados nas dire¢des x, e x, sdo impedidos neste ponto. Além disso, o apoio da coordenada
(0,25;0;0) prescreve todos os deslocamentos como nulos. Ja os apoios localizados em

(0,0;0,0;0,425) e (0,25;0,0;0,425) estdo associados apenas & dire¢éo X, .

E utilizada a malha em elementos de contorno apresentada na Figura 5-32, com 7.430
pontos de colocacdo e 2.592 elementos quadrilaterais lineares. A malha adotada é definida a
partir de um processo de calibracdo numérica, tomando como referéncia o trecho linear elastico
do resultado experimental. S&o consideradas seis sub-regides: quatro para o concreto simples e
duas para as luvas. O trecho em que ocorre o contato concreto-luva é definido como uma sub-
dominio, totalizando duas sub-regides, uma em cada extremidade. Além disso, ha duas sub-
regibes de concreto ndo conectadas as luvas, para que seja possivel introduzir o caminho de
propagacao da fissura.

Figura 5-32 — Malha utilizada no exemplo 5.4.

an
iy by
i -ﬁ%
éf““-x__:g ‘\4
S ) = S
éia?é EE:D—Q_::Z ‘ “: %,“ﬂ:
%ﬂéw St Pl A T
< " T
i o | - ‘ ‘." ny :
; ) |
I%-‘! e gl

!
Ny
.
H
!
/
I |
Y AN

A

T i
o I|’\.I'I'II|'\."."."\

T T

!

7

L AT

TR ,
i 1
L4 ronfill el
2 I
1 [ e ""‘ir il iy l,
] S
lingy 2!~
R
0 e g MR
e e e ) RS B
sa-‘%:ﬂ S
===
7

FONTE: Autor.



155

Dado que ndo foram encontrados resultados na literatura que descrevessem a posi¢ao
da interface coesiva, ela teve de ser estimada. Para tanto, a configuracdo fissurada para a face
inferior do sdlido foi extraida de Gasser e Holzapfel (2006), e foi adotado um caminho de
propagacdo partindo do entalhe inicial até essa fissura. O resultado desse procedimento resulta
em superficies planas, cujas coordenadas sdo apresentadas no Apéndice B. A discretizacdo de
uma das faces da interface coesiva possui 2.928 pontos de colocagdo e 782 elementos de
contorno quadrilaterais lineares, e € apresentada na Figura 5-33.

Figura 5-33 — Discretizagdo da interface coesiva adotada.
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FONTE: Autor.
De modo a obter um comportamento similar ao observado experimentalmente, foi
necessario utilizar valores de energia de fratura e resisténcia limite a tracdo de, respectivamente,

120N/m e 1600kPa . Embora os valores utilizados sejam diferentes dos parametros utilizados

por outros autores, o objetivo deste exemplo € alcancado ao se representar 0 comportamento
mecanico da propagacdo da fratura coesiva em um problema essencialmente tridimensional.
Nesse contexto, a determinacdo dos campos mecanicos deste exemplo é efetuada com as trés

leis coesivas e com 0 OC e 0 OT. O critério de convergéncia sobre a norma do vetor de forcas
excedentes é de 10°kPa. Assim, o campo de deslocamentos orientados na diregéo x, associado
ao Ultimo incremento aplicado, calculado pelo OC e com a lei coesiva linear, é apresentado na

Figura 5-34, ampliado em 100 vezes. Esse resultado foi obtido em uma analise com tempo

aproximado de uma hora e trinta minutos. E apresentada em linha preta a malha indeformada.
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Figura 5-34 — Configuracéo final do exemplo 5.4 considerando lei coesiva linear e OC.
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FONTE: Autor.
E possivel constatar que ocorre um deslocamento horizontal na regido apoiada. Além

disso, nota-se um comportamento mecanico global condizente com a solicitacdo aplicada.

Para confrontar as respostas obtidas com os dados da literatura, sdo utilizados como
grandezas nos eixos cartesianos a reacdo de apoio no apoio com deslocamento prescrito e a
abertura de fissura normal entre os pontos A e B da Figura 5-32. Os resultados deste trabalho
sdo comparados com os resultados experimentais de Brokenshire (1996), e apresentados na
Figura 5-35.
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Figura 5-35 — Resposta estrutural do exemplo 5.4.
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FONTE: Autor.

Com base nos resultados observados, nota-se uma excelente concordancia entre o
modelo em MEC e o resultado experimental no regime linear elastico. Além disso, a carga de
pico calculada assume valor proximo a referéncia para a lei coesiva linear, enquanto que as leis
coesivas bilinear e exponencial obtém resultados menores. Quanto ao amolecimento, é possivel
notar que a resposta obtida pela lei linear se encontra ligeiramente acima da referéncia,

enquanto que as demais leis demonstram respostas de menor valor.

Na sequéncia é efetuada a comparacdo do numero de iteracGes de cada operador para

este exemplo, conforme a Figura 5-36.
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Figura 5-36 — Comparacao entre o numero de iteracdes do OC e do OT.
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FONTE: Autor.

De posse dos resultados apresentados na Figura 5-36, € calculada a razdo entre 0 nimero
de iteracBes do OT e do OC. Assim, para a lei linear esse valor é de 39%, para a lei bilinear é
de 35% e para a lei exponencial é de 42%. Constata-se que a maior reducdo percentual ocorre
na lei bilinear, seguida da lei linear e da exponencial, analogamente ao exemplo 5.1. Além
disso, é possivel perceber que a reducdo percentual, em geral, é inferior neste exemplo em
comparagdo aos demais.

A integridade da interface coesiva é apresentada na Figura 5-37 para quatro passos: 4,
8, 12 e 16, considerando a lei coesiva linear e 0 OT.

Figura 5-37 — Integridade da interface coesiva, exemplo 5.4.
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E possivel constatar que a zona de processos admite comprimento consideravel do passo
8 ao passo 12, mesmo intervalo em que o amolecimento da resposta se inicia. No passo 12,
metade da interface faz parte da ZPI, enquanto que no passo 16 ja é nitida a presenca da fissura

real.

Por fim, a formulacdo desenvolvida para analise coesiva de materiais quase-frageis
também se mostrou eficiente na representacdo mecanica de um problema essencialmente
tridimensional. A carga de pico pdde ser adequadamente calculada, assim como o

comportamento p6s-pico, de amolecimento.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

6.1. Conclusotes

Este trabalho utilizou o Método dos Elementos de Contorno em sua abordagem
tridimensional para problemas elastoestaticos e da mecénica da fratura, com énfase na
proposicdo de formulagdes enriquecidas para o tratamento das condi¢des de contorno. Nesse
contexto, o comportamento mecanico de sélidos foi analisado, considerando a elasticidade
linear, a MFEL e a MFNL. Dessa forma, foi possivel estender o escopo de funcionalidades do
MEC tridimensional por meio dos enriquecimentos propostos e aplica-los de maneira robusta

a problemas complexos de engenharia.

A énfase deste trabalho, no @mbito do MEC enriquecido, foi permitir a aplicacdo de
condicdes de contorno pontuais e distribuidas ndo-coincidentes & malha. Para a primeira, foi
utilizada como enriquecimento a funcdo Delta de Dirac, enquanto que para a segunda foi
utilizada uma proposta distribuida ao longo da area solicitada. O campo mecanico enriquecido
foi o de forcas de superficie, enquanto que, para a imposi¢do de deslocamentos prescritos, o
acréscimo de equacOes ao sistema tornou-se necessario. Tais equacles estdo associadas a
condicdo de compatibilidade introduzida pelos apoios vinculados. Assim, foi possivel
acrescentar ao MEC tridimensional a consideracéo de forcas e apoios concentrados. Além disso,
é eliminado o uso de elementos de pequenas dimensdes, que podem comprometer o
condicionamento do sistema algébrico final. Quanto a aplicacdo de vinculagdes distribuidas, a
vantagem esta associada a construcdo da malha poder se tornar independente a regido apoiada.
Dessa forma, a elaboracdo dos modelos geométricos em CAD dos sélidos estudados passa a
dispensar o conhecimento prévio das regides vinculadas, o que configura uma vantagem. As
estratégias de enriquecimento foram propostas no contexto da MFEL, em que os solidos
fraturados foram numericamente avaliados por meio do MEC Dual. Para tanto, as equacdes
integrais em deslocamentos e forcas de superficie receberam as contribuicdes do
enriquecimento, tendo sido tratadas as singularidades associadas. Assim, a influéncia das
fissuras pdde ser adequadamente representada. Os exemplos numéricos foram confrontados
com referéncias calculadas por meio do MEF ou por dados obtidos da literatura, e a precisdo

das formulac6es desenvolvidas foi garantida.

Em sintese, é possivel constatar a robustez das técnicas propostas para a consideracao

de condigdes de contorno pontuais e distribuidas ndo-coincidentes & malha. No entanto, é
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necessario destacar uma limitacdo encontrada. A aplicacdo de forgas ou apoios concentrados
ndo pode ser efetuada sobre o ponto de colocagédo, dada a natureza singular das solucdes
fundamentais. Nesse cenério, a alteracdo da malha ou a utilizacdo de elementos descontinuos

de aresta surgem como alternativas.

No ambito da MFNL, este trabalho lancou mao do modelo de fissura ficticia para a
analise mecanica de materiais quase-frageis. Para tanto, a degradacdo mecanico-material
existente nesses solidos foi introduzida ao MEC por meio da técnica de sub-regides. Nesse
contexto, o caminho de propagacdo € previamente informado, e as ndo-linearidades fisicas
associadas a evolucdo da fissuragdo sao restritas a essa interface. As leis coesivas linear, bilinear
e exponencial foram utilizadas para relacionar a forga de superficie normal a interface coesiva
com a abertura da fissura ficticia. Para as dire¢Oes tangenciais, foi considerada a presenca da
forca de superficie até que a abertura da fissura ficticia fosse critica, isto é, quando a fissura se
tornava real. Foram utilizados dois operadores para a resolucdo do problema néo-linear: OC e
OT. O OC considera apenas a rigidez inicial da estrutura na busca da configuragéo de equilibrio,
0 que o torna simples. Contudo, como contraponto sdo necessarias muitas iteracdes ate a
obtencdo da resposta do problema. Diante desse cenario, foi proposta a analise da fratura
coesiva em solidos tridimensionais pelo OT, que incorpora as propriedades de rigidez
degradadas da estrutura, por meio da inclinacdo da lei coesiva. Assim, ocorreu a reducao no
namero de iteragdes necessarias para a busca da configuracdo equilibrada. As formulacdes
desenvolvidas foram aplicadas em exemplos numéricos com solucdo analitica ou resultados
apresentados na literatura. Dessa forma, foi possivel atestar a boa conformidade entre as
respostas pelo MEC tridimensional, além da perceptivel diminui¢do do niamero de iteracdes do
OT em relacdo ao OC. Adicionalmente, o enriquecimento de apoios também foi acoplado a
analise ndo-linear de materiais quase-frageis, sendo utilizado nos exemplos desenvolvidos. As
respostas obtidas confirmam também a validade dos procedimentos ndo-lineares quando ha os

enriquecimentos nas condicdes de contorno.

No entanto, a técnica de sub-regides para problemas de fratura coesiva requer a
imposicao do caminho de propagacdo da fissura. Além disso, as respostas finais sdo sensiveis

a interface coesiva adotada, o que limita a possibilidade de aplicacbes do método.

Diante das limitac6es apresentadas e da possibilidade de expandir o tema abordado neste
trabalho, as sugestdes para trabalhos futuros sdo apresentadas no préximo item. No mais, é
destacado que os tdpicos discutidos nesta pesquisa sdo inovadores e certamente ampliam o

alcance das formulagdes do MEC. Dessa forma, o autor acredita que o desenvolvimento deste
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trabalho foi fundamental para sua evolugdo enquanto pesquisador. Apesar dos diversos

contratempos enfrentados, os resultados evidenciam o éxito da pesquisa efetuada.

6.2. Sugestdes para trabalhos futuros

O MEC tridimensional é uma poderosa ferramenta para analise numérica de sélidos e
sistemas estruturais fraturados ou ndo. No entanto, a montagem das matrizes de influéncia do
método demanda elevado tempo de processamento computacional. Diante desse aspecto,
métodos de aceleracdo como a Aproximacdo Cruzada Adaptativa (ACA) podem ser acoplados
ao cddigo integrado, de modo a otimizar o tempo necessario para obtencdo das respostas.

No contexto das propostas de enriquecimento de condi¢cdes de contorno, a extensao
delas para o MEC isogeométrico é sugerida, uma vez que as curvas NURBS e B-Splines
utilizadas representam de maneira exata superficies curvas. Nesse sentido, sdo necessarios
poucos elementos para a descricdo completa da geometria e campos mecanicos. Por outro lado,
€ matematicamente custoso alterar a malha com o objetivo de vincular algumas regifes. Logo,
alem de estender o escopo de aplicacbes do MEC isogeométrico, as técnicas propostas neste

trabalho sdo de grande interesse para reduzir a exigéncia sobre a discretizacdo adotada.

A propagacéo de fissuras no contexto da MFEL também pode ser contemplada pela
aplicacdo das condicdes de contorno por enriquecimentos. Adicionalmente, a anélise de fadiga
em materiais ducteis considerando vinculaces pontuais também se mostra como uma proposta

interessante de trabalho futuro.

Além disso, é possivel propor outras estratégias de enriquecimento, partindo das fungdes
discutidas no ambito do MEFG. Desse modo, novas funcionalidades podem ser acrescidas ao
MEC, tornando-o ainda mais completo na analise mecénica dos materiais. Além disso,
estratégias alternativas para a consideracdo de condi¢bes de contorno concentradas e

distribuidas ndo-coincidentes podem ser de grande interesse para a comunidade.

No contexto da representacdo do colapso mecanico de materiais quase-frageis, a
utilizacdo do MEC Dual surge como uma proposta. Assim, a0 passo que ocorre a propagacao
automatica da fissura, as etapas de correcdo sobre a fissura sdo aplicadas. Esta analise ja foi
efetuada em andlises planas com Leonel e Venturini (2010). Contudo, deve-se destacar a

necessidade de algoritmos de remalhamento quando a fissura intercepta o contorno externo.
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A formulacdo apresentada possui dificil convergéncia em problemas com instabilidade
do tipo snap-back. Nesse cenario, estratégias como o controle de comprimento da fissura,
explorada para dominios bidimensionais em Saleh e Aliabadi (1995), podem ser extrapoladas
para formulacgdes tridimensionais. Outra alternativa é a utilizacdo da estratégia de comprimento

de arco.

E sugerida também a representac&o do colapso mecanico do concreto armado por meio
das técnicas ndo-lineares para fratura coesiva. Nesse sentido, € necessario incorporar a
influéncia das armaduras no MEC tridimensional, por meio de elementos enrijecedores. Essa
proposta, com o acoplamento MEC/MEC1D foi desenvolvida para meios bidimensionais nio-
homogéneos e reforcados por Rodrigues Neto e Leonel (2019), sem a consideracdo de fissuras.
Assim, por meio da extensdo dos enrijecedores ao MEC 3D em conjunto com as técnicas ndo-
lineares propostas, seria possivel o estudo de geometrias essencialmente tridimensionais

reforgadas, como blocos sobre estacas.

Por fim, é possivel aplicar as formulagdes desenvolvidas para fratura de materiais quase-
frageis a diversos problemas de engenharia. Como exemplo destaca-se a delaminacéo, em que
a separacdo dos materiais constituintes de compositos pode ser representada por leis coesivas.
Outra possibilidade € o estudo de propagacdo em materiais betuminosos, e a influéncia de
solicitacfes dindmicas, comuns para este material quando utilizado para asfalto. Além disso, ha
também a possibilidade de representar mecanicamente problemas de fadiga coesiva, e as

especificidades envolvidas a propagacao de fissuras por fadiga.

O desenvolvimento de alguns dos tdpicos mencionados serd efetuado durante o

doutoramento do autor.
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APENDICE A: FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Este apéndice apresenta os fundamentos da Teoria da Elasticidade mais relevantes para
0 desenvolvimento dessa pesquisa. Tais expressdes sdo fundamentais para o desenvolvimento
da formulagédo do MEC utilizada neste trabalho. Os conceitos e dedugdes aqui apresentados
decorrem de livros como Timoshenko e Goodier (1980), Chou e Pagano (1992), Valliapan
(1981), dentre outros.

Considera-se nessa teoria 0 material com comportamento mecanico elastico. Dessa
forma, tendo um corpo sob um sistema de acfes externas atuantes, ele é elastico quando as
tensdes e deformacdes se tornam nulas com a remocao dessas forcas. Outra hipGtese adotada é
a do meio continuo, ou seja, o corpo é totalmente preenchido por material. Com isso, é possivel
utilizar um elemento de dimensdes infinitesimais para o correto equacionamento dos campos
mecanicos em qualquer parte do dominio. Alem dessas simplificacdes, adota-se também que o
corpo € isotropo, no qual as propriedades elasticas sio as mesmas em todas as direcdes. E
assumido ainda que o corpo se encontra em equilibrio estatico, ou seja, ndo possui aceleracéo

em nenhuma direcéo.

A.l. Estado de tensdo e tensdo de Cauchy

Um corpo (Figura A-1) sob acdo de um sistema de forcas externas F; possui, em seu
dominio, forcas internas. Essas forcas internas derivam da intera¢cdo mutua entre as particulas
presentes no interior do solido diante do carregamento existente. Divide-se este corpo entdo em
duas partes A e B com uma sec¢éo transversal passando sobre elas. Dessa forma, atuam-se sobre
a secdo transversal forcas de interacdo entre as partes, de modo que ambas estejam em
equilibrio. Considera-se entdo que o sistema de forcas atuantes secdo transversal da parte A é
dado por F;, em equilibrio com as forcas externas atuantes sobre ela. Tomando uma area

elementar AA; e avaliando a forca resultante AF; sobre ela, define-se a tensdo como a forca

atuante na area elementar a medida que a area tende a zero, Eq. (A.1).



172

Figura A-1 - Solido qualquer submetido a a¢Ges externas e seccionado.

FONTE: Autor.
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As secdes transversais escolhidas para a analise da forca de superficie podem ser
efetuadas de modo que tais se¢Bes sejam paralelas aos planos formados pelos eixos ortogonais.
Para tanto, € extraido do corpo um volume elementar, de formato cubico, e em equilibrio
(Figura A-2). Com isso, as tensdes calculadas de acordo com essas se¢fes sdo denominadas
componentes de tensdo. Elas possuem dois indices, em que o primeiro indica a direcao do plano
sobre o qual ela esta contida e o segundo indica a direcéo do vetor tensdo. Dessa forma, tensdes
com indices iguais sdo denominadas tensdes normais e tensées com indices diferentes séo

definidas como tensdes de cisalhamento.

Figura A-2 - Estado de tensdo em um ponto.
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FONTE: Andrade (2017).
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Organiza-se, entdo, esse conjunto de tensdes como sendo um tensor de tensdes, de

acordo coma Eq. (A.2).

021 Oz O3 (A.2)

031 032 O33

a=0ij=

011 012 013]

Aplicando-se o equilibrio de momentos no corpo da Figura A-3 em torno de cada um
dos eixos cartesianos representados, verifica-se o Teorema de Cauchy, apresentado na Eq.
(A.3).

Figura A-3 - Equilibrio de momentos do infinitésimo em torno do eixo x;.
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FONTE: Andrade (2017).

O-l'j = O-jl' (A3)

Dessa forma, o estado de tensfes de um ponto possui seis tensdes, e o tensor de tensdes

de Cauchy pode ser representado pela Eq. (A.4).

011 012 033
(A.4)

U:Uij:[UH 022 023
013 023 033

E possivel, entdo, representar as forcas de superficie p; em funcéo do tensor de tensdes
e do vetor normal a superficie da se¢do transversal n;, mostrado na Figura A-4 (representacdo

bidimensional), com base no equilibrio de forcas. Assim, é obtida a Formula de Cauchy,

apresentada na Eq. (A.5).
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Figura A-4 - Forcas de superficie em elemento infinitesimal em plano com versor normal 7.

YOy,
FONTE: Andrade (2017).

bi = 0ijn; (A.5)

Toma-se agora um corpo sob o qual atuam forcas de volume b;. Faz-se, assim, 0
equilibrio em translacéo, ou em forcas, nas trés direcOes existentes. Com isso, obtém-se a Eqg.
(A.6). E importante ressaltar que as forcas de volume ndo sdo utilizadas no equilibrio de

momentos pois elas realizam momento resultante nulo.

A Eq. (A.6) representa a equacdo que governa o Problema do Valor de Contorno (PVC)
da elasticidade linear, e € fundamental para o desenvolvimento do problema elastico pelo MEC.
Para que o PVC seja bem definido, é necessario que as condigdes de contorno sejam conhecidas.
No problema elastico, elas sdo definidas em termos de deslocamentos ou de forc¢as de superficie.
Desse modo, sobre o contorno I, sdo prescritas as condi¢fes de contorno em deslocamentos i,
também conhecidas como condic6es de contorno de Dirichlet ou essenciais. J& sobre o contorno
I, séo prescritas as condi¢Ges de contorno em forgas de superficie p, ou condicdes de contorno
de Neumann, ou ainda naturais. Destaca-se ainda que os contornos I;, e I, séo complementares,

distintos e sua unido forma o contorno completo do sélido T'.

A.2. Estado de deformacbes

Um corpo deforméavel submetido a ac6es externas tais que geram tensdes tende a sofrer
mudancas em sua configuracdo, isto €, alteracdo da forma. Com isso, as partes desse solido
sofrem deslocamento, devido a variacdo da posicdo desses pontos. Desse modo, é possivel
definir uma grandeza relacionada com o deslocamento sofrido e as dimensdes iniciais do corpo:

a deformacao.
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Para que a analise de deformacdes do solido esteja correta, escolhe-se um par tensdo-
deformacdo compativel. Essa proposigdo esta associada ao tipo de tensdo escolhida, a qual é
relacionada ao tipo de deformacéo, de modo que essas duas grandezas sejam um conjugado
energético. Assim, como é escolhida a Tensdo de Cauchy para os problemas da elasticidade
linear, a deformacdo utilizada é a deformacdo linear de engenharia. Para tanto, assume-se a
hipotese de pequenas deformacBes. Dessa forma, a configuracdo inicial e final do corpo se

confundem.

Toma-se como exemplo um infinitésimo do corpo, representado na Figura A-5, e fora
de escala para que seja possivel visualizar os deslocamentos sofridos. E aplicado um campo de
deslocamentos (u4,u,), e € definida a deformacdo longitudinal como sendo a razdo entre a
variacdo do comprimento do solido pelo comprimento original, em uma determinada direcéo.
Para a diregdo 1, por exemplo, tem-se a Eq. (A.7).

Figura A-5 - Deformag&o do elemento infinitesimal de duas dimensdes.

X2
du,
U, + a—xz d.xz
y C
u
: dx,
A dxl B _
| |
ou,

Uy

FONTE: Autor.

ouy
AL]_ dx1 + u1 + a—x_ldxl - ul - dxl aul

(A7)

fn = L, dx; C0xy

A deformacdo distorcional é associada a varia¢do do angulo do Vértice representado na

abordagem infinitesimal, e apresentada na Eq. (A.8).
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ouy oup
_T_ o= dx, dx; dx, dxy _ ouy 4 ou, o tu (A.8)
Y1z 2 dx, dx, dx, 0x, 1.2 21

Ao se aplicar esses dois conceitos para 0s eixos coordenados existentes no espaco
tridimensional, sédo definidas as nove componentes de deformacgdo. Contudo, diante da
definicdo apresentada pela Eq. (A.8), as distor¢des sdo simétricas. Assim, as deformacbes sdo
organizadas no formato de tensor. Para que seja possivel escrever uma Unica relacdo (em
notacdo indicial) para a relacdo deformacdo-deslocamento, tomam-se as semidistorcdes,
calculadas como metade da distor¢do. Assim, o tensor de deformacdes é dado pela pela Eq.
(A.9).

[ Y1z V13

1 5 5

€11 €12 €13 IY12 2 Vil
E=¢j=|%2 €2 &3|= > &2 S| (A.9)

€13 &3 €331 | |

iz Vaz |

> > 33

Por fim, a relacdo entre deformacdes e deslocamentos, conhecida como relagdo de
compatibilidade, € dada pela Eq. (A.10).

g = M (A.10)

A.3. Relacdes constitutivas

As relactes de tensdo e deformacdo abordadas neste apéndice ndao dependem do
comportamento do material utilizado. Contudo, as equacgdes que estabelecem a relacdo entre
essas duas grandezas sao intrinsecamente associadas ao material constituinte. Tais relacfes sao

denominadas Relaces Constitutivas.

Para o problema abordado, serd considerada a relacdo elastico linear entre tensdo e
deformacdo. Essa lei constitutiva é elastica pois, ao se retirar as agdes atuantes, 0 corpo retorna
a configuracdo original. Além disso, como a relacdo entre o aumento de tensdo e o aumento de
deformacdo € constante, a lei utilizada é linear. Essa relacdo elastica linear é denominada Lei

de Hooke. Em notacdo indicial, a Lei de Hooke generalizada pode ser expressa pela Eq. (A.11).

0ij = Cijki€ni (A11)
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Na Eq. (A.11), C;jy, € o tensor de quarta ordem que opera sobre o tensor de deformacdes,
obtendo o tensor de tensdes. Dessa forma, C;j,; € denominado tensor constitutivo elastico. O
tensor inverso ao constitutivo, por sua vez, permite que sejam calculadas as deformac6es com
base no estado de tensdes, denominado tensor de flexibilidade D, j,, mostrado na Eqg. (A.12).
Ambos sdo compostos de termos calculados com base nas constantes elasticas associadas a

parametros como Mddulo de Elasticidade e Coeficiente de Poisson.
&ij = Dyijoij (A.12)

Em teoria, dado que cada indice assume valores de 1 a 3, 0s tensores constitutivo e de
flexibilidade possuiriam 81 termos distintos. Contudo, pela simetria dos tensores de tensdo e de
deformacao, essa quantidade se reduz a 36. E provado, com base em critérios energéticos que
associam tensdes e deformacdes, que o numero de constantes independentes passa de 36 a 21,
para materiais quaisquer. Além disso, considerando materiais isotropos, ha a reducdo dos
termos distintos de 21 para apenas 3 termos distintos. Tais termos sdo dependentes apenas do
Modulo de Elasticidade E e do Coeficiente de Poisson v. Desse modo, equaciona-se a Lei de

Hooke generalizada conforme a Eq. (A.13).
Ojj = Z,ngl'j + Aekk(gij (A13)

A constante u é denominada Médulo de Elasticidade Transversal, obtida conforme a
Eq. (A.14).

E
=— A.l14
=20+ (A4
O termo A € denominado Constante de Lame, apresentado na Eq. (A.15).
E 2
v s (A.15)

A AT od=20) (=20

Por fim, &;; representa a fungdo Delta de Kronecker, que assume valor 1 caso i seja

igual a j e zero, caso contrario.

A.4. Técnica dos Deslocamentos e equacdo de Navier-Cauchy

A Técnica dos Deslocamentos é a estratégia matemética adotada para a resolucdo dos

problemas elasticos quando sdo conhecidos os deslocamentos na superficie do componente
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estudado. Em geral, analisa-se um corpo com dimensdes infinitas com base nessa abordagem.
Desse modo, é possivel deduzir a Solu¢do Fundamental de Kelvin (1848) utilizando a Técnica

dos Deslocamentos.

Em busca de escrever a solugdo em termos de deslocamentos, sdo utilizadas a Lei de
Hooke generalizada (Eg. (A.13)), a relagdo deslocamento-deformacdo (Eq. (A.10)) e o
equilibrio de forcas escrito em tens6es (Eq. (A.6)). A equacdo é definida quando, inicialmente,
a Eqg. (A.10) é substituida na Eq. (A.13). Depois, deriva-se a equacdo resultante em relacdo a
diregdo i, e € aplicado que o divergente das tensdes & também simétrico (o;;; = 0j; ;). Por fim,
a expressdo calculada é substituida na Eq. (A.6), e, portanto, é obtida a Eq. (A.16). O conjunto
de equaces obtido é conhecido como equacgdes de Navier-Cauchy, e representa o equilibrio de

forcas escritos em funcdo dos deslocamentos.

H(ui,jj + uj,ii) + Au;i+b; =0 (A.16)
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APENDICE B: INTERFACE COESIVA DOS EXEMPLOS 5.3 E 5.4

Este apéndice apresenta as informagdes necessarias para a construcéo das interfaces
coesivas dos exemplos 5.3 ¢ 5.4.

B.1. Exemplo 5.3

A interface coesiva utilizada para este exemplo € construida por superficies planas, cujas
informac0es estdo apresentadas na Tabela B-1.

Tabela B-1 — Superficies utilizadas para interface coesiva do exemplo 5.3.

Elemento X y y Elemento X y Z
0,328679 0 0 0,471321 0,199983 0

1 0,322441 0,008366 0 11 0,477559 0,191634 0
0,328679 0 0,2 0,471321 0,199983 0,2

0,322441 0,008366 0,2 0,477559 0,191634 0,2

0,322441 0,008366 0 0,477559 0,191634 0

2 0,324362 0,020079 0 12 0,475638 0,179921 0
0,322441 0,008366 0,2 0,477559 0,191634 0,2

0,324362 0,020079 0,2 0,475638 0,179921 0,2

0,324362 0,020079 0 0,475638 0,179921 0

3 0,326821 0,041813 0 13 0,473179 0,158187 0
0,324362 0,020079 0,2 0,475638 0,179921 0,2

0,326821 0,041813 0,2 0,473179 0,158187 0,2

0,326821 0,041813 0 0,473179 0,158187 0

4 0,330421 0,062749 0 14 0,469579 0,137251 0
0,326821 0,041813 0,2 0,473179 0,158187 0,2

0,330421 0,062749 0,2 0,469579 0,137251 0,2

0,330421 0,062749 0 0,469579 0,137251 0

5 0,335411 0,082106 0 15 0,464589 0,117894 0
0,330421 0,062749 0,2 0,469579 0,137251 0,2

0,335411 0,082106 0,2 0,464589 0,117894 0,2

0,335411 0,082106 0 0,464589 0,117894 0

6 0,343241 0,102507 0 16 0,456759 0,097493 0
0,335411 0,082106 0,2 0,464589 0,117894 0,2

0,343241 0,102507 0,2 0,456759 0,097493 0,2

0,343241 0,102507 0 0,456759 0,097493 0

7 0,353179 0,119829 0 17 0,446821 0,080171 0
0,343241 0,102507 0,2 0,456759 0,097493 0,2

0,353179 0,119829 0,2 0,446821 0,080171 0,2

0,353179 0,119829 0 0,446821 0,080171 0

8 0,367159 0,136606 0 18 0,432841 0,063394 0
0,353179 0,119829 0,2 0,446821 0,080171 0,2

0,367159 0,136606 0,2 0,432841 0,063394 0,2

0,367159 0,136606 0 0,432841 0,063394 0

9 0,382345 0,149568 0 19 0,417655 0,050432 0
0,367159 0,136606 0,2 0,432841 0,063394 0,2

0,382345 0,149568 0,2 0,417655 0,050432 0,2

0,382345 0,149568 0 0,417655 0,050432 0

10 0,4 0,16 0 20 04 0,04 0
0,382345 0,149568 0,2 0,417655 0,050432 0,2

0,4 0,16 0,2 04 0,04 0,2

FONTE: Autor.
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B.1. Exemplo 5.4

Para este exemplo, é apresentada a discretizacdo adotada para a interface coesiva, em
termos dos nds geométricos, na Tabela B-2.

Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.0836781  -0.0081247  0.2618894 00778181  -0.0206247  0.281237
0.0816847  -0.0081247  0.2640126 0.0777287 -0.01875 0.2793481
00794613  -0.0081247  0.2663611 00776435  -0.0168753  0.2774573
0077325  -0.0081247  0.2686047 0.0803987  -0.0206247  0.2785246
0.0752325  -0.0081247  0.2707957 0.0802287 -0.01875 0.2767112
00835162  -0.00625  0.2601682 0.0800667  -0.0168753  0.2748947
00815572  -0.00625  0.2622315 0.0830684  -0.0206247  0.2756793
00793747  -0.00625  0.2645154 00828176  -0.01875  0.2739459
00772795  -0.00625  0.2666987 0.0825784  -0.0168753  0.2722082
0075228  -000625  0.2688319 0.0854393  -0.0206247  0.2730982
0.0833827  -0.0043753  0.2584365 00851204  -0.01875 02714381
0.0814524  -0.0043753  0.2604419 0.084816  -0.0168753  0.2697728
00793038  -0.0043753  0.262664 00861741  -0.0247917  0.2767781
00772423 -0.0043753  0.2647898 0.0836454  -0.0247917  0.2795236
0.0752242  -0.0043753  0.2668672 0.0807895  -0.0247917  0.2825489
0.0752457  -0.0122917 0.275159 0.0780234  -0.0247917  0.2854318
00752392  -0.0104165  0.273196 00753023  -0.0247917  0.2882436
0.0752336  -0.0085414  0.2712321 0.0858404  -0.0229165 0.2751234
00774565  -0.0122917  0.2728274 0.0833832  -0.0229165  0.2777947
00773917  -0.0104165 02709294 0.080612  -0.0229165  0.2807385
00773362  -0.0085414  0.2690278 00779302  -0.0229165  0.2835445
00797115 00122917  0.2704388 0075293  -0.0229165  0.2862814
00795882  -0.0104165  0.2686081 00855113  -0.0210414  0.2734668
00794826  -0.0085414  0.2667704 0083125  -0.0210414  0.2760642
00820544 00122917  0.2679363 0.080437  -0.0210414 02789274
00818722  -0.0104165  0.2661768 00778382  -0.0210414  0.2816566
0.0817162  -0.0085414  0.2644072 0.0752838  -0.0210414  0.2843191
00841489  -0.0122917  0.2656704 0.0753229  -0.0289587  0.2926042
0.083917 -0.0104165 0.2639766 0.0753137  -0.0270835  0.2906419
00837182  -0.0085414  0.2622702 0.0753044  -0.0252084  0.2886797
0.0847505  -0.0164587  0.2694018 0.0782294  -0.0289587  0.2896267
0.0825269  -0.0164587  0.2718214 0.0781375  -0.0270835  0.2877387
0.0800318  -0.0164587  0.2744907 0.0780441  -0.0252084  0.2858512
0.0776251  -0.0164587 0.277037 0.0811809  -0.0289587  0.2865731
0.0752625  -0.0164587  0.2795219 0.0810063  -0.0270835  0.2847615
0.0844652  -0.0145835 0.2677283 0.0808289  -0.0252084  0.2829512
0.0823028  -0.0145835 0.2700778 0.0842236  -0.0289587  0.2833679
0.0798799  -0.0145835  0.2726706 0.0839655 -0.0270835  0.2816371
0.0775453  -0.0145835  0.2751445 0.0837036  -0.0252084  0.2799079
0.0752545  -0.0145835  0.2775588 0.0869101  -0.0289587  0.2804572
0.0842037  -0.0127084  0.2660456 0.0865815  -0.0270835  0.2788002
0.0820975  -0.0127084  0.2683264 0.0862482  -0.0252084  0.2771458
0.0797407  -0.0127084  0.2708451 0.0876054  -0.0331247  0.2841512
0.0774719  -0.0127084  0.2732489 0.0847702  -0.0331247  0.2872235
0.0752472  -0.0127084  0.2755953 0.0815512  -0.0331247  0.2906049
0.0752818  -0.0206247 0.283883 0.0784242  -0.0331247  0.2938254
0.0752729 -0.01875 0.2819203 0.0753424  -0.0331247  0.2969652

0.0752643  -0.0168753  0.2799581 0.087301 -0.03125 0.2824859




Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.0845308 -0.03125 0.285486 0.0824452  -0.0497916  0.3069605
00813892  -0.03125  0.2887889 00788944  -0.0497916  0.3107409
00783389  -0.03125  0.2919352 00753894  -0.0497916  0.314422
00753339  -0.03125  0.295003 00891801  -0.0479163  0.2976119
0.0869821  -0.0293753  0.2808258 0.0860075 -0.0479163  0.3011835
0.0842801  -0.0293753  0.2837528 00823895 -0.0479163  0.305103
00812192  -0.0293753  0.2869758 00788649  -0.0479163  0.3088288
00782496  -0.0293753  0.2900464 00753865 -0.0479163 0312457
0075325  -0.0293753  0.2930403 0.0890661 -0.0460413  0.2958731
00753596  -0.0372917  0.3013272 00859178  -0.0460413  0.2993884
00753522  -0.0354165  0.2993644 0.0823288  -0.0460413  0.3032479
00753443  -0.0335414  0.2974014 0078833  -0.0460413  0.3069176
0.0785957  -0.0372917  0.2980338 00753833  -0.0460413  0.3104927
00785224  -0.0354165  0.2961386 01326489  -0.0495  0.1574137
0.0784425  -0.0335414  0.2942457 0.1330517  -0.0450003 0.1611014
0.0818772  -0.0372917  0.2946544 0.1337182  -0.0400003  0.1650921
00817381  -0.0354165  0.2928294 0.1347005  -0.0350002  0.1689296
00815861  -0.0335414  0.2910089 0.1359043  -0.0300001  0.1726595
0.0852511  -0.0372917  0.2911049 0.1372189 -0.025 0.1763356
0.0850457  -0.0354165  0.289354 01385334  -0.0199999  0.1800118
0.0848217  -0.0335414  0.2876103 0.1397372  -0.0149998  0.1837417
0.0882176  -0.0372917  0.2878784 0.1407196  -0.0099997  0.1875791
0.0879561  -0.0354165  0.2861957 01413861  -0.0049997  0.1915698
0.0876709  -0.0335414  0.2845222 01417889  -0.0005  0.1952567
00887032  -0.0414587  0.2916537 01335797  -0.0495  0.1536657
00856327  -0.0414587  0.2950249 0.1340072  -0.0450003  0.157567
00821358  -0.0414587  0.29873 0.1347151  -0.0400003  0.1617903
00787316  -0.0414587  0.3022555 0.1357583  -0.0350002  0.1658536
00753732 -0.0414587  0.3056913 0.1370368  -0.0300001  0.1698047
00885043  -0.0395835  0.289947 01384328  -0.025  0.1736997
00854764  -0.0395835  0.2932549 01398289  -0.0199999  0.1775948
00820299  -0.0395835  0.2968919 01411073  -0.0149998  0.1815459
0078676  -0.0395835  0.3003536 0.1421505  -0.0099997  0.1856092
00753676  -0.0395835  0.3037272 0.1428584  -0.0049997  0.1898324
00882725  -0.0377084  0.2882535 01432858  -0.0005  0.1937333
00852942  -0.0377084  0.291495 01346973  -0.0495  0.14953
00819064  -0.0377084  0.2950607 0.1351488  -0.0450003  0.1536636
00786111  -0.0377084  0.2984553 0.1358965  -0.0400003  0.1581409
00753611 -0.0377084 03017634 0.1369985  -0.0350002  0.1624526
00753825  -0.0456247  0.3100561 0.138349  -0.0300001  0.1666481
0.0753788 -0.04375 0.3080914 0.1398236 -0.025 0.1707856
0.0753743  -0.0418753  0.3061277 0.1412983  -0.0199999  0.1749231
0.0788254  -0.0456247  0.3064932 0.1426487  -0.0149998  0.1791186
0.0787882 -0.04375 0.3045843 0.1437507  -0.0099997  0.1834303
0.0787428  -0.0418753  0.3026786 0.1444984  -0.0049997  0.1879076
0.0823141  -0.0456247  0.3028361 0.1449497 -0.0005 0.1920409
0.0822434 -0.04375 0.3009846 0.1359071 -0.0495 0.1454302
0.0821571  -0.0418753  0.2991393 0.1363786  -0.0450003  0.1497903
0.0858962  -0.0456247  0.2989901 0.1371596  -0.0400003  0.1545166
0.0857916 -0.04375 0.2972001 0.1383104  -0.0350002  0.1590734
0.0856642  -0.0418753  0.2954194 0.1397207  -0.0300001  0.1635113
0.0890387  -0.0456247  0.2954874 0.1412608 -0.025 0.1678897
0.0889055 -0.04375 0.293755 0.1428008  -0.0199999  0.1722681
0.0887433  -0.0418753  0.2920345 0.1442112  -0.0149998 0.176706
0.089285 -0.0497916 0.299355 0.145362 -0.0099997  0.1812627
0.0860893  -0.0497916  0.3029819 0.1461429  -0.0049997 0.185989

181
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Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.1466141 -0.0005 0.1903491 0.1344947 -0.025 0.1825184
0.1372181 -0.0495 0.1413734 0.1357725 -0.025 0.1795685
0.1377052  -0.0450003  0.1459537 01369528  -0025  0.1769225
0.1385119  -0.0400003  0.1509233 0.1302177  -0.0300001  0.1886615
0.1397008  -0.0350002  0.1557211 01311774  -0.0300001  0.1857661
0.1411578  -0.0300001  0.1603985 01322724  -0.0300001  0.1825558
01427488 0025  0.1650156 0133401  -0.0300001  0.1793534
0.1443398  -0.0199999  0.1696328 0.1345681  -0.0300001  0.17616

0.1457967  -0.0149998  0.1743101 0.1356575  -0.0300001  0.173295
0.1469856  -0.0099997  0.179108 01295513  -0.0350002  0.1861696
01477923  0.0049997  0.1840776 01304012  -0.0350002  0.1830505
01482791  -0.0005  0.1886579 01313802  -0.0350002 0179592
01384972 -0.0495  0.1377673 0.1323996  -0.0350002  0.1761418
0.1389937  -0.0450003  0.1425395 01334652  -0.0350002  0.1727013
0.1398165  -0.0400003  0.1477222 01344712 -0.0350002  0.1696143
01410291  -0.0350002  0.1527328 0.1290075  -0.0400003  0.1836115
0.142515  -0.0300001  0.1576225 0.1297679  -0.0400003  0.1802595
0.1441377 -0.025 0.1624519 0.1306521  -0.0400003  0.1765435
0.1457603  -0.0199999  0.1672812 01315824  -0.0400003  0.1728372
0.1472463  -0.0149998  0.1721709 0.1325653  -0.0400003  0.1691419
0.1484589  -0.0099997  0.1771815 01335032  -0.0400003  0.1658273
0.1492816  -0.0049997  0.1823642 0.1286385  -0.0450003  0.1809586
01497781 -0.0005  0.1871364 01293382  -0.0450003  0.1773611
01334749 00005  0.2037284 01301582  -0.0450003  0.1733744
0134971  -0.0005  0.2022029 0131028  -0.0450003  0.1693999
0.1366335  -0.0005  0.2005081 0.1319547  -0.0450003  0.1654392
01382962  -0.0005  0.1988137 0.1328464  -0.0450003  0.1618886
01399592  -0.0005  0.1971196 01284159  -0.0495 01785119
01414562  -0.0005  0.1955953 01290789  -0.0495  0.1746854
0.1332524  -0.0049997  0.2012816 012986  -0.0495  0.1704467
0.1347117  -0.0049997  0.1995271 01306931  -0.0495  0.1662232
0.1363352  -0.0049997  0.1975804 01315858  -0.0495  0.1620169
0.1379613  -0.0049997  0.1956371 01324495  -00495  0.1582488
0.1395903  -0.0049997  0.1936978 01251302  -0.0495  0.1998845
0.1410593  -0.0049997  0.1919564 01251321  -0.0450003  0.2010351
0.1328834  -0.0099997  0.1986288 0.1251347  -0.0400003  0.2023042
0.134282  -0.0099997  0.1966286 0.1251385  -0.0350002  0.2035593
0.1358413  -0.0099997  0.1944112 01251432  -0.0300001  0.2048046
0.1374069  -0.0099997  0.1921997 01251483  -0.025  0.2060449
0.1389797  -0.0099997  0.189995 01251535  -0.0199999  0.2072852
0.1404025  -0.0099997  0.1880177 01251582  -0.0149998  0.2085304
0.1323396  -0.0149998  0.1960707 0.125162 -0.0099997  0.2097853
0.1336486  -0.0149998  0.1938376 0.1251647  -0.0049997  0.2110542
0.1351133  -0.0149998  0.1913627 0.1251665 -0.0005 0.2122054
0.1365897  -0.0149998 0.188895 0.1256931 -0.0495 0.1960289
0.1380797  -0.0149998  0.1864357 0.1257359  -0.0450003  0.1974146
0.1394345  -0.0149998  0.1842307 0.1258064  -0.0400003  0.1989342
0.1316731  -0.0199999  0.1935788 0.1259105 -0.0350002  0.2004247
0.1328725  -0.0199999  0.1911219 0.1260381  -0.0300001  0.2018946
0.134221 -0.0199999  0.1883988 0.1261774 -0.025 0.2033543
0.1355883  -0.0199999  0.1856834 0.1263168  -0.0199999  0.2048139
0.1369769  -0.0199999  0.1829769 0.1264444  -0.0149998  0.2062837
0.1382482  -0.0199999 0.18055 0.1265485  -0.0099997  0.2077739
0.1309454 -0.025 0.1911201 0.1266192  -0.0049997  0.2092933
0.1320249 -0.025 0.188444 0.126662 -0.0005 0.2106792

0.1332467 -0.025 0.1854773 0.1263257 -0.0495 0.1917472




Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.1264137  -0.0450003  0.1933937 0.1188373  -0.0099997  0.2189401
0.1265593  -0.0400003  0.1951912 01203833  -0.0099997  0.2167105
0.126774  -0.0350002  0.1969429 01219265  -0.0099997  0.2144782
0.1270372  -0.0300001  0.1986623 01234677  -0.0099997  0.212244
01273245 0025  0.2003656 0.124854  -0.0099997  0.2102323
0.1276119  -0.0199999  0.2020689 01179801  -0.0149998  0.2209905
0.1278751  -0.0149998  0.2037883 0119282  -0.0149998  0.2187543
0.1280898  -0.0099997  0.2055398 01207216  -0.0149998  0.2162648
0.1282355  -0.0049997  0.2073372 01221558  -0.0149998  0.2137719
01283237  -0.0005  0.2089835 01235864  -0.0149998  0.2112766
01269732  -0.0495  0.1874698 0.1248724  -0.0149998  0.2090297
0.1271056  -0.0450003  0.1893762 0.1186388  -0.0199999  0.2209903
0.1273253  -0.0400003  0.1914509 0119827  -0.0199999  0.2185308
01276491  -0.0350002  0.1934634 01211361  -0.0199999  0.2157927
0.1280459  -0.0300001  0.1954322 0.1224368  -0.0199999  0.2130506
0.1284792 -0.025 0.1973792 0.1237319  -0.0199999  0.2103059
01289124  -0.0199999  0.1993262 0124895  -0.0199999  0.2078345
01293092  -0.0149998  0.201295 01193582  -0025  0.2209665
01296329  -0.0099997  0.2033074 01204222  -0.025  0.2182886
01298525  -0.0049997  0.205382 01215887  -0025  0.2153074
0.1299854 -0.0005 0.207288 0.1227436 -0.025 0.2123219
01276428  0.0495  0.183199 01238907  -0025  0.2093336
0127819  -0.0450003  0.1853638 01249197  -0025  0.2066429
01281111  -0.0400003  0.1877146 0.1200776  -0.0300001  0.2209428
0.1285415  -0.0350002  0.1899874 01210172  -0.0300001  0.2180464
0.1290689  -0.0300001  0.1922054 01220413  -0.0300001  0.2148221
01296449  -0.025 01943961 0.1230505  -0.0300001  0.2115932
01302209  -0.0199999  0.1965868 0.1240496  -0.0300001  0.2083613
0.1307483  -0.0149998  0.1988048 0.1249443  -0.0300001  0.2054513
0.1311786  -0.0099997  0.2010775 0.1207364  -0.0350002  0.2209427
0.1314706  -0.0049997  0.2034283 01215622  -0.0350002  0.217823
01316471  -0.0005  0.2055928 0.1224558  -0.0350002  0.21435

01282723 00495 01793632 01233315  -0.0350002  0.210872
0.1284866  -0.0450003  0.1817589 0.1241951  -0.0350002  0.2073906
0.1288418  -0.0400003  0.184357 0.1249669  -0.0350002  0.2042559
0.1293654  -0.0350002  0.1868633 0121274  -0.0400003 02209901
0.1300069  -0.0300001  0.1893054 0.1220069  -0.0400003  0.2176374
0.1307074 -0.025 0.1917154 0.1227941  -0.0400003  0.2139044
0131408  -0.0199999  0.1941253 0.1235608  -0.0400003  0.2101657
0.1320495  -0.0149998  0.1965674 0.1243139  -0.0400003  0.2064231
0132573  -0.0099997  0.1990737 0.1249854  -0.0400003  0.203053
0.1329283  -0.0049997  0.2016717 0.1216388  -0.0450003  0.2211051
0.1331426 -0.0005 0.2040674 0.1223087  -0.0450003  0.2175054
0.116858 -0.0005 0.2206826 0.1230236  -0.0450003  0.2134966
0.1183535 -0.0005 0.2191572 0.1237164  -0.0450003  0.2094808
0.1200152 -0.0005 0.217462 0.1243945  -0.0450003  0.2054603
0.1216769 -0.0005 0.2157665 0.124998 -0.0450003  0.2018396
0.1233386 -0.0005 0.2140708 0.1218592 -0.0495 0.2212504
0.1248341 -0.0005 0.2125446 0.1224909 -0.0495 0.21742

0.1170776  -0.0049997  0.2208287 0.123162 -0.0495 0.213153
0.1185354  -0.0049997  0.2190722 0.1238101 -0.0495 0.2088777
0.1201537  -0.0049997  0.2171185 0.1244427 -0.0495 0.2045968
0.1217709  -0.0049997  0.2151633 0.1250052 -0.0495 0.2007413
0.1233872  -0.0049997  0.2132069 0.1176463 -0.0495 0.2422736
0.1248415  -0.0049997  0.2114456 0.1172462  -0.0450003  0.2408881
0.1174424  -0.0099997  0.2209434 0.1165823  -0.0400003  0.2394394
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Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.1156039  -0.0350002  0.2381214 0.1198663  -0.0300001  0.2215857
0.114405  -0.0300001  0.2368948 01191199  -0025  0.2215609
01130957 0025  0.2357139 01183734  -0.0199999  0.2215362
01117864  -0.0199999  0.2345331 01176899  -0.0149998  0.2214869
0.1105875  -0.0149998  0.2333065 0117132  -0.0099997  0.221388
0.1096091  -0.0099997  0.2319884 01167535  -0.0049997  0.2212187
0.1089452  -0.0049997  0.2305398 01165256  -0.0005  0.2210216
01085442  -0.0005  0.2291543 0100222  -0.0005 02376121
01185202  -0.0495  0.2385316 01017211  -0.0005  0.2360909
0.1181471  -0.0450003  0.2373623 01033861  -0.0005  0.2343999
0.1175287  -0.0400003  0.2361477 01050506  -0.0005  0.2327082
0.1166174  -0.0350002  0.2350544 01067146  -0.0005  0.2310161
0.1155005  -0.0300001  0.2340464 01082116  -0.0005  0.2294929
0114281 0025  0.2330809 01007196  -0.0049997  0.2401211
0.1130614  -0.0199999  0.2321154 0.1022096  -0.0049997  0.2384097
01119445 00149998  0.2311073 0.1038596  -0.0049997  0.2365004
01110332  -0.0099997  0.2300141 0.1055047  -0.0049997  0.2345841
01104148  -0.0049997  0.2287993 01071453  -0.0049997  0.2326614
01100413  -0.0005  0.2276301 01086182  -0.0049997 0230926
0.119422 -0.0495 0.2343484 0.1015436  -0.0099997  0.2427986
01190821  -0.0450003  0.2334237 0.1030186  -0.0099997  0.2408773
0.1185193  -0.0400003  0.2324727 01046441  -0.0099997  0.2387282
01176898  -0.0350002  0.2316316 01062573  -0.0099997 0236566
0.1166733  -0.0300001  0.2308677 01078591  -0.0099997  0.2343921
0.1155632 -0.025 0.2301424 0.1092917  -0.0099997  0.2324262
01144532  -0.0199999  0.2294171 01027579  -0.0149998  0.2453177
0.1134366  -0.0149998  0.2286531 0.1042109  -0.0149998  0.2431884
0.112607  -0.0099997 02278121 0.1058002  -0.0149998  0.2408033
0.1120442  -0.0049997  0.2268609 0.1073663  -0.0149998  0.2384007
01117044 00005  0.2259362 01089112  -0.0149998  0.2359826
01202623  -0.0495 02301428 01102841  -0.0149998  0.2337941
0.1199584  -0.0450003  0.2294663 0.1042461  -0.0199999  0.2477257
0.1194556  -0.0400003  0.2287822 01056721  -0.0199999  0.2453898
0.1187145  -0.0350002  0.2281954 01072171  -0.0199999  0.2427713
0.1178063  -0.0300001  0.2276769 0.1087255  -0.0199999  0.2401321
01168146  -0.025 02271925 01102004 -0.0199999  0.2374748
0.1158228  -0.0199999  0.2267081 0.1115003  -0.0199999  0.2350691
0.1149146  -0.0149998  0.2261895 0.1058712 -0.025 0.2500781
0.1141734  -0.0099997  0.2256027 0.1072677 -0.025 0.2475362
0.1136705  -0.0049997  0.2249185 0.1087642 -0.025 0.2446857
0.1133671 -0.0005 0.2242418 0.1102096 -0.025 0.2418119
0.1210487 -0.0495 0.2259177 0.1116082 -0.025 0.2389178
0.1207834  -0.0450003  0.2254926 0.1128284 -0.025 0.2362976
0.1203444  -0.0400003  0.2250782 0.1074962  -0.0300001  0.2524305
0.1196975  -0.0350002  0.2247474 0.1088634  -0.0300001  0.2496826
0.1189047  -0.0300001  0.2244753 0.1103114  -0.0300001  0.2466001
0.1180389 -0.025 0.2242326 0.1116938 -0.0300001  0.2434916
0.1171731  -0.0199999  0.2239898 0.1130159  -0.0300001  0.2403608
0.1163803  -0.0149998  0.2237178 0.1141565 -0.0300001  0.2375262
0.1157332  -0.0099997 0.223387 0.1089844  -0.0350002  0.2548384
0.1152942  -0.0049997  0.2229726 0.1103246  -0.0350002  0.2518839
0.1150296 -0.0005 0.2225471 0.1117282  -0.0350002 0.248568
0.121715 -0.0495 0.2221002 0.1130529  -0.0350002  0.2452229
0.1214863  -0.0450003  0.2219038 0.1143051  -0.0350002  0.2418529
0.1211077  -0.0400003  0.2217342 0.1153727  -0.0350002  0.2388012

0.1205499  -0.0350002  0.2216352 0.1101988  -0.0400003  0.2573575




Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.111517 -0.0400003  0.2541949 0.1007879  -0.0199999  0.2530972
0.1128845  -0.0400003  0.2506429 0.0992845  -0.0149998  0.2502205
01141621  -0.0400003  0.2470574 0.0980577  -0.0099997  0.2472331
0.1153572  -0.0400003  0.2434433 0.0972252  -0.0049997  0.244088
0.1163652  -0.0400003  0.240169 00967223  -0.0005 0241159
01110228  -0.0450003  0.260035 010982  -0.0495  0.266841
0.1123261  -0.0450003  0.2566624 0.1093165 -0.0450003  0.2641071
0.1136691  -0.0450003  0.2528705 0.1084829  -0.0400003  0.2611802
0.1149147  -0.0450003  0.2490392 0.1072543  -0.0350002  0.2584124
0.1160711  -0.0450003  0.2451739 0.1057487  -0.0300001  0.2557562
0.1170386  -0.0450003  0.2416693 01041046  -0025  0.2531557
0.1115204 -0.0495 0.262544 0.1024605  -0.0199999  0.2505552
01128144 00495 02589812 0.1009549  -0.0149998  0.2478989
01141424 00495  0.2549709 0.0997263  -0.0099997 0245131
01153688  -0.0495  0.2509149 0.0988927  -0.0049997  0.2422041
01165016  -0.0495  0.2468191 00983892  -0.0005  0.2394705
0.1174445 -0.0495 0.2431024 0.1112209 -0.0495 0.26333

01024558 -0.0495  0.2813885 01107218  -0.0450003  0.2607795
0.1019903  -0.0450003  0.2779451 01098954  -0.0400003  0.258056
01012193  -0.0400003  0.2742182 0.1086774  -0.0350002  0.2554913
0.100083  -0.0350002  0.2706347 01071848  -0.0300001  0.2530378
0.0986906  -0.0300001  0.2671518 01055549  -0.025 0.25064

0.0971702 -0.025 0.2637192 0.1039249  -0.0199999  0.2482422
0.0956498  -0.0199999  0.2602866 01024323  -0.0149998  0.2457888
0.0942576  -0.0149998  0.2568037 0.1012143  -0.0099997 0.243224
00931215  -0.0099997  0.2532202 0.1003879  -0.0049997  0.2405006
00923507  -0.0049997  0.2494933 00998888  -0.0005  0.2379501
00918853  -0.0005  0.2460491 00835309  -0.0005  0.2544613
01043572 00495 02781386 00850357  -0.0005  0.2529486
0.1038742  -0.0450003  0.2748456 00867073  -0.0005  0.2512672
0.1030741  -0.0400003  0.2712903 00883783  -00005  0.249585
0.1018949  -0.0350002  0.2678846 00900488  -0.0005  0.2479018
0.1004499  -0.0300001  0.2645839 00915515  -0.0005  0.246386
0098872  -0025 02613357 0.0838118  -0.0049997  0.2586099
00972942  -0.0199999  0.2580875 0.0853589  -0.0049997  0.2569844
00958493  -0.0149998  0.2547868 0.0870735  -0.0049997  0.2551713
00946702  -0.0099997  0.2513812 0.0887828  -0.0049997  0.2533501
00938702  -0.0049997  0.247826 0.0904858  -0.0049997  0.2515196
0093387  -0.0005 02445326 0.0920122  -0.0049997  0.2498627
01063185  -0.0495 02744463 0.0842759  -0.0099997  0.2631605
0.1058226  -0.0450003  0.2713304 0.0858938  -0.0099997  0.2614006
0.1050011  -0.0400003  0.2679756 0.0876799  -0.0099997 0.259432
0.1037905  -0.0350002  0.2647754 0.0894526  -0.0099997  0.2574479
0.1023069  -0.0300001  0.2616837 0.0912097  -0.0099997  0.2554462
0.1006868 -0.025 0.2586462 0.0927754  -0.0099997  0.2536267
0.0990668  -0.0199999  0.2556088 0.0849599  -0.0149998  0.2676261
0.0975832  -0.0149998  0.2525171 0.086682 -0.0149998  0.2657188
0.0963726  -0.0099997  0.2493169 0.0885736  -0.0149998  0.2635812
0.0955512  -0.0049997  0.2459622 0.0904397  -0.0149998  0.2614223
0.095055 -0.0005 0.2428464 0.0922766  -0.0149998  0.2592388
0.1081367 -0.0495 0.2706784 0.0939003  -0.0149998  0.2572489
0.107634 -0.0450003  0.2677491 0.0857982  -0.0199999  0.2720323
0.1068016  -0.0400003 0.264604 0.087648 -0.0199999  0.2699683
0.1055748  -0.0350002  0.2616167 0.0896687  -0.0199999  0.2676523
0.1040713  -0.0300001 0.25874 0.0916494  -0.0199999 0.26531

0.1024296 -0.025 0.2559186 0.093584 -0.0199999  0.2629374

185



186

Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.0952788  -0.0199999  0.2607716 0.1566128 -0.0005 0.180215
00867136 0025  0.2764087 01581145  -0.0005  0.1786984
00887027  -0025 02741834 01496131  -0.0049997  0.1819843
00908646  -0025  0.2716843 01511076  -0.0049997  0.1802786
00929703  -0025  0.2691544 0.1527743  -0.0049997  0.1783924
00950118  -0025  0.2665891 0.1544477  -0.0049997  0.1765158
0.0967842 -0.025 0.2642445 0.1561282  -0.0049997 0.17465

0.087629  -0.0300001  0.2807852 0.1576475  -0.0049997 0172981
0.0897575  -0.0300001  0.2783985 0.1487877  -0.0099997  0.1767549
0.0920606  -0.0300001  0.2757163 0.1502739  -0.0099997  0.1748426
0.0942914  -0.0300001  0.2729988 0.1519406  -0.0099997  0.1727347
0.0964396  -0.0300001  0.2702408 0.153624  -0.0099997  0.1706453
0.0982896  -0.0300001  0.2677175 0.155325  -0.0099997  0.1685758
0.0884674  -0.0350002  0.2851913 0.1568729  -0.0099997  0.1667325
0.0907235  -0.0350002  0.282648 01475711  -0.0149998  0.1716977
0.0931557  -0.0350002  0.2797874 01490451  -0.0149998  0.1695776
0.0955011  -0.0350002  0.2768865 01507119  -0.0149998  0.1672451
0.0977472  -0.0350002  0.2739394 015241  -0.0149998  0.164938
0.0996682  -0.0350002  0.2712401 01541413  -0.0149998  0.1626585
0.0891517  -0.0400003  0.289657 01557313  -0.0149998  0.1606337
0.0915118  -0.0400003  0.2869662 0.1460803  -0.0199999  0.1667612
0.0940494  -0.0400003  0.2839367 01475392  -0.0199999  0.1644325
0.0964883  -0.0400003  0.2808609 01492062  -0.0199999  0.1618734
0.0988143  -0.0400003  0.277732 01509223  -0.0199999  0.1593453
0.1007933  -0.0400003  0.2748623 0.1526907  -0.0199999  0.1568512
0089616  -0.0450003  0.2942075 0.1543324  -0.0199999  0.1546398
0.0920467  -0.0450003  0.2913824 01444523 0025  0.161885
00946559  -0.0450003  0.2881974 01458949  -0.025  0.1593475
00971582  -0.0450003  0.2849587 0147562  -0025  0.1565605
00995383  -0.0450003  0.2816586 01492077 -0.025  0.1538098
0.1015567  -0.0450003  0.2786264 01511067  -0.025  0.1510989
00898962  -0.0495  0.2983562 01528048  -0.025  0.1486982
00923698  -0.0495  0.2954185 0.1428243  -0.0300001  0.1570089
00950223  -0.0495 02921018 0.1442505  -0.0300001  0.1542624
00975629  -0.0495  0.2887239 0.1459177  -0.0300001  0.1512477
00999756  -0.0495  0.2852761 0.1476732  -0.0300001  0.1482744
01020176 -0.0495  0.2821022 0.1495228  -0.0300001  0.1453467
0.0752235  -0.0039587  0.2664306 0.1512772  -0.0300001  0.1427567
00752203  -0.0020837  0.2644663 01413334  -0.0350002  0.1520724
0.0752173  -0.0002084  0.2625013 0.1427447  -0.0350002  0.1491174
0.0772346  -0.0039587  0.2643654 0.1444121  -0.0350002 0.145876
0.0772028  -0.0020837  0.2624541 0.1461856  -0.0350002  0.1426817
0.0771733  -0.0002084  0.2605424 0.1480722  -0.0350002  0.1395394
0.0792892  -0.0039587  0.2622522 0.1498783  -0.0350002  0.1367628
0.0792285  -0.0020837  0.2603969 0.1401169  -0.0400003  0.1470152
0.0791727  -0.0002084  0.2585399 0.1415159  -0.0400003  0.1438524
0.0814308  -0.0039587  0.2600436 0.1431834  -0.0400003  0.1403865
0.0813412  -0.0020837  0.2582482 0.1449717  -0.0400003  0.1369745
0.0812588  -0.0002084  0.2564501 0.1468886  -0.0400003  0.1336221
0.0833552  -0.0039587  0.2580508 0.1487368  -0.0400003  0.1306639
0.0832413  -0.0020837  0.2563115 0.1392914  -0.0450003  0.1417858
0.0831363  -0.0002084 0.254569 0.1406821  -0.0450003  0.1384165
0.1501113 -0.0005 0.1867984 0.1423497  -0.0450003 0.134729
0.1516109 -0.0005 0.1852778 0.144148 -0.0450003 0.131104
0.1532776 -0.0005 0.1835891 0.1460855  -0.0450003 0.127548

0.1549449 -0.0005 0.1819014 0.1479621  -0.0450003  0.1244155




Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.1387933 -0.0495 0.1369717 0.1719695  -0.0247917  0.1270072
0.140179 -0.0495 0.1334171 0.1695527  -0.0210414  0.1354157
0.1418465  -0.0495  0.1295319 0.1693764  -0.0229165  0.1326552
0.1436507 -0.0495 0.1257182 0.1691976  -0.0247917  0.1298957
0.1456005  -0.0495  0.1219829 0.1668601 -0.0210414  0.138284
01474943 00495 01186981 0.1665999  -0.0229165  0.1356052
0.1662769  -0.0085414  0.1584052 01663359  -0.0247917  0.1329278
0.16828 -0.0085414  0.1562671 0.1644699  -0.0210414  0.1408873
0.1705145  -0.0085414  0.1539028 0.1641389  -0.0229165  0.1382833
0.1726622  -0.0085414  0.1516442 0.1638027  -0.0247917  0.1356812
0.1747662  -0.0085414  0.1494385 0.163728 -0.0252084  0.1351029
0.1660772  -0.0104165 0.1557498 01662772  -0.0252084  0.1323328
0.1681228  -0.0104165  0.153548 01691579  -0.0252084  0.1292825
0.1704082  -0.0104165  0.1511149 0.1719485  -0.0252084  0.1263768
0.1726063  -0.0104165  0.1487919 0.1746949  -0.0252084  0.1235433
0.1747606  -0.0104165  0.1465241 0.1633921  -0.0270835  0.1325001
0.1658426  -0.0122917  0.1531077 0.1660129  -0.0270835  0.1296552
0.1679385  -0.0122917  0.1508392 0.1689786  -0.0270835  0.1265231
0.1702834  -0.0122917  0.1483341 0.1718543  -0.0270835  0.1235397
0.1725407  -0.0122917  0.1459436 0.1746854  -0.0270835  0.1206311
01747541 00122917  0.1436107 0.1630608  -0.0289587  0.129896
0.1747525  -0.0127084  0.1429633 0.1657527  -0.0289587  0.1269759
01747452 00145835  0.1400496 0.1688023  -0.0289587  0.1237624
0.1747371  -0.0164587  0.1371368 0.1717616  -0.0289587  0.1207019
0.1725252  -0.0127084 0.145311 0.1746762  -0.0289587  0.1177181
0.1724515  -0.0145835  0.1424662 0.1746741  -0.0293753  0.1170709
0172371  -0.0164587  0.1396238 01746651  -0.03125  0.1141584
0.170254 -0.0127084  0.1477169 0.1746566  -0.0331247  0.1112453
0.1701141  -0.0145835  0.1449426 0.1717413  -0.0293753  0.1200712
0.1699612  -0.0164587  0.142173 01716513  -0.03125  0.1172326
0.1678951  -0.0127084  0.1502383 0.1715655 -0.0331247  0.1143926
0.1676886  -0.0145835  0.1475385 0.1687637 -0.0293753  0.1231487
0.1674627  -0.0164587  0.144846 01685925  -0.03125  0.1203863
0.1657873  -0.0127084  0.1525218 0.1684294  -0.0331247 0.117621
0.1655243  -0.0145835 0.149891 0.1656958  -0.0293753  0.1263802
0.165237 -0.0164587 0.14727 0.1654432 -0.03125 0.1236984
0.165171 -0.0168753  0.1466883 0.165202 -0.0331247 0.121012
0.1674109  -0.0168753  0.1442483 0.1629883  -0.0293753  0.1293168
0.1699261  -0.0168753  0.1415579 0.1626672 -0.03125 0.1267089
0.1723525 -0.0168753  0.1389924 0.1623606  -0.0331247 0.124095
0.1747352  -0.0168753  0.1364895 0.1622945  -0.0335414  0.1235133
0.1648639 -0.01875 0.1440744 0.16515 -0.0335414  0.1204143
0.1671697 -0.01875 0.1415618 0.1683942  -0.0335414 0.117006
0.1697625 -0.01875 0.1387923 0.171547 -0.0335414  0.1137612
0.1722666 -0.01875 0.1361519 0.1746547  -0.0335414 0.110598
0.1747267 -0.01875 0.1335763 0.1620068  -0.0354165  0.1208924
0.1645424  -0.0206247  0.1414664 0.1649241  -0.0354165 0.117722
0.1669171  -0.0206247  0.1388797 0.1682409  -0.0354165  0.1142362
0.1695914  -0.0206247  0.1360294 0.1714664  -0.0354165 0.1109186
0.1721766  -0.0206247  0.1333128 0.1746466  -0.0354165 0.1076851
0.1747177  -0.0206247  0.1306638 0.1617434  -0.0372917  0.1182615
0.1747156  -0.0210414  0.1300166 0.1647173  -0.0372917  0.1150221
0.1747064  -0.0229165 0.1271035 0.1681009  -0.0372917 0.1114614
0.1746969  -0.0247917  0.1241906 0.1713927  -0.0372917  0.1080733
0.1721563  -0.0210414  0.1326821 0.1746393  -0.0372917  0.1047715
0.1720636  -0.0229165  0.1298444 0.1746377  -0.0377084 0.104124
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Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z X y z
0.1746312  -0.0395835 0.1012106 0.1666153  -0.0043753  0.1643479
0.1746256  -0.0414587  0.0982963 01664811  -0.00625  0.1616668
0.1713772  -0.0377084  0.1074407 0.1663172  -0.0081247  0.1589969
0.1713118  -0.0395835  0.1045924 0.1479312 -0.0495 0.1179772
0.1712557  -0.0414587  0.1017407 0.1483944  -0.0450003  0.1237274
0.1680715  -0.0377084  0.1108441 0.1491615  -0.0400003  0.1300135
0.1679468  -0.0395835  0.1080635 0150292  -0.0350002  0.1361518
0.1678405  -0.0414587  0.1052762 0.1516774  -0.0300001  0.1421864
0.1646739  -0.0377084  0.1144212 0.1531902 -0.025 0.1481693
0.16449 -0.0395835  0.1117125 0.1547029  -0.0199999  0.1541522
0.164333  -0.0414587  0.1089937 0.1560883  -0.0149998  0.1601869
0.1616881  -0.0377084  0.1176756 01572188  -0.0099997  0.1663252
0.1614543  -0.0395835  0.1150335 0.1579858  -0.0049997  0.1726112
0.1612547  -0.0414587  0.1123782 0.1584483 -0.0005 0.1783614
0.1612144  -0.0418753  0.1117865 0.1499687 -0.0495 0.1147739
0.1643013  -0.0418753  0.1083882 0.150408  -0.0450003  0.1206665
0.167819 -0.0418753 0.104656 0.1511361  -0.0400003  0.1271172
01712444 00418753  0.1011066 01522092  -0.0350002  0.1334292
0.1746244  -0.0418753  0.0976487 0.1535241  -0.0300001  0.1396438
01610505  -0.04375  0.1091169 0.15496 0025  0.1458097
0.1641726  -0.04375  0.1056578 0.1563959  -0.0199999  0.1519756
0.1677316 -0.04375 0.1018607 0.1577108  -0.0149998  0.1581902
01711985  -0.04375  0.0982506 0.1587838  -0.0099997  0.1645021
0.1746199 -0.04375 0.0947342 0.1595118  -0.0049997  0.1709528
0.1609163  -0.0456247  0.1064354 0159951  -0.0005  0.1768455
0.1640669  -0.0456247  0.1029182 01523795  -0.0495 01112981
0.1676601  -0.0456247  0.0990591 0.1527861  -0.0450003  0.1173394
01711607  -0.0456247  0.0953913 0.1534602  -0.0400003  0.1239633
0.1746161  -0.0456247  0.0918194 0.1544537  -0.0350002  0.13046
0.1746153  -0.0460413  0.0911717 0.1556711  -0.0300001  0.1368674
0.1746121  -0.0479163  0.0882566 01570005 ~ -0.025  0.1432301
0.1746091  -0.0497916  0.0853416 0.1583299  -0.0199999  0.1495929
01711529  -0.0460413  0.0947557 0.1595473  -0.0149998  0.1560003
01711208  -0.0479163  0.0918948 0.1605407  -0.0099997  0.1624969
01710912  -0.0497916  0.0890323 0.1612146  -0.0049997  0.1691208
0.1676453  -0.0460413  0.0984361 0.1616214 -0.0005 0.1751621
0.167584 -0.0479163  0.0956311 0.1549209 -0.0495 0.1078966
0.1675277  -0.0497916  0.0928236 0.1552893  -0.0450003  0.114078
0.1640451  -0.0460413  0.1023088 0.1558999  -0.0400003  0.1208665
0.1639547  -0.0479163  0.0995637 0.1567997  -0.0350002  0.1275406
0.1638719  -0.0497916  0.0968156 0.1579025  -0.0300001  0.1341344
0.1608886  -0.0460413  0.1058388 0.1591067 -0.025 0.1406882
0.1607731  -0.0479163  0.1031502 0.1603109  -0.0199999  0.1472419
0.1606679  -0.0497916  0.1004578 0.1614136  -0.0149998  0.1538358
0.1747757  -0.0043753  0.1559153 0.1623134  -0.0099997  0.1605099
0.174772 -0.00625 0.1530006 0.1629239  -0.0049997  0.1672984
0.1747674  -0.0081247  0.1500861 0.1632925 -0.0005 0.1734798
0.1727573  -0.0043753 0.157993 0.1575768 -0.0495 0.1045601
0.1727196 -0.00625 0.1551343 0.157902 -0.0450003 0.110874
0.1726735  -0.0081247  0.1522784 0.1584407  -0.0400003  0.1178195
0.1706954  -0.0043753  0.1601191 0.1592348  -0.0350002  0.1246647
0.1706235 -0.00625 0.1573183 0.1602079  -0.0300001  0.1314396
0.1705361  -0.0081247  0.1545231 0.1612704 -0.025 0.1381792
0.1685459  -0.0043753  0.1623417 0.162333 -0.0199999  0.1449188
0.1684404 -0.00625 0.1596029 0.1633061  -0.0149998  0.1516936

0.1683117  -0.0081247  0.1568726 0.1641001  -0.0099997  0.1585389




Tabela B-2 — Discretizacao adotada para interface coesiva do exemplo 5.4.

X y z
0.1646388  -0.0049997  0.1654845
01649641 00005 01717983
01600555  -0.0495  0.1016076
01603379  -0.0450003  0.1080348
0.1608056  -0.0400003  0.1151159
0.161495 -0.0350002  0.1221102
0.1623397  -0.0300001  0.1290436
01632622  -0.025  0.1359466
0.1641847  -0.0199999  0.1428496
01650294 -0.0149998  0.149783
01657188  -0.0099997  0.1567773
0.1661865 -0.0049997  0.1638584
01664689  -0.0005  0.1702856
0.1668636  -0.0002084  0.1703255
0.1687411  -0.0002084  0.1684444
01708273  -0.0002084  0.1663545
0.1728267  -0.0002084 0.164352
0.1747827  -0.0002084  0.1623931
0.166758  -0.0020837  0.1676334
0168658  -0.0020837  0.1656964
0.170771 -0.0020837  0.1635475
0.1727971  -0.0020837 0.16149

0.1747797  -0.0020837  0.1594782
0.166643  -0.0039587  0.1649446
0.1685677  -0.0039587  0.1629511
01707101  -0.0039587  0.160742
0.1727651  -0.0039587  0.1586286
0.1747765  -0.0039587  0.1565631

FONTE: Autor.

189



