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RESUMO

CARVALHO, P. R. P. Analise numérica bidimensional de sélidos com
comportamento visco-elasto-plastico em grandes deformacoes e situacées de
contato. 2019. 177p. Dissertacao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

Motivado por diversos processos de manufatura, tais como conformacao de metais a frio
ou mesmo manufatura aditiva, este trabalho consiste no desenvolvimento de um codigo
computacional para a simulagao numérica de problemas bidimensionais que abordam trés
tipos de nao-linearidade: a geométrica, presente em situagoes de grandes deslocamentos;
a fisica, presente no modelo constitutivo do material; e a de contato. Na primeira etapa,
desenvolve-se um programa para analise dinamica bidimensional de solidos elasticos, utili-
zando a abordagem posicional do método dos elementos finitos, que engloba naturalmente
a nao-linearidade geométrica em sua formulagdo. Em seguida, implementam-se modelos
constitutivos nao-elasticos para problemas com grandes deformagoes. No modelo elasto-
pléastico, adota-se o critério de von Mises com encruamento cinematico baseado na lei de
Armstrong-Frederick. Essa formulagao é entao generalizada para o caso visco-plastico, onde
¢é considerado o modelo de Perzyna em conjunto com a lei de Norton. No caso visco-elastico,
utiliza-se uma formulacao que parte do modelo reolégico de Zener. Por fim, apresenta-se
um modelo visco-elasto-plastico que consiste no acoplamento dos modelos visco-elastico
e visco-plastico descritos anteriormente. Em todos os casos, utiliza-se a decomposicao
multiplicativa do gradiente da fun¢do mudanca de configuracao. Com respeito a aplicacao
2D, consideram-se as hipéteses de estado plano de deformacoes e estado plano de tensoes,
onde a tultima é resolvida numericamente por um procedimento local de Newton-Raphson.
Para o problema de contato, aplica-se a estratégia No-a-Segmento, sendo as condigoes de
nao-penetragao impostas com a introducao de multiplicadores de Lagrange. A formulacao
é testada em cada uma das etapas por meio de exemplos numéricos de verificacao. Além
disso, para mostrar as potencialidades do co6digo desenvolvido, sao propostos diversos
exemplos numéricos, sendo alguns inspirados por processos de manufatura existentes. Nes-
ses exemplos, sdo estudados os efeitos de diferentes parametros dos materiais e diferentes
taxas de deformacao na resposta numérica, permitindo uma analise do comportamento
dissipativo decorrente da plastificacio e da viscosidade, incluindo a influéncia desses sobre

o0 amortecimento dinamico.

Palavras-chave: MEF posicional. Elasto-plasticidade. Visco-plasticidade. Visco-elasticidade

Visco-elasto-plasticidade. Grandes deslocamentos. Grandes deformagdes. Contato.






ABSTRACT

CARVALHO, P. R. P. Two-dimensional numerical analysis of solids with
visco-elasto-plastic behavior under large strains and contact situations. 2019.
177p. Dissertacao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos, 2019.

Motivated by several manufacturing processes, such as cold metal forming or even additive
manufacturing, in this work we develop a computational code for numerical simulation of
two-dimensional problems addressing three types of nonlinearities: geometric nonlinearity,
present in large displacements situations; physical non-linearity, present in the material
constitutive model; and contact non-linearity. In the first step, we develop a computational
program for dynamic analysis of two-dimensional elastic solids using the positional finite
element method, which naturally takes into account geometric non-linearity in its formula-
tion. Following, we implement inelastic constitutive models for large strain problems. In
the elasto-plastic model, we adopt von Mises yeld criteria and kinematic hardening based
on the Armstrong-Frederick law. The formulation is then generalized to the visco-plastic
case, where we consider Perzyna model associated with Norton’s law. In the visco-elastic
case, Zener’s rtheological model is employed. Finally, we present a visco-elasto-plastic model
by coupling the visco-elastic and visco-plastic models described previously. In every case,
the multiplicative decomposition of the deformation gradient is employed. Regarding the
2D application, we consider both plane strain and plane stress hypothesis, where the latter
is solved numerically by a local Newton-Raphson procedure. For the contact problem,
we employ the Node-to-Segment strategy, imposing non-penetration conditions with the
introduction of Lagrange multipliers. The resulting computational code is tested in each
step by means of numerical verification examples. In addition, to show the potentialities
of the developed code, several numerical examples are proposed, some of which inspired
by existing manufacturing processes. On these examples, we study the effects of different
material parameters and strain rates on the numerical response, allowing an analysis of
the dissipative behavior due to plasticity and viscosity, including the influence of these on

the dynamic damping.

Keywords: Positional FEM. Elasto-plasticity. Visco-plasticity. Visco-elasticity. Visco-

elasto-plasticity. Large displacements. Large strains. Contact.
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Capitulo 1

Introducao

As analises estruturais lineares, embora adequadas a muitos problemas de engenharia, ficam
restritas a casos em que ocorrem pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes. Para
problemas fora desse escopo, tais como os que motivam esse trabalho, faz-se necessaria uma
analise que leve em consideracao efeitos nao-lineares, como: nao-linearidade geométrica,
presente em problemas com grandes deslocamentos, nao-linearidade fisica, presente na
maioria dos materiais apds atingidos determinados niveis de tensoes, e nao-linearidade por

contato.

Nos problemas com pequenos deslocamentos, a configuragao final do corpo pode
ser considerada préxima o suficiente da configuracao inicial, de forma que o campo de
deslocamentos desenvolvido para atingir a configuracdo de equilibrio dependa apenas
da geometria inicial, das propriedades do material e das forcas externas. Ja nos casos
em que a hipétese de pequenos deslocamentos nao é valida, o campo de deslocamentos
necessario para que seja atingido o equilibrio depende também dos proprios deslocamentos,

configurando a nao-linearidade geométrica.

O efeito de nao-linearidade fisica, por sua vez, ocorre quando nao existe propor-
cionalidade direta ente tensoes e deformagoes, demandando relagdes constitutivas mais
complexas a depender de como o material se comporta durante o carregamento e des-
carregamento. Um exemplo de modelo constitutivo nao-linear é o elasto-plastico, que
caracteriza-se por distinguir as deformacoes ocorridas no sélido entre elasticas, que sao
reversiveis, e plasticas, que permanecem apos o descarregamento. Esse comportamento se
deve ao carater dissipativo do fendmeno, e pode ser observado em diversos materiais de

interesse para a industria, como os metais e polimeros.

J& a nao-linearidade de contato resulta da condigdo de nao-penetragao entre os
corpos, que pode provocar mudangas nas condigoes de contorno do problema ao longo do

tempo.

Esses trés tipos de nao-linearidades podem ser encontrados, por exemplo, em pro-

cessos classicos de manufatura de elementos estruturais, tais como extrusao, conformacao,
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laminacao e fundicdo de metais. Outro desenvolvimento mais recente e que vem ganhando
cada vez mais espago é a manufatura aditiva, ou impressao 3D, onde diversos tipos de
objetos, incluindo elementos estruturais, sao construidos através da deposi¢ao por camadas,
sendo o processo mais comum o Fused Deposition Modeling, ou FDM (GIBSON; ROSEN;
STUCKER, 2014), onde também estao presentes os problemas mencionados acima, além
de outros que nao pertencem ao escopo deste trabalho, como efeitos termo-mecanicos e

mudanca de fase.

Nota-se que, com a simulacdo computacional dos processos de manufatura, é
possivel fazer previsoes sobre as formas e dimensoes reais do produto final, magnitude
de forgas e velocidades de execugao necessarias para melhor desempenho e qualidade do
produto, além de previsao de tensoes residuais resultantes nas pecas. Tendo isso como
principal motivagao, embora as aplicagoes ndo se resumam aos processos de manufatura, o
presente trabalho consiste no estudo de modelos constitutivos e no desenvolvimento de
um c6digo computacional para analise 2D visco-elasto-plastica de sélidos em situacao de
contato. Para tal, emprega-se uma formulagao do método dos elementos finitos baseada
em posicoes, a qual naturalmente considera os efeitos da nao linearidade geométrica e tem

se mostrado didaticamente simples.

Com o c6digo computacional desenvolvido foram simulados exemplos como confor-
macao mecanica de metais por meio de dobramento simples e Draw Bending, extrusao de
materiais metalicos e poliméricos, problemas de impacto, entre outros. Outra importante
contribuicao deste trabalho foi o desenvolvimento de um modelo constitutivo visco-elasto-
plastico para sélidos em grandes deformacoes, que mostrou resultados satisfatorios e
condizentes com o comportamento esperado para esse tipo de material. Deve ser ressaltado
que o codigo desenvolvido ainda nao é capaz de simular todos os processos que o motivaram,
servindo, no entanto, como base para desenvolvimentos futuros que possam incluir efeitos

mais complexos, como, por exemplo, anisotropia e andalises termo-mecanicas.

A disposicao do texto é a seguinte: neste capitulo sdo discutidas algumas generali-
dades do trabalho, objetivos, justificativa, estado da arte e metodologia; no Capitulo 2 é
apresentada a base tedrica da mecanica dos sélidos, sendo o método numérico utilizado
para sua resolugdo (método dos elementos finitos posicional) abordado no Capitulo 3;
nos Capitulos 4, 5 e 6 sao descritos os modelos constitutivos utilizados; No Capitulo 7,
discute-se acerca do modelo numérico de contato adotado; finalmente, no Capitulo 8
sao apresentados alguns exemplos numéricos simulados com o c6digo desenvolvido, e no
Capitulo 9 sao feitas as conclusoes deste estudo. Além disso, nos Apéndices A, B e C estao
alguns topicos de importancia para a escrita ou para o desenvolvimento do trabalho, que,
contudo, nao caberiam ao longo do texto principal, como conceitos de algebra tensorial e

procedimentos extensos de céalculo.
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1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento de uma ferramenta computaci-
onal, utilizando a abordagem posicional do Método dos Elementos Finitos, para a analise
bidimensional do problema néao linear de contato/impacto entre sélidos com materiais
visco-elasticos, visco-plasticos e visco-elasto-plasticos sujeitos a grandes deslocamentos e

grandes deformacoes. Ja os objetivos especificos sao:

1. Desenvolvimento de codigo computacional para andlise dindmica de s6lidos com
nao-linearidades geométricas pelo método dos elementos finitos posicional;

2. Implementacao de modelo constitutivo elasto-plastico valido em regime de grandes
deformacgoes;

3. Generalizacao do modelo elasto-plastico para o caso visco-pléastico, tomando como
base o modelo de Perzyna;

4. Implementagdo de modelo constitutivo visco-elastico valido em regime de grandes
deformacgoes;

5. Desenvolvimento e implementacao de modelo constitutivo visco-elasto-plastico por
meio de acoplamento entre modelos visco-elastico e visco-plastico;

6. Implementacao de modelo numérico de contato no programa desenvolvido, pela
estratégia No-a-Segmento;

7. Simulacao de exemplos numéricos, com andlise e verificagao dos resultados obtidos.

1.2 Justificativa

Com relagao a andlise de problemas estruturais, sabe-se que abordagens experi-
mentais, apesar de necessarias, demandam um alto custo de materiais e mao-de-obra.
Solugoes analiticas, por outro lado, quando nao impraticaveis, estao restritas a casos
muito especificos. Dessa forma, a alternativa numérica se destaca pela sua generalidade e
praticidade. Com os recursos computacionais em crescente desenvolvimento, tais andlises
se tornam viaveis para aplicagoes cada vez mais complexas, possibilitando um aumento de

rapidez e exatidao na solugao de problemas das mais diversas areas da engenharia.

No contexto de materiais visco-elasto-plasticos submetidos a grandes deformagoes
e contato, uma variedade de aplicagbes podem ser encontradas, por exemplo, em processos
de manufatura nas diversas areas da industria. Um tipo de material largamente aplicado
em tais processos é o metalico, que pode apresentar comportamento visco-elasto-plastico
quando submetido a altas temperaturas. Ja4 em processos de conformacao a frio, seu
comportamento pode ser simplificado por um modelo elasto-plastico ou visco-plastico.
Analises numéricas de processos como dobramento, laminacao e extrusao podem ajudar
a prever o comportamento do Springback, isto é, o recuo elastico sofrido pela peca apds
o procedimento de conformacao. A aplicacao de um modelo adequado pode representar
até mesmo fenomenos decorrentes de carregamentos ciclicos, aprimorando a qualidade da
previsao. A andlise de contato nesses casos se justifica pela interagdo entre o maquinario e
a peca sendo manipulada.
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Outro desenvolvimento que vem sendo impulsionado nos ultimos anos é a tecnologia
de manufatura aditiva, ou impressao 3D. Essa técnica vem revolucionando o mercado
pela sua grande versatilidade, sendo utilizada para fabricar desde objetos pequenos até
estruturas altamente complexas. Um exemplo de material muito utilizado nesse processo,

que apresenta comportamento visco-elasto-plastico, é o polimérico.

Embora ainda poucos dos processos de manufatura que motivaram esse trabalho
possam ser simulados realisticamente com o modelo numérico desenvolvido, esse serve como
base para futuros trabalhos que possam ampliar o seu leque de aplicacdes. E importante
ainda destacar que, embora a motivagao principal seja a modelagem de processos de
manufatura, as aplicacoes deste modelo nao se restrigem a isso, uma vez que os efeitos

considerados estao presentes nos mais diversos campos da engenharia.

1.3 Estado da arte

Para possibilitar o desenvolvimento deste trabalho, torna-se indispensavel uma boa
base tedrica acerca dos fundamentos da mecéanica dos sélidos, dos problemas de contato
entre corpos deformaveis, e dos modelos constitutivos em grandes deformacoes, em todos os
casos com énfase no contexto da analise numérica. Tendo isso em vista, apresenta-se nesta
secao uma breve revisao bibliografica desses topicos, sendo abordados alguns aspectos

historicos, principais avangos e referéncias consultadas.

1.3.1 Mecanica dos sélidos computacional

Atualmente, a ferramenta numérica mais difundida nao apenas em anélises de
solidos e estruturas, como também em diversos ambitos cientificos, é o Método dos
Elementos Finitos (MEF). A evolugdo do método estd intimamente relacionada com o
advento da computacdao. Em meados da década de 1950, engenheiros ja executavam andlises
numéricas a partir da discretizagao do sistema, como pode ser visto em Turner et al. (1956)
e Turner, Dill e Martin (1960). Entretanto, de acordo com Bathe (2006), o termo “Método

dos elementos finitos” foi cunhado apenas em Clough (1960).

Desde entdao, o MEF se difundiu amplamente, passando a ser universalmente
utilizado e proporcionando resultados satisfatérios nas mais diversas areas do conhecimento.
Entre os trabalhos que contribuiram para o seu desenvolvimento na area da mecanica dos
sélidos e das estruturas, podem ser citados, por exemplo: Argyris et al. (1979), Crisfield
(1997), Ogden (1997), Bonet e Wood (1997) e Zienkiewicz e Taylor (2005), onde o método

¢é aplicado tanto em casos lineares quanto nao-lineares.

Em Coda (2003), é apresentada uma formulagao posicional do MEF, assim de-
nominada por utilizar como parametros nodais as posi¢oes dos nés a partir de um eixo
de coordenadas fixo, ao invés dos deslocamentos, como ¢é feito tradicionalmente. Uma
formulacdo semelhante pode ser encontrada em Bonet et al. (2000), aplicada na anlise de

estruturas pneumaticas de membrana.
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O MEF posicional utiliza uma descricao Lagrangeana total, isto é, toma como
referéncia a posi¢ao nao-deformada e nao-deslocada do corpo em todas as etapas de andlise.
Sua formulacao se destaca por ser didaticamente simples, proporcionando ainda resultados
satisfatorios. Além disso, considera intrinsecamente a nao-linearidade geométrica, sendo
portanto ideal para problemas de grandes deslocamentos. Uma descricao detalhada da

formulacao pode ser encontrada em Coda (2018).

Varios trabalhos que atestam a confiabilidade do método podem ser citados. Em
Coda e Greco (2004), o MEF posicional é aplicado na anélise estatica de porticos bidi-
mensionais sob grandes deslocamentos. J& em Greco et al. (2006), utilizou-se elementos de
trelicas espaciais, em conjunto com um modelo constitutivo elasto-plastico. A anélise dina-
mica foi introduzida por Greco e Coda (2006) no contexto de pérticos planos, empregando

o algoritmo de Newmark para integra¢ao no tempo.

Vale ser ressaltado que o algoritmo de Newmark exige conservagao da quantidade
de movimento, o que é valido no MEF posicional por ser utilizada a descricao Lagrangeana
total, que resulta em matriz de massa constante. Uma simples prova dessa passagem
pode ser encontrada em Coda e Paccola (2009) e em Sanches e Coda (2013), onde faz-se
também consideracoes sobre a conservacao da energia, a qual mostra-se suficiente para
os problemas usuais de engenharia quando combina-se MEF posicional e integrador de

Newmark.

Em Marques (2006), o método dos elementos finitos posicional é utilizado para
resolugao de problemas dinamicos de solidos bidimensionais elasticos com nao-linearidade
geométrica, além da consideragdo de contato com anteparos rigidos. Em Maciel (2008), o

método é aplicado na analise de pérticos planos e sélidos tridimensionais.

O método também foi utilizado para analise de elementos de casca, como pode ser
visto em Coda e Paccola (2007), Coda e Paccola (2009) e Pascon (2008). Entre outros
trabalhos com aplicagoes dindmicas, podem ser citados os de Sanches e Coda (2013),
Sanches e Coda (2014), Sanches e Coda (2017) e Avancini (2018), onde o método foi
aplicado na analise de interagao fluido-estrutura. Para aplicagoes incluindo nao-linearidades
fisicas, podem ser citados os trabalhos de Pascon (2012), Pascon e Coda (2013a), Pascon e
Coda (2013b), Pascon e Coda (2015) e Rigobello (2011).

1.3.2 Modelos constitutivos

Nesta subsecao é feita uma breve revisao bibliografica acerca de modelos constituti-
vos elasto-plasticos, visco-plasticos, visco-elasticos e visco-elasto-plasticos. A fim de evitar
ambiguidades, é importante uma breve discussao acerca da nomenclatura utilizada neste
trabalho: a denominacao “elasto-plastico” refere-se tradicionalmente a modelos que apresen-
tam elasticidade e plasticidade independentes de taxas. J& modelos visco-plasticos, também
denominados elasto-viscoplasticos na literatura, apresentam elasticidade independente de

taxa e comportamento viscoso (dependéncia temporal) associado a plasticidade. Modelos
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visco-elasticos, por sua vez, apresentam viscosidade associada ao comportamento elastico
do material. Por fim, modelos visco-elasto-plasticos, também denominados viscoelastico-
viscoplasticos na literatura, apresentam viscosidade associada tanto ao comportamento

elastico quanto ao comportamento plastico do material.

1.3.2.1 Modelos elasto-plasticos e visco-plasticos

De acordo com Hill (1998), o estudo cientifico da plasticidade teve inicio por
volta de 1864, quando Tresca estabeleceu experimentalmente que materiais metélicos
sofrem escoamento a partir de um valor critico de tensao cisalhante. Desde entao, diversos

pesquisadores contribuiram significativamente para desenvolver essa linha de pesquisa,
como Saint-Venant, Levy, von Mises, Hencky, Prandtl e Taylor (KHAN; HUANG, 1995).

Entre os trabalhos que abordam a teoria classica da plasticidade em pequenas
deformagoes, podem ser citados os de Johnson e Mellor (1983), Chakrabarty (1987), Khan
e Huang (1995), Crisfield (1997) e Hill (1998). Nos trabalhos de Coda e Paccola (2014) e
Coda, Sampaio e Paccola (2015), modelos elasto-plasticos sao aplicados em conjunto com o
método dos elementos finitos posicional, sendo adotada a decomposicao de Green-Naghdi,
em que o tensor deformacao de Green-Lagrange é expresso pela soma de suas parcelas
eldstica e plastica. No entanto, conforme discutido por Eterovic e Bathe (1991), essa
decomposicao apresenta incoeréncias que limitam seu uso tradicionalmente ao regime de

pequenas deformacoes.

Para o caso de grandes deformagoes, podem ser consultados os trabalhos de Simo
(1992), Khan e Huang (1995) e Simo e Hughes (2000). No contexto do departamento
de estruturas, destacam-se os trabalhos de Rubert (1997) e Pascon (2012). Em grande
parte das formulagoes, utiliza-se a bem aceita decomposicio de Kréner-Lee (KRONER,
1960; LEE, 1969; HAUPT, 1985), onde o gradiente da fungdo mudanga de configuragao é
decomposto de forma multiplicativa entre suas parcelas elastica e plastica. Quanto a lei
constitutiva, a representagdo pode ser feita por meio de uma abordagem termodinamica,
isto é, partindo da energia de dissipagdo (PASCON; CODA, 2013a). Uma das maneiras de
representar tal dissipacdao é pela inequagdao de Clausius-Duhem (HOLZAPFEL, 2000), que
resulta, para abordagens Lagrangeanas, em uma relagdo de conjugacao termodinamica
entre as taxas de deformacao plastica e o denominado tensor de Mandel (MANDEL, 1973).
Entre os trabalhos que utilizam esse conceito, podem ser citados os de Svendsen (1998),
Svendsen et al. (1998), Dettmer e Reese (2004), Pascon e Coda (2013a), Pascon e Coda
(2013b). Tal abordagem pode ser vista também em modelos que incluem anisotropia, como

o apresentado em Vladimirov, Pietryga e Reese (2010).

Dois fendmenos importantes que sdo observados nos problemas de elasto-plasticidade
sao os chamados efeitos de Bauschinger e Ratcheting (CHABOCHE, 1986; MOLLICA;
RAJAGOPAL; SRINIVASA, 2001; OLIVEIRA et al., 2007). O primeiro esté relacionado

ao fato das deformagoes em uma direcao influenciarem na tensao de escoamento da direcao
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oposta, enquanto o segundo esta relacionado ao aumento da deformacao média devido a
aplicagao de tensoes ciclicas (VLADIMIROV; PIETRYGA; REESE, 2007). Nesse sentido,
a lei de encruamento cinemético de Armstrong-Frederick (ARMSTRONG; FREDERICK,
1966) é amplamente utilizada, porém, apresenta limitagoes fora do contexto de pequenas

deformagoes, uma vez que a objetividade da lei de evolucdo é comprometida.

Estudos para extensao da lei de Armstrong-Frederick ao contexto de grandes
deformagdes foram realizados por Dettmer e Reese (2004) e Vladimirov, Pietryga e
Reese (2007), onde foi utilizada uma estratégia denominada “tipo Chaboche”; que parte da
utilizacao de taxas temporais objetivas, como a derivada de Jaumann (DOGUT; SIDOROFF,
1985; PASCON; CODA, 2013a), para escrever a lei de evolugao. Nesse caso utiliza-se um
tensor denominado tensao de retorno (Back Stress) como varidvel interna representando
o encruamento cinematico. Ja nos trabalhos de Vladimirov, Pietryga e Reese (2010) e
Brepols, Vladimirov e Reese (2014) é utilizada uma estratégia que parte da decomposigao
das deformagoes plasticas entre parcelas que representam diferentes efeitos na estrutura
cristalina (LION, 2000). A lei de evolugao resultante nesse caso é naturalmente objetiva,

dispensando a utilizacao de taxas temporais alternativas.

Para o caso visco-plastico, alguns modelos classicos podem ser mencionados, como
o de Perzyna (PERZYNA, 1966) e o de Duvaut-Lions (DUVAUT; LIONS, 1976), esse
ultimo diferenciando-se por definir multiplas superficies de plastificacdo para o dominio
elastico (SIMO; HUGHES, 2000). Uma generalizacao desses modelos ao caso de grandes
deformagdes é feita no trabalho de Ibrahimbegovié¢ e Chorfi (2000), por meio da decomposi-
cao multiplicativa e abordagem termodinamica, conforme mencionado previamente, porém,
utilizando uma descri¢do espacial (Euleriana). J& no trabalho de Méhler, Ekh e Runesson
(2001), é utilizada uma descrigao Lagrangeana, sendo adotado um formato generalizado
do modelo de Perzyna, considerando o conceito de admissibilidade visco-plastica. Mais
aplicagoes do modelo de Perzyna no regime de grandes deformagoes podem ser vistas, por
exemplo, nos trabalhos de Ponthot (2002), Garino et al. (2013) e Careglio et al. (2016).
E importante ser dito que tal modelo caracteriza-se por permitir um descumprimento
(controlado) do critério de plastificagdo. Como alternativa a isso, Wang, Sluys e Borst
(1997) propuseram um modelo visco-plastico denominado “consistente”, que introduz a
dependéncia temporal no préprio critério de plastificagdo. Um estudo mostrando uma
comparagao entre os dois modelos pode ser visto em Heeres, Suiker e Borst (2002). Uma

revisao mais completa sobre modelos visco-plasticos pode ser encontrada, por exemplo,
em Chaboche (2008).

1.3.2.2 Modelos visco-elasticos

De acordo com Christensen (2013), o avango no estudo de modelos constitutivos
visco-elasticos se deve principalmente a producao e utilizagao em larga escala de materiais
poliméricos. Para simular esse comportamento, diversos modelos reolégicos foram desen-

volvidos, como, por exemplo, o de Kelvin-Voigt, que pode ser representado pelo arranjo
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em paralelo de uma mola (comportamento eldstico) com um amortecedor (comportamento
viscoso), e o de Maxwell, representado pelo arranjo em série entre os mesmos (LEMAITRE;
CHABOCHE, 1985). A partir desses, derivam os denominados modelos de trés pardmetros,
discutidos, por exemplo, em Findley, Lai e Onaran (1989) e Huber e Tsakmakis (2000).
Dentre esses, os mais comuns sao os de Boltzmann e Zener, representados, respectiva-
mente, pelo arranjo em série de uma mola com o modelo de Kelvin-Voigt e pelo arranjo
em paralelo de uma mola com o modelo de Maxwell. Em Huber e Tsakmakis (2000), é
demonstrado que esses modelos apresentam propriedades mecanicas idénticas para o caso
de pequenas deformagoes, desde que feita a devida associacdo de seus parametros. Ja
no caso de deformacoes finitas, os modelos se diferenciam essencialmente por efeitos de

segunda ordem, conforme mostrado pelo mesmo autor.

Uma das formas mais comuns de tratar a viscosidade é pelo modelo de integral
de convolugao (CIM), que baseia-se no conceito de fungoes de relaxacao (SIMO, 1987;
LEMAITRE; CHABOCHE, 1985; HOLZAPFEL, 1996; LEMAITRE, 2001). Nesse caso, o
comportamento constitutivo ¢ descrito por meio de integrais hereditarias e, portanto, sua

aplicacao requer o conhecimento de todo o historico de deformagao do material.

Dessa forma, tornam-se vantajosas as formulacoes que se baseiam no conceito
de varidveis internas (IVM), iniciadas com o trabalho de Green e Tobolsky (1946), e
amplamente utilizadas até os dias de hoje (ver, por exemplo, Holzapfel e Simo (1996) e
Lion (1997)). Nesse contexto, a viscosidade ¢ tratada por meio de leis de evolu¢ao em
forma diferencial, que podem ser resolvidas numericamente por integradores temporais.
Uma comparacao entre as abordagens CIM e IVM pode ser vista no trabalho de Petiteau
et al. (2013), onde sao destacadas as vantagens e desvantagens dos métodos para cada

tipo de situagao.

Aproveitando a ideia introduzida por Kroner (1960) e Lee (1969) no contexto da
elasto-plasticidade, diversos autores comegaram a utilizar o conceito de variavel interna
por meio da decomposicdao das deformagoes entre parcelas elasticas e viscosas. Isso pode
ser visto, por exemplo, nos trabalhos de Sidoroff (1974) e Lubliner (1985), onde foi
utilizada a decomposicao multiplicativa do gradiente da fungdo mudanga de configuragao.
Tal decomposi¢ao também foi aplicada nos trabalhos de Tallec, Rahier e Kaiss (1993),
Reese e Govindjee (1997), Huber e Tsakmakis (2000), Hasanpour, Ziaei-Rad e Mahzoon
(2009), Petiteau et al. (2013) e Pascon e Coda (2017), em conjunto com formulagoes
termodinamicas. Estratégias diferenciais para tratar a viscosidade podem ser vistas também
nos trabalhos de Mesquita e Coda (2002), Mesquita e Coda (2003), Mesquita e Coda
(2007) e Madeira e Coda (2016) para formulagoes baseadas no modelo reolégico de Kelvin-
Voigt. Com relacao a aplicagdes de modelos visco-elasticos em analises bidimensionais
considerando estado plano de tensoes, os trabalhos de Kroon (2011) e Pascon (2018)

podem ser citados.
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1.3.2.3 Modelos visco-elasto-plasticos

Embora os estudos de visco-elasticidade e visco-plasticidade ja tenham sido bem
consolidados na literatura, ainda sao relativamente escassos os modelos que consideram um
acoplamento de ambos. Materiais como os polimeros, por exemplo, apresentam dependéncia
temporal tanto na etapa apos a plastificacdo quanto na anterior. No trabalho de Lammens
et al. (2017) podem ser vistas as curvas experimentais demonstrando tal comportamento
no material Poliamida 12, muito utilizado em processos de manufatura aditiva (impressao
3D), sendo também observados efeitos anisotropicos. Outros resultados experimentais
podem ser vistos em Lai e Bakker (1995) para o polietileno de alta densidade (PEAD).

No contexto de pequenas deformagoes, alguns modelos desenvolvidos para os
materiais poliméricos podem ser citados, como os de Kim e Muliana (2009) e Miled, Doghri
e Delannay (2011). No primeiro, foi utilizada uma abordagem integral para a parcela visco-
elastica, enquanto no segundo uma abordagem diferencial, sendo em seguida generalizado
para o caso de grandes deformagoes nos trabalhos de Nguyen et al. (2016) e Gudimetla
e Doghri (2017). Esse tltimo se difere do primeiro pelo fato de que foi utilizada uma
formulacao termodinamica. Ambos, no entanto, fazem uso da decomposi¢do multiplicativa
entre as parcelas visco-elasticas e visco-plasticas do gradiente da func¢ao mudanca de
configuragao. Outros modelos para materiais poliméricos em grandes deformagdes sao
apresentados em Holmes, Loughran e Suehrcke (2006) e Abdul-Hameed et al. (2014). O
comportamento visco-elasto-plastico também é estudado em materiais do tipo asfaltico,
como pode ser visto nos trabalhos de Drescher, Kringos e Scarpas (2010) e Darabi et al.
(2011), materiais com self-healing (SHAHSAVARI et al., 2016), e até mesmo em materiais
metalicos sobre altas temperaturas (BENAARBIA; ROUSE; SUN, 2018).

1.3.3 Modelos numéricos de contato

Os primeiros estudos sobre contato remontam a 1881, tendo sido conduzidos pelo
fisico alemao Heinrich Hertz, motivado por experimentos de interferéncia otica em lentes
de vidro (JOHNSON, 1987). Entre os trabalhos que moldaram o conhecimento nessa linha
de pesquisa, valem ser citados os de Hughes et al. (1976), Hallquist, Goudreau e Benson
(1985), Bathe e Chaudhary (1985), Chaudhary e Bathe (1986) e Benson e Hallquist (1990).

Do ponto de vista numérico, a modelagem do contato entre corpos deformaveis
pode ser dividida em dois sub-problemas: a deteccao da interseccao e a imposicao das
condigoes de nao-penetracao. Para ambos, a técnica de discretizacao adotada influencia

diretamente no procedimento da solucao.

Em problemas onde se pode garantir a coincidéncia das malhas na regiao do contato,
uma das formulagoes mais simples é a N6-a-N6 (WRIGGERS, 2006), na qual o modelo
¢é definido por pares de nés devidamente alinhados. No entanto, para o caso geral, a
estratégia mais comumente adotada é a do tipo Né-a-Segmento, introduzida em Hughes

et al. (1976) e Hallquist (1979), onde uma das interfaces de contato é discretizada por



30 1. Introdugdo

elementos nodais, denominados nos projéteis, enquanto a segunda interface é discretizada
por elementos de linhas curvas (no caso 2D), denominados segmentos alvos. Explicagoes
detalhadas sobre a formulagdo podem ser encontradas em Wriggers (2006), Piedade Neto
(2009) e Yastrebov (2013). Outros exemplos de trabalhos que utilizam essa abordagem
sao Bathe e Chaudhary (1985), Hallquist, Goudreau e Benson (1985), Wriggers e Simo
(1985), Simo, Wriggers e Taylor (1985), Wriggers, Van e Stein (1990), Papadopoulos e
Taylor (1992) e Zhong (1993).

Conforme apontado por Zavarise e Lorenzis (2009), alguns problemas podem ser
encontrados em casos especiais do algoritmo No6-a-Segmento, mais especificamente na
etapa de deteccao, devido a descontinuidade do vetor normal entre segmentos vizinhos.
Embora o uso de elementos de ordem superior diminua a frequéncia de tais problemas,
o trabalho previamente citado menciona a necessidade de cuidados especiais para evitar

resultados inconsistentes ou problemas de convergéncia.

Outra desvantagem do método No-a-Segmento é que apenas os nés projéteis sao
controlados, nao sendo detectados os casos em que os nos da interface alvo penetrem
os segmentos do sélido oposto. Em outras palavras, o método é eficaz em detectar o
contato e aplicar restrigdes nos nos, mas nao é capaz de generalizar a restricao para toda
a superficie de contorno. Em determinadas situagoes essa desvantagem pode proporcionar
erros consideraveis, sendo uma das solugoes a aplicacao dos chamados métodos de dois
passes, conforme discutido em Puso e Laursen (2004). Outra implicagao desse fato é que a
superficie de contato deve ter a discretizagao bem refinada para que sejam proporcionados

bons resultados.

Outro método atualmente muito difundido para modelagem de contato é o Mortar,
que teve inicio com o trabalho de Bernardi, Debit e Maday (1990) e foi aperfeigoado
em Bernardi, Maday e Patera (1994), apenas como uma formulagdo matemadtica que
proporciona uma técnica de compatibilizacao de dominios. O método comecou a ser
utilizado em problemas de contato com o trabalho de Belgacem, Hild e Laborde (1998).
Essa técnica, assim como o No6-a-Segmento, fornece uma alternativa para simular contato
entre malhas nao-coincidentes, porém baseia-se em uma abordagem Segmento-a-Segmento,

como pode ser visto, por exemplo, em Puso e Laursen (2004).

No método Mortar, todos os elementos de contorno passiveis de contato sao
discretizados como elementos de linha curva (segmentos) no caso 2D, ou de superficie
no caso 3D, e o contato é determinado por integracdo numérica ao longo do dominio da
interface. Dessa forma, tanto a deteccdo quanto a restri¢ao sao realizadas nos pontos de
integracao. Uma de suas vantagens ¢ garantir a nao-penetrabilidade nas regides entre os
nos, permitindo portanto uma discretizacao menos refinada na regiao de contato quando
comparado com a abordagem Noé-a-Segmento. Entre outros trabalhos que utilizam o
método, podem ser citados Fischer e Wriggers (2005), Yang, Laursen e Meng (2005),
Fischer e Wriggers (2006), Hartmann e Ramm (2008), Popp, Gee e Wall (2009), Tur et al.



1.4. Metodologia 31

(2012), Piedade Neto (2009), Piedade Neto (2013).

Para o caso de dominios particionados, uma técnica comumente adotada baseia-se
na troca de condig¢oes de contorno Dirichlet-Neumann. Essa é especialmente utilizada
no contexto de interagao fluido-estrutura (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013;
FERNANDES; CODA; SANCHES, 2018), onde os dominios sdo naturalmente particionados
por apresentarem diferentes comportamentos fisicos, mas o método também pode ser
aplicado em contato entre sélidos (WRIGGERS, 2006).

Também valem ser mencionados outros tipos de abordagem baseados em areas de
influéncia, como a técnica de “territério” apresentada em Zhong e Nilsson (1996), e a de
“pinball”] apresentada em Belytschko e Neal (1991) e Belytschko e Yeh (1993).

Quanto a aplicacdo de modelos de contato em analise dindmica, outros desafios
surgem, uma vez que a forte nao-linearidade do problema provoca mudangas repentinas
nos valores de aceleracao e velocidade, que podem levar a instabilidade da solucao quando
utilizado o algoritmo de Newmark com os pardmetros tradicionais, como atestado no
trabalho de Chaudhary e Bathe (1986). Técnicas para resolver essa inconformidade podem
ser vistas, por exemplo, em Carpenter, Taylor e Katona (1991), Taylor e Papadopoulos
(1993), Solberg e Papadopoulos (1998) e Hu (1997). O tltimo propde novos parametros para
o algoritmo de Newmark que levam a resultados estéveis e precisos mesmo para problemas
de impacto com altas frequéncia. No entanto, esta alteracao provoca um amortecimento
numérico altamente sensivel a discretizacao temporal adotada, sendo, portanto, necessario
que sejam utilizados intervalos de tempo suficientemente pequenos para diminuir os erros
provocados. Entre outros trabalhos que confirmam a eficiéncia desse estudo, podem ser
citados os de Greco (2004), Marques (2006) e Minski (2008).

1.4 Metodologia

Para fins de organizacao, o desenvolvimento do trabalho é dado em trés etapas
principais, em cada qual sdo desenvolvidas respectivamente a nao-linearidade geométrica,

a nao-linearidade fisica e a ndo-linearidade por contato.

Na primeira etapa, desenvolve-se um programa computacional para analise dindmica
de solidos sob grandes deslocamentos utilizando o Método dos Elementos Finitos posicional,
partindo de uma abordagem energética para obtencao das equagoes de equilibrio e adotando-
se, inicialmente, a lei constitutiva de Saint Venant-Kirchhoff. Utilizam-se os métodos de
Newton-Raphson e Newmark-5 para resolucao do sistema nao-linear e integragao temporal,
respectivamente. O codigo é escrito em linguagem Fortran, em conjunto com a ferramenta
OpenMP (DAGUM; MENON;, 1998) para multi-processamento. O sistema linear resultante
em cada iteragao ¢é resolvido pela rotina HSL MA67 (HSL, 2013).

Na segunda etapa, sao implementados modelos constitutivos visco-plastico, visco-
elastico e visco-elasto-plastico para regimes de grandes deformacgoes no codigo desenvolvido,

todos baseados em abordagens termodinamicas e utilizando como estratégia a decomposi¢ao
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multiplicativa do gradiente da fun¢do mudanca de configuracao. O modelo elasto-plastico
é baseado nos trabalhos de Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004) e Pascon e Coda
(2013a), com encruamento cinematico de Armstrong-Frederick seguindo a forma descrita no
trabalho de Vladimirov, Pietryga e Reese (2010). A generalizagao para o caso visco-plastico
é feita por meio do modelo de Perzyna em conjunto com a lei de Norton. Para o modelo
visco-elastico, segue-se o trabalho de Pascon e Coda (2017), onde é utilizado o modelo
reolégico de Zener. Por fim, desenvolve-se um modelo visco-elasto-plastico por meio do
acoplamento dos modelos visco-elastico e visco-plastico descritos. Tal acoplamento é feito
por meio da substituicao da parcela elastica do modelo visco-plastico por uma parcela
visco-elastica. Para todos os casos, no processo de evolucao da lei constitutiva emprega-se

método implicito de Euler para integracao temporal.

Em seguida, ¢ implementado um modelo numérico de contato utilizando a aborda-
gem No-a-Segmento. Para a detecgao do contato, emprega-se a técnica do ponto de minima
distancia, sendo aplicado um procedimento de Newton-Raphson local para a resolugao
do sistema nao linear que define as coordenadas de tal ponto. Quanto a imposicao das

condic¢oes de contato, adota-se o método dos multiplicadores de Lagrange.

Em cada estagio de implementacao, verifica-se o codigo através do estudo de
modelos simples, e ao final, o programa desenvolvido é aplicado para diversas simulagoes
numéricas a fim de tornar claro o comportamento dos modelos constitutivos e do modelo
numeérico frente a diferentes discretizagoes espaciais e temporais. Para a geragdo de malhas,
visualizagdo de pos-processamento e geragao de graficos, sdo utilizados os softwares Open-
Source Gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009), ParaView (AYACHIT, 2015) e Gnuplot
(WILLIAMS; KELLEY; many others, 2013), respectivamente.
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Capitulo 2

Mecanica dos solidos

A mecéanica dos solidos possui duas formas principais de descricao matematica: Lagran-
geana (ou referencial) e Euleriana (ou espacial). Na primeira, toma-se como referéncia a
configuracao inicial ou indeformada do corpo, enquanto na segunda utiliza-se a configuragao
final ou deformada. Neste capitulo, é dada énfase a descricao Lagrangeana, empregada no
presente trabalho. Maiores detalhes sobre os temas abordados aqui podem ser encontrados
em Ogden (1997), Bonet e Wood (1997), Holzapfel (2000) e Coda (2018).

2.1 Cinematica dos corpos deformaveis

Seja um corpo com configuracao inicial ou indeformada Q°, e configuracao atual Q*.
E de interesse da cinemética dos sélidos deformdveis descrever as mudancas de posicoes e
forma as quais tal corpo foi submetido. Para tal, define-se a fun¢do mudanca de configuracao
¢ como sendo uma aplicagao vetorial que mapeia as posi¢oes atuais (denotadas por y) a
partir das iniciais (denotadas por x), conforme ilustra a Figura 1. Além disso, denota-se
por A o gradiente da funcao mudanca de configuracao, isto é:
9G;
ox;’

A = VX(C) ou Aij = Ci,j = (21)

Figura 1 — Mudangas de configuragdo de um sélido deformavel

Fonte: Elaborada pelo autor!

Um resultado fundamental da mecéanica do continuo é o teorema da decomposigao

L' Uma vez que todas as figuras e tabelas deste trabalho sao elaboradas pelo autor, optou-se por omitir a fonte

nos casos posteriores, sendo informado na legenda caso essa tenha sido adaptada de outro trabalho
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polar (BONET; WOOD, 1997), que afirma que A pode ser unicamente decomposto nas

formas
A =RU=vR, (2.2)

chamadas, respectivamente, decomposicao polar a direita e decomposi¢ao polar a esquerda.
O tensor R é denominado tensor rotacdo, pois representa apenas os movimentos de corpo
rigido sofridos pelo corpo, isto é, movimentos de rotacao sem que haja mudanca de forma
propriamente dita. Por consequéncia, det(R) = 1. Outra importante propriedade de R é a

sua ortogonalidade, isto ¢, RTR =1, onde I é a identidade.

Ja os tensores U e v, chamados respectivamente de alongamento a direita (ou
material) e alongamento a esquerda (ou espacial), representam a parcela de deformacao

pura de A, e sdo simétricos, ou seja, U = U7 e v = v’.

2.1.1 Medidas de deformacao

Uma medida de deformacao é uma grandeza que permite mensurar pontualmente
a mudanca de forma ocorrida entre as configuragoes inicial e atual. Essa deve ser objetiva,
isto é, independente de movimentos de corpo rigido ou da escolha de eixos adotada. Com

isso em vista, define-se o alongamento a direita de Cauchy-Green:
C=ATA. (2.3)
Da decomposicao polar a direita, segue que
C = (RU)"(RU) = U'R'RU = UIU = UU = U?, (2.4)

ou seja, C depende apenas das parcelas de deformagoes puras de A, provando a sua
objetividade. Outra consequéncia de (2.4) é o fato de que fendmenos como movimentos de

corpo rigido, que nao provocam deformacoes, resultam em C = 1.

Outra medida particularmente conveniente, cuja objetividade decorre imediata-

mente de sua relacdo com o tensor C, é a deformacao de Green-Lagrange, definida por:

E-= ;(c ~1). (2.5)

Diz-se que E é normalizada, pois resulta no tensor nulo quando o corpo é sujeito apenas
a movimentos de corpo rigido. Além disso, é possivel verificar que essa se aproxima da

classica deformacao linear de engenharia (&) a medida em que A se aproxima da identidade.

2.1.2 Taxas de deformacio

O gradiente da velocidade da mudanca de configuracdao em relagao as coordenadas

Eulerianas é dado por:

. 9¢  d [a¢\ o ,
L:Vy(C)zglzﬁ(&i)X:AAl, (2.6)

onde o ponto sobrescrito (+) indica derivada no tempo. Pode-se ainda decompor L em suas
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parcelas simétrica e antissimétrica, isto é, L = D + W, onde
1
D = sim(L) = 5(L +L7), e (2.7)

1
W = ant(L) = 5(L — L7, (2.8)
O tensor D é conhecido como taxa de deformacao de engenharia, enquanto W é
denominado tensor taxa de rotacdo, ou vorticidade. Aplicando (2.6) em (2.7), chega-se a
relagao:
1 . . 1 . . .
D= i(AA*1 +ATATY=AT §(ATA +ATA) AP =ATEAT (2.9)
Logo, a taxa de deformacao de Green-Lagrange pode ser escrita como

E = ATDA. (2.10)

2.1.3 Mudanca de volume

Supondo que a partir da configuragdo indeformada de um sélido seja extraido um
cubo infinitesimal cujas dimensoes sao definidas por vetores dx!, dx? e dx3, conforme a
Figura 2. Entao sabe-se que o volume do cubo é dado por

dV° = dx'(dx* x dx®) = det(dx',dx? dx?). (2.11)

Suponha que o mesmo cubo tenha sofrido uma mudanca de configuragdo de forma
que venha a ser definido pelos vetores dy' = Adx!, dy? = Adx? e dy® = Adx>. Entdo o

volume deformado é dado por

dV = det(dy',dy*,dy®) = det(A) det(dx',dx* dx*) = JdV°, (2.12)
onde
av
J = det(A) = 55 >0 (2.13)

é chamado de jacobiano, ou deformacao volumétrica. Partindo da hipdtese de que o
material nao pode ser invertido ou desaparecer, isto é, que o volume dV nao pode vir a

ser negativo ou nulo, a condi¢ao J > 0 deve ser levada em conta no modelo do material.

Figura 2 — Configurag¢oes indeformada e deformada de um cubo infinitesimal

2.1.4 Formula de Nanson

Seja dV° um volume infinitesimal na configuracdo inicial definido pela projecio de

0

uma 4rea infinitesimal dS° através de um vetor dx, e seja n® o vetor unitério normal &
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face dS°, conforme a Figura 3. Assim, pode-se escrever:
dV°® = dxn°ds®. (2.14)

Suponha que esse corpo sofra uma mudanca de configuracao tal que venha a ser
definido por uma nova area infinitesimal d.S, com vetor normal unitario n, projetada

através de um vetor dy. Entao o novo volume é dado por

dV =dyndS = AdxndS. (2.15)
Logo, aplicando-se a férmula da mudanga de volume (2.12), resulta:
AdxndS = dV = JdV° = Jdxn"dS°, (2.16)
e, como dx pode ser tomado arbitrariamente, podemos escrever
AndS = Jn"dS°, ou (2.17)
ndS = JA 'n%s°, (2.18)

que é conhecida como férmula de Nanson, e pode ser utilizada para relacionar as areas

entre as configuragdes deformada e indeformada de um sélido.

Figura 3 — Configuracoes indeformada e deformada de volume gerado por area infinitesimal

2.1.5 Principio da conservacio da massa

Uma propriedade fundamental para a conversao da descricdo Euleriana para a
Lagrangeana, bem como futuras aplicagoes em andlises numéricas, é a conservacao da

massa, ou seja, a propriedade do corpo que garante que a massa M, escrita como
M :/ pdV, (2.19)
o)

é constante ao longo da andlise. Observe que, como o dominio §(¢) varia com o tempo,
para que a equagao (2.19) permaneca constante, a massa especifica p também deve variar

ao longo do tempo. Em particular,
M——/ pdV ——/ po dV?°, 2.20
) , Po ( )

onde Q° é o dominio em sua configuracao indeformada e py é a massa especifica inicial do

sélido. Substituindo a formula da mudanga de volume em (2.20), escreve-se:

M:/ devoz/ podV, (2.21)
Qo Qo
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ou seja, pg e p relacionam-se pela expressao

po = Jp. (2.22)
Logo, sendo f uma funcao qualquer dependente do tempo, tem-se que
/’ pde’:u/ prdVO:i/ pof AV, (2.23)
Q(t) Qo 0o

e, consequentemente,

d d .
@ d :f/ dO:/ avo. 9.24
= /Q STV =G fr v = [ mfav (2.24)

A expressao (2.24), que parte apenas do principio da conservacao de massa, serd de
particular utilidade na obtencao de equilibrio dindmico, bem como em demais passagens
deste trabalho.

2.2 Equilibrio

Conforme mencionado anteriormente, a formulacao adotada neste trabalho utiliza
uma descricao Lagrangeana total. Entretanto, deve-se observar que o estado de equilibrio
esta diretamente relacionado com a configuragao atual do corpo. Dessa forma, seguindo
Coda (2018), inicia-se introduzindo as equagoes de equilibrio em sua forma Euleriana, e,
em seguida, utilizam-se as formulas da mudanca de volume e de Nanson para obter as
formas Lagrangeanas.

2.2.1 Equilibrio Euleriano

Seja um corpo Q! em sua configuracao atual equilibrada, sujeito a um corte
imaginario conforme a Figura 4. Pela segunda lei de Newton, devem haver esforcos na

secao capazes de manter o equilibrio, resultando nas chamadas tensoes.

Figura 4 — Corte imaginario na configuragdo equilibrada de um sélido

Suponha agora que esse corpo é submetido a seis cortes ortogonais aos eixos coor-
denados, com distancias infinitesinais entre si, de forma que resulte um cubo infinitesimal
conforme a Figura 5. Cada face do cubo esta sujeita a uma tensao que pode ser decomposta
em trés componentes, denotadas por o;;, onde ¢ representa o eixo ortogonal a essa face e j
representa a direcao da componente.

Nessa decomposicao, as tensoes ortogonais a face do cubo sdo chamadas tensoes
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Figura 5 — Cubo infinitesimal sujeito a um estado de tensdes

o
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033 /dx3

X307 dx;

normais, enquanto aquelas tangentes ao cubo sao chamadas tensoes cisalhantes. Uma
representacao conveniente do estado de tensdo dado pelo procedimento exposto é o chamado
tensor de tensoes de Cauchy, dado por
011 012 013
O = |091 092 093] - (225)
031 032 033
A tensao de Cauchy é muitas vezes chamada de tensao real, por ser aquela que
efetivamente equilibra as forcas externas que atuam sobre o corpo deformado. Esse aspecto
deve ser frisado pois ao decorrer do texto serao utilizadas outras medidas de tensao que
nao apresentam significado fisico explicito, embora também sirvam como ferramentas para

obtengao do equilibrio.

Realizando o equilibrio de momentos no cubo infinitesimal, obtem-se o chamado

teorema de Cauchy, que implica na simetria do tensor de tensoes de Cauchy, isto é,
o=0o" (2.26)

A componente 0;; denota a tensao na direcao j atuante em uma face ortogonal ao
eixo 4. J& na face oposta, escreve-se a tensao como 0;; + 04;,;dy;, onde 0;;;dy; ¢ a variacao
infinitesimal de tensao que ocorre ao longo do cubo. Seja b a forca de volume ao longo do

elemento infinitesimal. Pela segunda lei de Newton, escreve-se:

onde dS; é o valor da area da face ortogonal ao eixo i, dV = dy;dy,dys é o volume do
cubo, p é a massa especifica e y é a aceleracao. Desenvolvendo algebricamente a expressao

(2.27), obtem-se o equilibrio local Euleriano:
V,-o+b=py. (2.28)

onde Vy denota o gradiente com relacdo a configuragao deformada. Integrando (2.28) no

dominio !, obtém-se

/Vy-adV+/ de:/ oy dV, (2.29)
01 (o 0l

de onde, utilizando o teorema de Gauss na primeira parcela, escreve-se

/a~ndS+/ de:/ P dV, (2.30)
rt Ol Ol
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no qual I'! representa o contorno de !, e n o versor normal a I'' no ponto analisado. O
termo o - n também pode ser visto como uma forga de superficie, sendo denotado por p.

Logo, o equilibrio global Euleriano pode ser escrito como:

/FlpdSJr/ledV:/lede. (2.31)

2.2.2 [Equilibrio Lagrangeano

Aplicando a férmula de Nanson (2.18) na primeira parcela de (2.30) e a férmula

da mudanca de volume (2.12) nas demais parcelas, obtém-se
/ (JoA™Y) - n®ds’ +/ JbdV? = / Tp§ dV°, (2.32)
ro Qo Qo

onde I'° representa o contorno de Y. Pelo principio da conservacao da massa, podemos
substituir Jp na terceira parcela por py. Supondo ainda que as forgas de volume sejam
conservativas, podemos utilizar um argumento analogo ao principio da conservagao da
massa e substituir Jb por uma forca de volume Lagrangeana, denotada por b". Além

disso, define-se o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie como
P=JA"0. (2.33)
Dessa forma, a equacao (2.32) pode ser escrita como
[ P n’ds’ + /Q TR0V = /Q oy AV, (2.34)

que representa o equilibrio global Lagrangeano. Aplicando o teorema de Gauss e a arbitra-

riedade do volume, pode-se obter o equilibrio local Lagrangeano pela expressao
V. P71 = po, (2.35)
mostrando que o equilibrio pode ser obtido em termos do tensor de Piola-Kirchhoff de

primeira espécie.

2.2.3 Equilibrio Lagrangeano por abordagem energética

Neste trabalho, utiliza-se como base para obtencao do equilibrio a abordagem

energética, na qual escreve-se o funcional da energia mecénica total do sistema como
IT = Hdef + Hemt + Hcinv (236)

onde Ilgzr ¢é a energia de deformagao, Il ¢ a energia potencial das forgas externas e
I1.;, é a energia cinética. O equilibrio é entao obtido pelo principio da energia mecanica

estacionaria total, que estabelece que a primeira variacao do funcional deve ser nula, isto é,
Ol = 0l ges + 611eqs + 0, = 0. (2.37)

Com base em (2.35), escreve-se:
SIT = (poy — Vx - PT —b")dy, (2.38)

onde Jy representa uma variagao arbitraria no campo de posigoes y. Integrando (2.38) no

volume inicial e realizando algumas manipulacoes algébricas, é possivel mostrar que essa
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pode ser escrita na forma (CODA, 2018):
ST1 = / oy dV° + / P §A dV° — / p°5y ds°® — / by dV0 =0,  (2.39)
0o Q0 o QO
onde p° representa a forca de superficie Lagrangeana, também assumida conservativa.

Diz-se, portanto, que PT é conjugado energético de A. A equagdo (2.39), no
entanto, ainda nao ¢é a forma ideal da equacao de equilibrio, uma vez que A nao é uma
medida de deformacao objetiva, e P apresenta diversas desvantagens enquanto medida de
tensdo, incluindo o fato de ser ndo-simétrico. Dessa forma, define-se o tensor de tensoes de

Piola-Kirchhoff de segunda espécie:
S=A"'P’. (2.40)

Combinando (2.40) e (2.33), segue que o tensor S relaciona-se com a tensao de

Cauchy pela expressao

o= }IASAT, (2.41)
sendo, portanto, simétrico. Aplicando (2.40) e a relagdo tensorial (A.32), pode-se escrever
PT:5A = (AS):0A =S: (AT5A). (2.42)

Da simetria de S, e pela relacgdo tensorial (A.40), conclui-se que:
1
S:(ATA) =S :sim(AT6A) =S i(ATéA + ASAT) =S : 6E, (2.43)

logo, S é conjugado energético da deformacao de Green-Lagrange, E, e a equagao (2.39)

pode ser escrita como
oIl = /Q poy Sy dV° + /Q S:SEdV — / p%oy ds® — /Q BosydVO=0.  (2.44)
0 0 o 0

Resta, entao, definir II de forma que a equacao (2.44) seja atendida.

2.2.3.1 Energia cinética
Escreve-se a energia cinética como

1 1
Hcm:f/ t"dV:f/ 75 dVO. 2.45
2 Joy VY 5 Jo POYY (2.45)
onde utilizou-se o teorema da conservagao da massa na segunda passagem. Disso resulta

dll,; 1

5T, = Cmdt:f/ %75 dthOZ/ (3t dVOZ/ oy dVO,  (2.46
o 5 Jo P0(25) o oy (yt) o POY0Y (2.46)

que equivale & primeira parcela da equagao (2.44).

2.2.3.2 Energia potencial das forcas externas

Escreve-se a energia potencial das forcas externas como

et == [ "y ds" = [ b0y av®, (247)
ro QO

onde a primeira parcela refere-se as forcas de superficie, e a segunda as forgas de volume.
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Segue de imediato que
Mgy = — [ 078y ds®— [ b0 syav®. (2.48)
ro Qo

Portanto, a energia potencial das forcas externas resulta na terceira e quarta
parcela de (2.44), levando a conclusao de que, para haver equivaléncia entre a abordagem

energética e o equilibrio Lagrangeano, a segunda parcela deve ser equivalente a 011g¢.
2.2.3.3 Energia de deformacao
Escreve-se a energia de deformagao como

Mo = /Q WAy, (2.49)

onde V¥, denominada energia especifica de deformacao ou energia livre de Helmholtz,
estabelece a relacao constitutiva do material, isto é, a lei que relaciona tensoes e deformagoes.
Para que a equagao (2.49) resulte na segunda parcela de (2.39) ou (2.44), deve-se ter

1
mdef:/ 6\I/dV0:/ PT:cSAdVOZ/ S:5EdV°:—/ S:5CdV,  (2.50)
0o Qo ol 2 Jao

ou, pela arbitrariedade do volume,

1
5\IJ:PT:5A:S:5E:§S:50. (2.51)
Dessa forma, as medidas de tensao P e S podem ser calculadas, respectivamente, pelas
expressoes

ov
P=— 2.52
OAT" © (2:52)

ov ov

S = Eoh Z—ac. (2.53)

Logo, escrevendo ¥ em funcao das deformagoes, e sabendo que essas dependem
apenas das posicoes, pode-se definir a energia mecanica total Il e, consequentemente, o

equilibrio, totalmente em funcdo de y, y e y.

2.3 Invariantes dos tensores de tensao e deformacao

Seja T um tensor genérico representando o estado de deformacoes ou tensdes em
um determinado ponto. Sabe-se que T nao é a unica representacao desse estado, pois
depende da escolha dos eixos coordenados (isso pode ser visto, por exemplo, na forma
como a tensdo de Cauchy é definida na subsecao 2.2.1). Logo, a fim de caracterizar o
estado de tensoes de maneira independente a essa escolha de eixos, utilizam-se os chamados

invariantes:
I = tx(T),
L= ;[tr(T)2 —a(TY)], e (2.54)
I3 = det(T),
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onde tr(e) simboliza o trago de um tensor, isto é, a soma dos termos da diagonal principal:
tl"(T) =1:T= T11 + T22 + T33. (255)

E possivel mostrar que I1, I» e I5 independem de rotagdes, e, portanto, possuem o

mesmo valor para diferentes representagoes do mesmo estado.

2.4 Tensoes hidrostraticas e desviadoras

Seja T um tensor de tensdes genérico e I; o seu primeiro invariante, isto é, I; = tr(T).
Definem-se as tensoes hidrostaticas e desviadoras, respectivamente, como (BONET; WOOD,
1997):

I

T/ = SL e (2.56)

I
TP =T-TH =T - 311. (2.57)

A tensao hidrostatica estd diretamente associada com a mudanca de volume,
enquanto a tensao desviadora esta associada a distor¢ao pura. Dessa forma, a decomposicao
T = TH + TP é conveniente em diversos contextos onde é necessaria uma distincao entre

os efeitos volumétricos e isocéricos.

2.5 Modelos constitutivos hiperelasticos

Conforme estabelecido na subsecao 2.2.3.3, os modelos constitutivos sao definidos
pela energia livre de Helmholtz, W. Diz-se que o modelo é hiperelastico quando, além de
ser elastico, sua expressao para ¥ é definida em funcao apenas do estado de deformacao
atual, e independe de fatores como histérico e taxa de deformacao. O valor de ¥ nesse caso
pode ser escrito tanto em fungao de E quanto de C, uma vez que a equagao (2.53) pode
ser utilizada para relacionar as duas situacoes. Entretanto, em leis ditas isotropicas, W
deve ser definida de forma que independa da escolha dos eixos coordenados. Para garantir
que isso ocorra, ¢ conveniente escrever as leis hiperelasticas em funcao dos invariantes de

E ou C, isto é,
V(E) =V(C) = V(I,l5,13). (2.58)
Além disso, espera-se que ¥ seja normalizada, ou seja,
E=0= V=0, (2.59)
e, em caso de grandes deformacoes, respeite as condigoes de crescimento

lim ¥ = lim ¥ = +oo, (2.60)

J—0t J—+o0

onde J = /I3 = ,/det(C) ¢ o jacobiano, ou deformagcio volumétrica, definido em (2.13).
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2.5.1 Lei de Saint Venant-Kirchhoff

A lei constitutiva de Saint-Vennant Kirchhoff (SVK) é considerada o caso mais
simples de lei hiperelastica, sendo aplicavel apenas em casos de pequenas deformacoes.

Essa lei é definida pela energia livre de Helmholtz:

1
U=_E:¢:E (2.61)

que resulta em uma relagao linear entre tensoes e deformagoes:
S=C:E, (2.62)

onde €° é um tensor constitutivo de quarta ordem, que depende apenas dos parametros

do material. No caso de sdlidos tridimensionais isétropos, €¢ é dado por
¢ =2GIT+ NI ®1, (2.63)

onde G e A sao o médulo de elasticidade transversal e a constante de Lamé, que podem
ser calculados a partir do médulo de Young E e coeficiente de poisson v pelas expressoes:
vE E
A= G=——. 2.64
I+v)-1—20) 2(1+ ) (264)

Aplicando (2.63) em (2.62), obtém-se a seguinte relacdo entre tensao de Piola-

Kirchhoff de segunda espécie e a deformacao de Green-Lagrange:

S = 2GE + Atr(E)L (2.65)

2.5.1.1 Representacio Matricial

A representacao (2.65) traz vantagens no equacionamento, porém, para fins de
facilitar a visualizagao, pode ser empregada a notacao de Voigt, onde as tensoes e defor-
magoes sao representadas por vetores, e o operador constitutivo linear por uma matriz.

Nesse contexto, a lei de Saint Venant-Kirchhoff pode ser expressa como

S 2G + )\ A A 0 0 0] (Es
Soo A 2G + A A 0 0 0] |Fy»
Sps| _ A A 2G+X 0 0 0| |Es (2.66)
312 0 0 0 2G 0 0 E12
S1s 0 0 0 0 2G 0| |FEs
Sos 0 0 0 0 0 2G| (E

Para solidos bidimensionais sob estado plano de deformagoes, a relagao constitutiva

¢é representada por

St 2G + A\ A 0 Ei
522 — A 2G + A 0 E22 5 (267)
S1o 0 0 2G| | Bre
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e, para o estado plano de tensoes,

Siy 2G 4+ )\ A 01 (Ey

522 - X 2G + X 0 E22 5 (268)
Si9 0 0 2G| | Eqo
onde
— vE
A 2 (2.69)

2.5.1.2 Prova da isotropia

Na expressio (2.61) a energia livre de Helmholtz foi escrita em fungao da deformacao
E, e portanto, a principio, nao é garantida a isotropia da lei. Para prova-la, escreve-se ¥

em termos dos invariantes I; e Iy de E, a partir da expressao

A—G A
U =Gl + Tlf = Gtr(E?) + §tr(E)2. (2.70)
Observando-se que (ver (A.20) para detalhes sobre as operagoes tensoriais):
otr(E)? otr(E)

e, considerando-se a simetria de E (ver (A.16) e (A.20)):
otr(E?)  otr(E?) 9(ER)
OE;; 0L}  OEy

temos que a tensao pode ser calculada como
ow otr(E?) N A Otr(E)?

S=%E " " oE 2 OE

que equivale a expressao (2.65), mostrando que (2.61) e (2.70) representam a mesma lei,

= 0w (0riEji + Eridiy) = Eji + Eji = 2E;;. (2.72)

— 2GE + Mr(E)I, (2.73)

definida em termos dos invariantes e, portanto, isotrépica.

2.5.1.3 Condicoes de crescimento

Embora a lei de Saint Venant-Kirchhoff seja isotropica e claramente normalizada,
ela ndo atende as condicoes de crescimento. Para demonstrar tal fato, considere uma barra
de trelica alinhada ao eixo 1, com comprimento inicial ¢y, deformada de maneira a assumir

o comprimento £. Nesse caso pode-se verificar que em cada ponto da barra temos

1
J = AH = —, € (274)
o
1 [ ¢? 1
Eh=-|=—-1]==(J*-1 2.75
=3 (z-1) =500, 2.7
e a lei de Saint Venant-Kirchhoff se resume a
E E
\D:§Ef1:§<J2—1>2, e (2.76)
E
Sn=EBn =7 (72 -1). (2.77)

Os graficos de ¥ e S1; em fungdo do jacobiano J sdao apresentados na Figura 6
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para E = 1. Nesses graficos, é evidente que a condi¢cdo de crescimento nao é atendida,
uma vez que V¥ tende para 0.125 quando J tende a zero. Uma consequéncia disso é que o
modelo SVK permite a “inversao” ou “desaparecimento” do material, como pode ser visto

no grafico da tensao: quando Si; tende ao valor finito —0.5, o jacobiano tende a 0.

Figura 6 — Graficos de energia e tensdo para uma barra de trelica com modelo SVK
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Assim, conclui-se que o modelo de Saint Venant-Kirchhoff ndo é adequado em
casos de grandes deformagoes, especialmente quando héa niveis elevados de compressao.
Para essas situagoes, torna-se necessaria a definicdo de uma lei hiperelastica que atenda as
condigoes de crescimento. Um exemplo de modelo que relaciona-se com o de SVK no caso
de pequenas deformacgoes porém respeita as condigoes de crescimento ¢ a lei Neo-Hookeana,

definida na proxima secao.

2.5.2 Modelo Neo-Hookeano
O modelo Neo-Hookeano adotado é definido pela expressao:

U = gln(J)Q + g[tr(C) —3—2In(J)], (2.78)

na qual A e p sdo parametros que podem ser associados com a constante de Lamé e o moédulo
de elasticidade transversal, respectivamente. Observa-se ¥ é isotropica, pois é definida
em fungdo dos invariantes I} = tr(C) e J = y/det(C) = /I3. Além disso, analisando a
expressao (2.78), pode-se perceber que o pardmetro A serve como um penalizador para
In(J), sendo, portanto, responsavel por controlar a proximidade de J a 1, ou seja, a
incompressibilidade do material.

2.5.2.1 Calculo da tensao

Para as parcelas de ¥ escritas em fung¢ao de C, a expressao (2.53) pode ser utilizada

para o calculo da tensdo. Para as parcelas de W escritas em funcao de J, utiliza-se o
seguinte artificio:

ov(C) ov(J)oJ  OV(J)

oC " aJ aC o

onde na tltima passagem foi utilizada a equagao (A.24) e o fato que J = 1/det(C). Tem-se,

S=2 JC . (2.79)
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portanto:

S 0 'utr(C) - §u —pln(J) + /2\1n(J)2

T OE |2 2
Cow(C)  om() ., Aom()], ., (2.80)
e “H s JC o /¢

=puI-C ) +Aln(J)C.

2.5.2.2 Calculo do operador tangente consistente hiperelastico

O operador tangente consistente hiperelastico, €¢, definido como
0SS 288

OE oC’
assume particular importancia na solu¢ao numeérica do problema. No caso da lei de Saint

¢ (2.81)
Venant-Kirchhoff esse é constante e definido previamente pelos parametros do material.

J&4 no modelo Neo-Hookeano, o valor de €° pode mudar conforme o nivel de deformagao.

Dessa forma, partindo de (2.80), tem-se que

e a —1 -1
¢ :@[M(I—C )+ Aln(J)C™]
oc™t  dln(J) ., .., oC
—_ 2.82
2+ A= ICT @ CT 20 () (2.82)

Cc! 1 1 oC—!

onde o tensor OC~!/0C pode ser obtido pela equacao (A.18). Nota-se que, quando as

deformagoes tendem a zero,
oCc™t
oC

mostrando que, quando A = A\, u = G, e as deformacoes forem suficientemente pequenas,

—II, C'e®C'=I®Il e In(J) — 0, (2.83)

as equagoes (2.82) e (2.63) podem ser associadas.

2.5.3 Estado plano de deformacoes e de tensoes

Nota-se que a lei neo-Hookeana (2.78), tal como as leis apresentadas em segdes
posteriores, é definida para o caso 3D, e portanto, requer certas aproximagcoes para que seja
aplicada em problemas bidimensionais. Neste trabalho, utilizam-se as classicas hipoteses

de estado plano de deformacoes (EPD) e estado plano de tensdes (EPT).

No EPD, assume-se que Fi3 = FEy3 = F33 = 0, 0 que equivale a manter as equagoes
(2.80) e (2.82), porém utilizando tensores 2 x 2 ao invés de 3 x 3.

Ja no EPT, assume-se que Si3 = Sa3 = S33 = 0. Para materiais isotrépicos, as
condigoes Si3 = Y93 = 0 sdo automaticamente atendidas se F3 = Es3 = 0. Logo, resta
encontrar o valor de E33 tal que S33 = 0. No caso da lei de Saint Venant-Kirchhoff, essa
equagao ¢ linear, o que resulta em um valor explicito para E33 que ja é considerado na lei

dada em (2.68). J& no caso neo-Hookeano, tal equagao é nao-linear, e, portanto, requer
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métodos de resolucao mais sofisticados. Neste trabalho, utiliza-se o método numérico de

Newton-Raphson, de acordo com os passos:

1. Inicialmente, assume-se um valor tentativa para FE33. Tal valor pode ser 0 ou algum
valor de F33 calculado anteriormente que pode estar préximo da solugao;
Para essa tentativa, calcula-se S e €5335;
Corrige-se a deformacao tentativa somando o valor AFEs3 = —S33/€5545:
4. Se o erro |AEs3| ou |Ss3| for menor que uma tolerdncia pré-estabelecida, a tentativa
é dada como solucao. Caso contrario, retorna-se ao Item 2.
Apesar do método apresentado ter um custo computacional maior, esse é vantajoso
devido a sua generalidade, uma vez que pode ser aplicado em qualquer lei constitutiva
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). J& a solu¢ao exata, se ndo impraticavel, requer uma

formulacao diferente para cada variacao do modelo.
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Capitulo 3

O método dos elementos finitos posicional

A ideia basica do MEF é a divisdo do dominio em subdominios menores, denominados
elementos finitos. Tais elementos sdo compostos por nds, aos quais se associam as chamadas
funcoes de forma e os pardmetros das variaveis do problema. Os campos das variaveis sao
entao representados por uma combinacao linear das func¢oes de forma cujos coeficientes sao
os respectivos parametros nodais. Dessa maneira, um problema continuo é aproximado pela
combinacao linear de fungoes discretas, cuja precisao da resposta depende do refinamento

da malha de elementos adotada.

Adotam-se neste trabalho elementos finitos triangulares (ver Figura 7) para dis-
cretizar os solidos bidimensionais, devido a sua melhor adequacao com geometrias curvas
quando comparado a outros tipos de elementos. Os elementos de 3 nés (T3), 6 nds (T6) e
10 nés (T10) possuem como fungoes de forma polindmios de Lagrange de ordem linear,
quadratica e cubica, respectivamente, sendo o T10 utilizado na maior parte dos exemplos.

Tal escolha se justifica pelos bons resultados que tal elemento tem apresentado em trabalhos

Figura 7 — Elementos finitos triangulares em coordenadas adimensionais

(a) T3 (b) T6 (c) T10
AS,
o3
| 25
Figura 8 — Elementos finitos de linha curva em coordenadas adimensionais
(a) L2 (b) L3 (c) L4
1
2 > 1 2 3 - 1 2 3 4 -
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que utilizam a abordagem adotada, sendo superior a elementos de aproximacao quadratica
pela sua capacidade de apresentar pontos de inflexao e pela representacao geométrica
mais adequada de sélidos cujo contorno seja curvilineo ou circular. Para discretizar o
contorno dos sélidos, aplicam-se os elementos de linha curva de grau equivalente, conforme

a Figura 8.

Neste trabalho, assim como em grande parte dos trabalhos voltados para analise de
problemas dependentes do tempo, a técnica de elementos finitos é utilizada apenas para
discretizacao espacial, sendo aplicado um processo de marcha no tempo para discretizagao
temporal. Isso ocorre mesmo em casos onde a andlise é estética ou quase-estatica (efeitos
inerciais despreziveis), para que se possa levar em consideragao dependéncias temporais
do carregamento, e/ou para que o processo de solugao nao-linear seja facilitado, no que
tange a evolugao do modelo constitutivo. Nesse caso, bem como em analises dindmicas, a

precisao da resposta depende do refinamento dos passos de tempo.

Em abordagens tradicionais do MEF aplicado a mecanica dos solidos, as variaveis
nodais a serem calculadas sao os deslocamentos. Ja na abordagem posicional, elaborada
por Bonet et al. (2000) e Coda (2003), utilizam-se como variaveis as posi¢oes dos nés com
relacdo a um sistema de referéncia. A formulacao descrita neste capitulo é baseada em

Coda (2018). Para mais detalhes, o mesmo pode ser consultado.

Denota-se por x* o vetor contendo as posic¢oes iniciais do né «, e por y* o vetor
que contém as posicoes atuais do mesmo no, cujo conhecimento ¢ de interesse na analise.
As posicoes iniciais e atuais ao longo do elemento podem ser mapeadas pelas funcoes ¢ e
¢! a partir de um domfnio paramétrico adimensional auxiliar de um elemento finito (ver

Figura 9), pelas expressoes:

€)= ¢ (e)x", e (3.1)
¢H(&) = v (&)y", (3.2)
Figura 9 — Mapeamento das configuragoes iniciais e finais
AT Z, A A?/Q

Co, & -/<1, Al
k e £

onde & é o vetor de coordenadas adimensionais, e ¢ é a fungao de forma associada ao nd

«, definida no elemento finito de coordenadas adimensionais. Dessa forma, calcula-se o
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gradiente da fun¢ao mudanca de configuragao (2.1) por

A=V, (¢'o (")) =ANAY, (3.3)
onde
Op®
o _ 0 __ e
A =G, = a€,; Ty, € (3.4)
Op®
1 _ A1 _ «
Aij = Cz] = o€ Yi s (3.5)

a partir do qual sdo obtidos o Jacobiano (2.13), o alongamento a direita de Cauchy-Green
(2.3) e a deformagao de Green-Lagrange (2.5), bem como o tensor das tensoes de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie, S, calculado por meio da lei constitutiva do material. Para
a posterior aplicagdo no processo de integragao numeérica, calcula-se também o Jacobiano

da configuracao inicial:
J? = det(A”). (3.6)

Aplicando o principio da energia mecénica estaciondria (2.37) no MEF posicional,

tem-se para cada n6é « da estrutura discretizada a seguinte equacao de equilibrio:

$ = £ + £ + 5., =0, (3.7)
onde os vetores
o _ 8@“;3‘ | (3.8)
o 3;;52 (3.9)
o 8311;;n (3.10)

representam, respectivamente, a forga interna, externa e inercial do né a. A equagao (3.7)

representa a forma semi-discreta (apenas discretizagao espacial) do problema.

3.1 Integracao temporal pelo método de Newmark-s

Para a resolugao do problema dindmico, algumas grandezas como velocidade (y) e
aceleracao (¥) sdo necessarias. Entretanto, como deseja-se resolver o sistema em posigoes
(y), é preciso adotar um algoritmo de integracao temporal que permita escrever as varidveis
dindmicas em termos das posi¢coes no passo atual e de variaveis conhecidas no passo
anterior. Nesse sentido, adota-se o algoritmo de Newmark-3, que parte das aproximacoes

. ) . AP
Yor1 = ¥s + ¥t + [(1 = 20) ¥ + 265] =
yS—H = Ys + (1 - ’Y)Atys + ’YAtS’s+1 ) (3'12)

onde [ e v sdo os parametros de Newmark, os indices s+ 1 e s referem-se, respectivamente,

e (3.11)

aos valores da varidavel no passo atual e anterior, e At é o intervalo de tempo ocorrido

entre os passos.
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O método de Newmark-5 é um integrador temporal generalizado cujos valores
especificados para [ e 7 permitem realizar tanto integracao explicita como implicita
(incondicionalmente estavel) e atingir convergéncia de primeira ou de segunda ordem, o
que faz que este seja amplamente empregado (NEWMARK, 1959; BAKER, 1976). Os
pardmetros mais utilizados na literatura sao f = 1/4 e v = 1/2, resultando em integragao
de segunda ordem incondicionalmente estavel. Nesse caso as aproximacoes recaem na regra
do trapézio, isto é, considera-se um valor intermediario de aceleracao para representar
as variacgoes de posicao e velocidade. Tais parametros sao adequados para a maioria das
aplicagbes, com algumas excegdes, como problemas de impacto, onde as mudancas bruscas

de aceleragoes podem provocar instabilidade numérica, dificultando a convergéncia.

Rearranjando as equagoes (3.11) e (3.12), pode-se escrever as velocidades e acelera-
¢Oes no passo atual como

. gl

Ys+1 = @}Is—&-l + ry — fyAth , € (313)

. 1
Ys+1 = m}’sﬂ — Qs (3.14)

onde ry e qs sdo grandezas que dependem apenas das variaveis no passo anterior:
rs =ys+At(1 —7)ys, e (3.15)
1 1 1

S T S AgoJs 7'5 ——1 "s~ 3.16
%= gapYe t 5a +<2B )y (3.16)

3.2 Meétodo de Newton-Raphson

Suponha que as variaveis nodais x“, y*, y*, y°, £5,, £2,, £5.., qs e rs sejam

arranjadas, respectivamente, em vetores' {x}, {y}, {y}, {y}, {£}™, {f}e=t {£}"e" {q}s
e {r} de dimensoes N - nyss, onde N é o niimero de dimensdes do problema (no caso, 2) e

Nngs € 0 niimero de nés da malha, a partir da seguinte incidéncia cinematica:

{(®)}N@a—1)1i = ()] (3.17)
Sendo assim, o sistema nao-linear dado por (3.7) pode ser arranjado em um vetor

residuo {g}, escrito como:

{g} = {£}" + {3 + {£}"" = {0}. (3.18)
Seja {y}' uma configuracao “tentativa” qualquer de posi¢oes e denote por (o)

o valor da grandeza genérica (e) aplicada em {y}'. Entao, expandindo {g} em série de

Taylor, e desprezando-se os termos de ordem 2 ou superior, temos

{g}' = —[H]'{Ay} (3.19)
onde [H| = 0{g}/0{y} é denominada Matriz Hessiana, ou rigidez tangente, e {Ay} =
vy} = {v}"

1

Os arranjos vetoriais e matriciais neste trabalho sdo denotados por {e} e [e], respectivamente,
de forma que esses possam ser diferenciados dos vetores e matrizes originais.
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Inicialmente, o vetor {y}' pode assumir os valores do passo anterior ou {x}, caso
seja o primeiro passo. A partir desse, calcula-se o vetor residuo tentativa {g}, a hessiana
[H]', e resolve-se o sistema linear dado pela equacio (3.19), de onde obtem-se a corregio
{Ay}. Essa corregao é entao somada em {y}, e repete-se o procedimento até que um

critério de convergéncia seja atendido. Tal critério pode ser dado, por exemplo, por

{Ay} |
{3
onde ||(e)|| denota a norma de (e) e tol é um nimero positivo suficientemente pequeno.

Neste trabalho, adota-se tol = 107°.

< tol, (3.20)

erro =

3.3 Forcas internas

Aplicando a equagao (2.50) em (3.8), pode-se determinar o valor nodal equivalente

de forca interna do né « pela expressao:

OE
£ :/ s: = gy 3.21
int Qo aya ( )
onde, partindo das equagoes (2.5), (2.3) e (3.3), calcula-se
oE; 1 OAL 1 OA!
Yo AO -1 mlAl AO -1 - AO _-1A1 mn AO -1 3.29
ay’? 2( )lz ay? mn( )’ij + 2( )Z’L ml ayg ( )n] ) ( )
e, partindo da equacao (3.5),
0A;; 09

L 3.23
dyp 0 " (3.23)

onde § é a funcao delta de Kronecker, dada pela equagao (A.13). A integral em (3.21) é
calculada sobre todos os elementos que contém o né «, por meio de integracao numérica,

onde no presente trabalho utiliza-se a quadratura dada por Dunavant (1985).

3.4 Forcas externas

Aplicando (2.48) em (3.9) e usando a interpolagdo y = ¢®y?, pode-se escrever a

forca externa associada a cada né « como:
fo = / b dVO — / oopds° (3.24)
Qo ro

onde, a fim de reduzir a notacio, os vetores de carregamento b® e p® foram representados

simplesmente por b e p, e subentende-se que esses sao definidos na configuragao inicial.

Caso o problema apresente cargas pontuais, essas devem ser somadas diretamente
na equagao (3.24). Neste trabalho, foram considerados apenas casos onde p e b sdo
constantes ao longo do elemento. Portanto, a integral (3.24), resolvida também por
integracao numérica, ¢ polinomial da ordem de ¢, e deve ser resolvida sobre todos os
elementos que contém o no «. Caso se deseje incluir forgas variaveis, pode-se escrever as

expressoes para p e b nas integrais, ou interpolar os carregamentos por valores nodais,
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isto é, p = ©’p” e b = b, de forma que a equacio (3.24) se torne:
foo = / pp’p’ v’ — / 0" b’ ds’. (3.25)

3.5 Forcas inerciais

Aplicando (2.46) em (3.10) e usando as interpolagoes y = p%y® e y = ¢°y°, a
forca inercial associada a cada né « é dada por:
finer / pog® e’y AV, (3.26)
isto é,

{£}m = M {5}, (3.27)
onde [M] é denominada matriz de massa, com dimensoes (N - nyss) X (N - npes). Para
cada conjunto de nés «, [/ da malha e direcao i, corresponde-se um termo da linha
m = N(aw—1)+i e coluna n = N(f — 1) + i da matriz [M], dado pela expressao

[M]mn = /QO posoacp/j dVO ) (328)
onde a integral é calculada sobre todos os elementos que contém os nos « e . Para facilitar

a visualizacao, apresenta-se a matriz de massa de um solido bidimensional com apenas um

elemento de 3 nos:

o't 0 Pl 0 9l 0
o'l 0 pl? @l
2 .1 O 2 .2 0 2. .3 O
M= [ p T Do T have, (3.29)
Qo PP 0 0  p
el 0 Pe* 0 PP
I 0 903901 0 903902 0 903903_

Adicionalmente, caso se deseje incluir amortecimento de Rayleigh:

{£}" = M {y} + [C] {¥} , (3.30)
onde [C] é a matriz de amortecimento, que pode ser adotada, por exemplo, como combi-

nacao linear das matrizes de massa e de rigidez.

Aplicando as equagoes (3.11) e (3.12) do algoritmo de Newmark-/3 nos vetores {y}
e {y} da equagdo (3.30), pode-se expressa-la na forma:

(1" = 3 M) - M {ah + 545 (€13} + (€] {1} —7A¢[C{a). . (331)

lembrando que {q}; e {r}s dependem apenas das posi¢oes, velocidades e aceleragdes do

passo anterior, que sao conhecidas.

Caso seja o primeiro passo e os valores iniciais de forga interna {f}i", forca externa
{f}c* e velocidade {y}o sejam dados, a aceleragao inicial {y}o pode ser calculada pelo

sistema linear

[M] {}o = —{£}0" — {£}5" — [Cl{¥ }o- (3.32)
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3.6 Matriz Hessiana

Considerando-se as forgas externas conservativas, isto é, independentes de mudancas

de posigoes, resulta a seguinte expressao para a matriz hessiana:

_ofg} _ ofepm | oty

H| = = + 3.33
=0y oty o) (33
onde, das equagoes (3.31) e (3.21), resultam
oif iner 1 ol
ofy, 0S OE ~ O°E 0
dy? /Q (ayﬁ oye T W) WV (3.35)
e, da equagao (3.22),
0*E; Loy-1945 040  ov-1 L yoy—19A00 OAnn  0y-1
ayqﬁy@ = 5(14 )li &y‘-l 8y’~3 (A )nj + 5(14 )li ay@ 8y‘?‘ (A )nj ) (3-36)
] v J J ’

lembrando que OA'/dy ¢ dado na Equacdo (3.23). O valor de OE/dy, necessirio na
equacgao (3.35), também ja apresentado em (3.22). Além disso,
S 0S OE
Gy 0B oy

onde 0S/0E, ja abordado anteriormente, é o operador tangente consistente da lei consti-

(3.37)

tutiva, denotado, no caso hiperelastico, por €°.

O valor obtido em (3.35) é aplicado a (3.33) utilizando a seguinte incidéncia
cinematica:
a{f}wl(ta—l)ﬂ a(fz%t)l

= . 3.38
NyInp-1)+i 8yf (3.38)

3.7 Implementacio computacional

No algoritmo 1 ilustra-se o processo descrito por meio de um esbogo do codigo
computacional desenvolvido, sendo abordados alguns detalhes nao discutidos previamente,

como por exemplo imposicao de posigoes prescritas.

O algoritmo ¢ implementado em linguagem Fortran 95. O loop iniciado na linha 12
¢é paralelizado, isto é, executado em varios nicleos de processamento simultaneamente,
por meio da ferramenta OpenMP (DAGUM; MENON, 1998), o que ajudou a diminuir

consideravelmente o tempo de execucao do programa.

Vale ser dito que, embora o cddigo tenha sido desenvolvido e apresentado para
problemas dinamicos, esse também pode ser utilizado para realizar andlises puramente
estaticas, sendo tal limitante definido pelo usuario nos dados de entrada. Nesse caso, o
programa ird apenas assumir que {f}"¢" = {0}, 9{f}"*" /d{y} = [0], e ignorar o cdlculo
das varidveis dindmicas [M], [C], {¥}o, {a}s, {r}s, {¥}s+1 € {¥}s41 (linhas 3, 5 e 39).

Algumas variaveis calculadas em pontos de integragao, tais como deformacoes
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Algoritmo 1: Esbog¢o do cédigo desenvolvido

1 Leitura dos dados de entrada;

2 Definicdo dos elementos e fungoes de forma;

3 Calculo de [M] por (3.28), [C], e aceleragao inicial {§}o por (3.32);
4 para cada passo de tempo faga

5 Calculo de {q}s e {r}s por (3.15) e (3.16);
6 Célculo de {f}**! (secdo 3.4);
7 Adota-se para {y} um valor inicial igual ao do passo anterior, ou, se for o primeiro
passo, igual a {x} ;
enquanto erro > tol faga
Célculo de {f}*" por (3.31);
10 {g} — {f}iner _ {f}ezt;
11 [H] « o{f}"" /{dy}, por (3.34);
12 para cada elemento “e” do dominio faca
13 para cada ponto de integragcio “p” faga
14 Célculo de A, J, C e E conforme (3.3), (2.13), (2.3) e (2.5);
15 Célculo da tensao S e de €° por meio do modelo constitutivo;
16 para cada nd « do elemento e diregio i faga
17 Calculo de OE /0y por (3.22);
18 {9¥N@a-1)+i < {9} N(a—1)+i + Sk(OEw/0ys)|JO|wP,
onde wP é o peso do ponto de integragao p;
19 fim
20 para cada nd 8 do elemento e direcio j faga
21 Caélculo de BS/(?yf por (3.37);
22 para cada né « do elemento e direcio i faga
23 Célculo de 0°E/(dy§dy’) por (3.36);
24 m <+ N(a—1)+1;
25 n<« N(B—1)+j;
2
26 [H]mn A [H]mn + (asgl 8Elo€¢l kl 0 Eklﬁ) ‘J0|wp;
dy; dy; yg*dy;
27 fim
28 fim
29 fim
30 fim
31 para cada nd « e diregdo i com posicdo prescrita faga
32 Zerar a linha e coluna de indice N(a — 1) + 4 em [H], e fazer o termo da
diagonal principal nessa mesma posicao igual a 1;
33 {9} N(a—1)i  (yf)Preserto — y
34 fim
35 Resolugdo do sistema linear [H] {Ay} = —{g};
36 Atualizagao das posicoes: {y} < {y} + {Ay};
87 erro < [{Ay}HI/I{x};
38 fim
39 Calcula-se {y} e {y} por (3.13) e (3.14);
40 fim

e tensoes, precisam ser projetadas aos nos para que possam ser visualizadas em poés-
processadores comuns. Nesse sentido, foi utilizada uma estratégia de interpolacao baseada

no método dos minimos quadrados, tal como descrito em Coda (2018).
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Capitulo 4

Modelo elasto-plastico e visco-plastico

Em contraste aos modelos elasticos, onde ha o retorno a configuragao inicial apds o
descarregamento, modelos constitutivos plasticos sao caracterizados por sua natureza
dissipativa, apresentando deformacoes permanentes. Isso ocorre devido ao movimento
irreversivel de discordancias, que provocam deslizamentos na estrutura microscopica do

material.

Quando a lei constitutiva apresenta caracteristicas simultaneamente elasticas e plas-
ticas, essa é denominada elasto-plastica, sendo tal nomenclatura utilizada principalmente
para modelos independentes do tempo. Quando a parcela plastica depende explicita-
mente das taxas de deformagoes as quais o material é sujeito, o modelo é denominado

elasto-visco-plastico, ou, simplesmente, visco-plastico.

Nas segoes 4.1 e 4.2, sao descritos dois modelos elasto-plasticos baseados na energia
de dissipagao, que diferenciam-se essencialmente pela forma de decomposi¢ao adotada para
as deformagoes plasticas e elasticas. O primeiro parte da decomposicao de Green-Naghdi
(ou aditiva), sendo valido somente para o caso de pequenas deformagoes. Ja o segundo,
bem aceito no regime de grandes deformagoes, parte da decomposi¢ao de Kroner-Lee (ou
multiplicativa), sendo baseado nos trabalhos de Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004)
e Pascon e Coda (2013a). Esse tltimo é generalizado ainda para o caso visco-pldstico na

secao 4.3, onde se utiliza o classico modelo de Perzyna.

4.1 Modelo elasto-plastico em pequenas deformacoes

Com o intuito de facilitar a visualizagao de certos conceitos béasicos referentes a
elasto-plasticidade, apresenta-se nesta se¢do um modelo simplificado baseado na decom-
posicao aditiva do tensor de deformacoes de Green-Lagrange. Tal decomposi¢ao permite
uma notavel reducao nos calculos quando comparada a multiplicativa, porém, apresenta
determinadas incoeréncias que limitam seu uso, tradicionalmente, ao regime de pequenas

deformacoes.
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4.1.1 Concepc¢ao unidimensional

No modelo elasto-plastico, o limite entre o regime puramente elastico e o inicio
do escoamento deve ser regido por um critério de plastificagdo (ou de escoamento). Para
exemplificar, considera-se uma barra de trelica submetida a uma deformacao linear e, que
provoca uma tensao uniaxial o. Entdo, o escoamento tem inicio quando o valor de o atinge
uma tensao limite de escoamento, oy. No modelo elasto-plastico perfeito, o valor de oy é
constante, e toda deformacao ocorrida durante o escoamento é considerada plastica, isto
é, permanece mesmo apos a barra ser descarregada. A Figura 10a ilustra uma possivel
relagao tensao-deformacao ocorrida nesse caso. Assim, pode-se estabelecer a decomposicao

aditiva da deformacao:
e=¢c°+¢ef, (4.1)
onde €° ¢ a parcela eldstica, que, nesse caso, relaciona-se linearmente com a tensao o,

enquanto P é a parcela plastica da deformacéo.

Em geral, podemos escrever o critério de plastificagao por meio de uma funcao &,

denominada aqui func¢ao critério de plastificacao. No caso elasto-plastico perfeito, temos
O(0) =|o| —oy <0. (4.2)

Quando as condic¢oes de plastificagao mudam ao longo da analise, diz-se que ha

encruamento. No caso com encruamento isotrépico, temos
(o) = |o] — 0.(r) <0, (4.3)

onde k é denominado pardmetro de encruamento isotrépico e o, (k) é a fungao de escoa-

mento. Nesse sentido, um modelo comumente adotado parte de
k= |€P| e o =0y + Hk (4.4)

onde oy e H sao constantes do material. Esse caso ¢ ilustrado na Figura 10b, onde nota-se
que o escoamento, iniciado a partir do momento que |o| alcanga oy, é composto nao apenas
por deformagoes plasticas, mas pela composicao entre deformagoes eldsticas e plasticas,

caracterizando o regime como elasto-plastico.

Figura 10 — Relacio tensao-deformagao em modelos elasto-plasticos unidimensionais, onde (I)
representa a etapa de carregamento eldstico, (IT) a etapa a partir do escoamento, e
(ITI) o descarregamento

(a) Modelo elasto-plastico perfeito (b) Modelo com encruamento isotrépico
o o)
(1) oy+He?.
oy (10
" () Oy oI m
@
E E E E
- : - &
el & v &
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4.1.2 Decomposicao de Green-Naghdi

Expandindo-se a expressao (4.1) para um caso com mais dimensées, obtém-se:
E =E°+ EP, (4.5)

onde E° e EP sao, respectivamente, as parcelas elastica e plastica do tensor de deformagcéao
de Green-Lagrange. A Equacao (4.5) é chamada de decomposicao aditiva, ou decomposi-
¢ao de Green-Naghdi. Conforme observado no trabalho de Eterovic e Bathe (1991), tal
decomposicao faz com que a resposta elastica seja, de maneira indesejavel, dependente das
deformagoes inelasticas anteriores. Portanto, de maneira geral, essa nao é bem aceita na

literatura, especialmente no contexto de grandes deformacoes.

Como consequéncia direta da Equacao (4.5), a taxa de deformacao de Green

também pode ser decomposta aditivamente, isto é:
o O (4.6)

Adicionalmente, a fim de representar os efeitos do encruamento, a parcela de
deformagao plastica de Green-Lagrange e sua respectiva taxa podem ser escritas por meio

de uma segunda decomposicao:
EP =E’+E! e (4.7)
EF = E? + B, (4.8)

onde E? representa as deformagoes plasticas eldsticas, induzidas por discordancias, e E?
as deformagoes plésticas irreversiveis devidas a escorregamentos nos cristais (LION, 2000).
Na Figura 11 ¢é apresentado o modelo reologico adotado, onde ¢é possivel observar cada

parcela de deformagao apresentada.

Figura 11 — Modelo reolégico de material elasto-plastico com encruamento cinematico, adaptado
de Vladimirov, Pietryga e Reese (2007)
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4.1.3 Energia, tensao e dissipacao

Baseado em modelos reologicos, é possivel decompor a energia livre de Helmholtz
de forma aditiva em uma parcela elastica ¥¢, que depende apenas de E€, e outra parcela
plastica WP. Essa ultima, por sua vez, possui uma parcela cinematica, dependente de EZ, e

uma isotrépica, dependente do parametro de encruamento . Dessa forma, escreve-se:

U(EEP k) = UH(E®) + U2, (EP) + U2, (k). (4.9)

cin S0
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Com base nisso, deriva-se a tensao elastica, a tensao de retorno (back stress), e a

tensdo de escoamento, respectivamente, pelas expressoes (COLEMAN; NOLL, 1963):

ove ovr. ovt
“om X" ¢ T a. (4.10)

p.
can

Se

As parcelas U¢ e U devem ser tratadas como leis hiperelasticas em funcao de E¢

e EP respectivamente, e podem ser tomadas com base nos modelos discutidos na se¢ao 2.5.

Para a lei de Saint Vennant-Kirchhoff, por exemplo, temos:
U = Gtr(E° - E°) + ;\tr(Ee)Q e W= %tr(E’g -EP), (4.11)
de onde resultam
S¢=2GE°+ Mr(E9)I e X =CcEL, (4.12)

onde A é a constante de Lamé, G é o mddulo de elasticidade transversal, e ¢ é o coeficiente

de rigidez do encruamento cinematico. As leis para o, serao discutidas posteriormente.

Para calcular a energia de dissipagao interna, utiliza-se a segunda lei da termodina-
mica, expressa pela inequacao de Clausius-Duhem (HOLZAPFEL, 2000):

dm=S:E—TU >0, (4.13)
de onde, aplicando (4.6) e (4.8), resulta:
: ove .. ovho . ov?
ding =S : E — - E° an . EP 4 —12 .
: (aEe TR T Tom “)

—S:E-S°:(E-F)—X: (EP —E) — 0.k (4.14)

=(S—S):E+(S°—X):EP + X :El — 0,4 >0.
Para garantir a nao-negatividade da energia de dissipagao para valores arbitrarios
de E, define-se a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como (HOLZAPFEL, 2000):
S =5 (4.15)
de forma que a energia de dissipacao é dada por:
dip = (S —X):EP + X :El — 0,4 >0 (4.16)

Diz-se entao que S — X ¢ uma medida de tensao termodinamicamente conjugada a
E? (SVENDSEN, 1998) e, portanto, é utilizada para definir o critério de plastificacao do
modelo (OTTOSEN; RISTINMAA, 2005).

4.1.4 Critério de plastificacao

Para o caso em maiores dimensoes, ha diversas formas de formular o critério de
plastificacao. Entre os mais conhecidos critérios, podem ser citados os de Mohr-Coulomb,
Drucker-Prager, Tresca e von Mises. Neste trabalho opta-se pelo critério de von Mises,
que baseia-se na maxima energia de distorcao e é amplamente aplicado a mateirais de

comportamento ductil. No contexto da formulagao descrita, a funcgao critério de plastificagao



4.1. Modelo elasto-pldstico em pequenas deformagoes 61

pode ser expressa como:

(S, X,0,) = |I(S — X)P|| — \/gan <0, (4.17)

onde o subscrito D representa a parcela desviadora do tensor (secao 2.4) e a constante
\/2/3 tem o propédsito de normalizar o critério de forma que esse seja equivalente ao caso

unidimensional.

Representando a Equacao (4.17) no espago das tensoes principais, temos a chamada
superficie de plastificacao, que delimita S a um cilindro no espaco das tensoes principais
(S7,S5,S%) cujo eixo passa pela tensdo de retorno X e cujo raio é definido por o, conforme

ilustrado na Figura 12.

Figura 12 — Superficie de von Mises no espaco das tensoes principais considerando encruamento

4.1.5 Encruamento

Extrapolando o conceito abordado no caso unidimensional, diz-se que ha encrua-
mento quando ocorrem alteragoes na superficie de plastificagao ao longo do processo. De
acordo com Lemaitre (2001), esse fendmeno pode estar relacionado ao aciimulo de discor-
dancias (caso isotrépico) ou a presenca de tensoes residuais internas no nivel cristalino

(caso cinematico).

No encruamento isotropico, a superficie é redimensionada, porém nao hé translacao,
isso é, seu centro permanece fixo (Figura 13a). Tal fendmeno é controlado pela fungao
0. por meio da variavel x, e depende do modelo utilizado para o material em estudo,
comumente obtido por meio de analises experimentais. Na Tabela 1 alguns modelos sao
apresentados, sendo o caso mais simples possivel aquele no qual a funcdo de escoamento
é uma constante, onde diz-se que nao ha encruamento isotropico. As leis de Swift e
Polinomial, na forma como sao apresentadas, foram extraidas do trabalho de Pascon e
Coda (2013a), e a lei de Voce do trabalho de Simo e Hughes (2000). Observa-se que,
com paramétros convenientes, as leis Polinomial e de Voce podem retornar o modelo sem
encruamento isotropico. Além disso, a lei polinomial resulta na Equacao (4.4) quando
n=1,ay = oy e a; = H. Na Tabela 1, apresentam-se ainda as derivadas de cada lei

apresentada, pois essas sao utilizadas em futuras aplicagdoes numéricas.

J& no encruamento cinematico, ocorre translacao da superficie de plastificagao,
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Tabela 1 — Leis de encruamento isotrépico

Lei Parametros Expressao Derivada
- oy 0.(K) =0y o (k) =0
Lei de Swift | k, g en 0u(K) = k(eo + R)" ol (k) =kn(eg + K)"!
Lei de Voce oy, Qep ou(k) =0y +Q(1 —e %) | 0! (k) = BQeP"

- . 1 | n (inteiro) e q; e R - U
Lei polinomial (para i = 1,...n) ox(K) = ; a;k ol (k) = ;m,/{

porém nao ha redimensionamento (Figura 13b). Na formulac¢ao adotada, esse processo é
controlado pela tensao de retorno X. No presente trabalho, para representar o encruamento
cinemético utiliza-se a lei de Armstrong-Frederick (ARMSTRONG; FREDERICK, 1966),
discutida com detalhes em se¢bes posteriores. Outras leis comumente adotadas podem ser

vistas, por exemplo, em Pascon (2012).

O encruamento isotrépico, individualmente, é suficiente para modelar uma grande
variedade de exemplos, especialmente os que apresentam carregamento em uma unica
direcdo. Entretanto, em casos de carregamentos ciciclos, onde podem ser manifestados
os efeitos de Bauschinger e fluéncia ciclica (ratcheting), a consideragdo do encruamento

cinematico é fundamental, conforme discutido em Vladimirov, Pietryga e Reese (2007).

Figura 13 — Representacao dos tipos de encruamento

(a) Encruamento isotrépico (b) Encruamento cinemético

4.1.6 Leis de evolucao

Pelo principio da maxima dissipagdo da energia, deve-se maximizar o valor de d;,,
isto é, minimizar o valor de —d;,;, quando restrito a condi¢ao de plastificacdo ¢ < 0.
Para aplicar tal condi¢ao, pode-se utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange
adicionando ao funcional de energia tal condi¢ao subsidiaria, de forma que o funcional a

ser minimizado é dado por:
0(S,X,0,,7) = —dipy + 70 = —(S = X) : E? — X : B! + 0.k + 7. (4.18)
onde ¥ ¢ o multiplicador de Lagrange.

Para que a restricao nao seja aplicada nos casos em que ® < 0, utiliza-se uma
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equacao adicional, denominada condigao de complementaridade (ou de Kuhn-Tucker):
A0 = 0. (4.19)

Dessa forma, caso ¢ < 0, segue automaticamente que 4 = 0. Caso contrario, devera ser
calculado o valor de 4 (positivo) tal que ® = 0. As implicagoes dessa condigao serao

abordadas com mais detalhes na subsecao 4.1.7.

Minimizando ¢ com relacao a S, o, e X, temos, respectivamente,

ol 0P

T _RP 4 A = 4.2
ol .00
9o K+ 7805 =0, e (4.21)
ol . ) o od 1, 0P
—_— = pP_ p y—— — p Y—— = — V— =
5K EF —E! + Tox E? + Tox = 2 + Tox 0, (4.22)

onde na ultima passagem sao aplicadas as equagoes (4.8) e (4.12). Disso resultam as leis

de evolucao:

EP =4NP, i=4n. e X =4Nx, (4.23)
onde N?, n,, e Nx, responsaveis por definir as dire¢oes de evolucao, sdo dados por:
0P 0P 0P
NP = — = — Nx = —c—. 4.24
8" "7 Tos,  ° T TOX (4.24)
Considerando-se agora uma lei de potencial plastico 2, tal que:
0N o) o)
Np —_ o= — N = —C-—<, 425
8" T Tos, © T UOX (4.25)

nota-se que o principio da maxima dissipacao sera respeitado apenas se 2 = @, caso no
qual a lei é dita associativa. Entretanto, muitos modelos, incluindo o apresentado neste
trabalho, utilizam leis nao-associativas para representar o comportamento dos materiais.
Nesses casos, o principio da maxima dissipacao pode ser substituido pelo principio da

méaxima dissipagao reduzida, conforme discutido no trabalho de Polizzotto (1998).

A lei de encruamento cinematico de Armstrong-Frederick, no caso de pequenas
deformagoes, deriva do seguinte potencial plastico (DETTMER; REESE, 2004):

Q:®+;X:X, (4.26)
&

onde b é uma constante adimensional dependente do material. Observa-se que, apesar
de Q ser nao-associativa, tem-se N? = 0Q/0S = 0®/0S. Logo, esse modelo preserva
uma caracteristica importante das leis associativas: a ortogonalidade de IN? com relacao a

superficie de plastificagdo (ver Figura 14).



64 4. Modelo elasto-pldstico e visco-pldstico

Figura 14 — Representacao de N? no espago das tensoes principais

Aplicando (4.26) em (4.25), tem-se:
02 _ OIS =X)"|| 9(S-=X)” _ (8-X)”

NP =2 = : -
0S J(S—X)P 0S (S —X)P||’
S L \f . (4.27)
Jo,. 3
o0 0P
— a2t — <N? —
Nx CE)X C@X bX = c¢NP — DX,

onde a tultima passagem é a forma classica da lei de encruamento cinematico de Armstrong-
Frederick.

4.1.7 Condicoes de complementaridade e consisténcia

Conforme observado na subsecao 4.1.6, as leis de evolugao das variaveis plasticas
sao condicionadas pelo valor 4. Sendo assim, em regimes elasticos, deve-se garantir que
4 seja nulo. Por outro lado, na ocorréncia de plastificacao, 4 deve ser maior que 0. Esse
critério é formalizado pela condi¢do de complementaridade (ou de Kuhn-Tucker), e pela

condicao de consisténcia, dadas respectivamente por
AP =0, e (4.28)
4P =0, (4.29)

isto é:

e Se & <0,y =0 (regime elastico);

» 56 pode haver evolugao das varidveis plasticas (4 > 0) se ® =0 e d =0, isto &, se
a tensao atual encontra-se na superficie de plastificacdo e permanece nela;

e Sed # 0, ¥ = 0. Em particular, se a tensao previamente localizada na superficie
de plastificagdo (¢ = 0) retorna para um ponto onde ® < 0, considera-se que ela

retornou ao regime elastico, logo nao ha evolucao das variaveis plasticas.

Em uma aplicagdo computacional, assume-se inicialmente que 4 = 0, e realiza-se uma
previsao elastica da tensao, a partir da qual calcula-se o valor de ®. Caso ® < 0, mantém-se
a previsao elastica. Caso contrario, deve-se aplicar uma correciao plastica por meio de
um algoritmo de retorno, onde se calcula o valor de % tal que & = 0. Tendo em vista
que nao foi realizado neste trabalho uma aplicagao numérica da formulacdo de pequenas
deformagoes descrita, discute-se acerca dos algoritmos de retorno apenas na subsecao 4.2.6,

onde esses sao contextualizados na formulagao de grandes deformagdes.
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4.2 Modelo elasto-plastico em grandes deformacoes

Nesta secao, apresenta-se o modelo elasto-plastico efetivamente utilizado nas simu-
lagoes numéricas deste trabalho. Conforme ja comentado na introdugao do capitulo, tal
modelo é baseado nos trabalhos de Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004) e Pascon
e Coda (2013a), sendo valido para o regime de grandes deformagoes. Diversos conceitos
presentes nesta se¢ao sao aproveitados do modelo de pequenas deformagoes (segao 4.1),
sendo, portanto, retomados aqui de forma direta.

4.2.1 Cinematica dos corpos sob regime elasto-plastico

Devido as incoeréncias ja comentadas a respeito da decomposicao de Green-Naghdi
(subsegao 4.1.2), essa é substituida no presente contexto pela decomposi¢ao de Kroner-Lee
(ou multiplicativa), amplamente utilizada na literatura, e bem aceita no contexto de

grandes deformacoes.

4.2.1.1 Decomposicio de Kroner-Lee

De maneira analoga a secao 2.1, considere um corpo em suas configuracoes inicial e
atual, denotadas respectivamente por Q° e Q. Em Kroner (1960) e Lee (1969), introduz-se
o conceito de configuracao intermediaria: suponha que o corpo é descarregado de forma que
chegue a um estado de tensoes nula, denotado por 2. Nessa situacao, as tinicas deformagoes
presentes no sélido serdao as plasticas. Portanto, considera-se que as deformacoes elasticas

sao aquelas que ocorrem ao longo da passagem da configuracio QP para Q1.

Seja ¢? a funcdo que mapeia os pontos da configuracio Q° em QP e ¢© a funcao
que mapeia mapeia os pontos da configuragao QF em Q' (como ilustra a Figura 15), e

sejam os gradientes:
Af = VCP(X)(Ce), € (430)
AP = Vx(Cp)u (431)
onde V ¢r(x) denota o gradiente com relacao a configuracao intermedidria. Entao o gradiente
da func¢ao mudanca de configuracao ¢ pode ser escrito como:
A =V,(¢) =Vx(¢o(P) = A°A". (4.32)

A equagao (4.32) é conhecida como decomposicao de Kroner-Lee. Vale ser ressaltado
que, da maneira que foi definida, essa decomposicao nao é unica, pois pode ser gerada por
qualquer configuracao intermediaria que resulta de um movimento de corpo rigido em €27,
Para contornar tal problema, assume-se que a passagem de QP para ' envolve apenas

deformagoes puras, isto é, o tensor rotagao da decomposicao polar de A€ é a identidade
(KHAN; HUANG, 1995).

Adicionalmente, a fim de representar os efeitos do encruamento cinematico, utiliza-se
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uma segunda decomposicao multiplicativa:
AP = APA? (4.33)

onde AP representa as parcelas plésticas eldsticas de AP, e AP representa as parcelas
plasticas irreversiveis, de forma andloga ao apresentado no caso de pequenas deformagoes.

As duas decomposicoes descritas podem ser visualizadas de forma esquematica na Figura 15.

Figura 15 — Esquema de configuragoes intermediarias do modelo elasto-plastico

—

‘/ A
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4.2.1.2 Deformacoes elasticas e plasticas

Partindo da Equacao (2.5), podemos definir as parcelas eldsticas e plasticas do

tensor de deformacgoes de Green-Lagrange, respectivamente, como:

E° = ; ((A9)TA°-T) = ;(ce ~1), e (4.34)
E’ = ; ((A")TAP - 1) = ;(Cp ~1). (4.35)
Segue que
C=ATA = (A°AP)T(A°AP) = (AP)T(A9)TA°A? = (AP)TCeA?, (4.36)
C* = (AP Tc(Ar) . (4.37)

A partir disso, pode-se provar que a deformacao de Green-Lagrange total é expressa como
E = (A?)TE°A? + EP, (4.38)

isto ¢, em regime de pequenas deformagoes plasticas, a decomposicao de Kroner-Lee se

associa a de Green-Naghdi, uma vez que a parcela (A?)TE¢AP é muito préxima de E°.

Definem-se, ainda, as deformagoes

EP = ; ((AD)TA? —T) = ;(cg ~1), ¢ (4.39)
By = ((AD)TA?-T) = J(C! 1), (4.40)

de onde resulta, analogamente a (4.37), a relagao:

Cr = (A Tcr(ah) ™. (4.41)
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4.2.1.3 Taxas de deformacao

Aplicando (4.32) em (2.6), temos:
L=AA""=(A°A” 4 A°AP)(A°AP)™!
— AeAp(Ap)—l(Ae>—l + AeAp(Ap)—l(Ae)—l

' , (4.42)
_ Ae(Ae)q + AeAp(Ap)fl(Ae)fl
= L° + A°LP(A°) !,

onde
L°=A°A9)™" e LP=APA"), (4.43)

que, por sua vez, podem ser decompostos em suas respectivas parcelas simétricas, D¢ e

DP, e antissimétricas, W¢ e WP. Consequentemente,
D = sim(L) = sim(L¢) + sim(A°L?(A®) ') = D +sim(A°L(A°)™Y), e (4.44)
W = ant(L) = ant(L¢) + ant(A°L(A°) ") = W* 4+ ant(A°LP(A°) ). (4.45)

Além disso, seguindo os mesmos passos de (2.9), podemos obter as relagdes
D¢ = (A°) TE¢(A°)7!, e (4.46)
D? = (AP) " TEP(AP) L, (4.47)
Finalmente, aplicando (4.44) em (2.10), resulta
E =ATDA = (A°A?)T (D + sim(A°LP(A°) 1)) (A°AP)
=(A")"(A)" |D° + ;A‘BLP(AE)_I + ;(Ae)—T(Lp)T(Ae)T A°A?

—(A")T(A°)TDAA? + ;(AP)TCeLPAP + ;(AP)T(LP)TCEAP (445)
=(AP)TE°A” + ;(AP)TceLPAP + ;(AP)T(LP)TCeA”.
ou, rearranjando,
B = (A7) TR O e (149
Analogamente a equagao (4.42), temos:
LP = AP(AP)"' = L2 + APL}(A?) ™!, (4.50)
onde,
L? = AP(AP)"' e LP=AlAD)L (4.51)
Além disso, pode-se definir:
D7 = (AD)"EI(AD)T, e (4.52)
D7 = (A})""EI(A]) 7, (4.53)
e, analogamente a equagao (4.49), resulta a relacao:
B = (A7) TEP(AD) - CILE - (1)L (4.54)
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4.2.2 Energia, tensao e dissipacao

Conforme apresentado na subsecao 4.1.3, escreve-se a energia livre de Helmholtz

pela decomposicao aditiva:

U(ES EP k) = UE(E®) + U2, (EP) + WP, (k). (4.55)

cin 150
Com base nisso, deriva-se a tensao elastica, tensao de retorno (back stress), e a

tensao de escoamento, respectivamente, pelas expressoes

ove ove ovr. ovr. ovr
Se — — 2 X — cin — 2 cn . — 180 4.
OEc 00 oE: 2ok ¢ T g U0
e definem-se os operadores:
0S¢ 0?we 0X e\
e _ _ P _ = can__ 4.
CCor T ameir ¢ YT R 0R e oE! (4.57)

Tomando-se para W¢ e WP, a lei hipereldstica neo-Hookeana apresentada na subse-

cin

¢cao 2.5.2, temos:

e = f; In(J)? + l;e[tr(Ce) _3-2M(J9), o (4.58)
= g[tr(Ce) —3—2In(J9)], (4.59)

onde A¢, u€ e ¢ sdo pardmetros do material e J¢ = det(A€) é o jacobiano elastico. A partir
de (4.58) e (4.59), pode-se calcular os tensores S¢ e X, respectivamente, por uma expressao

andloga a (2.80). As leis para o, podem ser obtidas diretamente da Tabela 1, de onde

p
1807

pode-se integrar expressoes para W; . caso necessario.

Utilizando-se novamente a desigualdade de Clausius-Duhem (4.13) para representar

a segunda lei da termodinamica, escreve-se:

dimt =S :E—-8°:E°—X:E — 5,k > 0. (4.60)
Da equagao (4.49), pode-se obter:
. . 1 1
S¢ = 8¢ ((Ap)‘TE(Ap)‘1 - SCL - 2(Lp)TCe> , (4.61)

de onde, usando as relagoes tensoriais (A.33) e (A.34), resulta:
S B = ((A7)'S°(A") ) (B - ;cese L ;cese 1 e
= ((A")7's (AN ) E-M°: L1,
onde
M€ = C“S° (4.63)
é denominado tensor de Mandel, definido na configuracao intermediaria. Analogamente,
X B = (A7 X(AN) ) s B - M2 LY (4.64)
onde MP é um tensor do tipo Mandel dado por

M? = CPX. (4.65)
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Aplicando ainda as equagoes (4.47) e (A.33), escreve-se:
X B = (AP(AD)'X(A?)T(AM)T) :DP - M LP = x : DP - MG LY, (4.66)
onde
X = APX(A?)T (467)

¢ denominada tensao de retorno na configuracao intermediaria. Da simetria de X, segue

que x é simétrico. Dessa forma, pela relacao tensorial (A.40),
x : D? = x :sim(LP) = x : L?, (4.68)
logo,
X:EP=x:LF —M?:L” (4.69)
Finalmente, aplicando (4.62) e (4.69) em (4.60), resulta
dint = (S — (AP) IS (AP) )  E 4+ (M® — x) : LP + MP : LY — 0. (4.70)

Para garantir a ndo-negatividade da energia de dissipacao para valores arbitrarios
de E (HOLZAPFEL, 2000), define-se a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como

S = (AP)~'se(Ar) T, (4.71)

logo, a energia de dissipacao é reduzida para:
dipt = (M® — x) : LP + MP . LY — 0.k > 0. (4.72)
E interessante observar que, neste modelo, o tensor M¢ — X ¢ termodinamicamente
conjugado a L? (SVENDSEN, 1998) e, portanto, é utilizado para definir o critério de

plastificagdo. Caso W€ seja isotropico, temos ainda que M€ é simétrico (SVENDSEN et al.,
1998), logo, pela relagao tensorial (A.40),

(M — x) : L? = (M€ — x) : sim(L?) = (M® — x) : D?, (4.73)

e, portanto, M® — x é termodinamicamente conjugado a taxa de deformacao plastica.

4.2.3 Critério de plastificacao

Adaptando o critério de von Mises apresentado na subsecao 4.1.4 para o presente

contexto, escreve-se

2
®(M*x,0.) = (M* = x)"|| - \/;Un <0. (4.74)

E possivel mostrar que, quando as deformacoes tendem a zero, o tensor M¢ — x

aproxima-se de S¢ — X, restaurando o critério da equagao (4.17). Além disso,
M¢ = C°S® = (A°)TA®APS(AP)T
— (A9)TACAPS(AP)T (AT (AS)T
— (A°)TASAT(AS)T
— (AT (AS)T

(4.75)
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onde
T =ASA”T = Jo. (4.76)
¢ denominada tensdo de Kirchhoff. Da relagao tensorial (A.37), temos, ainda,
(M)? = (A9) "7 (A) 7T (4.77)
Sabendo-se que ambos T e M€ sdo simétricos, a relagao (A.36) implica que
(MY (M)P =727 ou [(MO)P) = ) = JlleP],  (478)

mostrando que o tensor de Mandel, apesar de ter uma definicdo a principio abstrata,
associa-se com um tensor de tensoes que possui um significado fisico e pode ser medido em
laboratorio. Isso facilita ainda a associagao do critério adotado com outros que utilizam
o tensor de Kirchhoff, comumente adotados em formulagoes elasto-plasticas de grandes

deformagoes, uma vez que, quando x = 0, temos ®(M¢,x,0,) = P(7,x,0%).

4.2.4 Leis de evolucao

Assim como no caso de pequenas deformagoes (subsegao 4.1.6), pode-se aplicar
o principio da maxima dissipacao da energia, que, nesse caso, consiste em minimizar o

funcional
E(Me - X7Mze)70-m;y> = _<Me - X) P LY — M}; : Lf + 0,k + /yq)a (479)

onde para ignorar a restricao ® = 0 nas etapas puramente elasticas, utiliza-se novamente as
condicoes de complementaridade e consisténcia, discutidas na subsecao 4.1.7. Minimizando

¢ com relagao aos tensores M° — x, M? e o, tem-se:

ol 0P
— =L+ =0
O(Me —x) O(Me — x)
ol 0P
1A — 4.80
Jo,. it 780,.i 0 ( )
ol p . 0P
e~ e =0
Extrapolando (4.80) para o caso ndo-associativo, pode-se escrever as leis de evolugao
0N}
L? = NP, onde NP = ————
(M —x)
Q
L? = AN?, onde N? = 8?\/15 (4.81)
L o)
K = YNy, onde n, = — )
doy,
A lei de potencial plastico €2 adotada nesse caso, é dada por
b
Q=0+ 2—(M§)D (MP)P, (4.82)
c
logo:
e __ D
N = (M =X) (4.83)

(M = x) |1’
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b
NI =), e (4.8
2
v =1/ = 4.85
=13 (4.85)

Aplicando esses resultados, juntamente com as Equacoes (4.43) e (4.51), em (4.81),

podemos finalmente expressar as leis de evolucao na formas:

AP = 4NPA?, (4.86)

A7 = yNTA, (4.87)
2

i=3 (4.88)

A Equagao (4.87), apresentada em Vladimirov, Pietryga e Reese (2010), trata-se

de uma extensao da lei de Armstrong-Frederick para o regime de grandes deformacoes.

Deve-se mostrar que as leis de evolugao adotadas satisfazem a inequacao de Clausius-

Duhem. Utilizando a relacdo tensorial (A.39), escreve-se:
b b b
M? LY =4-ME: (M2)” =5 (M2)"” : (ME)P = 4-[|(M2) "%, (4.89)
c c c
Analogamente, para as lei de evolucao de L? e & tém-se:
(M° — )"

(M® —x): LP =4(M° — x) : W =AM = x)"|l, e (4.90)

2
Ok = 7\/;0,{. (4.91)

Aplicando as equagoes (4.89), (4.90) e (4.91) em (4.72), resulta a seguinte expressao para

a energia de dissipacao:
. b
e = 49+ 52 | (V2. (4.92)

A primeira parcela de (4.92) se anula pela condi¢ao de complementaridade, e a segunda
parcela é maior ou igual a zero, uma vez que ¥ deve ser maior ou igual a zero e os

parametros b e ¢ sdo positivos. Dessa forma, estd provado que d;,; > 0.

Deve-se salientar que, no caso isotropico, os tensores NP e N¥ sdo simétricos. Logo,
pelas leis de evolugao dadas na Equacao (4.81), L? e LY também se tornam simétricos.

Isso implica, neste caso, que as vorticidades plasticas sao desprezadas, ou seja,
WP =WP =0. (4.93)

Tal consideragao foi feita também nos trabalhos de Pascon e Coda (2013a) e Eterovic e
Bathe (1991).

Resta verificar que a lei de evolugao adotada garante a conservacao do volume
plastico, uma hipotese classica na teoria da plasticidade. De acordo com essa propriedade,
as deformacoes plasticas nao devem provocar mudancas de volume, isto é, o jacobiano

plastico JP = det(AP) é constante e igual a 1. De fato, utilizando a lei de evolugao (4.86)
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e as relagoes tensoriais (A.23) e (A.35), tem-se a taxa do Jacobiano plastico dada por:

. p .
Jr = ‘% : AP = 4 det(AP)(AP)™T . NPAP = 4.JPtr(NP), (4.94)

mas, conforme visto na equagao (4.83), N? é um tensor desviador, e, portanto, tr(N?) = 0,

provando, como desejado, que JP = 0.

4.2.5 Operador tangente consistente elasto-plastico

O operador tangente consistente elasto-plastico, definido a partir de (4.71) como

S  d(AP)! o L dSE Ly L1 d(AP)TT
ep _ 2 _ T\ ) Qe(AP P12 (AP p e\
=7 B S (AT (AT o (AT + (AN TS e,

possui particular importancia na solu¢ao numérica do problema, pois sua aplicacao na

(4.95)

equacao (3.37) garante a convergéncia quadréatica do método de Newton-Raphson mesmo

em regime elasto-pléstico.

Para que seja possivel calcular as derivadas d(AP)~!/dE e dS¢/dE, é preciso
conhecer o valor de dA?/dE. Neste trabalho, utiliza-se o procedimento descrito por Pascon

e Coda (2013a), que parte da condigdo de consisténcia (4.29). Assim tem-se:

@:((zzzEjtjfpzApnti):mL;jf:Af o
:%:Ewy((jﬁ : (NPAP)+?§:TH+§§5 : (N§Af)> =0,
que, rearranjando, escreve-se como
4 =D":E, (4.97)
onde
SN (NP AP) +8q(;£]5-] (NPAD) + 02 "
OAP - QAP T gk T
Aplicando (4.97) em (4.86), e utilizando a relagao tensorial (A.31), temos
AP = ANPAP = (D7 : E)NPAP = [(NPAP) ® D] : E, (4.99)
de onde resulta
dcg — (NPA?) @ D". (4.100)

O célculo completo de € e D7 é descrito com detalhes no Apéndice C.

4.2.6 Implementacio computacional

Como ja discutido na subsecao 4.1.7, a implementacao computacional do modelo
descrito baseia-se em etapas de previsao e correcao em cada passo de tempo analisado.
No caso de problemas estaticos, particiona-se a analise em “pseudo” passos de tempo ou

passos de carregamento.

Na etapa de previsao, assume-se que o regime ¢ puramente elastico, isto ¢, considera-
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se que as variaveis plasticas mantém os valores do passo anterior. Partindo de tal hipodtese,
calculam-se as tensoes e, consequentemente, o valor de . Se ® < 0, o critério de plasti-
ficacao é atendido, implicando que o ponto analisado realmente encontra-se em regime
elastico e, portanto, as tensoes calculadas sao validas. Em contrapartida, se ® > 0, deve-se
partir para a etapa de corregdo, ou retorno, onde atualizam-se as variaveis plasticas. Uma
vez que a evolugao das varidveis plasticas é descrita em forma de taxa (subsegao 4.1.6),
adota-se um procedimento incremental, no qual as equagoes (4.88), (4.87) e (4.86) sao

aproximadas por

AAP = AP | — AP = Ay, 1NPAP, (4.101)
AK = Ksp1 — ks = Av5410/2/3 e (4.102)
AA]zD = (A]io>s+1 - (Af)s = A73+1N€Af7 (4103)

onde os indices (-)s41 € (+)s representam, respectivamente, os valores das varidveis nos
passos atual e anterior (passo de tempo, no caso dindmico, ou “pseudo” passo de tempo,
no caso estatico). Nas trés equagdes acima, quatro varidveis sao desconhecidas a principio:
AP Ksy1, (AY)s41 € Avsqq. Pela condicao de Kuhn-Tucker (4.28), impoe-se ainda que

b1 =0, (4.104)
tornando o sistema determinado.

Nas equagoes (4.101), (4.102) e (4.103), resta ainda definir em qual passo de tempo
as varidveis NPA? e N?A” sdo calculadas. Se forem considerados os valores do passo
anterior, o algoritmo denomina-se explicito. Nesse caso, o sistema é resolvido sem a
necessidade de técnicas iterativas, porém a solucao torna-se condicionalmente estavel, isto
é, sua convergéncia depende do ntimero de passos adotado. No presente trabalho, sera
utilizado o algoritmo implicito de Euler (backward Euler), onde os valores sdao considerados
no passo atual. Esse procedimento é incondicionalmente estavel porém resulta em um

sistema nao-linear, escrito como:

Ri=A{,, — Al — Ay 1NULAL, =0

Ty = Rs41 — Rs — A%H\/% =0

Ry = (A7)ss1 — (AD)s — Avs1(ND)s41(A])s11 = 0

T4 = (I)SJrl = 0.

(4.105)

A resolugao do sistema (4.105) é feita nesse trabalho pelo método de Newton-
Raphson, cujo detalhamento pode ser visto no Apéndice B. Na Figura 16 apresenta-se o
passo-a-passo do algoritmo de previsao e correcao do modelo descrito nesta secao.

A Figura 17 ilustra a diferenca entre os algoritmos explicitos e o algoritmo implicito
de Euler no caso de pequenas deformacoes. No algoritmo implicito, a tensao tentativa S
retorna a superficie de plastificagdo seguindo a diregdo N¥_, isto ¢, pela direcao radial.
Ja no algoritmo explicito, a tensao é corrigida seguindo a direcao N?, o que pode causar,

quando utilizados passos de tempo muito grandes, situagoes como a da Figura 17a.
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Figura 16 — Algoritmo de previsao e correcao do modelo elasto-plastico

ALGORITMO DE PREVISAO E CORRECAO
PARA O PASSO DE TEMPO s+ 1

1. PREVISAO ELASTICA:

a) Assume-se como tentativa inicial os valores do passo anterior, isto é,
AIs)—i-l = Al Rs+1 = Rs € (Af)S—H = (Af)s,
ou, caso seja o primeiro passo (s = 0):
A§+1 == I, Rg+1 = 0 e (A?)S+1 =1

b) De ks41, calcula-se o, conforme a Tabela 1. De A§+1 e (AP)s11, calcula-se

A° = A(Ar)! A7 = AT(AD)!
C° = (A9)TA" C? = (AD)TA?
ove OwP.
S6 - 2 — can
aCe X=25¢cr
M = C°8¢ X = (ADX(AD)T

onde os indices (-)s41 foram omitidos a fim de reduzir a notagao.

c) Calcula-se o critério de plastificacao

© = [(M° = x)”|| - /2/30s.

2. SE ® <0 — PREVISAO ELASTICA CORRETA:

a) Nao hé necessidade de atualizar as varidveis previamente calculadas.

b) Calcula-se € pela forma simplificada exibida na subsegao C.1.1.

3. SE & >0 - CORRECAO PLASTICA:

a) Soluciona-se o sistema (4.105) conforme o Apéndice B, de onde obtém-se as
varidveis atualizadas AL |, ks11, (AY)s11 e Avyepr. Todas essas varidveis, com
excegao de Ay, 1, devem ser armazenadas para serem utilizadas no proximo passo.

b) Atualiza-se S¢,; e as demais varidveis que serdo utilizadas para calcular €.

c) Calcula-se € conforme a subsecao C.1.2.

4. Finalmente, calcula-se o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

Ser1 = (AP) 1S5 (AP (4.106)

Conforme destacado por Dettmer e Reese (2004), Vladimirov, Pietryga e Reese
(2007), o método implicito de Euler pode resultar em pequenos erros quanto a propriedade

da conservacao do volume plastico (subsegao 4.2.4), e, portanto, requer um nimero de
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Figura 17 — Representacao do retorno para algoritmos explicitos e implicitos
(a) Algoritmo explicito (b) Algoritmo implicito
A cor ten A ten
SIHL——-‘%/‘L'_'/# Sn+1 ) //,;‘/f Sn 1
////NP

s

passos suficientemente grande para evitar discrepancias, como pode ser visto em Tsakmakis
e Willuweit (2003). Em Dettmer e Reese (2004), realiza-se um procedimento de integracao

temporal baseado em fungoes exponenciais de forma a contornar tal problema.

A respeito da implementacgao em 2D, utilizam-se os estados planos de deformagoes
e de tensoes, conforme apresentado na subsecao 2.5.3. Destaca-se que, mesmo no EPD,
deve-se utilizar tensores completos 3 x 3 para representar as grandezas envolvidas, uma
vez que, devido ao cardter desviador das leis de evolucao, a condicdo F33 = 0 nao implica
em Efy =0 ou Ef; = 0 (BONET; WOOD, 1997). Com relagao a utilizacao de estado
plano de tensoes em problemas de elasto-plasticidade em grandes deformagdes, o trabalho

de Kirchner, Reese e Wriggers (1997) pode ser citado.

4.2.7 Exemplos de verificacao

A seguir sao apresentados dois exemplos numéricos classicos para verificagao do
modelo elasto-plastico adotado, propostos originalmente em Dettmer e Reese (2004). No
primeiro exemplo, o solido é submetido apenas a tensoes normais de tragao e compressao,

enquanto no segundo o sélido apresenta deformacoes e tensdes puramente cisalhantes.

Para cada caso, dois materiais sdo considerados: um metal (Mild Steel Ck15),
cujos parametros sao dados por Lithrs, Hartmann e Haupt (1997), e um polimero (PET
orientado), cujos pardmetros sao dados por Dettmer e Reese (2004). Em ambos, considera-
se que nao ha encruamento isotrépico, isto é, a fungdo de escoamento o, é igual a um valor
fixo oy, e o encruamento cinematico segue a lei de Armstrong-Frederick. Para a parcela
elastica das deformagoes, adota-se a lei neo-Hookeana dada na equagao (4.58). Todos os

parametros sao apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Parametros dos materiais utilizados nos exemplos de validacao

Material ~ A® (MPa) u° (MPa) oy (MPa) ¢ (MPa) b
Metédlico 173333 80000 300 1900 8,5
Polimérico 320 80 35 100 2,7
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4.2.7.1 Chapa sob tensao uniaxial

O primeiro exemplo tem como intuito fornecer o diagrama tensao-deformagcao de um
solido sujeito a tensao uniaxial. Para tal, considera-se uma chapa restrita horizontalmente
na face esquerda e verticalmente na face inferior. Aplica-se deslocamento horizontal
prescrito na face direita conforme grafico da Figura 18, com intensidade maxima de
u; = 0,5 m para o material metdlico e u; = 1,5 m para o material polimérico. Foram

considerados 1200 passos no total.

Figura 18 — Chapa sob tensido uniaxial

Pseudo-tempo
d Uy
H o
& ~+
o =
o O
o ol 8
8| Zf g 2
— | Y X Uy .
g = %z o
o . 0 ()
-~ Config. inicial 0 Config. deformada
ONONONONONONONONONONO) O 0 O 0 OO0 O O O O O O O O O O _0.5/“1
0 1/3 5/6 1

Uma vez que a tensao é uniaxial, considera-se nesse exemplo o estado plano de

tensoes. De forma a obter campos de tensao e deformacao constantes ao longo do dominio,
adotam-se apenas 2 elementos finitos de 3 nos e ordem linear. Utiliza-se apenas 1 ponto

de integracao em cada elemento, onde sao medidas as varidveis de interesse.

Na Figura 19 sao tracados os graficos de tensao-deformacao linear para cada material
considerado. A tensao de Cauchy foi obtida conforme a equagao (2.41), e a deformagao
linear nesse caso é dada por u/L, onde L é o comprimento inicial da barra e u é valor do
deslocamento prescrito. Os graficos foram comparados com os de Dettmer e Reese (2004),
mostrando resultados satisfatorios e atestando a validade do cédigo desenvolvido, em
especial no que diz respeito ao EPT, uma vez que a fonte utilizou o modelo constitutivo

completo com elementos tridimensionais.

Figura 19 — Diagramas tensao-deformacao para o exemplo de tensdo uniaxial

(a) Material metélico (b) Material polimérico
T T I 1 I
800 || © Dettmer e Reese (2004) o Dettmer e Reese (2004)
—— Presente trabalho 100 || — Presente trabalho 7

600
400
200

011 (MP&)

—200
—400
—600 t=—= | |
—0,25 0 0,25 0,5 —0,75 0 0,75 1,5
Deformagao linear axial Deformagao linear axial
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4.2.7.2 Chapa sob cisalhamento simples

No segundo exemplo, pretende-se obter a relacao tensao-deformagao de um sélido
sujeito a cisalhamento simples. Considera-se uma chapa com dimensoes e malha equivalentes
a do exemplo anterior e estado plano de deformagoes. Na face inferior, os deslocamentos sao
totalmente restritos. Na face superior, restringe-se verticalmente e aplica-se deslocamento
horizontal prescrito conforme o grafico da Figura 20, com intensidade méaxima u; = 1
m para o material metdalico e u; = 4 m para material polimérico. Novamente, foram

considerados 1200 passos.

Figura 20 — Chapa sob cisalhamento simples

Uy Pseudo-tempo

[ONONONONONONONONONONO] /U'I
2
8
8
g &
— —

2 0
onfig. A

Config. inici defi d
oning inicial erormada —O.5U,I
{64 0 1/3 5/6 1

Figura 21 — Diagramas tensao-deformacio para o exemplo de deformacéao cisalhante simples

(a) Material metélico (b) Material polimérico
I I T I I I I
500 -| © Dettmer e Reese (2004) = gg : o Dettmer e Reese (2004) :
400 |-| — Presente trabalho | w0l — Presente trabalho |
~ 800 1 = 30
£ 200 £ 2
2 100 2 19
S | § 0f-Af -t S
~100 ! —10 E
—200 *28 !
—300 ; _40 L | : | | | |
—0,25 0 0,25 0,5 -1 =05 0 0,5 1 1,5 2
Deformacao linear cisalhante Deformacao linear cisalhante

Os graficos de tensao-deformagao para cada material sao mostrados na Figura 21,
e comparados com os de Dettmer e Reese (2004), mostrando resultados condizentes.
Novamente, a tensdo de Cauchy foi obtida conforme a equagao (2.41), e a deformacao
linear nesse caso é dada por u/2h, onde h é a altura inicial da barra e u é valor do

deslocamento prescrito.

4.3 Modelo visco-plastico de Perzyna

Conforme mencionado na introducao deste capitulo, modelos denominados visco-
plasticos diferenciam-se de elasto-plasticos por apresentarem dependéncia temporal, sendo

influenciados diretamente pelas taxas de deformacado. Nesse contexto, um dos modelos
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mais utilizados na literatura é o de Perzyna (PERZYNA, 1966), que caracteriza-se por
substituir o método dos multiplicadores de Lagrange (ver subsegao 4.1.6) pelo método da
penaliza¢do para impor o critério de plastificagdo (® < 0). Tal critério, por sua vez, pode

ser reescrito como (®) = 0, onde (-) denota os colchetes de Macauley:

1
(®) = 5(@ + |D)). (4.107)
Dessa forma, pelo principio da maxima dissipacao de energia, deve-se minimizar o
funcional
1
((M® — x,MP o.) = —(M® —x) : L? — MP : L + 0./ + 2—<<1>>2, (4.108)
Tlp

onde 1), representa o parametro de viscosidade. Naturalmente, quanto menor o valor de 7,,
maior serd o coeficiente de penalizagao 1/2n,, e, portanto, mais préximo o modelo serd do

elasto-plastico.

4.3.1 Leis de evolucao

Minimizando (4.108) com relagao a M¢—x, M? e o,;, pode-se obter, respectivamente,

as seguintes leis de evolucao:

R .
T O(Me - x)
(®) 9(®)

RSN p_

L; " N7, onde N; N (4.109)
)

K= Qnm onde n,, = —8<(I)>.
My do,

Seja agora uma lei de potencial plastico €2, que pode ser tomada conforme a equacao

(4.82), e uma funcao © tal que:

(©) o(Q)
LP = —-NNP, onde NP = ——————

Tlp I(Me — x)

(©) oY)

p_ » P _

L] = " N7, onde N7 IV (4.110)
k= @n,{, onde n, = —8<Q>.

Mp do,

A fungao © é denominada fungao das tensoes excedentes (over-stress), dependente
apenas do critério de plastificacao P, e escolhida de forma que seja continua e convexa
em [0,00), e nula quando ® = 0 (HEERES; SUIKER; BORST, 2002). Seguindo essas
condigoes, pode-se definir a lei de Norton (LEMAITRE, 2001),

0= (q)) , (4.111)

Qp
onde o valor de a;, ¢ muitas vezes tomado como a tensao de escoamento inicial, e m ¢é
um coeficiente adimensional que controla a sensibilidade do modelo com relacao a taxa,

devendo ser sempre maior ou igual a 1 para que seja atendida a condicao de convexidade.
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Dessa forma, pode-se manter as leis de evolugao (4.86), (4.87) e (4.88) do modelo

elasto-plastico, porém, calcula-se o multiplicador plastico % de forma explicita pela equacao:

)

Como consequéncia do método da penalizagao, o valor de ® podera ser maior que
zero. Logo, as condigoes de complementaridade e consisténcia (subse¢ao 4.1.7) nao sao
aplicaveis ao modelo visco-plastico de Perzyna. Dessa forma, para garantir que ¥ = 0

quando ¢ < 0, o uso dos colchetes de Macauley na equagao (4.112) é indispensavel.

4.3.2 Aplicacao de algoritmo implicito

De forma analoga as equagoes (4.101)-(4.103), a aplicagao do algoritmo implicito

de Euler resulta na seguinte forma para as leis de evolucao:

AAP = AP | — AP = Ay, 1NPAP, (4.113)
AK = Rgy1 — ks = Avs111/2/3 e (4.114)
AAf = (Af)s-i-l - (Af)s - A'Vs-‘rleAfa (4115)

onde

Aoy _ 1 /(@1 )" (4.116)
At My ay ' ’

Dessa maneira, o problema consiste em resolver, para as varidveis AL, |, kg1,

(AP)s11 e Avygi1, 0 seguinte sistema néao-linear:
Ri =A%, — Al - AyuNGLAD L, =0

To = Rg4+1 — Rs — A’)/s-l—l(rm) =0

R; = (Alz‘))s+1 - (Ag)s - A'YS—HN?A? =0

At ] Doq\™"
7’4=A’Ys+1—<( H) >:0>
Mp Qp

analogo ao sistema (4.105), com a tnica diferenca que a condigdo de Kuhn-Tucker, ® = 0, é

(4.117)

substituida pela forma explicita de Av,,;. Novamente, o sistema é resolvido neste trabalho

pelo método de Newton-Raphson.

4.3.3 Operador tangente consistente visco-plastico

O operador tangente consistente do modelo visco-plastico é dado ainda pela equacao
(4.95). Entretanto, o cdlculo das derivadas auxiliares difere-se pelo fato de que, no caso
elasto-pléstico, parte-se da condicao de complementaridade ® = 0, que nao é valida no
modelo visco-plastico. No entanto, tal condi¢ao pode ser substituida por Ary, = 0, uma
vez que r4 = 0 para todos os passos de tempo, conforme estabelecido pelo sistema (4.117).

Dessa forma, aplica-se a aproximacao
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8’/‘4. 8 64 67‘4 84

Ary, =0~ — : AE CAA” + A : AA? —A
” ) Ve MY V "oy
(4.118)
Ory Ory. ry f Or
— AE+ A NPAP NPAP) +1
que resulta em
Ay ~D": AE, (4.119)
onde
E
D= aam/a P (4.120)
T4
NrAP c (NPAPY + — /= +1
oar - (NPAT) T G s (NCAD 5005 F
e, pela lei de Norton,
At/ [(d\" 90
Ore __m < <> 0 > (4.121)
J(e) NpQep a, O(e)
sendo (e) utilizado para representar as varidveis E, A?, A ou k.
Aplicando-se (4.119) em (4.113), resulta:
AA? = AYNPA? ~ (D” : AE)NPA? = [(NPAP) @ D] : AE (4.122)
que, para intervalos de tempo suficientemente pequenos, resulta na equagao (4.100), isto é:
A" (NPAP) @ DY (4.123)
dE ' '

Observa-se, portanto, que o operador tangente consistente visco-plastico calculado
neste trabalho é aproximado, sendo mais préximo do exato quanto mais refinada for a

discretizacao temporal.

4.3.4 Exemplos numéricos

Com o intuito de caracterizar o modelo visco-plastico adotado, apresentam-se
nesta se¢ao os exemplos numéricos classicos de chapa sob tensao uniaxial e cisalhamento
simples. Na subsecao 4.3.4.1 é realizada ainda uma verificagao com o trabalho de Heeres,
Suiker e Borst (2002), onde o modelo de Perzyna foi aplicado ao caso de pequenas
deformagoes. Apesar do modelo exibir dependéncia temporal, despreza-se a massa dos

materiais considerados, o que permite uma andlise quase-estatica em todos os casos.

4.3.4.1 Chapa sob cisalhamento simples em pequenas deformacoes

Considera-se neste exemplo a mesma geometria e malha dadas na Figura 20, e
material visco-plastico com modelo de Perzyna e lei de Norton. Por se tratar de um
problema com pequenas deformacoes, utilizou-se a lei de Saint Venant-Kirchhoff para a
parcela elastica. Na parcela plastica, foi considerado apenas encruamento isotrépico, com

a lei polinomial apresentada na Tabela 1, onde utilizou-se n = 1, isto é,

ox(K) = ap + a1k. (4.124)
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Deve ser ressaltado que, para que haja equivaléncia entre a formulagao adotada
no presente trabalho e a de Heeres, Suiker e Borst (2002), o critério de plastificagao é

modificado para a seguinte expressao

CI)*(M67X7’€) = \/g”(Me - X)DH - O-H(H) <0, (4125>

isto é, multiplica~se y/3/2 no critério da equacao 4.74, adotado originalmente. Na pratica,

. . . 2 m+1
essa diferenca pode ser contornada adotando-se uma viscosidade 7, = (\/;) n,, onde
n, ¢ a viscosidade adotada para o critério (4.125). De fato, pode-se demonstrar facilmente

que tal consideragdo garante a equivaléncia das leis de evolucao, isto é:
1/ \" P 1/[(@\" P
o e ety o
U Qp O(Me —x) b \\ &p oM —x)
Os parametros do material sdo apresentados na Tabela 3.
Tabela 3 — Parametros do material, extraidos de Heeres, Suiker e Borst (2002)
E (N/m?) | v | ag (N/m?) | ar (N/m?) | 5 (s) | mp (5) | m | o (N/m?)
2.0-10" |0.2| 20-10° —5.0-10° 1.0 2/3 |1 2.0-10?

Sao analisados dois casos. No primeiro, aplica-se deslocamento progressivo de valor
méximo 1,174-1073 m a uma taxa de 1 m/s em 40 passos de tempo, isto ¢, aplica-se em cada
passo um incremento de tempo At = 4,35-107° s e de deslocamento Au = 4,35-107° m. J&
no segundo caso, sao realizadas etapas de carregamento e descarregamento. Inicialmente,
aplica-se deslocamento de valor de 3,0 - 10~* m em 17 passos, em seguida —1,77 - 107 m
em 10 passos, e, por fim, 5,77 - 107* em 33 passos. Novamente, a taxa considerada é de 1

m/s, isto é, At = 1,77 - 1075 s. Ambos os casos sao ilustrados na Figura 22.

Figura 22 — Evolugao dos deslocamentos para cisalhamento simples em material visco-plastico

(a) Deformacao progressiva (b) Carregamento e descarregamento
E 117100 B 704
Q g
g § 0 3-1074f ]
3 2
z 2 123-1074 -
A 0 A 0 ! \

0 40 0 17 27 60
Passos Passos

Os resultados sao apresentados nas Figuras 23a e 23b, mostrando uma boa con-
formacao com o trabalho de Heeres, Suiker e Borst (2002). Nos dois casos, a tensao de
Cauchy foi obtida conforme a equacdo (2.41), e a deformagao linear cisalhante é dada por

u/h, onde u é o deslocamento aplicado e h é a altura da chapa.
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Figura 23 — Diagramas tensdao-deformagao para cisalhamento simples em material visco-plastico

(a) Deformacao progressiva (b) Carregamento e descarregamento
I I I I I
2000 | o Heeres, Suiker e Borst (2002) | | 2000 | o Heeres, Suiker e Borst (2002) ||
1750 1 —— Presente trabalho | 1750 | —— Presente trabalho |
1500 n 1500 |- *
& 1250 | 1 &£ 1250 |
= 1000 |- | 21000 -
S )
750 |- n 750 - *
500 | | 500 | |
250 = 250 |- =
O | | 0 | | |
0 5-107* 1-1073 0 2-100*  4-100*  6-107*
Deformagao linear cisalhante Deformacgao linear cisalhante

4.3.4.2 Chapa sob tensao uniaxial

Este exemplo tem como objetivo verificar o comportamento de um material visco-
plastico em grandes deformagoes quando submetido a diferentes taxas de deformagao.
Considera-se uma chapa com geometria e malha semelhantes a da Figura 18, porém, com
deslocamento prescrito aplicado na face direita conforme grafico da Figura 24. O tempo é
discretizado em 1000 passos, sendo 500 para a etapa com deslocamento crescente, e 500

para a etapa com deslocamento constante.

Figura 24 — Evolucao do deslocamento para chapa visco-plastica sob tensao uniaxial

o

Uy

[ONONONONONCHONONONONO]

Config. inicial . Config. deformada 0 ‘

PHONONONONONONONONONO] DI OO N © 1l © N © N © 1 O N © i © i O i I O N O B O I O] 0 tl Ztl

O material adotado é metalico (Mild Steel Ck15), conforme a Tabela 2. Os para-
metros de Perzyna e Norton para esse material, de acordo com Liihrs, Hartmann e Haupt
(1997), sao n, = 10000 s, a; =1 MPa? e m* = 2. Uma vez que o critério de plastificacao
adotado por esse trabalho (®*) nao pode ser associado diretamente com o da presente
formulacao (®), nao é possivel realizar uma calibragem exata dos pardmetros, como foi feito
no exemplo anterior. Entretanto, para garantir pelo menos ordens de grandeza semelhantes,
parte-se da aproximacao ®* = %@2. Dessa forma, realizando um procedimento andlogo ao

da equagao (4.126), pode-se obter:
Ny = Qm*n;, ap = \/az, e m =2m”, (4.127)
de onde resultam os parametros dados na Tabela 4.

Na Figura 25 apresenta-se o grafico das tensoes de Cauchy do exemplo para
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Tabela 4 — Pardmetros de Perzyna e Norton para o Mild Steel Ck15

a, (MPa)
1

m

4

M (S)
4.104

diferentes taxas de deslocamento (isto é, diferentes valores de tempo t;). Observa-se que
a reducao da taxa provoca um comportamento semelhante a redugao do parametro de
viscosidade, isto é, faz com que a resposta se aproxime do modelo elasto-plastico. Além
disso, na etapa de deformagao constante, percebe-se para todos os casos uma tendéncia a

resposta elasto-plastica quando o tempo tende a infinito.

4.3.4.3 Chapa sob cisalhamento simples

Neste exemplo, considera-se uma chapa sob cisalhamento simples com dados de
geometria e malha semelhantes a Figura 20, porém, com deslocamento prescrito aplicado

de acordo com o grafico da Figura 26. Neste, t; é variavel, e adotam-se 1600 passos.

O material, neste caso, é o polimérico (PET orientado) da Tabela 2, com a adigao

dos parametros de Perzyna e Norton dados na Tabela 5.

Tabela 5 — Parametros de Perzyna e Norton para o material polimérico

m
1

a, (MPa)
35

My (8)
1

Os graficos de tensao em fungdo da componente Ajs sdo apresentados na Figura 27
para diversos valores de t;. Nas figuras 28 e 29 apresentam-se os valores de tensoes e
de AP ao longo do tempo para cada t; considerado. E interessante observar que, neste
caso, o efeito de Bauschinger provoca comportamentos distintos quando aplicadas taxas de
deformagOes muito grandes, uma vez que, para os casos t; = 0,5 s e t; = 0,1 s, as tensoes

012 e os valores de AY, e AB, possuem sinais contrérios aos demais casos, indicando que a

Figura 25 — TensGes para chapa visco-plastica sob tensdo uniaxial

T L]

o0 e |
600 | . ’,___-—-—-__:_:-:_:_:“~ .................................................................... |
S0 e e Modelo visco-pléstico com @ =1-10* m/s (t; = 0,5-107%* s) [|

: ,~"/,” ---=- Modelo visco-plastico com % = 1-10% m/s (t; = 0,5-1072 s)
400 g ----Modelo visco-plastico com @ =1-10° m/s (t; =0,5-10°s) ||

7 — Modelo visco-pléstico com @ =1-1073 m/s (t; = 0,5 - 103 s)

i/' o Modelo elasto-pléstico
300 | | | | | | |

0 125 250 375 500 625 750 875 1000

Passos
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Figura 26 — Deslocamento prescrito em chapa visco-plédstica sob cisalhamento simples

Uy
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1m

onfig.
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012

Figura 28 — Tensoes de Cauchy ao longo do tempo para chapa visco-plastica sob cisalhamento

simples
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Tempo adimensional Tempo adimensional

chapa possui tendéncia a deformar nas dire¢oes opostas caso tenha suas restrigoes soltas.

De fato, a partir dos valores de AP obtidos na Figura 29 é possivel definir as
configuragoes intermediarias plasticas no tultimo passo de tempo. Essas configuracoes sao
mostradas na Figura 30 para alguns casos de t;, onde é possivel observar o fendbmeno
comentado anteriormente: valores muito pequenos e muito grandes de taxas apresentam

deformagoes plasticas em diregdes opostas.
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Figura 29 — Deformagoes cisalhantes plasticas ao longo do tempo para chapa visco-plastica sob
cisalhamento simples
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Figura 30 — Configuragoes intermediarias finais para chapa visco-plastica sob cisalhamento
simples
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Capitulo 5

Modelo visco-elastico

Materiais visco-elasticos possuem a capacidade de simultaneamente armazenar e dissipar
energia. De acordo com Lemaitre (2001), a parcela dissipativa se deve a atritos internos que
podem ocorrer, por exemplo, entre moléculas (no caso de polimeros) ou células (no caso
de madeiras). Dessa forma, tais materiais caracterizam-se pela sua dependéncia temporal,

apresentando respostas que dependem diretamente das taxas de deformacgoes aplicadas.

Uma forma alternativa de caracterizar o modelo visco-elastico é pelo seu comporta-
mento quando submetido a tensoes aplicadas subitamente e constantes ao longo do tempo
(ensaios de fluéncia). Enquanto materiais puramente eldsticos respondem instantaneamente
com um estado de deformagdes constante ao longo do tempo, materiais visco-elasticos con-
tinuam deformando-se, podendo tender a um estado de equilibrio limitado em magnitude
ou nao (CHRISTENSEN, 2013).

O modelo visco-elastico descrito neste capitulo parte da energia de dissipacao e é
valido para o regime de grandes deformagdes, sendo baseado no trabalho de Pascon e Coda
(2017). Outras referéncias importantes para a compreensao e para o desenvolvimento do
modelo sao Reese e Govindjee (1997), Huber e Tsakmakis (2000), Hasanpour, Ziaei-Rad e
Mahzoon (2009) e Petiteau et al. (2013).

5.1 Cinematica

Motivado pela decomposigao multiplicativa da equacao (4.32), pode-se expressar a

funcdo mudanca de configuragdo como
A =A°A", (5.1)

onde A° representa a parcela puramente elastica do gradiente da fun¢ao mudanca de
configuracao, e A¥ a parcela puramente viscosa. A configuragdo intermediaria, neste caso
denotada por Q, representa o estado do sélido em uma situacao tedrica onde ha apenas
deformagées viscosas. De acordo com Huber e Tsakmakis (2000), tal configuragdo é obtida

se o corpo for descarregado para um determinado estado de equilibrio em um processo



88 5. Modelo visco-eldstico

infinitamente réapido (no qual A é fixo). Mais detalhes sobre o equilibrio da configuracao

intermediaria sao fornecidos na secao 5.2.

Vale ser mencionado que a decomposicao (5.1) é questionada por Petiteau et al.
(2013), pois, de acordo com o autor, a configuragao intermedidria sé pode ser considerada

de fato equilibrada se a escala do fené6meno for muito menor que o tempo de relaxamento.

Uma vez que a decomposigao (5.1) é semelhante & (4.32), as definigoes apresentadas

nesta secao serao similares as do modelo elasto-plastico. Isso inclui as deformagoes

e 1 e\NT A e o 1 e
Ef§((A)A—I)f§(C ~1), e (5.2)
v o 1 o\T AV o 1 v
E _5((A) A" -T) = 5(C" - 1), (5.3)
e os gradientes de velocidade
L= A°(A9)7!, e (5.4)
L' = A"(A)~L. (5.5)

Além disso, todas as relacoes obtidas nas subsecgoes 4.2.1.2 e 4.2.1.3 podem ser
aproveitadas no presente contexto, substituindo-se os indices (-)? por (+)?, de forma que

escreve-se:
Ce — (Av)_TC(Av)_l,
E° = (A") "(E-E")(A") ",
L=AA"'"=L "+ AL (A}, e

. . 1
E¢ = (Av)—TE(Av>—1 _ §CeLv o (LU)TCE.

1
2
5.2 Energia, tensao e dissipacao

A formulagao adotada neste trabalho parte do modelo reoldgico de Zener (PASCON;
CODA, 2017), ilustrado na Figura 31.

Figura 31 — Modelo reolégico de Zener, adaptado de Pascon e Coda (2017)

——
W

\I/e

Nesse modelo, a mola associada ao amortecedor possui energia interna denotada
por V¢ dependente apenas da parcela elastica das deformagoes. Ja a mola desassociada do
amortecedor, possui energia interna denotada por U™, e depende das deformagoes totais.
O amortecedor representa as deformagdes viscosas do material, e seu comportamento

ao longo do tempo é manifestado pela lei de evolugao do modelo, conforme discutido
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posteriormente. Escreve-se, portanto, a energia livre de Helmholtz como

V(E,E®) = U*(E) + V¢(E°), (5.10)
de onde derivam as tensoes
o  OU™ ove e owve B owve
S =98 %o ¢ ST % (5:11)
e os operadores
oS O\ 0S¢ 9*we
e — _ (e — . 5.12
OE OE ® OE OE¢ 0Ec¢ ® OE¢ ( )

Tomando-se para U e W€ a lei hiperelastica neo-Hookeana apresentada na subse-

¢ao 2.5.2, tem-se

P — A: In(7)? + 2 [ir(C) 3 - 2m()], e (5.13)
e = /; In(J¢)? + 'l;e[tr(Ce) —3—2In(J9)], (5.14)

onde A®) u™ A° e u® sdo pardmetros do material e J¢ = det(A°) é o jacobiano eldstico.

Utilizando-se novamente a desigualdade de Clausius-Duhem (4.13) para representar

a segunda lei da termodinamica, calcula-se a energia de dissipacao por

dpm =S E-S8*:E—-S°:E°>0, (5.15)
Aplicando (5.9) e seguindo um procedimento analogo ao da equagao (4.62), resulta:
e : B = ((A")'SY(A") ") :E-M°: L, (5.16)
onde
M¢ = C°S* (5.17)

é o tensor de Mandel, definido, neste caso, na configuragao intermediaria viscosa. Aplicando
(5.16) em (5.15), chega-se a:

dig = (S — 8> — (AY)7!'S*(A") ™) : E4+M°: L' > 0. (5.18)
Para garantir a nao-negatividade da energia de dissipacao para valores arbitrarios

de E (COLEMAN; NOLL, 1963), define-se a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie

como
S =8+ (AY) IS (AY) T = 8™ 4 8¢, (5.19)
onde S7 = (A¥)"'S¢(A?)~T ¢ denominada tensdao nio-equilibrante (PASCON; CODA,
2017). Logo, a energia de dissipacao é reduzida para:
ding = M€ : L" > 0, (5.20)
e, portanto, o tensor de Mandel, neste caso, ¢ termodinamicamente conjugado a L.

A expressao (5.19) permite uma nova interpretagdo para a configuragao interme-
diaria viscosa: Suponha que E¢ = 0. Segue de imediato que S® = 0 e, portanto, a tensao

S se reduz a S*°. Conclui-se que a configuracao intermediaria €2” é equilibrada por S*°,
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que, neste caso, é nula se, e somente se, EV = 0. Logo, pode-se obter €2V ao descarregar o
corpo para o estado de tensoes S® em um processo infinitamente rapido (no qual A é
fixo). Tal constatagio oferece um contraste ao modelo elasto-plastico, onde a configuracao

intermedidria era assumida livre de tensoes.

5.3 Lei de evolucao

De acordo com Petiteau et al. (2013), Huber e Tsakmakis (2000) e Pascon e Coda
(2017), a condigao mais simples para que a desigualdade (5.20) seja atendida é a lei de
evolugao

1
LY = ~(M*)", (5.21)
n
onde 7 é o parametro de viscosidade do material. Tal lei pode ser interpretada como uma

consequéncia do principio da méxima dissipacao quando aplicada uma penalizacao sobre o
valor de ||(M¢)P||. De fato, nota-se que a equagao (5.21) pode ser obtida minimizando-se
o funcional
(M) = —dipy + i||(M€)D||2 =-M°: L'+ i(Me)D F(M)P (5.22)
21 21
com relagao a M¢. Como consequéncia, o valor de ||(IM¢)?|| serd mais préximo de zero

quanto maior o coeficiente de penalizagao 1/21, isto é, quanto menor o valor de 7.

Aplicando-se (5.5) em (5.21), é possivel expressar a lei de evolu¢ao na forma:

. 1
A’ = —(M9PAY, (5.23)
n
ou, ainda, considerando a simetria do tensor de Mandel,

¢’ = (A")TA” + (A")TA" = i(A”)T(Me)DA“. (5.24)

A lei de evolugao (5.24), utilizada no trabalho de Pascon e Coda (2017), é vantajosa
do ponto de vista computacional, pois C¥ é um tensor simétrico, ao contrario de A",
necessitando, portanto, de apenas 6 componentes independentes para sua representacao.
No entanto, sabe-se que partindo-se de A" é possivel calcular o valor de Cv, porém, a
reciproca nao é trivial. Para contornar esse problema, deve-se manipular as expressoes
da lei constitutiva de forma que essa nao dependa de A". Assim, a lei de evolugao (5.24)

pode ser reescrita como
Cv = i(CSq)DC”, (5.25)
onde, para a lei neo-Hookeana (5.14), a tensdo nao-equilibrante é dada por (PASCON;
CODA, 2017):
7= A“In(J)C" + e (€)' = C7). (5.26)

Tal artificio, entretanto, requer uma readaptacao para cada lei constitutiva utilizada.
Dessa forma, para manter a generalidade das expressoes apresentadas, opta-se por utilizar

neste trabalho a lei de evolugao (5.23).
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Analogamente a propriedade da conservagao do volume plastico, apresentada na
subsecao 4.2.4, pode-se provar que a lei de evolugao adotada garante a conservacao do
jacobiano viscoso JU = det(A"), pois, utilizando a lei de evolucao (5.23) e as relagdes
tensoriais (A.23) e (A.35):

Jv

M CAY — ldet(Av)(Av)_T : (Me)DAU =2 tr ((ME)D) = 0. (527)

Jo =
dAv n n

5.4 Implementacio computacional

Assim como no caso elasto-pléastico, utiliza-se o método implicito de Euler para
integragao temporal da lei de evolugao (5.23), o que resulta em
v v v At e v
AA"=AL, - A= 7(M >5D+1As+1v (5.28)

onde os indices (+)s11 e (+)s denotam os valores das varidveis no passo atual e anterior,
respectivamente. Dessa forma, o valor de A¥ deve ser determinado, para cada passo de

tempo, pelo sistema nao-linear

A
R’ =A"—- A" - —t(Me)DA” =0, (5.29)
U

onde, para simplificar a notagao, os indices (-)y; foram omitidos.

Devido ao carater desviador da lei de evolugao, o tensor AY e todos os tensores
envolvidos na lei constitutiva devem ser considerados na sua forma tensorial completa
(3 x 3), mesmo em problemas bidimensionais. Dessa forma, o sistema (5.29) consiste
em 9 equagoes, sendo resolvido, neste trabalho, pelo método de Newton-Raphson (ver

detalhamento na se¢ao B.2).

5.5 Operador tangente consistente visco-elastico

Com base na equacao (5.19), o operador tangente consistente do modelo visco-

elastico €Y¢ pode ser escrito como:

ve __ dS __ 00 d<AU>_1 e v\—=T v —ldSe o\=T vy—1 ed(Av)_T
€ = 2 = € TS AN T (AT (AN T (AY) TSR

Para que seja possivel calcular as derivadas d(A®)~!/dE e dS¢/dE, é preciso

(5.30)

conhecer o valor de dA"/dE. Partindo do fato que R” = 0 para todos os passos de tempo,

pode-se aplicar a aproximagao

; ORY ORY ;
AR _ONaE.AE+8AU.AA, (5.31)
de onde, isolando-se AA" resulta:
. [(OR*\' OR®
AAY ~ <8A”> TS : AE, (5.32)

onde o tensor inverso de quarta ordem (ORV/OA")™! pode ser calculado conforme a

segao A.3. Para intervalos de tempo suficientemente pequenos, a partir de (5.32), pode-se
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considerar

Av v -1 v
d N(@R) OR (5.33)

dE 0Av ) D
Portanto, assim como no caso visco-plastico, o operador tangente consistente visco-
elastico calculado neste trabalho é aproximado, pois sua precisdo depende da discretizacao

temporal adotada.

5.6 Exemplos de verificacao

A implementacao do modelo visco-eldstico do presente trabalho é verificada com
base nos resultados de Pascon e Coda (2017) para os exemplos de tensdo uniaxial e
cisalhamento simples. Os parametros do material adotado, mantidos adimensionais, sao
apresentados na Tabela 6. Nesse, a massa é desprezada, de forma que as andlises sao

consideradas quase-estaticas, apesar de haver dependéncia temporal no modelo.

Tabela 6 — Parametros do material, extraidos de Pascon e Coda (2017)

AOO MOO Ae ,LLe T]
1000 10 500 8 wvariavel

5.6.1 Chapa sob tensao uniaxial

Considera-se neste exemplo uma chapa retangular restrita horizontalmente na face
esquerda e verticalmente na face inferior, semelhante a Figura 18, porém, com dimensoes
1,0 x 0,5 e espessura 0,5. Novamente, adotam-se 2 elementos finitos de ordem linear com 1

ponto de integragao em cada, e estado plano de tensoes.

Neste exemplo trés casos sao considerados, sendo os dois primeiros para verificagao
(subsegbes 5.6.1.1 e 5.6.1.2), e o ultimo (subsegao 5.6.1.3) para caracterizar o modelo

visco-elastico quando submetido a diferentes taxas de carregamento.

5.6.1.1 Ensaio de fluéncia

No primeiro caso, aplica-se forga horizontal de valor total p = 20 na face direita da
chapa. Embora no exemplo original o carregamento seja aplicado subitamente, a mudanca
excessiva de configuracao entre passos consecutivos provoca, neste caso, a nao-convergéncia
do algoritmo de estado plano de tensées. Portanto, neste trabalho, substitui-se a carga
subita por uma carga crescente no tempo de 0 a 0,1 s, seguida por uma carga constante
no tempo de 0,1 s até 100 s. Foram utilizados 10000 passos de tempo com incrementos
de At = 0,01 s cada, isto é, 10 passos na etapa crescente da carga, e 9990 para a etapa
de carga constante. Os graficos de alongamento e tensao sao apresentados na Figura 32
para diversos valores de viscosidade, mostrando uma boa concordancia com o trabalho de
Pascon e Coda (2017).
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Figura 32 — Graficos para o ensaio de fluéncia em chapa sob tensdo uniaxial
a) Alongamento axial ao longo do tempo b) Tensao ao longo do tempo
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5.6.1.2 Ensaio de relaxamento

No segundo caso, aplica-se deslocamento prescrito u = 4 na face direita da chapa.
Novamente foram adotados 10000 passos de tempo, e o deslocamento é considerado
crescente nos tempos de 0 a 0,1 s e constante de 0,1 s até o tempo maximo de anélise
tmaz = D0 s. Os resultados mostram novamente uma boa concordancia com a referéncia,

como pode ser visto na Figura 33.

Figura 33 — Graficos para o ensaio de relaxamento em chapa sob tensdo uniaxial

(a) Deformacao viscosa ao longo do tempo (b) Tensao ao longo do tempo
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Para ilustrar o comportamento da lei de evolu¢ao nos ensaios de fluéncia e relaxa-
mento, apresenta-se na Figura 34 a evolugao das variaveis ao longo do tempo para o caso
com 7 = 200. No ensaio de fluéncia, observa-se que o alongamento viscoso tende ao alon-
gamento total a medida que o tempo cresce. Consequentemente, o efeito das deformacoes
elasticas E¢ é reduzido ao longo do tempo, fazendo com que a resposta se aproxime do

modelo hipereléstico I, que leva em conta apenas a lei constitutiva de W™ (ver Tabela 7).

Para o ensaio de relaxamento, observa-se que, quando o tempo tende a infinito, o
valor de S do modelo visco-elastico tende a S> , que, naturalmente, coincide com a tensao

do modelo hiperelastico I. Como consequéncia, a tensao nao-equilibrante tende a zero.
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Figura 34 — Evolucao de variaveis ao longo do tempo para n = 200

(a) Ensaio de fluéncia (b) Ensaio de relaxamento
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5.6.1.3 Carregamento crescente

A fim de analisar o comportamento dos materiais visco-elasticos quando submetidos
a diferentes taxas de deformacao, modifica-se o exemplo anterior considerando cargas
progressivas ao invés de subitas. Os resultados obtidos sao comparados com os modelos

hiperelasticos I, I, e I1I, definidos conforme a Tabela 7.

Tabela 7 — Leis hiperelasticas associadas ao modelo visco-elastico

Modelo Lei A 1

Hiperelastico I  neo-Hookeana (subsecao 2.5.2) A> 1>

[e.9]

(
Hiperelastico II  neo-Hookeana (subse¢ao 2.5.2) A + A®  pu™ + uf
Hiperelastico 11T  neo-Hookeana (subsecao 2.5.2) A + A° 1

Inicialmente, aplica-se uma forga total p = 20 ao longo de 1000 passos com 5
taxas diferentes, sendo variado o tempo maximo de analise. Na menor taxa, p = 20 - 1073,
atinge-se o carregamento maximo no tempo t,,q, = 10® s. Nesse caso, conforme visto na
Figura 35, o alongamento coincide com os dos modelos hiperelasticos I e III. Ja a taxa
mais alta, p = 20 - 102, onde o tempo maximo é t,,., = 1072 s, coincide com os valores
do modelo hipereléastico II. Para as taxas intermediarias, observa-se uma tendéncia aos

modelos I e III quando t — oo, e ao hiperelastico II quando ¢ é proximo de 0.

Tal comportamento é o esperado, uma vez que, para deformacoes quase instantaneas,
o efeito do amortecedor pode ser desprezado, fazendo com que o modelo reolégico da
Figura 31 se aproxime de uma associacdo em paralelo das molas ¥ e ¢ (modelo
hiperelastico II). J& para taxas infinitamente baixas (ou quando t — o), o efeito do
amortecedor provoca uma redugao da energia W¢, o que pode fazer com que a energia livre
de Helmholtz tenda a ¥*° (modelo hipereldstico I). No entanto, sabe-se que o amortecedor
SO é capaz de reduzir a parcela nao-volumétrica de W¢. Portanto, um modelo mais ideal para
ser associado ao caso de taxas infinitamente lentas é o hiperelastico I1I, onde consideram-se

as parcelas volumétricas de > e W€ porém, a parcela nao-volumétrica apenas de W,
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Figura 35 — Chapa sob tensdo uniaxial com carregamento progressivo
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Para ilustrar, modifica-se o exemplo apresentado de forma que hajam diferencas

notaveis entre os modelos hipereldsticos 1 e III. Substitui-se a forca total p = 20 por

p = —20 (compressiva), e adota-se o material visco-elastico da Tabela 8.

Tabela 8 — Parametros alternativos para material visco-elastico
A* e AT pt
320 80 320 100 200

o0 (&5

Os alongamentos obtidos neste caso sao apresentados na Figura 36. Conforme
discutido, as respostas para taxas mais baixas tendem aproximadamente ao modelo
hiperelastico III, enquanto o hiperelastico I nao esta associado a nenhuma resposta visco-

elastica. Ja as taxas quase instantaneas continuam associadas ao modelo hiperelastico

IT.

Figura 36 — Chapa sob tensdo uniaxial compressiva com material visco-elastico 11
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5.6.2 Chapa sob cisalhamento simples

Considera-se neste exemplo uma chapa retangular sujeita a deformacoes cisalhantes,
com geometria e malha semelhante a mostrada na Figura 20, porém, com evolucao do

deslocamento prescrito em forma de pulso triangular, conforme mostrado na Figura 37.

Figura 37 — Grafico de tempo e deslocamento para o exemplo de cisalhamento simples

Deslocamento

|
0,56 2 45 8 12,5 15 30
Tempo (s)

O tempo méaximo de andlise adotado é 30 s. Como a convergéncia neste exemplo é
imediata, 300 passos de tempo (isto é, At = 0,1 s) mostram-se suficientes para alcangar
o resultado desejado. O pardmetro de viscosidade considerado é n = 20. Além disso, foi

adotado o estado plano de deformacoes.

Na Figura 38a apresenta-se o diagrama de tensao-deformacgao obtido e sua veri-
ficagdo com o trabalho de Pascon e Coda (2017). Pode-se observar, neste exemplo, que
as curvas da etapa de carregamento nao coincidem com as de descarregamento, o que ¢é
denominado efeito de histerese. Observa-se, ainda, que a partir do tempo 15, quando a
chapa retorna a sua configuracao inicial, a tensao de Cauchy tende a 0 quando t — oo,

conforme mostrado na Figura 38b.

Figura 38 — Verificagdes do exemplo de cisalhamento simples em material viscoelastico

(a) Diagrama tensao-deformagao (b) Diagrama tensao-tempo
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Capitulo 6

Modelo visco-elasto-plastico

Um modelo constitutivo dito visco-elasto-plastico (ou viscoelastico-viscoplastico, como é
comumente chamado na literatura) caracteriza-se por apresentar dependéncia temporal
tanto nas parcelas elasticas das deformacoes quanto nas plasticas. Tal comportamento é
observado e vem sendo estudado em diversos materiais, como os asfélticos (DRESCHER;
KRINGOS; SCARPAS, 2010; DARABI et al., 2011), metalicos em altas temperaturas
(BENAARBIA; ROUSE; SUN, 2018) e poliméricos (PRAUD et al., 2017), incluindo

materiais empregados em processos de manufatura aditiva (LAMMENS et al., 2017).

Neste capitulo, apresenta-se um modelo constitutivo visco-elasto-plastico baseado
na energia de dissipacao para solidos em grandes deformacoes, incluindo aplicagao numérica.
Para isso, é realizado um acoplamento entre o modelo visco-plastico descrito no Capitulo 4
e o visco-elastico descrito no Capitulo 5. De forma a evitar repeticoes desnecessarias,

diversos conceitos ja estabelecidos nesses capitulos sao retomados aqui de forma direta.

6.1 Cinematica

A cinemaética adotada no presente modelo parte da apresentada na subsecao 4.2.1
para o caso elasto-plastico, substituindo as variaveis elasticas (+)¢ por visco-elasticas (-)"°.

Dessa forma, a decomposigao de Kroner-Lee (4.32), é reformulada como
A = A"A?P, (6.1)
onde A"¢ representa a parcela visco-elastica do gradiente da mudanga de configuragao, e

A? a parcela plastica. Pela cinematica do modelo visco-elastico, apresentada na secao 5.1,

tem-se que
A" = A°A", (6.2)

onde A° representa a parcela elastica do gradiente da mudanca de configuracao, e A¥ a

parcela viscosa. Dessa forma, da aplicacao de (6.2) em (6.1), resulta a decomposi¢ao

A = A°AAP. (6.3)
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Além disso, AP pode ser decomposto multiplicativamente em suas parcelas A? e
A? conforme ja discutido na subsec¢ao 4.2.1. Tal decomposigdo, aliada a (6.3), induz a

definicao das configuracoes intermedidrias QF, QP e Q'P, ilustradas de forma esquemadtica

1
na Figura 39, com seus respectivos mapeamentos. As configuracoes QF e F ja foram
apresentadas anteriormente na subsecao 4.2.1, porém, neste caso, Q0P perde o significado
fisico ao qual foi associada originalmente, uma vez que essa nao é obtida no tempo
imediato apds o descarregamento, mas sim em um tempo infinitamente grande, quando
as deformacodes visco-elasticas se aproximam de zero. Ja a configuracao (2*? representa o

estado do so6lido em uma situacdo tedrica onde hé apenas deformagdes viscosas e plasticas.

Figura 39 — Esquema de configuragoes intermediarias do modelo visco-elasto-plastico

= 2D
A?\
ﬁ;i; w Ave

A? /

~ A

As deformagdes elasticas, viscosas e plasticas sao definidas por expressdes analogas

as ja apresentadas nos modelos elasto-plasticos e visco-elasticos, isto é:
1 1

e _ — eNT'Ae _ = e
E _2((A) A 1)_2(0 I), (6.4)
v o 1 o\NT A v o 1 v
E f§((A)A—I)f§(C ~1), e (6.5)
1 T 1
B = ((AP)TAP —T) = 5(C" D). (6.6)
O mesmo vale para os gradientes de velocidade:
L = A°(A°)~ !, L' = A’(AY)™! e LP = AP(AP)~L. (6.7)
Da decomposicao (6.3), resulta a seguinte relagao:
C = (A°A'AP)T(A°AYAP) = (AP)T(A")TCeA AP, (6.8)
ou, rearranjando,
C* = (AY) T (AP TC(AP) 1 (AY) L. (6.9)

Também de (6.3), pode-se expressar o gradiente da velocidade como
L=AA"1=(A°A"AP + A°A"AP + A°A"AP)(A°A"AP)"!

(6.10)
= Le¢ + AeLv(Ae>—1 4 AeAva(Av>—1(Ae)—1 7
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e a taxa de deformacao,

D = sim(L) = D¢ + sim(A°LY(A°) ™! + A°A'LP(AY) "1 (A%) ™), (6.11)
o que, aplicado na equagao (2.10), resulta em
E=A"DA
=(AA"AP)T [De + sim(A°LY(A°) ™ + AeA”Lp(A”)*l(Ae)*l)] (A°A”AP) (6.12)

—(AP)T(A")TECAVAP + sim((A?)T(A”)TCLY A" AP + (A?)T(A”) ' C°A’LPAP)
ou, rearranjando,
E° = (A") 7 (A?) TE(A”) "1 (AY) ! — sim (C°LY + C°A"L(AY) 7). (6.13)

Adicionalmente, partindo da definicdo de A apresentada na equacgao (6.2), pode-se

definir a deformacao visco-elastica:

1 1
™ = ((A™)TA" —T) = 5 (C*=1), (6.14)
de onde resultam as relagoes
C = (A"AP)T(A"AP) = (AP)TC™A?, e (6.15)
ce — (Ave(Av>—1)T (Ave(Av)—l) — (AY)TCU(AY) !, (6.16)
ou, rearranjando,
C" = (A?)"TC(AP)! = (AY)TCeAY (6.17)
Além disso, seguindo um procedimento andlogo a equagao (4.49), chega-se a:
E = (A?) TE(AP)™! — ;C”eLp — ;(L”)TC“. (6.18)

As definigoes e relagoes envolvendo os tensores AY e AP nao sdo diferentes das apre-

sentadas no modelo elasto-plastico e, portanto, podem ser aproveitadas da subsecao 4.2.1.

6.2 Energia, tensao e dissipacao

Baseado nas equagbes (4.55) e (5.10), escreve-se a energia livre de Helmholtz do

modelo visco-elasto-plastico como

V(E",E%EL k) = U= (E™) + WH(E) + g, (EY) + Vi, (x), (6.19)

cin 150
onde U™ e W€ estao associadas a parcela visco-eldstica do modelo constitutivo, e U2, e
p
\I]iso

medidas de tensao analogas as apresentadas nos modelos previamente mencionados:

representam o encruamento da parcela visco-plastica. Da equacao (6.19), derivam

o O0U™ . 0v° ovr. ovr
S ST XTam ¢ T o (6:20)

e os operadores
OS> 0S¢ 0X
o0 = — € = p = —
¢ OEve’ ¢ oE¢ ¢ < OEY’
P

Para o caso neo-hookeano, as leis atribuidas a U*°, W¢ e UL, podem ser tomadas

(6.21)
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conforme as equagoes (5.13), (5.14) e (4.59), respectivamente. J& a tensdo de escoamento,

0., pode ser tomada conforme as leis dadas na Tabela 1.

A energia de dissipacao do modelo parte novamente da segunda lei da termodina-
mica, na forma da desigualdade de Clausius-Duhem (4.13), resultando:

dmt:S:E—S°°:E”e—SezEe—X:Eg—aﬁkzO, (6.22)

onde S ¢é a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Com base na equacao (6.13), a

parcela S¢ : E¢ pode ser reescrita como

S°: ((A")""(A?) TE(A?) "1 (AY) ! —sim (C°LY + C°A"LF(AY) 1)), (6.23)

ou ainda, com base nas relagoes tensoriais (A.33) e (A.34),

. 1 1
8¢ B = ((A”) (A" 'S (AY) (AN ) E - ;O8 LY — SCose L

1 !
2 2
= (A7) (A 'SY(AY) (AP T) B - M LY - MY 12,

onde o tensor de Mandel, M¢ = C¢S¢, neste caso é definido na configuragio intermediaria

((Av)TceSe(Av)fT> CLP ((AU)TCGS€<AU>*T> L (6.24)

viscosa, e M? = (A?)TM¢(A"¥)~T é um tensor do tipo Mandel definido na configuracao

intermediaria plastica.

Aplicando (6.18) na parcela S* : Ev¢ e adotando o mesmo procedimento realizado

em (4.62), chega-se a seguinte expressao:

0o . e _ Qoo . n\—TT, py—1 } ve p_l p\T e
S* . B =S .((A) B(A7)! - SC"L 2(L)C)
= (A)'S* (AN T) B (cvse) - (evse) i (625)

= ((A")718®(AN) ) E- M~ I
onde o tensor do tipo Mandel M* = C"*S*°, é também definido na configuracao interme-
diaria plastica.
Para a parcela X : Eg , pode-se aproveitar o resultado obtido na equagao (4.69):
X:EP=x:LF —MP: L2, (6.26)
onde
X = APX(AP)T e MP=CFX. (6.27)
Finalmente, substituindo-se (4.62) e (4.69) em (4.60), resulta
s = (S = (A)7ISTAN T - (AN AYIS AT TR
+ (M>®+M?—x):LP+M°:L"+ M : LY — 0,4 > 0.

Para garantir a nao-negatividade da energia de dissipagao para valores arbitrarios
de E (HOLZAPFEL, 2000), define-se a tensio de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como

S = (AP)71S>®(AP) T + (AP)"1(AY)1Se(AY)T(AP)T = S 4 §7. (6.29)
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A energia de dissipacao é agora expressa por:
dipp =2 P+ M°: L'+ M? : LY — 0,k > 0, (6.30)
onde
¥ =M>*+M!-—x. (6.31)

Nota-se que o tensor X é termodinamicamente conjugado a LP, sendo entao utilizado

para definir o critério de plastificacdo. E ainda interessante observar que
M? = (AV)TC*S*(AY) T = (AY)TCeAY(AY)1S*(AY) T = C*8¢, (6.32)
logo,
M 4+ M? = C"S™ + C"S? = C"S** (6.33)

onde S ¢é a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie do modelo visco-elastico, dada
conforme a Equagao (5.19). Dessa forma, o tensor M* + M pode ser visto como uma

generaliza¢ao do tensor de Mandel elastico (M€) para o caso visco-eldstico.

6.3 Critério de plastificacao e leis de evolucao

Baseado na expressao da energia de dissipagao obtida (6.28), e no critério de

plastificacdo da equacao (4.74) a fungdo critério de plastificacao neste contexto é dada por:

2
d = |=P| - \/;aﬁ <0. (6.34)

Seguindo-se procedimentos analogos aos apresentados na subsecao 4.2.4 e secao 5.3,

sao obtidas as seguintes leis de evolucao:

- 1
AV = 7(M6)DA’U7
n
AP = 4NPA?,
AP — 4NPAP (6.35)
L ]2
R = -
N3

onde
ED
NP = —— (6.36)
Do
[poig|
e, para a lei de encruamento cinematico de Armstrong-Frederick,

b
NP = ~(MP)P. (6.37)
c
Caso a parcela plastica seja considerada independente de taxa, o multiplicador
plastico 4 deve ser calculado pela condi¢cao de complementaridade, conforme discutido
na subsecao 4.1.7. Caso seja considerado o modelo de Perzyna e lei de Norton conforme

apresentado na secao 4.3, tal multiplicador deve ser calculado pela equagao (4.112).

Para verificar se as leis de evolugao adotadas satisfazem a desigualdade de Clausius-
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Duhem, a equacao (6.30) é reescrita levando-se em conta as equagoes (6.35), resultando:

1
~|

b .
dint = 7P + VEII(MZ)DII2 te | (M) P[|2. (6.38)

As duas ultimas parcelas de (6.38) sdo claramente positivas. J& a primeira parcela é nula
para plasticidade independente de taxa (pela condicdo de complementaridade) e maior ou

igual a zero para o modelo de Perzyna. Logo verifica-se que d;,; > 0, como desejado.

Por argumentos analogos aos da subsecdo 4.2.4 e secao 5.3, verifica-se ainda que as
leis de evolugao garantem a propriedade da conserva¢ao do volume inelastico, isto é, os

jacobianos plasticos (J?) e viscosos (JV) sdo constantes e unitarios ao longo do tempo.

6.4 Implementacio computacional

A implementacao computacional do modelo descrito baseia-se em etapas de previsao
visco-elastica e correcao plastica, isto ¢, para cada passo de tempo, assume-se inicialmente
que o material é puramente visco-elastico, e verifica-se o critério de plastificagao (6.34).

Caso esse nao seja atendido, deve-se evoluir também as variaveis plasticas.

A integracao temporal das leis de evolucgao é realizada neste trabalho pelo método
implicito de Euler (backward Fuler). Assim, na etapa de corre¢ao plastica, resolve-se o

seguinte sistema nao-linear:

R’ = Al — AL~ it(Me)sDﬂAgH =0
Ry =A}, — A} — Ay, N{ AL, =0
T = Ksy1 — ks — Avsq1(rs) = 0 ’ (6.39)
Ry = (Af)s+1 — (A7)s — Ay NTAY =0
ry =0
onde, caso a parcela plastica seja independente de taxa,
ry = Pgi1, (6.40)

e, caso seja adotado o modelo de Perzyna,
At /)P \™"
Ty = Aysp1 — < <H> > (6.41)
Tlp Qp
Na Figura 40, apresenta-se o passo-a-passo do algoritmo de previsao e correcao
adotado.
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Figura 40 — Algoritmo de previsdo e correcdo do modelo visco-elasto-plastico

ALGORITMO DE PREVISAO E CORRECAO
PARA O PASSO DE TEMPO s+ 1

1. PREVISAO VISCO-ELASTICA:

a) Assume-se como tentativa inicial para as varidveis plasticas os valores do passo
anterior, isto é,

A€+1 = A?? Ks+1 = Rs e (Af)s-i-l = (Af)sa
ou, caso seja o primeiro passo (s = 0):
AIS)+1 = I7 Rg+1 = 0 (S (Ag)5+1 =1
b) Resolve-se A, pelo sistema nao-linear

v v v At e v
R’ = s+1 — As - 7(M )£+1As+1 =0

conforme a secdo B.2. Caso seja o primeiro passo, AY = 1.
c) De k441, calcula-se o, conforme a Tabela 1. Além disso, calcula-se

AT =AAY)TT [ AT=AAY) AN | AP = AZ(AD)!
Qve = (Ave)TAve Ce = (Ae)TAe C;; — (A;g)TAzg
o> ove ovPr.
S — S¢ =2 _ 9% cin
aCve aC: X=2%5¢cr
M™® = Qveg™® M4 = (AU)TCeSe(Av)—T x = (Ag)X(AZg)T

onde os indices (-)s+1 foram omitidos a fim de reduzir a notagao.
d) Calcula-se o critério de plastificagao

= |[|[(M>® +M? — x)P|| — /2/30..

2. SE ® <0 — PREVISAO VISCO-ELASTICA CORRETA:

a) Nao hé necessidade de atualizar as varidveis previamente calculadas.
b) Calcula-se €V pela forma simplificada exibida na subsecao C.3.1.

3. SE® >0 — CORRECAO PLASTICA:

a) Soluciona-se o sistema (6.39) conforme o Apéndice B, de onde obtém-se as varidveis
atualizadas AU, |, AP | ko1, (AP)sp1 € Ay Com excecdo de Avygyr, todas
essas varidveis precisam ser armazenadas para serem utilizadas no préximo passo.

b) Atualiza-se S35, S§, e as demais varidveis utilizadas para calcular €.

c) Calcula-se €"P conforme a subsegao C.3.2.

4. Finalmente, calcula-se o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

S = (A7)718(A7) T + (A7) (AY) I8¢ (A7) T (AN) T,
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6.5 Operador tangente consistente visco-elasto-plastico

O operador tangente consistente do modelo visco-elasto-plastico pode ser derivado
de (6.29) como:

iS d(AP) o dS™
E-am S AT (AN e

d(Ap)il (Av)flse(Av)7T<Ap)7T + (Ap)fl(Av)flse(Av)f

JE
L d(AY) d(AV)T
p 1
AT R JE

+ (A7) 1A

d(AP)~T
dE
rd(A?)"T
dE (6.42)
(AP)~"

P = AP)T 4 (AP)1g

S°(A") T (A7) T+ (A7) H(AY) IS
1 dS°

dE
Para que possam ser calculadas as derivadas presentes em (6.42), deve-se conhecer

—=(A) T (Ar) T

os valores de dA?/dE e dA"/dE. Parte-se, neste trabalho, das aproximagoes
ORY ORY ORY

V=0~ —: : v : P :

AR =0 3B AE + DAL AAY + DAP AAP, e (6.43)
ory ory ory ory ory ory
Ary, =0~ — : AE+ : AAP+— Ak AA? cAA+—A~y. (6.44
ri=0~7%g 9A» TR S gar T AT g +o, 8 (644)
De (6.43), tem-se
R\ (ORY OR”
Vo . . . D

wea () (e ) e

que, aplicada em (6.44), resulta em

. ~ 87”4 87“4 ) ORY ! ) ORY )
Ara=0~ <8E_8A” ‘ (am) ‘ 8E> AP

v -1 v

oA» ~oAr \9Av) oAr
87“4 87"4
TNk : ;
TR T oar AN T g,

de onde, a partir das leis de evolugao discretizadas (6.39), escreve-se:

v\ 1 v
Ary =0 = (87‘4_87”4:<8R> :8R>:AE

OE  0A" \OAv OE
ory  Ory (OR"\T' ORY by

— : : : 6.47

+A7<8Ap A" (aw) am) (N"A?) (6.47)

07’4 2 87”4‘ PAD 87“4
+ Ay (a \[nLaAp.(NA) o

Ay ~D":AE, (6.48)

Logo,



6.6. Ezemplos numéricos 105

onde

Oy <8R’”>_1'8R” 4

. 0A" \0A") "OE ~ OE

b= ors [OR') ' OR ors 2 0 oy (649
ry  Ory ") JORYY Ory |2 0ra npapy, 974
<8AP am‘(am) 'aAp)'(NpAp) " on ﬁ+ oAy (NFAD + 5

Se a plasticidade for considerada independente de taxa, ry = ®, logo, dry/0y = 0.

Caso seja utilizado o modelo de Perzyna, dr,/0y = 1, e as demais derivadas de r, podem

ser calculadas conforme a equagdo (4.121) para a lei de Norton.
Da substituigao da equacao (6.48) na lei de evolucao (4.86), escreve-se
AA? = AYNPA? ~ (D7 : AE)NPA? = [(NPA?) © D] : AE, (6.50)

que, aplicado em (6.45), resulta

ORY\ " [(ORY  OR®
AAY ~ — : : ((NPAP) @ D7) | : AE. .5l
() (55 + far (vany e (651)
Logo, para passos de tempo suficientemente pequenos,

A" (NPAP) @ D (6.52)

iE € ‘

dA" R\ "' (OR’ OR®

~— : : PAP 7). .

o (am) <6E+8AP ((NA)@D)) (6.53)

O célculo completo de €Y? e suas derivadas auxiliares é detalhado na secao C.3.

6.6 Exemplos numéricos

Para demonstrar o comportamento do modelo visco-elasto-plastico descrito, nesta
secao aplica-se o modelo numérico desenvolvido aos exemplos classicos de cisalhamento
simples e tensdo uniaxial, sendo este ultimo considerado no contexto de ensaios de fluéncia
e relaxamento. A fim de simplificar o escopo das analises realizadas, todos os exemplos
sao considerados quase-estaticos, apesar de haver dependéncia temporal nos modelos
constitutivos. Os parametros do material visco-elasto-plastico utilizado sao apresentados

na Tabela 9, inspirados no material polimérico (PET orientado) da Tabela 2.

Tabela 9 — Parametros para material visco-elasto-plastico do tipo polimérico

Parametros visco-elasticos

A* (MPa)  u™ (MPa)  A® (MPa)  u® (MPa) n (MPa-s)

320 80 0 40 50

Parametros de encruamento Parametros de Perzyna/Norton
oy (MPa) ¢ (MPa) b My (8) a, (MPa) m
35 100 2.7 1 35 1
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6.6.1 Ensaio de relaxamento

Considera-se, neste caso, uma chapa sob tensdo uniaxial, com geometria, restricoes
e malha semelhantes a Figura 18, porém com deslocamento prescrito aplicado conforme o
grafico da Figura 41, sendo o instante final da andlise ¢, = 8 s, e o instante intermediério ¢;
variavel. O nimero de passos adotado ¢ 2000, sendo 1000 para o intervalo de tempo entre

0 e t1, e 1000 para o intervalo entre t; e t5. Como t; é variavel, segue que o incremento de

tempo (At) adotado é diferente nos dois intervalos.

Figura 41 — Evoluc¢do do deslocamento prescrito aplicado em ensaio de relaxamento para chapa

com modelo visco-elasto-plastico

H to

Config. deformada 0
Tempo (s)

Config. inicial

1th

Os valores de tensao de Cauchy na direcao longitudinal sdo dados na Figura 42a
para diversas taxas de deslocamento, isto é, diversos valores de t;. Observa-se que nas
taxas mais altas a tensao obtida no tempo t; é maior, de forma semelhante ao modelo
visco-plastico. Entretanto, quando as deformagoes se estabilizam, a tensdo tende a valores
menores (em contrate ao modelo visco-plastico, onde as tensoes tendem ao mesmo valor).
Na Figura 42b, apresenta-se a evolucao dos alongamentos plasticos ao longo do tempo
para os diversos casos analisados. Na Figura 43 apresenta-se, ainda, uma comparacao

entre os alongamentos plasticos, viscosos e visco-elasticos para os casos em que t; =2 s e

tl =0.1s.

Figura 42 — Tensoes de Cauchy e alongamentos plasticos para ensaio de relaxamento em chapa

com material visco-elasto-plastico

(a) Tensdo de Cauchy axial (b) Alongamento plastico

T T T T I I I T T
120 e t1=4s B -]
—_—— - tl —_— 2 S 1 72 | ’[ .I' e :;__'.._..'..._..'.:.'..T..'.:.'.._..:.._..'.._..:.T..'.:.'..T..';
100 -—--t1=1s || ’,' .,-'
) —t1 =018 || ) ,,' .,-’
€ 60 A | T 11 |
- e S T et S R e A R ’,' i __________ tl —4s
40 . - [ .:'l -ty =25
i | ety =15
20 1 et —1t;=01s ||
0E | | \
3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo (s)
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Figura 43 — Alongamentos para ensaio de relaxamento em chapa com material visco-elasto-

plastico
(a) t1 =25 (b) t1 =0.15s
T T T T 1’4 R T T T T ]
120 T = R
8 S
= i
) ()
= S | o | [ T :
% %
01,1 1=
< P 3 p
< ; — A} < — A5
— o A3y
1/ e Ave |l b e Ave | |
| | | | | I I | | | | | I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tempo (s) Tempo (s)

6.6.2 Ensaio de fluéncia

Considera-se, neste caso, uma chapa com geometria e malha semelhantes a do
exemplo anterior, porém substituindo o deslocamento prescrito por for¢a compressiva,
conforme a Figura 44. Ao contrario do exemplo da subsecao 5.6.1.1, este nao apresentou
problemas de convergéncia devido as cargas subitas, mesmo sendo considerado o estado
plano de tensoes. O instante maximo considerado foi £, = 10 s, discretizado em 1000 passos

com At = 0.01 s. J& o instante intermediério (1) é variado ao longo das andlises.

Figura 44 — Evolugao da forca aplicada em ensaio de fluéncia para modelo visco-elasto-plastico

A
s 100 N
< ~—

s p ch
K .

z i -— =

— e . =Y
0
o / Config. 0

Config. inicial H/deformada L
[OHONONONONONONONONONO) Q0000000 O tl t2

Na Figura 45 sao apresentados os deslocamentos horizontais e verticais no vértice
superior direito da chapa ao longo do tempo. As respostas apresentam o comportamento
esperado em testes de fluéncia de modelos visco-elasto-plasticos, como pode ser visto, por
exemplo, no trabalho de Darabi et al. (2011): para maiores tempos de manutengao da

carga, maiores sao os deslocamentos residuais obtidos ao se remover o carregamento.

Na Figura 46, apresenta-se a evolugao dos alongamentos plasticos e viscosos para os
diversos tempos de manutencao do carregamento analisados. Como esperado, o alongamento
plastico evolui de forma acentuada no comeco do carregamento, porém, tende a se estabilizar
com o tempo. Apds a remocgao da carga, o alongamento plastico é inalterado. Ja o

alongamento viscoso tende ao valor unitario quando t — oo.
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Figura 45 — Deslocamentos no vértice superior direito da chapa para ensaio de fluéncia

(a) Deslocamento horizontal (b) Deslocamento vertical
T T T T T I
(1= = e t1=5s
R | -1 =25
*0,1 1I' | 073 T AL . -=t1=1s
\ ’i, ! : ----t1 =0.1s
/E _Oa2 T T T E '.‘_".‘__'_"_T,'_—',_‘-,'_'—..‘.'.'.:.:.':.'.'.:::E /E\ 0,2 7'// | ' t1 =0.01s |
= N e Na) I "
5 _073 *\ I l """" t1=5s é\] l, v \'"-—-.:..:.'.:.'.:.::. .-._..—.'."'_'7'."_'.'—.':.‘:':.'.—_".-.—_-
04l N |- ti=25s || 0,1} i
) B —"—'tlzls :
—0,5| ----t1 =0.1s || e e e e
t1 =001 s 0 7
—0,6 | | I | | |
0 2,5 5 75 10 0 2,5 5 75 10
Tempo (s) Tempo (s)
Figura 46 — Alongamentos plasticos e viscosos da chapa para ensaio de fluéncia
(a) Alongamentos plasticos (b) Alongamentos viscosos
T T T T T T
tr . 1 e —
h - - -
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Para facilitar a comparacao, apresenta-se na Figura 47a os alongamentos totais e
suas parcelas plasticas, viscosas e visco-elasticas para o caso com t; = 5 s. Observa-se que
o alongamento visco-elastico sofre uma mudanca siibita no descarregamento, devido a sua

parcela elastica. Assim como o alongamento viscoso, esse tende ao valor unitario a medida

Figura 47 — Evolugao dos alongamentos e tensoes para ensaio de fluéncia com t; =5 s

(a) Alongamentos (b) Tensdes
T T ‘ ‘ ‘
o 0
8 f . — —~
: i < 50
O : = - |
R i.' ___________ 4 <
Seeel U e 8
E’D 0.7 4 S e Ay || 27100 |
< — A7 &
0,6 - "rooo oo - A H ~150 |
---- AfY
075 | | T
0 2,5 5 7,5 10 T
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que t — oo. Na Figura 47b pode-se comparar, ainda, o comportamento ao longo do tempo

das diversas parcelas de tensao envolvidas.

6.6.3 Chapa sob cisalhamento simples

Neste exemplo, considera-se uma chapa sob cisalhamento simples com geometria e
malha semelhantes a Figura 20, e deslocamento prescrito aplicado de acordo com o grafico
da Figura 48. O instante maximo adotado foi de t, = 25 s, e o instante intermediario ¢, é
variavel. Foram considerados um total de 2000 passos, sendo 400 entre os instantes 0 e %tl,
800 entre os instantes %tl e %tl, 400 entre os instantes %tl e tq1, e 400 entre os instantes t;

e to. Novamente, os valores de At sao variaveis entre esses intervalos.

Figura 48 — Deslocamento prescrito em chapa visco-elasto-plastica sob cisalhamento simples

Uy
[OHONONONONONONONONONO) I» [OHONONONONONONONONONO)

1m

onfig.
deformada

Config. inicial

1/t

Na Figura 49 sao apresentados os graficos de tensao em funcao da componente

Ao para os diversos valores de t; considerados. Além disso, os graficos de tensao e AP
ao longo do tempo para determinados valores de ¢; sao apresentados nas Figuras 50 e
51, observando-se um comportamento similar ao caso visco-plastico (Figuras 28 e 29),
em especial no que se refere ao comportamento distinto das configura¢oes intermediarias

plasticas sob diferentes valores de taxas de deformagdes.

Figura 49 — Tensdo-deformacao para chapa visco-elasto-plastica sob cisalhamento simples

\
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Figura 50 — Tensoes de Cauchy ao longo do tempo para chapa visco-elasto-plastica sob cisalha-

mento simples
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Figura 51 — Deformacsoes cisalhantes plasticas ao longo do tempo para chapa visco-elasto-

plastica sob cisalhamento simples

0,9

p
All

08| i

—t1:208
.......... t1=5s —
----t1=05s
----t1=01s

Tempo (s)

04}

—t1:20s
.......... t1=5s

———-tl =0.5s
-1 =0.1s

10 15 20 25
Tempo (s)



111

Capitulo 7

A estratégia No-a-Segmento para problemas
de contato

Em problemas de contato sob grandes deslocamentos, onde nao se pode garantir a coincidén-
cia das malhas, o modelo mais comumente adotado é o Né-a-Segmento, que caracteriza-se
por distinguir as interfaces de contato de forma que uma seja discretizada em elementos

nodais (denominados nés projéteis), e outra em segmentos (denominados segmentos alvos).

Nessa técnica, cada segmento alvo é tratado como um elemento de linha curva.
Dessa forma, o campo de posicoes definido no seu dominio (denotado por y°) pode ser

mapeado por uma coordenada adimensional &, a partir da interpolagao

¥ (€) = ")y, (7.1)
onde y* e ¢ representam a posicao e a funcao de forma de cada né « pertencente ao

segmento. Analogamente, pode-se definir o vetor tangente t associado a £ por meio da

expressao

(€)= aayg () = a(;‘f )", (7.2)

O vetor normal unitario associado a &, no caso 2D, pode ser definido como o vetor

n tal que n-t =0 e ||n|| = 1. Essa definigdo, entretanto, permite dois possiveis cendrios:
um no qual n é direcionado para a parte externa do sélido, e outro para a parte interna.

Neste trabalho, adota-se por padrao o primeiro caso, onde pode-se utilizar as expressoes

m(§) =—t2 e mf) =1, (7.3)
onde t é o vetor tangente unitario, definido por:
_ t
t=—. (7.4)
[t]]

Para que a equagao (7.3) retorne o resultado desejado, observa-se ainda a orientagao
do elemento finito, uma vez que essa afeta a direcao de t. Tal consideragao deve ser levada

em conta durante a geragdo da malha. Na orientagao sinistrogira (Figura 52b), o vetor
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t possui dire¢ao oposta a desejada, e, portanto, a equagao (7.3) resulta em um vetor n
direcionado para a parte interna do sélido. Dessa forma, utiliza-se apenas a orientacio
dextrogira (Figura 52a), onde adota-se o sentido anti-hordrio em contornos externos do

sélido e sentido horario em contornos internos (como, por exemplo, furos).

Figura 52 — Tipos de orientacoes dos elementos finitos de linha curva

(a) Orientagao dextrogira (b) Orientagéo sinistrogira

7.1 Deteccao do contato

Para cada né projétil com posicao y”, ativa-se o contato quando existe £ pertencente

ao dominio de um segmento alvo tal que a distancia normal

g = (" =¥%(©) n(© (7.5)
seja menor ou igual a 0. No caso sem atrito, o ponto £ onde o contato é imposto deve ser
aquele que possui a menor distancia normal em médulo. Para que isso ocorra, o ponto &
deve conter a projecao normal do né projétil, conforme ilustrado na Figura 53. Em outras

palavras, a seguinte condicao deve ser verdadeira:
g =(y"=y%©) -t =0 (7.6)

Figura 53 — Proje¢do normal de ponto projétil sobre segmento alvo

Para cada par de ponto projétil e segmento alvo, resolve-se a Equagao (7.6) pelo
método de Newton-Raphson (descrito na segao 3.2). Para alcangar a convergéncia, utiliza-se

a derivada

g =(y" =) )+ (¥ =¥%(©) - ¥(©), (7.7)
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onde
/ _ 82g0a a
¢E) = i Oy (73)

Na se¢ao 7.3, o procedimento de Newton-Raphson é escrito com detalhes, bem

como todo o passo-a-passo realizado no programa desenvolvido para a deteccao do contato.

7.2 Imposicao das condicoes de contato

Uma vez detectado o contato, a nao-penetragao é imposta por meio da condi¢ao
gn = 0. Para introduzi-la ao sistema, os artificios mais comumente adotados sao a técnica
dos multiplicadores de Lagrange e o método da penalizacao. O ultimo consiste em adicionar
uma restricao de mola entre o né projétil e o respectivo ponto de contato. Esse método é
relativamente mais simples e nao requer a introducao de novos graus de liberdade, porém é
limitado quanto a precisao, uma vez que o valor de g, tem sua proximidade a 0 controlada

pelo valor da rigidez adotada para a mola.

Neste trabalho, utiliza-se a técnica dos multiplicadores de Lagrange, que consiste
em introduzir, para cada n6 projétil N em contato, um novo grau de liberdade, denotado
por A, representando a forga de contato atuante em N. A energia potencial associada a

essa forga é entdo adicionada & Equagdo (2.36), por meio da expressao

Y . = A\gn. (7.9)
Caso o modelo de contato adotado nao inclua adesao, apenas forcas de contato
compressivas podem ser admitidas, isto €, o valor de A calculado deve ser menor ou igual

a zero. Caso contrario, a condigdo de contato deve ser desativada.

7.2.1 Forcas de contato

Devido a introducao de (7.9) ao sistema, adiciona-se a Equagao (3.7) novas forgas de
contato, derivando (7.9) com relagao aos graus de liberdade de posigao dos nés envolvidos.

No né projétil, a forga de contato é dada por

onxy
£ = W = \n. (7.10)

Ja no segmento alvo, sdo aplicadas forcas de contato em cada n6 « pertencente ao elemento

de linha curva, por meio da expressao

(6% 81—15:\([)71 an @
( cont)i - th = A ((yljgv - ylf) @Z — ¥ nz) ) (711>

onde a derivada de n com relagao as posicoes é discutida na subsecao 7.2.2.

Além disso, deve-se minimizar (7.9) com relagdo ao grau de liberdade A, resultando

em uma nova equacao a ser adicionada ao sistema, dada por

onxy
ot g (), 192
o\ g 0 (7.12)

que garante a condi¢ao de nao-penetragao desejada entre o né projétil e o seu respectivo
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ponto de contato.

7.2.2 Matriz Hessiana

De forma a preservar a convergéncia do sistema global, deve-se também adicionar a
matriz hessiana (se¢ao 3.6) a parcela associada ao contato, cujos termos sao apresentados
na Tabela 10.

Tabela 10 — Termos da matriz hessiana local de contato usando a técnica No-a-Segmento e
multiplicadores de Lagrange

(-)/0yy ()/0y] (-)/OA
on,
(N0 | 0 A2 s
3yj
O féont)i/ (*) YT i — i) Py _ 907 Ony _ D Oy (' — i) T
contrt ays b ayeay? 06 oy 06 9yl o oy Z
on
99./() |y Wi —wi) 5 — ¥y 0
9y,

Usando a regra apresentada em (7.3), podemos calcular as derivadas de n com
relacao as posicoes a partir das derivadas de t, que, por sua vez, sdo obtidas pelas expressoes
8fk o agoa (51“ tk 8||t||

_ 09" ki 7.13
Oy 05 [It]l  [[¢]]* oy T
P 0 Ol 0% by dlel 20 dlelolel o
Ay oy oc lth* oy lItlZoypoy;  O€ [It? oy It1® Oy oy’
onde
o|t|]  Op*™ t;
_ 98t 7.15
dyy  0¢ |t 1
02|t D™ 0" [ 6y ity
aH HB =22 (D ), (7.16)
ooy’ 06 96 \Tel Tl

e d é a funcao delta de Kronecker, definida em (A.13).

7.3 Algoritmo

No algoritmo 2, apresenta-se um esbogo dos passos para detecgao ou desativacao
do contato. Esse algoritmo é introduzido apds a obtencao do equilibrio, isto é, apds a
linha 38 do algoritmo 1. Caso seja detectado um novo par de contato, ou a necessidade de
desativar alguma condigao, retorna-se a linha 8 do algoritmo 1 e resolve-se novamente o

sistema com a introducao das novas condicoes.

Em outros tipos de abordagem, o algoritmo para deteccao ou desativagao do contato
pode ser inserido dentro do procedimento de Newton-Raphson global (por exemplo, apds

a linha 36 do algoritmo 1), sendo a checagem, portanto, realizada em cada iteracao.
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Tal procedimento dispensa a necessidade de reiniciar o sistema diversas vezes em um
mesmo passo de tempo, muitas vezes aumentando a rapidez da solucao, porém, em certos
casos pode dificultar a convergéncia. Dessa forma, optou-se neste trabalho pela primeira

alternativa.

O célculo das forcas de contato e da hessiana, bem como a imposicao das mesmas
ao sistema, pode ser feita, por exemplo, antes da aplicacdo dos deslocamentos prescritos
(linha 30 do algoritmo 1).

Algoritmo 2: Detecgdo ou desativacao do contato usando a técnica Noé-a-
Segmento, introduzido apods a linha 38 do algoritmo 1

1 para cada N¢ projétil N que nao encontra-se em contato faga

2 para cada Segmento alvo S faga
3 Tentativa inicial: £ < 0;
4 enquanto erro > tol faga
5 Calcula-se g; e g, conforme (7.6) e (7.7);
6 A&+ —gi/g;;
7 £+ £+ AE;
8 erro = |A¢];
9 fim
10 se —1 < ¢ <1 entao
11 Calcula-se g, conforme (7.5);
12 se g, < 0 entao
13 Armazena-se o segmento S e coordenada £ como possivel par de contato
para o né N;
14 fim
15 fim
16 fim
17 Caso mais de um segmento tenha sido armazenado como possivel par de contato para
N, escolhe-se aquele com o menor valor de |g,| (isto é, o mais préximo do né);
18 fim
19 se Houve nova penetracdo entao
20 ‘ Com as novas condigoes de contato armazenadas, retorna-se a linha 8 do algoritmo 1;
21 senao
22 para cada N¢ projétil N que encontra-se em contato faga
23 se A > 0 entao
24 ‘ Desativa-se o contato em IV;
25 fim
26 fim
27 Caso algum né tenha sido desativado, retorna-se a linha 8 do algoritmo 1;
28 fim

7.4 Exemplo de verificacao: Arco deslizante

Este exemplo, extraido de Piedade Neto (2013) e baseado em Yang, Laursen e Meng
(2005), apresenta contato entre dois corpos deforméaveis sujeitos a grandes deslocamentos e
tem como objetivo validar o algoritmo desenvolvido em uma anélise estatica. Dois arcos

circulares conforme a Figura 54 sdo compelidos entre si por meio de deslocamento prescrito
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horizontal Au = 25 ao longo de 200 passos de 0.125 cada, aplicado nos apoios do arco
superior. O material para ambos é considerado neo-Hookeano, com parametros £ = 698.56
e v = 0.32, que equivale as constantes de Lamé A = 255 e y = 264.6. Utiliza-se a técnica
Né-a-Segmento para o contato, onde as interfaces projétil e alvo consideradas sao indicadas

também na Figura 54.

Figura 54 — Exemplo do arco deslizante, extraido de Piedade Neto (2013)

Geometria: 8 2.5 Malha: 1634 nos, 317 elementos triangulares ciibicos
i
> . >
Au Au
17 A

interface alvo

10 2

O problema ¢ interessante por apresentar um efeito denominado snap-through,
tipico de situagoes instaveis, onde ha mudancas bruscas de posicoes entre passos de tempo
consecutivos. Esse comportamento é problematico do ponto de vista numérico, pois pode
gerar problemas de convergéncia no método de Newton-Raphson a depender do nimero

de passos adotado na analise.

Figura 55 — Configuracoes deformadas do arco deslizante e tensdo de von Mises

Tensdo de von Mises
0 30 60 Q0 120 150

\ | | — | | —

Passo 100/200 Passo 125/200

Passo 150/200 Paisso 200/200

Tanto as configuragoes deformadas quanto os valores da tensao de von Mises,
ilustradas na Figura 55, mostram uma boa proximidade com o trabalho de Piedade Neto
(2013), onde o problema é resolvido com a técnica Mortar de contato. Na Figura 56,
apresentam-se os graficos de deslocamento vertical e tensao de Cauchy horizontal para

o ponto A, onde o fendomeno do snap-through pode ser observado mais claramente no
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trecho descontinuo das curvas. Novamente, observa-se uma excelente concordancia entre

os resultados obtidos e a fonte.

Deslocamento vertical

Presente trabalho
Piedade Neto (2013)

o

0.2 0.4 0.6

tempo

0.8

Tensao horizontal (oyy)

80
60
40
20

\
)
S

Presente trabalho
i Piedade Neto (2013)

0]
I

0 0.2

0.4 0.6

tempo

0.8

Figura 56 — Gréficos de deslocamento vertical e tensdo horizontal no ponto A
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Capitulo 8

Exemplos numéricos propostos

Para mostrar as potencialidades do codigo desenvolvido, propoem-se neste capitulo diversos
exemplos numéricos utilizando os modelos constitutivos descritos, sendo alguns inspirados
em processos de manufatura existentes, incluindo situac¢oes de contato. Sdo simulados
também exemplos dindmicos!, tendo em vista a ampla gama de aplicacoes envolvendo
esse tipo de analise. O objetivo desses exemplos é tornar mais clara a influéncia de cada
parametro constitutivo no comportamento do material, bem como analisar a resposta
do modelo numérico a diferentes discretizagoes temporais e diferentes parametros para
o integrador temporal de Newmark. Foram adotados em todos os exemplos elementos

triangulares de aproximagao cibica, e 7 pontos de integracao.

8.1 Bloco parcialmente carregado

Este exemplo consiste na andlise de um bloco com material polimérico sujeito
a um carregamento compressivo distribuido parcialmente conforme a Figura 57, sendo
considerado estado plano de deformagoes. Devido a simetria, apenas metade do problema
¢ discretizado, sendo adotada uma malha regular composta por 200 elementos e 961 nos.
Trés modelos constitutivos foram considerados: visco-elasto-plastico (conforme pardmetros
da Tabela 9), visco-elastico e visco-plastico. O tempo méximo de andlise t; é variavel,

sendo o numero de passos de tempo fixo em 10 000.

Figura 57 — Geometria e malha para exemplo de bloco parcialmente carregado

: D Tempo (s)
vwvviwvm Malba: 85
: Z
g/ L05m__05m i 05m__0.5m =)
— o
0
o o !

Nos exemplos em que a andlise dinAmica nao for explicitamente mencionada, considera-se
andlise quase-estéatica.
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8.1.1 Modelo visco-elastico

Para o caso visco-elastico, consideram-se os parametros dados na Tabela 11. Os
resultados sdo comparados ainda com os modelos hiperelasticos associados I e II, definidos
conforme a Tabela 7 (nota-se que, neste caso, o modelo hipereléstico I é equivalente ao III,
uma vez que A° = 0).

Tabela 11 — Parametros para material visco-elastico do tipo polimérico

A*® (MPa) p>™ (MPa) A° (MPa) p¢ (MPa) n (MPa-s)
320 80 0 40 50

Na Figura 58 apresenta-se o grafico de carregamento aplicado e deslocamento
vertical no ponto A. Seguindo o comportamento ja observado em exemplos do Capi-
tulo 5, as taxas mais baixas e mais altas aproximam-se dos modelos hiperelasticos I e II,

respectivamente, causando uma reducao no carater histerético das curvas.

Figura 58 — Diagrama de forga-deslocamento para o bloco visco-elastico
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g
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&
Q
.—40 23
% -
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| | | |
—80 —60 —40 —-20 0
Carga aplicada (MPa)

Na Figura 59 sao mostradas ainda as configuragoes deformadas na etapa de
carregamento maximo para diferentes valores de t;, bem como os mapas de cores da

componente E3, das deformacoes viscosas.

Figura 59 — Configurac¢oes deformadas na etapa de carga méaxima em bloco visco-elastico
12
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E interessante observar que, embora os valores maximos e minimos de deslocamentos
ocorram nos casos de valores extremos de taxas de carregamento, os casos intermediarios
apresentam deslocamentos maiores que os demais, em valor absoluto, durante alguns
trechos do processo de descarregamento e apds a remocao completa da carga, como

mostram as curvas de retorno da Figura 60.

Figura 60 — Deslocamento ao longo do tempo para o bloco visco-elastico

o Modelo hiperelastico I

s Modelo hipereléastico 11
----Modelo visco-elastico com ¢; = 0,5-107! s
-----Modelo visco-eldstico com t; = 0,5 - 10" s .
---------- Modelo visco-eldstico com t; = 0,5 - 102 s

—— Modelo visco-elastico com ¢, = 0,5- 103 s
|

Deslocamento vertical em A (m)

| | | | | | | |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Tempo adimensional

8.1.2 Modelo visco-plastico

Para o caso visco-plastico, o material adotado é o polimérico da Tabela 2 (PET

orientado), com parametros de Perzyna e Norton dados na Tabela 5.

As curvas deslocamento vs. carga distribuida sao apresentadas na Figura 61 para
diversos valores de t;. Observa-se que taxas de carregamento mais baixas provocam maiores
deslocamentos tanto no instante de carregamento maximo quanto no descarregamento, ao
passo que taxas mais altas reduzem o carater histerético das curvas, fazendo com que as

respostas se aproximem de um comportamento hiperelastico.

Figura 61 — Diagrama de forca-deslocamento para o caso visco-plastico

0

g —t=05-10""s
<01/ -ty =0,5-100 s
g .......... tl — 075 . 101 S
= -02} —== 1y =0,5-10% s
£ -t =0,5-10% s
£ 031 e TTT e tp =0,5-10%s
o

=

= —04f

o]

Q

]

% —05 |

D | | | | | | |

| |
-90 -8 -70 —-60 —50 —40 -30 —-20 —10 0
Carga aplicada (MPa)



122 8. Ezemplos numéricos propostos

Na Figura 62 sdo mostradas as configuragoes deformadas nas etapas de carregamento

maximo e no instante final analisado para diversos valores de t;, onde é notavel a reducao

das deformacoes plasticas a medida que t; é reduzido.

Figura 62 — Configuragoes deformadas para o caso visco-plastico
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8.1.3 Modelo visco-elasto-plastico

Neste caso, os parametros do material sao aqueles apresentados na Tabela 9.
Conforme mencionado na subsecao 4.2.6, a aplicagao do algoritmo implicito de Euler
provoca erros na propriedade da conservagao do volume inelastico. Para investigar a
dependéncia da discretizacao temporal sobre esses erros no regime de grandes deformagoes,
realiza-se neste exemplo uma andlise de convergéncia para os valores do jacobiano plastico
(JP) e viscoso (J"), apresentada na Figura 63, onde foi adotado o tempo maximo t; =
0,5-10%s, discretizado por meio de quatro incrementos de tempo (At) diferentes: 2s, 1's, 0,5
s e 0,25 s. A inclinagdo média das retas apresentadas nos graficos é de 1,149944643 para o

Figura 63 — Andlise de convergéncia para jacobianos plasticos e viscosos

(a) Jacobiano plédstico (b) Jacobiano viscoso
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Jacobiano plastico e 1,023697852 para o Jacobiano viscoso, indicando convergéncia proxima
de primeira ordem. Na pratica, isso implica que o erro é reduzido aproximadamente pela

metade a medida que o nimero de passos é dobrado.

Os graficos de forca vs. deslocamento obtidos s@o mostrados na Figura 64a, para
diversos valores de t;, e na Figura 64b, para as diversas discretizacoes temporais adotadas
na andlise de convergéncia, mantendo-se t; = 0,5 - 10* s. Nesse ultimo o grifico é ampliado,
sendo mostrada apenas a regiao pfoxima ao maximo valor absoluto da carga, de modo a

evidenciar as diferengas entre os resultados (especialmente entre os casos de At = 0,25s e
At =0,58).

Figura 64 — Diagrama de for¢a vs. deslocamento para o bloco visco-elasto-pléstico

(a) Variando t; (b) Variando At (t; = 0,510 s)
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O deslocamento do ponto A ao longo do tempo é apresentado na Figura 65, tanto
para o caso visco-elasto-plastico como para o caso visco-plastico. Nesse tltimo, nao se

observa evolucao a partir do instante de remocao completa da carga para nenhum valor

Figura 65 — Deslocamento ao longo do tempo para o bloco visco-elasto-plastico
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de t1. O mesmo ocorre no caso visco-elasto-plastico para taxas muito altas e muito baixas,
uma vez que, nesses casos, as respostas se aproximam das visco-plasticas e hiperelasticas,
respectivamente. No entanto, para valores intermediarios de t;, o retorno para a confi-
guracao plastica nao é imediato, devido ao fato de que ainda ha evolugoes na parcela
viscosa. As configuragdes deformadas nas etapas de carregamento maximo e no instante
final analisado sao mostradas na Figura 66, onde também é apresentada a distribui¢do de

deformacao viscosa ES,.

Figura 66 — Distribuicido de deformacao viscosa sobre a configuracdo deformada em diferentes

instantes
Exp
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8.2 Analise dinimica de viga em balanco

Este exemplo tem como intuito caracterizar a resposta dinamica dos diversos
modelos constitutivos apresentados, apresentando os efeitos de amortecimento provocados
pelo comportamento dissipativo. Considera-se uma viga com geometria e carregamento
dados por Bathe, Ramm e Wilson (1975), conforme a Figura 67, e estado plano de tensoes.
Adota-se uma malha regular com 610 nds e 120 elementos triangulares de aproximagcao

ctibica. A massa especifica é p = 1076 [b - s2/in?, e o intervalo de tempo adotado At =

Figura 67 — Geometria e malha para exemplo dindmico de viga em balango
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4,1667 - 107> s, com tempo méaximo e nimero de passos variados. A carga distribuida nas

analises dinamicas é constante e aplicada subitamente.

Inicialmente, o exemplo é comparado com o trabalho de Bathe, Ramm e Wilson
(1975) para o caso hiperelastico, considerando lei Neo-Hookeana com A = 3333,331b/in? e
p = 50001b/in?. Na Figura 68 sdo apresentados os resultados dessa andlise para os casos
dindmico e estatico, onde nesse tltimo considerou-se carga crescente até p = 101b/in.

Nota-se em ambos os casos boa concordancia com a referéncia.

Figura 68 — Verificacdo do exemplo dindmico de viga em balango com o trabalho de Bathe,
Ramm e Wilson (1975) para o caso hiperelastico

(a) Caso dinamico (b) Caso estético
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8.2.1 Modelo visco-elastico

No caso visco-elastico, considera-se um material com os parametros da Tabela 12,
e os materiais hiperelasticos associados I, II e III, definidos conforme a Tabela 7.

Tabela 12 — Material visco-elastico para exemplo dinamico de viga em balanco

A* (Ib/in?)  p>(Ib/in?) A¢(Ib/in?) u°(Ib/in?) n (s1b/in?)
3333.33 5000 3333.33 5000 variavel

Na Figura 69 observa-se, como esperado, que a resposta dinamica para valores
muito elevados de 7 se aproxima do modelo hiperelastico II, pelo menos nos instantes
iniciais do carregamento. J& para menores valores de 7, embora haja uma semelhanca aos
modelos hipereldsticos I e III (especialmente o primeiro), o erro fica bem mais evidenciado

a medida que o tempo avanca.

Para valores intermediarios de 1, o modelo constitutivo provoca um visivel efeito
de amortecimento na resposta dindmica, conforme mostrado na Figura 70. Nota-se que tal
amortecimento é mais acentuado entre os valores n = 4 e n = 8, diminuindo a medida que

a viscosidade se distancia dessa faixa (seja para valores maiores ou menores).

Para demostrar melhor esse efeito, apresenta-se na Figura 7la o grafico de viscosi-

dade e tempo de estabilizagdo para os casos analisados, sendo considerado como tempo de
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Figura 69 — Comportamento dindmico de viga visco-elastica para valores extremos de 7
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----Modelo hiperelastico I1I

|
N\

Desloc. vertical em A (in)
Desloc. vertical em A (in)

0,03
Tempo (s)

estabilizacao aquele a partir do qual todas as amplitudes de deslocamento sao menores
que uma certa tolerancia (no caso, 2-1072). Para valores de 7 abaixo de 4 e acima de 8, as
inclinagoes médias das retas obtidas no grafico se aproximam de -1 e 1, respectivamente.
No primeiro caso, isso implica que o tempo de estabilizagao é aproximadamente dobrado a
medida que n é reduzido pela metade. J& no segundo caso, o tempo é aproximadamente
dobrado a medida que 1 é dobrado. Em ambos os casos, o valor limite é 400, uma vez

que os casos limites se associam aos modelos hiperelasticos, onde nao hé dissipacao.

Figura 70 — Comportamento dindmico de viga visco-elastica para diferentes valores de 7

n=0,5 | Oy n =064 |

Desloc. vertical em A (in)

Desloc. vertical em A (in)

|
0,04
Tempo (s)

| |
0,04 0,06 0

Tempo (s)

J4 a frequéncia tende a convergir para valor em torno de 2752 Hz & medida em que 7
diminui e para valor em torno de 2% Hz & medida em que 1 aumenta (ver Figura 71b). Os
valores de frequéncia nesse caso sao calculados apenas no intervalo entre os dois primeiros
picos de deslocamento. E interessante observar ainda que as regides de valores minimos da
Figura 7la (entre n = 4 e 7 = 8) nesse caso abrangem o ponto de inflexdo da curva de
frequéncia.

8.2.2 Modelo visco-plastico

No caso visco-plastico, considera-se o material dado na Tabela 13. Os graficos de

deslocamento ao longo do tempo sao mostrados na Figura 72 para diversos valores de n,,.
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Figura 71 — Gréficos de tempo de estabilizagao e frequéncia de viga visco-elastica para diferentes
valores de 7, em escala logaritmica na base 2

(a) Tempo de estabilizagao (b) Frequéncia
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Embora nesse caso haja um efeito de amortecimento inicial, observa-se que a viga continua

vibrando indefinidamente. Essa vibracao se deve a parcela nao-dissipativa do modelo, que,

nesse caso, corresponde a parcela hiperelastica.

Tabela 13 — Material visco-plastico para exemplo dindmico de viga em balanco

A¢(Ib/in?)  p¢(Ib/in?) oy (Ib/in?) c(b/in®) b 1, (s) a,(b/in?) m
3333.33 5000 800 100 2 variavel 800 1

Figura 72 — Comportamento dindmico de viga visco-plastica para diferentes valores de 7,
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8.2.3 Modelo visco-elasto-plastico

No caso visco-elasto-plastico, considera-se o material representado na Tabela 14. Os
graficos de deslocamento ao longo do tempo sdo mostrados na Figura 73 para 7, = 107 s
e diversos valores de 1. Assim como no caso visco-elastico, o modelo constitutivo provoca
um efeito de amortecimento, fazendo com que os deslocamentos se estabilizem em um

determinado valor (resposta estaciondria). Entretanto, enquanto no modelo visco-eldstico
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Tabela 14 — Material visco-elasto-plastico para exemplo dindmico de viga em balanco

Parametros visco-elasticos

A* (Ib/in?)  p> (Ib/in*)  A°(Ib/in*)  u¢(Ib/in?) 7 (s-1b/in?)

3333.33 5000 3333.33 5000 variavel

Parametros de encruamento Pardmetros de Perzyna/Norton
oy (Ib/in?) ¢ (Ib/in?) b my () «p(Ib/in?) m
800 100 2 variavel 800 1

esse valor é independente de 7, nesse caso ele varia de acordo com o parametro de
viscosidade adotado.

Figura 73 — Comportamento dinamico de viga visco-elasto-plastica para 1, = 1073 s e diferentes
valores de 1
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Observa-se na Figura 74a que o tempo de dissipacao comporta-se de maneira
semelhante ao modelo visco-elastico, obtendo seu valor minimo entre os casos n = 4
e n = 8. Os deslocamentos finais também sao menores para essa faixa de viscosidade,
conforme mostrado na Figura 74b. Nesse grafico, observa-se ainda que a inclinagao da reta
tende a diminuir conforme 1 aumenta (para valores acima de 8) ou diminui (para valores
abaixo de 4), indicando uma possivel convergéncia para um determinado valor limite em
cada um dos casos. Tal valor demonstra ser maior para valores menores de 7, como era
esperado, uma vez que o modelo hiperelastico 11, associado a valores infinitamente grandes

de 7, apresenta deslocamentos menores que o I ou III, associados a valores infinitamente
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pequenos de 7.

Figura 74 — Graficos de tempo de estabilizacdo e deslocamento final de viga visco-elasto-plastica
para 7, = 107 s diferentes valores de 7, em escala logaritmica na base 2

(a) Tempo de estabilizagao (b) Deslocamento vertical final, em médulo
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Na Figura 75a sao mostrados os deslocamentos ao longo do tempo, dessa vez
considerando 1 = 8 s e variando o valor de 7,. Observa-se um tempo de estabilizacao
similar em todos os casos, porém, novamente, ha variagdo nos valores de deslocamento
estacionarios. Conforme esperado, a resposta quando 7, tende a zero se assemelha ao caso
com plasticidade independente de taxa (denotado no grafico como 7, — 0). A diferenca
entre o deslocamento final obtido nesse caso, denotado por u.s(0), e o deslocamento final
para cada valor de 7,, denotado por u.s(n,), ¢ apresentado na Figura 75b, em escala
logaritmica na base 10. Naturalmente, esse valor tende a zero a medida que 7, é reduzido.
Além disso, a medida que 7, cresce, a ordem de convergéncia tende a diminuir, indicando

a existéncia de um valor limite minimo de deslocamento final.
Figura 75 — Resposta de viga visco-elasto-plastica para nn = 8 s e diferentes valores de 7,

(a) Deslocamento ao longo do tempo (b) Diferenca entre deslocamentos finais
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Na Figura 76 sao apresentadas as configuragoes deformadas estacionarias da viga

para alguns valores de 7, considerados. Além disso, na Figura 77, apresentam-se os

diagramas de tensoes na secao engastada da viga para esses casos, tracados com base nos
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valores nodais. Nesses diagramas, observa-se uma maior influéncia da plasticidade para

menores valores de 7,,.

Figura 76 — Configuragoes finais de viga visco-elasto-plastica para n = 8 s e diferentes valores
de 7, apresentando componentes 011 da tensao de Cauchy em mapas de cores
600. 700,

=700, —600. -500. —400. -300. -200. -100. 0.00
| | |

100, 200.  300. 400.  500.

800. 936.3

Figura 77 — Diagramas de tensio na secio engastada da viga apds estabilizacdo para modelo

visco-elasto-plastico com 7 = 8 s e diferentes valores de 7,
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8.3 Dobramento simples de chapa metalica

Considera-se neste exemplo uma chapa metélica, inicialmente retangular com
dimensoes L x H, forgada a assumir uma forma curva quando pressionada entre dois blocos
rigidos (ver Figura 78). Adota-se o modelo elasto-plastico, com pardmetros do material
Mild Steel Ck15 dados na Tabela 2, e estado plano de deformagoes. Os corpos rigidos
neste trabalho sao modelados por meio de restri¢oes de deslocamento aplicadas ao longo

de todo o dominio.

Figura 78 — Geometria e malha para exemplo de dobramento simples em chapa metdlica

Corpo rigido 1 Geometria:
: L=10m
%, H = 0.025 m
IAV"%.. R =025m
Av = 0.38609 m
H} Chapa (Mild Steel Ckl15) Malha: Iy
- L > Corpo rigido 1: 461 nos,

94 elementos triangulares
Corpo rigido 2: 389 nos,
78 elementos triangulares
Chapa: 1267 nos,

254 elementos triangulares

Corpo rigido 2
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Aplica-se deslocamento prescrito no bloco superior de forma que entre ele e o
bloco inferior resulte apenas um espago H, suficiente para que a barra seja forcada ao
formato desejado. Tal processo é realizado em uma analise estatica de 3000 passos. No
passo seguinte, o bloco superior é afastado de forma que possa ser observado o recuo
(Springback) da chapa.

O contato é resolvido pela estratégia no-a-segmento, sendo as interfaces dos ante-
paros rigidos tratadas como segmentos alvos, e as da chapa como nés projéteis. Devido a
simetria, apenas metade do problema é discretizado, sendo aplicadas restri¢oes de deslo-
camentos horizontais nos contornos pertencentes ao eixo de simetria. A fim de reduzir o
custo computacional, refina-se a malha apenas na regiao central da chapa, onde ha maiores

niveis de deformacoes.

Na Figura 79 apresenta-se a configuracao deformada do problema para determinados
passos, bem como a deformagao plastica de Green-Lagrange na dire¢ao horizontal. De
forma a medir o Springback, calculou-se o angulo final entre as duas extremidades e o

recuo vertical do ponto A, mostrados na Figura 82a.

Figura 79 — Configuracao deformada para o exemplo de dobramento simples, com valores de
EY| apresentados em mapa de cores

—0.05144 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05582
l | | | | | | | | | |

8.4 Dobramento direcionado (Draw Bending) de chapa metalica

Nesta secao apresenta-se um procedimento alternativo ao do exemplo anterior
para o dobramento de chapa metalica, demonstrando como a diferenca no processo de
manufatura pode alterar o comportamento do Springback. Novamente, adota-se uma chapa
metdlica com material elasto-plastico (Mild Steel Ck15) de dimensoes L x H e estado
plano de deformagoes, porém, de forma a suavizar o contato, considera-se um formato semi-
circular na extremidade direita. Inicialmente, dois blocos rigidos posicionados conforme
a Figura 80 sdo movidos em direcao a chapa enquanto a mesma tem sua extremidade
esquerda totalmente restrita, for¢cando sua conformacao. Nessa etapa, adota-se uma analise
estatica com 3000 passos. No passo seguinte, os blocos sao afastados de forma que possa

ser observado o Springback.
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Figura 80 — Geometria e malha para exemplo de dobramento direcionado em chapa metélica

Geometria: Malha:

L=10m Corpo rigido 1 Corpo rigido 1: 848 nos,

H = 0,025 m lAuI 176 elementos T10

R=0,25m H Corpo rigido 2: 740 nos,
146 elementos T10

Au = d = 0,686432 m Chapa: 3342 nos,

d R 675 elementos T10
Mild Steel Ck15 H AY
L I Corpo rigido 2

A principal diferenca entre o dobramento direcionado apresentado neste exemplo
e o dobramento simples do exemplo anterior é que neste algumas regides da chapa
sdo sujeitas a um comportamento ciclico de tensoes e deformacoes, devido ao fato de
as secoes da extremidade direita serem inicialmente dobradas e em seguida forcadas
novamente a configuragao reta, provocando o efeito de Bauschinger. Na Figura 81 sao
apresentadas as configuragoes deformadas para alguns passos, onde nota-se que os valores
de deformacgao de Green-Lagrange sao bem préximos aos obtidos no exemplo anterior
(Figura 79). Entretanto, observam-se pequenas deformagoes residuais na regiao superior
da chapa, que influenciam no comportamento do Springback: o formato final obtido
demonstra uma melhor proximidade ao formato imposto quando comparado com o do
exemplo anterior, e, mais ainda, apresenta uma curvatura na direcdo contraria a obtida
anteriormente, formando um angulo agudo entre as extremidades, como pode ser visto na
Figura 82b.

Figura 81 — Configuracdo deformada para o exemplo de dobramento direcionado, com valores

de E?| apresentados em mapa de cores
—0.04895 —-0.040  -0.030  -0.020 -0.010 0.000 0.010 0.020 0.030 0.040 0.05656
|

Bl E)

Figura 82 — Springback manifestado nos exemplos de dobramento

(a) Dobramento simples (b) Dobramento direcionado
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8.5 Extrusao

Neste exemplo, uma chapa com formato representado na Figura 83 é compelida
contra uma abertura de altura minima igual a 60% da sua altura inicial, com a intencao
de provocar uma reducao na se¢ao transversal e, como consequéncia, um aumento de
seu comprimento. O maquinario é composto por dois setores circulares, tratados como
anteparos rigidos. Esses sao movidos em dire¢ao a chapa por meio de deslocamento prescrito
em uma analise estatica. Novamente aproveita-se a simetria do problema para reduzir pela

metade o dominio efetivamente discretizado.

Figura 83 — Geometria e malha para exemplo de extrusio
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8.5.1 Material metalico com modelo elasto-plastico

Neste caso, considerou-se o material elasto-plastico Mild Steel Ck15, cujos parame-
tros sao dados na Tabela 2, e deslocamento prescrito total Au = 0,45 m, aplicado em 8000
passos. Apresenta-se na Figura 84a o deslocamento horizontal no ponto da extremidade
direita da chapa (ponto A), e na Figura 84b o deslocamento vertical no ponto que inicia o

trecho circular da chapa (ponto B).

Figura 84 — Gréaficos de deslocamento para o exemplo de extrusdo em material metalico

(a) Deslocamento horizontal em A (b) Deslocamento vertical em B
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Conforme ja observado nos exemplos anteriores, o material metalico em grandes
deformacoes possui parcelas elasticas muito pequenas quando comparadas as plasticas,
e, portanto, se conforma mais facilmente aos formatos impostos quando comparado ao
material polimérico. De fato, com base nos dados da Figura 84b, verifica-se que a altura
final da chapa na secao do ponto B é 0,06025898 m, isto é, houve um aumento de apenas
2,5898-10~% m com relacdo a altura de 0,06 m imposta pelos anteparos rigidos. Nas demais
se¢oOes essa tendéncia é mantida, como pode ser observado nas configuracoes deformadas
da chapa (ver Figura 85).

Figura 85 — Configuragoes deformadas para exemplo de extrusdao em chapa metdlica elasto-
pléstica, valores de EY| apresentados em mapas de cores

—0.08137 0.20 0.40 0.60 0.80 1.0 1.2 1.4 1.6 1.85362
' | | | | | | |

Passo 2000/8000

Passo 4000/8000

Passo 8000/8000

8.5.2 Material polimérico com modelo visco-elasto-plastico

Neste caso, considerou-se o material visco-elasto-plastico da Tabela 9, e desloca-
mento prescrito total Au = 1,8 m, aplicado de forma incremental ao longo de 30 000 passos,
com tempo maximo (,,q,) variavel. Na Figura 86 sdo apresentados os deslocamentos nos

pontos A e B para trés diferentes casos.

Figura 86 — Graficos de deslocamento para o exemplo de extrusdo em material polimérico

(a) Deslocamento horizontal em A (b) Deslocamento vertical em B
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Comparado ao material metalico, este apresenta parcelas de deformacoes elasticas
significativas, o que resulta em uma curva de retorno mais acentuada, como pode ser visto
nos graficos da Figura 86. Dentre os casos analisados, o maior recuo elastico é observado
no caso intermediario t,,,, = 20s, onde obtem-se um comprimento final (medido no
ponto A) de 0,311716 m, e altura final (medida na se¢do do ponto B) de 0,0796267 m,
que equivale a quase 80% da altura inicial. A maior altura final é observada no caso
tmar = 28, onde, embora o tempo de analise nao tenha sido suficiente para que as
respostas se estabilizassem satisfatoriamente, obteve-se altura final de quase 85% da inicial

(0,0845064 m). As configuragoes deformadas para esse caso sao apresentadas na Figura 87.

Figura 87 — Configuracoes deformadas para exemplo de extrusdo em chapa polimérica no caso
tmaz = 2 s, com valores de EY| apresentados em mapas de cores
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8.6 Impacto entre corpos deformaveis

Considera-se neste exemplo o problema dinamico de impacto entre dois sélidos com
formatos circular e retangular, respectivamente. A geometria e malha sao apresentadas na
Figura 88, onde, devido a simetria, apenas metade do problema é discretizado. Considerou-
se estado plano de tensoes, e massa p = 0,25 kg/m3 para ambos os s6lidos, sendo que
apenas no solido circular considera-se o peso préprio do corpo. A aceleracao da gravidade

adotada nesse caso é g = 10m/ s?, 0 que implica em um peso resultante de —2,5 N / m”.
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Figura 88 — Geometria e malha para exemplo de impacto entre corpos deforméveis
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E importante ser observado que problemas de impacto enfrentam dificuldades de
convergéncia quando utilizado o método de Newmark- com os parametros tradicionais
(8 =1/4 e vy = 1/2). Esse problema pode ser contornado com o aumento do valor de
At, uma vez que isso impede o método numérico de capturar campos oscilatérios de alta
frequéncia, os quais impedem a convergéncia. Tal artificio, entretanto, pode comprometer
os resultados obtidos, especialmente em problemas que dependam de uma boa discretizagao
temporal. Dessa forma, Hu (1997) propds um método de Newmark modificado utilizando
os parametros 5 = 1 e v = 3/2, que se mostrou bastante eficiente para tratar problemas
de impacto. Tal modificacao, entretanto, deve ser utilizada com cautela, pois introduz na
integracao temporal um amortecimento numérico altamente sensivel a discretizagao de
tempo adotada. Em geral, é necessario que sejam utilizados valores de At muito menores

que os habituais para diminuir as discrepancias causadas por tal fenomeno dissipativo.

8.6.1 Modelo hiperelastico

Este primeiro caso é utilizado para comparar as respostas dos dois integradores
temporais considerados, e observar a eficiéncia do método de Hu (1997) quando utili-
zados valores de At suficientemente pequenos. Considera-se um modelo hipereldstico
neo-Hookeano em ambos os sélidos com A =200 N/m? e p = 15 N/m?. O tempo méximo
de analise neste caso é t,,,. = 0,66625s, discretizado, para o integrador temporal de Hu,
em seis numeros de passos diferentes: 3500, 7000, 14 000, 28 000, 56 000 e 112 000. Para o
método de Newmark-4 com 3 = 1/4 e v = 1/2, apenas foi possivel obter convergéncia
com 1000 passos de tempo, isto é, At = 0,65625 - 1073 s.

Na Figura 89 sao mostrados os graficos de deslocamento ao longo do tempo nos
pontos A (né inferior do sélido circular) e B (né superior do sélido retangular). Devido ao

efeito de amortecimento numérico previamente mencionado, as amplitudes no integrador
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de Hu tendem a diminuir a medida que o tempo avanca, causando variagoes indesejaveis

entre as discretizagoes temporais adotadas. Essa variacao é notavel, por exemplo, entre os

casos com 3500 e 14 000 passos, porém, esse tltimo ja se mostra bem proximo do resultado

obtido no método de Newmark-5 com os parametros tradicionais. Pode-se presumir,

portanto, que a resposta tende a convergir para niimeros de passo suficientemente grandes.

A fim de investigar essa convergéncia, apresentam-se nos graficos da Figura 90 os erros

em deslocamento relativos ao Newmark com § = 1/4 e v = 1/2 no instante ¢ = 0,65625 s,

para cada At adotado. As inclinagoes médias (ordens de convergéncia) das retas sao de

0,63989429 e 0,690037326, respectivamente, sendo observado em ambas uma leve reducao

nos casos mais refinados. Para esses casos, o erro pode ser desprezado em aplicacoes praticas,

mostrando que o integrador de Hu fornece resultados satisfatérios sem a necessidade de

limitar o refinamento adotado para a discretizacao temporal.

Figura 89 — Graficos de deslocamento para o exemplo de impacto com modelo hiperelastico
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Figura 90 — Analise de convergéncia para deslocamentos finais no exemplo de impacto com
modelo hiperelastico, em escala logaritmica na base 2
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Na Figura 91 sao mostrados os graficos da componente 059 de tensdo de Cauchy ao

longo do tempo para ambos os integradores, medido no ponto C (centro do sélido circular).
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Mesmo com apenas 1000 passos de tempo, pode-se observar que o método de Newmark-/3
com = 1/4 ey =1/2 captura um nimero maior de frequéncias quando comparado com
o de Hu, sendo essas mesmas frequéncias responsaveis pela instabilidade numérica que,
neste caso, impediu a convergéncia quando adotado 2000 passos ou mais. Na Figura 92
sao mostradas as configuragoes deformadas em determinados passos de tempo para o caso

com integrador temporal de Hu e 112000 passos.

Figura 91 — Tensao de Cauchy (0922) no ponto C para impacto com modelo hipereldstico

() f=1ecy=3/2 (b) f=1/4cy=1/2
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Figura 92 — Configuragoes deformadas de problema de impacto com 112000 passos, mostrando
a componente o9o das tensoes de Cauchy em mapas de cores
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8.6.2 Modelo visco-elasto-plastico

Embora no caso anterior tenha sido viavel utilizar o integrador temporal de
Newmark-$ com os pardmetros tradicionais limitando o niimero de passos adotado, no
caso visco-elasto-plastico isso nao foi possivel, devido a alta dependéncia do modelo sobre o
refinamento da discretizacao temporal. De fato, a convergéncia é prejudicada para valores
muito grandes de At, uma vez que até mesmo o operador tangente consistente do modelo

depende da discretizagao (como pode ser observado na se¢ao 6.5). Por outro lado, valores
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muito pequenos de At provocam, em problemas de impacto, a instabilidade numérica ja
abordada anteriormente. Dessa forma, considera-se apenas o integrador de Hu neste caso,

com uma discretizacao temporal suficientemente refinada.

O material adotado em ambos os sélidos possui as propriedades dadas na Tabela 15.
Neste caso, considerou-se o tempo maximo t,,,, = 3,5s, discretizado em 350 000 passos
(isto é, At =107"s).

Tabela 15 — Pardmetros de material visco-elasto-plastico para exemplo de impacto

Parametros visco-elasticos

A (N/m?)  p (N/m?)  A® (N/m?)  p® (N/m?) 9 (s:N/m?)

10 2 10 4 1
Parametros de encruamento Parametros de Perzyna/Norton
oy Nm?) c(Nm?) b | n, () ap (Nmd) om
0.4 1,5 1 2 0.4 1

Os graficos de deslocamento vertical, componente de tensao o,5 € componente
de deformacao plastica E%, ao longo do tempo sao mostrados nas Figuras 93, 94 e
95, respectivamente. O primeiro é medido novamente nos pontos A e B. Ja os dois
ultimos sao medidos nos pontos C e D (ver Figura 88). Como esperado, as respostas
tendem a se estabilizar, devido ao efeito dissipativo do modelo constitutivo. Na Figura 96
sao mostradas as configuragoes deformadas para determinados instantes, incluindo a

configuragao “estabilizada”.

Figura 93 — Deslocamentos para o exemplo de impacto com modelo visco-elasto-plastico

(a) Deslocamento vertical em A (b) Deslocamento vertical em B
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Figura 94 — Tensao de Cauchy para o exemplo de impacto com modelo visco-elasto-plastico

(a) Valores de 022 no ponto C (b) Valores de 092 no ponto D
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Figura 95 — DeformacGes plasticas para o exemplo de impacto com modelo visco-elasto-plastico
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Figura 96 — Configuragoes deformadas de problema de impacto com material visco-elasto-
pléstico, apresentando valores de E%, em mapas de cores
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8.7 Abatimento em material altamente viscoso

O ensaio de abatimento de tronco de cone (slump test) é um procedimento realizado
para medir a consisténcia do concreto em estado fresco. Nesse ensaio, o material é depositado
em um molde com formato conico, e em seguida liberado, de forma que se deforme sobre
a acao do proprio peso. Nao ¢é o escopo deste exemplo simular um ensaio de abatimento
real, devido a diversos fatores como: necessidade de uma analise tridimensional, e da
consideragao de atrito entre o sélido e o chao, alta complexidade do concreto em estado
fresco, entre outros. Entretanto, para mostrar as possibilidades do cédigo desenvolvido,

apresenta-se um exemplo inspirado por esse processo.

Considera-se um sélido com formato trapezoidal e malha conforme a Figura 97
(onde foi aproveitada a simetria do problema). Adota-se um modelo constitutivo visco-
elasto-plastico, com parametros dados na Tabela 16. Embora nao tenha sido utilizado
um material semelhante ao concreto fresco, esse foi definido de forma que apresentasse
comportamento altamente viscoso, isto é, taxas de deformacao relativamente baixas para os
esforgos considerados. Foi adotado estado plano de tensoes, massa especifica p = 0,15 kg/ m”

e tempo MAXimo t,,,, = 20s, discretizado em 2000 passos (At = 0,01s).

Figura 97 — Geometria e malha para exemplo de abatimento em material altamente viscoso

0,2m )
-~ Al
Malha: m
- 925 nos; AR
= - 192 elementos
gn * triangulares com
aproximagao cui-
_1’5 N/mz bica (Tl())
(Peso proprio)
0A4/1H ’ y

Tabela 16 — Parametros de material visco-elasto-plastico para exemplo de abatimento

Parametros visco-elasticos
A>* (MPa)  p>* (MPa)  A° (MPa) p° (MPa) 7 (s-MPa)

50 0.8 200 150 5
Parametros de encruamento Pardmetros de Perzyna/Norton

oy (MPa) ¢ (MPa) b np (S) a, (MPa) m

0.5 10 1 0.5 0.5 1

Este exemplo é simulado tanto considerando problema quase-estatico (dispensando
os efeitos inerciais) quanto dindmico. Os graficos de deslocamentos sdao dados na Figura 98
para os dois casos. Nesses, observa-se uma resposta dindmica suficientemente proxima ao
caso quase estatico. O mesmo pode ser visto no grafico da componente Fyy de deformagao

de Green-Lagrange, apresentado na Figura 99a. Ja o grafico da componente 045 das tensoes
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de Cauchy (Figura 99b), apresenta oscilagoes notaveis, embora ainda seja suficientemente

préximo do caso quase estatico. Na Figura 100 sdo apresentadas as configuragoes deformadas
em diversos instantes.

Figura 98 — Deslocamentos para o exemplo de abatimento

(a) Deslocamento horizontal no ponto C (b) Deslocamento vertical no ponto A
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Figura 99 — Deformagoes e tensoes para o exemplo de abatimento
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Figura 100 — Configuracoes deformadas de problema de abatimento, apresentando valores de
092 em mapas de cores
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8.8 Extrusao dinamica em material altamente viscoso

Neste exemplo, considera-se um sélido com formato circular e material visco-elasto-
pléstico conforme a Tabela 16, lancado com a forca do seu proprio peso contra uma
cavidade com 70% de seu didmetro, como mostra a Figura 101. Por se tratar de um
problema de impacto, consideram-se novamente os parametros de Newmark modificados
por Hu (1997), isto é, § = 1 e v = 3/2. O tempo méaximo adotado é de t;,.. = 8,55,
discretizado em 320000 passos (At = 2,65625 - 1075 s). Considera-se estado plano de

tensdes e massa p = 0,15 kg/m”.

Figura 101 — Geometria e malha para exemplo de extrusdo dindmica

Geometria: Malha 1: Malha 2: Malha 3:

v

-1,5 N/m?
(Peso proprio)

Malha do anteparo:
- 358 nods

- 72 elementos T10
Malha do sélido:
Malha 1:

- 283 nos

- 56 elementos T10
Malha 2:

- 964 nos

- 202 elementos T10
Malha 3:

- 3625 nos

- 782 elementos T10

0,15 m

-<
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Foram utilizadas neste problema trés malhas diferentes, conforme mostrado na
Figura 101. Os graficos de deslocamento e deformagao plastica nos pontos B e A, res-
pectivamente, sao mostrados na Figura 102 para cada uma das malhas. No grafico de
deslocamentos (Figura 102a), as diferengas entre os resultados sao praticamente despre-
ziveis nos instantes iniciais da analise, apresentando um sutil aumento apés o periodo
de contato entre o sélido e os anteparos rigidos. No grafico de deformacgoes plasticas
(Figura 102b), é possivel notar uma etapa relativamente grande de valores constantes, onde
a resposta da Malha 1 difere-se levemente das demais. Apds essa etapa, as divergéncias

tornam-se visiveis entre os trés casos.

Figura 102 — Deformacodes e tensoes para o exemplo de abatimento

(a) Deslocamento vertical no ponto B (b) Valores de Ef, no ponto A
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Vale ser dito que as deformagoes plasticas no ponto A sao relativamente peque-

nas quando comparadas com as deformagoes totais. Para mostrar isso, apresenta-se na

Figura 103a as evolugoes das deformagoes totais, elasticas, plasticas e viscosas neste

ponto, para a malha 3. O mesmo é apresentado na Figura 103b para o ponto C (ponto

intermediario entre A e B), que pertence a uma regiao onde as deformagoes plasticas sao

mais acentuadas. Os campos de deformacao plastica E5, podem ser vistos na Figura 104,

onde sao mostradas as configuragoes deformadas do problema em alguns instantes.

Deformacoes em A

Figura 103 — Deformacoes para o exemplo de extrusao dindmica com a Malha 3

0,3

0,2

0,1

(a) Deformacgoes em A

Tempo (s)

Deformagoes em C

(b) Deformagoes em C

I I T
0,15 | |- Egg === By === By — Ef, | |
0,1} -
005 7 2
0
| | ‘ ‘
0 2 4 6 8

Figura 104 — Configuragdes deformadas de problema de extrusao dindmica com a Malha 3,
apresentando valores de E¥, em mapas de cores
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Capitulo 9

Conclusoes

Neste trabalho, desenvolve-se uma ferramenta numeérica para anélise bidimensional estatica,
quase-estatica e dinamica de solidos com modelos constitutivos visco-elastico, visco-plastico
e visco-elasto-plastico, considerando situacoes de contato. Utiliza-se como base o método
dos elementos finitos posicional, conforme descrito em Coda (2018). Para o problema de

contato, adota-se estratégia No-a-segmento.

9.1 Modelos constitutivos

Inicialmente, desenvolve-se um codigo considerando o modelo constitutivo de Saint-
Venant Kirchhoff, sendo na sequéncia incorporados o modelo constitutivo visco-elastico
baseado no trabalho de Pascon e Coda (2017), e elasto-plastico baseado nos trabalhos de
Svendsen (1998), Dettmer ¢ Reese (2004) e Pascon e Coda (2013a). Ambos se destacam por
utilizar uma abordagem Lagrangeana, tomando como base a segunda lei da termodinamica
na forma da inequacao de Clausius-Duhem, e partindo da decomposi¢do multiplicativa do
gradiente da funcao mudanca de configuracdo. Uma das diferencas deste trabalho com
relagdo aos previamente citados é a aplicacao dos modelos ao caso bidimensional, sendo

utilizadas as aproximagoes do estado plano de deformagoes e estado plano de tensoes.

Nas Segoes 4.2.7 e 5.6, verifica-se o c6digo com os exemplos de tensao uniaxial e
cisalhamento simples apresentados em Dettmer e Reese (2004) e Pascon e Coda (2017).
Deve ser ressaltado que, embora nessas referéncias tenham sido utilizados elementos
tridimensionais e lei constitutiva completa, foi possivel obter neste trabalho resultados
coincidentes mesmo utilizando elementos bidimensionais, atestando a eficiéncia das aproxi-
magoes adotadas. Essa adequacao ao caso 2D é vantajosa por permitir uma reduc¢ao do
custo computacional na modelagem de muitos problemas, fator particularmente importante
nesse contexto, tendo em vista o ja elevado custo devido a alta complexidade dos modelos

descritos.

O modelo elasto-plastico foi, em seguida, generalizado para o caso visco-plastico,

onde considera-se a viscosidade associada apenas a parcela plastica de deformacoes,
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tendo sido utilizado como base o classico modelo de Perzyna em conjunto com a lei de
Norton. Por fim, desenvolve-se um modelo visco-elasto-plastico acoplando os modelos visco-
elastico e visco-plastico descritos, utilizando, novamente, a inequagao de Clausius-Duhem
e a decomposicao multiplicativa. Embora leis constitutivas visco-elasto-plasticas sejam
largamente aplicadas na literatura, este é o primeiro trabalho a acoplar esses modelos!,

sendo essa, portanto, a principal contribuicao original deste trabalho.

9.2 Exemplos numéricos

Além dos exemplos de tensao uniaxial e cisalhamento simples apresentados para
verificar o comportamento dos modelos constitutivos, sdo propostos no Capitulo 8 exemplos

numéricos para mostrar as diversas aplicagoes que o codigo desenvolvido permite.

No exemplo da secao 8.1 foi investigada a influéncia das taxas de carregamento para
os diversos modelos constitutivos considerados em um caso quase-estatico. Por apresentar
grandes deformagoes, esse mesmo exemplo foi utilizado para verificar a influéncia da
discretizacao temporal sobre a propriedade da conservacao do volume inelastico. Para
tal, foi realizada uma andlise de convergéncia sobre os valores de J? e J". Os resultados
obtidos foram promissores, uma vez que os erros podem ser considerados despreziveis para
aplicagoes praticas, e, além disso, sao reduzidos aproximadamente pela metade a medida

que o numero de passos é dobrado.

Ja no exemplo da se¢ao 8.2 foi investigado o comportamento dissipativo dos diversos
modelos constitutivos quando submetidos a uma anélise dinAmica. Em cada caso, foram
variados os parametros de viscosidade 1 e 1, de forma que pudesse ser obtida uma relagao
entre esses e a intensidade da dissipagdo (medida por meio do tempo de estabilizacao das

respostas).

No contexto de conformacao de metais, o programa desenvolvido foi aplicado a
problemas de dobramento e extrusao. O primeiro caso é apresentado nos exemplos das
secoes 8.3 e 8.4, onde dois procedimentos diferentes foram realizados para impor um
formato de L em uma chapa metalica. Particularmente, os resultados mostraram que
os dois processos resultam em comportamentos totalmente distintos para o Springback.
No primeiro exemplo, a configuragao final da chapa apresenta um angulo maior que o
desejado entre as extremidades, enquanto no segundo um angulo menor foi obtido devido
a influéncia do efeito de Bauschinger, mostrando que o modelo de encruamento adotado é
capaz de representar o fenomeno adequadamente. O exemplo de extrusao, apresentado
na secao 8.5, foi aplicado tanto em materiais do tipo metélico quanto polimérico, onde
observou-se no primeiro caso um formato final mais proximo do formato imposto quando

comparado ao caso polimérico.

Analisando-se os resultados dos problemas estudados no Capitulo 8 e nas seg¢oes

4.3.4 e 6.6, é possivel compreender as caracteristicas dos modelos visco-plastico e visco-

1 Até onde vai o conhecimento do autor.
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elasto-plastico descritos, auxiliando a calibracao de seus parametros para aplicacao em
diferentes materiais a partir de dados experimentais. Observa-se que, embora nao tenha
sido feita uma validacado dos modelos (comparagao com resultados experimentais), esses
apresentam respostas condizentes com o comportamento esperado para esses tipos de

materiais.

Para os problemas de impacto, foi observada uma dificuldade de convergéncia
quando utilizado o integrador de Newmark-3 tradicional, devido as altas frequéncias
presentes nesse tipo de situacdo, o que ja era esperado conforme reportado por outros
autores (CHAUDHARY; BATHE, 1986; HU, 1997). Dessa forma, considera-se nos exemplos
das segoes 8.6 e 8.8 o integrador temporal proposto por Hu (1997), que mostrou-se eficiente
para os casos considerados. Tal integrador, entretanto, provoca um amortecimento numérico
altamente sensivel a discretizacdo temporal adotada, de forma que, para diminuir o erro,
deve-se adotar valores de At muito menores que os normalmente utilizados no integrador

de Newmark-(, conforme constatado pela andlise de convergéncia realizada na se¢ao 8.6.

9.3 Continuidade da pesquisa e sugestoes para trabalhos futuros

Embora as aproximacoes de estado plano de deformagoes e tensoes permitam uma
resposta mais rapida para problemas que podem ser representados em duas dimensoes, sao
muitos os casos onde tal representacao nao é possivel. Dessa forma, um avango prioritario
na continuidade desta pesquisa é a passagem para o caso tridimensional. Nesse caso, os
maiores desafios a serem enfrentados sao o custo computacional elevado e o aprimoramento

do modelo de contato, que assume particular complexidade no caso 3D.

No que diz respeito ao contato, sugere-se que sejam considerados métodos alter-
nativos, como o Mortar, técnicas baseadas nas trocas de condigao de contorno Dirichlet-
Neumann ou introducao de elementos de contato. Além disso, é importante a implementacao
de modelos de atrito e adesao, de forma que os exemplos simulados sejam mais proximos

da realidade.

Com relagao ao modelo visco-elasto-plastico, sugere-se ainda a validacao do mesmo
com base em resultados experimentais de modo a se ter uma compreensao real de quais
classes de materiais e quais situacoes sao bem representadas por esse modelo, bem como

identificar possiveis aspectos que possam ser melhorados.

Ainda que seja possivel simular problemas mais complexos envolvendo princi-
palmente processos de manufatura, sugere-se o aperfeicoamento do modelo constitutivo
adotado com a introducao de efeitos térmicos (termo-visco-elasto-plasticidade), conside-
rando ainda a possibilidade de geracao de calor devido a dissipacao, e transferéncia por
contato. Outro problema que esteve fora do escopo deste trabalho, e que dentre muitas
aplicacoes também ocorre em decorréncia de processos de manufatura, é o comportamento
anisotrépico dos materiais, cabendo a sugestao da introdugao de anisotropia no modelo

proposto.
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Apéndice A
Algebra tensorial

Este apéndice tem como intuito apresentar, sem muito aprofundamento, alguns conceitos
de algebra tensorial fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Em geral, ao longo
do texto, tenta-se ater a seguinte notacao: escalares sao simbolizados por letras em italico
(por exemplo, ¢t ou T'); vetores ou tensores de primeira ordem por letras mindsculas em
negrito (por exemplo, t); matrizes ou tensores de segunda ordem por letras maitsculas
em negrito (por exemplo, T); tensores de quarta ordem por letras em formato fraktur
(por exemplo, ¥), com excegao do tensor identidade de quarta ordem, denotado por II.
Quando utilizada a notagao indicial para se referir a algum termo escalar dos tensores,

este é alterado de negrito para itdlico (por exemplo, ¢; ou Tj;).

A.1 Contracgoes e produtos tensoriais

A seguir sao apresentadas algumas operacoes entre tensores comumente utilizadas
ao longo do texto. Cada operacao indicada é representada a direita em sua forma indicial,
onde fica subentendido o somatério sobre os indices que ndo aparecem no outro lado da
equagao (chamados de indices mudos). Quando a forma indicial utiliza apenas um indice
mudo, a operacao é chamada de contragao simples. Quando utilizam-se dois indices mudos,

essa ¢ chamada de contragao dupla (denotada por :). Alguns exemplos de contragoes sao

a=bc < a=by, (A.1)
C=AB <= C; = AyBy, , (A.2)
C=2AB <= i = imuBmj , (A.3)
C=AB — Cju=AmDBmju (A-4)
D = ABC — Dijp = AimBrnkiChj (A.5)
a=B:C < a=B;Cj, (A.6)
C=A:B < C;j = UAuBu e (A7)
C=2A:B = Cijp = WijmnBumnki- (A.8)

Devido ao elevado nimero de combinagoes de indices possiveis, as operagoes de
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contracao podem variar a depender do caso, sendo assim preferivel, sempre que possivel,

utilizar a notagao indicial para indicar a operacao que esta sendo realizada.

Ja a operacao ® denota o produto tensorial, e em geral nao utiliza indices mudos.

Alguns exemplos sao
C=a RKDb «— O’L’j = aib]- [§] (Ag)

A.2 Tensores identidade

Os tensores identidade de segunda e quarta ordem, denotados respectivamente por
I e I1, sao definidos por
Lj = b, e (A.11)
I = 60, (A.12)
onde d;; ¢ a funcao delta de Kronecker:

5 1,sei =7

0, se i # j.

A.3 Tensor inverso de quarta ordem

Seja T um tensor de segunda ordem. Sabe-se que o seu inverso é o tensor T~! tal

que
T'T=TT '=1 (A.14)

Generalizando esse conceito para tensores de quarta ordem, temos que o inverso de
T é o tensor T7! tal que

ThT=3:9'=11 (A.15)

Determinar o tensor inverso de quarta ordem é necessario em diversas passagens
da formulacao descrita, em especial no calculo dos operadores tangentes consistentes
visco-elastico e visco-elasto-plastico. Uma vez que a maioria dos pacotes computacionais
basicos nao realizam essa operagao, utiliza-se neste trabalho um procedimento alternativo
que consiste em representar o tensor T de dimensoées n X n X n X n em um tensor de

segunda ordem com dimensoes n? x n?, e calcular a inversa desse.

A.4 Derivadas tensoriais

Nesta secao sao enumeradas algumas derivadas de tensores recorrentes ao longo do

texto, onde T é um tensor genérico de segunda ordem:
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e Derivada do quadrado de um tensor:
(T?%)y;
= 0,17 + Tindiy. A.16
T, k115 + Tindj (A.16)
¢ Derivada da inversa de um tensor assimétrico:
o7 1
v _— _polp-l A17
8Tkl ik Tl ( )
o Derivada da inversa de um tensor simétrico !:
8Ti_'l | P -1
ot =~ (G T + T TR) (A.18)
o Trago de um tensor (se¢ao 2.3):
tr(T)=1:T =1, (A.19)
0tr(T)
= 0. A .20
o Tensor desviador (segao 2.4):
1
TP =T — gtr(T)I, (A.21)
oTP 1
—— =IT--I®1L A.22
oT 5 @ (A.22)
¢ Derivada do determinante de um tensor:
0 det(T) 7
— = ™T A2
o = det(T)T (4.23)
Oy/det(T) 1 /—n
o Parcela simétrica de um tensor:
1
sim(T) = §(T +T7), (A.25)
Osim(T) 1 T
— 7 = (IT+1IT1"). A2
= T (A.26)
¢ Parcela antissimétrica de um tensor:
1
ant(T) = §(T —T7), (A.27)
Jdant(T) 1 T
— - = (IT - IT"). A2
= ST (4.28)
e Norma de um tensor:
|IT||=VT:T, (A.29)
ar| T
— = (A.30)
or |7

Essa expressao deve ser aplicada caso T seja representado apenas pela sua parte simétrica.
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A.5 Relacoes tensoriais

A seguir sao apresentadas algumas relagoes tensoriais relevantes ao longo do texto,

sendo a maioria dessas facilmente demonstradas utilizando a notagao indicial:
(A:B)C=(C®A):B=(C®B): A, ( )
(AB):C=A:(B'C)=B:(ATC), (A.32)

A : (BCD) = (B"AD"): C, (A.33)

A: (BC'D) = (DA'B): C, (A.34)
(A.35)

(A.36)

(A.37)

AT (BA)=1:B =1tr(B), A.35
(A7'BA): (A7'BA) =B : B, A.36
(AT'BA)Y = A7'BPA, A.37

AD
aaA :B =B, (A.38)
A:AP = AP AP, (A.39)

sim(A) : B =sim(A) : sim(B) (A.40)
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Apéndice B
Solucao dos algoritmos de retorno

Este apéndice tem o intuito de detalhar o processo para resolucao dos algoritmos de retorno
dos modelos constitutivos apresentados, utilizando o método de Newton-Raphson'. Para
facilitar a implementacao computacional, as expressoes sao apresentadas em notacao indicial
na ordem em que devem ser calculadas, levando em conta as respectivas dependéncias.
Além disso, para simplificar a notacao, os indices (+)s;1 foram omitidos. Sendo assim, as

variaveis sem indices devem ser consideradas no passo atual.

B.1 Modelo elasto-plastico e visco-plastico

Nos casos elasto-plastico e visco-plastico, deve-se resolver, respectivamente, os
sistemas nao-lineares (4.105) e (4.117). Seja {r} o vetor residuo do sistema e {s} o vetor
das varidveis do problema, arranjados na forma

{R1} {A”}
T2 K
{r} = e {s}= : (B.1)
{Rs} {X}
T4 Ay
onde {R1}, {R3}, {AP} e {X} sdo representagoes vetoriais dos tensores de segunda ordem

R, R4, AP e X. Nesses, a seguinte ordenacao dos indices pode ser adotada:

{<'>}T:{(')11 (')12 (')13 (')21 (')22 (')23 (')31 (')32 (')33}‘ (B.2)

A linearizacao do sistema ¢ realizada por meio da matriz Jacobiana [J], definida
como
0{s} 0{s};’

e o erro é calculado por [[{As}]|/||{s}||, onde {As} é o vetor de corre¢ao aplicado em cada

[ /15 (B-3)

iteracao.

1 Como o Método de Newton-Raphson ja foi descrito com detalhes na secio 3.2, este apéndice

usarda uma abordagem direta, sem muitas explicagoes sobre a técnica propriamente dita.
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B. Solugdo dos algoritmos de retorno

Parte-se das seguintes derivadas auxiliares:

acs  o(Ar),] (A9), )
g mi P py—1 nj
oap, ~ oap, O+ (A Con T
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
OME. e oCy,
g aC@m e + Czemgfn ’
oA, ~ DA, 2 i gan
Eq.(B.4) Eq.(B.4)
a(CP); . .
DD = (A7); AT (AD) 5 + (AD) i AL (AD) 5
kl
a(CP);; (9(Ap) N (AN
g Umi gp AP (AP)D 4 (AV)EAR AP i
8<A§J)kl a(Ap) pm pn( Z)nj +( )mz pm* pn 8<A;f)kl )
\_v_/ ———
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
X, O(CP) i
=2(¢P iymn 47
aAZl ( e) J 8AZl
Eq.(B.6)
0X,; A(CP)
=2(¢k iymn éa
o)~ o ),
———
Eq.(B.7)

Xl 5 (AP X (AT AT 4 AT (AP)A X, (AD) 1S,

0X,
AL (A T (AL
H/—/
Eq.(B.8)
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
aXij Y 6’(Ap)nm p\—1 4P P P a(Ap)qp P
oA~ D)y o i A A Xow gy Ao
_1 0(X)np
AP A 1 Ap 1AP
=+ ( )mn a(Ap) ( ) 19’
Eq.(B.9)
a(Mg)ij o a(cp)zm D 8ij
Ay, 0A} Xmj + (CE)im DAL
Eq.(B.6) Eq.(B.8)
O(MP);;  O(CP)im, 0Xmj
- = < Xm + Cg im )
AN (A~ ™ () (A7 )k
——— ————

Eq.(B.7) Eq.(B.9)

(B.4)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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Eq.(A.22) Eq.(B.5)  Eq.(B.10)
—_——T —— —_——
ONf, 1 (M —x)7 <8Mf;m WX )
0., M = x)P 900 = XJon \ DAL 0, B4
— (Me - X)g (Me B X)nD”m 8 (Me — X)T?m ( 8Mi§q _ 3qu >
[(Me = )P [[(Me = x)P|| O(Me = x)pg \ 04}, 0AY )
—_—— N—— ——
Eq.(A.22) Eq.(B.5)  Eq.(B.10)
Eq.(A.22) Eq.(B.11)
—_—— ——
ON}; B 1 o (Me — X)Z-IJ)- OXmn
O~ TV = x)P] A0 = X)un (A 513
L M=)y (M= X DM = XX
(M = x) P[> [[(Me = x) P[] O(M® = X)pg O(AT)ua’
—_—
Eq.(A.22) Eq.(B.11)
de onde calculam-se os termos da matriz Jacobiana [J] diretamente pelas expressoes:
O(R1)j ON?
=1l — A AP+ NP G B.1
31425 Jkl Y 814% mj + Nig0jt | 5 ( 6)
Eq.(B.14)
8(R1)Z»j 8Np
= Ay AP B.17
(A T oDy, (B17)
————
Eq.(B.15)
8(R1)w
= B.1
O(R1)y
= _NP AP . B.19
(9A7 im<imgo ( )
87’2
pr— B.2
37”2
——— =0 B.21
o, " (20
87“2
— =1 B.22
0K ’ ( )
87"2 2
__. ]z B.2
O0(R3); b O(MP)P o(MP)
— —A~= e/im e /pPq Af mis B.24
DAY, e oD,y 0AL m (B.24)
Eq.(A.22) Eq.(B.12)
O(R3); b O(MP)Po(MP) b
= Il — Ay~ e m (AP, — Ay—(MP)RS; B.25
a(Af)kl Jkl '70 8(M£)pq a(Af>kl ( z) J 70( e)'Lk Jbs ( )
Eq.(A.22) Eq.(B.13)
8(R3)w
=0 B.26
Ok ’ ( )
a(R3)lJ b D
= ——(MP)? (AP, .. B.2
8A’y C( e)zm( z)mj ( 7)
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Para o caso elasto-plastico:

0AY,  0AY  [[(Me—x)P|| O(Me —x)u \ O0A; 0AY; ) '
Eq.(A.22) Eq.(B.5)  Eq.(B.10)
ory 0P 2 Jo.(k)
4 _ T __ ]z B.2
Ok Ok \/; ok ' (B.29)
——
Tab.1
87"4 _ 0P _ (Me — X)nDzn 9 (Me B X)??mn an:l (B 30)
A7)y O(AY)y (M —x)P|| O(Me = x)m O(A7)i; '
—_—— —
Eq.(A.22) Eq.(B.11)
Ore _ (B.31)
oAy '
Para o caso visco-plastico com modelo de Perzyna e lei de Norton:
oy mAt O\ 9D
—_ == _- B.32
0A7, an<a> oAT, (B-32)
——
Eq.(B.28)
At (®\"" 5®
ora __mat (o 0% , (B.33)
Ok an \«a Ok
—~~
Eq.(B.29)
Ory mAt ("1 9D
=/ = B.34
6XZ a - (OZ) 5)XU ’ ( s )
Eq.(B.30)
87"4
=1 B.35
oA~ (B.35)

B.2 Modelo visco-elastico

No caso visco-eldstico, o sistema nao-linear é dado pela Equacao (5.29). Dessa
forma, o vetor residuo é o arranjo {R"}, e o vetor de variaveis do problema é {A"}. Os

passos para calcular a matriz Jacobiana sao dados pelas seguintes Equagoes:

aCs  O(AY) (AY),}

_ mi Cmn AY -1 AY flcmn B.36
—_—— ——
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
OM?, aCt, 1 aCs
g im - ge 0 ¢e pq B.37
aAzl aA%l mj + 9 T im=mjpq @Azl ) ( )
—— ——
Eq.(B.36) Eq.(B.36)
ORY, At O(Me)P oM At
L= T — — oA — — (M) B.38
aA}éz Jkl aMTeLP 814%1 mj n ( )zk Jl ( )
———

————
Eq.(A.22) Eq.(B.37)
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B.3 Modelo visco-elasto-plastico

O modelo visco-elasto-plastico possui dois algoritmos de retorno: o primeiro para
calcular a previsao visco-elastica da deformacao, e o segundo para realizar a corre¢ao

plastica.

B.3.1 Previsao visco-elastica

Neste caso, o sistema nao-linear sera igual ao apresentado na secao B.2, com a
diferenca que o valor de C¢ sera funcao também das deformagoes plasticas decorrentes
de passos anteriores, conforme a Equagao (6.8). Sendo assim, a Equagao (B.36) deve ser

substituida por

aCs (A} 1 (A%
ijo_ mi(APY L O (AP) L (AY) T 4 (A AP)L O (AP 4 B.39
T~ o A C A A+ (A A A S (839)

Eq.(A.17) Eq.(A.17)

Ja as derivadas OM®¢/0A" e ORY/OA" podem ser calculadas ainda pelas Equagoes (B.37)

e (B.38), respectivamente.

B.3.2 Correcao plastica

Neste caso, o sistema nao linear é dado por (6.39). O vetor residuo do problema e

o vetor de variaveis sao, respectivamente,

{R"} {A"}
{R1} {A7}

{r} = T e {s} = K . (B.40)
{Rs} {X}
T4 Ay

Parte-se das derivadas auxiliares:

ocrs  9(Ar) ! _ (AP)H
L mi AP Ap 1 ) B.41
aAil 8Ap C’mn( ) ( )mz Cmn aAil ’ ( )
H/—’ ——
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
aMOO acffue aCUe
] m (e'e} Ve 00 mn
oAy 94 P C”” Comn a7, (B.42)
—— H/—/
Eq.(B.41) Eq.(B.41)
acze v a(Ap>nm p v v p a(AP):;ql vy—1
—— ———
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
oCs  (AY);,) (A
= T (AP) i Crp (A7) (A) 4 (A°) i (A) 1 O (AP) g —2 0% (B.44)
0AY, —  0AY, M)Ay,

\W_/ ————
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
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OME, oC 1 oCce
:;] - A Smj T 5 CimCmjpg ;;q )
9AT, — 9AT, 2 DAY, (B.45)
Eq.(B.43) Eq.(B.43)
OM¢: e 1 oCce
;] - 8CT Smj T 5 CimComjpg iq )
oAy, — 9AY, 2 DAY, (B.46)
Eq.(B.44) Eq.(B.44)
oMY oOM¢
LY R Av ) mn Av '—1
gap, = Ami ap (A (B.A7)
Eq.(B.45)
oM}, OM¢ (AY);)!
U= Gy M (A)5h + Ab, S (AT A M,
3/4}2; l km( )]m + mi aAzl ( )]n + mi- tmn 8/41];[ ) (B48)
Eq.(B.46) Eq.(A.17)
oCE)iy _ (AD)LAP (AP)=L 4 (AP)LAD (AP (B.49)
HAP - 1 /li “Hkm\<Yi Jmyj i /mi‘tkm\< i )G o :
kl
d(CP)y oA B B (A
c)ij _ C\limi gp Ap (AP)=L 4 (AP)-LAp pp Tin B.50
a<Af)kl 8<Af)kl pm pn( z)nj +( z)mz pm* pn 8<Af)kl ) ( )
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
0X;; A(CP)n
= 2(EP)imm e ’ B.51
aAil ( e) J 814% ( )
Eq.(B.49)
0Xi; A(CP)n,
= 2(¢? ijmn = ) B.52
O(A )k (€): (A )k (B52)
—_———
Eq.(B.50)
OXij - - - _
1 90X, _ B.53
AL (A7) S (AT A, (B53)
kl
——
Eq.(B.51)
Eq.(A.17) Eq.(A.17)
—_——— —
i D(AD); ] B Ly 004D,
A, Dl mn ¢ (APYSIAT AP (AD)LX,, S g
a<A§))kl m a(Af)kl P( l)qp 7q + zm( z)mn P a(Af)kl 79 (B 54)
L AX) ) '
AP (AP)L P (AP)1 AP
+ zm( z)mn a(Af)kl( z)qp jq?
———
Eq.(B.52)
A(MP);  A(CP)im OX,;
< = . Xm + c? im ! )
dAY, gan, mi +(Cim op (B.55)
Eq.(B.49) Eq.(B.51)
M), H(CP)om OX o,
5 = > Xm‘ + Og m : )
(A~ B(AD)y, T (O pmy (B.56)

———— ———
Eq.(B.50) Eq.(B.52)
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Eq.(A.22)  Eq.(B.42) Eq.(B.47) Eq.(B.53)
’_/? —— —— —N—

OAY, " |SP|| 05 \ 0AY T 0AL, DAY,

B.57)
D 0o (
_ i Yon 050, ajwpq + 8M1()Iq _ OXpq
IZP2 =P 0%, \ 0AY, 04y 04y )
N—_—— N—— N——
Eq.(A.22) Eq.(B42) Eq.(B47) Eq.(B.53)
ONj, 1 0%} oMg, Xp  xbooxb oM
04 IB7] 9Zma 0AL  |ZEPIRPIZP| 0%, 0AY (B.58)
N—— \ v —_—— N——
Eq.(A.22) Eq.(B.48) Eq.(A.22) Eq.(B.48)
O(AY )k IZ2] 0%mn, O AN IZ7[2|ZP]] 0%pg O(AD )’ (B.59)
Eq.(A.22) Eq.(B.54) Eq.(A.22) Eq.(B.54)

de onde calculam-se os termos da matriz Jacobiana [J] diretamente pelas expressoes:

OR?, At O(Me)P. OME At
L= Tl — — mo 2 Av o — —(M)R5; B.60
8AZZ Jkl n aMSp aAzl mj n ( )zk Jls ( )
——

—_——
Eq.(A.22) Eq.(B.37)

ORY At O(M)D oM

p mn v
oAy n OMg, 0A} A 56
——— ——
Eq.(A.22) Eq.(B.45)
ORY. ORY. ORY.
Y- Y — Yo— B.62
a(Rl)ij o aszm p
——
Eq.(B.58)
U T — A i AP+ NE G |, B.64
aAil Jkl v (914% J kYl ( )
——
Eq.(B.14)
a(Rl)ij o aNme p
oA T B(AT) (5.65)
———
Eq.(B.15)
a(];;)” =0, (B.66)
35912137 — _NPAT (B.67)
87“2 87“2 (9’/’2
2 _ O —0, (B.68)
(37: _1, (B.69)

87’2 2
__]? B.
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O(R3)ij  O(R3)i

pr— pr— 0
0AY, Ok ’
O(Rs)ij b O(MP)P O(MP),,
— _A~- e/im e Ap s
DAY, T oMy,  9AL, (AD)mg
Eq.(A.22) Eq.(B.12)
O(R3)j b O(MP)P O(M?P),q
— ]Iz — A~ e/im e
AT, N T T BT ),y (A,
Eq.(A.22) Eq.(B.13)
IR3)ij b, b 4p
8A/}/ - E(Me )'Lm(Az)m]

Para o caso visco-elasto-plastico:
ory 0P b oxP oM}

DAY, ~ DAYy |BP| 0% 0Ay

Eq.(A.22) g4.(B.48)

b
(Aﬁ-’)mj - AVE(M£)£5jl,

oA ~ oA, =] 0w \ o, © oA

Eq.(A22)  Eq(B.42) Eq.(B.47)

o _ow__ [E ot
ok Ok 3 Ok
——

Tab.1
87“4 . 6(1) _ ng 6EWDW 8Xkl

0(AD)i;  0(AD)y  |IZP| 0% O(AD)yy
—— ——
Eq.(A.22) Eq.(B.54)

87’4

=0.
OA~

Para o caso visco-elasto-visco-plastico com modelo de Perzyna e lei de Norton:

or, m At (@)m‘l o

0AY; an \« Ay
———’
Eq.(B.75)
o mas () o8
OAY; an \«a AL 7
——
Eq.(B.76)
oy __mAL(@\" 09
ok an \a ok’
<~
Eq.(B.77)
Ori __mAL(O\"T 00
o(ADy; o n\a O(A7)ij’
———
Eq.(B.78)

(97’4 .
OAvy

_ OXki
8Afj ’
——

Eq.(B.53)

(B.71)

(B.72)

(B.73)

(B.74)

(B.75)

(B.76)

(B.77)

(B.78)

(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

(B.84)
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Apéndice C
Calculo do operador tangente consistente

Para facilitar a implementacao computacional, as expressoes a seguir sao apresentadas em
notacao indicial na ordem em que devem ser calculadas, levando em conta as respectivas
dependéncias.

C.1 Modelo elasto-plastico e visco-plastico

No modelo elasto-plastico/visco-plastico, deve-se distinguir o operador tangente
consistente entre os casos onde ocorre plastificacdo (Ay > 0) e onde nao ocorre (Ay = 0).

Nesta secao apresenta-se o calculo de ambos os casos.

C.1.1 Caso nao ocorra plastificacao

Neste caso, segue de imediato

dAP  d(AP)t
e (C.1)
Logo:
dSs; ace

Yo— g mn_ ge  (AP) L (AP); ! 2
dEkl igmn del Q:zjmn( )km( )ln? (C )

e a Equagao (4.95) pode ser simplificada para
— dsfnn — —1ge — — —
. (A7)70 = (AP) i g (A7) (AP)ig (A7), (C.3)

im dEkl im S~mnpq

Observa-se que, caso nao tenha ocorrido plastificagdo em nenhum passo anterior (ou seja,

Q:fgpkl = (Ap>

AP =T), a expressao (C.3) reduz-se a € = €°, como esperado.

C.1.2 Caso ocorra plastificacao

Neste caso, temos:
e

G = A A (C.4)

lj »
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8M€ oCs oce,.
P Syt fC’e (U C.5
—— ——r
Eq.(C4) Eq.(C.4)
0P — (Me B X)ﬁ 0 (Me B X)ﬁ aMS”m (C 6)
0F;  [[(Me = x)P|| O(M® = X)mn OEy;
—_——— — —
Eq.(A.22)  Eq.(C.5)
No caso elasto-plastico, utiliza-se a Equagao (4.98) para o calculo de D:
Eq.(C.6)
0P /0F
D=5 oo oo 2 (©7)
—— NP AP NP (AP, — -
aAi km“*ml a(Af)kl( z)k ( z) 1+ g/’i 3
Eq.(B.28) Eq.(B.30) Eq.(B.29)

onde os indices k, [ e m devem ser somados dentro do denominador. J& no caso visco-plastico

com modelo de Perzyna, utiliza-se a Equacao (4.120):

. (97“7/(9E2-j

or., or or ’
Ny AP NP (A + =2 1

o7 N A + 5y (V)i )l+8/<;\/;+

onde Jr,/O0E, Or,/0A?, Or,/0AY e Or,/0k podem ser calculados conforme a Equagao

v

(C.8)

(4.121) quando utilizada a lei de Norton. Em seguida, pela Equagao (4.100),
dAp

= NP AP DI .
dEk:l mm*mj kD (C 9)
de onde resulta
d(An);t  d(Ar);t dAn,, (C.10)
dEkl n dAmn dEkl |
N—_——— ——
Eq.(A.17) Eq.(C.9)
s 1., (oce, dce, dAR, 1)
dE, 2 9™\ 9E, = 0Ab, dEy '

Eq.(C4)  Eq.(B.4) Eq.(C.9)

Finalmente, o operador tangente consistente pode ser calculado pela Equagao (4.95):

d(AP); ! dsg.., d(AP) !
- mge L(AP) L 4 (AP AP+ (AP) o Sey —m 12
Q:z]kl dEkl ( )] ( )lm dEkl ( ) ( )'Lm Smn dEkl (C )
—— ————
Eq.(C.10) Eq.(C.11) Eq.(C.10)
C.2 Modelo visco-elastico
Neste caso, calculam-se inicialmente as derivadas auxiliares:
oC;
= 2(A" A C.13
aEkl ( ) ( )ln ) ( )
OM?, oCt oce..
ij o woge 4 ,Ce oe. C.14
aEkl aEkl pj ip S pjmn aEkl ) ( )

—— ———
Eq.(C.13) Eq.(C.13)
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ORY. A o(Me Mc¢
ij _ t ( )zp 0 mn. Av (015)
OB n O(M®)pn OEy "
—_—
Eq.(A.22) Eq.(C.14)
Usando a equagao (5.33), temos:
dAY, dR* \' ORY
Y= — me (C.16)
dEkl 0AY . aEkl
~— igymn
Eq.(B.38) Eq.(C.15)
de onde resulta
d(AY); d(AY); dAY,,
(A% _ d(A”)y 7 (C.17)
dEkl dA};zn dEkl
—_—— ——
Eq.(A.17) Eq.(C.16)
e, finalmente, pela equacao (5.30):
d(A ) ! dSe 1 d(AY);]
ve __ o0 im Se Av - Av Av Av Se Jn )
——
Eq.(C.17) Eq.(C.11) Eq.(C.17)

C.3 Modelo visco-elasto-plastico

Novamente, o modelo tera operadores tangentes diferentes para os casos de haver

plastificacao ou nao. No entanto, em ambos as seguintes derivadas devem ser calculadas:

oCs;
=2(A" AP AP)H(AY
aEm””(”)m’
OME. oCe oce,,
LY R p e — e ye
O0Ey O0Ey Sy Cw Cpimn 3Ek;z ’
—— ——
Eq.(C.19) Eq.(C.19)
%_ At 8(Me)lp aMSln Av
OFEw 7 (M), OEg P
\—/_/\Wd

Eq.(A.22) Eq.(C.20)

C.3.1 Caso nao ocorra plastificacao

Neste caso, segue de imediato que

dA?P d(AJf’)_1
pr— p— D’y pu— .

dE | 0 0
Logo,
dCcve

L= 2(AP);(AP)
dEk-l ( )k’L ( )l] )
dSZOO dcve

=6 = €35, (A7) (A))

l
dEkl ymn dEk;l ymn n

Eq.(C.23)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)
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e a Equagao (C.38) é simplificada para
dAy _( OR’ ) ORy,,

dEkl 8A” .. aEkl ’
—— ymn | ,
Eq.(B.38) Eq.(C.21)

permitindo calcular:
d(Av);"  d(AY);' dAL,
dEy —  dAY,, dEkl
——

Eq.(A.17) Eq.(C.25)

sy 1, oce.. oce,, dAY,
=3¢ +
dEkl tjmn 8Ekl 8qu dEkl
~—— —_——
Eq.(C.19)  gq.(B.39) Ea-(C.26)
dSy _ py—1lgoo p P p

d(A"),)}
+ (AP L (AY)LSe, =
(A (A ) Sty — g
——

Eq.(C.26)

C.3.2 Caso ocorra plastificacao

Neste caso, temos:

oC?s
L =2(A7) (AP
aEk:l ( )k:z ( )l] ’
oMy _ 0Cy . Cve@o oCve
OBy — 0Ey "V PR OFy
Eq.(C.29) Eq.(C.29)
aMlq v aann v
L = Amz ( )]n?
(‘9Ekl (9Ekl
———
Eq.(C.20)

= (AR);

oo  xb 9xb (oM oMY,
8EZ’J’ 8EZJ
——

N——
Eq.(A.22)  Eq.(C.30) Eq.(C.31)

OE;;  |I=P|| 0%mn
—_——
Eq.(B.76)  Eq.(B.75) Eq.(B.60)

—~ —~ ~ 1
L (o0 Toe (R
we =\ 9AT T DAy \ 0A

klmn

oo 2 e
I \/; + m(Ni Jip(AF)p;
N

Eq.(B.77) Eq.(B.78)
D — 1 0P _ 0P OR"
A daux 8E7«J aAzl aAU
—— ——

Eq.(C.32) Eq.(B.75) Ea.(B.60)

(C.25)
(C.26)
(C.27)
d(A )mn e v P
o s any ) a)
Eq.(C.26)
(C.28)
Se
AR G Ay
B (027
(C.29)
(C.30)
(C.31)
(C.32)
m)
)Nf;,AZJ (C.33)
(C.34)
B ) (C.35)

Eq.(C.21)
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szmAfnJDzla
B d(AP);;t dAp,
 dAb, dEkl ’

S—_——— ——
Eq.(A.17) Eq.(C.36)

v -1 v v
LY _( aR ) ( 8Rmn + a}%mn Np Ap D’y)

0AY . (9Ekl aA ool
~—— ymn H/—’ W—/
Eq.(B.60) Eq.(C.21) Eq.(B.61)

d(A%);" dAY,,

T dAv T
——

Eq.(A.17) Eq.(C.38)

- 2 iymn

sy 1 ( 0, 0Cu, dAy, )

8Ekl aqu dEkl
Eq.(C.29)  Eq.(B.41) Eq.(C.36)

;1 ( oce, N oce,, dAb, N oce,, dAY, )

€

S 2 9\ OBy 0Apy dBEy - 0AYy, dEy
—— —_—— —— ——
Eq.(C.19)  Eq.(B.43)Eq.(C36)  gq (b.44) Ba.(C.38)
_d(Ap)MrlL o] P D dSOO P p\—1 Qoo d(Ap);nl
- dE 1l (A )j (A )'Lm dEkl (A ) (A )zmSmn dEkl
—_——— —— —_——
Eq.(C.37) Eq.(C.40) Eq.(C.37)
d(Ap)zm v e v D D v e v
“dB, A VS (A”) g (AP)5g + (A7)0 (A, 1 (A”) g
Eq.(C.37)
1 d(AY) d(A"),,
D mn Qe v P D v e
() R s (A (s, S
—_——— ———
Eq.(C.39) Eq.(C.39)
ds,,
p v v p
AR T (A )
——

Eq.(C.41)

d(Ap) ;
qp dEy,

N——

Eq.(C.37)

=(AR);,)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)
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