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RESUMO

CARVALHO, P. R. P. Análise numérica bidimensional de sólidos com
comportamento visco-elasto-plástico em grandes deformações e situações de
contato. 2019. 177p. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos,
Universidade de São Paulo, São Carlos, 2019.

Motivado por diversos processos de manufatura, tais como conformação de metais a frio
ou mesmo manufatura aditiva, este trabalho consiste no desenvolvimento de um código
computacional para a simulação numérica de problemas bidimensionais que abordam três
tipos de não-linearidade: a geométrica, presente em situações de grandes deslocamentos;
a física, presente no modelo constitutivo do material; e a de contato. Na primeira etapa,
desenvolve-se um programa para análise dinâmica bidimensional de sólidos elásticos, utili-
zando a abordagem posicional do método dos elementos finitos, que engloba naturalmente
a não-linearidade geométrica em sua formulação. Em seguida, implementam-se modelos
constitutivos não-elásticos para problemas com grandes deformações. No modelo elasto-
plástico, adota-se o critério de von Mises com encruamento cinemático baseado na lei de
Armstrong-Frederick. Essa formulação é então generalizada para o caso visco-plástico, onde
é considerado o modelo de Perzyna em conjunto com a lei de Norton. No caso visco-elástico,
utiliza-se uma formulação que parte do modelo reológico de Zener. Por fim, apresenta-se
um modelo visco-elasto-plástico que consiste no acoplamento dos modelos visco-elástico
e visco-plástico descritos anteriormente. Em todos os casos, utiliza-se a decomposição
multiplicativa do gradiente da função mudança de configuração. Com respeito à aplicação
2D, consideram-se as hipóteses de estado plano de deformações e estado plano de tensões,
onde a última é resolvida numericamente por um procedimento local de Newton-Raphson.
Para o problema de contato, aplica-se a estratégia Nó-a-Segmento, sendo as condições de
não-penetração impostas com a introdução de multiplicadores de Lagrange. A formulação
é testada em cada uma das etapas por meio de exemplos numéricos de verificação. Além
disso, para mostrar as potencialidades do código desenvolvido, são propostos diversos
exemplos numéricos, sendo alguns inspirados por processos de manufatura existentes. Nes-
ses exemplos, são estudados os efeitos de diferentes parâmetros dos materiais e diferentes
taxas de deformação na resposta numérica, permitindo uma análise do comportamento
dissipativo decorrente da plastificação e da viscosidade, incluindo a influência desses sobre
o amortecimento dinâmico.

Palavras-chave:MEF posicional. Elasto-plasticidade. Visco-plasticidade. Visco-elasticidade
Visco-elasto-plasticidade. Grandes deslocamentos. Grandes deformações. Contato.





ABSTRACT

CARVALHO, P. R. P. Two-dimensional numerical analysis of solids with
visco-elasto-plastic behavior under large strains and contact situations. 2019.
177p. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São
Paulo, São Carlos, 2019.

Motivated by several manufacturing processes, such as cold metal forming or even additive
manufacturing, in this work we develop a computational code for numerical simulation of
two-dimensional problems addressing three types of nonlinearities: geometric nonlinearity,
present in large displacements situations; physical non-linearity, present in the material
constitutive model; and contact non-linearity. In the first step, we develop a computational
program for dynamic analysis of two-dimensional elastic solids using the positional finite
element method, which naturally takes into account geometric non-linearity in its formula-
tion. Following, we implement inelastic constitutive models for large strain problems. In
the elasto-plastic model, we adopt von Mises yeld criteria and kinematic hardening based
on the Armstrong-Frederick law. The formulation is then generalized to the visco-plastic
case, where we consider Perzyna model associated with Norton’s law. In the visco-elastic
case, Zener’s rheological model is employed. Finally, we present a visco-elasto-plastic model
by coupling the visco-elastic and visco-plastic models described previously. In every case,
the multiplicative decomposition of the deformation gradient is employed. Regarding the
2D application, we consider both plane strain and plane stress hypothesis, where the latter
is solved numerically by a local Newton-Raphson procedure. For the contact problem,
we employ the Node-to-Segment strategy, imposing non-penetration conditions with the
introduction of Lagrange multipliers. The resulting computational code is tested in each
step by means of numerical verification examples. In addition, to show the potentialities
of the developed code, several numerical examples are proposed, some of which inspired
by existing manufacturing processes. On these examples, we study the effects of different
material parameters and strain rates on the numerical response, allowing an analysis of
the dissipative behavior due to plasticity and viscosity, including the influence of these on
the dynamic damping.

Keywords: Positional FEM. Elasto-plasticity. Visco-plasticity. Visco-elasticity. Visco-
elasto-plasticity. Large displacements. Large strains. Contact.
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Capítulo 1

Introdução

As análises estruturais lineares, embora adequadas a muitos problemas de engenharia, ficam
restritas a casos em que ocorrem pequenos deslocamentos e pequenas deformações. Para
problemas fora desse escopo, tais como os que motivam esse trabalho, faz-se necessária uma
análise que leve em consideração efeitos não-lineares, como: não-linearidade geométrica,
presente em problemas com grandes deslocamentos, não-linearidade física, presente na
maioria dos materiais após atingidos determinados níveis de tensões, e não-linearidade por
contato.

Nos problemas com pequenos deslocamentos, a configuração final do corpo pode
ser considerada próxima o suficiente da configuração inicial, de forma que o campo de
deslocamentos desenvolvido para atingir a configuração de equilíbrio dependa apenas
da geometria inicial, das propriedades do material e das forças externas. Já nos casos
em que a hipótese de pequenos deslocamentos não é válida, o campo de deslocamentos
necessário para que seja atingido o equilíbrio depende também dos próprios deslocamentos,
configurando a não-linearidade geométrica.

O efeito de não-linearidade física, por sua vez, ocorre quando não existe propor-
cionalidade direta ente tensões e deformações, demandando relações constitutivas mais
complexas a depender de como o material se comporta durante o carregamento e des-
carregamento. Um exemplo de modelo constitutivo não-linear é o elasto-plástico, que
caracteriza-se por distinguir as deformações ocorridas no sólido entre elásticas, que são
reversíveis, e plásticas, que permanecem após o descarregamento. Esse comportamento se
deve ao caráter dissipativo do fenômeno, e pode ser observado em diversos materiais de
interesse para a indústria, como os metais e polímeros.

Já a não-linearidade de contato resulta da condição de não-penetração entre os
corpos, que pode provocar mudanças nas condições de contorno do problema ao longo do
tempo.

Esses três tipos de não-linearidades podem ser encontrados, por exemplo, em pro-
cessos clássicos de manufatura de elementos estruturais, tais como extrusão, conformação,
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laminação e fundição de metais. Outro desenvolvimento mais recente e que vem ganhando
cada vez mais espaço é a manufatura aditiva, ou impressão 3D, onde diversos tipos de
objetos, incluindo elementos estruturais, são construídos através da deposição por camadas,
sendo o processo mais comum o Fused Deposition Modeling, ou FDM (GIBSON; ROSEN;
STUCKER, 2014), onde também estão presentes os problemas mencionados acima, além
de outros que não pertencem ao escopo deste trabalho, como efeitos termo-mecânicos e
mudança de fase.

Nota-se que, com a simulação computacional dos processos de manufatura, é
possível fazer previsões sobre as formas e dimensões reais do produto final, magnitude
de forças e velocidades de execução necessárias para melhor desempenho e qualidade do
produto, além de previsão de tensões residuais resultantes nas peças. Tendo isso como
principal motivação, embora as aplicações não se resumam aos processos de manufatura, o
presente trabalho consiste no estudo de modelos constitutivos e no desenvolvimento de
um código computacional para análise 2D visco-elasto-plástica de sólidos em situação de
contato. Para tal, emprega-se uma formulação do método dos elementos finitos baseada
em posições, a qual naturalmente considera os efeitos da não linearidade geométrica e tem
se mostrado didaticamente simples.

Com o código computacional desenvolvido foram simulados exemplos como confor-
mação mecânica de metais por meio de dobramento simples e Draw Bending, extrusão de
materiais metálicos e poliméricos, problemas de impacto, entre outros. Outra importante
contribuição deste trabalho foi o desenvolvimento de um modelo constitutivo visco-elasto-
plástico para sólidos em grandes deformações, que mostrou resultados satisfatórios e
condizentes com o comportamento esperado para esse tipo de material. Deve ser ressaltado
que o código desenvolvido ainda não é capaz de simular todos os processos que o motivaram,
servindo, no entanto, como base para desenvolvimentos futuros que possam incluir efeitos
mais complexos, como, por exemplo, anisotropia e análises termo-mecânicas.

A disposição do texto é a seguinte: neste capítulo são discutidas algumas generali-
dades do trabalho, objetivos, justificativa, estado da arte e metodologia; no Capítulo 2 é
apresentada a base teórica da mecânica dos sólidos, sendo o método numérico utilizado
para sua resolução (método dos elementos finitos posicional) abordado no Capítulo 3;
nos Capítulos 4, 5 e 6 são descritos os modelos constitutivos utilizados; No Capítulo 7,
discute-se acerca do modelo numérico de contato adotado; finalmente, no Capítulo 8
são apresentados alguns exemplos numéricos simulados com o código desenvolvido, e no
Capítulo 9 são feitas as conclusões deste estudo. Além disso, nos Apêndices A, B e C estão
alguns tópicos de importância para a escrita ou para o desenvolvimento do trabalho, que,
contudo, não caberiam ao longo do texto principal, como conceitos de álgebra tensorial e
procedimentos extensos de cálculo.
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1.1 Objetivos
O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento de uma ferramenta computaci-

onal, utilizando a abordagem posicional do Método dos Elementos Finitos, para a análise
bidimensional do problema não linear de contato/impacto entre sólidos com materiais
visco-elásticos, visco-plásticos e visco-elasto-plásticos sujeitos a grandes deslocamentos e
grandes deformações. Já os objetivos específicos são:

1. Desenvolvimento de código computacional para análise dinâmica de sólidos com
não-linearidades geométricas pelo método dos elementos finitos posicional;

2. Implementação de modelo constitutivo elasto-plástico válido em regime de grandes
deformações;

3. Generalização do modelo elasto-plástico para o caso visco-plástico, tomando como
base o modelo de Perzyna;

4. Implementação de modelo constitutivo visco-elástico válido em regime de grandes
deformações;

5. Desenvolvimento e implementação de modelo constitutivo visco-elasto-plástico por
meio de acoplamento entre modelos visco-elástico e visco-plástico;

6. Implementação de modelo numérico de contato no programa desenvolvido, pela
estratégia Nó-a-Segmento;

7. Simulação de exemplos numéricos, com análise e verificação dos resultados obtidos.

1.2 Justificativa
Com relação à análise de problemas estruturais, sabe-se que abordagens experi-

mentais, apesar de necessárias, demandam um alto custo de materiais e mão-de-obra.
Soluções analíticas, por outro lado, quando não impraticáveis, estão restritas a casos
muito específicos. Dessa forma, a alternativa numérica se destaca pela sua generalidade e
praticidade. Com os recursos computacionais em crescente desenvolvimento, tais análises
se tornam viáveis para aplicações cada vez mais complexas, possibilitando um aumento de
rapidez e exatidão na solução de problemas das mais diversas áreas da engenharia.

No contexto de materiais visco-elasto-plásticos submetidos a grandes deformações
e contato, uma variedade de aplicações podem ser encontradas, por exemplo, em processos
de manufatura nas diversas áreas da indústria. Um tipo de material largamente aplicado
em tais processos é o metálico, que pode apresentar comportamento visco-elasto-plástico
quando submetido a altas temperaturas. Já em processos de conformação a frio, seu
comportamento pode ser simplificado por um modelo elasto-plástico ou visco-plástico.
Análises numéricas de processos como dobramento, laminação e extrusão podem ajudar
a prever o comportamento do Springback, isto é, o recuo elástico sofrido pela peça após
o procedimento de conformação. A aplicação de um modelo adequado pode representar
até mesmo fenômenos decorrentes de carregamentos cíclicos, aprimorando a qualidade da
previsão. A análise de contato nesses casos se justifica pela interação entre o maquinário e
a peça sendo manipulada.
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Outro desenvolvimento que vem sendo impulsionado nos últimos anos é a tecnologia
de manufatura aditiva, ou impressão 3D. Essa técnica vem revolucionando o mercado
pela sua grande versatilidade, sendo utilizada para fabricar desde objetos pequenos até
estruturas altamente complexas. Um exemplo de material muito utilizado nesse processo,
que apresenta comportamento visco-elasto-plástico, é o polimérico.

Embora ainda poucos dos processos de manufatura que motivaram esse trabalho
possam ser simulados realisticamente com o modelo numérico desenvolvido, esse serve como
base para futuros trabalhos que possam ampliar o seu leque de aplicações. É importante
ainda destacar que, embora a motivação principal seja a modelagem de processos de
manufatura, as aplicações deste modelo não se restrigem a isso, uma vez que os efeitos
considerados estão presentes nos mais diversos campos da engenharia.

1.3 Estado da arte
Para possibilitar o desenvolvimento deste trabalho, torna-se indispensável uma boa

base teórica acerca dos fundamentos da mecânica dos sólidos, dos problemas de contato
entre corpos deformáveis, e dos modelos constitutivos em grandes deformações, em todos os
casos com ênfase no contexto da análise numérica. Tendo isso em vista, apresenta-se nesta
seção uma breve revisão bibliográfica desses tópicos, sendo abordados alguns aspectos
históricos, principais avanços e referências consultadas.

1.3.1 Mecânica dos sólidos computacional

Atualmente, a ferramenta numérica mais difundida não apenas em análises de
sólidos e estruturas, como também em diversos âmbitos científicos, é o Método dos
Elementos Finitos (MEF). A evolução do método está intimamente relacionada com o
advento da computação. Em meados da década de 1950, engenheiros já executavam análises
numéricas a partir da discretização do sistema, como pode ser visto em Turner et al. (1956)
e Turner, Dill e Martin (1960). Entretanto, de acordo com Bathe (2006), o termo “Método
dos elementos finitos” foi cunhado apenas em Clough (1960).

Desde então, o MEF se difundiu amplamente, passando a ser universalmente
utilizado e proporcionando resultados satisfatórios nas mais diversas áreas do conhecimento.
Entre os trabalhos que contribuíram para o seu desenvolvimento na área da mecânica dos
sólidos e das estruturas, podem ser citados, por exemplo: Argyris et al. (1979), Crisfield
(1997), Ogden (1997), Bonet e Wood (1997) e Zienkiewicz e Taylor (2005), onde o método
é aplicado tanto em casos lineares quanto não-lineares.

Em Coda (2003), é apresentada uma formulação posicional do MEF, assim de-
nominada por utilizar como parâmetros nodais as posições dos nós a partir de um eixo
de coordenadas fixo, ao invés dos deslocamentos, como é feito tradicionalmente. Uma
formulação semelhante pode ser encontrada em Bonet et al. (2000), aplicada na análise de
estruturas pneumáticas de membrana.
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O MEF posicional utiliza uma descrição Lagrangeana total, isto é, toma como
referência a posição não-deformada e não-deslocada do corpo em todas as etapas de análise.
Sua formulação se destaca por ser didaticamente simples, proporcionando ainda resultados
satisfatórios. Além disso, considera intrinsecamente a não-linearidade geométrica, sendo
portanto ideal para problemas de grandes deslocamentos. Uma descrição detalhada da
formulação pode ser encontrada em Coda (2018).

Vários trabalhos que atestam a confiabilidade do método podem ser citados. Em
Coda e Greco (2004), o MEF posicional é aplicado na análise estática de pórticos bidi-
mensionais sob grandes deslocamentos. Já em Greco et al. (2006), utilizou-se elementos de
treliças espaciais, em conjunto com um modelo constitutivo elasto-plástico. A análise dinâ-
mica foi introduzida por Greco e Coda (2006) no contexto de pórticos planos, empregando
o algoritmo de Newmark para integração no tempo.

Vale ser ressaltado que o algoritmo de Newmark exige conservação da quantidade
de movimento, o que é válido no MEF posicional por ser utilizada a descrição Lagrangeana
total, que resulta em matriz de massa constante. Uma simples prova dessa passagem
pode ser encontrada em Coda e Paccola (2009) e em Sanches e Coda (2013), onde faz-se
também considerações sobre a conservação da energia, a qual mostra-se suficiente para
os problemas usuais de engenharia quando combina-se MEF posicional e integrador de
Newmark.

Em Marques (2006), o método dos elementos finitos posicional é utilizado para
resolução de problemas dinâmicos de sólidos bidimensionais elásticos com não-linearidade
geométrica, além da consideração de contato com anteparos rígidos. Em Maciel (2008), o
método é aplicado na análise de pórticos planos e sólidos tridimensionais.

O método também foi utilizado para análise de elementos de casca, como pode ser
visto em Coda e Paccola (2007), Coda e Paccola (2009) e Pascon (2008). Entre outros
trabalhos com aplicações dinâmicas, podem ser citados os de Sanches e Coda (2013),
Sanches e Coda (2014), Sanches e Coda (2017) e Avancini (2018), onde o método foi
aplicado na análise de interação fluido-estrutura. Para aplicações incluindo não-linearidades
físicas, podem ser citados os trabalhos de Pascon (2012), Pascon e Coda (2013a), Pascon e
Coda (2013b), Pascon e Coda (2015) e Rigobello (2011).

1.3.2 Modelos constitutivos

Nesta subseção é feita uma breve revisão bibliográfica acerca de modelos constituti-
vos elasto-plásticos, visco-plásticos, visco-elásticos e visco-elasto-plásticos. A fim de evitar
ambiguidades, é importante uma breve discussão acerca da nomenclatura utilizada neste
trabalho: a denominação “elasto-plástico” refere-se tradicionalmente a modelos que apresen-
tam elasticidade e plasticidade independentes de taxas. Já modelos visco-plásticos, também
denominados elasto-viscoplásticos na literatura, apresentam elasticidade independente de
taxa e comportamento viscoso (dependência temporal) associado à plasticidade. Modelos
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visco-elásticos, por sua vez, apresentam viscosidade associada ao comportamento elástico
do material. Por fim, modelos visco-elasto-plásticos, também denominados viscoelástico-
viscoplásticos na literatura, apresentam viscosidade associada tanto ao comportamento
elástico quanto ao comportamento plástico do material.

1.3.2.1 Modelos elasto-plásticos e visco-plásticos

De acordo com Hill (1998), o estudo científico da plasticidade teve início por
volta de 1864, quando Tresca estabeleceu experimentalmente que materiais metálicos
sofrem escoamento a partir de um valor crítico de tensão cisalhante. Desde então, diversos
pesquisadores contribuíram significativamente para desenvolver essa linha de pesquisa,
como Saint-Venant, Levy, von Mises, Hencky, Prandtl e Taylor (KHAN; HUANG, 1995).

Entre os trabalhos que abordam a teoria clássica da plasticidade em pequenas
deformações, podem ser citados os de Johnson e Mellor (1983), Chakrabarty (1987), Khan
e Huang (1995), Crisfield (1997) e Hill (1998). Nos trabalhos de Coda e Paccola (2014) e
Coda, Sampaio e Paccola (2015), modelos elasto-plásticos são aplicados em conjunto com o
método dos elementos finitos posicional, sendo adotada a decomposição de Green-Naghdi,
em que o tensor deformação de Green-Lagrange é expresso pela soma de suas parcelas
elástica e plástica. No entanto, conforme discutido por Eterovic e Bathe (1991), essa
decomposição apresenta incoerências que limitam seu uso tradicionalmente ao regime de
pequenas deformações.

Para o caso de grandes deformações, podem ser consultados os trabalhos de Simo
(1992), Khan e Huang (1995) e Simo e Hughes (2000). No contexto do departamento
de estruturas, destacam-se os trabalhos de Rubert (1997) e Pascon (2012). Em grande
parte das formulações, utiliza-se a bem aceita decomposição de Kröner-Lee (KRÖNER,
1960; LEE, 1969; HAUPT, 1985), onde o gradiente da função mudança de configuração é
decomposto de forma multiplicativa entre suas parcelas elástica e plástica. Quanto à lei
constitutiva, a representação pode ser feita por meio de uma abordagem termodinâmica,
isto é, partindo da energia de dissipação (PASCON; CODA, 2013a). Uma das maneiras de
representar tal dissipação é pela inequação de Clausius-Duhem (HOLZAPFEL, 2000), que
resulta, para abordagens Lagrangeanas, em uma relação de conjugação termodinâmica
entre as taxas de deformação plástica e o denominado tensor de Mandel (MANDEL, 1973).
Entre os trabalhos que utilizam esse conceito, podem ser citados os de Svendsen (1998),
Svendsen et al. (1998), Dettmer e Reese (2004), Pascon e Coda (2013a), Pascon e Coda
(2013b). Tal abordagem pode ser vista também em modelos que incluem anisotropia, como
o apresentado em Vladimirov, Pietryga e Reese (2010).

Dois fenômenos importantes que são observados nos problemas de elasto-plasticidade
são os chamados efeitos de Bauschinger e Ratcheting (CHABOCHE, 1986; MOLLICA;
RAJAGOPAL; SRINIVASA, 2001; OLIVEIRA et al., 2007). O primeiro está relacionado
ao fato das deformações em uma direção influenciarem na tensão de escoamento da direção
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oposta, enquanto o segundo está relacionado ao aumento da deformação média devido à
aplicação de tensões cíclicas (VLADIMIROV; PIETRYGA; REESE, 2007). Nesse sentido,
a lei de encruamento cinemático de Armstrong-Frederick (ARMSTRONG; FREDERICK,
1966) é amplamente utilizada, porém, apresenta limitações fora do contexto de pequenas
deformações, uma vez que a objetividade da lei de evolução é comprometida.

Estudos para extensão da lei de Armstrong-Frederick ao contexto de grandes
deformações foram realizados por Dettmer e Reese (2004) e Vladimirov, Pietryga e
Reese (2007), onde foi utilizada uma estratégia denominada “tipo Chaboche”, que parte da
utilização de taxas temporais objetivas, como a derivada de Jaumann (DOGUI; SIDOROFF,
1985; PASCON; CODA, 2013a), para escrever a lei de evolução. Nesse caso utiliza-se um
tensor denominado tensão de retorno (Back Stress) como variável interna representando
o encruamento cinemático. Já nos trabalhos de Vladimirov, Pietryga e Reese (2010) e
Brepols, Vladimirov e Reese (2014) é utilizada uma estratégia que parte da decomposição
das deformações plásticas entre parcelas que representam diferentes efeitos na estrutura
cristalina (LION, 2000). A lei de evolução resultante nesse caso é naturalmente objetiva,
dispensando a utilização de taxas temporais alternativas.

Para o caso visco-plástico, alguns modelos clássicos podem ser mencionados, como
o de Perzyna (PERZYNA, 1966) e o de Duvaut-Lions (DUVAUT; LIONS, 1976), esse
último diferenciando-se por definir múltiplas superfícies de plastificação para o domínio
elástico (SIMO; HUGHES, 2000). Uma generalização desses modelos ao caso de grandes
deformações é feita no trabalho de Ibrahimbegović e Chorfi (2000), por meio da decomposi-
ção multiplicativa e abordagem termodinâmica, conforme mencionado previamente, porém,
utilizando uma descrição espacial (Euleriana). Já no trabalho de Mähler, Ekh e Runesson
(2001), é utilizada uma descrição Lagrangeana, sendo adotado um formato generalizado
do modelo de Perzyna, considerando o conceito de admissibilidade visco-plástica. Mais
aplicações do modelo de Perzyna no regime de grandes deformações podem ser vistas, por
exemplo, nos trabalhos de Ponthot (2002), Garino et al. (2013) e Careglio et al. (2016).
É importante ser dito que tal modelo caracteriza-se por permitir um descumprimento
(controlado) do critério de plastificação. Como alternativa a isso, Wang, Sluys e Borst
(1997) propuseram um modelo visco-plástico denominado “consistente”, que introduz a
dependência temporal no próprio critério de plastificação. Um estudo mostrando uma
comparação entre os dois modelos pode ser visto em Heeres, Suiker e Borst (2002). Uma
revisão mais completa sobre modelos visco-plásticos pode ser encontrada, por exemplo,
em Chaboche (2008).

1.3.2.2 Modelos visco-elásticos

De acordo com Christensen (2013), o avanço no estudo de modelos constitutivos
visco-elásticos se deve principalmente à produção e utilização em larga escala de materiais
poliméricos. Para simular esse comportamento, diversos modelos reológicos foram desen-
volvidos, como, por exemplo, o de Kelvin-Voigt, que pode ser representado pelo arranjo
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em paralelo de uma mola (comportamento elástico) com um amortecedor (comportamento
viscoso), e o de Maxwell, representado pelo arranjo em série entre os mesmos (LEMAITRE;
CHABOCHE, 1985). A partir desses, derivam os denominados modelos de três parâmetros,
discutidos, por exemplo, em Findley, Lai e Onaran (1989) e Huber e Tsakmakis (2000).
Dentre esses, os mais comuns são os de Boltzmann e Zener, representados, respectiva-
mente, pelo arranjo em série de uma mola com o modelo de Kelvin-Voigt e pelo arranjo
em paralelo de uma mola com o modelo de Maxwell. Em Huber e Tsakmakis (2000), é
demonstrado que esses modelos apresentam propriedades mecânicas idênticas para o caso
de pequenas deformações, desde que feita a devida associação de seus parâmetros. Já
no caso de deformações finitas, os modelos se diferenciam essencialmente por efeitos de
segunda ordem, conforme mostrado pelo mesmo autor.

Uma das formas mais comuns de tratar a viscosidade é pelo modelo de integral
de convolução (CIM), que baseia-se no conceito de funções de relaxação (SIMO, 1987;
LEMAITRE; CHABOCHE, 1985; HOLZAPFEL, 1996; LEMAITRE, 2001). Nesse caso, o
comportamento constitutivo é descrito por meio de integrais hereditárias e, portanto, sua
aplicação requer o conhecimento de todo o histórico de deformação do material.

Dessa forma, tornam-se vantajosas as formulações que se baseiam no conceito
de variáveis internas (IVM), iniciadas com o trabalho de Green e Tobolsky (1946), e
amplamente utilizadas até os dias de hoje (ver, por exemplo, Holzapfel e Simo (1996) e
Lion (1997)). Nesse contexto, a viscosidade é tratada por meio de leis de evolução em
forma diferencial, que podem ser resolvidas numericamente por integradores temporais.
Uma comparação entre as abordagens CIM e IVM pode ser vista no trabalho de Petiteau
et al. (2013), onde são destacadas as vantagens e desvantagens dos métodos para cada
tipo de situação.

Aproveitando a ideia introduzida por Kröner (1960) e Lee (1969) no contexto da
elasto-plasticidade, diversos autores começaram a utilizar o conceito de variável interna
por meio da decomposição das deformações entre parcelas elásticas e viscosas. Isso pode
ser visto, por exemplo, nos trabalhos de Sidoroff (1974) e Lubliner (1985), onde foi
utilizada a decomposição multiplicativa do gradiente da função mudança de configuração.
Tal decomposição também foi aplicada nos trabalhos de Tallec, Rahier e Kaiss (1993),
Reese e Govindjee (1997), Huber e Tsakmakis (2000), Hasanpour, Ziaei-Rad e Mahzoon
(2009), Petiteau et al. (2013) e Pascon e Coda (2017), em conjunto com formulações
termodinâmicas. Estratégias diferenciais para tratar a viscosidade podem ser vistas também
nos trabalhos de Mesquita e Coda (2002), Mesquita e Coda (2003), Mesquita e Coda
(2007) e Madeira e Coda (2016) para formulações baseadas no modelo reológico de Kelvin-
Voigt. Com relação à aplicações de modelos visco-elásticos em análises bidimensionais
considerando estado plano de tensões, os trabalhos de Kroon (2011) e Pascon (2018)
podem ser citados.
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1.3.2.3 Modelos visco-elasto-plásticos

Embora os estudos de visco-elasticidade e visco-plasticidade já tenham sido bem
consolidados na literatura, ainda são relativamente escassos os modelos que consideram um
acoplamento de ambos. Materiais como os polímeros, por exemplo, apresentam dependência
temporal tanto na etapa após a plastificação quanto na anterior. No trabalho de Lammens
et al. (2017) podem ser vistas as curvas experimentais demonstrando tal comportamento
no material Poliamida 12, muito utilizado em processos de manufatura aditiva (impressão
3D), sendo também observados efeitos anisotrópicos. Outros resultados experimentais
podem ser vistos em Lai e Bakker (1995) para o polietileno de alta densidade (PEAD).

No contexto de pequenas deformações, alguns modelos desenvolvidos para os
materiais poliméricos podem ser citados, como os de Kim e Muliana (2009) e Miled, Doghri
e Delannay (2011). No primeiro, foi utilizada uma abordagem integral para a parcela visco-
elástica, enquanto no segundo uma abordagem diferencial, sendo em seguida generalizado
para o caso de grandes deformações nos trabalhos de Nguyen et al. (2016) e Gudimetla
e Doghri (2017). Esse último se difere do primeiro pelo fato de que foi utilizada uma
formulação termodinâmica. Ambos, no entanto, fazem uso da decomposição multiplicativa
entre as parcelas visco-elásticas e visco-plásticas do gradiente da função mudança de
configuração. Outros modelos para materiais poliméricos em grandes deformações são
apresentados em Holmes, Loughran e Suehrcke (2006) e Abdul-Hameed et al. (2014). O
comportamento visco-elasto-plástico também é estudado em materiais do tipo asfáltico,
como pode ser visto nos trabalhos de Drescher, Kringos e Scarpas (2010) e Darabi et al.
(2011), materiais com self-healing (SHAHSAVARI et al., 2016), e até mesmo em materiais
metálicos sobre altas temperaturas (BENAARBIA; ROUSE; SUN, 2018).

1.3.3 Modelos numéricos de contato

Os primeiros estudos sobre contato remontam à 1881, tendo sido conduzidos pelo
físico alemão Heinrich Hertz, motivado por experimentos de interferência ótica em lentes
de vidro (JOHNSON, 1987). Entre os trabalhos que moldaram o conhecimento nessa linha
de pesquisa, valem ser citados os de Hughes et al. (1976), Hallquist, Goudreau e Benson
(1985), Bathe e Chaudhary (1985), Chaudhary e Bathe (1986) e Benson e Hallquist (1990).

Do ponto de vista numérico, a modelagem do contato entre corpos deformáveis
pode ser dividida em dois sub-problemas: a detecção da intersecção e a imposição das
condições de não-penetração. Para ambos, a técnica de discretização adotada influencia
diretamente no procedimento da solução.

Em problemas onde se pode garantir a coincidência das malhas na região do contato,
uma das formulações mais simples é a Nó-a-Nó (WRIGGERS, 2006), na qual o modelo
é definido por pares de nós devidamente alinhados. No entanto, para o caso geral, a
estratégia mais comumente adotada é a do tipo Nó-a-Segmento, introduzida em Hughes
et al. (1976) e Hallquist (1979), onde uma das interfaces de contato é discretizada por
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elementos nodais, denominados nós projéteis, enquanto a segunda interface é discretizada
por elementos de linhas curvas (no caso 2D), denominados segmentos alvos. Explicações
detalhadas sobre a formulação podem ser encontradas em Wriggers (2006), Piedade Neto
(2009) e Yastrebov (2013). Outros exemplos de trabalhos que utilizam essa abordagem
são Bathe e Chaudhary (1985), Hallquist, Goudreau e Benson (1985), Wriggers e Simo
(1985), Simo, Wriggers e Taylor (1985), Wriggers, Van e Stein (1990), Papadopoulos e
Taylor (1992) e Zhong (1993).

Conforme apontado por Zavarise e Lorenzis (2009), alguns problemas podem ser
encontrados em casos especiais do algoritmo Nó-a-Segmento, mais especificamente na
etapa de detecção, devido à descontinuidade do vetor normal entre segmentos vizinhos.
Embora o uso de elementos de ordem superior diminua a frequência de tais problemas,
o trabalho previamente citado menciona a necessidade de cuidados especiais para evitar
resultados inconsistentes ou problemas de convergência.

Outra desvantagem do método Nó-a-Segmento é que apenas os nós projéteis são
controlados, não sendo detectados os casos em que os nós da interface alvo penetrem
os segmentos do sólido oposto. Em outras palavras, o método é eficaz em detectar o
contato e aplicar restrições nos nós, mas não é capaz de generalizar a restrição para toda
a superfície de contorno. Em determinadas situações essa desvantagem pode proporcionar
erros consideráveis, sendo uma das soluções a aplicação dos chamados métodos de dois
passes, conforme discutido em Puso e Laursen (2004). Outra implicação desse fato é que a
superfície de contato deve ter a discretização bem refinada para que sejam proporcionados
bons resultados.

Outro método atualmente muito difundido para modelagem de contato é o Mortar,
que teve início com o trabalho de Bernardi, Debit e Maday (1990) e foi aperfeiçoado
em Bernardi, Maday e Patera (1994), apenas como uma formulação matemática que
proporciona uma técnica de compatibilização de domínios. O método começou a ser
utilizado em problemas de contato com o trabalho de Belgacem, Hild e Laborde (1998).
Essa técnica, assim como o Nó-a-Segmento, fornece uma alternativa para simular contato
entre malhas não-coincidentes, porém baseia-se em uma abordagem Segmento-a-Segmento,
como pode ser visto, por exemplo, em Puso e Laursen (2004).

No método Mortar, todos os elementos de contorno passíveis de contato são
discretizados como elementos de linha curva (segmentos) no caso 2D, ou de superfície
no caso 3D, e o contato é determinado por integração numérica ao longo do domínio da
interface. Dessa forma, tanto a detecção quanto a restrição são realizadas nos pontos de
integração. Uma de suas vantagens é garantir a não-penetrabilidade nas regiões entre os
nós, permitindo portanto uma discretização menos refinada na região de contato quando
comparado com a abordagem Nó-a-Segmento. Entre outros trabalhos que utilizam o
método, podem ser citados Fischer e Wriggers (2005), Yang, Laursen e Meng (2005),
Fischer e Wriggers (2006), Hartmann e Ramm (2008), Popp, Gee e Wall (2009), Tur et al.
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(2012), Piedade Neto (2009), Piedade Neto (2013).

Para o caso de domínios particionados, uma técnica comumente adotada baseia-se
na troca de condições de contorno Dirichlet-Neumann. Essa é especialmente utilizada
no contexto de interação fluido-estrutura (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013;
FERNANDES; CODA; SANCHES, 2018), onde os domínios são naturalmente particionados
por apresentarem diferentes comportamentos físicos, mas o método também pode ser
aplicado em contato entre sólidos (WRIGGERS, 2006).

Também valem ser mencionados outros tipos de abordagem baseados em áreas de
influência, como a técnica de “território” apresentada em Zhong e Nilsson (1996), e a de
“pinball”, apresentada em Belytschko e Neal (1991) e Belytschko e Yeh (1993).

Quanto à aplicação de modelos de contato em análise dinâmica, outros desafios
surgem, uma vez que a forte não-linearidade do problema provoca mudanças repentinas
nos valores de aceleração e velocidade, que podem levar à instabilidade da solução quando
utilizado o algoritmo de Newmark com os parâmetros tradicionais, como atestado no
trabalho de Chaudhary e Bathe (1986). Técnicas para resolver essa inconformidade podem
ser vistas, por exemplo, em Carpenter, Taylor e Katona (1991), Taylor e Papadopoulos
(1993), Solberg e Papadopoulos (1998) e Hu (1997). O último propõe novos parâmetros para
o algoritmo de Newmark que levam a resultados estáveis e precisos mesmo para problemas
de impacto com altas frequência. No entanto, esta alteração provoca um amortecimento
numérico altamente sensível à discretização temporal adotada, sendo, portanto, necessário
que sejam utilizados intervalos de tempo suficientemente pequenos para diminuir os erros
provocados. Entre outros trabalhos que confirmam a eficiência desse estudo, podem ser
citados os de Greco (2004), Marques (2006) e Minski (2008).

1.4 Metodologia
Para fins de organização, o desenvolvimento do trabalho é dado em três etapas

principais, em cada qual são desenvolvidas respectivamente a não-linearidade geométrica,
a não-linearidade física e a não-linearidade por contato.

Na primeira etapa, desenvolve-se um programa computacional para análise dinâmica
de sólidos sob grandes deslocamentos utilizando o Método dos Elementos Finitos posicional,
partindo de uma abordagem energética para obtenção das equações de equilíbrio e adotando-
se, inicialmente, a lei constitutiva de Saint Venant-Kirchhoff. Utilizam-se os métodos de
Newton-Raphson e Newmark-β para resolução do sistema não-linear e integração temporal,
respectivamente. O código é escrito em linguagem Fortran, em conjunto com a ferramenta
OpenMP (DAGUM; MENON, 1998) para multi-processamento. O sistema linear resultante
em cada iteração é resolvido pela rotina HSL MA67 (HSL, 2013).

Na segunda etapa, são implementados modelos constitutivos visco-plástico, visco-
elástico e visco-elasto-plástico para regimes de grandes deformações no código desenvolvido,
todos baseados em abordagens termodinâmicas e utilizando como estratégia a decomposição
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multiplicativa do gradiente da função mudança de configuração. O modelo elasto-plástico
é baseado nos trabalhos de Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004) e Pascon e Coda
(2013a), com encruamento cinemático de Armstrong-Frederick seguindo a forma descrita no
trabalho de Vladimirov, Pietryga e Reese (2010). A generalização para o caso visco-plástico
é feita por meio do modelo de Perzyna em conjunto com a lei de Norton. Para o modelo
visco-elástico, segue-se o trabalho de Pascon e Coda (2017), onde é utilizado o modelo
reológico de Zener. Por fim, desenvolve-se um modelo visco-elasto-plástico por meio do
acoplamento dos modelos visco-elástico e visco-plástico descritos. Tal acoplamento é feito
por meio da substituição da parcela elástica do modelo visco-plástico por uma parcela
visco-elástica. Para todos os casos, no processo de evolução da lei constitutiva emprega-se
método implícito de Euler para integração temporal.

Em seguida, é implementado um modelo numérico de contato utilizando a aborda-
gem Nó-a-Segmento. Para a detecção do contato, emprega-se a técnica do ponto de mínima
distância, sendo aplicado um procedimento de Newton-Raphson local para a resolução
do sistema não linear que define as coordenadas de tal ponto. Quanto à imposição das
condições de contato, adota-se o método dos multiplicadores de Lagrange.

Em cada estágio de implementação, verifica-se o código através do estudo de
modelos simples, e ao final, o programa desenvolvido é aplicado para diversas simulações
numéricas a fim de tornar claro o comportamento dos modelos constitutivos e do modelo
numérico frente a diferentes discretizações espaciais e temporais. Para a geração de malhas,
visualização de pós-processamento e geração de gráficos, são utilizados os softwares Open-
Source Gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009), ParaView (AYACHIT, 2015) e Gnuplot
(WILLIAMS; KELLEY; many others, 2013), respectivamente.
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Capítulo 2

Mecânica dos sólidos

A mecânica dos sólidos possui duas formas principais de descrição matemática: Lagran-
geana (ou referencial) e Euleriana (ou espacial). Na primeira, toma-se como referência a
configuração inicial ou indeformada do corpo, enquanto na segunda utiliza-se a configuração
final ou deformada. Neste capítulo, é dada ênfase à descrição Lagrangeana, empregada no
presente trabalho. Maiores detalhes sobre os temas abordados aqui podem ser encontrados
em Ogden (1997), Bonet e Wood (1997), Holzapfel (2000) e Coda (2018).

2.1 Cinemática dos corpos deformáveis
Seja um corpo com configuração inicial ou indeformada Ω0, e configuração atual Ω1.

É de interesse da cinemática dos sólidos deformáveis descrever as mudanças de posições e
forma às quais tal corpo foi submetido. Para tal, define-se a função mudança de configuração
ζ como sendo uma aplicação vetorial que mapeia as posições atuais (denotadas por y) a
partir das iniciais (denotadas por x), conforme ilustra a Figura 1. Além disso, denota-se
por A o gradiente da função mudança de configuração, isto é:

A = ∇x(ζ) ou Aij = ζi,j = ∂ζi
∂xj

. (2.1)

Figura 1 – Mudanças de configuração de um sólido deformável
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Fonte: Elaborada pelo autor1

Um resultado fundamental da mecânica do contínuo é o teorema da decomposição
1 Uma vez que todas as figuras e tabelas deste trabalho são elaboradas pelo autor, optou-se por omitir a fonte

nos casos posteriores, sendo informado na legenda caso essa tenha sido adaptada de outro trabalho
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polar (BONET; WOOD, 1997), que afirma que A pode ser unicamente decomposto nas
formas

A = RU = vR, (2.2)

chamadas, respectivamente, decomposição polar à direita e decomposição polar à esquerda.
O tensor R é denominado tensor rotação, pois representa apenas os movimentos de corpo
rígido sofridos pelo corpo, isto é, movimentos de rotação sem que haja mudança de forma
propriamente dita. Por consequência, det(R) = 1. Outra importante propriedade de R é a
sua ortogonalidade, isto é, RTR = I, onde I é a identidade.

Já os tensores U e v, chamados respectivamente de alongamento à direita (ou
material) e alongamento à esquerda (ou espacial), representam a parcela de deformação
pura de A, e são simétricos, ou seja, U = UT e v = vT .

2.1.1 Medidas de deformação

Uma medida de deformação é uma grandeza que permite mensurar pontualmente
a mudança de forma ocorrida entre as configurações inicial e atual. Essa deve ser objetiva,
isto é, independente de movimentos de corpo rígido ou da escolha de eixos adotada. Com
isso em vista, define-se o alongamento à direita de Cauchy-Green:

C = ATA. (2.3)

Da decomposição polar à direita, segue que

C = (RU)T (RU) = UTRTRU = UIU = UU = U2, (2.4)

ou seja, C depende apenas das parcelas de deformações puras de A, provando a sua
objetividade. Outra consequência de (2.4) é o fato de que fenômenos como movimentos de
corpo rígido, que não provocam deformações, resultam em C = I.

Outra medida particularmente conveniente, cuja objetividade decorre imediata-
mente de sua relação com o tensor C, é a deformação de Green-Lagrange, definida por:

E = 1
2(C− I). (2.5)

Diz-se que E é normalizada, pois resulta no tensor nulo quando o corpo é sujeito apenas
a movimentos de corpo rígido. Além disso, é possível verificar que essa se aproxima da
clássica deformação linear de engenharia (ε) à medida em que A se aproxima da identidade.

2.1.2 Taxas de deformação

O gradiente da velocidade da mudança de configuração em relação às coordenadas
Eulerianas é dado por:

L = ∇y(ζ̇) = ∂ζ̇

∂y
= d

dt

(
∂ζ

∂x

)
∂x
∂y

= ȦA−1, (2.6)

onde o ponto sobrescrito (·) indica derivada no tempo. Pode-se ainda decompor L em suas
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parcelas simétrica e antissimétrica, isto é, L = D + W, onde

D = sim(L) = 1
2(L + LT ), e (2.7)

W = ant(L) = 1
2(L− LT ). (2.8)

O tensor D é conhecido como taxa de deformação de engenharia, enquanto W é
denominado tensor taxa de rotação, ou vorticidade. Aplicando (2.6) em (2.7), chega-se à
relação:

D = 1
2(ȦA−1 + A−T ȦT ) = A−T

[1
2(AT Ȧ + ȦTA)

]
A−1 = A−T ĖA−1. (2.9)

Logo, a taxa de deformação de Green-Lagrange pode ser escrita como

Ė = ATDA. (2.10)

2.1.3 Mudança de volume

Supondo que a partir da configuração indeformada de um sólido seja extraído um
cubo infinitesimal cujas dimensões são definidas por vetores dx1, dx2 e dx3, conforme a
Figura 2. Então sabe-se que o volume do cubo é dado por

dV 0 = dx1(dx2 × dx3) = det(dx1,dx2,dx3). (2.11)

Suponha que o mesmo cubo tenha sofrido uma mudança de configuração de forma
que venha a ser definido pelos vetores dy1 = Adx1, dy2 = Adx2 e dy3 = Adx3. Então o
volume deformado é dado por

dV = det(dy1,dy2,dy3) = det(A) det(dx1,dx2,dx3) = JdV 0, (2.12)

onde

J = det(A) = dV

dV 0 > 0 (2.13)

é chamado de jacobiano, ou deformação volumétrica. Partindo da hipótese de que o
material não pode ser invertido ou desaparecer, isto é, que o volume dV não pode vir a
ser negativo ou nulo, a condição J > 0 deve ser levada em conta no modelo do material.

Figura 2 – Configurações indeformada e deformada de um cubo infinitesimal
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2.1.4 Fórmula de Nanson

Seja dV 0 um volume infinitesimal na configuração inicial definido pela projeção de
uma área infinitesimal dS0 através de um vetor dx, e seja n0 o vetor unitário normal à
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face dS0, conforme a Figura 3. Assim, pode-se escrever:

dV 0 = dx n0dS0. (2.14)

Suponha que esse corpo sofra uma mudança de configuração tal que venha a ser
definido por uma nova área infinitesimal dS, com vetor normal unitário n, projetada
através de um vetor dy. Então o novo volume é dado por

dV = dy n dS = Adx n dS. (2.15)

Logo, aplicando-se a fórmula da mudança de volume (2.12), resulta:

Adx n dS = dV = JdV 0 = Jdx n0dS0, (2.16)

e, como dx pode ser tomado arbitrariamente, podemos escrever

AndS = Jn0dS0, ou (2.17)
ndS = JA−1n0dS0, (2.18)

que é conhecida como fórmula de Nanson, e pode ser utilizada para relacionar as áreas
entre as configurações deformada e indeformada de um sólido.

Figura 3 – Configurações indeformada e deformada de volume gerado por área infinitesimal

dy

y2

y1

y3

Ae

Ω0

Ω1

Ωp  
Ap

A

Ω0 Ω1

ζ, A

ζ, A

x1

x2

ξ1

ξ2

ζ0, A0

y1

y2

ζ1, A1

 Ap
 i

 Ap
 e

 Ωp
 i

Ae

Ω0

Ω1

Ωp

Ap

A

 Ap
 i

 Ap
 e

 Ωp
 i

Av

Ωvp

Ave

Xσκ

x2

x1

x3

dx1

dx2

dx3

dV0

A dy1

dy2

dy3

dV

dS0

dx
A dS

n0 n

2.1.5 Princípio da conservação da massa

Uma propriedade fundamental para a conversão da descrição Euleriana para a
Lagrangeana, bem como futuras aplicações em análises numéricas, é a conservação da
massa, ou seja, a propriedade do corpo que garante que a massa M , escrita como

M =
∫

Ω(t)
ρ dV , (2.19)

é constante ao longo da análise. Observe que, como o domínio Ω(t) varia com o tempo,
para que a equação (2.19) permaneça constante, a massa específica ρ também deve variar
ao longo do tempo. Em particular,

M =
∫

Ω(t)
ρ dV =

∫
Ω0
ρ0 dV

0, (2.20)

onde Ω0 é o domínio em sua configuração indeformada e ρ0 é a massa específica inicial do
sólido. Substituindo a fórmula da mudança de volume em (2.20), escreve-se:

M =
∫

Ω0
Jρ dV 0 =

∫
Ω0
ρ0 dV, (2.21)
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ou seja, ρ0 e ρ relacionam-se pela expressão

ρ0 = Jρ. (2.22)

Logo, sendo f uma função qualquer dependente do tempo, tem-se que∫
Ω(t)

ρf dV =
∫

Ω0
ρfJ dV 0 =

∫
Ω0
ρ0f dV

0, (2.23)

e, consequentemente,
d

dt

∫
Ω(t)

ρf dV = d

dt

∫
Ω0
ρ0f dV

0 =
∫

Ω0
ρ0ḟ dV

0. (2.24)

A expressão (2.24), que parte apenas do princípio da conservação de massa, será de
particular utilidade na obtenção de equilíbrio dinâmico, bem como em demais passagens
deste trabalho.

2.2 Equilíbrio
Conforme mencionado anteriormente, a formulação adotada neste trabalho utiliza

uma descrição Lagrangeana total. Entretanto, deve-se observar que o estado de equilíbrio
está diretamente relacionado com a configuração atual do corpo. Dessa forma, seguindo
Coda (2018), inicia-se introduzindo as equações de equilíbrio em sua forma Euleriana, e,
em seguida, utilizam-se as fórmulas da mudança de volume e de Nanson para obter as
formas Lagrangeanas.

2.2.1 Equilíbrio Euleriano

Seja um corpo Ω1 em sua configuração atual equilibrada, sujeito a um corte
imaginário conforme a Figura 4. Pela segunda lei de Newton, devem haver esforços na
seção capazes de manter o equilíbrio, resultando nas chamadas tensões.

Figura 4 – Corte imaginário na configuração equilibrada de um sólido

σΩ¹

Suponha agora que esse corpo é submetido a seis cortes ortogonais aos eixos coor-
denados, com distâncias infinitesinais entre si, de forma que resulte um cubo infinitesimal
conforme a Figura 5. Cada face do cubo está sujeita a uma tensão que pode ser decomposta
em três componentes, denotadas por σij , onde i representa o eixo ortogonal a essa face e j
representa a direção da componente.

Nessa decomposição, as tensões ortogonais à face do cubo são chamadas tensões
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Figura 5 – Cubo infinitesimal sujeito a um estado de tensões
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normais, enquanto aquelas tangentes ao cubo são chamadas tensões cisalhantes. Uma
representação conveniente do estado de tensão dado pelo procedimento exposto é o chamado
tensor de tensões de Cauchy, dado por

σ =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 . (2.25)

A tensão de Cauchy é muitas vezes chamada de tensão real, por ser aquela que
efetivamente equilibra as forças externas que atuam sobre o corpo deformado. Esse aspecto
deve ser frisado pois ao decorrer do texto serão utilizadas outras medidas de tensão que
não apresentam significado físico explícito, embora também sirvam como ferramentas para
obtenção do equilíbrio.

Realizando o equilíbrio de momentos no cubo infinitesimal, obtem-se o chamado
teorema de Cauchy, que implica na simetria do tensor de tensões de Cauchy, isto é,

σ = σT (2.26)

A componente σij denota a tensão na direção j atuante em uma face ortogonal ao
eixo i. Já na face oposta, escreve-se a tensão como σij + σij,idyi, onde σij,idyi é a variação
infinitesimal de tensão que ocorre ao longo do cubo. Seja b a força de volume ao longo do
elemento infinitesimal. Pela segunda lei de Newton, escreve-se:

σijdSi − (σij + σij,idyi)dSi + bjdV = ρÿjdV, (2.27)

onde dSi é o valor da área da face ortogonal ao eixo i, dV = dy1dy2dy3 é o volume do
cubo, ρ é a massa específica e ÿ é a aceleração. Desenvolvendo algebricamente a expressão
(2.27), obtem-se o equilíbrio local Euleriano:

∇y · σ + b = ρÿ. (2.28)

onde ∇y denota o gradiente com relação à configuração deformada. Integrando (2.28) no
domínio Ω1, obtém-se ∫

Ω1
∇y · σ dV +

∫
Ω1

b dV =
∫

Ω1
ρÿ dV, (2.29)

de onde, utilizando o teorema de Gauss na primeira parcela, escreve-se∫
Γ1
σ · n dS +

∫
Ω1

b dV =
∫

Ω1
ρÿ dV, (2.30)



2.2. Equilíbrio 39

no qual Γ1 representa o contorno de Ω1, e n o versor normal a Γ1 no ponto analisado. O
termo σ · n também pode ser visto como uma força de superfície, sendo denotado por p.
Logo, o equilíbrio global Euleriano pode ser escrito como:∫

Γ1
p dS +

∫
Ω1

b dV =
∫

Ω1
ρÿ dV. (2.31)

2.2.2 Equilíbrio Lagrangeano

Aplicando a fórmula de Nanson (2.18) na primeira parcela de (2.30) e a fórmula
da mudança de volume (2.12) nas demais parcelas, obtém-se∫

Γ0
(JσA−1) · n0 dS0 +

∫
Ω0
Jb dV 0 =

∫
Ω0
Jρÿ dV 0, (2.32)

onde Γ0 representa o contorno de Ω0. Pelo princípio da conservação da massa, podemos
substituir Jρ na terceira parcela por ρ0. Supondo ainda que as forças de volume sejam
conservativas, podemos utilizar um argumento análogo ao princípio da conservação da
massa e substituir Jb por uma força de volume Lagrangeana, denotada por b0. Além
disso, define-se o tensor de tensões de Piola-Kirchhoff de primeira espécie como

P = JA−Tσ. (2.33)

Dessa forma, a equação (2.32) pode ser escrita como∫
Γ0

PT · n0 dS0 +
∫

Ω0
Jb0 dV 0 =

∫
Ω0
ρ0ÿ dV 0, (2.34)

que representa o equilíbrio global Lagrangeano. Aplicando o teorema de Gauss e a arbitra-
riedade do volume, pode-se obter o equilíbrio local Lagrangeano pela expressão

∇x ·PT + b0 = ρ0ÿ, (2.35)

mostrando que o equilíbrio pode ser obtido em termos do tensor de Piola-Kirchhoff de
primeira espécie.

2.2.3 Equilíbrio Lagrangeano por abordagem energética

Neste trabalho, utiliza-se como base para obtenção do equilíbrio a abordagem
energética, na qual escreve-se o funcional da energia mecânica total do sistema como

Π = Πdef + Πext + Πcin, (2.36)

onde Πdef é a energia de deformação, Πext é a energia potencial das forças externas e
Πcin é a energia cinética. O equilíbrio é então obtido pelo princípio da energia mecânica
estacionária total, que estabelece que a primeira variação do funcional deve ser nula, isto é,

δΠ = δΠdef + δΠext + δΠcin = 0. (2.37)

Com base em (2.35), escreve-se:

δΠ = (ρ0ÿ−∇x ·PT − b0)δy, (2.38)

onde δy representa uma variação arbitrária no campo de posições y. Integrando (2.38) no
volume inicial e realizando algumas manipulações algébricas, é possível mostrar que essa
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pode ser escrita na forma (CODA, 2018):

δΠ =
∫

Ω0
ρ0ÿδy dV 0 +

∫
Ω0

PT : δA dV 0 −
∫

Γ0
p0δy dS0 −

∫
Ω0

b0δy dV 0 = 0, (2.39)

onde p0 representa a força de superfície Lagrangeana, também assumida conservativa.

Diz-se, portanto, que PT é conjugado energético de A. A equação (2.39), no
entanto, ainda não é a forma ideal da equação de equilíbrio, uma vez que A não é uma
medida de deformação objetiva, e P apresenta diversas desvantagens enquanto medida de
tensão, incluindo o fato de ser não-simétrico. Dessa forma, define-se o tensor de tensões de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

S = A−1PT . (2.40)

Combinando (2.40) e (2.33), segue que o tensor S relaciona-se com a tensão de
Cauchy pela expressão

σ = 1
J

ASAT , (2.41)

sendo, portanto, simétrico. Aplicando (2.40) e a relação tensorial (A.32), pode-se escrever

PT : δA = (AS) : δA = S : (AT δA). (2.42)

Da simetria de S, e pela relação tensorial (A.40), conclui-se que:

S : (AT δA) = S : sim(AT δA) = S : 1
2(AT δA + AδAT ) = S : δE, (2.43)

logo, S é conjugado energético da deformação de Green-Lagrange, E, e a equação (2.39)
pode ser escrita como

δΠ =
∫

Ω0
ρ0ÿδy dV 0 +

∫
Ω0

S : δE dV 0 −
∫

Γ0
p0δy dS0 −

∫
Ω0

b0δy dV 0 = 0. (2.44)

Resta, então, definir Π de forma que a equação (2.44) seja atendida.

2.2.3.1 Energia cinética

Escreve-se a energia cinética como

Πcin = 1
2

∫
Ω(t)

ρ(t)ẏẏ dV = 1
2

∫
Ω0
ρ0ẏẏ dV 0, (2.45)

onde utilizou-se o teorema da conservação da massa na segunda passagem. Disso resulta

δΠcin = dΠcin

dt
dt = 1

2

∫
Ω0
ρ0(2ÿẏ)dt dV 0 =

∫
Ω0
ρ0ÿ(ẏdt) dV 0 =

∫
Ω0
ρ0ÿδy dV 0, (2.46)

que equivale à primeira parcela da equação (2.44).

2.2.3.2 Energia potencial das forças externas

Escreve-se a energia potencial das forças externas como

Πext = −
∫

Γ0
p0 · y dS0 −

∫
Ω0

b0 · y dV 0, (2.47)

onde a primeira parcela refere-se às forças de superfície, e a segunda às forças de volume.
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Segue de imediato que

δΠext = −
∫

Γ0
p0 · δy dS0 −

∫
Ω0

b0 · δy dV 0. (2.48)

Portanto, a energia potencial das forças externas resulta na terceira e quarta
parcela de (2.44), levando à conclusão de que, para haver equivalência entre a abordagem
energética e o equilíbrio Lagrangeano, a segunda parcela deve ser equivalente a δΠdef .

2.2.3.3 Energia de deformação

Escreve-se a energia de deformação como

Πdef =
∫

Ω0
Ψ dV 0, (2.49)

onde Ψ, denominada energia específica de deformação ou energia livre de Helmholtz,
estabelece a relação constitutiva do material, isto é, a lei que relaciona tensões e deformações.
Para que a equação (2.49) resulte na segunda parcela de (2.39) ou (2.44), deve-se ter

δΠdef =
∫

Ω0
δΨ dV 0 =

∫
Ω0

PT : δA dV 0 =
∫

Ω0
S : δE dV 0 = 1

2

∫
Ω0

S : δC dV 0, (2.50)

ou, pela arbitrariedade do volume,

δΨ = PT : δA = S : δE = 1
2S : δC. (2.51)

Dessa forma, as medidas de tensão P e S podem ser calculadas, respectivamente, pelas
expressões

P = ∂Ψ
∂AT

, e (2.52)

S = ∂Ψ
∂E

= 2∂Ψ
∂C

. (2.53)

Logo, escrevendo Ψ em função das deformações, e sabendo que essas dependem
apenas das posições, pode-se definir a energia mecânica total Π e, consequentemente, o
equilíbrio, totalmente em função de y, ẏ e ÿ.

2.3 Invariantes dos tensores de tensão e deformação
Seja T um tensor genérico representando o estado de deformações ou tensões em

um determinado ponto. Sabe-se que T não é a única representação desse estado, pois
depende da escolha dos eixos coordenados (isso pode ser visto, por exemplo, na forma
como a tensão de Cauchy é definida na subseção 2.2.1). Logo, a fim de caracterizar o
estado de tensões de maneira independente à essa escolha de eixos, utilizam-se os chamados
invariantes: 

I1 = tr(T),

I2 = 1
2[tr(T)2 − tr(T2)], e

I3 = det(T),

(2.54)
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onde tr(•) simboliza o traço de um tensor, isto é, a soma dos termos da diagonal principal:

tr(T) = I : T = T11 + T22 + T33. (2.55)

É possível mostrar que I1, I2 e I3 independem de rotações, e, portanto, possuem o
mesmo valor para diferentes representações do mesmo estado.

2.4 Tensões hidrostráticas e desviadoras
Seja T um tensor de tensões genérico e I1 o seu primeiro invariante, isto é, I1 = tr(T).

Definem-se as tensões hidrostáticas e desviadoras, respectivamente, como (BONET; WOOD,
1997):

TH = I1

3 I, e (2.56)

TD = T−TH = T− I1

3 I. (2.57)

A tensão hidrostática está diretamente associada com a mudança de volume,
enquanto a tensão desviadora está associada à distorção pura. Dessa forma, a decomposição
T = TH + TD é conveniente em diversos contextos onde é necessária uma distinção entre
os efeitos volumétricos e isocóricos.

2.5 Modelos constitutivos hiperelásticos
Conforme estabelecido na subseção 2.2.3.3, os modelos constitutivos são definidos

pela energia livre de Helmholtz, Ψ. Diz-se que o modelo é hiperelástico quando, além de
ser elástico, sua expressão para Ψ é definida em função apenas do estado de deformação
atual, e independe de fatores como histórico e taxa de deformação. O valor de Ψ nesse caso
pode ser escrito tanto em função de E quanto de C, uma vez que a equação (2.53) pode
ser utilizada para relacionar as duas situações. Entretanto, em leis ditas isotrópicas, Ψ
deve ser definida de forma que independa da escolha dos eixos coordenados. Para garantir
que isso ocorra, é conveniente escrever as leis hiperelásticas em função dos invariantes de
E ou C, isto é,

Ψ(E) = Ψ(C) = Ψ(I1,I2,I3). (2.58)

Além disso, espera-se que Ψ seja normalizada, ou seja,

E = 0⇒ Ψ = 0, (2.59)

e, em caso de grandes deformações, respeite as condições de crescimento

lim
J→0+

Ψ = lim
J→+∞

Ψ = +∞, (2.60)

onde J =
√
I3 =

√
det(C) é o jacobiano, ou deformação volumétrica, definido em (2.13).
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2.5.1 Lei de Saint Venant-Kirchhoff

A lei constitutiva de Saint-Vennant Kirchhoff (SVK) é considerada o caso mais
simples de lei hiperelástica, sendo aplicável apenas em casos de pequenas deformações.
Essa lei é definida pela energia livre de Helmholtz:

Ψ = 1
2E : Ce : E, (2.61)

que resulta em uma relação linear entre tensões e deformações:

S = Ce : E, (2.62)

onde Ce é um tensor constitutivo de quarta ordem, que depende apenas dos parâmetros
do material. No caso de sólidos tridimensionais isótropos, Ce é dado por

Ce = 2GII + λI⊗ I, (2.63)

onde G e λ são o módulo de elasticidade transversal e a constante de Lamé, que podem
ser calculados a partir do módulo de Young E e coeficiente de poisson ν pelas expressões:

λ = νE

(1 + ν) · (1− 2ν) e G = E

2(1 + ν) . (2.64)

Aplicando (2.63) em (2.62), obtém-se a seguinte relação entre tensão de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie e a deformação de Green-Lagrange:

S = 2GE + λtr(E)I. (2.65)

2.5.1.1 Representação Matricial

A representação (2.65) traz vantagens no equacionamento, porém, para fins de
facilitar a visualização, pode ser empregada a notação de Voigt, onde as tensões e defor-
mações são representadas por vetores, e o operador constitutivo linear por uma matriz.
Nesse contexto, a lei de Saint Venant-Kirchhoff pode ser expressa como

S11

S22

S33

S12

S13

S23


=



2G+ λ λ λ 0 0 0
λ 2G+ λ λ 0 0 0
λ λ 2G+ λ 0 0 0
0 0 0 2G 0 0
0 0 0 0 2G 0
0 0 0 0 0 2G





E11

E22

E33

E12

E13

E23


. (2.66)

Para sólidos bidimensionais sob estado plano de deformações, a relação constitutiva
é representada por 

S11

S22

S12

 =


2G+ λ λ 0
λ 2G+ λ 0
0 0 2G



E11

E22

E12

 , (2.67)
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e, para o estado plano de tensões,
S11

S22

S12

 =


2G+ λ λ 0
λ 2G+ λ 0
0 0 2G



E11

E22

E12

 , (2.68)

onde

λ = νE

1− ν2 . (2.69)

2.5.1.2 Prova da isotropia

Na expressão (2.61) a energia livre de Helmholtz foi escrita em função da deformação
E, e portanto, a princípio, não é garantida a isotropia da lei. Para prova-la, escreve-se Ψ
em termos dos invariantes I1 e I2 de E, a partir da expressão

Ψ = GI2 + λ−G
2 I2

1 = Gtr(E2) + λ

2 tr(E)2. (2.70)

Observando-se que (ver (A.20) para detalhes sobre as operações tensoriais):
∂tr(E)2

∂E
= 2tr(E)∂tr(E)

∂E
= 2tr(E)I, (2.71)

e, considerando-se a simetria de E (ver (A.16) e (A.20)):
∂tr(E2)
∂Eij

= ∂tr(E2)
∂E2

kl

∂(E2
kl)

∂Eij
= δkl(δkiEjl + Ekiδlj) = Eji + Eji = 2Eij. (2.72)

temos que a tensão pode ser calculada como

S = ∂Ψ
∂E

= G
∂tr(E2)
∂E

+ λ

2
∂tr(E)2

∂E
= 2GE + λtr(E)I, (2.73)

que equivale à expressão (2.65), mostrando que (2.61) e (2.70) representam a mesma lei,
definida em termos dos invariantes e, portanto, isotrópica.

2.5.1.3 Condições de crescimento

Embora a lei de Saint Venant-Kirchhoff seja isotrópica e claramente normalizada,
ela não atende às condições de crescimento. Para demonstrar tal fato, considere uma barra
de treliça alinhada ao eixo 1, com comprimento inicial `0, deformada de maneira a assumir
o comprimento `. Nesse caso pode-se verificar que em cada ponto da barra temos

J = A11 = `

`0
, e (2.74)

E11 = 1
2

(
`2

`2
0
− 1

)
= 1

2
(
J2 − 1

)
, (2.75)

e a lei de Saint Venant-Kirchhoff se resume a

Ψ = E

2 E
2
11 = E

8
(
J2 − 1

)2
, e (2.76)

S11 = EE11 = E

2
(
J2 − 1

)
. (2.77)

Os gráficos de Ψ e S11 em função do jacobiano J são apresentados na Figura 6
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para E = 1. Nesses gráficos, é evidente que a condição de crescimento não é atendida,
uma vez que Ψ tende para 0.125 quando J tende a zero. Uma consequência disso é que o
modelo SVK permite a “inversão” ou “desaparecimento” do material, como pode ser visto
no gráfico da tensão: quando S11 tende ao valor finito −0.5, o jacobiano tende a 0.

Figura 6 – Gráficos de energia e tensão para uma barra de treliça com modelo SVK
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Assim, conclui-se que o modelo de Saint Venant-Kirchhoff não é adequado em
casos de grandes deformações, especialmente quando há níveis elevados de compressão.
Para essas situações, torna-se necessária a definição de uma lei hiperelástica que atenda às
condições de crescimento. Um exemplo de modelo que relaciona-se com o de SVK no caso
de pequenas deformações porém respeita as condições de crescimento é a lei Neo-Hookeana,
definida na próxima seção.

2.5.2 Modelo Neo-Hookeano

O modelo Neo-Hookeano adotado é definido pela expressão:

Ψ = Λ
2 ln(J)2 + µ

2 [tr(C)− 3− 2 ln(J)], (2.78)

na qual Λ e µ são parâmetros que podem ser associados com a constante de Lamé e o módulo
de elasticidade transversal, respectivamente. Observa-se Ψ é isotrópica, pois é definida
em função dos invariantes I1 = tr(C) e J =

√
det(C) =

√
I3. Além disso, analisando a

expressão (2.78), pode-se perceber que o parâmetro Λ serve como um penalizador para
ln(J), sendo, portanto, responsável por controlar a proximidade de J a 1, ou seja, a
incompressibilidade do material.

2.5.2.1 Cálculo da tensão

Para as parcelas de Ψ escritas em função de C, a expressão (2.53) pode ser utilizada
para o cálculo da tensão. Para as parcelas de Ψ escritas em função de J , utiliza-se o
seguinte artifício:

S = 2∂Ψ(C)
∂C

= 2∂Ψ(J)
∂J

∂J

∂C
= ∂Ψ(J)

∂J
JC−1. (2.79)

onde na última passagem foi utilizada a equação (A.24) e o fato que J =
√

det(C). Tem-se,
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portanto:

S = ∂

∂E

[
µ

2 tr(C)− 3
2µ− µ ln(J) + Λ

2 ln(J)2
]

= µ
∂tr(C)
∂C

− µ∂ ln(J)
∂J

JC−1 + Λ
2
∂[ln(J)2]
∂J

JC−1

= µ(I−C−1) + Λ ln(J)C−1.

(2.80)

2.5.2.2 Cálculo do operador tangente consistente hiperelástico

O operador tangente consistente hiperelástico, Ce, definido como

Ce = ∂S
∂E

= 2 ∂S
∂C

, (2.81)

assume particular importância na solução numérica do problema. No caso da lei de Saint
Venant-Kirchhoff esse é constante e definido previamente pelos parâmetros do material.
Já no modelo Neo-Hookeano, o valor de Ce pode mudar conforme o nível de deformação.
Dessa forma, partindo de (2.80), tem-se que

Ce = ∂

∂E
[
µ(I−C−1) + Λ ln(J)C−1

]
= −2µ∂C−1

∂C
+ Λd ln(J)

dJ
JC−1 ⊗C−1 + 2Λ ln(J)∂C−1

∂C

= −2µ∂C−1

∂C
+ ΛC−1 ⊗C−1 + 2Λ ln(J)∂C−1

∂C
,

(2.82)

onde o tensor ∂C−1/∂C pode ser obtido pela equação (A.18). Nota-se que, quando as
deformações tendem a zero,

∂C−1

∂C
→ II, C−1 ⊗C−1 → I⊗ I, e ln(J)→ 0, (2.83)

mostrando que, quando Λ = λ, µ = G, e as deformações forem suficientemente pequenas,
as equações (2.82) e (2.63) podem ser associadas.

2.5.3 Estado plano de deformações e de tensões

Nota-se que a lei neo-Hookeana (2.78), tal como as leis apresentadas em seções
posteriores, é definida para o caso 3D, e portanto, requer certas aproximações para que seja
aplicada em problemas bidimensionais. Neste trabalho, utilizam-se as clássicas hipóteses
de estado plano de deformações (EPD) e estado plano de tensões (EPT).

No EPD, assume-se que E13 = E23 = E33 = 0, o que equivale a manter as equações
(2.80) e (2.82), porém utilizando tensores 2× 2 ao invés de 3× 3.

Já no EPT, assume-se que S13 = S23 = S33 = 0. Para materiais isotrópicos, as
condições S13 = S23 = 0 são automaticamente atendidas se E13 = E23 = 0. Logo, resta
encontrar o valor de E33 tal que S33 = 0. No caso da lei de Saint Venant-Kirchhoff, essa
equação é linear, o que resulta em um valor explícito para E33 que já é considerado na lei
dada em (2.68). Já no caso neo-Hookeano, tal equação é não-linear, e, portanto, requer
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métodos de resolução mais sofisticados. Neste trabalho, utiliza-se o método numérico de
Newton-Raphson, de acordo com os passos:

1. Inicialmente, assume-se um valor tentativa para E33. Tal valor pode ser 0 ou algum
valor de E33 calculado anteriormente que pode estar próximo da solução;

2. Para essa tentativa, calcula-se S e Ce3333;
3. Corrige-se a deformação tentativa somando o valor ∆E33 = −S33/C

e
3333;

4. Se o erro |∆E33| ou |S33| for menor que uma tolerância pré-estabelecida, a tentativa
é dada como solução. Caso contrário, retorna-se ao Item 2.

Apesar do método apresentado ter um custo computacional maior, esse é vantajoso
devido à sua generalidade, uma vez que pode ser aplicado em qualquer lei constitutiva
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Já a solução exata, se não impraticável, requer uma
formulação diferente para cada variação do modelo.
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Capítulo 3

O método dos elementos finitos posicional

A ideia básica do MEF é a divisão do domínio em subdomínios menores, denominados
elementos finitos. Tais elementos são compostos por nós, aos quais se associam as chamadas
funções de forma e os parâmetros das variáveis do problema. Os campos das variáveis são
então representados por uma combinação linear das funções de forma cujos coeficientes são
os respectivos parâmetros nodais. Dessa maneira, um problema contínuo é aproximado pela
combinação linear de funções discretas, cuja precisão da resposta depende do refinamento
da malha de elementos adotada.

Adotam-se neste trabalho elementos finitos triangulares (ver Figura 7) para dis-
cretizar os sólidos bidimensionais, devido à sua melhor adequação com geometrias curvas
quando comparado a outros tipos de elementos. Os elementos de 3 nós (T3), 6 nós (T6) e
10 nós (T10) possuem como funções de forma polinômios de Lagrange de ordem linear,
quadrática e cúbica, respectivamente, sendo o T10 utilizado na maior parte dos exemplos.
Tal escolha se justifica pelos bons resultados que tal elemento tem apresentado em trabalhos

Figura 7 – Elementos finitos triangulares em coordenadas adimensionais
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(b) T6
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(c) T10
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Figura 8 – Elementos finitos de linha curva em coordenadas adimensionais
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(b) L3
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(c) L4
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que utilizam a abordagem adotada, sendo superior a elementos de aproximação quadrática
pela sua capacidade de apresentar pontos de inflexão e pela representação geométrica
mais adequada de sólidos cujo contorno seja curvilíneo ou circular. Para discretizar o
contorno dos sólidos, aplicam-se os elementos de linha curva de grau equivalente, conforme
a Figura 8.

Neste trabalho, assim como em grande parte dos trabalhos voltados para análise de
problemas dependentes do tempo, a técnica de elementos finitos é utilizada apenas para
discretização espacial, sendo aplicado um processo de marcha no tempo para discretização
temporal. Isso ocorre mesmo em casos onde a análise é estática ou quase-estática (efeitos
inerciais desprezíveis), para que se possa levar em consideração dependências temporais
do carregamento, e/ou para que o processo de solução não-linear seja facilitado, no que
tange à evolução do modelo constitutivo. Nesse caso, bem como em análises dinâmicas, a
precisão da resposta depende do refinamento dos passos de tempo.

Em abordagens tradicionais do MEF aplicado à mecânica dos sólidos, as variáveis
nodais a serem calculadas são os deslocamentos. Já na abordagem posicional, elaborada
por Bonet et al. (2000) e Coda (2003), utilizam-se como variáveis as posições dos nós com
relação a um sistema de referência. A formulação descrita neste capítulo é baseada em
Coda (2018). Para mais detalhes, o mesmo pode ser consultado.

Denota-se por xα o vetor contendo as posições iniciais do nó α, e por yα o vetor
que contém as posições atuais do mesmo nó, cujo conhecimento é de interesse na análise.
As posições iniciais e atuais ao longo do elemento podem ser mapeadas pelas funções ζ0 e
ζ1 a partir de um domínio paramétrico adimensional auxiliar de um elemento finito (ver
Figura 9), pelas expressões:

ζ0(ξ) = ϕα(ξ)xα, e (3.1)
ζ1(ξ) = ϕα(ξ)yα, (3.2)

Figura 9 – Mapeamento das configurações iniciais e finais
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onde ξ é o vetor de coordenadas adimensionais, e ϕα é a função de forma associada ao nó
α, definida no elemento finito de coordenadas adimensionais. Dessa forma, calcula-se o
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gradiente da função mudança de configuração (2.1) por

A = ∇x
(
ζ1 ◦ (ζ0)−1

)
= A1(A0)−1, (3.3)

onde

A0
ij = ζ0

i,j = ∂ϕα

∂ξj
xαi , e (3.4)

A1
ij = ζ1

i,j = ∂ϕα

∂ξj
yαi , (3.5)

a partir do qual são obtidos o Jacobiano (2.13), o alongamento à direita de Cauchy-Green
(2.3) e a deformação de Green-Lagrange (2.5), bem como o tensor das tensões de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie, S, calculado por meio da lei constitutiva do material. Para
a posterior aplicação no processo de integração numérica, calcula-se também o Jacobiano
da configuração inicial:

J0 = det(A0). (3.6)

Aplicando o princípio da energia mecânica estacionária (2.37) no MEF posicional,
tem-se para cada nó α da estrutura discretizada a seguinte equação de equilíbrio:

∂Π
∂yα

= fαint + fαext + fαiner = 0 , (3.7)

onde os vetores

fαint = ∂Πdef

∂yα
, (3.8)

fαext = ∂Πext

∂yα
, e (3.9)

fαiner = ∂Πcin

∂yα
(3.10)

representam, respectivamente, a força interna, externa e inercial do nó α. A equação (3.7)
representa a forma semi-discreta (apenas discretização espacial) do problema.

3.1 Integração temporal pelo método de Newmark-β
Para a resolução do problema dinâmico, algumas grandezas como velocidade (ẏ) e

aceleração (ÿ) são necessárias. Entretanto, como deseja-se resolver o sistema em posições
(y), é preciso adotar um algoritmo de integração temporal que permita escrever as variáveis
dinâmicas em termos das posições no passo atual e de variáveis conhecidas no passo
anterior. Nesse sentido, adota-se o algoritmo de Newmark-β, que parte das aproximações

ys+1 = ys + ẏs∆t+ [(1− 2β) ÿs + 2βÿs+1] ∆t2
2 , e (3.11)

ẏs+1 = ẏs + (1− γ)∆tÿs + γ∆tÿs+1 , (3.12)

onde β e γ são os parâmetros de Newmark, os índices s+ 1 e s referem-se, respectivamente,
aos valores da variável no passo atual e anterior, e ∆t é o intervalo de tempo ocorrido
entre os passos.
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O método de Newmark-β é um integrador temporal generalizado cujos valores
especificados para β e γ permitem realizar tanto integração explícita como implícita
(incondicionalmente estável) e atingir convergência de primeira ou de segunda ordem, o
que faz que este seja amplamente empregado (NEWMARK, 1959; BAKER, 1976). Os
parâmetros mais utilizados na literatura são β = 1/4 e γ = 1/2, resultando em integração
de segunda ordem incondicionalmente estável. Nesse caso as aproximações recaem na regra
do trapézio, isto é, considera-se um valor intermediário de aceleração para representar
as variações de posição e velocidade. Tais parâmetros são adequados para a maioria das
aplicações, com algumas exceções, como problemas de impacto, onde as mudanças bruscas
de acelerações podem provocar instabilidade numérica, dificultando a convergência.

Rearranjando as equações (3.11) e (3.12), pode-se escrever as velocidades e acelera-
ções no passo atual como

ẏs+1 = γ

β∆tys+1 + rs − γ∆tqs , e (3.13)

ÿs+1 = 1
β∆t2 ys+1 − qs , (3.14)

onde rs e qs são grandezas que dependem apenas das variáveis no passo anterior:

rs = ẏs + ∆t(1− γ)ÿs , e (3.15)

qs = 1
β∆t2 ys + 1

β∆t ẏs +
(

1
2β − 1

)
ÿs. (3.16)

3.2 Método de Newton-Raphson
Suponha que as variáveis nodais xα, yα, ẏα, ÿα, fαint, fαext, fαiner, qs e rs sejam

arranjadas, respectivamente, em vetores1 {x}, {y}, {ẏ}, {ÿ}, {f}int, {f}ext, {f}iner, {q}s
e {r}s de dimensões N · nnós, onde N é o número de dimensões do problema (no caso, 2) e
nnós é o número de nós da malha, a partir da seguinte incidência cinemática:

{(•)}N(α−1)+i = (•)αi . (3.17)

Sendo assim, o sistema não-linear dado por (3.7) pode ser arranjado em um vetor
resíduo {g}, escrito como:

{g} = {f}int + {f}ext + {f}iner = {0}. (3.18)

Seja {y}t uma configuração “tentativa” qualquer de posições e denote por (•)t

o valor da grandeza genérica (•) aplicada em {y}t. Então, expandindo {g} em série de
Taylor, e desprezando-se os termos de ordem 2 ou superior, temos

{g}t = − [H]t {∆y} , (3.19)

onde [H] = ∂{g}/∂{y} é denominada Matriz Hessiana, ou rigidez tangente, e {∆y} =
{y} − {y}t.

1 Os arranjos vetoriais e matriciais neste trabalho são denotados por {•} e [•], respectivamente,
de forma que esses possam ser diferenciados dos vetores e matrizes originais.
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Inicialmente, o vetor {y}t pode assumir os valores do passo anterior ou {x}, caso
seja o primeiro passo. A partir desse, calcula-se o vetor resíduo tentativa {g}t, a hessiana
[H]t, e resolve-se o sistema linear dado pela equação (3.19), de onde obtem-se a correção
{∆y}. Essa correção é então somada em {y}t, e repete-se o procedimento até que um
critério de convergência seja atendido. Tal critério pode ser dado, por exemplo, por

erro = ‖{∆y}‖
‖{x}‖

≤ tol, (3.20)

onde ‖(•)‖ denota a norma de (•) e tol é um número positivo suficientemente pequeno.
Neste trabalho, adota-se tol = 10−6.

3.3 Forças internas
Aplicando a equação (2.50) em (3.8), pode-se determinar o valor nodal equivalente

de força interna do nó α pela expressão:

fαint =
∫

Ω0
S : ∂E

∂yα
dV 0 , (3.21)

onde, partindo das equações (2.5), (2.3) e (3.3), calcula-se
∂Eij
∂yαk

= 1
2(A0)−1

li

∂A1
ml

∂yαk
A1
mn(A0)−1

nj + 1
2(A0)−1

li A
1
ml

∂A1
mn

∂yαk
(A0)−1

nj , (3.22)

e, partindo da equação (3.5),
∂A1

ij

∂yαk
= ∂ϕα

∂ξj
δik , (3.23)

onde δ é a função delta de Kronecker, dada pela equação (A.13). A integral em (3.21) é
calculada sobre todos os elementos que contêm o nó α, por meio de integração numérica,
onde no presente trabalho utiliza-se a quadratura dada por Dunavant (1985).

3.4 Forças externas
Aplicando (2.48) em (3.9) e usando a interpolação y = ϕαyα, pode-se escrever a

força externa associada a cada nó α como:

fαext = −
∫

Ω0
ϕαb dV 0 −

∫
Γ0
ϕαp dS0 , (3.24)

onde, a fim de reduzir a notação, os vetores de carregamento b0 e p0 foram representados
simplesmente por b e p, e subentende-se que esses são definidos na configuração inicial.

Caso o problema apresente cargas pontuais, essas devem ser somadas diretamente
na equação (3.24). Neste trabalho, foram considerados apenas casos onde p e b são
constantes ao longo do elemento. Portanto, a integral (3.24), resolvida também por
integração numérica, é polinomial da ordem de ϕα, e deve ser resolvida sobre todos os
elementos que contêm o nó α. Caso se deseje incluir forças variáveis, pode-se escrever as
expressões para p e b nas integrais, ou interpolar os carregamentos por valores nodais,
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isto é, p = ϕβpβ e b = ϕβbβ, de forma que a equação (3.24) se torne:

fαext = −
∫

Ω0
ϕαϕβpβ dV 0 −

∫
Γ0
ϕαϕβbβ dS0. (3.25)

3.5 Forças inerciais
Aplicando (2.46) em (3.10) e usando as interpolações y = ϕαyα e ÿ = ϕαÿα, a

força inercial associada a cada nó α é dada por:

fαiner =
∫

Ω0
ρ0ϕ

αϕβÿβ dV 0, (3.26)

isto é,

{f}iner = [M] {ÿ} , (3.27)

onde [M] é denominada matriz de massa, com dimensões (N · nnós) × (N · nnós). Para
cada conjunto de nós α, β da malha e direção i, corresponde-se um termo da linha
m = N(α− 1) + i e coluna n = N(β − 1) + i da matriz [M], dado pela expressão

[M ]mn =
∫

Ω0
ρ0ϕ

αϕβ dV 0 , (3.28)

onde a integral é calculada sobre todos os elementos que contêm os nós α e β. Para facilitar
a visualização, apresenta-se a matriz de massa de um sólido bidimensional com apenas um
elemento de 3 nós:

[M] =
∫

Ω0
ρ0



ϕ1ϕ1 0 ϕ1ϕ2 0 ϕ1ϕ3 0
0 ϕ1ϕ1 0 ϕ1ϕ2 0 ϕ1ϕ3

ϕ2ϕ1 0 ϕ2ϕ2 0 ϕ2ϕ3 0
0 ϕ2ϕ1 0 ϕ2ϕ2 0 ϕ2ϕ3

ϕ3ϕ1 0 ϕ3ϕ2 0 ϕ3ϕ3 0
0 ϕ3ϕ1 0 ϕ3ϕ2 0 ϕ3ϕ3


dV 0. (3.29)

Adicionalmente, caso se deseje incluir amortecimento de Rayleigh:

{f}iner = [M] {ÿ}+ [C] {ẏ} , (3.30)

onde [C] é a matriz de amortecimento, que pode ser adotada, por exemplo, como combi-
nação linear das matrizes de massa e de rigidez.

Aplicando as equações (3.11) e (3.12) do algoritmo de Newmark-β nos vetores {ÿ}
e {ẏ} da equação (3.30), pode-se expressa-la na forma:

{f}iner = 1
β∆t2 [M] {y} − [M] {q}s + γ

β∆t [C] {y}+ [C] {r}s − γ∆t [C] {q}s , (3.31)

lembrando que {q}s e {r}s dependem apenas das posições, velocidades e acelerações do
passo anterior, que são conhecidas.

Caso seja o primeiro passo e os valores iniciais de força interna {f}int0 , força externa
{f}ext0 e velocidade {ẏ}0 sejam dados, a aceleração inicial {ÿ}0 pode ser calculada pelo
sistema linear

[M] {ÿ}0 = −{f}int0 − {f}ext0 − [C] {ẏ}0. (3.32)
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3.6 Matriz Hessiana
Considerando-se as forças externas conservativas, isto é, independentes de mudanças

de posições, resulta a seguinte expressão para a matriz hessiana:

[H] = ∂{g}
∂{y}

= ∂{f}int

∂{y}
+ ∂{f}iner

∂{y}
. (3.33)

onde, das equações (3.31) e (3.21), resultam
∂{f}iner

∂{y}
= 1
β∆t2 [M] + γ

β∆t [C] , e (3.34)

∂fαint
∂yβ

=
∫

Ω0

(
∂S
∂yβ

: ∂E
∂yα

+ S : ∂2E
∂yα∂yβ

)
dV 0 , (3.35)

e, da equação (3.22),
∂2Eij

∂yαi ∂y
β
j

= 1
2(A0)−1

li

∂A1
ml

∂yαi

∂A1
mn

∂yβj
(A0)−1

nj + 1
2(A0)−1

li

∂A1
ml

∂yβj

∂A1
mn

∂yαi
(A0)−1

nj , (3.36)

lembrando que ∂A1/∂y é dado na Equação (3.23). O valor de ∂E/∂y, necessário na
equação (3.35), também já apresentado em (3.22). Além disso,

∂S
∂y

= ∂S
∂E

: ∂E
∂y

, (3.37)

onde ∂S/∂E, já abordado anteriormente, é o operador tangente consistente da lei consti-
tutiva, denotado, no caso hiperelástico, por Ce.

O valor obtido em (3.35) é aplicado a (3.33) utilizando a seguinte incidência
cinemática:

∂{f}intN(α−1)+i

∂{y}N(β−1)+j
= ∂(fαint)i

∂yβj
. (3.38)

3.7 Implementação computacional
No algoritmo 1 ilustra-se o processo descrito por meio de um esboço do código

computacional desenvolvido, sendo abordados alguns detalhes não discutidos previamente,
como por exemplo imposição de posições prescritas.

O algoritmo é implementado em linguagem Fortran 95. O loop iniciado na linha 12
é paralelizado, isto é, executado em vários núcleos de processamento simultaneamente,
por meio da ferramenta OpenMP (DAGUM; MENON, 1998), o que ajudou a diminuir
consideravelmente o tempo de execução do programa.

Vale ser dito que, embora o código tenha sido desenvolvido e apresentado para
problemas dinâmicos, esse também pode ser utilizado para realizar análises puramente
estáticas, sendo tal limitante definido pelo usuário nos dados de entrada. Nesse caso, o
programa irá apenas assumir que {f}iner = {0}, ∂{f}iner/∂{y} = [0], e ignorar o cálculo
das variáveis dinâmicas [M], [C], {ÿ}0, {q}s, {r}s, {ẏ}s+1 e {ÿ}s+1 (linhas 3, 5 e 39).

Algumas variáveis calculadas em pontos de integração, tais como deformações
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Algoritmo 1: Esboço do código desenvolvido
1 Leitura dos dados de entrada;
2 Definição dos elementos e funções de forma;
3 Cálculo de [M] por (3.28), [C], e aceleração inicial {ÿ}0 por (3.32);
4 para cada passo de tempo faça
5 Cálculo de {q}s e {r}s por (3.15) e (3.16);
6 Cálculo de {f}ext (seção 3.4);
7 Adota-se para {y} um valor inicial igual ao do passo anterior, ou, se for o primeiro

passo, igual a {x} ;
8 enquanto erro > tol faça
9 Cálculo de {f}iner por (3.31);

10 {g} ← {f}iner − {f}ext;
11 [H]← ∂{f}iner/{∂y}, por (3.34);
12 para cada elemento “e” do domínio faça
13 para cada ponto de integração “p” faça
14 Cálculo de A, J , C e E conforme (3.3), (2.13), (2.3) e (2.5);
15 Cálculo da tensão S e de Ce por meio do modelo constitutivo;
16 para cada nó α do elemento e direção i faça
17 Cálculo de ∂E/∂yαi por (3.22);
18 {g}N(α−1)+i ← {g}N(α−1)+i + Skl(∂Ekl/∂yαi )|J0|ωp,

onde ωp é o peso do ponto de integração p;
19 fim
20 para cada nó β do elemento e direção j faça
21 Cálculo de ∂S/∂yβj por (3.37);
22 para cada nó α do elemento e direção i faça
23 Cálculo de ∂2E/(∂yαi ∂yβj ) por (3.36);
24 m← N(α− 1) + i;
25 n← N(β − 1) + j;

26 [H]mn ← [H]mn +

∂Skl
∂yβj

∂Ekl
∂yαi

+ Skl
∂2Ekl

∂yαi ∂y
β
j

 |J0|ωp;

27 fim
28 fim
29 fim
30 fim
31 para cada nó α e direção i com posição prescrita faça
32 Zerar a linha e coluna de índice N(α− 1) + i em [H], e fazer o termo da

diagonal principal nessa mesma posição igual a 1;
33 {g}N(α−1)+i ← (yαi )prescrito − yαi
34 fim
35 Resolução do sistema linear [H] {∆y} = −{g};
36 Atualização das posições: {y} ← {y}+ {∆y};
37 erro← ‖{∆y}‖/‖{x}‖;
38 fim
39 Calcula-se {ẏ} e {ÿ} por (3.13) e (3.14);
40 fim

e tensões, precisam ser projetadas aos nós para que possam ser visualizadas em pós-
processadores comuns. Nesse sentido, foi utilizada uma estratégia de interpolação baseada
no método dos mínimos quadrados, tal como descrito em Coda (2018).
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Capítulo 4

Modelo elasto-plástico e visco-plástico

Em contraste aos modelos elásticos, onde há o retorno à configuração inicial após o
descarregamento, modelos constitutivos plásticos são caracterizados por sua natureza
dissipativa, apresentando deformações permanentes. Isso ocorre devido ao movimento
irreversível de discordâncias, que provocam deslizamentos na estrutura microscópica do
material.

Quando a lei constitutiva apresenta características simultaneamente elásticas e plás-
ticas, essa é denominada elasto-plástica, sendo tal nomenclatura utilizada principalmente
para modelos independentes do tempo. Quando a parcela plástica depende explicita-
mente das taxas de deformações às quais o material é sujeito, o modelo é denominado
elasto-visco-plástico, ou, simplesmente, visco-plástico.

Nas seções 4.1 e 4.2, são descritos dois modelos elasto-plásticos baseados na energia
de dissipação, que diferenciam-se essencialmente pela forma de decomposição adotada para
as deformações plásticas e elásticas. O primeiro parte da decomposição de Green-Naghdi
(ou aditiva), sendo válido somente para o caso de pequenas deformações. Já o segundo,
bem aceito no regime de grandes deformações, parte da decomposição de Kröner-Lee (ou
multiplicativa), sendo baseado nos trabalhos de Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004)
e Pascon e Coda (2013a). Esse último é generalizado ainda para o caso visco-plástico na
seção 4.3, onde se utiliza o clássico modelo de Perzyna.

4.1 Modelo elasto-plástico em pequenas deformações
Com o intuito de facilitar a visualização de certos conceitos básicos referentes à

elasto-plasticidade, apresenta-se nesta seção um modelo simplificado baseado na decom-
posição aditiva do tensor de deformações de Green-Lagrange. Tal decomposição permite
uma notável redução nos cálculos quando comparada à multiplicativa, porém, apresenta
determinadas incoerências que limitam seu uso, tradicionalmente, ao regime de pequenas
deformações.
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4.1.1 Concepção unidimensional

No modelo elasto-plástico, o limite entre o regime puramente elástico e o início
do escoamento deve ser regido por um critério de plastificação (ou de escoamento). Para
exemplificar, considera-se uma barra de treliça submetida à uma deformação linear ε, que
provoca uma tensão uniaxial σ. Então, o escoamento tem início quando o valor de σ atinge
uma tensão limite de escoamento, σY . No modelo elasto-plástico perfeito, o valor de σY é
constante, e toda deformação ocorrida durante o escoamento é considerada plástica, isto
é, permanece mesmo após a barra ser descarregada. A Figura 10a ilustra uma possível
relação tensão-deformação ocorrida nesse caso. Assim, pode-se estabelecer a decomposição
aditiva da deformação:

ε = εe + εp , (4.1)

onde εe é a parcela elástica, que, nesse caso, relaciona-se linearmente com a tensão σ,
enquanto εp é a parcela plástica da deformação.

Em geral, podemos escrever o critério de plastificação por meio de uma função Φ,
denominada aqui função critério de plastificação. No caso elasto-plástico perfeito, temos

Φ(σ) = |σ| − σY ≤ 0. (4.2)

Quando as condições de plastificação mudam ao longo da análise, diz-se que há
encruamento. No caso com encruamento isotrópico, temos

Φ(σ,κ) = |σ| − σκ(κ) ≤ 0 , (4.3)

onde κ é denominado parâmetro de encruamento isotrópico e σκ(κ) é a função de escoa-
mento. Nesse sentido, um modelo comumente adotado parte de

κ̇ = |ε̇p| e σκ = σY +Hκ , (4.4)

onde σY e H são constantes do material. Esse caso é ilustrado na Figura 10b, onde nota-se
que o escoamento, iniciado a partir do momento que |σ| alcança σY , é composto não apenas
por deformações plásticas, mas pela composição entre deformações elásticas e plásticas,
caracterizando o regime como elasto-plástico.

Figura 10 – Relação tensão-deformação em modelos elasto-plásticos unidimensionais, onde (I)
representa a etapa de carregamento elástico, (II) a etapa a partir do escoamento, e
(III) o descarregamento
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4.1.2 Decomposição de Green-Naghdi

Expandindo-se a expressão (4.1) para um caso com mais dimensões, obtém-se:

E = Ee + Ep, (4.5)

onde Ee e Ep são, respectivamente, as parcelas elástica e plástica do tensor de deformação
de Green-Lagrange. A Equação (4.5) é chamada de decomposição aditiva, ou decomposi-
ção de Green-Naghdi. Conforme observado no trabalho de Eterovic e Bathe (1991), tal
decomposição faz com que a resposta elástica seja, de maneira indesejável, dependente das
deformações inelásticas anteriores. Portanto, de maneira geral, essa não é bem aceita na
literatura, especialmente no contexto de grandes deformações.

Como consequência direta da Equação (4.5), a taxa de deformação de Green
também pode ser decomposta aditivamente, isto é:

Ė = Ėe + Ėp. (4.6)

Adicionalmente, a fim de representar os efeitos do encruamento, a parcela de
deformação plástica de Green-Lagrange e sua respectiva taxa podem ser escritas por meio
de uma segunda decomposição:

Ep = Ep
e + Ep

i , e (4.7)

Ėp = Ėp
e + Ėp

i , (4.8)

onde Ep
e representa as deformações plásticas elásticas, induzidas por discordâncias, e Ep

i

as deformações plásticas irreversíveis devidas a escorregamentos nos cristais (LION, 2000).
Na Figura 11 é apresentado o modelo reológico adotado, onde é possível observar cada
parcela de deformação apresentada.

Figura 11 – Modelo reológico de material elasto-plástico com encruamento cinemático, adaptado
de Vladimirov, Pietryga e Reese (2007)
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4.1.3 Energia, tensão e dissipação

Baseado em modelos reológicos, é possível decompor a energia livre de Helmholtz
de forma aditiva em uma parcela elástica Ψe, que depende apenas de Ee, e outra parcela
plástica Ψp. Essa última, por sua vez, possui uma parcela cinemática, dependente de Ep

e, e
uma isotrópica, dependente do parâmetro de encruamento κ. Dessa forma, escreve-se:

Ψ(Ee,Ep
e,κ) = Ψe(Ee) + Ψp

cin(Ep
e) + Ψp

iso(κ). (4.9)
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Com base nisso, deriva-se a tensão elástica, a tensão de retorno (back stress), e a
tensão de escoamento, respectivamente, pelas expressões (COLEMAN; NOLL, 1963):

Se = ∂Ψe

∂Ee
, X = ∂Ψp

cin

∂Ep
e

e σκ = ∂Ψp
iso

∂κ
(4.10)

As parcelas Ψe e Ψp
cin devem ser tratadas como leis hiperelásticas em função de Ee

e Ep
e respectivamente, e podem ser tomadas com base nos modelos discutidos na seção 2.5.

Para a lei de Saint Vennant-Kirchhoff, por exemplo, temos:

Ψe = Gtr(Ee · Ee) + λ

2 tr(E
e)2 e Ψp

e = c

2tr(E
p
e · Ep

e), (4.11)

de onde resultam

Se = 2GEe + λtr(Ee)I e X = cEp
e, (4.12)

onde λ é a constante de Lamé, G é o módulo de elasticidade transversal, e c é o coeficiente
de rigidez do encruamento cinemático. As leis para σκ serão discutidas posteriormente.

Para calcular a energia de dissipação interna, utiliza-se a segunda lei da termodinâ-
mica, expressa pela inequação de Clausius-Duhem (HOLZAPFEL, 2000):

dint = S : Ė− Ψ̇ ≥ 0 , (4.13)

de onde, aplicando (4.6) e (4.8), resulta:

dint = S : Ė−
(
∂Ψe

∂Ee
: Ėe + ∂Ψp

cin

∂Ep
e

: Ėp
e + ∂Ψp

iso

∂κ
: κ̇
)

= S : Ė− Se : (Ė− Ėp)−X : (Ėp − Ėp
i )− σκκ̇

= (S− Se) : Ė + (Se −X) : Ėp + X : Ėp
i − σκκ̇ ≥ 0.

(4.14)

Para garantir a não-negatividade da energia de dissipação para valores arbitrários
de Ė, define-se a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como (HOLZAPFEL, 2000):

S = Se, (4.15)

de forma que a energia de dissipação é dada por:

dint = (S−X) : Ėp + X : Ėp
i − σκκ̇ ≥ 0 (4.16)

Diz-se então que S−X é uma medida de tensão termodinamicamente conjugada a
Ėp (SVENDSEN, 1998) e, portanto, é utilizada para definir o critério de plastificação do
modelo (OTTOSEN; RISTINMAA, 2005).

4.1.4 Critério de plastificação

Para o caso em maiores dimensões, há diversas formas de formular o critério de
plastificação. Entre os mais conhecidos critérios, podem ser citados os de Mohr-Coulomb,
Drucker-Prager, Tresca e von Mises. Neste trabalho opta-se pelo critério de von Mises,
que baseia-se na máxima energia de distorção e é amplamente aplicado a mateirais de
comportamento dúctil. No contexto da formulação descrita, a função critério de plastificação
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pode ser expressa como:

Φ(S,X,σκ) = ‖(S−X)D‖ −
√

2
3σκ ≤ 0 , (4.17)

onde o subscrito D representa a parcela desviadora do tensor (seção 2.4) e a constante√
2/3 tem o propósito de normalizar o critério de forma que esse seja equivalente ao caso

unidimensional.

Representando a Equação (4.17) no espaço das tensões principais, temos a chamada
superfície de plastificação, que delimita S a um cilindro no espaço das tensões principais
(Sp1,Sp2,Sp3) cujo eixo passa pela tensão de retorno X e cujo raio é definido por σκ, conforme
ilustrado na Figura 12.

Figura 12 – Superfície de von Mises no espaço das tensões principais considerando encruamento
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4.1.5 Encruamento

Extrapolando o conceito abordado no caso unidimensional, diz-se que há encrua-
mento quando ocorrem alterações na superfície de plastificação ao longo do processo. De
acordo com Lemaitre (2001), esse fenômeno pode estar relacionado ao acúmulo de discor-
dâncias (caso isotrópico) ou à presença de tensões residuais internas no nível cristalino
(caso cinemático).

No encruamento isotrópico, a superfície é redimensionada, porém não há translação,
isso é, seu centro permanece fixo (Figura 13a). Tal fenômeno é controlado pela função
σκ por meio da variável κ, e depende do modelo utilizado para o material em estudo,
comumente obtido por meio de análises experimentais. Na Tabela 1 alguns modelos são
apresentados, sendo o caso mais simples possível aquele no qual a função de escoamento
é uma constante, onde diz-se que não há encruamento isotrópico. As leis de Swift e
Polinomial, na forma como são apresentadas, foram extraídas do trabalho de Pascon e
Coda (2013a), e a lei de Voce do trabalho de Simo e Hughes (2000). Observa-se que,
com paramêtros convenientes, as leis Polinomial e de Voce podem retornar o modelo sem
encruamento isotrópico. Além disso, a lei polinomial resulta na Equação (4.4) quando
n = 1, a0 = σY e a1 = H. Na Tabela 1, apresentam-se ainda as derivadas de cada lei
apresentada, pois essas são utilizadas em futuras aplicações numéricas.

Já no encruamento cinemático, ocorre translação da superfície de plastificação,
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Tabela 1 – Leis de encruamento isotrópico

Lei Parâmetros Expressão Derivada

– σY σκ(κ) = σY σ′κ(κ) = 0

Lei de Swift k, ε0 e n σκ(κ) = k(ε0 + κ)n σ′κ(κ) = kn(ε0 + κ)n−1

Lei de Voce σY , Q e β σκ(κ) = σY +Q(1− e−βκ) σ′κ(κ) = βQe−βκ

Lei polinomial n (inteiro) e ai
(para i = 1,...,n) σκ(κ) =

n∑
i=0

aiκ
i σ′κ(κ) =

n∑
i=1

iaiκ
i−1

porém não há redimensionamento (Figura 13b). Na formulação adotada, esse processo é
controlado pela tensão de retorno X. No presente trabalho, para representar o encruamento
cinemático utiliza-se a lei de Armstrong-Frederick (ARMSTRONG; FREDERICK, 1966),
discutida com detalhes em seções posteriores. Outras leis comumente adotadas podem ser
vistas, por exemplo, em Pascon (2012).

O encruamento isotrópico, individualmente, é suficiente para modelar uma grande
variedade de exemplos, especialmente os que apresentam carregamento em uma única
direção. Entretanto, em casos de carregamentos cíciclos, onde podem ser manifestados
os efeitos de Bauschinger e fluência cíclica (ratcheting), a consideração do encruamento
cinemático é fundamental, conforme discutido em Vladimirov, Pietryga e Reese (2007).

Figura 13 – Representação dos tipos de encruamento
(a) Encruamento isotrópico

Ae

Ω0

Ω1

Ωp

Ap

A

Ω0
Ω1ζ, A

ζ, A

x1

x2

ξ1

ξ2

ζ0, A0

y1

y2

ζ1, A1

Ωp

 Ap
 i

 Ap
 e

 Ωp
 i

Ae

Ω0

Ω1

Ωp

Ap

A

 Ap
 i

 Ap
 e

 Ωp
 i

Av

Ωv

Ave

Xσκ

(b) Encruamento cinemático
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4.1.6 Leis de evolução

Pelo princípio da máxima dissipação da energia, deve-se maximizar o valor de dint,
isto é, minimizar o valor de −dint, quando restrito à condição de plastificação Φ ≤ 0.
Para aplicar tal condição, pode-se utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange
adicionando ao funcional de energia tal condição subsidiária, de forma que o funcional a
ser minimizado é dado por:

`(S,X,σκ,γ̇) = −dint + γ̇Φ = −(S−X) : Ėp −X : Ėp
i + σκκ̇+ γ̇Φ. (4.18)

onde γ̇ é o multiplicador de Lagrange.

Para que a restrição não seja aplicada nos casos em que Φ < 0, utiliza-se uma
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equação adicional, denominada condição de complementaridade (ou de Kuhn-Tucker):

γ̇Φ = 0. (4.19)

Dessa forma, caso Φ < 0, segue automaticamente que γ̇ = 0. Caso contrário, deverá ser
calculado o valor de γ̇ (positivo) tal que Φ = 0. As implicações dessa condição serão
abordadas com mais detalhes na subseção 4.1.7.

Minimizando ` com relação a S, σκ e X, temos, respectivamente,
∂`

∂S
= −Ėp + γ̇

∂Φ
∂S

= 0, (4.20)

∂`

∂σκ
= κ̇+ γ̇

∂Φ
∂σκ

= 0, e (4.21)

∂`

∂X
= Ėp − Ėp

i + γ̇
∂Φ
∂X

= Ėp
e + γ̇

∂Φ
∂X

= 1
c
Ẋ + γ̇

∂Φ
∂X

= 0, (4.22)

onde na última passagem são aplicadas as equações (4.8) e (4.12). Disso resultam as leis
de evolução:

Ėp = γ̇Np, κ̇ = γ̇nκ e Ẋ = γ̇NX, (4.23)

onde Np, nκ e NX, responsáveis por definir as direções de evolução, são dados por:

Np = ∂Φ
∂S

, nκ = − ∂Φ
∂σκ

e NX = −c ∂Φ
∂X

. (4.24)

Considerando-se agora uma lei de potencial plástico Ω, tal que:

Np = ∂Ω
∂S

, nκ = − ∂Ω
∂σκ

e NX = −c ∂Ω
∂X

, (4.25)

nota-se que o princípio da máxima dissipação será respeitado apenas se Ω = Φ, caso no
qual a lei é dita associativa. Entretanto, muitos modelos, incluindo o apresentado neste
trabalho, utilizam leis não-associativas para representar o comportamento dos materiais.
Nesses casos, o princípio da máxima dissipação pode ser substituído pelo princípio da
máxima dissipação reduzida, conforme discutido no trabalho de Polizzotto (1998).

A lei de encruamento cinemático de Armstrong-Frederick, no caso de pequenas
deformações, deriva do seguinte potencial plástico (DETTMER; REESE, 2004):

Ω = Φ + b

2cX : X , (4.26)

onde b é uma constante adimensional dependente do material. Observa-se que, apesar
de Ω ser não-associativa, tem-se Np = ∂Ω/∂S = ∂Φ/∂S. Logo, esse modelo preserva
uma característica importante das leis associativas: a ortogonalidade de Np com relação à
superfície de plastificação (ver Figura 14).
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Figura 14 – Representação de Np no espaço das tensões principais
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Aplicando (4.26) em (4.25), tem-se:

Np = ∂Φ
∂S

= ∂‖(S−X)D‖
∂ (S−X)D : ∂ (S−X)D

∂S
= (S−X)D
‖(S−X)D‖ ,

nκ = − ∂Ω
∂σκ

=
√

2
3 , e

NX = −c ∂Ω
∂X

= −c ∂Φ
∂X
− bX = cNp − bX,

(4.27)

onde a última passagem é a forma clássica da lei de encruamento cinemático de Armstrong-
Frederick.

4.1.7 Condições de complementaridade e consistência

Conforme observado na subseção 4.1.6, as leis de evolução das variáveis plásticas
são condicionadas pelo valor γ̇. Sendo assim, em regimes elásticos, deve-se garantir que
γ̇ seja nulo. Por outro lado, na ocorrência de plastificação, γ̇ deve ser maior que 0. Esse
critério é formalizado pela condição de complementaridade (ou de Kuhn-Tucker), e pela
condição de consistência, dadas respectivamente por

γ̇Φ = 0, e (4.28)
γ̇Φ̇ = 0, (4.29)

isto é:

• Se Φ < 0, γ̇ = 0 (regime elástico);
• Só pode haver evolução das variáveis plásticas (γ̇ > 0) se Φ = 0 e Φ̇ = 0, isto é, se

a tensão atual encontra-se na superfície de plastificação e permanece nela;
• Se Φ̇ 6= 0, γ̇ = 0. Em particular, se a tensão previamente localizada na superfície

de plastificação (Φ = 0) retorna para um ponto onde Φ < 0, considera-se que ela
retornou ao regime elástico, logo não há evolução das variáveis plásticas.

Em uma aplicação computacional, assume-se inicialmente que γ̇ = 0, e realiza-se uma
previsão elástica da tensão, a partir da qual calcula-se o valor de Φ. Caso Φ < 0, mantêm-se
a previsão elástica. Caso contrário, deve-se aplicar uma correção plástica por meio de
um algoritmo de retorno, onde se calcula o valor de γ̇ tal que Φ = 0. Tendo em vista
que não foi realizado neste trabalho uma aplicação numérica da formulação de pequenas
deformações descrita, discute-se acerca dos algoritmos de retorno apenas na subseção 4.2.6,
onde esses são contextualizados na formulação de grandes deformações.
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4.2 Modelo elasto-plástico em grandes deformações
Nesta seção, apresenta-se o modelo elasto-plástico efetivamente utilizado nas simu-

lações numéricas deste trabalho. Conforme já comentado na introdução do capítulo, tal
modelo é baseado nos trabalhos de Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004) e Pascon
e Coda (2013a), sendo válido para o regime de grandes deformações. Diversos conceitos
presentes nesta seção são aproveitados do modelo de pequenas deformações (seção 4.1),
sendo, portanto, retomados aqui de forma direta.

4.2.1 Cinemática dos corpos sob regime elasto-plástico

Devido às incoerências já comentadas à respeito da decomposição de Green-Naghdi
(subseção 4.1.2), essa é substituída no presente contexto pela decomposição de Kröner-Lee
(ou multiplicativa), amplamente utilizada na literatura, e bem aceita no contexto de
grandes deformações.

4.2.1.1 Decomposição de Kröner-Lee

De maneira análoga à seção 2.1, considere um corpo em suas configurações inicial e
atual, denotadas respectivamente por Ω0 e Ω1. Em Kröner (1960) e Lee (1969), introduz-se
o conceito de configuração intermediária: suponha que o corpo é descarregado de forma que
chegue a um estado de tensões nula, denotado por Ωp. Nessa situação, as únicas deformações
presentes no sólido serão as plásticas. Portanto, considera-se que as deformações elásticas
são aquelas que ocorrem ao longo da passagem da configuração Ωp para Ω1.

Seja ζp a função que mapeia os pontos da configuração Ω0 em Ωp, e ζe a função
que mapeia mapeia os pontos da configuração Ωp em Ω1 (como ilustra a Figura 15), e
sejam os gradientes:

Ae = ∇ζp(x)(ζe), e (4.30)
Ap = ∇x(ζp), (4.31)

onde ∇ζp(x) denota o gradiente com relação à configuração intermediária. Então o gradiente
da função mudança de configuração ζ pode ser escrito como:

A = ∇x(ζ) = ∇x(ζe ◦ ζp) = AeAp. (4.32)

A equação (4.32) é conhecida como decomposição de Kröner-Lee. Vale ser ressaltado
que, da maneira que foi definida, essa decomposição não é única, pois pode ser gerada por
qualquer configuração intermediária que resulta de um movimento de corpo rígido em Ωp.
Para contornar tal problema, assume-se que a passagem de Ωp para Ω1 envolve apenas
deformações puras, isto é, o tensor rotação da decomposição polar de Ae é a identidade
(KHAN; HUANG, 1995).

Adicionalmente, a fim de representar os efeitos do encruamento cinemático, utiliza-se
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uma segunda decomposição multiplicativa:

Ap = Ap
eA

p
i , (4.33)

onde Ap
e representa as parcelas plásticas elásticas de Ap, e Ap

i representa as parcelas
plásticas irreversíveis, de forma análoga ao apresentado no caso de pequenas deformações.
As duas decomposições descritas podem ser visualizadas de forma esquemática na Figura 15.

Figura 15 – Esquema de configurações intermediárias do modelo elasto-plástico
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4.2.1.2 Deformações elásticas e plásticas

Partindo da Equação (2.5), podemos definir as parcelas elásticas e plásticas do
tensor de deformações de Green-Lagrange, respectivamente, como:

Ee = 1
2
(
(Ae)TAe − I

)
= 1

2(Ce − I), e (4.34)

Ep = 1
2
(
(Ap)TAp − I

)
= 1

2(Cp − I). (4.35)

Segue que

C = ATA = (AeAp)T (AeAp) = (Ap)T (Ae)TAeAp = (Ap)TCeAp, (4.36)

ou,

Ce = (Ap)−TC(Ap)−1. (4.37)

A partir disso, pode-se provar que a deformação de Green-Lagrange total é expressa como

E = (Ap)TEeAp + Ep, (4.38)

isto é, em regime de pequenas deformações plásticas, a decomposição de Kröner-Lee se
associa à de Green-Naghdi, uma vez que a parcela (Ap)TEeAp é muito próxima de Ee.

Definem-se, ainda, as deformações

Ep
e = 1

2
(
(Ap

e)TAp
e − I

)
= 1

2(Cp
e − I), e (4.39)

Ep
i = 1

2
(
(Ap

i )TAp
i − I

)
= 1

2(Cp
i − I), (4.40)

de onde resulta, analogamente à (4.37), a relação:

Cp
e = (Ap

i )−TCp(Ap
i )−1. (4.41)
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4.2.1.3 Taxas de deformação

Aplicando (4.32) em (2.6), temos:

L = ȦA−1 = (ȦeAp + AeȦp)(AeAp)−1

= ȦeAp(Ap)−1(Ae)−1 + AeȦp(Ap)−1(Ae)−1

= Ȧe(Ae)−1 + AeȦp(Ap)−1(Ae)−1

= Le + AeLp(Ae)−1 ,

(4.42)

onde

Le = Ȧe(Ae)−1 e Lp = Ȧp(Ap)−1, (4.43)

que, por sua vez, podem ser decompostos em suas respectivas parcelas simétricas, De e
Dp, e antissimétricas, We e Wp. Consequentemente,

D = sim(L) = sim(Le) + sim(AeLp(Ae)−1) = De + sim(AeLp(Ae)−1), e (4.44)
W = ant(L) = ant(Le) + ant(AeLp(Ae)−1) = We + ant(AeLp(Ae)−1). (4.45)

Além disso, seguindo os mesmos passos de (2.9), podemos obter as relações

De = (Ae)−T Ėe(Ae)−1, e (4.46)
Dp = (Ap)−T Ėp(Ap)−1. (4.47)

Finalmente, aplicando (4.44) em (2.10), resulta

Ė =ATDA = (AeAp)T (De + sim(AeLp(Ae)−1))(AeAp)

=(Ap)T (Ae)T
[
De + 1

2AeLp(Ae)−1 + 1
2(Ae)−T (Lp)T (Ae)T

]
AeAp

=(Ap)T (Ae)TDeAeAp + 1
2(Ap)TCeLpAp + 1

2(Ap)T (Lp)TCeAp

=(Ap)T ĖeAp + 1
2(Ap)TCeLpAp + 1

2(Ap)T (Lp)TCeAp.

(4.48)

ou, rearranjando,

Ėe = (Ap)−T Ė(Ap)−1 − 1
2CeLp − 1

2(Lp)TCe. (4.49)

Analogamente à equação (4.42), temos:

Lp = Ȧp(Ap)−1 = Lp
e + Ap

eL
p
i (Ap

e)−1, (4.50)

onde,

Lp
e = Ȧp

e(Ap
e)−1 e Lp

i = Ȧp
i (A

p
i )−1. (4.51)

Além disso, pode-se definir:

Dp
e = (Ap

e)−T Ėp
e(Ap

e)−1, e (4.52)

Dp
i = (Ap

i )−T Ėp
i (A

p
i )−1, (4.53)

e, analogamente à equação (4.49), resulta a relação:

Ėp
e = (Ap

i )−T Ėp(Ap
i )−1 − 1

2Cp
eL

p
i −

1
2(Lp

i )TCp
e. (4.54)



68 4. Modelo elasto-plástico e visco-plástico

4.2.2 Energia, tensão e dissipação

Conforme apresentado na subseção 4.1.3, escreve-se a energia livre de Helmholtz
pela decomposição aditiva:

Ψ(Ee,Ep
e,κ) = Ψe(Ee) + Ψp

cin(Ep
e) + Ψp

iso(κ). (4.55)

Com base nisso, deriva-se a tensão elástica, tensão de retorno (back stress), e a
tensão de escoamento, respectivamente, pelas expressões

Se = ∂Ψe

∂Ee
= 2∂Ψe

∂Ce
, X = ∂Ψp

cin

∂Ep
e

= 2∂Ψp
cin

∂Cp
e

e σκ = ∂Ψp
iso

∂κ
, (4.56)

e definem-se os operadores:

Ce = ∂Se

∂Ee
= ∂2Ψe

∂Ee ⊗ ∂Ee
e Cpe = ∂X

∂Ep
e

= ∂2Ψp
cin

∂Ep
e ⊗ ∂Ep

e
. (4.57)

Tomando-se para Ψe e Ψp
cin a lei hiperelástica neo-Hookeana apresentada na subse-

ção 2.5.2, temos:

Ψe = Λe

2 ln(Je)2 + µe

2 [tr(Ce)− 3− 2 ln(Je)], e (4.58)

Ψp
cin = c

4[tr(Ce)− 3− 2 ln(Je)], (4.59)

onde Λe, µe e c são parâmetros do material e Je = det(Ae) é o jacobiano elástico. A partir
de (4.58) e (4.59), pode-se calcular os tensores Se e X, respectivamente, por uma expressão
análoga à (2.80). As leis para σκ podem ser obtidas diretamente da Tabela 1, de onde
pode-se integrar expressões para Ψp

iso, caso necessário.

Utilizando-se novamente a desigualdade de Clausius-Duhem (4.13) para representar
a segunda lei da termodinâmica, escreve-se:

dint = S : Ė− Se : Ėe −X : Ėp
e − σκκ̇ ≥ 0. (4.60)

Da equação (4.49), pode-se obter:

Se : Ėe = Se :
(

(Ap)−T Ė(Ap)−1 − 1
2CeLp − 1

2(Lp)TCe
)
, (4.61)

de onde, usando as relações tensoriais (A.33) e (A.34), resulta:

Se : Ėe =
(
(Ap)−1Se(Ap)−T

)
: Ė− 1

2CeSe : Lp − 1
2CeSe : Lp

=
(
(Ap)−1Se(Ap)−T

)
: Ė−Me : Lp,

(4.62)

onde

Me = CeSe (4.63)

é denominado tensor de Mandel, definido na configuração intermediária. Analogamente,

X : Ėp
e =

(
(Ap

i )−1X(Ap
i )−T

)
: Ėp −Mp

e : Lp
i (4.64)

onde Mp
e é um tensor do tipo Mandel dado por

Mp
e = Cp

eX. (4.65)
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Aplicando ainda as equações (4.47) e (A.33), escreve-se:

X : Ėp
e =

(
Ap(Ap

i )−1X(Ap
i )−T (Ap)T

)
: Dp −Mp

e : Lp
i = χ : Dp −Mp

e : Lp
i , (4.66)

onde

χ = Ap
eX(Ap

e)T (4.67)

é denominada tensão de retorno na configuração intermediária. Da simetria de X, segue
que χ é simétrico. Dessa forma, pela relação tensorial (A.40),

χ : Dp = χ : sim(Lp) = χ : Lp, (4.68)

logo,

X : Ėp
e = χ : Lp −Mp

e : Lp
i . (4.69)

Finalmente, aplicando (4.62) e (4.69) em (4.60), resulta

dint = (S− (Ap)−1Se(Ap)−T ) : Ė + (Me − χ) : Lp + Mp
e : Lp

i − σκκ̇. (4.70)

Para garantir a não-negatividade da energia de dissipação para valores arbitrários
de Ė (HOLZAPFEL, 2000), define-se a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como

S = (Ap)−1Se(Ap)−T , (4.71)

logo, a energia de dissipação é reduzida para:

dint = (Me − χ) : Lp + Mp
e : Lp

i − σκκ̇ ≥ 0. (4.72)

É interessante observar que, neste modelo, o tensor Me−χ é termodinamicamente
conjugado a Lp (SVENDSEN, 1998) e, portanto, é utilizado para definir o critério de
plastificação. Caso Ψe seja isotrópico, temos ainda que Me é simétrico (SVENDSEN et al.,
1998), logo, pela relação tensorial (A.40),

(Me − χ) : Lp = (Me − χ) : sim(Lp) = (Me − χ) : Dp, (4.73)

e, portanto, Me − χ é termodinamicamente conjugado à taxa de deformação plástica.

4.2.3 Critério de plastificação

Adaptando o critério de von Mises apresentado na subseção 4.1.4 para o presente
contexto, escreve-se

Φ(Me,χ,σκ) = ‖(Me − χ)D‖ −
√

2
3σκ ≤ 0. (4.74)

É possível mostrar que, quando as deformações tendem a zero, o tensor Me − χ
aproxima-se de Se −X, restaurando o critério da equação (4.17). Além disso,

Me = CeSe = (Ae)TAeApS(Ap)T

= (Ae)TAeApS(Ap)T (Ae)T (Ae)−T

= (Ae)TASAT (Ae)−T

= (Ae)Tτ (Ae)−T

(4.75)
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onde

τ = ASAT = Jσ. (4.76)

é denominada tensão de Kirchhoff. Da relação tensorial (A.37), temos, ainda,

(Me)D = (Ae)TτD(Ae)−T . (4.77)

Sabendo-se que ambos τ e Me são simétricos, a relação (A.36) implica que

(Me)D : (Me)D = τD : τD ou ‖(Me)D‖ = ‖τD‖ = J‖σD‖, (4.78)

mostrando que o tensor de Mandel, apesar de ter uma definição a princípio abstrata,
associa-se com um tensor de tensões que possui um significado físico e pode ser medido em
laboratório. Isso facilita ainda a associação do critério adotado com outros que utilizam
o tensor de Kirchhoff, comumente adotados em formulações elasto-plásticas de grandes
deformações, uma vez que, quando χ = 0, temos Φ(Me,χ,σκ) = Φ(τ ,χ,σκ).

4.2.4 Leis de evolução

Assim como no caso de pequenas deformações (subseção 4.1.6), pode-se aplicar
o princípio da máxima dissipação da energia, que, nesse caso, consiste em minimizar o
funcional

`(Me − χ,Mp
e,σκ,γ̇) = −(Me − χ) : Lp −Mp

e : Lp
i + σκκ̇+ γ̇Φ, (4.79)

onde para ignorar a restrição Φ = 0 nas etapas puramente elásticas, utiliza-se novamente as
condições de complementaridade e consistência, discutidas na subseção 4.1.7. Minimizando
` com relação aos tensores Me − χ, Mp

e e σκ, tem-se:

∂`

∂(Me − χ) = −Lp + γ̇
∂Φ

∂(Me − χ) = 0

∂`

∂σκ
= κ̇+ γ̇

∂Φ
∂σκ

= 0

∂`

∂Mp
e

= Lp
i + γ̇

∂Φ
∂Mp

e
= 0.

(4.80)

Extrapolando (4.80) para o caso não-associativo, pode-se escrever as leis de evolução

Lp = γ̇Np, onde Np = ∂Ω
∂(Me − χ)

Lp
i = γ̇Np

i , onde Np
i = ∂Ω

∂Mp
e

κ̇ = γ̇nκ, onde nκ = − ∂Ω
∂σκ

.

(4.81)

A lei de potencial plástico Ω adotada nesse caso, é dada por

Ω = Φ + b

2c(Mp
e)D : (Mp

e)D, (4.82)

logo:

Np = (Me − χ)D
‖(Me − χ)D‖ , (4.83)
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Np
i = b

c
(Mp

e)D, e (4.84)

nκ =
√

2
3 . (4.85)

Aplicando esses resultados, juntamente com as Equações (4.43) e (4.51), em (4.81),
podemos finalmente expressar as leis de evolução na forma:

Ȧp = γ̇NpAp, (4.86)
Ȧp
i = γ̇Np

iA
p
i , (4.87)

κ̇ = γ̇

√
2
3 . (4.88)

A Equação (4.87), apresentada em Vladimirov, Pietryga e Reese (2010), trata-se
de uma extensão da lei de Armstrong-Frederick para o regime de grandes deformações.

Deve-se mostrar que as leis de evolução adotadas satisfazem a inequação de Clausius-
Duhem. Utilizando a relação tensorial (A.39), escreve-se:

Mp
e : Lp

i = γ̇
b

c
Mp

e : (Mp
e)D = γ̇

b

c
(Mp

e)D : (Mp
e)D = γ̇

b

c
‖(Mp

e)D‖2. (4.89)

Analogamente, para as lei de evolução de Lp e κ̇ têm-se:

(Me − χ) : Lp = γ̇(Me − χ) : (Me − χ)D
‖(Me − χ)D‖ = γ̇‖(Me − χ)D‖, e (4.90)

σκκ̇ = γ̇

√
2
3σκ. (4.91)

Aplicando as equações (4.89), (4.90) e (4.91) em (4.72), resulta a seguinte expressão para
a energia de dissipação:

dint = γ̇Φ + γ̇
b

c
‖(Mp

e)D‖2. (4.92)

A primeira parcela de (4.92) se anula pela condição de complementaridade, e a segunda
parcela é maior ou igual a zero, uma vez que γ̇ deve ser maior ou igual a zero e os
parâmetros b e c são positivos. Dessa forma, está provado que dint ≥ 0.

Deve-se salientar que, no caso isotrópico, os tensores Np e Np
i são simétricos. Logo,

pelas leis de evolução dadas na Equação (4.81), Lp e Lp
i também se tornam simétricos.

Isso implica, neste caso, que as vorticidades plásticas são desprezadas, ou seja,

Wp = Wp
i = 0. (4.93)

Tal consideração foi feita também nos trabalhos de Pascon e Coda (2013a) e Eterovic e
Bathe (1991).

Resta verificar que a lei de evolução adotada garante a conservação do volume
plástico, uma hipótese clássica na teoria da plasticidade. De acordo com essa propriedade,
as deformações plásticas não devem provocar mudanças de volume, isto é, o jacobiano
plástico Jp = det(Ap) é constante e igual a 1. De fato, utilizando a lei de evolução (4.86)
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e as relações tensoriais (A.23) e (A.35), tem-se a taxa do Jacobiano plástico dada por:

J̇p = d det(Ap)
dAp

: Ȧp = γ̇ det(Ap)(Ap)−T : NpAp = γ̇Jptr(Np), (4.94)

mas, conforme visto na equação (4.83), Np é um tensor desviador, e, portanto, tr(Np) = 0,
provando, como desejado, que J̇p = 0.

4.2.5 Operador tangente consistente elasto-plástico

O operador tangente consistente elasto-plástico, definido a partir de (4.71) como

Cep = dS
dE

= d(Ap)−1

dE
Se(Ap)−T + (Ap)−1dSe

dE
(Ap)−T + (Ap)−1Se

d(Ap)−T
dE

, (4.95)

possui particular importância na solução numérica do problema, pois sua aplicação na
equação (3.37) garante a convergência quadrática do método de Newton-Raphson mesmo
em regime elasto-plástico.

Para que seja possível calcular as derivadas d(Ap)−1/dE e dSe/dE, é preciso
conhecer o valor de dAp/dE. Neste trabalho, utiliza-se o procedimento descrito por Pascon
e Coda (2013a), que parte da condição de consistência (4.29). Assim tem-se:

Φ̇ = ∂Φ
∂E

: Ė + ∂Φ
∂Ap

: Ȧp + ∂Φ
∂κ

: κ̇+ ∂Φ
∂Ap

i

: Ȧp
i

= ∂Φ
∂E

: Ė + γ̇

(
∂Φ
∂Ap

: (NpAp) + ∂Φ
∂κ

: rκ + ∂Φ
∂Ap

i

: (Np
iA

p
i )
)

= 0 ,
(4.96)

que, rearranjando, escreve-se como

γ̇ = Dγ : Ė, (4.97)

onde

Dγ = − ∂Φ/∂E
∂Φ
∂Ap

: (NpAp) + ∂Φ
∂Ap

i

: (Np
iA

p
i ) + ∂Φ

∂κ
rκ

. (4.98)

Aplicando (4.97) em (4.86), e utilizando a relação tensorial (A.31), temos

Ȧp = γ̇NpAp = (Dγ : Ė)NpAp = [(NpAp)⊗Dγ] : Ė, (4.99)

de onde resulta
dAp

dE
= (NpAp)⊗Dγ. (4.100)

O cálculo completo de Cep e Dγ é descrito com detalhes no Apêndice C.

4.2.6 Implementação computacional

Como já discutido na subseção 4.1.7, a implementação computacional do modelo
descrito baseia-se em etapas de previsão e correção em cada passo de tempo analisado.
No caso de problemas estáticos, particiona-se a análise em “pseudo” passos de tempo ou
passos de carregamento.

Na etapa de previsão, assume-se que o regime é puramente elástico, isto é, considera-
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se que as variáveis plásticas mantêm os valores do passo anterior. Partindo de tal hipótese,
calculam-se as tensões e, consequentemente, o valor de Φ. Se Φ < 0, o critério de plasti-
ficação é atendido, implicando que o ponto analisado realmente encontra-se em regime
elástico e, portanto, as tensões calculadas são válidas. Em contrapartida, se Φ > 0, deve-se
partir para a etapa de correção, ou retorno, onde atualizam-se as variáveis plásticas. Uma
vez que a evolução das variáveis plásticas é descrita em forma de taxa (subseção 4.1.6),
adota-se um procedimento incremental, no qual as equações (4.88), (4.87) e (4.86) são
aproximadas por

∆Ap = Ap
s+1 −Ap

s = ∆γs+1NpAp, (4.101)

∆κ = κs+1 − κs = ∆γs+1

√
2/3 e (4.102)

∆Ap
i = (Ap

i )s+1 − (Ap
i )s = ∆γs+1Np

iA
p
i , (4.103)

onde os índices (·)s+1 e (·)s representam, respectivamente, os valores das variáveis nos
passos atual e anterior (passo de tempo, no caso dinâmico, ou “pseudo” passo de tempo,
no caso estático). Nas três equações acima, quatro variáveis são desconhecidas a princípio:
Ap
s+1, κs+1, (Ap

i )s+1 e ∆γs+1. Pela condição de Kuhn-Tucker (4.28), impõe-se ainda que

Φs+1 = 0 , (4.104)

tornando o sistema determinado.

Nas equações (4.101), (4.102) e (4.103), resta ainda definir em qual passo de tempo
as variáveis NpAp e Np

iA
p
i são calculadas. Se forem considerados os valores do passo

anterior, o algoritmo denomina-se explícito. Nesse caso, o sistema é resolvido sem a
necessidade de técnicas iterativas, porém a solução torna-se condicionalmente estável, isto
é, sua convergência depende do número de passos adotado. No presente trabalho, será
utilizado o algoritmo implícito de Euler (backward Euler), onde os valores são considerados
no passo atual. Esse procedimento é incondicionalmente estável porém resulta em um
sistema não-linear, escrito como:

R1 = Ap
s+1 −Ap

s −∆γs+1Np
s+1A

p
s+1 = 0

r2 = κs+1 − κs −∆γs+1

√
2/3 = 0

R3 = (Ap
i )s+1 − (Ap

i )s −∆γs+1(Np
i )s+1(Ap

i )s+1 = 0

r4 = Φs+1 = 0.

(4.105)

A resolução do sistema (4.105) é feita nesse trabalho pelo método de Newton-
Raphson, cujo detalhamento pode ser visto no Apêndice B. Na Figura 16 apresenta-se o
passo-a-passo do algoritmo de previsão e correção do modelo descrito nesta seção.

A Figura 17 ilustra a diferença entre os algoritmos explícitos e o algoritmo implícito
de Euler no caso de pequenas deformações. No algoritmo implícito, a tensão tentativa Stens+1

retorna à superfície de plastificação seguindo a direção Np
s+1, isto é, pela direção radial.

Já no algoritmo explícito, a tensão é corrigida seguindo a direção Np
s, o que pode causar,

quando utilizados passos de tempo muito grandes, situações como a da Figura 17a.
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Figura 16 – Algoritmo de previsão e correção do modelo elasto-plástico

ALGORITMO DE PREVISÃO E CORREÇÃO
PARA O PASSO DE TEMPO s+ 1

1. PREVISÃO ELÁSTICA:

a) Assume-se como tentativa inicial os valores do passo anterior, isto é,

Ap
s+1 = Ap

s, κs+1 = κs e (Ap
i )s+1 = (Ap

i )s,

ou, caso seja o primeiro passo (s = 0):

Ap
s+1 = I, κs+1 = 0 e (Ap

i )s+1 = I.

b) De κs+1, calcula-se σκ conforme a Tabela 1. De Ap
s+1 e (Ap

i )s+1, calcula-se

Ae = A(Ap)−1

Ce = (Ae)TAe

Se = 2∂Ψe

∂Ce

Me = CeSe

Ap
e = Ap(Ap

i )
−1

Cp
e = (Ap

e)TAp
e

X = 2∂Ψp
cin

∂Cp
e

χ = (Ap
e)X(Ap

e)T

onde os índices (·)s+1 foram omitidos a fim de reduzir a notação.
c) Calcula-se o critério de plastificação

Φ = ‖(Me − χ)D‖ −
√

2/3σκ.

2. SE Φ ≤ 0 → PREVISÃO ELÁSTICA CORRETA:

a) Não há necessidade de atualizar as variáveis previamente calculadas.
b) Calcula-se Cep pela forma simplificada exibida na subseção C.1.1.

3. SE Φ > 0 → CORREÇÃO PLÁSTICA:

a) Soluciona-se o sistema (4.105) conforme o Apêndice B, de onde obtêm-se as
variáveis atualizadas Ap

s+1, κs+1, (Ap
i )s+1 e ∆γs+1. Todas essas variáveis, com

exceção de ∆γs+1, devem ser armazenadas para serem utilizadas no próximo passo.
b) Atualiza-se Ses+1 e as demais variáveis que serão utilizadas para calcular Cep.
c) Calcula-se Cep conforme a subseção C.1.2.

4. Finalmente, calcula-se o tensor de tensões de Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

Ss+1 = (Ap)−1
s+1Ses+1(Ap)−Ts+1 (4.106)

Conforme destacado por Dettmer e Reese (2004), Vladimirov, Pietryga e Reese
(2007), o método implícito de Euler pode resultar em pequenos erros quanto à propriedade
da conservação do volume plástico (subseção 4.2.4), e, portanto, requer um número de
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Figura 17 – Representação do retorno para algoritmos explícitos e implícitos
(a) Algoritmo explícito
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(b) Algoritmo implícito
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passos suficientemente grande para evitar discrepâncias, como pode ser visto em Tsakmakis
e Willuweit (2003). Em Dettmer e Reese (2004), realiza-se um procedimento de integração
temporal baseado em funções exponenciais de forma a contornar tal problema.

A respeito da implementação em 2D, utilizam-se os estados planos de deformações
e de tensões, conforme apresentado na subseção 2.5.3. Destaca-se que, mesmo no EPD,
deve-se utilizar tensores completos 3× 3 para representar as grandezas envolvidas, uma
vez que, devido ao caráter desviador das leis de evolução, a condição E33 = 0 não implica
em Ep

33 = 0 ou Ee
33 = 0 (BONET; WOOD, 1997). Com relação à utilização de estado

plano de tensões em problemas de elasto-plasticidade em grandes deformações, o trabalho
de Kirchner, Reese e Wriggers (1997) pode ser citado.

4.2.7 Exemplos de verificação

A seguir são apresentados dois exemplos numéricos clássicos para verificação do
modelo elasto-plástico adotado, propostos originalmente em Dettmer e Reese (2004). No
primeiro exemplo, o sólido é submetido apenas a tensões normais de tração e compressão,
enquanto no segundo o sólido apresenta deformações e tensões puramente cisalhantes.

Para cada caso, dois materiais são considerados: um metal (Mild Steel Ck15 ),
cujos parâmetros são dados por Lührs, Hartmann e Haupt (1997), e um polímero (PET
orientado), cujos parâmetros são dados por Dettmer e Reese (2004). Em ambos, considera-
se que não há encruamento isotrópico, isto é, a função de escoamento σκ é igual a um valor
fixo σY , e o encruamento cinemático segue a lei de Armstrong-Frederick. Para a parcela
elástica das deformações, adota-se a lei neo-Hookeana dada na equação (4.58). Todos os
parâmetros são apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 – Parâmetros dos materiais utilizados nos exemplos de validação

Material Λe (MPa) µe (MPa) σY (MPa) c (MPa) b

Metálico 173 333 80 000 300 1 900 8,5
Polimérico 320 80 35 100 2,7
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4.2.7.1 Chapa sob tensão uniaxial

O primeiro exemplo tem como intuito fornecer o diagrama tensão-deformação de um
sólido sujeito a tensão uniaxial. Para tal, considera-se uma chapa restrita horizontalmente
na face esquerda e verticalmente na face inferior. Aplica-se deslocamento horizontal
prescrito na face direita conforme gráfico da Figura 18, com intensidade máxima de
u1 = 0,5 m para o material metálico e u1 = 1,5 m para o material polimérico. Foram
considerados 1200 passos no total.

Figura 18 – Chapa sob tensão uniaxial
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Uma vez que a tensão é uniaxial, considera-se nesse exemplo o estado plano de
tensões. De forma a obter campos de tensão e deformação constantes ao longo do domínio,
adotam-se apenas 2 elementos finitos de 3 nós e ordem linear. Utiliza-se apenas 1 ponto
de integração em cada elemento, onde são medidas as variáveis de interesse.

Na Figura 19 são traçados os gráficos de tensão-deformação linear para cada material
considerado. A tensão de Cauchy foi obtida conforme a equação (2.41), e a deformação
linear nesse caso é dada por u/L, onde L é o comprimento inicial da barra e u é valor do
deslocamento prescrito. Os gráficos foram comparados com os de Dettmer e Reese (2004),
mostrando resultados satisfatórios e atestando a validade do código desenvolvido, em
especial no que diz respeito ao EPT, uma vez que a fonte utilizou o modelo constitutivo
completo com elementos tridimensionais.

Figura 19 – Diagramas tensão-deformação para o exemplo de tensão uniaxial
(a) Material metálico
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(b) Material polimérico
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4.2.7.2 Chapa sob cisalhamento simples

No segundo exemplo, pretende-se obter a relação tensão-deformação de um sólido
sujeito a cisalhamento simples. Considera-se uma chapa com dimensões e malha equivalentes
à do exemplo anterior e estado plano de deformações. Na face inferior, os deslocamentos são
totalmente restritos. Na face superior, restringe-se verticalmente e aplica-se deslocamento
horizontal prescrito conforme o gráfico da Figura 20, com intensidade máxima u1 = 1
m para o material metálico e u1 = 4 m para material polimérico. Novamente, foram
considerados 1200 passos.

Figura 20 – Chapa sob cisalhamento simples
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Figura 21 – Diagramas tensão-deformação para o exemplo de deformação cisalhante simples
(a) Material metálico
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(b) Material polimérico
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Os gráficos de tensão-deformação para cada material são mostrados na Figura 21,
e comparados com os de Dettmer e Reese (2004), mostrando resultados condizentes.
Novamente, a tensão de Cauchy foi obtida conforme a equação (2.41), e a deformação
linear nesse caso é dada por u/2h, onde h é a altura inicial da barra e u é valor do
deslocamento prescrito.

4.3 Modelo visco-plástico de Perzyna
Conforme mencionado na introdução deste capítulo, modelos denominados visco-

plásticos diferenciam-se de elasto-plásticos por apresentarem dependência temporal, sendo
influenciados diretamente pelas taxas de deformação. Nesse contexto, um dos modelos
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mais utilizados na literatura é o de Perzyna (PERZYNA, 1966), que caracteriza-se por
substituir o método dos multiplicadores de Lagrange (ver subseção 4.1.6) pelo método da
penalização para impor o critério de plastificação (Φ ≤ 0). Tal critério, por sua vez, pode
ser reescrito como 〈Φ〉 = 0, onde 〈·〉 denota os colchetes de Macauley:

〈Φ〉 = 1
2(Φ + |Φ|). (4.107)

Dessa forma, pelo princípio da máxima dissipação de energia, deve-se minimizar o
funcional

`(Me − χ,Mp
e,σκ) = −(Me − χ) : Lp −Mp

e : Lp
i + σκκ̇+ 1

2ηp
〈Φ〉2, (4.108)

onde ηp representa o parâmetro de viscosidade. Naturalmente, quanto menor o valor de ηp,
maior será o coeficiente de penalização 1/2ηp, e, portanto, mais próximo o modelo será do
elasto-plástico.

4.3.1 Leis de evolução

Minimizando (4.108) com relação à Me−χ, Mp
e e σκ, pode-se obter, respectivamente,

as seguintes leis de evolução:

Lp = 〈Φ〉
ηp

Np, onde Np = ∂〈Φ〉
∂(Me − χ)

Lp
i = 〈Φ〉

ηp
Np
i , onde Np

i = ∂〈Φ〉
∂Mp

e

κ̇ = 〈Φ〉
ηp

nκ, onde nκ = −∂〈Φ〉
∂σκ

.

(4.109)

Seja agora uma lei de potencial plástico Ω, que pode ser tomada conforme a equação
(4.82), e uma função Θ tal que:

Lp = 〈Θ〉
ηp

Np, onde Np = ∂〈Ω〉
∂(Me − χ)

Lp
i = 〈Θ〉

ηp
Np
i , onde Np

i = ∂〈Ω〉
∂Mp

e

κ̇ = 〈Θ〉
ηp

nκ, onde nκ = −∂〈Ω〉
∂σκ

.

(4.110)

A função Θ é denominada função das tensões excedentes (over-stress), dependente
apenas do critério de plastificação Φ, e escolhida de forma que seja contínua e convexa
em [0,∞), e nula quando Φ = 0 (HEERES; SUIKER; BORST, 2002). Seguindo essas
condições, pode-se definir a lei de Norton (LEMAITRE, 2001),

Θ =
(

Φ
αp

)m
, (4.111)

onde o valor de αp é muitas vezes tomado como a tensão de escoamento inicial, e m é
um coeficiente adimensional que controla a sensibilidade do modelo com relação à taxa,
devendo ser sempre maior ou igual a 1 para que seja atendida a condição de convexidade.
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Dessa forma, pode-se manter as leis de evolução (4.86), (4.87) e (4.88) do modelo
elasto-plástico, porém, calcula-se o multiplicador plástico γ̇ de forma explícita pela equação:

γ̇ = 1
ηp

〈(
Φ
αp

)m〉
. (4.112)

Como consequência do método da penalização, o valor de Φ poderá ser maior que
zero. Logo, as condições de complementaridade e consistência (subseção 4.1.7) não são
aplicáveis ao modelo visco-plástico de Perzyna. Dessa forma, para garantir que γ̇ = 0
quando Φ < 0, o uso dos colchetes de Macauley na equação (4.112) é indispensável.

4.3.2 Aplicação de algoritmo implícito

De forma análoga às equações (4.101)-(4.103), a aplicação do algoritmo implícito
de Euler resulta na seguinte forma para as leis de evolução:

∆Ap = Ap
s+1 −Ap

s = ∆γs+1NpAp, (4.113)

∆κ = κs+1 − κs = ∆γs+1

√
2/3 e (4.114)

∆Ap
i = (Ap

i )s+1 − (Ap
i )s = ∆γs+1Np

iA
p
i , (4.115)

onde
∆γs+1

∆t = 1
ηp

〈(
Φs+1

αp

)m〉
. (4.116)

Dessa maneira, o problema consiste em resolver, para as variáveis Ap
s+1, κs+1,

(Ap
i )s+1 e ∆γs+1, o seguinte sistema não-linear:

R1 = Ap
s+1 −Ap

s −∆γs+1Np
s+1A

p
s+1 = 0

r2 = κs+1 − κs −∆γs+1(rκ) = 0
R3 = (Ap

i )s+1 − (Ap
i )s −∆γs+1Np

iA
p
i = 0

r4 = ∆γs+1 −
∆t
ηp

〈(
Φs+1

αp

)m〉
= 0,

(4.117)

análogo ao sistema (4.105), com a única diferença que a condição de Kuhn-Tucker, Φ = 0, é
substituída pela forma explícita de ∆γs+1. Novamente, o sistema é resolvido neste trabalho
pelo método de Newton-Raphson.

4.3.3 Operador tangente consistente visco-plástico

O operador tangente consistente do modelo visco-plástico é dado ainda pela equação
(4.95). Entretanto, o cálculo das derivadas auxiliares difere-se pelo fato de que, no caso
elasto-plástico, parte-se da condição de complementaridade Φ̇ = 0, que não é válida no
modelo visco-plástico. No entanto, tal condição pode ser substituída por ∆r4 = 0, uma
vez que r4 = 0 para todos os passos de tempo, conforme estabelecido pelo sistema (4.117).
Dessa forma, aplica-se a aproximação
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∆r4 = 0 ≈ ∂r4

∂E
: ∆E + ∂r4

∂Ap
: ∆Ap + ∂r4

∂κ
∆κ+ ∂r4

∂Ap
i

: ∆Ap
i + ∂r4

∂γ
∆γ

≈ ∂r4

∂E
: ∆E + ∆γ

 ∂r4

∂Ap
: (NpAp) + ∂r4

∂κ

√
2
3 + ∂r4

∂Ap
i

: (Np
iA

p
i ) + 1

 , (4.118)

que resulta em

∆γ ≈ Dγ : ∆E, (4.119)

onde

Dγ = − ∂r4/∂E
∂r4

∂Ap
: (NpAp) + ∂r4

∂Ap
i

: (Np
iA

p
i ) + ∂r4

∂κ

√
2
3 + 1

, (4.120)

e, pela lei de Norton,
∂r4

∂(•) = −m∆t
ηpαp

〈(
Φ
αp

)m−1
∂Φ
∂(•)

〉
, (4.121)

sendo (•) utilizado para representar as variáveis E, Ap, Ap
i ou κ.

Aplicando-se (4.119) em (4.113), resulta:

∆Ap = ∆γNpAp ≈ (Dγ : ∆E)NpAp = [(NpAp)⊗Dγ] : ∆E (4.122)

que, para intervalos de tempo suficientemente pequenos, resulta na equação (4.100), isto é:
dAp

dE
= (NpAp)⊗Dγ. (4.123)

Observa-se, portanto, que o operador tangente consistente visco-plástico calculado
neste trabalho é aproximado, sendo mais próximo do exato quanto mais refinada for a
discretização temporal.

4.3.4 Exemplos numéricos

Com o intuito de caracterizar o modelo visco-plástico adotado, apresentam-se
nesta seção os exemplos numéricos clássicos de chapa sob tensão uniaxial e cisalhamento
simples. Na subseção 4.3.4.1 é realizada ainda uma verificação com o trabalho de Heeres,
Suiker e Borst (2002), onde o modelo de Perzyna foi aplicado ao caso de pequenas
deformações. Apesar do modelo exibir dependência temporal, despreza-se a massa dos
materiais considerados, o que permite uma análise quase-estática em todos os casos.

4.3.4.1 Chapa sob cisalhamento simples em pequenas deformações

Considera-se neste exemplo a mesma geometria e malha dadas na Figura 20, e
material visco-plástico com modelo de Perzyna e lei de Norton. Por se tratar de um
problema com pequenas deformações, utilizou-se a lei de Saint Venant-Kirchhoff para a
parcela elástica. Na parcela plástica, foi considerado apenas encruamento isotrópico, com
a lei polinomial apresentada na Tabela 1, onde utilizou-se n = 1, isto é,

σκ(κ) = a0 + a1κ. (4.124)
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Deve ser ressaltado que, para que haja equivalência entre a formulação adotada
no presente trabalho e a de Heeres, Suiker e Borst (2002), o critério de plastificação é
modificado para a seguinte expressão

Φ∗(Me,χ,κ) =
√

3
2‖(M

e − χ)D‖ − σκ(κ) ≤ 0 , (4.125)

isto é, multiplica-se
√

3/2 no critério da equação 4.74, adotado originalmente. Na prática,

essa diferença pode ser contornada adotando-se uma viscosidade ηp =
(√

2
3

)m+1
η∗p, onde

η∗p é a viscosidade adotada para o critério (4.125). De fato, pode-se demonstrar facilmente
que tal consideração garante a equivalência das leis de evolução, isto é:

Lp = 1
η∗p

〈(
Φ∗
αp

)m〉
∂〈Φ∗〉

∂(Me − χ) = 1
ηp

〈(
Φ
αp

)m〉
∂〈Φ〉

∂(Me − χ) . (4.126)

Os parâmetros do material são apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 – Parâmetros do material, extraídos de Heeres, Suiker e Borst (2002)

E (N/m2) ν a0 (N/m2) a1 (N/m2) η∗p (s) ηp (s) m αp (N/m2)

2.0 · 107 0.2 2.0 · 103 −5.0 · 106 1.0 2/3 1 2.0 · 103

São analisados dois casos. No primeiro, aplica-se deslocamento progressivo de valor
máximo 1,174·10−3 m a uma taxa de 1 m/s em 40 passos de tempo, isto é, aplica-se em cada
passo um incremento de tempo ∆t = 4,35 ·10−5 s e de deslocamento ∆u = 4,35 ·10−5 m. Já
no segundo caso, são realizadas etapas de carregamento e descarregamento. Inicialmente,
aplica-se deslocamento de valor de 3,0 · 10−4 m em 17 passos, em seguida −1,77 · 10−4 m
em 10 passos, e, por fim, 5,77 · 10−4 em 33 passos. Novamente, a taxa considerada é de 1
m/s, isto é, ∆t = 1,77 · 10−5 s. Ambos os casos são ilustrados na Figura 22.

Figura 22 – Evolução dos deslocamentos para cisalhamento simples em material visco-plástico
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Os resultados são apresentados nas Figuras 23a e 23b, mostrando uma boa con-
formação com o trabalho de Heeres, Suiker e Borst (2002). Nos dois casos, a tensão de
Cauchy foi obtida conforme a equação (2.41), e a deformação linear cisalhante é dada por
u/h, onde u é o deslocamento aplicado e h é a altura da chapa.



82 4. Modelo elasto-plástico e visco-plástico

Figura 23 – Diagramas tensão-deformação para cisalhamento simples em material visco-plástico
(a) Deformação progressiva

0 5 · 10−4 1 · 10−3
0

250

500

750

1 000

1 250

1 500

1 750

2 000

Deformação linear cisalhante

σ
1
2

(P
a)

Heeres, Suiker e Borst (2002)
Presente trabalho

(b) Carregamento e descarregamento
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4.3.4.2 Chapa sob tensão uniaxial

Este exemplo tem como objetivo verificar o comportamento de um material visco-
plástico em grandes deformações quando submetido a diferentes taxas de deformação.
Considera-se uma chapa com geometria e malha semelhantes à da Figura 18, porém, com
deslocamento prescrito aplicado na face direita conforme gráfico da Figura 24. O tempo é
discretizado em 1000 passos, sendo 500 para a etapa com deslocamento crescente, e 500
para a etapa com deslocamento constante.

Figura 24 – Evolução do deslocamento para chapa visco-plástica sob tensão uniaxial
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O material adotado é metálico (Mild Steel Ck15 ), conforme a Tabela 2. Os parâ-
metros de Perzyna e Norton para esse material, de acordo com Lührs, Hartmann e Haupt
(1997), são η∗p = 10000 s, α∗p = 1 MPa2 e m∗ = 2. Uma vez que o critério de plastificação
adotado por esse trabalho (Φ∗) não pode ser associado diretamente com o da presente
formulação (Φ), não é possível realizar uma calibragem exata dos parâmetros, como foi feito
no exemplo anterior. Entretanto, para garantir pelo menos ordens de grandeza semelhantes,
parte-se da aproximação Φ∗ = 1

2Φ2. Dessa forma, realizando um procedimento análogo ao
da equação (4.126), pode-se obter:

ηp = 2m∗
η∗p, αp =

√
α∗p, e m = 2m∗, (4.127)

de onde resultam os parâmetros dados na Tabela 4.

Na Figura 25 apresenta-se o gráfico das tensões de Cauchy do exemplo para
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Tabela 4 – Parâmetros de Perzyna e Norton para o Mild Steel Ck15

ηp (s) αp (MPa) m

4 · 104 1 4

diferentes taxas de deslocamento (isto é, diferentes valores de tempo t1). Observa-se que
a redução da taxa provoca um comportamento semelhante à redução do parâmetro de
viscosidade, isto é, faz com que a resposta se aproxime do modelo elasto-plástico. Além
disso, na etapa de deformação constante, percebe-se para todos os casos uma tendência à
resposta elasto-plástica quando o tempo tende a infinito.

4.3.4.3 Chapa sob cisalhamento simples

Neste exemplo, considera-se uma chapa sob cisalhamento simples com dados de
geometria e malha semelhantes à Figura 20, porém, com deslocamento prescrito aplicado
de acordo com o gráfico da Figura 26. Neste, t1 é variável, e adotam-se 1600 passos.

O material, neste caso, é o polimérico (PET orientado) da Tabela 2, com a adição
dos parâmetros de Perzyna e Norton dados na Tabela 5.

Tabela 5 – Parâmetros de Perzyna e Norton para o material polimérico

ηp (s) αp (MPa) m

1 35 1

Os gráficos de tensão em função da componente A12 são apresentados na Figura 27
para diversos valores de t1. Nas figuras 28 e 29 apresentam-se os valores de tensões e
de Ap ao longo do tempo para cada t1 considerado. É interessante observar que, neste
caso, o efeito de Bauschinger provoca comportamentos distintos quando aplicadas taxas de
deformações muito grandes, uma vez que, para os casos t1 = 0,5 s e t1 = 0,1 s, as tensões
σ12 e os valores de Ap12 e Ap21 possuem sinais contrários aos demais casos, indicando que a

Figura 25 – Tensões para chapa visco-plástica sob tensão uniaxial

0 125 250 375 500 625 750 875 1 000
300

400

500

600

700

Passos

σ
1
1
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Modelo visco-plástico com u̇ = 1 · 100 m/s (t1 = 0,5 · 100 s)
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Figura 26 – Deslocamento prescrito em chapa visco-plástica sob cisalhamento simples
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Figura 27 – Deformação-tensão para chapa visco-plástica sob cisalhamento simples
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Figura 28 – Tensões de Cauchy ao longo do tempo para chapa visco-plástica sob cisalhamento
simples
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chapa possui tendência a deformar nas direções opostas caso tenha suas restrições soltas.

De fato, a partir dos valores de Ap obtidos na Figura 29 é possível definir as
configurações intermediárias plásticas no último passo de tempo. Essas configurações são
mostradas na Figura 30 para alguns casos de t1, onde é possível observar o fenômeno
comentado anteriormente: valores muito pequenos e muito grandes de taxas apresentam
deformações plásticas em direções opostas.
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Figura 29 – Deformações cisalhantes plásticas ao longo do tempo para chapa visco-plástica sob
cisalhamento simples

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0,8

0,9

1

Tempo adimensional

A
p 1
1

t1 = 20 s

t1 = 10 s

t1 = 5 s

t1 = 1 s

t1 = 0.5 s

t1 = 0.1 s

Elasto-plástico
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Figura 30 – Configurações intermediárias finais para chapa visco-plástica sob cisalhamento
simples
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Capítulo 5

Modelo visco-elástico

Materiais visco-elásticos possuem a capacidade de simultaneamente armazenar e dissipar
energia. De acordo com Lemaitre (2001), a parcela dissipativa se deve a atritos internos que
podem ocorrer, por exemplo, entre moléculas (no caso de polímeros) ou células (no caso
de madeiras). Dessa forma, tais materiais caracterizam-se pela sua dependência temporal,
apresentando respostas que dependem diretamente das taxas de deformações aplicadas.

Uma forma alternativa de caracterizar o modelo visco-elástico é pelo seu comporta-
mento quando submetido a tensões aplicadas subitamente e constantes ao longo do tempo
(ensaios de fluência). Enquanto materiais puramente elásticos respondem instantaneamente
com um estado de deformações constante ao longo do tempo, materiais visco-elásticos con-
tinuam deformando-se, podendo tender a um estado de equilíbrio limitado em magnitude
ou não (CHRISTENSEN, 2013).

O modelo visco-elástico descrito neste capítulo parte da energia de dissipação e é
válido para o regime de grandes deformações, sendo baseado no trabalho de Pascon e Coda
(2017). Outras referências importantes para a compreensão e para o desenvolvimento do
modelo são Reese e Govindjee (1997), Huber e Tsakmakis (2000), Hasanpour, Ziaei-Rad e
Mahzoon (2009) e Petiteau et al. (2013).

5.1 Cinemática
Motivado pela decomposição multiplicativa da equação (4.32), pode-se expressar a

função mudança de configuração como

A = AeAv, (5.1)

onde Ae representa a parcela puramente elástica do gradiente da função mudança de
configuração, e Av a parcela puramente viscosa. A configuração intermediária, neste caso
denotada por Ωv, representa o estado do sólido em uma situação teórica onde há apenas
deformações viscosas. De acordo com Huber e Tsakmakis (2000), tal configuração é obtida
se o corpo for descarregado para um determinado estado de equilíbrio em um processo
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infinitamente rápido (no qual Av é fixo). Mais detalhes sobre o equilíbrio da configuração
intermediária são fornecidos na seção 5.2.

Vale ser mencionado que a decomposição (5.1) é questionada por Petiteau et al.
(2013), pois, de acordo com o autor, a configuração intermediária só pode ser considerada
de fato equilibrada se a escala do fenômeno for muito menor que o tempo de relaxamento.

Uma vez que a decomposição (5.1) é semelhante à (4.32), as definições apresentadas
nesta seção serão similares às do modelo elasto-plástico. Isso inclui as deformações

Ee = 1
2
(
(Ae)TAe − I

)
= 1

2(Ce − I), e (5.2)

Ev = 1
2
(
(Av)TAv − I

)
= 1

2(Cv − I), (5.3)

e os gradientes de velocidade

Le = Ȧe(Ae)−1, e (5.4)
Lv = Ȧv(Av)−1. (5.5)

Além disso, todas as relações obtidas nas subseções 4.2.1.2 e 4.2.1.3 podem ser
aproveitadas no presente contexto, substituindo-se os índices (·)p por (·)v, de forma que
escreve-se:

Ce = (Av)−TC(Av)−1, (5.6)

Ee = (Av)−T (E− Ev)(Av)−1, (5.7)

L = ȦA−1 = Le + AeLv(Ae)−1, e (5.8)

Ėe = (Av)−T Ė(Av)−1 − 1
2CeLv − 1

2(Lv)TCe. (5.9)

5.2 Energia, tensão e dissipação
A formulação adotada neste trabalho parte do modelo reológico de Zener (PASCON;

CODA, 2017), ilustrado na Figura 31.

Figura 31 – Modelo reológico de Zener, adaptado de Pascon e Coda (2017)
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Nesse modelo, a mola associada ao amortecedor possui energia interna denotada
por Ψe, dependente apenas da parcela elástica das deformações. Já a mola desassociada do
amortecedor, possui energia interna denotada por Ψ∞, e depende das deformações totais.
O amortecedor representa as deformações viscosas do material, e seu comportamento
ao longo do tempo é manifestado pela lei de evolução do modelo, conforme discutido



5.2. Energia, tensão e dissipação 89

posteriormente. Escreve-se, portanto, a energia livre de Helmholtz como

Ψ(E,Ee) = Ψ∞(E) + Ψe(Ee), (5.10)

de onde derivam as tensões

S∞ = ∂Ψ∞
∂E

= 2∂Ψe

∂C
e Se = ∂Ψe

∂Ee
= 2∂Ψe

∂Ce
, (5.11)

e os operadores

C∞ = ∂S∞

∂E
= ∂2Ψ∞
∂E⊗ ∂E

e Ce = ∂Se

∂Ee
= ∂2Ψe

∂Ee ⊗ ∂Ee
. (5.12)

Tomando-se para Ψ∞ e Ψe a lei hiperelástica neo-Hookeana apresentada na subse-
ção 2.5.2, tem-se

Ψ∞ = Λ∞
2 ln(J)2 + µ∞

2 [tr(C)− 3− 2 ln(J)], e (5.13)

Ψe = Λe

2 ln(Je)2 + µe

2 [tr(Ce)− 3− 2 ln(Je)], (5.14)

onde Λ∞, µ∞, Λe e µe são parâmetros do material e Je = det(Ae) é o jacobiano elástico.

Utilizando-se novamente a desigualdade de Clausius-Duhem (4.13) para representar
a segunda lei da termodinâmica, calcula-se a energia de dissipação por

dint = S : Ė− S∞ : Ė− Se : Ėe ≥ 0 , (5.15)

Aplicando (5.9) e seguindo um procedimento análogo ao da equação (4.62), resulta:

Se : Ėe =
(
(Av)−1Se(Av)−T

)
: Ė−Me : Lv, (5.16)

onde

Me = CeSe (5.17)

é o tensor de Mandel, definido, neste caso, na configuração intermediária viscosa. Aplicando
(5.16) em (5.15), chega-se a:

dint = (S− S∞ − (Av)−1Se(Av)−T ) : Ė + Me : Lv ≥ 0. (5.18)

Para garantir a não-negatividade da energia de dissipação para valores arbitrários
de Ė (COLEMAN; NOLL, 1963), define-se a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie
como

S = S∞ + (Av)−1Se(Av)−T = S∞ + Sq, (5.19)

onde Sq = (Av)−1Se(Av)−T é denominada tensão não-equilibrante (PASCON; CODA,
2017). Logo, a energia de dissipação é reduzida para:

dint = Me : Lv ≥ 0, (5.20)

e, portanto, o tensor de Mandel, neste caso, é termodinamicamente conjugado à Lv.

A expressão (5.19) permite uma nova interpretação para a configuração interme-
diária viscosa: Suponha que Ee = 0. Segue de imediato que Se = 0 e, portanto, a tensão
S se reduz a S∞. Conclui-se que a configuração intermediária Ωv é equilibrada por S∞,
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que, neste caso, é nula se, e somente se, Ev = 0. Logo, pode-se obter Ωv ao descarregar o
corpo para o estado de tensões S∞ em um processo infinitamente rápido (no qual Av é
fixo). Tal constatação oferece um contraste ao modelo elasto-plástico, onde a configuração
intermediária era assumida livre de tensões.

5.3 Lei de evolução
De acordo com Petiteau et al. (2013), Huber e Tsakmakis (2000) e Pascon e Coda

(2017), a condição mais simples para que a desigualdade (5.20) seja atendida é a lei de
evolução

Lv = 1
η

(Me)D, (5.21)

onde η é o parâmetro de viscosidade do material. Tal lei pode ser interpretada como uma
consequência do princípio da máxima dissipação quando aplicada uma penalização sobre o
valor de ‖(Me)D‖. De fato, nota-se que a equação (5.21) pode ser obtida minimizando-se
o funcional

`(Me) = −dint + 1
2η‖(M

e)D‖2 = −Me : Lv + 1
2η (Me)D : (Me)D (5.22)

com relação a Me. Como consequência, o valor de ‖(Me)D‖ será mais próximo de zero
quanto maior o coeficiente de penalização 1/2η, isto é, quanto menor o valor de η.

Aplicando-se (5.5) em (5.21), é possível expressar a lei de evolução na forma:

Ȧv = 1
η

(Me)DAv, (5.23)

ou, ainda, considerando a simetria do tensor de Mandel,

Ċv = (Ȧv)TAv + (Av)T Ȧv = 2
η

(Av)T (Me)DAv. (5.24)

A lei de evolução (5.24), utilizada no trabalho de Pascon e Coda (2017), é vantajosa
do ponto de vista computacional, pois Cv é um tensor simétrico, ao contrário de Av,
necessitando, portanto, de apenas 6 componentes independentes para sua representação.
No entanto, sabe-se que partindo-se de Av é possível calcular o valor de Cv, porém, a
recíproca não é trivial. Para contornar esse problema, deve-se manipular as expressões
da lei constitutiva de forma que essa não dependa de Av. Assim, a lei de evolução (5.24)
pode ser reescrita como

Ċv = 2
η

(CSq)DCv, (5.25)

onde, para a lei neo-Hookeana (5.14), a tensão não-equilibrante é dada por (PASCON;
CODA, 2017):

Sq = Λe ln(Je)C−1 + µe
(
(Cv)−1 −C−1

)
. (5.26)

Tal artifício, entretanto, requer uma readaptação para cada lei constitutiva utilizada.
Dessa forma, para manter a generalidade das expressões apresentadas, opta-se por utilizar
neste trabalho a lei de evolução (5.23).
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Analogamente à propriedade da conservação do volume plástico, apresentada na
subseção 4.2.4, pode-se provar que a lei de evolução adotada garante a conservação do
jacobiano viscoso Jv = det(Av), pois, utilizando a lei de evolução (5.23) e as relações
tensoriais (A.23) e (A.35):

J̇v = d (det(Av))
dAv

: Ȧv = 1
η

det(Av)(Av)−T : (Me)DAv = Jv

η
tr
(
(Me)D

)
= 0. (5.27)

5.4 Implementação computacional
Assim como no caso elasto-plástico, utiliza-se o método implícito de Euler para

integração temporal da lei de evolução (5.23), o que resulta em

∆Av = Av
s+1 −Av

s = ∆t
η

(Me)Ds+1Av
s+1, (5.28)

onde os índices (·)s+1 e (·)s denotam os valores das variáveis no passo atual e anterior,
respectivamente. Dessa forma, o valor de Av deve ser determinado, para cada passo de
tempo, pelo sistema não-linear

Rv = Av −Av
s −

∆t
η

(Me)DAv = 0, (5.29)

onde, para simplificar a notação, os índices (·)s+1 foram omitidos.

Devido ao caráter desviador da lei de evolução, o tensor Av e todos os tensores
envolvidos na lei constitutiva devem ser considerados na sua forma tensorial completa
(3 × 3), mesmo em problemas bidimensionais. Dessa forma, o sistema (5.29) consiste
em 9 equações, sendo resolvido, neste trabalho, pelo método de Newton-Raphson (ver
detalhamento na seção B.2).

5.5 Operador tangente consistente visco-elástico
Com base na equação (5.19), o operador tangente consistente do modelo visco-

elástico Cve pode ser escrito como:

Cve = dS
dE

= C∞ + d(Av)−1

dE
Se(Av)−T + (Av)−1dSe

dE
(Av)−T + (Av)−1Se

d(Av)−T
dE

. (5.30)

Para que seja possível calcular as derivadas d(Av)−1/dE e dSe/dE, é preciso
conhecer o valor de dAv/dE. Partindo do fato que Rv = 0 para todos os passos de tempo,
pode-se aplicar a aproximação

∆Rv = 0 ≈ ∂Rv

∂E
: ∆E + ∂Rv

∂Av
: ∆Av, (5.31)

de onde, isolando-se ∆Av resulta:

∆Av ≈
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂E
: ∆E, (5.32)

onde o tensor inverso de quarta ordem (∂Rv/∂Av)−1 pode ser calculado conforme a
seção A.3. Para intervalos de tempo suficientemente pequenos, a partir de (5.32), pode-se
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considerar
dAv

dE
≈
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂E
. (5.33)

Portanto, assim como no caso visco-plástico, o operador tangente consistente visco-
elástico calculado neste trabalho é aproximado, pois sua precisão depende da discretização
temporal adotada.

5.6 Exemplos de verificação
A implementação do modelo visco-elástico do presente trabalho é verificada com

base nos resultados de Pascon e Coda (2017) para os exemplos de tensão uniaxial e
cisalhamento simples. Os parâmetros do material adotado, mantidos adimensionais, são
apresentados na Tabela 6. Nesse, a massa é desprezada, de forma que as análises são
consideradas quase-estáticas, apesar de haver dependência temporal no modelo.

Tabela 6 – Parâmetros do material, extraídos de Pascon e Coda (2017)

Λ∞ µ∞ Λe µe η

1000 10 500 8 variável

5.6.1 Chapa sob tensão uniaxial

Considera-se neste exemplo uma chapa retangular restrita horizontalmente na face
esquerda e verticalmente na face inferior, semelhante à Figura 18, porém, com dimensões
1,0× 0,5 e espessura 0,5. Novamente, adotam-se 2 elementos finitos de ordem linear com 1
ponto de integração em cada, e estado plano de tensões.

Neste exemplo três casos são considerados, sendo os dois primeiros para verificação
(subseções 5.6.1.1 e 5.6.1.2), e o último (subseção 5.6.1.3) para caracterizar o modelo
visco-elástico quando submetido a diferentes taxas de carregamento.

5.6.1.1 Ensaio de fluência

No primeiro caso, aplica-se força horizontal de valor total p = 20 na face direita da
chapa. Embora no exemplo original o carregamento seja aplicado subitamente, a mudança
excessiva de configuração entre passos consecutivos provoca, neste caso, a não-convergência
do algoritmo de estado plano de tensões. Portanto, neste trabalho, substitui-se a carga
súbita por uma carga crescente no tempo de 0 a 0,1 s, seguida por uma carga constante
no tempo de 0,1 s até 100 s. Foram utilizados 10 000 passos de tempo com incrementos
de ∆t = 0,01 s cada, isto é, 10 passos na etapa crescente da carga, e 9 990 para a etapa
de carga constante. Os gráficos de alongamento e tensão são apresentados na Figura 32
para diversos valores de viscosidade, mostrando uma boa concordância com o trabalho de
Pascon e Coda (2017).
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Figura 32 – Gráficos para o ensaio de fluência em chapa sob tensão uniaxial
(a) Alongamento axial ao longo do tempo
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(b) Tensão ao longo do tempo
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5.6.1.2 Ensaio de relaxamento

No segundo caso, aplica-se deslocamento prescrito u = 4 na face direita da chapa.
Novamente foram adotados 10 000 passos de tempo, e o deslocamento é considerado
crescente nos tempos de 0 a 0,1 s e constante de 0,1 s até o tempo máximo de análise
tmax = 50 s. Os resultados mostram novamente uma boa concordância com a referência,
como pode ser visto na Figura 33.

Figura 33 – Gráficos para o ensaio de relaxamento em chapa sob tensão uniaxial
(a) Deformação viscosa ao longo do tempo
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(b) Tensão ao longo do tempo
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Para ilustrar o comportamento da lei de evolução nos ensaios de fluência e relaxa-
mento, apresenta-se na Figura 34 a evolução das variáveis ao longo do tempo para o caso
com η = 200. No ensaio de fluência, observa-se que o alongamento viscoso tende ao alon-
gamento total à medida que o tempo cresce. Consequentemente, o efeito das deformações
elásticas Ee é reduzido ao longo do tempo, fazendo com que a resposta se aproxime do
modelo hiperelástico I, que leva em conta apenas a lei constitutiva de Ψ∞ (ver Tabela 7).

Para o ensaio de relaxamento, observa-se que, quando o tempo tende a infinito, o
valor de S do modelo visco-elástico tende a S∞ , que, naturalmente, coincide com a tensão
do modelo hiperelástico I. Como consequência, a tensão não-equilibrante tende a zero.



94 5. Modelo visco-elástico

Figura 34 – Evolução de variáveis ao longo do tempo para η = 200
(a) Ensaio de fluência
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Av

11 - modelo visco-elástico
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(b) Ensaio de relaxamento
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5.6.1.3 Carregamento crescente

A fim de analisar o comportamento dos materiais visco-elásticos quando submetidos
a diferentes taxas de deformação, modifica-se o exemplo anterior considerando cargas
progressivas ao invés de súbitas. Os resultados obtidos são comparados com os modelos
hiperelásticos I, II, e III, definidos conforme a Tabela 7.

Tabela 7 – Leis hiperelásticas associadas ao modelo visco-elástico

Modelo Lei Λ µ

Hiperelástico I neo-Hookeana (subseção 2.5.2) Λ∞ µ∞

Hiperelástico II neo-Hookeana (subseção 2.5.2) Λ∞ + Λe µ∞ + µe

Hiperelástico III neo-Hookeana (subseção 2.5.2) Λ∞ + Λe µ∞

Inicialmente, aplica-se uma força total p = 20 ao longo de 1000 passos com 5
taxas diferentes, sendo variado o tempo máximo de análise. Na menor taxa, ṗ = 20 · 10−3,
atinge-se o carregamento máximo no tempo tmax = 103 s. Nesse caso, conforme visto na
Figura 35, o alongamento coincide com os dos modelos hiperelásticos I e III. Já a taxa
mais alta, ṗ = 20 · 102, onde o tempo máximo é tmax = 10−2 s, coincide com os valores
do modelo hiperelástico II. Para as taxas intermediárias, observa-se uma tendência aos
modelos I e III quando t→∞, e ao hiperelástico II quando t é próximo de 0.

Tal comportamento é o esperado, uma vez que, para deformações quase instantâneas,
o efeito do amortecedor pode ser desprezado, fazendo com que o modelo reológico da
Figura 31 se aproxime de uma associação em paralelo das molas Ψ∞ e Ψe (modelo
hiperelástico II). Já para taxas infinitamente baixas (ou quando t → ∞), o efeito do
amortecedor provoca uma redução da energia Ψe, o que pode fazer com que a energia livre
de Helmholtz tenda a Ψ∞ (modelo hiperelástico I). No entanto, sabe-se que o amortecedor
só é capaz de reduzir a parcela não-volumétrica de Ψe. Portanto, um modelo mais ideal para
ser associado ao caso de taxas infinitamente lentas é o hiperelástico III, onde consideram-se
as parcelas volumétricas de Ψ∞ e Ψe, porém, a parcela não-volumétrica apenas de Ψ∞.
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Figura 35 – Chapa sob tensão uniaxial com carregamento progressivo
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Para ilustrar, modifica-se o exemplo apresentado de forma que hajam diferenças
notáveis entre os modelos hiperelásticos I e III. Substitui-se a força total p = 20 por
p = −20 (compressiva), e adota-se o material visco-elástico da Tabela 8.

Tabela 8 – Parâmetros alternativos para material visco-elástico

Λ∞ µ∞ Λe µe η

320 80 320 100 200

Os alongamentos obtidos neste caso são apresentados na Figura 36. Conforme
discutido, as respostas para taxas mais baixas tendem aproximadamente ao modelo
hiperelástico III, enquanto o hiperelástico I não está associado a nenhuma resposta visco-
elástica. Já as taxas quase instantâneas continuam associadas ao modelo hiperelástico
II.

Figura 36 – Chapa sob tensão uniaxial compressiva com material visco-elástico II
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Modelo hiperelástico III
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5.6.2 Chapa sob cisalhamento simples

Considera-se neste exemplo uma chapa retangular sujeita a deformações cisalhantes,
com geometria e malha semelhante à mostrada na Figura 20, porém, com evolução do
deslocamento prescrito em forma de pulso triangular, conforme mostrado na Figura 37.

Figura 37 – Gráfico de tempo e deslocamento para o exemplo de cisalhamento simples
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O tempo máximo de análise adotado é 30 s. Como a convergência neste exemplo é
imediata, 300 passos de tempo (isto é, ∆t = 0,1 s) mostram-se suficientes para alcançar
o resultado desejado. O parâmetro de viscosidade considerado é η = 20. Além disso, foi
adotado o estado plano de deformações.

Na Figura 38a apresenta-se o diagrama de tensão-deformação obtido e sua veri-
ficação com o trabalho de Pascon e Coda (2017). Pode-se observar, neste exemplo, que
as curvas da etapa de carregamento não coincidem com as de descarregamento, o que é
denominado efeito de histerese. Observa-se, ainda, que a partir do tempo 15, quando a
chapa retorna à sua configuração inicial, a tensão de Cauchy tende a 0 quando t → ∞,
conforme mostrado na Figura 38b.

Figura 38 – Verificações do exemplo de cisalhamento simples em material viscoelástico
(a) Diagrama tensão-deformação
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(b) Diagrama tensão-tempo
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Capítulo 6

Modelo visco-elasto-plástico

Um modelo constitutivo dito visco-elasto-plástico (ou viscoelástico-viscoplástico, como é
comumente chamado na literatura) caracteriza-se por apresentar dependência temporal
tanto nas parcelas elásticas das deformações quanto nas plásticas. Tal comportamento é
observado e vem sendo estudado em diversos materiais, como os asfálticos (DRESCHER;
KRINGOS; SCARPAS, 2010; DARABI et al., 2011), metálicos em altas temperaturas
(BENAARBIA; ROUSE; SUN, 2018) e poliméricos (PRAUD et al., 2017), incluindo
materiais empregados em processos de manufatura aditiva (LAMMENS et al., 2017).

Neste capítulo, apresenta-se um modelo constitutivo visco-elasto-plástico baseado
na energia de dissipação para sólidos em grandes deformações, incluindo aplicação numérica.
Para isso, é realizado um acoplamento entre o modelo visco-plástico descrito no Capítulo 4
e o visco-elástico descrito no Capítulo 5. De forma a evitar repetições desnecessárias,
diversos conceitos já estabelecidos nesses capítulos são retomados aqui de forma direta.

6.1 Cinemática
A cinemática adotada no presente modelo parte da apresentada na subseção 4.2.1

para o caso elasto-plástico, substituindo as variáveis elásticas (·)e por visco-elásticas (·)ve.
Dessa forma, a decomposição de Kröner-Lee (4.32), é reformulada como

A = AveAp, (6.1)

onde Ave representa a parcela visco-elástica do gradiente da mudança de configuração, e
Ap a parcela plástica. Pela cinemática do modelo visco-elástico, apresentada na seção 5.1,
tem-se que

Ave = AeAv, (6.2)

onde Ae representa a parcela elástica do gradiente da mudança de configuração, e Av a
parcela viscosa. Dessa forma, da aplicação de (6.2) em (6.1), resulta a decomposição

A = AeAvAp. (6.3)
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Além disso, Ap pode ser decomposto multiplicativamente em suas parcelas Ap
e e

Ap
i , conforme já discutido na subseção 4.2.1. Tal decomposição, aliada à (6.3), induz a

definição das configurações intermediárias Ωp
i , Ωp e Ωvp, ilustradas de forma esquemática

na Figura 39, com seus respectivos mapeamentos. As configurações Ωp
i e Ωp já foram

apresentadas anteriormente na subseção 4.2.1, porém, neste caso, Ωp perde o significado
físico ao qual foi associada originalmente, uma vez que essa não é obtida no tempo
imediato após o descarregamento, mas sim em um tempo infinitamente grande, quando
as deformações visco-elásticas se aproximam de zero. Já a configuração Ωvp representa o
estado do sólido em uma situação teórica onde há apenas deformações viscosas e plásticas.

Figura 39 – Esquema de configurações intermediárias do modelo visco-elasto-plástico
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As deformações elásticas, viscosas e plásticas são definidas por expressões análogas
às já apresentadas nos modelos elasto-plásticos e visco-elásticos, isto é:

Ee = 1
2
(
(Ae)TAe − I

)
= 1

2(Ce − I), (6.4)

Ev = 1
2
(
(Av)TAv − I

)
= 1

2(Cv − I), e (6.5)

Ep = 1
2
(
(Ap)TAp − I

)
= 1

2(Cp − I). (6.6)

O mesmo vale para os gradientes de velocidade:

Le = Ȧe(Ae)−1, Lv = Ȧv(Av)−1 e Lp = Ȧp(Ap)−1. (6.7)

Da decomposição (6.3), resulta a seguinte relação:

C = (AeAvAp)T (AeAvAp) = (Ap)T (Av)TCeAvAp, (6.8)

ou, rearranjando,

Ce = (Av)−T (Ap)−TC(Ap)−1(Av)−1. (6.9)

Também de (6.3), pode-se expressar o gradiente da velocidade como

L = ȦA−1 = (ȦeAvAp + AeȦvAp + AeAvȦp)(AeAvAp)−1

= Le + AeLv(Ae)−1 + AeAvLp(Av)−1(Ae)−1 ,
(6.10)
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e a taxa de deformação,

D = sim(L) = De + sim(AeLv(Ae)−1 + AeAvLp(Av)−1(Ae)−1), (6.11)

o que, aplicado na equação (2.10), resulta em

Ė=ATDA

=(AeAvAp)T
[
De + sim(AeLv(Ae)−1 + AeAvLp(Av)−1(Ae)−1)

]
(AeAvAp)

=(Ap)T (Av)T ĖeAvAp + sim((Ap)T (Av)TCeLvAvAp + (Ap)T (Av)TCeAvLpAp)

(6.12)

ou, rearranjando,

Ėe = (Av)−T (Ap)−T Ė(Ap)−1(Av)−1 − sim
(
CeLv + CeAvLp(Av)−1

)
. (6.13)

Adicionalmente, partindo da definição de Ave apresentada na equação (6.2), pode-se
definir a deformação visco-elástica:

Eve = 1
2
(
(Ave)TAve − I

)
= 1

2 (Cve − I) , (6.14)

de onde resultam as relações

C = (AveAp)T (AveAp) = (Ap)TCveAp, e (6.15)

Ce =
(
Ave(Av)−1

)T (
Ave(Av)−1

)
= (Av)−TCve(Av)−1, (6.16)

ou, rearranjando,

Cve = (Ap)−TC(Ap)−1 = (Av)TCeAv (6.17)

Além disso, seguindo um procedimento análogo à equação (4.49), chega-se a:

Ėve = (Ap)−T Ė(Ap)−1 − 1
2CveLp − 1

2(Lp)TCve. (6.18)

As definições e relações envolvendo os tensores Ap
i e Ap

e não são diferentes das apre-
sentadas no modelo elasto-plástico e, portanto, podem ser aproveitadas da subseção 4.2.1.

6.2 Energia, tensão e dissipação
Baseado nas equações (4.55) e (5.10), escreve-se a energia livre de Helmholtz do

modelo visco-elasto-plástico como

Ψ(Eve,Ee,Ep
e,κ) = Ψ∞(Eve) + Ψe(Ee) + Ψp

cin(Ep
e) + Ψp

iso(κ), (6.19)

onde Ψ∞ e Ψe estão associadas à parcela visco-elástica do modelo constitutivo, e Ψp
cin e

Ψp
iso representam o encruamento da parcela visco-plástica. Da equação (6.19), derivam

medidas de tensão análogas às apresentadas nos modelos previamente mencionados:

S∞ = ∂Ψ∞
∂Eve

, Se = ∂Ψe

∂Ee
, X = ∂Ψp

cin

∂Ep
e

e σκ = ∂Ψp
iso

∂κ
, (6.20)

e os operadores

C∞ = ∂S∞

∂Eve
, Ce = ∂Se

∂Ee
e Cpe = ∂X

∂Ep
e
. (6.21)

Para o caso neo-hookeano, as leis atribuídas à Ψ∞, Ψe e Ψp
cin podem ser tomadas
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conforme as equações (5.13), (5.14) e (4.59), respectivamente. Já a tensão de escoamento,
σκ, pode ser tomada conforme as leis dadas na Tabela 1.

A energia de dissipação do modelo parte novamente da segunda lei da termodinâ-
mica, na forma da desigualdade de Clausius-Duhem (4.13), resultando:

dint = S : Ė− S∞ : Ėve − Se : Ėe −X : Ėp
e − σκκ̇ ≥ 0, (6.22)

onde S é a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Com base na equação (6.13), a
parcela Se : Ėe pode ser reescrita como

Se :
(
(Av)−T (Ap)−T Ė(Ap)−1(Av)−1 − sim

(
CeLv + CeAvLp(Av)−1

))
, (6.23)

ou ainda, com base nas relações tensoriais (A.33) e (A.34),

Se : Ėe =
(
(Ap)−1(Av)−1Se(Av)−T (Ap)−T

)
: Ė− 1

2CeSe : Lv − 1
2CeSe : Lv

− 1
2
(
(Av)TCeSe(Av)−T

)
: Lp − 1

2
(
(Av)TCeSe(Av)−T

)
: Lp

=
(
(Ap)−1(Av)−1Se(Av)−T (Ap)−T

)
: Ė−Me : Lv −Mq : Lp,

(6.24)

onde o tensor de Mandel, Me = CeSe, neste caso é definido na configuração intermediária
viscosa, e Mq = (Av)TMe(Av)−T é um tensor do tipo Mandel definido na configuração
intermediária plástica.

Aplicando (6.18) na parcela S∞ : Ėve e adotando o mesmo procedimento realizado
em (4.62), chega-se à seguinte expressão:

S∞ : Ėve = S∞ :
(

(Ap)−T Ė(Ap)−1 − 1
2CveLp − 1

2(Lp)TCve
)

=
(
(Ap)−1S∞(Ap)−T

)
: Ė− 1

2(CveS∞) : Lp − 1
2(CveS∞) : Lp

=
(
(Ap)−1S∞(Ap)−T

)
: Ė−M∞ : Lp

(6.25)

onde o tensor do tipo Mandel M∞ = CveS∞, é também definido na configuração interme-
diária plástica.

Para a parcela X : Ėp
e, pode-se aproveitar o resultado obtido na equação (4.69):

X : Ėp
e = χ : Lp −Mp

e : Lp
i , (6.26)

onde

χ = Ap
eX(Ap

e)T e Mp
e = Cp

eX. (6.27)

Finalmente, substituindo-se (4.62) e (4.69) em (4.60), resulta

dint =
(
S− (Ap)−1S∞(Ap)−T − (Ap)−1(Av)−1Se(Av)−T (Ap)−T

)
: Ė

+ (M∞ + Mq − χ) : Lp + Me : Lv + Mp
e : Lp

i − σκκ̇ ≥ 0.
(6.28)

Para garantir a não-negatividade da energia de dissipação para valores arbitrários
de Ė (HOLZAPFEL, 2000), define-se a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como

S = (Ap)−1S∞(Ap)−T + (Ap)−1(Av)−1Se(Av)−T (Ap)−T = S̃∞ + S̃q. (6.29)
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A energia de dissipação é agora expressa por:

dint = Σ : Lp + Me : Lv + Mp
e : Lp

i − σκκ̇ ≥ 0, (6.30)

onde

Σ = M∞ + Mq − χ. (6.31)

Nota-se que o tensor Σ é termodinamicamente conjugado à Lp, sendo então utilizado
para definir o critério de plastificação. É ainda interessante observar que

Mq = (Av)TCeSe(Av)−T = (Av)TCeAv(Av)−1Se(Av)−T = CveSq, (6.32)

logo,

M∞ + Mq = CveS∞ + CveSq = CveSve (6.33)

onde Sve é a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie do modelo visco-elástico, dada
conforme a Equação (5.19). Dessa forma, o tensor M∞ + Mq pode ser visto como uma
generalização do tensor de Mandel elástico (Me) para o caso visco-elástico.

6.3 Critério de plastificação e leis de evolução
Baseado na expressão da energia de dissipação obtida (6.28), e no critério de

plastificação da equação (4.74) a função critério de plastificação neste contexto é dada por:

Φ = ‖ΣD‖ −
√

2
3σκ ≤ 0. (6.34)

Seguindo-se procedimentos análogos aos apresentados na subseção 4.2.4 e seção 5.3,
são obtidas as seguintes leis de evolução:

Ȧv = 1
η

(Me)DAv,

Ȧp = γ̇NpAp,

Ȧp
i = γ̇Np

iA
p
i ,

κ̇ = γ̇

√
2
3 ,

(6.35)

onde

Np = ΣD

‖ΣD‖
, (6.36)

e, para a lei de encruamento cinemático de Armstrong-Frederick,

Np
i = b

c
(Mp

e)D. (6.37)

Caso a parcela plástica seja considerada independente de taxa, o multiplicador
plástico γ̇ deve ser calculado pela condição de complementaridade, conforme discutido
na subseção 4.1.7. Caso seja considerado o modelo de Perzyna e lei de Norton conforme
apresentado na seção 4.3, tal multiplicador deve ser calculado pela equação (4.112).

Para verificar se as leis de evolução adotadas satisfazem a desigualdade de Clausius-
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Duhem, a equação (6.30) é reescrita levando-se em conta as equações (6.35), resultando:

dint = γ̇Φ + γ̇
b

c
‖(Mp

e)D‖2 + 1
η
‖(Me)D‖2. (6.38)

As duas últimas parcelas de (6.38) são claramente positivas. Já a primeira parcela é nula
para plasticidade independente de taxa (pela condição de complementaridade) e maior ou
igual a zero para o modelo de Perzyna. Logo verifica-se que dint ≥ 0, como desejado.

Por argumentos análogos aos da subseção 4.2.4 e seção 5.3, verifica-se ainda que as
leis de evolução garantem a propriedade da conservação do volume inelástico, isto é, os
jacobianos plásticos (Jp) e viscosos (Jv) são constantes e unitários ao longo do tempo.

6.4 Implementação computacional
A implementação computacional do modelo descrito baseia-se em etapas de previsão

visco-elástica e correção plástica, isto é, para cada passo de tempo, assume-se inicialmente
que o material é puramente visco-elástico, e verifica-se o critério de plastificação (6.34).
Caso esse não seja atendido, deve-se evoluir também as variáveis plásticas.

A integração temporal das leis de evolução é realizada neste trabalho pelo método
implícito de Euler (backward Euler). Assim, na etapa de correção plástica, resolve-se o
seguinte sistema não-linear:

Rv = Av
s+1 −Av

s −
∆t
η

(Me)Ds+1Av
s+1 = 0

R1 = Ap
s+1 −Ap

s −∆γs+1Np
s+1A

p
s+1 = 0

r2 = κs+1 − κs −∆γs+1(rκ) = 0
R3 = (Ap

i )s+1 − (Ap
i )s −∆γs+1Np

iA
p
i = 0

r4 = 0

, (6.39)

onde, caso a parcela plástica seja independente de taxa,

r4 = Φs+1, (6.40)

e, caso seja adotado o modelo de Perzyna,

r4 = ∆γs+1 −
∆t
ηp

〈(
Φs+1

αp

)m〉
. (6.41)

Na Figura 40, apresenta-se o passo-a-passo do algoritmo de previsão e correção
adotado.
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Figura 40 – Algoritmo de previsão e correção do modelo visco-elasto-plástico

ALGORITMO DE PREVISÃO E CORREÇÃO
PARA O PASSO DE TEMPO s+ 1

1. PREVISÃO VISCO-ELÁSTICA:

a) Assume-se como tentativa inicial para as variáveis plásticas os valores do passo
anterior, isto é,

Ap
s+1 = Ap

s, κs+1 = κs e (Ap
i )s+1 = (Ap

i )s,

ou, caso seja o primeiro passo (s = 0):

Ap
s+1 = I, κs+1 = 0 e (Ap

i )s+1 = I.

b) Resolve-se Av
s+1 pelo sistema não-linear

Rv = Av
s+1 −Av

s −
∆t
η

(Me)Ds+1Av
s+1 = 0,

conforme a seção B.2. Caso seja o primeiro passo, Av
s = I.

c) De κs+1, calcula-se σκ conforme a Tabela 1. Além disso, calcula-se

Ave = A(Ap)−1

Cve = (Ave)TAve

S∞ = 2∂Ψ∞

∂Cve

M∞ = CveS∞

Ae = A(Ap)−1(Av)−1

Ce = (Ae)TAe

Se = 2∂Ψe

∂Ce

Mq = (Av)TCeSe(Av)−T

Ap
e = Ap(Ap

i )
−1

Cp
e = (Ap

e)TAp
e

X = 2∂Ψp
cin

∂Cp
e

χ = (Ap
e)X(Ap

e)T

onde os índices (·)s+1 foram omitidos a fim de reduzir a notação.
d) Calcula-se o critério de plastificação

Φ = ‖(M∞ + Mq − χ)D‖ −
√

2/3σκ.

2. SE Φ ≤ 0 → PREVISÃO VISCO-ELÁSTICA CORRETA:
a) Não há necessidade de atualizar as variáveis previamente calculadas.
b) Calcula-se Cvep pela forma simplificada exibida na subseção C.3.1.

3. SE Φ > 0 → CORREÇÃO PLÁSTICA:
a) Soluciona-se o sistema (6.39) conforme o Apêndice B, de onde obtêm-se as variáveis

atualizadas Av
s+1, Ap

s+1, κs+1, (Ap
i )s+1 e ∆γs+1. Com exceção de ∆γs+1, todas

essas variáveis precisam ser armazenadas para serem utilizadas no próximo passo.
b) Atualiza-se S∞s+1, Ses+1 e as demais variáveis utilizadas para calcular Cvep.
c) Calcula-se Cvep conforme a subseção C.3.2.

4. Finalmente, calcula-se o tensor de tensões de Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

S = (Ap)−1S∞(Ap)−T + (Ap)−1(Av)−1Se(Av)−T (Ap)−T .
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6.5 Operador tangente consistente visco-elasto-plástico
O operador tangente consistente do modelo visco-elasto-plástico pode ser derivado

de (6.29) como:

Cvep = dS
dE

= d(Ap)−1

dE
S∞(Ap)−T + (Ap)−1dS∞

dE
(Ap)−T + (Ap)−1S∞

d(Ap)−T
dE

+ d(Ap)−1

dE
(Av)−1Se(Av)−T (Ap)−T + (Ap)−1(Av)−1Se(Av)−T d(Ap)−T

dE

+ (Ap)−1d(Av)−1

dE
Se(Av)−T (Ap)−T + (Ap)−1(Av)−1Se

d(Av)−T
dE

(Ap)−T

+ (Ap)−1(Av)−1dSe

dE
(Av)−T (Ap)−T .

(6.42)

Para que possam ser calculadas as derivadas presentes em (6.42), deve-se conhecer
os valores de dAp/dE e dAv/dE. Parte-se, neste trabalho, das aproximações

∆Rv = 0 ≈ ∂Rv

∂E
: ∆E + ∂Rv

∂Av
: ∆Av + ∂Rv

∂Ap
: ∆Ap, e (6.43)

∆r4 = 0 ≈ ∂r4

∂E
: ∆E+ ∂r4

∂Ap
: ∆Ap+ ∂r4

∂κ
∆κ+ ∂r4

∂Ap
i

: ∆Ap
i + ∂r4

∂Av
: ∆Av+ ∂r4

∂γ
∆γ. (6.44)

De (6.43), tem-se

∆Av ≈ −
(
∂Rv

∂Av

)−1

:
(
∂Rv

∂E
: ∆E + ∂Rv

∂Ap
: ∆Ap

)
. (6.45)

que, aplicada em (6.44), resulta em

∆r4 = 0 ≈
(
∂r4

∂E
− ∂r4

∂Av
:
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂E

)
: ∆E

+
(
∂r4

∂Ap
− ∂r4

∂Av
:
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂Ap

)
: ∆Ap

+ ∂r4

∂κ
∆κ+ ∂r4

∂Ap
i

: ∆Ap
i + ∂r4

∂γ
∆γ,

(6.46)

de onde, à partir das leis de evolução discretizadas (6.39), escreve-se:

∆r4 = 0 ≈
(
∂r4

∂E
− ∂r4

∂Av
:
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂E

)
: ∆E

+ ∆γ
(
∂r4

∂Ap
− ∂r4

∂Av
:
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂Ap

)
: (NpAp)

+ ∆γ
(
∂r4

∂κ

√
2
3 + ∂r4

∂Ap
i

: (Np
iA

p
i ) + ∂r4

∂γ

)
.

(6.47)

Logo,

∆γ ≈ Dγ : ∆E, (6.48)
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onde

Dγ=

∂r4

∂Av
:
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂E
− ∂r4

∂E(
∂r4

∂Ap
− ∂r4

∂Av
:
(
∂Rv

∂Av

)−1

: ∂Rv

∂Ap

)
:(NpAp) + ∂r4

∂κ

√
2
3 + ∂r4

∂Ap
i

:(Np
iA

p
i ) + ∂r4

∂γ

. (6.49)

Se a plasticidade for considerada independente de taxa, r4 = Φ, logo, ∂r4/∂γ = 0.
Caso seja utilizado o modelo de Perzyna, ∂r4/∂γ = 1, e as demais derivadas de r4 podem
ser calculadas conforme a equação (4.121) para a lei de Norton.

Da substituição da equação (6.48) na lei de evolução (4.86), escreve-se

∆Ap = ∆γNpAp ≈ (Dγ : ∆E)NpAp = [(NpAp)⊗Dγ] : ∆E, (6.50)

que, aplicado em (6.45), resulta

∆Av ≈ −
(
∂Rv

∂Av

)−1

:
(
∂Rv

∂E
+ ∂Rv

∂Ap
: ((NpAp)⊗Dγ)

)
: ∆E. (6.51)

Logo, para passos de tempo suficientemente pequenos,
dAp

dE
≈ (NpAp)⊗Dγ, e (6.52)

dAv

dE
≈ −

(
∂Rv

∂Av

)−1

:
(
∂Rv

∂E
+ ∂Rv

∂Ap
: ((NpAp)⊗Dγ)

)
. (6.53)

O cálculo completo de Cvep e suas derivadas auxiliares é detalhado na seção C.3.

6.6 Exemplos numéricos
Para demonstrar o comportamento do modelo visco-elasto-plástico descrito, nesta

seção aplica-se o modelo numérico desenvolvido aos exemplos clássicos de cisalhamento
simples e tensão uniaxial, sendo este último considerado no contexto de ensaios de fluência
e relaxamento. A fim de simplificar o escopo das análises realizadas, todos os exemplos
são considerados quase-estáticos, apesar de haver dependência temporal nos modelos
constitutivos. Os parâmetros do material visco-elasto-plástico utilizado são apresentados
na Tabela 9, inspirados no material polimérico (PET orientado) da Tabela 2.

Tabela 9 – Parâmetros para material visco-elasto-plástico do tipo polimérico

Parâmetros visco-elásticos
Λ∞ (MPa) µ∞ (MPa) Λe (MPa) µe (MPa) η (MPa·s)

320 80 0 40 50
Parâmetros de encruamento Parâmetros de Perzyna/Norton

σY (MPa) c (MPa) b ηp (s) αp (MPa) m
35 100 2.7 1 35 1
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6.6.1 Ensaio de relaxamento

Considera-se, neste caso, uma chapa sob tensão uniaxial, com geometria, restrições
e malha semelhantes à Figura 18, porém com deslocamento prescrito aplicado conforme o
gráfico da Figura 41, sendo o instante final da análise t2 = 8 s, e o instante intermediário t1
variável. O número de passos adotado é 2000, sendo 1000 para o intervalo de tempo entre
0 e t1, e 1000 para o intervalo entre t1 e t2. Como t1 é variável, segue que o incremento de
tempo (∆t) adotado é diferente nos dois intervalos.

Figura 41 – Evolução do deslocamento prescrito aplicado em ensaio de relaxamento para chapa
com modelo visco-elasto-plástico
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Os valores de tensão de Cauchy na direção longitudinal são dados na Figura 42a
para diversas taxas de deslocamento, isto é, diversos valores de t1. Observa-se que nas
taxas mais altas a tensão obtida no tempo t1 é maior, de forma semelhante ao modelo
visco-plástico. Entretanto, quando as deformações se estabilizam, a tensão tende a valores
menores (em contrate ao modelo visco-plástico, onde as tensões tendem ao mesmo valor).
Na Figura 42b, apresenta-se a evolução dos alongamentos plásticos ao longo do tempo
para os diversos casos analisados. Na Figura 43 apresenta-se, ainda, uma comparação
entre os alongamentos plásticos, viscosos e visco-elásticos para os casos em que t1 = 2 s e
t1 = 0.1 s.

Figura 42 – Tensões de Cauchy e alongamentos plásticos para ensaio de relaxamento em chapa
com material visco-elasto-plástico
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0 1 2 3 4 5 6 7 8

1

1,1

1,2

Tempo (s)

A
p 1
1

t1 = 4 s
t1 = 2 s
t1 = 1 s
t1 = 0.1 s



6.6. Exemplos numéricos 107

Figura 43 – Alongamentos para ensaio de relaxamento em chapa com material visco-elasto-
plástico
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(b) t1 = 0.1 s
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6.6.2 Ensaio de fluência

Considera-se, neste caso, uma chapa com geometria e malha semelhantes à do
exemplo anterior, porém substituindo o deslocamento prescrito por força compressiva,
conforme a Figura 44. Ao contrário do exemplo da subseção 5.6.1.1, este não apresentou
problemas de convergência devido às cargas súbitas, mesmo sendo considerado o estado
plano de tensões. O instante máximo considerado foi t2 = 10 s, discretizado em 1000 passos
com ∆t = 0.01 s. Já o instante intermediário (t1) é variado ao longo das análises.

Figura 44 – Evolução da força aplicada em ensaio de fluência para modelo visco-elasto-plástico
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Na Figura 45 são apresentados os deslocamentos horizontais e verticais no vértice
superior direito da chapa ao longo do tempo. As respostas apresentam o comportamento
esperado em testes de fluência de modelos visco-elasto-plásticos, como pode ser visto, por
exemplo, no trabalho de Darabi et al. (2011): para maiores tempos de manutenção da
carga, maiores são os deslocamentos residuais obtidos ao se remover o carregamento.

Na Figura 46, apresenta-se a evolução dos alongamentos plásticos e viscosos para os
diversos tempos de manutenção do carregamento analisados. Como esperado, o alongamento
plástico evolui de forma acentuada no começo do carregamento, porém, tende a se estabilizar
com o tempo. Após a remoção da carga, o alongamento plástico é inalterado. Já o
alongamento viscoso tende ao valor unitário quando t→∞.
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Figura 45 – Deslocamentos no vértice superior direito da chapa para ensaio de fluência
(a) Deslocamento horizontal
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(b) Deslocamento vertical
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Figura 46 – Alongamentos plásticos e viscosos da chapa para ensaio de fluência
(a) Alongamentos plásticos
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(b) Alongamentos viscosos
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Para facilitar a comparação, apresenta-se na Figura 47a os alongamentos totais e
suas parcelas plásticas, viscosas e visco-elásticas para o caso com t1 = 5 s. Observa-se que
o alongamento visco-elástico sofre uma mudança súbita no descarregamento, devido à sua
parcela elástica. Assim como o alongamento viscoso, esse tende ao valor unitário à medida

Figura 47 – Evolução dos alongamentos e tensões para ensaio de fluência com t1 = 5 s
(a) Alongamentos
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(b) Tensões
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que t→∞. Na Figura 47b pode-se comparar, ainda, o comportamento ao longo do tempo
das diversas parcelas de tensão envolvidas.

6.6.3 Chapa sob cisalhamento simples

Neste exemplo, considera-se uma chapa sob cisalhamento simples com geometria e
malha semelhantes à Figura 20, e deslocamento prescrito aplicado de acordo com o gráfico
da Figura 48. O instante máximo adotado foi de t2 = 25 s, e o instante intermediário t1 é
variável. Foram considerados um total de 2000 passos, sendo 400 entre os instantes 0 e 1

3t1,
800 entre os instantes 1

3t1 e 5
6t1, 400 entre os instantes 5

6t1 e t1, e 400 entre os instantes t1
e t2. Novamente, os valores de ∆t são variáveis entre esses intervalos.

Figura 48 – Deslocamento prescrito em chapa visco-elasto-plástica sob cisalhamento simples
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Na Figura 49 são apresentados os gráficos de tensão em função da componente
A12 para os diversos valores de t1 considerados. Além disso, os gráficos de tensão e Ap

ao longo do tempo para determinados valores de t1 são apresentados nas Figuras 50 e
51, observando-se um comportamento similar ao caso visco-plástico (Figuras 28 e 29),
em especial no que se refere ao comportamento distinto das configurações intermediárias
plásticas sob diferentes valores de taxas de deformações.

Figura 49 – Tensão-deformação para chapa visco-elasto-plástica sob cisalhamento simples
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Figura 50 – Tensões de Cauchy ao longo do tempo para chapa visco-elasto-plástica sob cisalha-
mento simples
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Figura 51 – Deformações cisalhantes plásticas ao longo do tempo para chapa visco-elasto-
plástica sob cisalhamento simples
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Capítulo 7

A estratégia Nó-a-Segmento para problemas
de contato

Em problemas de contato sob grandes deslocamentos, onde não se pode garantir a coincidên-
cia das malhas, o modelo mais comumente adotado é o Nó-a-Segmento, que caracteriza-se
por distinguir as interfaces de contato de forma que uma seja discretizada em elementos
nodais (denominados nós projéteis), e outra em segmentos (denominados segmentos alvos).

Nessa técnica, cada segmento alvo é tratado como um elemento de linha curva.
Dessa forma, o campo de posições definido no seu domínio (denotado por yS) pode ser
mapeado por uma coordenada adimensional ξ, a partir da interpolação

yS(ξ) = ϕα(ξ)yα, (7.1)

onde yα e ϕα representam a posição e a função de forma de cada nó α pertencente ao
segmento. Analogamente, pode-se definir o vetor tangente t associado a ξ por meio da
expressão

t(ξ) = ∂yS

∂ξ
(ξ) = ∂ϕα

∂ξ
(ξ)yα. (7.2)

O vetor normal unitário associado a ξ, no caso 2D, pode ser definido como o vetor
n tal que n · t = 0 e ‖n‖ = 1. Essa definição, entretanto, permite dois possíveis cenários:
um no qual n é direcionado para a parte externa do sólido, e outro para a parte interna.
Neste trabalho, adota-se por padrão o primeiro caso, onde pode-se utilizar as expressões

n1(ξ) = −t2 e n2(ξ) = t1, (7.3)

onde t é o vetor tangente unitário, definido por:

t = t
‖t‖

. (7.4)

Para que a equação (7.3) retorne o resultado desejado, observa-se ainda a orientação
do elemento finito, uma vez que essa afeta a direção de t. Tal consideração deve ser levada
em conta durante a geração da malha. Na orientação sinistrogira (Figura 52b), o vetor
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t possui direção oposta à desejada, e, portanto, a equação (7.3) resulta em um vetor n
direcionado para a parte interna do sólido. Dessa forma, utiliza-se apenas a orientação
dextrogira (Figura 52a), onde adota-se o sentido anti-horário em contornos externos do
sólido e sentido horário em contornos internos (como, por exemplo, furos).

Figura 52 – Tipos de orientações dos elementos finitos de linha curva
(a) Orientação dextrogira
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(b) Orientação sinistrogira
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7.1 Detecção do contato
Para cada nó projétil com posição yN , ativa-se o contato quando existe ξ pertencente

ao domínio de um segmento alvo tal que a distância normal

gn =
(
yN − yS(ξ)

)
· n(ξ) (7.5)

seja menor ou igual a 0. No caso sem atrito, o ponto ξ onde o contato é imposto deve ser
aquele que possui a menor distância normal em módulo. Para que isso ocorra, o ponto ξ
deve conter a projeção normal do nó projétil, conforme ilustrado na Figura 53. Em outras
palavras, a seguinte condição deve ser verdadeira:

gt =
(
yN − yS(ξ)

)
· t(ξ) = 0. (7.6)

Figura 53 – Projeção normal de ponto projétil sobre segmento alvo
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Para cada par de ponto projétil e segmento alvo, resolve-se a Equação (7.6) pelo
método de Newton-Raphson (descrito na seção 3.2). Para alcançar a convergência, utiliza-se
a derivada

g′t =
(
yN − t(ξ)

)
· t(ξ) +

(
yN − yS(ξ)

)
· t′(ξ), (7.7)
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onde

t′(ξ) = ∂2ϕα

∂ξ2 (ξ)yα. (7.8)

Na seção 7.3, o procedimento de Newton-Raphson é escrito com detalhes, bem
como todo o passo-a-passo realizado no programa desenvolvido para a detecção do contato.

7.2 Imposição das condições de contato
Uma vez detectado o contato, a não-penetração é imposta por meio da condição

gn = 0. Para introduzi-la ao sistema, os artifícios mais comumente adotados são a técnica
dos multiplicadores de Lagrange e o método da penalização. O último consiste em adicionar
uma restrição de mola entre o nó projétil e o respectivo ponto de contato. Esse método é
relativamente mais simples e não requer a introdução de novos graus de liberdade, porém é
limitado quanto à precisão, uma vez que o valor de gn tem sua proximidade a 0 controlada
pelo valor da rigidez adotada para a mola.

Neste trabalho, utiliza-se a técnica dos multiplicadores de Lagrange, que consiste
em introduzir, para cada nó projétil N em contato, um novo grau de liberdade, denotado
por λ, representando a força de contato atuante em N . A energia potencial associada a
essa força é então adicionada à Equação (2.36), por meio da expressão

ΠN
cont = λgn. (7.9)

Caso o modelo de contato adotado não inclua adesão, apenas forças de contato
compressivas podem ser admitidas, isto é, o valor de λ calculado deve ser menor ou igual
a zero. Caso contrário, a condição de contato deve ser desativada.

7.2.1 Forças de contato

Devido à introdução de (7.9) ao sistema, adiciona-se à Equação (3.7) novas forças de
contato, derivando (7.9) com relação aos graus de liberdade de posição dos nós envolvidos.
No nó projétil, a força de contato é dada por

fNcont = ∂ΠN
cont

∂yN
= λn. (7.10)

Já no segmento alvo, são aplicadas forças de contato em cada nó α pertencente ao elemento
de linha curva, por meio da expressão

(fαcont)i = ∂ΠN
cont

∂yαi
= λ

((
yNk − ySk

) ∂nk
∂yαi
− ϕαni

)
, (7.11)

onde a derivada de n com relação às posições é discutida na subseção 7.2.2.

Além disso, deve-se minimizar (7.9) com relação ao grau de liberdade λ, resultando
em uma nova equação a ser adicionada ao sistema, dada por

∂ΠN
cont

∂λ
= gn = 0, (7.12)

que garante a condição de não-penetração desejada entre o nó projétil e o seu respectivo
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ponto de contato.

7.2.2 Matriz Hessiana

De forma a preservar a convergência do sistema global, deve-se também adicionar à
matriz hessiana (seção 3.6) a parcela associada ao contato, cujos termos são apresentados
na Tabela 10.

Tabela 10 – Termos da matriz hessiana local de contato usando a técnica Nó-a-Segmento e
multiplicadores de Lagrange

(·)/∂yNj (·)/∂yβj (·)/∂λ

∂(fNcont)i/(·) 0 λ
∂ni

∂yβj
ni

∂(fαcont)i/(·) λ
∂nj
∂yαi

λ

(
(yNk − ySk ) ∂2nk

∂yαi ∂y
β
j

− ∂ϕβ

∂ξ

∂nj
∂yαi

− ∂ϕα

∂ξ

∂nj

∂yβj

) (
yNk − ySk

) ∂nk
∂yαi
− ϕαni

∂gn/(·) nj
(
yNk − ySk

) ∂nk
∂yβj
− ϕβnj 0

Usando a regra apresentada em (7.3), podemos calcular as derivadas de n com
relação às posições a partir das derivadas de t, que, por sua vez, são obtidas pelas expressões
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onde
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e δ é a função delta de Kronecker, definida em (A.13).

7.3 Algoritmo
No algoritmo 2, apresenta-se um esboço dos passos para detecção ou desativação

do contato. Esse algoritmo é introduzido após a obtenção do equilíbrio, isto é, após a
linha 38 do algoritmo 1. Caso seja detectado um novo par de contato, ou a necessidade de
desativar alguma condição, retorna-se à linha 8 do algoritmo 1 e resolve-se novamente o
sistema com a introdução das novas condições.

Em outros tipos de abordagem, o algoritmo para detecção ou desativação do contato
pode ser inserido dentro do procedimento de Newton-Raphson global (por exemplo, após
a linha 36 do algoritmo 1), sendo a checagem, portanto, realizada em cada iteração.
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Tal procedimento dispensa a necessidade de reiniciar o sistema diversas vezes em um
mesmo passo de tempo, muitas vezes aumentando a rapidez da solução, porém, em certos
casos pode dificultar a convergência. Dessa forma, optou-se neste trabalho pela primeira
alternativa.

O cálculo das forças de contato e da hessiana, bem como a imposição das mesmas
ao sistema, pode ser feita, por exemplo, antes da aplicação dos deslocamentos prescritos
(linha 30 do algoritmo 1).

Algoritmo 2: Detecção ou desativação do contato usando a técnica Nó-a-
Segmento, introduzido após a linha 38 do algoritmo 1
1 para cada Nó projétil N que não encontra-se em contato faça
2 para cada Segmento alvo S faça
3 Tentativa inicial: ξ ← 0;
4 enquanto erro > tol faça
5 Calcula-se gt e g′t conforme (7.6) e (7.7);
6 ∆ξ ← −gt/g′t;
7 ξ ← ξ + ∆ξ;
8 erro = |∆ξ|;
9 fim

10 se −1 ≤ ξ ≤ 1 então
11 Calcula-se gn conforme (7.5);
12 se gn ≤ 0 então
13 Armazena-se o segmento S e coordenada ξ como possível par de contato

para o nó N ;
14 fim
15 fim
16 fim
17 Caso mais de um segmento tenha sido armazenado como possível par de contato para

N , escolhe-se aquele com o menor valor de |gn| (isto é, o mais próximo do nó);
18 fim
19 se Houve nova penetração então
20 Com as novas condições de contato armazenadas, retorna-se à linha 8 do algoritmo 1;
21 senão
22 para cada Nó projétil N que encontra-se em contato faça
23 se λ > 0 então
24 Desativa-se o contato em N ;
25 fim
26 fim
27 Caso algum nó tenha sido desativado, retorna-se à linha 8 do algoritmo 1;
28 fim

7.4 Exemplo de verificação: Arco deslizante
Este exemplo, extraído de Piedade Neto (2013) e baseado em Yang, Laursen e Meng

(2005), apresenta contato entre dois corpos deformáveis sujeitos a grandes deslocamentos e
tem como objetivo validar o algoritmo desenvolvido em uma análise estática. Dois arcos
circulares conforme a Figura 54 são compelidos entre si por meio de deslocamento prescrito
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horizontal ∆u = 25 ao longo de 200 passos de 0.125 cada, aplicado nos apoios do arco
superior. O material para ambos é considerado neo-Hookeano, com parâmetros E = 698.56
e ν = 0.32, que equivale às constantes de Lamé Λ = 255 e µ = 264.6. Utiliza-se a técnica
Nó-a-Segmento para o contato, onde as interfaces projétil e alvo consideradas são indicadas
também na Figura 54.

Figura 54 – Exemplo do arco deslizante, extraído de Piedade Neto (2013)
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O problema é interessante por apresentar um efeito denominado snap-through,
típico de situações instáveis, onde há mudanças bruscas de posições entre passos de tempo
consecutivos. Esse comportamento é problemático do ponto de vista numérico, pois pode
gerar problemas de convergência no método de Newton-Raphson a depender do número
de passos adotado na análise.

Figura 55 – Configurações deformadas do arco deslizante e tensão de von Mises

Tanto as configurações deformadas quanto os valores da tensão de von Mises,
ilustradas na Figura 55, mostram uma boa proximidade com o trabalho de Piedade Neto
(2013), onde o problema é resolvido com a técnica Mortar de contato. Na Figura 56,
apresentam-se os gráficos de deslocamento vertical e tensão de Cauchy horizontal para
o ponto A, onde o fenômeno do snap-through pode ser observado mais claramente no
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trecho descontínuo das curvas. Novamente, observa-se uma excelente concordância entre
os resultados obtidos e a fonte.
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Figura 56 – Gráficos de deslocamento vertical e tensão horizontal no ponto A
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Capítulo 8

Exemplos numéricos propostos

Para mostrar as potencialidades do código desenvolvido, propõem-se neste capítulo diversos
exemplos numéricos utilizando os modelos constitutivos descritos, sendo alguns inspirados
em processos de manufatura existentes, incluindo situações de contato. São simulados
também exemplos dinâmicos1, tendo em vista a ampla gama de aplicações envolvendo
esse tipo de análise. O objetivo desses exemplos é tornar mais clara a influência de cada
parâmetro constitutivo no comportamento do material, bem como analisar a resposta
do modelo numérico a diferentes discretizações temporais e diferentes parâmetros para
o integrador temporal de Newmark. Foram adotados em todos os exemplos elementos
triangulares de aproximação cúbica, e 7 pontos de integração.

8.1 Bloco parcialmente carregado
Este exemplo consiste na análise de um bloco com material polimérico sujeito

a um carregamento compressivo distribuído parcialmente conforme a Figura 57, sendo
considerado estado plano de deformações. Devido à simetria, apenas metade do problema
é discretizado, sendo adotada uma malha regular composta por 200 elementos e 961 nós.
Três modelos constitutivos foram considerados: visco-elasto-plástico (conforme parâmetros
da Tabela 9), visco-elástico e visco-plástico. O tempo máximo de análise t1 é variável,
sendo o número de passos de tempo fixo em 10 000.

Figura 57 – Geometria e malha para exemplo de bloco parcialmente carregado
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1 Nos exemplos em que a análise dinâmica não for explicitamente mencionada, considera-se
análise quase-estática.
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8.1.1 Modelo visco-elástico

Para o caso visco-elástico, consideram-se os parâmetros dados na Tabela 11. Os
resultados são comparados ainda com os modelos hiperelásticos associados I e II, definidos
conforme a Tabela 7 (nota-se que, neste caso, o modelo hiperelástico I é equivalente ao III,
uma vez que Λe = 0).

Tabela 11 – Parâmetros para material visco-elástico do tipo polimérico

Λ∞ (MPa) µ∞ (MPa) Λe (MPa) µe (MPa) η (MPa·s)
320 80 0 40 50

Na Figura 58 apresenta-se o gráfico de carregamento aplicado e deslocamento
vertical no ponto A. Seguindo o comportamento já observado em exemplos do Capí-
tulo 5, as taxas mais baixas e mais altas aproximam-se dos modelos hiperelásticos I e II,
respectivamente, causando uma redução no caráter histerético das curvas.

Figura 58 – Diagrama de força-deslocamento para o bloco visco-elástico
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Na Figura 59 são mostradas ainda as configurações deformadas na etapa de
carregamento máximo para diferentes valores de t1, bem como os mapas de cores da
componente Ev

22 das deformações viscosas.

Figura 59 – Configurações deformadas na etapa de carga máxima em bloco visco-elástico
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É interessante observar que, embora os valores máximos e mínimos de deslocamentos
ocorram nos casos de valores extremos de taxas de carregamento, os casos intermediários
apresentam deslocamentos maiores que os demais, em valor absoluto, durante alguns
trechos do processo de descarregamento e após a remoção completa da carga, como
mostram as curvas de retorno da Figura 60.

Figura 60 – Deslocamento ao longo do tempo para o bloco visco-elástico
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8.1.2 Modelo visco-plástico

Para o caso visco-plástico, o material adotado é o polimérico da Tabela 2 (PET
orientado), com parâmetros de Perzyna e Norton dados na Tabela 5.

As curvas deslocamento vs. carga distribuída são apresentadas na Figura 61 para
diversos valores de t1. Observa-se que taxas de carregamento mais baixas provocam maiores
deslocamentos tanto no instante de carregamento máximo quanto no descarregamento, ao
passo que taxas mais altas reduzem o caráter histerético das curvas, fazendo com que as
respostas se aproximem de um comportamento hiperelástico.

Figura 61 – Diagrama de força-deslocamento para o caso visco-plástico
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Na Figura 62 são mostradas as configurações deformadas nas etapas de carregamento
máximo e no instante final analisado para diversos valores de t1, onde é notável a redução
das deformações plásticas à medida que t1 é reduzido.

Figura 62 – Configurações deformadas para o caso visco-plástico

8.1.3 Modelo visco-elasto-plástico

Neste caso, os parâmetros do material são aqueles apresentados na Tabela 9.
Conforme mencionado na subseção 4.2.6, a aplicação do algoritmo implícito de Euler
provoca erros na propriedade da conservação do volume inelástico. Para investigar a
dependência da discretização temporal sobre esses erros no regime de grandes deformações,
realiza-se neste exemplo uma análise de convergência para os valores do jacobiano plástico
(Jp) e viscoso (Jv), apresentada na Figura 63, onde foi adotado o tempo máximo t1 =
0,5·104 s, discretizado por meio de quatro incrementos de tempo (∆t) diferentes: 2 s, 1 s, 0,5
s e 0,25 s. A inclinação média das retas apresentadas nos gráficos é de 1,149944643 para o

Figura 63 – Análise de convergência para jacobianos plásticos e viscosos
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Jacobiano plástico e 1,023697852 para o Jacobiano viscoso, indicando convergência próxima
de primeira ordem. Na prática, isso implica que o erro é reduzido aproximadamente pela
metade à medida que o número de passos é dobrado.

Os gráficos de força vs. deslocamento obtidos são mostrados na Figura 64a, para
diversos valores de t1, e na Figura 64b, para as diversas discretizações temporais adotadas
na análise de convergência, mantendo-se t1 = 0,5 · 104 s. Nesse último o gráfico é ampliado,
sendo mostrada apenas a região pŕoxima ao máximo valor absoluto da carga, de modo a
evidenciar as diferenças entre os resultados (especialmente entre os casos de ∆t = 0,25 s e
∆t = 0,5 s).

Figura 64 – Diagrama de força vs. deslocamento para o bloco visco-elasto-plástico
(a) Variando t1

−80 −60 −40 −20 0
−0,8

−0,7

−0,6

−0,5

−0,4

−0,3

−0,2

−0,1

0

Carga aplicada (MPa)

D
es
lo
ca
m
en
to

v
er
ti
ca
l
em

A
(m

)

t1 = 0,5 · 10−1 s t1 = 0,5 · 100 s

t1 = 0,5 · 101 s t1 = 0,5 · 102 s

t1 = 0,5 · 103 s t1 = 0,5 · 104 s

(b) Variando ∆t (t1 = 0,5 · 104 s)

−85 −80 −75 −70

−0,52

−0,51

−0,5

−0,49

−0,48

−0,47

−0,46

Carga aplicada (MPa)

D
es
lo
ca
m
en
to

v
er
ti
ca
l
em

A
(m

)

∆t = 2 s

∆t = 1 s

∆t = 0,5 s

∆t = 0,25 s

O deslocamento do ponto A ao longo do tempo é apresentado na Figura 65, tanto
para o caso visco-elasto-plástico como para o caso visco-plástico. Nesse último, não se
observa evolução a partir do instante de remoção completa da carga para nenhum valor

Figura 65 – Deslocamento ao longo do tempo para o bloco visco-elasto-plástico
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de t1. O mesmo ocorre no caso visco-elasto-plástico para taxas muito altas e muito baixas,
uma vez que, nesses casos, as respostas se aproximam das visco-plásticas e hiperelásticas,
respectivamente. No entanto, para valores intermediários de t1, o retorno para a confi-
guração plástica não é imediato, devido ao fato de que ainda há evoluções na parcela
viscosa. As configurações deformadas nas etapas de carregamento máximo e no instante
final analisado são mostradas na Figura 66, onde também é apresentada a distribuição de
deformação viscosa Ev

22.

Figura 66 – Distribuição de deformação viscosa sobre a configuração deformada em diferentes
instantes

8.2 Análise dinâmica de viga em balanço
Este exemplo tem como intuito caracterizar a resposta dinâmica dos diversos

modelos constitutivos apresentados, apresentando os efeitos de amortecimento provocados
pelo comportamento dissipativo. Considera-se uma viga com geometria e carregamento
dados por Bathe, Ramm e Wilson (1975), conforme a Figura 67, e estado plano de tensões.
Adota-se uma malha regular com 610 nós e 120 elementos triangulares de aproximação
cúbica. A massa específica é ρ = 10−6 lb · s2/in4, e o intervalo de tempo adotado ∆t =

Figura 67 – Geometria e malha para exemplo dinâmico de viga em balanço

R

L
H h

d

H

R

L

d

Rigid Body 1

Rigid Body 2

Δu

Δu

Mesh:

2320 Nodes, 490 Triangular Elements

414 Nodes, 68 Triangular Elements
A

Mild Steel Ck15

Δu

Δu

H

R+h

R
45º

H

L

Rigid Body 1

Mild Steel Ck15

Rigid Body 2

Δv

92.12º 0.01051 m

Geometry:
L = 0.25 m
H = 0.1 m
h = 0.06 m
R = 1.5 m
Δu = d = 0.45 m

Mesh:
Rigid Body 1: 461 nodes,
94 triangular elements
Rigid Body 2: 389 nodes, 
78 triangular elements
Sheet: 1267 nodes,
254 triangular elements

Mesh:
Rigid Body 1: 848 nodes,
176 triangular elements
Rigid Body 2: 740 nodes, 
146 triangular elements
Sheet: 3342 nodes,
675 triangular elements

Geometry:
L = 1.0 m
H = 0.025 m
R = 0.25 m
Δu = d = 0.686432 m

Geometry:
L = 1.0 m
H = 0.025 m
R = 0.25 m
Δv = 0.38609 m

A

88.797º

0.5 m0.5 m0.5 m0.5 m

p

0 0.2t1 t1

0

85

Tempo (s)

p 
(M

P
a)

Malha: 

1 
m

A

Ψ∞

Ψe

0.4t1

p/2

p/2

10 in

1 in

A

ρ = 10-6 lb·s2/in4 , Δt = 4,5·10-5 s 

Malha: 610 nós, 120 elementos triangulares de aproximação cúbica



8.2. Análise dinâmica de viga em balanço 125

4,1667 · 10−5 s, com tempo máximo e número de passos variados. A carga distribuída nas
análises dinâmicas é constante e aplicada subitamente.

Inicialmente, o exemplo é comparado com o trabalho de Bathe, Ramm e Wilson
(1975) para o caso hiperelástico, considerando lei Neo-Hookeana com Λ = 3333,33 lb/in2 e
µ = 5000 lb/in2. Na Figura 68 são apresentados os resultados dessa análise para os casos
dinâmico e estático, onde nesse último considerou-se carga crescente até p = 10 lb/in.
Nota-se em ambos os casos boa concordância com a referência.

Figura 68 – Verificação do exemplo dinâmico de viga em balanço com o trabalho de Bathe,
Ramm e Wilson (1975) para o caso hiperelástico
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8.2.1 Modelo visco-elástico

No caso visco-elástico, considera-se um material com os parâmetros da Tabela 12,
e os materiais hiperelásticos associados I, II e III, definidos conforme a Tabela 7.

Tabela 12 – Material visco-elástico para exemplo dinâmico de viga em balanço

Λ∞ (lb/in2) µ∞ (lb/in2) Λe (lb/in2) µe (lb/in2) η (s·lb/in2)
3333.33 5000 3333.33 5000 variável

Na Figura 69 observa-se, como esperado, que a resposta dinâmica para valores
muito elevados de η se aproxima do modelo hiperelástico II, pelo menos nos instantes
iniciais do carregamento. Já para menores valores de η, embora haja uma semelhança aos
modelos hiperelásticos I e III (especialmente o primeiro), o erro fica bem mais evidenciado
à medida que o tempo avança.

Para valores intermediários de η, o modelo constitutivo provoca um visível efeito
de amortecimento na resposta dinâmica, conforme mostrado na Figura 70. Nota-se que tal
amortecimento é mais acentuado entre os valores η = 4 e η = 8, diminuindo à medida que
a viscosidade se distancia dessa faixa (seja para valores maiores ou menores).

Para demostrar melhor esse efeito, apresenta-se na Figura 71a o gráfico de viscosi-
dade e tempo de estabilização para os casos analisados, sendo considerado como tempo de
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Figura 69 – Comportamento dinâmico de viga visco-elástica para valores extremos de η
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estabilização aquele a partir do qual todas as amplitudes de deslocamento são menores
que uma certa tolerância (no caso, 2 · 10−2). Para valores de η abaixo de 4 e acima de 8, as
inclinações médias das retas obtidas no gráfico se aproximam de -1 e 1, respectivamente.
No primeiro caso, isso implica que o tempo de estabilização é aproximadamente dobrado à
medida que η é reduzido pela metade. Já no segundo caso, o tempo é aproximadamente
dobrado à medida que η é dobrado. Em ambos os casos, o valor limite é +∞, uma vez
que os casos limites se associam aos modelos hiperelásticos, onde não há dissipação.

Figura 70 – Comportamento dinâmico de viga visco-elástica para diferentes valores de η
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Já a frequência tende a convergir para valor em torno de 27.62 Hz à medida em que η
diminui e para valor em torno de 27.98 Hz à medida em que η aumenta (ver Figura 71b). Os
valores de frequência nesse caso são calculados apenas no intervalo entre os dois primeiros
picos de deslocamento. É interessante observar ainda que as regiões de valores mínimos da
Figura 71a (entre η = 4 e η = 8) nesse caso abrangem o ponto de inflexão da curva de
frequência.

8.2.2 Modelo visco-plástico

No caso visco-plástico, considera-se o material dado na Tabela 13. Os gráficos de
deslocamento ao longo do tempo são mostrados na Figura 72 para diversos valores de ηp.
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Figura 71 – Gráficos de tempo de estabilização e frequência de viga visco-elástica para diferentes
valores de η, em escala logarítmica na base 2
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Embora nesse caso haja um efeito de amortecimento inicial, observa-se que a viga continua
vibrando indefinidamente. Essa vibração se deve à parcela não-dissipativa do modelo, que,
nesse caso, corresponde à parcela hiperelástica.

Tabela 13 – Material visco-plástico para exemplo dinâmico de viga em balanço

Λe (lb/in2) µe (lb/in2) σY (lb/in2) c (lb/in2) b ηp (s) αp (lb/in2) m
3333.33 5000 800 100 2 variável 800 1

Figura 72 – Comportamento dinâmico de viga visco-plástica para diferentes valores de ηp
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8.2.3 Modelo visco-elasto-plástico

No caso visco-elasto-plástico, considera-se o material representado na Tabela 14. Os
gráficos de deslocamento ao longo do tempo são mostrados na Figura 73 para ηp = 10−3 s
e diversos valores de η. Assim como no caso visco-elástico, o modelo constitutivo provoca
um efeito de amortecimento, fazendo com que os deslocamentos se estabilizem em um
determinado valor (resposta estacionária). Entretanto, enquanto no modelo visco-elástico
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Tabela 14 – Material visco-elasto-plástico para exemplo dinâmico de viga em balanço

Parâmetros visco-elásticos
Λ∞ (lb/in2) µ∞ (lb/in2) Λe (lb/in2) µe (lb/in2) η (s·lb/in2)

3333.33 5000 3333.33 5000 variável
Parâmetros de encruamento Parâmetros de Perzyna/Norton
σY (lb/in2) c (lb/in2) b ηp (s) αp (lb/in2) m

800 100 2 variável 800 1

esse valor é independente de η, nesse caso ele varia de acordo com o parâmetro de
viscosidade adotado.

Figura 73 – Comportamento dinâmico de viga visco-elasto-plástica para ηp = 10−3 s e diferentes
valores de η
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Observa-se na Figura 74a que o tempo de dissipação comporta-se de maneira
semelhante ao modelo visco-elástico, obtendo seu valor mínimo entre os casos η = 4
e η = 8. Os deslocamentos finais também são menores para essa faixa de viscosidade,
conforme mostrado na Figura 74b. Nesse gráfico, observa-se ainda que a inclinação da reta
tende a diminuir conforme η aumenta (para valores acima de 8) ou diminui (para valores
abaixo de 4), indicando uma possível convergência para um determinado valor limite em
cada um dos casos. Tal valor demonstra ser maior para valores menores de η, como era
esperado, uma vez que o modelo hiperelástico II, associado à valores infinitamente grandes
de η, apresenta deslocamentos menores que o I ou III, associados à valores infinitamente
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pequenos de η.

Figura 74 – Gráficos de tempo de estabilização e deslocamento final de viga visco-elasto-plástica
para ηp = 10−3 s diferentes valores de η, em escala logarítmica na base 2
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Na Figura 75a são mostrados os deslocamentos ao longo do tempo, dessa vez
considerando η = 8 s e variando o valor de ηp. Observa-se um tempo de estabilização
similar em todos os casos, porém, novamente, há variação nos valores de deslocamento
estacionários. Conforme esperado, a resposta quando ηp tende a zero se assemelha ao caso
com plasticidade independente de taxa (denotado no gráfico como ηp → 0). A diferença
entre o deslocamento final obtido nesse caso, denotado por uest(0), e o deslocamento final
para cada valor de ηp, denotado por uest(ηp), é apresentado na Figura 75b, em escala
logarítmica na base 10. Naturalmente, esse valor tende a zero à medida que ηp é reduzido.
Além disso, à medida que ηp cresce, a ordem de convergência tende a diminuir, indicando
a existência de um valor limite mínimo de deslocamento final.

Figura 75 – Resposta de viga visco-elasto-plástica para η = 8 s e diferentes valores de ηp
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Na Figura 76 são apresentadas as configurações deformadas estacionárias da viga
para alguns valores de ηp considerados. Além disso, na Figura 77, apresentam-se os
diagramas de tensões na seção engastada da viga para esses casos, traçados com base nos
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valores nodais. Nesses diagramas, observa-se uma maior influência da plasticidade para
menores valores de ηp.

Figura 76 – Configurações finais de viga visco-elasto-plástica para η = 8 s e diferentes valores
de ηp, apresentando componentes σ11 da tensão de Cauchy em mapas de cores

Figura 77 – Diagramas de tensão na seção engastada da viga após estabilização para modelo
visco-elasto-plástico com η = 8 s e diferentes valores de ηp
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8.3 Dobramento simples de chapa metálica
Considera-se neste exemplo uma chapa metálica, inicialmente retangular com

dimensões L×H, forçada a assumir uma forma curva quando pressionada entre dois blocos
rígidos (ver Figura 78). Adota-se o modelo elasto-plástico, com parâmetros do material
Mild Steel Ck15 dados na Tabela 2, e estado plano de deformações. Os corpos rígidos
neste trabalho são modelados por meio de restrições de deslocamento aplicadas ao longo
de todo o domínio.

Figura 78 – Geometria e malha para exemplo de dobramento simples em chapa metálica
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Aplica-se deslocamento prescrito no bloco superior de forma que entre ele e o
bloco inferior resulte apenas um espaço H, suficiente para que a barra seja forçada ao
formato desejado. Tal processo é realizado em uma análise estática de 3000 passos. No
passo seguinte, o bloco superior é afastado de forma que possa ser observado o recuo
(Springback) da chapa.

O contato é resolvido pela estratégia nó-a-segmento, sendo as interfaces dos ante-
paros rígidos tratadas como segmentos alvos, e as da chapa como nós projéteis. Devido à
simetria, apenas metade do problema é discretizado, sendo aplicadas restrições de deslo-
camentos horizontais nos contornos pertencentes ao eixo de simetria. A fim de reduzir o
custo computacional, refina-se a malha apenas na região central da chapa, onde há maiores
níveis de deformações.

Na Figura 79 apresenta-se a configuração deformada do problema para determinados
passos, bem como a deformação plástica de Green-Lagrange na direção horizontal. De
forma a medir o Springback, calculou-se o ângulo final entre as duas extremidades e o
recuo vertical do ponto A, mostrados na Figura 82a.

Figura 79 – Configuração deformada para o exemplo de dobramento simples, com valores de
Ep11 apresentados em mapa de cores

8.4 Dobramento direcionado (Draw Bending) de chapa metálica
Nesta seção apresenta-se um procedimento alternativo ao do exemplo anterior

para o dobramento de chapa metálica, demonstrando como a diferença no processo de
manufatura pode alterar o comportamento do Springback. Novamente, adota-se uma chapa
metálica com material elasto-plástico (Mild Steel Ck15 ) de dimensões L × H e estado
plano de deformações, porém, de forma a suavizar o contato, considera-se um formato semi-
circular na extremidade direita. Inicialmente, dois blocos rígidos posicionados conforme
a Figura 80 são movidos em direção à chapa enquanto a mesma tem sua extremidade
esquerda totalmente restrita, forçando sua conformação. Nessa etapa, adota-se uma análise
estática com 3000 passos. No passo seguinte, os blocos são afastados de forma que possa
ser observado o Springback.
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Figura 80 – Geometria e malha para exemplo de dobramento direcionado em chapa metálica
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A principal diferença entre o dobramento direcionado apresentado neste exemplo
e o dobramento simples do exemplo anterior é que neste algumas regiões da chapa
são sujeitas a um comportamento cíclico de tensões e deformações, devido ao fato de
as seções da extremidade direita serem inicialmente dobradas e em seguida forçadas
novamente à configuração reta, provocando o efeito de Bauschinger. Na Figura 81 são
apresentadas as configurações deformadas para alguns passos, onde nota-se que os valores
de deformação de Green-Lagrange são bem próximos aos obtidos no exemplo anterior
(Figura 79). Entretanto, observam-se pequenas deformações residuais na região superior
da chapa, que influenciam no comportamento do Springback: o formato final obtido
demonstra uma melhor proximidade ao formato imposto quando comparado com o do
exemplo anterior, e, mais ainda, apresenta uma curvatura na direção contrária à obtida
anteriormente, formando um ângulo agudo entre as extremidades, como pode ser visto na
Figura 82b.

Figura 81 – Configuração deformada para o exemplo de dobramento direcionado, com valores
de Ep11 apresentados em mapa de cores

Figura 82 – Springback manifestado nos exemplos de dobramento
(a) Dobramento simples
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(b) Dobramento direcionado
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8.5 Extrusão
Neste exemplo, uma chapa com formato representado na Figura 83 é compelida

contra uma abertura de altura mínima igual a 60% da sua altura inicial, com a intenção
de provocar uma redução na seção transversal e, como consequência, um aumento de
seu comprimento. O maquinário é composto por dois setores circulares, tratados como
anteparos rígidos. Esses são movidos em direção à chapa por meio de deslocamento prescrito
em uma análise estática. Novamente aproveita-se a simetria do problema para reduzir pela
metade o domínio efetivamente discretizado.

Figura 83 – Geometria e malha para exemplo de extrusão
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8.5.1 Material metálico com modelo elasto-plástico

Neste caso, considerou-se o material elasto-plástico Mild Steel Ck15, cujos parâme-
tros são dados na Tabela 2, e deslocamento prescrito total ∆u = 0,45 m, aplicado em 8000
passos. Apresenta-se na Figura 84a o deslocamento horizontal no ponto da extremidade
direita da chapa (ponto A), e na Figura 84b o deslocamento vertical no ponto que inicia o
trecho circular da chapa (ponto B).

Figura 84 – Gráficos de deslocamento para o exemplo de extrusão em material metálico
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(b) Deslocamento vertical em B
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Conforme já observado nos exemplos anteriores, o material metálico em grandes
deformações possui parcelas elásticas muito pequenas quando comparadas às plásticas,
e, portanto, se conforma mais facilmente aos formatos impostos quando comparado ao
material polimérico. De fato, com base nos dados da Figura 84b, verifica-se que a altura
final da chapa na seção do ponto B é 0,06025898 m, isto é, houve um aumento de apenas
2,5898 ·10−4 m com relação à altura de 0,06 m imposta pelos anteparos rígidos. Nas demais
seções essa tendência é mantida, como pode ser observado nas configurações deformadas
da chapa (ver Figura 85).

Figura 85 – Configurações deformadas para exemplo de extrusão em chapa metálica elasto-
plástica, valores de Ep11 apresentados em mapas de cores

8.5.2 Material polimérico com modelo visco-elasto-plástico

Neste caso, considerou-se o material visco-elasto-plástico da Tabela 9, e desloca-
mento prescrito total ∆u = 1,8 m, aplicado de forma incremental ao longo de 30 000 passos,
com tempo máximo (tmax) variável. Na Figura 86 são apresentados os deslocamentos nos
pontos A e B para três diferentes casos.

Figura 86 – Gráficos de deslocamento para o exemplo de extrusão em material polimérico
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Comparado ao material metálico, este apresenta parcelas de deformações elásticas
significativas, o que resulta em uma curva de retorno mais acentuada, como pode ser visto
nos gráficos da Figura 86. Dentre os casos analisados, o maior recuo elástico é observado
no caso intermediário tmax = 20 s, onde obtem-se um comprimento final (medido no
ponto A) de 0,311716m, e altura final (medida na seção do ponto B) de 0,0796267m,
que equivale à quase 80% da altura inicial. A maior altura final é observada no caso
tmax = 2 s, onde, embora o tempo de análise não tenha sido suficiente para que as
respostas se estabilizassem satisfatoriamente, obteve-se altura final de quase 85% da inicial
(0,0845064m). As configurações deformadas para esse caso são apresentadas na Figura 87.

Figura 87 – Configurações deformadas para exemplo de extrusão em chapa polimérica no caso
tmax = 2 s, com valores de Ep11 apresentados em mapas de cores

8.6 Impacto entre corpos deformáveis
Considera-se neste exemplo o problema dinâmico de impacto entre dois sólidos com

formatos circular e retangular, respectivamente. A geometria e malha são apresentadas na
Figura 88, onde, devido à simetria, apenas metade do problema é discretizado. Considerou-
se estado plano de tensões, e massa ρ = 0,25 kg/m3 para ambos os sólidos, sendo que
apenas no sólido circular considera-se o peso próprio do corpo. A aceleração da gravidade
adotada nesse caso é g = 10m/s2, o que implica em um peso resultante de −2,5 N/m2.
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Figura 88 – Geometria e malha para exemplo de impacto entre corpos deformáveis
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É importante ser observado que problemas de impacto enfrentam dificuldades de
convergência quando utilizado o método de Newmark-β com os parâmetros tradicionais
(β = 1/4 e γ = 1/2). Esse problema pode ser contornado com o aumento do valor de
∆t, uma vez que isso impede o método numérico de capturar campos oscilatórios de alta
frequência, os quais impedem a convergência. Tal artifício, entretanto, pode comprometer
os resultados obtidos, especialmente em problemas que dependam de uma boa discretização
temporal. Dessa forma, Hu (1997) propôs um método de Newmark modificado utilizando
os parâmetros β = 1 e γ = 3/2, que se mostrou bastante eficiente para tratar problemas
de impacto. Tal modificação, entretanto, deve ser utilizada com cautela, pois introduz na
integração temporal um amortecimento numérico altamente sensível à discretização de
tempo adotada. Em geral, é necessário que sejam utilizados valores de ∆t muito menores
que os habituais para diminuir as discrepâncias causadas por tal fenômeno dissipativo.

8.6.1 Modelo hiperelástico

Este primeiro caso é utilizado para comparar as respostas dos dois integradores
temporais considerados, e observar a eficiência do método de Hu (1997) quando utili-
zados valores de ∆t suficientemente pequenos. Considera-se um modelo hiperelástico
neo-Hookeano em ambos os sólidos com Λ = 200 N/m2 e µ = 15 N/m2. O tempo máximo
de análise neste caso é tmax = 0,65625 s, discretizado, para o integrador temporal de Hu,
em seis números de passos diferentes: 3 500, 7 000, 14 000, 28 000, 56 000 e 112 000. Para o
método de Newmark-β com β = 1/4 e γ = 1/2, apenas foi possível obter convergência
com 1000 passos de tempo, isto é, ∆t = 0,65625 · 10−3 s.

Na Figura 89 são mostrados os gráficos de deslocamento ao longo do tempo nos
pontos A (nó inferior do sólido circular) e B (nó superior do sólido retangular). Devido ao
efeito de amortecimento numérico previamente mencionado, as amplitudes no integrador
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de Hu tendem a diminuir à medida que o tempo avança, causando variações indesejáveis
entre as discretizações temporais adotadas. Essa variação é notável, por exemplo, entre os
casos com 3 500 e 14 000 passos, porém, esse último já se mostra bem próximo do resultado
obtido no método de Newmark-β com os parâmetros tradicionais. Pode-se presumir,
portanto, que a resposta tende a convergir para números de passo suficientemente grandes.
A fim de investigar essa convergência, apresentam-se nos gráficos da Figura 90 os erros
em deslocamento relativos ao Newmark com β = 1/4 e γ = 1/2 no instante t = 0,65625 s,
para cada ∆t adotado. As inclinações médias (ordens de convergência) das retas são de
0,63989429 e 0,690037326, respectivamente, sendo observado em ambas uma leve redução
nos casos mais refinados. Para esses casos, o erro pode ser desprezado em aplicações práticas,
mostrando que o integrador de Hu fornece resultados satisfatórios sem a necessidade de
limitar o refinamento adotado para a discretização temporal.

Figura 89 – Gráficos de deslocamento para o exemplo de impacto com modelo hiperelástico
(a) Deslocamento vertical em A
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Figura 90 – Análise de convergência para deslocamentos finais no exemplo de impacto com
modelo hiperelástico, em escala logarítmica na base 2
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Na Figura 91 são mostrados os gráficos da componente σ22 de tensão de Cauchy ao
longo do tempo para ambos os integradores, medido no ponto C (centro do sólido circular).
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Mesmo com apenas 1000 passos de tempo, pode-se observar que o método de Newmark-β
com β = 1/4 e γ = 1/2 captura um número maior de frequências quando comparado com
o de Hu, sendo essas mesmas frequências responsáveis pela instabilidade numérica que,
neste caso, impediu a convergência quando adotado 2000 passos ou mais. Na Figura 92
são mostradas as configurações deformadas em determinados passos de tempo para o caso
com integrador temporal de Hu e 112 000 passos.

Figura 91 – Tensão de Cauchy (σ22) no ponto C para impacto com modelo hiperelástico
(a) β = 1 e γ = 3/2
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Figura 92 – Configurações deformadas de problema de impacto com 112 000 passos, mostrando
a componente σ22 das tensões de Cauchy em mapas de cores

8.6.2 Modelo visco-elasto-plástico

Embora no caso anterior tenha sido viável utilizar o integrador temporal de
Newmark-β com os parâmetros tradicionais limitando o número de passos adotado, no
caso visco-elasto-plástico isso não foi possível, devido à alta dependência do modelo sobre o
refinamento da discretização temporal. De fato, a convergência é prejudicada para valores
muito grandes de ∆t, uma vez que até mesmo o operador tangente consistente do modelo
depende da discretização (como pode ser observado na seção 6.5). Por outro lado, valores
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muito pequenos de ∆t provocam, em problemas de impacto, a instabilidade numérica já
abordada anteriormente. Dessa forma, considera-se apenas o integrador de Hu neste caso,
com uma discretização temporal suficientemente refinada.

O material adotado em ambos os sólidos possui as propriedades dadas na Tabela 15.
Neste caso, considerou-se o tempo máximo tmax = 3,5 s, discretizado em 350 000 passos
(isto é, ∆t = 10−5 s).

Tabela 15 – Parâmetros de material visco-elasto-plástico para exemplo de impacto

Parâmetros visco-elásticos
Λ∞ (N/m2) µ∞ (N/m2) Λe (N/m2) µe (N/m2) η (s·N/m2)

10 2 10 4 1
Parâmetros de encruamento Parâmetros de Perzyna/Norton

σY (N/m2) c (N/m2) b ηp (s) αp (N/m2) m
0.4 1,5 1 2 0.4 1

Os gráficos de deslocamento vertical, componente de tensão σ22 e componente
de deformação plástica Ep

22 ao longo do tempo são mostrados nas Figuras 93, 94 e
95, respectivamente. O primeiro é medido novamente nos pontos A e B. Já os dois
últimos são medidos nos pontos C e D (ver Figura 88). Como esperado, as respostas
tendem a se estabilizar, devido ao efeito dissipativo do modelo constitutivo. Na Figura 96
são mostradas as configurações deformadas para determinados instantes, incluindo a
configuração “estabilizada”.

Figura 93 – Deslocamentos para o exemplo de impacto com modelo visco-elasto-plástico
(a) Deslocamento vertical em A
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1 2 3
−0,06

−0,04

−0,02

0

Tempo (s)

D
es
lo
c.

v
er
ti
ca
l
em

B
(m

)



140 8. Exemplos numéricos propostos

Figura 94 – Tensão de Cauchy para o exemplo de impacto com modelo visco-elasto-plástico
(a) Valores de σ22 no ponto C
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Figura 95 – Deformações plásticas para o exemplo de impacto com modelo visco-elasto-plástico
(a) Valores de Ep22 no ponto C
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Figura 96 – Configurações deformadas de problema de impacto com material visco-elasto-
plástico, apresentando valores de Ep22 em mapas de cores
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8.7 Abatimento em material altamente viscoso
O ensaio de abatimento de tronco de cone (slump test) é um procedimento realizado

para medir a consistência do concreto em estado fresco. Nesse ensaio, o material é depositado
em um molde com formato cônico, e em seguida liberado, de forma que se deforme sobre
a ação do próprio peso. Não é o escopo deste exemplo simular um ensaio de abatimento
real, devido a diversos fatores como: necessidade de uma análise tridimensional, e da
consideração de atrito entre o sólido e o chão, alta complexidade do concreto em estado
fresco, entre outros. Entretanto, para mostrar as possibilidades do código desenvolvido,
apresenta-se um exemplo inspirado por esse processo.

Considera-se um sólido com formato trapezoidal e malha conforme a Figura 97
(onde foi aproveitada a simetria do problema). Adota-se um modelo constitutivo visco-
elasto-plástico, com parâmetros dados na Tabela 16. Embora não tenha sido utilizado
um material semelhante ao concreto fresco, esse foi definido de forma que apresentasse
comportamento altamente viscoso, isto é, taxas de deformação relativamente baixas para os
esforços considerados. Foi adotado estado plano de tensões, massa específica ρ = 0,15 kg/m3

e tempo máximo tmax = 20 s, discretizado em 2000 passos (∆t = 0,01 s).

Figura 97 – Geometria e malha para exemplo de abatimento em material altamente viscoso
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Tabela 16 – Parâmetros de material visco-elasto-plástico para exemplo de abatimento

Parâmetros visco-elásticos
Λ∞ (MPa) µ∞ (MPa) Λe (MPa) µe (MPa) η (s·MPa)

50 0.8 200 150 5
Parâmetros de encruamento Parâmetros de Perzyna/Norton

σY (MPa) c (MPa) b ηp (s) αp (MPa) m
0.5 10 1 0.5 0.5 1

Este exemplo é simulado tanto considerando problema quase-estático (dispensando
os efeitos inerciais) quanto dinâmico. Os gráficos de deslocamentos são dados na Figura 98
para os dois casos. Nesses, observa-se uma resposta dinâmica suficientemente próxima ao
caso quase estático. O mesmo pode ser visto no gráfico da componente E22 de deformação
de Green-Lagrange, apresentado na Figura 99a. Já o gráfico da componente σ22 das tensões
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de Cauchy (Figura 99b), apresenta oscilações notáveis, embora ainda seja suficientemente
próximo do caso quase estático. Na Figura 100 são apresentadas as configurações deformadas
em diversos instantes.

Figura 98 – Deslocamentos para o exemplo de abatimento
(a) Deslocamento horizontal no ponto C
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(b) Deslocamento vertical no ponto A
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Figura 99 – Deformações e tensões para o exemplo de abatimento
(a) Valores de E22 no ponto B
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Figura 100 – Configurações deformadas de problema de abatimento, apresentando valores de
σ22 em mapas de cores



8.8. Extrusão dinâmica em material altamente viscoso 143

8.8 Extrusão dinâmica em material altamente viscoso
Neste exemplo, considera-se um sólido com formato circular e material visco-elasto-

plástico conforme a Tabela 16, lançado com a força do seu próprio peso contra uma
cavidade com 70% de seu diâmetro, como mostra a Figura 101. Por se tratar de um
problema de impacto, consideram-se novamente os parâmetros de Newmark modificados
por Hu (1997), isto é, β = 1 e γ = 3/2. O tempo máximo adotado é de tmax = 8,5 s,
discretizado em 320 000 passos (∆t = 2,65625 · 10−5 s). Considera-se estado plano de
tensões e massa ρ = 0,15 kg/m3.

Figura 101 – Geometria e malha para exemplo de extrusão dinâmica
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Foram utilizadas neste problema três malhas diferentes, conforme mostrado na
Figura 101. Os gráficos de deslocamento e deformação plástica nos pontos B e A, res-
pectivamente, são mostrados na Figura 102 para cada uma das malhas. No gráfico de
deslocamentos (Figura 102a), as diferenças entre os resultados são praticamente despre-
zíveis nos instantes iniciais da análise, apresentando um sutil aumento após o período
de contato entre o sólido e os anteparos rígidos. No gráfico de deformações plásticas
(Figura 102b), é possível notar uma etapa relativamente grande de valores constantes, onde
a resposta da Malha 1 difere-se levemente das demais. Após essa etapa, as divergências
tornam-se visíveis entre os três casos.

Figura 102 – Deformações e tensões para o exemplo de abatimento
(a) Deslocamento vertical no ponto B

0 2 4 6 8
−0,8

−0,6

−0,4

−0,2

0

Tempo (s)

D
es
lo
c.

v
er
ti
ca
l
em

B
(m

)

Malha 1
Malha 2
Malha 3

(b) Valores de Ep22 no ponto A

0 2 4 6 8
0

0,01

0,02

Tempo (s)

E
p 2
2

Malha 1
Malha 2
Malha 3



144 8. Exemplos numéricos propostos

Vale ser dito que as deformações plásticas no ponto A são relativamente peque-
nas quando comparadas com as deformações totais. Para mostrar isso, apresenta-se na
Figura 103a as evoluções das deformações totais, elásticas, plásticas e viscosas neste
ponto, para a malha 3. O mesmo é apresentado na Figura 103b para o ponto C (ponto
intermediário entre A e B), que pertence a uma região onde as deformações plásticas são
mais acentuadas. Os campos de deformação plástica Ep

22 podem ser vistos na Figura 104,
onde são mostradas as configurações deformadas do problema em alguns instantes.

Figura 103 – Deformações para o exemplo de extrusão dinâmica com a Malha 3
(a) Deformações em A
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(b) Deformações em C
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Figura 104 – Configurações deformadas de problema de extrusão dinâmica com a Malha 3,
apresentando valores de Ep22 em mapas de cores
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Capítulo 9

Conclusões

Neste trabalho, desenvolve-se uma ferramenta numérica para análise bidimensional estática,
quase-estática e dinâmica de sólidos com modelos constitutivos visco-elástico, visco-plástico
e visco-elasto-plástico, considerando situações de contato. Utiliza-se como base o método
dos elementos finitos posicional, conforme descrito em Coda (2018). Para o problema de
contato, adota-se estratégia Nó-a-segmento.

9.1 Modelos constitutivos
Inicialmente, desenvolve-se um código considerando o modelo constitutivo de Saint-

Venant Kirchhoff, sendo na sequência incorporados o modelo constitutivo visco-elástico
baseado no trabalho de Pascon e Coda (2017), e elasto-plástico baseado nos trabalhos de
Svendsen (1998), Dettmer e Reese (2004) e Pascon e Coda (2013a). Ambos se destacam por
utilizar uma abordagem Lagrangeana, tomando como base a segunda lei da termodinâmica
na forma da inequação de Clausius-Duhem, e partindo da decomposição multiplicativa do
gradiente da função mudança de configuração. Uma das diferenças deste trabalho com
relação aos previamente citados é a aplicação dos modelos ao caso bidimensional, sendo
utilizadas as aproximações do estado plano de deformações e estado plano de tensões.

Nas Seções 4.2.7 e 5.6, verifica-se o código com os exemplos de tensão uniaxial e
cisalhamento simples apresentados em Dettmer e Reese (2004) e Pascon e Coda (2017).
Deve ser ressaltado que, embora nessas referências tenham sido utilizados elementos
tridimensionais e lei constitutiva completa, foi possível obter neste trabalho resultados
coincidentes mesmo utilizando elementos bidimensionais, atestando a eficiência das aproxi-
mações adotadas. Essa adequação ao caso 2D é vantajosa por permitir uma redução do
custo computacional na modelagem de muitos problemas, fator particularmente importante
nesse contexto, tendo em vista o já elevado custo devido à alta complexidade dos modelos
descritos.

O modelo elasto-plástico foi, em seguida, generalizado para o caso visco-plástico,
onde considera-se a viscosidade associada apenas à parcela plástica de deformações,
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tendo sido utilizado como base o clássico modelo de Perzyna em conjunto com a lei de
Norton. Por fim, desenvolve-se um modelo visco-elasto-plástico acoplando os modelos visco-
elástico e visco-plástico descritos, utilizando, novamente, a inequação de Clausius-Duhem
e a decomposição multiplicativa. Embora leis constitutivas visco-elasto-plásticas sejam
largamente aplicadas na literatura, este é o primeiro trabalho a acoplar esses modelos1,
sendo essa, portanto, a principal contribuição original deste trabalho.

9.2 Exemplos numéricos
Além dos exemplos de tensão uniaxial e cisalhamento simples apresentados para

verificar o comportamento dos modelos constitutivos, são propostos no Capítulo 8 exemplos
numéricos para mostrar as diversas aplicações que o código desenvolvido permite.

No exemplo da seção 8.1 foi investigada a influência das taxas de carregamento para
os diversos modelos constitutivos considerados em um caso quase-estático. Por apresentar
grandes deformações, esse mesmo exemplo foi utilizado para verificar a influência da
discretização temporal sobre a propriedade da conservação do volume inelástico. Para
tal, foi realizada uma análise de convergência sobre os valores de Jp e Jv. Os resultados
obtidos foram promissores, uma vez que os erros podem ser considerados desprezíveis para
aplicações práticas, e, além disso, são reduzidos aproximadamente pela metade à medida
que o número de passos é dobrado.

Já no exemplo da seção 8.2 foi investigado o comportamento dissipativo dos diversos
modelos constitutivos quando submetidos a uma análise dinâmica. Em cada caso, foram
variados os parâmetros de viscosidade η e ηp de forma que pudesse ser obtida uma relação
entre esses e a intensidade da dissipação (medida por meio do tempo de estabilização das
respostas).

No contexto de conformação de metais, o programa desenvolvido foi aplicado a
problemas de dobramento e extrusão. O primeiro caso é apresentado nos exemplos das
seções 8.3 e 8.4, onde dois procedimentos diferentes foram realizados para impôr um
formato de L em uma chapa metálica. Particularmente, os resultados mostraram que
os dois processos resultam em comportamentos totalmente distintos para o Springback.
No primeiro exemplo, a configuração final da chapa apresenta um ângulo maior que o
desejado entre as extremidades, enquanto no segundo um ângulo menor foi obtido devido
à influência do efeito de Bauschinger, mostrando que o modelo de encruamento adotado é
capaz de representar o fenômeno adequadamente. O exemplo de extrusão, apresentado
na seção 8.5, foi aplicado tanto em materiais do tipo metálico quanto polimérico, onde
observou-se no primeiro caso um formato final mais próximo do formato imposto quando
comparado ao caso polimérico.

Analisando-se os resultados dos problemas estudados no Capítulo 8 e nas seções
4.3.4 e 6.6, é possível compreender as características dos modelos visco-plástico e visco-
1 Até onde vai o conhecimento do autor.
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elasto-plástico descritos, auxiliando a calibração de seus parâmetros para aplicação em
diferentes materiais a partir de dados experimentais. Observa-se que, embora não tenha
sido feita uma validação dos modelos (comparação com resultados experimentais), esses
apresentam respostas condizentes com o comportamento esperado para esses tipos de
materiais.

Para os problemas de impacto, foi observada uma dificuldade de convergência
quando utilizado o integrador de Newmark-β tradicional, devido às altas frequências
presentes nesse tipo de situação, o que já era esperado conforme reportado por outros
autores (CHAUDHARY; BATHE, 1986; HU, 1997). Dessa forma, considera-se nos exemplos
das seções 8.6 e 8.8 o integrador temporal proposto por Hu (1997), que mostrou-se eficiente
para os casos considerados. Tal integrador, entretanto, provoca um amortecimento numérico
altamente sensível à discretização temporal adotada, de forma que, para diminuir o erro,
deve-se adotar valores de ∆t muito menores que os normalmente utilizados no integrador
de Newmark-β, conforme constatado pela análise de convergência realizada na seção 8.6.

9.3 Continuidade da pesquisa e sugestões para trabalhos futuros
Embora as aproximações de estado plano de deformações e tensões permitam uma

resposta mais rápida para problemas que podem ser representados em duas dimensões, são
muitos os casos onde tal representação não é possível. Dessa forma, um avanço prioritário
na continuidade desta pesquisa é a passagem para o caso tridimensional. Nesse caso, os
maiores desafios a serem enfrentados são o custo computacional elevado e o aprimoramento
do modelo de contato, que assume particular complexidade no caso 3D.

No que diz respeito ao contato, sugere-se que sejam considerados métodos alter-
nativos, como o Mortar, técnicas baseadas nas trocas de condição de contorno Dirichlet-
Neumann ou introdução de elementos de contato. Além disso, é importante a implementação
de modelos de atrito e adesão, de forma que os exemplos simulados sejam mais próximos
da realidade.

Com relação ao modelo visco-elasto-plástico, sugere-se ainda a validação do mesmo
com base em resultados experimentais de modo a se ter uma compreensão real de quais
classes de materiais e quais situações são bem representadas por esse modelo, bem como
identificar possíveis aspectos que possam ser melhorados.

Ainda que seja possível simular problemas mais complexos envolvendo princi-
palmente processos de manufatura, sugere-se o aperfeiçoamento do modelo constitutivo
adotado com a introdução de efeitos térmicos (termo-visco-elasto-plasticidade), conside-
rando ainda a possibilidade de geração de calor devido à dissipação, e transferência por
contato. Outro problema que esteve fora do escopo deste trabalho, e que dentre muitas
aplicações também ocorre em decorrência de processos de manufatura, é o comportamento
anisotrópico dos materiais, cabendo a sugestão da introdução de anisotropia no modelo
proposto.
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Apêndice A

Álgebra tensorial

Este apêndice tem como intuito apresentar, sem muito aprofundamento, alguns conceitos
de álgebra tensorial fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Em geral, ao longo
do texto, tenta-se ater à seguinte notação: escalares são simbolizados por letras em itálico
(por exemplo, t ou T ); vetores ou tensores de primeira ordem por letras minúsculas em
negrito (por exemplo, t); matrizes ou tensores de segunda ordem por letras maiúsculas
em negrito (por exemplo, T); tensores de quarta ordem por letras em formato fraktur
(por exemplo, T), com exceção do tensor identidade de quarta ordem, denotado por II.
Quando utilizada a notação indicial para se referir a algum termo escalar dos tensores,
este é alterado de negrito para itálico (por exemplo, ti ou Tij).

A.1 Contrações e produtos tensoriais
A seguir são apresentadas algumas operações entre tensores comumente utilizadas

ao longo do texto. Cada operação indicada é representada à direita em sua forma indicial,
onde fica subentendido o somatório sobre os índices que não aparecem no outro lado da
equação (chamados de índices mudos). Quando a forma indicial utiliza apenas um índice
mudo, a operação é chamada de contração simples. Quando utilizam-se dois índices mudos,
essa é chamada de contração dupla (denotada por :). Alguns exemplos de contrações são

a = bc ⇐⇒ a = bici , (A.1)
C = AB ⇐⇒ Cij = AikBkj , (A.2)
C = AB ⇐⇒ Cijkl = AimklBmj , (A.3)
C = AB ⇐⇒ Cijkl = AimBmjkl , (A.4)

D = ABC ⇐⇒ Dijkl = AimBmnklCnj , (A.5)
a = B : C ⇐⇒ a = BijCij, (A.6)
C = A : B ⇐⇒ Cij = AijklBkl e (A.7)
C = A : B ⇐⇒ Cijkl = AijmnBmnkl. (A.8)

Devido ao elevado número de combinações de índices possíveis, as operações de
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contração podem variar a depender do caso, sendo assim preferível, sempre que possível,
utilizar a notação indicial para indicar a operação que está sendo realizada.

Já a operação ⊗ denota o produto tensorial, e em geral não utiliza índices mudos.
Alguns exemplos são

C = a ⊗ b ⇐⇒ Cij = aibj e (A.9)
C = A⊗B ⇐⇒ Cijkl = AijBkl. (A.10)

A.2 Tensores identidade
Os tensores identidade de segunda e quarta ordem, denotados respectivamente por

I e II, são definidos por

Iij = δij, e (A.11)
II ijkl = δikδjl, (A.12)

onde δij é a função delta de Kronecker:

δij =

1, se i = j

0, se i 6= j.
(A.13)

A.3 Tensor inverso de quarta ordem
Seja T um tensor de segunda ordem. Sabe-se que o seu inverso é o tensor T−1 tal

que

T−1T = TT−1 = I. (A.14)

Generalizando esse conceito para tensores de quarta ordem, temos que o inverso de
T é o tensor T−1 tal que

T−1 : T = T : T−1 = II (A.15)

Determinar o tensor inverso de quarta ordem é necessário em diversas passagens
da formulação descrita, em especial no cálculo dos operadores tangentes consistentes
visco-elástico e visco-elasto-plástico. Uma vez que a maioria dos pacotes computacionais
básicos não realizam essa operação, utiliza-se neste trabalho um procedimento alternativo
que consiste em representar o tensor T de dimensões n × n × n × n em um tensor de
segunda ordem com dimensões n2 × n2, e calcular a inversa desse.

A.4 Derivadas tensoriais
Nesta seção são enumeradas algumas derivadas de tensores recorrentes ao longo do

texto, onde T é um tensor genérico de segunda ordem:
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• Derivada do quadrado de um tensor:
∂(T 2)ij
∂Tkl

= δikTlj + Tikδjl. (A.16)

• Derivada da inversa de um tensor assimétrico:
∂T−1

ij

∂Tkl
= −T−1

ik T
−1
lj . (A.17)

• Derivada da inversa de um tensor simétrico 1:
∂T−1

ij

∂Tkl
= −1

2
(
T−1
ik T

−1
jl + T−1

il T
−1
jk

)
. (A.18)

• Traço de um tensor (seção 2.3):

tr(T) = I : T = Tii, (A.19)
∂ tr(T)
∂Tij

= δij. (A.20)

• Tensor desviador (seção 2.4):

TD = T− 1
3tr(T)I, (A.21)

∂TD

∂T
= II− 1

3I⊗ I. (A.22)

• Derivada do determinante de um tensor:
∂ det(T)
∂T

= det(T)T−T , (A.23)

∂
√

det(T)
∂T

= 1
2
√

det(T)T−T . (A.24)

• Parcela simétrica de um tensor:

sim(T) = 1
2(T + TT ), (A.25)

∂ sim(T)
∂T

= 1
2(II + IIT ). (A.26)

• Parcela antissimétrica de um tensor:

ant(T) = 1
2(T−TT ), (A.27)

∂ ant(T)
∂T

= 1
2(II− IIT ). (A.28)

• Norma de um tensor:

‖T‖ =
√

T : T, (A.29)
∂‖T‖
∂T

= T
‖T‖

. (A.30)

1 Essa expressão deve ser aplicada caso T seja representado apenas pela sua parte simétrica.
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A.5 Relações tensoriais
A seguir são apresentadas algumas relações tensoriais relevantes ao longo do texto,

sendo a maioria dessas facilmente demonstradas utilizando a notação indicial:

(A : B)C = (C⊗A) : B = (C⊗B) : A, (A.31)

(AB) : C = A : (BTC) = B : (ATC), (A.32)

A : (BCD) = (BTADT ) : C, (A.33)

A : (BCTD) = (DATB) : C, (A.34)

A−T : (BA) = I : B = tr(B), (A.35)

(A−1BA) : (A−1BA)T = B : BT , (A.36)

(A−1BA)D = A−1BDA, (A.37)
∂AD

∂A
: B = BD, (A.38)

A : AD = AD : AD. (A.39)

sim(A) : B = sim(A) : sim(B) (A.40)
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Apêndice B

Solução dos algoritmos de retorno

Este apêndice tem o intuito de detalhar o processo para resolução dos algoritmos de retorno
dos modelos constitutivos apresentados, utilizando o método de Newton-Raphson1. Para
facilitar a implementação computacional, as expressões são apresentadas em notação indicial
na ordem em que devem ser calculadas, levando em conta as respectivas dependências.
Além disso, para simplificar a notação, os índices (·)s+1 foram omitidos. Sendo assim, as
variáveis sem índices devem ser consideradas no passo atual.

B.1 Modelo elasto-plástico e visco-plástico
Nos casos elasto-plástico e visco-plástico, deve-se resolver, respectivamente, os

sistemas não-lineares (4.105) e (4.117). Seja {r} o vetor resíduo do sistema e {s} o vetor
das variáveis do problema, arranjados na forma

{r} =


{R1}
r2

{R3}
r4


e {s} =


{Ap}
κ

{X}
∆γ


, (B.1)

onde {R1}, {R3}, {Ap} e {X} são representações vetoriais dos tensores de segunda ordem
R1, R4, Ap e X. Nesses, a seguinte ordenação dos índices pode ser adotada:

{(·)}T =
{

(·)11 (·)12 (·)13 (·)21 (·)22 (·)23 (·)31 (·)32 (·)33

}
. (B.2)

A linearização do sistema é realizada por meio da matriz Jacobiana [J], definida
como

[J] = ∂{r}
∂{s}

ou [J ]ij = ∂{r}i
∂{s}j

, (B.3)

e o erro é calculado por ‖{∆s}‖/‖{s}‖, onde {∆s} é o vetor de correção aplicado em cada
iteração.

1 Como o Método de Newton-Raphson já foi descrito com detalhes na seção 3.2, este apêndice
usará uma abordagem direta, sem muitas explicações sobre a técnica propriamente dita.
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Parte-se das seguintes derivadas auxiliares:
∂Ce

ij

∂Apkl
= ∂(Ap)−1

mi

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

Cmn(Ap)−1
nj + (Ap)−1

miCmn
(Ap)−1

nj

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.4)

∂M e
ij

∂Apkl
= ∂Ce

im

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.4)

Semj + 1
2C

e
imC

e
mjpq

∂Ce
pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.4)

,
(B.5)

∂(Cp
e )ij

∂Apkl
= (Api )−1

li A
p
km(Api )−1

mj + (Api )−1
miA

p
km(Api )−1

lj , (B.6)

∂(Cp
e )ij

∂(Api )kl
= ∂(Api )−1

mi

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

AppmA
p
pn(Api )−1

nj + (Api )−1
miA

p
pmA

p
pn

(Api )−1
nj

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.7)

∂Xij

∂Apkl
= 2(Cpe)ijmn

∂(Cp
e )mn

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.6)

, (B.8)

∂Xij

∂(Api )kl
= 2(Cpe)ijmn

∂(Cp
e )mn

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.7)

, (B.9)

∂χij
∂Apkl

=δik(Api )−1
lmXmn(Api )−1

pnA
p
jp + Apim(Api )−1

mnXnp(Api )−1
lp δjk

+ Apim(Api )−1
mn

∂Xnp

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.8)

(Api )−1
qp A

p
jq,

(B.10)

∂χij
∂(Api )kl

=Apim

Eq.(A.17)︷ ︸︸ ︷
∂(Api )−1

mn

∂(Api )kl
Xnp(Api )−1

qp A
p
jq + Apim(Api )−1

mnXnp

Eq.(A.17)︷ ︸︸ ︷
∂(Api )−1

qp

∂(Api )kl
Apjq

+ Apim(Api )−1
mn

∂(X)np
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.9)

(Api )−1
qp A

p
jq,

(B.11)

∂(Mp
e )ij

∂Apkl
= ∂(Cp

e )im
∂Apkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.6)

Xmj + (Cp
e )im

∂Xmj

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.8)

,
(B.12)

∂(Mp
e )ij

∂(Api )kl
= ∂(Cp

e )im
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.7)

Xmj + (Cp
e )im

∂Xmj

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.9)

,
(B.13)
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∂Np
ij

∂Apkl
= 1
‖(Me − χ)D‖

Eq.(A.22)︷ ︸︸ ︷
∂ (M e − χ)Dij
∂(M e − χ)mn

( Eq.(B.5)︷ ︸︸ ︷
∂M e

mn

∂Apkl
−

Eq.(B.10)︷ ︸︸ ︷
∂χmn
∂Apkl

)

−
(M e − χ)Dij
‖(Me − χ)D‖2

(M e − χ)Dmn
‖(Me − χ)D‖

∂ (M e − χ)Dmn
∂(M e − χ)pq︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

(
∂M e

pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.5)

− ∂χpq
∂Apkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.10)

)
,

(B.14)

∂Np
ij

∂(Api )kl
=− 1

‖(Me − χ)D‖

Eq.(A.22)︷ ︸︸ ︷
∂ (M e − χ)Dij
∂(M e − χ)mn

Eq.(B.11)︷ ︸︸ ︷
∂χmn
∂(Api )kl

+
(M e − χ)Dij
‖(Me − χ)D‖2

(M e − χ)Dmn
‖(Me − χ)D‖

∂ (M e − χ)Dmn
∂(M e − χ)pq︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂χpq
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.11)

,
(B.15)

de onde calculam-se os termos da matriz Jacobiana [J] diretamente pelas expressões:
∂(R1)ij
∂Apkl

= II ijkl −∆γ
(
∂Np

im

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.14)

Apmj +Np
ikδjl

)
, (B.16)

∂(R1)ij
∂(Api )kl

= −∆γ ∂Np
im

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.15)

Apmj, (B.17)

∂(R1)ij
∂κ

= 0, (B.18)

∂(R1)ij
∂∆γ = −Np

imA
p
mj, (B.19)

∂r2

∂Apij
= 0, (B.20)

∂r2

∂(Api )ij
= 0, (B.21)

∂r2

∂κ
= 1, (B.22)

∂r2

∂∆γ = −
√

2
3, (B.23)

∂(R3)ij
∂Apkl

= −∆γ b
c

∂(Mp
e )Dim

∂(Mp
e )pq︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂(Mp
e )pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.12)

(Api )mj, (B.24)

∂(R3)ij
∂(Api )kl

= II ijkl −∆γ b
c

∂(Mp
e )Dim

∂(Mp
e )pq︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂(Mp
e )pq

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.13)

(Api )mj −∆γ b
c
(Mp

e )Dikδjl, (B.25)

∂(R3)ij
∂κ

= 0, (B.26)

∂(R3)ij
∂∆γ = −b

c
(Mp

e )Dim(Api )mj. (B.27)
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Para o caso elasto-plástico:
∂r4

∂Apij
= ∂Φ
∂Apij

= (M e − χ)Dmn
‖(Me − χ)D‖

∂ (M e − χ)Dmn
∂(M e − χ)kl︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

(
∂M e

kl

∂Apij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.5)

− ∂χkl
∂Apij︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.10)

)
, (B.28)

∂r4

∂κ
= ∂Φ
∂κ

= −
√

2
3
∂σκ(κ)
∂κ︸ ︷︷ ︸

Tab.1

, (B.29)

∂r4

∂(Api )ij
= ∂Φ
∂(Api )ij

= − (M e − χ)Dmn
‖(Me − χ)D‖

∂ (M e − χ)Dmn
∂(M e − χ)kl︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂χkl
∂(Api )ij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.11)

, (B.30)

∂r4

∂∆γ = 0. (B.31)

Para o caso visco-plástico com modelo de Perzyna e lei de Norton:
∂r4

∂Apij
= −m

α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ
∂Apij︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.28)

, (B.32)

∂r4

∂κ
= −m

α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ
∂κ︸︷︷︸

Eq.(B.29)

, (B.33)

∂r4

∂Xij

= −m
α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ
∂Xij︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.30)

, (B.34)

∂r4

∂∆γ = 1. (B.35)

B.2 Modelo visco-elástico
No caso visco-elástico, o sistema não-linear é dado pela Equação (5.29). Dessa

forma, o vetor resíduo é o arranjo {Rv}, e o vetor de variáveis do problema é {Av}. Os
passos para calcular a matriz Jacobiana são dados pelas seguintes Equações:
∂Ce

ij

∂Avkl
= ∂(Av)−1

mi

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

Cmn(Av)−1
nj + (Av)−1

miCmn
∂(Av)−1

nj

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.36)

∂M e
ij

∂Avkl
= ∂Ce

im

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.36)

Semj + 1
2C

e
imC

e
mjpq

∂Ce
pq

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.36)

, (B.37)

∂Rv
ij

∂Avkl
= II ijkl −

∆t
η

∂(M e)Dim
∂M e

np︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂M e
np

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.37)

Avmj −
∆t
η

(M e)Dikδjl. (B.38)
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B.3 Modelo visco-elasto-plástico
O modelo visco-elasto-plástico possui dois algoritmos de retorno: o primeiro para

calcular a previsão visco-elástica da deformação, e o segundo para realizar a correção
plástica.

B.3.1 Previsão visco-elástica

Neste caso, o sistema não-linear será igual ao apresentado na seção B.2, com a
diferença que o valor de Ce será função também das deformações plásticas decorrentes
de passos anteriores, conforme a Equação (6.8). Sendo assim, a Equação (B.36) deve ser
substituída por
∂Ce

ij

∂Avkl
= ∂(Av)−1

mi

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

(Ap)−1
nmCnp(Ap)−1

pq (Av)−1
qj + (Av)−1

mi(Ap)−1
nmCnp(Ap)−1

pq

∂(Av)−1
qj

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

. (B.39)

Já as derivadas ∂Me/∂Av e ∂Rv/∂Av podem ser calculadas ainda pelas Equações (B.37)
e (B.38), respectivamente.

B.3.2 Correção plástica

Neste caso, o sistema não linear é dado por (6.39). O vetor resíduo do problema e
o vetor de variáveis são, respectivamente,

{r} =



{Rv}
{R1}
r2

{R3}
r4


e {s} =



{Av}
{Ap}
κ

{X}
∆γ


. (B.40)

Parte-se das derivadas auxiliares:
∂Cve

ij

∂Apkl
= ∂(Ap)−1

mi

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

Cmn(Ap)−1
nj + (Ap)−1

miCmn
(Ap)−1

nj

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.41)

∂M∞
ij

∂Apkl
= ∂Cve

im

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.41)

S∞mj + 1
2C

ve
ip C

∞
pjmn

∂Cve
mn

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.41)

,
(B.42)

∂Ce
ij

∂Apkl
= (Av)−1

mi

∂(Ap)−1
nm

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

Cnp(Ap)−1
pq (Av)−1

qj + (Av)−1
mi(Ap)−1

nmCnp
∂(Ap)−1

pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

(Av)−1
qj , (B.43)

∂Ce
ij

∂Avkl
= ∂(Av)−1

mi

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

(Ap)−1
nmCnp(Ap)−1

pq (Av)−1
qj + (Av)−1

mi(Ap)−1
nmCnp(Ap)−1

pq

∂(Av)−1
qj

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.44)
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∂M e
ij

∂Apkl
= ∂Ce

im

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.43)

Semj + 1
2C

e
imC

e
mjpq

∂Ce
pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.43)

,
(B.45)

∂M e
ij

∂Avkl
= ∂Ce

im

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.44)

Semj + 1
2C

e
imC

e
mjpq

∂Ce
pq

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.44)

,
(B.46)

∂M q
ij

∂Apkl
= Avmi

∂M e
mn

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.45)

(Av)−1
jn , (B.47)

∂M q
ij

∂Avkl
= δilM

e
km(Av)−1

jm + Avmi
∂M e

mn

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.46)

(Av)−1
jn + AvmiM

e
mn

∂(Av)−1
jn

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.48)

∂(Cp
e )ij

∂Apkl
= (Api )−1

li A
p
km(Api )−1

mj + (Api )−1
miA

p
km(Api )−1

lj , (B.49)

∂(Cp
e )ij

∂(Api )kl
= ∂(Api )−1

mi

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

AppmA
p
pn(Api )−1

nj + (Api )−1
miA

p
pmA

p
pn

(Api )−1
nj

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

, (B.50)

∂Xij

∂Apkl
= 2(Cpe)ijmn

∂(Cp
e )mn

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.49)

, (B.51)

∂Xij

∂(Api )kl
= 2(Cpe)ijmn

∂(Cp
e )mn

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.50)

, (B.52)

∂χij
∂Apkl

=δik(Api )−1
lmXmn(Api )−1

pnA
p
jp + Apim(Api )−1

mnXnp(Api )−1
lp δjk

+ Apim(Api )−1
mn

∂Xnp

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.51)

(Api )−1
qp A

p
jq,

(B.53)

∂χij
∂(Api )kl

=Apim

Eq.(A.17)︷ ︸︸ ︷
∂(Api )−1

mn

∂(Api )kl
Xnp(Api )−1

qp A
p
jq + Apim(Api )−1

mnXnp

Eq.(A.17)︷ ︸︸ ︷
∂(Api )−1

qp

∂(Api )kl
Apjq

+ Apim(Api )−1
mn

∂(X)np
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.52)

(Api )−1
qp A

p
jq,

(B.54)

∂(Mp
e )ij

∂Apkl
= ∂(Cp

e )im
∂Apkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.49)

Xmj + (Cp
e )im

∂Xmj

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.51)

,
(B.55)

∂(Mp
e )ij

∂(Api )kl
= ∂(Cp

e )im
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.50)

Xmj + (Cp
e )im

∂Xmj

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.52)

,
(B.56)
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∂Np
ij

∂Apkl
= 1
‖ΣD‖

Eq.(A.22)︷ ︸︸ ︷
∂ ΣD

ij

∂Σmn

( Eq.(B.42)︷ ︸︸ ︷
∂M∞

mn

∂Apkl
+

Eq.(B.47)︷ ︸︸ ︷
∂M q

mn

∂Apkl
−

Eq.(B.53)︷ ︸︸ ︷
∂χmn
∂Apkl

)

−
ΣD
ij

‖ΣD‖2
ΣD
mn

‖ΣD‖
∂ ΣD

mn

∂Σpq︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

(
∂M∞

pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.42)

+
∂M q

pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.47)

− ∂χpq
∂Apkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.53)

)
,

(B.57)

∂Np
ij

∂Avkl
= 1
‖ΣD‖

∂ ΣD
ij

∂Σmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂M q
mn

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.48)

−
ΣD
ij

‖ΣD‖2
ΣD
mn

‖ΣD‖
∂ ΣD

mn

∂Σpq︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂M q
pq

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.48)

,
(B.58)

∂Np
ij

∂(Api )kl
= − 1
‖ΣD‖

∂ ΣD
ij

∂Σmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂χmn
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.54)

+
ΣD
ij

‖ΣD‖2
ΣD
mn

‖ΣD‖
∂ ΣD

mn

∂Σpq︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂χpq
∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.54)

,
(B.59)

de onde calculam-se os termos da matriz Jacobiana [J] diretamente pelas expressões:
∂Rv

ij

∂Avkl
= II ijkl −

∆t
η

∂(M e)Dim
∂M e

np︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂M e
np

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.37)

Avmj −
∆t
η

(M e)Dikδjl, (B.60)

∂Rv
ij

∂Apkl
= −∆t

η

∂(M e)Dip
∂M e

mn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂M e
mn

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.45)

Avpj, (B.61)

∂Rv
ij

∂κ
=

∂Rv
ij

∂(Api )kl
=
∂Rv

ij

∂∆γ = 0, (B.62)

∂(R1)ij
∂Avkl

= −∆γ ∂Np
im

∂Avkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.58)

Apmj, (B.63)

∂(R1)ij
∂Apkl

= II ijkl −∆γ
(
∂Np

im

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.14)

Apmj +Np
ikδjl

)
, (B.64)

∂(R1)ij
∂(Api )kl

= −∆γ ∂Np
im

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.15)

Apmj, (B.65)

∂(R1)ij
∂κ

= 0, (B.66)

∂(R1)ij
∂∆γ = −Np

imA
p
mj, (B.67)

∂r2

∂Avij
= ∂r2

∂Apij
= ∂r2

∂(Api )ij
= 0, (B.68)

∂r2

∂κ
= 1, (B.69)

∂r2

∂∆γ = −
√

2
3, (B.70)
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∂(R3)ij
∂Avkl

= ∂(R3)ij
∂κ

= 0, (B.71)

∂(R3)ij
∂Apkl

= −∆γ b
c

∂(Mp
e )Dim

∂(Mp
e )pq︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂(Mp
e )pq

∂Apkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.12)

(Api )mj, (B.72)

∂(R3)ij
∂(Api )kl

= II ijkl −∆γ b
c

∂(Mp
e )Dim

∂(Mp
e )pq︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂(Mp
e )pq

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.13)

(Api )mj −∆γ b
c
(Mp

e )Dikδjl, (B.73)

∂(R3)ij
∂∆γ = −b

c
(Mp

e )Dim(Api )mj. (B.74)

Para o caso visco-elasto-plástico:
∂r4

∂Avij
= ∂Φ
∂Avij

= ΣD
mn

‖ΣD‖
∂ ΣD

mn

∂Σkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂M q
kl

∂Avij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.48)

, (B.75)

∂r4

∂Apij
= ∂Φ
∂Apij

= ΣD
mn

‖ΣD‖
∂ ΣD

mn

∂Σkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

(
∂M∞

kl

∂Apij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.42)

+ ∂M q
kl

∂Apij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.47)

− ∂χkl
∂Apij︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.53)

)
, (B.76)

∂r4

∂κ
= ∂Φ
∂κ

= −
√

2
3
∂σκ(κ)
∂κ︸ ︷︷ ︸

Tab.1

, (B.77)

∂r4

∂(Api )ij
= ∂Φ
∂(Api )ij

= − ΣD
mn

‖ΣD‖
∂ ΣD

mn

∂Σkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

∂χkl
∂(Api )ij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.54)

, (B.78)

∂r4

∂∆γ = 0. (B.79)

Para o caso visco-elasto-visco-plástico com modelo de Perzyna e lei de Norton:
∂r4

∂Avij
= −m

α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ
∂Avij︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.75)

, (B.80)

∂r4

∂Apij
= −m

α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ
∂Apij︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.76)

, (B.81)

∂r4

∂κ
= −m

α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ
∂κ︸︷︷︸

Eq.(B.77)

, (B.82)

∂r4

∂(Api )ij
= −m

α

∆t
η

(
Φ
α

)m−1
∂Φ

∂(Api )ij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.78)

, (B.83)

∂r4

∂∆γ = 1. (B.84)
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Apêndice C

Cálculo do operador tangente consistente

Para facilitar a implementação computacional, as expressões a seguir são apresentadas em
notação indicial na ordem em que devem ser calculadas, levando em conta as respectivas
dependências.

C.1 Modelo elasto-plástico e visco-plástico
No modelo elasto-plástico/visco-plástico, deve-se distinguir o operador tangente

consistente entre os casos onde ocorre plastificação (∆γ > 0) e onde não ocorre (∆γ = 0).
Nesta seção apresenta-se o cálculo de ambos os casos.

C.1.1 Caso não ocorra plastificação

Neste caso, segue de imediato
dAp

dE
= d(Ap)−1

dE
= 0. (C.1)

Logo:
dSeij
dEkl

= Ceijmn
dCe

mn

dCkl
= Ceijmn(Ap)−1

km(Ap)−1
ln , (C.2)

e a Equação (4.95) pode ser simplificada para

Cepijkl = (Ap)−1
im

dSemn
dEkl

(Ap)−1
jn = (Ap)−1

imC
e
mnpq(Ap)−1

kp (Ap)−1
lq (Ap)−1

jn . (C.3)

Observa-se que, caso não tenha ocorrido plastificação em nenhum passo anterior (ou seja,
Ap = I), a expressão (C.3) reduz-se a Cep = Ce, como esperado.

C.1.2 Caso ocorra plastificação

Neste caso, temos:
∂Ce

ij

∂Ekl
= 2(Ap)−1

ki (Ap)−1
lj , (C.4)
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∂M e
ij

∂Ekl
=

∂Ce
ip

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.4)

Sepj + 1
2C

e
ipC

e
pjmn

∂Ce
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.4)

, (C.5)

∂Φ
∂Eij

= (M e − χ)Dkl
‖(Me − χ)D‖

∂ (M e − χ)Dkl
∂(M e − χ)mn︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂M e
mn

∂Eij︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.5)

, (C.6)

No caso elasto-plástico, utiliza-se a Equação (4.98) para o cálculo de Dγ:

Dγ
ij = −

Eq.(C.6)︷ ︸︸ ︷
∂Φ/∂Eij

∂Φ
∂Apkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.28)

Np
kmA

p
ml + ∂Φ

∂(Api )kl︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.30)

(Np
i )km(Api )ml + ∂Φ

∂κ︸︷︷︸
Eq.(B.29)

√
2
3

, (C.7)

onde os índices k, l em devem ser somados dentro do denominador. Já no caso visco-plástico
com modelo de Perzyna, utiliza-se a Equação (4.120):

Dγ
ij = − ∂rγ/∂Eij

∂rγ
∂Apkl

Np
kmA

p
ml + ∂rγ

∂(Api )kl
(Np

i )km(Api )ml + ∂rγ
∂κ

√
2
3 + 1

, (C.8)

onde ∂rγ/∂E, ∂rγ/∂Ap, ∂rγ/∂Ap
i e ∂rγ/∂κ podem ser calculados conforme a Equação

(4.121) quando utilizada a lei de Norton. Em seguida, pela Equação (4.100),
dApij
dEkl

= Np
imA

p
mjD

γ
kl, (C.9)

de onde resulta
d(Ap)−1

ij

dEkl
=
d(Ap)−1

ij

dApmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

dApmn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.9)

, (C.10)

dSeij
dEkl

= 1
2C

e
ijmn

(
∂Ce

mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.4)

+ ∂Ce
mn

∂Appq︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.4)

dAppq
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.9)

)
(C.11)

Finalmente, o operador tangente consistente pode ser calculado pela Equação (4.95):

Cepijkl = d(Ap)−1
im

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.10)

Semn(Ap)−1
jn + (Ap)−1

im

dSemn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.11)

(Ap)−1
jn + (Ap)−1

imS
e
mn

d(Ap)−1
jn

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.10)

. (C.12)

C.2 Modelo visco-elástico
Neste caso, calculam-se inicialmente as derivadas auxiliares:

∂Ce
ij

∂Ekl
= 2(Av)−1

km(Av)−1
ln , (C.13)

∂M e
ij

∂Ekl
=

∂Ce
ip

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.13)

Sepj + 1
2C

e
ipC

e
pjmn

∂Ce
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.13)

, (C.14)
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∂Rv
ij

∂Ekl
= −∆t

η

∂(M e)Dip
∂(M e)mn︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂M e
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.14)

Avpj. (C.15)

Usando a equação (5.33), temos:
dAvij
dEkl

= −
(

∂Rv

∂Av︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.38)

)−1

ijmn

∂Rv
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.15)

, (C.16)

de onde resulta
d(Av)−1

ij

dEkl
=
d(Av)−1

ij

dAvmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

dAvmn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.16)

, (C.17)

e, finalmente, pela equação (5.30):

Cve = C∞ + d(Av)−1
im

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.17)

Semn(Av)−1
jn + (Av)−1

im

dSemn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.11)

(Av)−1
jn + (Av)−1

imS
e
mn

d(Av)−1
jn

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.17)

. (C.18)

C.3 Modelo visco-elasto-plástico
Novamente, o modelo terá operadores tangentes diferentes para os casos de haver

plastificação ou não. No entanto, em ambos as seguintes derivadas devem ser calculadas:
∂Ce

ij

∂Ekl
= 2(Av)−1

mi(Ap)−1
km(Ap)−1

ln (Av)−1
nj , (C.19)

∂M e
ij

∂Ekl
=

∂Ce
ip

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.19)

Sepj + 1
2C

e
ipC

e
pjmn

∂Ce
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.19)

, (C.20)

∂Rv
ij

∂Ekl
= −∆t

η

∂(M e)Dip
∂(M e)mn︸ ︷︷ ︸

Eq.(A.22)

∂M e
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.20)

Avpj. (C.21)

C.3.1 Caso não ocorra plastificação

Neste caso, segue de imediato que
dAp

dE
= d(Ap)−1

dE
= 0 e Dγ = 0. (C.22)

Logo,
dCve

ij

dEkl
= 2(Ap)−1

ki (Ap)−1
lj , (C.23)

dS∞ij
dEkl

= 1
2C
∞
ijmn

dCve
mn

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.23)

= C∞ijmn(Ap)−1
km(Ap)−1

ln , (C.24)
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e a Equação (C.38) é simplificada para
dAvij
dEkl

= −
(

∂Rv

∂Av︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.38)

)−1

ijmn

∂Rv
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.21)

, (C.25)

permitindo calcular:
d(Av)−1

ij

dEkl
=
d(Av)−1

ij

dAvmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

dAvmn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.25)

(C.26)

dSeij
dEkl

= 1
2C

e
ijmn

(
∂Ce

mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.19)

+ ∂Ce
mn

∂Avpq︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.39)

dAvpq
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.26)

)
(C.27)

dSij
dEkl

=(Ap)−1
imC

∞
mnpq(Ap)−1

kp (Ap)−1
lq (Ap)−1

jn + (Ap)−1
im

d(Av)−1
mn

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.26)

Senp(Av)−1
qp (Ap)−1

jq

+ (Ap)−1
im(Av)−1

mnS
e
np

d(Av)−1
qp

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.26)

(Ap)−1
jq + (Ap)−1

im(Av)−1
mn

dSenp
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.27)

(Av)−1
qp (Ap)−1

jq

(C.28)

C.3.2 Caso ocorra plastificação

Neste caso, temos:
∂Cve

ij

∂Ekl
= 2(Ap)−1

ki (Ap)−1
lj , (C.29)

∂M∞
ij

∂Ekl
=

∂Cve
ip

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.29)

S∞pj + 1
2C

ve
ip C

∞
pjmn

∂Cve
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.29)

, (C.30)

∂M q
ij

∂Ekl
= Avmi

∂M e
mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.20)

(Av)−1
jn , (C.31)

∂Φ
∂Eij

= ΣD
kl

‖ΣD‖
∂ ΣD

kl

∂Σmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.22)

(
∂M∞

mn

∂Eij︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.30)

+ ∂M q
mn

∂Eij︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.31)

)
, (C.32)

daux =
( Eq.(B.76)︷ ︸︸ ︷

∂Φ
∂Apij

−

Eq.(B.75)︷ ︸︸ ︷
∂Φ
∂Avkl

( Eq.(B.60)︷ ︸︸ ︷
∂Rv

∂Av

)−1

klmn

Eq.(B.61)︷ ︸︸ ︷
∂Rv

mn

∂Apij

)
Np
ipA

p
pj (C.33)

+ ∂Φ
∂κ︸︷︷︸

Eq.(B.77)

√
2
3 + ∂Φ

∂(Api )ij︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.78)

(Np
i )ip(Api )pj (C.34)

Dγ
ij = − 1

daux

(
∂Φ
∂Eij︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.32)

− ∂Φ
∂Avkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(B.75)

(
∂Rv

∂Av︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.60)

)−1

klmn

∂Rv
mn

∂Eij︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.21)

)
. (C.35)
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dApij
dEkl

= Np
imA

p
mjD

γ
kl, (C.36)

d(Ap)−1
ij

dEkl
=
d(Ap)−1

ij

dApmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

dApmn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.36)

, (C.37)

dAvij
dEkl

= −
(

∂Rv

∂Av︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.60)

)−1

ijmn

(
∂Rv

mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.21)

+ ∂Rv
mn

∂Appq︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.61)

Np
poA

p
oqD

γ
kl

)
. (C.38)

d(Av)−1
ij

dEkl
=
d(Av)−1

ij

dAvmn︸ ︷︷ ︸
Eq.(A.17)

dAvmn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.38)

, (C.39)

dS∞ij
dEkl

= 1
2C
∞
ijmn

(
∂Cve

mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.29)

+ ∂Cve
mn

∂Appq︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.41)

dAppq
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.36)

)
(C.40)

dSeij
dEkl

= 1
2C

e
ijmn

(
∂Ce

mn

∂Ekl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.19)

+ ∂Ce
mn

∂Appq︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.43)

dAppq
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.36)

+ ∂Ce
mn

∂Avpq︸ ︷︷ ︸
Eq.(B.44)

dAvpq
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.38)

)
(C.41)

Cvepijkl = d(Ap)−1
im

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.37)

S∞mn(Ap)−1
jn + (Ap)−1

im

dS∞mn
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.40)

(Ap)−1
jn + (Ap)−1

imS
∞
mn

d(Ap)−1
jn

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.37)

+ d(Ap)−1
im

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.37)

(Av)−1
mnS

e
np(Av)−1

qp (Ap)−1
jq + (Ap)−1

im(Av)−1
mnS

e
np(Av)−1

qp

d(Ap)−1
jq

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.37)

+ (Ap)−1
im

d(Av)−1
mn

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.39)

Senp(Av)−1
qp (Ap)−1

jq + (Ap)−1
im(Av)−1

mnS
e
np

d(Av)−1
qp

dEkl︸ ︷︷ ︸
Eq.(C.39)

(Ap)−1
jq

+ (Ap)−1
im(Av)−1

mn

dSenp
dEkl︸ ︷︷ ︸

Eq.(C.41)

(Av)−1
qp (Ap)−1

jq

(C.42)
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