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RESUMO

SOARES, H. B. Formulacao e implementacio numérica para analise de estabilidade de
perfis de parede fina via MEF posicional. 2019. 99p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

No presente trabalho, desenvolve-se um programa computacional para andlise de instabilidade
de perfis de parede fina por meio do método dos elementos finitos (MEF), com discretizacao em
elementos de casca. Para tal finalidade, utiliza-se uma formulacao ndo-linear geométrica do MEF,
com descri¢do lagrangeana total do equilibrio, tendo posicdes nodais e vetores generalizados
como varidveis fundamentais da formulagdo, possibilitando a ado¢do de lei constitutiva tridimen-
sional completa. Dada a adocao de vetores generalizados ao invés de giros, surge o problema
de ndo unicidade desses vetores nas regides de encontro entre elementos ndo coplanares. Para
contornar esse problema, desenvolvem-se algumas estratégias de acoplamento que sdo eficientes
e que nao comprometem o condicionamento do sistema resultante. Em seguida, introduz-se no
programa uma estratégia, baseada na andlise linear de instabilidade, que consiste na obtengdo
de autovalores e autovetores correspondendo, respectivamente, a cargas criticas € modos de
instabilidade associados. E realizada uma extensdo dessa estratégia para a incorporagio da
andlise nao-linear de instabilidade, possibilitando a determina¢do de pontos criticos ao longo da
trajetoria de equilibrio de um ponto da estrutura. Desenvolve-se, também, uma interface grafica
para o programa, para a qual se implementam algoritmos para gera¢do de malha de elementos
finitos triangulares e quadrilaterais e se possibilita a aplicacdo de condicdes de contorno de
forma simples. Por fim, apresentam-se exemplos para validar o cédigo computacional desen-
volvido e para explorar as potencialidades do mesmo. A partir desses exemplos, conclui-se que
a estratégia proposta e a ferramenta computacional desenvolvida funcionam adequadamente,
oferecendo como principal vantagem respostas em geral livres de travamento volumétrico quando
comparadas aos resultados provenientes da formulacdo convencional do MEF, encontrados na

literatura.

Palavras-chave: Andlise ndo-linear. Nao-linearidade geométrica. Elemento finito posicional.

Instabilidade estrutural. Perfis de parede fina.






ABSTRACT

SOARES, H. B. Formulation and numerical implementation for stability analysis of
thin-walled members by positional MEF. 2019. 99p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

In the present work, a computational program is developed to perform instability analysis in
thin-walled profiles employing the finite element method (FEM), using shell elements. For
this purpose, a non-linear geometric formulation of FEM is adopted, with Total Lagrangean
description of the equilibrium, having nodal positions and unconstrained vectors as fundamental
variables of the formulation, instead of displacements and rotations, making possible the adoption
of complete three-dimensional constitutive law. Given the adoption of generalized vectors instead
of rotations, the problem arises of the vectors’ non-uniqueness in the regions of connection
between non-coplanar shell elements. To overcome this problem, some coupling strategies
are developed that are efficient and do not result in ill conditioning of the resulting system of
equilibrium equations. Then, a strategy based on buckling analysis is considered in the program,
which consists of obtaining eigenvalues and eigenvectors related, respectively, to critical loads
and instability modes. An extension of this strategy is developed to consider the nonlinear
analysis of instability, making possible to determine critical points along the equilibrium path
of a point in the structure. A graphical interface is also developed for the program, for which
algorithms are implemented for triangular and quadrilateral finite elements mesh generations
and easy boundary conditions assignments. Finally, some examples are presented to validate the
developments and to explore the potentialities of the computational tool obtained in the work.
From the results, it is possible to conclude that the program works properly, offering as main
advantage volumetric responses, in general, free of locking when compared to results using the

conventional FEM formulation, as found in the literature.

Keywords: Non-linear analysis. Geometric non-linearity. Positional finite element. Structural

instability. Thin-walled members.






LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Mudanca de configuracdo de corpo tridimensional . . . . . . . .. ... ..
Figura2 — Volume infinitesimal nas configuragdes inicial e atual . . . . . . . . .. ..

Figura3 — Volume prismaético nas configuragdes inicial e atual . . . . . . .. ... ..

Figura4 — Mapeamento da superficie de referéncia do elemento finito de casca posicional 32

Figura5 — Versor normal na configuragdo inicial e vetor generalizado na configuracao
atual .. Lo
Figura 6 — Acoplamento via (a) bissetriz e via (b) elemento de barra simples de vetores
generalizados ndo coincidentes de um mesmond . . . . . . . ... ... ..
Figura 7 — Equivaléncia entre as energias de deformacao de: (a) s6lido que preenche o
espaco de ligacdo e (b) elemento de barra simples . . . . . . ... ... ..
Figura 8 — Geometria da conexdo utilizada neste trabalho . . . . . . .. ... ... ..
Figura9 — Elemento de barra simples conectando dois vetores generalizados . . . . . .
Figura 10 — Situacdes de equilibrio (a) estavel, (b) instdvel e (¢) indiferente . . . . . . .
Figura 11 — Instabilidade bifurcacional e trajetdrias pos-criticas . . . . . . . . . .. ..
Figura 12 — Instabilidade por ponto limite . . . . . . . . ... ... ... .. ......
Figura 13 — Viga biapoiada sob forca de compressdo . . . . . . .. .. ... ... ...
Figura 14 — Modos de instabilidade de viga biapoiada sob forca de compressao . . . . .
Figura 15 — Janela principal do programa . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..
Figura 16 — Janela para insercdo dos dados de geometria e material . . . . .. ... ..
Figura 17 — Defini¢des da secdo transversal do exemplomodelo . . . . . ... ... ..
Figura 18 — Janela para inser¢do das condi¢des de contorno . . . . . . . . . ... .. ..
Figura 19 — Janela para inser¢do de parametros . . . . . . . . . ... ... ... ....
Figura 20 — Janela para exibi¢do dos autovalores computados . . . . . . ... ... ...
Figura 21 — Tubo cilindrico com diafragmas rigidos e discretizacdo adotada . . . . . . .
Figura 22 — Gréfico for¢a x deslocamentodosnosAeB . . . ... ... ... .....
Figura 23 — Configuracdo deformada final docilindro . . . . . . . . ... .. ... ...
Figura 24 — Perfil U com uma extremidade engastada e outralivre . . . . . . . ... ..
Figura 25 — Configuracdes deformadas do perfil U (a) rotulado, (b) com elemento de
barra simples e (c) com multiplicador de Lagrange . . . . . . . . ... ...
Figura 26 — Placa delgada simplesmente apoiada sob compressdao . . . . . .. ... ..
Figura 27 — Modos de instabilidade de placa simplesmente apoiada . . . . . .. .. ..
Figura 28 — Modos de instabilidade de placa simplesmente apoiada em 3 bordos
Figura 29 — Modos de instabilidade de placa biapoiada . . . . . . . .. ... ... ...
Figura 30 — Esquema estatico e detalhe da se¢do transversal . . . . .. ... ... ...
Figura 31 — Discretizac¢do adotada e tipos de imperfeicdo impostas . . . . . . . . . . ..

Figura 32 — Modos de instabilidade de perfil U com imperfei¢ao de flexdao . . . . . . . .



Figura 33 — Modos de instablidade referéncia de perfil U com imperfei¢ao de flexao
Figura 34 — Modos de instabilidade de perfil U com imperfei¢dao local . . . . . . . . ..
Figura 35 — Modos de instablidade de perfil U com imperfeicaolocal . . . .. ... ..
Figura 36 — Modos de instabilidade de perfil U com imperfei¢do de torcdao . . . . . . . .
Figura 37 — Modos de instablidade de perfil U com imperfei¢do de tor¢do . . . . . . . .
Figura 38 — Definicdo do problema e algumas dimensdes . . . . . . .. ... .. .. ..
Figura 39 — Discretizagdes utilizadas . . . . . . . . . . . ... ... .. ... ...,
Figura 40 — Comparagdo do primeiromodo . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
Figura 41 — Outras cargas criticas e seus respectivos modos de instabilidade para as duas
discretizagdes utilizadas e acoplamento via elemento de barra simples
Figura 42 — Defini¢do do problema e discretizacdo adotada . . . . . . . . ... ... ..
Figura 43 — Defeitos de Koiter aplicado na secdo central x = 300: (a) local, (b) de flexdo
e(c)detorcdo . . . . ... e
Figura 44 — Trajetdrias de equilibrio do ponto A para imposi¢des de defeitos em forca . .
Figura 45 — Valor do multiplicador A em funcdo do nivel de carga para diferentes defeitos
Figura 46 — Deslocamento transversal global no meio do vao (pontoB) . . . ... . ..
Figura 47 — Configuracdo deformada da estrutura no ultimo passo de carregamento am-
pliadaemSvezes . . . . . . .. ..

Figura 48 — Espaco auxiliar com elemento finito triangular cubico padrdao . . . . . . . .

72

80
81
82
82



Tabela 1 -
Tabela 2 -
Tabela 3 —
Tabela 4 -
Tabela 5 -
Tabela 6 —
Tabela 7 —
Tabela 8 —
Tabela 9 -

Tabela 10 —

LISTA DE TABELAS

Cargas criticas (em kN) de placa simplesmente apoiada . . . . . . ... .. 68
Cargas criticas (em kN) de placa simplesmente apoiada em 3 bordos . . . . 69
Cargas criticas (em kN) de placa biapoiada . . . . . . . ... ... ..... 69
Autovalores para modo de imperfeicdo por flexdao . . . . .. ... ... .. 71
Autovalores para modo de imperfeicdolocal . . . . .. ... ... ... .. 73
Autovalores para modo de imperfeicdodetor¢do . . . . . . ... ... ... 74
Cargas criticas para andlise ndo-linear de estabilidade . . . . . ... .. .. 75
Primeira carga critica de flambagem (emkN) . . . . . . . . ... ... .. 78
Cargas criticas para diferentes comprimentos e rigidez da conexao . . . . . 80

Cargas criticas para trés situacdes de imperfei¢cdo e comprimento igual a 600 80

Tabela 11 — Cargas criticas obtidas por Newton-Raphson . . . . . . . ... .. ... .. 81






1.1
1.1.1
1.2
1.3
14

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
34
34.1
34.2
343

4.1
4.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.4
4.5
4.6

5.1
5.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . oottt it e e e e e e e e e e e 17
Objetivogeral . . . . . . . .. .. ... 18
Objetivos especificos . . . . . . . . . . L 18
Justificativa . . . . . ..o o 19
Metodologia . . . . . . . . . ... ... 20
Estadodaarte. . . . . . . . ... ... ... 20
CINEMATICA DOS CORPOS DEFORMAVEIS . ............ 23
Funcido mudanca de configuracao . . . . . . .. ... ... ........ 23
Medida de deformacio de Green-Lagrange . . . .. ... ... ... .. 24
Mudancga de area e de volume na mudanca de configuracdo . . . . . . . 25
Equilibrio local Lagrangeano . . . . . . ... ... ... ......... 26
Principio da estacionariedade da energia mecanica . . . . . .. ... .. 27
Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff . . . . . . . .. ... ... .. 28
FORMULACAONUMERICA . ... ..t iiiieitnnnnnn.. 31
Elemento finito de casca posicional . . . . . . . ... ... ... ..... 31
Procedimento de solucao do problema nao-linear . . . . . .. ... ... 34
Integracdo numérica . . . . . . . ... ... 36
Estratégia de acoplamento entre elementos nao coplanares . . . . . . . . 37
Determinacdo da rigidez da ligagdo entre elementos ndo-coplanares . . . . . 38
Elemento finito de barrasimples . . . . . . . ... .. ... .. ... ... 40
Multiplicadores de Lagrange . . . . . . ... .. ... ... ........ 42
ESTABILIDADE ESTRUTURAL . . . . .. ... ... .. ... 45
Aspectos gerais . . . . . . . .. ... 45
Teoremasdeenergia . . . . . ... ... ... ... .. .......... 46
Tipos de perda de estabilidade . . . . . . . ... ... ........... 47
Instabilidade bifurcacional . . . . . . . ... ... ... oL, 48
Instabilidade por ponto limite . . . . . . . ... ... ... L. 48
Analise linear de estabilidade . . . . .. ... ... ............ 50
Analise ndo-linear de estabilidade . . . . . . . ... ... ... ... ... 53
Resolucio do problema de valor principal . . . . . ... ... ... ... 54
PROGRAMA COMPUTACIONAL . . . . . . .. v i i it n 57
Etapa de pré-processamentodedados . . . . . ... ... ... ..... 58

Etapa de processamento . . . . . . .. ... ... ... ... L. 60



5.3

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

Etapa de pos-processamentodedados . . . . . ... ... ... ..... 61

EXEMPLOSNUMERICOS . . . . . . oottt it it eeeeeeenen 63
Exemplo 1: Tubo cilindrico com diafragmas rigidos . . . . . . . . . . .. 63
Exemplo 2: Perfil U sob acao de duas forcas concentradas . . . . . . . . 65
Exemplo 3: Instabilidadeem placas . . . . . . ... ... ......... 67
Exemplo 4: Instabilidadeem perfilU . . . . . . . .. ... ... ... .. 70
Exemplo 5: Montante tipico perfurado de rack de armazenamento . . . 76
Exemplo 6: Avaliacao da sensibilidade do acoplamento mesa-alma . . . 79
CONCLUSOES . . . . .t ittt ittt ettt et ene 85
Sugestoes de desenvolvimentos futuros . . . . . . ... ... ... .... 86
REFERENCIAS . .. ...ttt ittt ittt iieeenn. 89
APENDICE A GERACAODEMALHA ................ 93

APENDICE B GERACAO DAS FUNCOESDEFORMA . . .. ... 97



17

CAPITULO 1

INTRODUCAO

Na priética tradicional de elaboragdo de projetos de engenharia, diversos critérios refe-
rentes as possibilidades de colapso estrutural sdo levados em consideragdo, além da verificagdao
do comportamento adequado em servigo. As possiveis situagdes de colapso ou ruina estrutural
compreendem falha do material por ruptura fragil, plastificacao, fadiga, entre outros, e falha de
uma peca ou do sistema estrutural por instabilidade, que consiste em perda repentina de rigidez

da estrutura, levando ao aparecimento de grandes deslocamentos de forma abrupta.

Com relacdo a estabilidade de estruturas, uma andlise simplificada muito utilizada,
inclusive presente nas normas técnicas de projeto, € a flambagem eldstica. Nessa andlise, a carga
critica determinada € aquela que, ao atingida, qualquer minima perturbacao na estrutura pode
ocasionar grandes deslocamentos de forma imediata. O ponto no qual essa carga € atingida
¢ denominado ponto de bifurcagdo, pois a partir deste ponto a estrutura possui mais de uma
trajetéria de equilibrio que pode ser seguida, podendo ser essa trajetéria estavel ou instavel. A
determinacdo das trajetdrias de equilibrio para essa situacdo s6 € possivel com a realizacio de
analises ndo-lineares (REIS; CAMOTIM, 2000).

O uso do termo “flambagem” é meio controverso no meio cientifico nacional devido a
falta de consenso sobre o tipo de instabilidade a que ele se refere (BRAGA, 2015). Nos cursos
de graduacdo, esse termo € utilizado para denominar a ocorréncia de instabilidade por ponto de
bifurcacdo, sendo limitada a hipétese de pequenos deslocamentos. Portanto, em situa¢des gerais,

o termo instabilidade € o mais correto a se utilizar.

H4 também outras situagdes de perda de estabilidade em estruturas. Realizando-se
carregamento incremental, em algumas estruturas observa-se que acima de um certo valor
de forga aplicada nao ha posi¢cao de equilibrio nas proximidades deste ponto. Diz-se entio
que a estrutura atingiu um ponto limite. Nessa situacdo, a proxima posicao de equilibrio nas
proximidades do ponto limite € obtida com uma carga inferior a carga critica, caracterizando um

caminho instavel.

Em vista disso, surge a necessidade da utilizacdo de métodos que levem em consideracao

a ndo-linearidade geométrica, mais especificamente de métodos que sao capazes de percorrer
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toda a trajetoria de equilibrio de uma estrutura independentemente do nivel de deslocamentos

presente.

Dessa forma, justifica-se a realiza¢do do presente trabalho, buscando-se o desenvolvi-
mento de formulagdo e ferramenta numérica para andlise de instabilidade de estruturas, com
destaque as estruturas compostas de perfis de parede fina. Estas estruturas, devido a sua esbeltez
natural, estdo mais suscetiveis a ocorréncia desses fendmenos, tanto localmente (instabilidades

localizadas na alma ou nas abas dos perfis) quanto globalmente (modos de flexdo e tor¢ao).

A formulacao utilizada baseia-se em uma abordagem via MEF posicional, seguindo os
desenvolvimentos em andamento no grupo de pesquisa no qual a presente proposta se insere no
SET/EESC/USP.

1.1 Objetivo geral

Este trabalho tem como objetivo geral desenvolver formulagcdo para andlise de instabili-
dade utilizando-se o MEF posicional para elementos finitos de casca e implementar um programa
computacional baseado nesta formulacdo, incluindo elaboragdo de interface grafica. Para isso é

necessario o cumprimento de algumas atividades, descritas a seguir.

1.1.1 Objetivos especificos

Realizar levantamento bibliografico acerca dos temas relevantes para o trabalho, objeti-

vando a consolida¢cdo do conhecimento relacionado ao tema proposto.

Implementar programa computacional para processamento em linguagem Fortran. Aborda-
se entdo a fundamentagdo necessaria para a implementacao do MEF posicional, com descricao
lagrangeana total e utilizacdo de elementos finitos de casca, com posi¢des e vetores generalizados

como parametros nodais em lugar dos tradicionais deslocamentos e giros.

Realizar buscas por bibliotecas computacionais disponiveis em linguagem Fortran que
contenham rotinas para determinacao de autovalores e autovetores otimizadas para operagdes
com matrizes esparsas. Essas rotinas sao utilizadas para a resolu¢cdo do problema generalizado de
autovalor oriundo da decomposicao da matriz hessiana do problema em duas parcelas distintas,

0 que possibilita a determinacao de cargas criticas e modos de instabilidade.

Desenvolver interface grafica em ambiente Delphi e linguagem Object Pascal. Para isso,
elabora-se rotinas para geracdo automadtica de malha e rotina responsdvel pela comunicagdo com
o programa desenvolvido em Fortran, para o qual sdo passados os dados que foram fornecidos

pelo usudrio por meio da interface grafica e do qual os resultados finais sdo extraidos.

Incorporar a versdo do programa em Fortran a formulacdo para andlise ndo-linear de

instabilidade, aproveitando-se da mesma estratégia utilizada para a andlise linear de instabilidade.
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Com isso, possibilita-se a determinacio de pontos criticos ao longo da trajetéria de equilibrio de

uma estrutura.

1.2 Justificativa

A consideracdo e verificagdo da ocorréncia de instabilidades em sistemas estruturais
constituidos por estruturas de parede fina, em geral perfis metélicos, € uma pratica necessdria
no desenvolvimento desse tipo de projeto. Isso sé da pelo fato de os perfis metdlicos serem,
em geral, pecas esbeltas, estando mais suscetiveis a ocorréncia desse fendmeno. Normalmente,
essas verificacdes sdo baseadas em andlises de instabilidade provenientes de métodos empiricos,
formulados a partir de resultados experimentais. Essa andlise, no entanto, tem aplicagdo restrita
aos tipos de experimentos realizados e uma extrapolagio para casos gerais € melhor realizada
com a utilizacdo de métodos numéricos que se fundamentem em teorias mais gerais, sendo os

parametros do problema calibrados a partir dos resultados experimentais.

Neste sentido, diversas pesquisas vém sendo desenvolvidas buscando-se a obtencao de
ferramentas e técnicas numéricas para representacdo mais precisa do comportamento de tais
estruturas, objetivando-se capturar a ocorréncia de fendmenos de instabilidade aos quais estes
sistemas estruturais estdo sujeitos. Entre esses trabalhos, destacam-se a Teoria Generalizada de
Vigas (GBT), o Método das Faixas Finitas (FSM) e a teoria assint6tica de Koiter (KASP), dentre

outros.

E neste contexto que se insere o presente trabalho, ou seja, desenvolvimento de formula-
¢ao e ferramenta numérica para andlise de instabilidade de estruturas de parede fina, utilizando
para tanto o MEF posicional, abordagem ndo-linear geométrica com formulacio Lagrangeana
Total e elemento finito de casca. A principal vantagem dessa formulacado reside no fato de
ser possivel a utilizagdo de lei constitutiva completa tridimensional, dada a generalidade da
cinemadtica adotada. Com isso, os resultados obtidos sdo mais completos quando comparados
aos que sao fornecidos por meio das formulagdes citadas e a abordagem tradicional do MEF em

deslocamentos, a qual utiliza-se de leis constitutivas simplificadas.

Recentemente, Kzam (2016) apresentou uma formulacao também baseada no MEF
posicional para andlise da instabilidade estrutural global e local, buscando pontos criticos ao
longo de trajetérias de equilibrio para elementos finitos de barra simples, casca e barra geral,
sendo um trabalho desenvolvido no mesmo grupo de pesquisa em que o presente projeto se insere
no SET/EESC/USP. No presente trabalho realizou-se uma nova implementagdo computacional,
especificamente para elementos finitos de casca, na qual objetivou-se a otimizacdo do custo
computacional. Como novos desenvolvimentos realizados, ressaltam-se a avaliac@o de estratégias
para o acoplamento entre as paredes que compdem o perfil, a andlise de autovalores ao longo da
trajetoria de equilibrio e a avaliacdo de estratégia para a defini¢do da trajetdria de equilibrio a ser

percorrida a partir de um ponto de bifurcagdo.
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1.3 Metodologia

Neste trabalho, realizam-se novas implementacdes computacionais, em linguagem For-
tran, para elemento finito de casca posicional. A ideia utilizada aqui é baseada no trabalho de

Kzam (2016), que obteve bons resultados para o referido elemento finito.

Baseado nos trabalhos de Coda e Paccola (2007) e Coda e Paccola (2008), implementam-
se os elementos finitos de casca de 6 e 7 parametros nodais. Verifica-se a adequagao desses
elementos para problemas de instabilidade, analisando-se aspectos referentes a ocorréncia de

travamentos em razao das diferentes cinemdticas apresentadas.

Quanto ao acoplamento entre as paredes do perfil, utiliza-se a estratégia proposta ini-
cialmente por Silva (2014), que consiste na inser¢do de um elemento de barra conectando os
vetores generalizados ndo coincidentes de um mesmo nd, sendo a rigidez desse elemento elevada
o suficiente para a simula¢do de uma ligacdo rigida. Baseado nessa estratégia, desenvolve-se aqui
uma metodologia para a determinacao de uma rigidez para esse elemento que leve em considera-
¢do o material presente na regido do acoplamento. Com isso, simula-se mais precisamente um
acoplamento real e evita-se problemas de mau condicionamento decorrentes de valores elevados

de rigidez.

Para a resolu¢do do problema de autovalor resultante da andlise de instabilidade utilizou-
se a biblioteca computacional ARPACK. Para que seu uso fosse possivel, foi necessdria a
elaboracdo de uma rotina para a realiza¢do do processo iterativo e para manipulacdo das matrizes

envolvidas no problema. O detalhamento desse processo estd apresentado no Capitulo 4.

A interface gréfica foi desenvolvida em ambiente Delphi. Para isso, implementou-se
algoritmos para geracao de malha de elementos finitos e para aplicagao de condicdes de contorno

por meio da interface.

Por fim, realizam-se exemplos de validacao do programa implementado e exemplos de

aplicag@o buscando explorar as potencialidades da formulacdo desenvolvida.

1.4 Estado da arte

O inicio do estudo da instabilidade estrutural, que culminou para o que se conhece hoje,
ocorreu em meados do século XVIII com o trabalho de Euler (1744). Euler possuia um grande
interesse por forma geométrica de curvas eldsticas e sua principal contribuicdo nessa area foi
a determinagdo da carga critica de instabilidade para colunas esbeltas (TIMOSHENKO, 1953;
TIMOSHENKO; GERE, 1961).

A partir da teoria geral da flexdo proposta por Navier, apresentada na literatura cldssica
de Resisténcia dos Materiais ou Mecanica dos Soélidos, pdde-se determinar analiticamente

a carga critica de instabilidade para colunas. No entanto, notou-se que as formulagdes nao
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eram representativas quando se consideravam colunas robustas em uma direcdo. Timoshenko
(1921) solucionou este problema propondo a consideracdo de distor¢des e de rotacdo da secdo a

cinemadtica do problema.

Neste periodo, a descricao analitica de caracteriza¢do dos pontos criticos e a determinacao
das agdes criticas continuou sendo estudada por diversos pesquisadores, tendo como contribui¢do
os trabalhos de Bryan (1888), Lyapunov (1982), Southwell (1913), dentre outros.

Devido a resultados inesperados em alguns experimentos envolvendo cascas cilindricas e
esféricas, houve uma necessidade de se estudar o que acontece com esse tipo de estrutura. Koiter
(1967 apud ELISHAKOFF, 2000) descreveu o comportamento dessas estruturas prevendo a
existéncia de imperfeicdes, que afetavam significativamente o nivel de carga critica, além de
analisar o equilibrio pés-critico, originando a chamada teoria assintdtica de Koiter. Com relagdo
ao estudo do equilibrio pés-critico, citam-se também as contribui¢des de Karmén e Tsien (1941),
Thompson (1963), Budiansky e Hutchinson (1964), Sewell (1969), entre outros.

Com o desenvolvimento do método dos elementos finitos, na metade do século XX,
este se tornou uma importante ferramenta para analise de instabilidade de estruturas. Até entao,
a maioria dos trabalhos relacionados a esse tema eram realizados com base em formulagdes
analiticas. No entanto, outros métodos especificos para esse tipo de andlise foram desenvolvidos,
como a Teoria Generalizada de Vigas (GBT), desenvolvida originalmente por Schardt (1966),
e o método das faixas finitas (FSM), utilizado para anélises de instabilidade inicialmente por
Schafer (1997). O método foi posteriormente aprimorado com a incrementagdo de hipdteses da
GBT, originando no Método das Faixas Finitas Confinado (cFSM) (ADANY; SCHAFER, 2004).

Um grupo de pesquisa do Departamento de Engenharia Civil da Universidade Técnica de
Lisboa desenvolveu um programa intitulado GBTUL (Generalized Beam Theory at University
of Lisbon), atualmente na versdo 2.06, que determina as cargas criticas € modos de instabilidade
de perfis metélicos utilizando a Teoria Generalizada de Vigas (GBT). O desenvolvimento desse
programa foi iniciado por Silvestre (2005) na realizacio de seu doutorado. Dentre as contribui¢des
para a formulacao do GBT, ressalta-se a consideracdo de secdes abertas ramificadas (DINIS;
CAMOTIM; SILVESTRE, 2006), a consideracao de secdes de parede fina sob flexdo nao
uniforme (BEBIANO; SILVESTRE; CAMOTIM, 2007), a andlise de “primeira ordem” de
membros com se¢do transversal arbitraria (GONCALVES; DINIS; CAMOTIM, 2009), o estudo
da influéncia do ponto de aplicagdo da carga no comportamento de perfis formados a frio
(BASAGLIA; CAMOTIM; CODA, 2014), a andlise considerando ligacdes semirrigidas em
porticos planos (MESACASA JR, 2016), dentre outros .

Quanto ao FSM e ao cFSM, Schafer e Pekoz (1998) implementaram esse método em um
programa computacional, posteriormente intitulado CUFSM, atualmente na versao 4.05. Esse

programa possui funcionalidades semelhantes ao GBTUL descrito anteriormente.

Com relagdo especificamente ao MEF tradicional, a metodologia utilizada para a realiza-
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cdo de andlises de instabilidade € bem difundida e estd presente na grande maioria dos softwares
comerciais. Mais recentemente, destaca-se o desenvolvimento do MEF posicional, que culminou
na realizacdo de diversos trabalhos, tendo as principais contribui¢des descritas a seguir, incluindo

a mais recente aplicagdo em andlises de instabilidade.

O Método dos Elementos Finitos baseado em posi¢des foi idealizado por Coda (2003),
sendo a ideia central por trds do desenvolvimento do método idealizada por Bonet et al. (2000).
A descri¢do posicional do método tornou-se relevante no meio académico e ganhou notoriedade
devido a sua facilidade de implementag¢do computacional para problemas geometricamente nao-
lineares. Por exemplo, Greco (2004) utilizou o método para desenvolvimento da formulacdo para

estruturas reticuladas com consideracdo de impacto, utilizando formulacdes estatica e dindmica.

Marques (2006) ampliou a formulag@o para a consideracdo de nao-linearidade em s6lidos
bidimensionais. Para anélise dinamica, ele utilizou como integrador temporal o algoritmo de
Newmark, que se mostrou eficiente para todos os problemas dindmicos testados, inclusive os

que consideram impacto.

Maciel (2008) introduziu a formulacdo de porticos planos e solidos tridimensionais. Para
porticos planos ele adotou a cinemadtica de Reissner-Timoshenko por meio da introducao de
vetores generalizados na formulacdo e para sélidos tridimensionais ele fez uso de elemento finito

tetraédrico com aproximacao cubica.

A partir de entdo, diversos trabalhos foram realizados para aprimoramento da formulacio
e inclusdo de melhorias. Entre eles estd o trabalho de Kzam (2016), que iniciou o estudo do
fendmeno da instabilidade estrutural via MEF posicional, tema objeto de estudo do presente
trabalho. Em sua tese foi realizada a andlise de instabilidade para trés tipos de elementos:
barra simples, casca e barra geral. Para andlise com elemento de barra simples, 0 método Arc-
Length foi utilizado para a determinacdo da trajetéria fundamental e de trajetdrias bifurcadas. A
utilizacdo do elemento de barra geral foi o principal foco do trabalho, no qual enriquecimentos
cinemadticos para a secdo transversal foram propostos de forma a permitir mobilidades referentes
a comportamentos de instabilidade local para esse tipo de elemento. A implementagdo da
andlise de instabilidade em elementos de casca serviu como referéncia para a verificacao do

comportamento esperado nas andlises com o elemento de barra geral.

A partir dos trabalhos supracitados, nota-se que o estudo de instabilidade via MEF posi-
cional € recente e promissor, abrindo a possibilidade de melhorias no estudo do comportamento
pos-critico de estruturas, incluindo ndo linearidade fisica e dindmica. Portanto, o presente traba-
lho se insere como continuacao deste estudo, além de desenvolver um programa computacional
que servird como alternativa aos j4 existentes e constituindo base para desenvolvimentos futuros

no grupo de pesquisa.
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CAPITULO 2

CINEMATICA DOS CORPOS DEFORMAVEIS

Na descri¢ao do comportamento de um determinado corpo deformdvel existem diversos
fatores que devem ser levados em consideragcdo. A depender da escala desejada para o estudo
(microscopica ou macroscopica), alguns fatores preponderam sobre outros. Na descricao ma-
croscépica do comportamento de um sélido, por exemplo, os efeitos devido a microscopia do
material presente podem ser substituidos pelos seus efeitos macroscopicos por meio da utilizagdo

de uma lei constitutiva material adequada e adotando-se a hipdtese do meio continuo.

H4 também interesse em se realizar andlises de estruturas que podem estar sujeitas a
grandes deslocamentos. Nessa situacdo, tem-se a necessidade de introdu¢do da ndo-linearidade
geométrica ao problema, tornando possivel a anélise de estabilidade dessas estruturas. Para este

fim, no presente trabalho utiliza-se a descricao lagrangeana total do equilibrio.

Nas préximas secdes deste capitulo serd descrita a cinematica utilizada neste trabalho,
compreendendo as defini¢des das grandezas, descricao lagrangeana do equilibrio, aplicacdo de
principios energéticos e lei constitutiva material. A abordagem e o conteudo apresentado neste
capitulo foi extraido de Coda (2018).

2.1 Funciao mudanca de configuracio

Um corpo solido deformavel quando sujeito a agdes externas tem sua forma alterada. A
funcdo que relaciona a posi¢do do s6lido deformado com a configuragao inicial recebe o nome de
funcdo mudanca de configuracdo f. Estando o dominio de f na configuracdo inicial, a descri¢@o

¢ dita lagrangeana.

A configuracdo inicial pode ser escrita em relagdo a configuracdo atual por meio da
fungdo inversa de f, denotada por g. A descri¢do do equilibrio baseada na configura¢do atual é
dita euleriana. Os desenvolvimentos seguintes neste trabalho serdo realizados com a descricao

lagrangeana.

Na Figura 1 representa-se esquematicamente a mudanga de configuracao de um sélido

no espaco tridimensional. No sistema de referéncia X;X,X3 define-se a configuracio inicial do
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solido (£2p). A atuacdo da fungdo 7 modifica a configuracdo do corpo para a forma apresentada

no sistema de referéncia xx,x3, correspondendo a configuragdo atual (€21).

Figura 1 — Mudanga de configuracdo de corpo tridimensional

Xo,x0 ]
F(Xl aX23X3) Q
g (x1,x2,x3)
V\_/
X1.,x1
X3,x3

Fonte: Elaborado pelo autor

Escolhendo-se dois pontos infinitesimalmente préximos situados no interior de um sélido,

—
define-se a posi¢do relativa entre eles por meio dos vetores d X, na configuracdo inicial, e d X, na
configuracdo atual, conforme indicado na Figura 1. Esses vetores podem ser relacionados entre

si por meio da seguinte expressao:
d¥ =A-dX 2.1

sendo A = V? = a—i
0X

2.2 Medida de deformacao de Green-Lagrange

Para a descri¢ao de uma formulac@o ndo-linear geometricamente exata, € necessdria a
utilizacdo de uma medida de deformacao objetiva, ou seja, que registra deformacdo nula quando

ocorrem apenas deslocamentos de corpo rigido, seja de translacio ou de rotagao.

A medida de deformacdo quadrética, ou de Green, ¢ uma medida simples e que atende
ao critério de objetividade (OGDEN, 1984). Além disso, ¢ uma medida dita lagrangeana, pois a

deformacdo € medida com relac@o a configuracao inicial do corpo. Sua expressao é dada por:

1
E=_(C-T) 22)

em que C € o tensor de alongamento de Cauchy-Green, definido como:

C=ATA (2.3)
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2.3 Mudanca de area e de volume na mudanca de configuracao

Tomando-se na configuracdo inicial de um corpo um paralelepipedo de dimensdes
infinitesimais com faces paralelas aos planos coordenados, conforme Figura 2, seu volume inicial

fica fornecido como:
dVy = (d)? ! Ad}‘(’z) dX? (2.4)

A atuagdo de acdes externas sobre o corpo mudara a configuracio do paralelepipedo,

sendo seu volume final fornecido como:
dv = (dx' AdX?)-d¥? (2.5)

Figura 2 — Volume infinitesimal nas configuragdes inicial e atual

X3,x3
- dv
S
dVop P
A -
dx3
dx’!
< ax!
= -2
dX2 dx Xl X1
X5,x7

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir das Equagdes (2.4) e (2.5) é possivel demonstrar que a relagdo entre os volu-
mes inicial e final, definida como o jacobiano da transformacao, pode ser dada por meio do
determinante do tensor gradiente da fun¢do mudanga de configuracdo, ou seja:

dv
J=—=det(A 2.6
Ve (A) (2.6)

A relacdo entre dreas pode ser obtida considerando um sélido prismaético de drea de base
dA na configuragdo inicial e dA na configuragio final, conforme Figura 3. Denotando por i
o vetor que liga os centros das faces opostas do prisma na configuragio inicial e por V' o vetor
correspondente na configuragdo atual, pode-se determinar o volume dos prismas pelas seguintes

relagdes:

dVo = T -NdAg 2.7)
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av =vT . 7dA (2.8)

-
sendo N e 7 versores perpendiculares 2 drea da base nas configura¢des inicial e atual, respecti-

vamente.
Figura 3 — Volume prismadtico nas configura¢des inicial e atual
X3,x3
— > 7
X2,%2

dA
0 dA

Xi,x1

Fonte: Elaborado pelo autor

Substituindo-se as Equagdes (2.6) e (2.7) na Equagdo (2.8) e sabendo que vV =AU,

obtém-se:
AV =T AT . wdA =JuT -NdA, (2.9)

T

Dada a arbitrariedade do vetor ', a expressdo (2.9) pode ser simplificada, obtendo-se a

chamada Férmula de Nanson:
7-dh=J(AT)'-NdAy ou 7-dA=JB-Ndh (2.10)

sendoB=A"T.
2.4 Equilibrio local Lagrangeano

Inicialmente apresenta-se as equagdes de equilibrio eulerianas e a partir delas obtém-se
as equagdes de equilibrio lagrangeanas utilizando-se as relacdes de mudanca de drea e volume

apresentadas anteriormente.

Considerando-se um elemento infinitesimal de um s6lido que sofreu mudanca de confi-

guracdo, o equilibrio na configuracio atual fornece:
div(c")+ b =p¥ ou Gj,+bi=pi 2.11)

sendo © a tensdo de Cauchy, b a forca de volume e p a massa especifica do material.
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Integrando-se a Equacdo (2.11) no volume do sélido e utilizando-se o Teorema da

Divergéncia obtém-se:

/cT-ﬁ’dA+/Z’dvz/p?dv /ﬁ’dAJr/Z’dvz/p?dv (2.12)
A |4 \% A |4 %

sendo p = 6! - 7 a forca de superficie atuante no sélido.

Para escrever as equagdes de equilibrio lagrangeanas, basta substituir as relagdes de
mudanca de volume (2.6) e de drea (2.10) na Equacgdo (2.12), obtendo-se:

/PT-ﬁdAo—F/zodVo:/po?dVo (2.13)
Ay Vo Vo

sendo P” = Jo” -B o transposto do primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff (ndo-simétrico),
—
b a forca de volume na configuracio inicial e pg a massa especifica inicial, considerando-se a

conservagdo de massa.

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia na Equacao (2.13) e considerando a arbitrarie-

dade do volume, obtém-se:
div(PT) + bo=poX ou  Pjij+b0 = pof; (2.14)

que consiste na versao lagrangeana da equacao de equilibrio local.

2.5 Principio da estacionariedade da energia mecanica

A energia total IT de um sistema conservativo € dada pela soma das energias de deforma-

cdo U, potencial P e cinética K, ou seja:
N=U+P+K (2.15)

O principio da estacionariedade afirma que, na situag@o de equilibrio, a primeira variagdo

do funcional de energia deve ser nulo:
OIl = 38U + 0P+ 8K =0 (2.16)

Os parametros nodais escolhidos para o cdlculo das variagdes serdo as posi¢cdes, ja

visando a posterior apresentacdo da formulacdo posicional do MEF.

Inicialmente, pondera-se a Equacgao (2.14) com uma fungao teste e integra-se no volume

do corpo analisado com o objetivo de se chegar a forma fraca do problema:

51T = / (o —div (P) — By ) - % aVp =0 (2.17)
Vo
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Integrando por partes a segunda parcela de (2.17) e utilizando o Teorema da Divergéncia,

resulta:

snz/po?-sx’dvo—/PT-z_v’-ax’dAoJr/PT:V(ax’)dvo—/ﬁo-ﬁ}’dvozo (2.18)
Vo Ay Vo Vo

mas V (8X) =8Vx = 8V7 = 0A é a variagdo do gradiente da fun¢do mudanca de configuracao
ePT.N pode ser entendido como a for¢a de superficie na configuracao inicial.

Portanto, a Equacdo (2.18) fica reescrita como

STT = /poi’ 85XV — / Fo- 5% dho+ /PT . SAdV, — /Eo SFdVe=0  (2.19)
Vo Ao Vo Vo

Como a terceira integral da Equagdo (2.18) se refere a energia de deformacao, conclui-se

que A é conjugado energético de P”. Imaginando-se deliberadamente que P7 = A - S, sendo

S denominado como segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, pode-se mostrar que S é

simétrico e que seu conjugado energético € a deformacdo de Green K. Portanto, obtém-se a

expressao final da primeira variacao da energia total:

oIl = /p()}> dxXdVy— / 3() X dAy — / E() X dVy + /S :0EdVy =0 (2.20)
Vo Ay Vo Vo

a partir da qual identifica-se as parcelas da Equacdo (2.16):

U = / S : SEdVj (2.21a)
Vo
5P = — / Fo-5Tdho — / bo-5TdVe (2.21b)
A() Vo
K = / poX -dXdV) (2.21¢)
Vo

2.6 Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff

Neste trabalho € adotada a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK), lei esta que
relaciona de forma linear a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S com a deformacao
de Green [E. A expressdo da energia especifica de deformacao para esta lei €

1

u,(E) = EE (CHE (2.22)

sendo € o tensor constitutivo elastico.



2.6. Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff 29

A derivada primeira de u, em relacdo a E fornece o segundo tensor de tensdes de
Piola-Kirchhoff:

a 1 1”. . . .N —_— .
S:aTE(EE.Q.E)ZE(J.G.]E-I-E.Q.J)—C.E (2.23)

sendo J o tensor identidade de quarta ordem.
A segunda derivada de u, em relagc@o a [E fornece o tensor constitutivo eldstico e, pelo

teorema de Clairaut-Schwartz, observa-se uma das simetrias desse tensor:

9%u, oS

A lei constitutiva SVK possui o tensor constitutivo semelhante ao da lei de Hooke, pois
também € uma relacdo linear entre tensdo e deformacdo correspondente. Portanto, o tensor

constitutivo eldstico para o caso geral considerando material isotrépico é dado por:
C=2GT+M®I (2.25)

sendo G € o médulo de elasticidade transversal e A = VE /[(1 +V) (1 — 2v)] a constante de Lamé,
na qual v € o coeficiente de Poisson e E é o mddulo de elasticidade longitudinal.

Considerando-se que a lei constitutiva a ser utilizada € tridimensional e ndo possui

simplificacdes, a tens@o S pode ser escrita em fun¢ao de [E e das propriedades do material como
S =2GE+Atr (E)I (2.26)

na qual tr(+) denota o tragco de um tensor.
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CAPITULO 3

FORMULACAO NUMERICA

As equagdes de equilibrio obtidas por meio da andlise ndo-linear possuem solucdes
analiticas para um conjunto especifico de problemas, dependendo principalmente da geometria
do sdlido e de suas condi¢des de contorno. Portanto, o uso de métodos aproximativos para a
resolucao desses problemas se torna indispensavel.

O MEF € um dos métodos aproximativos mais utilizados atualmente. De forma geral,
o método consiste em subdividir o meio continuo em diversos subdominios, denominados
elementos finitos. O comportamento das grandezas de importancia € entdo descrito para cada
elemento finito e a composicado deles levara a descri¢do do comportamento do sélido como um
todo. Além da aproximacgdo das grandezas envolvidas, a depender da configuragdo inicial do
s6lido os elementos finitos podem nao representar a geometria do problema de forma exata,

introduzindo uma aproximacao extra ao problema.

Dito isto, implementa-se no programa computacional a possibilidade de discretizacdo
da estrutura em malha estruturada de elementos triangulares ou quadrilaterais, com qualquer
grau de aproximacdo polinomial, conforme apresentado no Apéndice A. As funcdes de forma

associadas a esses elementos finitos foram determinadas conforme descrito no Apéndice B.

Ao longo deste capitulo serdo descritas as cineméticas dos elementos finitos utilizados,
bem como algumas estratégias para contornar um problema encontrado no acoplamento de

elementos de casca ndo-coplanares utilizados para a discretizac¢do das paredes dos perfis.

3.1 Elemento finito de casca posicional

A formulagdo ndo-linear geométrica do elemento finito de casca posicional foi desenvol-
vida por Coda e Paccola (2007), inicialmente com 6 graus de liberdade por n6, sendo 3 referentes
as posicoes e 3 referentes as componentes do vetor generalizado. Dada a ocorréncia do fend-
meno de travamento volumétrico, Coda e Paccola (2008) incluiram um sétimo parametro, que
considera taxa de variacdo linear da espessura da casca. As duas formulagdes foram utilizadas

neste trabalho para fins de comparacao.
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Na Figura 4 ilustra-se o mapeamento da superficie de referéncia do elemento finito de

casca posicional.

Figura 4 — Mapeamento da superficie de referéncia do elemento finito de casca posicional

X1,x1

X3.x3

Fonte: Elaborado pelo autor

Da Figura 4, observa-se que a funcdo mudanca de configuracdo pode ser escrita como
? = ?1 ) (?0)_1 e, portanto, tem-se que A = A!- (A%)~!, sendo A? e A! os gradientes das

~ 20 . 71 .
fungdes f" e f°, respectivamente.

O mapeamento de qualquer ponto da superficie de referéncia na configuracao inicial é

dado pela interpolagdo entre os valores de posi¢do nodal conhecidos:

S = 00(51,82)Xie 3.1
sendo ¢y as fungdes de forma definidas no espago auxiliar &;&; e X;¢ a posi¢do nodal de cada n6
¢ do elemento na configuragio inicial, na dire¢ao i.

De forma andloga, o mapeamento da superficie de referéncia na configuracdo atual é

dado por:

M =00(E1,62)xi (3.2)

sendo x;¢ as posi¢des nodais de cada né ¢ do elemento na configuracdo atual, na dire¢ao i.

Mapeiam-se também os demais pontos do interior da casca a partir da superficie de

referéncia por meio do vetor generalizado, considerando-o, por simplicidade, inicialmente



3.1. Elemento finito de casca posicional 33

unitério e ortogonal a superficie de referéncia, conforme Figura 5. Considerando que a superficie
de referéncia € a superficie média do elemento, 0 mapeamento completo das posi¢des iniciais €

atuais fica dado por:

£ =00(E1.E2) X+ %ism(il E2)Njy (3.3a)
S =00(E1,E2)xi0 + %&%Pk(&l;&@)éik (3.3b)

sendo hg a espessura da casca, Ni(l)< o versor normal de cada né k na configuracio inicial, Gj
o vetor generalizado de cada né k na configurag@o atual (ver Figura 5) e &3 a coordenada do
espaco auxiliar referente a um eixo ortogonal aos eixos &; e &, e que assume valores no intervalo
[—1,+1].

Figura 5 — Versor normal na configuragdo inicial e vetor generalizado na configuragdo atual

Ao

i
R

ho

Fonte: Elaborado pelo autor

A cinemadtica descrita para o elemento de casca apresentado impde que as componentes
do vetor generalizado sejam varidveis do problema. Dessa forma, na configuragdo atual o vetor
ndo necessariamente permanecera unitdrio e ortogonal a superficie de referéncia, permitindo

assim uma maior mobilidade da estrutura.

O gradiente da fun¢do de mapeamento da configuragdo inicial com relacio as coordenadas

adimensionais tem suas componentes dadas pelas seguintes expressoes:

h
A = 11 =001(E1.62) X + 30§3¢k,1 (E1,E2)N, (3.4a)
h
A = [y =bu2(E1.62) X + ?O§3¢k,2<ﬁ.,l E2)N3 (3.4b)
h
Aj = [ = 3°¢k(§1,&2)N,~‘2 (3.4¢)

Para a configuragdo atual, as componentes do gradiente da fun¢do de mapeamento sao
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dadas por:
Al =fh =018 iz)xz£+—§3¢k 1(61,€2)Gir (3.52)
Ab = fily = 0u2(E1,82)xi0 + 3&3%,2@1 &2)Gik (3.5b)
h _
Ap=fiy= 30¢k(§1,§2)Gik (3.5¢)

Até o momento considerou-se apenas o elemento finito de casca de 6 parametros nodais.
O sétimo parametro, referente a taxa de variacao da espessura, aparece na funcdo de mapeamento

da configuracdo atual, que fica reescrita como:

0o (&1, §2)xze+ [§3+¢m(§1 &2)am&3)0k(E1,62) Gix (3.6)

na qual a,, é a taxa de variacdo da espessura no n6 m, sendo seu valor determinado no processo

de solu¢@o do problema nao-linear.

Assim, as componentes do gradiente da fun¢do de mapeamento da configuracdo atual

ficam dados por:

Al = 0010+ — o [(‘Pm 1amE3) 0k Gix + (&3 + OmamE3) 0x.1Git] (3.7a)
= OrXip + = h [(q)m 2amE3) 0k Gir + (€3 + Omam&3) 0k 2Gi] (3.7b)
Aly = };)(1 +2¢mam§3)¢k5ik (3.7¢)

nas quais, por clareza, omitiu-se os parimetros &; e &,.

Com a adicao deste novo parametro, mais uma mobilidade € inserida na cinemética do
problema, o que a torna mais geral que a cinemdtica de Reissner-Mindlin (CODA; PACCOLA,
2008).

3.2 Procedimento de solucio do problema nao-linear

Da lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff (secdo 2.6), tem-se que a energia de

deformacao é dada por:

1 !
U= [uedVo= [ JE:€:Edvy= [ EagCaprErdy (3.8)
v Vo o

A Equacao (2.16), que apresenta as parcelas da primeira variagdo da energia mecanica

total, pode ser escrita em termos da variacio de posi¢do como:

oIl = aESxi + aLPS)Q + aLK
8x,~ axi

B ox; =0 (3.9)
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Considerando a arbitrariedade de dx; e desprezando-se a parcela devida a energia cinética

(considerando apenas problemas estdticos), obtém-se:

oU
== F =0 (3.10)
l
oP
na qual F* = ——— representa a forca externa atuante.

ax,’
Faz-se necessdria entdo a determinagdo da derivada de U com relagdo as posi¢des nodais,

resultando na forga interna:

Vo Vo
3.11)
_ E aEO‘B _ aEO‘B __ rrint
- Q:OLB'YZ YZWdVO — S(xBWdVO = Fl
Vo ! Vo !

sendo x; um vetor que engloba posicao, vetor generalizado e taxa de variacdo da espessura,
com o indice i combinando né ¢ e grau de liberdade k por meio da férmula i = 7(¢ — 1) +k,

considerando o elemento de 7 parametros nodais.

Como estratégia de soluc¢do, serd adotado o método de Newton-Raphson. O método
consiste na lineariza¢@o do residuo em torno de uma determinada tentativa de solucao, resultando
num sistema linear de equacdes, que fornece uma correcao para a solucdo tentativa. Repetindo-
se o processo, chega-se a uma solucao para o problema, dentro de um determinado nivel de

tolerancia.

Inicialmente, no primeiro incremento de for¢a ou posicao, escolhe-se a posi¢ao inicial

como tentativa e, substituindo na Equacdo (3.10), obtém-se um residuo g;, dado por:

aU xfenl
ggent — éxk ) _Fiext ?é 0 (312)
Expandindo a Equagido (3.12) em Série de Taylor e truncando em 1?* ordem, obtém-se a

expressdo da linearizac¢do do residuo:

aZU ( x;(em‘)

g'

tent a L tent
e —|——A)C'— : 4+ —
8i 8i J 8i p) ia i

Ax; = gi" + H;jAx; = 0 (3.13)
axJ'

na qual Ax; € a correcdo da posigdo tentativa e H;; € a matriz hessiana do potencial II.

Da Equacao (3.13) obtém-se um sistema linear, cuja solucdo é dada por

AX] = —Hi;lgi-em (314)
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Atualiza-se entdo a posigdo tentativa x/" = x}! 4 Ax;, dentro de um mesmo passo de
carga ou de posicao, e repete-se o processo até que se atinja um dos seguintes critérios de parada:
[AX]

<tol ou M <tol (3.15)

1X°] (|

sendo tol uma tolerancia pré-estabelecida e X a posicdo inicial da estrutura.

Ap6s convergir em um determinado passo, esse processo € repetido posteriormente para
cada incremento de forca ou posicao. Para finalizar, a matriz hessiana € obtida derivando-se a

expressao (3.11) com relagdo as posicoes atuais:

0*U dEqp OEy, 0*Eop
Hi=5eae = | ag Cosr g dVo+ / By o Vo (3.16)
Vo
ou, em funcdo do segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff,
aEaB BE GB
Hij =/ o Copre o I dVO"‘/SaBa dVo (3.17)

Vo

A derivada de E, partindo da sua defini¢do pela Equacido (2.2), é fornecida, em notagdo

mista, pela seguinte expressao:

8]E_18C__{8AT ALAT 8A]

ox;  20x; ox; ox;
(3.18)
1 _r o(An -1 T 7 0A! _
o (U S U RTURRPU LU

Obtém-se, por fim, a segunda derivada de E, derivando-se a Equagdo (3.18) em relacdo

as posicoes nodais:

PE 1], ot PAY et ot o(ADT A1
ax,-axj_i ( ) . ax,’ax]' A (A) +(A) ' ax]' B_x,(A) +
(3.19)
T
O*T'a(Al) a;Al 0y~ ! oy~ T nT azAl' 0y~!
() G (A0 T (a0 T () S (1)

3.3 Integracio numérica

Para a determinacao da solu¢do do problema nao-linear, faz-se necessario calcular as
integrais para determinacao da forc¢a interna (3.11) e da matriz hessiana (3.17) de cada um dos

elementos finitos que compde a discretizacdo do corpo. Dada a generalidade para a escolha
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do tipo de elemento finito e do seu grau de aproximagdo e dada a complexa relagdo entre as
variaveis envolvidas no processo, a integracdo analitica fica invidvel. Como solucdo, portanto,

utilizam-se métodos de integracdo numérica.

As integrais sdo determinadas por meio de regras de quadratura. Utiliza-se quadratura de
Hammer ou de Dunavant para integracao em dominio triangular e quadratura de Gauss-Legendre

para dominio retangular.

A ideia central das regras de quadratura € transformar a integral em um somatério em
pontos especificos do dominio, sendo o nimero de pontos func¢do da precisdo numérica desejada
e do grau dos polindmios a serem integrados. No caso, especificam-se pontos dentro do espago

auxiliar §;&,&3, por padronizacdo.
Matematicamente, essa regra pode ser escrita da seguinte forma:

npi

[3(@ave = Y 5(FEDo(Eom (3.20)
7 i=1

sendo F(X) a fungdo a ser integrada, npi o nimero de pontos de integragdo, &; o vetor de
coordenadas de cada ponto de integracdo i no espacgo auxiliar, w; o peso de integracdo e Jy
0 jacobiano da transformacao do espaco auxiliar para o espacgo fisico na configuracao inicial

(descrigao lagrangeana).

As quadraturas utilizadas foram extraidas de Witherden e Vincent (2015), que fornece os
valores das coordenadas e dos pesos para diversas geometrias de dominio e para uma grande

variedade de graus de polindmio.

3.4 Estratégia de acoplamento entre elementos nao coplanares

O uso de vetores generalizados como parametros da formulacdo gera uma dificuldade
nas regides de encontro entre elementos nao coplanares. Isso porque nessas regides mais de
um vetor normal pode ser definido para um mesmo nd, a depender de qual elemento estd sendo
considerado. Com isso surge a necessidade de elaboracdo de estratégias para contornar esse

problema.

Uma proposta, desenvolvida originalmente por Silva (2014) para aplicacido no elemento
finito de barra geral, consiste em manter os vetores normais excedentes em um né e conectar suas
extremidades por meio de uma mola de rigidez elevada, simulando uma restri¢ao por penalizagao.
Neste trabalho serd utilizado como penalizacio o elemento finito de barra simples com o produto
de rigidez EA elevado. Com isso, a rotacdo relativa fica restringida no plano formado pelos

vetores, resolvendo assim o problema de forma simples.

Esse procedimento, no entanto, € realizado quando o angulo 0 entre esses vetores é maior

que 15°. Quando o angulo estd entre 0°e 15°, utilizam-se as componentes do vetor bissetriz
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como parametros nodais do respectivo n6, dado que essa simplificacdo nao acarreta diferencas
significativas nos resultados obtidos. Na Figura 6 apresentam-se essas duas situagdes possiveis
de acoplamento.

Figura 6 — Acoplamento via (a) bissetriz e via (b) elemento de barra simples de vetores generalizados ndo
coincidentes de um mesmo né

(a) B < 15° ()8 > 15°

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma dificuldade dessa proposta € a escolha do valor de rigidez para o elemento de barra,
que pode variar a depender do problema a ser resolvido. Além disso, valores muito elevados
podem causar problemas de mau condicionamento da matriz hessiana e, por consequéncia,
dificuldade de convergéncia do método de solucdo do problema nao-linear. Para resolver este
problema, Soares, Paccola e Coda (2019) propuseram uma estratégia para a determinagcao de um
valor de rigidez que fosse coerente com o material presente na liga¢do, conforme apresentado a

seguir.

3.4.1 Determinagao da rigidez da ligacdo entre elementos nao-coplanares

Para determinar a rigidez da ligacdo entre elementos nao-coplanares, pode-se utilizar de
uma equivaléncia aproximada de energias de deformacao entre o s6lido que preenche o espago

fisico da ligacdo e o elemento de barra simples, conforme apresentado na Figura 7.

O material constituinte do sélido de ligacdo serd considerado o mesmo dos elementos
de casca adjacentes e, portanto, possui médulo de elasticidade transversal G conhecido e altura
transversal hy. Apds a ocorréncia de deformagdes no meio, observa-se a presenga de uma

distorcao 7. A energia especifica do s6lido pode entdo ser escrita de forma simplista como:

1
us?l = EGYZ (3.21)

e a energia total armazenada fica escrita como:

1
Usol = 5Gyzhgb sen (o) (3.22)
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Figura 7 — Equivaléncia entre as energias de deformacao de: (a) sélido que preenche o espago de ligagdo
e (b) elemento de barra simples

~
.
~
S

ho

I

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor

na qual b ¢ a distancia longitudinal entre dois nés consecutivos.

Para a determinac¢do da energia de deformacgdo do elemento de barra, calcula-se inicial-
mente o comprimento inicial £y da barra e a distancia d do ponto de conexio a barra, que ficam

dados por:

lo = 2hcos (M) (3.23a)
d = hsen (n) (3.23b)

nas quaisn = (t—a)/2.
A partir dessas dimensdes calcula-se a deformacdo longitudinal da barra em funcao de y

COmo:

Al yd 1
= —= — = — .24
&= =g =3V (3.24)

A energia de deformacao na barra fica entdo fornecida como:

Uy = %Eeszo = iEvz tg”*(n) cos (n)Ah (3.25)

Igualando-se as expressoes (3.25) e (3.22) e isolando-se o produto de rigidez EA, resulta:

EA =4Ghob [tg (%) sen <%>} }% (3.26)
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Figura 8 — Geometria da conexdo utilizada neste trabalho

Fonte: Elaborado pelo autor

Para se representar de forma mais precisa a geometria da ligacao, sugere-se utilizar a

geometria apresentada na Figura 8. Neste caso a energia de deformagao € calculada como:

Ul = Gyzh btg< ) (3.27)

Executando-se os mesmos procedimentos realizados para a situagc@o anterior, obtém-se o

produto de rigidez EA para esta nova situacao:

o o1 ho
EA =2Ghob | 12%(5 ) sec(5)| = 3.28
ob|te"\5)sec\z)] 7 (3.28)

Quando o angulo inicial entre as barras € /2 tem-se EA = 2\/§th% /h, considerando
ambas as expressoes (3.26) e (3.28). Essa rigidez aproximada serve para garantir grandezas
numéricas coerentes. Assim, caso os panos de placa (ou casca) possuam alturas e/ou médulos de

elasticidade diferentes, sugere-se que se escolham valores médios para célculo.

A seguir apresenta-se a formulacao do elemento finito de barra simples que sera utilizado
para restringir o giro relativo entre os vetores generalizados dessas regides. Em seguida, apresenta-
se também a restricdo via multiplicador de Lagrange, neste caso utilizado para simular uma

ligacdo rigida.

3.4.2 Elemento finito de barra simples

Para o elemento finito de barra simples, que faz parte da conexdo entre os vetores
generalizados, serd utilizada também a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff. Para este

elemento a energia especifica de deformacao fica dada por:

ue(E) = %:IEZ (3.29)
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sendo E o mddulo de elasticidade adotado para o elemento de barra e [£ a deformagdo de Green,

que no caso de elemento unidimensional fica dada por:

2 G12—G11)2+ (G — Ga1)*+ (G2 — G31 )2
_1(e 1):%[(612 G+ (Gn=G6n)+(Gn=G)’ | (330)

F=-[2_
2\4 (NP, — NP1 )2 + (N9, — N3, )2+ (NS, — N9, )2

sendo ¢y e ¢ os comprimentos do elemento nas configuracdes inicial e atual, respectivamente,

G;j a componente i do vetor generalizado j e Ng a componente i do versor normal j, conforme

Figura 9.

Figura 9 — Elemento de barra simples conectando dois vetores generalizados

X0 ,x0
/f\
2 1
0 NO A0
Wiz Va2 (G11,G21,G31)
1 2
(ND1,NS NS (G12,G22,G3)
Xl X1
X3,x3

Fonte: Elaborado pelo autor

Considerando como hipétese cinematica que a drea da secao transversal do elemento é

constante, a energia de deformacao para um elemento finito fica dada por:

|
U= / eV = (oA ET? 3.31)
Vo

sendo A a drea da secdo transversal do elemento.

Portanto, a for¢a interna a ser contribuida no vetor global de for¢as internas da estrutura é
dada pela derivada da expressdo (3.31) em relacdo as posi¢des nodais. Nesse caso, as posicdes sdo
dadas pelas coordenadas dos vetores generalizados e a for¢a interna contribuird nos respectivos

graus de liberdade globais. A forca interna do elemento fica entdo dada por:

- oU JUOJE oE
Fin = = aps—= gOAOEEa_x (3.32)

sendo x; = Gop com i =3(B—1) 4o
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Derivando-se mais uma vez a energia de deformacgdo obtém-se a matriz hessiana para o
elemento de barra simples, que também na matriz hessiana global nos graus de liberdade dos

vetores generalizados correspondentes. A matriz hessiana do elemento fica entdo dada por

U
I ax,'axj'

H;

2
JE JE o°E ) (3.33)

- EOAOE (8_x,8_x] axiax]'

Por fim, determinam-se as derivadas primeira e segunda da deformac¢do de Green com

relagcdo as componentes do vetor generalizado:

OE  OE (Gaz — Gai)

or _ 9% _ _plbe—Gal)

w90y @ (3:34
2 2

Ik IE__ (—1)ﬁ+z—8‘” (3.35)

d0x;  9GepdGy, 2

sendoi=3(B—1)+a, j=3(z—1)+7Ye duy o delta de Kronecker.

3.4.3 Multiplicadores de Lagrange

Para que a rotacdo relativa entre os vetores normais seja restringida, pode-se impor que a
distancia entre suas extremidades permaneca inalterada e de valor igual ao determinado na confi-
guracdo inicial. Os vetores generalizados na configuracdo atual, entretanto, ndo permanecerao
unitérios, indicando que a restricdo imposta constitui uma aproximacao. Essa aproximagao, por
sua vez, ndo acarreta em erros consideraveis, pois a variacao de espessura € pequena, conduzindo

a vetores generalizados aproximadamente unitarios.
Para se gerar expressodes simples apds as derivacdes, optou-se, sem perda de generalidade,
por utilizar o quadrado do comprimento, sendo a equagdo de restri¢do a ser imposta dada por:

02 —K% =0 .. (611 —612)2 + (621 —622)2 + (631 —632)2 —5% =0 (3.36)

A parcela do multiplicador de Lagrange a ser adicionada ao funcional de energia pode

ser fornecida como:

- _ _ _ _ _
L= 5 [(G11 — G12)* + (Ga1 — Ga2)* + (G31 — G32)* — 45 (3.37)

na qual A é o multiplicador de Lagrange.

A contribui¢do na forg¢a interna é dada pela derivada primeira do potencial L. com relacio

aos parametros do problema, que resulta em:

L _
o = (“1P(Goa = Ga)2 (3.38a)
op

oL 1(62—66) (3.38b)

a2
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A contribui¢do na matriz hessiana é dada pela derivada segunda de I, resultando em:

BZ—L - (_1)B+26 A (3.392)
850458@,1 oY '
%L 9%L _
(—1)P(Gar — Gar) (3.39b)

0Gogdh  MIGeg
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CAPITULO 4

ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos relacionados a estabilidade estrutural.
Serd apresentada também uma metodologia para introduzir esses conceitos em uma andlise
numérica com o Método dos Elementos Finitos. Os conceitos apresentados foram extraidos das
seguintes referéncias principais: Timoshenko e Gere (1961), Thompson e Hunt (1973), Reis e
Camotim (2000), Simitses e Hodges (2006) e Bazant e Cedolin (2010).

4.1 Aspectos gerais

Ao se aplicar um carregamento externo de forma quase estdtica em uma estrutura,
uma configuracao deslocada em resposta ao carregamento € determinada. O conhecimento dos
deslocamentos dos pontos de uma estrutura devido a atuagdo de agdes externas caracteriza uma
situacdo de equilibrio (REIS; CAMOTIM, 2000).

A aplicagcdo de pequenas perturbacdes (ou perturbagdes infinitesimais) em torno da
posicdo deslocada classificard a estabilidade do equilibrio atuante. Essa classificacdo € definida de
acordo com a nova configuracio assumida pela estrutura apds cessada a perturbacao. Ressalta-se
que essa definicao ndo € vélida para perturbacdes com intensidade finita, pois neste caso é possivel
que a estrutura consiga encontrar outro ponto de equilibrio distante do inicial, impossibilitando a
classificacdo do equilibrio inicial (SIMITSES; HODGES, 2006).

Caso a resposta da estrutura apds cessada a perturbacdo seja de pequena oscilagdo em
torno da configuracdo deslocada inicial, o equilibrio € dito estavel. Por outro lado, caso nao
haja o retorno a configuragao inicial, diz-se que o equilibrio € instavel. H4 ainda uma situacao
particular de equilibrio instdvel denominada equilibrio neutro ou indiferente, que ocorre quando

a configuracdo imposta pela perturbacdo também € uma situagcdo de equilibrio.

Essa classifica¢do pode ser observada intuitivamente na Figura 10, na qual considera-se
uma esfera rigida sob a a¢do da gravidade e posicionada sobre trés tipos de superficie. As
superficies cOncava, convexa e horizontal proporcionam, nesse caso, situacoes de equilibrio

estdvel, instavel e indiferente, respectivamente.
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Esse conceito exemplificado para corpo rigido € vélido também para corpo deformavel,
onde, nesse ultimo caso, a avaliagdo da estabilidade do equilibrio pode ser realizada a partir de
critérios energéticos baseados no teorema de Lagrange-Dirichlet, conforme descrito na préxima

secao.
Figura 10 — Situagdes de equilibrio (a) estdvel, (b) instdvel e (c¢) indiferente
(a) (b) (c)

Fonte: Elaborado pelo autor

4.2 Teoremas de energia

O primeiro teorema de energia define a condi¢ao de equilibrio de uma estrutura. Esse
teorema afirma que se a primeira variagdo do funcional de energia € nula a estrutura estd em
equilibrio. Essa condi¢dao, também denominada de principio da estacionariedade da energia

mecanica, foi utilizada na se¢@o 2.5 para se obter a equacao de equilibrio que rege o problema.

O segundo teorema de energia, denominado de teorema de Lagrange-Dirichlet, pode
ser enunciado como: assumindo a energia total como sendo continua, o equilibrio do sistema
contendo apenas forcas conservativas e dissipativas é estdvel se a energia potencial possui um
minimo local, ou seja, se possui segunda variagdo positiva (BAZANT; CEDOLIN, 2010). Os
sistemas que nao se enquadram na condi¢@o descrita pelo teorema de Lagrange-Dirichlet estao

em situacdo de equilibrio instivel ou critico!.

A segunda variacdo de I, partindo da Equacao (3.9), é fornecida pelo segundo termo da
expansio em série de Taylor (BAZANT; CEDOLIN, 2010):

1 oIl 1 oU 1., ,
217 — . e &y Sy — T Hq.
0Tl = 2!8xlax,'8xj8xj 28xlaxi8xj8xJ 25x H-0x 4.1

0 que permite concluir que a segunda variacao de I1 estd diretamente relacionada com a matriz

hessiana determinada no capitulo anterior. Portanto, uma condi¢do suficiente para um sistema

possuir condi¢ao de equilibrio estavel é:

xT H-8X >0 (4.2)

o equilibrio critico pode ser de natureza estdvel ou instdvel, a depender de variagdes de ordem superior da

energia potencial total.
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o que significa dizer, por definicdo, que a matriz hessiana deve ser positiva definida, dado que
&X é um vetor arbitrario. Como H é uma matriz simétrica, uma condi¢do necessdria e suficiente

para a mesma ser positiva definida é possuir todos os autovalores positivos.

O primeiro teorema de Liapunov define uma condicao suficiente para o equilibrio ser
instavel e pode ser enunciado como: se a energia potencial na configuragdo de equilibrio ndo é
minima e se a auséncia de um minimo é causada pelos termos de segunda ordem na expansdo em
série de Taylor da energia potencial, entdo o sistema é instdvel (BAZANT; CEDOLIN, 2010).
Em outras palavras, o teorema afirma que uma condicao suficiente para o equilibrio ser instavel
é ocorrer 8°IT < 0 para algum 8%, ou seja, se pelo menos um autovalor de H for negativo. Em

particular, se todos os autovalores forem negativos, o sistema € instdvel.

Nas situacdes de equilibrio em que se tem 8*IT = 0 para algum 8%, ou seja, se pelo
menos um autovalor de H € nulo, nada se pode afirmar acerca da estabilidade do equilibrio.
Diz-se nessas situacdes que o equilibrio € critico. Entretanto, em uma anélise incremental, o
conhecimento desses pontos €é de grande interesse, pois, em geral, eles definem a localizacao na
trajetéria de equilibrio na qual a condi¢do passa de estdvel para instdvel, ou vice-versa. Devido a

essa caracteristica, esses pontos sao denominados pontos criticos.

Uma matriz simétrica tem como propriedade possuir apenas autovalores reais e ser dia-
gonalizavel. Logo, o determinante de H pode ser determinado por meio da matriz diagonalizada

comao:
det(H) = A Aa.. A, (4.3)

na qual A, A, ..., A, sd0 os n autovalores da matriz H de ordem n x n.

Portanto, na situacdo onde se tem pelo menos um autovalor nulo, como no equilibrio

critico, tem-se necessariamente que:

det(H) =0 (4.4)
4.3 Tipos de perda de estabilidade

Em uma andlise incremental-iterativa determina-se a trajetéria de equilibrio, que €
definida como a sucessdo de configuracdes de equilibrio que a estrutura pode assumir quando
submetida a uma determinada causa fisica que varia de forma incremental. Para cada configuragdo
de equilibrio da trajetéria uma andlise de estabilidade pode ser realizada. Eventualmente, um
ponto critico pode ser alcancado e, a depender da caracteristica da trajetdria, esse ponto pode ser

classificado em um dos seguintes tipos: ponto limite ou ponto de bifurcagdo.

A identificacdo do tipo de ponto critico atingido é importante em uma andlise incremental-
iterativa e define a caracteristica da perda de estabilidade associada. Os tipos de instabilidade por

ponto de bifurcacdo e por ponto limite estdo descritos respectivamente nas proximas subsecoes.
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4.3.1 Instabilidade bifurcacional

Define-se ponto de bifurcagdo como o ponto a partir do qual surge mais de uma trajetéria
de equilibrio possivel, sendo pelo menos uma delas instdvel. Entre as trajetorias pds-criticas
destaca-se a chamada trajetoria fundamental, que pode ser caracterizada pelo seu inicio na
origem do gréfico forca-deslocamento e pela mudanca da situagcao de equilibrio de estavel para
instdvel ao ultrapassar o ponto de bifurcacdao (REIS; CAMOTIM, 2000).

Uma situacdo de instabilidade bifurcacional pode ser observada na Figura 11. Identifica-
se na figura os trechos estdvel e instdvel da trajetéria fundamental, bem como as demais trajetérias

que partem do ponto de bifurcagdo.

Figura 11 — Instabilidade bifurcacional e trajetdrias pds-criticas
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Fonte: Elaborado pelo autor

A instabilidade bifurcacional tem por caracteristica a ocorréncia de grandes desloca-
mentos de forma abrupta. Isso se déd pela reducdo repentina de rigidez causada pela presenga
da ndo-linearidade geométrica. Com isso, a determinacao precisa dos pontos de bifurcagado é
possivel apenas com andlises ndo-lineares que incluem a determinacao da trajetoria de equilibrio.
Contudo, a depender da caracteristica da trajetéria fundamental, uma andlise em pequenos
deslocamentos, como a descrita na préxima secao, pode fornecer uma boa estimativa para os

valores de carregamento criticos € modos de instabilidade correspondentes.

4.3.2 Instabilidade por ponto limite

Define-se ponto limite como o ponto no qual se encerra um trecho da trajetoria com

determinada caracteristica de equilibrio, sem o aparecimento de bifurcacdo. Em um grafico
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forca-deslocamento o ponto limite € caracterizado como um ponto de maximo ou minimo local.
Um exemplo € o gréfico apresentado na Figura 12. Nele observam-se dois pontos limites, o
primeiro caracterizado pela alteracao do equilibrio de estdvel para instavel (ponto de méximo) e
o segundo pela alteracdo de instdvel para estdvel (ponto de minimo). Nesse tipo de instabilidade,

o trecho instavel € caracterizado por estar situado entre dois pontos limites.

Devido a caracteristica da trajetoria de equilibrio de uma estrutura que apresente ins-
tabilidade por ponto limite, alguns fendmenos podem ocorrer. Por exemplo, ao se aplicar um
carregamento gradualmente crescente até se alcancar o ponto limite superior, o acréscimo se-
guinte fard com que a estrutura sofra um salto em deslocamento, designado na Figura 12 como
snap-through. Se ap6s esse salto um decréscimo de forga for realizado, pode-se alcancar o
ponto limite inferior, a partir do qual um novo salto pode ocorrer, conforme também indicado na

Figura 12.

Algo semelhante pode ocorrer quando se realiza o controle em deslocamento. Nesse
caso o salto serd em forca e também pode ocorrer em duas situacdes, a depender do sentido de

aplicagc@o do deslocamento. Esse tipo de salto é denominado snap-back.

Figura 12 — Instabilidade por ponto limite

For¢a
trajetoria estdavel
------- trajetdria instdvel
ponto limite snap-through
R SMRLAEELEELLY
L
, P2
: 1S
' n S
: ;R
L g
' s oS
: ]
A
0] % Deslocamento
g
&
g
snaptthrough ponto limite

Fonte: Elaborado pelo autor

A obtencdo dos pontos limites s6 € possivel com anélises que contemplem a determinacao
da trajetdria de equilibrio. A realizacdo de andlise em pequenos deslocamentos nao é capaz de
prever a existéncia desses pontos, visto que a ocorréncia desse tipo de instabilidade € intrinseca a

caracteristica ndo-linear da trajetéria de equilibrio.
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4.4 Analise linear de estabilidade

A anélise linear de estabilidade, diferentemente da analise linear de estruturas, tem como
base necessdria a utilizagao de uma formulac¢do nao-linear geométrica. O termo ‘linear’ se refere
a estratégia de obtencao das cargas criticas, que pressupde uma variagdo linear com a tensao da
parcela de rigidez geométrica (escrita em funcdo da tensdo atuante), como detalhado mais adiante.
A anélise fornece também uma previsao qualitativa da configuragdo assumida pela estrutura no

inicio da trajetdria pds-critica, tendo validade restrita a hipétese de linearidade descrita acima.

Em situacdes nas quais o comportamento linear da rigidez geométrica ndo é observado,
como em estruturas sujeitas a grandes deslocamentos, as previsdes da andlise linear de esta-
bilidade podem ndo serem confirmadas e até mesmo serem consideravelmente diferentes do
observado na realidade. Portanto, entende-se que esses resultados estdo restritos também a

hipétese de pequenos deslocamentos.

Em termos gerais, esse tipo de andlise pode ser realizado tanto em sistemas continuos
quanto em discretos. Dada a dificuldade ou impossibilidade de obten¢ao de solucdes analiticas
gerais para sistemas continuos, opta-se pela ado¢do de modelos discretos. Esses modelos sdo
gerados a partir do método numérico utilizado para a resolugdo do problema. Portanto, nesse
trabalho particulariza-se a andlise linear de estabilidade para obten¢do de solu¢cdes em conjunto

com o MEF posicional.

Retomando-se a Equacgao (3.17), observa-se que a matriz hessiana do elemento de casca é
composta de duas parcelas. A primeira parcela é independente do nivel de tensdo e € denominada
parcela eléstica, sendo em pequenos deslocamentos equivalente a matriz de rigidez linear. A
segunda parcela € dependente do nivel de tensdo e € denominada parcela geométrica. Escrevendo-
se a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S em funcdo de uma tensdo de referéncia
S da forma S = uS, sendo essa tensdo de referéncia proveniente de um carregamento que gere
pequenos deslocamentos na estrutura e g um escalar, a matriz hessiana passa a ser escrita da

seguinte forma:

sendo H, a parcela eléstica e fornecida pela contribui¢do das matrizes de cada elemento:

elem JE JE 4
(He)i]l' = a;B COCBYZ =
Vo '

o, dVo (4.6)

e ﬁg a parcela geométrica em funcdo da tensdo de referéncia S e fornecida também pela

contribuicio das matrizes de cada elemento:

(Ho)m =[5 PEop gy @7
8/1) - of axiaxj 0 .
Vo
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Essa identificacdo das parcelas deve ser realizada também para as matrizes oriundas do
elemento de barra simples e do multiplicador de Lagrange. Para o elemento de barra simples, a
identificacdo das parcelas é bem semelhante a realizada para o elemento de casca. A partir da

Equacdo (3.33), as parcelas eléstica e geométrica sdo fornecidas como:

JE oFE
H,)b@rra — g AgE — — 4.
( )lj EO 0 axi axj ( 8)
_ 0°E _ 0’E
H,)barra — p A ETR = (oA 4.

em que S = EE é a tensdo de Piola-Kirchhoff de referéncia para o problema unidimensional.

Para o multiplicador de Lagrange, a parcela elastica € aquela que ndo depende do

multiplicador A, ou seja:

(He)i " = (He) " = (= 1)P(Goa — Gaur) (4.10)

emquei=3f—1)+oaej=7.

A parcela que depende do multiplicador € a parcela geométrica, que é dada por:

(ﬁg)inggmnge _ (_ 1 )B+280w}_\' 4.11)

emquei=3(B—1)+a, j=3(z—1)+7yeAéo multiplicador de Lagrange de referéncia.

Para que a contribui¢cdo do multiplicador de Lagrange, Equacdo (3.37), ao funcional I1
possua dimensdo de energia, o multiplicador A deve possuir dimenséo de for¢a por unidade de
comprimento. Com isso, a parcela da matriz hessiana que possua o multiplicador passa a ser

dependente do nivel de tensdo atuante, justificando assim a separacdo realizada.

Da Equagdo (4.4) tem-se a condi¢@o de determinante nulo da matriz H para caracterizar

um ponto critico, 0 que leva a seguinte expressao:
det(H) = det(H, +uH,) =0 (4.12)
que remete ao seguinte problema generalizado de autovalor:
(H,+uH,)- 7 =0 (4.13)

no qual os valores de u que satisfazem a equacdo sdo os autovalores e  fornece os correspon-

dentes autovetores, nesse caso possuindo significado fisico de deslocamentos.

Para exemplificar, considera-se uma viga inicialmente de comprimento L e submetida

a uma for¢a de compressdo P que gera um pequeno deslocamento 8, apresentado em escala
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ampliada na Figura 13. Apés conhecido o deslocamento obtido a partir de uma anélise linear
(pequenos deslocamentos), determina-se as parcelas de rigidez eldstica e geométrica e resolve-se

o problema de valor principal indicado na Equacgao (4.13).

Figura 13 — Viga biapoiada sob for¢ca de compressao

ol

L—-3d )

L

Fonte: Elaborado pelo autor

As cargas criticas sdo determinadas a partir dos autovalores por meio da expressao
P., = uP e os modos de instabilidade correspondentes a cada carga critica sdo fornecidas a
partir dos autovetores. Contudo, sabe-se da Algebra Linear que os autovetores possuem médulo
arbitrario. Portanto, eles indicardo de forma apenas qualitativa os modos de instabilidade, nao
fornecendo quaisquer informacdes com relacdo a intensidades e sentidos reais de deslocamentos.
Na Figura 14 apresenta-se o resultado esperado para os primeiros modos de instabilidade do

exemplo da Figura 13.

Figura 14 — Modos de instabilidade de viga biapoiada sob for¢ca de compressao
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Modo 2:

Modo 3:

Modo 4:

Fonte: Elaborado pelo autor



4.5. Andlise ndo-linear de estabilidade 53

4.5 Analise nao-linear de estabilidade

Uma andlise ndo-linear de estabilidade consiste na verificacdo das condi¢des de estabili-
dade ao longo da trajetéria de equilibrio, interessando principalmente a determinacio dos pontos
criticos e das trajetorias pds-criticas. E com esse tipo de anélise que se pode classificar os tipos

de instabilidade mencionados anteriormente.

Uma estratégia que pode ser utilizada para tal € a realizacdo de uma andlise linear de
estabilidade baseada na configuracdo deformada da estrutura para cada passo de carregamento.
Em sintese, essa estratégia significa assumir, por hipétese, um comportamento linear da rigidez
geométrica nas proximidades do ponto de equilibrio determinado, fornecendo melhores previsodes

da carga critica a medida em que se aproxima do ponto critico.

Da mesma forma que para a andlise linear de estabilidade, o autovalor obtido fornece o
fator com o qual se deve multiplicar a carga atuante para se determinar a carga critica. Portanto,
ao se realizar essa andlise a partir da trajetoria fundamental, tem-se que os autovalores sempre
serdo maiores que 1 (trecho estivel). A medida em que a andlise se aproxima de um ponto critico,
o menor autovalor se aproxima de 1. No caso de um ponto critico ser ultrapassado e a andlise
se mantiver seguindo a trajetéria fundamental, o menor autovalor passara a ser menor que 1
(trecho instavel). Realizando-se essa anélise em cada passo de carregamento, portanto, pode-se
facilmente determinar se a trajetdria se aproxima de um ponto critico ou até mesmo quantos

pontos criticos ja foram ultrapassados.

A determinacgdo das trajetérias pds-criticas expde uma dificuldade inerente ao método de
solucdo do problema ndo-linear. Na situagdo de instabilidade por ponto limite, por exemplo, o
método de Newton-Raphson com controle em forca ndo € capaz de determinar o trecho instavel
da trajetéria. Com isso, surge a necessidade de utilizacdo de métodos capazes de percorrer toda a
trajetdria de equilibrio, como o método do comprimento de arco (Arc-Length), cujo estudo nao

faz parte do escopo deste trabalho.

No caso de o ponto critico ser um ponto de bifurcagcdo, ha mais de uma trajetéria a se
seguir, podendo o método de solucdo escolher arbitrariamente uma trajetdria preferencial. Com
isso, surge a necessidade da utilizacao de estratégias para se especificar a trajetoria a ser seguida.
Uma estratégia comumente utilizada para a determinacao de trajetdrias bifurcadas € a imposi¢do
de uma imperfeicdo geométrica na estrutura na configuracao inicial. Essa imperfei¢dao age como
uma perturbagdo, fazendo com que durante a anélise a estrutura busque um caminho preferencial

diferente da trajetéria fundamental ao atingir o ponto de bifurcagao.

Neste trabalho, a imperfei¢ao geométrica serd imposta na forma de forca externa, cal-
culada com base no autovetor correspondente ao modo desejado. Assumindo que o autovetor,
escalado de forma que os deslocamentos resultem pequenos, fornece uma configuragdo defor-
mada ficticia para a estrutura, pode-se determinar a for¢a interna correspondente e, em sequéncia,

a forca externa por condi¢do de equilibrio.
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A configuracio deformada ficticia pode ser determinada como:

R
u
1]

(4.14)

onde u € o autovetor adotado € o € uma constante arbitraria cujo valor deve ser adotado
criteriosamente para que a imperfei¢do geométrica imposta nao resulte com grande intensidade e
altere significativamente o comportamento da estrutura. O sinal + indica que pode-se impor a

imperfei¢do em qualquer sentido que se deseje.

Ap6s obtido o vetor atualizado de posi¢des determina-se a forga interna por meio da
Equacao (3.11). Da expressdo de equilibrio fornecida pela Equacgado (3.10), obtém-se a forca

. — f —. /
externa a ser aplicada fazendo-se F ' = F"",

4.6 Resoluciao do problema de valor principal

O problema de valor principal a ser resolvido em uma andlise de estabilidade consiste no

chamado Problema Generalizado de Autovalor, escrito de forma genérica como:
AV =uBV (4.15)

em que A e B sdo as matrizes envolvidas no problema.

Grimes, Lewis e Simon (1986) apresentam algumas situagdes na engenharia estrutural
cuja solugdo recai num problema generalizado de autovalor, como a determinacdo de frequéncias
naturais e modos de vibragdo e a determinacdo de cargas criticas e modos de instabilidade, sendo
este Ultimo o problema abordado no presente trabalho. Os referidos autores também citam os
métodos utilizados para a resolugc@o de problemas desse tipo, especialmente para a resolucdo de

problemas em larga escala que fazem uso de matrizes esparsas.

Para o problema de instabilidade em que A é uma matriz simétrica positiva semi-definida
e B € uma matriz simétrica indefinida, Grimes, Lewis e Simon (1986) indicam o algoritmo
desenvolvido por Lanczos (1950) para a determinacdo dos autovalores. O algoritmo inicialmente
possuia problemas de instabilidade numérica, o que fez com que seu uso nio fosse bem difundido.
Paige (1976) propds uma alteragdo no método original de forma a resolver esse problema e
ampliar sua aplicabilidade. Apds essa alteracdo, o algoritmo passou a receber outras melhorias
até que, no final do século passado, Lehoucq, Sorensen e Yang (1998) implementaram uma
versdo mais estdvel do algoritmo, denominada Implicit Restarted Lanczos Method (IRLM),
em uma biblioteca computacional denominada ARPACK, escrita originalmente em linguagem

Fortran 77 e posteriormente também em C++.

A biblioteca ARPACK disponibiliza modos especificos para utilizagcdo, a depender do
tipo de problema a ser analisado. Esses modos foram implementados com o objetivo de se obter



4.6. Resolugdo do problema de valor principal 55

melhor taxa de convergéncia para cada classe especifica de problemas. Portanto, utilizou-se no
presente trabalho um modo especifico voltado para anélise de estabilidade estrutural, o qual

exige uma modificacdo no problema original conforme descrito a seguir.

Multiplica-se ambos os termos da Equagdo (4.15) por um parametro real ¢ € em seguida
subtrai-se uAV de ambos os termos. Apds uma reorganizagdo, obtém-se o seguinte problema

modificado equivalente ao original:

(A-oB) 'Av =17 (4.16)

_,u—G

o qual pode ser entendido como um problema de valor principal da forma:
CvV=vVv (4.17)

emque C=(A—oB) 'Aev=u/(u—o).

Portanto, a resposta do problema original pode ser obtida a partir dos autovalores do

novo problema por meio da seguinte expressao:

VO . ()
v—-1 1-1/v

U= (4.18)
As rotinas da biblioteca ARPACK permitem apenas a determinacdo dos maiores e/ou
menores autovalores do problema modificado. No entanto, o parametro ¢ introduzido nas

expressodes permite a escolha de um espectro diferente de solu¢des para o problema original.

Ha duas situacdes referentes ao pardmetro G a se considerar: 6 > 0 e 6 < 0. Nota-se que
¢ = 0 ndo deve ser utilizado, pois geraria todos os autovalores iguais a 1 no problema modificado,
impossibilitando a determina¢do dos autovalores do problema original. Observa-se também que,
devido a caracteristica do problema de instabilidade, deve-se ter apenas u > 0 (cargas criticas

sempre positivas), o que vai limitar o espectro de v a depender do valor adotado para ©.

Para a primeira situacdo, ¢ > 0, o espectro possivel para v fica dado pelo intervalo
R\ [0, 1]. De acordo com a Equag@o (4.18), observa-se que quanto maior o valor de v, mais o
autovalor original u se aproxima de ¢ por valores maiores que 6. De forma semelhante, quanto
menor o valor de v, mais o autovalor u se aproxima de G, agora por valores menores que G.
Conclui-se entdo que, nessa primeira situacdo, os autovalores extremos do problema modificado

fornecera autovalores nas proximidades de ¢ para o problema original.

Para a segunda situagdo, 6 < 0, o espectro para v fica limitado ao intervalo aberto ]0,1].
Quando v tende a zero, u também tende a zero. E quando v tende a 1, u tende a infinito. Por-
tanto, os autovalores extremos do problema modificado também correspondem aos autovalores

extremos do problema original.

E recomenddvel, no entanto, a utilizacao de ¢ > 0, pois os autovalores do problema

original nas proximidades de ¢ correspondem a autovalores com boa separagdo relativa no
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problema modificado, o que garante uma ripida convergéncia (GRIMES; LEWIS; SIMON,
1994). Isso se deve ao comportamento assintético observado na Equagao (4.18) para v tendendo
a Foo.

As rotinas da biblioteca ARPACK foram construidas de forma a ndo se limitar a tipos
especificos de estruturas de matrizes. Para isso, utilizou-se uma estratégia denominada reverse
communication, que passa a responsabilidade de manipulacdo das matrizes para o usudrio, tendo

o mesmo liberdade para desenvolver uma interface com a estrutura de matriz desejada.

Para o tipo de problema especificado neste trabalho, duas operacdes com matrizes sao
exigidas para a realizagdo do processo iterativo: multiplicagdo matriz-vetor e resolugdo de
sistema linear. Da primeira operagdo obtém-se um vetor 7 = AV que € utilizado na segunda
operagdo para se obter um vetor W a partir da resolu¢do do sistema (A —oB)W = 7. Observa-se,
portanto, que apesar de ser apresentada uma matriz inversa na Equacao (4.16), cuja determinagao
geraria um custo computacional elevado, a operacdo de resolucdo de sistema linear elimina a

necessidade da determinacgao explicita dessa matriz.

Mais detalhes sobre a formulacdo envolvida no processo de determinacao dos autovalores
e autovetores, bem como sobre as rotinas da biblioteca ARPACK, podem ser encontrados em

Grimes, Lewis e Simon (1994) e Lehoucq, Sorensen e Yang (1998).
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CAPITULO 5

PROGRAMA COMPUTACIONAL

Neste capitulo serd apresentado o programa desenvolvido, destacando-se suas principais
funcionalidades. Inicialmente apresenta-se a etapa de pré-processamento de dados, onde o
usudrio define o problema a ser analisado. Em seguida € apresentado o processamento, etapa na
qual o programa desenvolvido resolve o problema proposto. Por fim, apresenta-se a etapa de p0s-
processamento, que consiste na exibi¢cdo dos resultados obtidos. Para facilitar o entendimento,
essas etapas sao apresentadas com a utilizacdo de um exemplo modelo. A janela principal do

programa desenvolvido estd apresentada na Figura 15.

Figura 15 — Janela principal do programa

'Q' 2:Programa Acadinst::. — O =

Mouse | Selecdo de Nds | Selegdo de Linhas Geometria || Desenhar Secio | Gerar malha | Condigfes de Contorno || Pardmetros

MNavo Abrir Salvar

5 ‘

~1 Elementos
A Vinculos
< >

= Iso 1 Iso 2 Iso 3 Iso 4
Reset View

Analisar Resultados

Fonte: Elaborado pelo autor
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A interface na Figura 15 apresenta uma drea de representacdo grifica de geometria,
discretizagdo e condi¢des de contorno aplicadas e uma barra de ferramentas, com a qual é

possivel a execucao de todas as funcionalidades disponiveis no programa.

A barra de ferramentas € dividida em grupos, sendo o primeiro deles o que contém os
botdes “Novo”, “Abrir” e “Salvar”, que correspondem as funcdes bésicas para manipulagdo de
arquivos com os dados de exemplos inseridos pelo usudrio. O segundo grupo de botdes se refere
a forma de manipulagdo da area de representacdo grafica, permitindo movimentagao livre ou
selecdo de nds ou linhas. O terceiro grupo corresponde a insercao das informacdes do prolema,

pertinentes a etapa de pré-processamento descrita na proxima se¢ao.

5.1 Etapa de pré-processamento de dados

Insere-se inicialmente as informacdes referentes a geometria, discretizacao e material.

Clicando-se no botdo “Geometria” € aberta a janela para a insercao dessas informagdes, conforme
apresentada na Figura 16.

Na secdo de materiais insere-se o0 mddulo de elasticidade (E) e o coeficiente de Poisson
(v) para cada material que ird compor cada placa ou parede componente do perfil. Em seguida
insere-se 0s nds naturais, que sao 0s pontos necessdrios para se definir a geometria da se¢ao
transversal. Esses pontos sao definidos no plano Y-Z, por convencado. Logo apds define-se cada
placa ou parede componente do perfil informando-se a conectividade entre os nés naturais, o

numero de elementos finitos entre cada n6, o material e a espessura.

Figura 16 — Janela para inser¢do dos dados de geometria e material

»>>Geometria<<<
Materiais Moz Naturais Placas [ Paredes

Adicionar Excluir Adicionar Excluir Adicionar Excluir

Material E Poisson Mds Nat. Y z Parede NG 1 NG 2 M. Div.  Mat. Esp.
1

0.3 1 25.0 75.0 1 1 2 2 1 1.3
2 0.0 75.0 2 2 3 5 1 1.3
3 0.0 0.0 3 3 4 2 1 1.3
4 25.0 0.0

Malha

Comprimento do elemento estrutural: 1100.0

Mamero de divisdes no comprimento: Ijl Fechar
Tipo de Elemento:

Fonte: Elaborado pelo autor
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As propriedades geométricas da secdo transversal a serem preenchidas podem ser melhor
compreendidas por meio da descricdo apresentada na Figura 17. Na figura, os nés naturais sao
aqueles que definem a forma geométrica da secdo transversal e ficam posicionados sempre
nas extremidades de cada placa ou parede. Os nds intermedidrios s@o determinados a partir do
numero de divisOes realizadas em cada placa (coluna “N. Div.” na Figura 16), sendo cada divisdo

correspondendo a largura de um elemento finito.

Figura 17 — Defini¢des da se¢do transversal do exemplo modelo

/I\ Y
(4) (1) )
® N6 natural
25 O N6 intermedidrio
— Parede/placa componente do perfil
() Jo oz

75

Fonte: Elaborado pelo autor

Encerrando-se a defini¢do da se¢do transversal, na se¢cao de malha insere-se o compri-
mento do elemento estrutural, o nimero de elementos finitos ao longo desse comprimento e o
tipo de elemento utilizado. Os elementos disponiveis sao: T3, T6, T10, Q4, Q9 e Q16. A letra
inicial indica o tipo de elemento, se triangular (T) ou quadrilateral (Q), e o nimero em seguida
representa a quantidade de nds que o elemento possui. Recomenda-se entretanto a utilizacao
dos elementos de mais alta ordem, como o T10 e o Q16, para evitar problemas de travamento

volumétrico que podem gerar grandes distor¢des nos resultados obtidos.

Ap6s o término do preenchimento das informagdes de geometria e material, clica-se no
botdo “Desenhar se¢do” e uma representacdo da geometria da secdo transversal é apresentada.
Em seguida, clica-se no botao “Gerar malha” e o programa executa o algoritmo desenvolvido

para a geracao de malha e apresenta a discretizacdo final de forma gréfica na interface.

Por fim, insere-se as condi¢des de contorno do problema. Essas condi¢cdes podem ser
aplicadas por né ou por linha de nés. Para isso, o usudrio deve clicar em “Selecdo de nés” ou
“Selecdo de linhas”. Apos realizada a selecdo de interesse, clica-se no botdo “Condi¢des de
contorno”, que abrird a janela apresentada na Figura 18. As condi¢des de contorno possiveis
de serem inseridas sao em deslocamentos nodais, em forcas concentradas nodais e em forcas

distribuidas ao longo de uma linha.

Na Figura 15, do inicio deste capitulo, € apresentado o pré-processamento completo,
incluindo a discretizacdo e as condi¢des de contorno aplicadas. Os apoios sdo representados por
cones, sendo que as cores vermelho, verde e azul indicam as dire¢des X, Y e Z, respectivamente.

As forgas concentradas sao representadas por setas e fazendo-se uso da mesma correspondéncia
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de cores dos apoios. Por fim, as for¢as distribuidas sdo representadas por um cilindro na cor

ciano em torno da linha na qual essas forgas estao aplicadas.

Para a certificacdo das condi¢des de contorno aplicadas, uma verificacdo pode ser re-
alizada apontando-se o cursor do mouse sobre os simbolos que representam essas condi¢des.
O programa entdo retornard na barra de status, situada na parte inferior da janela, os valores

referentes aquela condicdo selecionada.

Figura 18 — Janela para inser¢do das condi¢des de contorno

»»>Condigdes de Contorno<<<
Deslocamentos
Direc3o X:
@ Livre
OFixo 0.0

Diregdo !

(@) Livre
(CJFixo

Direcdo Z:

(®) Livre
O Fixo

Aplicar na Selecdo

Forgas Concentradas

Fx:

Fy:

Fz:

Aplicar na Selecdo

Forgas Distribuidas
ax:

qy:

gz

Aplicar na Selecdo

Fechar

Fonte: Elaborado pelo autor

5.2 [Etapa de processamento

Antes de se iniciar o processo de soluc@o do problema, define-se alguns parametros de
execuc¢do. Para isso o usudrio deve clicar no botdo “Parametros”, que abrird a janela apresentada
na Figura 19. Nesta janela, define-se a tolerancia a ser utilizada para o método iterativo de
Newton-Raphson e a tolerancia para a rotina determinagdo dos autovalores e autovetores da
biblioteca ARPACK. O usudrio deve informar também o nimero de modos criticos que o
programa deve determinar. Em geral essa quantidade de modos criticos deve ser pequena o
suficiente para se evitar problemas de convergéncia e custo computacional excessivo. Com isso,

encerra-se a inser¢do das informacdes necessdrias para a execu¢do do programa.
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Figura 19 — Janela para inser¢io de parametros

=»>Pardmetros de Analise< <<

Parédmetros de solugdo

Tolerénda Mewton-Raphson: 1.0e-10
Toler&ncia ARPACK: 1.0e-10 Fechar
Mumero de modos:

Fonte: Elaborado pelo autor

Retornando-se a janela principal, clica-se no botdo “Analisar”. Nessa etapa, o programa
desenvolvido em Fortran para realizar o processamento é chamado e o programa principal

aguarda o término de sua execucdo para ler os resultados gerados.

5.3 Etapa de pos-processamento de dados

Para a visualizacdo dos autovalores basta clicar no botdo “Resultados”, que abrird a
janela apresentada na Figura 20. Nesta janela, os autovalores sdo apresentados em uma tabela,
juntamente com seus respectivos valores residuais para conferéncia da precisao da resposta
gerada. Esse valor residual é calculado para cada par (u, u’) de autovalor e autovetor com base

na seguinte norma:

H H,) u
s — [(He+1Hy) - o | 5.1)

|l

Figura 20 — Janela para exibicdo dos autovalores computados

»>>Resultados< <<

Resultados:
Mo. Autovalores Erro solugdo

1.327300E-03

1.362106E-09

3 3082.738798 1.084175E-10
4 3088.239056 1.205211F-10
5 3108.894568 8.687146E-10
3 3114.612608 3.214384E-10
7 3159.669354 7.913966E-10
8 3169.839912 7.093570E-10
9 3216.036670 1.065773E-09
10 3279.700798 6.679388E-10

Fechar

Fonte: Elaborado pelo autor
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Os modos de instabilidade computados nesta versdo do programa sio exportados para
um arquivo em formato compativel para utilizagdo no programa AcadView (PACCOLA; CODA,
2018). Em versoes futuras sugere-se acoplar a visualizacdo dos modos de instabilidade ao

programa desenvolvido, tornando suas funcionalidades independentes.
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CAPITULO 6

EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo serdo apresentados os exemplos para valida¢do do c6digo computacional
e andlises de algumas aplicacdes. Alguns dos exemplos apresentados foram extraidos de Soares,

Paccola e Coda (2019), publicagao originada do trabalho desenvolvido.

6.1 Exemplo 1: Tubo cilindrico com diafragmas rigidos

Esse primeiro exemplo € apresentado para validar o c6digo computacional de elemento
finito de casca implementado. Os resultados para comparagdo foram extraidos de Sansour e
Kollmann (2000), que utilizou uma formulacdo de elemento finito de casca que inclui um
parametro adicional referente a taxa de variagdo linear da espessura, semelhante ao que foi feito

com o elemento de casca de 7 parametros nodais apresentado nesse trabalho.

O exemplo consiste em um tubo cilindrico vazado no qual atuam duas forcas de compres-
sdo, conforme Figura 21. As extremidades do tubo contém diafragmas rigidos que impedem a
ocorréncia de deslocamentos dos pontos das extremidades ao longo dos eixos X, e X3. Os dados
do problema sdo: R=100,L=200,h=1,E =3- 10%ev = 0,3, sendo & a espessura da parede
do tubo.

Dada a simetria do problema, modelou-se apenas a parcela correspondente a um octante
do tubo. A discretizacdo adotada utiliza 336 elementos e 1600 nos, conforme apresentado
também na Figura 21, totalizando 9600 graus de liberdade se utilizado o elemento finito de 6
parametros nodais e 11200 se utilizado o de 7 parametros nodais. A carga P possui intensidade

12000, sendo nesse caso aplicada em 50 passos de carregamento.

Os gréficos de deslocamentos dos nés A e B (indicados na Figura 21) obtidos nesse
trabalho com as formulagdes de elemento finito de casca de 6 e 7 parametros nodais estao
apresentados na Figura 22, juntamente com a solug¢do de referéncia obtida por Sansour e
Kollmann (2000).
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Figura 21 — Tubo cilindrico com diafragmas rigidos e discretizacao adotada
diafragma rigido P
. L /2 L/2 R
N v 1
A
X3
Xo
X, B
R
T diafragma rigido
P
Fonte: Elaborado pelo autor
Figura 22 — Griéfico forga x deslocamento dos nos A e B
12.000 = T T
A &
[[]?ﬁ ¢ Ponto A - 6p <>o
[]Dﬁ‘ O Ponto B - 6p <<>>
10.000 |- A o Ponto A-7p <§> .
[[]]A? A Ponto B -7p ,,
DDA Ponto A - Sansour e Kollmann (2000) <§> 7
Eﬁl - - = Ponto B - Sansour e Kollmann (2000) <§>
8.000 |- A ¢ |
o
<
=
3
& 6.000 | N
S
5
s 9
4.000 - R
2.000 |- R
0
—10 90

Deslocamento

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir da Figura 22 observa-se uma boa aderéncia dos resultados obtidos com os
resultados da referéncia consultada. A diferenca maior ocorreu com o elemento finito de 6
parametros nodais, que apresentou maior rigidez quando comparado aos demais resultados,
como era esperado em virtude da ndo consideracio da taxa de variacdo da espessura da casca.

Apresenta-se também a configuracao deformada do tubo no ultimo passo de carrega-

mento, que pode ser observada na Figura 23.
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Figura 23 — Configuracdo deformada final do cilindro

r 8.3e+01

— 70
— 60

— 50
|
— 30

20

[ 6.4e+00

Deslocamento restltante

Fonte: Elaborado pelo autor

6.2 Exemplo 2: Perfil U sob acao de duas forcas concentradas

Este exemplo consiste em um perfil U com uma extremidade engastada e a outra livre.
Na extremidade livre duas forcas foram aplicadas no sentido de “fechar” a se¢do, conforme
apresentado na Figura 24. Esse exemplo foi elaborado com o intuito de validar a implementac¢do
do acoplamento entre vetores generalizados com o elemento finito de barra simples (penalizacdo)
e com multiplicador de Lagrange. As propriedades adotadas foram as seguintes: L = 1,0 m,
h=30cm,b=15cm E =210 GPa,v=03,P = 10°Ne espessura de 1 cm.

Inicialmente, para testar o desacoplamento dos vetores generalizados, aplicou-se rigidez
nula para o elemento de barra simples, tornando a ligacao rotulada. Em seguida, aplicou-se o
valor de rigidez coerente fornecido pela Equacao (3.28). Por ultimo, utilizou-se multiplicadores
de Lagrange para simular uma ligacdo rigida. Esses trés testes realizados estdo apresentados na
Figura 25.

Da Figura 25, nota-se que as implementagdes foram realizadas corretamente. Com
relagcdo ao desacoplamento, caso (a), observa-se que a alma do perfil permaneceu reta ao longo
do eixo vertical, indicando que ndo houve transferéncia de momentos das mesas do perfil para
a alma. Essa transferéncia, no entanto, ocorreu ao aplicar-se o elemento de barra simples e os

multiplicadores de Lagrange, conforme era esperado.
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Figura 24 — Perfil U com uma extremidade engastada e outra livre

extremidade engastada

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 25 — Configuragdes deformadas do perfil U (a) rotulado, (b) com elemento de barra simples e (c)
com multiplicador de Lagrange

(a) (b) (©)

Fonte: Elaborado pelo autor

Nos casos (b) e (c¢), o angulo entre cada mesa e a alma ficou aproximadamente reto,
apresentando diferencas minimas de deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da forca. Para
a estrutura na qual foi imposto o elemento de barra simples no acoplamento, o deslocamento
no ponto de aplicacdo foi de 8,627 c¢m e para a estrutura na qual foi imposta multiplicadores de

Lagrange, o deslocamento foi de 8,593 cm.

Observa-se entdo que a rigidez calculada com a estratégia proposta neste trabalho se
aproxima bem de um acoplamento rigido. Em exemplos mais adiante serd analisado o efeito da

variacdo dessa rigidez nas andlises de estabilidade.
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6.3 Exemplo 3: Instabilidade em placas

Este exemplo foi extraido de Kzam (2016), o qual realizou as anélises de estabilidade
também com o MEF posicional e comparou as respostas obtidas com a solu¢do analitica fornecida

pela formula¢do demonstrada por Timoshenko e Gere (1961).

O exemplo consiste em uma placa considerada simplesmente apoiada nos seus 4 bordos.
Na Figura 26 estd apresentada a placa, juntamente com os dados e com a discretizagdo adotada.
A placa foi discretizada em uma malha de 300 elementos triangulares com aproximacao ctbica,

totalizando 1456 nos.

Figura 26 — Placa delgada simplesmente apoiada sob compressdo

(6

SIS E =200 GPa
Vo2 v=0

a=500cm
b =100 cm

\</ espessura: t =1 cm
c=0,1 MPa

Fonte: Elaborado pelo autor

A carga aplicada desenvolve pequenos deslocamentos na placa. Sendo assim, aplica-se
a metodologia para andlise linear de estabilidade, resolvendo-se o problema de valor principal.
Timoshenko e Gere (1961) apresenta uma solucdo analitica para essa situacdo e, para ocorréncia

de meia-ondas apenas na direcao longitudinal, a expressao fica fornecida como:

2
P, = kDﬁ (6.1)
Ef3 b
comD=————¢ek= 4 + mo , sendo m o ndmero de meia-ondas observado no modo
12(1-v?) mb  a

critico.

Os resultados obtidos nesse trabalho, juntamente com os resultados obtidos por Kzam

(2016) e com a solugdo analitica, estdo apresentados na Tabela 1, sendo apresentados os valores
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das forgas criticas resultantes referentes aos 4 primeiros modos de instabilidade. Os modos de

instabilidade correspondentes a essas cargas criticas estdo apresentados na Figura 27.

Observa-se a partir da Tabela 1 a boa adequacio da formulacio posicional do MEF para
a determinacdo precisa de cargas criticas em pequenos deslocamentos, sendo observada uma
diferenca relativa maxima de apenas 0,51% com relacdo a solucdo analitica apresentada por
Timoshenko e Gere (1961).

Tabela 1 — Cargas criticas (em kN) de placa simplesmente apoiada

Modo Analitico Kzam (2016) Presente trabalho

1 657,97363 656,59286 659,61179
2 680,08885 678,62658 682,65482
3 691,28354 689,95826 692,20126
4 735,31910 733,73254 739,08079

Figura 27 — Modos de instabilidade de placa simplesmente apoiada

1° modo 2° modo 3° modo 4° modo
Fonte: Elaborado pelo autor

Analisa-se em seguida uma situacdo na qual seja retirado o apoio de um dos bordos
descarregados. Para essa situagdo, a Equacdo (6.1) também pode ser utilizada para a determinacao
das cargas criticas, utilizando-se, porém, o valor de k considerando placas longas, que € fornecido
como (HOUBOLT; STOWELL, 1950):

mmnh

1 2
k= [6(1-v)+ (—) (6.2)

a

Os resultados para esse caso estdo apresentados na Tabela 2 e na Figura 28. Observa-se
nessa situacdo uma boa concordancia entre os valores apresentados, com diferenca relativa
maxima com relagdo a resposta analitica de 5,0 %. O fato de a expressdo analitica ser particulari-
zada para placas longas pode explicar essa diferenca maior nos resultados com relagdo ao caso

anterior.
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Tabela 2 — Cargas criticas (em kN) de placa simplesmente apoiada em 3 bordos

Modo Analitico Kzam (2016) Presente trabalho

1 106,57974 105,00878 104,99999
2 126,31895 121,65422 121,65344
3 159,21763 151,38587 151,40974
4 205,27578 194,92271 194,99932

Figura 28 — Modos de instabilidade de placa simplesmente apoiada em 3 bordos

1° modo 2° modo 3° modo 4° modo
Fonte: Elaborado pelo autor

Um dltimo caso a se analisar € a situacdo onde apenas os dois bordos menores estao
apoiados. Nesse caso, a situagc@o recai no caso classico de flambagem eléstica, para o qual se tem

a férmula de Euler para determinagdo de carga critica:

m*m?Ebt?

P, =
" 1242

(6.3)

Os resultados referentes as cargas criticas para essa situagdo estdo apresentados na
Tabela 3 e os 4 primeiros modos correspondentes na Figura 29. Os resultados obtidos para
esse caso praticamente coincidiram com a resposta analitica, confirmando a boa adequagdo da
formulag@o. Os modos de instabilidade também ficaram de acordo com o esperado, reproduzindo

perfeitamente a solucdo analitica conhecida.

Apesar de ndo ser mencionado o elemento finito utilizado, as respostas obtidas com os
elementos de 6 e 7 parametros nodais foram coincidentes, dado que foi adotado coeficiente de

Poisson nulo, inibindo assim a manifestacdo do fendmeno de travamento volumétrico.

Tabela 3 — Cargas criticas (em kN) de placa biapoiada

Modo Analitico Kzam (2016) Presente trabalho
1 6,57974 6,5796 6,57967
2 26,31895 26,3178 26,31795
3 59,21763 59,2122 59,21303
4 105,27578 105,2600 105,26301
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Figura 29 — Modos de instabilidade de placa biapoiada

1° modo 2° modo 3° modo 4° modo
Fonte: Elaborado pelo autor

As solugdes analiticas apresentadas neste exemplo foram obtidas por Timoshenko e Gere
(1961) considerando-se a cinematica de Kirchhoff-Love. Portanto, as diferencas de resultados,
principalmente para os modos de instabilidade locais, podem ser explicadas pela diferenca entre

as cinematicas utilizadas.

6.4 Exemplo 4: Instabilidade em perfil U

Este exemplo foi extraido de Garcea (2001) e utilizado para validar a andlise de esta-
bilidade em uma situacdo na qual foi necessdria a realizacdo do acoplamento entre as partes
componentes do perfil. Na Figura 30 s@o apresentados o esquema estético e as dimensoes do
problema. Os dados do problema sdo: E =2,1-10°% v=0,3 e ¢, = 1,0. A vinculagio utilizada
foi: u;(0,y,0) =0, u;(¢,y,0) =0, uy(0,0,0) =0, u,(¢,0,0) =0 e u,(£/2,0,0) = 0.

Para esse problema, trés situacdes com imperfeicao foram analisadas. Foram introduzidas
imperfei¢cdes por flexdo, local e por tor¢do, ambas realizadas por meio da introdu¢do de um par
de forgas concentradas no meio do vao (pontos A e B na Figura 30), direcionadas de forma
estratégica para induzir esses defeitos. A rigidez adotada para o elemento de barra simples foi a

fornecida pela Equacdo (3.28), sendo calculada internamente no programa desenvolvido.

As trés situacdes de imperfeicdes estdo apresentadas na Figura 31, juntamente com
a discretizacdo adotada para o perfil, que consiste em uma malha de 1260 elementos finitos
triangulares com aproximacao ctibica e 5908 nés. Sabendo que os deslocamentos da estrutura
serdo pequenos, adotou-se uma tolerancia de 1071 em posicdo para ndo causar imprecisio nos

autovalores a serem obtidos.
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Figura 30 — Esquema estatico e detalhe da secéo transversal
¥4 T Z
A B
!
k

PRv: SN

125Mg;y 1250 + =13

i b=175

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 31 — Discretizag¢do adotada e tipos de imperfei¢do impostas

2% lzx
|A B |
Caso 1: imperfeicao por flexdo

2\ A B 2M

Caso 2: imperfei¢do local

A M
A B

Caso 3: imperfei¢do por tor¢do

Fonte: Elaborado pelo autor

Os resultados obtidos foram comparados com os apresentados por Garcea (2001), o qual
apresentou resultados referentes a duas implementacdes de elemento finito de casca baseadas na
teoria de Koiter, designadas por Mixed e Frozen, e os comparou com os resultados fornecidos

por meio do software comercial Nastran.

Os autovalores encontrados para imperfei¢ao por flexao (caso 1) estdao apresentados na

Tabela 4 juntamente com os valores de referéncia.

Tabela 4 — Autovalores para modo de imperfeicao por flexao

Garcea (2001) MEF Posicional
Modo Mixed Frozen  Nastran Penalizacdo  Penalizacdo M. Lagrange Tipo de modo
(6p) (7p) (7p)
1 1291,6 12922 1298,2 12922 1291,5 1291,5 Flexdo
2 1396,0 1192,5 11952 1189.9 1189,0 1189,2 Torgdo
3 19944 1992,8 19194 2065,3 1908,6 1918,9 Local (3 meia-ondas)
4

2046,4 2044,7 2094,5 21137 1954,2 1964,7 Local (4 meia-ondas)
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Os modos de instabilidade, representado pelos autovetores, estdo apresentados na Fi-
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Figura 32 — Modos de instabilidade de perfil U com imperfeicdo de flexao

Elaborado pelo autor
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Observa-se ainda que os resultados foram mais sensiveis para os modos locais (3 e 4), onde a

regido do acoplamento € mais solicitada.

Quanto aos modos de instabilidade, de forma qualitativa pode-se afirmar que eles se

apresentaram idénticos aos de referéncia, vide Figuras 32 e 33.

Para o modo de imperfeicdo local (caso 2), os autovalores encontrados e os de referéncia
estdo presentes na Tabela 5. Apresenta-se na Figura 34 os modos de instabilidades associados.
Os modos apresentados por Garcea (2001) estdo presentes na Figura 35. Observa-se que os
modos de instabilidades obtidos possuem exatamente as respectivas quantidades de meia-ondas

indicadas na Tabela 5.

Tabela 5 — Autovalores para modo de imperfeicdo local

Garcea (2001) MEF Posicional
Modo Mixed  Frozenm  Nastran Penalizacdo  Penalizacio =~ M. Lagrange Tipo de modo
(6p) (7p) (7p)
1 12932 1289,9 1296,1 1291,3 1289.4 1289,4 Flexdo
2 1409,5 13877 1391,2 13834 1383,9 1383,9 Tor¢do
3 3150,7 31343 3084,8 35629 3082,8 3082,9 Local (13 meia-ondas)
4 3150,9 3148.,6 30974 3573,8 3088,2 3088,5 Local (14 meia-ondas)

Nesse modo de imperfei¢do, observa-se que, da mesma forma que para o caso 1, o
elemento finito de 7 parametros se adequou melhor, sempre apresentando valores menores que 0s
de referéncia, indicando a boa flexibilidade que a formulacio utilizada proporcionou. Contudo,
as diferencas observadas podem ser explicadas pela utilizacdo de formulagdes distintas e também
pela discretizacao e tipo de elemento finito adotados. Com relagdo a aplicagdo do multiplicador
de Lagrange, observa-se diferencas minimas se comparada a aplicacdo da penalizagdo, ou seja,

neste caso a rigidez adotada na penalizacdo torna o acoplamento praticamente rigido.

Figura 34 — Modos de instabilidade de perfil U com imperfeicao local

modo 1 modo 2 modo 3 modo 4

Fonte: Elaborado pelo autor
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lidade de perfil U com imperfeicdo local

Figura 35 — Modos de instab

Garcea (2001)

Fonte

Por fim, apresenta-se 0 modo de imperfei¢do de tor¢ao (caso 3), sendo os resultados

tados na Tabela 6.

cncila apresen

A

obtidos e os tomados como refer

Tabela 6 — Autovalores para modo de imperfeicao de tor¢ao

1

1C10NA;

MEF Pos

Garcea (2001)

Tipo de modo

M. Lagrange
(7p)

izacao

(7p)
1289.4

Penal

izacao

(6p)
12912

Mixed Frozen Nastran Penal

Modo

Flexao

1289.4

1 12649 12899  1296,0
2

3
4

Torcao

1706,4
2843,0

1706 4
28375

17156 1707,5
2842.4

1711,8

1833,9

Local (7 meia-ondas)

3192,9

2912,1

2808,5

Local (8 meia-ondas)

2855,4 2860,6

3220,9

2930,0 2863,5

28239

Apresenta-se na Figura 36 os modos de instabilidade para este caso. Os modos apresen-

tados por Garcea (2001) podem ser observados na Figura 37. Nessa situacdo de imperfei¢ao

observa-se novamente que o elemento finito de 7 pardmetros nodais apresentou resultados

éncia.

melhores, quando comparado com os valores de refer

Figura 36 — Modos de instabilidade de perfil U com imperfeicio de tor¢ao

Elaborado pelo autor

Fonte
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6.4. Exemplo 4: Instabilidade em perfil U

Figura 37 — Modos de instablidade de perfil U com imperfei¢do de tor¢do

modo 4

modo 3

Fonte: Garcea (2001)

oes
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cm uma ana

z

Realiza-se tamb

lise ndo-linear de estabilidade para cada uma das situag

de imperfeicdo deste exemplo. O objetivo desta andlise € a determinacdo do primeiro ponto

critico da trajetdria de equilibrio. Para isso foram determinados os autovalores em cada passo

= 0,1, com a analise sendo encerrada no passo

de carregamento, sendo utilizado um passo AA

em que 0 menor autovalor mais se aproximou da unidade. Utilizou-se para a andlise apenas o

elemento finito de 7 parametros nodais e acoplamento com penaliza¢do. Na Tabela 7 apresenta-se

os resultados obtidos com a andlise e a solu¢do de referéncia obtida por Garcea (2001).

Tabela 7 — Cargas criticas para andlise ndo-linear de estabilidade

Carga critica

MEF Posicional
Carga atual

Autovalor

Frozen Nastran

Garcea (2001)

Mixed
900,30

Imperfeicao

883,40 883,55

1,000169
1,000126
1,008666

896,30
123542
1116,96

908,40

Flexao
Local

122375
1115,38

1223,60
1105,80

1284,80
1204,17

1246,10
1128,67

Tor¢ao

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

De forma geral, observa-se que o elemento finito de casca posicional de 6 parametros

do principalmente para os modos locais de instabilidade, nos quais a

igi

estrutura apresenta maiores variag

s

se apresentou mais r

Por outro lado, o elemento finito de

Oes de deslocamentos.

1 em praticamente todas as situagdes analisadas

7 parametros nodais se apresentou mais flexive

alise.

sendo, portanto, o mais adequado para esse tipo de an

, ambas as estratégias

4o coplanares

Com relacdo ao acoplamento entre elementos n

ao de multiplicadores de Lagrange apresentou

A aplicag

orias.

z

utilizadas se apresentaram satisfat

sempre respostas mais rigidas que a aplicacdo da penaliza¢gdo, como era esperado. Além disso,

a utilizacdo de ambas as estratégias se mostraram mais flexiveis que as solucoes de referéncia

apresentadas por Garcea (2001), indicando que o elemento finito utilizado € livre de travamento.

Na anélise nao-linear de estabilidade, observa-se também respostas mais flexiveis e,
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conforme comentado no Capitulo 4, nota-se uma diferencga considerdvel entre a primeira carga
critica obtida com a analise linear, Tabelas 4, 5 e 6, € nao-linear, Tabela 7. Isso se deve a

nao-linearidade introduzida na trajetéria de equilibrio por meio das imperfei¢des impostas.

6.5 Exemplo 5: Montante tipico perfurado de rack de armazenamento

Este exemplo foi extraido de Cai e Moen (2016) com o intuito de validar a formulagao
com respeito a geometrias mais complexas. O exemplo consiste em um perfil de 1220 mm
de comprimento com a se¢do transversal indicada na Figura 38 e espessura t = 2 mm. A
barra possui 16 furos retangulares de 40 mm por 20 mm espagados longitudinalmente por
100 mm e transversalmente por 40 mm, veja a Figura 38. As propriedades do material sdo
E =2,1-10° MPa e v=0,3. As condicdes de contorno impedem o deslocamento no plano
da se¢do para as extremidades da barra e o deslocamento longitudinal na sec¢do transversal da
extremidade descarregada, veja a Figura 38. O valor do carregamento aplicado ¢ € tal que sua

resultante seja de 1 kN.

Foram adotadas duas discretizagdes: uma malha (a) de 1644 elementos finitos e uma
malha (b) de 3044 elementos finitos triangulares com aproximagao cubica, totalizando 56472 e

101160 graus de liberdade, respectivamente, conforme a Figura 39.

Figura 38 — Defini¢do do problema e algumas dimensdes

40 mm

1220 mm

T 1 110 mm

v
120 mm segdo xu \T_) w

transversal

| 110 mm

60 mm
Fonte: Adaptado de Soares, Paccola e Coda (2019)
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Figura 39 — Discretizagdes utilizadas
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Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

Para efeito de comparagdo, mostram-se na Figura 40 o primeiro modo de instabilidade
encontrado por Cai e Moen (2016) utilizando-se GBT e elemento finito cldssico com modelo
constitutivo simplificado (SFEA). A primeira carga critica e o primeiro modo de instabilidade

estdo apresentados na Tabela 8 e na Figura 40, respectivamente.

Ainda para efeito de comparagdo, na Tabela 8 apresentam-se os valores da carga critica
para as trés formulacdes diferentes, sendo que para a formulacio posicional apresentam-se os

resultados para as duas discretizagdes utilizadas.

Figura 40 — Comparacgao do primeiro modo
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78

6. Exemplos numéricos

Tabela 8 — Primeira carga critica de flambagem (em kN)

MEF Posicional
GBT SFEA  Penalizacio  Penalizacio M. Lagrange M. Lagrange
(a) (b) (@) (b)
Carga critica 125,5 120,0 120,6 118,7 120,9 119,0

Comparando-se os valores obtidos para a carga critica, observa-se que a formulagao utili-

zada apresenta resultados condizentes e sem ocorréncia de travamento. Da mesma forma como

observado no exemplo anterior, a aplicacdo de multiplicadores de Lagrange para o acoplamento

forneceu resultados ligeiramente mais rigidos, mas ainda permanecendo proximos aos valores de

referéncia.

Apenas como ilustracdo adicional, apresentam-se na Figura 41 trés outros modos de

instabilidade e suas respectivas cargas criticas considerando-se acoplamento com penalizacao.

Indica-se para cada modo a diferenca relativa entre as cargas criticas calculadas usando-se as

duas discretizagdes. Como se pode observar a diferenca relativa indica boa convergéncia dos

resultados para os quatro primeiros modos. Observa-se também que as cargas criticas para esses

modos sdo muito proximas, apesar da diferenca apresentada nos modos.

Figura 41 — Outras cargas criticas e seus respectivos modos de instabilidade para as duas discretizacdes
utilizadas e acoplamento via elemento de barra simples
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6.6 Exemplo 6: Avaliacao da sensibilidade do acoplamento mesa-alma

Neste exemplo a influéncia da variacdo da rigidez do acoplamento entre os planos
constituintes da secdo transversal € verificada em uma barra com se¢do transversal tipo canal.
As propriedades fisicas do material constituinte sdo: E = 2,1-10° e v = 0,3. As dimensdes
do problema sdo: a = 100, b = 30, t = 1 e o carregamento compressivo € aplicado de forma
uniforme nas faces e vale: ¢ = 1. Foram adotados trés comprimentos para a andlise: £; = 100,
¢, =300, /3 = 600. As condi¢des de contorno adotadas foram as mesmas do Exemplo 4, ou seja:
uy(0,0,0) =0, uy(£,0,0) =0, u(0,0,2) =0, u;(¢,0,z) =0 e uc(¢/2,0,0) = 0.

As discretizagdes adotadas consistem em 144, 432 e 864 elementos finitos, respectiva-
mente as barras de comprimento /1, ¢, e ¢3. Os nimeros de graus de liberdade sdo, respectiva-
mente, 5035, 14575 e 28885. Essas discretizagdes podem ser observadas na Figura 42.

Figura 42 — Defini¢do do problema e discretizacdo adotada

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

Utilizando-se a Equacgdo (3.28), para o caso de acoplamento realizado pelo material
constituinte da secdo, encontra-se a rigidez EA = 1,27 - 107 para a penalizacio descrita na
subsecdo 3.4.1. Com a finalidade de verificar a sensibilidade do comportamento do perfil em
relacdo a rigidez do acoplamento, variou-se a propriedade do material da conexdo resultando em
rigidez da penalizacdo entre 0,01EA e 5,0EA. A Tabela 9 apresenta os valores da primeira carga

critica sem defeito para cada rigidez e cada comprimento adotado.

Observa-se a partir da Tabela 9 que os valores da primeira carga critica sofreram pequenas
alteragdes, mesmo para grandes variacdes do valor de rigidez, tendo uma diferenca um pouco
mais significativa apenas para o menor valor de rigidez adotado. Com isso, conclui-se que, na
confecc¢do de perfis dobrados ou mesmo de perfis constituidos de planos soldados, a rigidez do
acoplamento entre os planos, quando adotada em ordem de grandeza proxima a dos valores de

rigidez a flexdo da casca, exerce pouca influéncia no valor da carga critica da barra estudada.
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Tabela 9 — Cargas criticas para diferentes comprimentos e rigidez da conexao

Rigidez / Comprimento 100 300 600
0,01EA 784,1306 806,4836 811,7679
0,25EA 797,4937  818,2500  823,0475
0,50EA 7979371  818,5737 823,3442

EA 798,1773  818,7439  823,4988
SEA 798,3882  818,8883  823,6285

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

Avaliou-se também a influéncia da rigidez da penalizagcdo na presenca de imperfeicoes
para o perfil analisado. Para isso foram adotadas situacdes de imperfeicao semelhantes as do
Exemplo 4, conforme mostrado na Figura 43, para a barra de comprimento igual a 600.

Figura 43 — Defeitos de Koiter aplicado na secdo central x = 300: (a) local, (b) de flexdo e (c) de tor¢ao

N N 2% lzx 2% sz

(a) (b) (c)

Fonte: Elaborado pelo autor

As cargas criticas obtidas para as imperfei¢cdes impostas estdo apresentadas na Tabela 10.
Para essa situacdo nota-se também pequena variagdo nos valores de carga critica, chegando-se a

mesma conclusdo obtida para o caso sem imperfeicao.

Tabela 10 — Cargas criticas para trés situacdes de imperfei¢cdo e comprimento igual a 600

Rigidez / Imperfeicao Local Flexao Tor¢ao
0,01EA 811,1709 784,3590 772,6135
0,25EA 822,6180 812,8052 804,2624
0,50EA 822,9204 813,3667 804,9290

EA 823,0779  813,6504 805,2720
S5EA 823,2099 813,8807  805,5545

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

Para a barra de comprimento igual a 600 e sem imperfei¢ao, determinou-se também
a carga critica pelo método de Newton-Raphson juntamente com andlise de autovalores. Os

resultados obtidos estdo apresentados na Tabela 11.

Observa-se a partir da Tabela 11 que os valores de carga critica calculados por meio
de andlise ao longo da trajetdria de equilibrio foram semelhantes aos calculados em pequenos
deslocamentos, indicando que a estratégia utilizada € efetiva na determinacio precisa de cargas

criticas em problemas de compressao centrada sem imperfeicao.
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Tabela 11 — Cargas criticas obtidas por Newton-Raphson

Rigidez A Carga atual Carga critica
0,01EA  1,00079 811,0000 811,6427
0,25EA 1,00112  822,0000 822,9189
0,50EA  1,00026 823,0000 823,2155
EA 1,00045 823,0000 823,3700
5EA 1,00061 823,0000 823,4997

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

Como ultima anélise, impde-se um defeito sobre a configuracdo inicial da estrutura
na forma de forga externa, conforme a estratégia apresentada na secdo 4.5. Utilizou-se para a

imposicao desse defeito o primeiro modo de instabilidade.

Na Figura 44, apresenta-se o caminho de equilibrio para um né na extremidade superior
de uma das mesas localizado a uma distancia de 250 (ponto A) de uma das extremidades da barra
analisada utilizando-se o defeito proporcional ao primeiro modo de instabilidade para trés pares
de valores de o (vide Equacdo (4.14) da pagina 54).

Figura 44 — Trajetérias de equilibrio do ponto A para imposi¢cdes de defeitos em forga
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600 |-
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| | | | | |
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0 | | | |

Deslocamento em z

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

O caminho de equilibrio fica mais préximo da bifurcacdo existente quanto menor o
defeito ficticio imposto para regularizar o Método de Newton-Raphson. Observa-se ainda que o
comportamento pos-critico € ndo-simétrico, ou seja, o comportamento local das abas € diferente

a depender de seu sentido.
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A carga critica extraida para o menor defeito foi escolhida a partir do menor valor
encontrado de A que vale 820, veja a Figura 45. Conforme se observa na referida figura, apés se
atingir a carga critica, ndo ha recuperagao significativa de rigidez em relacdo a movimentagao
das abas da secao transversal. Na Figura 46 mostra-se o caminho de equilibrio referente ao
deslocamento transversal do centro do vao (Ponto B) correspondente ao comportamento global

da barra estudada.

Figura 45 — Valor do multiplicador A em fung¢éo do nivel de carga para diferentes defeitos

1,24
1,229

Autovalor (M)

1,00 \ \ \ \ \ \ \ \
700 720 740 760 780 800 820 840 860 880 900

Nivel de carregamento

Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)

Figura 46 — Deslocamento transversal global no meio do vao (ponto B)
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Fonte: Soares, Paccola e Coda (2019)
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Como se pode observar, ap6s a perda de estabilidade local a carga compressiva aplicada
passa a ser excéntrica, solicitando o modo global de flexdao que também nao manifesta rigidez

significativa, ou seja, o elemento estrutural perde a estabilidade.

Para efeito de ilustragdo, apresenta-se na Figura 47 a configuragcdo deformada da estrutura
para o ultimo passo de carregamento obtido na andlise, correspondente a uma carga de 1335
(vide Figura 46). Na figura, os deslocamentos apresentados estdo ampliados em 5 vezes para
melhor visualizacdo. Contudo, os valores indicados na legenda correspondem aos deslocamentos

reais obtidos por meio do processo iterativo de Newton-Raphson.

Figura 47 — Configuracdo deformada da estrutura no dltimo passo de carregamento ampliada em 5 vezes

— 2.5
— 2.0

l 1.5

— 1.0

Deslocamento resultante

0.5

0.051

Fonte: Elaborado pelo autor

Apesar de os deslocamentos apresentados pela estrutura serem pequenos, nota-se, na
configuracao final apresentada na Figura 47, a presenc¢a de modo local de instabilidade juntamente
com o inicio do modo global de flexdo (deslocamentos maiores no meio do vao, verificaveis pela

legenda apresentada).
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

No presente trabalho desenvolveu-se inicialmente um programa computacional baseado
na formulacao posicional do MEF para elementos finitos de casca. Implementou-se também a
estratégia para andlise linear de estabilidade, consistindo na decomposi¢do da matriz hessiana
em duas parcelas e realizando-se a resolu¢do do problema generalizado de autovalor originado.
Baseado nessa mesma estratégia, realizou-se andlises ndo-lineares de estabilidade por meio da
resolu¢do do problema de autovalor em cada posi¢ao de equilibrio encontrada em cada passo de

carregamento pelo método de Newton-Raphson.

Uma dificuldade ja conhecida do elemento finito de casca utilizado € a consideracao
do acoplamento entre elementos ndo coplanares, dada a duplicidade de vetores normais nesta
regido. Realizou-se portanto verificagcdes sobre como as consideragdes sobre esse acoplamento
afeta as andlises de estabilidade. Para isso, implementou-se duas estratégias para a realizacao
do acoplamento. A primeira estratégia consiste na insercao de um elemento de barra simples
conectando as extremidades dos vetores normais de um mesmo no, sendo a rigidez do acopla-
mento dependente da rigidez adotada para o referido elemento. A segunda estratégia consiste na
imposi¢ao de uma equacao de restricado por meio de multiplicadores de Lagrange de forma a se

garantir um acoplamento rigido.

Para a primeira estratégia de acoplamento, se adotado um valor muito elevado para
a rigidez da barra, a matriz hessiana resulta mal condicionada, podendo causar problemas
tanto no método de Newton-Raphson quando no método de obten¢do dos autovalores. Visando
resolver este problema, elaborou-se uma estratégia para determinacao de uma rigidez que fosse
compativel com o material presente na regido do acoplamento, sendo utilizado para isso uma
equivaléncia entre energias de deformagdo. Conforme observou-se nos resultados, a rigidez
adotada resultou numa situacao préxima a um acoplamento rigido. Além disso, como a rigidez
adotada foi compativel com o acoplamento real, ndo observou-se problemas de convergéncia

oriundos de um possivel mau condicionamento da matriz hessiana.

Com relagdo a segunda estratégia, o acoplamento foi observado rigido e com resultados

idénticos aos da primeira estratégia com ado¢do de uma rigidez elevada. Conclui-se portanto que
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as duas estratégias foram implementadas corretamente.

Quanto aos resultados obtidos para andlises de estabilidade observa-se em geral respostas
mais flexiveis se comparadas as encontradas na literatura. Isso se deve principalmente a utilizagdo
de elementos finitos de alta ordem, como o elemento triangular de aproximacao polinomial ctbica
utilizado em todos os exemplos realizados. A utilizacdo desses elementos torna desnecessaria
a adocdo de estratégias como a integracao reduzida, além de evitar os problemas conhecidos

introduzidos por essas técnicas de flexibilizacao.

Como conclusio adicional referente a andlise de estabilidade, observou-se que variacdes
do valor de rigidez do acoplamento entre as paredes do perfil comparativamente a rigidez do
elemento estrutural, desde que ambas estejam em ordens de grandeza préximas, ndo afetam sig-

nificativamente o valor da carga critica final, quando considera-se andlise linear de estabilidade.

Uma dificuldade encontrada na implementa¢do computacional da estratégia para andlises
de estabilidade foi a utilizacdo das rotinas da biblioteca ARPACK para a determinagao dos
autovalores e autovetores. A dificuldade principal foi o entendimento do funcionamento das
rotinas juntamente com elaboragdo de uma interface com utiliza¢do e manipulacdo de matrizes
esparsas. Essa elaboragao foi realizada com base nas operagdes descritas nos exemplos teste
disponibilizados na referida biblioteca. A implementa¢do computacional, entretanto, foi realizada

corretamente, como pdde ser observado nos resultados apresentados nos exemplos numéricos.

Por fim, realizou-se a implementagdo computacional da interface grafica em linguagem
Object Pascal e ambiente Delphi. Para essa implementacdo considerou-se apenas analises
lineares de estabilidade, ou seja, determinam-se as cargas criticas e os respectivos modos de
instabilidade por meio da resolug@o de apenas um problema de autovalor. Foi também elaborado
e implementado um algoritmo para a geracdao de malha de elementos finitos triangulares e
quadrilaterais, facilitando-se assim o pré-processamento e evitando-se o uso de pré-processadores

externos. Conclui-se portanto que os objetivos deste trabalho foram plenamente atingidos.

7.1 Sugestoes de desenvolvimentos futuros

Como primeira proposta de trabalhos futuros, que surge naturalmente da sequéncia dos
desenvolvimentos obtidos no mestrado, tem-se a ideia de expandir a formulagcdo desenvolvida
para andlise de um elemento estrutural de tal forma que se possibilite a anélise de estabilidade

em sistemas estruturais compostos por tais elementos.

Por se tratar de uma formulagdo tridimensional geral, o gargalo natural dessa expansao
esté relacionado ao custo computacional envolvido nas andlises pretendidas. Com isso, outra
proposta que surge € a de paralelizacao do c6digo obtido de tal forma que o tempo de solucdo

dos problemas nao se torne impeditivo ao uso da formulacao.

N3ao-linearidades fisica e de contato também podem ser incorporadas a formulagao
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objetivando-se capturar de forma mais realista o fendmeno de instabilidade. A inclusdo também
de efeitos térmicos, juntamente com as nio-linearidades mencionadas e inclusdo de modelos de

dano, pode originar uma ferramenta numérica robusta para anélise de colapso estrutural.

Com o objetivo de se determinar as trajetdrias de equilibrio de forma mais completa,
principalmente com a inclusio de outras ndo-linearidades, sugere-se também a implementacao

da estratégia do comprimento de arco (Arc-Length).

No que se refere as ligacdes estudadas entre paredes dos perfis analisados, novas pro-
postas podem ser estudadas, inclusive com base em resultados experimentais que possam ser
encontrados na literatura, permitindo-se avaliar melhor a real contribui¢cdo destas ligagdes entre

paredes.
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APENDICE A

GERACAO DE MALHA

Para a geracdo da malha foi elaborado um algoritmo especifico mais apropriado para
discretizacdo de perfis de parede fina. Nele, o usudrio fornece a geometria da se¢do, o compri-
mento do perfil e informacdes sobre o refinamento da malha. Apds a geracdao da malha, insere-se

também as propriedades do material, as acdes externas e as condi¢des de contorno.

Para a geracao da malha do perfil, inicialmente elaborou-se as rotinas para geragcao de
malha de uma placa para cada parte folicular plana que compde o perfil. Em seguida, realizou-se

a busca por nés repetidos, unindo-se assim as placas geradas, formando o perfil.

Para a geracdo das coordenadas dos nés de uma placa, utilizou-se o algoritmo apresentado
no algoritmo 1, na qual nnx; e nng. sdo, respectivamente, o nimero de nés ao longo do
comprimento e ao longo da se¢do transversal da placa, dx;, dx; e dx3 sdo, respectivamente, a
distancia entre os nés adjacentes nas direcdes x1, x> € x3 € no; € o né inicial de referéncia (um

vértice da placa).

Algoritmo 1: Geragdo dos nés da malha

1 paracada j = 0,nnx; — 1 faca

2 para cada i = 0,nng. — 1 faca
3 k=14i+j-(nng.—1);
4 xi(k)=dx;-j;

5 x2(k) =xa2(noy) +dxy-i;
6 x3(k) =x3(noy) +dxz-i;
7 fim

8 fim

Determinou-se também a conectividade dos elementos de cada uma das placas geradas.
Para a malha triangular, elaborou-se o algoritmo apresentado no algoritmo 2, na qual ie/ € um
indice que auxilia a identificacdo dos elementos, ino € um indice que fornece a numeragao dos
nés no elemento, ndx; e ndse. sao, respectivamente, o nimero de elementos finitos ao longo do
comprimento e ao longo da secdo transversal, grau € o grau de aproximacao considerado, conec

€ a varidvel que armazena a conectividade dos elementos e aux; sdo varidveis para auxiliar a
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elaboracgdo do cédigo.

De forma semelhante tem-se a determinag¢ao da conectividade dos elementos quadrilate-
rais, apresentado no algoritmo 3, na qual as varidveis envolvidas possuem os mesmos significados

descritos para o algoritmo de malha triangular.

Algoritmo 2: Geragdo da conectividade dos elementos triangulares

1 iel=0;

2 paracada j =0,ndx; — 1 faca

3 para cada i = 0,nd;.. — 1 faca

4 iel =iel+1;

5 aux) = grau - [i + (ndsec - grau+1) - j] ;

6 ino=0;

7 para cada n = 0, grau faca

8 para cada m = 0, grau — n faca

9 ino=ino+1;

10 auxy = 1+m+n- (ndsee - grau+1) ;
11 auxy = 1 +2- grau+ ndse. - grau* —m —n - (ndse. - grau+1) ;
12 conec(ino,2 - iel — 1) = aux| + aux; ;
13 conec(ino,2 - iel) = aux| + aux; ;
14 fim
15 fim
16 fim
17 fim

Algoritmo 3: Geracdo da conectividade dos elementos quadrilaterais
1 iel=0;

2 paracada j = 0,ndx; — 1 faca

3 para cada i = 0,nds.. — 1 faca
4 el =iel +1;
5 aux; = grau - [i + (ndyec - grau+1) - j] ;
6 ino=0;
7 para cada n = 0, grau faca
8 para cada m = 0, grau faca
9 ino=1ino+1;
10 auxy = 1+m+n- (ndsec - grau+1) ;
1 conec(ino,iel) = aux) + aux, ;
12 fim
13 fim
14 fim
15 fim

Ap6s a geragdo da malha, aplicam-se as propriedades do material e o valor da espessura,
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onde cada placa gerada pode ter suas propriedades individuais. Aplicam-se também as condicdes
de contorno, que, para facilitar, podem ser aplicadas em linha, bastando apenas o usudrio
referenciar qual linha deverd ser restringida. E possivel também a insercdo das condi¢des de
contorno por né. Por fim, aplicam-se as a¢des externas, que constituem as forcas concentradas,

forgas distribuidas em linha e forcas distribuidas em superficie.
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APENDICE B

GERACAO DAS FUNCOES DE FORMA

A ideia central do método dos elementos finitos € transformar um problema continuo
de infinitos graus de liberdade em um problema discreto com um ndmero finito de graus de
liberdade. Isso é realizado por meio da defini¢ao dos nés e dos elementos finitos, o que permite
que cada varidvel possa ser escrita em funcdo dos seus valores em pontos especificos do continuo,

caracterizando assim o problema discreto.

A determinacgdo das varidveis nos demais pontos do continuo € realizada por meio de
funcdes interpoladoras, estas buscando representar a variacdo das grandezas ao longo do elemento
finito. Essas funcdes comumente sdo polindmios, mas outras fun¢des, como as trigonométricas,

por exemplo, podem ser utilizadas.

E de interesse entdo definir as funcdes aproximativas escrevendo-as em funcao dos
parametros nodais. Com isso, surgem as chamadas fun¢des de forma ¢y, e a funcdo interpoladora

passa a ser escrita como:

B (x) = b (x) By (B.1)

na qual ¥ (x) € a fun¢do interpoladora, ¥, sdo seus valores nodais e o somatdrio é realizado sobre

os nds do elemento finito analisado.

Da Equacdo (B.1) nota-se uma propriedade importante das fun¢gdes de forma. Elas
possuem valor unitdrio no respectivo né onde sdo definidas e valor nulo nos demais nds do ele-
mento. Essa propriedade serd utilizada para a determinagao das fun¢des de forma dos elementos

triangulares e quadrilaterais, conforme serd apresentada nas préximas secgoes.

Funcoes de forma do elemento finito triangular

Dada a variedade de formas que o elemento finito pode estar configurado na malha,
define-se um elemento padronizado em um espaco auxiliar, conforme o exemplo da Figura 48,

por meio do qual serd realizado o mapeamento dos elementos no espago fisico nas configuragcdes
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inicial e atual. Nesse espaco, o elemento triangular padrdo possui vértices de coordenadas (0,0),

(1,0) e (0,1). As funcdes de forma serdo entdo definidas nesse espago.

&

Figura 48 — Espaco auxiliar com elemento finito triangular cibico padriao

As fungdes de forma do elemento finito no espago auxiliar, assim como suas derivadas,
podem ser obtidas por meio do algoritmo apresentado no algoritmo 4, na qual n é o ndmero
de nés do elemento finito, grau é o grau de aproximagao polinomial e coef € uma matriz que
fornece os coeficientes da fungdo e é obtida a partir da propriedade de que cada uma das funcdes

de forma deve possuir valor unitdrio no seu respectivo né e valor nulo nos demais.

A matriz coef pode ser determinada a partir do algoritmo 5, na qual coord(i,j) fornece

a coordenada j do né i e inv(-) denota a operacdo de matriz inversa.

Algoritmo 4: Geracdo das fun¢des de forma para elemento triangular

10=0: 0g =0 g =0;
2 paracada (= 1,n faca
3 k=0;
4 para cada j = 0, grau faca
5 para cada i = 0, grau — j faca
6 k=k+1;
7 O(€) = 0(0) +coef(Lk) & &5 ;
8 se i # 0 entao '
J | 0 (0) =05, (O)+i-coef(LA) &8
10 fim
11 se j # 0 entao ‘
12 | 05(0) =0g,(0)+j-coef(£.h)-E-E)"
13 fim
14 fim
15 fim

16 fim
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Algoritmo 5: Geracdo da matriz dos coeficientes das fun¢des de forma

1 paracada /= 1,nfaca

2 k=0;

3 para cada j = 0, grau faca

4 para cada i = 0, grau — j faca

5 k=k+1;

6 coef (k) = [coord(¢,1)] - [coord (¢,2)]/ ;
7 fim

8 fim

9 fim

10 coef = inv(coef)

Funcoes de forma do elemento finito quadrilateral

Um dos métodos de obtencdo das funcdes de forma do elemento finito quadrilateral
parte dos polindmios de Lagrange. Esses polindmios coincidem com as fun¢des de forma

unidimensionais ¢ e sdo dados por:

e —Mk
(E) = B.2
9;(§) ;!J. —— (B.2)
ki

no qual My e m; fornecem a posi¢do dos n nés no espaco unidimensional e & é a coordenada
unidimensional que assume valores no intervalo [—1, + 1]. As fun¢des de forma do elemento
finito quadrilateral sdo obtidas por meio de combinagdo dos polindmios de Lagrange para as

duas dire¢des do espaco auxiliar. Essas fun¢des ficam dadas por:

00(€1,82) = 0i(€1)9;(E2) (B.3)

sendo { =n(j—1)+1i,comie jvariando de 1 an.

E de interesse também o conhecimento das derivadas das func¢des de forma. Para isso,
determina-se inicialmente a derivada dos polindmios de Lagrange em relagio a coordenada &
do espaco unidimensional. Essa derivada pode ser realizada com o artificio da diferencia¢ao

logaritmica, que resulta em:

d(Pi(&) _ < E.- MNm
ag 3 ( — M ,,nl Mi— ) B4
ki m#i

m#£k

Derivando-se a expressao (B.3), portanto, obtém-se:

90,(1,62)  doi(&1)

0r,1(81,82) = ok T dE 9;(&2) (B.5)
002(81,82) = %ﬁlfz) = (Pi(il)d(pééfz) (B.6)
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