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RESUMO

RODRIGUES NETO, A. Modelos numéricos baseados no Método dos Elementos de
Contorno para a analise mecanica de dominios viscoelasticos enrijecidos com
comportamento nao-linear. 2019. 183p. Dissertagao (Mestrado em Engenharia de Estruturas)
— Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

Este trabalho propde o estudo e o desenvolvimento de ferramentas computacionais baseadas no
M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) para a realizacdo de analises mecanicas
bidimensionais de estruturas e materiais ndo-homogéneos viscoeldsticos enrijecidos.
Complexos projetos de engenharia e sistemas estruturais utilizam estes tipos de materiais, o que
¢ amplamente observado em industrias tais como mecanica, naval, automobilistica, acronautica
e civil. No modelo proposto, o dominio bidimensional ¢ representado pela abordagem 2D do
MEC, com uso das solu¢des fundamentais isotropica e anisotropica e a teoria de modelos
reologicos (modelos de Kelvin-Voigt, Maxwell e Boltzmann) ¢ utilizada para a representagdo
do comportamento viscoelastico destes meios. As estruturas de reforco sao modeladas por
elementos unidimensionais, os quais podem ser representados pelo Método dos Elementos
Finitos (MEF) ou por uma abordagem 1D do MEC. A elastoplasticidade unidimensional ¢
inserida no comportamento mecanico destes elementos, tornando o modelo ndo-linear, para o
qual o método de Newton-Raphson ¢ utilizado. Resultados numéricos mostram que o modelo
de acoplamento MEC/MECID leva a resultados mais estaveis em comparagdo com a classica
abordagem MEC/MEF. A formulacdo proposta ¢ aplicada ainda em analises mecanicas de
sistemas estruturais ndo-homogéneos com complexa geometria e condi¢des de contorno. Os
resultados obtidos sdo comparados com respostas de modelos equivalentes disponiveis na
literatura. A precisao, estabilidade e robustez da formulagdo proposta, particularmente quando

dominios ndo-homogéneos sdo representados ¢ ilustrada.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno. Materiais refor¢ados. Acoplamento

MEC/MEF. Viscoelasticidade. Plasticidade.






ABSTRACT

RODRIGUES NETO, A. Numerical models based on the Boundary Element Method for
the mechanical analysis of reinforced viscoelastic domains with non-linear behavior. 2019.
183p. Dissertation (M. Sc. in Structural Engineering) — School of Engineering of Sao Carlos,
University of Sdo Paulo, Sao Carlos, 2019.

This work deals with the study and the development of computational formulations based on
the Boundary Element Method (BEM) to perform two-dimensional mechanical analysis of
reinforced viscoelastic non-homogeneous structures and materials. Complex engineering
designs and structural systems use these types of materials, which is widely observed in
mechanical, naval, automobilist, aeronautics and civil industries, for instance. In the proposed
formulation, the two-dimensional domain is represented by the 2D BEM approach, using
isotropic and anisotropic fundamental solutions and the theory of rheological models (Kelvin-
Voigt, Maxwell and Boltzmann models) is used to represent the viscoelastic behavior of these
domains. The reinforcement structures are modeled by one-dimensional elements, which can
be represented either by the Finite Element Method (FEM) or by a 1D approach of the BEM
(1DBEM). The one-dimensional elastoplasticity is added to the mechanical behavior of these
elements, turning the coupled formulation into a non-linear model, for which the Newton-
Raphson method is used. Numerical results show that the IDBEM/BEM coupling model leads
to more stable results compared to the classical FEM/BEM approach. The proposed formulation
is applied in the mechanical analysis of non-homogeneous structural systems with complex
geometry and boundary conditions. The obtained results are compared with answers of
equivalent models available in the literature. The accuracy, stability and robustness of the
proposed formulation, particularly when nonhomogeneous domains are represented is

illustrated.

Keywords: Boundary Element Method, Reinforced Materials, FEM/BEM Coupling, Plasticity,

Viscoelasticity.
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1. INTRODUCAO

1.1. Consideracoes iniciais

A correta previsdo do comportamento mecanico dos materiais e das estruturas ¢
primordial em qualquer projeto de engenharia, seja na construgdo civil, automobilistica,
aerondutica e até mesmo para industrias dos mais diferentes segmentos. Essa andlise prévia ¢
essencial para que todas as varidveis de projeto sejam avaliadas de forma eficaz e realista,
tornando custos, geometria, material, manufatura e processos mais eficientes e adequados a
cada necessidade. Além disto, destaca-se sua importancia para a seguranga dos projetos, pois
possibilita a localizagdo de pontos criticos, por exemplo, concentradores de tensdo, além de
necessidade de reforgos ou corre¢des. Dessa forma, € minimizada a propensao de ocorréncia de
falhas e imprevistos nas fases mais avancadas do projeto, tais como constru¢do ou até mesmo
operacdo. O custo de falhas e modificagdes, quando precisam ser realizadas nestas etapas, €
consideravelmente mais alto que quando realizadas em etapas preliminares do projeto,

enfatizando entdo a necessidade da adequada previsibilidade dos projetos.

Na engenharia, essa previsdo usualmente ¢ realizada de duas formas: a resolugdo
analitica dos modelos matematicos e a experimentacdo, por meio de ensaios preliminares ao
projeto e modelos em escala. Porém, percebe-se que com o desenvolvimento na area de
processamento de dados e o avanco dos computadores modernos, houve uma mudanga na forma
com que os projetos de engenharia sdo concebidos. Projetistas e engenheiros passaram a ter a
possibilidade da utilizagdo dos modelos numéricos, que tornaram os célculos e projetos muito
mais eficazes, rapidos e precisos. Na Engenharia Estrutural, os métodos numéricos se tornaram
ferramentas primordiais na concep¢ao ¢ no desenvolvimento de projetos, os quais foram
inicialmente representados pelos Elementos Finitos (MEF), por Turner et al. (1956) e

Diferencas Finitas (MDF), por Southwell (1946).

Ambos métodos mencionados no paragrafo anterior sdo classificados como métodos
numéricos de dominio, ou seja, sua aplicacao depende da discretizagdo do dominio. Apesar
disto, sua aplicacao na elasticidade trata da solucao de Problemas de Valor de Contorno (PVC),
para os quais o conhecimento do contorno ¢ suficiente na maioria dos problemas. Assim, a
partir da década de setenta houve um aumento de interesse nas chamadas Técnicas de Contorno,
baseadas na solu¢ao de equacdes diferenciais através da transformacdo destas em equagdes

integrais, as quais podem ser avaliadas, em alguns problemas, somente sobre o contorno do
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dominio. Estas técnicas evoluiram para o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o qual

¢, sem duvida, o mais lembrando nesta area do conhecimento.

A Figura 1-1 ilustra a comparagao entre a discretizagao aplicada a métodos de dominio
(MEF) e a métodos de contorno (MEC) em problemas de elasticidade plana classicos de
dominios homogéneos. No caso do MEC, somente a fronteira da estrutura ¢ discretizada,
portanto, o método ¢ conduzido em uma dimensao espacial reduzida. Esta caracteristica conduz
diretamente a um ntimero menor de variaveis do problema, consequentemente, os sistemas de
equagdes tem dimensdes menores. Apesar disso, a representacdo de problemas elasticos
homogéneos pelo MEC se d4 pela resolucdo de um sistema linear de equagdes ndo esparso e
ndo simétrico, diferentemente de outros métodos, como o MEF por exemplo, o qual trata de
sistemas esparsos e simétricos. Esta diferenca traz implicagdes como a maior complexidade do
solver e demanda um maior esfor¢o computacional na resolucao do sistema, o que pode ser
visto como desfavoravel. Assim, a menor dimensionalidade do sistema de equagdes contrapde
esse inconveniente, sendo que um equilibrio em relagdo ao tempo de processamento pode ser

atingido.

Caracteristicas particulares do MEC o fazem também extremamente favoravel para a
utilizacdo em problemas que apresentam singularidades (concentracdo de tensdo), fissuracdo e
meios semi-infinitos. Isto se da pelas vantagens obtidas com a auséncia de malha de dominio,
o que favorece a precisdo das grandezas avaliadas no dominio e também pela menor
dimensionalidade da malha, facilitando o processo de propagacdo de fissuras e de

remalhamento.

Figura 1-1: Comparag¢do da discretizagdo dos métodos MEF ¢ MEC.

F

/

4——7 Nos

Elementos Elementos

(MEF) (MEC)

FONTE: Morgan e Bouxsein (2005), adaptado.

E de grande interesse na engenharia a analise de diferentes comportamentos mecanico-

materiais a luz dos métodos numéricos. Neste trabalho, modelos materiais viscoelasticos
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isotropicos ou anisotropicos sdo utilizados. O comportamento anisotropico traduz a
caracteristica da inconstancia das propriedades fisicas do material em relacdo a diregdo
observada ou solicitada. Diversos materiais apresentam esta natureza em pelo menos algum
grau, como a madeira, polimeros, compositos e, principalmente, materiais reforcados com
fibras. E observado um aumento na utilizacio destes ultimos recentemente, com o
desenvolvimento da Engenharia de Materiais e a busca por matérias-primas com melhores

solucdes para peso, eficiéncia e resisténcia.

A anisotropia tem sido assunto de estudo de pesquisadores desde a década de 50,
essencialmente buscando solucgdes analiticas exatas e aproximadas com base em formalismos
teoricos, enfatizando os trabalhos de Lekhnitskii (1963,1968). Entretanto, ¢ evidente que esta
caracteristica introduz uma complexidade matematica consideravelmente maior, fazendo com
que essas solugdes sejam frequentemente limitadas quanto a complexidade de geometria e de
condi¢des de contorno do problema analisado. Assim sendo, ¢ evidenciada a importancia da
correta representacdo do comportamento mecanico destes materiais, o que amplia as
possibilidades de incorporagdo das analises anisotropicas tanto em projetos quanto em trabalhos

académicos na engenharia.

Outro comportamento mecanico-material de destaque tratado neste trabalho ¢ a
viscoelasticidade. Sinteticamente, a resposta a solicitacdo de um sélido se da por tensdes e
deformagdes proporcionais ao carregamento aplicado, caracterizando o comportamento
eléstico; ja em um fluido, as tensdes decorrem do fluxo resultante do carregamento aplicado,
caracterizando um comportamento viscoso. Existem materiais de engenharia que manifestam
ambos os comportamentos combinados, os quais recebem o nome de viscoelasticos. Dentre
estes podem ser citados borrachas, polimeros e materiais betuminosos. A Figura 1-2 ilustra uma
aplicacgdo classica destes materiais na engenharia civil, em um apoio de Neoprene fretado para
pontes, o qual ¢ constituido de material com comportamento viscoelastico e ¢ utilizado para
absor¢cdo de impacto e vibragdo. Em especial, se destacam também alguns materiais que
apresentam um comportamento viscoeldstico anisotropico, como compositos poliméricos e

biomateriais, os quais estdo se tornando cada vez mais frequentes e relevantes na ciéncia.

Devido a resposta com caracteristica viscosa, os materiais viscoeldsticos apresentam um
comportamento dependente do tempo, fazendo com que seja importante para os projetos a
analise das grandezas fisicas tanto instantaneamente quanto no longo prazo, além de uma
analise computacional que considere o efeito dependente do tempo. Historicamente, essa

caracteristica foi representada por meio de transformacgdes inversas das chamadas fungdes de
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relaxagdo e de fluéncia, que traduzem o comportamento de tensdo e deformacao dependente do

historico das grandezas, o que ficou conhecido como uma cléssica abordagem integral.

Figura 1-2: Aplicacdo de material viscoelastico em absorvedor de choque para ponte rodoviaria.

FONTE: Santos (2016), p. 19.

Além da abordagem classica, existe a abordagem diferencial por meio dos chamados
modelos reoldgicos (TSCHOEGL; 1989), os quais se baseiam na representacdo do
comportamento fisico em elementos de parametros concentrados. Estes elementos podem ser
conectados de diferentes maneiras, dando origem a diferentes modelos (por exemplo: Maxwell,
Kelvin-Voigt ou Boltzmann), formulados em equacdes diferenciais, que reproduzem
determinado aspecto do comportamento fisico. Essa abordagem conduz a uma formulagao
numérica consideravelmente mais simples para o tratamento de problemas dependentes do
tempo, o que impulsionou o uso de métodos numéricos, como o MEC, em anélises desse tipo

(MESQUITA, 2002).

O principal foco deste trabalho ¢ apresentar uma formulagdo numérica para a analise de
dominios enrijecidos, isto €, a adi¢ao de subestruturas internas ao dominio bidimensional, as
quais contribuem com o aumento da rigidez da estrutura. Esta caracteristica ¢ encontrada em
diversas situagdes na engenharia, pois possibilita o projeto de componentes estruturais mais
eficientes, com maior resisténcia e menor peso. Podem ser observadas em projetos de costados
de navios — Figura 1-3 (a), fuselagem de avides — Figura 1-3 (b), em solos refor¢ados, concreto
armado e principalmente nos ramos mecanico e aeronautico (ARMENTANI e CITARELLA;
2006). Atualmente, ¢ bastante comum também a utilizagdo de materiais reforcados por fibras,
como fibra de carbono e de vidro, que alcancam elevadas resisténcias e menor peso quando
comparado aos materiais tradicionais. Uma gama bastante diversificada desses materiais pode
ser encontrada: matrizes ceramicas, poliméricas ou termoplésticas e com fibras alinhadas,

continuas ou aleatorias, entre diversas combinagdes possiveis. Fica evidente que a analise
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mecanica destes materiais por abordagens analiticas ¢ bastante limitada e, portanto, a utilizacao

de métodos numéricos ¢ essencial neste contexto.

Uma abordagem numérica usual para a representacao de estruturas e materiais
enrijecidos ¢ a utilizacao de diferentes métodos numéricos, aplicando aquele que se mostra mais
vantajoso em cada subestrutura do problema. Naturalmente, o MEF se mostra mais eficiente
para o tratamento de estruturas reticuladas, unidimensionais e ndo-lineares, enquanto que o
MEC ¢ mais interessante em dominios bidimensionais, especialmente quando existem
concentracdes de tensdo, altos gradientes e a possibilidade de meios semi-infinitos. Assim, o
acoplamento MEC/MEF convencional, onde o dominio 2D ¢ representado pelo MEC e as
estruturas enrijecedoras sdo representadas pelo MEF, como fibras unidimensionais solicitados
apenas a esforcos axiais e imersas no dominio, se mostra eficiente e robusto, tendo sido
discutido desde a década de setenta. Nesta abordagem ¢ possivel que o dominio seja
discretizado somente em seu contorno, enquanto que as fibras sdo consideradas como linhas de
carga aplicadas em pontos internos, assim, todo o modelo pode ser escrito apenas por integrais

de linha.

Figura 1-3: Exemplo de aplicagdo de enrijecedores: (a) costado de navio e (b) fuselagem de avido

Bojo

N <4 Placas longitudinais
Revestimento SN N

inferior interno Placas garboard

Quilha

Longarina

(a) (b)
FONTE: Betawi ¢ Zaman (2010), adaptado ¢ Aeronaves (2016).

Apesar de bastante eficiente e vantajoso para a representacdo mecanica de estruturas
enrijecidas, o acoplamento MEC/MEF apresenta algumas desvantagens relacionadas com a
representacao da forca de contato (forga de aderéncia) entre as subestruturas e do esforgo axial
sobre as fibras. Isto fica claro ao verificar oscilagdes nos resultados destas grandezas em

algumas regides dos enrijecedores (ROCHA, VENTURINI e CODA, 2014). Alternativamente,
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¢ possivel escrever a formulagdo do acoplamento com base somente no MEC, por meio da
utilizacdo de uma solugdo fundamental para esforgos axiais em elementos unidimensionais para
modelar os enrijecedores, a qual pode ser encontrada no trabalho de Antes (2003) e Cruz (2012).
Esta abordagem foi proposta inicialmente no trabalho de Buffon (2018) e denominada
acoplamento MEC/MECID, a qual foi aplicada a dominios elasticos homogéneos. Foi
verificada uma melhoria nas oscilagdes do usual acoplamento MEC/MEF, o que motivou a

utilizacao desta abordagem, em conjunto com outras formulagdes, neste trabalho.

Percebe-se que a utilizagdo de materiais como os citados e sua representacao de forma
numérica € de extrema importancia e vem crescendo de forma consideravel recentemente. Para
profissionais da area, fica claro que o conhecimento na Engenharia cresce continuamente ao
longo do tempo, porém a complexidade dos sistemas a serem analisados cresce na mesma
propor¢ao. Consequentemente, existe uma ampla motivacdo em propor e desenvolver novas
formulagdes numéricas que descrevam o comportamento dos sistemas fisicos com maior
representatividade e que contemplem uma gama maior de problemas com diferentes
comportamentos fisicos, condi¢des de contorno e geometrias. Esta dissertagdo se insere neste
contexto, visando dar continuidade ao estudo e difundir mais profundamente os conceitos da
andlise de dominios enrijecidos, seu comportamento quando acoplado a diferentes materiais e

configuragdes.

1.2. Objetivos

O objetivo geral do trabalho trata da anélise mecanica de dominios ndo homogéneos ¢
enrijecidos, podendo ser constituidos por materiais eldsticos ou viscoelasticos e isotropicos ou
anisotropicos e por enrijecedores elastico-lineares ou elastoplasticos. Os problemas aqui
tratados envolvem os efeitos dependentes do tempo e busca-se prever o comportamento
mecanico das estruturas ao longo do tempo. E utilizado o Método dos Elemento de Contorno
como base numérica para a constru¢ao do modelo. Assim, podem ser listados os seguintes

objetivos especificos:

a) Estudo, desenvolvimento e implementagdo computacional do modelo mecanico
baseado nos acoplamentos MEC/MEF e MEC/MECI1D para a representacao de dominios nao-
homogéneos enrijecidos, compostos apenas por materiais elasticos isotropicos e/ou

anisotropicos;
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b) Execucdo de exemplos numéricos para validagdo da formula¢ao implementada

em (a) e demonstrac¢ao de sua potencialidade em problemas complexos;

C) Estudo, desenvolvimento e implementacdo computacional de abordagem nao-
linear para representacdo do comportamento elastoplastico dos elementos enrijecedores, com

base no modelo mecanico construido em (a);

d) Execucdo de exemplos numéricos para validagdo da formula¢ao implementada

em (c) e demonstragdo de sua potencialidade em problemas complexos;

e) Estudo, desenvolvimento e implementagdo computacional de formulagao
viscoelastica enrijecida para meios isotropicos, com base no modelo mecanico construido em
(a);

f) Estudo, desenvolvimento e implementagdo computacional de formulagao
viscoelastica enrijecida para meios isotropicos ou anisotropicos e consideracao de

comportamento elastoplastico dos elementos enrijecedores, com base no modelo mecénico

construido em (c);

g) Execu¢dao de exemplos numéricos para validagdo das formulagdes

implementadas em (e, f) e demonstracao de sua potencialidade em problemas complexos.

1.3. Justificativa

Este trabalho se justifica em varios aspectos. O primeiro deles trata da continuacdo da
linha de pesquisa na area de Engenharia de Estruturas da EESC, a qual, embora j4 tenha solidas
bases em outros grupos de métodos numéricos € mecanica dos materiais, incorpora novos
conceitos e melhoramentos nas formulagdes numéricas em problemas complexos que estao hoje
sendo objeto de estudos nos principais centros de pesquisa do mundo. Dentre os complexos
problemas de grande relevancia para a engenharia, a analise mecanica de materiais e estruturas

enrijecidas e de comportamento dependente do tempo ocupa um lugar de destaque.

Além disso, o avango cientifico com a proposicao dos temas da dissertagao deve ser
enfatizado, o qual possibilitou o desenvolvimento de pesquisas acerca de temas atuais e
relevantes no contexto da engenharia. A formula¢do proposta, testada e validada nesta
dissertacdo demonstra uma grande potencialidade de aplicagao em problemas da industria e da
construgdo, onde a redugao de custos e aumento da seguranca e previsibilidade dos projetos sao

objetivos recorrentes. Este potencial ¢ exposto de forma clara ao aplicar a formulagdo em
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modelos de complexa geometria e condi¢des de contorno, demonstrando a precisdo nos
resultados e sua estabilidade. Além disto, a literatura ndo aborda de forma completa o
tratamento de dominios enrijecidos com comportamentos mecanicos nado-usuais (como
viscoelasticidade e elastoplasticidade) com base em formulagdes de contorno acopladas, como
o acoplamento MEC/MECI1D mencionado anteriormente. Esta oportunidade permite que a
abordagem deste trabalho apresente um carater inovador, no que diz respeito a aplicacdo do

acoplamento citado e a incorporagdo de demais formulagdes no modelo mecanico.

Vale mencionar como outro aspecto de justificativa deste trabalho sua integracao no
grupo de pesquisa supervisionado pelo Prof. Dr. Edson Denner Leonel, vinculado ao
Departamento de Engenharia de Estruturas — SET/EESC/USP. O grupo trabalha na area de
métodos numéricos, com énfase na aplicagdo do MEC e compreensdo dos mecanismos de
ruptura de solidos. Outros alunos da pos-graduacao ja trabalharam em teses e dissertagcdes que
contemplam a implementa¢do de codigos computacionais que compdem o atual programa
computacional do grupo. Esse programa serve como base para a implementagdo de novas
formulacdes por novos alunos em seus trabalhos de pesquisa. Dessa forma, este trabalho
permite a continuidade dos desenvolvimentos do grupo e complementagdo do programa
computacional, inserindo novas rotinas com formulagdes que tratem de diferentes

comportamentos fisicos, conforme os objetivos especificos citados no item acima.

O assunto contemplado nesta dissertacdo representa uma continuagdo direta de temas
previamente abordados por outros integrantes do grupo, sendo importante a consideragao de
seus trabalhos como suporte para a evolugao da pesquisa na area. Sao citados aqui os trabalhos
relevantes neste sentido: primeiramente, Cordeiro (2015) estudou a andlise mecanica e
fissuragdo de solidos isotropicos e anisotropicos compostos, através da técnica de multi-regiodes.
Oliveira (2017) analisou dominios ndo homogéneos com comportamento viscoelastico e
isotropico, com a utilizagdo dos modelos reoldgicos para representagdo do comportamento
dependente do tempo. Andrade (2017) trabalhou com a propagacao de fissuras em dominios
ndo-homogéneos isotropicos por meio da formulagdo dual do MEC. Por fim, a analise de
estruturas enrijecidas pelo modelo de acoplamento do MEC foi iniciada por Buffon (2018), que

aplicou tal formulagdo a dominios homogéneos isotrépicos ou anisotropicos.

Finalmente, deve-se destacar também a formacao do autor desta dissertacdo como uma
justificativa. Os desenvolvimentos realizados para alcangar os objetivos mencionados no item
anterior proporcionaram um grande aprendizado para o autor, o qual pdde ter contato com

diferentes formulagdes numéricas aplicadas a engenharia, trabalhando com problemas
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dependentes do tempo, ndao-homogéneos e ndo-linearidades. O assunto abordado nesta
dissertagdo permite ainda diversos desenvolvimentos futuros e continuidade, o que trara ainda

mais relevancia e originalidade ao trabalho e potencial para o grupo de pesquisa.

1.4. Metodologia

Inicialmente ¢ necessario destacar que o trabalho tem um carater totalmente numérico,
ou seja, ndo sdo realizadas etapas experimentais. Visando estudar e implementar uma
ferramenta computacional conforme ja destacado neste capitulo, o trabalho foi dividido em
quatro etapas. O texto da dissertagcao foi construido em paralelo ao longo de todas as etapas,
sendo composto pelos seguintes seis capitulos: Introducao, Método dos Elementos de Contorno,
Acoplamento enrijecedor/matriz, Modelo fisico ndo-linear do enrijecedor, Viscoelasticidade e

Consideracoes Finais.

A primeira etapa trata do levantamento historico e revisdo bibliografica dos temas,
visando esclarecer e situar a visdo sobre o contexto no qual se insere o tema proposto da
dissertagdo. Esta etapa ndo se limita ao inicio do trabalho, i.e., ¢ realizada durante todo o seu

desenvolvimento e compde o inicio de cada um dos seis capitulos desta dissertacao.

A préxima etapa trata da implementacdo das formulagdes propostas no trabalho,
utilizando a linguagem FORTRAN. Estas sdo incorporadas ao programa computacional
baseado no MEC implementado pelo grupo de pesquisa do SET/EESC/USP supervisionado
pelo Prof. Dr. Edson D. Leonel. Vale ressaltar que a base numérica e diversas sub-rotinas
necessarias a0 MEC ja foram implementadas previamente por outros integrantes do grupo,
fazendo parte de teses e dissertagdes orientadas pelo professor supervisor. Nesta etapa, as
formulagdes desenvolvidas e implementadas sdo ja incorporadas a dissertagdo, dando origem

aos itens de formulacdo dos capitulos dois, trés, quatro e cinco da dissertacao.

Com os codigos computacionais, segue-se para a terceira etapa, que trata da simulacao
de problemas estruturais utilizando as formulagdes implementadas, o que visa tanto a validagao
dos codigos quanto a exemplificacdo de aplicagdes na area de Engenharia de Estruturas para as
formulagdes estudadas neste trabalho. Para a validagdo sdo utilizados problemas com respostas
disponiveis na literatura e modelos equivalentes de softwares computacionais, como o ANSYS.
Para a execucdo dos cddigos computacionais para a simulacao das aplicagdes, bem como os
modelos de referéncia construidos, ¢ utilizado o computador pessoal do autor, o qual consta das

seguintes configuragdes: Intel® Core™ 15-5200U, 8 GB RAM e 120 GB SSD. Os resultados



24

obtidos nesta etapa dao origem aos exemplos de aplicagdo dos capitulos trés, quatro e cinco
deste texto. Finalmente, com os resultados e exemplos numéricos concluidos, a quarta etapa
abrange a finalizacdo da redacdo da dissertacdo do autor e de artigos cientificos para a

divulgacao dos resultados do trabalho.

1.5. Programa computacional do grupo de pesquisa

Conforme destacado anteriormente neste texto, as implementacdes computacionais do
trabalho sao realizadas dentro de um programa computacional integrado, o qual faz parte do
grupo de pesquisa orientado pelo Prof. Dr. Edson D. Leonel. O programa ¢ baseado no MEC
bidimensional e esta construido com a linguagem FORTRAN. E importante destacar qual o

estagio deste programa no inicio do trabalho, esclarecendo as contribui¢des efetivas do autor.

O programa realiza analises mecanicas via MEC, de dominios isotropicos ou
anisotropicos € homogéneos ou nao-homogéneos. Assim, as solu¢des fundamentais de Kelvin
e Cruse e Swedlow, bem como a técnica de sub-regides ja foram implementadas nos trabalhos
de Leonel (2009) e Cordeiro (2017). Problemas dependentes do tempo também podem ser
tratados, por meio dos modelos reologicos viscoelasticos aplicados a dominios homogéneos ou
ndo-homogéneos e isotropicos. A viscoelasticidade foi incorporada no trabalho de Oliveira
(2017). A andlise de dominios enrijecidos foi iniciada por Buffon (2018), incorporando ao
coédigo o tratamento de dominios elasticos homogéneos isotrépicos ou anisotropicos
enrijecidos. Ambos os acoplamentos MEC/MEF e MEC/MECI1D podem ser utilizados nesta

analise.

Portanto, ¢ creditada ao autor a implementagao, inicialmente, da formulagdo enrijecida
para dominios ndo-homogéneos de caracteristica isotrdpica ou anisotropica, fazendo uso das
solugdes fundamentais implementadas. Em sequéncia, o comportamento elastoplastico dos
enrijecedores ¢ integralmente implementado pelo autor, bem com o procedimento nao-linear
para a resolugdo do problema. No contexto dos problemas dependentes do texto, o autor ¢
responsavel pela implementacdo da formulacao viscoeléstica enrijecida, incorporando todos os
comportamentos ja tratados, i.e., ndo-homogeneidade, anisotropia e plasticidade dos
enrijecedores. Destaca-se que todas as formulagdes implementadas podem utilizar ambos os
acoplamentos MEC/MEF e MEC/MECI1D. Dessa forma, ao final do trabalho todos os objetivos
propostos sdo atingidos e o programa computacional do grupo de pesquisa incorpora todos os

desenvolvimentos alcangados nesta dissertacao.
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2.  METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste capitulo ¢ apresentado o método numérico utilizado para simular o
comportamento mecanico dos problemas analisados. Este método serve como base para todos
os desenvolvimentos deste trabalho. A formulagdo ¢ apresentada tendo como base o
conhecimento exposto nos Apéndices A e B. Dessa forma, a leitura desses ¢ recomendada para

a melhor compreensao deste capitulo.

2.1. Revisao bibliografica: O MEC

O MEC se baseia na resolucdo de equacdes integrais escritas sobre o contorno. Para que
esta técnica possa ser utilizada para resolver formulagdes matematicas oriundas de modelos
fisicos, € necessario que as equagdes governantes dos modelos sejam escritas na forma integral.
Assim, ¢ essencial a transforma¢do de equacdes diferenciais em equacdes integrais. Neste
contexto, ¢ considerado um marco inicial na utiliza¢ao de equagdes integrais para representacao
de problemas fisicos o trabalho de Abel (1823). Abel fez uso das equagdes integrais para a
obten¢do de uma solugdo para o classico problema denominado “péndulo is6crono” e, dessa

forma, deu inicio as ideias principais que, posteriormente, culminaram no surgimento do MEC.

Nas décadas seguintes, se destacam os trabalhos no campo dos problemas de potencial
com a utilizagcdo da formula de Green, a qual realiza uma transformagao integral de equagodes.
Esta técnica foi aplicada de forma bem-sucedida para problemas de acustica, por Helmholtz
(1860) e de elasticidade, por Betti (1872, 1874) e Maxwell (1864), quando foi introduzido o
Teorema da Reciprocidade. Foi apresentado também por Betti a solu¢ao fundamental do Centro
de Dilatagdo. Em 1848, Lord Kelvin apresentou a solucdo do problema fundamental para
materiais isotropicos, a qual representa a equagdo integral para deslocamentos e ¢ até hoje
utilizada no MEC (KELVIN, 1848). A partir desta solu¢cdo, Somigliana desenvolveu a
correspondéncia a formula de Green para os problemas de elasticidade, a chamada Identidade

Somigliana (SOMIGLIANA, 1885).

E de extrema importancia para o método a contribui¢éo do trabalho de Fredholm (1903),
que estudou equagdes integrais € provou a existéncia e a unicidade de solugdo destas equagoes.
Fredholm tratou do método das equagdes integrais onde as incognitas do problema sao varidveis
sem significado fisico, analogamente ao que ¢ feito no Método de Rayleigh-Ritz (REKTORY'S,

1975) para resolver problemas de elasticidade por meio do variacional de energia. As variaveis
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ficticias sdo utilizadas para obter as grandezas fisicas no contorno. Dessa forma, essa
abordagem ficou conhecida como método indireto. Kellogg (1929) também trouxe uma
importante contribui¢cdo ao apresentar a comunidade cientifica o emprego de equagdes integrais

em problemas governados pela Equagao de Laplace.

Seguindo a sequéncia historica, aproxima-se da época da difusdo da utilizacdo dos
computadores eletronicos em projetos de pesquisa, o que estimula de forma consideravel o
aumento no numero de trabalhos publicados na area dos métodos numéricos. Equagdes integrais
sao novamente utilizadas para problemas de diferentes areas, como ondulatéria, por Friedman
e Shaw (1962); acustica, por Chen e Schweikert (1963) e Copley (1967); eletromagnetismo,
por Walterman (1965) e elasticidade, com Muskhelishvili (1953), Jaswon e Ponter (1963),
Jaswon e Symm (1977) e Kupradze (1965). Destes, vale mencionar o trabalho de Kupradze,
que discutiu o “método das equacdes funcionais” para obter aproximacdes em problemas de
potencial e de elasticidade, o que, segundo Bogomolny (1985), ¢ considerado por alguns a

origem do método das solugdes fundamentais.

Conforme ja assinalado, até entdo os métodos desenvolvidos eram indiretos, ou seja, as
variaveis incognitas eram ficticias. Rizzo (1967) apresentou um método integral para solugao
da Identidade Somigliana de forma direta, resolvendo problemas de elasticidade bidimensional,
onde as varidveis tém um real significado fisico, no caso, deslocamentos e forgas de superficie.
Rizzo utilizou elementos de geometria reta, com aproximacdo de forcas de superficie e
deslocamentos constantes e investigou a correspondéncia entre os problemas de potencial e da
elasticidade. Rizzo também publicou (RIZZ ¢ SHIPPY, 1968) sobre o emprego de sub-regides
para tratar problemas ndo homogéneos, o que tem sido utilizado de forma frequente em
trabalhos da 4rea até os dias atuais. Rizzo e Shippy (1970) foram também os primeiros a
proporem uma formulagdo para a elasticidade linear ndo isotrdpica, precedendo a solucao
fundamental para so6lidos bidimensionais com anisotropia geral de Cruse e Swedlow (1971).
Nessa época houve um grande crescimento no desenvolvimento de formulag¢des para o método,
motivado fortemente pelos recentes trabalhos publicados e pela ascensdo da utilizacdo dos

computadores no campo da pesquisa.

Chega-se entdo ao trabalho de Brebbia, que demonstrou a formulacdo integral dos
problemas de elasticidade por meio do Método dos Residuos Ponderados, em Brebbia (1978a,
1978b). Dessa forma, ¢ evidenciada a raiz comum deste método com outros métodos numéricos
utilizados na area, facilitando a exploracdao do acoplamento entre estes. Brebbia foi também um

dos idealizadores do nome M¢étodo dos Elementos de Contorno, que foi citado pelas primeiras
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vezes no ano de 1977 pelos trabalhos de Brebbia e Dominguez (1977), Banerjee e Butterfield
(1977) e Dominguez (1977). Assim, o MEC ganha poder no contexto onde outros métodos
numéricos eram dominantes (destaca-se o MEF), como apresentado por Zienkiewicz et al.
(1977), que foi um dos primeiros trabalhos a aplicar o MEC nos estudos de solidos deformaveis.
Em seguida, podem ser citados inumeros trabalhos que realizam o acoplamento entre MEC e
MEF, o que proporciona o melhor aproveitamento dos pontos positivos de cada método, como
Brebbia e Dominguez (1992), Swobodam, Mertz e Beer (1987), Singh, Sharma e Varadarajan
(1988), Coda, Venturini e Aliabadi (1996), entre outros.

A aplicagdo do MEC a problemas de mecanica da fratura ¢ de extrema importancia
historica, uma vez que o método se consolidou nesta area devido a suas vantagens interessantes
para os problemas de corpos fissurados. As teorias da mecanica da fratura se fundamentam nos
trabalhos de Griffith (1921), que apresentou a formulagdo energética para o crescimento das
descontinuidades no dominio e Westergaard (1939), apresentando as conhecidas solugdes de
Westergaard para meios infinitos com a presenca de uma fissura, estendida por Irwin (1957) e
Sneddon (1946). Os primeiros trabalhos a aplicar o MEC para analises de fratura datam da
década de setenta: Cruse e Van Buren (1971), Cruse (1972), Snyder e Cruse (1975) e Blandford,
Ingraffea e Ligget (1981). A principio, o problema era limitado devido a singularidades
relacionadas com os elementos s posicionados sobre a fissura, o que foi superado através da
introdu¢do do MEC Dual, o qual utiliza formulagdes diferentes para cada face da fissura:
singular e hipersingular. Esta abordagem pode ser encontrada inicialmente nos trabalhos de
Hong e Chen (1988), Watson (1986) e Gray, Martha e Ingraffea (1990), Aliabadi e Rooke
(1992) e Mi e Aliabadi (1992). O MEC Dual se consolidou como uma ferramenta eficiente para
o tratamento de problemas desse tipo e vem sendo bastante utilizado, inclusive em trabalhos do
grupo de pesquisa do SET/EESC: Lopes e Venturini (1997), Leonel e Venturini (2010a, 2010b),
Oliveira e Leonel (2013) e Cordeiro e Leonel (2016).

Assim, o MEC se molda da maneira como é conhecido atualmente e se estabelece de
forma consolidada para tratar inimeros problemas, por exemplo: interacdo solo-estrutura,

meios semi-infinitos, mecanica da fratura, mecanica dos solos, entre muitos outros.

2.1.1. Revisao bibliografica: a anisotropia no MEC

Desde a década de 60, uma grande referéncia no contexto da anisotropia ¢ Lekhnitskii.

A partir de seus trabalhos (LEKHNITSKII, 1963 e LEKHNITSKII et al., 1968) construiu-se o
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que ¢ conhecido até hoje como o formalismo de Lekhnitskii. Nestes trabalhos foram
apresentadas solucdes analiticas para diversos problemas da elasticidade anisotropica, a partir
de fungdes de tensdo de origem complexas. Diversos autores pesquisaram na area a partir desse

formalismo, apresentando avancgos cientificos tanto analitica quanto numericamente.

Resgatando o que foi mencionado no item anterior, os primeiros trabalhos envolvendo
a analise de meios ndo isotropicos pelo MEC foram apresentados em Rizzo e Shippy (1970),
0s quais solucionaram problemas ortotropicos. A solu¢ao fundamental era ainda baseada
somente em variaveis reais, sendo o MEC limitado a elementos de ordem zero para discretizar
o problema. Diversos autores utilizaram essa abordagem como base para novos

desenvolvimentos.

Pouco tempo depois, Cruse e Swedlow (1971) apresentaram uma solugdo fundamental
do MEC para problemas bidimensionais com anisotropia geral. Essa solucdo faz uso do
formalismo de Lekhnitskii e, portanto, depende de varidveis complexas. Tal abordagem ¢
vastamente utilizada até hoje. Destacam-se, por exemplo, os trabalhos de Deb e Banerjee
(1990), que consideraram a presenga de for¢as de volume e Snyder e Cruse (1975) e Tan e Gao
(1992), na area da mecanica da fratura. Destacando os trabalhos realizados no SET, podem ser
citados Vanalli (2004), o qual utilizou a solu¢ao fundamental de Cruse e Swedlow para analise
de meios viscoelastoplasticos anisotropicos e Cordeiro (2015), que estudou a fratura coesiva de

solidos isotropicos e anisotropicos compostos.

A solugdo fundamental de Cruse e Swedlow tem reconhecida eficiéncia para tratar
problemas desse tipo. Portanto, esta ¢ utilizada neste trabalho para representacdo do
comportamento anisotropico de dominios bidimensionais, sendo possivel também sua
utilizagdo com a formulagdo viscoelastica do MEC (Capitulo 6), quando o modelo reoldgico de
Kelvin-Voigt ou Maxwell ¢ considerado. Os dois ultimos trabalhos citados no paragrafo
anterior sdo utilizados como base para as formulagdes dessa dissertacdo e devem ser

consultados como referéncia para a abordagem anisotrdpica.

2.2. Formulagao singular do MEC

O MEC se apresenta fundamentalmente como um método de resolugao de equagdes
diferenciais parciais de qualquer tipo. Para a aplicagao do método € necessario transformar as
equacdes diferenciais em equagdes integrais, assim como mencionado anteriormente neste

capitulo. Assim, na Engenharia de Estruturas, o MEC ¢ bastante utilizado para soluc¢do de



29

problemas de valor de contorno, oriundos da teoria da elasticidade. Porém, também ¢ possivel
aplica-lo para a solugdo de diferentes problemas, desde que se conheca a equacdo governante e

que seja possivel escrevé-la de forma integral.

Neste item ¢ apresentada a formulagdo do MEC para problemas bidimensionais da
elasticidade linear, os quais sdo governados pela Eq. (2.1). Mais detalhes sobre este problema

e a obtencdo desta expressdo podem ser encontrados no Apéndice A.

o, +b =0 (2.1)

i.j

A partir da equacdo governante do problema, a formulacdo integral pode ser obtida pelo
Método dos Residuos Ponderados, assim como apresentado em Brebbia (1978a, 1978b). Essa
abordagem evidencia a raiz comum entre 0 MEC e outros métodos numéricos utilizados para
elasticidade linear, o que apresenta também grande importancia didatica. E apresentada uma
demonstragdo alternativa, fazendo uso do Teorema da Reciprocidade de Betti. Tal teorema
estabelece que, ao analisar um corpo qualquer, elastico linear, submetido a dois diferentes
estados de tensao e forcas de volume, ¢ obtido que o trabalho realizado pelas tensdes de um
dado estado (I) sobre as deformacdes de um dado estado (II) ¢ igual ao trabalho das tensdes do

estado (II) sobre as deformagdes do estado (I), conforme:

y

j oleldq = j aeldq (2.2)
Q Q

sendo Q o dominio do problema.

Para obter a formulagdo integral utilizada no MEC, ¢ preciso fazer uso da chamada
Solu¢do Fundamental. Esta solu¢cdo nada mais ¢ do que uma solugdo particular para um
problema no qual as for¢as de dominio sao representadas por uma fungao especial denominada
Delta de Dirac. Esta fungdo, quando integrada sobre um dominio retorna como resultado
simplesmente a fun¢do que a multiplica dentro da integral, avaliada no ponto de aplicagdo da
Delta de Dirac. Isto permite que seja possivel descrever o comportamento mecanico do
problema sem o uso de integrais de dominio. Dessa forma, o problema fundamental para a
elasticidade linear 2D ¢ composto por um sélido de dimensdes infinitas com uma for¢a pontual
aplicada no chamado ponto fonte (s;). O problema fundamental bidimensional ¢ caracterizado
como um Estado Plano de Deformacao (EPD), sendo que, para aplicd-lo a um problema de
Estado Plano de Tensao (EPT), € necessario fazer a corre¢ao do coeficiente de Poisson, segundo
Eq. (A.21). A solucao deste problema, para materiais isotropicos ficou conhecida como Solugao

Fundamental de Kelvin, a qual pode ser encontrada no Apéndice B. Para meios anisotrdpicos,
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utiliza-se a solugdo de Cruse e Swedlow, a qual pode ser encontrada nos trabalhos de Cordeiro
(2015) e Vanalli (2004). Segundo a solugdo de Kelvin, a expressdo para deslocamentos em um
ponto qualquer, chamado de ponto campo (f?) €:

1

u; =m[—(3—4v)ln(r)§ij +rr, ] (2.3)

onde r; = fi — si, 7 = \/1;7; € 6 € a fungdo Delta de Kronecker.

Os indices do deslocamento presentes na Eq. (2.3) representam as dire¢des de u, em x;
e x2, através do indice j e a direcdo de aplicagdo da forga pontual no problema fundamental, em
X1 ou x2, através do indice i. Observa-se que as grandezas fundamentais sdo identificadas com
o simbolo (*). A partir da Eq. (2.3) sdo derivadas as expressdes de tensdo, deformacao e forca
de superficie, fazendo uso das relagdes de compatibilidade, constitutiva e equilibrio de Cauchy
— Equacdes (A.9), (A.12) e (A.4) — apresentadas no Apéndice A. A expressao para forcas de
superficie ¢ apresentada na Eq. (2.4), pois serd aqui utilizada na equacao integral do problema

elastico.

. -1 or
Py = m{%[(l —2v)o, +2r,r,, ] +(1=-2v)(nr; - U_/r,i)} (2.4)

onde 1 ¢ o vetor normal ao contorno no ponto campo.

Retomando a Eq. (2.2), o Teorema de Betti ¢ aplicado de tal forma que o problema (II)

seja o problema fundamental e o problema (I) seja aquele que deseja-se resolver. Assim:

[o,6,d0=[0;8,d0 (2.5)
Q Q

A Eq. (2.5) pode ser expressa em deslocamentos, a partir do uso da relagdo da relagao

deformacgao-deslocamento da elasticidade linear — Eq. (A.9). Assim:

j ou; ,dQ = j o, dQ (2.6)
Q Q

yonJ
Realizando a integracao por partes de ambos os termos da Eq. (2.6), obtém-se:
y,j y,J

[onudr—[o, uidQ=[onudr -[o} u,d2 (2.7)
r Q r Q

onde I" representa o contorno do problema.

Em seguida, ¢ aplicada a relagdo de equilibrio — Eq. (2.1), o equilibrio de Cauchy — Eq.

(A.4) — e arelacdo de equilibrio do problema fundamental — Eq. (B.3). Dessa forma, tem-se:
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[ piadT+ [buldQ=[ plu,dT + [ Au,dQ (2.8)
Q r Q

r
onde p; representa as forcas de superficie.

O deslocamento e a forga de superficie fundamentais sdo dependentes de duas
dimensdes: uma delas se refere a direcdo do deslocamento (equivalente a u, e uy) € a outra se
refere a diregdo de aplicagio da forca pontual, em x ou y. E devido a esta caracteristica que o
deslocamento u depende de dois indices na Eq. (2.3). Assim, essas grandezas podem ser escritas

em funcdo da direcdo de aplicacdo da forga concentrada e; da seguinte forma:

u, =ue (2.9)

P, =Dy€ (2.10)

Substituindo as Eq. (2.9) e (2.10) na Eq. (2.8), além de considerar também que o ponto
fonte esteja dentro do dominio, o ultimo termo integral resulta simplesmente no deslocamento
u aplicado no ponto fonte (u;e;), obtendo a Eq. (2.11). O termo e; pode ser cancelado, pois se

encontra presente em todos os termos da expressdo. Assim:

uf+lpyujdf=lugpjdr+iuybjd9 (2.11)

A Eq. (2.11) ¢ a chamada Identidade Somigliana, a qual representa uma formulagao
integral para o Problema de Valor de Contorno na elasticidade linear. Esta expressao determina
diretamente os valores de u] para qualquer ponto interno ao dominio, desde que sejam
conhecidos os valores de deslocamento e de for¢as de superficie em todo o contorno, além das
forgas de volume atuantes no dominio. Segundo as relacdes da elasticidade linear, sdo
determinadas também as tensoes e as deformagdes no ponto analisado. Vale citar também que,
usualmente em problemas da elasticidade, sdo consideradas for¢as de corpo nulas (b; = 0), entdo

a expressao pode ser escrita inteiramente em integrais de contorno como:

u; +jp;ujdl“ = Iu;pjdl“ (2.12)
r r

Conforme ja citado, a Eq. (2.12) possibilita a determinacdo dos deslocamentos em
pontos internos ao dominio (uf) desde que ja sejam conhecidos os valores das grandezas nos
pontos do contorno. Para que seja possivel resolver o problema de elasticidade, ¢ necessario
inicialmente encontrar esses valores no contorno, sendo que a Identidade Somigliana ndo ¢

aplicavel para tal.
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Assim, o ponto fonte deve ser levado para o contorno, seguindo uma técnica
denominada processo limite. Neste procedimento, as integrais da Eq. (2.12) se tornam
improprias, pois as solugdes fundamentais sdo singulares quando o ponto fonte se aproxima dos
pontos campo no contorno, ou seja, quando 7 tende a zero na Eq. (2.3) e na Eq. (2.4). Entdo, ¢
avaliado para qual valor tendem-se cada termo da equagdo integral. Isto ¢ feito a partir da
considera¢do de um dominio semicircular sobre o contorno, definido por um raio &, conforme
a Figura 2-1. Quando se aplica o limite com ¢ tendendo a zero, o dominio () tende a desaparecer,

entdo a posicdo do ponto fonte tende a estar sobre o contorno.

Figura 2-1: Inser¢@o de dominio circular ficticio para ponto sobre o contorno

FONTE: O autor.

Analisando primeiramente o tltimo termo da Eq. (2.11), ou seja, o termo de dominio, ¢
necessario estudar qual o resultado de sua integragio sobre o dominio Q quando ¢ — 0. Dessa
forma, na solugdo fundamental r ¢ substituido por ¢ e, além disso, o diferencial de dominio fica
dQ = ededf. O processo limite resulta em:

* gy . ‘92 & 1
j uyh,dQ = hm[jgl jo m(—(3 —4v)8, In(e) + g,l.g,j)gdgde} =0 (2.13)

J &0
Q

Na Eq. (2.13), a integracao resulta diretamente em zero quando o limite ¢ aplicado.
Portanto, ¢ possivel integrar este termo somente sobre o dominio €, como era ja efetuado

normalmente.

\

Para o termo de contorno referente a integracdo de u

*

ij» ¢ realizada uma analise

semelhante, calculando o resultado da integragio sobre o contorno I’ no limite com & — 0:
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l . p,dT = !giir&{ j: ﬁ(—@ —4v)In(e)3, +£,6 j)gde} ) (2.14)

Ao aplicar o limite, conforme apresentado na Eq. (2.14), o resultado vai para zero a
partir da aplicacdo da regra de L'Hopital no resultado da integra¢do. Vale observar que as
passagens da resolu¢ao do limite foram omitidas deste texto devido ao diferente foco do
trabalho, porém no texto de Andrade (2017) podem ser encontrados mais detalhes. Assim, da
mesma forma que ocorreu com o termo de dominio, para este termo basta fazer a integragao

sobre o contorno real I'.

Finalmente, o termo de contorno referente a integragdo de p;; ¢ analisado no processo
limite. Devido a forma mais complexa da solucdo fundamental — Eq. (2.4), sdo necessarias
algumas consideragdes sobre os termos da solugdo para que seja possivel encontrar o valor do

limite. Da Figura 2-1, pode ser escrito:

{cose}

F,=M; =3 . 0

st (2.15)
or

r/iin—>—=1
on

Assim, a solu¢dao fundamental da Eq. (2.4) ¢ escrita em funcdo de ¢ e 6, € o limite pode
ser resolvido:

® — . 0 1 2 2
[ pi].ujdl“:lglir(}( J, pi/(s‘,ﬁ)ujgd@):%l—(cos (6,)-cos’(@))u,  (2.16)

Para resolver a expressao anterior ¢ necessario definir os limites de integracao 0 e 0.

Nao ¢ possivel definir cada um desses valores para um dominio geral, porém, ¢ correto dizer

que a diferenca entre os dois ¢ sempre igual a w, em contornos suaves. Os pontos que sao

integrados devem sempre estar posicionados sobre contornos suaves, pois, caso contrario, o

vetor normal 7}, que ¢ utilizado nas solugdes fundamentais ndo pode ser definido. Portanto, da

Figura 2-1 ¢ possivel perceber que, se o contorno ¢ suave, no limite de ¢ — 0, tem-se que 61—
0> =—m. Assim, o resultado da Eq. (2.16) fica:

| -2 0 |
.[fp@/”fdr=_§5y”f ={ 0 _1/2}“1 (2.17)
Logo, a equacdo da Identidade Somigliana — Eq. (2.11) — pode ser escrita para pontos

sobre o contorno, com uso dos resultados do processo limite obtidos da seguinte forma:
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gy

s * 1 s * *
u +J.pyujdlﬁ—§8“u. :J'uﬂpjdr+juybjd£2 (2.18)
r r Q

a qual pode ser rearranjada e reescrita como:

ey + [ pyu,dr = [uip,dr + [ ujb,dQ (2.19)
r r Q

Na segunda expressao da Eq. (2.19) foram reunidos o primeiro e o terceiro termo da
Identidade Somigliana (aqueles referentes a u;) na matriz cf] Dessa forma, os trés casos

possiveis de pontos fonte sdo expressos em uma sé expressao, definindo diferentes valores para

essa matriz:

¢; =0 se ponto fonte fora do dominio

¢, =0, se ponto fonte dentro do dominio (2.20)

s 1
;= 55’7 se ponto fonte sobre contornos suaves

2.3. Formulacao hipersingular do MEC

Existe outra formulagdo do MEC, alternativa a formulacdo singular apresentada
anteriormente. Esta ficou conhecida como formulagao hipersingular, pois apresenta uma ordem
acima de singularidade em seus termos integrais. Ela ¢ obtida através da derivag¢ao da equacao

singular — Eq. (2.11) — em relagdo a posi¢ao do ponto fonte, ou seja:

1

S
ox;

ou; op;, ou,

o Doy ar=[ "par (2.21)
rox; - rox; -

A expressao acima pode ser entendida na mesma forma que a Eq. (2.19), porém com

novos nucleos das integragdes de contorno. Estes nticleos devem ser derivados das solugdes

fundamentais ja conhecidas. Conforme apresentado no Anexo B, as solugdes fundamentais sao

expressas em funcao do vetor r, portanto, para obter as derivadas em relagdo a coordenada xi

do ponto fonte deve ser realizada a derivada pela regra da cadeia:

o, ﬁu; or

yo_

o, or ox

(2.22)

o que vale de forma analoga para as forgas de superficie p;;.
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E comum que a derivada de r seja realizada em relacdo as coordenadas do ponto campo
f, devido a forma como esta grandeza ¢ definida (Anexo B). Assim, deve-se realizar uma

mudanca de coordenada nas derivadas:

L 223
ox;  ox/ @23)

Substituindo a Eq. (2.23) na Eq. (2.22) e fazendo de forma analoga para forgas de

superficie, obtém-se:

Guij .

a7

- (2.24)
k

Substituindo as relagdes da Eq. (2.24) na Eq. (2.21), resulta:
u, —L Py, dl = —L g, p,dT (2.25)

Utilizando a relacao deformagao-deslocamento do problema fundamental — Eq. (B.8) —
e a relacao tensdao-deformagdo da elasticidade linear — Eq. (A.12) — sobre a forma integral da

Eq. (2.25), obtém-se:
Oy = J.F D;kpidr - L S;kuidf (2.26)

onde os termos Dy € S;jj, sdo os novos nucleos integrais obtidos da formulagdo hipersingular.

Note que ndo se deve confundir o primeiro destes com o tensor constitutivo elastico (Djjx), 0

qual apresenta uma dimensao a mais em relagdo ao ntcleo integral.

A partir da passagem da Eq. (2.25) para a Eq. (2.26), o primeiro nucleo fica definido
como:

* *

D, =-o

ij ik

(2.27)

O segundo nucleo integral recebe os termos de forga de superficie que aparecem na Eq.
(2.25). Para meios isotropicos, ao substituir a relagdes de tensdo-deformagdo e deformacao-

deslocamento este nucleo resulta em:

ik — 2 1—-2v pn1l',n15jk (228)
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Ao substituir as expressdes das solugdes fundamentais, ¢ possivel obter as expressdes
explicitas dos nucleos nas Eq. (2.27) e Eq. (2.28). Estes sdo utilizados nas integracdes de
contorno, conforme mostrado na Eq. (2.26). As expressdes para estes nucleos estdo

apresentadas no Apéndice B — Eq. (B.22) e Eq. (B.23).

Analogamente a formulagdo singular o MEC, a Eq. (2.26) permite encontrar
informagdes de qualquer ponto interno ao dominio, desde que sejam conhecidas as grandezas
no contorno. Nesse caso, as componentes de tensoes sao obtidas. Uma forma de utilizagdo do
método seria a obtengdo das grandezas no contorno através da formulagao singular — Eq. (2.18)
e Eq. (2.20) — e entdo a utilizagdo das Identidades Somiglianas nas formas singular e
hipersingular — Eq. (2.12) e Eq. (2.26) — para obter deslocamentos e tensdes em quaisquer
pontos internos. Este procedimento ¢ realmente funcional para resolver os problemas
estruturais. Entretanto, em algumas aplicacdes ¢ interessante ter a possibilidade da utilizagao
da formulacdo hipersingular para obter as grandezas no contorno, como por exemplo no
chamado MEC Dual, para problemas da mecanica da fratura. Para isto, deve-se aplicar o

processo limite, analogamente ao realizado para a formulagdo singular no Item 2.2.

Ao realizar as andlises de cada termo da Eq. (2.26), de forma analoga ao que foi

realizado para a forma singular do MEC, ¢ obtida uma equacao semelhante a Eq. (2.18):

c.o -I—J.r S;kul.dr = JF D;kpl.dl“ (2.29)

i ik

onde o termo c;; ¢ 0 mesmo definido pela Eq. (2.20).

Substituindo o equilibrio de Cauchy — Eq. (A.4) — na Eq. (2.29), tem-se:
C;p; +771§J-r S;’kuidr = U;JFD;kpidr (2.30)

onde 1y, € o versor normal no ponto fonte, definido no Apéndice B.

A Eq. (2.30) ¢ conhecida como forma hipersingular do MEC escrita em forcas de
superficie para pontos sobre o contorno. E importante observar que, tanto a forma singular como
a hipersingular apresentam singularidades em seus nucleos integrais, isto €, as expressoes
passam por valores indefinidos. Por esta razdo, ¢ necessaria a aplicacdo de uma técnica
denominada subtracao de singularidade para ambas as formulacdes. Esta técnica ¢ apresentada

posteriormente neste capitulo.
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2.4. Aspectos computacionais do MEC

A solu¢do numérica das equacdes integrais do MEC apresentadas neste capitulo passa
pela aproximacgdo do contorno, por meio de sua discretizagdo em um numero finito de
elementos. Em problemas bidimensionais, estes elementos sdo unidimensionais, portanto,
analogamente a aproximacao de elementos finitos, existe uma func¢ao de forma unidimensional
que aproxima tanto a geometria quanto as grandezas fisicas sobre o contorno, a partir dos
valores nodais. Isto caracteriza os elementos utilizados como isoparamétricos. A
implementac¢ao realizada para o problema permite que se utilize qualquer grau de aproximagao

polinomial para estes elementos.

As fungdes de forma sdo compostas por polindmios de Lagrange, que realizam a
aproximacao do elemento de contorno por meio de polindmios escritos em fung¢do de uma

coordenada adimensional § € [—1,1]. As fungdes de forma podem ser escritas como:

#o-T1-2 @31)

J#

onde @:(§) € o polindmio de Lagrange de grau (n — 1) associado ao no i do elemento e &; sdo as

coordenadas adimensionais de cada no i.

Tratando-se de um elemento isoparamétrico, as fun¢des de forma interpolam tanto a
geometria quanto as grandezas fisicas a partir de valores nodais. Assim, € possivel escrever

qualquer uma dessas grandezas como:

(&)= ()X}
(&) = ¢ (uy (2.32)
p(&)=4.5p!

onde os indices k nas grandezas X¥, u¥ e p¥ indicam que estes sdo valores nodais.

A interpolacdo para grandezas bidimensionais pode ser escrita de forma matricial,

definindo vetores coluna u* e p* contendo os valores dispostos da seguinte forma:

1 n

k _ 1 n T
u = ul 1/!2 l/ll 1/!2

T
p'={p P - P P (2.33)
X ={x xi -oxroxi)
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sendo n o nimero de nds que compde o elemento de contorno k. Assim, ¢ possivel obter as

expressoes de (2.32) na forma matricial:

u(g) =@ (&)u’
p)=@E)p’ (2.34)
x(8) = ®(E)x"

Desde que a matriz de fungdes de forma ®(&) seja escrita da seguinte maneira:

4O 0 4O 0 235)

D(E) =
©=1"0 4© ~ 0 4@

Por meio dessa notagdo € possivel escrever as formulagdes do MEC para um problema
estrutural. Primeiramente, ¢ necessdrio entender o conceito de ponto de colocagdo. No
Apéndice B ja foi apresentado o que sdo pontos fonte e pontos campo. No MEC, os nos
candidatos a pontos fonte (i) sdo chamados pontos de colocagdo. Quando se utiliza elementos
de contorno continuos, todos os nds geométricos sao também pontos de colocagdo, o que nao
pode ser diretamente aplicado para elementos descontinuos, conceito que sera apresentado

posteriormente.

Os pontos fonte sdo aqueles para os quais € escrita uma expressao do tipo da Eq. (2.18)
, considerando tal ponto fonte com o n6 do indice s nesta equacao. Todos os pontos de colocagao
devem ser considerados como o ponto fonte, avaliando vérias vezes a Eq. (2.18). Entdo, sao
unidas as expressdes escritas para cada um deles, o que leva a um sistema de equacdes que
provém a solugdo do problema. Porém, existe um inconveniente dessa técnica. Da Eq. (2.4) e
Eq. (2.3) percebe-se que € necessario conhecer o vetor normal (7;) nesses pontos. Em uma
situacdo onde o ponto estd posicionado sobre um contorno nao suave do problema, como uma

“quina”, o vetor normal ndo ¢ definido.

Por este motivo, ¢ necessario garantir que todos os pontos de colocacdo estejam
posicionados sobre contornos suaves. Esta imposi¢cdo vale tanto para geometria quanto para
condi¢des de contorno: em pontos onde existe descontinuidade das grandezas prescritas
(deslocamento ou forca de superficie) ndo pode haver um ponto de colocacdo na extremidade
do elemento, para que a imposicao das condi¢des de contorno seja adequadamente efetuada.
Assim, surge a defini¢do de elementos continuos e descontinuos, conforme ilustrado na Figura

2-2.
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Figura 2-2: Elementos continuos (a), descontinuos (b) e semicontinuos (c)

p-u P p-u i i
{1 2 |3 4 s Qi 12 33440 s 6i6 U 2 334l s G
Eleml  Elem2 = FEleml = Elem2 = Eleml = Elem2
(a) (b) (c)

« nd = ponto de colocagio o nd descontinuo 2 ponto de colocagdo

FONTE: Andrade (2017), p. 49.

Os elementos continuos sdo utilizados em regides do contorno onde nao ha
descontinuidade das grandezas prescritas ou da geometria (auséncia de quinas ou
descontinuidades geométricas). Nestes elementos as posicdes dos pontos de colocacao
coincidem com as posigdes dos nds geométricos. Além disso, a presenca de nds na extremidade

do elemento faz com que elementos adjacentes compartilhem de um mesmo no.

Ja os elementos descontinuos e “semicontinuos” sdo utilizados em regides onde ha
descontinuidade das grandezas prescritas ou da geometria (geometria ndo-suave). Nestes
elementos, os pontos de colocacdo referentes aos nds das extremidades sdo deslocados para o
interior do elemento. Dessa forma, tais pontos ficam posicionados sobre uma regiao onde nao
ha descontinuidade de geometria ou de grandezas fisicas. Quando ambas as extremidades
apresentam descontinuidade, ¢ utilizado o elemento continuo propriamente dito e, quando
apenas uma das extremidades apresenta descontinuidade, ¢ utilizado o elemento

“semicontinuo”, conforme ilustrado na Figura 2-2.

Computacionalmente, a identificagdo dos elementos descontinuos e semicontinuos ¢
realizada, neste trabalho, previamente pelo usudrio. Os pontos de descontinuidade da malha
devem ser identificados por meio da duplicacdo dos nos geométricos na entrada de dados do
programa do MEC. Assim, os pontos de colocacdo referentes aos nos duplicados sdo

automaticamente deslocados para o interior de seus elementos correspondentes.

A distancia que os n6s descontinuos sao deslocados ¢ medida por meio da coordenada
& e ¢ estabelecida como 25% da distancia adimensional entre dois nds adjacentes do elemento
(Figura 2-3). Segundo Aliabadi (2002), a posi¢ao adimensional adequada para o né deslocado
estaentre = 0,5 e £ = 0,75 para elementos quadraticos, intervalo que contém a posi¢ao adotada.
Além disso, esta distancia ja foi testada e aplicada em trabalhos anteriores, como Leonel (2009),

Cordeiro (2015) e Andrade (2017), levando a resultados satisfatorios.
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Figura 2-3: Posicdo dos pontos de colocagdo em um elemento descontinuo.

14 14
‘_’—:f,,w/ Enel 1
O—x =2 0

gnzis étna’s

> » o
< L |

FONTE: Andrade (2017), p. 49.

»
>

Portanto, voltando a formulagdao computacional do MEC, utilizando a notagao matricial,
a equacdo integral singular — Eq. (2.18) — pode ser escrita facilmente para um ponto ponte fonte

i, sendo desprezado o termo de for¢as de campo, na seguinte forma:

C'u'+ [ P'udl = [ U'pdT (2.36)

* * ~ . . ~ ’ ~ .
onde P e U sdo matrizes quadradas de dimensdo 2, que contém as solugdes fundamentais p;;

*

e u;;, respectivamente. Além disso, a matriz C' ¢ a representa¢do matricial das expressdes da

Eq. (2.20), dependendo da posi¢ao do ponto fonte i.

Por meio da utilizacdo das interpolacdes mostradas na Eq. (2.34) e o carater

adimensional da coordenada & do elemento de contorno, a Eq. (2.36) pode ser escrita como:

Cu'+Y [ [ IIP*CDJAC(é)dé} u = Z[ [ IIU*cpJAC(g)dg} p* 2.37)
k=t L7 k=t L7
onde JAC(E) ¢ o Jacobiano da transformagao do espaco adimensional para o espago real, dado
por:
di(©) ,(du©)
JAC(E) = | Ele2 | 4| &0 (2.38)
dg dg

As integrais expressas na Eq. (2.37) podem ser calculadas diretamente pela quadratura
de Gauss-Legendre, pois estas ja estdo escritas sobre limites de integra¢do no intervalo [—1,1].
Nesta técnica, a integragdo ¢ substituida pela avaliacdo da fun¢do integrada nos chamados
pontos de Gauss (¢;), multiplicacao pelo peso equivalente do ponto de Gauss (w;) € somatdria

das parcelas relativas a cada ponto. Assim:

int

Cu' + Z [nZ(P*(I))K JAC(f,)a),}u" = Z &:(U*@); JAC(E) o, [p" (2.39)

=1 k=1 [ I=1

A Eq. (2.39) representa a equacao integral para um ponto de colocagdo particular i. Para

obter a representacdo completa do dominio do problema € necessario encontrar a influéncia de
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cada ponto de colocagdo sobre todos os outros do dominio. Assim, sendo N o numero de pontos
de colocacdo do problema, aplica-se a Eq. (2.39) N vezes, fazendo com que cada um dos pontos
de colocacao se torne o ponto fonte i em cada uma das vezes. Portanto, a equacao que descreve

o método pode ser escrita matricialmente como:

N N
Ciu’ +ZHlju/ — ZGUPJ (240)
J=1 J=1
onde W e p’ sdo os vetores colunas que contém as componentes de deslocamento e de forca de

superficie, respectivamente, nos pontos de colocacdo j. As matrizes H” ¢ GY representam a

influéncia do ponto fonte i sobre cada ponto de colocagao .

Os termos que multiplicam os deslocamentos a esquerda da Eq. (2.40), podem ser

agrupados em um so termo, desde que se considere:

i

H para 1# j

H' ={ (2.41)
H +C para i=j
Entdo, a Eq. (2.40) pode ser reescrita como:
> HW/ =) G'p’ (2.42)

J=1 J=1

A Eq. (2.42) representa as equagdes algébricas resultado da aplicacdo da formulagao
singular do MEC sobre os pontos de colocacdo, o que leva a um sistema linear de equagdes.

Este sistema pode ser escrito como:
Hu =Gp (2.43)

No sistema escrito pela Eq. (2.43), cada linha representa um grau de liberdade do
sistema. Por isso, em um problema bidimensional com N noés, a dimensdo total ¢ [2N, 2N].
Nesse ponto, ainda nao foram aplicadas as condi¢des de contorno do problema, assim o sistema

ainda ¢ singular.

A aplicagdo das condi¢des de contorno em deslocamento e em forgas de superficie se
da pelo procedimento denominado troca de colunas. A Eq. (2.43) ¢ reorganizada por meio de
colunas das matrizes H e G, passando para o termo da esquerda as colunas de G referentes a
graus de liberdade onde a forga de superficie € incognita e passando para o termo da direita as
colunas de H referentes a graus de liberdade onde o deslocamento ¢ conhecido, com a

adequagdo dos sinais. Assim, pode ser escrito um sistema na forma usual:
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Ax=f (2.44)

onde x ¢ o vetor coluna que contém as grandezas desconhecidas no contorno, A ¢ a matriz H
resultante da troca de colunas com G e f € o vetor coluna resultante da multiplicagcdo dos termos

a direita da Eq. (2.43), ap0s a troca de colunas.

Para a formulacdo hipersingular do MEC, ¢ aplicado o mesmo procedimento descrito

para a equacao singular. Portanto, a Eq. (2.30) pode ser escrita matricialmente como:

ﬂii(D*d))éJAC(@)a)l pt (245)

k=1 1=1 k=1 I=1

Cp+> n"IZm(S*tl))éJAC(é,)a),}uk - Z{

Note que, a diferenca entre a formulagdo hipersingular e a Eq. (2.39) se resume a
substituicdo do deslocamento do ponto fonte pela forca de superficie (no primeiro termo da
equacdo) e a substituicdo das solugdes fundamentais de deslocamento e for¢a de superficie
pelos nucleos da formulagdo hipersingular (D* e S™). Estes ultimos sdo a forma matricial das
solucdes fundamentais da Eq. (B.22) e Eq. (B.23). Tal forma matricial ¢ obtida de maneira
analoga ao que foi feito para P* e U*. Além disso, ' é uma forma matricial do versor normal

ao contorno no ponto fonte, definida como:

ni — |:771 0 772 0 :| (246)
0 7 0 n

onde cada uma das componentes do versor normal ¢ obtida por:

_¢,.(5)X]

b JAC(E)
49X

=TT IACE)

(2.47)

Conforme foi feito para a equacao singular, aplicando-se a Eq. (2.45) N vezes, uma para

cada ponto de colocagdo do problema, obtém-se:
X L N
Cp'+) H"w =) G"p’ (2.48)
Jj=1 Jj=1

onde as matrizes H’” ¢ G*7 diferem das matrizes da formulagdo singular — Eq. (2.40) — pois sdo
resultado da integracdo de diferentes nucleos integrais (D* e S¥). Da mesma forma que foram
agrupados os termos que multiplicam os deslocamentos na equagao singular, agora ¢ possivel

agrupar os termos que multiplicam forcas de superficie. Definindo G’/ da seguinte maneira:
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6” para 1# j

GY = . (249)
G -C para i=j
A Eq. (2.48) pode ser reescrita como:
ZHvqu — szp/ (2.50)
j=1 Jj=1

Note que a expressao acima apresenta a mesma estrutura da Eq. (2.42) proveniente da
formulagado singular. Portanto, a forma hipersingular também pode ser escrita em um sistema
matricial como a Eq. (2.43). Porém, ¢ importante enfatizar que as matrizes H> ¢ G’ se
diferenciam daquelas obtidas para a formulacdo singular, pois os nucleos integrais sao
diferentes, além da multiplicagdo por 0’ na formulagio hipersingular. A resolugio do sistema
matricial para obter as grandezas incognitas segue o procedimento j& apresentado para a forma

singular.

Vale observar que, tendo definido ambas formulagdes do MEC, tanto a forma singular
como a hipersingular resultam em um sistema de mesma estrutura. Assim, em um mesmo
problema ¢ possivel utilizar as duas formas, onde alguns nos podem utilizar a formulagdo
singular e outros, a formulacdo hipersingular. As linhas das matrizes H e G referentes a cada
no sao construidas utilizando as formas da Eq. (2.39) ou da Eq. (2.45), dependendo de qual
formulacao ¢ definida para cada um. Esta abordagem pode levar ao MEC Dual, que possibilita
a simulacdo de dois n6s na mesma posicao, os quais definem as duas faces de uma fissura, onde

cada um deles utiliza de uma formulagao diferente do MEC.

2.4.1. Subtrac¢ao de Singularidade

Conforme ja citado neste capitulo, o sistema de equacdes — como a Eq. (2.43) — ¢
construido fazendo com que cada ponto de colocacdo seja considerado o ponto fonte e integrado
sobre todo o contorno. Porém, as expressdes apresentadas até agora ndo sdo validas para a
integragdo de elementos que contém o ponto fonte. Pelas expressoes das solugdes fundamentais
— Eq. (B.14), Eq. (B.20), Eq. (B.22) ¢ Eq. (B.23) — ¢ possivel notar que estas sdo singulares
quando » — 0. A formulagdo singular apresenta singularidades da ordem de In(r) e (+"),
enquanto que para a formulacdo hipersingular, as ordens sdo de até (+%), chamadas de
singularidades superiores. Para que seja possivel aplicar o método, ¢ necessario utilizar a

técnica conhecida como subtracao de singularidade, a qual regulariza os nucleos de integragao,
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a partir da avaliacdo das integrais de forma analitica, no sentido de Valor Principal de Cauchy

(VPC) ou ainda Parte Finita de Hadamard (PFH) quando necessario.

A técnica de subtragdao de singularidade consiste na avaliagdo dos nucleos singulares
pela subtracao e soma de outro nucleo com a mesma ordem de singularidade. De forma que, o
primeiro deles tenha a mesma ordem de singularidade do ntcleo analisado, porém com sinal
oposto. J& o segundo tem integracao analitica conhecida, a qual ¢ obtida com base na resolugao
da integral impropria ou ainda a integracao no sentido do VPC e PFH. Genericamente, o

procedimento para avaliar um nucleo singular f pode ser expresso por:

L fdr = _[r[f —f T+ jrf*dr (2.51)
m Nao-singular m

Mais detalhes sobre este método podem ser encontrados em Aliabadi (2002) e Kzam
(2009). Inicialmente, ¢ considerado um elemento linear auxiliar tangente ao elemento & a ser
integrado, no ponto fonte. A Figura 2-4 ilustra este procedimento. No elemento auxiliar ¢
definida uma coordenada adimensional auxiliar, baseada na coordenada adimensional principal

&, que define o elemento £:

=& (2.52)

onde & ¢ a coordenada adimensional do ponto fonte no elemento k.

Figura 2-4: Representagdo do elemento auxiliar para subtragdo de singularidade

Elemento auxiliar

&=-1

FONTE: Andrade (2017), p. 41.

A expansdo em series de Taylor (truncada no termo de primeira ordem) ¢ escrita em
torno do ponto fonte, para a localizagdo de um ponto qualquer em fun¢do de sua coordenada

adimensional. Assim:

X; (&)= X (égo) X, 2 (":Zo)g =X (50) + ¢j,§ (Sgo))(ijg (2.53)
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onde X l] representam as coordenadas reais dos nos do elemento e ¢, (£o) sdo as fungdes de forma,

que interpolam geometria e grandezas ao longo do elemento a partir dos valores nodais.

ey , . Je .y * J4 1:
Com base no elemento auxiliar ¢ definida também a varidvel ', que ¢ utilizada nas
solucdes fundamentais dos nucleos adicionais apresentados na Eq. (2.51). Essa variavel

determina a distancia entre um ponto qualquer pertencente a esse elemento e o ponto fonte:

F(EE) = (%O -5(8)) +(6 @) -x)) (2.54)

Substituindo a expressdo de x;(&) — Eq. (2.53) —na Eq. (2.54), " pode ser escrito como:

r(&,&)=JACE)s (2.55)

onde JAC(&y) € o Jacobiano da transformagdo do espago adimensional para o espago real, dado
pela Eq. (2.38) aplicada no ponto . Por meio da interpolagdo pelas fungdes de forma, o

Jacobiano pode ser reescrito como:

JACE) =(4,:&X/ ) +(4,.O X)) (2.56)

Finalmente, inicia-se a aplicacdo da Subtracdo de Singularidade para a formulacao
singular do MEC, dada pela Eq. (2.18). Tratando primeiramente do termo referente a integral

*

de u;}, o nucleo adicional mostrado na Eq. (2.51) ¢ escrito como:

1

i G * 2.57
I = S S LB 08, Jg, (G)IACE) (2.57)

Propositalmente, o segundo termo da expressdo de u;; ndo faz parte da expressdo da Eq.

(2.57), isto porque este ndo conduz a um resultado singular quando »*— 0.

Prosseguindo, o primeiro nticleo f*, aquele com sinal contrario na Eq. (2.51), é resolvido
de forma numérica, cancelando a singularidade da integracdo principal. Ja o segundo nticleo ¢

resolvido de forma analitica. Entdo, a integragdo deste termo € escrita como:
* 1 * 1 * 1 %
jr u;p,dl = [ L u @, (E)JAC(E)dE - L fo dE+ L fANAL,ng} P, (2.58)

Na Eq. (2.58) ja foi realizada a mudanga de variavel de integracdo para a coordenada
adimensional &, modificando os limites de integragao e incluindo o Jacobiano da transformagao
JAC(¢) na avaliacdo da integral. Portanto, a primeira e a segunda integral da Eq. (2.58) podem

ser resolvidas diretamente de forma numérica. Para a obtengdo do terceiro termo, a integragao
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deve ser resolvida analiticamente. Como trata-se de uma integral imprépria, esta resolugao €
realizada por meio da divisdo da integral no ponto de singularidade, integrando cada um dos
termos até um valor diferencial nas vizinhangas do ponto de singularidade e fazendo o limite
onde esse valor diferencial tende para zero. Assim o resultado do terceiro termo da Eq. (2.58)

fica assim definido:

(1+&) In([JAC(E)(1+&)]) + (1= &) In (JAC(E,) (1 - &)| ) +

1 £
SanarrdS = 4, (2.59)
.L _(1_650)_(1"'50)
onde A4 representa uma matriz de constantes, definida por:
—(3-4v)o, JAC
4O AAEIACE) 60

ru(l—-v)

A Eq. (2.59) nao ¢ definida para & = £ 1, ou seja, ¢ somente valida para elementos
descontinuos. Nestes elementos o ponto fonte nunca esta nas extremidades dos elementos, pois
estas apresentam descontinuidades de grandezas ou de geometria. Nestes elementos, quando
existe um ponto geométrico localizado na extremidade do elemento, o ponto de colocacao
correspondente ¢ deslocado para dentro do elemento, forgando com que este nunca esteja

exatamente na extremidade, conforme anteriormente apresentado neste texto.

Para elementos continuos, ¢ necessario avaliar a Eq. (2.59) com & = £+ 1. Assim,

aplicando limite e resolvendo pela regra de L'Hopital, obtém-se:

[ furdé =4 2In(20ACE)))-2] . parag=2+1 (2.61)

Procedendo da mesma forma para o termo da Eq. (2.18) referente a integracdo de p;;, o
nucleo adicional pode ser escrito como:

-1

S = oy L2075 =) (EMIACE) (2.62)

Novamente um termo da solugdo fundamental p;; ndo faz parte do nucleo adicional f "

Isto se deve ao fato de que, pela utilizagdo do elemento auxiliar, como na Figura 2-4, 7" e  sdo
perpendiculares. Assim, /0y = 0 e, novamente, o termo multiplicado por esta derivada na

solucao fundamental ndo ¢ singular.

Na equagio integral, o primeiro termo f~ é resolvido numericamente, visando anular a

singularidade com o nucleo principal. Ja o segundo termo ¢ resolvido analiticamente, no sentido
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do VPC, devido a sua ordem de singularidade. Assim, pode-se escrever esta integragdo com a

mudanca de varidvel incluida, da forma que permita sua resolu¢do numérica:
* 1 * 1 * 1 %
J Pt =| [ i EIACEAE [ frundé [ fined |u, (2.63)

A avaliacdo do terceiro termo da Eq. (2.63) segue a resolugdo da integracdo no sentido

do VPC, para o qual mais detalhes podem ser encontrados no trabalho de Aliabadi (2002). A

resolucdo da integral e processo limite resulta em, denotando este termo de VPCp* :

VPC . = 4,In i_ % (2.64)
0
onde 41 ¢ uma matriz de constantes, escrita por:
1-2v)(n.r,—n.r,
Al :_( )(77;’”,, 77/7',1)¢m(§0) (2_65)

4z(1-v)

A Eq. (2.64) também nao ¢ definida para pontos fonte onde & =+ 1, ou seja, elementos
continuos. Para avaliar o valor do VPC nesses pontos, ¢ realizado o processo de limite

resultando em:

VPCp* =FA4 In(2) , paraé,==*1 (2.66)

Vale observar que nos termos constantes 41, dados pela Eq. (2.60) e Eq. (2.65), o termo
referente a fun¢do de forma ¢, (Eo) € na verdade uma matriz de fungdes de forma, conforme a
Eq. (2.35). Isso se deve ao carater bidimensional do problema, onde as fun¢des de forma, as
quais sao definidas somente em relagdo a uma coordenada, interpolam grandezas de duas
dimensdes. Assim, para obter os termos 41 ¢ necessario realizar uma multiplicacdo matricial,

obtendo como resultado uma matriz de dimensao igual a matriz de fungdes de forma.
Em seguida, a subtragcdo de singularidade ¢ aplicada a formulag¢do hipersingular do
MEC. Para o termo referente a integragdo de D;j, € definido um nucleo auxiliar que representa

a parte nao singular deste termo:

_ 1 N
Dy (9)= m[(l _2")(’%5;7 7,04 ~ 10y ) +2r, ’fj’fk] (2.67)

T % ~ I3 R *
sendo que o termo D;j;, apresenta a mesma expressdo, porém utilizando 7 no lugar de r.
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A partir deste termo, pode ser escrito o termo adicional — representado na Eq. (2.51) —
que regulariza a integragao:

f* Duk (é:o)

4,(E)IAC(E) (2.68)

A parcela ndo singular da integragdo (f— f da Eq. (2.51)) pode entdio ser escrita em
funcdo do nucleo auxiliar da Eq. (2.67):

' PRy (eacieriz

m [ Dypdl=n|" p; (2.69)

-J! Py, @ ACE g + | frcdd

Substituindo a Eq. (2.55) e a Eq. (2.52), a expressao acima pode ser reescrita como:

i Duk(ﬁ) D)y ) b+

JAC
@A)~ L e

n | Dy pdl =n;
1 *
[ fincdé

onde a primeira integragao pode ser calculada numericamente via integracao de Gauss.

A segunda integracdo da Eq. (2.70) deve ser obtida analiticamente no sentido do VPC.
A partir da Eq. (2.67) e Eq. (2.68), este termo pode ser avaliado da seguinte maneira, sendo

denotado como VPCD*

J- Dz/k(é:o j (ENIAC(E,))dE = I % (&)de (2.71)

Aplicando a técnica do VPC para resolver a integragdo acima, obtém-se:

1=

2.72
+& @7

VPC . = Di(&)9, (50)111

A expressdo acima ¢ semelhante a subtracdo de singularidade do termo p” na formulagdo
singular — Eq. (2.64) — e, portanto, sua avaliacdo em pontos onde |£o| = 1 pode ser realizada de

forma analoga:

VPC,. = FIn(2) D ()¢, (£,) . para &=+1 (2.73)
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Por fim, ¢ analisada a integragdo do nucleo S;j;. Neste caso, note que parte da solugdo

fundamental ¢ multiplicada por 0r/dy, que é naturalmente zero, conforme explicado
anteriormente. Além disso, a solugdo apresenta singularidade superior, da ordem de (+?), a qual,
para ser regularizada, necessita também da expansdo em Série de Taylor (truncada no termo de

primeira ordem) das fun¢des de forma no elemento auxiliar:

6. =4,(&)+8,.(E)e (2.74)

Vale observar que, até entdo, esta expansao foi considerada como truncada na ordem
zero, entdo o valor das fungdes de forma no elemento auxiliar eram considerados exatamente

iguais aos valores do elemento original.

O nucleo integral desse termo ¢ dado pela Eq. (B.23). A partir desta é definido

novamente um nucleo auxiliar como a parte ndo singular da solugao:
S, (&)=S,r
i (8) =Syr (2.75)
C ~ ’ oqe sk
sendo que o termo S;j;, representa a mesma expressdo, porém utilizando 7.

Assim, o nucleo adicional que regulariza a integragcdo pode ser escrito como:

- Sp(&)
(')

Utilizando este termo para regularizar a primeira integracao da Eq. (2.30) e substituindo

f 8, (E)TAC(E) (2.76)

a Eq. (2.74) para as funcdes de forma, a integragdo pode ser escrita como:

Si(&)
(£-&,) JACE)

) g (NACE) -

D (S0) +

.[FS;"dr:.[—ll —+ ¢+
_ Sk (é:o)
ERESTNCERRE

[ Fncd&+ [ frmydé

(2.77)

onde os termos do versor normal # no ponto fonte e os deslocamentos u; foram omitidos, pois

permanecem multiplicando a integragcdo da Eq. (2.77) da mesma forma que anteriormente.

Na Eq. (2.77) a primeira integragao ¢ singular e pode ser resolvida numericamente via
integracdo de Gauss. Os dois ultimos termos precisam ser obtidos analiticamente. Devido a

presenca de duas diferentes ordens de singularidade, estes foram separados nos termos fi;pc €
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fpru»> sendo que este Ultimo deve ser calculado no sentido de PFH, devido a sua ordem de

singularidade superior. Tratando primeiramente do termo referente ao VPC:

e[ Sn) 2.78
[ icde = [ Gaciaatns G 2.78)

Realizando a integracao no sentido de VPC, obtém-se:

vpe, = Sl @) -, (2.79)
TUIACE) 1+

A Eq. (2.79) s6 ¢ valida para pontos onde |&o| # 1. Avaliando no limite para pontos onde

|&o| = 1, obtém-se:

Sr (N, (&)
JAC(&))

VPC.. =FIn(2) , parag ==1 (2.80)

O termo restante da Eq. (2.77) a ser integrado analiticamente ¢ expresso por:

Uoe o S (&) _ S (&) . 2.81
J._lfPFHdé I-1W”’(§O)dg JAC(§0)¢”1(§O)J‘1€_2d8 ( )

A integracdo acima deve ser resolvida no sentido de PFH pois apresenta uma
singularidade de uma ordem superior (¢72). Nesta ordem, a integra¢do no sentido de VPC nio
obtém um resultado regular. Esta técnica de integracdo se baseia em tomar apenas como
resultado a parte finita resultante da integrag¢@o no sentido de VPC. Enfatizando apenas o termo

dependente de ¢ na Eq. (2.81), tem-se:

| %daﬂimﬂ et | l“%}hm 2 (2.82)
-1 g e>0| I-1-¢) ¢ & & 0| g 1_50 1+§0

Na Eq. (2.82) observa-se claramente que o primeiro termo dentro do limite tende a

infinito quando ¢ — 0. Quando ¢ realizada a integragdo no sentido de PFH, tal termo ¢

desprezado e apenas a parte finita ¢ tomada como solugdo. Assim, essa integragao resulta em:

:s[,k@()wm(éo){_ L } .89

STUJACE) | 1= 14§

Novamente, a Eq. (2.83) s6 ¢ valida quando |&o| # 1. Ao avaliar esta expressao para os

valores extremos, obtém-se:
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(1) Sk(E), () _ 2 24
PFHS* (2j JAC(E,) , parad,==l1 ( )

Vale mencionar que a técnica de simplesmente desprezar os termos singulares da Eq.
(2.82) como foi realizado ndo resulta em um erro matematico no método, pois, as somas dessas
partes infinitas se anulam quando todos os elementos de contorno singulares do problema sao

integrados, desde que o contorno seja fechado.

Portanto, para a subtracdo de singularidade do ntcleo integral S;;;, a parcela analitica
da integracdo se divide em duas. Assim, ¢ necessaria a soma das Eq. (2.79) e Eq. (2.83) na
integracdo de elementos singulares com a formulagdo hipersingular. Note que, ao utilizar esta
formulacao, € necessario que |o| # 1, para qualquer ¢. Pois, pela Eq. (2.74) e sua utilizagdo nas
seguintes expressoes, torna-se necessario que as derivadas das fungdes de forma sejam
definidas e unicas em quaisquer pontos fonte. Isto s6 ¢ obtido quando sdo utilizados somente
elementos descontinuos na discretizagao do contorno, pois a presenga de um ponto de colocagao
na extremidade do elemento levaria a uma descontinuidade em ¢,, . Assim, ndo ¢ necessario

implementar as Eq. (2.80) e Eq. (2.84).

Finalizando este item, ¢ importante mencionar que as integragdes dos nucleos regulares
aqui apresentados — representadas pela parte ndo-singular da Eq. (2.51) — sdo resolvidas via
integragdo numérica de Gauss. As expressdes dessas integragdes apresentam termos
proporcionais a (& — &)!, os quais ndo podem ser avaliados quando & = &. A resolugdo de

carater numérico da integral garante que esse inconveniente ndo aconteca.

2.5. Técnica de sub-regioes do MEC

Neste trabalho ¢ dada forte énfase a andlise de dominios ndo-homogéneos. Esta ¢
realizada por meio da utilizagdo da técnica de sub-regides do MEC, ou seja, subdominios de
diferentes comportamentos mecanicos sao simulados via MEC e acoplados. A técnica de sub-
regides foi apresentada inicialmente por Rizzo e Shippy (1968) e atualmente ¢ bastante

difundida e consolidada, sendo utilizada em diversos trabalhos na area.

O ponto principal da técnica consiste no tratamento das interfaces que delimitam os
subdominios. Para a constru¢do das integrais de contorno das formula¢cdes do MEC, todos os
elementos devem fazer parte de um s6 dominio especificado, pois as integrais sdo avaliadas
somente em pontos de colocacdo e elementos de mesmo dominio. Assim, sobre as interfaces

sao definidos pares de elementos na mesma posic¢ao, conforme ilustrado na Figura 2-5. Cada
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um do par pertence a um subdominio diferente, o que define em quais integrais estes elementos

sdo considerados.

A formulagdo do MEC (singular ou hipersingular) ¢ aplicada em cada subdominio
isoladamente, originando um sistema de equacdes do tipo da Eq. (2.43). Denominando-se o
nimero de subdominios de Np, ¢ possivel escrever o sistema global ao considerar todas as sub-

regioes:

Np Np
> Hu, => Gy, (2.85)
i=1 i=1

Figura 2-5: Discretizagdo de um dominio ndo-homogéneo (a) em subdominios homogéneos (b) através
da técnica de sub-regides

(a) 30 ‘o —»Ps

e Pontos de colocagdo do contorno
o Pontos de colocagdo da interface (b)
FONTE: Andrade (2017), p. 54.

Sobre cada interface ¢ necessario ainda realizar o acoplamento de deslocamentos e
forcas de superficie. Conforme mostrado na Figura 2-5, identificam-se as grandezas de cada
lado da interface pelos indices (+) e (—), onde cada um destes pertence a um subdominio
diferente. O niimero de pontos de colocacdo do contorno ¢ igual a n., 0 numero total de
interfaces é igual a Ny e o nimero de pontos de colocacio de cada interface k é n¥. Dessa forma,

a Eq. (2.85) pode ser reescrita em funcdo dos pontos de colocagdo do problema:

n/2 n/2

ZHU“ +Z ZH<+> <+>+ZH<> uc, :Zlcﬁpj"'
n= j:

s
+Z Z G{p(,) + Z G P,

(2.86)
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O sistema acima ndo apresenta solugdo possivel, pois existem ainda mais incognitas do
que equagdes nos termos da interface. E necessario aplicar as condi¢des de compatibilidade na
interface para que a solugao seja possivel. Neste ponto evidencia-se outra imposi¢ao da técnica:
além dos elementos nas interfaces serem construidos em pares na mesma posi¢ao, cada par deve
ser constituido por nds exatamente na mesma posicao, para que os pontos de colocagdo possam
ser compatibilizados um a um. As condi¢des sdo compatibilidade de deslocamentos e equilibrio
de forcas de superficie para os pontos de colocagdo presentes nas interfaces. Tomando por
hipdtese que ndo exista escorregamento entre as interfaces, as condi¢cdes podem ser expressas
por:

U, =g (2.87)
Pl =P |
Substituindo as relagdes da Eq. (2.87) na Eq. (2.86), esta pode ser reescrita como:

nf 2 _ nf /2 _
Z;HU ’+Z Z(Hi’i> Hl<n—>)“7+) ZGUP +Z Z(Gi’i> Gi’i>)PE’+> (2.88)
j= n=

Os termos u?ﬂ e p?ﬂ da expressdo acima sdo os deslocamentos e forgas de superficie
de um ponto de colocagao de cada par presente na interface. Pelas relagdes da Eq. (2.87), o
conhecimento destes dois vetores ¢ suficiente para obter a resposta em todos os pontos da

interface. Note que ambas sdo grandezas desconhecidas no problema, portanto, devem ser

escritos a esquerda na Eq. (2.88), resultando em:

of f2 ) Ny | /2 , Je oo
ZH"u +Z 2 (my e Juty =3 3 (GE -GE et (=267 (289)
n= = n= J=

A Eqg. (2.89) tem entdo solucao possivel quando se impdem as condi¢des de contorno
do problema por meio da aplicagdo da troca de colunas. A igualdade entre nimero de incognitas
e namero de equagdes no sistema fica garantida, pois o nimero de linhas nos termos H/u' e
GYp’ ¢ determinado pelo indice i, o qual tem dimensdo igual ao niimero total de nos do

problema. J4 o nimero de incognitas é formado por: n. do contorno, (N,)n¥ /2 do vetor u?ﬂ e
(N))n¥ /2 do vetor p?ﬂ, o0 que totaliza também igual ao numero total de nos do problema. Vale

observar também que o processo de troca de colunas acontece somente com as grandezas do
contorno, pois tantos deslocamentos como forgas de superficie sdo sempre incognitos em nds

das interfaces. Assim, a troca de colunas para imposicao das condi¢gdes de contorno ¢ realizada
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somente com as matrizes H” e G”, ndo interferindo nas matrizes relacionadas com a interface

(identificadas por (+) e (-)).
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3. ACOPLAMENTO DOMINIO/ENRIJECEDOR

Neste trabalho, o acoplamento dominio/enrijecedor € realizado, inicialmente, por meio
da usual técnica de acoplamento MEC/MEF, na qual o dominio bidimensional ¢ simulado pelo
MEC e os elementos enrijecedores sao simulados por elementos uniaxiais do MEF. Em
sequéncia, o método que descreve o comportamento dos enrijecedores ¢ substituido pelo
MECID, originando o acoplamento MEC/MECID. O capitulo aborda o modelo no qual tanto

dominio quanto enrijecedor apresentam comportamento elastico-linear.

Conforme ja mencionado nos capitulos introdutorios desta dissertacdo, a forma de
acoplamento utilizada no trabalho reune vantagens de ambos os métodos numéricos, o que
resulta em uma abordagem bastante eficiente e robusta. Inclusive, vale mencionar de antemao
que o acoplamento MEC/MECI1D traz uma abordagem a priori mais adequada, pois ambos os
elementos estruturais sdo descritos por métodos numéricos com a mesma formulacdo, cuja a

diferenca entre eles consiste somente em sua dimensao (uni e bidimensional).

Neste capitulo sera apresentada uma breve revisao bibliografica sobre o assunto, além
da formulagdo necessaria para a construcao dos acoplamentos MEC/MEF e MEC/MECI1D
considerando a ndo-homogeneidade do dominio, ou seja, a técnica de sub-regides do MEC e
uma original abordagem que permite ao enrijecedor superar a limitacdo de estar
necessariamente imerso dentro de um subdominio do MEC. Ao final, a resolugao de aplicagdes
numéricas ilustra a validagdo da formulag¢do apresentada e a potencialidade e robustez do
método utilizado, por meio da resolu¢do de um problema com complexa geometria e condigdes

de contorno.

3.1. Revisao bibliografica: abordagens acopladas para dominios enrijecidos

O acoplamento entre os métodos numéricos MEF e MEC para a analise de estruturas
foi apresentado inicialmente nos trabalhos de Zienkiewicz et al. (1977) e Atluri e Grannell
(1978). Desde entdo, diversos trabalhos foram publicados referentes ao tema, tornando as
técnicas de acoplamento reconhecidamente bem estabelecidas. Alguns trabalhos ja podem ser
considerados classicos neste contexto: uma completa revisdo sobre o assunto pode ser
encontrada em Beer ¢ Watson (1992) e Stamos e Beskos (1995); os trabalhos de Ganguly,
Layton and Balakrishna (2000) e Elleithy, Tanaka and Guzik (2004) apresentam mais detalhes
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sobre o estado da arte e Bialecki et al. (2002) discute limitagdes e vantagens deste tipo de

acoplamento.

Dentre os diversos trabalhos publicados com base nestes modelos de acoplamento,
pode-se destacar: Brebbia e Georgio (1980), os quais utilizaram elementos de contorno
constantes e elementos finitos quadraticos para o acoplamento, obtendo bons resultados;
Swoboda et al. (1987) utilizaram uma abordagem que trata as sub-regides de MEC como
regioes equivalentes do MEF; Aour et al. (2007) utilizaram a técnica para tratar problemas da
mecanica da fratura, empregando elementos de contorno nas faces das fissuras, enquanto o
dominio ¢ analisado via MEF; Troyani e Pérez (2014) mostraram que os resultados obtidos por
meio do acoplamento MEC/MEF sdo satisfatorios na simulagdo de compodsitos com
componentes de comportamento elastico e viscoeldstico, ao comparar com resultados
experimentais € modelagens puramente com MEF; Fernandes, Pituba e Souza Neto (2015)
apresentaram uma analise multiescala para materiais heterogéneos com base neste
acoplamento; problemas de interacdo solo-estrutura também foram tratados em Rizos e Wang

(2002) e Romero, Galvin e Dominguez (2013).

Merecem destaque também autores do departamento SET/EESC, os quais realizaram
diversos desenvolvimentos com base nesta abordagem: Coda e Venturini (1996) utilizaram a
técnica para andlises elastodindmicas bidimensionais e posteriormente em problemas
tridimensionais em Coda e Venturini (1999); Leite, Coda e Venturini (2003) simularam a
presenca do enrijecedor por meio da técnica de multi-regides do MEC e compararam os
resultados com os obtidos pelo acoplamento MEC/MEF convencional, obtendo respostas
satisfatorias; Mesquita e Coda (2002a,b) apresentaram uma formulagdo viscoeléstica enrijecida
com base neste acoplamento; Botta e Venturini (2003) estudaram problemas de contato na
interface dominio-enrijecedor por meio da consideragdo de um modelo ndo-linear de
escorregamento; Leonel (2009) estudou a propagacao de fissuras em dominios enrijecidos,
utilizando enrijecedores com comportamento elastoplastico e escorregamento entre enrijecedor

e dominio.

Mais recentemente, Buffon (2018) apresentou uma técnica alternativa formulada com
base neste acoplamento. Os elementos enrijecedores unidimensionais foram representados por
meio de uma abordagem unidimensional do MEC (MECID), cuja solugdo fundamental
utilizada ¢ a solugdo para elementos de barra carregados axialmente, a qual pode ser encontrada
em Banerjee e Butterfield (1981), Antes (2003) e Cruz (2012). Assim, caracteriza-se o chamado

acoplamento MEC/MECI1D, o qual mostrou, no trabalho de Buffon, resultados mais estaveis
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em relacdo a perturbagdes proximas as regides de descontinuidade dos enrijecedores. Dessa
forma, este acoplamento ¢ objeto de estudo desta dissertagao e tera sua formulacdo expandida

para problemas mais gerais nos capitulos seguintes.

3.2. Formulac¢iao do acoplamento

Conforme citado anteriormente, na técnica de acoplamento dominio/enrijecedor, o
dominio ¢ simulado via MEC e os elementos enrijecedores sdo simulados via MEF (ou
MECID, alternativamente), por meio de elementos uniaxiais (treli¢as, por exemplo), de ordem
qualquer. Os dois métodos numéricos sao acoplados mediante condigdes de compatibilidade e
equilibrio entre pontos pertencentes tanto ao dominio quanto ao enrijecedor. Esta técnica se
baseia na sobreposi¢do dos métodos numéricos, ou seja, dado um dominio bidimensional Q, os
elementos enrijecedores sdo imersos em Q e posicionados sobre uma linha T, conforme
ilustrado na Figura 3-1. A interagdo entre os elementos estruturais (dominio e enrijecedor) €
chamada de aderéncia e causa o surgimento de forgas distribuidas, denominadas linhas de carga.
A técnica de acoplamento pode ser entendida como se o enrijecedor fosse retirado do dominio
Q e apenas seu efeito sobre Q fosse considerado. Esse efeito ¢ traduzido por uma forga atuante

em pontos internos, seguindo a linha T, ou seja, a linha de carga.

Figura 3-1: Técnica do acoplamento dominio/enrijecedor

FONTE: O autor.

Por agdo e reacdo, a forca atuante no elemento enrijecedor ¢ igual e oposta a forca

atuante no dominio, vide Figura 3-1. Além disso, ¢ considerado que a unido
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dominio/enrijecedor seja realizada de forma perfeita, isto €, sem a existéncia de deslocamento
relativo (escorregamento). Assim, a compatibilidade de deslocamentos e o equilibrio de forcas

podem ser escritos como:
(3.1)

onde os indices D e E representam, respectivamente, dominio e enrijecedor (no caso, elemento
finito ou elemento de contorno unidimensional). Vale citar também que fp e fr sdo os valores
nodais da carga distribuida sobre a linha T'. Estes valores, interpolados, representam a carga

distribuida com variag¢io polinomial de ordem dada pela discretizacdo de T.

Primeiramente, para formular a equagao integral de contorno do dominio, ¢ levada em
consideragao a linha de carga (forcas fp) aplicada sobre pontos internos ao dominio
bidimensional. Na forma integral do MEC eléstico — Eq. (2.18), essas for¢as de aderéncia sao
entdo tratadas como forgas de corpo (b), sendo que a regido de atuacdo destas forcas ¢ uma
linha. Por defini¢do, o volume da linha tende a zero (Q — T), fazendo com que a integral de
dominio possa ser avaliada como uma integral de contorno. Assim, para a formulacao dos
pontos do contorno, nao sao adicionados novos graus de liberdade no dominio I', pois o efeito

do enrijecedor ¢ inserido no termo das forcas de corpo, resultando na seguinte expressao:
cou’ +Jp;ujdf = Iu;pjdf+ju; (fo )J_ dr (3.2)
r r r

Em seguida, deve-se avaliar as grandezas fisicas do dominio nos nos internos que se
posicionam sobre o elemento enrijecedor. A equacdo integral para pontos internos da
formulagdo eléstica deve ser escrita considerando que os pontos internos sejam tais nos. Essas
equagoes determinam entdao os deslocamentos no dominio que serdo compatibilizados com os
deslocamentos obtidos pela formulagao do enrijecedor. Novamente, os nos do enrijecedor nao
sdo adicionados como novos graus de liberdade em I' e a forca de contato deve ser considerada
como uma for¢a de volume aplicada sobre a linha de carga (descrita pelos nés do enrijecedor).

Essa expressao € escrita como:
(“D),- zju;p_idF—Jp;u/dF+Iu; (fD)j dr (3.3)
r r r

As Eq. (3.2) e Eq. (3.3) podem ser escritas algebricamente por:

Hicue =GeePe + Gty (3.4)
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up, =Gpepe —Hyce + Gl (3.5)

onde o indice C nos vetores u e p indicam que estas sdo grandezas do contorno, ja o indice D
representa grandezas dos enrijecedor. Além disso, a nomenclatura das matrizes H e G auxilia

na clareza das informagdes para a implementagdo computacional:
Hcc ¢ a matriz H do MEC para pontos do contorno integrados sobre o contorno;
Gcc ¢ amatriz G do MEC para pontos do contorno integrados sobre o contorno;
Gcr ¢ a matriz G do MEC para pontos do contorno integrados sobre a fibra;
Grc ¢ a matriz G do MEC para pontos da fibra integrados sobre o contorno;
Hrc ¢ a matriz H do MEC para pontos da fibra integrados sobre o contorno;
Grr ¢ a matriz G do MEC para pontos da fibra integrados sobre a fibra.

Finalmente, a ultima equacdo necessaria ¢ a formulacdo do enrijecedor, MEF ou
MECI1D, que relaciona a linha de carga com os deslocamentos nodais. Para ambos os métodos

numéricos, esta expressao pode ser escrita algebricamente da seguinte forma:
Kpup = Gfp (3.6)

Quando se utiliza o MEF, Kk ¢ a matriz de rigidez ¢ Gk ¢ a matriz denominada lumping
matrix, que transforma a forga distribuida sobre a linha de carga em forgas nodais equivalentes.
Quando se utiliza 0o MEC1D, estas mesmas matrizes podem ser obtidas a partir das matrizes do

método de contorno, o que sera detalhado posteriormente neste capitulo.

Assim, o sistema de equagoes a ser resolvido fica determinado pelas Eq. (3.4), Eq. (3.5)
e Eq. (3.6), com a imposi¢ao das condi¢des de compatibilidade de equilibrio dadas pela Eq.
(3.1). Isto resulta em um sistema quadrado e linear de equagdes, que pode ser escrito da seguinte

maneira:

HCC 0 _GCF Uc GCC

FC I _GFF u, r= GFC {pc} (3.7)
0 K, G; f, 0

Na Eq. (3.7), nem todos os deslocamentos do contorno uc sao incognitas, pois ainda ¢
necessaria a aplicacdo das condigdes de contorno essenciais (em deslocamentos). Portanto, para
aresolu¢do do sistema de equacgdes ¢ realizado ainda o procedimento de troca de colunas, usual

ao efetuado no MEC. Nos pontos de deslocamento conhecido, a for¢ca de superficie pc €
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incognita, entdo trocam-se as colunas relacionadas a este grau de liberdade entre as matrizes a
esquerda e a direita da Eq. (3.7). Dessa forma, o membro a esquerda passa a conter todas as
incognitas (xc), o que inclui os valores nodais uc e pc desconhecidos; j4 o membro a direita
contém todas as grandezas conhecidas (pc), o que inclui os valores nodais uc e pc impostos. O

sistema da Eq. (3.7) pode entdo ser reescrito como:
e {f)c} (3.8)

O sistema de equagdes agora descrito pela Eq. (3.8) resulta em um sistema linear do tipo
Ax = b e pode ser resolvido simplesmente pela inversao da matriz a esquerda, obtendo todos
os deslocamento e for¢as de superficie no contorno, além de deslocamentos e for¢as nodais nos
elementos enrijecedores. Para o conhecimento de grandezas em outros pontos internos ao
dominio (bidimensional), devem ser aplicadas as Identidades Somigliana das formas singular e
hipersingular do MEC. Estas relagdes sdo expressas nas Eq. (2.11) e Eq. (2.26) do capitulo
anterior. As expressoes aplicadas nesta abordagem se diferem das duas equagdes citadas, pois
deve-se inserir o termo corresponde a linha de carga, considerado como uma forga de corpo.

Assim, a expressao para deslocamentos internos fica:
u; = J.u;pjdl"—‘[p;ujdl"+‘[u; (fD )j dr (3.9)
r r r

Enquanto que a expressdo para tensoes, i.e., a forma hipersingular fica:
o = | DypdT+ [ Dy (fy),dT ~ [ Sjudr (3.10)

onde os nucleos integrais S* e D* sdo expressos pelas Eq. (2.27) e Eq. (2.28).

A obtencdo de tensdes e deformagdes nos elementos do enrijecedor ¢ realizada de
acordo com o método utilizado para sua representacao (MEF ou MEC1D). Cada um destes sera

detalhado em seguida.

3.3. Formula¢ao do enrijecedor via MEF

A abordagem unidimensional do MEF ¢ bastante conhecida pela aplicacdo em trelicas
planas, onde cada elemento ¢ formado por dois nds nas extremidades, originando respostas de
tensdo e esforco normal constantes. Este caso ¢ uma particularizacdo da abordagem utilizada

no trabalho, a qual permite a utiliza¢ao de elementos unidimensionais com qualquer nimero de
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nds e, consequentemente, aproximagdes de graus superiores para as grandezas fisicas. Mais
detalhes sobre esta formulagdo podem ser encontrados em Zienkiewicz e Taylor (1977) e

Proenga (2018).

Inicialmente, considera-se um solido de volume V' e contorno I', solicitado por
carregamentos p em seu contorno I, forcas de campo b sobre o dominio e com condigdes de
contorno em deslocamentos. Para este Problema de Valor de Contorno (PVC) pode-se escrever
o equilibrio do problema em forma fraca mediante o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),

conforme a seguinte expressao:

T _ T T
IV&-; ch_jVau de+Lp6u pdl’ , Vou G.11)

onde as grandezas indicadas por 6 representam os campos virtuais.

Um ponto qualquer do corpo apresenta os deslocamentos verticais e horizontais u € v,
os quais sdo agrupados em um vetor u. Tensdes e deformagdes sdo também agrupadas em
vetores ¢ ¢ € por meio da notagdo de Voigt. Dessa forma, € possivel escrever a relagdo de
compatibilidade — Eq. (A.9) para o caso bidimensional — de forma matricial com uso da matriz
de operadores diferenciais B, tanto para o campo real quanto virtual de deformagao:

¢=Bu (3.12)
0 =Bou

Além disso, a relagdo constitutiva — Eq. (A.16) no estado plano de tensdes — pode

também ser escrita de forma geral por meio da matriz constitutiva D:
o =Deg (3.13)

Substituindo as relagdes de compatibilidade — Eq. (3.12) — e a relacdo constitutiva — Eq.

(3.13) — na expressao do PVT — Eq. (3.11) — ¢ obtido:

[ 8u"B"DBudV = du'bdV +| Su'pdl , Wu (3.14)
14 V Fp

Em seguida, deve-se inserir a aproximagdo das grandezas adequada ao MEF. Neste
sentido, tanto deslocamentos, quanto tensdes e deformacoes sdo aproximados pela combinagao
linear das fun¢des denominadas func¢des de forma, as quais ponderam os valores nodais,

conforme a seguinte expressao para deslocamentos:

u(x) = ¢, (X)u,

3.15
v(x) = ¢,(x)v, 1)
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onde u; e v; sdo os deslocamentos nodais horizontais e verticais. Ainda, o vetor X representa as
dimensdes do problema (x; e x2, no caso bidimensional). Esta expressdo pode ser escrita de
forma matricial, identificando a matriz de fun¢des de forma @, tanto para os campos reais

quanto virtuais de deslocamento:

u(x) =Pu,

du(x) = ®du, (3.16)

onde o vetor u(x) guarda os deslocamentos do ponto analisado € un 0s deslocamentos nodais.
Os campos de deformagdes reais e virtuais sdo também aproximados da mesma forma:

£(x) =B®u,

(3.17)
de(x) = BDSu,

Assim, se observa que ambos os campos reais e virtuais do problema sdo aproximados
pelas mesmas fungdes de forma ®, o que caracteriza a forma fraca do PTV como forma

variacional do método de Galerkin.

Por fim, os campos aproximativos, escritos pela Eq. (3.16) e Eq. (3.17) sdo substituidos
na expressao do PTV — Eq. (3.14), fazendo com que a condi¢do para que tal expressdo seja

vélida para qualquer dun seja:

[ (B®)' D(B®)u,av = | ®"bay + jrp ®"pdl (3.18)

Notando que o vetor un € uma constante, pois representa os valores de deslocamentos
nodais, e pode ser escrito fora da primeira integral da Eq. (3.18). Assim € possivel perceber que
tal expressdao define um sistema de equacdes lineares cujas incognitas sao os deslocamentos
nodais, o que caracteriza o sistema algébrico do MEF. Portanto, a matriz que multiplica o vetor

un vem a ser a matriz de rigidez (K):
K=[ (B®)'D(B®)dV (3.19)

A parte a direita da Eq. (3.18) representa um vetor de termos independentes dos
deslocamentos, usualmente chamados de termos livres, denotado no MEF por vetor de forgas

nodais equivalentes feq, dado por:

f, = ch1>de1/+ jrp ®"pdll (3.20)

De posse dessas equacgdes, € possivel escrever o sistema linear que define o MEF:
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Ku =f (3.21)

A Eq. (3.21) permite determinar os deslocamentos nodais un a partir da aplicacdo da
técnica dos elementos finitos e condigdes de contorno do PVC. Tal técnica consiste no ja
conhecido procedimento da discretizacdo do dominio por nos que delimitam os elementos
finitos, onde a solu¢ao dos campos de deslocamentos local (de cada elemento) compde por meio

de combinagao linear, o campo global.

O procedimento apresentado acima pode ser particularizado para a forma como ¢
aplicado neste trabalho, em elementos unidimensionais com aproximagao qualquer, o que esta

ilustrado na Figura 3-2.

Figura 3-2: Elemento unidimensional de aproximagao qualquer.

X1

FONTE: O autor.

No elemento finito unidimensional, somente a dire¢ao longitudinal (eixo X; na Figura
3-2) ¢ aproximada, visto que ndo existe resisténcia a esfor¢os na direcdo transversal por
hipotese. Assim, os deslocamentos transversais sao tratados como movimento de corpo rigido
e sdo, a priori, livres. Para este tipo de elemento existe apenas tensao e deformagdo na direcao

longitudinal e a matriz de rigidez pode ser facilmente expressa na forma indicial por:

L
K, =EA| ¢, 4, dx (3.22)

onde o modulo de elasticidade £ e a area do elemento 4 foram considerados constantes, por

hipotese, o que permite que sejam independentes da dire¢do x da integracao.

A integracdo da Eq. (3.22) pode ser resolvida de forma numérica pela quadratura de
Gauss-Legendre. Dessa forma, a integral ¢ substituida pelo somatorio dos nucleos aplicados a

cada ponto de integracao (&), multiplicados pelos seus respectivos pesos (wx). Além disso,
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deve-se multiplicar pelo médulo do Jacobiano da transformacdo de coordenadas, o qual pode

ser encontrado para cada ponto por:

IACI(&) = (4. OX,) +(4.OL) (3.23)

onde Xi e Y sdo as coordenadas nodais globais horizontal e vertical, respectivamente.

Assim, a matriz de rigidez ¢ entdo avaliada numericamente por:

K, =EA{ZP¢,§(@>¢M(@)JAC(fk)wk (324)

onde N, ¢ o nimero de pontos de integracao total utilizado no elemento.

O vetor de forcas equivalentes dado pela Eq. (3.20) origina a chamada lumping matrix
— Gena Eq. (3.6) — visto que a linha de carga atuante no elemento finito ¢ uma carga distribuida,
cujos valores nodais sdo expressos no vetor fg. Logo, o vetor p deve ser aproximado pelas

fungdes de forma, analogamente a Eq. (3.16), obtendo:
p = ®f; (3.25)

Substituindo a Eq. (3.25) na Eq. (3.20) e considerando forcas de campo nulas, fe; pode

ser expresso na forma indicial por:

(ﬂﬁg:“ﬁ@@dﬁ(@) (3.26)

Note que o vetor fg € constante e ¢ retirado da integral na Eq. (3.26), o que identifica a

lumping matrix no termo entre colchetes dessa mesma expressao, ou seja:

(@%=ﬁ¢%ﬁ (3.27)

Analogamente ao processo feito para matriz de rigidez, a Eq. (3.27) também ¢ resolvida

pela quadratura de Gauss-Legendre.

E importante comentar sobre a obten¢do das fungdes de forma ¢;, as quais, para o
elemento unidimensional, sdo definidas em funcdo de apenas uma coordenada adimensional ¢.
Essas fungdes sdo construidas através dos polindmios de Lagrange, para os quais existe a
seguinte expressao que determina o polindmio de grau qualquer em fun¢do das coordenadas &;

dos nds do elemento:
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¢,-(§)=]j %

J#i

(3.28)

onde 7, ¢ o0 nimero total de nos presente no elemento finito.

As derivadas das fungdes de forma sdo também facilmente obtidas através da seguinte

expressao geral:

np 1 ﬂp 5 _ 5
4=, H[ ’fj (3.29)
’ Jj=1 gi - 95_;‘ k=i é:i - é:k
J#i k=#j
O desenvolvimento apresentado até aqui ¢ valido para o sistema de coordenadas local.
Para a construcao das matrizes globais da estrutura é necessario que as matrizes de todos os

elementos sejam escritas em um mesmo sistema de coordenadas, denominado global. Para tal,

basta definir uma matriz de rotagao R que realize a transformacao dos sistemas, tal que:

G _
u,’ =Ru,

(3.30)
£ = Rf,

onde os indices sobrescritos G indicam as varidveis escritas no sistema global.

Portanto, as matrizes escritas no sistema global, chamadas de Ke ¢ Gk na Eq. (3.6),

podem ser escritas a partir de:

T

v =(R)K(R)

K (3.31)
G, =(R)G,(R)'

O sistema linear do MEF, fazendo as alteracdes pertinentes na Eq. (3.21) fica escrito

por:
Kiu, =f+G.f; (3.32)
onde f'sdo as forcas nodais concentradas e fe os valores nodais da carga distribuida. Note que

existe correspondéncia entre a Eq. (3.32) e a Eq. (3.6) apresentada para o acoplamento, quando

se fazf =0 ¢ un = uE.
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3.4. Formulac¢io do enrijecedor via MEC1D

Considera-se um elemento unidimensional, como aquele ilustrado pela Figura 3-2,
solicitado por uma carga distribuida p. A equacdo governante do PVC, em forma forte, pode

ser escrita como:
Edu,, =—p (333)

onde u ¢ o deslocamento no eixo axial do elemento e entende-se x como sistema local,

equivalente a x1 da Figura 3-2.

Aplicando o Método dos Residuos Ponderados, no qual, para o MEC, a fungao peso

adotada ¢ a solucdo do problema fundamental, obtém-se:
LL(EAuH +plu'dr=0 (3.34)
A Eq. (3.34) ¢ entdo integrada por partes duas vezes, resultando em:
(EAu’xu*)‘g +_[0L [u EAu; +pu*de =0 (3.35)

A equacao de equilibrio — Eq. (3.33) — deve ser aplicada também no problema

fundamental, ou seja, pode-se escrever que:

*

Edu', =-p (3.36)

Substituindo a Eq. (3.36) e aplicando a relagdo constitutiva e de compatibilidade

unidimensional na Eq. (3.35), a seguinte expressao ¢ obtida.

(Nu*)L—(u N*)g—J.OLu p*dx+I:p u dx=0 (3.37)

0
onde N ¢ o esfor¢o normal axial do elemento.

A principal propriedade do problema fundamental, como no caso 2D, ¢ que as forgas de
campo sao traduzidas por uma func¢do Delta de Dirac (A) aplicada no ponto fonte (s). No caso

1D, diz-se que a propria carga distribuida ¢ uma Delta de Dirac na dire¢ao axial:
p =N (3.38)

Substituindo a Eq. (3.38) na Eq. (3.37) € possivel eliminar uma integragao de dominio,

obtendo:
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u%{NJK+@uWﬁ—Eyﬁﬁ:0 (3.39)

onde u* ¢ o deslocamento axial do ponto fonte.

A solucao fundamental para o caso 1D pode ser obtido em Cruz (2012) e ¢ expressa em
termos de deslocamentos pela Eq. (3.40) e em esfor¢os normais pela Eq. (3.41). Estas grandezas
sdo agora escritas com dois indices subscritos sf, identificando sua dependéncia em relagdo ao

ponto fonte e ao ponto campo, primeiro e segundo indices, respectivamente.

* ‘xf - xs
=L ol 3.40
sign(x, —x,)

= (3.41)

onde sign() representa a fun¢do sinal e xre xy sdo as coordenadas locais do ponto campo e ponto

fonte, respectivamente.

Para a obtencao da solu¢ao do problema via MEC, a Eq. (3.39) deve ser avaliada para
cada n6 que descreve a malha de contorno, variando ponto fonte e ponto campo. De acordo
com a dimensdo do problema, a malha de contorno ¢ composta somente por dois pontos: 0 nd
de uma extremidade do elemento (1) e o n6 da extremidade oposta (), resultando assim em um

sistema de dimensao dois, expresso por:

_an 1 + Nnn un unl unn Nn qn
onde ¢ e g, sdo dados pela seguinte expressao:

Lo,
g=[ pidx (3.43)

De forma analoga ao método bidimensional, as matrizes da Eq. (3.42) compostas pela
integragdo das grandezas fundamentais podem ser denominadas de H e G, resultando em um

sistema;:

Hu=Gn+q (3.44)

onde u ¢ o vetor que contém os deslocamentos u1 € u,, n € o vetor que contém os esforcos

normais N1 e N, e q € dado pela Eq. (3.43).
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A formulacdo do MECID descrita contempla naturalmente apenas o contorno do
elemento unidimensional, i.e., os dois nos extremos do elemento. Inconvenientemente, essa
abordagem limita a aproximagdo da forca distribuida atuante no elemento por um
comportamento linear. Para contornar esta desvantagem, ¢ de interesse que seja possivel
considerar qualquer nimero de nés no elemento. No MECI1D, isto significa incluir expressdes
para pontos internos. A partir da Eq. (3.39) pode-se escrever, para um ponto interno j qualquer,

a seguinte expressao:

uj—N_;ul+1\ﬁu =—u,N,+u,N, +q, (3.45)

jn’n

A Eq. (3.45) ¢ entdo inserida no sistema dos pontos extremos — Eq. (3.42) — resultando

cm:
I_Nl*l 0 Nl*n U, ”1*1 0 ”:1 N, q,
=N, 1 N, |qu;r=lu, 0 u, |{N,r+1g, (3.46)
_N:I 0 1+N:n un u:l 0 u:n Nn qn

O sistema obtido na Eq. (3.46) possibilita representar qualquer nimero de pontos
internos, sendo que, para cada ponto considerado, ¢ adicionada uma linha no sistema.
Independentemente de sua dimensao final, este sistema pode ser descrito de forma matricial

também pela Eq. (3.44), sem prejuizos ao desenvolvimento da formulacao.

Na sequéncia, trata-se da integracao que resulta no vetor q — Eq. (3.43) — e € necessario
observar que, da mesma forma que no MEF, a carga distribuida p ¢ aproximada pela
interpolagdo dos valores nodais (f;) através das funcdes de forma ¢; (dadas pelos polindmios de

Lagrange — Eq. (3.28)). Assim, a Eq. (3.43) pode ser reescrita como:
L « L *
0. = [, b fusde=| [} a1 (3.47)

Note que os valores nodais f; sdo constantes e podem ser expressos fora da integral. O
termo entre colchetes na Eq. (3.47) € resolvido numericamente através da quadratura de Gauss-
Legendre. Este termo resulta em uma matriz denominada de G. Assim, a Eq. (3.44) fica escrita

na seguinte forma:
Hu = Gn + Gf (3.48)

Para resolucao do sistema da Eq. (3.48), toda a expressao ¢ multiplicada pela inversa da

matriz G, obtendo:
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G'Hu=n+G"Gf (3.49)

Vale observar que, da forma como definida na Eq. (3.46), a matriz G ndo ¢ inversivel.
Porém, note que as linhas centrais do sistema sdo formadas por equagdes de pontos internos ao
dominio. No MEC, estas equacdes ndo interferem no resultado dos pontos do contorno. Assim,
¢ possivel impor que os termos Gj; referentes aos pontos internos recebam valores iguais a EA/L
ao estabelecer que N;=0, sem prejuizo ao produto Gn. Assim, a matriz G torna-se inversivel, a
resposta do sistema ndo ¢ afetada e o propdsito da consideracdao do ponto interno ¢ mantido.
Além disso, os valores dos esfor¢os normais em pontos internos podem ser recuperados através

de equilibrio de forgas, desde que se obtenham os valores corretos nas extremidades.

A Eq. (3.49) apresenta um formato equivalente ao sistema obtido pelo MEF
unidimensional — Eq. (3.32). Assim, esta formulagdo pode ser descrita pela mesma expressao
matricial, desde que as matrizes locais Kt e Gk sejam dadas por:

K, =(R)G"'H(R) (350)
G _

=
I
Zz
g
X
Z
-

Portanto, a Eq. (3.32) pode ser reescrita para o MEC1D da seguinte forma:
Kiu=n+G.f (3.51)

a qual permite obter a solu¢do do problema em deslocamentos para todos os nds. Além disso,

pelo rearranjo desta expressao € possivel obter os esfor¢os normais para os nds extremos:
n=K u-G.f (3.52)

Em nos internos, a relagdo de equilibrio da barra unidimensional ¢ utilizada para obter

os valores de esforcos normais. Esta relagdo pode ser expressa como:
N =-p (3.53)

A integracao da Eq. (3.53) e substituicao de p pela interpolacao dos valores nodais — p;

= ¢/(&)fj, € obtida a relagdo que permite obter o esfor¢o normal em um ponto interno j:
Xj
N, =N,-| " e s, (3.54)

onde X; ¢ a coordenada do ponto interno j. A integral da Eq. (3.54) ¢ também resolvida
numericamente por meio da quadratura de Gauss-Legendre. Sendo que, neste caso devem ser

efetuadas duas mudancas de coordenadas: primeiro do sistema real para o adimensional (&), e
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segundo do sistema adimensional usual (¢ entre —1 e 1) para o novo intervalo de —1 a &. Essa

segunda mudanga resulta no seguinte Jacobiano equivalente Jg:

J, = (3.55)

Além disso, a coordenada adimensional resultante ¢ dada por:

g +1
2

E=(&+1) 1 (3.56)

3.5. Formulac¢io para dominios nio-homogéneos

A formulacdo de acoplamento descrita anteriormente impoe que todos os enrijecedores
estejam posicionados inteiramente dentro de uma sub-regido do MEC, o que ja foi citado como
uma limitacdo desta abordagem por Buffon (2018). A representagdo de dominios nao
homogéneos requer que tal limitacdo seja contornada, além da utilizacdo da técnica de sub-
regidoes do MEC, descrita no Item 2.5. Para isto, neste capitulo ¢ apresentada a técnica
denominada connection element, a qual permite que elementos enrijecedores cruzem interfaces

de sub-regides do MEC.

O principal problema da existéncia de enrijecedores passando por interfaces entre
dominios (ou sub-regides) estd nas expressoes do MEC — Eq. (3.2) e Eq. (3.3) — e, mais
precisamente, nos termos que integram a linha de carga. Para estes termos, cada elemento que
compde os enrijecedores deve ser integrado conforme os procedimentos descritos
anteriormente, i.e., sobre o contorno no qual o elemento se insere. A Figura 3-3 ilustra os casos

possiveis de cruzamento entre enrijecedores e interfaces de sub-regioes.

Na regiao onde existe o cruzamento entre enrijecedor e interface ha duas possibilidades:
existéncia de um n6 exatamente sobre a interface, como a Figura 3-3 (a), ou existéncia de um
elemento que cruza a interface, como na Figura 3-3 (b). A primeira op¢ao impede a aplicagao
da equacdo de pontos internos do MEC — Eq. (3.3), pois ndo se pode mais classificar o no i
como ponto interno, devido ao seu posicionamento exatamente sobre a interface, que ¢ um
contorno. Ja a segunda op¢ao também nao se mostra viavel, pois o elemento J fica sem dominio
definido (Q1 ou ), impossibilitando a realizacdo das integrais do MEC que compdem as
matrizes Gcr e Grr no sistema resultante do acoplamento — Eq. (3.7). Assim, ambas as

possibilidades ilustradas pela Figura 3-3 ndo podem ser aplicadas no modelo.
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Figura 3-3: Possiveis cruzamentos entre enrijecedor e interface de dominios.

(a) (b)
FONTE: O autor.

A alternativa viavel observada foi o posicionamento de um elemento especial,
denominado connection element, que cruza a interface, conforme ilustrado na Figura 3-4. A
criacdo deste se da através da insercdo na entrada de dados de um né duplicado na malha de
elementos enrijecedores e posicionado exatamente sobre a interface, como os nos i e i+1
ilustrados a esquerda da Figura 3-4. Semelhante a técnica do elemento “semicontinuo” no MEC
2D — Figura 2-2 (¢), o programa computacional movimenta os nos i € i+1 sobre a linha de cada
um dos elementos vizinhos, J-1 e J, deslocando-os um quarto do comprimento total de cada
elemento. Isto faz com que ambos os nds i e i+1 se distanciem da interface, criando um gap
entre os elementos adjacentes J—1 e J. Sobre este gap ¢ criado o connection element, unindo os

nos i e i+1, como na Figura 3-4, a direita.

Dessa forma, nenhum no6 € posicionado exatamente sobre a interface, contornando o
problema da opc¢ao (b) ilustrada na Figura 3-3. Além disso, o elemento especial criado ndo faz
parte verdadeiramente da malha de elementos enrijecedores, pois ndo ¢ integrado nas equacdes
de contorno — Eq. (3.2) e Eq. (3.3), ou seja, ndo compde as matrizes Ger € Grr. O connection
element compde somente as matrizes Ke e Ge — Eq. (3.6), construidas pelo MEF ou MECID.
Nesta expressao, a existéncia de um elemento que ndo tem seu dominio definido para o MEC
bidimensional ¢ irrelevante. Assim, singularidades sdo evitadas e a compatibilidade de

deslocamentos pode ser adequadamente imposta.
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Figura 3-4: Estratégia utilizada para enrijecedores que cruzam interfaces de dominios
connection element

FONTE: O autor.

Observa-se que o connection element ¢ sempre definido por apenas dois nds, ou seja,
apresenta aproximacao linear. Além disso, ¢ normalmente de pequenas dimensdes para que a
precisdo da aproximagdo ndo seja prejudicada por sua presenga. Devido a seu baixo grau de
aproximagao, ndo ¢ necessaria integragdo numérica e suas matrizes sdo facilmente escritas de

forma analitica, como mostrado a seguir.

Caso o método numérico utilizado seja o MEF, a matriz de rigidez e a lumping matrix,

ambas em relagdo ao sistema local, podem ser dadas por:

1 -1]E4
K_L 1}7 (3.57)

(13 16
GF—L/é 1/3} (3.58)

Alternativamente, se o método for MEC1D, as matrizes a serem obtidas sio H, G e G,

cujas expressoes no sistema local sdo:

[y2 -2
H_L/Z 1/2} (3.59)
G:{O _I}L (3.60)
~1 0 |2E4

_ 16 13]-1
G{1/3 1/6}2EA -6
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Vale mencionar que as propriedades mecanicas do connection element (E, A) sdo
adotadas como iguais aos elementos adjacentes. Além disso, ainda é necessario aplicar a rotagao
—Eq. (3.31) — nas matrizes apresentadas acima para obter as matrizes globais que sao inseridas

em Kk e Ge.

A funcionalidade desta abordagem se explica pelo trabalho do connection element como
um transmissor de esfor¢o. Para os dominios bidimensionais, a formulagdo entende que existem
duas fibras enrijecedoras independentes em cada sub-regido. Nessa situagdo, o esfor¢o normal
deveria chegar a zero na extremidade de cada um dos elementos enrijecedores J—1 e J. Porém,
0 connection element realiza a transmissao do esforco entre estes dois elementos, sem passar
pelos dominios. Assim, os elementos vizinhos tém em sua extremidade uma forma de
transmissao de esforgo entre si, sem que haja influéncia no equilibrio da interface entre as sub-
regides bidimensionais. O resultado ¢ a existéncia de uma distribui¢ao de esforgos continua no

enrijecedor, passando por um valor finito diferente de zero sobre a interface dos dominios.

3.6. Exemplos de aplicacdo da formulacio de acoplamento

Neste item sao apresentados exemplos numéricos que fazem uso da formulagao descrita
neste capitulo para descrever dominios nao-homogéneos enrijecidos. A primeira aplicacao visa
a validag@o do modelo proposto, por tanto, os resultados obtidos sdo comparados com valores
de referéncia, para os quais um modelo no software ANSYS ¢ construido. A segunda aplicacao
trata de um problema mais complexo, o qual visa ilustrar a robustez e potencialidade da
formulacao proposta na analise de problemas de engenharia. Nestes exemplos, as unidades

fisicas omitidas sdo escritas com base em [kN, cm].

3.6.1. Aplicacio 3.1: Validaciao do acoplamento

Nesta aplicag@o ¢ analisada uma estrutura composta por dois dominios com diferentes
propriedades materiais e a presenga de 3 fibras longas, ilustrada pela Figura 3-5. Este exemplo
numérico objetiva validar a estratégia do connection element, para permitir que a fibra atravesse
a interface, além das formulagdes de acoplamento via MEC/MEF e MEC/MECID. Para isto,
os resultados obtidos na analise sdo comparados com resultados presentes na literatura e com a

analise numérica por meio do software ANSYS.

Ambos os dominios I e II sdo elasticos e isotropicos e a Figura 3-5 ilustra as seguintes

propriedades fisicas: modulos de elasticidade dos dominios I e II (£1 e Eu), coeficientes de
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Poisson dos dois dominios (vi € vir), modulo de elasticidade da fibra (E), tensao de escoamento
da fibra (o)) e area da fibra (4). Vale citar que En foi definido em funcdo de Ei, visando

possibilitar a andlise de diferentes casos nao-homogéneos, incluindo o problema homogéneo.

Figura 3-5: Estrutura analisada na Aplicacao 3.1, dimensdes em cm.

||||Illl|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII P Dominios

E; =250000
Ey = aE,
vy =vy =0.25

=

20

20

Carregamentos
q=5.0
P=30

20

Fibras

E =2000000
o, = 100
A=0.001

20

WL

5 190 5
FONTE: O autor.

Para a analise via MEC do dominio bidimensional foi utilizada uma malha com 72
elementos de ordem quadratica. Destes, 56 estdo presentes no contorno externo e 16 na interface
entre os dominios I e II. Lembrando que, segundo a técnica de sub-regides do MEC, na interface
os elementos devem ser posicionados aos pares com posicao coincidente, portanto, na verdade,
na interface existem 8 pares de elementos quadraticos. A malha de elementos de contorno conta
com uma totalidade de 152 nds. As fibras enrijecedoras foram simuladas por elementos
enrijecedores uniaxiais, sendo que cada uma foi discretizada em 50 elementos quadraticos,
totalizando uma malha de enrijecedores com 150 elementos e 306 nds. Uma representagdo da
malha do modelo de elementos de contorno ¢ ilustrada na Figura 3-9 (b). Foi verificada

convergéncia para esta malha por meio de uma andlise prévia.

Uma primeira analise ¢ realizada considerando o pardmetro a = 1, obtendo um problema
idéntico a estrutura com dominio homogéneo. Buffon (2018) apresentou resultados semelhantes
ao caso homogéneo deste exemplo, os quais podem ser utilizados como referéncia para a
formulacao ndao-homogénea com a = 1. Para referéncia foram utilizados os resultados com

MEC/MECI1D apresentados no trabalho citado.

Para exibir os resultados no contorno ¢ definida uma variavel S, que percorre o perimetro
da estrutura, tendo origem na extremidade inferior esquerda e seguindo o sentido anti-horario.

A Figura 3-6 ilustra os deslocamentos horizontais (x) e verticais (y) para a formulagdao com 2
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regides implementada no trabalho, em comparagdo com o resultado para o problema
homogéneo, como apresentado por Buffon (2018). Os acoplamentos MEC/MEF e
MEC/MECID forneceram resultados coincidentes, € por isso no grafico apenas a série “2

Regides” representa os valores para ambas as técnicas.

Figura 3-6: Deslocamentos no contorno para a = 1
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E— Buffon (2018) Adassaaast
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0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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FONTE: O autor.

A Figura 3-6 deixa claro que a resposta para o contorno foi satisfatdria, ja que ndo houve
diferencas entre a resposta obtida e a referéncia. A validade dos resultados no contorno ¢ um
bom indicio de que a resposta do problema esta correta. A seguir sdo discutidos os resultados
nas fibras, os quais devem validar a utilizacdo do connection element sobre a interface entre

dominios.

A Figura 3-7 apresenta os resultados de deslocamentos verticais e horizontais obtidos
para a fibra inferior, em fun¢do da varidvel S definida como a projecao da dire¢ao horizontal
sobre o comprimento do enrijecedor, com origem na extremidade esquerda da fibra com S =
0,05 m e final na outra extremidade com § = 1,95 m. Novamente ndo houve diferencas
significativas ao utilizar MEC/MEF ou MEC/MECID e ambos sdo representados no grafico
pela série “2 Regides”. Esta figura demonstra ainda que a resposta obtida estd adequada. Para
as fibras central e superior, os resultados de deslocamentos nao sdo apresentados neste texto,
pois seguem a mesma tendéncia da Figura 3-6. Portanto, conclui-se que diferencas substanciais
nao foram observadas entre os deslocamentos encontrados e os de referéncia para todos os

elementos enrijecedores.

Finalmente, sdo analisados os esfor¢os normais nas fibras. A discussao destes € o ultimo
ponto para concluir que os resultados sdo validos. Conforme ja obtido por Buffon (2018) e

outros autores (LEITE, CODA e VENTURINI; 2018; ROCHA, VENTURINI e CODA; 2014),
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este tipo de acoplamento gera certa perturbagao dos resultados de esforcos e forcas de superficie
proximo as extremidades da fibra. As modificagdes implementadas ndo visam diminuir estas
perturbagdes, mas sim permitir que o enrijecedor atrevesse a interface entre dominios, levando
a resultados consistentes. Novamente, em funcdo da mesma variavel S sdo apresentados os
resultados de esfor¢os normais nos trés elementos enrijecedores na Figura 3-8. Neste caso, os

resultados obtidos por MEC/MEF e MEC/MECI1D sao apresentados no grafico e comparados.

Figura 3-7: Deslocamentos no enrijecedor inferior para a = 1
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FONTE: O autor.

Figura 3-8: Esfor¢os normais nas fibras: inferior (a), central (b) e superior (c) para o = 1
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Pode ser observado na Figura 3-8 que o comportamento da resposta foi 0 mesmo para
qualquer uma das trés fibras presentes na estrutura. As oscilagdes nos esfor¢os proximas as
extremidades da fibra foram observadas tanto na resposta para a analise ndo-homogénea via
MEC/MEF e MEC/MECID quanto nos resultados de Buffon (2018). Com a inser¢ao da
interface que cruza as fibras, o efeito foi o aparecimento de oscilagdes proximas a interface
(regido de S = 1 m nas figuras), as quais se assemelham bastante com as perturbagdes de
extremidade. Dessa forma, esse comportamento ¢ avaliado como aceitavel para a formulagao,
J& que esta apresenta usualmente tal comportamento em regides proximas a descontinuidades,
conceito que abrange tanto as extremidades quanto as interfaces entre dominios. Vale observar
também que ambos os resultados via MEC/MEF e MEC/MECID apresentam a mesma
tendéncia, o que valida o modelo proposto com ambas as formulagdes. Conforme ja observado
por Buffon (2018), a utilizacdo do acoplamento MEC/MECID resulta em perturbagdes de
menor intensidade e mais localizadas em comparagdo ao MEC/MEF, porém esta diferenca foi

pouco perceptivel nesta analise.

A seguinte analise consiste na adocao de a = 0,2. Assim observa-se um problema
efetivamente nao-homogéneo. Neste caso, como referéncia de resultados, foi criado um modelo
de elementos finitos no ANSYS que simula essa estrutura. Tal modelo ¢ composto por 16000
elementos de chapa lineares (PLANE182) nos dominios ¢ 570 elementos de trelica lineares
(LINK180) nos enrijecedores. Para o acoplamento dominio/enrijecedor no ANSYS ¢ necessario
que os nds dos elementos de trelica coincidam com os nos da malha bidimensional, fazendo
com que nao haja graus de liberdade adicionais para o enrijecedor. A malha totaliza 16281 nos
e ¢ ilustrada pela Figura 3-9 (a). Esta malha apresentou convergéncia, se mostrando

suficientemente refinada para a representacao do problema tratado.
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Figura 3-9: Representacdo das malhas de elementos finitos do modelo construido no ANSYS (a) e de
elementos de contorno para o modelo proposto (b)

(b)

FONTE: O autor.

Conforme ja validado na primeira analise, os dois tipos de acoplamento (com MEF e
com MECID) levam a resultados aceitaveis quando utilizados em conjunto com o connection
element. Assim, por se mostrar mais eficiente (BUFFON; 2018), o acoplamento MEC/MEC1D
¢ utilizado para gerar os resultados apresentados nesta segunda andlise. Inicialmente sdo
apresentados os resultados para o contorno, ilustrados pela Figura 3-10, onde sdo verificados

os deslocamentos horizontal e vertical em fungdo da coordenada de perimetro S.

Pela Figura 3-10 ¢ possivel perceber que os resultados obtidos pelo acoplamento
MEC/MECID estdo de acordo com os resultados obtidos pelo modelo do ANSYS. Pode-se
observar também, em comparagdo com a Figura 3-6, que existe uma clara diferenca nos
deslocamentos horizontais para os problemas homogéneo e heterogéneo. Por volta das regides
de S =1meS =3,5m ocorre uma mudanca de inclinagdo nos deslocamentos, o que coincide

com a regido de interface e pode ser explicado pela diferenca entre a rigidez dos dois dominios.

Em seguida sdo apresentados os resultados de deslocamentos para os nos da fibra
inferior na Figura 3-11. Novamente percebe-se que os resultados obtidos estdo coerentes com
os resultados de referéncia (modelo do ANSYS), pois ndo sdo observadas diferencas nos valores
para todo o comprimento da fibra. Para as demais fibras (central e superior), os resultados

mostram a mesma conclusao e, por isso, foram omitidos deste texto. Na regidao de S = 1 m, ¢
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possivel verificar uma mudanca na inclinagdo dos deslocamentos (tanto vertical quanto

horizontal), o que se mostra como um efeito da mudanca de rigidez do dominio.

Figura 3-10: Deslocamentos no contorno para o = 0,2.
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Figura 3-11: Deslocamentos na fibra inferior para a = 0,2.
0.0 0.0 [~
\\\ MEC/MECI1D \‘\\ MEC/MECI1D
0.2 ~
N - ANSYS 25 S - ANSYS
\ ~

7 04 \ =
g \ § 0 N
- \ ‘If N\
> -0.6 \\ = \\
= N ) N\
% s = 78 N
g s 2
g 1.0 \\\\ g -10.0 \\\\

12 NG - 125

-14 -15.0

0 0.5 1.5 2 0 0.5 1.5 2

FONTE: O autor.

Por fim, sdo apresentados os resultados de esfor¢o normal nas fibras inferior, central e

superior na Figura 3-12.

Figura 3-12: Esfor¢os normais nas fibras: inferior (a), central (b) e superior (c) para o = 0,2
1.0

0.3

s
0

]
—
9

(a)

N (10" kN)
&
[—)

MEC/MEC1D
—— ANSYS

0
=]

&
in

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
§ (m)



80

MEC/MEC1D

L2 || ANSYS
Z 0.9
E (b)
Z 0.6
Z

0.3

0.0

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
S (m)
5.0
MEC/MECI1D

4.0 — ANSYS
Z 3.0
S 2.0 ( )
< 2 ¢
b

1.0

0.0

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

S (m)
FONTE: O autor.

As trés figuras anteriores garantem que a técnica utilizada para o acoplamento conduz a
resultados corretos para dominios ndo homogéneos enrijecidos, mesmo quando o enrijecedor
passa sobre uma interface entre dominios. O primeiro caso (o« = 1), quando se comparou a
resposta com um dominio homogéneo mostrou que proximo as interfaces os resultados de
esforco normal apresentam certa oscilagdo, como o que acontece proximo as extremidades.
Essa caracteristica se repetiu nesse caso (a = 0,2), conforme ja esperado, apresentando
pequenas e localizadas perturbagdes nos valores de tensdo proximo as descontinuidades (vide
Figura 3-12). Vale citar também que em ambos o0s casos, os resultados de deslocamentos foram

corretos e precisos em relacao a referéncia.

A abordagem do acoplamento MEC/MECID se mostrou uma eficiente alternativa,
conduzindo a bons resultados de forma precisa e com uma formulagao de facil entendimento e
implementagdo. Pode-se ainda comentar que a modelagem deste exemplo pelo ANSYS, o qual
utiliza o MEF puro, além de consistir em um modelo com alto nimero de graus de liberdade
(16281 nos), necessita que os elementos enrijecedores sejam constituidos de nds coincidentes
com a malha de dominio 2D, para que o acoplamento seja realizado adequadamente. Ja o
modelo aqui proposto, soluciona o problema com um menor nimero de liberdade (458 nés no

total) e a iinica exigéncia na discretizagao do enrijecedor € que sua intersec¢cdo com a interface
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entre dominios seja feita com um né duplo sobre a linha da interface, ou seja, os demais nos do

enrijecedor podem ser posicionados livremente sobre o dominio bidimensional.

Vale notar também, pelos graficos de esfor¢co normal (Figura 3-12) que os resultados do
ANSY'S mostram valores nao nulos nas extremidades das fibras. Entretanto, o modelo proposto
prevé sempre esforco normal nulo nos pontos extremos de fibras. Esta diferenca se justifica
pela diferente abordagem dos métodos numéricos. O MEF puro utilizado pelo ANSYS trata de
elementos lineares, o que limita a aproximagdo da forca de contato distribuida ao longo do
elemento. Como consequéncia, esforcos normais constantes devem ser observados sobre cada
um dos elementos enrijecedores, fazendo com que os valores obtidos sejam médios em relagao
a resposta esperada. A formulagdo baseada em MEC utiliza elementos enrijecedores de ordem
quadratica e permite, além da melhor representacao da forga de contato, variacao dos esforcos
normais ao longo de cada elemento. Assim, pode-se concluir que a abordagem do ANSYS nao
¢ capaz de representar altos gradientes de esforcos, como os casos de esfor¢co nulo em pontos
extremos e também o comportamento oscilatorio observado proximo a essas regides, levando
a uma resposta sempre mais ‘“suavizada”. Portanto, ndo se pode invalidar as respostas dos
acoplamentos baseados em MEC em virtude destas diferengas observadas em relacdo ao
ANSYS, visto que este ndo seria capaz de representar tal comportamento obtido como resposta

pela formulagdo proposta.

3.6.2. Aplicacgido 3.2: Estrutura em Estado Plano de Deformacoes (EPD)

Esta aplicagdo trata da andlise mecanica da estrutura ilustrada na Figura 3-13, a qual
apresenta uma maior complexidade de geometria, condi¢des de contorno e distribuicao das
fibras enrijecedoras sobre o dominio ndo-homogéneo. A geometria do problema ¢ inspirada em
projetos de barragens, onde o carregamento de agua ¢ representado pela carga triangular
horizontal do problema e deve ser considerado Estado Plano de Deformacdes (EPD), devido a
grande espessura na direcao perpendicular ao plano usual para este tipo de problema. Assim,
este exemplo visa demonstrar a robustez e potencial das formulagdes propostas para analisar
complexos problemas de engenharia, como por exemplo, problemas relacionados com

estruturas de barragem.

O dominio bidimensional do problema ¢ nao-homogéneo, com sub-regides de

comportamento isotropico e anisotropico (inclusdes IV) e apresenta 6 fibras longas. As fibras
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exibem diversos cruzamentos com sub-regides de diferentes comportamentos mecanicos, o que

pde a prova a utilizacdo da formulagdo para dominios enrijecidos ndo-homogéneos.

A Figura 3-13 exibe também os valores de carregamentos, dimensdes e as seguintes
propriedades fisicas: moédulos de elasticidade para as fibras e dominios isotrépicos (E),
coeficientes de Poisson para os dominios isotropicos (v), area das fibras (4) e para dominios
anisotropicos: modulo de elasticidade na direcao i (E;), mddulo transversal no plano (Gyy),
coeficientes de Poisson no plano ij (v;) e os coeficientes de influéncia mutua de primeira espécie
(7xy,i)- Os demais coeficientes anisotropicos ndo mencionados sdo adotados como nulos.
Complementado as dimensdes da figura, as extremidades inferior e superior dos enrijecedores
verticais estdo a 25 mm de distancia do contorno externo, assim como a extremidade esquerda
das fibras horizontais em relacao ao contorno externo vertical. Para simplificar a apresentagao
e discussao dos resultados, as fibras sao numeradas de 1 a 6, de forma que as trés primeiras sao
as fibras verticais, nesta ordem: fibra a esquerda, central e a direita; as trés ultimas sdo as

horizontais, nesta ordem: fibra inferior, central e superior.

Figura 3-13: Estrutura analisada na Aplicagdo 3.2, dimensdes em mm.
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A malha de contorno para o dominio bidimensional é composta por 290 elementos
quadréticos, totalizando 590 nds. As fibras sdo discretizadas por 138 elementos enrijecedores
de segunda ordem (285 nds), sendo que as trés fibras longas verticais sao constituidas por 26
elementos cada e as 3 horizontais, por 20 elementos cada. Assim, o modelo de elementos de
contorno totaliza 1750 graus de liberdade, o qual mostrou convergéncia em uma analise prévia
e tem sua representacdo ilustrada na Figura 3-14 (b). Um modelo no software ANSYS foi
construido e ¢ utilizado como referéncia para os resultados, o qual pode ser observado na Figura
3-14 (a). Este modelo ¢ composto por 9982 elementos solidos bidimensionais (PLANE182) e

690 elementos de trelica (LINK180). O modelo também apresentou convergéncia de malha.

Figura 3-14: Representacao da malha do modelo construido no ANSYS (a) e do modelo de elementos
de contorno (b)

(@) (b)

FONTE: O autor.

Inicialmente, sdo apresentados os esfor¢os normais ao longo de todas as fibras obtidos
pela anélise, por meio das Figura 3-15 e Figura 3-16. A primeira destas exibe os resultados para
a fibras verticais: 1 (a), 2 (b) e 3 (¢); ja a segunda exibe os resultados das fibras horizontais: 4
(a), 5 (b) e 6 (c). Em todos os graficos, S representa o comprimento de cada fibra. Nestas
imagens, os resultados obtidos via os acoplamentos MEC/MECID e MEC/MEF sao

comparados com os valores de referéncia (ANSYYS).

E possivel observar nas Figura 3-15 e Figura 3-16 que ambos os resultados obtidos pelas
analises via MEC estdo de acordo com a referéncia, para a maior parte dos comprimentos das

fibras. Entretanto, como usual, existem oscilagdes nestes resultados em regides proximas a
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descontinuidades, neste caso observadas também nos cruzamentos entre fibras e interfaces e
extremidades de fibras. Como este problema trata de uma geometria com um maior numero de
regioes deste tipo, este fendmeno aflige de forma mais acentuada os resultados em algumas

regioes.

E possivel observar também a existéncia de divergéncias nos valores de esforgos para
os enrijecedores sobre a regido do dominio anisotrdpico (S entre 525 e 625 mm nos graficos da
Figura 3-15). J4 foi observado no trabalho de Buffon (2018) que os resultados do modelo de
acoplamento e do ANSYS divergiam de forma minima em dominios anisotrdpicos, o que foi
amplificado neste exemplo devido a complexidade da geometria e descontinuidades. Pode ser
mencionado também que a pequena distancia entre as descontinuidades em S = 525 mm e em
S = 625 mm contribuiram para a perturbacdo dos resultados nesta regido, principalmente nas
fibras onde a descontinuidades nos valores de esforgos sdo mais significativas, como o caso da
Figura 3-15 (b). Porém, esta diferenca ja foi discutida na Aplicacdo 3.1, além de ser pouco

significante e, portanto, ndo invalida os resultados obtidos pelo modelo aqui proposto.

Figura 3-15: Esfor¢o normal ao longo das fibras: 1 (a), 2 (b) € 3 (¢)
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Na Figura 3-16 pode-se observar também, para trés fibras, uma diferenga significante
na intensidade das oscilagdes exibidas em torno da regido S = 175 mm geradas pelos
acoplamentos MEC/MECID e MEC/MEF. Conforme ja citado por Buffon (2018), fica claro
neste ponto especifico que os resultados gerados pelo MEC/MECID apresentam menores
oscilacdes do que o MEC/MEF, o que nao havia sido observado de forma tdo clara nos

resultados expostos anteriormente.

Figura 3-16: Esfor¢os normais ao longo das fibras: 4 (a), 5 (b) ¢ 6 (c)
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FONTE: O autor.

As Figura 3-17 e Figura 3-18 exibem os resultados de deslocamento horizontal e vertical
ao longo de todas as fibras. Nestas imagens, as fibras pertencentes a cada um dos grupos vertical
e horizontal tem seu comprimento alinhando na variavel S na seguinte ordem: fibras 1,2 ¢ 3 na
Figura 3-17 (grupo vertical) e fibras 4, 5 ¢ 6 na Figura 3-18 (grupo horizontal). Os resultados
via MEC/MECID sao comparados com os valores de referéncia (ANSYYS).
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Figura 3-17: Deslocamentos horizontal e vertical das fibras 1,2 e 3
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Figura 3-18: Deslocamentos horizontal e vertical das fibras 4, 5 ¢ 6
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Nas duas figuras anteriores pode-se observar uma concordancia perfeita dos
deslocamentos nos elementos enrijecedores. Assim, demonstra-se que estas grandezas ndo sao
afetadas pelas oscilagdes localizadas e pequenas divergéncias observadas nos valores de
esforcos entre os modelos baseados no MEC e no MEF (ANSYS). E possivel destacar ainda a

robustez do modelo proposto, mesmo em problemas mais complexos.

Finalmente, a Figura 3-19 exibe os resultados de deslocamentos horizontal (Desloc. x)
e vertical (Desloc. y) no contorno do dominio bidimensional em fungao da variavel de perimetro
S. S tem origem na extremidade inferior esquerda e percorre o perimetro da estrutura em sentido
anti-horario. Nestes graficos, os resultados via MEC/MECI1D sao comparados com os valores
de referéncia e demonstram concordancia dos modelos e 6tima precisdo. Vale citar que, os
resultados de deslocamentos sobre o contorno obtidos pelo acoplamento MEC/MEEF sdo

também excelentes, porém foram omitidos nesta aplicacao, tendo em vista o foco no novo tipo
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de acoplamento. Assim como nos deslocamentos na fibra, estes resultados ndo se mostraram
afetados pelas oscilagdes dos valores de esfor¢os, mostrando que o modelo € robusto e preciso.

10
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Apenas para efeitos de visualizacdo, a Figura 3-20 exibe uma representacao da malha

de contorno deformada, com fator de ampliacdo igual a 2. Nesta imagem ¢ possivel observar
também os deslocamentos das inclusdes internas a estrutura (como os contornos do dominio

IV) ndo apresentados nas figuras anteriores, os quais seguem uma tendéncia esperada,

acompanhando o comportamento do contorno externo da estrutura.
Figura 3-20: Estrutura deformada com fator de ampliacdo igual a 3.
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Concluindo a discussdo desta aplicag¢do, em adi¢do a Aplicacdo 3.1, demonstrou-se que
a abordagem proposta conduz a resultados satisfatorios, mesmo em problemas com grande
complexidade, tanto em EPT quanto em EPD. Tanto a abordagem MEC/MEF quanto
MEC/MECI1D foram utilizadas nestas duas aplicagdes, levando a bons resultados. A técnica da
representacdo de enrijecedores que se cruzam com interfaces de sub-regides do MEC se
mostrou bastante eficiente e confidvel, mesmo nesta estrutura com diversos pontos de
cruzamento de uma mesma fibra com diferentes interfaces. Além disso, a estrutura analisada
contém também cruzamentos entre enrijecedores, o que foi naturalmente resolvido pela
formulagdo, com bons resultados. Este exemplo mostrou entdo que o modelo proposto pode ser
aplicado aos mais complexos e variados problemas estruturais, além de ser confiavel para
utilizacdo como ferramenta para evolucdo da pesquisa sobre formulagdes em métodos

numéricos para dominios nao-homogéneos enrijecidos.
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4. MODELO FiSICO NAO-LINEAR DO ENRIJECEDOR

A seguinte etapa do desenvolvimento do trabalho consiste da consideragdo da nao
linearidade fisica relacionada a lei constitutiva do enrijecedor. Este elemento agora pode
apresentar um comportamento fisico descrito pela elastoplasticidade, a qual simula a
degradacao mecanica do material. Assim, este aspecto torna o modelo mais representativo e
evolui no sentido da simulacao completa do material enrijecido. Neste item ¢ apresentada uma
breve descricdo da teoria da plasticidade e do modelo de encruamento utilizado, além da
formulagdo elastoplastica aplicada ao acoplamento dominio/enrijecedor. Nos exemplos de
aplicacdo, a formulagdo sera validada com uso do acoplamento MEC/MEF ¢ MEC/MECI1D

para dominios enrijecidos nao-homogéneos.

4.1. Revisao bibliografica: a plasticidade e sua aplicacio no MEC

A teoria da plasticidade utilizada neste trabalho ¢ uma abordagem classica, ja
consolidada desde as décadas de 1940 e 1950. Os primordios dos estudos neste assunto datam
do final do século XIX e inicio do século XX, com os trabalhos de Tresca (1864), Saint-Venant
(1870), Von Mises (1913) e Prandtl (1924). Inicialmente, as teorias tratavam basicamente do
comportamento elastoplastico perfeito, no qual as tensdes sdo limitadas pelo valor do
escoamento. Entre os primeiros trabalhos que apresentaram a plasticidade com encruamento
positivo (hardening), o qual permite aumento do limite elastico além do escoamento, podem
ser destacados: Melan (1938), Prager (1949) e Drucker (1951). A partir destes trabalhos ja
foram formulados e definidos os conceitos das relagdes constitutivas da elastoplasticidade,
condig¢do de carregamento e descarregamento, condi¢do de consisténcia e a deformagao plastica
como efeito irreversivel, o que permite estabelecer a teoria da plasticidade da forma que se
conhece atualmente. Mais detalhes sobre este topico podem ser encontrados em Chen e Han

(1988) e Proenga (2016).

O tratamento de problemas elastoplasticos no MEC tem marco inicial com Swedlow e
Cruse (1971), Mendelson (1973) e Bui (1978). Em problemas bidimensionais, ¢ necessaria a
discretizagdo de dominio (denominada de células internas no MEC), além do contorno, pelo
menos nas regides onde ocorre a plastificagdo. Porém, conforme apontado por Telles e Brebbia
(1981), existem ainda vantagens de se utilizar o MEC em problemas desse tipo em comparagao
com abordagens de dominio (como o MEF), como redug¢do na quantidade de informacgao

necessaria para se chegar a solu¢do do problema, assim como a menor dimensao do sistema
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linear. No departamento SET-EESC, problemas de plasticidade foram tratados com abordagens
de contorno por Vanalli (2004), o qual apresentou um modelo viscoelastoplastico para meios
anisotropicos bidimensionais via MEC e Leonel (2009), o qual tratou de dominios
bidimensionais enrijecidos com plastificagdo dos elementos enrijecedores, via acoplamento
MEC/MEF. Neste trabalho, o comportamento elastoplastico apresentava encruamento positivo
representado apenas pelo MEF e o modelo foi utilizado também para anélises da mecanica da

fratura e de escorregamento entre fibra/matriz.

A plasticidade abordada via MEC ¢ um ponto pouco abordado na literatura, assim como
as andlises unidimensionais pelo método de contorno. Neste ponto evidencia-se a oportunidade
de aplicar esta teoria a materiais enrijecidos, semelhantemente ao trabalho de Leonel (2009),
porém via acoplamento MEC/MECI1D, garantindo a originalidade da formulacao quando o

comportamento elastoplastico ¢ considerado no MECI1D.

4.2. Formulacio da elastoplasticidade

A teoria e formulacdo para plasticidade ¢ aqui apresentada com referéncia no material
de Leonel (2018) e Proenga (2016). Este item ndo se aprofundara em conceitos e definigoes,
visto que tal assunto ja ¢ bastante conhecido e consolidado. Portanto, mais detalhes podem ser

encontrados nos textos de referéncia.

A plasticidade do material se caracteriza pela observagao de deformagdes irreversiveis,
denominadas deformacdes plasticas. Tais deformagdes surgem quando se ultrapassa um nivel
de tensdo limite, denominado escoamento, sendo que até este limite o comportamento ¢
considerado elastico linear. Apds esse limite, com o surgimento das deformagdes permanentes,
existe a mudanca na rigidez tangente do material, ou seja, na inclina¢do da curva que define a
relacdo constitutiva, como pode ser observado na Figura 4-1 (a) e (b). Dessa forma, pode-se
dizer que a rigidez do material depende do estado de tensdo e de seu histérico de evolugdo, o
que caracteriza um comportamento nao-linear. Este problema nao-linear ¢ resolvido com uso
do método Newton-Raphson com fases de previsao e correcdo, o qual sera descrito em seguida

neste capitulo.

A teoria da plasticidade tem inicio na consideracdo da decomposi¢ao aditiva da
deformacao total em duas parcelas: elastica (&°) e plastica (&”). Além disso, a Lei de Hooke ¢

aplicada para a parcela de deformacao eléstica, ou seja, valem as relagdes:

e=¢&‘+¢’ 4.1)
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0=E£€=E(5—g‘") (4.2)
Figura 4-1: RelagGes constitutivas elastoplasticas perfeita (a) e com encruamento (b).
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FONTE: Leonel (2018), adaptado.

Vale citar que as grandezas da Eq. (4.1) e Eq. (4.2) sdo realmente grandezas escalares
neste trabalho, e ndo vetores como pode ser esperado em uma formulagao geral. Isto pois a
plasticidade ¢ aplicada no trabalho apenas aos enrijecedores, os quais sao elementos

unidimensionais, tornando as grandezas tensores de ordem zero.

O seguinte passo ¢ a definicdo do modelo elastoplastico em si. O modelo mais simples
se trata da plastificacao perfeita, ilustrado pela Figura 4-1 (a). Neste modelo, apds a tensdo de
escoamento, a rigidez tangente se torna nula. Assim, a tensao de escoamento se torna o nivel
maximo de tensdo do material, o qual, apds ultrapassado, faz com que o material deforme
indefinidamente e ndo suporte mais incrementos de tensdo. Neste modelo, a rigidez tangente se
torna nula na regido plastica. Modelos mais representativos consideram o encruamento do
material, ou seja, apoOs atingir o escoamento o material admite acréscimos na tensao resistente
com acréscimos de deformacao plastica (Figura 4-1 (b)). Nestes modelos, a rigidez tangente se
torna um valor maior que zero € menor que a rigidez da regido eléstica. A alteracdo na tensao
resistente quando o escoamento ¢ superado causa uma mudanca no limite elastico também na
situagdo de descarregamento e inversao do sentido de solicitacdo. Tal mudanga ocasiona uma
expansdo na regido eldstica, o que pode representado por dois diferentes modelos: isétropo e

cinematico, ilustrados na Figura 4-2 (a) e (b).
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Figura 4-2: Modelos bi lineares de encruamento isétropo (a) e cinematico (b)
o g
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(a) (b)
FOTE: O autor.

Neste trabalho ¢ selecionado um modelo bi linear de encruamento isotropo, ilustrado
pela Figura 4-2 (a). O termo bi linear remete que tanto a regido elastica quanto a regido plastica
apresentam rigidezes tangente constantes em sua extensao. O encruamento isotropo caracteriza
a expansao simétrica da regido eldstica em relagdo ao centro do intervalo inicial. A linearidade
do encruamento indica que este ¢ diretamente proporcional a deformagao plastica acumulada
em modulo, a qual fica representada pelo pardmetro de encruamento («). Este parametro pode

ser expresso, de forma tedrica, por:
a= J‘t‘dg"‘dt (4.3)

A proporcionalidade do encruamento em relacdao a o ¢ ponderada pelo coeficiente K7,
denominado de mddulo plastico de encruamento. Com base nestas caracteristicas, ¢ possivel
escrever para o encruamento isdtropo um critério do plastificagdo f(o,0), dado pela Eq. (4.4).
Este critério define o intervalo de tensdes admissiveis do modelo, ou seja, estados com < 0
identificam estados onde a resposta do material ¢ exclusivamente eldstica e, caso contrario,

deve haver uma evolucdo da plastificacdo do material.
f(o.a)=|o|-(0,+K"a) < 0 (4.4)

onde oy € a tensdo de escoamento.

O problema elastopléstico € resolvido de forma incremental por meio dos procedimentos
de tentativa elastica e corre¢do plastica. Assim, para dado incremento de deformacgao de, este

valor de deformagao ¢ assumido como totalmente elastico para o calculo de do € o, os quais sdo
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utilizados para avaliar f(o,a) pela Eq. (4.4). A partir disto, a evolu¢ao da deformacgao pléstica ¢
governada pelas condicdes de consisténcia e de complementaridade, dados pelas seguintes

expressoes, respectivamente:

dif =0

dAdf =0 (43)

onde df ¢ o incremento no critério de plastificagdo e d/ ¢ igual a variagao no valor absoluto de

deformacao plastica, ou seja, di = do.

A partir das relagdes dada pela Eq. (4.5) e do critério de plasticidade — Eq. (4.4), ¢
possivel escrever a seguinte expressao para di:
_sign(o)

di="""1ge 4.
E+K” (46)

a qual pode ser relacionada com o incremento na deformagao plastica por meio de:
de’ =dA sign(o) 4.7)

Tendo o incremento de deformacgao plastica avaliado pela Eq. (4.7), o real incremento

de tensdo do pode ser obtido através da avaliagdo da Eq. (4.2) em sua forma incremental:
do=E(ds-de") (4.8)

A Eq. (4.8), em conjunto com as Eq. (4.6) e Eq. (4.7) permitem encontrar uma relagdo
para o modulo de elasticidade na regido apos o limite eldstico do material, denominado de
modulo elastoplastico (EZ¥). Este modulo se apresenta constante em toda essa regido, o que
concorda com o carater bi linear do modelo de encruamento isotropo, ilustrado pela Figura 4-2
(a). Assim, a inclinagao de cada uma das regides lineares do modelo ¢ dada pela seguinte
expressao:

E , Se |0|S<7y

, (4.9)
E® = EEKKP , se |0'| >0,
+

A resolucdo do problema ndo-linear ¢ realizada por meio do método de Newton-
Raphson. Para implementacao computacional, o cardter incremental apresentado nas equagdes
interiores se traduz num sentido de passo finito, estabelecendo que o problema seja solucionado
em etapas, denominadas passos de carga. O carregamento externo (pe¢) € divido pelo niimero de

passos de carga, e cada parcela (Apc¢) € aplicada em um passo. Dentro de cada um destes, um
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problema nao-linear € resolvido em termos de variagdes nas grandezas (Ae, Ae” e Ag), obtendo
o equilibrio entre carregamento externo e resposta do sistema. A resolucao deste problema nao-
linear ¢ realizada por meio de um processo iterativo governado pela formulagdo apresentada
acima. Apos sua convergéncia, o seguinte passo de carga ¢ aplicado, até que se obtenha o
resultado final do problema. A seguir € retratada a realizacdo de uma iteragdo, para determinado

passo de carga.

Dada uma certa iteracdo n+1 da analise elastoplastica, sdo conhecidas as grandezas
acumuladas da iteraciio anterior: deformacao total &,, deformacdo plastica %, tensdo total o, e
parametro de encruamento a,,. De inicio, a aplicacdo do sistema dado pela Eq. (3.8) em conjunto
com as relagdes da Eq. (3.1) permite obter as variacoes das grandezas desconhecidas no
contorno Axc, deslocamentos nodais do enrijecedor Auk e valores nodais da carga distribuida
Afe. De posse destas informacdes, a formulagdo do MEC1D — Eq. (3.52) e Eq. (3.54) — permite
obter os valores de variacdo de esforco normal Ac’/ em todos os nés da malha e,
consequentemente, os valores de Ae/, através do modulo de Young. Vale ressaltar que este
procedimento j& ¢ equivalente a tentativa eldstica, visto que a variacdo nas grandezas foi
considerada elastica para a obtengdo de Ac /. Caso o método utilizado para a simulagio dos
elementos enrijecedores seja 0 MEF, Aeg / pode ser diretamente obtido por meio das relagdes

de compatibilidade aproximadas pelas fun¢des de forma — Eq. (3.17).

Devido a generalidade da ordem de aproximacdo do elemento finito utilizado, a
plastificagdo deve ser avaliada para cada ponto de Gauss de cada elemento da malha. Logo,
para obter a variagdo da deformagdo nos pontos de Gauss (A¢,) € realizada uma interpolagao

dos valores nodais pelas fungdes de forma do elemento:
Ag, (&) =¢,(5)Ae’ (4.10)

onde & é a coordenada adimensional do ponto de integragdo em questdo e A/ sdo os valores

nodais de variacao de deformacao. Esta expressdao deve ser aplicada para cada elemento finito.

A partir de Ag, de um dado ponto de Gauss, deseja-se obter a variacdo dos valores de
deformacao total, deformacdo plastica, parametro de encruamento e tensdo total, tais que as
relacdes que governam o modelo constitutivo sejam verificadas ao final do novo passo,

obtendo:
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g, =¢€,+A¢g,

p
gn+1

=&’ +As” (4.11)

an+1 = an + Aan

A avaliacdo destas grandezas serd governada pelo critério de plastificagdo na iteracao
atual f,+1, 0 qual € obtido pela aplicagdo da Eq. (4.4). Para tal, deve-se realizar uma previsao de
tensao, que ¢ calculada com base nos valores de deformagao total e plastica acumulados, por

meio de:

o, —E(5n+A8n—gf) (4.12)

n+l

A Eq. (4.12) ¢ denominada previsdo elastica. A partir desta, ¢ escrito o critério de

plastificagdo aplicado na iteragao atual:

t
n+l

o

fia=lota|-(o,+K"a,) (4.13)

Caso a Eq. (4.13) resulte em um valor negativo ou nulo para o critério, a previsao
elastica ¢ confirmada e, portanto, ndo ha acréscimo nos valores de deformacdo plastica e
pardmetro de encruamento. Assim, a tensio prevista (a}, ;) é admitida como real, tem seu valor

acumulado em g,+1 € as relacdes da Eq. (4.11) podem ser aplicadas com Ag” = Aa = 0.

Caso contrario, a previsao elastica ndo ¢ confirmada e isto implica na evolugdo da
deformacdo plastica. A variacdo na deformagdo plastica ¢ obtida por meio da imposicido que

fu+1 seja nulo. Assim, tem-se:

Ael = A4 sign (O';H)
Aa, = A4,

(4.14)

onde o parametro A4, ¢ dado por:

t
_ f;z+1

- 4.15
" E+K" (4.15)

A Eq. (4.11) ¢ entdo aplicada para acumular os valores de parametro de encruamento,
deformacao total e plastica. Além disso, a variagdo de tensdo ¢ corrigida e tem seu valor

acumulado:

Ao, =EAg, —EAg!

c,,=0,+Ac,

(4.16)
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O processo descrito deve ser repetido para os demais pontos de integracdo de todos os
elementos da malha. Assim, ¢ possivel encontrar todas as grandezas ao final da iteracdo n+1.
Em seguida ¢ necessario interpolar estes valores para os nds de cada elemento. Para isto, deve
ser aplicada a Eq. (4.10), porém a interpolacao ¢ realizada de forma inversa. Sao definidas novas
funcdes de forma com base nos pontos de integracdo, estas sdo calculadas nas coordenadas
adimensionais dos nos do elemento e entdo utilizadas para ponderar as grandezas dos pontos de

integragdo e obter os valores nodais.

Com os valores de tensdes nodais atualizados, por meio do método numérico aplicado
ao enrijecedor (MEF ou MEC1D), ¢ obtido o vetor de for¢as distribuidas Afe que corresponde
ao atual nivel de tensdo. Este vetor pode ser facilmente transformado em Afp pela Eq. (3.1).
Caso haja plastificagao de algum ponto e consequente atualizagao do valor de tensdo, o vetor
Afp difere daquele encontrado no inicio da iteracdo. Isto indica que a situagdo de equilibrio
encontrada ndo corresponde ao carregamento externo aplicado no inicio do passo. Existe um
residuo, também conhecido como vetor de for¢as desequilibradas, que deve ser reaplicado a

estrutura, para que se alcance o nivel de carregamento correspondente ao atual passo de carga.

Na técnica do acoplamento dominio/enrijecedor, todos os carregamentos externos sao
aplicados nas condi¢des de contorno do MEC bidimensional, através do vetor pe na Eq. (3.8).
Para obter o residuo, porém, ¢ invidvel fazer a comparagao direta com estes valores, pois, uma
vez resolvido o sistema nao ¢ possivel determina-los pelo caminho inverso. Assim, as condi¢des

de contorno sdo traduzidas em um vetor alvo, denominado fext, 0 qual ¢ simplesmente dado por:

FC {Aﬁc} (4.17)

Com a obtengao das forgas Afp corrigido, ¢ possivel fazer o caminho inverso do sistema

linear da Eq. (3.8), o que resulta num vetor denominado fint, calculado por:

Aee 0 -G l[Axe”
=B, I -G, |{Au%” (4.18)
0 K, G, ||lAfe”

int

onde o indice corr indica que as grandezas foram corrigidas ao final do processo elastoplastico

descrito acima.

Portanto, o residuo (vetor de forgas desequilibradas), denominado de Af ¢ calculado por:
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Af =1

ext

—f

int

(4.19)

Assim, caso ndo se obtenha convergéncia na atual iteragdo do processo da plasticidade,

Af deve ser reaplicado na proxima iteragdo, conforme:

Aee 0 -G, |[dAx,
B, I -Gy |{8Au,={Af} (4.20)
0 K, G, ||dAf,

onde as grandezas dAxc, 0Aup e dAfp sdo as grandezas incognitas da seguinte iteragdo. Estes
valores sdo utilizados para novamente verificar a plastificagdo de cada ponto de integragdo,
conforme exposto da Eq. (4.10) até a Eq. (4.16). Este procedimento deve ser repetido até que a
tolerancia estipulada seja atingida e o fluxograma ilustrado na Figura 4-3 representa

adequadamente o processo iterativo.

Figura 4-3: Fluxograma do processo iterativo para resolugdo do problema de plasticidade
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FONTE: O autor.

Para a verificagdo da convergéncia do processo, a norma de Af ¢ calculada envolvendo
os valores de fext, segundo:

| Af ||I= (4.21)

Quando a norma de Af se tornar inferior que a tolerancia estipulada, considera-se que o
processo convergiu para o atual passo de carga. Assim, os valores das grandezas acumuladas

se tornam os valores reais de resposta para o carregamento aplicado no passo. O processo segue
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entdo para o proximo passo de carga, iniciando novamente da primeira iteracao e repetindo o
procedimento descrito para que se obtenha novamente o equilibrio entre a energia aplicada e a

de resposta da estrutura.

E importante observar que na reaplicagdo de Af ao sistema — Eq. (4.20) — existem duas
abordagens possiveis (pelo menos). Dos passos anteriores e da ultima iteragdo concluida até
entdo, sdo conhecidos os pontos da estrutura que sofreram plastificacdo. Com esta informacao,
teoricamente, ¢ possivel atualizar os modulos de elasticidade na matriz de rigidez Kg para os
pontos ja plastificados, por meio da utilizacdo do mddulo de elasticidade elastoplastico — da Eq.
(4.9) — como o modulo de Young dos elementos enrijecedores. Esta técnica é conhecida como
Meétodo da Rigidez Tangente ou Operador Tangente, pois a cada iteragdo a rigidez da estrutura
¢ atualizada. Tal abordagem faz parte da aplicagdo do método de Newton-Raphson classico

para solugao de problemas nao-lineares.

Alternativamente, a outra metodologia ¢ conhecida por Método da Rigidez Secante ou
Operador Constante. Nesta abordagem, a cada iteracdo do método de Newton-Raphson ¢
utilizada sempre a rigidez inicial, tanto na primeira iteracdo de cada passo de carga como na
reaplicacdo de Af pela Eq. (4.20). Assim, ndo ¢ necessaria a atualizacdo da matriz de rigidez
Kk dos elementos enrijecedores. O método da Rigidez Tangente ¢ reconhecido por necessitar
sempre de um menor nimero de iteragdes para convergéncia, ou seja, apresentar maior ordem
de convergéncia. Por outro lado, a aplicagdo da Rigidez Secante ¢ mais direta por ndo necessitar
da reavaliacao das matrizes de rigidez durante o processo, o que faz com que esta alternativa

ndo seja necessariamente a mais lenta entre as duas.

Neste trabalho, optou-se pelo Método da Rigidez Secante. Esta escolha deve-se
principalmente a utilizagdo do MEC1D para representacao dos elementos enrijecedores. Assim,
modificagdes nas solugdes fundamentais ndo sdao necessarias. Além disso, utilizando a Rigidez
Secante, a inversao da matriz a esquerda do sistema linear — dado pela Eq. (3.8) ou Eq. (4.20)
— ndo precisa ser realizada em todos os passos, visto que esta ¢ sempre constante. E possivel
realizar uma estratégia computacional, a qual consiste na inversdo da matriz unicamente na
primeira iteracao do processo € nas subsequentes utilizar a matriz ja invertida e realizar apenas
um multiplicagdo matriz-vetor. Desta maneira, cada iteracdo se torna menos custosa
computacionalmente, compensando a necessidade de um maior nimero de iteracdes para
convergéncia. E importante citar também que as duas abordagens devem levar a0 mesmo
resultado final, ainda que o nimero de iteragdes seja diferente. Vale observar o objetivo de tal

estratégia ndo consiste em obter uma programagao de alto desempenho, mas limita-se a
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contornar o inconveniente relacionado ao maior nimero de iteragdes necessarias ao Método

Secante.

4.3. Exemplos de aplicacdo do modelo com plasticidade

Neste item sdo apresentados os exemplos numéricos onde foi aplicada a formulagdo
elastoplastica do enrijecedor com o acoplamento MEC/MEF e MEC/MECI1D. Primeiramente
¢ apresentado um exemplo de validacdo, ou seja, com uma geometria simples ¢ dominio
homogéneo, com intuito de demonstrar que o modelo proposto conduz a resultados precisos em
relagcdo a analise elastoplastica. A segunda aplicagdo apresenta também um problema simples,
porém com dominio ndo-homogéneo, verificando a validade da formulagdo em casos nao-
homogéneos. Este exemplo ainda apresenta uma anélise de convergéncia de malha e uma
importante comparagao entre os dois tipos de acoplamento, enfatizando os pontos vantajosos
do modelo proposto com MEC/MECID. Por fim, ¢ analisado um exemplo mais complexo, com
relacdo a geometria e condigdes de contorno, visando mostrar o potencial e robustez do modelo
para tratar problemas reais de engenharia. Nestes exemplos, as unidades fisicas omitidas sdo

escritas com base em [kN, cm].

4.3.1. Aplicacio 4.1: Validacdo para dominios homogéneos

O primeiro exemplo de aplicagdo deste capitulo trata da estrutura da Figura 4-4. O
interesse por este problema consiste na familiaridade com a geometria, resolvida anteriormente
no caso elastico. Sabe-se que os elementos enrijecedores apresentam tanto tragdo como
compressao ¢ o ajuste da tensdo de escoamento permite que exista plastificacdo nos dois
estados. Assim, este exemplo visa validar de forma completa a formulacdo proposta para
representacdo dominios homogéneos enrijecidos com comportamento elastoplastico dos
enrijecedores. O dominio bidimensional do problema ¢ isotropico e EPT ¢ considerado. A
Figura 4-4 exibe os valores de carregamentos e as seguintes propriedades fisicas: modulo de
elasticidade do dominio e das fibras (F), area das fibras (4), coeficiente de Poisson (v), tensdao

de escoamento (gy) e mddulo plastico de encruamento (K?).

O modelo de elementos de contorno ¢ constituido de 56 elementos quadraticos para a
representacao do dominio bidimensional (116 nés) e 150 elementos quadraticos para a malha
de enrijecedores (303 nos), distribuidos igualmente entre as 3 fibras, totalizando assim 838

graus de liberdade. Uma representacio do modelo de elementos de contorno ¢ ilustrada na
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Figura 4-5 (b). O modelo construido no ANSYS como referéncia para os resultados segue a
malha utilizada na Aplicacgdo 3.1, considerando o comportamento material homogéneo para os
elementos de chapa. A Figura 4-5 (a) ilustra este modelo de elementos finitos. O modelo
material do enrijecedor pode ser dado por um modelo bi linear de elastoplasticidade (Mises

Plasticity), o qual equivale a formulagao utilizada no trabalho.

Figura 4-4: Estrutura analisada na Aplicagdo 4.1, dimensdes em cm
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FONTE: O autor.

Figura 4-5: Representacdo das malhas de elementos finitos do modelo do ANSYS (a) e de elementos
de contorno para o modelo proposto (b)
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FONTE: O autor.
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Foram impostos trés passos de carga para solucdo do problema ndo-linear e tolerancia
de convergéncia igual a 10 em for¢a. O modelo proposto apresentou um nimero total de
iteragoes igual a 19, ja no modelo do ANSY'S este nimero foi igual a 9. Esta diferenca ¢ reflexo
da menor ordem de convergéncia da abordagem utilizada, o Método da Rigidez Secante, em
comparac¢do com o Método da Rigidez Tangente, o qual ¢ utilizado na formulagao de MEF puro

do ANSYS e conduz a convergéncia com um menor numero de iteragdes.

Na Figura 4-6 sdo ilustrados os resultados de esfor¢co normal e deformagdo plastica
obtidos pelos acoplamentos MEC/MEC1D e MEC/MEF, em comparagdo com a referéncia
(ANSYS). As grandezas sdo expressas em funcdo da coordenada S, que identifica o
comprimento do enrijecedor com base no comprimento horizontal da estrutura, de forma
analoga a apresentacdo dos resultados na Aplicagdo 3.1. Esta figura permite constatar que os
valores obtidos de esfor¢o normal e deformacao pléstica estdo de acordo com os valores de
referéncia (ANSYS) e bastante precisos para a maior parte de S. Entretanto, em regides
préximas a descontinuidades (extremidades das fibras) sdo observadas as usuais perturbagdes

em ambos os acoplamentos, o que ndo invalida a analise.

Observa-se ainda que o comportamento oscilatorio € presente também nas deformagdes
plasticas. Isto se explica pelo fato da plastificacdo ser calculada em fun¢do dos esfor¢os normais
obtidos pelo MECID, fazendo com que as oscilagcdes destes sejam transmitidas para as
deformacdes plasticas durante o processo. Ademais, neste exemplo o fendmeno de plastificagao
foi observado em uma situagao de tragdo, na fibra superior, € em uma situagao de compressao,
na fibra inferior, enquanto a fibra central permaneceu dentro do limite eldstico. Assim, estes
resultados validam a precisdo do modelo em representar a plastificacdo dos enrijecedores,

utilizando tanto o acoplamento MEC/MEC1D quanto o acoplamento MEC/MEF.

Figura 4-6: Resultados de esforgo normal e deformacao plastica nos enrijecedores: superior (a), central
(b) e inferior (c)
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A Figura 4-7 exibe os resultados de deslocamentos horizontais e verticais ao longo das
3 fibras, via MEC/MEC1D, MEC/MEF e em comparagdo com a referéncia (ANSYS). Para
estes resultados, S representa o comprimento da fibra, tendo as fibras inferior, central e superior
alinhadas nesta ordem. E possivel observar uma concordancia perfeita dos resultados com a
referéncia para todos os pontos das fibras, ou seja, sem interferéncia das oscilagdes verificadas
nos esforgos. Dessa forma, ¢ possivel validar os deslocamentos dos enrijecedores também para

o caso elastoplastico.

Por fim, a Figura 4-8 mostra os resultados de deslocamento horizontal e vertical do
dominio por meio da varidvel S, a qual agora representa o perimetro da geometria. S tem origem
no canto inferior esquerdo da estrutura e percorre o perimetro em sentido anti-horario. Nesta
figura ¢ possivel observar que existe uma concordancia perfeita dos trés resultados: MEC/MEF,
MEC/MECID e a referéncia (ANSYS). Mesmo que os resultados dos modelos baseados no
MEC apresentem as usuais oscilagdes nos resultados mecanicos em regides de descontinuidade
dos enrijecedores, os deslocamentos no dominio bidimensional sdo extremamente precisos para

os dois acoplamentos utilizados, tanto com enrijecedores elasticos quanto elastoplasticos.
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Figura 4-7: Deslocamentos horizontais e verticais ao longo das 3 fibras longas
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Figura 4-8: Deslocamentos horizontal e vertical do contorno da estrutura.
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Assim, os resultados desta aplicagdo permitem concluir que o modelo nao-linear ¢ capaz
de representar de forma precisa a plastificacdo dos enrijecedores, tanto por tracdo quanto por
compressdo, para dominios homogéneos. As grandezas do dominio bidimensional foram
também validadas com os valores de referéncia, demonstrando que sua influéncia pelo
comportamento elastoplastico dos enrijecedores também ¢ corretamente descrita pelo modelo

proposto.

4.3.2. Aplicacio 4.2: Validacio para dominios ndo-homogéneos

O segundo exemplo de aplicacdao deste capitulo trata da andlise mecanica da estrutura
ilustrada na Figura 4-9. Esta mesma geometria ja foi analisada anteriormente na Aplicagao 3.1

com os enrijecedores elasticos, tendo o comportamento elastopldstico adicionado para esta
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aplicagdo. Além disso, representa uma evolugao direta da Aplicagdo 4.1, cuja diferenca consiste
na ndo-homogeneidade do dominio. Dessa forma, esta aplicacdo tem como objetivo demonstrar
a validade da aplicacao das técnicas de sub-regides do MEC e do connection element para o
caso elastoplastico. A Figura 4-9 exibe também as dimensdes, valores de carregamentos em as
seguintes propriedades fisicas: mddulo de elasticidade dos dominios (£1 e En), modulo de
elasticidade das fibras (EF), area das fibras (A4), coeficiente de Poisson dos dominios (v € vir),

tensdo de escoamento (oy) e modulo plastico de encruamento (K?) das fibras.

Figura 4-9: Estrutura analisada no exemplo de Aplicagdo 4.2, dimensdes em cm
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FONTE: O autor.

A malha de contorno para o dominio bidimensional ¢ composta por 72 elementos de
segunda ordem, totalizando 152 nods. Trés diferentes malhas sdo consideradas para os
enrijecedores com: 30 elementos (66 nds), 60 elementos (126 nos) e 120 elementos (246 nos),
todas com elementos quadraticos. Para todas as malhas, os elementos sdo igualmente
distribuidos ao longo das trés fibras longas. A representacdo da malha de contorno ¢ a mesma
da Aplicacdo 3.1 e pode ser observada na Figura 3-9 (b). Ambos os acoplamentos
MEC/MECI1D e MEC/MEF sao utilizados com as diferentes malhas para a analise mecanica e
comparagdo de seus resultados. Para validar a andlise, 0 mesmo modelo do ANSYS — Figura
3-9 (a) — ¢ utilizando, sendo que o modelo de plasticidade Mises Plasticity foi adicionado ao

comportamento mecanico dos enrijecedores.

Para a analise elastoplastica, 3 passos de carga sdo considerados. Entre as analises com
as diferentes malhas de enrijecedores, os modelos baseados no MEC levaram a
aproximadamente um numero total de iteragdes igual a 24, com tolerancia de 10°. Como a

evolugdo da deformacao plastica ocorreu desde o primeiro passo de carga, todos os passos
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convergiram em aproximadamente 8§ iteragdes. Para o modelo do ANSYS, também foram
considerados 3 passos de carga e a andlise convergiu com um total de 10 iteragdes. Essa
diferenca no nimero de iteragdes ¢ explicada pela diferente abordagem do problema nao-linear,

ja citada anteriormente neste capitulo.

A Figura 4-10 ilustra os resultados de esfor¢o axial obtidos ao longo da fibra 3, i.e., a
fibra superior. Nesta analise, somente o acoplamento MEC/MEF foi utilizado com as trés
diferentes malhas de enrijecedores (30, 60 e 120 elementos). E possivel observar a convergéncia
de malha para a analise mecanica, ou seja, a melhora da precisao dos resultados (em comparagao
com a referéncia - ANSYS) conforme o aumento de refinamento da malha. Além disso,
oscilagdes sdo presentes tanto nas regides proximas a extremidades dos enrijecedores, quanto a
descontinuidades (cruzamento entre fibra e interface 2D). Também pode-se verificar que existe
uma diminui¢do da intensidade destas perturbacdes e uma melhora dos resultados com o

aumento do refinamento da malha.

Figura 4-10: Esfor¢o normal ao longo da linha da fibra 3, usando o acoplamento MEC/MEF
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FONTE: O autor.

A Figura 4-11 exibe os resultados de esfor¢o axial ao longo do comprimento da fibra
central (fibra 2) obtidos pelo acoplamento MEC/MECID, para as diferentes malhas, em
compara¢do com a referéncia (ANSYS). Como esperado, a qualidade do resultado melhora,
assim como a intensidade das oscilagdes, conforme o maior refinamento da malha,
caracterizando a convergéncia de malha da analise. Ademais, ao comparar este grafico com a
Figura 4-10, percebe-se que o acoplamento MEC/MECID levou a resultados mais precisos

mesmo com as malhas menos refinadas, em comparagdo como MEC/MEF.
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Para uma comparacdo direta entre os dois tipos de acoplamento, a malha de 120

elementos de reforco foi selecionada para obter os resultados de esfor¢o normal sobre a fibra

inferior (fibra 1), o que ¢ ilustrado na Figura 4-12. Ambos os resultados foram bastante precisos

em relagdo a referéncia (ANSYS) para toda a linha da fibra, resguardando as pequenas

perturbagdes proximas a descontinuidades. E possivel observar ainda que, proximo da regido

de cruzamento com a interface (S = 1 m), os resultados via MEC/MEC1D apresentam uma

menor intensidade das oscilagdes em relacao ao outro modelo de acoplamento. Porém, esta

diferenca ¢ sutil e pouco significativa, visto que a malha selecionada ¢ a mais refinada dentre

as trés.

Figura 4-11: Esfor¢co normal ao longo da linha da fibra 2, usando o acoplamento MEC/MEC1D
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Figura 4-12: Esfor¢o normal sobre a fibra 1, usando a malha de 120 elementos enrijecedores
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Além dos esfor¢os normais ja exibidos, as trés fibras apresentaram também deformagdes

plésticas. A Figura 4-13 ilustra os resultados desta grandeza ao final da analise, ao longo das

trés fibras longas. Foi utilizada a malha de 60 elementos enrijecedores com ambos os
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acoplamentos MEC/MEC1D e MEC/MEF. Estes graficos mostram que os resultados obtidos
estdo de acordo com os valores de referéncia (ANSYS), com a exce¢dao das regides de
descontinuidades, onde podem ser observadas as usuais perturbagdes. E possivel verificar, de
forma mais clara do que na Figura 4-12, que as oscilagdes obtidas pelo acoplamento
MEC/MECID tém menor intensidade do que aquelas obtidas pelo acoplamento MEC/MEF.
Esta diferenga se tornou mais visivel pois foi utilizada uma malha menos refinada (60
elementos), o que deixa claro que o acoplamento proposto leva a uma melhor qualidade da

resposta comparado com a abordagem convencional.

Figura 4-13: Deformacdo plastica ao longo das fibras 1 (a), 2 (b) e 3 (c¢) usando a malha de 60
elementos enrijecedores
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A Figura 4-14 exibe os resultados de deslocamento horizontal (u,) e vertical (u,) para as

trés fibras longas obtidos pelos acoplamentos MEC/MEC1D e MEC/MEF com a malha de 120
elementos enrijecedores, além do resultado de referéncia. A varidvel S representa a linha dos
enrijecedores, na qual as trés fibras longas estdo alinhas na seguinte ordem: fibra 1, fibra 2 e
fibra 3. Neste grafico, ambos os acoplamentos levaram a resultados igualmente precisos em
relacdo a referéncia. Assim, pode-se concluir que os resultados de deslocamentos nos
enrijecedores nao apresentam as usuais perturbacoes dos resultados de forga e tampouco sdao

influenciados por tais, desde que a malha do problema seja adequadamente refinada.
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Por fim, a Figura 4-15 apresenta os deslocamentos no contorno do dominio 2D do
problema, ao longo do perimetro da geometria (S). S tem origem na extremidade inferior
esquerda da geometria e percorre seu perimetro em sentido anti-horario. Os resultados de ambos
os acoplamentos foram obtidos com a malha de 120 elementos de refor¢o. Observa-se uma boa
concordancia de ambos os resultados com os valores de referéncia (ANSYS) para todo o
comprimento S. Portanto, da mesma forma que os deslocamentos nos enrijecedores, os
deslocamentos no contorno nao sao influenciados pelas oscilagdes nos resultados de esforco

para ambas abordagens de acoplamento utilizadas.

Figura 4-14: Deslocamentos ao longo das trés fibras, usando a malha de 120 elementos enrijecedores
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Figura 4-15: Deslocamentos vertical e horizontal ao longo do contorno do problema
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4.3.3. Aplicacio 4.3: Estrutura em EPD com elastoplasticidade

A estrutura analisada na Aplicagdo 3.2 ¢ retomada nesta aplica¢do, com adi¢ao, porém,
do comportamento elastoplastico nos elementos enrijecedores. Novamente, o objetivo desta
aplicacdo ¢ demonstrar a robustez e potencial do modelo para a anélise de estruturas com
complexas geometrias, condi¢des de contorno e disposi¢ao das fibras de refor¢o, constatando
que o modelo pode ser utilizado para a analise de problemas reais de engenharia. O problema ¢
considerado como EPD e todos os elementos enrijecedores sao elastoplasticos. Vale mencionar
que as fibras sdo enumeradas da mesma forma utilizada na Aplicagdo 3.2, para facilitar a
visualizagdo e discussdo dos resultados. A Figura 4-16 ilustra a estrutura analisada, bem como
dimensdes, carregamentos e as seguintes propriedades fisicas: mddulos de elasticidade para as
fibras e dominios isotropicos (E), coeficientes de Poisson para os dominios isotropicos (v), area
das fibras (4), tensdo de escoamento (oy) € modulo pléstico de encruamento (K”) das fibras e
para os dominios anisotropicos: mddulo de elasticidade na diregdo i (£;), modulo transversal no
plano (Gyy), coeficientes de Poisson no plano ij (v) e os coeficientes de influéncia mutua de

primeira espécie (7xy,i).

Figura 4-16: Geometria e propriedades fisicas da estrutura analisada na Aplicacdo 4.3
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A malha de contorno ¢ também a mesma j& apresentada, composta de 290 elementos
para o dominio 2D e 138 elementos enrijecedores, cuja representagdo ¢ ilustrada na Figura 3-14
(b). O modelo do ANSYS, representado pela Figura 3-14 (a) ¢ novamente utilizado como
referéncia. Houve a modificagdo do comportamento material dos enrijecedores, para o modelo

de Mises Plasticity, o qual representa o comportamento elastopléstico desejado.

Para a analise elastoplastica s3o considerados 10 passos de carga com tolerancia de 10"
® em for¢a. O modelo proposto apresentou aproximadamente 80 iteragdes no total, com uma
pequena variagdo neste numero quando ¢ utilizado MEC/MECID ou MEC/MEF. Nos 4
primeiros passos de carga ndo houve evolugdo de deformacdes plésticas, entdo a convergéncia
foi atingida com apenas 1 iteragdo, todos os demais passos necessitaram de aproximadamente
13 iteracdes. A analise via ANSYS também foi realizada com 10 passos de carga e o nimero
total de iteragdes foi de 25. Esta diferenca ja foi observada em aplicagdes anteriores e ¢

explicada pela diferente abordagem descrita anteriormente neste capitulo.

A Figura 4-17 exibe os resultados de deslocamentos horizontais e verticais no contorno
do dominio bidimensional, em func¢do da variavel de perimetro S. S tem origem na extremidade
inferior esquerda e percorre o perimetro da estrutura em sentido anti-horario. Os resultados
obtidos ao final da analise via MEC/MECID sdo comparados com os valores de referéncia
(ANSYS), demonstrando excelente precisdo para todos os nos do contorno. Esta analise valida
o modelo proposto para os deslocamentos no dominio 2D.

Figura 4-17: Deslocamento horizontal e vertical no contorno para a aplicagao 4.3
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As seguintes Figura 4-18 e Figura 4-19 ilustram os resultados de esfor¢co normal e
deformacdo pléstica ao final da andlise ao longo das seis fibras longas. Na Figura 4-18, S
representa a linhas dos enrijecedores, tendo as trés fibras verticais alinhas na seguinte ordem:
fibra a esquerda, ao centro e a direita. Analogamente, na Figura 4-19, as fibras horizontais sdao

alinhadas para a variavel S na seguinte ordem: fibra inferior, central e superior.

Figura 4-18: Esfor¢o normal e deformacao plastica nas fibras verticais para a aplicagdo 5.3
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Figura 4-19: Esfor¢o normal e deformacao plastica nas fibras horizontais para a aplicagdo 5.3
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A partir da andlise das duas figuras anteriores, ¢ possivel concluir que ambos os

resultados exibidos via MEC/MECID apresentam uma boa concordancia em relagdo aos
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valores de referéncia. Entretanto, sdo observadas também as usuais perturbagdes proximas as
regides de descontinuidade, tanto para esfor¢o quanto para deformacao pléstica. Frente a maior
complexidade do problema e a existéncia de diversos pontos de descontinuidade, essas
oscilagdes acabam por interferir de maneira mais intensa os resultados ao longo da fibra,
fazendo com que os resultados se tornem levemente divergentes em regides maiores ao longo
de S. Como exemplo da regido de S entre 1300 e 1500 mm na Figura 4-18. Entretanto, o
comportamento das respostas apresenta a tendéncia correta e uma boa precisdo para a maior

parte de S em relagdo a referéncia.

Finalmente, as Figura 4-20 e Figura 4-21 mostram os resultados de deslocamentos ao
longo das fibras. De forma andloga a apresentagdo dos resultados de esfor¢o e deformagado
pléstica, as fibras longas horizontais e verticais foram alinhadas na mesma ordem para compor
o comprimento S em ambas as figuras. Conforme ja exibido nas aplicagdes anteriores, estes
resultados ndo sdo influenciados pelas oscilagdes nos resultados de esforgos e apresentam uma

excelente concordancia e preciso.

Figura 4-20: Deslocamentos horizontal e vertical das fibras verticais na aplicagdo 5.3
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FONTE: O autor.

Os resultados desta aplicagao (ilustrados da Figura 4-17 a Figura 4-21) demonstram um
bom comportamento frente ao esperado. As discordancias exibidas em algumas regides das
fibras para esfor¢os normais e deformagdes plasticas com relagdo ao ANSYS ja foi discutida
anteriormente neste trabalho e ndo invalida a anélise. Tendo em vista a grande complexidade
da geometria do problema e grande nimero de descontinuidades, estas discordancias podem ser
justificadas pelas diferencas nos métodos numéricos ao tratarem da modelagem bidimensional
de estruturas enrijecidas. Assim, o modelo enrijecido com elementos elastoplasticos ¢ validado

e pode ser utilizado para seguir com o desenvolvimento da dissertagao.
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Figura 4-21: Deslocamentos horizontal e vertical das fibras horizontais na aplicacdo 5.3
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5. VISCOELASTICIDADE

O comportamento dependente do tempo € abordado para dominios bidimensionais neste
trabalho por meio das formulagdes viscoeldsticas baseadas nos modelos reoldgicos de Kelvin,
Maxwell e Boltzmann. Estes modelos sdo introduzidos a formulagcdo do MEC, de forma que o
comportamento viscoelastico seja representado sem a necessidade de integrais de convolugdo
e com todas as expressdes escritas em termos das integrais de contorno. Dominios enrijecidos
sdo abordados via acoplamento MEC/MEF e MEC/MECID, onde a matriz tem um
comportamento mecanico descrito por um dos modelos reologicos citados. Neste capitulo serdo
apresentados os topicos da viscoelasticidade e todas as formulagdes necessarias para a

constru¢ao do modelo viscoelastico enrijecido.

5.1. Revisao bibliografica: a viscoelasticidade no MEC

A abordagem do comportamento viscoso em problemas da elasticidade ¢ realizada,
usualmente, com uso das chamadas fung¢des de fluéncia e relaxacao, originando um problema
incremental quase-estatico de carregamento. Neste tratamento, a solucao dependente do tempo
¢ obtida por meio de fungdes de decaimento de tensdo. Assim, condigdes de contorno que
variam de forma arbitraria no tempo se tornam de dificil aplicacdo, além do problema ficar
bastante sensivel ao tamanho dos incrementos utilizados na analise. Mais informagdes sobre
abordagens como esta podem ser encontradas nos trabalhos de Telles e Brebbia (1982),

Venturini (1982) e Lemaitre e Chaboche (1994).

A utilizagdo do MEC para modelar problemas viscoelasticos tem se mostrado bastante
adequada. Suas vantagens, como ja citadas em capitulos anteriores, permitem uma modelagem
destes problemas de forma robusta e precisa, principalmente quando sao utilizadas formulac¢des
baseadas nos modelos reoldgicos e para andlises de problemas da mecanica da fratura.
Tradicionalmente, essa abordagem ¢ realizada por meio de transformagdes de Laplace,
transformando o problema viscoeldstico em um problema elastico equivalente (RIZZO e
SHIPPY, 1971; LEE e WESTMANN, 1995; SYNGELLAKIS ¢ WU, 2004, 2008). Conforme
j& mencionado neste texto, o MEC ¢ uma ferramenta poderosa para tratar problemas da
mecanica da fratura. Portanto, esta formulacdo permitiu avaliar tais problemas em meios
viscoelasticos, como pode ser verificado nos trabalhos de Sladek, Sumec e Sladek (1984), o
qual fez uso transformadas de Laplace para avaliar o comportamento da fissura em um material

representado pelo modelo de Kelvin-Voight; Lee e Kim (1995), fez uso de uma abordagem
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energética pelo MEC e Chen e Hwu (2011) analisaram mecanicamente corpos viscoelasticos

anisotropicos contendo inclusdes, orificios e defeitos iniciais.

Mesquita e Coda (2001, 2002) apresentam um procedimento alternativo para analise de
problemas viscoelasticos. Tal procedimento faz uso das propriedades reologicas do material na
definicdo das matrizes de amortecimento viscoso. Estas propriedades sdo impostas sobre a
equacdo de equilibrio do corpo, o que resulta em uma equagdo de movimento dependente do
tempo, como nas analises dinamicas. Nestas, a equacdo temporal tem como coeficientes
matrizes de massa, amortecimento viscoso e rigidez. Desprezando o termo referente a
aceleracdo (problema quase-estatico), a equacao independe da matriz de massa e representa de
forma adequada os problemas viscoelasticos. Esta abordagem mostrou bastante potencial para
ser utilizada como base para demais desenvolvimentos, sendo expandida, pelos proprios autores
(MESQUITA e CODA; 2003a, 2003b) para analises de dominios enrijecidos, os quais podem
ser encontrados também no trabalho de Troyani e Pérez (2014). Vale citar que o modelo de
Mesquita difere do modelo formulado nesta dissertagcdo pelo comportamento dos enrijecedores,
os quais sao aqui considerados de comportamento somente eldstico ou elastopléastico. Além
disso, outros trabalhos também podem ser citados como exemplos de expansdes desta
formulagdo, como: Oliveira e Leonel (2017), para o estudo de problemas da mecanica da fratura

e Vanalli (2004), para a analise de problemas viscoplasticos anisotropicos.

Com este procedimento, o comportamento mecanico do material ¢ representado pelos
chamados modelos reologicos, como Kelvin-Voight, Boltzmann ou Maxwell. Estes sdo
constituidos pela associagao dos modelos basicos (mola e amortecedor), os quais representam
um comportamento especifico isolado: elastico e viscoso, respectivamente (TSCHOEGL;
1989). Além disso, a equagdo temporal resultante da analise ¢ resolvida por uma integracao
temporal explicita, com a aplicagdo do método de Euler para aproximacao das derivadas
temporais. Esta ¢ a abordagem escolhida para ser utilizada nesta dissertacdao, devido a suas
vantagens quando aplicada com o MEC, traduzidas na possibilidade de descrever o problema
inteiramente por integrais de contorno, ganhos em processamento computacional e a
representacao de diferentes condi¢gdes de contorno, podendo facilmente introduzir a variagao

temporal das grandezas.

O acoplamento MEC/MEF ja foi aplicado a dominios viscoeldsticos pelos autores
Mesquita e Coda, assim, a originalidade desta dissertacdo consiste na aplicacdo da formulagao
viscoelastica no acoplamento MEC/MECID e a modelagem de estruturas enrijecedoras de

comportamento elastico e/ou elastoplastico.



117

5.2. Teoria dos modelos reoldgicos

Nos materiais elasticos, os quais sdo mais usualmente utilizados na engenharia, a lei
constitutiva independe do tempo. Ja os viscoelasticos apresentam o comportamento conhecido
como memoria do material. Pode-se entender que, nestes materiais, a reposta de tensao depende
ndo s6 da intensidade da deformacao aplicada, mas sim de sua taxa de variacdo no tempo. A
abordagem de viscoelasticidade utilizada neste trabalho ¢ uma das teorias que avaliam o efeito
de memoria dependente do tempo. Como hipdteses para esta teoria, devem ser citadas a
estacionaridade (invariancia das propriedades caracteristicas do material com o tempo), a
homogeneidade do material (mesmas caracteristicas em todos os pontos do meio) e o

comportamento quase estatico (desprezam-se os efeitos inerciais).

Neste trabalho ¢ utilizada a abordagem de modelos reoldgicos para representacao do
comportamento dependente do tempo, conforme apresentado em Mesquita (2002). Esta ¢ uma
alternativa as formas classicas de abordagem da viscoelasticidade, as quais podem ser
consultadas nos trabalhos classicos de Gurtin e Sternberg (1962) e Christensen (1982), além de
uma breve mengao na tese de Oliveira (2017). Neste texto, a formulacao sera apresentada com

foco na abordagem dos modelos reologicos.

5.2.1. Modelos Basicos

Os modelos reologicos sdo construidos com base na associagdo dos modelos
(elementos) basicos de diferentes formas. Cada um destes elementos basicos caracteriza um
comportamento material especifico independente, por meio de relacdes matematicas simples.
Estes elementos podem ser simplificadamente representados por elementos uniaxiais, como na

Figura 5-1, fazendo analogia a teoria de circuitos elétricos.

O elemento (a) da Figura 5-1 representa o comportamento totalmente elastico. Este ¢
comumente conhecido como elemento de mola ou de Hooke. O elemento de mola traduz o
comportamento usual dos materiais elasticos estudados na engenharia: o surgimento de
deformagdes instantaneas a aplicagdo das tensdes, de forma proporcional & uma matriz
constituinte do material. Além disso, ndo existem deformacdes permanentes, ou seja, qualquer
que seja a intensidade de deformacgao atuante, o material retorna a sua condicao inicial apos a

retirada da solicitagao.
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Figura 5-1: Representacdo dos modelos basicos: (a) elasticos e (b) viscoso

E M
I = I
R o
(a) (b)

FONTE: O autor.

Para o elemento elastico, ¢ definida a relagdo constitutiva exatamente como a lei de
Hooke generalizada — Eq. (A.10). Indices (el) sdo inseridos nas grandezas para denotar que

estas representam tensoes e deformacdes elasticas:

“” =D, &9 (5.1)

ijlm®Im

O elemento (b) da Figura 5-1 representa o comportamento totalmente viscoso, o qual ¢
conhecido como modelo de Newton ou simplesmente “amortecedor”. Em andlises dindmicas,
este elemento traduz o comportamento do amortecimento viscoso, tendo como sua
representacdo um amortecedor, como o veicular, o qual impde resisténcia a velocidade do
deslocamento. Assim, este elemento apresenta um comportamento dependente do tempo, onde

tensdes sdo proporcionais a taxa (ou velocidade) de deformacao:
(V) — ~(v)
771]117! glm (5 2)

na qual ;i ¢ a matriz viscosa, analoga a Djjim na lei de Hooke. Note que nesta relagdo as tensoes
sao diretamente proporcionais a taxa de deformacdo, o que determina o comportamento
dependente do tempo do elemento amortecedor. Diferentemente do elemento mola, neste ndo

existe deformacao imediata.

Pode-se discorrer mais sobre a relagao viscosa da Eq. (5.2), no que se refere a matriz
viscosa. Analogamente a Eq. (A.12), essa relagdo também pode ser escrita em funcao das

chamadas constantes de Lamé:

=0,15,5,,+0,1(5,8,,+5,5,) (5.3)

zjlm im= jl

onde os coeficientes 0, e 6, sao chamados de coeficientes representativos da viscosidade do
material. E aceitdvel para um grande nimero de materiais a simplificagdo dos coeficientes

representativos em apenas um coeficiente viscoso:

0,=0,=y (5.4)
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Dessa forma, a Eq. (5.3) pode ser escrita em fun¢do da matriz constitutiva eléstica:
’71'jk/ = Y I:ﬂ’é‘zjé‘/m + H (5i15jm + 5im§jl )] = YDij/W1 (5'5)

Assim, a expressao do elemento amortecedor fica escrita em fun¢do da mesma matriz
constitutiva que o elemento mola. Esta caracteristica traz grandes vantagens e facilidades para
aplicagdo dos modelos reoldgicos nos métodos numéricos para solucdo de problemas.

Finalmente, a Eq. (5.2) se torna:

ol =yD,, & (5.6)

ij ijim®©Im

Analogamente a teoria de circuitos elétricos, os elementos bésicos sdo agrupados de
diferentes maneiras (série, paralelo ou misto) para formar os modelos reoldgicos, que
representam um tipo de comportamento mecanico do material. A seguir sdo apresentados os

trés modelos reologicos tradicionais para a viscoelasticidade.

5.2.2. Modelo de Kelvin-Voigt

Uma das associacdes mais simples seria a utilizagdo dos dois elementos base em

paralelo. Esse agrupamento da origem ao modelo de Kelvin-Voigt (Figura 5-2).

Figura 5-2: Representacdo do modelo de Kelvin-Voigt
E

th

7l

I
FONTE: O autor.

Utilizando como analogia novamente os circuitos elétricos, a deformagdo ¢ analoga a
diferenga de potencial (d.d.p.), ou seja, ambos os elementos devem estar sujeitos a0 mesmo &.
J& a tensdo ¢ anéloga a intensidade de corrente elétrica, ou seja, a tensao total ¢ ¢ dividida entre

os dois elementos.

As relagdes citadas acima se traduzem nas seguintes expressoes:
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el _ )
=& =&

— ()
Gij = Gij

(5.7)

(v)
+ O

Substituindo as expressoes da Eq. (5.1) e Eq. (5.6) nas relagdes acima, pode ser escrita

a equacao do modelo:
Gij :Dijlmglm +y z]'lm‘c;}m (58)

onde as tensdes e deformagdes ndo se diferenciam mais em eldstica ou viscosa, pois se tratam
das grandezas totais (aplicadas ao material). Esta relacdo deve ser imposta no modelo niumero

para que se possa resolver o problema viscoelastico considerando o modelo de Kelvin-Voigt.

Uma caracteristica importante desse modelo ¢ a inexisténcia de deformagdes imediatas
quando alguma tensdo ¢ aplicada. Isso se deve ao fato de ambos os elementos estarem
solicitados pela mesma tensdo — Eq. (5.7). Dessa forma, o elemento amortecedor impede que
deformagdes imediatas manifestem-se no modelo. Essa caracteristica pode atender a um
comportamento mecanico desejado, porém para muitos materiais s€ mostra como uma

limitacdo, o que faz com que um modelo reolégico mais complexo seja necessario.

5.2.3. Modelo de Maxwell

Outra associagao dos elementos bastante intuitiva seria a utiliza¢ao dos dois em série, o

que da origem ao modelo de Maxwell (Figura 5-3).

Figura 5-3: Representagdo do modelo de Maxwell
E n

W

€

FONTE: O autor.

Conforme a analogia em relacao a circuitos elétricos, pode-se notar que nesse modelo a
tensdo o ¢ a mesma para os dois elementos e a deformagao total € divide-se entre a eldstica e a

viscosa:

& = el 4 e
y y y (5 9)
(e _ ) :
0;,=0; =0;

Assim, pode-se escrever a expressao do modelo:
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o, o,
O (5.10)
Dijkl Y Dijkl

€y =

Como esperado, o modelo de Maxwell apresenta uma relagao bastante diferente do
modelo de Kelvin, ou seja, 0 comportamento mecanico representado ¢ outro. Isso faz com que
cada modelo reoldgico seja mais adequado para representar cada tipo de comportamento
material. Por exemplo, note que na Eq. (5.10) a existéncia de qualquer intensidade de tensdo o;
leva a existéncia de velocidade de deformagdo. Dessa forma, a aplicagdao de uma tensdao, mesmo
que constante, leva o material a fluir indefinidamente. Essa caracteristica ¢ bastante comum em

fluidos, como aqueles conhecidos por “fluidos de Maxwell”.

5.2.4. Modelo de Boltzmann

O arranjo de um modelo de Kelvin-Voigt em série com um elemento de mola da origem

ao terceiro modelo reologico, o de Boltzmann (Figura 5-4).

Figura 5-4: Representagdo do modelo de Boltzmann
ks
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FONTE: O autor.

O modelo de Boltzmann pode ser entendido como um modelo otimizado em relagdo aos
dois primeiros apresentados, superando, por exemplo, uma limitacdo do modelo de Kelvin,
através da possibilidade de deformagdes instantaneas. Essa melhoria se faz pela adicdo do
elemento de mola em série com o arranjo de Kelvin, semelhante ao modelo de Maxwell. Além
disso, 0 modelo de Boltzmann também apresenta uma melhoria em relagdo a Maxwell pela nao

existéncia do aumento das deformacdes indefinidamente mesmo com tensao aplicada constante.

Para equacionar este modelo, tensoes e deformagdes devem ser divididas entre duas
espécies: aquelas puramente elastica (6/“ e £/), atuantes na mola E e as viscoelasticas (¢ e
¢?), atuantes no arranjo em paralelo. Estas grandezas se relacionam como no modelo de

Maxwell:
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_ @, e
&; =& TE&

oo (5.11)
i i i

onde ¢; e o; sdo as deformagdes e tensoes totais aplicadas.

Na parte do arranjo em paralelo, as grandezas podem ainda ser divididas entre a parte
elastica e a viscosa. O arranjo em paralelo pode ser entendido como um modelo de Kelvin-

Voigt, entdo ¢ possivel aplicar a equagao do modelo para estas grandezas:

oy =E,D,,en +YE, Dy, & (5.12)

7jlm®Im ijlm©Im
onde D, jki € a chamada matriz constitutiva ausente.

A matriz constitutiva ausente difere da matriz constitutiva usual apenas pela utilizagao
do modulo de elasticidade (E2) em evidéncia. Dessa forma, ¢ possivel distinguir os dois
elementos de mola através de seu modulo de elasticidade. Porém, a utilizacdo do mesmo
coeficiente de Poisson para ambos ainda ¢ uma hipotese necessaria. Note que essa premissa
utilizada para obter a equagdo do modelo de Boltzmann impde implicitamente que ambas as
molas tenham comportamento isotropico. No caso de anisotropia, existem varios outros
coeficientes que compdem a matriz constitutiva, além de diferentes mddulos de elasticidade
longitudinais. Portanto, a técnica aqui explicada e utilizada ndo se aplica diretamente a matrizes

constitutivas anisotropicas.

A relagdo constitutiva para o elemento de mola £ pode ser escrita da seguinte forma:

o)) =ED,,é& (5.13)

ijlm™Im

Substituindo a Eq. (5.13) e a Eq. (5.12) nas expressoes da Eq. (5.11), pode ser derivada

a equagao do modelo de Boltzmann:

EE,

E
0,=—"2D,, %
" E+E, "’

g,
E +E,

(& +7E) - ; (5.14)

A Eq. (5.14) representa a relagdo que sera utilizada no método numérico para simular o
comportamento viscoelastico pelo modelo de Boltzmann. Este modelo também ¢ conhecido na
literatura como soélido padrao, devido a sua capacidade de apresentar tanto resposta imediata

quanto dependente do tempo.
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5.3. Formulacao do MEC viscoelastico

Conforme mencionado anteriormente, para utilizar a formulagao viscoelastica em um
método numeérico, deve-se impor a equagao do modelo reologico sobre a formulacao do
método. Neste trabalho é utilizado o MEC como método numérico, assim, cada um dos modelos
reologicos citados d4 origem a uma diferente formulacdo do MEC, as quais simulam diferentes

comportamentos mecanicos.

Para introduzir essa formulacao, sera apresentado o MEC obtido através a técnica dos
residuos ponderados. Os trabalhos de Brebbia (1978a, 1978b) apresentaram esta dedugdo,
inclusive sua equivaléncia em relacdo as formas cléassicas de apresentar o MEC. A técnica dos
residuos ponderados se baseia em realizar uma ponderacdo sobre a equagdo de equilibrio do
problema, sendo que no caso do MEC a fun¢do ponderadora se trata da solucao fundamental

em deslocamentos:
[ wi(oy,+b)dQ=0 (5.15)
Integrando por partes o primeiro termo da Eq. (5.15), obtém-se:
[unoyn,dC=| u;, 0,dQ+[ uybdQ=0 (5.16)

Na Eq. (5.16), substitui-se o equilibrio do Cauchy — Eq. (A.4) — e a relagao deformagao-

deslocamento do problema fundamental — Eq. (B.8), obtém-se:
[ ugpdr=[ er0,dQ+ [ uibdQ=0 (5.17)
Finalmente, a Eq. (5.17) € o ponto de partida para as formulagdes viscoelasticas do
MEC. Nela devem ser impostas as equagdes dos modelos reoldgicos para que se obtenha a

formulagdo final do modelo. A seguir sdo apresentadas as formulagdes para cada um dos

modelos reologicos estudados.

5.3.1. Formulac¢iao do MEC para Kelvin-Voigt

Primeiramente, para o modelo de Kelvin-Voigt, a Eq. (5.8) deve ser imposta na Eq.

(5.17). Para tal, substitui-se o termo o;;, obtendo:

[ wepdT = 1,D,,6,dQ~ [ &,7D;,6,dQ+ [ uzbdQ =0 (5.18)
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Substituindo as relagcdes de tensdo-deformacdo e deslocamento-deformacdao do
problema fundamental — Eq. (B.7) e Eq.(B.8) — e relagdo deslocamento-deformagdo da

elasticidade linear — Eq. (A.9) —na Eq. (5.18), resulta:

J} u;;pl.dl“ - IQ O'Z,.jui!de - ;/_[Q O'Zijlil.’de + IQ u,tl.bl.dQ =0 (5.19)

Integrando por partes os segundo e terceiro termos da expressao acima e, ainda,
substituindo o equilibrio de Cauchy e a relagdao de equilibrio para o problema fundamental —

Eq. (B.6) e Eq. (B.3) — ¢ possivel encontrar a seguinte expressao:
[ unpdU=| piuwdl—[ AudQ-y[ puidC—y| AdidQ+ | ujbdQ=0 (5.20)

Quando se considera que o ponto fonte esteja dentro do dominio, pode-se aplicar a
propriedade de filtragem da fun¢do Delta de Dirac, dando origem ao termo livre. Assim, obtém-
se a relacdo analoga a Identidade Somigliana para a formulacao viscoelastica com modelo de

Kelvin:
u; +yu; + Ir pudl + yjr i, dl = Ir u, p,dl + IQ u,b,dQ (5.21)

Da mesma forma que no caso elastico, a Eq. (5.21) permite determinar diretamente os
deslocamentos de pontos internos, desde que sejam conhecidas as grandezas no contorno. Para
obter a formulacao que possibilite a resolu¢do do problema para os pontos do contorno, deve-
se realizar a técnica do processo limite, levando o ponto para o contorno, como realizado no

Capitulo 2. Assim, ¢ obtida a representacao integral:
culw +yi; |+ [ pwdT+y | piaidl = [ wypdl+][ u;bdQ (5.22)
onde o termo c; ¢ idéntico a c;; da formulagdo eléstica, o qual ¢ definido pela Eq. (2.20).

A Eq. (5.22) pode ser escrita de forma matricial, seguindo os procedimentos descritos
no Capitulo 2. Dessa forma, analogamente Eq. (2.43), o sistema de equagdes lineares para esta

formulacao fica da seguinte forma:
Hu + yHu =Gp +Bb (5.23)

onde a matriz B representa a integra¢do da solugdo fundamental em deslocamentos sobre o
dominio. E mais comum encontrar na literatura esta formula¢do escrita inteiramente por
integrais de contorno, o que pode ser obtido ao se considerar forcas de volume nulas (b = 0),

resultando na Eq. (5.24). Porém, neste trabalho ¢ importante manter estes termos na expressao,
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visto que a formulag¢do de acoplamento utiliza o termo de dominio. Assim, a Eq. (5.23) deve

ser considerada no decorrer da formulagao.
Hu+ yHu =Gp (5.24)

Note que, além das integrais de contorno, a formulagdo viscoelastica apresenta uma
equacdo diferencial de primeira ordem no dominio do tempo. Para resolvé-la na dimensao
temporal ¢ utilizada a técnica das Diferencgas Finitas no sentido ascendente. Esta abordagem
aproxima a derivada de uma fun¢dao com base em uma discretizagdo em passos de tempo,

conforme a seguinte expressao:

= (5.25)

Com essa abordagem, a formulacdo integral da Eq. (5.23) ¢ resolvida de forma
incremental, com passos de tempo iguais a At. Substituindo entdo a expressdo da Eq. (5.25),

tem-se:
V4 t+1 t+1 | PRitl Y t
(1+—j Hu" =Gp" +Bb" +—Hu (5.26)
At At

A Eq. (5.26) pode ser entdo utilizada para obter a solucdo em deslocamentos para os
pontos do contorno em fun¢do do tempo. Para tal, deve-se ainda estipular uma condi¢do de
contorno inicial (no tempo zero), a qual ¢ normalmente nula, além de fixar o passo de tempo
At. Este valor sera dependente da ordem de grandeza das outras variaveis do problema, portanto,
¢ variavel de exemplo para exemplo. Via de regra, o resultado apresenta melhor qualidade
quanto menor o valor de A¢, porém isto leva também a um aumento do custo computacional.
Mais detalhes sobre a estabilidade do processo temporal e parametros de escolha do passo de

tempo A¢ podem ser encontrados em Mesquita (2002) e Oliveira (2017).

Tendo formulado o problema de contorno, o passo seguinte consiste na determinacao
de tensdes e deformacdes em pontos internos. Para tal, o procedimento de obtencdo da
formulacao hipersingular ¢ seguido. Aplicando a Eq. (5.22) para um ponto interno,
diferenciando-a em relagdo as coordenadas do ponto fonte e substituindo a relagdo

deslocamento-deformacao — Eq. (A.9) — resulta em:

&)+ ey = | puudT=7[ piiidl ==[ &,pdT [ z,bdQ (5.27)
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Aplicando as relagdes tensdo-deformagdo para os elementos basicos constituintes do
modelo de Kelvin — Eq. (5.1) e Eq. (5.6) — no primeiro e no segundo termos da Eq. (5.27), com

as mudancas de indices adequadas, ¢ obtida a seguinte expressao:

qw+JSkudF+ijkudF J'prﬂr+j D.,bdQ (5.28)

ijk

onde os nucleos integrais sao os mesmos obtidos na formulacao hipersingular do MEC e podem
ser expressos pelas Eq. (B.22) e Eq. (B.23). Além disso, o primeiro termo da expressao

representa a tensao total, a qual ¢ a soma das tensdes viscosa e elastica para o modelo de Kelvin.

A Eq. (5.28) permite obter as tensdes totais para qualquer ponto interno do problema,
desde que sejam conhecidas as grandezas no contorno. Esta expressao pode ser escrita de forma

matricial como:
6=Gp+Bb-Hu-yHnu (5.29)
A aproximacao linear no tempo para o célculo das tensdes em pontos internos fica:
H=Gp"'+Bbp" —-Hu" —yHW" (5.30)

onde o vetor w’"! pode ser obtido pela Eq. (5.25), ja que os deslocamentos no instante anterior

(#) sao conhecidos da aplicacdo da Eq. (5.26).

Para determinar as parcelas viscosa e eléstica da tensdo, ¢ necessario voltar as relagdes
viscoelasticas do modelo reoldgico. A relagdo constitutiva do elemento mola — Eq. (5.1) — pode

ser diferenciada em relag@o ao tempo, obtendo:

6," =D, & (5.31)

iylm©Im

Substituindo a Eq. (5.31) e a Eq. (5.1) na equagdo do modelo de Kelvin — Eq. (5.8) — ¢

obtida uma relacao entre as tensdes elasticas ¢ as tensoes totais:
(d) (d)
o, = +y0; (5.32)

Assim, tendo conhecidas as tensoes totais a partir da Eq. (5.30), a resolugdo equagao
diferencial temporal — Eq. (5.32) — possibilita a determinagao das tensdes elasticas. Aplicando
a técnica de Diferencas Finitas para a derivada temporal da tensdo elastica na expressdo acima,

resulta em:

¢+ 7/ .
t+1 Al 1 (533)

6el - y
1+At
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onde 6.l representa o vetor contendo as componentes da tensdo eléstica.

Finalmente, a Eq. (5.33) permite determinar as tensdes elasticas em qualquer ponto

interno. O calculo das tensdes viscosas fica entdo trivial:

t+1 t+1 t+1

¢, =¢" ~o, (534)

onde o € 0 vetor contendo as componentes da tensao viscosa no modelo.

5.3.2. Formula¢iao do MEC para Maxwell

A dedugdo passo a passo para este modelo ndo € apresentada neste texto, pois segue um
procedimento analogo ao aplicado no item anterior. Mais detalhes podem ser encontrados em

Oliveira (2017).

A formulagdo viscoelastica do MEC utilizando o modelo de Maxwell pode ser descrita

de forma matricial como:
yHiu=yGp+Gp+yBb+Bb (5.35)

a qual pode também ser escrita sem a utilizagdo de integrais de dominio, através da consideragao

de forgas de volume nulas e sem variagdo no tempo (b = b = 0), da seguinte forma:
yHu =yGp +Gp (5.36)

Para aplicar a técnica das Diferencas Finitas nesta equagdo, ¢ necessario discretizar
também a derivada temporal do vetor p (for¢as de superficie) de forma progressiva, conforme

demonstra a seguinte expressao:

p=—"-—"7 (5.37)

Aplicando as Eq. (5.25) e Eq. (5.37) na formulacdo dada pela Eq. (5.36), ¢ obtido o

sistema algébrico que possibilita obter as grandezas no contorno:

A At )= =

Hu'™' = (1 +—tj Gp™' —Gp' + (1 +—tj Bb™' —Bb’ + Hu' (5.38)
4 4

De forma anéloga ao demonstrado para o modelo de Kelvin, a obten¢ao das tensdes em

pontos internos € possivel a partir da diferenciacdo da formulagdo para deslocamentos. A

equagao que permite determinar as tensoes totais para qualquer ponto interno pode ser expressa

matricialmente como:
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6+lc:le+Gﬁ+lE%+§%—Hh (5.39)
yor 4

sendo que as matrizes G’ e H’ representam as integracdes no dominio dos nucleos
hipersingulares dados pela Eq. (B.22) e Eq. (B.23), com observado na Eq. (5.28) e a matriz B’

representa a integracao da solugdo fundamental sobre o dominio.

Utilizando a técnica de Diferencas Finitas, a aproximagao linear no tempo fica:

AtG’(%pt-H +pt+1)+At]_3/(7/bI+l +bt+])_AtH!l'lt+l +Gt
6 = 4 (5.40)

1+Af/y

A Eq. (5.40) permite obter as tensdes totais para qualquer ponto interno. No modelo de

Maxwell, tanto tensdes elasticas quanto viscosas sdo iguais as tensdes totais, portanto essa

expressao resolve o problema a nivel de tensoes.

5.3.3. Formulac¢ido do MEC para Boltzmann
Da mesma forma, a dedug@o passo a passo desse modelo ¢ omitida do texto. Mais
detalhes podem ser encontrados no trabalho de Mesquita (2002).

A formulacao viscoelastica utilizando o modelo de Boltzmann no MEC pode ser

representada de forma matricial como:

) TR T LT (541
2

2

Substituindo as Eq. (5.25) e Eq. (5.37) na expressdo acima, obtém-se:

7 t+1 7/ E1+E2 t+1 3 Al 7/ t t R
l+— |Hu" =| —+——= (G +Bb" J]+—(Hu' —Gp’' —Bb 5.42
L P O S I IR B

A expressao que permite obter as tensdes em pontos internos € aqui apresentada ja

discretizada no tempo, com a aplicagdo de Diferencas Finitas:

t+1

_ Grpt+1 +]_3!bz+l _ E]E+2E2 (Hrut+1 + ]/H'l.lHl —]/G’[')Hl —]/l_;'btﬂ)-l-é EllizEz G' (5 43)
(1 + £ Elf-?Ez )

Assim como no modelo de Kelvin-Voigt, a tensao total ¢ dividida entre as parcelas

elastica e viscosa, as quais podem ser avaliadas através das Eq. (5.33) e Eq. (5.34).
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5.4. Formulacao viscoelastica para dominios enrijecidos

O Capitulo 3 ja apresentou os modelos enrijecidos baseados nos acoplamentos
MEC/MEF e MEC/MECI1D, bem como toda a formulagdo necessaria quando o problema ¢
independente do tempo, i.e., de comportamento eldstico no dominio 2D. Em relagdo a
abordagem utilizada para dominios elasticos, as modifica¢des se resumem as formulagdes para
pontos do contorno e para pontos internos ao dominio — Eq. (3.4) e Eq. (3.5) na formulagdo do
acoplamento matriz/enrijecedor. Assim, cada modelo resulta em um sistema de equacdes
diferentes a ser resolvido, como o da Eq. (3.7). A seguir sdo apresentadas as formulacdes

enrijecidas obtidas quando cada um dos modelos reoldgicos ¢ considerado.

5.4.1. Acoplamento para dominio de Kelvin-Voigt

Quando se trata do modelo de Kelvin-Voigt para simular o comportamento mecanico
do meio, a formulagdo do MEC pode ser expressa pela Eq. (5.22). Sua aplicagdo em pontos do
contorno resulta na Eq. (5.21). Para a formulacdo do acoplamento, ¢ necessario considerar a
linha de carga como for¢a de volume (b). Assim, conforme explicado no capitulo anterior, o

termo de dominio (Bb) ¢ degenerado em uma integral sobre a linha de carga, resultando em:
c, [uf + yu; ] + J} it dl + }/jl_ Pt dl = L u, p,dl + .[r u; (/> )j dar (5.44)
A Eq. (5.44) pode ser escrita de forma matricial como:
Hecue +7Heclle = GeePe + Gorly (5.45)

Aplicando a técnica das Diferengas Finitas através da substitui¢do da Eq. (5.25) na Eq.

(5.45), € possivel escrever a formulacao para pontos no contorno:
(1+a)Hiue =Goepe +oH U +Gf, (5.46)
onde os termos do passo de tempo atual (indice ¢+ 7 na Eq. (5.26)) tiveram seu indice suprimido,

enquanto que os termos do passo anterior (¢) receberam o sobrescrito barra (u). Além disso a

constante o € escrita em fun¢do do parametro de viscosidade do modelo (y) e do passo de tempo

(A?):
a=2 (5.47)

A segunda equacao necessaria para resolver o sistema do acoplamento ¢ a avaliacao das

grandezas nos nos do enrijecedor como pontos internos na formulagao do dominio via MEC. A
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expressdo para pontos internos do modelo de Kelvin ¢ obtida a partir da Eq. (5.21), aplicando

a linha de carga do enrijecedor como um termo de for¢a de campo (b), assim, pode ser escrito:
(up), +7 (i) + Ir pou,dl + j/L putidl = Iruzipidf + jfu; (fo )j dar (5.48)

Esta equacao pode ser expressa matricialmente por:
up + 7y = GeePe + Gy —Hpclle —7Hgclle (5.49)

Aplicando a técnica de Diferencgas Finitas, ¢ possivel determinar a formulagdo para os

pontos do enrijecedor no dominio:
(I+a)uy +(1+a)Hpcue = Gyepe + Gy, + aH Ui + o, (5.50)

onde a constante o ¢ a mesma definida pela Eq. (5.47). Todas as matrizes H e G deste item sao

também as mesmas definidas no item anterior para o caso elastico.

A formulacao para os pontos do enrijecedor pelo método numérico que descreve a fibra
(MECI1D ou MEF) pode ser expressa pela Eq. (3.6). Nao ha mudangas, pois, conforme citado,

somente o dominio apresenta comportamento viscoelastico.

A partir da Eq. (5.46), Eq. (5.50) e Eq. (3.6) pode ser construido o sistema linear de
equacdes que leva a solucdo do acoplamento, analogamente a Eq. (3.7). Note que, assim como
no caso elastico, as incognitas sdo uc, up e fb. Ao considerar a viscoelasticidade o problema se
torna discretizado no tempo e, portanto, as grandezas no passo de tempo anterior (uc, up e fp)
passam a ser grandezas conhecidas no sistema de equagdes. Por isso, essas grandezas devem
aparecer no lado direito do sistema, juntamente com os valores, a priori, conhecidos pc. Esse

sistema pode ser escrito como:

Pc

(1+a)Hge 0 G |[ue] [Gee aHee 0 0 0]|u,
(I+a)Hye (I+a)l G [quyr=|Gye aHye ol 0 0|qu, (5.51)

0 K, G, ||f, 0 0 0 0 P.

f,

Da mesma forma que no caso elastico, devem ser aplicadas as condi¢des de contorno
no sistema da Eq. (5.51), o que se faz por meio da técnica de troca de colunas utilizada no MEC.
Vale citar que a troca de colunas ¢ realizada apenas para grandezas do contorno (uc € pc),
portanto, apenas as primeiras colunas das matrizes expressas no sistema acima sao afetadas.

Tais colunas sdo idénticas na Eq. (5.51) e no sistema obtido quando o dominio ¢ elastico — Eq.
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(3.7), isto quer dizer que o processo de troca de colunas pode ser realizado da mesma forma,

tanto para o caso eldstico quanto viscoelastico.

Outro comentario importante sobre a resolucdo do problema de acoplamento com
dominio viscoelastico ¢ que a analise passa a ser dependente do tempo. Como as derivadas
temporais foram discretizadas na formulagdo viscoelastica, o sistema da Eq. (5.51) deve ser
resolvido para cada passo de tempo. Na primeira realiza¢do, quando ndo sdo conhecidas as
grandezas do passo de tempo anterior, estas recebem os valores das condigdes iniciais (no
tempo zero), as quais sao usualmente nulas. Em seguida, para cada passo, deve-se atualizar os
valores de uic, b, pc e f pelos obtidos no passo anterior, para entio os valores de uc, up, pc e

fp no passo atual.

5.4.2. Acoplamento para dominio de Maxwell

Neste capitulo ja foi apresentada anteriormente a construcao e equacao governante do
modelo de Maxwell. A formulagdo do MEC neste caso pode ser expressa matricialmente pela
Eq. (5.38). Analogamente ao procedimento aplicado para o acoplamento com Kelvin-Voigt, a

formulacao para pontos do contorno pode ser escrita como:
YHecue =7GecP +Gecp + 7GCFfD +G ey (5.52)

Aplicando Diferengas Finitas, ou seja, discretizando as derivadas temporais das
grandezas uc, pc e fp por meio da Eq. (5.25) e da Eq. (5.37), ¢ encontrada a equagdo que

determina os deslocamentos no contorno:
1 1 _ _ -
Hecue - 1+; Gty = 1+; GeePe +Hece =GeePe — Gl (5.53)
onde as grandezas indicadas por barra representam variaveis conhecidas do passo de tempo

anterior.

A equagdo que determina as grandezas em pontos internos pode ser obtida pela
aplicacdo da forma singular do MEC de modo que cada no6 da fibra seja considerado um ponto

interno. Assim, ¢ obtida a formulacao para nds do enrijecedor no dominio:

yup + yHpclle = yGpcPe + GpcPe + 7GFFfD + Gl (5.54)
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Deve-se entdo aplicar a técnica de Diferencas Finitas na Eq. (5.54). Utilizando a mesma
notacdo da Eq. (5.46) para as variaveis do passo de tempo anterior, a expressao que determina

deslocamentos para pontos da fibra internos ao dominio fica:
1 1 _ o =
u, +Hpou, - 1+; G fp = 1+E GpcPc +Hpcue —Gicpe +uy, —Gipfy,  (5.55)

Assim, o conjunto de equagdes formado pelas Eq. (5.53), Eq. (5.55) e Eq. (3.6) constitui
o sistema algébrico — apresentado na Eq. (5.56) — que determina a solugcdo do problema de
acoplamento. Conforme mencionado anteriormente, as condi¢des de contorno devem ser

aplicadas por meio da técnica de troca de colunas para que a solugdo deste sistema seja possivel.

_HCC 0 _(1+%[)GCF_ _(1+%5)Gcc HCC 0 cC _GCF_ EC

-G
Hie 1 —(1+Y)Gu [Juyp=| (1+ Y )Gre Hie T —Gpe Gy [0, (5:56)
0 K, G, f, 0 0 0 0

5.4.3. Acoplamento para dominio de Boltzmann

A formulacdo do MEC para o dominio governado por Boltzmann ¢ expressa pela Eq.
(5.42). Analogamente ao procedimento aplicado para os acoplamentos anteriores, a formulagao

para pontos do contorno pode ser escrita como:
(1 + a)HccuC = (a + E]E;ZEZ)(GCCPC +G oy )"' a (Hccﬁc ~GeePe — GCFFD ) (5.57)

A segunda equagao matricial do acoplamento pode ser obtida ao aplicar a Eq. (5.42) a

pontos internos, coincidentes com os nés dos elementos enrijecedores, o que resulta em:
(I+a)u, +(1+a)Hcue = (a +E'E;ZEZ)(GFCpC +G ppfy )+ @ (Hyelle + W, = G P — G i1y )
(5.58)

Assim, o conjunto de equagdes formado pelas Eq. (5.57), Eq. (5.58) e Eq. (3.6) constitui

o sistema algébrico que representa o comportamento do dominio de Boltzmann enrijecido:
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P
(l+a)Hee 0 —(@+22)Ge |, | [(2+22)Gee aHee 0 —aGee —aGe ﬁz
(I+a)Hg (1+a)l —( +ElE+2E2)GFF u, =( +E1bf2E2)GFC aHy,. al -aGp. -aGy |Ju,
0 K, G, fy 0 0 0 0 0 Pc

fD

(5.59)

5.5. Enrijecedor elastoplastico com dominios viscoelasticos

O modelo de plasticidade dos elementos enrijecedores segue a mesma formulagdo
apresentada no Capitulo 4. Entretanto, a diferenga fica por conta do célculo do vetor de forgas
desbalanceado Af, o qual deve considerar os termos viscoeldsticos no sistema de equagoes.
Neste item serd descrito o procedimento quando o modelo viscoeldstico de Kelvin-Voigt ¢
considerado, o que pode ser facilmente aplicado para os outros modelos viscoelasticos de

Maxwell e Boltzmann de forma anéloga.

Como o procedimento elastoplastico ¢ baseado em uma abordagem incremental, o
sistema da Eq. (5.51) deve ser reescrito em termos das grandezas incrementais. Assim, para um
dado passo de tempo s, todas as varidveis no passo anterior s — 1 e as grandezas prescritas no
contorno pc no tempo s sao conhecidas. Os valores incrementais das grandezas do problema
sao obtidos por meio da subtracdo de seus valores no passo anterior, ou seja:

Apc =Pc — IN)SC_1
Au, =ul' —ul’ (5.60)

== _ 51 s=2
Auy =uy —uy

Dessa forma, o sistema linear de equagdes deve ser aplicado com base em termos

incrementais sobre a Eq. (5.60), resultando na seguinte forma:

(1+a)Ag 0 G [[Ax] |Age aHee 0 |[Ap,
(I+a)Bye (1+a)l =Gy [{Au, p=| By aHye al |{Au (5.61)
0 K, G, ||Af, 0 0 0 ||Aq,

o qual ja foi escrito ap6s o procedimento de troca de colunas e os vetores pc e fp foram omitidos,

visto que ndo influenciam no sistema de Kelvin-Voigt.

Apos a obtengdo das grandezas corrigidas pelo processo elastoplastico, o vetor de forgas

desbalanceadas Af pode ser encontrado da seguinte forma:
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Ace aHe 0 [[Ap, (1+a)Acc 0 Gy || AXE”
Af=|Bye aHye al QAU —| (1+a@)Bye (1+a)l -Gy [<Auy”:  (5.62)
0 0 0 ||Au, 0 K, G, ||AfY”

onde o sobrescrito corr indica as grandezas corrigidas pelo processo elastoplastico.

Utilizando o sistema dado pela Eq. (5.61) e o célculo de Af pela Eq. (5.62), é possivel
aplicar a abordagem incremental para a plasticidade conforme apresentado no Capitulo 4 e

ilustrado pela Figura 4-3.

Por fim, basta acoplar o processo iterativo da plasticidade com o processo temporal da
viscoelasticidade. Dentro de cada passo de tempo s todas as grandezas fisicas do passo anterior
s — 1 sdo conhecidas, entdo, o processo elastoplastico deve iterar até atingir a convergéncia,
conforme fluxograma da Figura 4-3. Isto permite obter os valores corretos das grandezas
desconhecidas no passo atual s. Estas grandezas serdo consideradas os parametros conhecidos
no seguinte passo de tempo s+ 1 do processo viscoelastico. O procedimento acoplado pode ser

melhor entendido pelo fluxograma ilustrado na Figura 5-5.

Figura 5-5: Esquema dos processos viscoelastico e elastoplastico acoplados

Condigoes iniciais

. = = Convergéncia do
AP, AuS, Aus g Au; , Au, , Ap) |
[ Po» e » At processo elastoplastico c» At » APy

FONTE: O autor.

5.6. Exemplos de aplicacio do modelo viscoelastico enrijecido

Neste item sdo apresentados os exemplos numéricos onde ¢ aplicada a formulagdo
viscoelastica enrijecida com os acoplamentos MEC/MEC1D e MEC/MEF. As duas primeiras
aplicagdes visam validar a formulagdo, comparando os resultados obtidos com respostas de
referéncia, por meio de um problema homogéneo na Aplicacdo 5.1 e um nao-homogéneo na
Aplicagdo 5.2. Além disso, a primeira aplicacdo trata do caso com enrijecedores elastico-
lineares e nas duas seguintes, o comportamento elastoplastico ¢ adicionado ao modelo do

enrijecedor. Por fim, a Aplicagdo 5.3 propde um exemplo de benchmark que possa ser utilizado
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como referéncia para futuros trabalhos neste tema, visto que a formulagdo ja foi validada nas
Aplicacdes 5.1 e 5.2. Nestes exemplos, as unidades fisicas omitidas sdo escritas com base em

[KN, cm].

5.6.1. Aplicacao 5.1: Modelo viscoelastico enrijecido linear

Esta aplicagdo trata da andlise mecanica da estrutura ilustrada na Figura 5-6. O dominio
bidimensional ¢ homogéneo e isotropico, com estado plano de tensdes, além de apresentar um
comportamento viscoeldstico representado pelo modelo de Kelvin-Voigt. Uma tnica fibra
longa refor¢a o dominio e apresenta comportamento elastico-linear. Observa-se que se trata de
um exemplo bastante simples, cujo objetivo € unicamente validar a formulagdo viscoelastica
enrijecida, demonstrando a convergéncia do processo discretizado para resolugdo do problema
temporal. A Figura 5-6 ilustra também as dimensdes, valores de carregamentos e as
propriedades fisicas: modulo de elasticidade (E), coeficiente de Poisson (v), coeficiente

viscoelastico (y) e area das fibras (4).

Figura 5-6: Geometria e propriedades fisicas da estrutura analisada na Aplicagdo 5.1, dimensdes em

cm
q
[II”””II””I“_.P
Carregamentos
—
— P=0.5
S — q=0.3
< —
— -
] Dominio
Pl —s E=100
- v=0.3
7 v=45.4545 dias
—
(=] —_—
= — Fibra
: E=200
- A=10
20 50 20

FONTE: O autor.

A malha de elementos de contorno para o dominio 2D ¢ composta por 34 elementos
quadraticos. A malha de enrijecedores ¢ composta por 50 elementos, também quadraticos. O
modelo de contorno totaliza 346 graus de liberdade e mostrou convergéncia de malha em uma
analise prévia. Neste exemplo, somente o acoplamento MEC/MECID ¢ utilizado. Todas as
condi¢des iniciais sdo nulas e, para a andlise viscoelastica, sdo considerados trés diferentes

discretizagdes temporais, visando a validagdo da convergéncia do processo:

e At} =16,67 horas (aproximadamente 0,7 dia);
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e Aty = 66,68 horas (aproximadamente 2,8 dias);

e At; = 666,67 horas (aproximadamente 28 dias);

Para validar os resultados obtidos pela formulagdo proposta, um modelo construido no
software ANSYS ¢ considerado como referéncia. O procedimento para constru¢do do dominio
enrijecido ¢ o mesmo ja apresentado nos exemplos de aplicagdo anteriores e o modelo totaliza
36162 graus de liberdade. O comportamento viscoelastico de Kelvin-Voigt ¢ modelado por
meio do uso de uma solucdo transiente, na qual os elementos sélidos apresentam um
comportamento com amortecimento, linearmente proporcional a rigidez por um coeficiente v.
Os elementos de treliga apresentam um comportamento mecanico linear-elastico com
amortecimento nulo. A resposta mecanica do modelo amortecido ao longo do tempo coincide
com a resposta do modelo viscoelastico, uma vez que a matriz de amortecimento se iguala a
matriz constitutiva do modelo de Kelvin-Voigt. A analise transiente ¢ configurada para finalizar
com 270 dias e realizar passos de tamanho igual a 0,7 dia (aproximadamente igual a At;). Este
modelo demonstrou convergéncia de malha e de passo de tempo na andlise via ANSYS e,

portanto, pode ser utilizado como referéncia.

A Figura 5-7 ilustra os resultados de deslocamento vertical (i) e horizontal () ao longo
do tempo no ponto pi, o qual se encontra no contorno da estrutura. Nestes graficos, foram
considerados os trés diferentes passos de tempo, além da resposta de referéncia (ANSYS). E
possivel observar o comportamento assintético dos resultados ao longo do tempo, caracteristica
do modelo de Kelvin-Voigt. Assim como uma resposta amortecida, a resposta viscosa da
estrutura ¢ maxima no comeco da analise e decai ao longo do tempo, fazendo com que a resposta
elastica passe a ser governante ao final da andlise. Por esta razdo, os deslocamentos apresentam
derivada maxima nos tempos iniciais € valor maximo nos tempos finais, ou seja, um
comportamento assintotico. Esta figura demonstra também a convergéncia do processo
temporal, ou seja, a melhora do resultado conforme diminui-se o tamanho do passo de tempo,
visto que a resposta mais longe da referéncia ¢ obtida por Ats. Os resultados de Aty e Aty sdo

igualmente precisos, o que demonstra convergéncia.

A Figura 5-8 exibe os resultados de deslocamentos no ponto da extremidade direita da
fibra de reforco ao longo do tempo, o qual ¢ o ponto sobre a fibra de maior deslocamento.
Nestes graficos sdo também comparados os resultados obtidos pelos trés diferentes passos de
tempo e os valores de referéncia. Assim como analisado para a Figura 5-7, estes graficos

mostram o comportamento esperado das grandezas ao longo do tempo e concluem a
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convergéncia do processo temporal, apresentando tanto At; quanto At; adequados para obter a

resposta do problema.

Figura 5-7: Deslocamento vertical e horizontal do ponto p; ao longo do tempo

0.45 0.0
0.36
~ 0.27
£
2
=k
0.18
O Atl
X At2
0.09 . A3
—— ANSYS
0.00 @ -1.2
0 90 180 270 0 90 180 270
Tempo (dias) Tempo (dias)

FONTE: O autor.

Figura 5-8: Deslocamento horizontal e vertical da extremidade direita da fibra ao longo do tempo
0.32 0.0 g

0.24

—_~

=
< 0.16
B

u, (cm)

0.08

-1.0
0 90 180 270 0 90 180 270
Tempo (dias) Tempo (dias)

FONTE: O autor.

Os resultados de esfor¢os normais (N) sobre a fibra sdo ilustrados pela Figura 5-9 sobre
dois aspectos: sua variagdo ao longo do tempo no ponto central da fibra (a) e sua variacao ao
longo do comprimento da fibra no tempo final de andlise (b), i.e., 270 dias. O ponto central se
mostra como o ponto de maior esfor¢o normal para todos os passos de tempo da analise, por
isso foi selecionado em (a). Estes resultados foram obtidos com uso de Ati, visto que as analises
anteriores ja o certificaram como adequado. Ambos os graficos desta figura mostram uma
excelente concordancia com a referéncia (ANSYS). Analisando o grafico em (a), ¢ possivel
verificar que ao inicio da andlise, N tem valores proximos de zero e cresce ao longo do tempo.

Além disso, (b) ilustra uma variag¢ao suave dos valores de N ao longo da fibra, sem apresentar
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oscilagdes. Conforme j& observado em Aplicagdes anteriores, o modelo do ANSYS leva a
resultados de esfor¢os ndo nulos nas extremidades de fibras, diferentemente do acoplamento

MEC/MECID, o que ¢ explicado pela diferenca na formulagao dos métodos numéricos.

Figura 5-9: Esfor¢o normal da fibra: no ponto central ao longo do tempo (a) ¢ ao longo do
comprimento no tempo final (b)
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FONTE: O autor.

A Figura 5-10 ilustra a varia¢do das grandezas deslocamentos horizontais (a) e esforgos
normais (b) sobre a linha da fibra (S) para cinco diferentes tempos de andlise. Estes cinco
tempos (t1, t2, t3, t4 e t5) sdo igualmente espagados na analise temporal (1, 100, 200, 300 ¢ 400
passos de tempo) quando Aty ¢ utilizado. Tais resultados ja foram validados pelas andlises
anteriores, por isso ndo sdo exibidos valores de referéncia nestes graficos. Pode-se observar,
para todos os pontos da fibra, que os resultados se iniciam com valores proximos de zero, que
crescem ao longo do tempo tendendo a convergir para um valor final, visto que a diferenca
entre as curvas diminui quando se avanga nos tempos especificados. Tal caracteristica também
foi observada na Figura 5-9 para esfor¢os normais e nas Figura 5-7 e Figura 5-8 para
deslocamentos, ambos em pontos especificos. Este comportamento pode ser explicado pela

caracteristica assintotica da resposta elastica, mencionada anteriormente nesta aplicagao.

Finalizando esta aplicacdo, os resultados no dominio sdo representados na Figura 5-11,
através dos deslocamentos horizontais e verticais sobre o contorno, representado pela variavel
S, que percorre o perimetro da estrutura em sentido anti-horario com origem na extremidade
inferior esquerda. Estes graficos comparam os resultados obtidos por meio de At; no ultimo
passo da analise (apos 270 dias) com os valores de referéncia (ANSYS). Verifica-se uma
concordancia perfeita dos resultados obitos pelo modelo proposto e a referéncia, validando a

andlise também para varidveis do dominio.
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Figura 5-10: Variagdo ao longo do comprimento do enrijecedor em cinco diferentes tempos para:
deslocamentos horizontais (a) e esforgos normais (b)
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FONTE: O autor.

Figura 5-11: Deslocamentos horizontais (i) e verticais (#,) no contorno apos 270 dias
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FONTE: O autor.

5.6.2. Aplicacio 5.2: Modelo viscoelastico enrijecido nao-linear

Esta aplicacao trata da analise mecanica da estrutura ilustrada na Figura 5-12. O dominio
bidimensional ndo-homogéneo ¢ viscoeléstico e isotrépico, com comportamento governado
pelo modelo de Kelvin-Voigt, com mesmo parametro para as duas sub-regides, cuja diferenga
mecanica consiste no valor do modulo de elasticidade (E1 e En). EPT € considerado e duas fibras
longas de comportamento elastopléstico e diferentes propriedades fisicas enrijecem a estrutura.
A Figura 5-12 exibe também dimensdes, valores de carregamentos e as seguintes propriedades
fisicas: médulos de elasticidade dos dominios (E£1 e En) e das fibras (£), coeficientes de Poisson

(vi e vii) e coeficientes viscoelasticos (y1 e yi) dos dominios, area (4), tensdo de escoamento (oy)
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e modulo pléstico de encruamento (K”) das fibras. Assim, este exemplo visa validar a
formulagdo do refor¢o elastopléstico acoplado ao dominio viscoeldstico representado pelo

modelo reoldgico de Kelvin-Voigt.

Figura 5-12: Geometria e propriedades fisicas da estrutura analisada na Aplicacdo 5.2, dimensdes em
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FONTE: O autor.

A malha de elementos de contorno para o dominio 2D ¢ composta por 260 elementos
quadraticos, com 529 nds. A malha de enrijecedores ¢ composta por 109 elementos, também
quadraticos, com 220 nds. O modelo de contorno totaliza 1498 graus de liberdade e mostrou
convergéncia de malha em uma andlise prévia. A andlise viscoelastica ¢ realizada com 400
passos de tempo de tamanho A¢ = 1 dia e todas as condicdes iniciais sdo nulas. Esta malha e

passo de tempo mostraram convergéncia para o problema analisado.

Para a andlise elastoplastica ndo ¢ considerado um niimero pré-determinado de passos
de carga. Conforme explicado anteriormente neste capitulo, cada passo de tempo da
viscoelasticidade ¢ tratado como um passo de carga do processo elastoplastico. A tolerancia
estipulada foi de 10" em forca e, nos passos onde niio ocorreu evolu¢do da deformacao plastica,
a convergéncia foi obtida com somente 1 iteragcdo. Nos passos onde ocorreu plastificagao, foram

necessarias aproximadamente 8 iteracoes.
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Para validar os resultados obtidos pela formulagdo proposta, um modelo construido no
software ANSY'S ¢ considerado como referéncia. Este modelo ¢ composto por 17000 elementos
solidos (PLANE182) e 436 elementos de trelica (LINK180), totalizando 36162 graus de
liberdade. Para a simulagdo do comportamento viscoelastico no ANSYS ¢ utilizada uma
resposta transiente com amortecimento viscoso, conforme ja explicado para a Aplicacdo 5.1.
Para a simula¢do do comportamento elastoplastico dos enrijecedores, os elementos de treliga
do modelo apresentam um comportamento mecanico dado pelo modelo de Mises Plasticity. A
analise transiente ¢ configurada para finalizar com 400 dias e realizar passos de tamanho igual
a 1 dia. Este modelo também demonstrou convergéncia de malha e de passo de tempo, portanto,

pode ser utilizado como referéncia.

A Figura 5-13 ilustra os resultados de deslocamentos sobre o contorno da geometria,
apo6s o ultimo passo de tempo (400 dias). Este grafico exibe os resultados obtidos pelo modelo
proposto de acoplamento MEC/MECI1D (denominado MEC no grafico) e os resultados de
referéncia (ANSYS). Pode-se verificar uma boa concordancia dos resultados, demonstrando a
mesma tendéncia. Contudo, o modelo do ANSYS se mostrou levemente menos rigido, pois
ambos os deslocamentos verticais e horizontais sao maiores do que aqueles obtidos pela analise
via MEC. Entretanto, a diferenga ndo ¢ significante e ndo invalida os resultados do modelo

proposto.

A Figura 5-14 ilustra os resultados de esfor¢o normal (V) e deformacao plastica ao longo
dos enrijecedores apos o final da analise (400 dias). Neste grafico, S representa o comprimento
dos enrijecedores, onde as duas fibras longas sao alinhadas nesta ordem: F; (de baixo para cima)
e Fn(da esquerda para a direita). Assim como na figura anterior, os resultados mostram uma
boa concordancia com a referéncia. Entretanto, o modelo do ANSYS se mostrou novamente
ligeiramente menos rigido que o modelo proposto, o que fica mais nitido nos valores de

deformacao plastica para os valores iniciais de S.

Pela Figura 5-14 e possivel observar também que o modelo foi capaz de representar
corretamente o fendmeno de plastificagdo nas duas fibras. Sendo que, em Fy houve evolugdo de
deformacdes plasticas mais intensamente na regido de maiores esforgos (proéximo ao engaste),
enquanto que Fp apresentou um estado de tensdo e deformagdo quase uniforme. Este
comportamento ¢ explicado pela solicitacdo na regido de todo o comprimento de Fi ser
predominantemente de tra¢do pura. Além disso, estes resultados ndo mostraram as usuais
oscilagdes proximas a pontos de descontinuidade, devido a simples geometria das fibras e

campo de tensdes na regido destas.
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Figura 5-13: Deslocamentos horizontais e verticais no contorno da estrutura apos 400 dias
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FONTE: O autor.

Figura 5-14: Esfor¢o normal e deformagao plastica ao longo das fibras ap6s 400 dias
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A Figura 5-15 exibe os deslocamentos vertical e horizontal do ponto pi, posicionado
sobre o contorno da estrutura, ao longo do tempo de andlise. Neste grafico pode-se observar a
fluéncia da estrutura ao longo do tempo, verificando o usual comportamento assintotico sem
resposta imediata, o qual ¢ caracteristico do modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt. Assim como
nas figuras anteriores, os resultados obtidos pela formulagdo proposta estdo coerentes com a
referéncia, porém sdo ligeiramente mais rigidos que os resultados do ANSYS. Em termos

numéricos, a diferenga maxima encontrada para estes valores fica em torno de 2,7%.
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Novamente, pode-se verificar que o valor ndo ¢ significante, a tendéncia dos resultados ¢

precisamente correta e, portanto, o modelo pode ser considerado adequado.

Figura 5-15: Deslocamento vertical e horizontal do ponto p; ao longo do tempo
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FONTE: O autor.

Finalmente, a Figura 5-16 exibe o esforco normal e a deformagdo pléstica do ponto
central de Fii ao longo do tempo. Nesta figura ¢ possivel validar a representagdo da variagcdo
destas grandezas ao longo do tempo, assim como foi apresentado para deslocamentos, ao
verificar que a resposta coincide com a referéncia (ANSYS). E possivel observar que o esfor¢o
parte de um valor préoximo de zero (observando o comportamento eldstico dos enrijecedores) e
cresce ao longo do tempo, devido ao “escoamento viscoso” do material do dominio 2D na
regido onde a fibra € inserida. Percebe-se que as fibras se tornam mais solicitadas ao decorrer
da andlise, o que segue a parcela elastica da resposta do dominio viscoelastico. Além disso, em
certo ponto da analise temporal, os valores de esfor¢o ultrapassam o limite elastico, o que causa
a evolucdo da deformacgao plastica. Esta grandeza também segue o comportamento assintotico
dos esfor¢os normais. Dessa forma, os resultados aqui apresentados validam os resultados do

modelo para todas as grandezas associadas ao problema.
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Figura 5-16: Esfor¢co normal e deformag@o plastica ao longo do tempo no ponto central de Fy
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FONTE: O autor.

5.6.3. Aplicacao 5.3: Proposicio de Benchmark

Esta aplicacdo trata da analise mecanica da estrutura ilustrada na Figura 5-17. O dominio
2D ¢ dividido em 3 sub-regides de dois diferentes materiais: 1 ¢ viscoelastico e isotropico,
representado pelo modelo de Boltzmann e II ¢ eléstico e anisotropico. EPT ¢ considerado no
dominio bidimensional e duas fibras longas elastoplasticas reforcam a estrutura e sdo
posicionadas sobre ambos os materiais I e II. Este exemplo visa exibir os resultados mecéanicos
da formulacao enrijecida com dominios de Boltzmann. Além disto, um problema de benchmark
neste topico ¢ proposto, visto que modelos mecdnicos com estas propriedades ndo sio

facilmente encontrados na literatura e em softwares de analise estrutural.

A Figura 5-17 exibe também dimensdes, valores de carregamentos e as seguintes
propriedades fisicas: modulos de elasticidade do dominio I (£1 e E» para as duas molas do
modelo de Boltzmann) e das fibras (E), coeficiente de Poisson do dominio I (vi) e coeficientes
viscoelasticos (y1 € yin) dos dominios I e II, area (4), tensdo de escoamento (o,) € modulo plastico
de encruamento (K?) das fibras. Para o dominio anisotropico (II): médulo de elasticidade na
dire¢do i (E;), modulo transversal no plano (Gyy), coeficientes de Poisson no plano ij (vi) e os
coeficientes de influéncia mutua de primeira espécie (7x,,;). As demais constantes anisotropicas

sdo consideradas nulas. Os carregamentos sdo constantes no tempo.

A malha de elementos de contorno ¢ constituida por 109 elementos quadraticos,
totalizando 246 n6s. A malha de enrijecedores possui 80 elementos de segunda ordem, ou seja,
163 no6s. O modelo baseado no MEC possui, portanto, 818 graus de liberdade. A analise

viscoelastica realiza 340 passos de tempo de tamanho Az = 1 dia e todas as condigdes iniciais
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sdo nulas. Esta malha e passo de tempo demonstraram convergéncia em uma analise prévia e

sdo adequadas para a analise mecanica este exemplo.

Figura 5-17: Geometria e propriedades fisicas da estrutura analisada na Aplicagdo 5.3, dimensdes em
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A Figura 5-18 exibe os resultados de esfor¢co normal e deformacao plastica ao longo da
linha dos enrijecedores apds o ultimo passo de tempo da analise (340 dias). Neste grafico, S
representa o comprimento das fibras, tendo as duas fibras longas alinhadas nesta ordem: fibra
inferior e superior, ambas da esquerda para a direita. S3o comparados os resultados obtidos via
acoplamentos MEC/MEC1D e MEC/MEF, os quais apresentam uma boa concordancia entre
si.

Percebe-se que ambas as fibras demonstraram evolugao de deformacao plastica somente
em sentido positivo, visto que os esfor¢os normais foram predominantemente de tragdo. Além
disso, as respostas mecanicas ndo apresentam simetria e tém valores méaximos nao
necessariamente em seus pontos centrais. A fibra superior apresentou, inclusive, uma regido de
compressao. Este resultado incomum e, aparentemente, fora do esperado ¢ justificado pela
anisotropia do material II, o que faz com que o comportamento do campo de tensdes fuja dos
padrdes usuais. Ademais, também podem ser observadas pequenas oscilagdes em ambos o0s

acoplamentos, principalmente nos valores de esforcos, devido as descontinuidades sobre a linha
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das fibras, conforme ja discutido ao longo desta dissertacdo. Entretanto, os resultados do
acoplamento MEC/MECI1D sao ligeiramente mais suaves do que os resultados via MEC/MEF,

conforme esperado.

Figura 5-18: Esfor¢o normal e deformagéo plastica ao longo das fibras apds 340 dias
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FONTE: O autor.

Sao apresentados também resultados de esfor¢os dentro do dominio 2D, sobre os pontos
P2 € p3, localizados nos dominios Il e I, respectivamente. Considerando a origem de um sistema
de coordenadas xy na extremidade inferior esquerda da estrutura (Figura 5-17), p2 e p3 se
posicionam nas coordenadas (100; 110) e (40; 132.5), respectivamente. A Figura 5-19 exibe os
resultados de tensdo normal oy (Sx) e a Figura 5-20 exibe os resultados de tensdo de
cisalhamento z,, (Txy), ambos com a decomposicao das tensdes nas parcelas eldstica, viscosa e
total (soma das duas anteriores). Estas duas tensdes se mostraram predominantes nestes pontos,

o que justifica a ndo apresentacao dos resultados de o.

Por meio dos resultados apresentados na Figura 5-19 e na Figura 5-20, ¢ possivel
observar, primeiramente, que no ponto p» somente tensdes elasticas foram obtidas. Este
comportamento ¢ esperado, visto que este ponto se situa em uma regido eldstica, ou seja, nao
existem tensoes viscosas. J& em p3, os resultados apresentam a caracteristica alternancia entre
as tensdes elasticas e viscosas, onde o comportamento viscoso € maximo nos tempos iniciais €

o elastico se torna predominante conforme a evolugao da analise.

Vale mencionar ainda que a tensdo total obtida ndo se mantém constante em toda a

analise, o que ¢ explicado pela presenga das fibras de comportamento totalmente elastico. Estes
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elementos ndo apresentam a resisténcia viscosa no inicio da andlise, como as regides
viscoelasticas. Isto faz com que a distribui¢ao das tensdes totais pelo dominio do problema seja
modificada ao longo do tempo para que se obtenha o equilibrio. Assim, mesmo com a aplicagao

de carregamentos constantes, se observa a relaxacdo das regides viscoelasticas.

Figura 5-19: Tensoes de tragao na direc¢do x ao longo do tempo nos pontos p2 e p3
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Figura 5-20: Tensoes de cisalhamento no plano xy ao longo do tempo nos pontos p2 e p3
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A Figura 5-21 ilustra os resultados de deslocamento vertical ao longo do tempo no ponto
p1, posicionado sobre o contorno da estrutura, considerando trés diferentes casos de refor¢o. A
série “Reforgado” representa exatamente as propriedades fisicas descritas na Figura 5-17, “Nao
Reforcado” representa esta estrutura sem a presenca dos elementos enrijecedores e “Reforgado

2” representa a estrutura reforcada, porém utilizando a area dos enrijecedores modificada para

A4 = 80.
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Figura 5-21: Deslocamento vertical do ponto p; ao longo do tempo para diferentes casos de refor¢o
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E possivel observar na Figura 5-21 que, conforme esperado, a presenca dos
enrijecedores diminui os valores de deslocamentos, tornando a estrutura mais rigida. Além
disso, 0 aumento na area dos enrijecedores eleva ainda mais a rigidez da estrutura, levando ao
cenario de menor deslocamento entre os trés casos analisados. Pode-se observar que para todos
os casos a variacao temporal da grandeza segue o comportamento usual do modelo de
Boltzmann: resposta imediata e decaimento assintotico ao longo do tempo. Vale mencionar
também que a resposta mecanica dos enrijecedores afeta tanto a resposta imediata quanto o

valor de equilibrio, visto que estes possuem um comportamento eléstico.

Por fim, a Figura 5-22 explora mais aspectos sobre o comportamento dependente do
tempo, por meio da consideragdo de diferentes leis constitutivas no problema e sua influéncia
nos resultados de deslocamento do ponto pi. A série “Boltzmann” representa a reposta da
estrutura exatamente como foi apresentada para esta aplicagdo, ou seja, repete o resultado
representado pela série “Refor¢ado” na Figura 5-21. A série “Kelvin”, por sua vez, representa
a consideragcdo do modelo de Kelvin-Voigt no comportamento mecanico do material I (com
moédulo de Young E = 47,7273, o que equivale a E1 e E> do modelo de Boltzmann em série),
fazendo com que a resposta imediata da estrutura diminuia, devido a auséncia do material de
Boltzmann. Porém, esta ndo se torne nula, visto que o material II ainda ¢ elastico e apresenta
uma resposta instantanea. Ja a série “Kelvin (I e II)” representa a consideragdo de ambos os
materiais [ e II com comportamento governado pelo modelo de Kelvin-Voigt (as propriedades
anisotropicas de II ndo foram alteradas), o que causa uma resposta imediata nula no
deslocamento, uma vez que todo o dominio 2D nao apresenta resposta instantanea. Além disso,
as trés séries convergem para o mesmo valor ao longo do tempo, de forma assintdtica, devido

a manutencao dos valores de rigidez na andlise dos trés diferentes casos.
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Figura 5-22: Deslocamento vertical do ponto p; ao longo do tempo em diferentes leis constitutivas
aplicadas a estrutura
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivos o desenvolvimento e a implementagcdo computacional
de formulacdes acopladas com base no MEC para a andlise mecanica de dominios
viscoelasticos enrijecidos e também a consideracdo do comportamento nao-linear nos
elementos enrijecedores. Este tema aborda assuntos relevantes e muito proximos a aplicagcdo na
analise mecanica de projetos de engenharia atuais e inovadores em diversas areas, sendo,
portanto, prioritario nos desenvolvimentos de pesquisa na area. Este aspecto foi abordado ja no
primeiro capitulo desta dissertacdo, onde foram citadas importantes aplicacdes praticas na
engenharia de estruturas compostas e materiais viscoelasticos e/ou enrijecidos. Na sequéncia
do texto, foram apresentadas as formulagdes necessarias para o desenvolvimento do modelo
proposto, tendo todo o segundo capitulo dedicado a descricdo das formula¢des do MEC

utilizadas no trabalho.

No terceiro capitulo, as formulagdes para a representacdo de dominios enrijecidos
baseadas no usual acoplamento MEC/MEF e no acoplamento MEC/MECID foram
apresentadas. Foram apresentadas também as abordagens que permitiram estender o trabalho
de Buffon (2018), o qual ja apresentou o acoplamento MEC/MECID, com limita¢des
relacionadas a homogeneidade do dominio. A técnica de sub-regides do MEC aliada a técnica
aqui denominada connection element permitiu que a formulacdo pudesse ser aplicada a
problemas nao-homogéneos, com qualquer numero de sub-regides bidimensionais e
cruzamentos entre fibras e interfaces. Exemplos numéricos mostraram a validagdo desta
formulacao nao-homogénea enrijecida, tanto para exemplos mais simples e didaticos, quanto
para exemplos com complexa geometria, condi¢cdes de contorno e disposicao de fibras, trazendo
a aplicacdo mais proxima de problemas reais de engenharia. Usando como referéncia modelos
do ANSYS, baseados somente no MEF, os resultados obtidos pelos acoplamentos MEC/MEF
e MEC/MECID foram satisfatoriamente validados, mostrando precisdo e robustez. Vale
mencionara que foram encontradas algumas divergéncias, principalmente relacionadas com
regides de descontinuidade ao longo das fibras enrijecedoras. Tais divergéncias sao explicadas
pelas diferentes abordagens numéricas utilizadas. Como exemplo, podem ser citadas as
extremidades de fibras, onde os modelos baseados no MEC levam sempre a resultados nulos
de esforgos e tensdes normais, visto que a formulagao ndo permite que exista transferéncia de
uma for¢a pontual da extremidade do enrijecedor para o dominio 2D. A abordagem do ANSYS

permite essa transmissdo, uma vez que os elementos sdo construidos com nos coincidentes na
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malha do MEF, aspecto particular que pode ser entendido como uma limitagdo na construgao
de modelos. Dessa forma, o modelo do ANSYSS possibilita a existéncia de esforcos ndo nulos
em extremidades de fibras e apresenta resultados usualmente mais suavizados, mesmo em

regioes descontinuas.

No seguinte capitulo, ¢ apresentada uma importante contribuicdo referente ao
comportamento nao-linear aplicado as formulacdes acopladas. A formulacdo elastoplastica
unidimensional ¢ apresentada e introduzida aos elementos enrijecedores. Dessa forma, o
modelo torna-se ndo-linear e a aplicagao de uma abordagem do método de Newton-Raphson ¢
necessaria. A técnica do operador constante (também chamada de rigidez secante) ¢ adotada
para solucdo do problema de plasticidade, ou seja, a forca desequilibrada ¢ reaplicada em cada
iteracdo de cada passo de carga, porém, a rigidez dos elementos enrijecedores ndo ¢ atualizada
entre iteragdes. Foram encontradas dificuldades para a representacdo de elementos com
plastificagdo pontual através do MECI1D, o que explica a opgao adotada. Exemplos numéricos
comprovaram a validade da formulacdo ndo-linear proposta, certificando que a abordagem
secante leva a resultados corretos, mesmo necessitando de um maior niumero de iteragdes em
relagdo a usual abordagem tangente. Novamente neste capitulo, foi demonstrado o potencial do

modelo proposto ao analisar aplicagdes complexas de forma confidvel.

No capitulo final desta dissertacdo, o comportamento viscoelastico da matriz foi
inserido no modelo. A utilizacdo dos modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt, Maxwell ou
Boltzmann permite que o MEC represente tal comportamento, sem a necessidade de integrais
de convolucao ou discretizagdo de dominio. Tal abordagem foi utilizada anteriormente na
literatura e demonstrou bastante eficiéncia, precisdo e potencial, motivo pelo qual foi
selecionada para representar o comportamento dependente do tempo neste trabalho. A
formulacao viscoelastica enrijecida foi apresentada para ambos os acoplamentos MEC/MEF e
MEC/MECID, sendo que, para este ultimo, representa uma original contribuicdo deste
trabalho, assim como a consideracdo da plasticidade nas fibras. Para resolver o problema
dependente do tempo via MEC, uma discretiza¢do temporal € necessaria, onde cada passo de
tempo depende do anterior e ¢ solucionado na sequéncia. Ao acoplar este procedimento ao
problema elastoplastico dos enrijecedores, a convergéncia do problema ndo-linear deve ser
obtida para todos os passos de tempo. Assim, o procedimento acoplado, ilustrado pela Figura
5-5, consiste em um processo iterativo dentro de cada passo da andlise viscoelastica. Na
sequéncia do texto, exemplos numéricos demonstram a aplicagcdo das formulagdes

viscoelasticas enrijecidas linear e nao-linear, ou seja, com fibras elasticas e elastoplasticas.
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Estes exemplos comprovaram a convergéncia do procedimento acoplado, onde o tamanho do
passo de tempo Af passa a ser uma varidvel determinante para a convergéncia, uma vez que
governa o “passo de carga” aplicado ao método de Newton-Raphson. Os seguintes exemplos
apresentaram também os resultados da formulagdo com base nos modelos de Kelvin-Voigt e
Boltzmann, sendo este consideravelmente relevante devido a sua representatividade em relagado
a materiais reais. Foi possivel validar os exemplos baseados no modelo de Kelvin-Voigt por
meio do modelo de amortecimento diretamente proporcional a rigidez presente no ANSYS, o
qual leva a um comportamento analogo ao de Kelvin-Voigt. Um problema de Benchmark foi
proposto na ultima aplicacdo, englobando os aspectos mais interessantes do modelo proposto

nesta dissertacgao.

Pode ser citado, como contribuigdo deste trabalho, a comparacao de alguns aspectos dos
resultados obtidos pelas técnicas de acoplamento MEC/MEF e MEC/MECID. Estes tipos de
acoplamento, principalmente quando se considera o acoplamento perfeito entre
enrijecedor/matriz, usualmente levam a perturbacdes nos resultados de forgas, tensdes e
esfor¢cos normais em ponto proximos a extremidades de fibras (ROCHA, VENTURINI e
CODA, 2014). Primeiramente, a aplicacdo em problemas nao-homogéneos demonstrou que
cruzamentos entre fibras e interfaces de sub-regides 2D apresentam o mesmo efeito das
extremidades de fibras. Dessa forma, fica claro que este comportamento ¢ observado proximo
a regides de descontinuidade de fibra, o que engloba os dois casos citados. Adicionalmente,
diversas aplicagdes sinalizaram para a diminuicdo das caracteristicas perturbacdes no
acoplamento MEC/MECI1D, mesmo que de forma sutil. Em especial, na aplicacao 4.2 foi
possivel observar que o modelo baseado unicamente no MEC apresenta melhores resultados e
menores oscilagdes mesmo com malhas menos refinadas. Assim, conclui-se que este

acoplamento se mostra superior em relacdo ao MEC/MEF para esse aspecto.

Sobre as abordagens adotadas, pode-se concluir também que os modelos apresentaram
um tempo de processamento bastante satisfatorio em relacdo a complexidade dos problemas
tratados. Para citar como exemplo, os problemas de maiores malhas, Aplicacdo 4.3 com 1750
e Aplicagdo 5.2 com 1498 graus de liberdade, levaram 70 segundos e 330 segundos,
respectivamente, para finalizar uma analise mecanica. Vale citar que o segundo exemplo
mencionado realiza analises viscoelasticas de 400 passos de tempo. Com isso, pode-se concluir
que a abordagem utilizada para a viscoelasticidade (MESQUITA e CODA; 2001, 2002)
apresenta um excelente desempenho computacional, resolvendo o problema viscoelastico de

forma eficiente ¢ de facil implementagdo. E possivel escrever todo o modelo apenas por
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integrais de contorno, o que contribui positivamente para a eficiéncia da formulagdo. Em
compara¢do com os métodos de dominio mais usuais, a modelagem de materiais viscoelasticos
e enrijecidos demanda a criacdo de modelos maiores e mais complexos em relagdo a, por
exemplo, maior nimero de graus de liberdade e coincidéncia dos nés das malhas de dominio e
de enrijecedores. Estes aspectos podem ser citados como vantagens do modelo formulado com

base no MEC.

A abordagem secante utilizada para o processo elastoplastico desempenho
computacional aceitavel, quando vinculada a uma eficiente estratégia. Como ndo ha a
necessidade de modificagdo na matriz do sistema linear a ser resolvido entre iteracdes, a
inversdo da matriz na primeira itera¢ao faz com que as demais iteragdes simplesmente realizem
uma operacdo de multiplicagdo matriz-vetor, o que torna o processo menos custoso. Esta
estratégia foi aplicada com sucesso no sentido de diminuir o tempo de processamento de cada
iteragdo, para compensar o maior nimero de iteragdes necessarias. Mesmo nos modelos mais
complexos de comportamento dependente do tempo e ndo-lineares em relagdo as fibras, o
tempo de processamento nao foi um ponto limitante, em concordancia com os exemplos
mencionados no paragrafo anterior. Neste quesito, a aplicagdo de técnicas de computagdo
paralela e algoritmos mais eficientes de integragdo (TELLES; 1987), apesar de ndo terem sido
utilizados neste trabalho, podem melhorar consideravelmente o tempo de processamento do

modelo proposto, o que pode ser interessante em desenvolvimentos futuros.

7

E importante mencionar as possibilidades de extensdao deste trabalho e
desenvolvimentos que possam ter como base as formulagdes aqui propostas. Ainda no ambito
de problemas bidimensionais, o modelo pode ser utilizado para a representaciao do processo de
colapso de materiais enrijecidos, por meio da aplicacdo de teorias da mecanica da fratura. Ao
analisar a propagagao de fissuras no dominio, a formulagdo proposta pode permitir que a fissura
cruze a linha de elementos de fibra, representando sua degradagdo mecanica através da
plastificacdo e posterior rompimento. E possivel também representar o fendmeno de
delaminacdo, o qual ¢ de extrema importancia em materiais como polimeros € compositos e
pode ser representado pela fratura coesiva e sua propagacao sobre a interface de sub-regides. A
representacao fisica dos elementos enrijecedores ou fibras pode também ser aprimorada, por
meio da consideragdo de resisténcia a flexdo, i.e., a utilizacdo de elementos de viga. Ainda nesta
questdo, a abordagem tangente pode ser aplicada ao problema elastopléstico, o que pode ser
implementado diretamente para o acoplamento MEC/MEF, porém necessita de um estudo

pouco mais aprofundado para sua aplicagdo ao MEC/MECID.
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Tanto a formulagdo apresentada nesta dissertagdo, quanto o0s possiveis
desenvolvimentos futuros citados no paragrafo anterior, podem ser estendidos para o estudo de
problemas tridimensionais, por meio do MEC 3D. Assim, a representagdo de materiais
enrijecidos pode ser mais fielmente estudada. A consideracdo de alguns destes e de outros
topicos serd realizada na continuacdo desta pesquisa ao longo do doutoramento do autor.
Finalmente, o autor declara-se satisfeito com a realizacao este trabalho, o qual abordou assuntos
que podem ser considerados originais em alguns campos do estudo dos métodos numéricos
aplicados a Engenharia de Estruturas e, mesmo com algumas dificuldades enfrentadas, os

resultados foram obtidos de forma satisfatoria e o trabalho pdde ser concluido com sucesso.
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APENDICE A: FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Neste apéndice sdo apresentados os fundamentos da elasticidade mais relevantes para a
constru¢cdo e entendimento desta dissertagdo. As expressdes mais importantes sdo aqui
demonstradas, e, quando necessario ao longo do texto, estas sao referenciadas a este apéndice.
Estes conceitos sdo primordiais para a formulagdo do MEC e da Mecanica da Fratura,
abordados neste trabalho. Maiores detalhes sobre este topico podem ser encontrados em livros
classicos como Timoshenko e Goodier (1980), Chou e Pagano (1992), Valliappan (1981),

dentre diversos outros.

Tensao de Cauchy e Estado de Tensao

Para iniciar a andlise, ¢ necessario explicitar as hipoteses que esta teoria tem como base:
o solido ¢ homogeneamente preenchido por material, sendo que interacdes mutuas estdo
presentes internamente em todos os pontos do solido (Teoria do Continuo). Essas interagdes
sao resultantes de for¢as de volume (ou de corpo) e forcas de superficie. O conceito mais
importante neste ponto ¢ a forca de superficie, a qual traduz uma medida das forgas que atuam
em um ponto de uma superficie, podendo ser descrita pela Eq. (A.1). Vale lembrar também que
as analises mencionadas neste trabalho sdo estdticas, ou quase-estaticas (auséncia dos termos

de aceleracao nos equilibrios de for¢ca € momento).

Dado um so6lido continuo de dominio Q2 em equilibrio, na Fig. A.1, sob a¢do de forgas
externas F;. Devido a agdo destas, as interagdes mutuas internas produzem forcas internas entre
todas as partes do solido. Divide-se o dominio (2 em duas partes A e B por uma se¢ao transversal
que passa pelo ponto P e ¢ paralela ao plano cujo vetor normal aponta para a direcdo x;.
Observando a parte A, existe no plano desta secdo transversal uma forca resultante que equilibra

as forgas externas F; aplicadas em A. Tomando uma area AA; ¢ a forga resultante AF; que age

sobre esta area, pode-se definir a for¢a de superficie.

t=lm—t=—"L=0c, (A.1)

Assim, a forga de superficie define diretamente as tensdes de Cauchy o;;. E facil

perceber que, no caso tridimensional pode-se fazer trés diferentes cortes perpendiculares entre

si, cada um originando trés valores de for¢a de superficie. Dessa forma, para um ponto P existem
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nove tensdes diferentes, conforme Fig. A.2, a qual representa o chamado Estado de Tensdo em

um ponto.

Figura A.1: Divisdo do corpo.

FONTE: Valliapan (1981), p. 6.

Entretanto, a partir do equilibrio local de rotagdo nos trés eixos do elemento
infinitesimal da Fig. A.2 (somatdrio de momentos em relagcdo ao ponto central), o Teorema de

Cauchy pode ser verificado:

G, =0 (A2)
Figura A.2: Estado de tensdo em um ponto.
d = I.lf 7
s 1
/L..T 2y
Tzy Tz
0y,
xz4 /0 7 7]
Ly
Ty
Ty - R

FONTE: Valliapan (1981), p. 8.
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Dessa forma, chega-se no ja conhecido Tensor de Cauchy, com seis diferentes grandezas

denominadas de tensdes normais e tensoes cisalhantes:

G O Op
0=06,;=|0;, Op Oy (A.3)

G;3 Oy Oy

A partir do Tensor de Cauchy, ¢ definida a for¢a de superficie em um ponto qualquer
sobre uma area do solido. Para tal, cortando o elemento infinitesimal, conforme mostrado na

Fig. A.3 e, do equilibrio de forcas, obtém-se o valor da forga de superficie p;:
D =on; (A.4)

onde 7; sdo as componentes do versor normal ao plano de corte.

Figura A.3: Corte do elemento infinitesimal.
X2

p

=

X1

FONTE: O autor.

Assim, o conhecimento do Tensor de Cauchy em um ponto permite determinar
automaticamente todos os vetores de forca de superficie que podem atuar no mesmo ponto,

bastando estipular a diregdo de 7;.

Conforme ja mencionado, o equilibrio em rotagdo (momentos) do elemento
infinitesimal leva ao chamado Teorema de Cauchy, que estabelece uma relacao entre as tensdes
de cisalhamento. Analogamente, o equilibrio deste elemento em translacdo (forca) pode ser

analisado, levando a expressao:

O.. . +bi =0 (A.S)

g.J
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onde b; sdo as forgas de volume atuantes no elemento. Vale observar que estas grandezas nao
estavam presentes no equilibrio rotacional, pois ndo realizam momento em relagdo ao centro

do elemento.

A Eq. (A.5) ¢ de extrema importancia para as formulacdes do MEC, pois representa e
equacao que governa o Problema de Valor de Contorno (PVC). Vale ressaltar também que até
este ponto, todos os conceitos valem para qualquer dimensao de analise. Porém, neste trabalho
os problemas analisados sdo bidimensionais. Para realizar esta simplificagdo, deve ser
considerado Estado Plano de Tensdes ou Deformagdes, que serdo posteriormente explicados

neste Apéndice.

Estado de Deformacao

Ao submeter qualquer sélido a agdes externas, certa quantidade de energia ¢ transferida
ao material. O material dissipa esta energia excedente por meio da mudanga em sua
configura¢do, dando origem a deformacgao, que representa a medida dessa mudanga de forma
em cada ponto do sdlido. Dessa forma, existem diversas medidas aplicaveis para avaliar a
deformacao do s6lido, cada qual se associa com uma medida de tensao especifica, denotada por
conjugado energético. Em analises estruturais, para manter a coeréncia fisica, deve ser utilizado
um par tensdo-deformagao compativel. Assim, a resposta fisica da estrutura independe de qual

medida ¢é escolhida na analise.

Para a tensdo de Cauchy apresentada no item anterior, sdo utilizadas as deformacgdes
lineares de engenharia. Estas sdo definidas com base na configuragdo inicial (indeformada e
nao deslocada) da estrutura. Portanto, para que a analise seja fisicamente adequada, a hipotese
de pequenas deformagdes e deslocamentos ¢ considerada, de modo que a configuragdo final
(deformada e deslocada) confunde-se com a inicial. Aplicando um campo de deslocamentos
(ux, uy) qualquer no elemento infinitesimal, vide Fig. A.4, ¢ definida inicialmente a deformagado

longitudinal como a relagdo entre variacdo de comprimento sobre o comprimento inicial:

€ =

LT (A.6)
7 ,

0
AL dx, +u, + %1 dx, —u, — dx, ou,
dx, ox,

E a deformagdo distorcional como a variacdo do angulo do vértice do elemento

infinitesimal;



=uU, tU,,

ou ou
T /8x2 ax, /&cl dx, Ou, Ou,
dx,

T 2 b dx, Ox, Ox

Figura A.4: Deformacdes de um elemento infinitesimal bidimensional.

du, d
0x, e

S

FONTE: O autor.
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(A.7)

Analogamente, sao definidas as deformagdes em relagdo aos demais eixos cartesianos,

valor das distor¢des:

Y Y
€1 & &3 € A4
e _ _|v Tas
E=8; =18, &y &y |= l% €5 2%

713 v
€3 €y &3y l% 2% €33

obtendo nove diferentes valores de deformagdo. Porém, segundo a Eq. (A.7), as deformagdes
distorcionais, também chamadas de distor¢des, sdo simétricas. Para compor o tensor das

deformacdes, as chamadas semi-distor¢des sao utilizadas, que nada mais sao do que metade do

(A.8)

Com o uso das semi-distor¢des, ¢ possivel escrever as deformagdes lineares em uma so

1
€ =5(ui’j +uj’,.)

expressao, que compreende tanto deformacdes longitudinais e distor¢des em quaisquer eixos:

(A.9)
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Relacoes Constitutivas

Conforme ja mencionado anteriormente neste topico, a aplicagdo de acdes externas em
corpos soélidos leva ao surgimento de tensdes internas e, além disso, a absor¢ao da energia
aplicada ¢ realizada por meio do aparecimento das deformagdes. Assim, essas duas grandezas
estdo sempre relacionadas em um problema estrutural. Esta relacdo ¢ denominada relagao
constitutiva, a qual depende do comportamento fisico do material. Neste item ¢ apresentada a
relagdo para materiais isotropicos eléasticos lineares, ou seja, sdo consideradas as seguintes
hipoteses: material perfeitamente eldstico (auséncia de deformacdes residuais no
descarregamento); relacdo entre tensdo-deformagao perfeitamente linear e isotropia do material
(mesmas propriedades fisicas observadas em qualquer direcdo). Essa relacdo ¢ usualmente

conhecida como Lei de Hooke.

A Lei de Hooke generalizada pode ser representada de forma geral como:

6, =D&, (A.10)

y

onde Djx € um tensor de quarta ordem, composto pelas constantes eldsticas (modulos de
elasticidade e coeficientes de Poisson). Essa relacdo também pode ser expressa de forma

inversa:

&, =Cyu0u (A.11)

y

Em um caso geral, para materiais anisotropicos os tensores Djji € Cix sd0 compostos
por 81 termos diferentes. Pode-se demonstrar por meio da simetria dos tensores e critérios
energéticos que apenas 21 destes termos sdao independentes. Fazendo uso da hipdtese de
isotropia, todos os termos destes tensores podem ser escritos em func¢do de apenas duas
constantes independentes: o modulo de elasticidade longitudinal (£) e o coeficiente de Poisson

(v). Nesse caso, a Eq. (A.10) pode ser reescrita como:
G; = 2},18!./ +}\“€kk6ij (A.12)

onde o;; € o delta de Kronecker, p ¢ o mddulo de elasticidade transversal do material e A € a

constante de Lamé. As expressoes para estas duas constantes sao:

w2 (A.13)
2(1+v)
vE (A.14)

N
(1+v)(1-2v)
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JaaEq. (A.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

- Lo, - Lo, (A.15)

&y

Estado Plano de Tensao e Estado Plano de Deformacao

O problema de elasticidade representado por tensdes e deformagdes ¢ expresso de forma
geral em trés dimensdes, onde os tensores citados acima apresentam 9 componentes cada. Para
se trabalhar com problemas com dimensao reduzida, ou seja, onde tanto geometria quanto agdes
externas dominantes estdo no plano, ¢ necessario fazer uma hipotese simplificadora que resulta
em dois diferentes cendrios: o estado plano de tensdo (EPT) ou estado plano de deformagao

(EPD).

EPT: Estado Plano de Tensao

No primeiro deles, o EPT, sdo consideradas todas as tensdes atuantes sobre a dimensao
x3 como nulas (g;3 = 0). Das relagdes constitutivas, as deformagdes transversais referentes ao
eixo x3 sdo nulas (g,3 = &3 = 0), pois estas advém diretamente das tensdes cisalhantes deste
mesmo eixo. Porém o mesmo ndo pode ser dito da deformacao longitudinal &35, pois esta nao
¢ nula devido a existéncia das tensdes o071, 02, € ao efeito de Poisson. Este cenario ¢ observado
de forma mais fiel em estruturas que possuem a dimensdo x3 muito menor que as outras, cujo
carregamento atua no plano x;x2. O EPT caracteriza-se fortemente como uma aproximagao do
estado real, pois nestas circunstancias ndo se verifica compatibilidade de deformagdes. Neste

estado, a relagdo construtiva ¢ escrita da seguinte maneira:

c; =2Geg; + hey, 6, (A.16)
onde existe uma mudanga na constante de Lamé:
yo_YE (A.17)

(1-v")

Ainda para o EPT, a relagdo constitutiva pode ser escrita de forma inversa utilizando a
expressdao da Eq. (A.15). Vale observar que a deformagdo longitudinal no eixo x3 pode ser

determinada diretamente a partir do efeito de Poisson:

&, =—%(c11 +6,,) (A.18)
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EPD: Estado Plano de Deformacao

O segundo cenario, denominado EPD, se caracteriza pela consideracdo de todas as
deformacdes relacionadas a dire¢do x3 como nulas (g;3 = 0). Analogamente ao que acontece no
EPT, as tensdes cisalhantes nesta dire¢do sdo nulas (0,3 = g,3 = 0), diferentemente da tensao
normal g33. O EPD representa mais fielmente estruturas que apresentam uma dimensao muito
superior que as demais, cujas deformacgdes nesta dire¢ao sdo desconsideradas. Para este cenario,
a relacdo constitutiva pode ser escrita como:

1 v
8[] :ZGU _EckkSZj (A19)

Para o EPD, a relagdo inversa ¢ expressada exatamente como na Eq. (A.12). Observa-
se também que a tensdo normal no eixo de deformacdes nulas pode ser encontrada diretamente

por:
Oy = v(cs11 +c522) (A.20)

Além disso, para a formulacdo do MEC ¢ importante uma transformacao entre os
estados planos. No método, a Solu¢do Fundamental ¢ dada para problemas em EPD, porém, ¢
interessante que essa mesma solugdo seja aplicada para problemas também do EPT. Para tal, ¢
necessario realizar uma corre¢ao no Coeficiente de Poisson do problema. Nesse caso, dado o
modulo de elasticidade longitudinal (E), ¢ calculado o modulo de elasticidade transversal
diretamente por (A.13) e entdo € realizada uma correcdo em v:

= (A.21)
1+v

Técnicas de Solucao de Problemas da Elasticidade

A partir dos fundamentos ja apresentados neste capitulo, ¢ possivel descrever os
problemas de elasticidade por modelos matematicos governados pelas Equagdes (A.5), (A.9) e
(A.10). Estas representam um sistema de equagdes diferenciais construido por relagdes de
equilibro, compatibilidade e constitutivas. No caso estatico, o qual foi apresentado, este modelo
matematico ¢ chamado de Problema de Valor de Contorno (PVC). De uma forma geral, a Figura

A.5 ilustra a forma usual do PVC.

Para resolucdo deste problema, além do sistema de equagdes citado anteriormente,

também sdo necessarias condigdes de contorno. Existem dois tipos de condi¢des de contorno:
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as chamadas condi¢des essenciais (problema de Dirichlet), que apresentam deslocamentos
impostos e as condi¢des naturais (problema de Neumann), que apresentam forgas de superficie
aplicadas. Comumente os problemas da elasticidade sdao constituidos por estruturas com os dois

tipos de condicao de contorno (problema misto).

Figura A.5: Condi¢Ges de contorno para o PVC.
U

S
A

L
N p
FONTE: O autor.

Existem duas abordagens para resolucdo do PVC através da introducdo de novas
funcdes que satisfazem as equacgdes diferenciais do problema. Uma delas ¢ denominada técnica
dos deslocamentos, a qual é empregada para problemas com condi¢cdes de contorno
predominantemente de Dirichlet. Nesta técnica, em geral, os corpos analisados apresentam
dimensdes infinitas. Esta abordagem dé origem diretamente a solugdo fundamental de Kelvin,

utilizada para a formulagdo do MEC para materiais isotropicos.

A técnica dos deslocamentos se baseia em rearranjar as equacdes diferenciais que
governam o problema, de forma a obter uma representacdo em fun¢do de deslocamentos.
Substituindo a Lei de Hooke — Eq. (A.12) — na relacdo de compatibilidade — Eq. (A.9),
utilizando o Teorema de Cauchy — Eq. (A.2), derivando em relagdo a diregdo x; e, finalmente,
substituindo a relacdo de equilibrio — Eq. (A.5), obtém-se a chamada Equacdo de Navier-

Cauchy:
w(u, +uy )+ ha,, +b, =0 (A.22)

A solugdo da Equacao de Navier-Cauchy se da pela aplicagao de fungdes chamadas de
fungdes de deslocamento (analogas as funcdes de tensdo ou fungdes de Airy). Uma dessas

funcdes que satisfaz a Eq. (A.22) ¢ obtida a partir do chamado Vetor de Galerkin:

ui = Gi mm 1 Gm im (A'23)
mo(1-v) ™
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E possivel demonstrar, por meio da substitui¢do de (A.23) em (A.22), que o Vetor de

Galerkin ¢ solucao da Equagao de Navier-Cauchy se o vetor G satisfaz:

G, +l_y (A.24)

i,mmjj

A segunda abordagem ¢ denominada técnica das tensdes, a qual ¢ empregada em
problemas de dimensdes finitas cujas condigdes de contorno sdo escritas predominantemente
em forgas de superficie. Esta técnica se baseia em escrever as equacdes governantes do
problema apenas em termos de tensdes. A partir de operagdes matematicas, cuja demonstragao
foi suprimida deste texto, devido ao diferente foco do trabalho, pode-se demonstrar que a
chamada Equacdo de Beltrami-Michell representa a compatibilidade em deformagdes escrita

em tensoes:

1 -V
O i+ T Ot = 7o O = (b + ) (A.25)

Esta expressao se aplica para o caso tridimensional do problema de elasticidade, sendo

que para os problemas planos tratados neste trabalho sdo necessarias as consideracdes das
hipoteses do EPD ou EPT. Assim, para o EPD pode ser escrita a expressdo equivalente a

Equagao de Beltrami-Michell:
Ciii T O = __b1,1 (A.26)

Ja para o EPT a expressao fica:
O TOnu = _(1 - V) b, (A.27)

As expressoes (A.26) ou (A.27) juntamente com as equacoes de equilibrio resultam nas
trés equacdes necessarias para resolver o problema plano. Vale observar que nao ha diferenca

nas expressoes para EPT ou EPD caso ndo existam for¢as de volume no problema.

Analogamente ao feito para a técnica dos deslocamentos, o procedimento de solucdo do
problema de elasticidade se baseia na utilizacdo de fungdes de tensdo que satisfacam as
equagoes governantes do problema. Estas fungdes sdo chamadas de funcgdes de Airy, as quais

sdo definidas a partir dos potenciais ¢ e V, tais que:
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Gy =0, +V

Gy =0, +V

G, =—0p, (A.28)
=,
, =V,

Substituindo as expressoes de (A.28), pode ser notado diretamente que as funcdes de
Airy satisfazem o equilibrio. Além disso, ao analisar as Equagdes (A.26) ou (A.27), as equagdes

de compatibilidade das func¢des de Airy para EPT sdo dadas por:

¢,2222 +2(1),1122 +¢,1111 = (V _1)(V,11 + V,zz) (A-29)
J4 para o EPD:

(2v-1)

(1-v)

Sinteticamente, ao escolher fungdes de Airy que satisfacam as equagdes de

¢,2222 + 24),1122 + ¢,1111 = (V,n + V,zz) (A.30)

compatibilidade — Eq. (A.29) ou (A.30), estas sdao solucdes para o problema de elasticidade. As
tensdes podem ser obtidas pelas expressoes (A.28) e entdo ,deformagdes e deslocamentos
podem ser obtidos por relagdes constitutivas e de compatibilidade. A complexidade no
tratamento de problemas com esta técnica ¢ identificada na definicdo da funcdo de Airy que

representa cada caso.
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APENDICE B: SOLUCOES FUNDAMENTAIS DO MEC

Para a formulagao do MEC ¢ utilizado o chamado problema fundamental, que nada mais
¢ do que um problema da elasticidade que ndo existe na pratica, porém possui seus efeitos
conhecidos. Neste método numérico, o problema fundamental ¢ entendido com um meio
infinito no qual atua uma for¢a concentrada unitaria. Esse meio deve apresentar as mesmas
propriedades materiais do corpo avaliado no problema real. Os campos de deslocamento, forgas
de superficie, tensdes e deformacgdes sao conhecidos como solugdes fundamentais. Para o caso
bidimensional isotropico, as solugdes ficaram conhecidas como solugdes fundamentais de

Kelvin, por terem sido apresentadas por Kelvin (1848).

No problema fundamental as forgas de volume sdo traduzidas por uma forca
concentrada unitaria aplicada em um ponto genérico do dominio infinito, conhecido como
ponto fonte e identificado pelo indice s (referente a palavra “source”). Dado o carater
bidimensional do problema, essa for¢a pode ser aplicada em duas dire¢des, conforme ilustrado
na Figura B-1, o que faz com o problema fundamental seja composto pela superposi¢ao dos
problemas (a) e (b). Além disso, tal for¢a pode ser representada pela fungdo Delta de Dirac, por
tratar-se de uma forca unitaria aplicada sobre uma area infinitesimal, a qual ¢ denotada por A.
Os deslocamentos fundamentais representam a solu¢do em deslocamentos para um ponto
qualquer f (conhecido como ponto campo, referente a “fie/d”’) devido a aplicagdo da forca

unitéria no ponto fonte s. Essa grandeza ¢ denotada por u;;.

Figura B-1: Representacdo do problema fundamental: superposigdo de (a) ¢ (b)
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Dessa forma, pode-se entender que para cada direcdo e; de aplicagdo da forca unitaria é
originado um problema fundamental diferente. Portanto, ¢ possivel avaliar a relagdo de
equilibrio — Eq. (A.5) — em dois casos diferentes. Esses dois casos podem ser escritos em uma

unica relacdo pela adicao de um indice a mais na relagdo de equilibrio, obtendo:
O-;tj,j +b1:i =0 (B.1)

sendo que forcga de superficie ¢ dada pela fun¢ao Delta de Dirac (A®), onde o indice s indica o

ponto de aplicacdo dessa forga:
b, =A'3, (B.2)
onde dy; € o Delta de Kronecker.

Substituindo a Eq. (B.2) em (B.1) ¢ obtida a relagdo de equilibrio do problema

fundamental:
0y =6, (B.3)

Note que todas as grandezas fundamentais apresentam um indice a mais do que em
problemas usuais (como apresentado no Apéndice A). Isto se deve ao fato do problema
fundamental se tratar da superposi¢do de efeitos de dois diferentes problemas, onde cada um
deles representa a aplicacdo da for¢a unitaria em uma dire¢do diferente. Analogamente, ao
analisar problemas tridimensionais, as ordens de grandeza seriam acrescidas de mais uma
dire¢do. Da mesma forma que os dois problemas da Figura B-1 sdo superpostos para formar o
problema fundamental, as grandezas fundamentais podem também serem superpostas para
descrever uma grandeza em qualquer ponto do dominio. Por exemplo, para deslocamentos tem-

S€:

1y =, +1t (B4)
o que pode ser escrito, de uma forma geral, para deslocamentos e for¢as de superficie por:

* s
u, =u,e,

(B.5)

* *

b = Pué
onde ey representa o versor da direcdo de aplicacdo de A°.

As relagdes relevantes da teoria da elasticidade também podem ser escritas para as

grandezas fundamentais, por meio da superposicdo de efeitos dos dois problemas citados. O



181

equilibrio de Cauchy, as relacdes tensdo-deformagdo e deformagdo-deslocamento,

respectivamente, podem ser escritos para o problema fundamental da seguinte maneira:

ol = Pu (B.6)
O-th = l)ijlmgljlm (B7)

o U U
= (B.8)

Vale citar que a relagdo tensao-deformagao para materiais isotropicos — Eq. (B.7) — pode

ser reescrita substituindo a expressdo do tensor constitutivo, obtendo:

* * V *
Ol zzﬂ[gky'—"mgkmmé;jJ (B.9)

A solugdo do problema fundamental ¢ obtida por meio da técnica dos deslocamentos.
Tal técnica se baseia na solugdo da Equagdo de Navier-Cauchy — Eq. (A.22) — através dos
chamados vetores de Galerkin — Eq. (A.23). Isto equivale a resolver a Eq. (A.24). Substituindo
a Eq. (B.2) e utilizando a notagdo do operador de Laplace (V2). Assim, a Eq. (A.24) pode ser

reescrita como:

NS,
Y7

V2 (sz;)Jr =0 (B.10)

note que os indices ki em Gy, representam que foi realizada a superposicao de efeitos para esta

grandeza no problema fundamental, andlogo as relagdes na Eq. (B.5).

A Eq. (B.10) apresenta uma solucdo possivel para problemas bidimensionais:
2 k 1
VG, =——In(r+1)9, (B.11)
27
A Eq. (B.11) pode ser resolvida para encontrar Gy;, obtendo:

|
G, =——7"In(r)J, (B.12)
8

Assim, para encontrar os deslocamentos fundamentais ¢ necessario substituir a solugao
—Eq. (B.12) — na defini¢ao dos vetores de Galerkin — Eq. (A.23). Esta tltima pode ser reescrita

para satisfazer a superposicao de efeitos do problema fundamental:
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* * 1 el
u[j = Gij,mm - 2(1—V) (;im,jm (B13)

Finalmente, substituindo a Eq. (B.12) em (B.13), € obtido o deslocamento fundamental:

. 1
u[j :—m[(3—4V)hl(V)é;j—l’:il’:j] (B14)

onde » ¢ modulo do vetor distancia entre o ponto fonte e o ponto campo. Além disso, 7,; sdo as
derivadas de » em relagdo as coordenadas do ponto campo. Essas grandezas sdo escritas da

seguinte maneira:

r=x/-x (B.15)
oV o — Y
r= (xi —xl) +(x-2 —xz) (B.16)
X =
r,= (B.17)
r

Também ¢ necessario obter as solu¢des fundamentais de deformagdes, tensoes e forgas
de superficie. Inicialmente, os deslocamentos fundamentais — Eq. (B.14) — sdo derivados em
relacdo as coordenadas do ponto campo, para que seja possivel substituir a Eq. (B.8) e encontrar

as deformacoes fundamentais:

. 1
Eije = “Smar(i—v) [(1—21/)(@@ +’fj5ik)+2’”,i’”,_;’”,k —r’iéjk] (B.18)
Aplicando a relacao tensao-deformacdao do problema fundamental — Eq. (B.9) — na

solugdo acima, ¢ obtida a solu¢ao fundamental em tensdes:

. 1
Oy = —m[(l —20)(1 8, +7,8, 7,0, )+ 2r’,.r,jr,k] (B.19)

A partir dessa solugdo, podem ser encontradas as forcas de superficie pela utilizagao do

equilibrio de Cauchy — Eq. (B.6) — obtendo:

. 1 or
= _m{(l—zv)(mm —r,,.n_,.)+%((1—2v)5j/ +2rr 1)} (B.20)

onde # ¢ o versor normal ao contorno, apontando para a regido externa ao dominio.

A derivada de r em relagdo a 7 pode ser escrita como:
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P (B.21)

As Eq. (B.14) e Eq. (B.20) sdo as solu¢des fundamentais utilizadas na formulacao
singular do MEC. Estas expressdes representam os termos que serdo integrados numericamente
sobre o contorno, por este motivo sao usualmente denominadas de nucleos integrais. A equagao
hipersingular do MEC contém dois diferentes nticleos na integragdo. Estes niicleos nada mais
sao do que solugdes fundamentais, porém em grandezas diferentes de deslocamentos ou forga
de superficie. Conforme exposto na Eq. (2.27), o primeiro nicleo da forma hipersingular se
relaciona com a solugdo fundamental em tensdes. Com a Eq. (B.19), pode-se escrever este

nucleo da seguinte forma:

+ 1

e = m[(l ~20)(18, +1,0, 1.8, ) + 2@’&%} (B.22)

Ja o segundo nucleo — Eq. (2.28) — se relaciona com a solugao em forgas de superficie
— Eq. (B.20). Utilizando estas duas expressoes, ¢ possivel expressar explicitamente este nticleo

integral como:

2%[(1—21/)&51; +v(r, 8 +16 )‘4’”’1”1@}

ik T 10 jk

e+ )+ (=20 (20 #0640, )+ b (B23)

S =
o 471 (l—vz)
_(1_4‘/)771{51‘/'

E importante observar que, devido ao equacionamento utilizado para encontrar a
solu¢do do problema fundamental, tais solugdes sdo somente validas para o estado plano de
deformacdes (EPD). Caso o problema a ser analisado seja de estado plano de tensdes (EPT) ¢
necessario realizar a transformagdo do coeficiente de Poisson, conforme Eq. (A.21). Além
disso, sdo mantidos os valores dos modulos e elasticidade longitudinal (£) e transversal (u)

idénticos aos valores do problema original.



