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RESUMO

FELIPE, T. R. C. Análise Mecânica e Probabilística de Estruturas Treliçadas Sujeitas ao
Colapso Progressivo. 2019. 160 p. Tese de Doutorado (Engenharia de Estruturas) – Escola de
Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2019.

Neste trabalho, um abrangente modelo de dano dúctil é deduzido para a análise não linear estática
e dinâmica de estruturas treliçadas. O modelo é acoplado a uma formulação em Elementos
Finitos Posicional (MEF Posicional) usando a medida de deformação logarítmica para lidar com
grandes deslocamentos e grandes deformações. Ademais, a formulação proposta é combinada
à confiabilidade estrutural para avaliar os caminhos de falha das estruturas treliçadas sujeitas
ao colapso progressivo. Tal modelo captura a degradação mecânica em termos de variação de
porosidade devido ao crescimento e coalescência de microcavidades e microfissuras no material.
Usando o modelo proposto, a evolução da degradação mecânica cresce continuamente até que
seja alcançado o dano crítico do material, conforme a pressuposição apontada pela comunidade
científica. Isso implica que, em aplicações numéricas, a utilização do modelo proposto não
acarreta instabilidade numérica na matriz Hessiana, uma vez que o módulo tangente vai tender
ao valor obtido via curva experimental, diferentemente dos modelos apresentados na literatura,
os quais conduzem a valores de módulo tangente que tendem a zero. A formulação proposta
fornece um excelente ajuste para curvas de tensão vs. deformação de onze materiais diferentes,
registrando o endurecimento, o amolecimento e a falha do material. Nas aplicações ao concreto,
o modelo proposto resulta em uma melhor aproximação para os resultados experimentais
em comparação com modelos da literatura. Por fim, a formulação proposta apresenta boa
convergência dos resultados para a análise da trajetória de equilíbrio de estruturas treliçadas sob
colapso progressivo considerando a não linearidade física e geométrica.

Palavras-chave: colapso progressivo; confiabilidade estrutural; dano dúctil; estruturas treliçadas;
MEF Posicional; não linearidade física; não linearidade geométrica.





ABSTRACT

FELIPE, T. R. C. Mechanical and Probabilistic Analysis of Truss Structures Considering
Progressive Collapse. 2019. 160 p. Ph.D’s Thesis (Structural Engineering) – São Carlos School
of Engineering, University of São Paulo, São Carlos, 2019.

In this work, a comprehensive ductile damage model is deducted for static and dynamic
nonlinear analysis of truss structures. The model is based on the Positional Finite Element
Method (Positional FEM) using log-strain measure to deal with large displacements and strains.
Furthermore, the proposed formulation combines structural reliability to evaluate failure paths of
truss structures subject to progressive collapse. The model captures mechanical degradation in
terms of porosity variation due to the growth and coalescence of microcavities and microcracks in
the material. According to the proposed model, the mechanical degradation evolves continuously
until the critical damage is reached, as indicated by assumptions of the scientific community. This
implies that in numerical applications, use of the proposed model does not result in numerical
instability of the Hessian matrix, given that the tangent modulus tends to its experimental value,
unlike the models presented in the literature, in which the tangent modulus tends to zero. The
proposed formulation provides an excellent fit to stress v.s strain curves of eleven different
materials, including hardening and softening material failure. When applied to concrete, the
proposed model results in a better approximation to experimental results, in comparison with the
models indicated in the literature. Finally, the proposed formulation presents good convergence
in the results for the analysis of the equilibrium trajectory of truss structures under progressive
collapse considering physical and geometric nonlinearities.

Keywords: progressive collapse; structural reliability; ductile damage; truss structures; Positional
FEM; physical nonlinearity; geometric nonlinearity.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

Sistemas estruturais compostos por elementos de treliça são amplamente utilizados em
aplicações de engenharia. Esse elemento estrutural permite a rápida montagem de grandes vãos
com estruturas leves como observado em sistemas de cobertura, pontes, torres de transmissão e
plataformas offshore, por exemplo. Além disso, baixo custo e alta eficiência mecânica tornam as
estruturas de treliça altamente atraentes.

A modelagem mecânica de estruturas de treliça 3D é simples sob condições usuais
(lineares), para as quais se aplicam as hipóteses clássicas da teoria da elasticidade. No entanto,
aplicações modernas de estruturas de treliça muitas vezes exigem análises não linear geométrica
e física para a previsão precisa da resposta estrutural.

Essa observação é justificada por recentes falhas estruturais, como o colapso de 2007 das
longarinas treliçadas em aço da ponte I-35W sobre o rio Mississippi (Figura 1.1), Minneapolis

[1, 2, 3, 4]. O colapso progressivo da ponte I-35W resultou em 13 mortes e 145 feridos. Uma
investigação do projeto original, pelo National Transportation Safety Board (NTSB) [5], concluiu
que a espessura das placas de reforço, a espessura da parede lateral e a análise elástica linear 2D
não foram suficientes para caracterizar o comportamento estrutural. Assim, o esforço normal nos
elementos nas diagonais da treliça não foi devidamente considerado. Ademais, as ligações entre
os membros do tabuleiro e a longarina da treliça foram consideradas inadequadas.

Hao [6] por meio de uma simulação em elementos finitos 3D não linear encontrou que
algumas placas de reforço da ponte I-35W atingiram seu limite de escoamento sob condições de
carga de projeto. Liao et al. [7] avaliaram a redistribuição de carga após a falha da placa de reforço
dessa ponte, usando a análise em elementos finitos não linear 3D. A não linearidade do material
foi abordada pelo critério de plastificação de von Mises e pela regra de encruamento isotrópico.
A não linearidade geométrica também foi assumida. A análise de Liao et al. [7] revelou que o
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escoamento das placas de reforço resultou em um aumento significativo na força normal nos
elementos nas diagonais. Os autores concluíram que a análise não linear, juntamente com a
modelagem 3D, forneceu informações essenciais sobre o colapso progressivo das longarinas
treliçadas da ponte I-35W.

Figura 1.1 – Colapso progressivo da ponte I35-W.

Fonte: National Transportation Safety Board [5].

Portanto, uma estimativa precisa do comportamento mecânico de estruturas treliçadas 3D
complexas deve levar em consideração as não linearidades física e geométrica. A não linearidade
física surge de alterações na rigidez do material devido ao aumento das deformações, enquanto
que a análise não linear geométrica garante o equilíbrio sob grandes deslocamentos [8, 9].

A não linearidade geométrica é levada em consideração pela imposição de equações de
equilíbrio na configuração atual/deformada. Devido à complexidade envolvida nas alterações
de configuração, as análises são simplificadas por meio de métodos numéricos, por exemplo, o
Método dos Elementos Finitos (MEF). Muitas formulações do MEF são apresentadas na literatura.
Elas diferem quanto à técnica empregada para escrever a equação de equilíbrio mecânico. Na
abordagem clássica do MEF, o funcional de energia é escrito a partir de deslocamentos nodais
[10, 11, 12]. Contudo, o funcional de energia também pode ser escrito em termos de posições
nodais, em vez de deslocamentos nodais, o que leva ao MEF posicional [13, 14].

Diversos trabalhos que tratam da não linearidade geométrica com a abordagem clássica
do MEF são observados na literatura. Meek e Tan [15] analisaram o comportamento geometri-
camente não linear de pórticos 3D por meio de uma formulação Lagrangeana atualizada para
grandes rotações. Oran e Kassimali [16] consideraram uma descrição Euleriana para a análise
geometricamente não linear de pórticos 2D sob cargas estáticas e dinâmicas. Torkamani e Shieh
[17] empregaram matrizes de rigidez de alta ordem com uma descrição Lagrangeana atualizada
para avaliar o comportamento mecânico de estruturas treliçadas 2D. Crisfield [18] e Crisfield e
Moita [19] aplicaram a formulação co-rotacional para sólidos, cascas e vigas geometricamente
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não lineares.

A abordagem do MEF posicional foi aplicada em análises estáticas e dinâmicas geome-
tricamente não lineares de cascas [20, 21], placas [22], pórticos [23, 24, 25], vigas [26, 27] e
mecanismos [28], sempre com bons resultados. Carrazedo e Coda [29] propuseram um elemento
finito prismático de base triangular de alta ordem para analisar vigas, placas e cascas laminadas,
usando uma descrição Lagrangeana total com comportamento livre de travamento e distribuição
de tensão adequada mesmo para materiais complexos. Greco et al. [30] apresentaram uma
formulação posicional para a análise estática de treliças empregando a medida de deformação
não linear de engenharia. Todavia, esta é inapropriada para as análises de estruturas sujeitas
a grandes deformações, pois permite jacobiano negativo para níveis finito de tensão. Greco e
Ferreira [31] propuseram uma formulação posicional usando a deformação logarítmica para
a avaliação estática de treliças sob grandes deformações. Greco e Costa [32] apresentaram
uma formulação posicional para análise estática de treliça assumindo diferentes medidas de
deformação em uma descrição Lagrangeana total.

A descrição precisa das mudanças de configuração é necessária, mas não é suficiente
para a modelagem adequada das respostas estruturais. As não linearidades físicas decorrentes
do escoamento, encruamento, amolecimento e falha do material também devem ser levadas em
conta. A esse respeito, a teoria da plasticidade e a teoria da mecânica do dano contínuo podem
ser aplicadas. A teoria da plasticidade foi proposta para modelar falhas de materiais dúcteis
[33, 34]. Já a teoria do dano contínuo foi deduzida para descrever a influência do dano material
na rigidez e resistência do material [35, 36, 37, 38, 39].

Figura 1.2 – Colapso progressivo do telhado do Centro Cívico, Hartford, 1978.

Fonte: Disponível em https://connecticuthistory.org/
civic-center-roof-collapses-today-in-history/. Acesso: 27 novembro de 2018.

Após a falha do telhado do Centro Cívico na cidade Hartford em 1978 (Figura 1.2),

https://connecticuthistory.org/civic-center-roof-collapses-today-in-history/
https://connecticuthistory.org/civic-center-roof-collapses-today-in-history/


30 Capítulo 1. Introdução

Connecticut, muitas pesquisas em estruturas treliçadas usaram a teoria da plasticidade para
prever o comportamento inelástico pós-escoamento [40, 41, 42, 43, 44, 45, 46]. Não obstante, a
degradação mecânica causada por microcavidades e microfissuras não é tratada corretamente
pela teoria da plasticidade, porque o comportamento de amolecimento do material precisa ser
incluído. Neste contexto, a mecânica do dano contínuo pode ser empregada [47, 48, 49, 50, 51].
A mecânica do dano contínuo tem sido amplamente estudada pela comunidade científica [52, 53,
54, 55, 56]. Apesar disso, há uma falta de publicações na literatura abordando o acoplamento da
não linearidade geométrica, plasticidade e dano para uma análise abrangente das estruturas de
treliça.

Nesse contexto, este estudo apresenta uma formulação numérica baseada no MEF
posicional utilizando a medida de deformação logarítmica para a modelagem mecânica de
estruturas treliçadas 3D sujeitas ao colapso progressivo, levando em consideração a não lineari-
dade física e geométrica. Ademais, a não linearidade do material é modelada pelo acoplamento
da plasticidade a mecânica do dano contínuo. Por conseguinte, a formulação proposta inclui
um modelo abrangente de dano dúctil acoplado a componente hidrostática das deformações
plásticas.

No tocante ao colapso progressivo, todas as estruturas podem estar suscetíveis a esse
evento. Esse tipo de colapso pode ser iniciado por danos acidentais, também denominados
de eventos de baixa probabilidade e altas consequências, tais como: explosões, colisões de
veículos, incêndios, tornados, terremotos, tsunamis, erros humanos de projeto e construção,
ataques terroristas, etc.

Os documentos normativos internacionais apresentam recomendações baseadas em leis
empíricas de natureza fenomenológica para mitigar a ocorrência do colapso progressivo [57].
Outrossim, a maioria desses códigos não realiza a avaliação da confiabilidade das estruturas
perante esse evento, não consegue determinar os elementos mais vulneráveis nem propõe medidas
eficientes de resistência ao colapso.

Por outro lado, existem as incertezas presentes, pois tanto as ações como as propriedades
físicas relacionadas à resistência dos materiais são variáveis aleatórias. Incertezas são intrínsecas
a qualquer problema de engenharia [58]. Elas surgem do conhecimento incompleto da resposta
real do problema avaliado [58]. Desta forma, nenhuma construção pode ser projetada e construída
para ser absolutamente livre de riscos. O risco é a consequência natural dessas incertezas [59].
Consequentemente, estratégias para a quantificação do risco são essenciais na tomada de decisão
para medidas alternativas contra o colapso progressivo das estruturas. Tais estratégias podem ser
desenvolvidas usando modelos numéricos robustos acoplados à análise da teoria da confiabilidade
estrutural.



1.2. Objetivo 31

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e a implementação computacional de
uma formulação Lagrangeana total em posição, aplicada a análise estática e dinâmica não linear
física e geométrica de estruturas treliçadas 3D sujeitas ao colapso progressivo. Esta formulação
é vinculada à teoria da confiabilidade estrutural para a avaliação das incertezas, implicando em
uma abordagem robusta para garantir a segurança das estruturas.

1.3 Objetivos Específicos

a) utilizar a medida de deformação logarítmica para avaliar o potencial da energia livre
de Helmholtz em termos das posições nodais;

b) propor um modelo abrangente de dano dúctil capaz de capturar a degradação do
material em função da variação da porosidade;

c) acoplar a formulação proposta ao método de simulação de Monte Carlo para analisar
a probabilidade de falha das estruturas treliçadas submetidas ao colapso progressivo.

1.4 Justificativa

Os códigos internacionais não têm abordagens para avaliar a probabilidade de colapso
das estruturas na ocorrência de um dano acidental. Estes também não apresentam estratégias
consistentes para determinar o(s) elemento(s) chave(s) das estruturas. Portanto, constata-se a
indispensabilidade por estratégias baseadas na teoria da confiabilidade estrutural.

Outro aspecto relevante nos problemas gerados pelo colapso progressivo é o comporta-
mento não linear da estrutura, que sofre grandes deslocamentos e grandes deformações, fazendo
com que uma análise linear não mostre o seu real comportamento. Dessa forma, modelos
numéricos robustos devem ser adotados para avaliar a trajetória de equilíbrio da estrutura.

Por fim, com base no levantamento bibliográfico, foi verificado que faltam trabalhos que
considerem uma análise não linear conjunta com a confiabilidade estrutural para analisar os
efeitos do colapso progressivo nas estruturas.

1.5 Metodologia

A seguir, é delineada a metodologia empregada neste trabalho.
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1.5.1 Revisão bibliográfica

A revisão bibliográfica é realizada continuamente e compreende conteúdos relativos ao
colapso progressivo de estruturas, MEF posicional, mecânica do dano contínuo, teoria da plasti-
cidade e teoria da confiabilidade estrutural, posicionando este trabalho nos desenvolvimentos
científicos atuais.

1.5.2 Modelo mecânico

Com intuito de representar a trajetória de equilíbrio das estruturas analisadas neste
trabalho, o modelo mecânico acopla a análise não linear geométrica e não linear física. A não
linearidade geométrica é contemplada pelo MEF posicional, enquanto a não linearidade física
pela mecânica do dano contínuo e teoria da plasticidade.

1.5.2.1 MEF posicional

É deduzida e implementada uma formulação posicional estática e dinâmica para estrutu-
ras treliçadas 3D em uma versão Lagrangeana Total usando a medida de deformação logarítmica.

Os códigos computacionais são desenvolvidos empregando a linguagem de programação
Fortran utilizando o compilador Intel R© Visual Fortran em ambiente Windows R© de 64 bits,
disponível no Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC/USP.

1.5.2.2 Mecânica do dano contínuo

É proposto um abrangente modelo de dano dúctil, no qual a lei de evolução do dano é
igual a taxa de porosidade do material ocasionada pelo aumento de microcavidades e coalescência
de fissuras. O potencial da energia livre de Helmholtz é escrito em função da variável interna
de dano desse modelo, da deformação logarítmica e do parâmetro de encruamento isótropo.
Esse é o modelo constitutivo assumido na formulação. Para sua validação, são utilizados os
resultados experimentais dos seguintes materiais: aço, alumínio, cobre, concreto convencional,
ferro, madeira e Ultra-High Performance Fiber-Reinforced Concrete (UHPFRC).

Os parâmetros do modelo de dano dúctil proposto são obtidos via curva experimental
para cada material citado no parágrafo anterior. Para isso, primeiramente, por meio do princípio
da equivalência das deformações, a deformação total é decomposta em três parcelas: uma parcela
elástica, uma parcela de dano e uma parcela plástica. Da parcela plástica é retirada a componente
hidrostática (ε

p
H). Em seguida, a variável de dano (D) da curva experimental é determinada para

cada nível de deformação, consequentemente, o módulo tangente (Et) é dado por Et = (1−D)E,
sendo E o módulo de Young para o material não danificado. Posteriormente, a evolução da
degradação mecânica, curva D vs. (εp

H−ε
p
ln,d), sendo ε

p
ln,d o limite de dano inicial, é plotada. Por

fim, os parâmetros são aferidos por meio de um ajuste polinomial dessa curva, de acordo com as



1.5. Metodologia 33

hipóteses do modelo proposto. No Apêndice A é apresentado o algoritmo para a determinação
de D e Et .

1.5.2.3 Teoria da plasticidade

O modelo proposto assume a abordagem de von Mises com encruamento isótropo como
critério de plastificação. Consequentemente, aplicando a hipótese do modelo de Gurson, a
variação da porosidade ao longo do processo de carregamento é determinada pela componente
hidrostática da deformação plástica. Ademais, a deformação plástica e a variável interna de
encruamento são atualizadas em cada iteração do procedimento de solução seguindo o algoritmo
de mapeamento de retorno proposto por Simo & Hughes [60].

1.5.3 Modelo probabilístico

Após a implementação do modelo mecânico, as análises probabilísticas são realizadas
via simulação de Monte Carlo (SMC). A SMC é implementada e agregada ao modelo mecânico
para aferir as probabilidades de falha dos elementos estruturais durante a evolução das sequências
de falha.

No tocante aos modos de falhas, são escritas equações de estado limites locais para cada
elemento e globais em função da trajetória de equilíbrio da estrutura.
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CAPÍTULO

2
MITIGAÇÃO DO RISCO DE DANOS

ACIDENTAIS E COLAPSO PROGRESSIVO EM
ESTRUTURAS

2.1 Generalidades

O estudo do colapso progressivo teve seu início durante a Segunda Guerra Mundial,
quando Baker [61] analisou o comportamento das construções danificadas por explosões devido
aos bombardeios na cidade de Londres. Durante os 20 anos seguintes esse tema ficou sem
nenhuma publicação relevante [62].

O colapso progressivo do edifício Ronan Point na cidade de Londres (Figura 2.1), em
1968, retomou o estudo desse tema, sendo o marco inicial da inclusão de recomendações nos
documentos normativos da época a respeito do risco desse evento [63, 64]. Todavia, foi somente
a partir dos ataques terroristas na cidade de Oklahoma (Figura 2.2) e World Trade Center

(Figura 2.3), que foram introduzida novas prescrições nas normas, bem como aumentou a
conscientização da comunidade de engenharia estrutural sobre a questão do colapso progressivo
e sobre a necessidade de metodologias robustas de projeto [65, 66, 67, 68].

O colapso progressivo de uma estrutura é iniciado pela propagação de um dano estrutural
local que resulta em um estado de falha que é desproporcional à intensidade do dano inicial [69].
Na literatura, outras definições desse evento são apresentadas [70, 71, 72, 73, 74]. Neste trabalho,
o colapso progressivo é definido como a propagação de uma falha localizada que conduz um
caminho de falha que leva ao colapso parcial ou total de uma estrutura, sendo dependente do
dano acidental que o iniciou, do grau de redundância do sistema, do efeito de inércia e da energia
cinética.

Danos acidentais tais como explosões, impactos, ataques terroristas, ações excepcionais,
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erros humanos e de construção, frequentemente causam danos locais nas estruturas, os quais
podem conceber sérias ameaças quando um ou mais elementos estruturais falham, implicando no
colapso progressivo de toda a estrutura ou parte dela [75]. Por conseguinte, o colapso progressivo
sempre é acompanhado por graves perdas humanas e materiais [76, 77].

Figura 2.1 – Colapso progressivo do edifício Ronan Point, Londres, 1968.

Fonte: National Institute of Standard and Technology (NISTIR) [78].

Figura 2.2 – Colapso progressivo do edifício Murrah, Oklahoma, 1995.

Fonte: NISTIR [78].
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Figura 2.3 – Colapso progressivo do World Trade Center, New York, 2001.

Fonte: Federal Emergency Management Agency (FEMA) [79].

Pela dificuldade de previsão da probabilidade de ocorrência e magnitude dos danos
acidentais, não é prático nem possível projetar uma estrutura contra essas ameaças por meio dos
métodos tradicionais para cargas convencionais [75, 80, 81]. Consequentemente, danos acidentais
são frequentemente abordados de forma qualitativa em códigos de construção [82, 83, 84, 85].
No entanto, abordagens qualitativas são muitas vezes inadequadas para garantir a resistência ao
colapso [86, 87]. As baixas probabilidades de ocorrência de eventos extremos não podem ser
usadas para justificar sua negligência, porque suas consequências são particularmente severas
[88, 89, 90].

Atualmente, diferentes metodologias são empregadas para avaliar a integridade estrutural
de construções sob danos acidentais [91]. Jihong e Liqiang [92] empregaram a teoria da
vulnerabilidade estrutural para analisar o mecanismo de colapso de pórticos metálicos. Wolinski
[93] analisou a robustez e vulnerabilidade de estruturas de lajes planas sob cargas acidentais.
Andre et al. [94] propuseram novos índices de robustez estrutural e fragilidade estrutural
baseados em análise de energia de dano para uma dada estrutura e dano acidental. Giuliani [95]
desenvolveu dois métodos para avaliar a integridade estrutural, onde as consequências das falhas
dos elementos são analisadas, bem como respostas estruturais a eventos extremos específicos.
Smith [96] empregou uma analogia de fratura rápida para avaliar o colapso progressivo em
edifícios de múltiplos andares em estrutura metálica.

A literatura técnica sobre o tema revela a existência de poucos métodos gerais para
descrever quantitativamente falhas progressivas [97, 98, 99, 100]. Essa pesquisa bibliográfica
também revela confusão nos principais conceitos e terminologias associados ao problema. As
palavras robustez e vulnerabilidade, por exemplo, têm significados bem definidos além da
engenharia estrutural (por exemplo, na medicina, ciências sociais ou finanças). Acredita-se que a
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generalidade de tais conceitos deve ser preservada na aplicação à engenharia estrutural.

Em engenharia e em teoria de otimização, em particular, um sistema robusto é um sistema
cujo desempenho é insensível a incertezas ou perturbações aleatórias em parâmetros de projeto.
Assim, a robustez de um sistema estrutural é definida como uma medida de sua capacidade
de sustentar danos localizados, sem propagá-los de maneira desproporcional à intensidade do
evento inicial. A teoria de controle define robustez como o grau em que um sistema é insensível
a efeitos que não são considerados no projeto [101]. Outras definições de robustez disponível na
literatura são fornecidas por [102, 103, 104, 105].

Nas ciências sociais, a vulnerabilidade é uma medida da suscetibilidade de um indi-
víduo ou grupo social a ser afetado negativamente por eventos como fome, enchentes, secas,
desabamentos, doenças, etc. A vulnerabilidade de um sistema estrutural é uma medida de sua
suscetibilidade para realizar um determinado grau de perda, após a ocorrência de um evento
de ameaça inicial [106]. A vulnerabilidade fornece um mapeamento entre um determinado
evento de exposição e consequências resultantes, tipicamente perdas econômicas ou número de
fatalidades. Portanto, a vulnerabilidade vincula a fragilidade à consequência [106].

A generalidade das definições acima foi negligenciada por Starossek e Haberland [87],
que sugerem interpretações limitadas de vulnerabilidade e robustez. Os autores, no entanto,
foram bem sucedidos em identificar algum consenso mínimo em outros termos e definições. Os
conceitos de robustez e vulnerabilidade, como dito acima, não são exatamente complementares,
como sugerido por Chen et al. [107]. Alguns fatores de vulnerabilidade e importância propostos
na literatura são deficientes, pois não levam em conta as consequências de falha [107, 108, 109].
Estudos de vulnerabilidade visando efeitos de tremores sísmicos [110] e redes de oleodutos
[111] foram recentemente apresentados, mas esses estudos não apresentam nenhum índice geral
de vulnerabilidade. O índice de vulnerabilidade proposto por Jhong e Liqiang [92] relaciona a
conectividade estrutural ao potencial de dano, em uma abordagem determinística. Todas essas
abordagens podem ser orientadas para sistemas estruturais específicos. Felipe et al. [57, 112]
propuseram uma abordagem baseada em confiabilidade para analisar o colapso progressivo. Tal
abordagem é probabilística, portanto, também mais difícil de ser implementada na prática.

Índices de robustez foram propostos por vários autores. Incluindo abordagens determi-
nísticas baseadas em energia [87, 91, 94, 113], em confiabilidade [114, 115, 116, 117, 118] e
em risco [119].

Atualmente, os documentos normativos encaminham-se para incorporar o conceito de
robustez e resistência ao colapso nas suas novas diretrizes [75]. A resistência ao colapso é
definida como insensibilidade da estrutura a danos acidentais [86]. Essa é uma propriedade que
depende das características do sistema (resistência, ductilidade, redundância e continuidade),
mas também dos tipos de danos acidentais que podem ocorrer na estrutura. Por conseguinte, o
colapso progressivo pode ser evitado garantindo a resistência ao colapso [103].
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Como o risco não pode ser eliminado, na prática tem-se buscado metodologias que
proporcionem um tempo de resposta para que os usuários das estruturas sejam evacuados
antes da ocorrência do mecanismo de reação de falha progressiva dos elementos estruturais.
Na Figura 2.4 ilustra-se os estágios da ocorrência desse mecanismo. O tempo tid representa
o estágio inicial de dano, no qual a falha de um elemento estrutural não gera deslocamentos
excessivos na estrutura. Entre os tempos tid e tic caracteriza-se o estágio de propagação de dano,
em que a estrutura apresenta redistribuição dos esforços em uma nova posição de equilíbrio.
Caso o equilíbrio não seja alcançado, a partir de tic até tcolapso, inicia-se o mecanismo de falha
progressiva de toda a estrutura ou grande parte dela.

Nesse contexto, surgiu o conceito de edifícios resilientes, edifícios capazes de absorver e
recuperar-se de um evento extremo [75]. Esse conceito inclui não meramente as propriedades de
robustez e resistência ao colapso, mas a capacidade da estrutura de absorver e recuperar-se de
um dano acidental.

Figura 2.4 – Etapas para a ocorrência do colapso progressivo: (a) estruturas não resilientes; (b)
estruturas resilientes.
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A seguir, as abordagens específicas para o projeto resistente ao colapso progressivo são
apresentadas.

2.2 Abordagens para a Prevenção de Danos Acidentais e Co-
lapso Progressivo

Ainda não existem regras específicas para dimensionar uma estrutura contra o colapso
progressivo [75, 77, 120]. Não obstante, pode-se apresentar quatro abordagens determinísticas
empíricas indicadas pela literatura, as quais são utilizadas para garantir a resistência ao colapso,
são elas: (i) regras prescritivas de forças de amarração; (ii) método dos caminhos de cargas
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alternativos; (iii) método da resistência local específica e (iv) isolamento por segmentação.
Ademais, a comunidade científica apresenta uma abordagem baseada em análise probabilística.
Nos itens a seguir são delineadas tais abordagens.

2.2.1 Regras prescritivas de forças de amarração

Os documentos normativos que tratam sobre colapso progressivo comumente focam
nas regras prescritivas de forças de amarração (RPFA). Elas visam prover um nível mínimo
de redundância, continuidade e ductilidade para a estrutura [121]. As RPFA são fornecidas
por meio de tirantes horizontais e verticais obtidos pela prescrição de um requisito mínimo
de força de amarração. Tais tirantes são utilizados para prender alguns elementos estruturais
pré-selecionados. Como a resistência ao colapso progressivo é abordada implicitamente, as
RPFA são consideradas como uma abordagem de projeto indireto [75, 86, 121].

Na literatura, vários trabalhos sobre a eficiência das RPFA revelaram que, em alguns
casos, elas não são eficientes para mitigar o colapso progressivo [122, 123, 124, 125]. Isto porque
as rotações necessárias nas ligações para garantir a ação de membrana/catenária são inatingíveis
[75]. Por isso, alguns documentos normativos incluem limites de rotações em seus requerimentos
para a força de amarração [78, 82]. Com relação ao comportamento de membrana/catenária
de lajes/vigas, esse é o mecanismo capaz de redistribuir as cargas após um dano acidental na
estrutura, sendo a última linha de defesa contra o colapso progressivo [75].

2.2.2 Método dos caminhos de carga alternativos

A abordagem do método dos caminhos de carga alternativos (MCCA) se concentra na
avaliação do comportamento da estrutura após a remoção discricionária de elementos estruturais
individuais [69, 121]. Por conseguinte, o sistema estrutural deve ser capaz de suportar os
carregamentos usuais na ausência de um elemento. Tal abordagem é também determinística
como as RPFA, sendo amplamente aceita pelos documentos normativos internacionais [75].

Na presença de danos locais em um elemento estrutural, o MCCA fornece o mecanismo
para que as cargas sejam transferidas de um ponto de aplicação para um ponto de resistência.
A redistribuição de carga resultante permite que a estrutura mantenha o equilíbrio global após
a falha de um elemento. O MCCA é fornecido por regras de projeto (aumento da rigidez e
resistência dos membros), e por análises estruturais explícitas (fornecimento de tirantes e ação
catenária). Nesse caso, o ASCE 7-05 [84] propõe combinações de ações reduzidas na análise da
propagação de danos, com o entendimento de que um cenário de falha de elementos estruturais é
um evento de baixa probabilidade.

Sendo assim, a finalidade do MCCA é verificar explicitamente a robustez do sistema.
Esta verificação consiste em avaliar a capacidade de redistribuição de esforços do sistema após a
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remoção de um componente. No entanto, por causa das hipóteses simplificadoras assumidas1,
usualmente as soluções de projeto do MCCA produzem níveis diferentes de robustez [126].
Desse modo, deve-se aplicar tal abordagem com um nível mínimo de simplificações com o
intuito de prover um grau aceitável de resistência ao colapso.

2.2.3 Método da resistência local específica

O método da resistência local específica (MRLE), também denominado de abordagem
do projeto dos elementos chaves, fornece uma resistência extra à estrutura mediante o dimen-
sionamento de elementos estruturais principais (elementos chaves) para suportar um evento
pré-definido. Dessa forma, o engenheiro deve avaliar os esforços solicitantes adicionais impostos
pelos efeitos desse evento nas suas combinações de ações, as quais serão utilizadas para projetar
a edificação. Sendo assim, a finalidade do MRLE é dimensionar os elementos ditos chaves para
resistir a um dano acidental específico. Tal abordagem é o último recurso quando o MCCA é
incapaz de corroborar a capacidade de redistribuição de esforços.

Como exemplo, pode-se citar os pilares de edificações que são dimensionados contra
colisões de veículos. Nesse caso, o projetista pode utilizar medidas de proteção não estruturais, as
quais empregam dispositivos de proteção, ou aplicar o MRLE assumindo como evento o impacto
do veículo. Para a última, o Eurocode 1 [127] prescreve uma metodologia para considerar uma
força estática equivalente no dimensionamento dos elementos chaves sujeitos ao impacto.

Os elementos chaves são definidos como os elementos estruturais cuja falha ativa um
colapso progressivo [127]. De acordo com Felipe et al. [57, 112], o elemento chave de um
sistema em paralelo é definido como o membro Ei nesse sistema que tem a maior vulnerabilidade

no tocante ao colapso progressivo.

A identificação do(s) elemento(s) chave(s) é apresentada nos documentos normativos de
modo empírico [57]. Desse modo, alguns elementos estruturais devem ser avaliados, expondo-os
a uma carga adicional. No caso de uma explosão de um botijão de gás, tal carga é uma pressão
estática de 34 KPa [127, 128, 129]. Esse valor pode prover um certo nível de robustez à estrutura,
porém não é capaz isoladamente de prevenir a falha local.

Uma estratégia alternativa para identificar o(s) elemento(s) chave(s) foi proposta por
Felipe et al. [57, 112], baseada na teoria da confiabilidade estrutural. Neste trabalho, a confi-
abilidade estrutural é acoplada ao modelo mecânico proposto no Capítulo 3 para a análise de
estruturas treliçadas submetidas ao colapso progressivo.

2.2.4 Isolamento por segmentação

O isolamento por segmentação (IS), também denominado compartimentação, é uma
abordagem para limitar a extensão de falha local por uma segmentação da estrutura [86, 130]. Tal

1 Análise dinâmica simplificada, linearidade física e geométrica, etc.
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abordagem é análoga à estratégia de dividir uma estrutura em compartimentos para confinar um
incêndio ao compartimento de origem [86]. Essa estratégia é sobretudo útil em pontes, todavia,
não é explicitamente mencionada nos documentos normativos internacionais que tratam do
colapso progressivo [75].

Portanto, o IS é uma técnica que limita fisicamente a extensão da propagação de danos.
Isso pode ser alcançado fornecendo: (i) componentes fracos (fusíveis), que desconectam o
restante da estrutura; (ii) componentes fortes, que impedem a propagação de danos; e (iii)

componentes de alta ductilidade, que dissipam a energia do dano [112].

2.2.5 Abordagem baseada em análise probabilística

A análise probabilística do colapso progressivo foi abordada por vários autores [119, 131,
132]. No Eurocode 1 [102] e no NISTIR 7396 [78] tal análise é citada com caráter informativo.
Sob múltiplas ameaças, a probabilidade de colapso pode ser avaliada como [69]:

P [colapso] = ∑
H

∑
D

P [colapso|D,H]P [D|H]P [H] (2.1)

onde P[H] é a probabilidade de ocorrência do evento, P[D|H] é a probabilidade condicional
de dano local, dada a ocorrência do evento; P[colapso|D,H] é a probabilidade condicional de
colapso, dado o dano local D e o evento H. Na Equação 2.1, a soma sobre H indica as ameaças
as quais a estrutura está exposta, e a soma sobre D representa os diferentes estados iniciais
de dano que a estrutura pode experimentar. A probabilidade de ocorrência do evento, P[H],
pode eventualmente ser escrita em termos de uma taxa anual de ocorrência (λH). Nesse caso, a
P[colapso] também se torna uma taxa anual [131]. Quando a taxa de ocorrência está abaixo do
chamado risco mínimo (λH < 10−7/ano), o impacto é insignificante e o risco pode ser descartado
[133]. Por outro lado, para danos acidentais que possam ocorrer ou quando o projetista quer
direcionar o estudo dos outros termos na Equação 2.1, pode-se assumir λH = 1. Esse é o caso,
por exemplo, da remoção discricionária de elementos orientada por códigos estruturais.

Para a análise limitada a um dano acidental específico E e um único estado de dano
inicial D, a Equação 2.1 pode ser simplificada na Equação 2.2.

P [colapso] = P [colapso|D,E]P [D|E]P [E] (2.2)

A mitigação de risco contra o colapso progressivo pode ser alcançada trabalhando-
se em três frentes: (i) controlar ou limitar a probabilidade (P[E] ou λH) de ocorrência do
dano acidental; (ii) controlar ou limitar o dano local (termo P[D|E]) produzido pelo evento de
carregamento E; e (iii) controlar ou limitar a propagação de danos (termo P [colapso|D,E]), que
eventualmente podem levar ao colapso estrutural parcial ou total. A prevenção da ocorrência
do evento geralmente requer ações não estruturais (sociais ou políticas), que podem incluir a
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proibição de substâncias inflamáveis ou explosivas, a construção de barreiras físicas para deter o
impacto do veículo, educação, treinamento e outras.

O controle do termo P[D|E] envolve medidas estruturais para fortalecer ou proteger
diretamente (com barreiras de segurança, por exemplo) o elemento localmente afetado pelo
evento de carregamento E. Por outro lado, de acordo com o Eurocode 1 [127], danos localizados
devido a ações acidentais podem ser aceitáveis desde que a capacidade da estrutura seja mantida
durante a evacuação de emergência. Assim, controlar o termo P[colapso|D,E] envolve análise do
comportamento do sistema e propagação de danos. Esse termo pode ser controlado fornecendo
redundância, caminhos de cargas alternativos ou segmentação.

Controlar o termo P[colapso|D,E] tem um duplo objetivo: o mais imediato é permitir a
evacuação do edifício, reduzindo o dano potencial e o risco à segurança dos usuários; o segundo
é permitir que o dano inicial seja reparado, para que o edifício volte a funcionar. O Eurocode 1
[127], em seu Anexo A, recomenda como limite de danos locais admissíveis para os edifícios,
quando sujeitos a uma remoção de um único pilar, 15% da área do piso do pavimento e não
maior que 100 m2. Na direção vertical, os danos localizados devem cobrir não mais do que dois
andares adjacentes.

A metodologia para a identificação do elemento chave (EC), por análise de confiabilidade
de sistemas, foi proposta por Felipe et al. [57, 112]. O EC é definido como o elemento Ei da
estrutura que tem a maior vulnerabilidade para o colapso estrutural, i.e.,

EC = max
i

(CVi ·CICi) (2.3)

sendo CVi o coeficiente de vulnerabilidade, enquanto CICi o coeficiente de importância para o
colapso progressivo. Esses coeficientes são definidos pelas seguintes equações:

CVi =
P[ fi]

n

∑
j=1

P[ f j]

(2.4)

CICi =
P[ci]

max
j
[P[c j]]

(2.5)

onde P[ fi] é a probabilidade de falha do elemento Ei dado os distintos modos de falha ( f ) e P[ci]

é a probabilidade de ocorrência do caminho de falha ci.

Códigos que tratam sobre o colapso progressivo fornecem algumas recomendações sobre
projeto robusto e prevenção do colapso progressivo [78, 82, 83, 84, 85]. No entanto, a análise
probabilística ou de risco do colapso progressivo ainda não foi abordada. Como consequência,
os documentos normativos não fornecem maneiras objetivas de identificar elemento(s) chave(s)
em uma estrutura, nem medidas quantitativas de sua robustez ou vulnerabilidade. Em vista disso,
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no Capítulo 6 deste trabalho é delineado o modelo probabilístico. Tal modelo é adotado para
mensurar a probabilidade de colapso progressivo das estruturas treliçadas aqui analisadas.

2.3 Documentos Normativos

A admissão de prescrições em documentos normativos para projetos resistentes ao
colapso progressivo foi iniciada no Reino Unido após o colapso do edifício Ronan Point em 1968.
Nessa época, o princípio fundamental era proporcionar níveis mínimos de robustez estrutural, a
fim de permitir que as estruturas redistribuíssem e suportassem cargas após a perda de um ou mais
elementos estruturais. Este conceito de perda de elementos estruturais (remoção discricionária)
progrediu com o passar do tempo em diversas abordagens encontradas nos códigos internacionais,
sobretudo no método dos caminhos de cargas alternativos.

A maioria desses códigos adotam os requisitos fundamentais de continuidade, ductilidade
e redundância nas suas prescrições [82, 83, 85, 134]. Outros especificam as forças mínimas
de amarração para alcançar tais requisitos [84, 129, 135]. Alguns prescrevem as combinações
de ações para considerar os danos acidentais [84, 127, 136, 137]. Por fim, uns especificam um
limite de dano, expresso em termos da área do pavimento, que a estrutura remanescente deve ter
para redistribuir os esforços adicionais para os outros elementos estruturais após o dano acidental
[78, 127].

Na Tabela 2.1 são resumidas as abordagens específicas para o projeto resistente ao
colapso progressivo endereçadas nos documentos normativos internacionais. Nota-se que a
maioria dos códigos não discutem a abordagem baseada na análise de confiabilidade para a
avaliação do colapso progressivo em seu escopo. Entretanto, estratégias mais racionais e práticas
para minimizar o risco do colapso progressivo podem ser ordenadas empregando os princípios
da teoria da confiabilidade estrutural [57, 69, 112].

No Brasil, as normas de alvenaria estrutural [138, 139] não têm diretrizes específicas
de projeto sobre danos acidentais ou colapso progressivo. Não obstante, elas têm anexos
informativos com algumas recomendações gerais sobre esses assuntos.

Em relação às estruturas de concreto, a norma brasileira [140] cita o estado limite último
de colapso progressivo como algo a ser verificado para garantir a segurança das estruturas. As
seções 19.5 e 20.3 recomendam armadura adicional para lajes, com o propósito de garantir a
ductilidade local e, consequentemente, proteção contra o colapso progressivo.

A norma de concreto pré-moldado [141] na seção 5.1.1.4, enfatiza que o engenheiro
deve ter um cuidado especial no detalhamento da estrutura para minimizar a ocorrência do
colapso progressivo. Em contrapartida, a norma de paredes de concreto [142] não comenta sobre
assunto. Ressalta-se que apenas normas brasileiras de alvenaria estrutural [138, 139] indicam
a preocupação com danos acidentais e colapso progressivo, embora sem muitas diretrizes para
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auxiliar no projeto de uma estrutura. O histórico de estruturas que sofreram o colapso progressivo
no Brasil, como o Edifício da Liberdade no Rio de Janeiro em 2012, com a morte de 22 pessoas,
mostra que engenheiros estruturais devem discutir mais esse assunto.

Tabela 2.1 – Abordagens destacadas pelos documentos normativos internacionais e
diretrizes.

Região Documento normativo I) RPFA II) MCCA III) MRLE IV) IS V) ABAP

EUA DoD [82] sim sim sim não não

Rússia STO [83] não sim não não não

EUA NISTIR [78] sim sim sim não não

EUA ASCE/SEI 7-10 [84] sim sim sim não não

EUA GSA [85] não sim não não não

Europa Eurocode [127] sim sim sim não sim

Reino Unido BS 5628 [129] sim não não não não

Austrália NCC [136] não sim sim não sim

Reino Unido IStructE [130] sim sim sim sim sim

China CECS [137] sim sim sim não não

Canadá NBCC [134] sim sim sim não não

Brasil NBR 15812-1 [138] não não não não não

Brasil NBR 15961-1 [139] não não não não não

Brasil NBR 6118 [140] não não não não não

Brasil NBR 9062 [141] não não não não não

Brasil NBR 16055 [142] não não não não não

Brasil NBR 7190 [143] não não não não não

Brasil NBR 8800 [144] não não não não não

Fonte – Autor.

Nota – RPFA = regras prescritivas de forças de amarração; MCCA = método dos caminhos de cargas
alternativos; MRLE = método da resistência local específica; IS = isolamento por segmentação;
ABAP = abordagem baseada na análise probabilística.

2.4 Pesquisas Atuais

Esta seção apresenta as pesquisas atuais em robustez e colapso progressivo de estruturas
com respeito aos ensaios experimentais e análises numéricas propostos pela literatura. Atual-
mente, há um interesse crescente da comunidade científica com esse assunto [75]. Tal interesse
em parte é devido às maiores expectativas dos usuários sobre a segurança dos edifícios projetados
com relação aos danos acidentais [75].

Testes experimentais têm sido apresentados por diversos pesquisadores no campo do
colapso progressivo. A maioria desses experimentos foram realizados com a utilização de um
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protótipo composto por duas vigas e um ou três pilares [145]. Os experimentos simulam a perda
de um pilar, o que serve para evidenciar os mecanismos de resistência ao colapso, como por
exemplo, ação catenária das vigas. Esses testes podem ser usados para melhorar as prescrições dos
documentos normativos existentes, bem como calibrar as simulações via Método dos Elementos
Finitos (MEF).

Com relação aos materiais utilizados, tais experimentos avaliaram protótipos de concreto
e aço, enquanto que modelos em alvenaria estrutural e em madeira praticamente ainda não foram
estudados.

No tocante aos protótipos de aço, vários pesquisadores analisaram a resistência das
ligações viga-pilar sobre um cenário de falha de um pilar [146, 147, 148, 149]. Esses autores
examinaram diferentes tipos de ligações, além de diversas seções transversais na conexão
viga/pilar.

Liu et al. [150] simularam a falha súbita do pilar2 nos experimentos para considerar os
efeitos dinâmicos nas ligações. Os estudos experimentais dessas ligações são vitais para garantir
a resistência ao colapso de estruturas em pórticos metálicos, pois elas serão essenciais para
transpor as cargas adicionais para os outros elementos estruturais não danificados.

Li et al. [151] através da análise via MEF investigaram o comportamento de colapso
progressivo de pórticos metálicos sob um cenário de remoção brusca de um pilar. Os autores
propuseram um novo índice para quantificar a robustez, o qual leva em conta os efeitos
dinâmicos e redistribuição de cargas. Ademais, um fator de amplificação dinâmica para o
colapso progressivo foi avaliado. Concluíram que o amortecimento teve maior influência do que
a taxa de deformação do material na robustez dos pórticos metálicos analisados.

Parthasarathi et al. [152] averiguaram a sensibilidade de um pórtico 2D metálico com
quatro pilares e quatro pavimentos perante a ocorrência do colapso progressivo sob condições de
incêndio. Analisaram a estrutura usando o MEF assumindo as não linearidades física e geométrica.
Os autores inferiram que os pilares centrais sofrem maiores deslocamentos e deformações do que
os outros pilares para temperatura igual ou superior a 800 ◦C. Nessa temperatura, todos os pilares
diminuíram sua resistência mecânica e iniciaram o regime de amolecimento, que culminou na
propagação de falhas progressivas.

Lou et al. [153] realizaram um estudo experimental em escala real, sobre o comporta-
mento do colapso progressivo de um pórtico 3D metálico exposto a situação de incêndio. Os
autores verificaram que expondo uma face de um pilar externo desse pórtico por 15 minutos
a uma temperatura de 1100 ◦C, acarretou o início da propagação de falhas progressivas dessa
estrutura. Averiguaram ainda que as ligações dos pilares de canto no nível da fundação falharam

2 Esta abordagem é conhecida na literatura como cenário independente da ameaça, uma vez que o dano acidental que
gera a falha do elemento estrutural não é especificado. Tal estratégia é utilizada pelos códigos normativos, a fim de
prover integridade estrutural contra a ocorrência de possíveis danos acidentais. Define-se integridade estrutural
como a capacidade da estrutura absorver uma falha local sem o colapso generalizado.
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por intermédio dos grandes giros e grandes deformações que essas sofreram após a falha do
pilar externo. Os autores assinalaram que as falhas dessas ligações devem ser evitadas, a fim de
mitigarem as propagações das falhas progressivas para os outros compartimentos da estrutura.

Jiang et al. [154] através dos resultados experimentais obtidos por Lou et al. [153]
concretizaram uma avaliação quantitativa do processo de colapso progressivo de um pórtico
3D metálico sobre condições de incêndio. As análises foram efetivadas via MEF onde foram
calculados deslocamentos críticos em pontos chaves nos elementos estruturais. Os autores
concluíram que o processo de colapso progressivo de pórticos 3D metálicos expostos a situações
de altas temperaturas pode ser avaliado mediante deslocamentos chaves nos pilares e vigas.
Outrossim, eles inferiram que as sequências de falhas dos elementos estruturais e o tempo
necessário para o colapso total da estrutura dependem fortemente do cenário de incêndio.

Rezazadeh et al. [155] avaliaram o comportamento de um pórtico 2D metálico com cinco
pilares e seis pavimentos sob colapso progressivo, assumindo nas ligações viga/pilar um reforço
através de uma chapa de aço conectada aos enrijecedores. Nas análises não lineares os autores
utilizaram as combinações de ações preconizadas pela DoD [82]. Averiguaram que a introdução
desse reforço modifica o caminho do fluxo das forças internas nas ligações, além de alterar a
posição para a formação da rótula plástica na conexão viga/pilar. Os autores ainda mencionaram
que esse procedimento pode melhorar a resistência ao colapso progressivo.

Huang et al. [156] realizaram um estudo experimental e numérico da resistência ao
colapso progressivo de uma cúpula para um estádio de esportes constituída por elementos de
casca que são suportadas por cabos. As análises experimentais foram realizadas em um protótipo
em escala reduzida. Já as análises numéricas foram concretizadas via MEF com a utilização do
software ANSYS R©. Os autores verificaram que em ambas as análises o sistema exibiu adequada
resistência ao colapso progressivo na ocorrência de falha de um cabo.

Jhong & Liqiang [92] propuseram um método para avaliar o mecanismo de colapso de
um pórtico 2D metálico com quatro pavimentos, baseado na teoria de vulnerabilidade estrutural.
Inferiram que a abordagem proposta identificou corretamente os caminhos de falha do pórtico
2D estudado. Constataram também que a falha de uma ligação viga/pilar provoca nos pilares do
pavimento térreo elevados índices de vulnerabilidade. Por outro lado, os autores depreenderam
que a falha por formação de rótulas plásticas nas vigas implicam em baixos valores de índices de
vulnerabilidade para a estrutura.

Szyniszewski & Krauthammer [157] preconizaram uma metodologia para a avaliação do
colapso progressivo baseado em energia para analisar edifícios metálicos. Os autores concluíram
que, diante de um colapso localizado, o edifício atinge uma configuração de equilíbrio estável
somente se a energia cinética é completamente dissipada pela estrutura. Caso contrário, a energia
cinética remanescente vai causar o colapso progressivo do edifício [157].

Gerasimidis & Sideri [158] apresentaram um novo método para análise de colapso
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progressivo em estruturas metálicas introduzindo cenários de danos parcialmente distribuídos. Tal
método foi aplicado na análise de um pórtico 2D metálico com 15 pavimentos. Eles depreenderam
que o método proposto alterou os mecanismos de colapso desse pórtico. Outrossim, os autores
inferiram que o método proposto conduz forças de colapso mais baixas e mais críticas do que o
método dos caminhos de cargas alternativos.

No que se refere ao concreto, Yu & Tan [159] analisaram quatro pórticos planos, dos
quais três foram dimensionados empregando prescrições dos códigos de sismos. Os autores
avaliaram a capacidade da ação catenária das vigas e os pórticos dimensionados para suportar os
carregamentos sísmicos. Forquin & Chen [160] avaliaram a influência das condições de contorno
para a redistribuição de esforços em cinco pórticos planos.

Ren et al. [161] e Lu et al. [162] testaram protótipos com e sem a introdução de lajes
para mensurar a contribuição delas na resistência ao colapso.

Kang et al. [163] examinaram seis pórticos planos em concreto pré-moldado, onde
a ligação viga/pilar e a parte superior da viga eram formadas por compósitos cimentícios
modificados. Destacaram que os pórticos foram capazes de desenvolver significante arqueamento
das cargas sobre o cenário de remoção de um pilar.

Elsanadedy et al. [164] investigaram através de análises experimentais e numéricas as
ligações viga/pilar de três pórticos planos, dois em concreto pré-moldado e um em concreto
armado. A partir dessas análises, propuseram novos parâmetros de eficiência das ligações para a
avaliação do colapso progressivo.

Lim et al. [165] formularam um modelo analítico para a avaliação de caminhos de cargas
alternativos em pórtico 2D de concreto armado. O modelo considera de forma simplificada
a ação catenária das vigas. Os autores apontaram que o modelo proposto fornece previsões
razoavelmente conservadoras para os diferentes mecanismos de transferência de carga.

Gowtham et al. [166] realizaram uma análise não linear estática e dinâmica via MEF
para avaliar um pórtico 2D composto por 3 pilares, com cinco pavimentos em concreto armado.
Os autores usaram o critério de aceitação DCR (Demand Capacity Ratio), preconizado pela DoD
[82] e GSA [85], para examinar as amplificações dos esforços no pórtico após a remoção de
um pilar no pavimento térreo, por meio de uma análise estática linear. Os valores dos DCR’s
de cada elemento foram checados com os resultados obtidos via análise não linear dinâmica.
Constataram que as falhas dos pilares de canto acarretam maior vulnerabilidade para a estrutura
do que falhas do pilar central.

Zhang & Li [167] analisaram a resistência ao colapso de um pórtico 3D em concreto
armado submetido à falha de um pilar intermediário e deduziram um método analítico para prever
a resistência dessa estrutura após a perda do pilar. Os autores testaram a precisão da formulação
proposta por meio do MEF com erros menores do que 15%. Inferiram que a curva força vs.

deslocamento obtida via formulação proposta, foi capaz de capturar as principais características
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dos mecanismos complementares do pórtico avaliado após a falha de um pilar intermediário.

Li et al. [168] propuseram um método analítico para prever a resistência de vigas e lajes
mistas de aço/concreto após a perda de um pilar. Os autores realizaram um estudo paramétrico,
com a finalidade de investigar o efeito do índice de esbeltez e espessura da laje, além da altura
da viga nas curvas de força vs. deslocamento. Depreenderam que no estado limite de colapso, a
contribuição da laje é influenciada exclusivamente por sua taxa de armadura.

Bredean & Botez [169] examinaram a influência das vigas e lajes no desenvolvimento de
mecanismos resistentes ao colapso progressivo para estruturas de concreto armado. Concluíram
que a atuação da laje é expressiva na redistribuição das forças internas entre os elementos
estruturais.

Al-Salloum et. al [170] propuseram um procedimento por meio de análises numéricas
por meio do MEF, para prever o potencial de colapso progressivo de edifícios de concreto
armado expostos às ondas geradas por explosão. Os autores assinalaram que existe uma falta
de ferramentas adequadas disponíveis na literatura para simular e antever a resposta de colapso
progressivo de estruturas. Averiguaram que o procedimento proposto pode ser usado para situar
a localização crítica dos elementos estruturais no interior da área potencial da explosão. Os
autores inferiram que as grandes deformações e grandes giros que ocorreram nas conexões
viga/laje e viga/pilar nos elementos adjacentes ao componente que falhou, conduziram ao
colapso progressivo do edifício avaliado.

Al-Salloum et. al [171] avaliaram a eficiência da introdução de um reforço, por meio
de chapas metálicas parafusadas nas faces da ligação viga/pilar de um pórtico de concreto pré-
moldado, para a mitigação do colapso progressivo. Ensaios experimentais foram concretizados
em três protótipos com e sem a estratégia proposta sob um cenário de falha do pilar central. Os
autores comprovaram que as ligações usuais (sem o reforço) em concreto pré-moldado têm um
potencial muito alto para o colapso progressivo. Isso era esperado, pois essas ligações possuem
baixa ou nenhuma redundância para o caminhamento das cargas. Por isso que as estruturas
pré-moldadas são mais susceptíveis ao colapso. Os autores depreenderam que a ligação proposta
foi eficaz, uma vez que aumentou a carga de colapso do protótipo em referência as ligações
usuais diante de um cenário de falha do pilar.

Feng et al. [172] realizaram uma investigação numérica do comportamento das ligações
de um pórtico 2D de concreto pré-moldado com três pilares sob um cenário de falha do pilar
central através do MEF. Propuseram um elemento finito 2D para simular a ligação viga/pilar
baseado na formulação co-rotacional, com o intuito de incluir grandes deslocamentos. A não
linearidade física do concreto foi introduzida por meio do modelo de Feng et al. [173], enquanto
a relação constitutiva da armadura via modelo de von Mises com encruamento isótropo linear. Os
autores mencionam que a formulação proposta pode capturar os mecanismos complementares de
resistência ao colapso progressivo das estruturas de concreto pré-moldado, como por exemplo, a
ação catenária. Apontaram ainda que o efeito do deslizamento aço/concreto tem uma influência
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sensível e, consequentemente, precisa ser assumido no modelo numérico. Por outro lado, citam
que o efeito de arqueamento foi superestimado pela formulação proposta.

Referente as análises numéricas, o MEF é o mais utilizado para avaliar o colapso
progressivo de estruturas, como observado anteriormente. As simulações via MEF apresentadas
na literatura são realizadas com distintos níveis de aproximação e complexidade, tais como: (i)
modelos 2D ou 3D; (ii) análise linear ou não linear e (iii) comportamento estático ou dinâmico.

Modelos de pórticos 2D foram endereçados por Li et al. [174], Qian & Li [175], Guo et

al. [176] e Shan et al. [177]. O documento normativo DoD [82] não permite que as simulações
em modelos 2D sejam utilizadas para dimensionar as estruturas contra o colapso progressivo.
Isso porque os mecanismos resistentes ao colapso progressivo não são efetivamente considerados
[82]. Dessa forma, modelos 3D são essenciais para verificar a ocorrência desses mecanismos.

A respeito da natureza dinâmica dos danos acidentais, os códigos apresentados na
Tabela 2.1 oferecem diferentes ponderações sobre o tipo de avaliação a ser abordada. Os
documentos DoD [82], GSA [85] e CECS [137] permitem análises estáticas lineares e não
lineares 3, além de análises não lineares dinâmicas. As vantagens e desvantagens de cada tipo de
análise são discutidas por Byfiel et al. [77].

Uma análise estática não linear física e geométrica com o uso de amplificadores dinâmi-
cos para estruturas de concreto e aço foi delineada por Liu et al. [178].

Análises não lineares dinâmicas com a consideração de efeitos de amortecimento e taxa
de carregamento são tratados por Olmati et al. [179]. Wang et al. [180] usaram modelos em
multi-escala para investigar o desempenho das ligações viga/pilar por meio de análise não linear
estática e dinâmica.

2.5 Conclusão do Capítulo

O presente capítulo apresentou os conceitos fundamentais, as abordagens de projeto
e os principais estudos no campo do colapso progressivo de estruturas. Verificou-se que os
documentos normativos internacionais tratam esse assunto através de recomendações implícitas
(abordagem indireta) e explícitas (abordagem direta). Todavia, a abordagem baseada na iden-
tificação de elementos chave por análise de confiabilidade de sistemas não foi utilizado pela
maior parte desses códigos. Desse modo, as perspectivas futuras são inserir essa abordagem
nos códigos, de forma a prescrever diretrizes baseadas na redução do risco por meio de uma
teoria probabilística. Consequentemente, prover recomendações de projeto que viabilizem aos
novos edifícios um nível mínimo de robustez capaz de absorver e suportar os danos acidentais
até serem evacuados.

3 Os referidos documentos admitem a utilização de amplificadores dinâmicos para as cargas gravitacionais, com o
propósito de transformar o efeito dinâmico em uma carga estática equivalente.



51

CAPÍTULO

3
MODELO MECÂNICO

3.1 Considerações Iniciais

Na ocorrência de um dano acidental, o colapso progressivo ocorre com uma abordagem
em termos de energia, se o potencial das forças externas aplicadas for maior do que a energia
absorvida pelo sistema [181, 182, 183]. A energia absorvida é constituída pelas parcelas: energia
de deformação, energia cinética e energia dissipada [184]. A dissipação inclui o trabalho plástico
absorvido pelos elementos que compõem a estrutura, o trabalho ou energia requerida para falhar
um elemento e a energia associada ao amortecimento da estrutura [184]. Dessa forma, torna-se
fundamental na descrição do comportamento mecânico de uma estrutura em situação de danos
acidentais levar em consideração todas essas parcelas de energia. Além disso, de acordo com
[185, 186, 187, 188], para tal descrição é essencial a consideração das não-linearidades física e
geométrica.

Sendo assim, este capítulo apresenta uma formulação para problemas que envolvam a
análise de estruturas treliçadas sujeitas ao colapso progressivo em uma descrição Lagrangeana
Total. Baseada na energia mecânica total, a formulação proposta usa as posições nodais ao
invés dos deslocamentos nodais para descrever os potenciais de energia. Essa formulação
tem a vantagem de utilizar um formalismo matemático mais simples, não requerendo rotação
de sistemas de coordenadas, o que implica em fácil implementação numérica e baixo custo
computacional [189].

3.2 Uma Formulação Lagrangeana Total em Posição Apli-
cada a Análise Dinâmica não Linear Física e Geométrica
de Estruturas Treliçadas
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3.2.1 Energia mecânica total

A conservação de energia é assegurada se a energia mecânica total em um sistema isolado
permanece constante [190, 191]. Em um sistema em que atuam somente forças conservativas, a
energia mecânica total torna-se independente do tempo [192]. Nesse caso, a soma da energia
cinética e potencial é uma constante Π0 [193]. Entretanto, se no sistema agem forças não
conservativas, a energia mecânica total varia ao longo do tempo. Diante disso, a energia mecânica
total pode ser expressa pela seguinte equação [193]:

Π = Π0−Q(t,Z) (3.1)

em que Π é a energia mecânica atual do sistema, Q(t,Z) é a energia total dissipada, t é o instante
de tempo considerado e Z são as posições nodais na configuração atual. A Equação 3.1 pode ser
reescrita como [193]:

Π0 = Π+Q(t,Z) = K +P+U +Q(t,Z) (3.2)

em que K é a energia cinética, P é o potencial das forças externas e U é a energia de deformação.

Diante de um dano acidental em um elemento estrutural a variação na energia mecânica
total do sistema deve atender a seguinte inequação [184]:

δP≥ δK +δU +δQ(t,Z) (3.3)

Caso a variação na energia potencial das forças externas seja maior do que o lado direito
da Equação 3.3, tem-se a ocorrência do colapso progressivo [184]. Dessa forma, o trabalho ou
energia adicionada ao sistema devido ao dano acidental (Wd) pode ser mensurado por [184]:

Wd = K +U +Q(t,Z)−P. (3.4)

A Equação 3.4 torna-se uma excelente medida para a avaliação da segurança de uma
estrutura na ocorrência de um dano acidental. Portanto, se Wd resulta maior ou igual a zero,
tem-se que a falha do elemento estrutural não leva o colapso da estrutura; senão, ocorre o
colapso progressivo. Desse modo, sua estimativa acoplada a confiabilidade estrutural leva a
uma minimização das incertezas atrelada a aleatoriedade dos processos naturais envolvidos. Por
consequência, no Capítulo 6 a Equação 3.4 será formulada como a equação de estado limite
global para a análise das estruturas treliçadas sujeitas ao colapso progressivo.

3.2.2 Cinemática

A descrição do movimento de um elemento de treliça é apresentado na Figura 3.1.
Um genérico elemento de treliça na configuração inicial ou de referência (CR), configuração
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intermediária (CI) e configuração atual (CA) é ilustrado. Os eixos de coordenadas representam
as coordenadas iniciais (Xα

i ), intermediárias (Y α
i ) e atuais (Zα

i ) do elemento. O índice i indica a
direção; α e β representam os nós; l0, lp e l são os comprimentos do elemento na CR, CI e CA,
respectivamente. O elemento de treliça no tempo t = t1 assume uma nova posição no espaço,
alterando seu comprimento inicial após a aplicação de forças externas nos seus nós.

Figura 3.1 – Elemento de treliça 3D - cinemática.
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Fonte: Autor.

O comprimento inicial, intermediário e atual do elemento de treliça pode ser escrito com
relação as posições nodais, respectivamente, como:



l0 =
√(

X2
1 −X1

1
)2

+
(
X2

2 −X1
2
)2

+
(
X2

3 −X1
3
)2

lp =

√(
Y 2

1 −Y 1
1
)2

+
(
Y 2

2 −Y 1
2
)2

+
(
Y 2

3 −Y 1
3
)2

l =
√(

Z2
1−Z1

1
)2

+
(
Z2

2−Z1
2
)2

+
(
Z2

3−Z1
3
)2
.

(3.5)

Define-se a grandeza estiramento de Cauchy-Green (λ) como a razão entre o compri-
mento atual e inicial do elemento [194], e o jacobiano da transformação (J) como a relação entre
o volume atual (V ) e inicial (V0) [10]:

λ =
l
l0

(3.6)

J =
V
V0
· (3.7)

Para materiais homogêneos e isotrópicos, em estado uniaxial1, a Equação 3.7 pode ser
reescrita em função do estiramento de Cauchy-Green como:

1 Admitido a hipótese que a área da seção transversal permanece constante durante o processo de carregamento.
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J =
V
V0

=
A0 · l
A0 · l0

=
l
l0

= λ. (3.8)

Na configuração atual, se o elemento sofre um alongamento infinitesimal dl, define-se a
deformação longitudinal de engenharia instantânea2 por [10]:

dε =
dl
l
· (3.9)

Considerando a hipótese de deformação uniforme ao longo do comprimento do elemento
de treliça, define-se a medida de deformação de Hencky ou logarítmica3 (εln) pela seguinte
equação [11]:

εln =
∫ l

l0
dε =

∫ l

l0

dl
l
= ln(λ). (3.10)

A deformação logarítmica é uma medida de deformação objetiva4 e leva em consideração
a descrição geometricamente exata do problema [11, 195]. A deformação logarítmica para estado
uniaxial, em regime de pequenas deformações, é o conjugado energético da tensão de Cauchy (σ),
pois a Equação 3.8 resulta aproximadamente igual a 1. Por outro lado, para grandes deformações,
o comportamento elastoplástico é mais bem caracterizado usando a tensão de Kirchhoff (τ) [9],
definida como [196]:

τ = Jσ. (3.11)

Essa é a medida de tensão utilizada para o desenvolvimento que se segue neste trabalho.

3.2.3 Decomposição multiplicativa do estiramento de Cauchy-Green

A avaliação da plasticidade para grandes deformações é melhor representada empre-
gando a decomposição multiplicativa [197, 198, 199, 200]. A decomposição multiplicativa do
estiramento de Cauchy-Green é dada por uma componente elástica e plástica de acordo com a
Equação 3.12 [10].

λ = λ
e
λ

p (3.12)

Sendo, λe a parte elástica e λp a parte plástica, respectivamente, do estiramento de Cauchy-Green,
as quais são definidos por [10]:

2 Tendo em vista a descrição Euleriana, a variação da deformação real (conjugada energética da tensão de Cauchy),
para o caso uniaxial, é dada pela Equação 3.9 [11, 194].

3 Também chamada de deformação verdadeira [8, 10].
4 É uma medida de deformação que proporciona valor nulo para movimentos de corpo rígido.
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λ
e =

l
lp

(3.13)

λ
p =

lp

l0
· (3.14)

Substituído a Equação 3.14 e Equação 3.13 na Equação 3.10, resulta a decomposição
aditiva da medida de deformação logarítmica [10]:

εln = ln(λ) = ln(λe
λ

p) = ln(λe)+ln(λp) = ε
e
ln + ε

p
ln (3.15)

em que, εe
ln e ε

p
ln são, respectivamente, a parte elástica e plástica de εln.

3.2.4 Potencial das forças externas aplicadas

Uma força é dita conservativa quando sua intensidade, direção e sentido não dependem
da posição que ocupa no espaço [20, 21, 26]. Por esse motivo, em um sistema mecânico no qual
atuam n forças externas conservativas concentradas, a energia potencial das forças externas P

pode ser expressa pela seguinte equação [201]:

P =−Fα(ext)
i Zα

i (3.16)

em que, i = 1,2,3 representa a direção de cada componente de força e α = 1,2, ...,n indica cada
força externa conservativa F(ext) aplicada no sistema mecânico. Nota-se que P pode não ser nulo
na configuração inicial [201].

A derivada da Equação 3.16 em relação as posições nodais resulta nas forças externas
aplicadas:

∂P

Zβ

k

=
∂

[
−Fα(ext)

i Zα
i

]
∂Zβ

k

=−Fα(ext)
i δαβδik =−Fβ(ext)

k (3.17)

sendo δi j o tensor Delta de Kronecker que é um permutador de índices na notação indicial ou
de Einstein. Na seção 3.3 a Equação 3.17 é utilizada para montar as n equações não lineares de
equilíbrio.

Como algumas forças externas geram efeitos dinâmicos nas estruturas, para uma análise
robusta, torna-se fundamental a consideração de tais efeitos. Desse modo, a Figura 3.2 apresenta
os tipos de forças externas que são consideradas neste trabalho. Em a) é ilustrado o comporta-
mento típico da carga devido ao peso próprio da estrutura e ações com variação nula ou quase nula
ao longo do tempo. Já em b) mostra-se a força impulsiva, que possui curta duração, mas grande
intensidade, como por exemplo, explosões, choques, falha de um elemento estrutural. Finalmente
em c), tem-se as forças aperiódicas, que variam de forma arbitrária ao longo do tempo, porém
não apresentam curta duração, tais como: vento, terremotos, ondas, construção, etc. As forças
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aperiódicas são as forças externas dinâmicas mais comuns e gerais na engenharia [202, 203, 204].

Figura 3.2 – Forças externas: a) força externa estática; b) força externa impulsiva; c) força externa
aperiódica.
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Fonte: Autor.

3.2.5 Potencial da energia livre de Helmholtz

Assumindo a hipótese de desacoplamento entre elasticidade-dano e encruamento [205,
206, 207], o potencial da energia livre de Helmholtz (Ψ), pode ser escrito como:

Ψ(εe
ln,D,ϖ) =

1
2

ε
e
ln(1−D)Eε

e
ln +

1
2

ℵϖ
2 (3.18)

sendo, D a variável de dano, E o módulo de elasticidade do material íntegro e ℵ o parâmetro de
encruamento isótropo.

Por conseguinte, a tensão de Kichhoff (τ), que é o conjugado da deformação logarítmica
[8]; a força termodinâmica (ϒ), que é conjugado da variável interna de dano [36]; e a força
termodinâmica (χ), que é conjugado do encruamento [208, 209] são, respectivamente, definidas
pelas seguintes equações:

τ =
∂Ψ

∂εe
ln
= (1−D)Eε

e
ln (3.19)

ϒ =
∂Ψ

∂D
=−1

2
ε

e
lnEε

e
ln (3.20)

χ =−∂Ψ

∂ϖ
=−ℵϖ (3.21)
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onde o sinal de menos na Equação 3.21 indica que essa parcela é dissipativa.

O parâmetro ϖ≥ 0 governa a intensidade do fluxo plástico, que é a variável interna de
encruamento [210, 211]. Nesse sentido, o potencial plástico F(τ,χ) é definido como segue [60]:

ε̇
p
ln = γ̇

∂F(τ,χ)

∂τ
e ϖ̇ = γ̇

∂F(τ,χ)

∂χ
(3.22)

em que o índice (̇) denota derivada temporal e γ é o multiplicador plástico, que deve satisfazer as
clássicas relações KKT [60]:

γ̇≥ 0, f (τ,χ)≤ 0, γ̇ f (τ,χ) = 0 (3.23)

e a condição de consistência [60]:

se f (τ,χ) = 0 ⇒ γ̇ ḟ (τ,χ) = 0 (3.24)

sendo que f (τ,χ) é o critério de plastificação. O modelo proposto assume a abordagem de von
Mises como critério de plastificação. A formulação proposta usa o modelo de encruamento
isótropo. Para o caso uniaxial, tal critério é definido por [60]:

f (τ̃,χ) = ||τ̃||− (χ+ τy)≤ 0 (3.25)

em que τy é o tamanho inicial da superfície de plastificação; || • || é a norma Euclidiana, e τ̃ é a
tensão efetiva dada pela Equação 3.26 [205].

τ̃ =
τ

1−D
= E(εln− ε

p
ln) (3.26)

A energia de deformação armazenada em um corpo pode ser determinada pela integração
da Equação 3.18 no volume do corpo [201]. Caso o volume de referência seja o inicial, tem-se
uma descrição Lagrangeana [201], do contrário, resulta em uma descrição Euleriana [201]. Como
a formulação que se segue é uma versão Lagrangeana Total, a energia de deformação mais as
parcelas de dissipação devido ao dano e a plasticidade, escrita em função das posições nodais,
resulta:

U j
(

Zβ

k

)
=

∫
V ( j)

0

Ψ
j
[
εln

(
Zβ

k

)
,D,ϖ

]
dV0 (3.27)

sendo β = 1,2 o nó local do elemento de treliça j, conforme ilustrado na Figura 3.1, e k = 1,2,3
a direção. Note que U não depende dos parâmetros D e ϖ, devido as suas relações intrínsecas
com εln e τ.

Apesar de se poder utilizar qualquer medida de deformação para determinar Ψ [22,
25], por coerência a subseção 3.2.2, emprega-se a deformação logarítmica. Diante disso, a
Equação 3.27 é reescrita da seguinte maneira:
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U j
(

Zβ

k

)
= A( j)

0 l( j)
0 Ψ

j
[
εln

(
Zβ

k

)
,D,ϖ

]
(3.28)

em que A0 é a área inicial do elemento j.

Portanto, a energia de deformação de toda a treliça é dada pela soma algébrica das
energias de deformação de cada elemento [201], o que resulta:

U =
nel

∑
j=1

U j
(

Zβ

k

)
(3.29)

sendo nel o número de elementos que constitui a estrutura da treliça.

Derivando a Equação 3.29 em relação as posições nodais, define-se o seguinte conjugado
energético [201]:

Fα(int)
i =

∂U
∂Zα

i
=

∂

[
∑

nel
j=1U j

(
Zβ

k

)]
∂Zα

i
=

nel

∑
j=1

∂U j
(

Zβ

k

)
∂Zα

i
(3.30)

sendo Fα(int)
i a força interna no nó α e direção i [212].

Da Equação 3.28, procede-se a derivada aplicando-se a regra da cadeia, resultando na
Equação 3.31.

∂U j

∂Zα
i
= A( j)

0 l( j)
0

∂Ψ j

∂εln

∂εln

∂Zα
i

(3.31)

A primeira derivada do lado direito da Equação 3.31 resulta na tensão de Kirchhoff.
Em relação a segunda derivada do lado direito, recordando da Equação 3.5 e Equação 3.10, e
utilizando-se das propriedades da função logarítmica, tem-se:

εln =
1
2
ln

[ (
Z2

1−Z1
1
)2

+
(
Z2

2−Z1
2
)2

+
(
Z2

3−Z1
3
)2(

X2
1 −X1

1
)2

+
(
X2

2 −X1
2
)2

+
(
X2

3 −X1
3
)2

]
(3.32)

e, portanto,

∂εln

∂Zα
i
=

(−1)α
(
Z2

i −Z1
i
)

l2 (3.33)

sendo, α = 1,2 o nó local e i = 1,2 (2D) ou i = 1,2,3 (3D) a direção.

Destarte, a força interna para um elemento de treliça j fica dada por:

[
Fα(int)

i

] j
=

∂U j

∂Zα
i
= A( j)

0 l( j)
0 τ

j (−1)α
(
Z2

i −Z1
i
)

l2 · (3.34)

As forças internas globais referem-se às forças locais por acumulação, relacionando os
graus de liberdade local dos elementos com os graus de liberdade global da treliça, a saber [201]:
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[
F(int)

k

]global
=
[
F(int)

k

]global
+
[
Fα(int)

i

] j

k = dim [inc( j,α)−1]+ i

(3.35)

sendo, dim a dimensão do problema, i.e., dim = 2 se 2D, ou dim = 3 se 3D, e inc a matriz de
incidência dos nós.

3.2.6 Um abrangente modelo de dano dúctil

O abrangente modelo de dano dúctil proposto neste estudo é apresentado nesta seção.
Tal modelo é formulado a partir das seguintes hipóteses:

a) o material durante a evolução do dano apresenta comportamento elastoplástico;

b) o dano mecânico ocorre quando há evolução da componente hidrostática da deforma-
ção plástica;

c) a variável de dano evolui quando a componente hidrostática da deformação plástica é
maior que o limite de dano inicial (εp

ln,d);

d) o processo de degradação mecânica é causado pelo crescimento de microcavidades
e coalescência de fissuras. A taxa do processo de degradação é assumida como
uma função polinomial de segundo grau da componente hidrostática da deformação
plástica;

e) presume-se que a lei de evolução do dano é igual à taxa de porosidade do material
causado pelo crescimento de microcavidades e coalescência de fissuras;

f) assume-se que o modelo de dano é isotrópico.

À vista disso, a medida de extensão plástica (ξ) é definida como segue:
ξ = ε

p
H =

tr(εp
ln)

3 , se ε
p
ln ≥ 0

ξ =−ε
p
H =−tr(εp

ln)
3 , se ε

p
ln < 0

(3.36)

sendo ε
p
H a componente hidrostática da deformação plástica e tr(•) indica o operador traço.

Observe que o tr(•) é usado apenas para o estado de tensão multiaxial. Para um elemento de
treliça, tem-se que ε

p
H = ε

p
ln/3.

A função de dano necessária para identificar a presença ou ausência de dano no material
é definida da seguinte forma:

ℜ(ξ,D) = ξ−Φ(D)≤ 0 (3.37)
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com Φ(0) = ε
p
ln,d (limite de dano inicial). A Equação 3.37 deve atender as condições de

complementaridade, Ḋℜ = 0, e consistência, Ḋℜ̇ = 0 [36].

A aplicação do princípio da irreversibilidade de Clausius−Duhem conduz às seguintes
inequações [205]: {

−ϒḊ≥ 0
Ḋ≥ 0.

(3.38)

O processo de degradação mecânica em materiais dúcteis é inicialmente causado pelo des-
lizamento dos componentes da microestrutura do material, porque o material não é perfeitamente
compacto [206]. O deslizamento da microestrutura leva ao desenvolvimento de deformações
plásticas [206]. Além disso, esses processos de degradação mecânica modificam a porosidade do
material [213]. De acordo com a hipótese do modelo de Gurson [214, 215, 216], a variação da
porosidade na mesoescala (κ̇) é igual a ε̇

p
H , ou seja:

κ̇ = ε̇
p
H . (3.39)

A Figura 3.3 apresenta a lei de evolução da porosidade assumida no modelo. Vale
ressaltar que, na configuração atual, a porosidade do elemento de treliça é modificada pela
evolução das deformações plásticas [213]. Nesse caso, a evolução da degradação mecânica da
microestrutura do material avaliada pela hipótese do Item d) resultam na porosidade atual κ(ε

p
H),

que é dada da seguinte forma:

κ
(
ε

p
H
)
= κ0 +α

p
1

(
ε

p
H− ε

p
H,u

)2
+α

p
2

(
ε

p
H− ε

p
H,u

)
+α

p
3 (3.40)

em que κ0 é a porosidade inicial do material, α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 são parâmetros característicos do

material determinados a partir de resultados experimentais e ε
p
H,u é a componente hidrostática da

deformação plástica última.

Figura 3.3 – a) lei de evolução da porosidade; b) lei de evolução do dano com relação a ε
p
H .
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Segundo Lemaitre [36], o dano crítico Dcrit pode ser relacionado com a tensão última
(τu) e ruptura (τr) pela Equação 3.41.

Dcrit = 1− τr

τu
(3.41)

A lei de evolução de dano requerida no modelo proposto é definida pela hipótese do
Item e) e considera as medidas de deformação plástica da seguinte forma:

D
(
ε

p
H
)
= κ

(
ε

p
H
)
−κ0 = α

p
1

(
ε

p
H− ε

p
H,u

)2
+α

p
2

(
ε

p
H− ε

p
H,u

)
+α

p
3

D
(
ε

p
ln

)
= α

p
1

[tr(εp
ln)

3 − ε
p
H,u

]2
+α

p
2

[tr(εp
ln)

3 − ε
p
H,u

]
+α

p
3

D(ξ) = α
p
1

(
ξ− ε

p
H,u

)2
+α

p
2

(
ξ− ε

p
H,u

)
+α

p
3 .

(3.42)

A Figura 3.4 ilustra o diagrama tensão-deformação de uma amostra típica de material
dúctil. Durante o encruamento, as alterações no volume são desconsideradas, bem estabelecidas
na teoria da plasticidade [60]. Portanto, neste caso, as alterações de porosidade são consideradas
nulas. Consequentemente, o dano não afeta o mecanismo de encruamento [205]. No ponto
da tensão última, a seção transversal deixa a região de plasticidade e inicia o dano em um
processo amplamente conhecido como estricção [217]. Nesse ponto, há mudanças significativas
na porosidade do material [213]. Então, a porosidade do material cresce até o valor crítico que
leva a sua falha [213].

Figura 3.4 – Diagrama de tensão vs. deformação plástica de um material dúctil típico.

ty

t

e

encruamento amolecimento

ln
p

eln,u
p eln,r

p

falha

Fonte: Autor.

Vale ressaltar que o dano dúctil ocorre quando o endurecimento por deformação alcança
um valor limite [36]. Em vista disso, o limite de dano inicial é assumido como o valor da
componente hidrostática da deformação plástica última, i.e.:
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ε
p
ln,d = ε

p
H,u =

tr(εp
ln,u)

3
(3.43)

onde ε
p
ln,u é a parte plástica da deformação logarítmica última. Logo, a Equação 3.42 resulta na

Equação 3.44.

D(ξ) = α
p
1

(
ξ− ε

p
ln,d

)2
+α

p
2

(
ξ− ε

p
ln,d

)
+α

p
3 (3.44)

De acordo com a Figura 3.5, e usando o princípio da equivalência das deformações, a
deformação total (εln) pode ser decomposta em três termos; uma parcela elástica (εe

ln); uma
parcela de dano (εd

ln) e, por fim, uma parcela plástica (ε
p
ln), que é avaliada pela Equação 3.45.

εln = ε
e
ln + ε

d
ln + ε

p
ln (3.45)

Figura 3.5 – Diagrama de tensão vs. deformação: decomposição da deformação total.
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Observe que o processo de degradação mecânica conduz a uma parcela adicional εd
ln na

decomposição da εln, em concordância com a Equação 3.15. Assim, pela hipótese de equivalência
das deformações5, εd

ln é escrita conforme a Equação 3.46.

ε
d
ln =

Dτ

(1−D)E
=

Dεe
ln

(1−D)
(3.46)

Portanto, a tensão no regime de amolecimento em um elemento de treliça fica definida
em conformidade com a Equação 3.47.

5 A hipótese de equivalência das deformações afirma que o comportamento de um material danificado pode ser
descrito pelas mesmas equações do intacto se τ for substituída por τ̃ [205].
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τ = (1−D)Eε
e
ln = (1−D)E(εln− ε

p
ln) (3.47)

3.2.7 Energia cinética e forças de inércia

A energia associada com o movimento de um corpo é definido como a energia cinética
(K) [193]. Essa resulta sempre em um valor positivo e é definida como [203]:

K =
1
2

∫
V0

ρ0u̇ · u̇dV0 (3.48)

sendo, u̇ a velocidade do corpo e ρ0 a massa específica associada à configuração inicial.

Em problemas dinâmicos, assume-se que a massa do elemento de treliça esteja concen-
trada em seus nós [201]. Desse modo, a Equação 3.48 escrita em termos das posições nodais
resulta:

K =
n

∑
r=1

Kr =
1
2

m(r)Ż
r
jŻ

r
j (3.49)

em que, r = 1,2, . . . ,n são os nós da estrutura, m(r) é a massa do nó r e Żr
j é a velocidade do nó r

na direção j.

O valor de m(r) pode ser dividido em duas partes. A primeira é a massa de cada elemento
de treliça concorrente ao nó r [201]. A segunda é a massa que pode ser acrescentada à estrutura,
como por exemplo, equipamentos de transmissão, dispositivos de controle de vibração, etc.,
valores fornecidos como dados de entrada para a análise numérica [201].

Relembrando da Física elementar que o tempo é uma variável independente [190, 191,
192]. Por consequência, a variação da energia cinética pode ser escrita como:

δK =
∂K
∂Zr

j
δZr

j =
dK
dt

δt (3.50)

logo, substituído a Equação 3.49 na Equação 3.50 e, usando a regra da derivada do produto,
tem-se:

δK = m(r)Z̈
r
j Żr

jδt︸︷︷︸
δZr

j

= m(r)Z̈
r
jδZr

j. (3.51)

Pelo Princípio de d’Alembert6, obtém-se:

Fr(iner)
j =

∂K
∂Zr

j
= m(r)Z̈

r
j (3.52)

6 A resultante das forças aplicadas mais a resultante das forças de inércia, para um sistema dinâmico, é igual a
zero. Em outras palavras, um sistema de partículas com massas aceleradas é equivalente a um sistema estático em
equilíbrio quando são adicionadas as forças de inércia [203].
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sendo, Fr(iner)
j a força de inércia na direção j para o nó r. Como resultado, a Equação 3.51, fica

dado por:
δK = Fr(iner)

j δZr
j. (3.53)

Com relação à matriz de massa de uma treliça M, emprega-se uma matriz diagonalizada,
também chamada de matriz de massa concentrada, uma vez que considera-se que a massa de um
elemento está concentrada em seus nós [201]. Sendo assim, a matriz de massa de um elemento k

é dada por:

(
Mβη

)k
=

ρ
(k)
0 A(k)

0 lk
0

2
δβη (3.54)

com β = 1,2,3 e η = 1,2,3 são as direções, se o problema é 3D, enquanto δβη é o Delta de
Kronecker. Portanto, o vetor das forças de inércia fica dado pela Equação 3.55.

F(iner) (Z̈)= M · Z̈ (3.55)

3.2.8 Energia total dissipativa e força de amortecimento

Os efeitos dinâmicos em uma estrutura sempre estão associados com um processo de
dissipação de energia, cujo fenômeno é chamado de amortecimento [218, 219]. Este depende de
muitos fatores, tais como: temperatura, frequência, amplitude, histerese, atrito interno, etc. Por
estas razões, o amortecimento é o resultado de distintas causas que torna sua avaliação complexa.
Portanto, conforme [219], a sua mensuração apresenta a maior incerteza na modelagem de um
modelo estrutural que considere os efeitos dinâmicos.

Na literatura específica, o referido fenômeno pode ser idealizado7 como uma analogia
ao amortecimento viscoso em fluido proposto por Newton [220, 221]. Por isso, a energia total
dissipativa Q(t,Z) é proporcional a velocidade [203]. Por conseguinte, a força de amortecimento
F(amort) correspondente também é assumida proporcional a velocidade [203]. Matematicamente,
a Q(t,Z) por ciclo, é definida pela integral de linha8 sobre uma curva fechada γ [203], a qual
pode ser escrita com relação as posições nodais de acordo com a Equação 3.56.

Q(t,Z) =
∮

γ

F(amort) ·dZ (3.56)

A variação da energia total dissipativa pode ser escrita conforme a Equação 3.57.
7 Outras idealizações são: o amortecimento de Coulomb e o amortecimento estrutural. Com relação ao amortecimento

de Coulomb, este é amplamente utilizado em dispositivos de dissipação de energia em estruturas sismo-resistentes
[219]. O amortecimento estrutural é empregado para modelar a dissipação de energia internamente ao material. Este
último também é chamado de amortecimento histerético, pois é obtido pela mensuração da área delimitada pela
curva tensão vs. deformação no ciclo de carregamento-descarregamento do material, possui uma forma de um loop
histerético, que é proporcional a energia dissipada por ciclo [203].

8 A integral de linha tem muitas aplicações na Física. Quando é realizada sobre uma curva fechada, é conhecida como
circuitação.
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δQ(t,Z) =
∂Q(t,Z)

∂Z
δZ (3.57)

Recordando do Teorema Fundamental do Cálculo (TFC), que na Equação 3.56 a Q(t,Z)
é uma primitiva de F(amort), o que implica:

F(amort) =
∂Q(t,Z)

∂Z
· (3.58)

A força de amortecimento viscoso é definida em referência as posições nodais por [201]:

F(amort) (Ż)= C · Ż (3.59)

em que C é a matriz de amortecimento viscoso da estrutura.

Combinando a Equação 3.59 na Equação 3.56, tem-se:

Q(t,Z) =
∮

γ

C · ŻdZ =
∮

γ

C · ŻdZ
dt

dt =
∮

γ

C · Ż · Żdt. (3.60)

Por hipótese, assume-se que todos os elementos que compõe uma treliça estejam sujeitos
aos mesmos efeitos de amortecimento. Em vista disso, a montagem da matriz de amortecimento
pode ser obtida através da técnica do amortecimento proporcional [203, 204], expresso pela série
de Caughey [222]:

C = M
k−1

∑
i=0

ςi

[
M−1H(est)

0

]i
(3.61)

em que ςi são coeficientes arbitrários, e devem satisfazer as condições de ortogonalidade9 e,
H(est)

0 é a matriz Hessiana10 estática, i.e., avaliada na configuração inicial Z0 = X.

Para k = 2, tem-se o método de Rayleigh [223], dessa forma a Equação 3.61 é reescrita
conforme a Equação 3.62.

C = ς0M+ ς1H(est)
0 (3.62)

Os coeficientes ς0 e ς1 são determinados a partir do fator de amortecimento ζ j e
frequência natural ω j da estrutura, para o modo de amortecimento j, segundo a Equação 3.63
[204]:

ζ j =
ς0

2ω j
+

ς1ω j

2
· (3.63)

9 Uma matriz de amortecimento que é proporcional a matriz de massa e/ou rigidez deve satisfazer às condições de
ortogonalidade [203, 204].

10 Para forças externas conservativas e problemas estáticos, a matriz Hessiana H é dada pela segunda derivada da
energia específica de deformação integrada no volume do corpo [201]. Tal matriz será deduzida na seção 3.3.
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No caso de ς0 = 0, tem-se o amortecimento proporcional a rigidez, no qual os modos
superiores de ζ j são fortemente amortecidos de acordo com a Equação 3.64 [204].

ζ j =
ς1ω j

2
(3.64)

Por outro lado, se ς1 = 0, obtém-se o amortecimento proporcional à massa. Nesse caso,
os modos superiores de ζ j são suavemente amortecidos, em concordância com a Equação 3.65
[204].

ζ j =
ς0

2ω j
(3.65)

Note que a Equação 3.63 aumenta linearmente com as ω j da estrutura. Todavia, nem
todas as ω j são bem descritas em um modelo numérico, principalmente as obtidas para modos
mais altos [204]. De fato, elevados valores de ζ j podem levar a instabilidade do modelo numérico.
Portanto, segundo [203], não é indicado empregar o método de Rayleigh para avaliar a matriz de
amortecimento de modos superiores.

Para o desenvolvimento que se segue, usa-se a matriz de amortecimento proporcional à
massa [212, 224], i.e., ς1 = 0. Consequentemente, a Equação 3.63 resulta [203]:

ς0 = 2ζωn (3.66)

sendo, ωn a frequência fundamental da estrutura e ζ o fator de amortecimento, para o qual
adota-se valores concedidos na literatura e em normas de projeto [225, 226].

Sendo assim, combinando a Equação 3.66 e Equação 3.62, obtém-se a matriz de
amortecimento proporcional à massa da estrutura.

C = 2ζωnM (3.67)

3.3 Procedimento de Solução do Problema

A Equação 3.2 escrita em termos das posições nodais (em vez de deslocamentos),
assumindo um modelo constitutivo elastoplástico multilinear acoplado a lei de evolução de dano
proposto neste trabalho, é dado pela Equação 3.68.

Π(Z) =U +K +Q(t,Z)+P =

=
∫

V0

Ψ(εln(Z),D,ϖ)dV0 +
1
2

∫
V0

ρ0Ż · ŻdV0 +
∮

γ

F(amort)dZ−F(ext) ·Z (3.68)

Pelo princípio da estacionariedade, tem-se que na condição de equilíbrio a variação de
Π(Z) é nula [193], i.e.:
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∂Π

∂Z
δZ =

∂U
∂Z

δZ+
∂K
∂Z

δZ+
∂Q(t,Z)

∂Z
δZ+

∂P
∂Z

δZ =

=

[
∂U
∂Z

+
∂K
∂Z

+
∂Q(t,Z)

∂Z
+

∂P
∂Z

]
δZ =~0. (3.69)

Devido à arbitrariedade do δZ e, substituindo a Equação 3.17, Equação 3.30, Equa-
ção 3.52 e Equação 3.58 na Equação 3.69, resultam as n equações não lineares de equilíbrio
dinâmico [201], ou de movimento, como:

~g(Z) = F(int)(Z)+F(iner)(Z̈)+F(amort)(Ż)−F(ext)(t) =~0 (3.70)

em que,~g(Z) é o vetor de desbalanceamento mecânico [201] e Z é o vetor das posições atuais,
incógnitas do problema.

A avaliação da Equação 3.70 demanda um algoritmo que admita a integração no tempo
[201]. Outrossim, a solução numérica estabelece que o tempo seja analisado como uma variável
discreta, i.e.:

ts+1 = ts +∆t (3.71)

sendo, ∆t o passo de tempo, ts e ts+1 o instante anterior e atual, respectivamente. Nas deduções
que seguem, por simplicidade, suprime-se o índice t.

Na literatura várias aproximações temporais são apresentadas para a integração numérica
da Equação 3.70. Dentre essas, a mais empregada para problemas que utilizam a formulação
Lagrangeana total é o algoritmo de Newmark implícito [227]. Por conseguinte, as aproximações
de Newmark acerca das posições nodais, podem ser escritas como [201]:

Żs+1 =

[
Rs− γn∆tQs +

γnZs+1

βn∆t

]
(3.72)

Z̈s+1 =

[
Zs+1

βn∆t2 −Qs

]
(3.73)

Qs =

[
Zs

βn∆t2 +
Żs

βn∆t
+

(
1

2βn
−1
)

Z̈s

]
(3.74)

Rs =
[
Żs +∆t(1− γn)Z̈s

]
(3.75)

em que βn e γn são os parâmetros livres do método de Newmark. Se βn = 1/4 e γn = 1/2 a
Equação 3.72 e Equação 3.73 resultam nas equações do movimento uniformemente variado,
com velocidade que varia ao longo do tempo, porém a aceleração é constante e diferente de
zero. Ademais, no caso de 2βn ≥ γn ≥ 1/2, menciona-se que a convêrgencia da solução é
incondicionalmente estável para problemas lineares11 [229].

Combinando a Equação 3.72, Equação 3.73 e Equação 3.70 e, recordando da Equa-
ção 3.55 e Equação 3.59 resulta a Equação 3.76.

11 Em problemas não lineares a estabilidade nem sempre é garantida [228].
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~g(Zs+1) = F(int)(Zs+1)+
M ·Zs+1

βn∆t2 −M ·Qs +
γnC ·Zs+1

βn∆t
+C ·Rs− γn∆tC ·Qs−F(ext)

s+1 (t) =~0

(3.76)

Uma expansão em série de Taylor da Equação 3.76 truncada em primeira ordem, para
uma posição tentativa Z0

s+1 implica em:

~g(Zs+1)∼=~g(Z0
s+1)+∇~g(Z0

s+1) ·∆Z =~g(Z0
s+1)+H ·∆Z =~0 (3.77)

sendo H a matriz Hessiana e ∆Z o vetor de correções das posições no instante considerado. Uma
vez que a Equação 3.77 é não linear, emprega-se o procedimento iterativo de Newton-Raphson
para a sua solução. O processo iterativo ocorre até a tolerância (tol) ser:

||∆Z||
||X||

≤ tol ou
||~g(Zs+1)||
||F(ext)||

≤ tol (3.78)

em que,
∆Z =−H−1 ·~g(Z0

s+1). (3.79)

Consequentemente, a solução tentativa é então melhorada fazendo-se:

Zs+1 = Z0
s+1 +∆Z. (3.80)

Por conseguinte, em cada iteração a velocidade e a aceleração são corrigidas pela
Equação 3.72 e Equação 3.73, respectivamente. Note que na Equação 3.74 e Equação 3.75 Qs e
Rs permanecem constantes durante as iterações. Isso porque os valores do passado são somente
atualizados após a convergência em um determinado passo de tempo [201]. No primeiro passo
de tempo do início da análise, a aceleração deve ser calculada pela Equação 3.70 e resulta na
Equação 3.81.

Z̈0 = M−1
[
F(ext)(0)−F(int) (Z0)−F(amort) (Ż0

)]
. (3.81)

Desenvolvendo a matriz Hessiana, obtém-se [201]:

H =
∂2Π

∂Z⊗∂Z
= ∇~g(Z0

s+1) = H(est)+
M

βn∆t2 +
γnC
βn∆t

(3.82)

sendo H(est) a matriz Hessiana estática, que para forças externas conservativas resulta na
Equação 3.83 [201].

H(est) =
∂2U

∂Z⊗Z
(3.83)

A matriz H(est) para um elemento finito de treliça genérico j é determinado pela
Equação 3.84.
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(
Hαβ

ki

) j
=

∂2U j

∂Zα

k ∂Zβ

i

=
∂

∂Zα

k

(
A( j)

0 l( j)
0

∂Ψ j

∂εln

∂εln

∂Zβ

i

)
= A( j)

0 l( j)
0

(
∂2Ψ j

∂Zα

k ∂εln

∂εln

∂Zβ

i

+
∂Ψ j

∂εln

∂2εln

∂Zα

k ∂Zβ

i

)
(3.84)

Aplicando a regra da cadeia no primeiro termo do último parêntese, obtém-se a matriz
Hessiana estática do elemento, como segue:

(
Hαβ

ki

) j
=

A( j)
0 l( j)

0 (−1)α(−1)β

l4

{
∂2Ψ j

∂2εln

(
Z2

k −Z1
k
)(

Z2
i −Z1

i
)
+

∂Ψ j

∂εln

[
l2−2

(
Z2
(k)−Z1

(k)

)2
]

δki

}
(3.85)

em que, α = 1,2 e β = 1,2 são os nós dos elementos, i = 1,2 e k = 1,2 ou i = 1,2,3 e k = 1,2,3
são as direções para uma treliça 2D e 3D, respectivamente, e δki é o Delta de Kronecker.

Pelo princípio do conjugado energético [194], a derivada do potencial de energia livre de
Helmholtz com relação a medida de deformação logarítmica é a tensão de Kirchhoff 12, que é
dada pela Equação 3.19. Consequentemente, a segunda derivada do potencial de energia livre de
Helmholtz, em termos da deformação logarítmica, resulta no módulo tangente13 (Et), i.e.:

Et =
∂2Ψ

∂2εln
· (3.86)

Rearranjando os termos da Equação 3.85, obtém-se a Equação 3.87.

(
Hαβ

ki

) j
=

A( j)
0 l( j)

0 (−1)α(−1)β

l4

{
E j

t
(
Z2

k −Z1
k
)(

Z2
i −Z1

i
)
+ τ

j
[

l2−2
(

Z2
(k)−Z1

(k)

)2
]

δki

}
(3.87)

Dessa forma, no procedimento de Newton-Raphson, as variáveis τ e Et devem ser
atualizadas a cada iteração. Enquanto o limite de dano inicial não é atingido (Equação 3.43), as
variáveis τ e Et são atualizadas somente pela plasticidade. Por outro lado, quando o limite de
dano inicial é atingido, as variáveis τ e Et são atualizadas pela abordagem acoplada de dano à
plasticidade proposta. Ademais, ε

p
ln e ϖ são atualizadas seguindo o algoritmo de mapeamento de

retorno proposto por Simo & Hughes [60].

Usando a correspondência entre a direção do nó e graus de liberdade, a matriz Hessiana
global da treliça, relaciona-se com a matriz Hessiana local de um elemento j por acumulação, de
acordo com a Equação 3.88 [201].

(Hnm)
global = (Hnm)

global +
(

Hαβ

ki

) j

n = dim [inc( j,α)−1]+ k

m = dim [inc( j,β)−1]+ i

(3.88)

12 No caso multiaxial, a Equação 3.19 é o tensor de tensão de Kirchhoff.
13 É a Hessiana da energia específica de deformação, que expressa a rigidez do material para cada nível de deformação

medido [201]. Outrossim, no caso multiaxial, a Equação 3.86 é um tensor constitutivo de quarta ordem.



70 Capítulo 3. Modelo Mecânico

O algoritmo de solução para a formulação proposta é apresentada na Figura 3.6.

Figura 3.6 – Algoritmo de solução.

Início

posição tentativa
       Z =X0

  
     enquanto
 Eq.(3.78) > tol

sim

calcula-se Eqs. (3.10) e (3.26) 

         se
Eq. (3.25) > 0 sim avalia-se Eqs. (3.22) à (3.24)

atualiza-se 
Eqs. (3.34) 
    e  (3.82)
         

sim

  resolve-se Eq. (3.79) 

não

F    = F       + DF  i    i i

para i = 1,  n  max

    

atualiza-se Eqs. (3.26) e (3.86)

Fim 

         se
Eq. (3.37) > 0

atualiza-se Eqs. (3.47) e (3.86)

não

 atualiza-se Eq. (3.80) 

 atualiza-se Eqs. (3.72) à (3.75) 

não

Z = Z  + DZ  i    i i

e/ou 

(ext) (ext) (ext)

Fonte: Autor.

3.4 Conclusão do Capítulo

Neste capítulo, um abrangente modelo de dano dúctil foi proposto para a análise não
linear de estruturas treliçadas sujeitas a grandes deslocamentos e grandes deformações. Esse
modelo foi acoplado a uma formulação em Elementos Finitos Posicional usando a medida de
deformação logarítmica. Tal modelo captura a degradação em termos de variação de porosidade
devido ao crescimento e coalescência de microcavidades no material. Dessa forma, representa
com precisão a curva tensão vs. deformação, registrando o encruamento, o amolecimento e a
falha do material. Para a sua validação o Capítulo 4 apresenta vários resultados experimentais
com diferentes materiais que são utilizados na Engenharia Civil.



71

CAPÍTULO

4
VALIDAÇÃO DO MODELO MECÂNICO:

ANÁLISE ESTÁTICA

4.1 Aplicações

A formulação proposta é empregada primeiramente para descrever as respostas de
distintos materiais dúcteis não lineares em ensaios monotônicos de tração/compressão. Os
resultados numéricos são confrontados com as curvas experimentais de tensão vs. deformação
desses materiais. Em seguida, para comprovar a abrangência do modelo de dano dúctil proposto,
esse é empregado para analisar a relação constitutiva obtida via ensaio experimental para os
seguintes materiais: material frágil (ferro fundido), material quasi-frágil (madeira e concreto) e
material pseudo-plástico (Ultra-High Performance Fiber-Reinforced Concrete).

Com relação ao concreto, a formulação proposta ainda é comparada com o modelo de
Mazars [230] e o modelo de Lee & Fenves [231]. O primeiro assume o comportamento elástico
na evolução do dano, enquanto o segundo adota o comportamento elastoplástico para o concreto.
Esses são os modelos mais usados pela comunidade científica para representar o processo de
degradação mecânica desse material. Posteriormente, a formulação é utilizada na análise de uma
treliça 2D de concreto com três barras. A escolha desse problema é para exemplificar de modo
simplista o comportamento não linear do concreto sob tração em um sistema de redundância
ativa. Nessa análise o modelo proposto também é checado com referência aos resultados obtidos
pelos modelos citados acima. Finalmente, é avaliada a trajetória de equilíbrio de duas estruturas
treliçadas 3D sob colapso progressivo.

4.1.1 Exemplos experimentais

Nesta seção, onze espécimes de materiais com diferentes comportamentos mecânicos são
avaliados, seguindo a Tabela 4.1. O módulo de Young e a tensão de escoamento são apresentados
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na Tabela 4.2. Em todos os casos, são realizadas análises numéricas com apenas um elemento
finito de treliça. Quatrocentos passos de carga são aplicados. As condições de contorno são as
seguintes: deslocamento axial uniforme imposto em uma extremidade e extremidade oposta fixa.
Os parâmetros do modelo de dano dúctil proposto para as onze espécimes testadas também são
apresentados na Tabela 4.2 e no Apêndice A.

Tabela 4.1 – Espécimes e dados geométricos do corpo de prova.

Espécime Material Ensaio l0 (mm) A0 (mm2) Ref.

Aço doce dúctil tração 50,80 126,60 [217]

Aço de alta resistência dúctil tração 50,80 126,60 [217]

Cobre (99%) dúctil tração 50,00 36,00 [36]

Aço ASTM A36 dúctil tração 50,00 93,75 [232]

Madeira quasi-frágil compressão 60,00 477,40 Autor

Alumínio dúctil tração 50,80 126,60 [217]

Ferro fundido frágil compressão 50,00 36,00 [217]

Concreto convencional quasi-frágil tração 200,00 7850,00 [231]

Concreto convencional quasi-frágil compressão 200,00 7850,00 [231]

UHPFRC pseudo-plástico tração 80,00 900,00 [233]

UHPFRC pseudo-plástico compressão 100,00 1962,50 [233]

Fonte – Autor.

Nota – l0 = comprimento inicial do corpo de prova; A0 = área da seção transversal inicial do
corpo de prova; UHPFRC = Ultra-High Performance Fiber-Reinforced Concrete.

Tabela 4.2 – Dados dos materiais obtidos via curva experimental.

Espécime E (MPa) σy (MPa) ε
p
ln,d α

p
1 α

p
2 α

p
3 Dcrit

Aço doce 200000 240 6,277 ·10−2 70,532 -0,5851 0,0020 0,250

Aço de alta resistência 260800 435 4,180 ·10−2 0,0 2,715 0,0 0,0930

Cobre (99%) 99000 200 1,706 ·10−1 1,468 0,3003 -0,0071 0,0750

Aço ASTM A36 200000 250 7,833 ·10−2 143,623 -0,6390 0,0008 0,0478

Madeira 9513 37 3,912 ·10−4 0,0 37,616 -0,0089 0,038

Alumínio 79772 300 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Ferro fundido 95445 300 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Concreto (tração) 32000 3,3 3,989 ·10−6 −2 ·107 7107,632 0,2860 0,9290

Concreto (compressão) 32000 12,7 3,724 ·10−4 143844,897 297,571 -0,0216 0,4410

UHPFRC (tração) 43400 6,5 5,592 ·10−4 -2902,337 111,683 -0,1515 0,9050

UHPFRC (compressão) 43400 147 2,124 ·10−4 -18142,261 210,989 0,1137 0,7433

Fonte – Autor.
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Figura 4.1 – Curva tensão vs. deformação do aço doce [217].
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Fonte: Autor.

Figura 4.2 – Curva tensão vs. deformação do aço de alta resistência [217].
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Fonte: Autor.

Figura 4.3 – Curva tensão vs. deformação do cobre (99%) [36].

(a) ensaio de tração
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Figura 4.4 – Curva tensão vs. deformação do aço ASTM A36 [232].
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Fonte: Autor.

Figura 4.5 – Curva tensão vs. deformação da madeira espécie Simarouba amara.

(a) ensaio de compressão
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Figura 4.6 – Curva tenão vs. deformação do alumínio e do ferro fundido [217].

(a) ensaio de tração do alumínio
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(b) ensaio de compressão do ferro fundido

0 . 0 0 0 . 0 1 0 . 0 2 0 . 0 3 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 7
0

1 0 0

2 0 0

3 0 0

4 0 0

5 0 0

6 0 0

7 0 0

8 0 0

9 0 0

 e x p e r i m e n t a l
 m o d e l o  p r o p o s t o

σ (
MP

a)

ε

Fonte: Autor.



4.1. Aplicações 75

Nas Figura 4.1-a, Figura 4.2-a, Figura 4.3-a e Figura 4.4-a são expostas as curvas
experimentais e numéricas de tensão vs. deformação para o aço doce, aço de alta resistência,
cobre e aço ASTM A36, respectivamente. Os resultados numéricos para o aço doce e o aço de alta
resistência são calculados usando o modelo elastoplástico e o abrangente modelo elastoplástico
com dano. Nas Figura 4.1-a e Figura 4.2-a, observa-se que apenas a consideração da plasticidade
não é suficiente para representar o comportamento material. Quando o dano é desconsiderado,
o material escoa sob níveis constantes de tensão e o comportamento de amolecimento não é
capturado. No entanto, o acoplamento de dano proporcionado pela formulação proposta permite
um excelente ajuste das curvas experimentais.

A Figura 4.5-a ilustra a resposta experimental e numérica da madeira de espécie
Simarouba amara em ensaio monotônico de compressão axial paralela às fibras. Essa madeira
é muito empregada na construção civil e naval, pois proporciona peças com pouco ou mesmo
sem nenhum defeito que afete a sua resistência mecânica [234]. O ensaio foi realizado com dois
corpos de provas de pequenas dimensões (b = 21,8; h = 21,9; l = 60, ambas em mm ), isentos
de defeitos, conforme recomendação da norma [235]. Nota-se que a resposta numérica está em
conformidade com a resposta experimental. Além disso, observa-se que o mecanismo de ruptura
dessa madeira ocorreu com amolecimento para níveis de deformações moderadas. Devido à
orientação das fibras, a madeira é um material anisotrópico. Esse efeito não é avaliado pelo
modelo proposto. Porém, como o ensaio foi executado com a carga aplicada paralela às fibras,
nessa direção não há variação das propriedades elásticas. Sendo assim, conclui-se que o modelo
proposto pode ser aplicado para a análise da madeira, admitindo-se na direção considerada
propriedades elásticas constantes.

Com relação aos módulos tangentes dos referidos materiais, verifica-se uma boa con-
formidade com os resultados obtidos experimentalmente, segundo a Figura 4.1-b, Figura 4.2-b,
Figura 4.3-b, Figura 4.4-b e Figura 4.5-b . Nota-se que para valores de ε

p
ln,d ≈ 10−3, de acordo

com a Tabela 4.2, a formulação proposta endereça adequadamente o módulo tangente desses
materiais.

As Figura 4.6-a e Figura 4.6-b exibem a relação constitutiva do alumínio e ferro fundido,
respectivamente, em testes de tração e compressão. Torna-se evidente que esses materiais não
apresentam o regime de amolecimento. Portanto, caracterizam-se pela manifestação do dano
frágil, onde a ruptura ocorre sem deformações plásticas significantes. Consequentemente, não
ocorre variação de porosidade durante o processo de carregamento, pois não acontece variação
volumétrica do meio. Esse fenômeno é conhecido na literatura como incompressibilidade plástica
[195, 236]. Dessa forma, apenas a utilização da teoria da plasticidade representa com boa acurácia
a resposta desses materiais.
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Figura 4.7 – Curva tensão vs. deformação do concreto a tração [231].
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Fonte: Autor.

Figura 4.8 – Curva tensão vs. deformação do concreto a compressão [231].

(a) ensaio de compressão
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Fonte: Autor.

Figura 4.9 – Evolução do dano no concreto.

(a) tração
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As Figura 4.7-a e Figura 4.8-a apresentam a relação constitutiva do concreto em testes
de tração e compressão, respectivamente. A abrangente formulação de dano dúctil proposta é
comparada com os resultados numéricos oferecidos via modelo de Mazars [230] e pelo modelo
Lee & Fenves [231]. A formulação proposta descreve toda a curva tensão vs. deformação, como
pode ser observado. Para o ensaio de tração (Figura 4.7-a), o modelo proposto fornece um ajuste
mais próximo, no regime de amolecimento do concreto, em comparação com os modelos de
Mazars [230] e Lee & Fenves [231]. De fato, na tração o início da coalescência de fissuras
na zona de transição é acompanhada de sensível variação de volume, o que implica numa
pequena variação de porosidade na sua ruptura. Logo, o modelo proposto consegue capturar essa
pequena variação. No que concerne ao ensaio de compressão (Figura 4.8-a), ambos os modelos
tendem para a resposta experimental. Consequentemente, verifica-se que mesmo para valores de
deformações plásticas pequenas, a formulação proposta endereça a resposta do concreto.

Nas Figura 4.7-b e Figura 4.8-b confrontam-se, respectivamente, a degradação do módulo
de Young no ensaio de tração e compressão durante o acúmulo de dano, usando a formulação
proposta e o modelo de Mazars [230]. O modelo de Mazars [230] não considera a perda de
rigidez causada pelas deformações plásticas. Portanto, durante o amolecimento, o modelo de
Mazars [230] penaliza a rigidez do material de maneira mais forte do que o observado nos
resultados experimentais. No modelo proposto, a evolução do dano é induzida pelo crescimento
de microcavidades e coalescência de fissuras, o que resulta em perda de rigidez que aproxima-se
dos resultados experimentais.

Fisicamente o material não pode se degenerar. Todavia, a utilização do modelo de Mazars
[230] conduz a valor de módulo tangente que tende a zero no ensaio de tração. Por conseguinte,
uma formulação numérica que use esse modelo vai apresentar instabilidade na matriz Hessiana,
pois esta torna-se singular. Por outro lado, a utilização do modelo proposto não acarreta a
instabilidade numérica, uma vez que o módulo tangente vai tender ao seu valor obtido via ensaio
experimental.

Para esses testes monotônicos do concreto, o dano crítico é obtido por: Dt
crit = 1−τr/τu =

1− 0,244/3,440 = 0,929; e Dc
crit = 1− τr/τu = 1− 15,429/27,606 = 0,441, sendo que o

sobrescrito t significa tração e c compressão, enquanto τr e τu são, respectivamente, as tensões
de ruptura e última.

A Figura 4.9 ilustra a evolução do dano em testes de tração e compressão de concreto,
utilizando a formulação proposta e o modelo da Mazars [230]. Para o modelo de dano dúctil
proposto, os danos crescem continuamente convergindo para o valor de Dcrit . A evolução do
dano via modelo de Mazars, por outro lado, aumenta os valores acima do dano crítico tendendo
a unidade, além de ter uma maior taxa de crescimento. A evolução do dano dos resultados
experimentais mostram que o dano crítico não atinge a unidade. Destarte, uma formulação de
dano baseada na evolução da porosidade, como proposta aqui, é mais consistente com o problema
físico.
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Figura 4.10 – Curva tensão vs. deformação do UHPFRC [233].
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Fonte: Autor.

Figura 4.11 – Curva tensão vs. deformação do UHPFRC [233].

(a) ensaio de compressão
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Fonte: Autor.

Figura 4.12 – Evolução do dano no UHPFRC.

(a) tração
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Nas Figura 4.10 e Figura 4.11 são apresentados a relação constitutiva e o módulo tangente
do Ultra-High Performance Fiber-Reinforced Concrete (UHPFRC) com 2% de fibras em ensaios
de tração e compressão, respectivamente. Esse material, dependendo da eficiência de interação
entre fibra/matriz, pode apresentar as características de ductilidade e capacidade de absorção
de energia, exibindo um comportamento dúctil [237, 238]. A introdução das fibras retarda a
propagação e coalescência de microfissuras durante o processo de carregamento. Dessa forma,
diferentemente do concreto convencional que rompe de modo súbito na tração com pequenas
deformações, quando a resistência a tração é atingida, conforme a Figura 4.7, o UHPFRC não
rompe imediatamente, proporcionando um acentuado aumento da sua componente hidrostática
de deformação plástica. Esse aumento é da ordem 100 vezes, conforme a Tabela 4.2. Isso
conduz a uma melhor precisão numérica da Equação 3.44. Consequentemente, a curva tensão
vs. deformação via modelo de dano dúctil proposto converge para a resposta experimental do
UHPFRC a tração, como pode ser observado na Figura 4.10. No tocante ao módulo tangente,
observa-se que a resposta numérica apresenta boa aproximação.

Sob compressão, o UHPFRC manifesta uma localização de deformação conduzida
pela coalescência de microfissuras, a qual resulta em uma macrofissura para níveis de tensões
próxima à tensão de pico [237, 239]. Esse fenômeno acarreta numa concentração de porosidade,
fazendo com que o modelo proposto exiba uma inclinação mais acentuada no início do regime
de amolecimento, conforme a Figura 4.11-a. Para deformações acima de 0,005 até 0,015 o
modelo proposto evolui com uma taxa menor do que o exibido pela resposta experimental. Isso
ocorre porque a formulação proposta não leva em consideração os mecanismos de degradação
complementares que ocorrem no UHPFRC, como a perda de aderência entre fibra/matriz, o
deslizamento e o arrancamento de fibras. Por outro lado, para deformações maiores que 0,015 o
resultado numérico converge para o experimental.

As Figura 4.12-a e Figura 4.12-b ilustram a evolução do dano durante o processo de
carregamento do UHPFRC em ensaio de tração e compressão, respectivamente. Para esses
testes monotônicos, o dano crítico é obtido por: Dt

crit = 1−τr/τu = 1−0,622/6,526 = 0,905; e
Dc

crit = 1−τr/τu = 1−42,1/164,01 = 0,7433. Nota-se que na tração, a evolução do dano tende
à resposta experimental. Já a evolução do dano na compressão do modelo proposto no intervalo
de 0,005 até 0,015 proporciona um pequeno desvio em relação ao resultado experimental
correspondendo às parcelas de degradação mecânica complementares do UHPFRC, conforme
comentários feitos no parágrafo anterior.

4.1.2 Exemplos numéricos

Nesta seção, a formulação de dano dúctil proposta é empregada na análise de três
problemas de aplicação: treliças 2D de concreto com três membros, uma cúpula em forma
de estrela e uma treliça 3D. Os resultados são comparados com as soluções fornecidas pelos
modelos de Mazars [230] e Lee & Fenves [231]. Nessas aplicações, os efeitos conjuntos da
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não linearidade física e geométrica podem ser apreciados. Em todas as análises a tolerância de
convergência adotada é igual a 10−6 em posição.

4.1.2.1 Exemplo 1: treliça 2D

A resposta mecânica do material e da mudança de configuração são consideradas para a
estrutura de treliça 2D com três barras, conforme ilustrado na Figura 4.13. As barras são feitas de
concreto com relação constitutiva dada pela Figura 4.7-a. O módulo de Young e a área da seção
transversal de todas as barras são dados por E = 32000 N/mm2 e A = 7850 mm2. A tensão de
escoamento é σy = 3,3 N/mm2. Cem passos de carga são aplicados para toda a análise.

Figura 4.13 – Geometria da treliça 2D.
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Figura 4.14 – Avaliação da treliça 2D de concreto.

(a) curva força vs. deslocamento vertical no nó livre.
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(b) evolução do dano nas barras. Nota: MP = modelo
proposto; MZ = modelo de Mazars [230] e LF = modelo
de Lee & Fenves [231].

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 0 , 6 0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 1 , 1 1 , 2
0 , 0

0 , 1

0 , 2

0 , 3

0 , 4

0 , 5

0 , 6

0 , 7

0 , 8

0 , 9

1 , 0

 M P  -  b a r r a  1
 M P  -  b a r r a  2
 M Z  -  b a r r a  1
 M Z  -  b a r r a  2
 L F  -  b a r r a  1
 L F  -  b a r r a  2Da

no

D e s l o c a m e n t o  ( m m )

Fonte: Autor.



4.1. Aplicações 81

A Figura 4.14 ilustra a curva força vs. deslocamento vertical do nó livre (inferior) e a
evolução do dano nas barras. A solução obtida com a formulação de dano dúctil proposta pode
ser dividida em cinco partes. No ponto 1, a barra 2 atinge o limite de dano inicial, resultando
em microfissura e perda de rigidez local, veja a Figura 4.14-b. O comportamento é compatível
com o observado para o ensaio de tração do concreto (Figura 4.7-a). O ponto 2 é a configuração
da treliça após a perda de rigidez local para a barra 2. Como as barras 1 e 3 (por simetria) não
atingiram o limite de dano inicial, conforme a Figura 4.14-b, a redistribuição de carga para
essas barras ocorre entre pontos 2 e 3. Observe que a inclinação das curvas aumenta entre esses
pontos. Note que para deslocamentos entre 0,1 e 0,5 mm, uma perda considerável de rigidez
ocorre nos modelos de Mazars e Lee & Fenves. Além disso, para deslocamentos em torno de
0,5 mm, a barra 2 atinge o dano crítico, proporcionando na trajetória de equilíbrio um trecho
aproximadamente constante em força entre os pontos 3 e 4. No ponto 4, as barras 1 e 3 atingem
o limite de dano inicial, conforme ilustrado na Figura 4.14-b, levando a uma perda brusca de
rigidez para a treliça. O ponto 5 é a configuração da treliça após a barra 2 ter atingido dano
crítico; e as barras 1 e 3 terem alcançado o limite de dano inicial. Após esse ponto, as barras 1 e
3 iniciam o processo de degradação mecânica, até atingirem o dano crítico, levando à completa
falha da estrutura da treliça.

O modelo de Mazars [230] não aborda com precisão esse tipo de resposta. Esse modelo
é baseado em um ajuste da curva de tensão vs. deformação do concreto e não levam em
consideração o processo de degradação mecânica causado pelo crescimento e coalescência
de microfissuras. Por conseguinte, esse modelo resulta em valores de módulos tangentes que não
são compatíveis com o comportamento experimental, uma vez que acarretam valores de dano
que tendem a unidade, de acordo com a Figura 4.14-b. Nesse problema, a resposta não linear
geométrica é igual à solução linear, pois o nível de deformações é pequeno.

4.1.2.2 Exemplo 2: cúpula em forma de estrela

Esta última aplicação diz respeito à análise mecânica de uma estrutura de treliça 3D em
forma de estrela ilustrada na Figura 4.15-a. Essa estrutura serviu como referência em diversos
trabalhos sobre análise não linear [12, 30, 41, 42, 54]. A treliça é composta por 13 nós e
24 elementos. Os parâmetros do material são: A = 3,17 cm2, E = 30000 KN/cm2 e σy = 30
KN/cm2. Os parâmetros de dano são avaliados a partir da curva de tensão vs. deformação
apresentada na Figura 4.15-c: α

p
1 = 0,0; α

p
2 = 750,0; α

p
3 = 0,0; ε

p
ln,d = 3,33 ·10−4 e Dcrit = 0,33.

A carga é aplicada em 100 passos, com magnitude de 0,05 cm.

O problema é primeiramente analisado contabilizando apenas a não-linearidade geomé-
trica. As respostas fornecidas pelo modelo proposto são comparadas com os resultados obtidos
com o software ANSYS R©. Como observado na Figura 4.16, boa concordância é observada entre
os resultados. Note que no ponto limite, para um deslocamento de 0,8 cm, a força que leva
o salto de posição (snap-through) é igual a 29,8 KN. Nesse ponto, o determinante da matriz



82 Capítulo 4. Validação do Modelo Mecânico: Análise Estática

hessiana é nulo. Portanto, o equilíbrio é indiferente. A força limite de 29,8 KN é a força máxima
que a cúpula em forma de estrela resiste em um regime estável de equilíbrio estático. Por outro
lado, observa-se que para o deslocamento de 0,8 cm a resposta linear é igual 70,1 KN. Por isso,
estruturas desse tipo devem ser calculadas com modelos numéricos que avaliem o equilíbrio na
configuração atual. Para deslocamentos maiores, entre 0,8 e 3,0 cm, o critério de convergência
em força não pode ser empregado, porque o determinante da matriz hessiana é negativo (regime
instável). Os resultados apresentados na Figura 4.16 são obtidos para o critério de convergência
baseado em posição.

Figura 4.15 – Treliça 3D: a) visão de topo; b) visão lateral; c) lei constitutiva.
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Figura 4.16 – Curva força vs. deslocamento vertical do nó central da treliça 3D.
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A Figura 4.17 ilustra a curva força vs. deslocamento para o nó central da cúpula,
contabilizando a não-linearidade física e geométrica. Observe como a inclinação das curvas
mudam para os diferentes modelos. Como observado, considerar apenas a não linearidade
geométrica, assumindo a resposta do material elástico linear, está longe de ser a resposta real
para essa estrutura. A força limite (28,7 KN) e seu respectivo deslocamento (0,65 cm) são
menores para a solução plástica, comparada a solução elástica linear.

Figura 4.17 – Análise da trajetória de equilíbrio da treliça 3D.
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Na análise de placas e cascas moderadamente finas e muito finas, bem como cúpulas
treliçadas, a análise não-linear geométrica é importante, mas o comportamento não linear do
material tem um papel mais fundamental na trajetória de equilíbrio dessas estruturas.

Em relação à solução plástica não linear, observa-se a redução na rigidez devido às
deformações plásticas. Quando a tensão nos elementos da coroa da cúpula atinge o limite de
escoamento, há um deslocamento de cerca de 0,60 cm, esses elementos começam a escoar
sob tensão constante, i.e., ocorrem deformações plásticas. A resposta, considerando apenas a
plasticidade, produz um bom resultado até a tensão última do material ser atingida por todos os
elementos da coroa da cúpula, para um nível de deslocamento de 1,15 cm. Além desse ponto,
a solução plástica produz deformações cada vez maiores sob tensão constante, i.e., não pode
modelar o amolecimento antes da ruptura.

Para o modelo abrangente de dano dúctil proposto, a solução não linear geométrica
acoplada ao dano e plasticidade produz resultados consistentes. Perda significativa de rigidez
ocorre quando os elementos da coroa da cúpula atingem o limite de dano inicial, no ponto 1
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(Figura 4.17), sob cargas compressivas. A segunda alteração da perda de rigidez, no ponto 2,
ocorre sob esforços de tração, para o deslocamento prescrito de cerca de 4,30 cm. Essa perda de
rigidez leva à falha da cúpula.

4.1.2.3 Exemplo 3: treliça 3D com 12 barras

Esta última aplicação estática envolve a análise mecânica de uma estrutura treliçada 3D,
como ilustrado na Figura 4.18. Este exemplo foi usado como referência em vários trabalhos
sobre análise não linear de treliça, por exemplo em [240, 241, 242]. A estrutura é formada
por 9 nós e 12 elementos. As constantes são: A = 317 mm2; E = 3 · 105 N/mm2 e σy = 300
N/mm2. Os parâmetros do modelo de dano são os seguintes: α

p
1 = 0,0; α

p
2 = 750,0; α

p
3 = 0,0;

ε
p
ln,d = 3,33 ·10−4 e Dcrit = 0,33.

Figura 4.18 – Treliça 3D com 12 barras: (a) dados geométricos; (b) lei constitutiva.
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A Figura 4.19 mostra a solução não linear geométrica obtida pela formulação proposta
e pelo software ANSYS R© para um grande intervalo de deslocamentos presumindo o material
com comportamento elástico linear. Observe a boa conformidade das respostas. Para um nível
de deslocamento de 500 mm é nulo o determinante da matriz Hessiana (equilíbrio indiferente).
Se o critério de convergência é em força, para o próximo passo de carga ocorre um salto em
posição com força constante de 31,5 MN (snap− through). Em contrapartida, se o critério de
convergência é em posição, o trecho do caminho de solução entre 500 até 2348 mm, é calculado
com o determinante da matriz Hessiana sendo negativo (equilíbrio instável).

A Figura 4.20 apresenta a curva força vs. deslocamento para o nó central para diferentes
soluções, bem como a evolução do dano nos elementos. Note como a trajetória de equilíbrio
se modifica para cada solução. Fica claro que a consideração da não linearidade geométrica
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assumindo o material com comportamento elástico linear não é suficiente para obter a trajetória
de equilíbrio desse problema para deslocamentos acima de 2 mm.

Figura 4.19 – Trajetória de equilíbrio para o comportamento do material elástico linear.
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Figura 4.20 – Avaliação da Treliça 3D com 12 barras.

(a) curva força vs. deslocamento vertical no nó central.
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(b) evolução do dano nos elementos.
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Em relação à solução plástica não linear, observa-se uma perda de rigidez devido o início
da plastificação dos elementos 3 e 8 a partir do deslocamento de 2 mm. Para um deslocamento
igual a 5 mm, os elementos de 1 a 10 começam a escoar sob tensão constante, por conseguinte,
a curva força vs. deslocamento torna-se horizontal, de acordo com a Figura 4.20. Para essa
configuração os elementos 11 e 12 ainda não atingiram a tensão de escoamento.
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No que diz respeito à formulação proposta, o acoplamento da plasticidade à mecânica do
dano via modelo de dano proposto resulta em uma solução congruente. No ponto 1, inicia-se
a plastificação dos elementos 3 e 8, o que leva à primeira perda de rigidez dessa estrutura. No
ponto 2, esses elementos atingem o limite de dano inicial, consequentemente, começa o regime
de amolecimento, entre os pontos 3 e 4. Para um incremento de carga além do ponto 4, os
elementos 3 e 8 alcançam o dano crítico, em concordância com a Figura 4.20-b, implicando na
falha desses elementos. Entre os pontos 4 e 5 a estrutura sofre redistribuição de esforço normal,
que acarreta as barras 1, 5, 6 e 10 atingirem o limite de dano inicial. No ponto 5 acontece a falha
dessas barras, uma vez que elas alcançam o dano crítico. Além disso, observe a mudança na
inclinação da curva após os elementos 2, 4, 7 e 9 iniciarem o regime de amolecimento a partir do
ponto 5. Finalmente, no ponto 6 ocorre o colapso total dessa estrutura, devido todos os elementos
falharem (exceto os elementos 11 e 12), conforme ilustrado na Figura 4.20-b.

4.2 Conclusão do Capítulo

Neste capítulo, a formulação abrangente de dano dúctil foi testada em todos os seus
aspectos. Primeiramente, onze ensaios experimentais foram utilizados para validar essa formu-
lação. Verificou-se que para materiais em regime de deformações moderadas e/ou grandes, o
modelo proposto representou boa acurácia com relação a resposta experimental. No tocante a
madeira, observou-se que para o ensaio de compressão paralela às fibras o modelo proposto
também conseguiu simular a resposta experimental. No que concerne ao concreto, a presente
formulação resultou em uma resposta mais coerente para o ensaio apresentado, em referência a
resposta experimental, do que os modelos de dano de Mazars [230] e Lee & Fenves [231]. Por
fim, na avaliação das treliças 2D e 3D, constatou-se a excelente conformidade da formulação na
análise da trajetória de equilíbrio de estruturas treliçadas considerando a não linearidade física e
geométrica.
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CAPÍTULO

5
VALIDAÇÃO DO MODELO MECÂNICO:

ANÁLISE DINÂMICA

5.1 Aplicações

Esta seção demonstra a capacidade da formulação proposta para simular estruturas
sob efeitos dinâmicos. Inicialmente, é considerada uma treliça 2D com um grau de liberdade
submetida a uma força dinâmica constante. A resposta numérica é comparada com a solução
analítica exata desse problema. A análise é realizada com e sem amortecimento. Ademais,
assume-se para o material a relação constitutiva elástica linear. Em seguida, essa treliça é
avaliada sob ação do terremoto de Fukushima (2011). O intuito é verificar a resposta dessa
estrutura quando o comportamento elastoplástico é assumido na análise. Posteriormente, uma
torre de linha de transmissão é analisada presumindo que as forças nos cabos podem variar ao
longo do tempo. Por fim, análises mais refinadas são concretizadas em torres metálicas 2D e 3D
sob ação do terremoto El-Centro (1941).

5.1.1 Treliça 2D sob efeito dinâmico sem amortecimento

A Figura 5.1 apresenta a geometria e a força dinâmica aplicada na treliça em avaliação. O
módulo de elasticidade, a área da seção transversal, o comprimento e a densidade dessa estrutura
são dados por E = 104 N/m2, A = 1 m2, l = 1 m e ρ = 1 Kg/m3, respectivamente. Os parâmetros
de Newmark são βn = 0,25; γn = 0,50 e ∆t = 0,002 s. A força externa F(ext) é assumida unitária.
Cem passos de tempo são aplicados para toda a análise. Este é um exemplo acadêmico.

A solução analítica exata desse problema pode ser calculada por meio da integral de
Duhamel com condição de contorno u(0) = u̇(0) = 0, sendo u e u̇ o deslocamento e velocidade,
nesta ordem. Para a treliça sem amortecimento, obtém-se [203]:
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u(t) =
F(ext)

K
[1− cos(ωnt)] (5.1)

em que K é a rigidez da treliça, que é calculada por K = (E ·A)/l; ωn é a frequência fundamental
e t é o tempo. Para problemas de um grau de liberdade a frequência fundamental é avaliada
por ωn = (K/m)1/2, sendo m a massa. Consequentemente, com os dados do problema, essas
constantes são iguais K = 104 N/m e ωn = 141,42 Hz. A frequência fundamental calculada pela
formulação proposta é igual 141,4214 Hz.

Figura 5.1 – Treliça 2D: (a) geometria; (b) força dinâmica.
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Figura 5.2 – Curva deslocamento vs. tempo: sistema conservativo.
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Fonte: Autor.

A Figura 5.2 mostra a comparação entre resposta numérica e analítica. Note que o
resultado obtido pela formulação proposta é muito próximo da solução exata. A solução estática
para o deslocamento dessa treliça é uest = 0,0001 m. Observe que a solução dinâmica vibra em
torno da resposta estática, de acordo com a Figura 5.2.
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5.1.2 Treliça 2D sob efeito dinâmico com amortecimento

Neste exemplo é usada a treliça ilustrada na Figura 5.1 para modelar um sistema
dissipativo. A solução analítica exata desse problema pode ser determinada empregando a
integral de Duhamel, o que implica [203]:

u(t) =
F(ext)

K

{
1− e(−ξωnt)

[
cos(ωdt)+

ξωn

ωd
sen(ωdt)

]}
(5.2)

sendo ξ o fator de amortecimento e ωd a frequência de vibração amortecida, que é calculada pela
Equação 5.3 [221].

ωd = ωn

√
1−ξ2 (5.3)

Para executar esse problema, é assumido ξ = 0,1 que implica em ωd = 140,71 Hz. As
outras constantes são iguais ao exemplo anterior. A Figura 5.3 apresenta a comparação entre
solução numérica e analítica. Note a boa acurácia da formulação proposta para problemas com
dissipação de energia.

Figura 5.3 – Curva deslocamento vs. tempo: sistema não conservativo.
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Fonte: Autor.

Conforme a Equação 5.3 o amortecimento diminui a frequência dessa treliça, conse-
quentemente, aumenta o seu período em relação ao problema anterior. Na literatura, utiliza-se
para as estruturas usuais da Engenharia Civil fator de amortecimento ξ situado no intervalo
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de 0,01 a 0,1 [219]. Como ξ exibe baixo valor, a frequência angular amortecida tenderá a
frequência fundamental, em concordância com a Figura 5.4. Embora a frequência angular
amortecida apresente uma pequena variação com o aumento do ξ, a taxa de atenuação dos
picos de deslocamento tem um considerável aumento à medida que ξ cresce, de acordo com
a Figura 5.5. Além disso, valores baixos de ξ têm influência acentuada na resposta de longa
duração, veja a Figura 5.5.

Figura 5.4 – Razão entre frequências vs. ξ.
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Figura 5.5 – Deslocamentos vs. tempo para diferentes ξ.
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O cálculo de ωn foi concretizado no regime de pequenos deslocamentos, em que a
rigidez da estrutura foi avaliada na configuração inicial. De fato, a mudança de configuração
do corpo tem influência na determinação dessa grandeza, uma vez que a rigidez da estrutura
modifica ao longo da trajetória de equilíbrio na análise não linear. Segundo [201], em regime
de grandes deslocamentos é mais adequado falar em frequência ω, ao invés de ωn. Isso porque
ω vai depender do nível de deformação que a estrutura está submetida. A fim de ilustrar esse
comportamento, a Figura 5.6 mostra a razão entre ω e ωn com o aumento da deformação da
treliça em análise. Note que o aumento das deformações do elemento dessa estrutura reduz ω

em comparação a ωn. Portanto, a mudança de configuração altera a matriz Hessiana (rigidez
tangente) durante o caminho de solução, o que leva uma diminuição da frequência da estrutura1.

Figura 5.6 – Razão entre frequências vs. deformações.

0 . 0 0 0 . 0 2 0 . 0 4 0 . 0 6 0 . 0 8 0 . 1 0
0 . 9 5

0 . 9 6

0 . 9 7

0 . 9 8

0 . 9 9

1 . 0 0

ω
/ω n

ε

Fonte: Autor.

5.1.3 Treliça 2D sob ação de terremoto

Neste exemplo é avaliado o efeito do escoamento do material na resposta da estrutura
submetida a terremoto. Para tal, utiliza-se a treliça ilustrada na Figura 5.7 sob ação de um sismo
com comportamento elastoplástico perfeito. São assumidos três valores para o coeficiente de
redução da força sísmica (R). O R é definido como a razão entre o maior deslocamento gerado
pelo sismo em uma análise dinâmica elástica linear pelo deslocamento que conduz o início do
escoamento do material em uma análise dinâmica elastoplástica [203]. Todas as verificações são
concretizadas para o terremoto de Fukushima que ocorreu no Japão em 2011. Outrossim, não é
analisada aqui a influência da taxa de carregamento na relação constitutiva do material.

1 Para determinar ω em análise não linear, basta calcular a matriz Hessiana atual para uma posição de equilíbrio
estático e resolver o problema de autovalores e autovetores da vibração livre em cada passo de carga no caminho de
solução.
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Figura 5.7 – Treliça 2D: (a) geometria; (b) relação constitutiva do material.

Fonte: Autor.

Figura 5.8 – Históricos de deslocamento do terremoto Fukushima.
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Fonte: [243].

O módulo de elasticidade, a tensão de escoamento, a área da seção transversal, o
comprimento, a densidade, o fator de amortecimento e a frequência fundamental dessa estrutura
são dados por E = 1,972 ·106 N/m2, σy = 1,98 ·104 N/m2, A = 10−4 m2, l = 1 m, ρ = 1000
Kg/m3, ξ = 0,02 e ωn = 62,8 Hz, respectivamente. Os parâmetros de Newmark são βn = 0,25,
γn = 0,50 e ∆t = 0,01 s. Na Figura 5.8 são apresentados os históricos de deslocamento do
terremoto Fukushima [243]. Para os resultados que seguem são empregado os registros da
estação 3.

A Figura 5.9 mostra os deslocamentos horizontais no nó 2 para R = 1, R = 2 e R = 4. O
valor de R = 1 representa a resposta elástica linear. Por outro lado, R = 2 e R = 4 simula uma
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análise elastoplástica com tensão de escoamento igual a 50% e 25% de σy, respectivamente. Os
valores R = 2 e R = 4 são frequentemente prescritos pelos códigos de projeto de terremoto [203].

Figura 5.9 – Deslocamento vs. tempo para R = 1, R = 2 e R = 4.
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Fonte: Autor.

Como pode ser visto na Figura 5.9, os deslocamentos do nó 2 para R = 1 apresenta valor
máximo de 0,01673 m em 9,62 s. Enquanto que as respostas para R = 2 e R = 4, exibem um
desvio de deslocamento com valores máximos de 0,01182 m em 8,9 s e -0,01106 m em 7,53 s,
nesta ordem. Nota-se que os deslocamentos para a solução não linear dinâmica reduzem com o
aumento do R. Isso porque, parte da energia interna é dissipada pelas deformações plásticas em
forma de calor e atrito durante o terremoto.

A Figura 5.10 ilustra a evolução das deformações plásticas totais com o tempo. A
plastificação inicia no tempo de 9,3 s para R = 2 e 7,53 s para R = 4. Observa-se que o aumento
do R antecipa o aparecimento das deformações plásticas. Além disso, as deformações plásticas
totais crescem com o crescimento do R. A Figura 5.11 apresenta a evolução da força normal com
o tempo. Como pode ser verificado a força normal no decorrer da análise reduz à medida que o
R cresce. Isso era esperado, em razão do nível de tensão na barra ficar constante após atingir a
tensão de escoamento.
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Figura 5.10 – Evolução das deformações plásticas totais.
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Figura 5.11 – Evolução da força normal.
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5.1.4 Torre de linhas de transmissão sob a ação dinâmica dos cabos

Nesta seção é efetivada uma análise dinâmica não linear geométrica de uma torre
autoportante tipo tronco-piramidal usada em linhas de transmissão. Essa estrutura foi avaliada
por meio de uma análise estática por [244]. O referido autor analisou essa estrutura sob ação
do vento. Os dados da geometria dessa torre podem ser vistos no trabalho do referido autor. A
torre é discretizada em 233 elementos e 110 nós. Suas constantes são as seguintes: E = 2,1 ·1011

N/m2, A = 1,5 · 10−3 m2 e ρ = 7000 Kg/m3. Os parâmetros do integrador de Newmark são
βn = 0,25, γn = 0,50 e ∆t = 0,0015 s. As análises não lineares são concretizadas com e sem
amortecimento, sendo para o último o fator de amortecimento igual a ξ = 0,02. A Figura 5.12-a
apresenta o posicionamento dos cabos. Devido a ação do vento esses cabos oscilam impondo um
efeito dinâmico na torre, em conformidade com a Figura 5.12-b. A finalidade desse exemplo é
avaliar a deslocabilidade da torre sob esse efeito.

Figura 5.12 – Torre metálica 2D: (a) posicionamento dos cabos; (b) intensidade da força
dinâmica.
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Fonte: Autor.

A força F1 corresponde à força nos cabos condutores, enquanto F2 representa a força
no cabo de guarda (para-raios). As intensidades das forças F1 e F2 são descritas pela seguinte
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equações:

F1 = 50 · cos2 (62 · t) [KN] (5.4)

F2 = 25 · cos2 (62 · t) [KN] (5.5)

com t em segundos. Essas forças são descompostas em componentes na direção x e y de acordo
com o ângulo φ. Este ângulo corresponde a inclinação dos cabos com relação a direção vertical.
Nas análises que decorre é adotado φ = 37o.

Figura 5.13 – Análise modal: (a) primeiro, (b) segundo e (c) terceiro modo de vibração.
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       (c)

Fonte: Autor.

Na Figura 5.13 são ilustrados os três primeiros modos de vibração da torre. O pós
processamento dessa estrutura foi concretizado no software AcadView. Nota-se que ambos são
flexionais, sendo a frequência natural igual a 14,57 Hz para o primeiro; 56,24 Hz para o segundo
e 116,61 Hz para o terceiro modo.

A Figura 5.14 apresenta o histórico de deslocamento do nó 1 para a análise sem
amortecimento, sendo xest e yest os deslocamento estáticos, enquanto xdin e ydin os deslocamentos
dinâmicos, respectivamente, na direção x e y. Observa-se que os deslocamentos máximos
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dinâmicos xdin e ydin são aproximadamente 0,8 e 0,15 m, nesta ordem. Em contrapartida,
os deslocamentos estáticos são xest = 0,848 m e yest = −0,027 m. Na análise dinâmica o
deslocamento máximo em comparação a análise estática na direção x reduziu 6%, ao passo
que em y aumentou 555%. Além disso, os deslocamentos na direção x atingem o seu pico com
período de 0,447 s. Embora os picos de deslocamentos passem por valores semelhantes, a forma
da curva nunca se repete precisamente. Isso ocorre porque em análise não linear dinâmica a
estrutura não tem exatamente um modo de vibrar. De fato, a cada passo de carga a torre muda
de configuração, consequentemente, sua rigidez é penalizada, portanto, mudam seus modos de
vibrar. Tais mudanças acarretam oposição de fase entre a estrutura e a força dinâmica que conduz
à diminuição da amplitude nos deslocamentos ydin e, no momento em que essa fase se ajusta,
ocorre novo acréscimo da amplitude, conforme a Figura 5.14. Esse fenômeno ocorre quando
a frequência da força dinâmica está muito próxima da frequência da estrutura (mas não igual),
sendo conhecido na literatura como batimento [201]. O período de batimento definido como o
tempo entre zeros sucessivos [203], é 1,76 s, em concordância com a Figura 5.14. Dessa forma,
os deslocamentos ydin retornam a zero com repetição do movimento a cada 1,76 s.

Figura 5.14 – Deslocamento vs. tempo para o nó 1 com ξ = 0.
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Fonte: Autor.

A Figura 5.15 mostra a solução do problema assumindo ξ = 0,02. A dissipação de
energia dada pelo amortecimento da estrutura atenua os deslocamentos xdin e ydin ao longo
do tempo. Em contrapartida, os deslocamentos verticais (ydin) entre 0 até 1,5 s mantiveram
comportamento semelhante ao sistema conservativo, porém não é mais notado o fenômeno
do batimento. Portanto, como o amortecimento reduz a frequência da estrutura, esta se afasta
da frequência da força dinâmica à medida que a torre muda de configuração, induzindo uma
atenuação no fenômeno do batimento.
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Figura 5.15 – Deslocamento vs. tempo para o nó 1 com ξ = 0,02.
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5.1.5 Torre metálica 2D sob ação de terremoto

Este exemplo apresenta a análise de colapso progressivo de uma torre metálica 2D sujeita
a um sismo. O terremoto selecionando é o de El-Centro (1941). O espectro de deslocamento
desse terremoto é dado por [221]. Os deslocamentos horizontais são aplicados na base da torre.
A torre é formada por 47 elementos e 22 nós, conforme ilustrado na Figura 5.16. O fator de
amortecimento é igual a ξ = 0,02. Os parâmetros de Newmark são βn = 0,25, γn = 0,50 e
∆t = 0,01 s. As constantes são E = 2 ·1011 N/m2, σy = 2 ·108 N/m2, A = 10−4 m2 e ρ = 7850
Kg/m3. Os coeficientes do modelo de dano são α

p
1 = 0; α

p
2 = 1000; α

p
3 = 0; ε

p
ln,d = 3,33 ·10−4

e Dcrit = 0,50. O efeito dinâmico dos cabos não é considerado neste exemplo.

A Figura 5.17 ilustra os três primeiros modos de vibração da torre. Nota-se que o primeiro
e o segundo são flexionais, ao passo que o terceiro é longitudinal. O primeiro modo de vibração
mais o fator de amortecimento são empregados para o cálculo da matriz de amortecimento,
conforme Equação 3.67.

A Figura 5.18 mostra a curva de deslocamento horizontal vs. tempo para o nó 1 dessa
estrutura. Observe que os deslocamentos no nó 1 são diferentes para cada tipo de análise. Na
análise elástica ocorre uma amplificação dos deslocamentos horizontais e verticais do topo dessa
estrutura. Por outro lado, na análise plástica sucede uma redução dos deslocamentos no topo da
torre tanto na horizontal (Figura 5.18-a) como na vertical (Figura 5.18-b). Isso acontece porque
a plastificação dos elementos E1, E2, E3 e E4 conduz a uma mudança de configuração que
implica na diminuição dos deslocamentos do topo da torre. Além disso, como comentado no
exemplo da subseção 5.1.3, surgimento de deformações plásticas dissipa energia do sistema
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conduzindo menores valores de deslocamentos no topo dessa estrutura. Ademais, para um tempo
acima de 2,5 s os deslocamentos verticais no nó 1 são sempre positivos para a análise plástica,
de acordo com a Figura 5.18.

Figura 5.16 – Torre metálica 2D: (a) geometria; (b) relação constitutiva do material.

Fonte: Autor.

Figura 5.17 – Modo de vibração: (a) primeiro; (b) segundo e (c) terceiro.
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         (c)

Fonte: Autor.



100 Capítulo 5. Validação do Modelo Mecânico: Análise Dinâmica

Com relação à análise plástica mais dano, nota-se que quando o regime de amolecimento
do material é introduzido, os elementos E2 e E3 atingem o dano crítico para o tempo de 0,56 s.
Esses elementos falham implicando no colapso progressivo dessa torre. Note que a falha de E2 e
E3 transforma essa estrutura em um mecanismo, pois a falha desses elementos acarreta a perda
de instabilidade da torre.

Figura 5.18 – Deslocamento horizontal do nó 1 vs. tempo: (a) horizontal; (b) vertical.

(a)

(b)

Fonte: Autor.

A Figura 5.19 apresenta a evolução do dano, enquanto que a Figura 5.20 mostra o
histórico das deformações plásticas totais para os elementos E2 e E3. A plastificação desses
elementos inicia a partir de 0,45 s. No tempo de 0,47 s essas barras atingem o limite de dano
inicial, por conseguinte, inicia-se a degradação mecânica com valor de dano igual a 0,046. Para
um intervalo de tempo de 0,48 até 0,49 s ocorre um descarregamento elástico, conforme ilustrado
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na Figura 5.21. Esse descarregamento causa inversão de esforço provocando tração na barra E2
e compressão na barra E3. Como o critério de plastificação não é atingido entre os pontos 2 e 3,
isso conduz um valor constante para as deformações plásticas totais (Figura 5.20), dessa forma,
para o dano desses elementos (Figura 5.19). Finalmente, a partir do ponto 3 as deformações
plásticas começam a evoluir até os elementos E2 e E3 alcançarem o dano crítico levando o
colapso da torre.

Figura 5.19 – Evolução do dano vs. tempo para os elementos E2 e E3.
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Figura 5.20 – Deformações plásticas totais vs. tempo.
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Figura 5.21 – Trecho do espectro de deslocamento do terremoto.
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5.1.6 Torre de telecomunicação submetida ao sismo de El-Centro

Nesta seção, a formulação proposta é aplicada em um estudo de caso de uma torre
metálica de telecomunicação sob excitação de terremoto. O terremoto usado na análise é o de
El-Centro que ocorreu na Califórnia em 1941. Para tal, utiliza-se o espectro de deslocamento
com fator de amortecimento igual ξ = 0,02 e ξ = 0,05 apresentado em [221]. Esse espectro é
amplamente empregado pela comunidade científica nas validações dos seus modelos numéricos
para a avaliação de sismo [203]. O espectro de deslocamento é aplicado na direção x. Ademais,
a análise é concretizada no domínio do tempo.

A torre foi construída na cidade de Florianópolis/RS. Essa estrutura usa como base o
projeto de uma torre autoportante, modelo TAB 050 1500L do fabricante BrasilSAT, constituída
por perfis em aço ASTM A36. Os seus dados geométricos e a posição dos elementos adicionais
(antenas) são fornecidos por [245]. Ela tem 50 m de altura sendo composta por um troco piramidal
na sua base de 5,7 m de abertura e no topo um trecho reto com 1,5 m de abertura. Os montantes
são formados por perfis de seção ômega e os elementos das diagonais e travamentos horizontais
em perfis de seção cantoneira de abas iguais [245]. O seu dimensionamento foi efetivado com os
esforços oriundos do peso próprio e força do vento.

A Figura 5.22 apresenta uma vista de perspectiva, bem como o posicionamento das
antenas. Na vista de elevação (Figura 5.22-b), as letras ao longo da altura faz referência à cada
módulo para a determinação das forças de vento. Ademais, mostra a relação constitutiva do aço
ASTM A36 assumida no projeto original, assim como a curva experimental desse material. A
resposta experimental foi obtida para uma espécime desse aço no Laboratório de Engenharia de
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Estruturas da EESC/USP por [232]. Nas análises que se seguem, a torre é avaliada utilizando a
curva de projeto (modelo elastoplástico perfeito) e a curva experimental. O intuito é avaliar a
capacidade resistente dessa torre (estrutura real) diante de uma ação considerada excepcional no
Brasil.

Figura 5.22 – Torre metálica 3D: (a) vista de perspectiva; (b) elevação e posicionamento das
antenas; (c) relação constitutiva do material empregado.
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Fonte: Autor.

A torre é discretizada por 267 nós e 798 elementos, conforme ilustrado na Figura 5.22-a.
São utilizados 13 seções transversais diferentes em conformidade com o projeto original. Para a
análise os parâmetros de Newmark são: βn = 0,25, γn = 0,50 e ∆t = 0,001 s. As propriedades
do material são os seguintes: E = 200 GPa, σy = 250 MPa e ρ = 7850 Kg/m3. Com relação aos
parâmetros do modelo de dano, esses são apresentados na Tabela 4.2 para o aço ASTM A36, em
conformidade com o ensaio de [232].

Inicialmente, realiza-se uma análise modal da torre para determinar sua frequência
fundamental. Esse dado é importante para determinar a matriz de amortecimento proporcional à
massa, conforme a Equação 3.67. A Figura 5.23 ilustra o primeiro e o terceiro modo de vibração
da estrutura em avaliação. O pós-processamento foi efetivado no software AcadView. Note que
o primeiro é flexional, enquanto que o terceiro é torcional. Devido à simetria dessa estrutura o
segundo modo foi igual ao primeiro, mas com flexão em torno do eixo x, enquanto que o quarto
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modo foi igual ao terceiro, porém a torção ocorre com um giro anti-horário em torno do eixo y.
Portanto, por definição, a frequência fundamental dessa torre é igual a 8,37 Hz.

Figura 5.23 – Torre metálica 3D: (a) primeiro e (b) terceiro modo de vibração.
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Fonte: Autor.

A Figura 5.24 mostra os deslocamentos do nó 1 para a relação constitutiva de projeto e
experimental, usando o espectro de reposta com ξ = 0,02. Como pode ser visto os deslocamentos
x (Figura 5.22-a), y (Figura 5.22-b) e z (Figura 5.22-c) têm um aumento considerável quando
assume-se a relação constitutiva de projeto em comparação à solução obtida pela curva experi-
mental. Nota-se que até o intervalo de tempo de 0,66 s as respostas se confundem, pois,o material
está no regime elástico linear. Para o próximo passo de tempo, a tensão de escoamento é atingida
para as barras da base (módulo P). Logo, inicia-se o processo de plastificação dessas barras.
Como o aço exibe encruamento (curva experimental), a superfície de plastificação aumenta e
conduz um acréscimo de resistência implicando em deslocamentos menores no que concerne a
solução obtida via curva de projeto.
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Figura 5.24 – Deslocamento vs. tempo para o nó 1 com ξ = 0,02.
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Fonte: Autor.



106 Capítulo 5. Validação do Modelo Mecânico: Análise Dinâmica

Figura 5.25 – Deslocamento vs. tempo para o nó 1 com ξ = 0,05.
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Fonte: Autor.
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A Figura 5.25 apresenta os deslocamentos para o espectro de resposta com fator de
amortecimento igual a ξ = 0,05. Observa-se que o aumento desse fator reduz os deslocamentos
para ambas soluções. Isso era esperado, uma vez que a dissipação de energia pelo amortecimento
é diretamente proporcional ξ. Ademais, o nível de tensão nas barras não alcançou o regime de
amolecimento do material, consequentemente, a evolução da degradação mecânica foi nula. Vale
ressaltar que o baixo peso e alta flexibilidade dessa torre suavizou a excitação do terremoto.

O projeto original da torre seguiu as recomendações da Prática 240-410-600 [246]. Para
torres tipo TASL-C (modelo em análise), esse documento prescreve no item 3.08 que a deflexão
máxima para garantir a segurança da estrutura em relação ao seu eixo vertical seja igual 1o40’00”,
que transformando esse valor em deslocamento horizontal para a torre em estudo resulta em 1,45
m. Esse valor seria o deslocamento lateral que induz a perda de instabilidade da estrutura devido
à força do vento. O máximo deslocamento ocorrido na direção do sismo foi aproximadamente
0,6 m para ξ = 0,02. Essa estrutura possui resistência suficiente para suportar a excitação do
terremoto El-Centro sem a ocorrência de colapso progressivo. Contudo, o nível de deformações
permanentes da ordem de 10−2 nos elementos da base, após cessar a excitação, aliada a sua
posição atual provoca uma mudança de configuração que prejudica sua funcionalidade, de acordo
com a Figura 5.26.

Figura 5.26 – Mudança de configuração da torre: (a) inicial; (b) final (aumentado 25 vezes).

(a) (b)

Fonte: Autor.
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5.2 Conclusão do Capítulo

Neste capítulo, a formulação proposta foi validada em aplicações dinâmicas. No tocante
a avaliação de sistemas com um grau de liberdade, verificou-se a boa acurácia da formulação
proposta em comparação à solução analítica para problemas com e sem dissipação de energia.
No que concerne a análise transiente de estruturas treliçadas 2D e 3D, observou-se uma excelente
convergência da solução numérica. Com relação às análises não lineares dinâmicas plásticas,
averiguou-se que a introdução do comportamento elastoplástico reduziu os deslocamentos das
estruturas analisadas sob ação de sismo.
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CAPÍTULO

6
MODELO PROBABILÍSTICO

6.1 Generalidades

Os modelos de engenharia são desenvolvidos com base nos fundamentos da física e
da matemática sob hipóteses estabelecidas, que implicam em incertezas associadas às suas
variáveis [247]. Tais modelos podem ser empregados para realizar análises determinísticas
e/ou probabilísticas. Nas análises determinísticas, as incertezas nas variáveis dos modelos são
desprezadas, enquanto que nas análises probabilísticas, a maioria das variáveis ou todas elas são
descritas como variáveis aleatórias, gerando para elas valores de probabilidade. Nesse sentido,
como as incertezas são levadas em consideração nas análises, o desenvolvimento de um modelo
de engenharia utilizando análise probabilística torna-se mais apropriado [247].

A teoria de confiabilidade estrutural surgiu como uma ferramenta para manipular as
incertezas de forma racional. Os documentos normativos de projeto têm sido calibrados com os
fundamentos dessa teoria. Nesse contexto, os projetistas consideram implicitamente as incertezas
nas variáveis de projeto através dos coeficientes parciais de segurança. Por outro lado, sob o
ponto de vista de pesquisa, atualmente o que se busca é a utilização da análise de confiabilidade
explicitamente nas aplicações dos procedimentos de projeto [247].

O problema fundamental da teoria de confiabilidade estrutural é a mensuração da
probabilidade de falha (Pf ) definida por [58, 59]:

Pf = P [g(v)≤ 0] =
∫

Ω f

fv (v)dv (6.1)

em que, v é o vetor das variáveis aleatórias, que representam as incertezas, tais como, carre-
gamentos, fatores ambientais, propriedades dos materiais, etc. As funções g(v) e fv (v) são a
equação de estado limite e função conjunta de densidade de probabilidade, respectivamente, de
v.
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Cada g(v) constitui um modo de falha e representa um estado indesejável em um modelo
de engenharia. A g(v) determina a fronteira entre os domínios de falha (Ω f ) e não falha (Ωs),
conforme a Equação 6.2 [248, 249].

Ω f = {v|g(v)≤ 0}

Ωs = {v|g(v)> 0} (6.2)

Devido à dificuldade da integração multi-dimensional, a Equação 6.1 não pode ser
determinada analiticamente, apenas para alguns casos individuais [58]. Nesse sentido, duas
abordagens surgiram: os métodos de simulação e os métodos de transformação [59]. Dentre os
métodos de simulação, são amplamente utilizados o método de simulação de Monte Carlo e
o Weighted Average Simulation Method. Com relação aos métodos de transformação, o mais
empregado é o First Order Reliability Method. Para maiores detalhes desses métodos recomenda-
se os trabalhos de [58, 59, 248, 249].

6.2 Simulação de Monte Carlo (SMC)

A SMC é baseada na geração de números aleatórios por meio da fv (v). Para cada número
gerado, g(v) é avaliado e, se g(v)≤ 0 , uma falha é contada. Portanto, introduzindo uma função
indicadora I(v), tal que I(v) = 1 se v ∈Ω f , e I(v) = 0 se v ∈Ωs, a Equação 6.1 é reescrita pela
Equação 6.3, sendo Ω todo o domínio do problema, i.e., Ω = Ωs +Ω f .

Pf = P [g(v)≤ 0] =
∫

Ω

I(v) fv (v)dv≡ E [I(v)] (6.3)

Na Equação 6.3 o termo E [I(v)] é o valor médio ou esperado da função indicadora. Como
resultado, E [I(v)] pode ser estimado por amostras de tamanho finito de números aleatórios (na)

[58, 59], como segue:

E [I(v)] = Pf ≈
na

∑
j=1

I(v j)

na
=

n f

na
(6.4)

sendo n f o número de pontos pertencentes ao domínio de falha.

6.3 Weighted Average Simulation Method (WASM)

Em relação ao WASM, esta abordagem utiliza o conceito de índice de peso para avaliar a
Equação 6.1 [248, 249]. A primeira etapa no WASM é medir os intervalos apropriados. Rashki
et al. [248] apresentam dois procedimentos para selecionar esses intervalos. Em seguida, a
função de distribuição uniforme de probabilidade é empregada para a geração dos números
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aleatórios para cada variável aleatória desses intervalos. Depois, o índice de peso das amostras
para variáveis aleatórias estatisticamente independentes é calculado da seguinte forma:

w(k) =
nva

∏
j=1

f j(k) (6.5)

sendo w(k) o índice de peso das k amostras, nva o número de variáveis aleatórias e f j a função
de densidade de probabilidade (PDF) da variável aleatória. Finalmente, a Pf é determinado por:

Pf ≈

na

∑
k=1

I(k)w(k)

na

∑
k=1

w(k)
(6.6)

em que I(k) é a função indicadora das k amostras.

6.4 First Order Reliability Method (FORM)

O FORM é um dos métodos de análise de confiabilidade amplamente empregados para
aproximar a Equação 6.1 [58, 59]. Essa abordagem consiste em linearizar a função de estado
limite em torno do ponto mais provável, também denominado de ponto de projeto. Esse é o ponto
sobre o domínio de falha mais próximo à origem do espaço normal padrão. Consequentemente,
a Pf é calculada pela seguinte expressão:

Pf ≈Φ [−β] (6.7)

em que, Φ[·] é a distribuição acumulativa normal padrão e β o índice de confiabilidade. Torna-se
evidente que o β é uma medida geométrica da Pf , sendo definido por [58, 59]:

{
β = min [||vnp||] = min

[√
vt

np ·vnp
]

Su jeito a g(vnp) = 0
(6.8)

sendo vnp o vetor com as variáveis no espaço normal padrão. Como se trata de um problema de
otimização com restrição, a Equação 6.8 pode ser avaliada pelo algoritmo HLRF proposto por
[250, 251].

6.5 Validação do Modelo Probabilístico

Nesta seção é realizada a validação do modelo probabilístico. Para tal, é utilizado o
problema fundamental de confiabilidade para variáveis normais e log-normais. Ademais, é
apresentada a análise de confiabilidade da treliça de von Mises considerando a não-linearidade
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física e geométrica. Em todas as análises, as soluções obtidas pelos métodos citados anteriormente
são confrontadas.

6.5.1 Problema fundamental de confiabilidade para variáveis aleatórias nor-
mais

O problema fundamental de confiabilidade para variáveis normais estatisticamente
independentes e equação de estado limite linear pode ser resolvido analiticamente pela seguinte
expressão:

β =
µR−µS√
σ2

R +σ2
S

(6.9)

sendo, µR e µS a média, enquanto que σR e σR o desvio padrão, respectivamente, da variável de
resistência (R) e solicitação (S).

Seja um problema com R∼ N(4;0,5) e S∼ N(3;0,6), logo, o índice de confiabilidade e
a probabilidade de falha resulta:

β =
4−3√

0,52 +0,62
= 1,2804

Pf = Φ [−β] = Φ [−1,2804] = 0,1002.

Na Tabela 6.1 são apresentados o valor do índice de confiabilidade e probabilidade de
falha para as diferentes análises. Nota-se que o resultado via FORM é exato para esse problema.
Isso era esperado visto que a equação de estado limite é linear. No que diz respeito às soluções
via simulação, as abordagens WASM e SMC tende à solução exata à medida que o número de
simulações aumenta.

Tabela 6.1 – Comparação das soluções: variáveis normais.

. . . FORM WASM (na = 105) WASM (na = 106) SMC (na = 105) SMC (na = 106)

β 1,2804 1,2816 1,2809 1,2763 1,2773

Pf 0,1002 0,0999 0,1001 0,1009 0,1007

Fonte – Autor.

Empregando o software StRAnD (Structural Risk Analisys and Design)1, determina-se
o valor de β via FORM e SMC (na = 105). Para o FORM o β = 1,2804, enquanto que para a
SMC o β = 1,2779. Torna-se evidente que a resposta do StRAnD por meio do FORM é igual
a solução mostrada na Tabela 6.1. No que concerne a resposta do StRAnD mediante a SMC,

1 Beck, A. T. StRAnD: Structural risk analysis and design. EESC/USP, São Carlos, 2007.
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observa-se uma diferença de 0,125% em comparação com a solução apresentada na Tabela 6.1
para na = 105. Isso era previsto, em razão da geração dos números aleatórios, que depende do
gerador utilizado na análise. Como o gerador usado neste trabalho é diferente do empregado no
StRAnD, a afirmativa anterior é verificada.

6.5.2 Problema fundamental de confiabilidade para variáveis aleatórias log-
normais

Uma solução analítica equivalente a Equação 6.9 pode ser determinada para as variáveis
R e S com distribuição log-normal, de acordo com a Equação 6.10 [59].

β =
λR−λS√

ξ2
R +ξ2

S

(6.10)

onde, λ e ξ são os parâmetros da distribuição lognormal. Esses parâmetros são mensurados pelas
seguintes equações:

ξ =

√
ln
[

1+
(

σ

µ

)]
(6.11)

λ = ln(µ)−0,5 ·ξ2 (6.12)

sendo, µ e σ a média e o desvio padrão da variável, respectivamente. Partindo das estatísticas
de R e S do exemplo acima, obtém-se: λR = 1,3785; ξR = 0,1245; λS = 1,0790 e ξS = 0,1980.
Por conseguinte, tem-se:

β =
1,3785−1,0790√
0,12452 +0,19802

= 1,2805

Pf = Φ [−β] = Φ [−1,2805] = 0,1002

.

Na Tabela 6.2 são confrontadas as soluções do problema em estudo. Observa-se que
o FORM convergiu novamente para a solução analítica. Com relação às abordagens ditas de
simulação, essas também se aproximam da resposta exata. Esses exemplos demonstram que a
implementação dos algoritmos desses métodos foi realizada corretamente.

Tabela 6.2 – Comparação das soluções: variáveis log-normais.

. . . FORM WASM (na = 105) WASM (na = 106) SMC (na = 105) SMC (na = 106)

β 1,2805 1,2888 1,2859 1,2797 1,2763

Pf 0,1002 0,0987 0,0992 0,1003 0,1009

Fonte – Autor.
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6.5.3 Treliça de von Mises: solução analítica linear elástica

A Figura 6.1 mostra a treliça de von Mises. As barras são constituídas de aço com
seção transversal circular com raio (r) igual a 5 cm. O módulo de Young e a área da seção
transversal de todas as barras são dadas por E = 20500 KN/cm2 e A = 78,5 cm2. As constantes
são: l0 = 200,25 cm, x0 = 200 cm e y0 = 10 cm.

Figura 6.1 – Treliça de von Mises: (a) geometria; (b) relação constitutiva.
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Fonte: Autor.

A solução analítica para este exemplo, geometricamente linear, é obtida pelo equilíbrio na
configuração inicial. Por conseguinte, a força normal nas barras (N), assumindo o comportamento
do material elástico linear, é dada por:

N =−δEA
l0

sen
[

tan−1
(

y0

x0

)]
(6.13)

sendo δ o deslocamento aplicado no nó central da treliça.

Como o comportamento do material é linearmente elástico, e as barras estão sob
compressão, o estado limite nessa treliça é a carga de flambagem de Euler, como segue:

g(E,A,r, l0,x0,y0) =
π3Er4

4l2
0
− δEA

l0
sen
[

tan−1
(

y0

x0

)]
(6.14)

A Tabela 6.3 apresenta as estatísticas para a análise de confiabilidade. A Figura 6.2
mostra a curva Pf vs. deslocamento obtida mediante o FORM, SMC e WASM. O índice na

indica o tamanho da amostra utilizado nos métodos de simulação.
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Tabela 6.3 – Estatísticas das variáveis aleatórias da treliça de
von Mises.

variável média coeficiente de variação PDF referência

E 1,00E 0,03 lognormal [252]

σy 1,00σy 0,07 lognormal [252]

A 1,01A 0,04 normal [252]

l0 1,00l0 0,02 normal [253]

r 1,00r 0,02 normal [253]

x0 1,00x0 0,02 normal [253]

y0 1,00y0 0,02 normal [253]

Fonte – Autor.

Observe que usar o WASM com na igual a 104 ou 105, a solução vibra em torno dos
resultados atingidos pelo FORM e SMC, de acordo com a Figura 6.2. Portanto, a premissa de
que o WASM pode ser usado com poucas amostras não é verificada nesse exemplo. Por outro
lado, o WASM consegue avaliar pequenos valores de Pf . Nota-se que, para um deslocamento
aproximadamente igual a 6 cm, a treliça de von Mises apresenta uma Pf = 0,50, que é um valor
muito alto. Considerando custo relativo normal para as medidas de segurança e consequências
moderadas de falha, o valor da confiabilidade alvo para o estado limite último é igual a 4,2
(Pf ≈ 10−5) conforme [252]. Por conseguinte, assumindo esse valor de confiabilidade alvo,
observa-se que o deslocamento máximo que a treliça de von Mises resiste em uma análise
elástica linear é igual a 4 cm, em conformidade com a Figura 6.2.

Figura 6.2 – Curva Pf vs. deslocamento vertical do nó central: solução linear elástica.
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Fonte: Autor.
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6.5.4 Treliça de von Mises: solução analítica não linear elástica

Nesta seção é avaliada apenas a não linearidade geométrica. O comportamento do
material é assumido como elástico linear, conforme ilustrado na Figura 6.3. Os dados de entrada
de geometria e material são iguais ao exemplo anterior. Cem passos de carga de 0,22 cm são
aplicados no nó central.

A solução analítica para esse exemplo é encontrada pelo equilíbrio na configuração atual,
que é dada pela Equação 6.15.

N =−2EA

1−
cos
[
tan−1

(
y0
x0

)]
cos
[
tan−1

(
y0−δ

x0

)]
sen

[
tan−1

(
y0−δ

x0

)]
(6.15)

A Figura 6.3 mostra a solução analítica e numérica para a treliça de von Mises. Observe
que a resposta numérica via formulação proposta é muito próxima da solução analítica exata.

Figura 6.3 – Curva força vs. deslocamento vertical do nó central da treliça.
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Fonte: Autor.

Para a solução elástica não linear, a força máxima que a treliça de von Mises suporta
em um regime estável de equilíbrio estático é igual a 77,17 KN, de acordo com a Figura 6.3.
Para essa força, o determinante da matriz Hessiana (Equação 3.82) é nulo. Consequentemente, a
função do estado limite pode ser escrita pela Equação 6.16.

g(E,A,x0,y0) = 77,17−2EA

1−
cos
[
tan−1

(
y0
x0

)]
cos
[
tan−1

(
y0−δ

x0

)]
sen

[
tan−1

(
y0−δ

x0

)]
(6.16)
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Para a análise de confiabilidade, as estatísticas estão representadas na Tabela 6.3. A
Figura 6.4 apresenta a curva Pf vs. deslocamento para a solução elástica não linear. Note que o
WASM com na = 104 também mostra uma vibração em torno das respostas obtidas via FORM e
SMC. Observe que para um nível de deslocamento igual a 4 cm a Pf = 0,5. Este valor de Pf em
uma solução elástica linear é alcançado apenas para um deslocamento igual a 6 cm, conforme
ilustrado na Figura 6.2. Torna-se evidente que a análise geometricamente não linear é importante
porque captura a força limite que leva à falha da treliça de von Mises. Assim, considerando
o valor de confiabilidade alvo de acordo com o [252], o deslocamento máximo que pode ser
aplicado a treliça de von Mises em solução elástica não linear é igual a 1,8 cm, conforme ilustrado
na Figura 6.4.

Figura 6.4 – Curva Pf vs. deslocamento vertical do nó central: solução não linear elástica.
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Fonte: Autor.

6.5.5 Treliça de von Mises: solução analítica não linear plástica

Este exemplo apresenta a solução plástica não linear da treliça de von Mises. Os dados
de entrada de geometria e material são apresentados na Figura 6.5. Para cada barra as constantes
são: E = 20500 KN/cm2, A = 78,5 cm2 e σy = 10 KN/cm2. Quatrocentos passos de carga de
0,055 cm são aplicados no nó central.

A Figura 6.6 ilustra a solução numérica obtida a partir da formulação proposta em
relação à não linearidade geométrica e física. Veja como a inclinação das curvas se altera para as
diferentes soluções. A força limite agora é igual a 61,21 KN. Este valor é 26% menor do que a
força limite calculada pela solução elástica não linear.
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Figura 6.5 – Treliça de von Mises: (a) geometria; (b) relação constitutiva.
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Fonte: Autor.

Figura 6.6 – Curva força vs. deslocamento vertical do nó central da treliça.
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Fonte: Autor.

A função de estado limite é dada agora pela Equação 6.17.

g(E,A,x0,y0) = 61,21−2EA

1−
cos
[
tan−1

(
y0
x0

)]
cos
[
tan−1

(
y0−δ

x0

)]
sen

[
tan−1

(
y0−δ

x0

)]
(6.17)

Para caminhar com este exemplo, as estatísticas são mostradas na Tabela 6.3. A Figura 6.7
mostra a curva Pf vs. deslocamento para a solução plástica não linear. Como observado
assumindo o comportamento do material como sendo elastoplástico ocorre o aumento da Pf .
Note que para o mesmo valor de Pf , o deslocamento aplicado é menor que a resposta elástica
não linear. Para um nível de deslocamento igual a 2,2 cm a Pf = 0,5. Além disso, para o valor
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de confiabilidade alvo de acordo com o [252], o deslocamento máximo que pode ser aplicado
nessa treliça é igual a 1,25 cm.

Figura 6.7 – Curva Pf vs. deslocamento vertical do nó central: solução não linear plástica.
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Figura 6.8 – Comparativos das soluções via FORM.
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A Figura 6.8 resume a convergência das soluções pelo FORM. Observe a modificação da
inclinação das curvas. Ademais, a taxa de crescimento da solução plástica não linear é maior do
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que as outras soluções. Como observado a linearidade física e geométrica está longe de ser a
resposta real para a treliça de von Mises.

6.6 Conclusão do Capítulo

Neste capítulo, o modelo probabilístico foi validado. Verificou-se que para o problema
fundamental de confiabilidade com variáveis normais ou lognormais, a solução via FORM
converge para a solução analítica exata. No que concerne à análise de confiabilidade da treliça de
von Mises, foi verificada em todos os seus aspectos: análise elástica linear, análise elástica não
linear e análise plástica não linear. Essas análises foram realizadas empregando o FORM, SMC
e WASM. Observou-se que o WASM para um pequeno número de simulação vibra em torno
das respostas obtidas utilizando o FORM e SMC. Finalmente, verificou-se que a probabilidade
de falha aumentou à medida que a solução da treliça de von Mises foi refinada por meio da
consideração da não-linearidade física e geométrica. A Figura 6.9 apresenta o algoritmo do
modelo mecano-probabístico que será empregado no Capítulo 7.

Figura 6.9 – Algoritmo do modelo mecano-probabilístico.
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CAPÍTULO

7
VALIDAÇÃO DO MODELO

MECANO-PROBABILÍSTICO

7.1 Aplicações

Neste capítulo é realizada a validação do modelo mecano-probabilístico. Para tal, o
modelo mecânico proposto é acoplado ao modelo probabilístico. Nas análises de confiabilidade
que seguem, emprega-se o método de Simulação de Monte Carlo (SMC) com 106 amostras e as
estatísticas apresentadas na Tabela 6.3. Inicialmente, é concretizada a avaliação da treliça de von
Mises com as variáveis aleatórias independentes do tempo. A solução numérica é confrontada
com a solução analítica apresentada no Capítulo 6. Em seguida, é analisado um problema
Load-path dependency. Por fim, é avaliado um problema dinâmico não linear com a solicitação
definida por meio de um processo estocástico.

7.2 Avaliação da Treliça de von Mises para Análise de Confi-
abilidade Independente do Tempo

Para demonstrar a acurácia da formulação proposta, a treliça de von Mises é avaliada
numericamente. Dessa forma, a equação de estado limite para a solução linear elástica é dada
pela carga crítica de Euler, de acordo com a seguinte expressão:

g(E,x0,y0,r,δ) =
π3Er4

4
(
x2

0 + y2
0
) −Nnum(E,x0,y0,r,δ) (7.1)

onde Nnum é a força normal nas barras calculada pela formulação proposta, sendo função das
variáveis aleatórias do problema, bem como do nível de deslocamento imposto (δ).

Na Figura 7.1 é apresentada a curva Pf vs. deslocamento para a análise linear elástica.
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Note que a solução numérica converge para a solução analítica. Como o modo de falha dessa
análise é a carga crítica de Euler, que é determinada na configuração inicial, a força normal via
resposta numérica é igual a força normal calculada pela resposta analítica. Por consequência, a
Pf é idêntica em ambas as soluções.

Figura 7.1 – Pf vs. deslocamento: comparativo entre as soluções pelo SMC, análise linear
elástica.
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Para a solução não linear elástica a equação de estado limite calculada via formulação
proposta é escrita conforme a Equação 7.2:

g(E,x0,y0,r,δ) = Flim−Nnum(E,x0,y0,r,δ) (7.2)

onde Flim é a força limite, que conduz a perda de instabilidade da estrutura, sendo avaliada na
mudança de configuração que leva o determinante da matriz Hessiana ser igual a zero.

Na Figura 7.2 mostra-se a curva Pf vs. deslocamento para a análise não linear elástica.
Observa-se que a resposta numérica converge para a resposta analítica até o deslocamento de 3,5
cm. No intervalo entre 3,5 até 4,1 cm houve um aumento de 1% na Pf da solução numérica em
relação a solução analítica. Isso ocorreu porque a medida de deformação utilizada na formulação
proposta é a logarítmica, também denominada de real. Por outro lado, a medida de deformação
empregada na solução analítica é a longitudinal de engenharia. Como essas medidas divergem
no regime de deslocamentos moderados e/ou grandes, acarreta valor de força normal diferente.
Como resultado, a Pf é distinta para essas soluções.
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Figura 7.2 – Pf vs. deslocamento: comparativo entre as soluções pelo SMC, análise não linear
elástica.
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Uma outra forma de avaliar esse problema é escrever a Equação 7.2 em função do
deslocamento, que resulta:

g(~X) = δlim−δnum(~X) = 1− δnum(~X)

δlim
(7.3)

sendo δlim o deslocamento limite que conduz o snap-through da estrutura e δnum o deslocamento
no nó obtido numericamente na direção considerada.

A Figura 7.3 mostra uma análise comparativa entre as soluções para os diferentes modos
de falhas que podem ocorrer na treliça de von Mises: (i) carga crítica de Euler (Equação 7.1),
(ii) força limite (Equação 7.2) e (iii) deslocamento limite (Equação 7.3). Ademais, a equação de
estado limite do sistema foi definida como sendo o mínimo das outras equações. Esta hipótese
é confirmada uma vez que a estrutura é isostática, configurando um sistema em série. Note
que o modo de falha da carga crítica de Euler para esse nível de deslocamento não influencia
essa estrutura, pois durante o processo de carregamento a probabilidade de falha é nula. A
solução via Equação 7.3 é contra a segurança, porque não captura os valores de probabilidade em
regime de pequenos deslocamentos, de acordo com a Figura 7.3. Para um nível de deslocamento
igual a 3,5 cm ocorre o colapso da treliça de von Mises, visto que a probabilidade de falha é
aproximadamente igual a unidade.
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Figura 7.3 – Pf vs. deslocamento: comparativo entre os modos de falha pelo SMC.
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No que concerne a solução não linear plástica, empregando a Equação 7.2, a solução
numérica é apresentada na Figura 7.4. Torna-se evidente a boa convergência da solução numérica
em comparação à resposta analítica.

Figura 7.4 – Pf vs. deslocamento: comparativo entre as soluções pelo SMC, análise não linear
plástica.
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Fonte: Autor.

Com relação às deformações plásticas, a equação de estado limite pode ser escrita
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conforme a seguinte expressão:

g(~X) = εy− εln(~X) = 1− εln(~X)

εy
(7.4)

onde εy é a deformação de escoamento, enquanto εln a deformação logarítmica calculada pela
formulação proposta.

A Figura 7.5 resume as soluções dos diferentes modos de falhas. Quatro equações
de estado limite foram avaliadas: (i) deslocamento limite; (ii) força limite; (iii) deformação
plástica; e (iv) confiabilidade do sistema. Esta foi definida como o valor mínimo das outras.
Para um nível de deslocamento de 1,32 cm a probabilidade de falha para esses modos de falha
é respectivamente, 7 ·10−6; 6,1 ·10−5; 0; e 6,8 ·10−5. Como o critério de plastificação não foi
atingido, logo, não aparece deformação plástica nos elementos, por conseguinte, a probabilidade
de falha por deformação plástica é nula. Por outro lado, o nível de esforço normal aproxima-se
da força limite. Isso implica em um valor de probabilidade de falha da ordem de grandeza que
conduz consequências moderadas de falha para a estrutura, de acordo com as prescrições do
JCSS [252]. Quando o processo de carregamento atinge o deslocamento de 1,76 cm o critério de
plastificação é atingido, consequentemente, a probabilidade de falha devido a deformação plástica
é igual a 8 ·10−6. Em contrapartida, a probabilidade de falha do deslocamento limite, força limite
e confiabilidade do sistema é 0,014, 0,070 e 0,084, nesta ordem. Nesse nível de deslocamento a
estrutura está na iminência do colapso, pois uma pequena variação no deslocamento aplicado
conduz um salto da probabilidade de falha para 50%. Neste exemplo, o modo de falha de
deformação plástica não teve contribuição significativa na probabilidade de falha do sistema.

Figura 7.5 – Pf vs. deslocamento: comparativo entre os modos de falha pelo SMC.
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7.3 Validação da SMC para Análise de Confiabilidade De-
pendente do Tempo

Nesta seção é apresentada, a análise de uma estrutura hipotética sujeita a um carregamento
estocástico. O intuito é validar a implementação da Simulação de Monte Carlo (SMC) na
avaliação de problemas em que a solicitação é descrita por um processo estocástico. Essa
abordagem será aplicada nas estruturas analisadas nas seções a seguir. Maiores detalhes sobre
processos estocásticos, confiabilidade dependente do tempo e SMC podem ser vistos nos
trabalhos de Melchers & Beck [58] e Beck [59].

A solução analítica desse exemplo é discutida no livro de Beck [59]. O problema consiste
em uma estrutura submetida a uma sequência de pulsos independentes descritos por meio do
Processo de Borges. A análise é realizada com discretização a cada ano. A variável de resistência
(R) possui distribuição normal com os seguintes parâmetros N(µR;σR) = N(5;0,5), enquanto a
solicitação (S) segue uma distribuição normal com N(µS;σS) = N(1;1).

Figura 7.6 – Evolução da probabilidade de falha com o tempo.
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A Figura 7.6 apresenta a evolução da probabilidade de falha com o tempo. A avaliação
foi concretizada para uma vida de projeto de 50 anos. Para o número de simulação (ns) igual a
104, nota-se que a solução numérica não captura a Pf nos primeiros quatro anos. Ademais, no
intervalo de 10 até 40 anos o resultado da resposta numérica sofre uma pequena discrepância em
comparação a solução analítica exata. Infere-se que para ns = 106 a resposta numérica converge
para a solução analítica. Como a SMC depende do ns, consequentemente, a medida que ns

aumenta a solução tende a resposta analítica, conforme observa-se na Figura 7.6.
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7.4 Dependência do Caminho dos Carregamentos

Nesta seção é avaliado um problema com dependência do caminho de carregamento. Para
tal, a treliça de von Mises é submetida a dois processos estocásticos. As barras têm comprimento
l0 = 1 m, seção transversal com raio r1 = 4,3 mm e r2 = 8,6 mm, respectivamente para a barra 1
e barra 2, conforme ilustrado na Figura 6.1. As forças H(t) e V (t) são aplicadas no nó central,
sendo a primeira aplicada na direção positivo do eixo x, enquanto a segunda na direção negativa
do eixo y. Essas forças são descritas por um processo Gaussiano com coeficiente de variação
(cov) de 0,2 e média H(t) = 2000 N e V (t) = 1000 N. O processo estocástico é gerado por meio
do Processo de Borges, com discretização do tempo a cada ano.

No que concerne as variáveis de resistência, são consideradas independentes do tempo e
são descritas por uma distribuição normal com as seguintes estatísticas: módulo de elasticidade
E = 70 GPa e covE = 0,03 e tensão de ruptura σu = 24,56 MPa e covσu = 0,10. Três modos de
falhas são assumidos: (i) ruptura por tração da barra 1; (ii) carga crítica de Euler da barra 1; e
(iii) carga crítica de Euler da barra 2. As equações de estado limite dos referidos modos de falha
são expressos pela Equação 7.5, Equação 7.6 e Equação 7.7, nesta ordem. A probabilidade de
falha do sistema é avaliada pela Equação 7.8.

gruptura(~X , t) = Aσu−
√

2
2

[H(t)−V (t)] (7.5)

gEuler1(~X , t) =
π3Er4

1

4
(
x2

0 + y2
0
) −√2

2
[−H(t)+V (t)] (7.6)

gEuler2(~X , t) =
π3Er4

2

4
(
x2

0 + y2
0
) −√2

2
[H(t)+V (t)] (7.7)

gsistema(~X , t) = min
[
gruptura(~X),gEuler1(~X),gEuler2(~X)

]
(7.8)

A Figura 7.7 ilustra três caminhos de falhas dessa treliça. Considere que no instante
t as forças H(t) e V (t) estão no ponto A e em um instante t +∆t, estão no ponto B. Se as
forças seguem a trajetória ABC (caminho 1), a treliça colapsa por instabilidade da barra 2. Caso
as forças percorram a trajetória ADC (caminho 2), a estrutura colapsa por ruptura da barra
1. Em contrapartida, na hipótese das forças percorrerem o caminho 3, o ponto B é alcançado
com segurança. Nota-se que a treliça pode colapsar por meio de modos de falhas distintos
em intervalos de tempo diferentes. Esse fenômeno é conhecido na literatura de confiabilidade
estrutural por load-path dependency [58]. A Figura 7.8 resume a evolução da probabilidade
de falha com o tempo. Constata-se que a carga crítica de Euler é o modo de falha dominante
para essa estrutura. Isso era esperado, pois a análise foi concretizada no regime elástico linear.
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Todavia, na análise não linear, o modo de falha preponderante é o snap-through, conforme será
demonstrado na seção a seguir.

Figura 7.7 – Caminhos de carregamentos.
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Figura 7.8 – Evolução da Pf com o tempo.
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7.5 Análise Dinâmica não Linear da Treliça de von Mises
com Solicitação Dependente do Tempo

A Figura 7.9 ilustra a treliça de von Mises sob dois processos de carregamento estocás-
ticos. A estrutura é dimensionada de acordo com as prescrições da ABNT NBR 8800 [144]
a partir de um deslocamento de projeto (δpro jeto) no regime elástico linear, em concordância
com a Figura 7.10. As barras são compostas de aço ASTM A36 com módulo de elasticidade
(E) igual 20500 KN/cm2 e tensão de escoamento (σy) igual a 25 kN/cm2. A seção transversal
dos elementos estruturais é circular com raio (r) de 5 cm. As constantes são: l0 = 200,25 cm;
x0 = 200 cm; y0 = 10 cm; ξ = 0,01; ωn = 180,2 Hz; βn = 0,25; γn = 0,50 e ∆t = 0,007 s . A
Tabela 6.3 apresenta as estatísticas dessas variáveis aleatórias. Os deslocamentos δhor(t) e δver(t)

são definidos por uma distribuição de Gumbel tipo 1 com cov = 0,1 e média igual a 0,1 e 1
cm, respectivamente. Seus parâmetros são avaliados em concordância com a teoria de valores
extremos. Tal teoria é empregada para calcular o máximo característico a cada passo de tempo
no decorrer da análise, conforme a metodologia proposta por Tessari [245]. Neste exemplo a não
linearidade física e geométrica são consideradas.

Figura 7.9 – Geometria e lei constitutiva da treliça.

y

x

y0

a

d (t)ver

l0

x0 x0

1 2

d (t)hor

sy

s

eE

(a) (b)

eu

Fonte: Autor.

Figura 7.10 – Curva Força vs. deslocamento do nó central.
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A Figura 7.10 apresenta a solução da estrutura assumindo o comportamento do material e
a análise na configuração atual. Nota-se que o comportamento do material começa a influenciar a
resposta a partir do δpro jeto, uma vez que ocorre uma perda de rigidez da estrutura em comparação
a sua solução não linear elástica. Essa penalização da rigidez é mais pronunciada entre o ponto
1 e 2. Observa-se que quando a estrutura é submetida a um deslocamento vertical de 2 cm
combinado com um deslocamento horizontal de 0,2 cm conduz ao seu colapso. Isso porque
qualquer incremento de carregamento a partir desse nível de deslocamento acarreta uma queda
brusca de rigidez, até o nível em que é nula. Ademais, pode ocorrer um salto de posição
(snap− through) para o mesmo nível de força aplicada. Verifica-se que o colapso da treliça
ocorre com um nível de deslocamento horizontal δx duas vezes menor do que o δx,lim. Por
conseguinte, na análise de confiabilidade esse efeito deve ser levando em consideração.

No que concerne a análise de confiabilidade, os modos de falhas da estrutura são definidos
como sendo: (i) deslocamento na direção x; (ii) snap− through; (iii) ruptura do material; e (iv)

carga crítica de Euler na barra 2. Para cada modo de falha sua respectiva equação de estado
limite é expressa por:

g1(~X , t) = 1− δx(~X , t)
δx

(7.9)

g2(~X , t) = 1−
δy(~X , t)

δy,lim
(7.10)

g3,i(~X , t) = 1− ε(~X , t)
εu

i =1, 2 é a barra avaliada (7.11)

g4(~X , t) =
π3Er4

4
(
x2

0 + y2
0
) −Nnum(~X , t) (7.12)

gsistema(~X , t) = min
[
g1(~X),g2(~X),g3,i(~X),g4(~X)

]
(7.13)

sendo εu a deformação última do aço, definida por uma distribuição lognormal com média igual
0,2 e coeficiente de variação de 0,06 [252]. Inicialmente, as equações acima são analisadas com
o modelo mecânico estático. Em seguida, são avaliadas com o modelo mecânico dinâmico. O
intuito é verificar o comportamento da Pf em cada análise.

A Figura 7.11 mostra a evolução da Pf com o tempo para a análise quasi-estática 1.
Infere-se que a ruptura do material não contribui na Pf do sistema, pois a Pf desse estado limite
é nula. Em relação ao modo de falha de snap-through, verifica-se que nos primeiros cinco anos
a sua Pf proporciona um valor maior do que os outros modos de falha. No que diz respeito ao
deslocamento x, constata-se que sua Pf exibe valor muito próximo a Pf do snap-through.

1 Isso porque o carregamento varia com o tempo, mas é realizada uma sequência de análises estáticas.
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Figura 7.11 – Evolução da Pf com o tempo: análise quasi-estática.
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Figura 7.12 – Evolução da Pf com o tempo: análise dinâmica.
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A Figura 7.12 apresenta a evolução da Pf com o tempo para a análise dinâmica. Constata-



132 Capítulo 7. Validação do Modelo Mecano-Probabilístico

se que os modos de falha, carga crítica de Euler e a ruptura do material, não são ativados durante
o processo de carregamento. Ademais, a Pf do sistema reduz de 20% em comparação a análise
estática, em concordância com a Figura 7.13. Essa redução ocorre por causa da dissipação de
energia do amortecimento e das deformações plásticas.

Figura 7.13 – Pf do sistema vs. tempo: comparação entre a análise quasi-estática e dinâmica.
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Fonte: Autor.

7.6 Conclusão do Capítulo

Neste capítulo, o modelo mecano-probabilístico foi apresentado. Verificou-se a boa
acurácia da formulação proposta na análise de confiabilidade no que diz respeito à solução
numérica em comparação à solução analítica. Constatou-se que na análise de confiabilidade de
sistemas, quando envolvendo processos estocásticos de carregamento, pode ocorrer o chamado
load-path dependency. Tal fenômeno deve ser avaliado com atenção pelos projetistas. Isso porque
modos de falhas que inicialmente não são relevantes na contribuição da probabilidade de falha
da estrutura, podem se mostrar relevantes, por exemplo, devido ao acúmulo de dano plástico.
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Neste trabalho, um abrangente modelo de dano dúctil foi deduzido para a análise não
linear estática e dinâmica de estruturas treliçadas. O modelo foi acoplado a uma formulação em
Elementos Finitos Posicional (MEF Posicional) usando a medida de deformação logarítmica
para lidar com grandes deslocamentos e grandes deformações.

O modelo proposto representou com precisão as curvas de tensão vs. deformação para
onze materiais diferentes, registrando o encruamento, o amolecimento e a falha do material.
Nas aplicações ao concreto, esse modelo resultou em uma melhor aproximação para o resultado
experimental analisado, em comparação com os modelos de Mazars [230] e Lee & Fenves
[231]. No que diz respeito à madeira, verificou-se que tal modelo também conseguiu simular sua
resposta experimental para o ensaio de compressão paralela às fibras. No tocante ao UHPFRC,
observou-se também sua boa acurácia na avaliação das suas respostas experimentais nos ensaios
de tração e compressão.

A curva estiramento de Cauchy-Green por deformação logarítmica, apresenta comporta-
mento não simétrico tanto para o alongamento quanto para o encurtamento. Esse efeito é mais
bem caracterizado em regime de grandes deformações. Por conseguinte a deformação logarítmica
não consegue representar os materiais que apresentem o mesmo comportamento à tração e à
compressão. Neste caso, a formulação proposta deve ser deduzida empregando a medida de
deformação longitudinal de engenharia (deformação de Biot), uma vez que essa apresenta
comportamento simétrico. Em contrapartida, a deformação de Biot diverge em comparação à
deformação logarítmica em regime de grandes deformações com valores de deformação acima
de 20%. Outrossim, permite jacobiano negativo para níveis finitos de tensão.

Uma das melhores características do modelo proposto é que a lei de evolução de
dano é escrita em termos de porosidade, que é o resultado do crescimento e coalescência das
microcavidades e microfissuras no material. A variação da porosidade é o principal fenômeno na
degradação mecânica de materiais ductéis. Usando o modelo proposto, a evolução do dano cresce
continuamente até o dano crítico, em concordância a pressuposição de Lemaitre & Desmorat
[205]. Isso implica que, em aplicações numéricas, a utilização do modelo proposto não acarreta
instabilidade numérica na matriz Hessiana, uma vez que o módulo tangente vai tender ao seu
valor obtido via curva experimental, diferentemente dos modelos apresentados na literatura, que
conduzem a valores de módulo tangente que tendem a zero.

A formulação proposta pode ser estendida para elementos sólidos. No entanto, uma
aproximação cinemática e um mapeamento posicional são necessários, além de computar a
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variável de dano nos pontos de integração de cada elemento. Em princípio, as ideias aqui
exploradas podem ser empregadas para qualquer material sujeito à evolução da componente
hidrostática das deformações plásticas para carregamento monotonicamente crescente.

O modelo mecânico proposto apresentou uma boa convergência nos resultados na análise
estática e dinâmica da trajetória de equilíbrio de estruturas treliçadas, sob colapso progressivo
considerando a não linearidade física e geométrica.

No que concerne ao modelo mecano-probabilístico, constatou-se que nas análises de
confiabilidade a solução numérica exibiu uma excelente convergência em comparação à solução
analítica. Verificou-se que o fenômeno load-path dependency conduz ao colapso progressivo
da estrutura por meio de modos de falhas que inicialmente apresentavam baixa contribuição na
probabilidade de falha do sistema. Por fim, constatou-se que na análise dinâmica da treliça de
von Mises, a probabilidade de falha foi 20% menor do que o valor obtido via análise estática.

Recomendações para Trabalhos Futuros

a) avaliar a acurácia do modelo de dano proposto em aplicações a outros tipos de
materiais;

b) acoplar o modelo de dano proposto à formulação do MEF posicional para elementos
sólidos (3D e 2D), casca e pórtico, a fim de análises mais robustas da trajetória de
equilíbrio das estruturas sob colapso progressivo avaliadas com esses elementos;

c) utilizar o modelo mecânico em análises de otimização, com o intuito de verificar a
configuração ótima das estruturas treliçadas para mitigar a ocorrência do colapso
progressivo;

d) acoplar a formulação proposta a metodologia Systematic Reliability-based Approach

to Progressive Collapse para analisar as estruturas treliçadas submetidas ao colapso
progressivo

e) verificar a influência do dano na mensuração da matriz de amortecimento;

f) analisar a influência do comportamento não simétrico da deformação logarítmica em
materiais que apresenta mesmo comportamento em ensaio de tração e compressão.
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APÊNDICE

A
DETERMINAÇÃO DOS PARÂMETROS DO

MODELO PROPOSTO

A.1 Algoritmo de Solução

Figura A.1 – Algoritmo em linguagem Fortran para a determinação de D e Et via curva
experimental.
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Fonte: Autor.

Nota – ε e σ são os pontos (deformação vs. tensão) da curva experimental do material em análise. Recorde que
ε = λ− 1, logo, λ = 1+ ε. Consequentemente, εln e τ, resulta: εln = ln(1+ ε) e τ = σ(1+ ε). Plota-se
a curva (ε

p
H − ε

p
ln,d) vs. D e, determina-se α

p
1 , α

p
2 e α

p
3 , por meio de um ajuste polinomial (polinômio do

segundo grau).
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A.2 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o Aço Doce

Figura A.2 – Fit da evolução do dano para o aço doce.
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E q u a t i o n y  =  I n t e r c e p t  +  B 1 * x ^ 1  +  B 2 * x ^ 2
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W e i g h t N o  W e i g h t i n g
I n t e r c e p t 0 . 0 0 1 9 8  ±  0 . 0 0 8 2 8
B 1 - 0 . 5 8 5 1 4  ±  0 . 5 2 5 5 7
B 2 7 0 . 5 3 1 5 6  ±  6 . 9 4 0 3 4
R e s i d u a l  S u m  o f  S q u a r e s 3 . 5 2 8 E - 5
R - S q u a r e  ( C O D ) 0 . 9 9 9 1 3
A d j .  R - S q u a r e 0 . 9 9 8 2 5

Fonte: Autor.

A.3 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o Aço de Alta Resis-

tência

Figura A.3 – Fit da evolução do dano para o aço alta resistência.
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Fonte: Autor.
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A.4 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o Cobre (99%)

Figura A.4 – Fit da evolução do dano para o cobre (99%).
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Fonte: Autor.

A.5 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o aço ASTM A36

Figura A.5 – Fit da evolução do dano para o Aço ASTM A36.
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Fonte: Autor.
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A.6 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para a Madeira Espécie

Simarouba amara em Ensaio de Compressão

Figura A.6 – Fit da evolução do dano para a madeira espécie Simarouba amara.
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Fonte: Autor.

A.7 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o Concreto a Tração

Figura A.7 – Fit da evolução do dano para o concreto a tração.
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Fonte: Autor.
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A.8 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o Concreto a Compres-

são

Figura A.8 – Fit da evolução do dano para o concreto a compressão.
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Fonte: Autor.

A.9 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o UHPFRC a Tração

Figura A.9 – Fit da evolução do dano para o UHPFRC a tração.
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A.10 Determinação de α
p
1 , α

p
2 e α

p
3 para o UHPFRC a Com-

pressão

Figura A.10 – Fit da evolução do dano para o UHPFRC a compressão.
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