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RESUMO

SIQUEIRA, T. M. Ligacdes deslizantes para andalise dindmica ndo linear geométrica de
estruturas e mecanismos tridimensionais pelo método dos elementos finitos posicional.
2019. 186 p. Tese (Doutorado em Engenharia de Estruturas) — Departamento de Engenharia de

Estruturas, Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos, 2019.

Este estudo trata do desenvolvimento de uma formulacdo matematica para ligacdes deslizantes
aplicada a analise dindamica ndo linear geométrica de estruturas e mecanismos tridimensionais
conjuntamente a sua implementacdo computacional. Esses tipos de ligacdes possuem diversas
aplicacOes nas industrias aeroespacial, mecénica e civil sendo de interesse pratico na simulacao
de, por exemplo: antenas de satélite, bragos robdticos e guindastes; estruturas civis aporticadas,
como estruturas pré-moldadas; e o acoplamento veicular movel em pontes de geometria
qualquer. Para a introdugdo das ligagdes deslizantes nos elementos finitos de pértico plano,
portico espacial e de casca sdo empregados os métodos dos multiplicadores de Lagrange,
Lagrangeano aumentado e funcdo de penalizacdo como forma de imposicdo das restricdes
cinemaéticas das juntas. Aspectos como rugosidade e dissipacdo por atrito na trajetoria de
deslizamento das ligagdes sdo considerados de forma a complementar o modelo numeérico.
Conex0es rotacionais entre os elementos finitos empregados sdo também consideradas.
Adicionalmente, uma formulacao para atuadores flexiveis é desenvolvida de forma a introduzir
movimentacdo aos corpos. Para simulagcdo do comportamento dos sélidos emprega-se uma
formulacdo do método dos elementos finitos em uma versdo Lagrangeana total baseada em
posicdes. Utiliza-se a relagdo constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff para caracterizacdo dos
materiais. Estuda-se a integracdo temporal das equacGes ndo lineares do movimento com
restrigdes através dos métodos de Newmark e a-generalizado e a solugdo do sistema ndo linear
¢ obtida pelo método de Newton-Raphson. Diversos exemplos sdo apresentados para

verificacdo das formulagdes propostas.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos posicional. LigacGes deslizantes. Dindmica ndo

linear.






ABSTRACT

SIQUEIRA, T. M. Sliding connections for the geometrical nonlinear dynamical analysis of
three-dimensional structures and mechanisms by the positional finite element method.
2019. 186 p. Thesis (Doctorate in Structural Engineering) — Department of Structural
Engineering, S&o Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo, S&o Carlos, 2019.

This study deals with the development of a mathematical formulation for sliding connections
applied to the geometrical nonlinear dynamical analysis of three-dimensional structures and
mechanisms along with its computational implementation. These kinds of connections have
several applications in aerospace, mechanical and civil industries when simulating, e.g.:
satellite antennas, robotic arms and cranes; frame like civil structures, such precast structures;
and the coupling between moving vehicles and bridges of any geometry. For the introduction
of sliding connections in plane frames, spatial frames and shell finite elements the Lagrange
multipliers, augmented Lagrangian and penalty function methods are employed as to enforce
the joints kinematic constraints. Aspects such as roughness and friction dissipation on the
connections sliding path are considered as to complement the numerical model. Rotational
connections between the employed finite elements are also considered. In addition, a
formulation for flexible actuators is developed to introduce motion to the bodies. In order to
simulate the behaviour of solids, a total Lagrangian finite element method formulation based
on positions is employed. The Saint-Venant-Kirchhoff constitutive relation is used to
characterize the materials. The time integration of the constrained nonlinear equations of
motion is studied by the Newmark and generalized-a methods and the solution of the nonlinear
system is obtained by the Newton-Raphson method. Several examples are presented to verify

the proposed formulations.

Keywords: Positional finite element method. Sliding connections. Nonlinear dynamics.






LISTA DE SIMBOLOS

O significado dos simbolos utilizados neste trabalho € descrito junto ao texto onde estes
aparecem pela primeira vez.

A respeito da notacdo utilizada, preferiu-se, quando possivel, apresentar as equagdes em
notacdo diadica de modo a abreviar suas expressdes. Entretanto, quando necessério para
clareza, a notagdo indicial é utilizada nas formulas deste trabalho.
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1. INTRODUCAO

A literatura sobre andlise dindmica de estruturas e mecanismos flexiveis é um vasto
campo de estudo dentro da Mecanica Computacional. A aplicacdo de métodos numéricos para
a simulacdo desse tipo de estrutura quando considerados grandes deslocamentos e rotacdes
apresenta desafios que sdo tratados por diversas abordagens. Em relacdo a descri¢do cinematica
do comportamento dos sélidos, a abordagem Lagrangeana atualizada, em especial a formulacéo
corrotacional, é bastante utilizada. Todavia, uma maneira alternativa para resolucdo do
problema de deslocamentos e giros finitos é a descricdo Lagrangeana total, empregada neste
estudo.

Em se tratando do método dos elementos finitos, independentemente da descricdo
cinematica empregada, para se representar a continuidade do meio € usual a consideracdo de
ligacBes monoliticas entre os elementos, e, consequentemente, entre as partes constituintes do
solido. Todavia, existem estruturas e mecanismos nos quais movimentos relativos internos sao
essenciais ao seu comportamento. Dessa maneira introduzem-se conexdes chamadas de juntas,
ou pares cinematicos, que permitem tal liberdade de movimento ao corpo.

Os tipos classicos de pares cinematicos (NORTON, 2011) podem ser agrupados em
dois: 0s que apenas permitem movimentos relativos de rotacdo entre as partes do corpo, na
forma de juntas esféricas e rotacionais, Figura 1, e as ligacGes deslizantes as quais permitem

translagdes relativas como as juntas prismaticas, cilindricas e planas, Figura 2.

Junta Rotacional Junta Esférica
Figura 1 — Pares cinematicos — conexdes rotacionais!

L A autoria de todas as figuras deste trabalho é de responsabilidade do autor.
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Junta Prismatica Junta Cilindrica JuntaPlana
Figura 2 — Pares cinematicos — ligagdes deslizantes

Este trabalho foca especialmente no estudo de sistemas mecanicos-estruturais que
contém ligagOes deslizantes, no desenvolvimento de formulagdes matemaéticas que descrevam
seu comportamento e na sua implementacdo computacional.

Também é realizada a introducao das conexdes rotacionais por meio da abordagem da
compatibilidade cinematica do no articulado, comumente empregado na técnica de elementos
finitos. Isto é feito desacoplando-se os graus de liberdade relacionados aos giros de cada
elemento para determinados eixos de rotacdo, liberando os elementos para estes movimentos
em um certo nd. A vantagem dessa técnica para analise dindmica esta em manter a forma das
equacbes do movimento do sistema, o que favorece a utilizacdo de integradores temporais
tradicionais da analise dinamica de estruturas.

Em contraposicdo as conexdes rotacionais, a incorporacao de ligacOes deslizantes aos
codigos computacionais ndo é direta, especialmente na presenca de grandes deslocamentos.
Isso porque sua introducéo ao sistema requer alterac@es nas equagdes do movimento atraves de
restricbes cinematicas, além da criacdo de graus de liberdade relacionados as translagdes
relativas liberadas, os quais ndo existiam anteriormente. Diversas abordagens para inclusdo das
restricbes cinematicas que descrevem o movimento das juntas podem ser encontradas na
literatura, e dentre elas pode-se citar as mais comumente utilizadas: o método dos
multiplicadores de Lagrange, 0 método do Lagrangeano aumentado e o método da funcéo de
penalizagéo.

Assim, a abordagem e a formulacéo desenvolvidas por Siqueira (2016), o qual tratou da
analise dinamica ndo linear geométrica de porticos planos com a introducdo de ligacdes
deslizantes por meio de multiplicadores de Lagrange, foi melhorada e também estendida para
o caso tridimensional utilizando-se de elementos finitos de pdrtico espacial e casca. Tanto para
0 caso plano quanto espacial foram desenvolvidas estratégias de incorporacdo de perfis de
rugosidade na trajetoria de deslizamento das ligacdes e a introducdo de dissipacao por atrito

com um modelo de atrito aperfeicoado para este estudo.
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Em relacdo a imposicdo das equacOes de restricdes cinematicas das juntas, foram
estudados os trés distintos métodos referidos previamente. Como estes introduzem equacdes
algébricas que alteram a natureza das equacgdes diferenciais do sistema discretizado por
elementos finitos, estudou-se a aplicacdo do método a-generalizado para a integragdo temporal
como forma alternativa ao tradicional método de Newmark, que apresentou limitacGes de
estabilidade quando da presenca de ligagcOes deslizantes.

E importante ressaltar, conforme mencionado, que apesar da vasta maioria da literatura
utilizar a descricdo Lagrangeana atualizada ou corrotacional para os elementos finitos,
emprega-se aqui uma abordagem cinematica alternativa por meio da descricdo Lagrangeana
total do corpo sélido denominada posicional. Para a determinacdo do campo de deformacdes
nessa formulacéo utilizam-se como parametros nodais basicos posi¢des e vetores generalizados,
diferentemente das demais formulagfes que empregam em sua maioria deslocamentos e giros
finitos. Pode-se citar como referéncias dessa abordagem os trabalhos de Coda e Paccola (2009),
Coda, Paccola e Sampaio (2013) e Coda (2015) como os mais importantes para a aquisi¢ao da
técnica em elementos de casca, os trabalhos de Coda (2009) e Coda e Paccola (2010, 2011) em
relacdo ao elemento de pértico tridimensional e os trabalhos de Coda e Paccola (2014), Reis e
Coda (2014) e Siqueira e Coda (2017) em relacéo ao elemento de pértico plano.

Para caracterizagdo dos materiais é adotado o modelo constitutivo de Saint-Venant-
Kirchhoff que relaciona a medida de deformacéo objetiva de Green-Lagrange com o tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Esse modelo representa bem os materiais
comumente empregados na Engenharia cujo intervalo de deformacdo, sem atingir limites
elasticos, é pequeno. O equilibrio dindmico do sistema é obtido pelo Principio da Energia Total
Estacionaria e a solucdo do sistema ndo linear de equages resultante é realizada pelo método
de Newton-Raphson.

Por ser uma formulacéo solid-like, a abordagem posicional é especialmente favoravel
para analise de sistemas flexiveis e de suas juntas ao considerar a cinematica exata dos corpos.
Nesta formulagdo, por utilizar de um referencial Unico e inercial, a matriz de massa dos corpos
é constante e anéloga a utilizada em analises lineares classicas, permitindo o emprego dos
métodos de integracdo temporal adotados.

Além da descricdo cinematica ser diferente das consultadas, conforme ja comentado,
nota-se que a grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura tratam da introdugéo de
pares cinematicos entre elementos reticulados, sejam esses assumidos como rigidos ou
flexiveis. Entretanto, em elementos finitos de casca somente se encontram trabalhos que

apresentam jungdes na forma de dobradicas (juntas rotacionais) como em Simo (1993),
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Bauchau, Choi e Bottasso (2002) e Betsch e Sanger (2009), mas ndo juntas que permitam
movimentos de translacdo relativos entre os corpos.

Dessa maneira, uma das contribuices da pesquisa é o desenvolvimento de ligacOes
capazes de deslizar sobre a superficie dos elementos de casca. A abordagem utilizada para este
fim foi o acoplamento entre os elementos de pértico espacial, que servem como trajetoria para
as ligacdes deslizantes, e os elementos finitos de casca. Assim, torna-se possivel deslizar
estruturas secundérias sobre estas estruturas gerais de sustentacdo ou posicionamento como,
por exemplo, veiculos em movimento.

Por fim, elementos atuadores flexiveis séo introduzidos ao sistema de forma a controlar
0 movimento dos corpos. O equacionamento destes € desenvolvido com base no elemento de
barra simples apresentado em Madeira e Coda (2016).

As possiveis aplicacdes com o uso da formulacdo desenvolvida para as ligacdes
deslizantes, conexdes rotacionais e atuadores consistem em, por exemplo: estruturas e
mecanismos utilizados nas inddstrias mecéanica e aeroespacial como antenas de satélite, bracos
robéticos e guindastes; estruturas civis aporticadas que possuem essas conexdes especiais,
como estruturas pré-moldadas; e o acoplamento veicular mével em pontes de geometria

qualquer.

1.1 Motivacéo

O objetivo deste trabalho é o estudo e desenvolvimento de uma formulagdo matematica
para ligacOes deslizantes e sua implementacdo computacional. Esta formulagéo é aplicada a
analise dinamica ndo linear geometrica de estruturas e mecanismos tridimensionais aporticados
e de casca através do método dos elementos finitos, em uma versao Lagrangeana total baseada
em posicoes.

Como contribuigdes originais sdo desenvolvidas ligagOes deslizantes entre os solidos
modelados, incluindo caminho de deslizamento sobre a superficie da casca e a dissipacdo por
modelo de atrito aprimorado, incluindo a presenca de perfis rugosidade na trajetdria das
ligagbes deslizantes. Além disso, sdo desenvolvidas juntas rotacionais e esféricas
conjuntamente a estratégia de acoplamento monolitico entre os elementos finitos
tridimensionais. Ainda, um equacionamento para atuadores lineares flexiveis é desenvolvido

de forma a controlar a movimentacgdo dos corpos.
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Os avancos técnico-cientificos almejados nesta proposta sdo bastante atuais e a
articulacdo de diversas aplicacbes a partir da criacdo das ligacGes deslizantes e juntas
rotacionais nos elementos de casca e portico tridimensional por si s justifica a proposta deste
trabalho. Do mesmo modo, a introducéo de perfis de rugosidade e de dissipagao por atrito na
trajetéria de movimento das ligacGes deslizantes, e a presenca de atuadores flexiveis,
aprimoram o modelo numeérico.

Observa-se em especial que a formulacdo de elementos finitos ndo linear geométrica,
utilizada como base para o desenvolvimento deste trabalho, vem sendo desenvolvida no
Departamento de Estruturas (SET/EESC — USP) desde a publicacdo dos trabalhos pioneiros de
Bonet et al. (2000) e Coda (2003). Dessa forma, este trabalho da continuidade a generalizacéo

dos procedimentos desta abordagem.

1.2 Metodologia

De modo a alcancar os objetivos propostos para o desenvolvimento deste trabalho,
apesar de o grupo de pesquisa ja possuir programas prontos para anélise dinamica néo linear
geométrica de porticos tridimensionais e cascas, esses codigos foram refeitos tomando como
base os trabalhos de Coda e Paccola (2009), Coda, Paccola e Sampaio (2013) e Coda (2015)
para os elementos de casca e os trabalhos de Coda (2009) e Coda e Paccola (2010, 2011) em
relacdo ao elemento de portico espacial.

Para isso, adotou-se uma abordagem de programacéo orientada a objeto na linguagem
Fortran 2003, de modo a facilitar a organizacdo dos graus de liberdade das ligacfes deslizantes,
conexdes rotacionais e dos proprios elementos finitos ao codigo.

Neste mesmo cddigo foi implementado o elemento finito de pdértico plano e suas
ligacOes deslizantes desenvolvidas por Siqueira (2016). O equacionamento destas juntas foi
estendido para a consideracdo de perfis de rugosidade na trajetoria de movimento e da
dissipacdo por atrito através de um modelo aperfeicoado para este estudo.

Em seguida foi realizado o acoplamento entre os elementos finitos de portico
tridimensional e casca com ligagcbes monoliticas e orientacdo espacial qualquer. A estratégia
adotada associa diretamente os graus de liberdade referentes as posi¢Ges dos dois tipos de
elementos finitos e utiliza um penalizador para acoplar os vetores generalizados néo

coincidentes de um mesmo né. O uso da penalizacéo se justifica dado que os vetores vindos de
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elementos distintos podem estar orientados em qualquer direcdo impedindo, assim, sua
associacdo direta.

Assim, com uma estratégia muito semelhante a utilizada para o acoplamento monolitico
entre elementos tridimensionais séo introduzidas conexdes rotacionais entre os elementos
finitos, em especial com o tratamento dos vetores generalizados como definidores dos eixos de
giro.

Posteriormente foi realizado o estudo e desenvolvimento do equacionamento para a
introducdo de ligacOes deslizantes espaciais ao sistema, ja contemplando perfis de rugosidade
e dissipacéo por atrito na trajetdria de deslizamento, como extensao da abordagem plana. Tanto
para o caso plano quanto para o espacial foram empregados para introducéo das restri¢coes
cinemaéticas das juntas o método dos multiplicadores de Lagrange, o0 método do Lagrangeano
aumentado e o método da funcéo de penalizag&o.

Por fim, desenvolveu-se 0 equacionamento para criacdo de elementos atuadores lineares
flexiveis com base no elemento finito de barra simples apresentado por Madeira e Coda (2016).

Para a analise dos resultados foram utilizados os softwares livres de pos-processamento
AcadView (PACCOLA; CODA, 2005) e ParaView (AYACHIT, 2015).

Foi também realizada uma pesquisa bibliografica que abarca contetdos relativos a
mecanica computacional, ndo linearidade geométrica, dindmica de sistemas ndo lineares e a
introducdo de restricdes cinematicas ao movimento do sistema por meio das conexdes
mencionadas. Desse modo localizando o tema do trabalho nos desenvolvimentos cientificos

presentes na literatura até 0 momento.

1.3 Organizagao Da Tese

Esta tese se organiza da seguinte forma. No capitulo seguinte é apresentada uma revisao
bibliografica dos temas pertinentes a este estudo. O Capitulo 3 apresenta 0s aspectos
fundamentais da teoria da elasticidade ndo linear aplicada aos elementos finitos empregados
com o desenvolvimento das equagdes do movimento para o sistema discretizado, no espaco e
no tempo, e a solucéo do sistema ndo linear resultante. A cinemética dos elementos é descrita
em detalhes no Capitulo 4, onde se apresentam alguns exemplos de verificagéo.

Os dois capitulos seguintes seguem a mesma estratégia de apresentacdo dos anteriores

em relagdo a consideragdo das juntas. No Capitulo 5 sdo apresentados os métodos de introducao
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de restricdo ao sistema, as modificacfes necessarias nas equacdes do movimento junto a
integracdo temporal e a solucdo do sistema ndo linear. O Capitulo 6 trata efetivamente das juntas
com a definicdo das suas estratégias de incorporagdo ao sistema e a apresentacdo das suas
equacdes de restricdo além de alguns exemplos de verificagéo.

No Capitulo 7 sdo apresentados alguns exemplos de fechamento e, por fim, no Capitulo

8 sdo feitas as conclusdes do trabalho e sugestdes para continuacdo da pesquisa.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A descrigdo precisa do comportamento dos sélidos através de formulacGes matematicas
apropriadas € um assunto amplamente estudado na Mecanica das Estruturas, e central ao seu
desenvolvimento. Sua importancia na Engenharia esta em ser possivel descrever o0 movimento
e obter os estados de tenséo e deformagdo dos corpos de maneira que, uma vez conhecidos,
possam ser utilizados ao projetar estruturas e mecanismos para as mais diversas aplicacgoes.

A introducdo de conexdes entre corpos, chamadas de juntas ou pares cinematicos, sao
pecas-chave na criacdo de modelos estruturais e mecanicos para essas aplicacdes. A esses
corpos interconectados é comum na literatura denominar-se de sistema de multicorpos.

O tratamento metddico do comportamento dindmico desses sistemas levou ao
desenvolvimento de diversos formalismos no campo da Mecanica. Inicialmente se buscou
analisar o comportamento dos corpos ao considerar que sua deformacdo é desprezivel em
comparagdo ao seu movimento geral. Assim, o estudo do movimento dos corpos rigidos se
baseia nos principios da Mecénica Racional, em particular nos conceitos de ponto material e
corpo rigido, propostos por Newton e Euler, respectivamente. Além disso, sdo fundamentais as
contribui¢des de d’Alembert na consideracdo de restricbes no movimento entre corpos e 0s
formalismos introduzidos por Lagrange e Hamilton.

A aplicagdo moderna desses conceitos na modelagem de sistemas dindmicos de corpos
rigidos, através de procedimentos sistematicos, pode ser encontrada em trabalhos tais como
Shigley e Uicker (1981), Nikravesh (1988, 2005), Goldstein, Poole Jr. e Safko (2001), Norton
(2011), dentre outros.

Todavia, analises de sistemas que envolvam membros flexiveis, altas velocidades de
operacdo ou que necessitem de precisdo no movimento demandam a consideracdo da
deformacéo dos corpos, tornando a abordagem de corpos rigidos insuficiente.

As primeiras tentativas de introduzir flexibilidade aos sistemas de multicorpos foram
feitas por De Veubeke (1976) e Kane, Ryan e Banerjee (1987) ao estender a aplicacdo da teoria
de corpos rigidos por meio de referenciais intermediarios méveis, ficando conhecidas como
abordagens por floating ou shadow frame. A estes referenciais intermediarios aplicam-se 0s
conceitos e modelo constitutivo da teoria da elasticidade linear, permitindo o célculo de
deformacdes e a0 mesmo tempo tornando o equacionamento acessivel e de facil incorporacéo

aos codigos computacionais existentes a época. Além disso, Wasfy e Noor (2003) notam que a
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ampla difusdo dessa técnica se deu por permitir a aplicacdo da analise modal e sua rapidez na
solucdo do problema dinamico. Contudo, dadas as hipdteses adotadas, sua aplicacao é restrita
a problemas de pequenas deformacdes, além de muitas vezes negligenciar efeitos ndo lineares
importantes, como o enrijecimento centrifugo. Conforme mencionam Ibrahimbegovié¢, Taylor
e Lim (2003), este método se assemelha bastante a técnica corrotacional aplicada a estruturas
reticuladas, sobre a qual se referira posteriormente.

De modo a superar as limitaces desses trabalhos pioneiros diversos autores recorreram
ao uso dos modelos da Mecanica do Continuo Néao Linear, desenvolvidos para analises de
deslocamentos e giros finitos, para aplicacdo aos sistemas de multicorpos flexiveis através da
discretizacdo pelo Método dos Elementos Finitos.

As formulagdes advindas da mecanica ndo linear sdo usualmente classificadas em
Lagrangeana e Euleriana, dependendo do modo utilizado para descrever a cinematica do meio.
Na descricdo Lagrangeana, também chamada de descricdo material, 0 comportamento de uma
particula, ou ponto material, é acompanhado quando esta se move no espaco. Ja na descricao
Euleriana, ou espacial, descreve-se 0 que acontece a um ponto fixo do espa¢o com o passar do
tempo (HOLZAPFEL, 2000).

Isto implica que na descricdo Lagrangeana todo o comportamento do meio continuo €
especificado em uma configuracdo prévia a sua mudanca de configuracdo. Portanto, de posse
dessa configuracdo tomada como referéncia, qualquer configuracdo posterior do corpo é obtida
em relagdo aquela onde este estava inicialmente. Ja na descri¢do Euleriana o comportamento é
especificado na sua configuracdo atual e, desse modo, ndo esta associado a localizacao inicial
do corpo, mas onde este realmente se encontra no momento da analise.

Conforme Bonet e Wood (2008) notam, independentemente da descri¢do utilizada, de
uma maneira cinematicamente exata, o equacionamento deve ser capaz de descrever a posi¢ao
atual, isto é, onde o corpo se encontra durante todo seu movimento, portanto formulado em
descricdo espacial. Em seguida, este pode ser transformado para descri¢cdo material.

Como na descricdo Euleriana ndo é preciso acompanhar o movimento de cada ponto
material individualmente, mas de um volume de controle do meio, esta € bastante vantajosa no
estudo da Mecénica dos Fluidos. Mesmo assim, alguns autores utilizam a descricdo espacial
para modelagem de sélidos com o método dos elementos finitos, como é o caso de Elghazaly
(1991) que aborda instabilidade em pérticos planos, 1zzuddin e Elnashai (1993) que tratam de
porticos tridimensionais e 1zzuddin e Smith (1996) sobre anélise elastoplastica de porticos com
paredes finas. Porém, verificando-se a quantidade de trabalhos presentes na literatura conclui-

se que esta é preterida pela comunidade cientifica em favor da descricdo Lagrangeana.
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Ja as formulagbes que utilizam a descri¢cdo material, pela sua propria caracteristica de
acompanhar os pontos materiais do continuo, sdo voltadas para descricdo do comportamento
de sdlidos. Na sua aplicacdo por meio de métodos numéricos estas ainda podem ser
classificadas em formulagdes Lagrangeanas totais e atualizadas.

Na concepcdo Lagrangeana total utiliza-se um referencial unico e fixo para
determinacdo de todas as varidveis do problema, associa-se, portanto, a uma unica configuracéo
de referéncia, usualmente a configuragéo inicial do corpo. Encontra-se esta abordagem para
elementos de viga e portico em, por exemplo, Mondkar e Powell (1977), Wood e Zienkiewicz
(1977), Surana (1983), Simo e Vu-Quoc (1986a, 1986b) e Crivelli e Felippa (1993), mas
também em trabalhos mais recentes como Coda e Greco (2004), Xiao e Zhong (2012) e
Mamouri, Hammadi e Ibrahimbegovic¢ (2014). Aplicagdes em elementos finitos de casca podem
ser encontradas desde os trabalhos de Wood e Zienkiewicz (1977), Bathe e Bolourchi (1980),
Surana (1983b) e Pietraszkiewicz (1984) até artigos mais novos como Pai, Chapman e Feng
(2013), Coda, Paccola e Sampaio (2013), Jeon et al. (2015), Nguyen-Van et al. (2014), Coda
(2015) e Ko, Lee e Bathe (2017).

Na descricdo Lagrangeana atualizada a configuracdo de analise é continuamente
alterada, de modo que a configuracdo anterior do corpo passa a ser agora a nova referéncia.
Desse modo, o sistema de coordenadas é periodicamente transladado e as equagdes de equilibrio
sdo escritas para este novo referencial (CRISFIELD, 1991). Empregam essa técnica Gadala,
Dokainish e Oravas (1984), Gattass e Abel (1987), Chen e Blandford (1991), Rice e Ting
(1993), Arregui, Destuynder e Salalin (1997) e Turkalj, Brnic e Prpic-Orsic (2004). Ressalta-se
que, dada a continua mudanca na configuracao de referéncia, essa abordagem tenta simplificar
a descricdo Euleriana.

Wong e Tin-Loi (1990) distinguem ainda a formulagdo Lagrangeana parcialmente
atualizada na qual o referencial é modificado apenas no inicio dos incrementos de tempo ou
carga, aproveitando-se, assim, dos mesmos vetores e matrizes durante todo o passo. Os
trabalhos de Jetteur et al. (1983), Wen e Rahimzadeh (1983) e Peterson e Petersson (1985)
fazem uso dessa simplificacdo para simulacdo de elementos de portico.

Uma técnica bastante difundida para a solugédo de problemas néo lineares geométricos,
que procura tornar mais simples a concepcdo Lagrangeana atualizada, é a chamada formulagéo
corrotacional. Ela foi introduzida com os trabalhos de Wempner (1969), Belytschko e Hsieh
(1973) e Belytschko e Glaum (1979), sendo bastante semelhante a técnica proposta por Argyris
etal. (1979).
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Esta metodologia usualmente consiste na utilizacdo de sistemas de coordenadas locais
gue acompanham o movimento dos elementos finitos, e, portanto, além de transladar, giram
como um corpo rigido junto ao elemento. Assim, torna-se possivel considerar os efeitos de
curvatura através da utilizacdo de medidas de tensdo e deformacdo empregadas na analise de
pequenos deslocamentos e deformacg6es (CRISFIELD, 1991).

Conforme mencionado, nota-se aqui a semelhanca dessa técnica com a abordagem por
floating ou shadow frames. Todavia, esta Ultima tem como base a Mecéanica dos Corpos
Rigidos, enquanto a formulagdo corrotacional est4 fundamentada na Mecénica do Continuo.

Entretanto, de acordo com Nayfeh e Pai (2004), Pai (2007) e Pai, Chapman e Feng
(2013) a suposicdo de pequenas deformacdes nos referenciais intermediarios adotada nessas
formulacdes leva a uma relagéo inexata entre deslocamentos e deformacdes e introduz acimulo
de erros em longos processos de atualizacéo.

Outra maneira de desenvolver a técnica corrotacional, valida para analises de grandes
deslocamentos e deformacdes, é utilizando um sistema de coordenadas para cada ponto de
integragcdo o qual gira acompanhando o material (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000).
Contudo, esta Gltima alternativa é contraria a maior vantagem da técnica, notadamente a
simplificacdo do calculo das forcas internas e matrizes de rigidez dos elementos (WASFY;
NOOR, 2003).

Alguns exemplos de formulagdes corrotacionais aplicadas na analise de pdrticos podem
ser encontrados nos artigos de Belytschko, Schwer e Klein (1977), Crisfield (1990), Behdinan,
Stylianou e Tabarrok (1998), Teh e Clarke (1998), Battini e Pacoste (2002), Li (2007), Genoese
et al. (2014), Le, Battini e Hjiaj (2014) e de Miranda et al. (2017). A analise de cascas pode ser
vista nos trabalhos de Belytschko, Lin e Chen-Shyh (1984), Rankin e Brogan (1986), Crisfield
e Moita (1996), Felippa e Haugen (2005), Zagari et al. (2013) e Caseiro et al. (2015).

Em relacdo a integracdo temporal das equacGes de movimento deve-se observar que
técnicas que utilizam de sistemas de coordenadas intermediarios que giram, como a
corrotacional, dependem de referenciais ndo inerciais. Assim, pseudo-forgas referentes a néo
uniformidade da velocidade de rotagéo do referencial, a aceleragéo centrifuga e a aceleragéo de
Coriolis surgem naturalmente no equacionamento. Isso leva a obtencdo de matrizes de massa
ndo lineares, dificultando a analise em especial no que diz respeito a necessidade de
integradores temporais mais complexos conforme notam Ibrahimbegovi¢, Taylor e Lim (2003)
e Makinen (2007).
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Isso ndo ocorre na formulacdo Lagrangeana total, ja que suas variaveis sdo descritas em
relacdo a um Unico referencial, que é inercial, permitindo a utiliza¢do de integradores temporais
classicos da analise linear de estruturas por apresentar matriz de massa constante.

No tocante a cinematica dos elementos finitos empregados nesse trabalho suas
formulac@es séo ditas geometricamente exatas. Na literatura esse termo se refere as formulacgdes
nas quais nao sdo realizadas simplificacdes em relacdo as variaveis que descrevem a mudanca
de configuracdo do sélido sendo importantes no &mbito da analise de deslocamentos e giros
finitos. Apesar das formulacGes geometricamente exatas usualmente introduzirem mais graus
de liberdade nodais aos elementos finitos, é justamente esse fato que as faz representar melhor
0 comportamento dos corpos.

Na literatura sobre barras poucos trabalhos abordam o problema de grandes
deslocamentos por meio da cinematica de Euler-Bernoulli. Pode-se citar nesse sentido as
pesquisas de Von Dombrowski (2002), Coda (2003) e Coda e Greco (2004). Os pesquisadores
se voltam majoritariamente a cinematicas que permitem a deformacéo por esforco cortante.

Nesse sentido, os trabalhos de Reissner (1972) e Antman (1976) foram os primeiros a
descrever teorias capazes de representar grandes deslocamentos e rotacfes no espaco
bidimensional sem impor limitac6es a cinematica — tal como o desacoplamento entre a rotacao
e o deslocamento transversal e a consideracgdo da deformacéo por esforco normal no modelo. A
extensdo destas ideias para o espaco tridimensional foi realizada nos trabalhos de Reissner
(1973) e Simo (1985). Por esse motivo é comum encontrar referéncias a barras com cinematica
de Reissner ou também Reissner-Simo, ou ainda Reissner-Timoshenko, em analogia a teoria de
vigas de Timoshenko.

A aplicacdo do metodo dos elementos finitos para estruturas reticuladas com essa
cinematica, tanto em casos estaticos quanto dinamicos, foi realizada por diversos autores.
Citam-se neste sentido alguns trabalhos importantes como os de Simo e Vu-Quoc (19864,
1986b, 1986¢c, 1988), Cardona e Geradin (1988), Ibrahimbegovi¢ (1995), Crisfield, Jeleni¢ e
Gordan (1999), Jeleni¢ e Crisfield (1999), Makinen (2007) e Auricchio, Carotenuto e Reali
(2008).

Do mesmo modo que para os elementos de barra, existe uma extensa literatura que trata
do desenvolvimento da cinematica de cascas. Ao contrério da cinemética de Euler-Bernoulli
para barras, a sua analoga no ambito de placas e cascas, a cinematica de Kirchhoff-Love, é
bastante aplicada. Isso se deve a sua boa representacdo do comportamento de estruturas
formadas por cascas finas largamente utilizadas na modelagem de, por exemplo, carros,

aeronaves, foguetes, edificios ou silos. Pode-se referir assim a alguns trabalhos recentes como
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Cirak, Ortiz e Schroder (2000), Areias, Song e Belytschko (2006), Neff (2007), Kiendl et al.
(2009) e Nguyen-Thanh et al. (2015) que desenvolvem-se com essa cinematica.

Diversas contribuicdes para o desenvolvimento de cascas e placas para analise de
grandes deslocamentos se encontram na literatura, pode-se mencionar, por exemplo, as
pesquisas de Simmonds e Danielson (1972), Green e Naghdi (1974), Simo e Fox (1989) e Simo,
Fox e Rifai (1990).

Em relacdo a formulagdes que consideram o efeito da deformagéo por esforgo cortante
os trabalhos de Reissner (1945) e Mindlin (1951) s@o apresentados como pioneiros da
cinematica que leva os seus nomes. Todavia, quando da aplicacdo em elementos finitos,
algumas formulagdes que empregam a cinematica de Reissner-Mindlin apresentam travamento
volumétrico devido a pobre representacdo do efeito Poisson e a grande diferenga entre as
rigidezes transversal e flexional. Conforme discutido por Bischoff e Ramm (2000), Reddy e
Arciniega (2004) e Viebahn, Pimenta e Schrdder (2017), diversas técnicas foram propostas ao
longo do tempo para solucionar esse entrave.

A literatura mais recente sobre o assunto se voltou a utilizacdo de modelos
tridimensionais de alta ordem os quais levam em consideracdo o alongamento na direcédo da
espessura da casca. Isso é feito através de um parametro adicional, fazendo essas formulacGes
ficarem conhecidas como modelos de sete pardmetros. A maior vantagem destas é a
possibilidade de utilizacdo de modelos constitutivos tridimensionais completos e a
representacdo de alguns efeitos 3D em comparacdo com modelos bidimensionais nos quais a
integracdo na direcdo da espessura é feita previamente. Os trabalhos de Blichter, Ramm e Roehl
(1994), Sansour (1995), Simo, Rifai e Fox (1990), Bischoff e Ramm (1997) e Brank, Korelc e
Ibrahimbegovi¢ (2002) utilizam-se dessa abordagem, como o presente trabalho que utiliza o
elemento finito apresentado em Coda, Paccola e Sampaio (2013).

Em relacéo a formulacdo dos elementos finitos empregada nesta pesquisa, esta utiliza a
descricdo Lagrangeana total e se diferencia por adotar como parametros nodais basicos posi¢es
e vetores generalizados. Por utilizar as coordenadas dos nds, ao invés dos deslocamentos, esta
ficou conhecida como formulacédo posicional. Além disso, para os elementos finitos de casca e
portico tridimensional a descricdo dos giros é feita por meio de vetores, alternativamente a
utilizacdo da formula de Euler-Rodrigues de ou quatérnios para solucéo da ndo comutatividade
de giros no espaco.

A aplicacdo da abordagem posicional, estatica e dinamica, para elementos finitos de
portico plano pode ser vista em Coda e Paccola (2014), por meio de vetores generalizados, e
Reis e Coda (2014) e Siqueira e Coda (2017), com o uso de giros. Os trabalhos de Coda (2009)
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e Coda e Paccola (2010, 2011) apresentam a formulacdo para elementos finitos de portico
tridimensional descritos por meio de vetores generalizados e enriquecimentos que permitem a
consideracdo de efeitos da deformacéo no plano da se¢éo transversal e da tor¢do em secGes de
geometria qualquer. O elemento finito de casca pode ser visto nos trabalhos de Coda e Paccola
(2008, 2009). Em Coda, Paccola e Sampaio (2013) e Sampaio, Paccola e Coda (2015) a
formulacdo é estendida para cascas laminadas e refor¢adas com fibras, e Coda (2015) apresenta
melhorias na descri¢do do campo de tensfes na direcdo transversal em elementos laminados.

Conforme mencionado previamente, nos sistemas de multicorpos as conexdes que
permitem movimentos relativos entre as partes do corpo tém grande importancia na modelagem
de diversas aplicagfes. O comportamento global desses sistemas pode ser estudado de forma
simples e satisfatdria pela introducgéo e reorganizacdo dos graus de liberdade das ligagdes, em
comparacgao com analises mais complexas, e computacionalmente custosas, envolvendo contato
entre 0s sdlidos.

Em elementos finitos, as técnicas comumente utilizadas para introduzir as equacdes de
restricdo que cada junta deve impor ao sistema sdo: método dos multiplicadores de Lagrange,
técnicas de fungdes de penalizacdo, método do Lagrangeano aumentado, compatibilidade
cinematica e 0 método dos elementos mestre-escravo.

A aplicacdo da tecnica dos multiplicadores de Lagrange € uma ideia natural para
consideracdo da cinematica da ligagdo. Neste método introduz-se um multiplicador para cada
equacao de restricdo que se deseja incluir ao sistema. Desta forma a quantidade de incognitas
do problema é aumentada, por causa dos proprios multiplicadores e dos graus de liberdade
adicionais que podem estar envolvidos na definicdo das juntas. Todavia, 0 aumento do nimero
de incognitas é usualmente pequeno em comparacdo aos graus de liberdade advindos da
discretizacao por elementos finitos.

Esta técnica aplicada as equacbes do movimento faz com que as equacgdes algébricas
para as restricdes se misturem as equagdes diferenciais que regem a dindmica dos solidos. De
acordo com Mufioz e Jeleni¢ (2004), este sistema de equacGes algébrico-diferenciais ndo é
necessariamente positivo definido mesmo em regides de equilibrio estavel, o que pode levar a
ocorréncia de instabilidades na solucdo. Além do mais, a depender a formulacdo empregada
para descricdo do comportamento dos sélidos, este pode gerar problemas nédo triviais na
construcdo de integradores temporais, como indicado em Cardona e Geradin (1989), Jeleni¢ e
Crisfield (2001), Laulusa e Bauchau (2008) e Bauchau e Laulusa (2008).

Apesar disso, 0 método é bastante utilizado por permitir a construcdo sistematica de

diversos tipos de ligacdes e por fornecer a informacgéo da forgca de contato auto equilibrada
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através do valor dos seus multiplicadores. Além disso, técnicas para solucdo de sistemas ndo
positivos definidos e integradores temporais especiais estdo presentes na literatura aliviando as
limitacbes do método. Os trabalhos de Cardona, Geradin e Doan (1991), Bauchau (2000),
Ibrahimbegovi¢ et al. (2000), Bauchau e Bottasso (2001), Géradin e Cardona (2001), Bauchau,
Choi e Bottasso (2002), Garcia-Vallejo et al. (2003), Sugiyama, Escalona e Shabana (2003) e
Lee et al. (2008), dentre diversos outros utilizam essa técnica na simulacdo de sistemas
estruturais e mecanicos.

Ja a introducgdo de conexdes por meio de penalizadores ndo cria incégnitas adicionais
ao sistema devido a propria técnica, mas somente graus de liberdade relativos as juntas, ao
contrario dos multiplicadores de Lagrange. Entretanto, o valor do pardmetro de penalidade
influencia diretamente a preciséo da resposta, tendendo ao mau condicionamento numérico do
sistema para valores muito elevados desse coeficiente (JELENIC; CRISFIELD, 1996).
Trabalhos baseados em penalizacdo para a introducdo de ligacbes podem ser vistos em, por
exemplo, Yang e Sadler (1990), Avello, de Jalon e Bayo (1991) e Ledesma e Bayo (1994).

O método do Lagrangeano aumentado combina as vantagens do método dos
multiplicadores de Lagrange e da penalizacdo para a estabilizacdo das equagdes que restringem
0 movimento. Ao aliviar a caracteristica aproximada deste Gltimo ele origina uma matriz
Hessiana positiva definida para regides de equilibrio estavel, simplificando a solu¢do do
sistema, todavia ainda é necessario informar um parametro de penalizacdo (BAUCHAU,
LAULUSA, 2008; MUNOZ; JELENIC, 2004). A utilizacdo da técnica para a introducdo de
ligacGes pode ser observada em Bayo, Dejalon e Serna (1988), Bayo et al. (1991), Bayo e
Ledesma (1996) e Géradin e Cardona (2001).

Alguns tipos particulares de juntas podem ser introduzidas aos sistemas de multicorpos
por meio da compatibilidade cinematica. Este tratamento é utilizado para modelagem de juntas
rotacionais, ja que neste caso permite-se que partes do corpo compartilhem os graus de
liberdade translacionais de um nd, liberando os graus de liberdade relativos a rotagdo na
montagem do sistema de equacdes da estrutura. Simo e Vu-Quoc (1986c), Park et al. (1991) e
Greco e Coda (2006) utilizam este método na implantagéo de ligacdes em elementos de pértico
e os trabalhos de Hughes e Liu (1981), Simo (1993) e Betsch e Sénger (2009) na simulacéo de
juntas, na forma de dobradigas, em elementos de placas e cascas.

A literatura mais recente desenvolveu o método dos elementos mestre-escravo no qual
o0s graus de liberdade de um né do elemento chamado escravo sdo relacionados com 0s graus
de liberdade do elemento dito mestre. Desta forma o nimero de incognitas do problema é

reduzido ao eliminar os graus de liberdade do elemento escravo. Esta técnica é especialmente



37

apropriada para o caso de juntas que possuem algum grau de liberdade translacional, tais como
juntas prismaticas, cilindricas e planas. Como as restricdes das conexdes sdo introduzidas
indireta e simultaneamente a montagem do sistema de equag¢bes ndo sdo utilizados
multiplicadores de Lagrange nem fatores de penalizacéo, evitando os problemas mencionados
previamente naquelas técnicas.

Apesar das vantagens do método, sua maior dificuldade se encontra em realizar as
reformulacGes matematicas necessarias aos elementos finitos que possuem tais ligagdes, o que
pode se mostrar bastante exaustivo a depender da formulacgéo utilizada. Os trabalhos de Jelenié¢
e Crisfield (1996), Mitsugi (1997), Ibrahimbegovi¢ e Mamouri (2000), Jeleni¢ e Crisfield
(2001), Mufioz, Jeleni¢ e Crisfield (2003), Ibrahimbegovi¢, Taylor e Lim (2003), Mufioz e
Jeleni¢ (2004, 2006) e Mufioz (2008) utilizam este procedimento na introducdo de ligacGes que
permitem o movimento relativo tanto sobre componentes rigidos, quanto flexiveis.

Maiores detalhes a respeito de algumas das técnicas de introducdo de restricGes em
sistemas mecanicos podem ser encontrados em Géradin e Cardona (2001).

Usualmente as conexdes entre corpos, também chamadas de juntas ou pares
cinematicos, sdo consideradas como ideais, isto é, desprezam-se efeitos como atrito,
lubrificacdo, desgastes e folgas de modo a simplificar o modelo dindmico. Em algumas
aplicacOes, entretanto, incluir efeitos dissipativos e imperfeicdes ao modelo numérico é
importante para descri¢cdo fiel do movimento dos corpos. Neste trabalho séo estudados a
incluséo da rugosidade no caminho da trajetoria das ligacGes deslizantes e também do atrito.

No que diz respeito a trajetorias de deslizamento rugosas, sua aplicacdo imediata é na
simulacdo do acoplamento entre veiculo e pavimento em estruturas de pontes, apesar de poder
ser considerada em mecanismos diversos. A importancia da andlise das oscilacGes
desenvolvidas pela rugosidade da trajetdria esta, alem da limitagéo das vibracGes desenvolvidas
no veiculo por meio de sistemas de amortecimento adequados, na avaliacdo da amplificacéo
dos esforgos internos principalmente na superestrutura da ponte.

Ao contréario do que se propde, na literatura a analise da interacdo veiculo-ponte na
presenca de rugosidades é feita por meio de sistemas massa/mola/amortecedor ou por forcas
moveis como pode ser visto nos trabalhos de Law e Zhu (2005), Ding, Hao e Zhu (2009), Yin
et al. (2010), Oliva et al. (2013) e Sheng e Wang (2017).

Outro aspecto que torna 0 modelo numérico mais préximo ao real € a consideracdo da
dissipacdo gerada por meio do atrito desenvolvido entre as superficies de contato nas juntas.
Sendo um fenémeno complexo, a inclusdo do atrito em sistemas dindmicos é tema de vasta

literatura que passa por aspectos particulares como, por exemplo: o atrito seco puro; a diferenca
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da forca de atrito no repouso (atrito estatico) e no movimento (atrito dindmico), chamado efeito
stick-slip; o efeito Stribeck que é a transi¢do suave entre o atrito estatico e dinamico; e o atrito
viscoso quando na presenca de camadas lubrificantes entre as superficies.

Esses fatores fomentaram a criacdo de diversos modelos para a forca de atrito que
superaram o pioneiro modelo de Coulomb. Além do mais, dificuldades numéricas adicionais
ocorrem na maioria dos modelos que se baseiam no atrito de Coulomb por apresentarem
descontinuidade para forga de atrito no repouso, ja que esta depende da dire¢do da velocidade
relativa. Os trabalhos de Threlfall (1978), Ambrédsio (2003) e Andersson, Soderberg e
Bjorklund (2007) apresentam modificacGes que tentam solucionar esse problema.

A literatura normalmente classifica os modelos de atrito em estaticos quando a forca de
atrito ndo é funcdo do tempo e em dindmicos caso contrario. Os modelos estaticos s&o mais
simples, alguns deles podem ser encontrados nas pesquisas de Karnopp (1985), Armstrong-
Hélouvry, Dupont e de Wit (1994), Wojewoda et al. (2008) e Awrejcewicz, Grzelcyzk e Pyryev
(2008).

Em contrapartida os modelos dindmicos sdo mais complexos e, por introduzirem
variaveis de estado ao problema, conseguem representam melhor outros efeitos como: a
dependéncia da forca de atrito com o deslocamento; efeitos de deformacdes elasticas e plasticas
das superficies antes da forca total de atrito se desenvolver, chamado deslocamento de pre-
deslizamento; e 0 atraso na mudancga do valor da forca de atrito com a alteragéo da velocidade,
chamada memdria do atrito. Os trabalhos de Dahl (1976), Haessig e Friedland (1991), de Wit
et al. (1995), Dupont, Armstrong e Hayward (2000) e Liang, Fillmore e Ma (2012) apresentam
alguns modelos de atrito dindmico encontrados na literatura.

Dada a ampla literatura sobre o assunto, indicam-se os trabalhos de Olsson et al. (1998),
Andersson, Soderberg e Bjorklund (2007) e Marques et al. (2016) que apresentam extensas
revisdes sobre diversos modelos de atrito e a aplicacdo desses modelos em exemplos

representativos.
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3. ASPECTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE NAO LINEAR
APLICADA A ELEMENTOS FINITOS

Apresentam-se neste capitulo os principais pontos da fundamentacdo teérica da
formulacdo dinamica nao linear geométrica aplicada ao método dos elementos finitos
empregado neste trabalho deixando-se, contudo, para descrever as cinematicas particulares dos
elementos utilizados posteriormente. As equacgdes do movimento sdo apresentadas juntamente
com seu procedimento ndo linear de solucdo e os métodos de integracdo temporal utilizados.

Para maiores detalhes a respeito da teoria de grandes deslocamentos recomendam-se 0s
trabalhos de Ogden (1984), Holzapfel (2000), Bonet e Wood (2008) e, em especial, Coda
(2018), além dos artigos citados durante a exposi¢do do texto.

3.1 Cinematica De Corpos Deformaveis

Como a estratégia de solucao da vertente do método dos elementos finitos empregado é
obtida pelo Principio da Energia Total Estacionaria, é necessario calcular a energia de
deformacdo armazenada no corpo. Desta forma, para a consideracdo da n&o linearidade
geométrica em uma abordagem Lagrangeana total é preciso definir como a distribuicdo do
campo de deformacdes se da em funcdo da posicao inicial e atual do sélido, restrita a um nimero
finito de graus de liberdade.

Considerando-se um corpo solido qualquer, podem ser definidas funcbes de

mapeamento da configuracdo inicial °(&) e da configuragéo atual do corpo (&), ambas em

relacdo a um mesmo espaco adimensional descrito através das variaveis &, Figura 3. Estas

funcdes descrevem pontos do dominio a partir de parametros nodais adotados para cada tipo de
elemento finito.

Na abordagem posicional, para descri¢cdo do dominio de um elemento, utilizam-se como
parametros as posi¢des dos nos (coordenadas) além de outras varidveis que dependem do tipo
de elemento finito em questdo. No caso do elemento finito de poértico plano utiliza-se
adicionalmente o angulo que define a secdo transversal como grau de liberdade nodal. J& no

caso tridimensional (portico espacial e casca), dada a ndo comutatividade do giro no espaco,
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utilizam-se de vetores generalizados para definir, juntamente com posicdes de referéncia, um
ponto no dominio do elemento. Além destes parametros, enriquecimentos para melhorar a
descri¢do das deformacdes também sdo utilizados. Os detalhes sobre cada tipo de elemento
finito e suas respectivas funcGes de mapeamento serdo apresentados oportunamente no Capitulo
4.

Dados os mapeamentos, e sabendo-se que estes dependem, além das variaveis
adimensionais, dos parametros nodais adotados, pode-se escrever as coordenadas iniciais X e

atuais y de um mesmo ponto que se deslocou no espago como:

X =12, X) (3.1)

y="1(.1) (3.2)
sendo X e Y 0s vetores que relinem os parametros nodais nas configuracdes inicial e atual,

respectivamente.

Figura 3 — Fun¢@o mudanca de configuragdo e mapeamentos

Na descri¢do Lagrangeana total tem-se como referéncia o estado inicial do corpo, assim,
a configuracdo atual é obtida por meio da funcdo mudanca de configuracdo f (do inglés,

deformation function) que a relaciona diretamente com seu estado inicial. No método dos
elementos finitos posicional, conforme apresentam os trabalhos pioneiros de Bonet et al. (2000)
e Coda (2003), esta funcéo é obtida pela composi¢do dos mapeamentos anteriores como (Figura
3):

f=flo(fo)? (3.3)
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Para calcular a deformacdo e a energia de deformacdo ndo é necessario se conhecer

explicitamente f , mas seu gradiente, denominado A, como:

A=Grad(f)=A! (A% (3.4)
onde:
0 _6f_i0 1 _ af_.l
A = o¢, A = 52, (3.5)

Na estratégia de solucdo, tanto A° quanto A" sio avaliados numericamente nos pontos
de integracdo, sendo A" obtido na forma de tentativas da configuracgéo atual, resultando em um
procedimento puramente numerico.

De posse do gradiente da funcdo mudanca de configuracdo, a medida de deformacéo de
Green-Lagrange E, que é objetiva (OGDEN, 1984), é empregada para desenvolver 0s
elementos finitos com a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff. Esta medida € expressa por:

1 1, .,
E=2(C-N)=_(A“A-1) (3.6)

onde | é o tensor identidade de segunda ordem e C=A"-A é o tensor de alongamento de
Cauchy-Green a direita.

A seguir é apresentado desenvolvimento das equacdes de equilibrio dindmico a partir
da definicdo da energia total do sistema mecanico.

3.2 Equagdes Do Movimento

Utilizando-se a Lei da Conservacdo da Energia se obtém o equilibrio dindmico de um
sistema estrutural conservativo escrevendo-se sua energia total IT, como:
I1, =11-9 (3.7)
onde Q representa a dissipacdo contida em um sistema maior de energia total IT. Pode-se

reescrever a equacao (3.7) como:

IM=I1,+Q (3.8)
ou ainda, explicitando-se as parcelas de energia do sistema conservativo:
MN=4-P+K+Q (3.9)

onde, Z/ é a energia de deformacdo armazenada no sélido, 7 é a energia potencial dos

carregamentos externos conservativos e X € a energia cinética.
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Explicitando-se as expressdes conhecidas para as energias na equacdo (3.9) pode-se

escrever a energia total em funcdo dos parametros nodais da configuracéo atual ¥* como:
I1= IVO u(E(Y))dVO— F -Y'—LO q- deO +§IVO P Yy d\/0 +Q()f‘) (3_10)

onde, a posicdo e a velocidade dos pontos materiais sdo dados por § e V, respectivamente. A

energia especifica de deformacdo u depende do estado de deformacdo E do corpo, equacao
(3.6), o qual é funcdo dos parametros nodais, conforme o gradiente da funcdo mudanca de
configuracdo dado pela equacéo (3.4).

Utiliza-se neste trabalho a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, a qual esta
relacionada com a deformacéo de Green por:

u:%E:Q:E (3.11)

Apesar deste modelo constitutivo ser objetivo, sua aplicacdo ndo é recomendada para o
regime de grandes deformagdes por ndo respeitar as condicdes de crescimento! dos modelos
hiperelasticos em geral. Todavia, 0 modelo de Saint-Venant-Kirchhoff representa bem o
comportamento dos materiais mais comumente utilizados na engenharia até deformacdes
moderadas com uma expressao diretamente estendida da teoria linear (lei de Hooke) e com os
mesmos parametros simples e conhecidos. Para 0s elementos finitos tridimensionais utiliza-se
sua expressdo completa tendo-se o tensor constitutivo € escrito como:

_%u 2uv
- OEGE  1-2v
onde, os parametros u« e v reproduzem, no &mbito de pequenas deformacdes, 0 mddulo de

11+ ull (3.12)

elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson. Ainda, Il € o tensor identidade de quarta
ordem e ® representa produto tensorial.

Para o elemento finito de podrtico plano (SIQUEIRA, 2016), dada a cinematica
empregada ndo capturar expansdes transversais da sua secdo, utiliza-se uma expressdo de
energia reduzida a partir da energia descrita para um estado plano de tensao, dada por:

u :% (EL+EL G (EL+EL) (3.13)

sendo E e G os modulos de elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente, quando

em pequenas deformacg6es do material.

L As condicGes de crescimento para os modelos hiperelasticos requerem que a energia de deformagéo (energia
livre de Helmholtz) tenda ao infinito positivo quando o volume do material tende a zero ou ao infinito
(HOLZAPFEL, 2000).
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Ja para o elemento de barra simples, sua expressao de energia € uniaxial e inteiramente
definida por:

u:%Eal (3.14)

Ainda na equacdo (3.10), F e § representam os carregamentos externos conservativos
concentrados e distribuidos, respectivamente. Para o elemento finito de casca s, representa a
superficie inicial, ja para os elementos reticulados s, representa o comprimento inicial da linha
de referéncia. Dada a formulagéo ser Lagrangeana total, tanto s, quanto a densidade do material
P, €seu volume V, séo dados em relagéo a configuragéo inicial.

No equilibrio, a energia total expressa em (3.10) deve ser estacionaria para qualquer
variacdo da posicdo atual do corpo, o que é entendido como o Principio da Energia Total
Estacionaria. Portanto, para se estabelecer as equacGes do movimento, é necessario que se
tenha:

ANl =04 —-0P+0K+06Q=0 (3.15)
no qual o simbolo & representa variacao.

Como as variaveis que descrevem o sistema mecanico estdo reunidas em 1°, e sabendo-
se que as forcas externas sdo conservativas, a variacao da energia pode ser desenvolvida a partir
da equacéo (3.10) como:

ou ok

1= —=:==-6rdv,—-F .67~ -SY ds, + -Stdv, +
%oE oY o7 I ”) = " (3.16)

+Ly%?ﬁymg=0

@

Conforme comentado em Lanczos (1970), Lemaitre e Chaboche (1994) e Gurtin, Fried
e Anand (2010), para parcelas dissipativas ndo é sempre possivel escrever a expressdo da sua
energia total, mas somente sua variacdo. Dessa forma 6Q ¢é introduzida diretamente ao sistema
na sua forma variacional que resulta em um amortecimento proporcional a massa, do tipo

Rayleigh, com coeficiente c.
Na equacdo (3.16), nota-se que y-St=45Y, assim o nlcleo da variacdo da energia
cinética se torna p, y-SY . Dada a propriedade do conjugado energético, que permite definir o

tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como:

s-M_¢.E (3.17)
oE

pode-se desenvolver a variagdo da energia como:
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j S: —5rdv F.60- K 23 .51 ds, +j 0, -5y dV, +
or (3.18)

+jvo ooy -8y AV, =0

Da equacao anterior é fica claro que, para a solucdo do sistema mecanico por meio de
elementos finitos, a cinematica de cada elemento deve ser introduzida para resolver a variagcao
da posi¢do dos pontos materiais. A cinematica dos elementos, descrita atravées das suas funcdes
de mapeamento, sera apresentada no Capitulo 4, todavia, a equacdo (3.18) na formulagédo
empregada neste trabalho pode ser escrita de uma maneira geral como:

SIT=E™.5F —E-.6T+M.Y-67+D-1-67 =0 (3.19)

na qual o vetor F™ representa as forcas internas procedentes da primeira integral da equagdo
(3.18):

- j S: ﬁdv (3.20)

as cargas concentradas e distribuidas (como nodais equivalentes) foram agrupadas em F por
simplicidade, e a matriz de massa € obtida pela variacdo da energia cinético a partir de:

SK=[ p,§-69dV, =M-15F (3.21)
Como sera exposto juntamente ao desenvolvimento da cinematica dos elementos, é

esperado da descricdo material do corpo que a matriz de massa M seja uma matriz constante,

tal como a matriz de amortecimento proporcional a massa D=cM .

Como as variacdes ) sdo arbitrarias, essas sdo eliminadas da equacdo (3.19)

chegando-se as equacgdes do movimento (equilibrio dindmico ndo linear geométrico) como:

E™ _E4+M.r+D-r=0 (3.22)

nesta, ' e Y sdo os vetores de velocidade e aceleracio dos pardmetros nodais.

3.3 Integracdo Temporal

Observa-se que nas equagdes do movimento, (3.22), a forca inercial é dada por uma
matriz de massa constante, o que € esperado de uma descri¢cdo Lagrangeana total do solido. Por
isso, algoritmos de marcha no tempo largamente empregadas na dindmica linear de estruturas,
tal como o de Newmark (1959), podem ser adotados em analises ndo lineares geométricas com
descri¢do Lagrangeana em analogia ao que é feito em andlise ndo lineares fisicas onde a forca

inercial pode ser calculada por uma matriz de massa constante e as forcas internas séo
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dependentes da configuracdo atual do sélido. Os trabalhos de Simo e Vu-Quoc (1986a, 1986b)
e ainda Paultre (2011) esclarecem a aplicacdo de métodos de integracdo temporal direta em
sistemas néo lineares.

No que diz respeito a estabilidade do método de Newmark para problemas lineares,

adotando-se os pardmetros #=0,25 e y=0,50, que correspondem a regra do trapézio para

integracdo entre dois instantes de tempo e implicam em aceleracdo média constante dentro
desse passo de tempo, obtém-se um algoritmo incondicionalmente estavel e com preciséo de
segunda ordem. Com estes parametros, a energia do sistema é teoricamente conservada, o que
pode ser utilizado como uma medida de estabilidade da resposta.

Entretanto, em problemas ndo lineares a estabilidade das suas aproximacdes ndo é
garantida. Mesmo em analises lineares, por uma caracteristica propria do método dos elementos
finitos, oscilagcBes espdrias ocorrem, podendo danificar a resposta dindmica do corpo,
especialmente em analises muito longas. Com a introducao de restri¢cbes no sistema mecanico
— como serd tratado no Capitulo 5 a partir da consideracao de juntas — a estabilidade do método
de Newmark € prejudicada ainda mais.

Uma maneira de contornar esse entrave € alterando-se os parametros do método de
maneira a introduzir dissipacdo numérica as altas frequéncias do sistema. Todavia, essa
alternativa pode modificar os resultados das analises transientes por diminuir sua ordem de
precisdo e amplificar erros, tanto na amplitude quanto no periodo do sistema, além de necessitar
de passos de tempo pequenos para ser estavel. Apesar da limitacdo do método ser reconhecida,
seu uso ainda se justifica dada sua simplicidade e direta aplicacdo em equacdes diferenciais de
segunda ordem. Sua caracteristica implicita, com o uso das informagGes de somente um passo
de tempo, também € bastante favoravel a implementacdo e ao desempenho computacional.
Analises aprofundadas a respeito deste e outros métodos de integracdo no tempo podem ser
encontradas em Géradin e Cardona (2001), Paultre (2011) e Géradin e Rixen (2015).

Uma alternativa ao uso do método de Newmark com dissipagdo numérica é o emprego
de algoritmos especialmente desenvolvidos para introduzir esse tipo de dissipacéo ao sistema,
mas de maneira controlada. Assim, as altas frequéncias que danificam a resposta séo dissipadas
com maior intensidade, resguardando as frequéncias dos modos mais baixos e que compdem a
parcela mais importante da resposta. Neste ponto, deve-se ressaltar que no ambito néo linear a
introdugdo de dissipacdo numérica dos altos modos de vibracdo do sistema ndo garante a
estabilidade do método. Todavia, esta € uma boa alternativa para solugdo do problema.

E importante observar que existem na literatura outras alternativas para solucdo da

instabilidade dos métodos de integracdo além de decair a energia do sistema como métodos que
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controlam a energia total. Pode-se citar nesse sentido alguns trabalhos como os de Simo e Wong
(1991), Simo, Tarnow e Wong (1992), Kuhl e Ramm (1999), Leyendecker, Betsch e Steinmann,
(2006) e Leyendecker, Marsden e Ortiz (2008). Entretanto, estas abordagens normalmente sdo
mais complexas por necessitarem altera¢cdes no desenvolvimento do equacionamento dos
proprios elementos finitos.

Deste modo, adota-se neste trabalho o método a-generalizado proposto por Chung e
Hulbert (1993) o qual é capaz de introduzir dissipacdo numérica ao sistema de maneira
controlada e, como um método de integracao direto, possui simples aplicacdo as equacdes do
movimento. Este método, utilizando as aproximac6es do método de Newmark para velocidade
e aceleracdo, é capaz de filtrar altos modos de vibracdo ao introduzir parametros adicionais
relacionados aos instantes de tempo nos quais as parcelas de forca da equacdo do movimento
sdo equilibradas. O método a-generalizado, como o de Newmark, é um método implicito e de
um passo somente.

Para aplicar o método o-generalizado a equagdo do movimento dada em (3.22) é

reescrita para um instante de tempo auxiliar t+1—e¢,, exceto sua forca inercial a qual e

equilibrada em um instante t+1—¢,,, COMO:

“E., +M-Y., +D-I, =0 (3.23)

t+l-a; t+l-a, t+l-ay

lfint

t+l-o;

Utiliza-se uma combinacéo linear do tipo:

d.,,=1-a)d,, +ad, (3.24)
para representar uma variavel d qualquer no instante de equilibrio a partir dos seus valores no

t+1

instante atual, d,,,, e no instante passado, d, . O valor o pode representar tanto ¢, quanto «,,

a depender da variavel que se esteja tratando. Desta maneira, substituindo na equacéo (3.23) as
forgas equilibradas nos instantes de tempo auxiliares pela respectiva combinagéo linear de cada
uma, equacao (3.24), obtém-se:
(1-ay) F™ o+ o F™ ~(1-a¢ )R« F+(1-a,)M Yo +a M ft +
+(1-a )D-);”Hl+05fD-Y;t =0
As aproximacdes do método de Newmark para velocidade e aceleracdo dos parametros

nodais escrita para um incremento de tempo At, com seus parametros S e y, sdo dadas por:

Ty =T+ MY, + A K%—ﬁjf} +ﬂfiﬂ} (3.26)

Vo =1, + At(1-7) 7, + AT, (3.27)
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e sdo aplicadas a equacdo (3.25) para escrever a aceleracdo e velocidade do instante de tempo

atual como func¢éo da posicéo atual e de valores do instante anterior, resultando em:

(I—a (R - 'fm){(l_a;“) M )7 D}fuﬁé =0 (3.28)
BAL BAL

com o vetor que agrupa os termos do instante de tempo anterior dado por:

P=a (E"-F)+a,M-¥,~(1-a,)M-T.+a,D-T,+(1-a,)D-R (3.29)

sendo
T:=(i—1jf}+ A (3.30)
2p3 PAt  PAL
e
s _l b _l = _7/)_’;t
Rt_(l Z,B]Am{l ﬂjrt At (3.31)

No final de passo de tempo a aceleracé@o deve ser calculada a partir da equacgéo (3.26),

que desenvolvida, resulta em:

= Y -
Yt+1 = le _Tt (332)
AL
Da mesma forma, a velocidade deve ser calculada a partir das expressdes de Newmark
como:
r,, =T R (333)
PAL

Além disso, a aceleracdo inicial pode ser calculada a partir da equacéo (3.22) avaliada

no instante inicial como:
Y, =M™ (F,—~E™-D.T.) (3.34)

onde sabe-se os valores da velocidade e posicao iniciais do corpo. Nota-se que usualmente o
vetor de forgas internas € nulo em uma situacgdo inicial indeformada, todavia, na presenca de
tensdes iniciais este deve ser considerado.

Pode-se observar dos desenvolvimentos do método a-generalizado que este possui
quatro parametros: dois deles originarios das aproximacGes de Newmark e outros dois que
localizam o equilibrio das parcelas de forca em determinado instante de tempo. Adotando-se

a,=a, =0 0 método da origem a familia de aproximacOes de Newmark. Diferentes

combinac¢6es de parametros recaem ainda em outros métodos conforme notam Chung e Hulbert
(1993). De maneira a apresentar uma combinacdo 6tima da dissipacdo entre altas e baixas
frequéncias, isto ¢, maximizar a dissipacdo de modos mais altos e minimiza-la para os modos

fundamentais, os autores recomendam calcular os parametros o. como:
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_pl =P (3.35)

= a; =
P+l p.+1

m

sendo p, €[0,1] um valor adotado para o raio espectral da regido de altas frequéncias. Sendo

o0 raio espectral uma medida de dissipacdo numeérica, quando este é igual a unidade ndo é
introduzido efeito dissipativo ao sistema e quando este é nulo ocorre o caso de aniquilacdo
assintotica, isto é, as altas frequéncias sdo aniquiladas apds um passo de tempo.

Para que o método possua precisdo de segunda ordem (para o caso linear) e
maximizacao da dissipagéo de altas frequéncias, os outros dois parametros devem respeitar as
seguintes relagdes, respectivamente:

7=%—am+af e ﬁ=%(1—05m+05f )2 (3.36)

Dessa forma, observa-se que, apesar de apresentar quatro parametros, pode-se utilizar o
método com uma combinacdo 6tima de dissipacdo entre altas e baixas frequéncias ao se definir
somente a quantidade de dissipacdo da regido de altas frequéncias através de um Unico

parémetro p, . Nota-se que para o caso sem dissipacéo numérica, p, =1,tem-se o, =, =1/2
, portanto o equilibrio de todas as parcelas de forca na equacdo do movimento é realizado no
meio do passo de tempo, t+1/2. Ja para o caso de aniquilagdo assintdtica, o, =0, tem-se
a,=-1e a, =0, portanto o equilibrio das forgas inerciais é feito no passo de tempo seguinte

ao que se esté calculando, t+ 2, enquanto os demais termos sao equilibrados no passo atual.

3.4 Solucdo Do Sistema Néo Linear

Nota-se dos desenvolvimentos anteriores que a equacdo do movimento € ndo linear em

relacdo a variavel ¥ que agrupa todos os parametros nodais. Assim, de modo a aplicar o método
de Newton-Raphson para solucdo do sistema néo linear, reescreve-se a equacao de equilibrio

ja discretizada no tempo, conforme expressa em (3.28) para o instante de tempo atual, como:

- it = 1- 1- L
Ora :(1_af )(FtTlt - Ft+1)+|:( ﬂAOt[;n) M"‘( ﬂift)y Dj|)/'t+l+Pt =0 (3.37)

nesta expressao, § é chamado de vetor de desbalanceamento mecanico (ou residuo do método

de Newton), j& que este é nulo quando o vetor fm representa a solucdo da equagdo em um

dado instante. Para se encontrar a solugdo do sistema, esta igualdade é expandida em série de

Taylor e truncada em primeira ordem como:
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9(F..) = 0(72,)+va(F2,) AT, =0 (339
onde, ffﬂ é uma solucdo tentativa, usualmente tomada como a configuracdo de equilibrio do
passo de tempo anterior.

Resolvendo o sistema linear da equacéo (3.38) encontra-se uma correcdo AY; 0, da

solucdo tentativa atraveés de:

AV =—(H.) " -d(r2,) (3:39)
na qual H,, =Vg,,, éamatriz Hessiana, ou operador tangente do método de Newton, que é o

gradiente do vetor de desbalanceamento para o0s parametros nodais.

Encontrada a solucdo do sistema linear em (3.39), a solucgéo tentativa € atualizada por

-0

t+1

Y,

1 +AY,,,. Com a nova solugdo tentativa se atualizam os valores da matriz Hessiana e

do vetor de desbalanceamento melhorando a solucdo até que a norma de posicéo ||AY||/]| X ||

se torne suficientemente pequena. Observa-se que, embora seja possivel a utilizacdo de critérios
de convergéncia em termos das normas de energia ou forca, a norma empregada apresentou
bons resultados para todos os exemplos analisados.

A matriz Hessiana pode ser desenvolvida a partir de (3.37) como:

= int 1— 1-o
Ht+1:(1_af)al:~ +( a;n)M+( f)]/D (3.40)
or|, Bt LAt
onde, derivando o vetor de forcas internas, equacédo (3.20), para os parametros nodais tem-se:
= int 2
o j BBl s 2B ay, (3.41)
or|, ™ art " 8)””1 orori ,
ou ainda
— int 2
o =[ CE| . 0u OB| o . CE] g, (3.42)
or |, | or|., oEsE orl, oror|

que representa a parcela estatica da matriz tangente.

Pode-se ainda desenvolver as derivadas do tensor de deformacdo de Green utilizando-
se da sua definicdo, equacdo (3.6), dada em funcdo do gradiente da funcdo mudanga de
configuracao e dos mapeamentos das configuracdes de referéncia e atual, equacéo (3.4), como:

OE_10C_10 10

a)/- Ea_rzga—),( t )_ET[(AO)—t.(Al)t_Al'(AO)—l:I

1 (AO)ft a(Al) A1 A1 . (A ) (343)
2 or HAY 57 or
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onde observa-se que propriedade d(A')' /8Y =(8A'/8Y)' pode ser utilizada para simplificar

a implementacao.

A segunda derivada € obtida entdo por:

O°E 1

7T E[(AO)‘t {(0,+0,+04+0!)-(A°)* | (3.44)
com
2 It I\t 1
0,=78) a ¢ o, 20A) A (3.45)
oror oy or

Conforme mencionado anteriormente, e pode ser observado nas expressdes acima, a
cinematica dos elementos finitos é necessaria para se desenvolver as derivadas restantes. Esta

etapa sera apresentada no capitulo seguinte.
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4. CINEMATICA DOS ELEMENTOS FINITOS NAO
LINEARES

Nas sec¢des seguintes sao apresentados 0s principais pontos da cinematica dos elementos
finitos empregados para analise dindmica néo linear geométrica de solidos utilizando o método
dos elementos finitos posicional. Para maiores detalhes a respeito dessa formulagdo recomenda-

se o trabalho de Coda (2018), além dos artigos citados durante a apresentacao do capitulo.

4.1 Barra Simples Ativada

Apresenta-se um elemento finito de barra simples com o qual é possivel controlar a
distancia entre dois pontos através da mudanc¢a do comprimento da barra, formando, assim, um
atuador linear flexivel. A importancia da consideracdo de atuadores em sistemas mecanicos se
da na modelagem de aplicacdes industriais nas quais este elemento é capaz de introduz
movimento aos corpos. Toma-se como base para os desenvolvimentos deste elemento finito o
elemento de treliga tridimensional apresentado em Madeira e Coda (2016).

Como a descricdo Lagrangeana total usa a configuracdo inicial do corpo como
referéncia, esta caracteristica € explorada para controlar o deslocamento do atuador ao variar
seu comprimento inicial. Para tanto, € suficiente que se descreva a mudanca de configuracédo
do corpo através do seu comprimento, j& que somente é considerada a deformacgéo axial da
barra. O comprimento da barra (Figura 4), escrito na configuracdo atual, é dado por:

L= (Y12 _Yll)z + (Y22 _Yzl)z + (Y32 _Y31)2 (4.1)
Na configuracdo inicial, ao inicio da analise (tempo t=0), o comprimento do atuador

L,_, € obtido pelas suas posi¢des nodais como:
Lo = (X7 = X)" (X3 = X3)" +(X; = X;)° (4.2)
Nas equacdes (4.1) e (4.2) X e Y.” representam, respectivamente, as posi¢coes
(coordenadas) iniciais e atuais dos ndés « =1,2 para as dire¢bes i =1,2,3. O comprimento de
referéncia do elemento e chamado de L, , sendo este indice relativo ao tempo, como ficara claro

nos desenvolvimentos seguintes.
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XZ’yZ

Xl ! yl

X3, Y3

Figura 4 — Mudanca de configuracao do elemento de barra simples ativado

A deformacdo de Green-Lagrange é uniaxial para este caso e pode ser escrita de forma
mais simples do que a expressao (3.6) na forma escalar como:
E =1£L§—1J (4.3)
2\
Conforme referido durante o desenvolvimento das equa¢6es do movimento, adota-se 0
modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff, escrito aqui através da sua energia especifica
de deformagéo uniaxial como:

u=%EE2 (4.4)

onde [E coincide com o modulo de Young para pequenas deformagdes. Assim, a tensdo de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie é obtida como:

S= d_ EE (4.5)
oE
Para determinacdo do vetor de forcas internas, escreve-se a energia de deformacéo

acumulada no elemento ao integrar a equacao (4.4) sobre o volume inicial da barra como:

o = u(E)d, =(%EEZJA)L[ (4.6)
nesta, A, representa a area inicial da se¢éo transversal da barra. Assim, ao desenvolver-se a

derivada da deformacéo de Green na expressao (3.20), a forca interna resulta em:

(E™)" = SY”a _ % (—D“E(Y2-Y}) 4.7)

Como a formulag&o € Lagrangeana total, a forca interna do elemento é relacionada com
a configuracao de referéncia da barra pela sua dependéncia com seu comprimento de referéncia.

Este fato pode ser explorado para desenvolver a atuagéo da barra fazendo-se com que L, seja

funcdo do tempo e fazendo com que este varie durante a evolugdo da analise. Como a barra

possui um comprimento conhecido no instante t=0, i.e., L,_,, 0 comprimento de referéncia
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pode ser controlado como L, =L_,+AL(t), onde AL(t) e o deslocamento do atuador, fungdo

do tempo. Desta forma, as posi¢fes dos nds ndo precisam ser prescritas.

O aumento, ou diminui¢do, do comprimento de referéncia desequilibra a parcela de
forcas internas do sistema, o qual procura uma nova configuracdo de equilibrio ao conformar a
posicao atual dos n6s de uma maneira estavel.

E importante salientar que, apesar do comprimento inicial da barra ativa ser controlado,
o0 corpo conserva sua flexibilidade j& que o equilibrio ndo linear da configuracdo atual depende
tanto do arranjo estrutural quanto das cargas externas aplicadas, forcas de inércia e dissipativas
conforme ilustra a equacdo do movimento (3.22). Isso significa que o comprimento atual ndo
sera, necessariamente, o valor imposto de referéncia. Ressalta-se também que da maneira como
0 atuador é considerado ndo € necessario o uso de técnicas de introducdo de restricbes aos
corpos, evitando-se problemas com a estabilidade dos integradores temporais como comentado
no Capitulo 5.

Como o elemento finito possui dois nds, sua massa é concentrada nos seus nos
resultando na seguinte matriz de massa constante:

.. /1
MF =l ol o [(1) ﬂ{:} 48)
Deve-se observar que, apesar da variacdo do comprimento inicial, a matriz de massa é

calculada uma vez ao inicio do processo de solugdo com L,_, € ndo e atualizada a cada iteragéo

ou passo de tempo. Isso se deve a massa total do sistema ser conservada durante a anélise e 0
artificio do comprimento de referéncia variavel se aplicar somente ao termo de forcas internas.
Portanto, a matriz Hessiana também precisa ser calculada com o valor atualizado do
comprimento de referéncia da barra somente no seu termo advindo da energia de deformacéo.
Desenvolvendo-se a integral expressa em (3.42) utilizando as equacges (4.3) a (4.5), chega-se

nessa parcela da matriz tangente como:

oz o(F™), OE OE o°E
oY, o/ A"L‘(a\(ﬁ oYl T oveav! (49)

com

E_E0 vy (4.10)

o L
e

2 _ N (_1\P
0oE _ (DD (4.11)

oY, oY/ 2
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na qual o; representa o delta de Kronecker.

4.2 Portico Plano

Para se localizar um ponto do dominio do elemento finito de pdrtico plano empregado
neste trabalho utilizam-se como parametros nodais as posi¢@es dos nos e o angulo que define a
inclinagdo da secdo transversal. Estes parametros sdo interpolados de forma independente

resultando em trés graus de liberdade por né.

A partir da Figura 5, pode-se escrever o mapeamento de um ponto do dominio do pértico

plano na configuracdo inicial para as duas dire¢des coordenadas como:

sendo, X, as coordenadas iniciais dos nés (, localizados na linha de referéncia, para as
diregbes i=1,2 e 6° o angulo que define a secdo transversal em cada nd na configuragdo
inicial. A altura da segdo transversal ¢ dada por h,, £ e n sdo as coordenadas do espaco

adimensional e ¢,(&) sdo as fungdes de forma (polindmios de Lagrange de qualquer ordem).

X2‘

10 =% =4(E)X{ +2noos[ ()67

£ =% =4 (OX: +Lpsin[4.()07]

linhade
referéncia e hy /2

hy /2

(x.(&m).x, Em))

1
n
ho/2 I‘g { 0
»»»»» )
h, /2 10 1

€5 6))

Figura 5 — Ponto do dominio do pdrtico plano na configuracdo inicial



55

Para a configuracéo inicial as coordenadas nodais sdo conhecidas e a se¢édo transversal
é considerada ortogonal a linha de referéncia, aqui tomada, por simplicidade, como a linha
media. Assim, determina-se o valor dos angulos na configuragdo de referéncia.

Na configuracdo atual (Figura 6) escreve-se um mapeamento analogo, agora utilizando-

se as coordenadas atuais dos nés Y," e os angulos atuais das sec¢Bes transversais §, como

parametros nodais:

£ = Y= 4O+ cosl (£)0] (4.14)

=y, = 4O + 2 nsinp (£)0)] (4.15)

Y, A

se¢do
transversal I

linhade

referéncia & {—1
h°/2ho/2 -10 1

Figura 6 — Mapeamento do elemento de pértico plano

Nota-se que como ndo ha relacdo entre o angulo da secdo e a inclinacdo da linha de
referéncia, a se¢ao transversal ndo se mantém necessariamente ortogonal, assim caracterizando
a cinematica de Reissner para porticos. E importante mencionar que a base e altura da se¢éo
transversal sdo consideradas constantes para todo o elemento e estas ndo séo livres para variar
com a mudanca de configuracdo. Por isso, para evitar o travamento volumétrico, a lei
constitutiva é relaxada de modo a excluir expansdes transversais conforme mencionado no
desenvolvimento das equacdes do movimento no Capitulo 3.

De maneira a obter-se a matriz de massa para o elemento, deve-se desenvolver a

variacdo da energia cinética dada na equacao (3.21), reescrita aqui como:

M i-af:jvo 0, -3y dV, (4.16)
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Utilizando-se da expressdo que determina a posicdo corrente dos pontos matérias do
dominio do portico, equacBes (4.14) e (4.15), pode-se obter sua variacdo e aceleracdo,
necessarias ao desenvolvimento da parcela inercial. Entretanto, de forma a se obter uma matriz

constante, importante para a maneira como integracao temporal € realizada, utiliza-se somente

0 mapeamento da linha média da barra, y" = 5(5)-\7, obtido ao desprezar a parcela dos

angulos nas equacdes (4.14) e (4.15). Assim, a inércia de rotacdo do elemento é desprezada.
Em elementos longos, como é o caso, a influéncia dessa parcela é bastante pequena, como
discutido em Greco e Coda (2006), mas caso necessario pode-se utilizar expressdes
aproximadas como apresentado em Coda (2018).

Desta forma, a matriz de massa fica escrita para os graus de liberdade de posi¢cdo como:
M-f:jv 0, ®FAV, Y (4.17)

Ao elemento finito de portico plano, resta desenvolver os termos relativos as derivadas

da tenséo de Piola-Kirchhoff e do gradiente da fungdo mudanca de configuragéo. De forma a

ndo alongar o texto, estes e maiores detalhes sobre o elemento finito podem ser encontrados
nos trabalhos de Siqueira e Coda (2016), Coda e Paccola (2014) e Reis e Coda (2014).

4.3 Portico Espacial

Na definicdo do elemento finito de portico espacial, utilizam-se também as posicdes, ao
invés dos deslocamentos, para descrever sua cinematica. Diferentemente do caso plano, para
evitar a utilizacdo néo trivial de giros finitos no espaco, utilizam-se vetores generalizados, 0s
quais definem um ponto no dominio do elemento a partir da localizacdo da sua linha de
referéncia. Esta linha de referéncia pode se encontrar em qualquer ponto do plano que contém
a secdo transversal da barra ja que a secdo também é discretizada por uma malha auxiliar de
elementos finitos (Figura 7), malha essa que ndo introduz novos graus de liberdade. Assim,
pode-se simular segdes transversais de geometria quaisquer. Alem disso, diferentes
propriedades para o material de cada elemento finito auxiliar podem ser definidas, permitindo

a consideracdo de secdes ndo homogéneas.
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Figura 7 — Discretizacdo da se¢do transversal com os eixos sobre a linha de referéncia

A Figura 8 apresenta 0 mapeamento do elemento com os dois vetores generalizados que

definem o plano da secao transversal. Na configuracgéo inicial assume-se que os vetores formam

uma base ortonormal juntamente com o versor tangente a linha de referéncia, enquanto que

apos a deformacdo estes ndo sdo necessariamente unitarios ou ortogonais. 1sso caracteriza uma

descricdo cinematica um pouco mais geral do que a cinematica de Reissner para barras ja que,

embora 0s giros também sejam desacoplados aos deslocamentos transversais e o efeito do

esforco normal seja considerado, este elemento finito também é capaz de representar mudancas

nas dimensfes da secdo transversal através da liberdade de deformacdo do par de vetores

generalizados. Adicionalmente, como sera apresentado a seguir, os efeitos de tor¢cdo também

serdo considerados na cinematica da barra. Desta forma pode-se adotar uma lei constitutiva

tridimensional completa dado que a secdo transversal € livre para se deformar.

como:

Secdo
transversal

linhade S A
referéncia !

X21 Yo

%51 Yy

Figura 8 — Mapeamento do elemento de portico espacial

Sabendo-se disso, 0 mapeamento da configuracdo atual é escrito de forma compacta
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. . =2 .
= =4 N ot m)P + 4 OA [ o m)RO T [ gV 4.18)
Na equagdo (4.18) Y," representam as coordenadas atuais dos nés ¢ da linha de

referéncia para as diregdes i =1, 2, 3 e V. os vetores generalizados das duas diregdes j =1, 2

geradoras da secdo transversal. Em notacdo indicial ndo ha soma para a variavel indicada entre
paréntesis.

As funcdes de forma da linha de referéncia séo designadas por ¢,(£), sendo & sua

variavel adimensional. A discretizacdo da secdo transversal € feita por meio de elementos
triangulares os quais ndo envolvem varidveis nodais adicionais, mas servem somente para

definicdo da geometria e propriedade materiais da secéo, sendo ¢, (7,,7,) suas funcdes de

forma, 7, e 77, suas coordenadas adimensionais e P) as coordenadas dos nés k da malha da
secdo definidas nos eixos | (definidos pelos vetores generalizados) conforme ilustra a Figura
7.

Ainda na equacao (4.18), os parametros AJF“ sdo introduzidos como enriquecimento da

secdo transversal de modo a evitar travamentos ao esforco cortante e volumétrico. Esses tipos
de travamentos ocorrem quando se utiliza a cinematica de Reissner e relagfes constitutivas
tridimensionais completas conforme discutem Bischoff e Ramm (2000). Estes parametros

representam taxas de variacao lineares da deformacéo para as duas dire¢es j sobre o plano da

secdo transversal e sdo introduzidos diretamente na cinematica da barra, alternativamente a
enriquecimentos no tensor de deformagdes ou de tensdes.

Apesar da cinematica apresentada ser capaz de evitar travamentos ao esforco cortante e
volumétrico, o travamento devido a torcdo pode ainda ocorrer em alguns problemas dado ao
uso da relagdo constitutiva tridimensional completa. De modo a flexibilizar a se¢do transversal
do elemento de portico para esse esforco, introduz-se a sua cinematica o modo de empenamento
unitério. Este modo de empenamento, indicado por d, € obtido ao resolver o problema de
torcédo linear de Saint-Venant na geometria inicial da malha auxiliar de elementos finitos que
descreve a secdo transversal, resultando em:

d =g, (7,7,)D, (4.19)
sendo D, o vetor que contém os deslocamentos devido ao modo de empenamento unitario para

todos os nés g da secdo transversal.
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Como o modo de empenamento representa o deslocamento dos pontos da secao
transversal em uma direcdo fora do plano dessa secéo utiliza-se dos vetores generalizados para
se definir a direcdo do empenamento no espaco tridimensional como:

10 2 HE
N =€,48, (S} 8, (S, " I, j,k=123 (4.20)
onde, n; € o vetor que indica a diregdao do empenamento na configuracdo atual, ¢, € o simbolo
de permutacdo e { e m se referem aos nés da linha de referéncia.

Nota-se que o modo de empenamento dado pela expresséo (4.19) se refere ao valor
unitério da solucdo do problema de torcdo de Saint-Venant para uma dada geometria da secao
transversal, mas que de modo geral o empenamento varia ao longo da barra. Assim, introduz-

se um parametro adicional W, referido como intensidade de empenamento, para cada né p

da linha de referéncia do elemento de pértico, para que se possa escrever o deslocamento devido

ao empenamento w, de um ponto genérico do sdlido como:

W, =, (1,77,) D, [ €14 (ENV] B (ENVC |, (EW, (4.21)
Finalmente, o mapeamento da configuracdo atual é obtido a partir de (4.18) e (4.21)

como:
1=y, =V {0 )R + 8 OAT [0 )R T 8 (EV
+ @y (11:17,) Dy | €66 (EV 8, (EVT |6, (EIW,

com as variaveis e indices previamente apresentados.

(4.22)

Ressalta-se que a malha auxiliar para a secdo transversal ndo acrescenta graus de
liberdade ao sistema ja que a sua mudanca de forma se faz exclusivamente pela a alteracéo dos
vetores generalizados, das taxas de variagdo da deformacdo e da intensidade de empenamento
em cada no da linha de referéncia. Assim, cada n6 do elemento de portico possui 12 graus de
liberdade: trés posicdes, seis componentes dos vetores generalizados, duas taxas de variacao da
deformacdo e a intensidade de empenamento. Nota-se que a formulacdo empregada utiliza mais
graus de liberdade do que formulaces baseadas em rotacdes finitas, todavia, os parametros
adicionais permitem que o elemento reticulado seja descrito como um sélido, fornecendo mais
informacdes a respeito do seu comportamento mecanico.

Em geral, as vibragdes relativas aos parametros de enriquecimento da deformacéo da
secdo transversal ndo séo tdo importantes quanto os demais para a movimentacdo geral do
corpo. Além disso, estes parametros nodais estdo relacionados a frequéncias de vibracdo mais
altas que podem piorar a solucdo da discretizacdo temporal. Dessa forma, e também para se

obter uma matriz de massa constante, desprezam-se estas variaveis na equacdo (4.22) quando
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do desenvolvimento da variacdo da energia cinética, equacdo (3.21), resultando em uma matriz
(sem os termos nulos) dada por:
M= p % L }dvo {Y( } (4.23)
%l o R o (44)0,P Vv

onde o indice n esta relacionado aos nés da linha de referénciae t=1,2 as dire¢bes no plano
da secdo transversal. Nota-se que os graus de liberdade de posicdo estdo relacionados
consistentemente com a inércia de translagdo e os vetores generalizados com a inércia de
rotacdo do corpo.

O mapeamento da configuracao inicial € analogo a equacéo (4.22) adotando-se nulos 0s

parametros Al e W . Maiores detalhes sobre este elemento finito podem ser encontrados nos

trabalhos de Coda (2009) e Coda e Paccola (2011) e também em Coda e Paccola (2010), em
especial sobre o enriquecimento a tor¢do. Os desenvolvimentos relativos as derivadas da tensdo
de Piola-Kirchhoff e do gradiente da funcdo mudanca de configuracdo para o elemento de

portico espacial podem ser encontrados nestes trabalhos.
4.4 Casca

Ao desenvolver-se a cinematica do elemento finito de casca utilizam-se parametros
nodais andlogos aos do portico espacial. As posi¢Bes dos nds da superficie sdo empregadas para
representar os deslocamentos translacionais, mas agora somente um vetor generalizado é
suficiente para descricdo dos giros de uma secdo da casca. Além disso, uma taxa de variagédo
linear da deformacdo é empregada de modo a evitar o travamento ao esforgo cortante e
volumétrico quando da lei constitutiva tridimensional completa adotada.

A partir da Figura 9 pode-se escrever 0 mapeamento de um ponto do dominio da casca

na configuracédo atual a partir da sua superficie média como:

=y =4&&Y +%[§3 (& EAS A GV (4.24)

onde, Y, sdo as coordenadas atuais dos nos ¢ da superficie de referéncia (adotada como a
superficie média) para as diregbes i=1, 2, 3, V. é o vetor generalizado medido a partir da
superficie médiae A, representa o pardmetro de enriquecimento para taxa de deformacéo linear

da espessura. Ainda, h, é a espessura inicial do elemento, ¢,(&,,<£,) sdo as funcdes de forma
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do elemento triangular com suas variaveis adimensionais & e &,, e & € a coordenada

adimensional na direcdo da espessura.

superficie
média

R adiaiadiadadiadia i dt S

XZ’yZ

Figura 9 — Mapeamento do elemento de casca

Ressalta-se que a superficie média da casca foi tomada como referéncia por simplicidade
dos desenvolvimentos, mas também seria possivel utilizar-se de outras referéncias, ou ainda
cascas com diversas laminas de materiais diferentes como se desenvolve nos trabalhos de Coda,
Paccola e Sampaio (2013) e Coda (2015).

Conforme apresentado para o0 elemento de pértico espacial, o parametro de
enriquecimento da deformacdo é desprezado quando se utiliza a expressao (4.24) para
desenvolver-se a variacdo da energia cinética, dada pela equacéo (3.21), resultando em uma

matriz de massa constante escrita, sem os termos nulos, como:

N I
NEdh 12 (M) g /4

=], o (4.25)
na qual k indica os nos da superficie da casca.

O mapeamento da configuracéo inicial se escreve da mesma forma que a equacao (4.24)

adotando-se nulos os parametros A,. Nesta configuragdo os vetores generalizados séo

considerados unitarios e ortogonais a superficie de referéncia, ja& que se conhecem as
coordenadas dos nés do elemento. Ja na configuracéo atual os vetores generalizados ndo serdo
necessariamente unitarios nem ortogonais a superficie de referéncia, caracterizando,
similarmente ao portico espacial, uma cinematica mais geral do que a Reissner-Mindlin para

placas e cascas.
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Este elemento finito de casca possui, entdo, 7 graus de liberdade em cada nd: trés
posicdes, trés componentes do vetor generalizado e a taxa de variacdo da deformacdo na
espessura. Os desenvolvimentos para o elemento, derivadas da tenséo de Piola-Kirchhoff e do
gradiente da funcdo mudanca de configuracdo, e maiores detalhes sobre o elemento finito de
casca podem ser encontrados nos trabalhos de Coda e Paccola (2009) e Coda, Paccola e
Sampaio (2013).

4.5 Tratamento Dos Parametros Nodais

Conforme apresentado, os elementos finitos empregados neste trabalho utilizam
parametros nodais alternativos para descricdo da sua cinematica. Quando se empregam
geometrias que resultam em malhas de elementos colineares ou coplanares, os graus de
liberdade entre elementos séo associados diretamente, conforme preconizado pela técnica dos
elementos finitos para representacao da continuidade do meio.

Para os graus de liberdade de posicao, que definem univocamente o nd, sua associacao
na interface entre elementos ndao depende da geometria e é sempre realizada diretamente, o que
faz parte de um processo de organizagdo das varidveis nodais chamado de compatibilidade
cinematica.

Em malhas com curvaturas suaves pode-se também utilizar dessa técnica para associar
0s parametros nodais de giro (angulos para o pértico plano e vetores generalizados para 0s
elementos tridimensionais) na interface entre elementos distintos atraves do valor medio nodal
destes. Assim, corrige-se a suposicao inicial de ortogonalidade, mencionada na apresentagédo
das cinematicas dos elementos, como determinadora do valor de referéncia dos graus de
liberdade. Como os parametros de enriquecimento das deformagGes sdo tomados inicialmente
nulos néo é preciso realizar sua correcéo inicial.

Desse modo, quando do uso da compatibilidade cinematica, a atualizacdo incremental
dos parametros nodais do né compartilhado é a mesma em todos os elementos que ali
concorrem por estarem associados a mesma evolucdo das variaveis. Desta forma, no processo
incremental-iterativo de solucdo, a correcdo de solucdo calculada para uma determinada
variavel compartilhada por diversos elementos distintos é aplicada igualmente em todos os

elementos que concorrem neste mesmo né compartilhado.
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Nos exemplos apresentados neste capitulo, esse procedimento é utilizado. Um
tratamento diferenciado para geometrias pouco suaves ou mesmo na existéncia de cantos vivos
em elementos espaciais é apresentado posteriormente no Capitulo 6 dada a particularidade do
uso dos vetores generalizados. Para o elemento de pértico plano ndo é necessario um tratamento
especial para essas geometrias ja que a atualizacdo incremental para o grau de liberdade de

angulo no caso bidimensional € direta.

4.6 Exemplos De Verificagédo

Apresentam-se nesse item alguns exemplos utilizados para verificar o bom
funcionamento do codigo computacional desenvolvido em relacdo aos elementos finitos

implementados.

4.6.1 Atuador com um grau de liberdade

Neste exemplo um elemento finito ativo de barra simples, Figura 10 a), € utilizado com
objetivo de comparar seu comportamento dindmico com um sistema massa-mola equivalente
de um grau de liberdade, Figura 10 b). Para simular o atuador, uma barra sem massa de 1,0 m
de comprimento com secdo transversal quadrada de 0,10 m de lado é fixada em uma
extremidade e livre para se mover na direcdo do seu eixo na outra extremidade. Uma massa
concentrada de 0,4947 kg é colocada na ponta livre. Com um mddulo de elasticidade de 200,0

MPa, a rigidez da mola equivalente pode ser calculada como k =EA)/L,_, =2,0MN.m. Em

todas as analises um incremento de tempo de 0,1 ms foi utilizado para 0 método de Newmark

sem dissipacdo numeérica.

barra atuada

_ k=EA /L,
7% j A F(t) = kAL(t)
9 f L,=10m | ) <« m «@mm%

4 1

Figura 10 — Elemento finito atuador, a), e sistema equivalente, b)
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O comprimento de referéncia do atuador € incrementado pela funcdo AL(t)=
0,001sen(314,1425t) m durante os primeiros 0,05 s da analise, ap0s este instante nenhum

incremento é adicionado a barra, que pode vibrar liviemente. A Figura 11 apresenta o
deslocamento da extremidade livre da barra comparado com a solucdo analitica do sistema

massa-mola com uma forca externa F(t) =kAL(t), correspondente ao deslocamento imposto

no atuador. Como pequenos deslocamentos ocorrem nesse caso, a solucdo analitica para
vibracOes forgadas neste sistema de um grau de liberdade, encontrada em livros classicos sobre
dindmica das estruturas como Warburton (1976), pode ser utilizada para comparacao. A Figura
11 também ilustra os resultados para simulacdo do mesmo elemento finito sem controle do
comprimento, mas com a carga equivalente aplicada na sua extremidade livre. Como esperado,

todos os modelos apresentam o mesmo histérico de deslocamento com curvas coincidentes.

1,50
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£
S 050 |
5 000 \ ( ANAAAANAANAANADANNN
g \\/ VVVVVVVVVVVVVVVV
é 050 Atuador
| T e

Y 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

Tempo (s)

Figura 11 — Deslocamento da extremidade livre (curvas coincidentes)

A evolucdo da deformacéo também é calculada como ilustrado na Figura 12. A medida
de deformacdo de Green é apresentada para os casos simulados e a medida linear para a solugéo
analitica. Como se desenvolvem pequenas deformagdes, os resultados do caso simulado com a
forga externa correspondem perfeitamente com a solugéo analitica. Diferencas sdo encontradas
durante a fase de controle do comprimento do caso com atuacéo direta da barra. Nessa situacgéo,
como a configuracdo de referéncia € continuamente alterada, a deformacdo de Green, sendo
uma medida Lagrangeana, quantifica a mudanca de forma que ocorre em cada nova
configuracdo de referéncia imposta, desta forma tem-se valores inferiores como os encontrados.
O elemento atuador proposto representa melhor o comportamento do mecanismo dado que um
atuador linear real é constituido por partes mdveis e 0 movimento delas é composto por
deformac0es elasticas e translacdes de corpo rigido. Assim, alterar a configuracdo de referéncia,
em ultima instancia, retira 0 movimento de corpo rigido imposto da medida de deformacéo do
atuador, o qual é visto simplificadamente como um elemento homogeneizado. Isso pode ser

observado durante a etapa de vibragdes livres na qual o comprimento de referéncia da barra
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retorna, e permanece, igual ao seu valor inicial de 1,0 m, resultando em uma evolucdo da

deformacéo coincidente com os outros casos a partir daquele momento.

0,15
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£ 005 T ‘\ 4 \ / Atuador
8] ! o
0 0,10 | L \Jil ------------- Forca externa
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0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
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Figura 12 — Evolucéo da deformacéo

Considerando agora uma funcdo de incremento do atuador 100 vezes maior, grandes
deslocamentos ocorrem no mecanismo como pode ser visto na Figura 13. A solucédo analitica
linear ndo € valida para este caso, mas € ilustrada para comparacdo ja que apresenta um
comportamento semelhante. Apesar da forca externa equivalente para o caso de deformacdes
finitas ser dependente da rigidez, utilizando a aproximagdo constante como anteriormente

obtém-se resultados muito semelhantes ao caso com atuacao da barra.

0,15
€ 010 ¢ Vi
\é/ 0’05 | WX R )
g 000 AAAAAAAAAAAAAAA]
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0-010 MNE e Forga externa
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Figura 13 — Deslocamento da extremidade livre — casos com grandes deslocamentos

A evolugdo da deformacéo para o caso de grande deslocamento é apresentada na Figura
14. A solucdo analitica e o caso simulado com a forgca externa apresentam respostas
semelhantes, mas, comparados com o caso atuado, as diferencas nos modelos se tornam
evidentes. Quando simulado com o elemento finito atuador, apesar de resultar no mesmo
comportamento para grandes deslocamentos, o historico de deformacdo do corpo apresenta
valores bastante inferiores comparativamente ao caso de vibracdo forcada. Isso reforca a
discussao feita para os casos de pequenos deslocamentos de que o elemento proposto representa
mais fielmente o comportamento real desse tipo de mecanismo, mesmo quando experimenta

deslocamentos finitos.
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Figura 14 — Evolucéo da deformacéo — casos com grandes deslocamentos

4.6.2 Viga bi engastada

Utiliza-se este exemplo para verificar os diversos tipos de elementos finitos
implementados ao analisar-se 0 comportamento dinamico de uma viga bi engastada apresentada
por Mondkar e Powell (1977) e ilustrada na Figura 15. Um carregamento constante igual a
2846,86 N, capaz de gerar grandes deflexdes, € aplicado ao meio vao de uma barra com 50,80
cm de comprimento. Como este exemplo foi originalmente modelado em estado plano de
tensdo, sua secdo transversal possui uma base de 2,54 cm (igual a 1,0 in nas unidades da
referéncia) e altura de 0,3175 cm. O material da viga possui médulo de Young igual a 206,84
GPa, coeficiente de Poisson nulo e densidade de 2712,63 kg/m?. Adota-se, conforme os autores,

0 metodo de Newmark (regra do trapezio) com passo de tempo igual a 25,0 ps.

Figura 15 - Viga bi engastada

Uma andlise da discretizacao espacial da viga através de refinamento polinomial com o
elemento finito de portico plano é realizada. De modo se se obter uma malha equivalente a da
referéncia, adotam-se inicialmente dez elementos finitos com diversas ordens de aproximacao.
Os resultados da evolugdo do deslocamento na dire¢do da carga sdo ilustrados na Figura 16.
Nota-se que os elementos de aproximacdo quadratica e, especialmente, de aproximacao linear

ndo foram capazes de representar a resposta da estrutura, enquanto os elementos de
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aproximacdo cubica e de quarta ordem apresentam resultados quase idénticos entre si e com a

solucdo de referéncia.
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Figura 16 — Malhas com mesmo namero de elementos

Contudo, na analise anterior onde se manttm o mesmo ndmero de elementos a

quantidade de graus de liberdade é bastante diferente para cada malha. Assim, para se obter

malhas equivalentes em termos de nimero de graus de liberdade toma-se a malha cubica de dez

elementos como referéncia, com 31 nds, e compara-se com malhas de aproximacao linear com

30 elementos, quadratica com 16 elementos e de quarta ordem com 8 elementos. Para que exista

um no central para aplicacdo da carga concentrada, que ndo seja interno ao elemento, as malhas

dos polindbmios aproximadores de ordem par possuem 33 nds. Da Figura 17 nota-se que a malha

de ordem quatro continua tendo boa representatividade mesmo com menos elementos e a

resposta da malha quadratica apresentou uma melhora significativa com mais elementos. Ja o

aumento do nimero de elementos ndo foi suficiente para garantir representatividade para a

malha de aproximacéo linear.
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Figura 17 — Malhas com niimero de nds equivalente
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A partir desses resultados utiliza-se entdo como referéncia para os outros tipos de
elementos a malha cubica com dez elementos finitos. Os resultados para o elemento finito de
portico espacial, dado o problema ser plano, foram idénticos aos do portico plano, por isso, ndo
serdo apresentados adicionalmente. Utilizou-se nesse caso como malha auxiliar para
discretizacdo da secdo transversal dois elementos triangulares planos de aproximacao linear,
Figura 18. Nota-se a boa capacidade de representacdo do elemento espacial mesmo com uma
secdo transversal pouco discretizada. Todavia, essa adequada representatividade é esperada
dada a geometria da secédo ser simples (retangular) e a malha auxiliar ndo introduzir graus de
liberdade adicionais, mas somente servir de suporte para definicdo geométrica da secédo

transversal.

\71

Figura 18 — Malha auxiliar da se¢do transversal do elemento de portico espacial com os eixos definidos
pelo par de vetores generalizados (os vetores nédo estdo em escala com a malha)

Para simulacdo da viga com o elemento finito de casca utilizam-se duas discretizages
diferentes conforme ilustra a Figura 19. Em ambos os casos o carregamento concentrado €
distribuido linearmente, seja na dire¢do da base ou altura da viga. A Figura 20 apresenta 0s
resultados de deslocamentos do ponto de aplicagéo da carga. Nota-se que, para este exemplo,
as duas discretizacOes apresentaram resultados quase idénticos e as diferencas sdo pouco
perceptiveis no grafico. Isso ressalta a caracteristica da formulacdo empregada de representar
0s elementos estruturais como solidos, em especial gragas ao enriquecimento da deformacéo na
direcdo da espessura da casca, ja que a malha que discretiza o plano da altura gera elementos
bastante espessos. Como s&o utilizados elementos finitos triangulares, empregou-se na
discretizacdo vinte elementos de aproximacéo cubica, de forma a ser compativel com a malha
de dez elementos cubicos de pértico. Nota-se também que os resultados com o elemento finito
de casca apresentam total concordancia com o0s elementos de pértico, tanto plano quanto

espacial, conforme ilustrado na mesma figura.



69

b)

Figura 19 — Malhas para o elemento finito de casca com discretizagdo de vinte elementos no plano médio
da base a) e da altura b)
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Figura 20 — Resultados da evolucéo dos deslocamentos para o elemento de casca

A influéncia do passo de tempo também foi avaliada, para isso utilizou-se, por
simplicidade, do elemento finito de portico plano com a discretizacdo em dez elementos de
aproximacao cubica. A Figura 21 apresenta os resultados para alguns valores de incrementos
de tempo adotados. Nota-se que o passo de tempo de 25,0 us — adotado para as analises
anteriores a partir do utilizado na referéncia — representa muito bem a resposta dindmica da viga
e que, utilizar um passo inferior ndo traz beneficios significativos a resposta, e passos de tempo
maiores ndo sao representativos por perderem informacdo na marcha do tempo.

Na mesma figura é ilustrada a resposta linear da estrutura de onde pode-se perceber a
importancia de empregar uma formulagéo capaz de representar deslocamentos finitos. Além da
diferenca na magnitude dos deslocamentos da ordem de 15 vezes entre os casos, 0 periodo

fundamental de oscilacdo da viga é bastante alterado do caso linear, 9,0 ms, para cerca de 2,3
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ms no caso ndo linear. Assim, em uma andlise linear seria admissivel o0 uso de um passo de

tempo maior, o que claramente ndo € possivel neste caso.
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Figura 21 — Avaliacéo do passo de tempo

4.6.3 Casca cilindrica com snap through dindmico

De maneira a verificar a correta implementacdo do elemento finito de casca, apresenta-
se um problema comumente utilizado como benchmark para analise de problemas dindmicos
ndo lineares de casca. A Figura 22 ilustra a geometria de uma casca cilindrica abatida,
originalmente proposta por Kuhl e Ramm (1999). Esta tem seus lados retos simplesmente
apoiados e seus lados curvos livres. Uma forca concentrada € aplicada ao centro da casca de

forma lenta, aumentando linearmente de zero até 50.10° kN em um intervalo de tempo de 0,20

s, posteriormente seu valor é mantido constante. A espessura da casca € h=0,10m e os
parametros do material sdo E=2-10"N/m?, v=0,25 e p,=10"kg/m®. Para integracdo
temporal foi utilizado o0 método de Newmark com pardmetros f=0,25 e y =0,50.

Para simulacdo do problema utiliza-se da sua dupla simetria de modo que uma malha
de 8 elementos cubicos discretiza um quarto do dominio. Ressalta-se que no caso de simetria o
grau de liberdade referente a taxa de variacdo da deformacéo da espessura ndo é restringido ja
que no plano de simetria ndo existe o efeito de um engaste que impeca a deformacéo transversal
do corpo, somente seus deslocamentos e giros. Uma discussdo sobre o significado desse

parametro pode ser encontrada em Bischoff e Ramm (2000).
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Figura 22 — Configuracéo inicial da casca cilindrica

A Figura 23 apresenta o deslocamento do apice da casca no ponto de aplicacdo da forca
juntamente a resposta apresentada na referéncia, para as andlises esttica e dinamica da
estrutura. Apoiado na analise de convergéncia apresentada na Figura 24 — ilustrada, para maior
clareza, a partir de 0,15 s — adotou-se incremento de tempo de 0,0625 ms para analise.

Entretanto, nota-se que o passo de tempo igual a 0,25 ms ja apresenta bons resultados.
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Figura 23 — Deslocamento do apice no ponto de aplicagédo da forca
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Figura 24 — Convergéncia do incremento de tempo

Comparando os resultados obtidos, estatico e dinamico, com a referéncia percebe-se
uma defasagem entre as curvas, especialmente na regido de instabilidade. Justifica-se essa
diferenga pelos autores adotarem um elemento finito com integracdo reduzida de modo a evitar
travamentos dado que este considera deformacdo constante na direcdo da espessura da casca
(pré-integracdo nessa direcdo), tornando o elemento mais rigido, como se observa nos
resultados. J& na formulacdo utilizada tem-se a presenga do enriquecimento que permite a
ocorréncia de um perfil de deformacéo linear na espessura da casca, flexibilizando a estrutura
e fazendo com que o snap through ocorra mais cedo. Ressalta-se que como o carregamento €
aplicado de forma lenta, ndo existem efeitos impulsivos nesse caso.

Nesse sentido, uma comparacgdo interessante € simular a estrutura bloqueando-se todos
os graus de liberdade relativos ao enriquecimento da deformacéo. O resultado, apresentado na
Figura 25, mostra claramente o enrijecimento da casca nesse caso, até um pouco mais do que o

obtido na referéncia.
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Figura 25 — Comparacéo para o enriquecimento da deformagcéo restringido



73

Em relacdo ao caso dindmico, apesar da defasagem de cerca de 7,5 ms (Figura 23),
devido ao enrigquecimento da deformacdo, as oscilacdes se comportam de maneira bastante
semelhante. A suavidade da resposta apresentada pela referéncia ocorre pelo esquema de
integracdo temporal 14 utilizado, o qual foi ajustado para filtrar as altas frequéncias de oscilacdo
através de dissipacdo numérica, além de estratégia de passo de tempo variavel utilizada.

Assim, pode-se perceber que o codigo implementado e a formulacdo empregada sdo
capazes de representar bem o comportamento da estrutura, mesmo quando da ocorréncia do

snap through e altas oscilagdes.

4.6.4 Régua flexivel

Utiliza-se deste exemplo, proposto por Kuhl e Ramm (1999) como o exemplo anterior,
para avaliagéo da integracao temporal a partir de uma estrutura modelada por elementos finitos
de casca conforme ilustra a Figura 26. Os carregamentos externos aplicados sdo capazes de
gerar grandes deslocamentos e também levam a deformaces de flexdo, cisalhamento e tor¢édo
proeminentes na régua conforme ilustrado na Figura 27. Estes carregamentos uniformemente

distribuidos q(t) sdo aplicados como um impulso triangular durante 4,0 ms com valor maximo

de 40,0 kN/m na metade do intervalo de aplicacdo. De forma a se obter uma discretizacédo
espacial equivalente a da referéncia, foram adotados 60 elementos finitos triangulares de
aproximacdo quadratica. A densidade do material é igual a 7800,0 kg/ms3, o modulo de Young

é igual a 206,0 GPa e o coeficiente de Poisson é nulo. A espessura da régua é igual a 2,0 mm.

q(t)

Figura 26 — Geometria e carregamentos sobre a régua
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Figura 27 — Instantes iniciais da movimentacao da régua para cada 4,0 ms (método a-generalizado sem
dissipacdo numérica)

Inicialmente adota-se 0 mesmo passo de tempo empregado na referéncia igual a 50,0 ps
para um periodo de analise de 100,0 ms. Os valores de energia da estrutura obtidos utilizando-
se o integrador a-generalizado com p, =1,0 e p, =0,9 sdo comparados com as respostas da
referéncia, Figura 28. Destes resultados pode-se notar inicialmente dois aspectos principais: a

diferenga nos valores totais da energia e a perda de estabilidade da resposta da referéncia para

0 caso sem dissipa¢cdo numérica.

250 a-generalizado p,, = 1,00 250 a-generalizado p,, = 0,90
200 200
150 150
100 H 100
50 50
0 1 I 0 1 I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
a) Tempo (ms) Tempo (ms)
300 a-generalizado p,, = 1,00 300 a-generalizado p,, = 0,90
250 250
200 200
150 150
100 K 100
50 50
O 1 1 1 1 O 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
b) Tempo (ms) Tempo (ms)

Figura 28 — Valores de energia (J): a) simulacéo do trabalho e b) resposta da referéncia (KUHL; RAMM,
1999) (em azul energia de deformagéo, em vermelho energia cinética e em preto energia total)

Conforme mencionado no exemplo anterior, o elemento finito empregado pela

referéncia possui limitag6es por ndo considerar a deformacéo na direcao da espessura da casca,
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0 que leva a uma representacdo mecanica um pouco diferente do comportamento do solido.
Assim, as simulagbes realizadas levaram a um valor menor de energia total ja que, para o
mesmo carregamento, o sélido se deformou menos como pode ser observado pelos menores
valores de energia de deformacdo. Ao mesmo tempo, a energia cinética apresenta valores em
média bastante similares. Entende-se que para este intervalo de anélise ndo se obteve perda de
estabilidade dado o modelo mecéanico empregado ser mais representativo do comportamento do
solido do que o modelo da referéncia. Entretanto, estendendo-se a analise, Figura 29, a perda

de estabilidade também ocorre para o caso sem dissipa¢do, mas para o caso com p, =0,9

obteve-se uma resposta estavel durante toda a simulagédo de 1000,0 ms.

250
200
150
100

50

O 1 1 1 1

200 400 600 800 1.000 0 200 400 600 800 1.000
Tempo (ms) Tempo (ms)

a-generalizado p,, = 1,00 a-generalizado p,, = 0,90

o

Figura 29 — Valores de energia (J) para intervalo de analise de 1000 ms (em azul energia de deformacéo,
em vermelho energia cinética e em preto energia total)

Para demonstrar a diferenca na introducdo de dissipacdo através do método a-
generalizado e do método de Newmark realizaram-se simulages com diferentes valores de

dissipacdo. A dissipacdo é medida atraves do raio espectral da regido de altas frequéncias p, .

Para o integrador o-generalizado calcula-se o valor do raio espectral 6timo para o método
conforme apresentado no Capitulo 3 pelas equacfes (3.35) e (3.36). Géradin e Rixen (2015)

informam o valor do raio espectral para 0 método de Newmark como:

= M az>0 (4.26)
l+o

sendo « aquantidade de dissipagéo introduzida no parametro y a partir do caso sem dissipagéo

o0

(y=1/2). Assim, y é calculado por:

% :%+a (4.27)

O valor 6timo para o parametro £ de modo que se dissipem as altas frequéncias com a

menor perturbacdo das baixas frequéncias é dado pelo menor valor da inequacao que verifica a
estabilidade do método de Newmark (PAULTRE, 2011):
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p2i(rei] ~5trar (4.28)

A Figura 30 ilustra a evolucdo da energia para os casos simulados. Nota-se que a perda
de energia é significativamente maior para o integrador de Newmark em todos o0s casos. A
dissipacdo do método a-generalizado é tdo mais suave que o caso com a menor dissipacao

numeérica, p, =0,99, ainda ndo apresenta estabilidade enquanto o equivalente do método de
Newmark apresenta perda de energia equiparavel com o caso de aniquilagéo assintotica, p, =

0, do integrador o. Nota-se que no caso sem dissipacdo o método de Newmark foi capaz de

levar a anélise um pouco mais adiante do que o integrador a-generalizado.

250 250

Newmark p,, = 1,00 a-generalizado p,, = 1,00
200 |f 200
150 150
100 100
50 50
0 1 1 0 1 1 1
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tempo (ms) Tempo (ms)
250 250
Newmark p,, = 0,99 a-generalizado p,, = 0,99
200 f 200
150 150
100 100
50 50
O 0 1 1 1
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tempo (ms) Tempo (ms)
250 250
Newmark p,, = 0,90 a-generalizado p,, = 0,90
200 |f 200 |f
150 Ly 150
100 100
50 50
0 B — 0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tempo (ms) Tempo (ms)
250 Newmark p,, = 0,70 a-generalizado p,, = 0,70
200
150
100
50
0 W A 1 1
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tempo (ms) Tempo (ms)

Figura 30 — Valores de energia (J) — comparacao dos métodos de integragédo (em azul energia de
deformacao, em vermelho energia cinética e em preto energia total)
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250 Newmark p,, = 0,00 250 a-generalizado p,, = 0,00
200
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100
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O 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tempo (ms) Tempo (ms)

Figura 30 (cont.) — Valores de energia (J) — comparacdo dos métodos de integracéo (em azul energia de
deformacéo, em vermelho energia cinética e em preto energia total)

Além da avaliacdo da energia da estrutura é interessante observar os resultados de

deslocamento do corpo. Para tanto, utiliza-se como medida a variacdo do comprimento da régua

(dado pela distancia entre os ponto A e B

indicados na Figura 26). Os resultados sé&o

apresentados para todos os casos na Figura 31 onde se observa a gradual reducéo da amplitude

de vibracdo do movimento com o0 aumento da dissipacdo numérica.
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Figura 31 — Variacdo do comprimento (m) — comparac¢do dos métodos de integracéo
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0,06 Newmark p,, = 0,70 0,06 a-generalizado p,, = 0,70
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Figura 31 (cont.) — Variacao do comprimento (m) — comparagao dos métodos de integracao

Por fim, uma avaliacdo do incremento de tempo é realizada para o integrador de
Newmark, Figura 32. Nesse caso nao foi introduzida dissipacdo numérica ao sistema e observa-
se que a reducdo do passo de tempo foi capaz de estender a anélise por um periodo de tempo
maior antes da perda de estabilidade do método. Além disso, as oscilagBes presentes na resposta
da energia total foram bastante reduzidas, indicando a necessidade de uma resolucdo temporal
superior para obtencdo de uma resposta suave. J& o resultado da variagcdo do comprimento da
régua para 0 menor passo de tempo, Figura 33, tomado como referéncia para comparagdo com
as respostas obtidas anteriormente para os casos com dissipacdo do método a-generalizado,

Figura 31, mostra que o amortecimento na resposta dos deslocamentos do método o para p, =

0,9 e 0,7 é pequeno, incentivando seu uso por permitir passos de tempo maiores.

Desta forma, pode-se concluir deste exemplo que a representagdo mecanica dos solidos
tem grande influéncia na estabilidade da resposta dindmica, ndo somente o tamanho do
incremento de tempo ou 0 método de integracdo temporal. Além disso, em concordancia com
a discussao apresentada no Capitulo 3, o0 método de Newmark funciona muito bem sem a
introducdo de dissipacdo em anéalises de duragdo moderada, mas quando da necessidade de
introducdo de dissipacdo para andlise mais longas o integrador a-generalizado apresenta
melhores resultados. Em particular ressalta-se o ganho em tempo de processamento ao utilizar
0 método a-generalizado com um passo de tempo maior em uma analise estavel e representativa
em comparacdo com o método de Newmark, o qual necessita de incrementos de tempo

significativamente menores para poder representar a resposta dinamica estrutural.
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Figura 32 — Avaliacéo do passo de tempo — valores de energia (J) para o método de Newmark sem
dissipacdo numeérica (em azul energia de deformacao, em vermelho energia cinética e em preto energia

total)
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Figura 33 — Avaliacdo do passo de tempo — variacdo do comprimento (m) para o método de Newmark sem
dissipacdo numérica
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5. INTRODUCAO DE RESTRICOES AO SISTEMA
MECANICO-ESTRUTURAL

Neste capitulo apresenta-se como sdo introduzidas restricdes no movimento do sistema
mecanico-estrutural desenvolvido no Capitulo 3 para que seja possivel simular as ligac6es
deslizantes, além de conexdes rotacionais e da conexao rigida entre os vetores generalizados.
Estas restricbes ao movimento, chamadas restricGes cinematicas, sdo descritas por equagdes
que podem ser incluidas a partir de distintas técnicas de introducéo de restricdes, por exemplo,
multiplicadores de Lagrange, penalizacdo e Lagrangeano aumentado. Apresenta-se a seguir
como estas técnicas sdo empregadas para introducdo de uma equacdo de restricdo genérica e
como ¢€ realizada a solugdo do sistema restrito resultante, sua integracdo temporal e suas
particularidades.

As equac0es especificas para as juntas desenvolvidas neste trabalho sdo descritas em
detalnes no capitulo seguinte. Maiores informacbes a respeito dessas consolidadas
metodologias para introducdo de restricdes podem ser adquiridos em, por exemplo, Lanczos
(1970) e Géradin e Cardona (2001) para aplicacGes de sistemas mecanicos e estruturais, ou
mesmo em livros que tratam de otimizacdo numérica como Nocedal e Wright (1999),
Luenberger e Ye (2008) ou Rao (2009).

5.1 Equagdes Do Movimento Com Restri¢oes

O Principio da Energia Total Estacionaria, utilizado para obtencdo das equacfes do
movimento no Capitulo 3, pode ser entendido como uma técnica de otimizacéo irrestrital,
desenvolvida através do célculo variacional e aplicada em problemas da dindmica dos sélidos
na qual a energia total do sistema mecénico é minimizada. Dessa forma, quando restri¢Oes
cinematicas sdo adicionadas ao sistema pode-se interpretar a busca da solugdo como um

problema de otimizacdo restrito.

! Diferencia-se otimizagdo irrestrita de otimizacdo restrita pela Gltima apresentar explicitamente restrices nas
varidveis envolvidas conforme comentam Nocedal e Wright (1999). Esta diferenca é importante dado ser possivel
existir restricdes impostas de forma implicita como no caso da utilizacdo de compatibilidade cinematica dos graus
de liberdade e de métodos denominados mestre-escravo.
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Diversas metodologias podem ser aplicadas para estabelecer sua solugdo, as quais
dependem das caracteristicas das equacdes de restricdo e da funcdo objetivo a qual se esta
restringindo, no caso a energia total do sistema. As aplicagdes deste trabalho limitam-se a
restricbes denominadas holonémicas. Esta classificacdo, vinda da Mecénica Analitica, indica
que as equacdes de restricdo sdo escritas somente em funcdo das variaveis que definem o
problema — no presente caso estas sdo os parametros nodais da discretizacdo espacial por
elementos finitos e quaisquer variaveis adicionais necessérias a descricdo das juntas — e
também, possivelmente, de maneira explicita do tempo. Inversamente, restricdes nao-
holonémicas também dependem de diferenciais dessas variaveis, isto €, suas velocidades e
aceleracdes, além de poderem estar expressas por meio de inequacoes.

Pode-se escrever o vetor que agrupa as diversas equacdes de restricao holondmicas c,
introduzidas ao sistema como:

¢(r,t)=0 (5.1)
onde, agora entende-se que o vetor ¥~ agrupa, além dos parametros nodais, quaisquer variaveis
adicionais introduzidas pela prépria equacdo de restricao.

Dessa forma, estende-se o Principio da Energia Total Estacionéria para o caso de
restricdes holondmicas ao modificar a expressao da energia total, equacao (3.9), através de um
potencial de restricdo adicional denominado ¢ como:

N=4-P+K+Q+C (5.2)
A expressao deste potencial adicional depende do metodo utilizado para imposicao das

restricdes e das proprias equacOes de restricdo. Como as equacOes de restricdo sdo escritas da
forma expressa em (5.1), para 0s métodos empregados (descritos a seguir), quando a expressao
de ¢ e calculada na solugéo do problema, esta deve possuir valor nulo, desta forma a energia
total do sistema ndo é modificada por este potencial.

Dada uma expressao para o potencial de restricdo, obtém-se o equilibrio procedendo-se,
da mesma forma que para o caso irrestrito, no desenvolvimento da primeira variacdo da energia
total, agora a partir da equacéo (5.2), como:

N =0l —OP+0K+5Q+6C =0 (5.3)
As equacdes do movimento restritas (equilibrio dindmico ndo linear geométrico com

restricdes), analogamente ao caso sem restrigdes, equacdo (3.22), podem ser obtidas ao se
desenvolver a equacdo (5.3) para uma variacao arbitraria dos parametros nodais. Assim, podem

ser escritas em uma forma compacta como:

™ _FE4+M.7+D-F'+E™=0 (5.4)
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sendo F™ o vetor que representa as forcas que impdem as restricées ao sistema advindo do

potencial de restrigdes introduzido.

5.2 Métodos De Imposicdo De Restri¢es

Conforme mencionado, as equacgfes de restricdo podem ser introduzidas através de
diversas abordagens, as quais possuem vantagens e desvantagens particulares. Neste item trés
métodos para solugdo numérica de problemas com restricdes sdo apresentados: o método da
funcdo de penalizacao, o método dos multiplicadores de Lagrange e 0 método do Lagrangeano
aumentado.

O método da funcéo de penalizagdo introduz equacdes de restricdo através de um termo

de penalizacdo quadratico que pode ser dado pelo seguinte potencial:

C’:%kﬁ-ﬁ (5.5)

sendo, k um parametro de penalidade.
A partir da equacdo (5.3), o vetor de forcas de restricdo deste caso é escrito como:

Ere 290 | C «_yve.e (5.6)
or or

onde, o tensor VC é o gradiente do vetor de restri¢do, isto €, sua matriz Jacobiana.

A técnica de penalizacdo tem a vantagem de ndo introduzir novas variaveis ao sistema
de equacBes devido ao proprio método — podendo, caso necessario, introduzir variaveis
adicionais se presentes na equacao de restricdo. Neste método a equacao de restricdo somente
é imposta de forma aproximada, com uma dependéncia do aumento do parametro k para
melhora da precisdo da resposta. Todavia, a0 aumentar-se 0 penalizador excessivamente, a
matriz tangente do método de Newton se torna mal condicionada. Assim, neste trabalho, quando
necessario, adota-se um parametro da ordem de 1,0-10% que, para os exemplos estudados (em
especial para o acoplamento entre vetores generalizados), apresentou bons resultados.

No método dos multiplicadores de Lagrange, diferentemente da técnica de penalizacao,
introduz-se uma variavel adicional, chamada multiplicador, para cada equagao de restrigdo que
se deseja impor. A expressao do seu potencial de restricdo é dada por:

C=1-C (5.7)
na qual o vetor A redne os multiplicadores para cada equagéo de restricéo.
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Como os multiplicadores representam novos graus de liberdade do sistema escreve-se a

variacdo do potencial de restri¢do, equacao (5.3), também em funcdo destes como:

55=5f.ve.z+5z.6={5f 52’}{%;1} (5.8)
C

Assim, o vetor de forcas de restricdo para o método pode ser dividido em duas partes,

uma relativa aos parametros ¥~ e outra aos multiplicadores, e é escrito como:

Fre = {W_' A } (5.9)

o
Embora 0 método dos multiplicadores introduza mais incognitas ao sistema, a equacao

de restricdo é imposta de forma exata sem dependéncia de qualquer parametro adicional (como
o coeficiente de penalizacdo). Além disso, os multiplicadores possuem uma representacao
mecanica como a forca interna necessaria para que a restricdo seja imposta e, a depender da
expressao da equacdo de restricdo e dos graus de liberdade associados, é possivel relaciona-los
a entidades mecanicas como forca ou momento. Neste ponto deve-se observar que para a
técnica da penalizacdo as forcas internas de restricdo também podem ser obtidas, ndo como
variaveis do sistema, mas diretamente a partir do vetor de forcas de restri¢cdo para os graus de
liberdade de interesse.

Uma desvantagem do uso de multiplicadores em problemas de dindmica dos sélidos € a
introducdo de equacgdes algébricas no sistema de equacOes diferenciais podendo gerar
problemas ndo triviais na construcdo de integradores temporais a depender da formulacao
adotada, como sera comentado na se¢do seguinte. Além disso, o sistema de equagdes algébrico-
diferenciais resultante ndo é necessariamente positivo definido mesmo em regides de equilibrio
estavel, o que pode levar a ocorréncia de instabilidades na solu¢do conforme mencionam Mufioz
e Jeleni¢ (2004). Todavia, esta ultima dificuldade pode ser sanada com a utilizacdo de
estratégias numéricas desenvolvidas para resolucgdo de sistemas lineares que contenham termos
nulos na diagonal, como € o caso deste método e poder ser visto na equacdo (5.26) apresentada
quando do desenvolvimento da solucdo do sistema restrito.

Por fim, o0 método do Lagrangeano aumentado busca combinar as vantagens dos dois
métodos ja apresentados através de um potencial de restri¢do escrito a partir da composicdo dos

potenciais desses métodos como:

C=A-C+=kC-€ (5.10)

N

onde os multiplicadores de Lagrange A e o coeficiente de penalizacdo k sdo inicialmente

estimados e posteriormente corrigidos em um processo iterativo. Assim, como 0s
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multiplicadores ndo sdo novas variaveis do sistema, o vetor de forcas de restri¢éo fica escrito a
partir da equacéo (5.10) como:

Fre :%:ve-(hke) (5.11)

A vantagem dessa abordagem se encontra em ndo necessitar aumentar tanto o valor do
coeficiente de penalizacdo (em comparagdo com 0 método da funcdo de penalizacdo) para se
obter uma melhor convergéncia da imposi¢cdo da equacdo de restricdo. 1sso porque 0S
multiplicadores séo estimados explicitamente dentro das iteragOes realizadas para busca da
solucdo e o coeficiente de penalizacdo é atualizado para se impor mais fortemente as restricdes
qguando necessario. Maiores detalhes sobre estas atualizacdes sdo apresentados em um item
posterior quando da apresentacdo da estratégia de solucao do sistema com restricGes.

Uma desvantagem do método é a necessidade do procedimento iterativo para sua
convergéncia ja que esta abordagem ainda é aproximada, apesar da presenca dos
multiplicadores de Lagrange, e dependente de um coeficiente de penalizacdo. Entretanto, em
uma estratégia de solucdo naturalmente iterativa, por causa do sistema nao linear tratado neste
trabalho, esta desvantagem a principio ndo é importante. Mesmo assim, observa-se que 0
numero de iteracOes desta abordagem e bastante dependente da escolha do valor inicial do
coeficiente de penalizacdo e do seu parametro de atualizacgéo.

De modo geral, independentemente do método de imposicao de restricdes, nota-se que

é preciso conhecer o gradiente de cada equagdo de restricdo c, para formagédo da matriz

Jacobiana.

5.3 Integracdo Temporal

Para a integragédo direta no tempo da equacdo do movimento com restricOes,
independentemente de qual método de imposicao de restri¢des for utilizado, pode-se realizar o
mesmo tratamento partindo-se da equacgédo (5.4). Reescreve-se a equacdo de equilibrio, em

conformidade com o método a-generalizado, para o instante de tempo auxiliar t+1—¢«, , com

excecdo da forca inercial a qual é equilibrada em um instante t+1—¢,,, como:

— : - = res
o Ft+l—af +M- Y-Hl—am +D- Y:[Jrl—af + Ft+l—af

Ifint

t+l-a

=0 (5.12)
Em analogia ao que foi desenvolvido no Capitulo 3 para integracdo temporal do sistema

sem restri¢Oes, utiliza-se a mesma combinagéo linear do tipo:
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d.,,=1-a)d,, +ad, (5.13)
para representar uma variavel d qualquer no instante de equilibrio a partir dos seus valores no

t+1

instante atual, d.,,, e no instante passado, d, . O valor « pode representar tanto ¢, quanto «,,

a depender da variavel que se esteja tratando.
Desenvolvendo a equacédo (5.12) com a respectiva combinacao linear de cada parcela

de forca tem-se:

—aflft+(l—am)M~)’m+amM~)%t+

(1— a, ) F™ 4o, F™— (1— a; ) F

t+1

(5.14)

+(l-a,)D T, +a,D-T; +(1-a, )R +a,F™ =0

Empregando-se as aproximagdes do método de Newmark para velocidade e aceleragdo
dos parametros nodais, equacdes (3.26) e (3.27), para escrever a aceleracdo e velocidade do
instante de tempo atual como fungdo da posicéo atual e de valores do instante anterior, e

utilizando-as na equacéo (5.14), obtém-se:

. _ _ - 1- - .
(1‘0‘f)(FtL"I+thf—E+1)+[(1ﬁAf;‘)M+( ﬂift)%};ﬁpt:o (5.15)

com o vetor que agrupa os termos do instante de tempo anterior dado por:

— =

P=a,(F"+F*-F)+a,M-1, ~(1-a,)M-T,+@,D-7. +(1-a,)D-R (5.16)

sendo

Tj:(—l —1))'ﬁ +—ft + ftz (5.17)
24 AL AL
e

s (7 Vi (1 ¥ T

R_(1 —zﬁ]Ath+(1 ﬂjrt o (5.18)

Nota-se, em comparacdo com os desenvolvimentos para o equilibrio sem restri¢Ges,
grande similaridade entre os equacionamentos, com somente a incluséo do vetor de forcas de
restricdo nos primeiros termos das equacgoes (5.15) e (5.16). Assim, ao final de cada passo de
tempo a aceleracéo e a velocidade continuam a ser calculadas a partir das equacdes (3.32) e
(3.33), respectivamente. Somente o célculo da aceleracéo inicial é modificado. Tomando-se a
equacéo (5.4) avaliada no instante inicial e isolando a aceleragdo tem-se:

Y,=M™.(F,-FE™"—E™_D.T)) (5.19)
onde os valores da velocidade e posicdo iniciais do corpo sd@o conhecidos. Nota-se que
usualmente o vetor de forcas internas e também o vetor de forcas de restricdo sdo nulos em uma
situacdo inicial indeformada, todavia, na presenca de tensGes iniciais estes devem ser

considerados.
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Observa-se que adotando-se «,, =a, =0 0 metodo a-generalizado continua recaindo

na familia de aproximacdes de Newmark da mesma maneira que para 0 caso sem restri¢oes.
E importante ressaltar que o método o-generalizado é incondicionalmente estavel (para

0 caso linear sem restri¢cbes) quando se respeita a relacdo (CHUNG; HULBERT, 1993):
a, <a, S% (5.20)

Utilizando-se as relacBes para combinacdo Otima da dissipacdo entre altas e baixas

frequéncias, equacéo (3.35), para o caso sem dissipagdo, p, =1, tem-se a, =«; =1/2 e no
caso de aniquilagéo assintotica, p, =0, tem-se «,=-1 e «, =0. Portanto a condicéo

expressa em (5.20) é respeitada para todo dominio do raio espectral.

Todavia, particularmente em problemas que apresentam restricdes introduzidas através
do método dos multiplicadores de Lagrange, de acordo com Géradin e Cardona (2001), para
estabilidade incondicional do método a-generalizado (no caso linear) deve-se ter além de (5.20)

acondi¢do «,, # a,, 0 que impede 0 uso do caso sem dissipagao.

Isso se deve ao fato dos multiplicadores de Lagrange introduzirem equac6es algébricas
em um sistema de equagdes diferenciais (que para o caso particular da dindmica dos sélidos
flexiveis ja possuem a peculiaridade de serem rigidas!). Como os multiplicadores de Lagrange
ndo possuem massa associada, estes estdo relacionados com frequéncias de vibracédo
(autovalores) infinitos que prejudicam a resposta. Desta forma, a presenca da dissipacao
numérica do integrador temporal favorece a estabilidade da resposta, tanto em relacéo a filtrar
os altos modos de vibracdo originarios do sistema de equacdes diferenciais rigidas quanto as
frequéncias oriundas das restrigdes impostas pelos multiplicadores.

Este mesmo problema de instabilidade ocorre com o uso do método de Newmark
guando ndo ha dissipacdo numérica (regra do trapézio) conjuntamente aos multiplicadores.
Cardona e Géradin (1989) provam existir uma instabilidade fraca do método de Newmark em
problemas lineares com restri¢des, isto €, para qualquer valor de passo de tempo, a instabilidade
se propaga e torna o método incondicionalmente instavel em periodos de analise mais longos.

N&o se encontrou na literatura sobre 0 assunto comentarios sobre a influéncia dos outros

métodos de imposicdo de restricdes na integracdo temporal.

1 Equacdes diferenciais rigidas sdo aquelas que necessitam de incrementos de tempo menores para se obter
estabilidade numérica nos resultados, embora para precisdo da resposta incrementos maiores fossem possiveis
(BOYCE; DIPRIMA, 2001). De um ponto de vista fisico, a rigidez das equac¢Ges do movimento esta associada as
altas frequéncias de oscilacdo dos graus de liberdade existentes em um sistema mecénico flexivel, as quais se
distribuem em uma ampla faixa de valores (GERADIN; CARDONA, 2001).
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5.4 Solucdo Do Sistema Né&o Linear

Para a solucédo do sistema néo linear com restri¢des discretizado no tempo utiliza-se a
mesma estratégia do Capitulo 3 através do método de Newton-Raphson. Para tanto, reescreve-
se a equacdo de equilibrio (5.15) com o vetor de desbalanceamento mecanico (residuo do
método de solucgdo) no instante atual como:

_ . — - 1- 1- - L
9t+12(1‘“f)(ﬁl”f+ﬁff—ﬁ+l)+{( ﬁ;‘;")m( ﬂi;)yD}lﬁFi:O (5.21)

Expandindo-se a igualdade anterior em série de Taylor truncada em primeira ordem

chega-se ao seguinte sistema linear de equa¢6es para uma solucao tentativa )7t°+1:

— _l _ —
A)/"£+1 :_(Ht+l) g(rtoﬂ) (522)
ou, quando da utilizacdo do método dos multiplicadores de Lagrange, também para um vetor

de multiplicadores tentativa A’

AT, 1} PR
L :_(HM) 'g’()/'t(-)e-l’ﬂ‘t?—l) (5.23)
{Aﬂul

sendo, em ambos os casos, H,,, =Va,,, derivada para as respectivas variaveis das quais se
busca o incremento de solugéo.

Resolvendo-se o sistema linear, equagéo (5.22) ou (5.23), encontram-se as corregdes

AY?

0 e AA’, dasolugdo tentativa a qual ¢ atualizada iterativamente até que o erro, calculado
como a norma de posicédo, seja respeitado para uma dada tolerancia — de forma analoga ao
apresentado no Capitulo 3 para o sistema sem restri¢oes.

A matriz hessiana para a equacao (5.21) pode ser desenvolvida de forma compacta para
0s casos com e sem multiplicadores de Lagrange, respeitando-se a organizacdo dos graus de

liberdade do sistema, como:

=in = res 1_am 1-a 7
Ht+l = (1_af )(VFHI +VFt+1 )+ ( ﬂA’[Z ) M +( ﬂAft) D (524)

nesta, Vlft‘ff representa a parcela estatica da matriz tangente associada ao potencial de energia

de deformacdo dos elementos finitos, dada pela equacdo (3.42), e VE'™ representa a parte

t+1
associada ao potencial de restrigdes cinematicas impostas.

Nota-se que a separacdo da matriz hessiana nessa forma é interessante por promover

modularidade ao c6digo de elementos finitos. Quando F™ e seu gradiente séo desconsiderados,
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o0 sistema se simplifica para o caso de um problema dindmico sem restri¢cbes cinematicas. Para
resolver problemas estaticos e quase-estaticos o presente algoritmo também pode ser utilizando

adotando-se densidade nula para os elementos finitos, passo de tempo unitario e a; =0.

Conhecidos os vetores de forca para os métodos de imposi¢éo de restricdo empregados,
seu gradiente VF™ é obtido diretamente para as variaveis de interesse. Assim, para 0 método

da funcéo de penalizagdo, tem-se a partir da equacéo (5.6):

_— =kVE-VE+kc-vV(VE) (5.25)

sendo V(VG) um tensor de ordem 3 que pode ser entendido como o conjunto que agrupa as
matrizes hessianas de cada equagéo de restri¢éo c; .
Para o caso dos multiplicadores de Lagrange, com o vetor de forcas de restricdo dado

pela equacéo (5.9) e considerando-se a presenca dos multiplicadores como novas variaveis do

sistema, tem-se:

OF {,1 -V (VE) VF} (5.26)

o\r, i} | (ve)l 0
sendo 0 uma matriz nula.
Para o método do Lagrangeano aumentado, partindo da equacéo (5.11) e lembrando que
os multiplicadores ndo sdo variaveis do problema, mas atualizados de forma iterativa, chega-se

na seguinte expressdo para o gradiente do vetor de forcas de restricao:

aaFf =kve-ve+(1+kc)-v(ve) (5.27)

Como este metodo necessita de iteracfes proprias, um aspecto fundamental para sua
eficiéncia é a maneira como o parametro de penalizacdo é atualizado em cada iteragcdo. Em
Nocedal e Wright (1999) e em Fletcher (1987) sdo apresentadas diferentes propostas de
atualizacdo. Adotou-se uma opc¢do adaptada para este estudo na qual o coeficiente de

penalizacao se atualiza como:

- "max

k" <k se HC(f”,t)H>g

kn+l —

. e [e(m0]<e %

na qual o indice n indica a iteracdo atual e n+1 a proxima iteracdo. Ainda, p>1 é um valor

constante para atualizacdo do coeficiente de penalizacdo que, de acordo com Bertsekas (1996),

é usualmente tomado entre 4 e 10, k.. € 0 valor maximo que o coeficiente pode atingir (para
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evitar o mal condicionamento do sistema) e ¢ € um valor pequeno de tolerancia para verificacdo
deste critério de atualizagéo.

Ressalta-se que a norma do vetor de restricGes é calculada individualmente para o
conjunto de equacOes especificas de cada junta em separado, e o critério de atualizacdo do
penalizador é feito de forma individual para cada junta. Isso porque cada conjunto de restricbes
representativo de um par cinematico do sistema pode demandar valores mais ou menos severos
do coeficiente de penalizacdo para impor as restrigoes.

A atualizacdo dos multiplicadores € realizada através da seguinte expressao
(NOCEDAL; WRIGHT, 1999):

A= 2" +kTE (1) (5.29)
somente quando o critério de atualizacdo do penalizador néo € ativado. Isso porque se este ainda
esta sendo incrementado, seu valor atual, necessario para atualizar os multiplicadores, ndo é
suficiente para impor a equacéo de restricdo. A exce¢ao a esta regra se da quando o penalizador
atinge seu valor maximo dado que este € o limite para melhora da parcela de penalizacéo.

Como o processo de solucdo das equacdes diferenciais do movimento e a estratégia do
método do Lagrangeano aumentado sdo iterativos, o critério de parada para solucdo se da ao
respeitar a norma de posi¢éo para uma dada tolerancia (como comentado acima) conjuntamente
ao critério empregado para a atualizacdo dos multiplicadores. Portanto, observa-se que este
critério de verificacdo é utilizado para a atualizacdo do penalizador, correcdo dos
multiplicadores e parada do método.

No capitulo seguinte sdo apresentadas as expressdes das equacdes de restricdo

cinematica empregadas para o desenvolvimento das juntas para os elementos finitos.
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6. RESTRICOES CINEMATICAS PARA OS ELEMENTOS
FINITOS

Conforme mencionado no Capitulo 1, além da ligagdo monolitica que gera continuidade
entre os sélidos, as conexdes entre corpos podem ser classificadas em dois tipos basicos: as que
apenas permitem movimentos relativos de rotacao entre as partes do corpo, sendo estas as juntas
esféricas e rotacionais; e as liga¢Oes deslizantes, que também permitem translagdes relativas,
como as juntas prismaticas, cilindricas e planas. Apresenta-se nesse item, portanto, as equacdes
que descrevem a cinematica das restricdes que serdo impostas ao sistema dinamico.

Inicialmente indica-se como € realizado o acoplamento entre os elementos finitos de
portico espacial e casca através de uma conexdo rigida entre os vetores generalizados (0s quais
estdo relacionados com o giro nas suas descri¢fes cinematicas) e da compatibilidade cinematica
das suas posicdes e enriquecimentos, de forma apropriada a cada caso.

Com essas mesmas ferramentas (conexdo rigida entre os vetores generalizados e
compatibilidade cinematica) € possivel introduzir juntas esféricas e rotacionais nesses tipos de
elementos finitos tridimensionais, sejam ligacOes entre elementos de portico e portico, ou casca
e casca, ou ainda portico e casca, e resolver problemas de discretizacdo de geometrias com
arestas vivas e contornos pouco suaves.

Na sequéncia sdo desenvolvidas as equagfes de restricdo cinemaética para ligacOes
deslizantes planas e espaciais. Nestas, sdo considerados aspectos como imperfeicGes na
trajetdria de deslizamento através de perfis de rugosidade e também efeitos de dissipacdo por
atrito durante o movimento das juntas. Apesar do modelo de atrito empregado ndo ser novo, e
de existirem diversas maneiras para introducao de estabilizacfes no célculo da forca de atrito
no repouso, uma abordagem alternativa ao existente na literatura foi desenvolvida e se mostrou
eficiente ao capturar deslocamentos residuais nas juntas.

De modo a néo estender o texto, apresentam-se neste capitulo as equacdes de restri¢ao
cinematica, mas suas derivadas, necessarias ao processo de solucdo, sdo apresentadas no
Apéndice A.
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6.1 Acoplamento Entre Portico Espacial E Casca

A cinemaética dos elementos finitos de pdrtico espacial e casca dependem de graus de
liberdade associados a posicOes, vetores generalizados e enriquecimentos presentes em seus
no6s. Conforme discutido previamente, a descricdo das rotacdes dos corpos discretizados na
formulagdo empregada é feita de uma maneira alternativa através do uso de vetores
generalizados e nao de angulos.

Quando estes elementos finitos discretizam uma geometria que os torna colineares ou
coplanares, ou ainda uma geometria que seja suficientemente suave, em relacdo ao tamanho
dos elementos, é aceitavel para a resposta do solido que os graus de liberdade de rotacéo
(vetores generalizados) e os enriquecimentos dos diversos elementos que concorrem em um
mesmo nd sejam compartilhados por todos os elementos que ali se encontram. Esta é a préatica
usual do método dos elementos finitos para representacdo da continuidade do meio e foi
utilizada até entdo nos exemplos espaciais apresentados.

Entretanto, quando em um no existem cantos vivos ou mesmo uma geometria pouco
suave, associar diretamente os graus de liberdade dos elementos concorrentes ao né prejudica
a descricdo do comportamento do solido por se exigir que um mesmo grau de liberdade
represente movimentos que podem ser distintos para cada um dos elementos. Este é o caso dos
graus de liberdade dos vetores generalizados e dos enriquecimentos. J& a posi¢do de um no,
nessa situacdo na qual ndo ha deslizamento entre elementos, € Unica para todos os elementos
que ali se encontram.

A Figura 34 ilustra casos de geometrias suaves e angulosas para um solido que pode ser
discretizado por elementos de casca. Apesar de ndo ilustradas, situagdes analogas ocorrem para
o0 elemento de portico. Ressalta-se que mesmo em pontos onde haveria coincidéncia de vetores,
dada a continuidade geométrica do solido, estes ndo necessariamente sdo coincidentes. 1sso
ocorre nos nos localizados na interseccao entre elementos dado que a ordem de aproximacao
da geometria do elemento finito pode ser insuficiente para descricdo da geometria desejada,
gerando valores distintos, embora usualmente préximos, em um mesmo ponto a depender do

elemento finito.
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Figura 34 - Situacdes de geometrias suaves e angulosas

Assim, uma maneira geral, que resolve tanto o problema do acoplamento genérico entre
os elementos de portico espacial e casca quanto o caso de arestas vivas entre um mesmo tipo
de elemento, se baseia em compartilhar posicdes e impedir giros relativos entre vetores
generalizados presentes em um n6 comum, tornando o né rigido (ou quase rigido).

A abordagem desenvolvida para esses casos se da ao compartilhar os graus de liberdade
de posicgdo dos distintos elementos (compatibilidade cinematica) que concorrem em um mesmo
no e aplicar uma técnica de introducdo de restricdo ao sistema a qual impede o giro relativo
entre vetores generalizados ndo coincidentes. Adotou-se o método da funcdo de penalizacédo
para este caso, assim evitando a criacdo de graus de liberdade adicionais para multiplicadores
de Lagrange. Os graus de liberdade referentes aos enriquecimentos, vindos de elementos
diferentes, ndo podem ser compartilhados nesse caso, ou mesmo restringidos, ja que eles

representam taxas de deformacdo que podem ser diferentes em cada elemento.

Para o caso dos vetores generalizados na configuraco atual V* e V°, ndo coincidentes
e vindos de elementos distintos (Figura 35), pode-se impedir seu giro relativo ao impor que a
distancia atual d entre eles seja a mesma durante toda a analise. 1sso € feito ao se escrever a

seguinte equacao de restricao:

c=d-d,=0 (6.1)
sendo d, a distancia inicial e ¢ a equagéo de restri¢cdo. A distancia atual e calculada por
d=|Ve-V°| (6.2)

ou, escrito em termos das componentes dos vetores:
A2 = (VA -V ) (VR - ) (Vv ) (6.3)
Nota-se que esta distancia é a norma do vetor diferenca V® —V° . A distancia inicial é
obtida de modo analogo as equagdes (6.2) ou (6.3) com os valores iniciais dos vetores, V¥ e
V®  como:
dy =[V*°-v"™| (6.4)

ou, em termo de componentes:
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(do)” =2~V ) (V2 —V2°) (V20 —vipe ) (6.5)

X2, Y2

X3, Y3

Figura 35 — Distancia entre vetores generalizados na configuracgéo atual

O mesmo efeito de impedir o giro relativo poderia ser obtido ao se manter o angulo entre
0s vetores constante e igual ao inicial. Entretanto, essa abordagem implica em escrever a
equacdo de restricao por funcdes trigonométricas inversas, o que torna o desenvolvimento das
expressdes mais dificil.

Depois de conhecido 0 modo como se impede o giro relativo entre dois vetores
individuais é necessario definir uma regra para aplicacdo dessa restricdo entre os vetores que
existem em um no, os quais podem pertencer a qualquer quantidade de elementos de casca ou
portico espacial que ali existam.

Em um mesmo no os vetores generalizados que sdo coincidentes ou muito préximos,
dada uma certa tolerancia, compartilham os mesmos graus de liberdade. Verifica-se sua
adjacéncia por:

6, = arccos <6Bim (6.6)

\7a0 .\7b0
vl
sendo esta verificagdo feita na configuracéo inicial, 6, € o angulo inicial entre os vetores v

e VP ¢

.. € um valor de angulo limite arbitrado para que haja coincidéncia de graus de
liberdade, o qual pode ser diferente para cada solido a depender da sua geometria e do propdsito
da andlise. Para os exemplos trabalhados, um valor limite de 15° apresentou bons resultados
para discretizacdo das geometrias curvas.

Feita essa verificacdo para todos os vetores que existem em um né e conhecidos quais
vetores sdo coincidentes, estes sdo tratados como uma so entidade. Seu valor é entdo substituido
pela média dos vetores coincidentes. Nota-se que essa substituicdo altera a orientacdo das

secdes do portico e da casca, e, nos casos limites de valores altos do angulo limite ou elementos
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de dimensdes muito reduzidas, pode prejudicar a descricdo da cinematica dos elementos.
Todavia, evitando-se estas situacdes extremas o uso do valor médio é aceitavel.

Conhecidos os vetores coincidentes sabe-se também o0s vetores que ndo coincidem.
Assim, pode-se utilizar a seguinte regra para criacao de ligacdes rigidas em um no: restringe-
se 0 giro relativo entre todos 0s vetores existentes no no, exceto entre um par de vetores que
representem os dois vetores generalizados vindos de um mesmo elemento finito de pértico
espacial. Aqui entende-se que o vetor pode ser um grupo de vetores coincidentes e, portanto,
pode conter em si vetores de diversos elementos de casca e ou pértico. Esta regra impede que
os dois vetores de um no de portico tenham a deformacao da sua se¢do transversal impedida
por ndo apresentarem giro relativo.

A Figura 36 apresenta alguns exemplos de restri¢Oes entre vetores utilizando-se da regra
acima. Na figura o subscrito C indica que o vetor é oriundo de um elemento de casca, 0S
subscritos P1 e P2 provém do elemento de portico e as diferentes letras sobrescritas indicam
distintos elementos finitos aos quais pertencem dado vetor. Nas figuras a) e b) indica-se
auséncia de restricdo entre os dois vetores pertencentes ao mesmo elemento de pértico, mesmo
que exista um vetor de casca coincidente. A figura c) ilustra o caso no qual o vetor de casca néo
coincide com o portico, portanto ha restricdo. As figuras d) e e) representam uma possivel
configuracao de vetores para 0 caso em que existam cantos vivos em elementos de pdrtico e

casca, respectivamente, observa-se, assim, a aplicagdo da regra.

a)

Figura 36 — Exemplos de aplicacéo da regra de restri¢do (linha tracejada) entre vetores
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6.2 Conex0des Rotacionais

Sabendo-se como restringir rotacdes relativas ao utilizar vetores generalizados para
descrever os solidos, a introducdo de conexdes rotacionais € feita escolhendo estrategicamente
quais graus de liberdade sdo compartilhados, ou ndo, em um nd articulado.

As conex0es rotacionais mais simples, as quais liberam somente rotagdes entre partes
do corpo sem permitir translacdes relativas, sdo conhecidas no caso tridimensional por juntas
esférica e rotacional. No caso plano ambos tipos se confundem e sdo usualmente denominados
por rétula. A Figura 37 ilustra algumas possibilidades do uso das juntas esférica e rotacional
para 0s elementos finitos de pdrtico espacial e casca e também outros casos diferenciados como
0 de dobradicas e da junta por pino. Ressalta-se que para o caso do elemento finito de barra
simples, como este possui somente os graus de liberdade de posi¢do, sua conexao € sempre na
forma de junta esférica. Ja para o elemento finito de portico plano, a consideracéo de rétulas é
feita de modo simples por compatibilidade cinematica dos angulos envolvidos no no6 articulado.

junta rotacional junta esférica junta rotacional
portico/pdrtico portico/casca casca/casca (dobradica)

—

junta esférica junta rotacional
portico/portico portico/casca (dobradiga)

—

(074 |

junta por pino
Figura 37 — Exemplos de utilizagéo de conexdes rotacionais nos elementos de casca e portico espacial

A junta esférica é aquela que libera todas as rotacfes entre dois corpos no ponto onde
ela se encontra. Para os dois tipos de elementos finitos sua consideracdo no sistema se da ao
compartilhar os graus de liberdade de posicédo do n6 de um elemento ao qual pertence a junta
(chamado genericamente de elemento rotulado) enquanto os demais parametros, vetores
generalizados e enriquecimentos, ficam desacoplados.

A Figura 38 apresenta alguns exemplos de aplicagéo da regra de restricdo apresentada
no item anterior ao considerar-se a presenca desse tipo de junta. A figura a) ilustra o caso de
uma junta esférica entre dois elementos finitos de portico espacial, enquanto a figura b) mostra
0 mesmo caso de conexdo com a existéncia de um terceiro elemento de portico. Observa-se que
entre os elementos ndo rotulados a regra de restricdo apresentada anteriormente continua a

mesma, somente ao elemento rotulado se prescinde das restricbes de giro. A figura c)
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exemplifica um caso andlogo ao b) para elementos de casca onde o vetor do elemento de casca

rotulado fica livre em relacdo ao giro dos demais.

. eixo de giro

7a
Ve,
{ ]

Figura 38 — Exemplos de aplica¢éo da regra de restri¢cdo (linha tracejada) entre vetores generalizados na
presenca de conexdes rotacionais

Da mesma forma como € feito para juntas esféricas entre portico e pdrtico e entre casca
e casca, esta conexao pode ser introduzida entre elementos de portico e casca para modelar, por
exemplo, um apoio simples entre laje e viga. A Figura 38 d) apresenta este caso em um né
genérico onde existem dois elementos finitos de casca rotulados. Observa-se que por estes dois
elementos compartilharem o mesmo vetor generalizado seus graus de liberdade sdo 0s mesmos
conforme a metodologia desenvolvida para nds rigidos. Aos demais elementos presentes (ndo
rotulados) aplica-se a regra de restrigéo estabelecida. Apesar de ndo ilustrada uma situacdo para
elemento de portico rotulado, quando na presenca de elementos casca ndo rotulados, a
abordagem é anéloga a esta.

Conhecida a junta esférica, o que a difere da junta rotacional é que esta ultima impoe
que a rotagdo entre duas partes do corpo ocorra em torno de um eixo de giro. A Figura 38 e)
ilustra esse caso para elementos de pdértico espacial. A abordagem para simulacdo do seu
comportamento se da em compartilhar os vetores generalizados que estdo sobre o eixo de giro
deixando livres os outros vetores. Assim, somente & necessario verificar se ambos vetores estdo
sobre 0 eixo e tém a mesma orientacéo.

Nota-se que outras abordagens poderiam ser tomadas para modelagem da junta
rotacional como conectar um par de vetores de distintos elementos de portico por meio da
mesma restricao de giro utilizada anteriormente. Todavia, dessa forma o eixo de giro deixa de

ser definido previamente ficando dependente da orientacdo dos vetores. Nota-se também que a



98

junta rotacional para o caso de cascas se da naturalmente por uma sequéncia de juntas esféricas
em diversos nds colineares, formando o que pode ser denominado dobradica.

A Ultima conexdo rotacional apresentada € a junta por pino utilizada para acoplar barras
continuas. Essa conexao é bastante similar a junta rotacional, mas, enquanto a junta rotacional
se localiza na extremidade das barras de portico, a junta por pino conecta duas barras dentro do
seu dominio e ainda permite rotacdo em torno de um dado eixo como ilustra a Figura 37. A
Figura 38 f) mostra a organizacdo dos vetores generalizados para este caso na qual quatro pares
de vetores existem no no articulado. Como pode ser observado, este caso é analogo ao da Figura
38 e).

6.3 Exemplos De Verificacdo

Com o intuito de verificar o acoplamento entre os vetores generalizados e a consideragao

de conexdes rotacionais apresentam-se a seguir alguns exemplos de verificacao.

6.3.1 Portico diamante articulado

Apresenta-se um quadro articulado e submetido a um par de forcas auto equilibradas
2P utilizado para avaliar o acoplamento entre os elementos finitos tridimensionais e a inclusdo
de conexdes rotacionais entre eles. A Figura 39 ilustra a geometria inicial da estrutura de lado
L = 43,18 cm e a sua configuracdo deformada na qual séo medidos os deslocamentos horizontal
u e vertical v. A secdo transversal do quadro é retangular de 2,54 cm (na direcéo fora do plano)
por 1,5875 mm (no plano). O médulo de elasticidade é igual a 2000,0 GPa e o coeficiente de
Poisson € nulo. Ndo foram considerados efeitos dindmicos nesta analise, portanto adotou-se
densidade nula. Este problema foi proposto e resolvido experimental e analiticamente por
Jenkins, Seitz e Przemieniecki (1966) de onde obteve-se os parametros do material e geometria.
No trabalho de Mattiasson (1981) encontram-se valores tabelados da solucdo analitica da

estrutura, os quais foram utilizados para essa comparacao de resultados.
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Para avaliacdo do acoplamento entre vetores generalizados empregou-se duas malhas
de elementos finitos conforme ilustrado na Figura 40. Nestas, elementos de pértico espacial e
casca discretizam partes diferentes da estrutura. Em cada lado do quadro utilizou-se 6 elementos
de pértico ou 24 elementos de casca, ambos de aproximacao cubica. Para discretizacdo da secao
transversal do elemento finito de pdrtico espacial utilizou-se dois elementos planos triangulares
de aproximacao linear. Apesar de se obter bons resultados para os elementos de casca com uma
discretizagdo mais grosseira, uma malha mais fina foi utilizada para que a jungdo com o
elemento de portico ocorresse em um nd externo do elemento de casca em uma malha regular.
Né&o foram adotados artificios de simetria para ser possivel utilizar-se das estratégias descritas
no item anterior na consideracdo de juntas esféricas entre o elemento de pdrtico e o de casca,
Figura 40 a), e juntas rotacionais entre elementos de casca e entre elementos de portico, Figura
40 b).

lZP

Figura 39 — Geometria inicial e deformada e medidas dos deslocamentos avaliados
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Figura 40 — Malhas de elementos finitos empregadas e conexdes rotacionais para cada caso

Como este € um problema bidimensional, todos os deslocamentos fora do plano foram
restringidos, inclusive para os graus de liberdade dos vetores generalizados. Observou-se boa
concordancia dos resultados para os carregamentos, ora de tracdo ora de compresséo, conforme
apresentados na Figura 41 e na Figura 42 para cada malha utilizada. Vinte incrementos de carga

para cada caso de carregamento, tracdo e compresséo, foram utilizados até alcangar o valor final

|Pméx|:90,8361 N. Os resultados experimentais de Jenkins, Seitz e Przemieniecki (1966),

Figura 41 b) e Figura 42 b), ndo estdo disponiveis para toda a analise ja que a partir de certo
ponto a estrutura apresentaria auto-contato, o que nao é considerado nesta analise como pode
ser visto nas deformadas ilustradas na Figura 43 e na Figura 44. Desses resultados, nota-se que
as estratégias de acoplamento entre vetores generalizados, mesmo entre tipos distintos de

elementos finitos, e a incorporagdo de conexdes de giro se comportam corretamente.
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Figura 41 — Comparacao dos resultados de deslocamentos para carregamento de tracéo e compressao com
a solucdo analitica, a), e experimental, b), para malha da Figura 40 a)
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Figura 42 — Comparacao dos resultados de deslocamentos para carregamento de tracdo e compressdo com
a solucdo analitica, a), e experimental, b), para malha da Figura 40 b)



102

a)
Figura 43 — Deformadas para carregamentos de compressao, a), e tracdo, b), para a malha da Figura 40 a)

a)

Figura 44 — Deformadas para carregamentos de compresséo, a), e tracao, b), para a malha da Figura 40 b)

Em relacdo ao método de imposicao de restricbes adotado (penalizacédo), foi empregado
um coeficiente igual a 1-10% para os resultados apresentados anteriormente. A reduco deste

para até 1-10* ndo alterou a resposta da estrutura. Entretanto, valores inferiores modificam o

comportamento da ligacéo entre barras a qual deveria ser perfeitamente rigida.
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A Figura 45 mostra a resposta para um coeficiente de penalizacdo bastante reduzido e

igual a 1-10% e a Figura 46 sua deformada para alguns instantes do carregamento, ambos para
malha da Figura 40 a). Além das diferencas entre curvas, nota-se uma assimetria na deformada
devido haver mais restricdes entre vetores do lado direito da estrutura, este discretizado por
elementos de casca, tornando esta juncdo mais rigida do que a esquerda, modelada por uma
unica restricdao entre elementos de portico. Em especial para o caso de compressao do quadro
nota-se a perda de estabilidade da resposta para um valor de carregamento maior do que 90%
da carga final. Este caso extremo, de uma analise com um coeficiente muito pequeno, foi feito
para ressaltar que para a correta representacdo do comportamento estrutural deve-se ter o
cuidado na selecdo de um coeficiente de penalizacdo com valor adequado de forma a considerar

a conexao entre elementos como rigida.
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Figura 45 — Comparacao dos resultados de deslocamentos para carregamento de tracdo e compressdo com
a solucdo analitica, a), e experimental, b), para malha da Figura 40 a) com um coeficiente de penalizagado

igual a 1-10°
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Figura 46 — Deformadas para carregamentos de compressao, a), e tracdo, b), para a malha da Figura 40 a)
com um coeficiente de penalizacdo igual a 1-10°

6.3.2 Péndulo duplo flexivel

Um péndulo duplo modelado por elementos finitos de pértico espacial, Figura 47, é
apresentado para verificacdo do comportamento dindmico de um sistema que possui conexdes
rotacionais entre as barras. Esse problema foi inicialmente proposto e analisado por Park et al.
(1991) para o caso de uma junta esférica, posteriormente Jelenic e Crisfield (2001) também o
analisaram considerando o caso de uma junta rotacional com eixo de giro na dire¢do y (na

configuracdo inicial).

conexao
rotacional v,, = —600

Figura 47 — Configuracéo inicial do péndulo duplo

Cada barra de comprimento igual a 120 foi discretizada por quatro elementos finitos
cubicos. De maneira a se ter as mesmas propriedades geométricas das referéncias, a secéo

transversal foi adotada circular com raio igual a 1,71. Esta foi discretizada por quatro elementos
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finitos triangulares planos de aproximacéo cubica conforme ilustra a Figura 48. O modulo de

elasticidade ¢ igual a 2-10, o coeficiente de Poisson é nulo e a densidade do material é igual
a 0,011.

Figura 48 — Malha auxiliar da secdo transversal do elemento de pdrtico espacial com os eixos definidos
pelo par de vetores generalizados (o0s vetores ndo estdo em escala com a malha)

As barras estdo submetidas a perfis iniciais de velocidade, Figura 47, que geram um
impacto no péndulo. Por isso, este exemplo foi utilizado pelas referéncias para verificagdo de
algoritmos que conservam a energia do sistema. Conforme discutido pelos referidos autores,
este problema apresenta instabilidade com a utilizacdo do método de Newmark para grandes
valores de passos de tempo. Todavia, como o objetivo deste exemplo é simplesmente a
verificacdo do comportamento do péndulo duplo para os diferentes pares cinematicos, adotou-
se 0 método de Newmark sem dissipacdo (regra do trapézio) e um pequeno incremento de

tempo com valor igual & 4-10™ para todas as anélises (10 vezes menor do que o valor mais
restritivo empregado por Jelenic e Crisfield (2001) para analise da junta rotacional). Assim néao
foram encontrados problemas de instabilidade da resposta para toda a analise.

Os resultados para a primeira e segunda voltas do péndulo com a junta esférica sdo
ilustrados na Figura 49 (para instantes de tempo a cada 0,04) juntamente com os resultados da
referéncia. Pode-se notar boa concordancia no movimento global apesar de pequenas diferencas
na duracdo de cada revolugdo completa da ponta do péndulo. Acredita-se que estas diferencas
estéo relacionadas com as formulagfes empregadas para descrever o comportamento mecanico
de estruturas reticuladas. Neste trabalho emprega-se uma formulacdo mais préxima da
caracterizacdo da barra como um corpo solido (com discretizacdo da secdo transversal e
parametros de enriquecimento das deformacdes) enquanto os autores usam uma formulagéo

tradicional de barras, mais semelhante a solucdo técnica. Apesar das duas formulagdes
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fornecerem respostas muito semelhantes, especialmente para o caso de barras esbeltas, em uma

analise dinamica mais longa o acumulo de diferencas pode se tornar aparente, Como neste caso.

EEEYVARY y‘
) 2Z X d)g\x

Figura 49 — Péndulo duplo com junta esférica. Deformadas para primeira e segunda voltas: resultados da
simulagdo, a) e c), e extraidos de Jelenic e Crisfield (2001), b) e d)

Na Figura 50 apresentam-se as deformadas para o caso com a junta rotacional com eixo
de giro inicial na dire¢do y. Séo ilustrados passo de tempo a cada 0,02. A segunda revolugéo
deste caso é apresentada sem a comparacdo ja que esta ndo foi apresentada pelos referidos
trabalhos. Observa-se bons resultados para esta conexao rotacional, embora deva-se ressaltar
que as diferencas encontradas para este caso, além das distintas descri¢cBes cineméticas como
comentado anteriormente, podem estar relacionadas com a estratégia de incluséo das juntas e
0s parametros nodais utilizados para descric¢do do giro. No trabalho de Jelenic e Crisfield (2001)
as juntas sdo incluidas ao sistema por meio da abordagem mestre-escravo em uma formulagéo
que utiliza angulos. Assim, para se definir o eixo de giro da junta rotacional nesta abordagem
os autores utilizaram-se de uma base vetorial localizada no no articulado. A definicdo e a

atualizacdo desta base implicam em diferencas quando comparadas com 0 uso de vetores
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generalizados do presente trabalho — os quais permitem a aplicacdo direta da técnica da
compatibilidade cinematica para definicdo dos eixos de giro. Dessa forma, todos esses aspectos

geram rigidezes um pouco diferentes na junta, o que leva a pequenas altera¢gdes no movimento

do péndulo.
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Figura 50 — Péndulo duplo com junta rotacional com eixo de giro na direcdo y. Deformadas para primeira
e segunda voltas: resultados da simulacdo, a) e c), e extraidos de Jelenic e Crisfield (2001), b)

Por fim, na Figura 51 ilustra-se um caso nao contemplado pelas referéncias de uma junta
rotacional com eixo de giro inicial na dire¢cdo z. Comparando-se as respostas paras as duas
juntas rotacionais percebe-se claramente a diferenca no movimento quando da mudancga do eixo
de giro.

Dos resultados apresentados nota-se que a estratégia de incorporacdo de conexdes
rotacionais por compatibilidade cinematica e sua implementacdo computacional funcionam

corretamente.
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a) 2 & b) 2z &

Figura 51 — Péndulo duplo com junta rotacional com eixo de giro na direcéo z. Deformadas para primeira
e segunda voltas: resultados da simulacéo, a) e b)

6.3.3 Casca cilindrica com linha de juntas rotacionais

De maneira a testar a incorporacgéo de juntas rotacionais entre os elementos finitos de
casca para o caso dindmico, utiliza-se a mesma estrutura apresentada no exemplo “4.6.3 Casca
cilindrica com snap through dindmico” para introducdo de uma junta em linha, a qual funciona
como uma dobradica, conforme ilustrado na Figura 52. Essas conexdes sdo introduzidas ao
sistema por meio da compatibilidade cinematica dos nos articulados os quais compartilham os
mesmos graus de liberdade referentes as posi¢Ges, mas tém, para cada um dos lados da linha de
juntas, graus de liberdade distintos que representam o0s vetores generalizados e o
enriquecimento da taxa de deformagéo.

Apesar de possivel, para simulagdo dessa estrutura ndo foram utilizados artificios de
simetria e, portanto, uma malha de 32 elementos finitos cubicos foi empregada para todo o
dominio. O resultado do deslocamento do ponto de aplicagdo da carga concentrada é
apresentado na Figura 53 para andlise estatica e dindAmica. Da mesma forma que no exemplo
sem juntas foi feita uma analise de convergéncia para o incremento de tempo, ilustrada na
Figura 54 a partir do instante da ocorréncia da instabilidade. Adotou-se, assim, incremento de

tempo de 0,0625 ms, embora a partir de 0,125 ms ja se obtivesse bons resultados.



Figura 52 — Configuracéo inicial da estrutura com a linha de juntas rotacionais
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Figura 53 — Deslocamento do apice no ponto de aplicagédo da forca
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Conforme esperado para uma estrutura abatida, neste exemplo também ha a ocorréncia
de snap through. A Figura 55 ilustra algumas configura¢des deformadas da estrutura durante a
andlise dindmica. Dos resultados nota-se a boa capacidade da formulagdo em representar o
comportamento da estrutura com as juntas rotacionais.
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Figura 55 — Sequéncia de configuracdes deformadas da estrutura

6.4 Ligacgdes Deslizantes

As ligacdes deslizantes sdo aquelas que permitem movimentos relativos de translagéo
entre as partes do corpo. No caso do método dos elementos finitos estas restricGes a cinematica
sdo escritas para os graus de liberdade dos elementos finitos os quais contém as juntas. Para
introducdo do perfil de rugosidade em juntas planas utiliza-se como base a formulagédo
desenvolvida em Siqueira (2016) para ligacdes deslizantes entre elementos de portico plano.
Para as juntas espaciais estende-se a abordagem plana para os elementos finitos de portico
espacial por onde podem deslizar elementos de casca, portico espacial ou mesmo barra simples.

E importante mencionar que nos trabalhos consultados nio se encontrou nenhuma
abordagem que introduza o perfil de rugosidade por meio de restricdes na cinematica do

movimento das partes do corpo. Na literatura a rugosidade da trajetéria é usualmente

considerada por meio de forcas equivalentes ou sistemas massa/mola/amortecedor
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simplificados como nos trabalhos de Law e Zhu (2005), Ding, Hao e Zhu (2009), Yin et al.
(2010) e Oliva et al. (2013).

Em seguida é apresentado o modelo de atrito empregado neste trabalho, o qual foi
aperfeicoado de forma a se obter uma resposta com melhor estabilidade, além de possibilitar a

captura de deslocamentos residuais entre 0s corpos.

6.4.1 Juntas planas

Apresenta-se neste item o equacionamento desenvolvido para introducdo de juntas
prismaticas e cilindricas entre elementos finitos de portico plano considerando-se perfis de
rugosidade quaisquer na trajetoria.

Uma junta prismatica, Figura 56 a), restringe o né de extremidade de um elemento,
chamado deslizante, a se mover sobre uma trajetdria formada por elementos finitos de modo
que ndo exista rotacao relativa no ponto de contato. Ja a junta cilindrica, além de permitir a
translacao relativa entre elementos, libera o giro relativo em torno de um eixo que sai do plano

localizado no ponto de contato conforme ilustra a Figura 56 b).

— —

—_— —_—

a) b)

Figura 56 — Ligacdes deslizantes para o portico plano: a) junta prismatica e b) junta cilindrica

Um grupo de elementos definem a trajetoria para 0 movimento da ligacdo deslizante

que, de modo geral, pode apresentar um perfil de rugosidade arbitrario r(s), medido a partir
da linha de referéncia (Figura 57). No que segue, a notacdo () € utilizada para identificar as
variaveis relacionadas com os elementos da trajetéria e (e) é utilizado para identificar o

elemento deslizante, inclusive o n6 deslizante.
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Figura 57 — Ligacdo deslizante plana em um perfil de rugosidade arbitrario

A variavel s, =s(&,), indicada na Figura 57, define a posicéo curvilinea e a orientagao
da segdo transversal de um ponto P da trajetdria, com coordenadas cartesianas Y," .

Para juntas cilindricas as coordenadas Y,” do né deslizante P devem ser iguais as
coordenadas do ponto P, pertencente a trajetoria somado ao perfil de rugosidade nesse ponto,
r.(s,). Para juntas prismaticas, além da restri¢do da posicdo, a diferenca na orientagdo das
secOes transversais A6y = 98 —§F?, calculada na configuracdo inicial (Figura 58), deve
permanecer constante durante o0 movimento para manter fixo o angulo relativo na ligacdo. Na

Figura’58 N representa o vetor normal & linha de referéncia do elementoe T o vetor tangente.

elemento da

trajetoria
X
A -
Ll
N =P=P
elemento
deslizante

Figura 58 — Diferenca entre os &ngulos da se¢do transversal na ligacédo
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Assim, como Y. =Y.” +r, e utilizando-se a aproximagdo da posi¢do de contato na

i
trajetoria como V.7 =¢,(&,)Y,", pode-se escrever as restricdes cinematicas de maneira geral
para as posi¢des e o angulo entre os elementos como:

G =Y =4 (&), —AGRS, —1(Sp)L—5)3) =0, 6.7)
onde, &, representa o delta de Kronecker e ¢, as funcgdes de forma para os nés ¢ do elemento
da trajetdria. Para juntas prismaticas i =1, 2, 3 e para juntas cilindricas i =1, 2, ja que o angulo
relativo é livre, ndo sendo necessaria a Ultima equacdo de restricdo. As componentes do perfil

de rugosidade r.(s,) sdo obtidas por:

r,(sp) = 1,(55) €08 6, =1, (55) cos| ¢, (£,)8, |

r(s) =1, (sp)sin gp =1, (Sp)sin [¢( (ép)éc]
O perfil de rugosidade é comumente obtido por uma expresséo da sua altura, uma funcéo

(6.8)

escalar denominada r,(s) que é definida diretamente pela trajetoria por meio da posi¢éo

curvilinea s. Desta forma, o perfil é independente da discretizacdo da malha de elementos
finitos. Além disso, as expressdes anteriores mostram que o perfil de rugosidade deforma com

a rotacdo da secdo (seguindo a cinemética de Reissner adotada) ja que este depende do angulo
6, do elemento ativo da trajetoria e também acompanha a deformag#o do s6lido como um todo
por depender de s, .

A posicdo curvilinea s, =s(£,) ou, inversamente, a coordenada adimensional
&, =£&(sp), varia durante o movimento. Este fato € importante para o desenvolvimento do
procedimento de solucédo e serd comentado no proximo item. Ressalta-se que s(&) representa
uma funcdo de comprimento de arco definida por um pardmetro & e pelas coordenadas do

elemento da trajetoria.

6.4.1.1 Posicao curvilinea e adimensional da ligacéo

A definicdo da variavel curvilinea s, =s(&,), que determinada diretamente pela

atualizacdo das variaveis no procedimento de solucdo do método de Newton-Raphson, é
fundamental para a correta identificacdo da posicao no perfil de rugosidade, além de facilitar a

aplicacdo da forga de atrito como sera apresentado.
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Entretanto, o célculo da forca de restricdo e da matriz Hessiana dependem da variavel

adimensional &, = &(s,), que ndo é explicitamente determinada. Portanto, para sua obtencéo,
é preciso calcular &, de modo iterativo para uma posi¢éo tentativa. 1sso é feito definindo-se o

seguinte sistema de equagdes nao lineares:
R(&)=Y"=0(&V —n(s) =0 (i=12) (6.9)
o0 qual é exatamente a restri¢cdo cinematica presente na equacao (6.7) para igualdade de posi¢édo

entre o n6 deslizante e seu ponto de contato na trajetoria, obviamente com valores conhecidos

de Y,P Y," e s,. Na equagdo (6.9) 7&(&) representa o residuo para ambas direcdes

coordenadas quando do processo iterativo para se determinar & .

Como esse sistema € sobredeterminado, pode-se aplicar uma técnica de minimos
quadrados para sua solucdo (NOCEDAL; WRIGHT, 1999). Para tanto, a seguinte funcéo
objetivo positiva é definida:

p(&) =%[7€(§p)]2 =0 (6.10)

Como o método dos minimos quadrados tenta determinar 0 menor residuo, e, como a
funcdo objetivo é quadratica e positiva, a condi¢cdo necessaria para minimizacdo € que
Vp(&,) =0 nasolucéo. Para isso, a fungdo objetivo pode ser expandida em série de Taylor de

primeira ordem como:

P(&) = P(5R) +VP(£)AS, =0 (6.11)
sendo &7 um valor tentativa conhecido previamente. Assim, tem-se:
Vp(&:) =Vp(&p) +V?p(&p)Ag, =0 (6.12)

Resulta desta expressdo o método de Newton aplicado a um problema de minimizagéao
ao se determinar A&, por:
Vp(&r)
Aép = _Z—PO (613)
Vop(Se)
e atualizar-se a variavel incognita por &, = &» + A&, até que | AE, / £ | respeite uma tolerancia
previamente estabelecida.

As derivadas da equacdo (6.13) séo facilmente obtidas e dadas em fungdo do vetor
residuo por:

oy .97
VP(E) =R (&) (6.14)



115

v2p<§8)=‘2—§<ﬁp)-‘3—§<ﬁp)+7é -%f(ﬁp) (6.15)

As derivadas do vetor residuo sdo apresentadas no Apéndice A junto as derivadas da
equacao de restricao.
Conhecido o valor da coordenada adimensional &, para um valor de s_, implicito nos

valores de Y e Y.", o processo global de solugio prossegue normalmente. Nota-se que,

1
conhecido o valor numérico da coordenada adimensional, a transi¢cdo entre elementos da

trajetoria é direta quando este excede o dominio do espago adimensional.

6.4.2 Juntas espaciais

A extensdo da formulacdo das juntas planas para o elemento de pdrtico espacial é

bastante direta. De maneira analoga, a ligacdo deslizante espacial permite o movimento

translacional entre um né deslizante P e seu ponto de contato P sobre uma trajetéria (Figura
59), além de liberar todas as rotaces relativas. A geometria da trajetdria € definida pela linha
de referéncia dos elementos de pértico espacial que a compdem.

Utiliza-se aqui a mesma notacdo anterior (‘@) para identificar as variaveis relacionadas

com os elementos da trajetéria e (e) para o elemento deslizante.

perfil de rugosidade no
plano da secéo transversal

elemento da
trajetoria

deslizante

N

\4
/ s(€)

trajetéria

%0 Y
XN

elemento

X, Vs deslizante

Figura 59 — Ligacdo deslizante espacial em um perfil de rugosidade arbitrario da secdo transversal
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Para definicdo de um perfil de rugosidade, como a trajetdria se encontra no espacgo

tridimensional, ndo ¢ suficiente definir uma altura de rugosidade como para a aplicacao plana.
Nesse caso, 0 vetor de rugosidade 7 (s) medido a partir do ponto de contato P pode ser definido
no plano da se¢do transversal do elemento da trajetéria com o auxilio dos vetores generalizados
por:

F(s,) = r (s, V™ +12(s, )V 2P (6.16)
sendo V' e V2 os vetores geradores da secdo transversal no ponto de contato e r(s) e r’(s)
as “alturas” do perfil de rugosidade na dire¢éo dos respectivos vetores como ilustrado na Figura

60. Nota-se que o vetor I, que esté localizado no espaco tridimensional, pertence ao plano da

sec¢do transversal.

VZP‘\

Figura 60 — Perfil de rugosidade definido a partir da secdo transversal do elemento da trajetoria

Utilizando-se da geometria do elemento finito da trajetéria pode-se escrever o vetor 7
para o ponto de contato de forma compacta como:
L(Se) =1 (o)d (&) (=123 e j=12) (6.17)
onde empregou-se a aproximacéo V,” =4, (&, )V, para cada vetor j, sendo ¢, as fungGes de
forma para cada né ( da trajetoria.
Percebe-se dessa maneira que, em analogia ao caso plano, o perfil de rugosidade
depende da posigdo da junta na trajetdria a partir das fung@es de altura de rugosidade r(s),

que sdo independentes da discretizacdo, e que este perfil também se deforma e gira
acompanhando a movimentacdo do corpo sélido em concordancia com sua cinematica.

Conhecido o vetor de rugosidade, pode-se escrever as restricdes cinematicas entre 0s

elementos sabendo-se que \fip =Y.” +r ao utilizar a aproximagio da posi¢do de contato na

trajetoria Y,” = ¢, (&,)Y,", como:
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C =Y 4 (&I —R () (5 )V =0, (i=123) (6.18)
onde, para as trés direcBes coordenadas Y, representa as posi¢des de um nd ¢ do elemento

atual da trajetoria interpoladas no ponto de contato adimensional &, .
A variavel s, =s(&,), indicada na Figura 59, continua definindo a posicéo curvilinea

de um ponto P da trajetoria e esta relacionada com a sua coordenada adimensional &, = &(s,)

a qual também varia durante o movimento. Da mesma forma que para as juntas planas, a relagédo
entre essas variaveis é importante para o desenvolvimento do procedimento de solucdo e sera
apresentada em seguida.

Pode-se perceber que a restricdo cinematica expressa pela equacao (6.18) depende das
posicdes e vetores do elemento de pdrtico espacial da trajetdria, da variavel curvilinea, mas em
relacdo ao elemento deslizante esta somente é funcdo da posicdo do no deslizante. Assim, como
na abordagem do método dos elementos finitos empregada todos os elementos séo descritos por
suas posi¢cOes nodais, esta mesma equacao de restricdo pode ser estendida para qualquer tipo de
elemento finito espacial, seja portico, barra simples ou casca.

Em relacdo ao uso em elementos de casca, deve-se considerar o conjunto de equacoes

de restricdo (6.18) para cada n6 do elemento deslizante, Figura 61. Assim, para cada no
deslizante P,, pode-se escrever:

of =Y =g (& — 1 (s,)e (S )V =0, (i=1,23) (6.19)
onde k se refere aos nos deslizantes do elemento de casca.

elemento da
trajetéria
elemento
deslizante ligacOes
deslizantes
AN
N
N
7\

A / s(€)

X Vi trajetdria

X31 Y3

Figura 61 — Ligacdes deslizantes para elemento finito de casca
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6.4.2.1 Posicao curvilinea e adimensional da ligacdo

Da mesma forma que para a junta plana, é necessario conhecer a posi¢do adimensional
da ligacdo deslizante dentro do elemento da trajetdria de forma a possibilitar o calculo do vetor
de forcas de restricdo e da matriz Hessiana para o procedimento de solugdo, além de verificar a
transi¢do entre elementos finitos da trajetoria.

Adota-se a mesma abordagem de minimizagdo com a utilizagdo da técnica dos minimos
quadrados junto a um processo iterativo de solucdo pelo método de Newton. No caso espacial
o vetor de residuo para diferenca entre posicdes se escreve como:

R(G) =Y = (&~ (s5)¢ (S, )V =0, (i=1,23)  (6.20)
para cada no deslizante k conforme a equacéo (6.19).

Seguindo o mesmo procedimento apresentado anteriormente chega-se na equacao de

atualizacdo da posicdo tentativa .§§k :

vp(&,)
AE, =—— 22 (6.21)
Vop(&s)
que deve ser atualizada por &, =§§k +AS, até que |Ag, /§§k| respeite uma tolerancia
previamente estabelecida. As derivadas presentes na equacdo (6.21) sdo facilmente obtidas a
partir do vetor residuo como indicado nas equacdes (6.14) e (6.15). Estas derivadas sdo

apresentadas no Apéndice A junto as derivadas da equacao de restrigéo.

6.4.3 Forca de atrito nas ligacGes deslizantes

A introducéo da parcela de forca de atrito no movimento das ligacdes deslizantes é feita
através do Principio da Energia Total Estacionaria que foi utilizado para o desenvolvimento das
equacdes do movimento com restricdes. Conforme mencionado no Capitulo 3, parcelas
dissipativas, como € o caso da energia dissipada por atrito, ndo possuem necessariamente
expressoes fechadas para seu potencial (GURTIN; FRIED; ANAND, 2010; LANCZOS, 1970;
LEMAITRE; CHABOCHE, 1994). Dessa forma, seus efeitos sdo introduzidos ao sistema

através da sua variag&o.

A energia &, dissipada pela forca de atrito F & obtida pelo trabalho realizado por esta

forca na sua trajetoria de deslocamento d . Assim, sua variacao é escrita como:
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59, =F*.5d (6.22)

Para o desenvolvimento da expressao (6.22) deve-se escolher os parametros nodais que
representam o deslocamento da forca. Podem ser adotadas, por exemplo, as posi¢Ges do no
deslizante e da sua respectiva localizacdo na trajetéria. Entretanto, a formulacdo empregada
para definicdo das ligagdes deslizantes ja utiliza como varidvel intrinseca a posicao curvilinea

da ligacdo s,. Assim, o deslocamento ao longo da trajetoria para uma posi¢ao inicial de
referéncia s é o escalar d = S, —sJ e sua variagdo se escreve como 5d = s, - Sabendo-se que

a forca de atrito é tangente a trajetoria, com seu valor dado por F,, a parcela dissipativa pode

ser introduzida diretamente na posi¢éo curvilinea como:
64, =F, 0s; (6.23)
De modo a organizar o sistema equacgdes do movimento, reescreve-se a equacao anterior

em termos de um vetor de forca de atrito A* = {F,} como:

5G9, ={5sp}- A" (6.24)
Considerando a correspondéncia do vetor de forca de atrito A com as demais variaveis
do sistema, as equacdes ndo lineares do movimento com restri¢cdes dadas em (5.4) ficam escritas
como:
M _E4M.V+D-F+F®+A*=0 (6.25)
Observa-se que da maneira como € introduzida a forga de atrito no equacionamento,
pode-se adotar qualquer expressao que melhor descreva o comportamento dissipativo desejado

como se apresenta a seguir.

6.4.3.1 Modelo de atrito aperfeicoado

Conforme mencionado anteriormente, 0 modelo de atrito empregado é uma modificagdo
de um modelo classico de atrito. O aperfeicoamento do modelo se deu de forma a fornecer
respostas mais estaveis para a forca de atrito quando no repouso, além de ser capaz de
representar deslocamentos residuais do corpo em repouso devido a fricgdo, tornando o modelo
numerico mais préximo da representacdo da realidade.

Sendo o atrito um fenbmeno complexo e estudado desde o inicio da Mecénica, a
literatura existente € vasta e apresenta diversas alternativas para sua modelagem buscando

simular efeitos cada vez mais especificos do seu comportamento. Os trabalhos de Olsson et al.
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(1998), Andersson, Soderberg e Bjorklund (2007) e Marques et al. (2016) apresentam uma
ampla revisdo a respeito dos modelos existentes, das suas particularidades e limitacGes, e da
extensa literatura sobre o assunto.

Neste trabalho, adota-se 0 modelo de Coulomb considerando-se o efeito Stribeck e atrito
viscoso para 0 movimento de translacéo das ligacdes deslizantes. A Figura 62 ilustra de modo
genérico o comportamento esperado da forca de atrito com a velocidade relativa entre 0s corpos.
Este modelo considera o efeito stick-slip, que é a diferenca entre a forca de atrito no repouso
(atrito estatico) e no movimento (atrito dindmico), e também a transicdo entre elas através da
curva de Stribeck, aqui adotada conforme a expressdo proposta por Bo e Pavelescu (1982). O
atrito viscoso, quando da presenca de camadas lubrificantes entre as superficies, é considerado

por um modelo linear.

F. A ) atrito
efeito VisScoso
Fs Stribeck
/ /
atrito Fop—
estatico \
atrito
dindmico

Figura 62 — Representacdo do modelo de atrito

A expressao matematica que representa a forca de atrito deste modelo é dada por:

[FC +(Fs— Fc)e’(‘v‘”“)% }sgn(v) +v se v#0

4 = (6.26)
min(F, F;)sgn(F) se v=0
com os valores de atrito estatico e dindmico obtidos, respectivamente, por:
F =R € Fo = uFy (6.27)

sendo, u, e u,, respectivamente, os coeficientes de atrito estatico e dinamico e F, o valor
absoluto da forca normal a trajetoria no ponto de contato da ligacdo. Ainda, 7 é o coeficiente
de atrito viscoso e v =3, € a velocidade relativa da ligacdo na diregdo tangencial a trajetoria

(obtida diretamente da posi¢do curvilinea da junta). Os parametros para consideracdo do efeito
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Stribeck séo sua velocidade de decaimento v_ e seu expoente ¢_. A fungéo sinal é representada

por sgn(e) .
Para velocidade relativa nula, a segunda condicdo em (6.26), é necessario conhecer a

forca resultante F, que atua na ligagéo deslizante na direcdo tangencial a trajetoria para

comparacdo com o valor do atrito estatico. Esta comparacéo indica se existe ou ndo tendéncia
de movimento da junta, seja a forca resultante superior ou inferior ao atrito estatico. Todavia,
na situacdo de repouso, a transicdo entre a forca de atrito estético e a for¢a resultante é feita de
maneira brusca, simplesmente pelo menor valor dentre elas, o que para simulagdo numérica de
um sistema discretizado no tempo pode gerar instabilidades na solucéo.

O que se propde para estabiliza¢do da resposta é uma interpolacédo linear entre o valor
da forcga de atrito estatico e o valor da forga resultante quando em um trecho de velocidade

quase-nula definido no intervalo [-v,,v,] conforme ilustra a Figura 63.

Figura 63 — Modelo de atrito aperfeicoado

As equac0es que representam este modelo de atrito aperfeicoado séo escritas como:

[FC+(FS—FC)e(“’“”)ga}sgn(V)H?V s [V]>v,|

F, - Fson(F) e M<p| e [F2F (629

at
FolRly, se |<fw| e [F|<F;

Observa-se que os valores de F, e Fy sdo sempre positivos por dependerem do valor

absoluto da forca normal a trajetoria, equacdo (6.27), por isso o sinal da forca de atrito nas

equac0es (6.28) fica dependente dos valores e sinais da velocidade e da forca resultante.
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Na literatura encontram-se modelos estaticos semelhantes, os quais tentam resolver o
problema da descontinuidade da forca de atrito no repouso. Esses modelos estaticos se
diferenciam dos modelos ditos dindmicos por ndo necessitarem a introducdo de variaveis de
estado ao problema. Entretanto, eles ndo tomam a interpolacéo do valor da forca de atrito no
trecho de velocidade quase-nula com a forca resultante, mas o fazem mais comumente através
de curvas que passam pela origem, o que impde atrito nulo para velocidade nula. Além disso,
muitos destes modelos necessitam de diversos parametros adicionais para descrever a transi¢cao
entre os estados de movimento e repouso. Pode-se citar nesse sentido os modelos de Threlfall
(1978), Karnopp (1985), Armstrong-Heélouvry, Dupont e de Wit (1994), Ambrésio (2003),
Wojewoda et al. (2008) e Awrejcewicz, Grzelcyzk e Pyryev (2008).

Na abordagem proposta F, ndo é um valor constante, mas depende apenas do proprio

estado de forcas do sistema em um determinado instante de tempo, podendo até, quando for o
caso, possuir valor nulo. Assim, consegue-se estabilizar a resposta por meio de uma transicédo
suave do estado de movimento para o de repouso.

Ressalta-se que o valor da velocidade limite v, depende do tamanho do incremento de

tempo utilizado, ou, de modo inverso, o incremento de tempo deve ser capaz de representar o
movimento quando no intervalo de velocidade quase-nula. Além disso, para melhorar o
procedimento iterativo de solucdo, recomenda-se um valor limite proximo a velocidade relativa
de parada dos corpos, mas ndo excessivamente pequeno de modo a permitir uma transi¢ao suave
entre as forgas no repouso.

Conhecidos os coeficientes constantes do modelo, os quais dependem dos materiais das
pecas da ligacao, resta relacionar as variaveis que descrevem as juntas com as forcas necessarias

ao calculo do atrito.

O vetor que representa a forca normal F" é obtido pela forca de contato projetada na
direcdo normal a trajetdria no ponto de contato. Esta forca de contato é obtida através do vetor

de forgas de restrigdo referentes as translacdes. Para o caso plano a forca de contato é dada por

Fcon :{FY{?, FYTZ?} e a direcdo normal a trajetoria é definida pelo vetor N, assim:

_lfcon.N:P I\ZIP

e PN
INel (INe ]

(6.29)

Zl

e seu valor absoluto € dado por:

F :”lEN”: = ” (6.30)
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No caso plano, as componentes do vetor normal sdo calculadas a partir do vetor tangente

a trajetoria TP como N/ =-T,” e NJ =T,7, de modo que a forga normal se simplifica em:

T Pres T P—res
‘Tl Fie -T, R

F, = (6.31)

sendo os subscritos indicados por Y,” e Y,” referentes aos graus de liberdade de posig&o do n6

deslizante e o vetor tangente é obtido como:

fip :¢c,§(§P)Y_iC (i :112) (6.32)

Para as juntas espaciais, considerando-se as trés dire¢cdes coordenadas, o vetor de forcas
de contato é dada por F*" —{FYrSS, R FYres} Projetando este vetor na direcdo normal a

trajetoria a partir do uso do vetor tangente do ponto de contato (dado pela equacao (6.32) com

i=1,2,3), calcula-se a forca normal como:

. TP

lfN — lfcon _lfcon ‘-FP T .
77

A forga resultante, que € igual a forca inercial do n6 deslizante, é obtida diretamente da

(6.33)

equacdo de equilibrio (6.25) considerando-se somente os graus de liberdade do n6 deslizante

(posicdes e variavel curvilinea), como:

lfR _ lf_lfint_lfres (634)
ou, de forma a identificar os termos referidos aos graus de liberdade para o caso plano:

R int res
el (Rl |Re| B

R in res
FYA;, = FYAZP - szpt - Fv‘;’ (6.35)
FSS FsP O Fs,r;es
e para o caso espacial:
R in res
Fel |Fe| |Re| (R
F2| |Fe| [E™ [FF
S T A S (6.36)
FYA3P FYASP FYA; FY;
Fss FsP O FsLeS

onde F representa as forcas externas, F™ a forca interna do elemento deslizante e F™ a forca
de restricdo da ligagdo. Como anteriormente, os subscritos indicados por Y%, Y, e Y, se
referem aos graus de liberdade de posi¢do do nd deslizante e s, se refere a posic¢éo curvilinea.

Na definicdo da equacgdo (6.34), sendo este um caso de velocidade quase-nula,

desprezou-se a forca de amortecimento externo proporcional a velocidade. A forca de atrito
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também ndo esta presente por ja estar contemplada de maneira indireta através da forca de
restricdo na direcdo do grau de liberdade da posicao curvilinea.

Como € necessario determinar o valor da forca resultante F, que atua na direcéo

tangencial a trajetéria da ligagcdo deslizante utiliza-se do préprio vetor tangente, dado pela
equacao (6.32), para decomposicdo dos valores referidos aos graus de liberdade de posicdo. A
esta parcela, sdo adicionados diretamente os termos de forca referidos a posicédo curvilinea, ja
que este grau de liberdade € naturalmente definido na direcdo tangencial. Desse modo, tem-se

para o caso plano:

I i P
77|
e para o0 caso espacial:
(va B Fv“igt -Fe )flp +(F¢P B Fer;t B erss)fzp +(va -Fr - erss)fsp
FR — 1 1 1 2 2 2 3 3 3 + FSP _ FSI;BS (6.38)

7]
E interessante notar que, para o caso da introduco de restri¢des a partir do método dos

multiplicadores de Lagrange tem-se F.2* =4 como pode ser visto ao desenvolver a equagdo

(5.9) para as equacéo de restricdo dadas em (6.7) no caso plano ou (6.19) no caso espacial. Este
resultado esta de acordo com o esperado do significado fisico dos multiplicadores de Lagrange
como as forgas internas necessarias para que as restricdes sejam impostas, isto é, forcas de

contato que mantém as juntas em contato com a trajetoria.

6.5 Exemplos De Verificacdo

De modo a verificar o funcionamento da formulacdo desenvolvida para as ligagdes
deslizantes no @mbito do método dos elementos finitos posicional apresentam-se a seguir alguns

exemplos de interesse.

6.5.1 Mecanismo de retorno rapido

A Figura 64 ilustra um classico mecanismo de retorno rapido utilizado em aplicagdes

mecanicas conforme apresentado por Bauchau (2000). Utiliza-se deste exemplo para verificar
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os diferentes métodos de introducdo de restricdes cinematicas as equacdes do movimento
conjuntamente ao desempenho dos integradores temporais de Newmark e a-generalizado em
problemas com restricdes. O mecanismo é composto por um braco AB de 1,00 m de
comprimento que gira em torno do apoio B e é ligado a uma barra NA de 0,25 m de
comprimento. O movimento do sistema é imposto por uma manivela RS de 0,20 m de
comprimento que gira em torno do apoio R com uma velocidade angular constante Q =5= rad/s
e desliza sobre o braco por meio de uma junta cilindrica plana localizada no no S.

, 0,55m

0,50 m

Figura 64 — Configuracao inicial do mecanismo

Todas as barras possuem se¢do transversal quadrada de lado 6,0 cm, massa especifica
de 1724,82 kg/m? e sdo modeladas com elementos finitos de portico plano de aproximagéo
cubica. O braco é modelado com 24 elementos e possui modulo de elasticidade igual a 47,04

GPa. As demais barras sdo modeladas com 2 elementos finitos e possuem mdédulo de

elasticidade igual a 47,04-10° GPa de modo a simular um comportamento rigido. Adota-se
coeficiente de Poisson nulo. Ainda s&o introduzidas massas concentradas de 0,31 kg e 2,50 kg
nos nos N e S, respectivamente.

Inicialmente foram realizadas simulagdes utilizando-se o integrador de Newmark, sem
dissipacdo numérica (regra do trapézio), com incremento de tempo de 2,0 ms. Para comparacao
com os resultados de Bauchau (2000) apresenta-se o terceiro ciclo do movimento do
mecanismo, unico presente na referéncia. A deflexdo do bragco no né A medida ortogonalmente

a uma linha que acompanha o giro do brago no nd B ¢ ilustrada na Figura 65 e a velocidade do
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apoio N na direcdo do eixo x na Figura 66. Para obtencdo desses resultados com o método da

funcio de penalizacio adotou-se um coeficiente igual a 10 e para o método do Lagrangeano

aumentado um coeficiente de penalizacdo com valor inicial de 10", valor maximo de 10* e

fator de atualizagdo igual a 10.

Deflexdo (mm)

7,00

500

3,00

1,00

-1,00
-3,00
-5,00

-7,00
0,

! i |'I '|| ‘I
| ,‘A/\/\!"\ia:‘:'l\"-f\w } :
‘ [ l | I' T ” LW l T
i -WUV""" gAY :\J\va y
o\ ¢
Multiplicadores de Lagrange
Penalizacéo
Lagrangeano aumentado
—————— Bauchau (2000)
80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15
Tempo (s)

1,20

Figura 65 — Deflexao da ponta do braco para diversos métodos de restri¢cdo (curvas coincidentes) —

Velocidade (m/s)

15,00

10,00

5,00

0,00

-5,00

-10,00

-15,00

integrador de Newmark

Multiplicadores de Lagrange
L Penalizacéo

Lagrangeano aumentado
Bauchau (2000)

0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Tempo (s)

1,05 1,10

1,15 1,20

Figura 66 — Velocidade do apoio N na direcéo do eixo x para diversos métodos de restri¢éo (curvas

coincidentes) — integrador de Newmark

Nota-se, de forma geral, boa concordéancia com a resposta do autor, especialmente na

amplitude dos resultados, apesar de diferencas na frequéncia de vibracdo. Acredita-se que estas

diferencas se devem as distintas descricdes cinematicas para as barras e as estratégias de

integracdo temporal empregadas neste trabalho e na referéncia. A formulacdo de barras

empregada em Bauchau (2000) é mais proxima a da teoria técnica além de ser adotado um

processo de marcha no tempo com passo variavel desenvolvido em uma estratégia para

conservar e/ou dissipar a energia do sistema. Todavia, a referéncia ndo apresenta detalhes sobre
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0s parametros empregados para integracdo temporal de modo a possibilitar maiores
comparag6es. Mesmo assim, ambos resultados representam bem o movimento onde é possivel
perceber o movimento de retorno do braco a partir de cerca de 1,05 s e a inversdo do lado
predominante de deflexdo durante o rapido retorno do mecanismo. Além, da clara mudanca do
sentido da velocidade do apoio N com a volta do braco.

Em relacdo a influéncia do integrador temporal sobre a resposta, podem ser observados
na Figura 67 e na Figura 68 os resultados para o integrador a-generalizado, sem dissipagao
numérica, para 0s mesmos métodos de restricdo e parametros anteriores. E visivel o inicio da
instabilidade da resposta a partir de 1,10 s. Conforme comentado no Capitulo 5, espera-se
encontrar instabilidades na resposta com o uso dos integradores anteriores conjuntamente ao
uso de multiplicadores de Lagrange quando na auséncia de dissipacdo numérica. Entretanto,
em relacdo ao método da funcdo de penalizacdo e ao método do Lagrangeano aumentado nédo
se encontrou na literatura comentarios da sua relagdo com as estratégias de integracdo e, como
se observa dos resultados, estes apresentam um comportamento identicamente instavel.

De modo a investigar com mais detalhes a relacdo dos metodos de imposicdo de
restricbes com o integrador de Newmark, apresentam-se na Figura 69 resultados da deflexao
do braco para uma analise mais longa com duracdo de 15,0 s (37,5 ciclos esperados para o
mecanismo). Observa-se que 0 método dos multiplicadores de Lagrange falha apds mais alguns

ciclos do mecanismo, ndo ultrapassando 2,50 s.
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0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20

Tempo (s)

Figura 67 — Deflexdo da ponta do bracgo para diversos métodos de restri¢do (curvas coincidentes) —
integrador a-generalizado sem dissipacao
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Figura 69 — Deflex@o (mm) da ponta do brago para diversos métodos de restri¢do — integrador de

Newmark
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Figura 69 (cont.) — Deflexdo (mm) da ponta do braco para diversos métodos de restri¢do — integrador de
Newmark

Para 0 método da funcéo de penalizacio, variou-se os coeficientes de 10° até 10**. Nota-

se que quanto menor o valor do coeficiente mais tarde ocorre o inicio da instabilidade, ao custo

da equacdo de restricdo ser imposta com menos exatiddo para penalizadores muito pequenos.

Pode-se observar esse aspecto nos resultados para coeficiente igual a 10°, com amplitudes de

deflex&o aproximadamente duas vezes o valor de referéncia, e pela norma do vetor de restricdo

deste caso, Figura 70, utilizada para medir o erro na imposicao das equacdes de restricao.
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Figura 70 — Norma (m) do vetor de equaces de restri¢do para diversos métodos de restri¢do — integrador
de Newmark
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Figura 70 (cont.) — Norma (m) do vetor de equacdes de restricio para diversos métodos de restricio —
integrador de Newmark

Em relacdo ao método do Lagrangeano aumentado obteve-se a mesma resposta de
deflexdo, Figura 69, para todos as combinacGes de valores iniciais e maximos do coeficiente de
penalizacdo. Percebe-se também a ocorréncia da instabilidade em todos os casos. Antes na sua
ocorréncia, entretanto, nota-se que a quantidade de iteracOes necessarias para resposta, Figura
71, foi significativamente alterada quando mais préximo do valor de convergéncia se iniciava
o coeficiente de penalizacdo, Figura 72. E interessante observar que para os casos com valor
méaximo do coeficiente muito reduzidos o método chega ao numero limite de iteracdes adotado
para convergéncia do passo de tempo. Isso ocorre porgue, ao contrario do método da funcgéo de
penalizacdo, o método do Lagrangeano aumentado deve atender ao critério adicional de
convergéncia da norma do vetor de restricdo (com tolerancia adotada igual a 10° — mesmo
valor da tolerdncia para norma de posi¢do) que é utilizado para atualizagdo dos multiplicadores
e do coeficiente de penalizagéo.

De modo a néo estender a analise, os resultados da deflexdo da ponta do braco para o
integrador a-generalizado sem dissipacdo numérica, Figura 73, sdo apresentados somente para

alguns casos de interesse 0s quais apresentaram melhores resultados em termos de precisao da
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imposicdo das restri¢ces e boa eficiéncia em numero de iteracbes. Como pode ser observado,

estes sdo bastante semelhantes ao integrador de Newmark, sendo ligeiramente piores em relacédo

ao inicio da ocorréncia da instabilidade.
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Figura 71 — Quantidade de iteragdes para diversos métodos de restricao — integrador de Newmark
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Figura 72 — Evolugéo do coeficiente de penalizagéo para casos com o método do Lagrangeano aumentado
— integrador de Newmark

Pode-se questionar a influéncia da resolucdo temporal na qualidade das respostas
anteriormente obtidas. Assim, embora se esteja tratando de uma analise ndo linear geométrica,
0 uso da anélise modal do sistema na sua configuracdo inicial pode ajudar a estimar um passo
de tempo adequado ao problema. Realizando-se esta andlise, determina-se o periodo
fundamental de vibracdo do mecanismo igual a 21,81 ms, seguido de modos com periodos
iguaisa 1,79 e 1,10 ms. Todos estes modos relacionados com a flex&o do brago. Assim, 0 passo
de tempo empregado anteriormente, igual a 2,0 ms, € capaz de capturar o0 primeiro modo com
representatividade de cerca de um décimo do periodo.

Em analogia com o que foi feito para o sistema sem restrigdo (exemplo “4.6.4 Régua
flexivel”) poderia se supor que a redu¢do do incremento de tempo traria melhores resultados ao
retardar o inicio da perda de convergéncia dos integradores temporais. Todavia, aumentando-
se a resolugdo temporal para 0,2 ms e 0,02 ms obteve-se resultados ainda piores para 0s
integradores de Newmark e a-generalizado sem dissipacdo. Para os métodos de introducéo de
restricdo que forneceram os melhores resultados (valores indicados na Figura 73), nenhum caso
para 0 passo de tempo de 0,2 ms ultrapassou 0,60 s. O mesmo aconteceu com incremento de
tempo de 0,02 ms para qual a analise mais longa durou somente 0,03 s.
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Figura 73 — Deflexdo (mm) da ponta do brago para diversos métodos de restrigdo — integrador a-
generalizado sem dissipa¢do

Dessa forma, embora esperada a ocorréncia de instabilidade com o uso dos integradores
temporais sem dissipa¢do, conforme discutido no Capitulo 5, a reducdo do passo de tempo nédo
favoreceu a resposta, ao contrario do que se verifica para o sistema de equagdes do movimento
sem restricbes. Pode-se explicar a dificuldade de convergéncia em resolugdes temporais
maiores por estas permitirem a captura de frequéncias de oscilacdo mais altas, instabilizando a
resposta. Sabe-se que estas altas frequéncias sdo oriundas da propria discretizagdo em
elementos finitos, mas, quando da presenca de restri¢fes, os métodos empregados também sdo
responsaveis por introduzirem altos modos de vibracdo. Resulta disso a clara instabilidade
encontrada nas respostas para todos os trés diferentes métodos de imposicdo de restricoes.

Conforme comentado anteriormente, espera-se, do que a literatura apresenta, que a
presenca de multiplicadores de Lagrange introduza modos prejudiciais com frequéncias
infinitas. Porém, para os outros dois metodos obteve-se uma resposta identicamente instavel.
Pode-se tentar fornecer um significado fisico para esse entrave ao associar a restri¢cdo imposta,
por qualguer um dos métodos, como uma parte infinitamente rigida do sistema com localizacao
pontual. Neste local, por ser rigido, as ondas de deformacdo mecéanica devem ser transmitidas
de forma instanténea, isto €, com velocidade infinita. Assim, um incremento de tempo discreto,
por menor que seja, ndo é capaz de representar a transmissdo da informacéo desse movimento.
Note-se que, alternativamente, caso esta regido nao fosse perfeitamente rigida — como € o caso
da aplicacdo do método da funcéo de penalizagdo com coeficientes pequenos (vide resultados
anteriores), que pode ser entendido como uma mola de comportamento elastico — as ondas de

deformagcéo conseguem se propagar.
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De fato, a escolha de um passo de tempo que tende a zero implicaria em uma melhor
representacdo do continuo, mas, em se tratando de um sistema discretizado no tempo e no
espaco, resulta na captura do contedo de altas frequéncias. Em contrapartida, um passo de
tempo maior pode evitar 0S modos superiores, mas mesmo assim ndo tem a correta
representatividade do continuo para esta parte infinitamente rigida do corpo.

Portanto, para se alcancar uma resposta estavel, e se tratando de uma solugdo numérica
discreta, 0 emprego de integradores temporais que introduzam dissipa¢cdo numérica se torna
uma alternativa muito interessante para controlar as frequéncias indesejadas. Desta forma,
recorre-se a0 metodo a-generalizado com introducdo controlada de dissipacdo das altas
frequéncias de vibracdo para o restante dessa analise.

Na Figura 74 é ilustrada a analise de convergéncia da deflexdo do braco para o passo de
tempo com o integrador a-generalizado com um raio espectral da regido de altas frequéncias

o, =0,9. Foi empregado o método dos multiplicadores de Lagrange como imposi¢do das

equacdes de restricdo cinematica. E possivel observar claramente a estabilidade da resposta
para o intervalo de analise, além da influéncia do aumento da resolucéo temporal na qualidade

da resposta obtida.
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Figura 74 — Deflexdo (mm) da ponta do brago com o método dos multiplicadores de Lagrange para
diversos passos de tempo — integrador a-generalizado com p» = 0,9

Para os outros métodos de imposicdo de restricdes a resposta de deflexdo da ponta do
braco € ilustrada na Figura 75 onde foi adotada uma resolucdo temporal de 0,2 ms. Para os trés
métodos de imposicdo de restricBes obteve-se resultados muito semelhantes tanto para deflexao

quanto para quantidade de iteracdes, entre 3 e 4 por passo, e para a norma do vetor de equagdes
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de restricdo, da ordem de 10°®, exceto para o caso com penalizagdo (com coeficiente igual a
10") que apresentou erro ligeiramente superior da ordem de 10™". Com a utilizago deste passo

de tempo menor, ao aumentar do coeficiente de penalizagio para 10" manteve-se a boa resposta
de deflexdo, como esperado, mas também se obteve boa qualidade em termos do erro, o qual
diminuiu para ordem de 10 mantendo a quantidade de iteragdes por passo do coeficiente
inferior. Isso em contraste com os resultados obtidos anteriormente para o trecho estavel da

analise feita com o método de Newmark e passo de tempo igual a 2,0 ms, 0s quais necessitaram

de um quantidade de iteraces bastante superior para manter o erro da ordem de 10°°.
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Figura 75 — Deflexdo (mm) da ponta do brago para diversos métodos de restricdo com passo de tempo
igual a 0,2 ms — integrador a-generalizado com p. =0,9

Por fim, a Figura 76 apresenta em detalhes a analise de convergéncia do passo de tempo
para a deflex@o da ponta do brago para o terceiro ciclo do mecanismo e a Figura 77 os resultados
da velocidade. Os resultados ilustrados sdo para o0 método dos multiplicadores de Lagrange.
Para 0 método da funcdo de penalizacio com coeficiente igual a 10" e para 0 método do
Lagrangeano aumentado com coeficiente de penalizagdo com valor inicial de 10, valor

méaximo de 10 e fator de atualizacéo igual a 10 obteve-se resultados idénticos. Percebe-se,
assim, a necessidade de um passo de tempo inferior para melhor representacdo do
comportamento do corpo. Tanto que, j& com a resolugdo de 0,2 ms se percebe um
comportamento oscilatorio mais semelhante a referéncia. Embora exista uma defasagem entre

as curvas e diferencas na amplitude (para deflexdo), estas estdo relacionadas com as distintas
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formulacBes empregadas para descricdo da cinematica das barras e ndo com a

representatividade das respostas.
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Figura 76 — Analise de convergéncia do passo de tempo para deflexdo da ponta do braco — integrador a-
generalizado com p- =0,9
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Figura 77 — Anélise de convergéncia do passo de tempo para velocidade do apoio N na dire¢do do eixo x —
integrador a-generalizado com p- =0,9

Com os resultados deste exemplo, percebe-se primeiramente a necessidade do emprego
de integradores temporais capazes de filtrar eficientemente o conteddo de altas frequéncias de
vibracdo do problema de elementos finitos com restri¢Ges, seja qual for o método empregado
para impor estas. Em seguida entende-se a vantagem do método dos multiplicadores de
Lagrange em relacdo aos demais no sentido de ndo necessitar de calibracdo de parametros, o
que é uma vantagem importante para sua aplicacdo em problemas genéricos. Apesar de que,
quando com coeficientes adequados, os métodos da funcéo de penalizacdo e do Lagrangeano
aumentado sdo igualmente eficientes em quantidade de iteracbes e em relacdo ao erro na

imposicdo das equacdes de restricéo.
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6.5.2 Vibragéo axial com atrito

De modo a avaliar o efeito do modelo de atrito aperfeicoado ao sistema dinamico,
utiliza-se da estrutura apresentada na Figura 78 a) a qual consiste em uma barra de comprimento
L =1,0 m fixa na sua extremidade direita e submetida a um deslocamento inicial d =1,0 mm
na sua extremidade esquerda, o qual é distribuido proporcionalmente por todo seu
comprimento. Esta mesma extremidade possui uma junta deslizante livre para se deslocar sobre
um elemento finito que possui todos os seus graus de liberdade restritos de forma a simular um
apoio rigido. Para que os efeitos do atrito se manifestem aplica-se uma carga P =2000 N,
ortogonal a barra, durante toda a analise.

P
_i_ A d<—
— BT
L
3) ’IL 1L ) m -

Figura 78 — Geometrias dos sistemas a) continuo e b) massa-mola

Discretizando-se a barra com somente um elemento finito de pdrtico plano de
aproximacédo linear (dois n6s) ou com um elemento de barra simples tem-se um sistema
equivalente ao conjunto massa-mola da Figura 78 b). Adotando-se para a barra uma se¢éo
quadrada de lado igual a 0,1 m e modulo de elasticidade igual a 2.10° Pa, tem-se uma rigidez

de mola equivalente k =Ebyh, /L =2.10°N/m. A massa m=5,066kg do elemento finito é

considerada como concentrada ao n6 que contém a ligacéo deslizante.

De posse dessas informacdes pode-se calcular a frequéncia natural do sistema

equivalente @, =+/k/m=628,38rad/s e seu periodo de oscilagio T, =27/, =0,01s.

Portanto adota-se incremento de tempo At =10"*s para a simulag&o.

A Figura 79 apresenta o resultado para o deslocamento do n6 deslizante onde se verifica
para 0 caso sem atrito a oscilagdo harménica com o periodo e amplitude esperados para o
sistema. Para esta simulacéo foi utilizado por simplicidade o0 método de Newmark (regra do
trapézio). Os resultados para os modelos com discretizagdo com um elemento finito de portico

plano e barra simples (trelica) séo idénticos.
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Figura 79 — Deslocamento do sistema massa-mola equivalente

Considerando-se agora a existéncia de dissipagdo por atrito na ligagdo tem-se também
na Figura 79 curvas para os casos de atrito seco com e sem a parcela de atrito viscoso. Adotou-

se 0s parametros que consideram a parcela de atrito estatico e do efeito Stribeck com g, =0,05,
4, =003, v_=0,1m/s, 5, =2 e para 0 caso com atrito viscoso 7 =100 Ns/m. A velocidade

limite necessaria ao modelo de atrito aperfeicoado foi adotada para este exemplo como
V, =2.10° m/s.

Nota-se que nos dois casos de atrito (com e sem a parcela viscosa) o periodo de oscilacdo
ndo foi alterado e, além disso, no caso sem a parcela de atrito viscoso a envoltoria de decaimento
da amplitude é linear. Este comportamento é idéntico ao apresentado por Rao (2011) para um
sistema massa-mola equivalente de um grau de liberdade com um modelo de atrito mais
simples, o qual desconsidera o efeito Stribeck e atrito proporcional a velocidade.

J& no caso com atrito viscoso, a envoltoria tende a um formato exponencial, o que se
encontra também em modelos massa-mola com a presenca de amortecimento Vviscoso
proporcional a velocidade. A diferenca neste Ultimo caso estd na alteracdo do periodo de
vibracdo pela introducdo do amortecedor, enquanto para o caso de atrito viscoso ndo ha essa
mudanga como observado.

Com o modelo aperfeicoado de atrito é possivel verificar que o deslocamento residual é
captado corretamente pela formulacdo (Figura 80). Este deslocamento acontece quando a forca
de restituicdo elastica da mola, isto €, sua forca interna, e a forca de atrito se igualam no repouso

fora da posicdo indeformada, equilibrando o corpo.
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Figura 80 — Deslocamento residual no sistema massa-mola equivalente

A Figura 81 apresenta a evolucédo da forca de atrito para os dois casos estudados com o
modelo de atrito aperfeicoado. Durante 0 movimento oscilatério a transi¢do do sentido da forca
se da acompanhando os ciclos de deslocamento e na forma do modelo de atrito empregado.
Nota-se a diferenca que a inclusdo da dissipacao por atrito viscoso apresenta no valor maximo
da forca, que ultrapassa o atrito estatico nos primeiros ciclos de alta velocidade, e na reducéo
do namero de ciclos de oscilacdo ao introduzir maior dissipacao.
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Figura 81 — Forca de atrito no sistema massa-mola equivalente — modelo de atrito aperfeicoado

Dada a existéncia do deslocamento residual, a forca de atrito também apresenta no
repouso um valor constante o qual equilibra a forca interna. Para o caso do atrito com a parcela

viscosa a forca residual é —30,93 N . Nesta analise de pequenos deslocamentos, sabendo-se 0

valor da constante de mola, o deslocamento residual é dado por F, /k = —1,5465.10° mm, o
mesmo valor obtido na simulacéo.

Como comparagdo com a resposta do modelo de atrito ndo modificado, para o qual ndo
é feita a interpolacéo linear da forca de atrito para velocidades muito baixas, obteve-se 0s
resultados da Figura 82. Nestes graficos, a partir do momento em que nao se percebe mais o
deslocamento da ligacdo, hd uma oscilacdo de alta frequéncia no valor da forca devido a
pequenas oscilagdes na velocidade da junta deslizante. Impedindo, assim, que o modelo
capturasse deslocamentos residuais e fazendo com que a posigdo de equilibrio final sempre
fosse a do corpo indeformado.
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Figura 82 — Forca de atrito no sistema massa-mola equivalente — modelo de atrito sem aperfeicoamento:
a) atrito seco e b) atrito seco e viscoso

E também interessante observar a evolucdo da energia cinética e de deformacdo com o
tempo, Figura 83. Para o caso sem atrito a soma dessas energias € constante ao longo da andlise.
Ressalta-se que apesar da forca externa aplicada, ndo ha energia associada a ela por ndo existir
deslocamento na sua direcao.

Com a presenca do atrito ha um decréscimo da soma dessas energias dada a dissipagdo
introduzida pela fricgcdo, maior para o caso com atrito viscoso, como era esperado. Na mesma
figura destaca-se em escala logaritmica, para melhor visualizagéo, que existem valores residuais
de energia, dado existir deformacéo residual no corpo. Para 0 caso com atrito viscoso a energia

no repouso obtida na simulacéo é de 0,2392mJ . Este mesmo valor pode ser obtido pela energia

de deformacio da mola kd?/2, sendo d o deslocamento residual, isto é, a energia eléstica
acumulada quando do equilibrio na posicéo final deformada.

Aumentando-se a discretizacdo espacial do problema com 10 elementos finitos cubicos
de portico plano com uma densidade p, =1250kg/m®, que conduz ao mesmo valor obtido

anteriormente para o primeiro periodo de oscilacdo da estrutura, tem-se o histérico de

deslocamentos conforme a Figura 84. Os demais parametros foram mantidos 0s mesmos exceto

a velocidade limite, v, =3.107 m/s, e o incremento de tempo que foi adotado como At =
1,25.10° s de modo que o movimento da onda de deslocamento axial no dominio de cada

elemento finito fosse respeitado, a qual possui velocidade /Ebyh, / p, =4000m/s.
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Figura 83 — Histérico de energia do sistema massa-mola equivalente
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Os resultados de deslocamento (Figura 84) apresentam-se conforme o esperado para 0

sistema continuo discretizado, respeitando o periodo de oscilacdo adotado (mesmo para 0s

casos com atrito), a amplitude do movimento e o tipo de decaimento. Também neste caso o

modelo de atrito aperfeicoado foi capaz de obter equilibrio no repouso fora da posicdo

indeformada com as deformacdes residuais na ligacao deslizante conforme ilustra a Figura 85.
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Entretanto, como este é um sistema continuo e a Unica dissipacdo existente se da pelo
atrito, o qual esta localizada na ligacdo, o restante do dominio da barra permanece vibrando
como ilustrado na Figura 86 para seu nd central. Isso mostra a existéncia de uma onda
estacionaria de deslocamento axial residual que se desenvolve entre os nos de extremidade que

estdo parados, um por imposicdo das condi¢bes de contorno e o outro pela forca de atrito.
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Figura 86 — Deslocamento do n6 central da barra do sistema continuo discretizado

Na Figura 87 apresenta-se de maneira analoga ao sistema equivalente o
desenvolvimento da forca de atrito para os dois casos estudados. As oscilagdes no valor da forca
durante o deslocamento perceptivel estdo de acordo com o esperado para o sistema continuo e
se justificam devido a influéncia dos modos de vibragdo mais altos, os quais aparecem devido
a resolucéo temporal necessaria a boa representacao do problema.

Nota-se também que o novo modelo de atrito empregado foi capaz de captar a redugéo
do valor da forca de atrito quando a ligagcdo deslizante entra em repouso e, devido a onda
residual no dominio, o seu valor se apresenta oscilatorio, tendendo a um comportamento
estacionario, de forma a equilibrar a forca resultante que o restante do corpo exerce sobre 0 né
da junta.

Por fim apresenta-se na Figura 88 a evolugéo das energias cinética e de deformag&o para
0s casos sem e com atrito. Analogamente ao sistema massa-mola equivalente ha decréscimo da

energia para 0s casos de atrito.
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Figura 88 — Histdrico de energia do sistema continuo discretizado

6.5.3 Péndulo deslizante

A Figura 89 apresenta um péndulo de 1,0 m de comprimento, inicialmente orientado na
direcdo positiva do eixo x com uma ligagdo deslizante no ponto B. Este péndulo é livre para
deslizar sobre uma trajetoria modelada por 13 elementos finitos cubicos de poértico espacial. A
trajetdria € apoiada em A e B de forma que nesses pontos os trés deslocamentos sdo restritos.

Um pequeno trecho de 0,10 m existe apds o0 apoio B para permitir a movimentacédo livre do
péndulo além deste ponto.
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B=(031)m

A=(0,0,0)m

Figura 89 — Geometria do péndulo

Este exemplo é apresentado para verificar as ligacdes deslizantes espaciais em duas
configuracdes diferentes: uma junta cilindrica e uma junta esférica deslizante. Para a junta
esférica o péndulo é modelado através de 10 elementos cubicos de portico espacial de forma a
possuir todos os giros livres na ligacdo por ter somente um ponto de contato, Figura 90 a). A
junta cilindrica € modelada por 20 elementos clbicos de casca para que exista uma linha de
contato com a trajetoria de modo que o giro da conexao seja possivel somente em torno desta
linha, Figura 90 b).

a) T)—f b) T}—f

Figura 90 — Malhas para a) junta esférica deslizante e b) junta cilindrica
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O péndulo e a sua trajetdria sdo bastante flexiveis com médulo de elasticidade igual a
1,0 MPa, coeficiente de Poisson igual a 0,3 e densidade de 800,0 kg/m3. A secdo transversal
para trajetoria e para o péndulo é quadrada de lado igual a 10,0 cm. Ainda, uma massa
concentrada m=1,0 kg existe na extremidade livre do péndulo. No caso da discretizacdo por
elementos de casca a massa é uniformemente distribuida nos nos desta extremidade. A secao
transversal para os elementos de pértico foi discretizada com dois elementos planos triangulares
de aproximacéo linear em sua malha auxiliar.

Inicialmente a trajetoria é deformada por um carregamento estatico ao longo do seu
comprimento de 0,80 N/m na direcdo negativa do eixo z, o qual permanece por toda a analise.
Apbs encontrada a posicdo estatica deformada de equilibrio da trajetoria, o péndulo é solto e
submetido ao mesmo carregamento da trajetéria em seu comprimento e a uma carga de 10,0 N
na diregdo negativa do eixo z é aplicada na massa concentrada. Para a discretizacdo com
elementos de casca 0s mesmos carregamentos sao apropriadamente distribuidos nos elementos.
A simulacéo termina quando o péndulo atinge o final da trajetoria. Para imposicao das restricoes
foi empregado o método dos multiplicadores de Lagrange com o integrador temporal a-

generalizado com resolucéo temporal de 10,0 ms e raio espectral p, =0,9.

Pode-se observar na Figura 91 a evolucdo da posicdo curvilinea para as duas juntas,
medida com sentido positivo para 0 mesmo sentido do movimento descendente do péndulo (de
B para A). Inicialmente nota-se que ha um pequeno deslocamento negativo para a junta esférica
deslizante impulsionada pelo movimento de quase queda livre da ponta do péndulo, como pode
ser visto claramente na Figura 92. Para a junta cilindrica, embora o movimento de queda livre
também exista, ndo ha retorno da ligacdo dado ao tipo de restricdo que esta impde, o qual ndo
é pontual, mas em linha, gerando um momento reativo suficiente para impedir este retorno. Por
esse mesmo motivo (da ligagdo compreender diversos nés na sua linha) a medida da posicao

curvilinea é realizada para o né do bordo da se¢do que chega primeiro ao final da trajetoria.

4,00
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0,00 ———i + t t t } }

Posigdo curvilinea (m)
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0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50
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Figura 91 — Evolucédo da posicdo curvilinea
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Figura 92 — Posicao da ponta do péndulo para os trés planos coordenados: em vermelho a junta esférica
deslizante e em azul a junta cilindrica (as curvas se iniciam no primeiro quadrante dos gréaficos)

Da Figura 91 percebe-se ainda que a junta cilindrica atinge o final da trajetéria com mais
rapidez do que a junta esférica deslizante. Além disso, esta ultima apresenta um patamar entre
3,5 s e 4,0 s onde ela se encontra quase parada ao final da trajetoria em torno da posicédo
curvilinea de 3,0 m. Isso ocorre por um movimento pendular na dire¢do do eixo y do corpo
deslizante que acontece nesse intervalo de tempo e segura a ligacdo nessa posi¢cdo. A Figura 93
ilustra algumas posicdes deformadas para a junta esférica deslizante onde é possivel visualizar
esse aspecto. Para a junta cilindrica algumas posicGes deformadas de interesse sdo apresentadas

na Figura 94.
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Figura 93 — Deformadas para a junta esférica deslizante
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Figura 94 — Deformadas para a junta cilindrica
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Sendo a trajetoria bastante flexivel como pode ser notado nas deformadas acima, na

Figura 95 pode-se observar a diferenca entre a utilizagdo dos dois tipos de ligagOes deslizantes

também para os deslocamentos da trajetoria, medidos no ponto médio entre os apoios A e B.

Em particular, para a junta esférica, nota-se que o intervalo no qual a conexdo estava quase

parada (posicéo curvilinea em torno de 3,0 m) had um pico de deslocamentos nas direcdes y e z.
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Figura 95 — Deslocamentos do ponto médio entre apoios da trajetoria
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Figura 95 (cont.) — Deslocamentos do ponto médio entre apoios da trajetoria

Uma avaliagdo interessante para as conexdes utilizadas é a consideracéo da presenca de
atrito durante o deslizamento do péndulo. Dessa forma, adotou-se coeficientes de atrito
dindmico e estatico iguais a 0,05 e 0,08, respectivamente, com a velocidade de decaimento da
curva de Stribeck igual a 0,10 m/s e sua poténcia igual a 2,0. Desprezou-se 0 atrito viscoso e a
velocidade para o intervalo de velocidade quase-nula igual a 0,20 m/s. Os demais parametros
foram mantidos inalterados.

Para a junta esférica deslizante a consideracdo do atrito alterou muito pouco a
movimentacao do sistema como pode ser observado para a evolucdo da posicdo curvilinea,
Figura 96, e para a trajetéria da ponta do péndulo, Figura 97. Nota-se um atraso de cerca de
0,50 s para a ligagéo chegar ao final da trajetdria. Esta diferenca se torna aparente a partir do
momento em que a ligacdo apresenta velocidades muito baixas ao final da andlise, Figura 98,
onde as forgas de atrito s&o mais pronunciadas devido ao modelo considerar o efeito stick-slip,

como pode ser observado na Figura 99.
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Figura 96 — Evolugéo da posi¢do curvilinea: junta esférica deslizante
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Figura 97 — Posi¢do da ponta do péndulo com a junta esférica deslizante para os trés planos coordenados:
em vermelho sem atrito e em azul com atrito (as curvas se iniciam no primeiro quadrante dos graficos)
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Figura 99 — Forga de atrito para a junta esférica deslizante

A existéncia do atrito na junta cilindrica, entretanto, alterou significativamente o

movimento do sistema. A Figura 100 ilustra o desenvolvimento da posic¢éo curvilinea e a Figura

101 a posicéo da ponta do péndulo em comparacdo com o caso sem atrito. Com a demora para

atingir o final da trajetoria, o péndulo foi capaz de oscilar mais vezes, impelindo uma maior

movimentacdo da trajetoria como visto na Figura 102.
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Figura 101 — Posicéo da ponta do péndulo com a junta cilindrica para os trés planos coordenados: em
vermelho sem atrito e em azul com atrito (as curvas se iniciam no primeiro quadrante dos gréficos)
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Figura 102 — Deslocamentos do ponto médio entre apoios da trajetéria para a junta cilindrica com atrito
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Figura 102 (cont.) — Deslocamentos do ponto médio entre apoios da trajetéria para a junta cilindrica com
atrito

Em especial, a interacdo entre 0 movimento da trajetdria na diregdo do eixo z com o
péndulo proporcionou o desenvolvimento de forcas de atrito na ligagdo que diminuiu muito seu
deslocamento, apresentando velocidades muito pequenas a partir de 5,50 s, Figura 103, com
posicdo curvilinea em torno de 3,0 m. A Figura 105 apresenta alguns instantes de interesse do
movimento do sistema onde pode-se perceber a grande influéncia da forca de atrito para o final
da analise com a ligagdo quase em repouso, ilustrada na Figura 104 pelo seu valor resultante
(dada ocorrer distribuida nos nés da linha da junta).
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Figura 104 — Forca de atrito resultante para a junta cilindrica
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Figura 105 — Deformadas para a junta cilindrica com atrito

Percebe-se, deste modo, a grande influéncia que o modelo das juntas tem sobre a
resposta do sistema. E importante ressaltar que, embora as conexdes na realidade sejam mais
parecidas com o modelo da junta cilindrica, no qual o contato é realizado por uma linha ou
mesmo em uma area, em detrimento do contato pontual da junta esférica deslizante, deve-se
lembrar que juntas reais possuem folgas e lubrificacéo que ndo foram consideradas neste estudo.
Assim, o emprego de modelos pontuais de contato bidirecional para avaliagdo do
comportamento local das juntas em aplicacdes reais deve ser feito com cuidado levando em
consideracdo todos os efeitos que sejam pertinentes.

Mesmo assim, em relacdo a formulacdo desenvolvida e sua implementagédo
computacional nota-se que foram obtidos bons resultados e representativos quando se busca

uma resposta global para o sistema mecanico-estrutural.
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7. EXEMPLOS

Apresentam-se exemplos finais com intuito de ilustrar aplicacbes do codigo
computacional desenvolvido para simulacdo estruturas e mecanismo com aplicagdes mais

praticas contendo atuadores e diversos tipos de juntas.

7.1 Abertura De Um Radiador Desdobravel

Este exemplo propde simular a abertura de um dos radiadores que faz parte do sistema
de controle térmico da Estacdo Espacial Internacional (EEI) e é utilizado para eliminacdo de
calor da estacdo. Como esta parte do sistema é bastante extensa para que exista area suficiente
para dissipacdo do calor, ela é enviada para o espaco em uma configuracdo de armazenamento
de forma a ocupar menos espago. Assim, para abrir o mecanismo desdobravel sdo empregados
dois elementos atuadores.

Na configuragéo inicial fechada o radiador de 12,0 m de comprimento ocupa 0,50 m na
sua direcdo longitudinal. Suas oito placas de 1,50 por 2,0 m cada — discretizadas por 64
elementos quadraticos de casca — formam o sistema de resfriamento juntamente as barras
laterais — discretizadas por 62 elementos quadraticos de portico espacial. As barras séo
conectadas as placas por meio de ligagbes por pinos, permitindo o0 processo de abertura.
Conexdes rotacionais entre as placas (dobradica para casca) e entre as barras (juntas rotacionais)
garantem a caracteristica ndo deformavel do mecanismo. A Figura 106 ilustra a geometria do
radiador, sua malha e juntas empregadas.

As propriedades do material, e também as informag6es sobre o desdobramento, foram
obtidas a partir de fontes que descrevem o comportamento mecénico do sistema de controle
térmico da EEI (NASA, [s.d.], 2006, 2015; WIKIPEDIA CONTRIBUTORS, 2018;
WILLIAMS, 2007). A espessura da placa é adotada igual a 20,0 mm e a secdo transversal das
barras laterais € modelada por dois elementos triangulares planos de aproximacdo linear na
malha auxiliar formando um retangulo de 10,0 por 20,0 mm. Os atuadores tém sec¢do quadrada
de lado 60,0 mm. Para as placas empregou-se as propriedades do poliestireno com modulo de
elasticidade de 3,60 GPa, coeficiente de Poisson igual a 0,34 e densidade igual a 1040,0 kg/m3.
As barras laterais sao feitas de liga de aluminio com densidade igual a 2700,0 kg/m3, mddulo
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de elasticidade de 68,9 GPa e coeficiente de Poisson de 0,33. O modulo de elasticidade dos
atuadores ¢ adotado igual a 200,0 MPa e estes tém densidade igual a 8050,0 kg/m3. De forma a
representar a presenca do fluido de resfriamento presente dentro das oito placas, uma massa
adicional de 290,0 kg é distribuida uniformemente nestas.

a) k% . b)

juntas rotacionais

/
7 dobradica para casca

Figura 106 — Geometria do radiador e malha: a) configuracéo inicial de armazenamento no plano x-y e b)
configuracdo de abertura intermediaria e juntas empregadas

Durante a fase de abertura, o comprimento de cada atuador € decrementado pela

expressdo abaixo, também ilustrada na Figura 107:

AL(t) =* —(e+ p(t)/8)° —h (7.1)
na qual, e e h sdo as dimensfes iniciais de uma placa projetadas nos eixos x e vy,
respectivamente. A dimensdo da placa no plano x-y é {=1,50 m e a fungdo p(t) representa a
evolugédo do deslocamento da extremidade do radiador, projetada para gerar uma translagéo
linear na fase de desdobramento por:

18, 7626-10° m/s)t 0s<t<600s
o) =1 ) (7.2)
11,25756 m 600s <t <700s
0,0
02 t
04
E-06 |
208 |
10
12t
-1,4
0,0 100,0 200,0 300,0 400,0 500,0 600,0 700,0

Tempo (s)

Figura 107 — Evolugdo prescrita para a variagdo do comprimento dos atuadores
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O processo de abertura do radiador dura 600,0 s, posteriormente 0 mecanismo é deixado
para vibrar livremente durante 100,0 s. Alguns instantes do processo de abertura sao
apresentados na Figura 108. Para simulacdo foi empregado o método de Newmark (regra do
trapézio) com resolucdo temporal de 1,0 s.

1.7e+01
l 10

Displacement X

0s
50s

100 s

200 s

400 s

Figura 108 — Instantes do processo de desdobramento do radiador

A Figura 109 mostra a evolucdo do deslocamento da extremidade do atuador na direcéo
x em fungéo do encurtamento dos atuadores. Como os deslocamentos na diregéo z sdo muito

pequenos, o radiador se comporta como um mecanismo plano, assim, tanto as respostas dos
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atuadores sdo iguais quanto os deslocamentos da extremidade sdo muito semelhantes entre si
em toda a linha. Da Figura 109 percebe-se pequenas oscilagdes em torno do movimento
proposto para os atuadores, especialmente para o inicio do processo. Na Figura 110 a diferenca
entre 0 movimento esperado e o resultado da simulacédo esclarece este aspecto. As oscilagdes
na direcdo x come¢am a diminuir em torno de 400,0 s quando as oscila¢cfes na direcdo do eixo
y crescem. Esse comportamento vem do grande deslocamento da massa do mecanismo da
configuracdo de armazenamento para a configuracdo final desdobrada, dada a fungdo de
abertura empregada, para uma estrutura bastante longa e flexivel. Nota-se que na configuragéo
final a dimenséo do radiador na direcdo do eixo y € igual a 30,0 cm, comparado com seus 12,0

m de extensdo na direcdo do eixo X.

12,0
10,0
80
60
40 r
20
0,0

Simulacgao
Entrada proposta

Desl. X extremidade (m)

0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 12
Deslocamento Y do atuador (m)

Figura 109 — Deslocamento da extremidade do radiador com encurtamento dos atuadores

10,0

. HHM-U.H. i MI},H
S UL LA

-10,0

Diferenca desl. (cm)

0,0 100,0 200,0 300,0 400,0 500,0 600,0 700,0
Tempo (s)

Figura 110 — Diferenca entre o deslocamento simulado e proposto para extremidade do radiador

7.2 Movimento De Um Veiculo Acelerando Sobre Ponte

Simula-se a passagem de um veiculo sobre uma ponte longa quando diferentes
dispositivos de moderacdo do tréfego (traffic calming devices) estdo presentes na trajetoria
conforme a Figura 111. Este exemplo € utilizado para demonstrar a utilidade da formulag&o de

rugosidade na trajetdria das ligacGes deslizantes.
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Figura 111 — Ponte e dispositivos analisados para moderacao do trafego

A analise da interacdo veiculo-ponte na presenca de rugosidades € usualmente feita por
meio de sistemas massa/mola/amortecedor ou por forcas méveis (DING; HAO; ZHU, 2009;
LAW; ZHU, 2005; OLIVA et al., 2013; YIN et al., 2010). Aqui, como a suspensao do veiculo
deve manter contato com o pavimento na maior parte do tempo, empregam-se juntas cilindricas
para modelar as rodas do veiculo (Figura 112). O sistema de suspenséo de cada roda € modelado
por um elemento finito de portico plano viscoelastico, conforme a formulagéo desenvolvida por
Siqueira e Coda (2017), com coeficientes de viscosidade iguais a 5-10s™ (modelo de Kelvin-
Voigt) e modulo de elasticidade igual a 1,5 GPa. O chassi é considerado puramente elastico
com modulo de elasticidade de 200,0 GPa. Para o veiculo foram utilizados 42 elementos finitos
cubicos de pértico plano com secdo transversal retangular de lado igual a 6,73 cm e densidade
de 7800,0 kg/m3, de forma a ter uma massa total de 1500 kg.

Para que a ponte tenha massa e rigidez apropriada, todos os 13 elementos finitos cubicos
tém secdo retangular com altura 0,5 m e base de 3,5 m. Os parametros do material s&o mddulo

de elasticidade igual a 20,0 GPa, coeficiente de viscosidade 10°s™ e densidade de 2500,0

kg/m3. Para todas as barras 0 médulo de elasticidade transversal é metade do respectivo valor

longitudinal.
0,35 m
-~ 0,75 m
0,40 m
0,30 m
0,60 m L
‘\ /’ 0,45 m

S
0’15m56 _"_"__"_'X'_"_"_"_"_"_"/_/_";'_" A‘
elemento viscoelastico

(em contato com um ponto do chassis)

S

1m L 1m L 1m " 1m L 1m L
A a a a L

Figura 112 — Geometria do veiculo (juntas cilindricas)



158

O veiculo e a ponte estdo inicialmente em repouso e sujeitos durante toda a analise ao
seu peso préprio. Um deslocamento horizontal, que acelera o veiculo, € imposto em ambas as
rodas (ligacGes deslizantes) até que uma velocidade constante de 15 m/s seja atingida conforme

a Figura 113. Adotou-se para a analise um incremento de tempo At=2,5-10"s com o uso do

método de Newmark (regra do trapézio) e multiplicadores de Lagrange.

20,0 T 80,0
Velocidade
----- Deslocamento
2150 | ~ 600 §
£ . S
<5} i IS
B 10,0 froorooreeerteeem e o 4 40,0 E
h=i e <
8 /’ §
) ’ 4]
> 50 | /,” 4 200 &
P traffic calming
e devices
0,0 =1 : : ' 0,0
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0
Tempo (s)

Figura 113 — Velocidade e deslocamentos das rodas

A geometria do quebra-molas ilustrada na Figura 111 € modelada por um arco de circulo
utilizando-se um elemento finito curvo e, alternativamente, utilizando-se a altura do perfil de

rugosidade r,(s) conforme apresentado anteriormente. Ambas abordagens levam a resultados

idénticos. A Figura 114 mostra o deslocamento relativo vertical entre os extremos do elemento
viscoelastico, que serve como suspensdo para a roda frontal, quando o quebra-molas esta
presente e também para comparagdo com outros casos: nenhum obstaculo, sem amortecimento
e a resposta estatica (linha de influéncia). O comportamento viscoelastico introduzido,
especialmente na suspensdo, dissipou rapidamente as oscilacdes presentes no caso nao
amortecido e pouco depois da fase acelerada levou ao resultado estatico. Apesar da perturbacéo

criada pelo quebra-molas, o sistema de suspenséo foi capaz de absorver o impacto.

0,002
g 0,000 « :
-0,002 TR vt
2 ity
= -0,004 :
€ 0,006 ‘
o
€ .0,008 | '
£
S -0,010
S 0,012 [t e e b e\ TNV [ mmmemeees Estético Sem amort.
é 0014 Sem obstaculo Rugosidade
- Quebra-molas Sonorizador
-0.016 | | 1 | | 1

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0
Posicao horizontal do ponto médio do veiculo (m)

Figura 114 — Deslocamento relativo vertical da roda frontal
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De maneira semelhante ao quebra-molas, sonorizadores no pavimento sdo introduzidos
como um perfil de rugosidade na trajetdria das juntas cilindricas (Figura 111). Como uma roda
real possui dimensdes finitas, seu contato ndo se da com todos os pontos do pavimento. Por
isso, um modelo de banda de rolagem rigido foi empregado de modo a manter o contato da
banda de rolagem com o ponto mais proximo da superficie conforme Captain, Boghani e
Wormley (1979) e Chang, Wu e Yang (2011). Assim, uma roda com 30,0 cm de raio foi
adotada. A simulacdo deste caso seria claramente mais complexa se apenas a geometria dos
elementos finitos fosse utilizada para criacdo dos sulcos do sonorizador. Os resultados do
deslocamento relativo da roda frontal sdo apresentados na Figura 114 onde percebe-se
oscilacbes pequenas e rapidas que tém a funcdo somente de alertar o motorista. A Figura 115
apresenta o deslocamento vertical do meio vao esquerdo da ponte, o qual é bastante similar ao
do quebra-molas.

-0,109

-0,110
-0,111
-0,112

-0,113

Deslocamento (m)

-0,114

--------- Estéatico Sem amort.
Sem obstaculo Rugosidade
Quebra-molas Sonorizador

-0,115

-0,116

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0
Posicédo horizontal do ponto m édio do veiculo (m)

Figura 115 — Deslocamento vertical do meio vio esquerdo da ponte

Por fim, € introduzida a trajetoria inteira um perfil de rugosidade aleatério como uma
imperfei¢cdo no pavimento. O perfil apresentado na Figura 116 foi gerado por uma série de
cossenos conforme proposto por Yang e Lin (1995). Esta utiliza a funcao de densidade espectral
definida na 1SO 8608 (“ISO 8608:1995: Mechanical Vibration — Road Surface Profiles —
Reporting of Measured Data”, 1995), a qual, para classe rodoviaria A (boas condi¢bes do

pavimento), tem coeficiente G, (n,) =16-10"°m?*. Além disso, conforme Coussy, Said e Van

Hoove (1989), Camara e Ruiz-Teran (2015) e a propria 1SO 8608, para se gerar o perfil aleatorio
é usual empregar-se 20 frequéncias espaciais igualmente distribuidas na faixa entre 1,0 a 10,0
ciclos/m. O mesmo modelo de banda de rolagem rigida é empregado para este caso. Para o
deslocamento relativo da roda frontal (Figura 114) e a deflexdo do meio vao esquerdo (Figura
115), pequenas perturbacdes podem ser percebidas em torno do resultado sem dispositivos de

moderacdo do trafego. Entretanto, 0 momento fletor no apoio central da ponte apresentou
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grande influéncia do perfil de rugosidade no seu valor apesar da boa capacidade de absor¢édo da

suspensao.
1,50
’E‘ 1,00 |
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(5]
% 0,00
8 -0,50
i
o -1,00
_1,50 I 1 I I 1
0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0
Comprimento da ponte (m)
Figura 116 — Perfil de rugosidade aleatério para toda a ponte
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Figura 117 — Momento fletor no apoio central da ponte

7.3 Ponte Curva Estaiada Para VLT

Apresenta-se este exemplo para avaliar o efeito da passagem de um veiculo leve sobre
trilhos (VLT) por sobre uma ponte curva estaiada conforme ilustrada na Figura 118. Para
simulacdo do veiculo, por simplicidade e reducdo da malha, este € modelado através do seu
sistema de rodas, onde cada carro isolado, chamado de bogie ou truque ferroviario, Figura 119,
é ligado um ao outro meio de barras com juntas esféricas na suas extremidades. De maneira a
permitir o desenvolvimento da curva acentuada da ponte, o eixo de cada bogie esta ligado aos

eixos das rodas por juntas rotacionais que permitem o giro em torno da diregéo z.
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Figura 118 — Geometria da ponte e do veiculo

Figura 119 — Detalhe dos bogies realizando a curva
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O tabuleiro da ponte é suportado por conjuntos de vigas de secao transversal retangular
de 0,50 por 1,0 m e pilares de secdo 0,50 por 2,0 m com 5,0 m de altura além de estais ligados
aos pilares principais de se¢do quadrada com 1,50 m de lado e altura de 15,0 m. Estes pilares
sdo conectados por uma viga de se¢éo retangular de 0,50 por 1,50 m. Todos estes elementos
estruturais sdo modelados por elementos finitos de portico espacial com aproximacao cubica e
todos os pilares sdo engastados na base. Os estais sao modelados por elementos finitos de barra
simples com sec¢do quadrada de 0,10 m de lado e estdo separados entre si por linhas radiais
distantes uma da outra a cada 15° com centro no sistema de eixos da Figura 118.

Os bogies séo inteiramente modelados por elementos cubicos de portico espacial. Seus
eixos possuem secdo quadrada de lado 0,10 m. Cada uma das rodas possui 0,10 m de
comprimento e didmetro igual a 80,0 cm. Para discretizagdo da sua secdo transversal circular
foram utilizados quatro elementos triangulares planos de aproximacao ctbica. Todos as demais
secOes transversais retangulares foram discretizadas com dois elementos triangulares planos
lineares. O tabuleiro da ponte foi modelado com elementos de casca de aproximacéo cubica e
possui 0,30 m de espessura.

Para permitir o movimento do VLT, ligacGes deslizantes espaciais foram utilizadas em
cada uma das rodas. Estas acompanham os trilhos discretizados com elementos cubicos de
portico de secdo quadrada de lado 0,10 m. Para que as rodas apresentem deslizamento acima
do tabuleiro da ponte, foi utilizado um perfil de rugosidade constante de valor igual a 0,55 m
para estas. Assim, 0 eixo das rodas fica localizado a 0,40 m do topo do tabuleiro, onde se
considerou que a linha de referéncia dos trilhos estd na superficie média deste.

Na discretizagéo final do problema foram utilizados 132 elementos finitos de casca, 106

elementos de portico espacial e 10 elementos de barra simples conforme ilustra a Figura 120.

Figura 120 — Malha da ponte e do veiculo
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Por ser um trem urbano, o VLT é mais leve do que os trens tradicionais. Nesta simulacéo
0 veiculo possui massa total de 40,0 toneladas, uniformemente distribuida para os trés bogies.
Ressalta-se que sem a presenca do chassi esta massa fica bastante préxima a superficie da ponte
de modo que ndo é possivel avaliar o efeito de tombamento do veiculo. Todavia, os efeitos
inerciais para a vibragdo vertical da ponte podem ser considerados dessa maneira. De forma
simplificada considera-se que toda a estrutura da ponte € composta por uma estrutura de ago e
concreto reforgado com densidade igual 2500,0 kg/m3, modulo de elasticidade de 200,0 GPa e
coeficiente de Poisson igual a 0,20. Os estais possuem densidade de 8000,0 kg/m? e médulo de
elasticidade igual a 200,0 GPa. As barras componentes do VLT possuem modulo de
elasticidade iguala a 20,0 GPa e coeficiente de Poisson nulo.

Considera-se que antes de iniciar o0 movimento do VLT toda a estrutura se encontra
equilibrada e deformada estaticamente com seu peso proprio que permanece constante durante
toda a andlise. Para que haja movimentacdo, uma velocidade inicial de 10,0 m/s na direcédo
positiva do eixo y é aplicada no veiculo. Como ndo é considerada dissipacdo por atrito a
velocidade permanece constante como pode ser observada na Figura 121. Nota-se a transi¢éo
gradual entre as componentes de velocidade quando do inicio da curva e a velocidade final
totalmente direcionada para o eixo x apds a curva. Além disso, a evolugdo da posicao curvilinea

das rodas € linear conforme a Figura 122, ilustrado para a roda dianteira esquerda.
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Figura 121 — Velocidade do VLT medida para o ponto médio da barra frontal do primeiro bogie
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Figura 122 — Evolucdo da posicdo curvilinea para a roda dianteira esquerda
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Para a simulacdo foi empregado um passo de tempo de 10,0 ms com o uso de

multiplicadores de Lagrange e o integrador a-generalizado com p, =0,5. Nota-se que, apesar

do uso da dissipacdo numérica do integrador temporal, ndo foi observada nenhuma perda na
velocidade do VLT como apresentado. Na Figura 123 é apresentada a evolucdo dos
multiplicadores de Lagrange para as rodas frontais do VLT onde se percebe a estabilidade da
resposta até o final da analise. Nota-se que os sinais dos multiplicadores para as restricées de
posicdo nas direcOes x e y sao invertidos para as rodas ja que, sendo o bogie flexivel, estas tém
a tendéncia de fletir para fora dos trilnos em diregdes opostas.
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Figura 123 — Multiplicadores de Lagrange para a roda frontal esquerda, a), e direita, b)

Pode-se avaliar o efeito da passagem do veiculo a partir dos deslocamentos verticais
(eixo z) do tabuleiro da ponte medido para uma linha de pontos distantes 30,0 m do apoio
extremo do trecho de entrada da ponte, Figura 124. Observa-se que os deslocamentos ao longo
da linha ndo s@o 0os mesmos, sendo ligeiramente superiores para o lado da passagem do veiculo,
como é esperado. Nota-se também a grande diferenca em relacdo a resposta estatica da borda

direita do tabuleiro sem a presenca do veiculo.
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Figura 124 — Deslocamentos verticais de uma linha do tabuleiro distante 30,0 m do apoio extremo do

trecho de entrada da ponte

A Figura 125 ilustra os deslocamentos verticais das rodas dianteira e traseira esquerdas

do veiculo onde é possivel observar a passagem desta pelos apoios da ponte, em especial do

trecho estaiado para o qual se apresentam os menores deslocamentos. No mesmo grafico séo

ilustrados os deslocamentos verticais de um ponto do trilho esquerdo distante 30,0 m do apoio

final da ponte. Comparando-se as curvas nota-se que nesta regido ocorrem 0S maiores

deslocamentos do tabuleiro quando as rodas passam sobre esta posi¢do. A Figura 126 apresenta

alguns instantes do movimento do VLT que podem ser comparados com a Figura 125.
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Roda traseira Tri

Roda dianteira

lho

1,00 200 300 4,00 5,00

Tempo (s)

6,00

7,00

8,00

9,00 10,00

Figura 125 — Deslocamentos verticais para as rodas dianteira e traseira esquerdas do veiculo e um ponto
do trilho esquerdo distante 30,0 m do apoio final da ponte
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0,00 s 0,80 s

2,00s 3,50s

4,50s 6,00 s

7,50 s 9,28 s

Deslocamento z
-0.05 -0.045 -0.04 -0.035 -0.03 -0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005

Figura 126 — Instantes do movimento do VLT
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8. CONCLUSOES

Este trabalho tratou do desenvolvimento e implementacdo computacional de uma
formulacéo para ligac6es deslizantes para analise dindmica ndo linear geométrica de estruturas
e mecanismos tridimensionais. Para tanto, foi empregada uma vertente do método dos
elementos finitos chamada posicional em uma descricdo cinematica dos corpos sélidos
Lagrangeana total. Esta formulacdo se diferencia de grande parte da literatura por empregar
posicOes e vetores generalizados para resolver o problema de deslocamentos e giros finitos
encontrado nas aplicacdes deste estudo.

As ligacOes deslizantes tridimensionais foram implementadas para elementos finitos de
portico espacial e casca e também funcionam para elementos de barra simples. Estes ultimos
servem como atuadores flexiveis para geracdo de movimentos lineares no sistema mecanico-
estrutural.

A formulacdo para ligacoes deslizantes entre elementos de portico plano desenvolvida
em Siqueira (2016) foi estendia para analises espaciais incluindo a consideracdo de perfis de
rugosidade na trajetoria de deslocamento das juntas (inexistentes anteriormente), importante na
avaliacdo da vibracdo que ocorre no acoplamento veicular movel em pontes, bem como na
andlise de ligagdes em mecanismos gerais cuja presenca de rugosidade € inevitavel.

Tambeém foi considerada dissipagéo por atrito em todas as ligacdes ao aproveitar-se da
variavel curvilinea introduzida ao equacionamento para aplicacdo desta forca. De modo a se
obter uma resposta mais estavel e capaz de capturar deslocamentos residuais, um modelo de
atrito descontinuo foi aperfeicoado através de uma suavizacdo matematica. O modelo foi
implementado com sucesso e apresentou bons resultados que foram avaliados por diversos
exemplos.

Conex0es rotacionais entre os elementos finitos empregados sdo também consideradas
dada a sua importancia no desenvolvimento dos modelos numéricos estudados. Utilizou-se uma
abordagem mista que leva em conta a compatibilidade cinematica do no articulado e também a
técnica de penalizacdo para restricdo do giro entre vetores generalizados. Esta mesma
abordagem foi empregada para o acoplamento entre os elementos finitos de casca e poértico
espacial com os quais é possivel modelar o caminho de deslizamento das liga¢cdes deslizantes.

Para a introducéo das ligacGes deslizantes nos elementos finitos de pdrtico plano, pértico

espacial e de casca foram empregados os métodos dos multiplicadores de Lagrange,
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Lagrangeano aumentado e funcdo de penalizacdo como forma de imposicdo das restricdes
cinematicas das juntas. Estes métodos foram avaliados conjuntamente aos integradores
temporais de Newmark e a-generalizado onde se observou uma vantagem na utilizagdo deste
altimo para as equacdes nédo lineares do movimento, em especial as que apresentam restricdes.
A obtencdo destas equacdes foi feita a partir do Principio da Energia Total Estacionéria e a
solucdo do sistema ndo linear resultante foi realizada com o método de Newton-Raphson.

Diversos exemplos foram apresentados para verificagdo das formulagbes propostas
durante a apresentacdo dos capitulos e por fim foram apresentados alguns exemplos de
fechamento com aplicacédo praticas do estudo e do codigo computacional desenvolvido. Com
base nos resultados obtidos e nas comparagfes com resultados da literatura, conclui-se que a
formulacdo desenvolvida é adequada para a modelagem de sistemas mecanicos gerais e,
portanto, indica-se seu emprego em situacdes praticas de projeto e verificacao.

8.1 Sugestdes Para Trabalhos Futuros

Para a continuidade da pesquisa sugere-se desenvolver ligacdes deslizantes diretamente
para a superficie dos elementos de casca de modo a aumentar o espectro de aplicagdes do
método. Além disso, o desenvolvimento de tal tipo de ligagdo, permitirad a avaliacdo do
comportamento local das juntas através de uma discretizacdo detalhada das mesmas em
determinados pontos criticos da estrutura ou mecanismo considerado.

Em relacdo aos métodos de imposicdo de restricdo sugere-se estudar melhorias no
método do Lagrangeano aumentado, especialmente em relagdo ao critério de verificacdo para a
atualizacdo do penalizador, correcdo dos multiplicadores e parada do método, de maneira a
torna-lo mais eficiente, diminuindo sua dependéncia do valor inicial do parametro de
penalizagéo.

Por fim, para 0 modelo de atrito desenvolvido € interessante encontrar uma maneira de
estimar o valor da velocidade utilizada para caracterizar o intervalo de velocidade quase-nula,

tornando este parametro funcao de informacdes previamente conhecidas do sistema.
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APENDICE A — DESENVOLVIMENTOS ADICIONAIS PARA
AS EQUACOES DE RESTRICAO CINEMATICA

Alguns desenvolvimentos adicionais para as equacdes de restricdo cinematica
apresentadas no Capitulo 6 sdo apresentados a seguir.

A.1 Vetores generalizados

Equacao de restrigéo (6.1):

com

Gradiente:

Hessiana:
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A.2 Juntas planas

Equacdes de restri¢do (6.7):
G :YAiP _¢[(§P)Y_i( _Aegé}s_ﬁ(sp)(l_5(i)3) =0, (i :1’213) (A.5)

Gradiente:
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I, (Se)

r(s) (A.12)
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Vetor de residuo para o célculo da variavel adimensional, equacéo (6.9):
R(&) =Y =&V —n(s) =0, (i=12) (A.15)
Derivadas:
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A.3 Juntas espaciais

Equacdes de restricdo (6.18):

G :YAiP = (§P)Y_i( - rhj (Sp)¢( (ép )\Zj( =0, (i=123) (A.18)
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Vetor de residuo para o calculo da variavel adimensional, equacéo (6.20):
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