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RESUMO

SILVA, G. A. Otimizagao topoldgica considerando incertezas com critério de
falha em tensao. 2019. 125p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

Hoje em dia, ¢ amplamente reconhecido que o projeto de estruturas otimizadas deve
ser robusto em relacdo a incertezas nas forcas, geometria e propriedades do material.
Entretanto, existem diversas alternativas para considerar tais incertezas em problemas de
otimizacgao estrutural. Esta tese apresenta quatro formulagoes para lidar com incertezas
no problema de otimizacao topoldgica com restricdo de tensdo. As trés primeiras sao
desenvolvidas para lidar com incertezas na intensidade e direcao das forgas aplicadas: 1)
formulagao robusta probabilistica, onde substituem-se as restrigoes de tensao originais por
uma soma ponderada entre os seus valores esperados e desvios padrao, obtidos por meio do
método de perturbagao de primeira ordem; 2) formulagao baseada em confiabilidade, onde
consideram-se restrigoes de tensao probabilisticas; o problema é formulado por meio de uma
abordagem acoplada de primeira ordem; 3) formulagdo robusta nao probabilistica, onde
considera-se o pior cendrio possivel para as restrigoes de tensao; o problema é formulado
com uma abordagem acoplada de otimizac¢ao com anti-otimizagao. A quarta formulacao
nao segue o padrao das trés primeiras; diferente das demais, esta é desenvolvida para lidar
com incerteza uniforme de manufatura: 4) formulagao robusta de trés campos, onde trés
topologias sao consideradas de forma simultanea durante o processo de otimizacao, de
forma a simular possiveis imperfei¢oes que possam ocorrer devido a erros de manufatura.
As quatro abordagens sao bastante diferentes na forma de lidar com as incertezas; no
entanto, o procedimento de solucao ¢ o mesmo: a abordagem baseada em densidade é
empregada na parametrizacao material, enquanto que o método do Lagrangiano aumentado
é empregado para solucionar o problema resultante, de forma a lidar com o elevado
numero de restricoes de tensao. Diversos exemplos sao solucionados para mostrar a
aplicabilidade das formulacoes propostas. Os exemplos sao posteriormente verificados
através da Simulacao de Monte Carlo e comparados com os resultados deterministicos. Os
resultados mostram que as estruturas obtidas com a abordagem tradicional deterministica
sdo extremamente sensiveis a incertezas. As formulacgdes desenvolvidas nesta tese, por
outro lado, mostraram-se alternativas validas a formulagao deterministica, fornecendo

resultados robustos e confidveis na presenca de incertezas.

Palavras-chave: Otimizacao topologica. Restricao de tensao. Incertezas. Otimizacao base-
ada em confiabilidade. Otimizacao robusta. Otimizacao com anti-otimizagao. Lagrangiano

aumentado.






ABSTRACT

SILVA, G. A. Topology optimization under uncertainty with stress failure
criterion. 2019. 125p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2019.

It is nowadays widely acknowledged that optimal structural design should be robust with
respect to the uncertainties in loads, geometry and material parameters. However, there
are several alternatives to consider such uncertainties in structural optimization problems.
This thesis addresses four formulations to handle uncertainties in topology optimization
with stress constraint. The first three are developed to handle uncertainties in magnitude
and direction of applied loads: 1) probabilistic robust formulation, where the original
stress constraints are replaced by a weighted sum between their expectations and standard
deviations; these are obtained by first-order perturbation approach; 2) reliability-based
formulation, where probabilistic stress constraints are considered; the problem is formulated
by a coupled first order approach; 3) non-probabilistic robust formulation, where the worst-
case scenario for the stress constraints is considered; the problem is formulated by a
coupled approach called optimization with anti-optimization. The fourth formulation is
quite different from the first three; it is developed to handle uniform boundary variation:
4) three-field robust approach, where three topologies are simultaneously considered
during the optimization process, in order to simulate imperfections which may occur
due to manufacturing errors. These four formulations are quite different in handling with
uncertainties; however, the solution procedure is the same: the density approach is employed
to material parameterization, while the augmented Lagrangian method is employed to solve
the resulting problem, in order to handle the large number of stress constraints. Several
examples are solved to demonstrate applicability of proposed formulations. Numerical
examples are further verified via Monte Carlo Simulation and compared to deterministic
results. The results show that the structures obtained with traditional deterministic
formulation are extremely sensitive to uncertainties. On the other hand, the formulations
developed in this thesis are shown to be valid alternatives to the deterministic formulation,

providing robust and reliable results in the presence of uncertainties.

Keywords: Topology optimization. Stress constraint. Uncertainties. Reliability-based
optimization. Robust optimization. Optimization with anti-optimization. Augmented

Lagrangian.
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1 INTRODUCAO

Otimizacao topologica é uma importante ferramenta que é frequentemente utilizada
no projeto de estruturas de alto desempenho (BENDSOE; SIGMUND, 2003). Dado um
problema de projeto estrutural, a otimizacao topoldgica de estruturas continuas consiste
na distribuicdo de material dentro de um dominio fixo de projeto, com o intuito de
minimizar/maximizar uma medida de desempenho, tal que o conjunto de restrigdes de
projeto seja satisfeito (BENDSOE; SIGMUND, 2003), Figura 1.

Figura 1: Otimizacdo topoldgica — ilustragao: (a) dominio de projeto e condigoes de
contorno; (b) topologia otimizada.

iF Otimizag¢io iF
9 topologica
. m—

o (2) o (b)

Fonte: adaptado de Bendsge e Sigmund (2003).

Desde o trabalho pioneiro de Bendsge e Kikuchi (1988), onde a abordagem de
distribuicdo de material foi pela primeira vez apresentada como uma ferramenta com-
putacional sistematica para a otimizacgao topoldgica de estruturas, a area de otimizacao
topoldgica em meios continuos tem sido alvo de intensa pesquisa na literatura (SIGMUND;
MAUTE, 2013). O amadurecimento da literatura em técnicas de otimizagao topologica e
a disponibilidade de melhores recursos computacionais permitiram a inclusao de requisitos
de projeto mais realisticos na otimizacao topoldgica de estruturas continuas, como a
inclusdo do critério de falha em tensdo (DUYSINX; BENDSOE, 1998; LE et al., 2010;
PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004) e a consideragao de incertezas durante a
etapa de projeto (JUNG; CHO, 2004; MAUTE; FRANGOPOL, 2003; WANG; LAZAROV;

SIGMUND, 2011), requisitos estes diretamente relacionados com esta tese.

A inclusao do critério de falha em tensao é particularmente importante quando se
deseja evitar concentragoes ou singularidades de tensdo (LE et al., 2010). Originalmente,
na literatura, a otimizagdo topoldgica foi empregada no projeto de estruturas de minima
flexibilidade (méxima rigidez), dada uma quantidade de material estabelecida a priori
(restricao de volume) (BENDSOE; SIGMUND, 2003). O projeto baseado em tensao surgiu
como uma alternativa e um complemento a formulacao de minima flexibilidade, permitindo
a inclusao de critérios de falha mais realisticos durante o projeto estrutural. A Figura
2 ilustra a diferenca entre ambas as formulagoes; observa-se que a consideracao de um
critério de falha em tensao permite a obtencao de uma estrutura com canto arredondado,

evitando a singularidade de tensao do dominio de projeto.
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Figura 2: Critério de falha em tensao na otimizacao topolégica: (a) dominio de projeto e
condigoes de contorno; (b) estrutura de minima flexibilidade; (c) estrutura de
minimo volume dado critério de falha em tensao.

(b) (c)

Fonte: adaptado de Pereira, Fancello e Barcellos (2004).

N
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A consideragao de incertezas na etapa de projeto, por sua vez, é importante no
projeto de estruturas robustas e confiaveis, que nao sejam suscetiveis a perturbacoes em
pardmetros que afetam a resposta estrutural (BEYER; SENDHOFF, 2007). Conforme
mostrado em Silva, Cardoso e Beck (2018), a otimizacao topoldgica deterministica fornece
solugoes extremamente instaveis, Figura 3 (b) e (c), ndo sendo adequada na solugao de
problemas de otimizacao topoldgica sujeitos a incertezas. A otimizagao topoldgica conside-
rando incertezas surgiu como uma alternativa a abordagem deterministica tradicional, de
forma a lidar com as incertezas que afetam a resposta estrutural durante o procedimento
de otimizacao e fornecer estruturas confidveis e que nao sejam suscetiveis a perturbagoes

nos pardmetros do modelo, Figura 3 (e) e (f).

Esta tese visa o estudo de problemas de otimizacao topologica de estruturas
continuas sujeitos, de forma simultanea, tanto ao critério de falha em tensao quanto a
incertezas. Apesar de ja existirem trabalhos propondo formulag¢oes com critério de falha
em tensao, e trabalhos propondo formulac¢oes que lidam com as incertezas do problema
estrutural, trabalhos com formulacoes unificadas que lidam, de forma simultanea, com
o critério de falha em tensdo e com incertezas, sao escassos na literatura. Formulagoes
unificadas tém sido propostas apenas recentemente, devido a sua elevada complexidade.
Uma revisao cuidadosa e abrangente da literatura mostrou cinco trabalhos recentes
propondo formulagoes unificadas (HOLMBERG; THORE; KLARBRING, 2017; LUO
et al., 2014; SANTOS; TORII; NOVOTNY, 2018; SILVA; CARDOSO, 2017; THORE;
HOLMBERG; KLARBRING, 2017), descritos brevemente nos préximos paragrafos.

Silva e Cardoso (2017) propéem uma formulagdo probabilistica robusta para
solucionar o problema baseado em tensao sujeito a incerteza nas propriedades do material.
Propoe-se a quantificacao de incertezas por meio da técnica de perturbacao de primeira

ordem. Neste trabalho, as restricoes de tensao sao escritas como uma soma ponderada do
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Figura 3: Otimizagao topoldgica sob incerteza: (a) problema deterministico; (b) solucao do
problema deterministico com critério de falha em tensdo; (c¢) pés-processamento
da tensdo maxima normalizada o7;*"/c, para ¢ € [0,2n]rad; (d) problema
robusto; (e) solugdo do problema robusto; (f) pds-processamento para 6 €

[0, 27|rad.
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Fonte: adaptado de Silva, Cardoso e Beck (2018).

seu valor esperado e do seu desvio padrao.

Luo et al. (2014) propoem uma formulagao baseada em confiabilidade para solu-
cionar problemas baseados em tensao sob incerteza nas forcas externas e propriedades
do material. Uma abordagem acoplada de primeira ordem é empregada para formular o
problema baseado em confiabilidade e uma técnica de agregacao ¢ utilizada para lidar
com o elevado nuimero de restrigoes de tensao. Neste trabalho, sugere-se que métodos
de relaxacao tradicionais nao sdo suficientes para evitar o fendémeno de singularidade
quando incertezas sao consideradas, de forma que uma relaxagao adicional no indice de

confiabilidade alvo é necessaria para evitar que o algoritmo obtenha topologias nao 6timas.

Santos, Torii e Novotny (2018) propdem uma formulacao baseada em confiabilidade
para lidar com incertezas nas forcas externas e no limite de tensdao no problema de
otimizagao topolégica. O problema é formulado considerando uma abordagem desacoplada
de primeira ordem, onde efetua-se, de forma sequencial, uma otimizacao deterministica e
uma andlise de confiabilidade inversa (SORA - Sequential Optimization and Reliability

Assessment (DU; CHEN, 2004)), até que a obten¢do de uma estrutura otimizada que
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respeite a restricdo probabilistica sobre a tensao maxima seja obtida.

Holmberg, Thore e Klarbring (2017) propoem uma formulagao robusta nao pro-
babilistica para solucionar problemas baseados em tensao considerando carregamentos
incertos-mas-limitados. Os autores propdem uma abordagem baseada em ciclo para a
solucao do problema sob incerteza, onde efetuam, de forma sequencial, uma otimizagao
deterministica e uma analise de pior cendrio, até a obtencao de uma estrutura que seja

robusta em relacao as incertezas nas forcas aplicadas.

Thore, Holmberg e Klarbring (2017) propoéem uma formulagao robusta nao pro-
babilistica onde considera-se que a fungao objetivo e as restricdes de projeto sao fungoes
quadraticas dos carregamentos aplicados, permitindo a utilizagao de um modelo elipsoidal
na avaliacao do pior cenario das tensoes, dados carregamentos incertos-mas-limitados.
Esta formulacao permite a solucao de problemas sujeitos a uma restricao sobre a norma

Euclidiana das tensoes.

Apesar destas contribuicoes apresentarem formulagdes e métodos para a solucao
de problemas baseados em tensao considerando incertezas, muita pesquisa ainda se faz
necessaria para o desenvolvimento de formula¢des e métodos complementares. Além disso,
a area em questao é extremamente desafiadora, de forma que muita pesquisa ainda é
necessaria para definir quais os métodos mais robustos, praticos e sistematicos na solucao
destes problemas. Conforme descrito a seguir, esta tese propoe diversas formulacoes e
métodos que podem ser utilizados tanto como um complemento como uma alternativa as

formulacoes unificadas previamente propostas.

1.1 Objetivos e contribuicoes

Este trabalho visa o estudo do problema de minimizacao de volume com restrigao
local de tensao considerando incertezas. Os objetivos e contribui¢oes desta tese sao descritos

a seguir.

1. Propor uma formulacao:

e Robusta probabilistica, para lidar com incertezas na intensidade e direcao
das forgas aplicadas. Esta formulagdo é descrita em detalhes em Silva, Beck e
Cardoso (2018), que consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta

tese, e também na subsecao 5.1.1;

e Baseada em confiabilidade (probabilistica), para lidar com incertezas na inten-
sidade e direcao das forcas aplicadas. Esta formulacao é descrita em detalhes
em Silva e Beck (2018), que consiste em um trabalho recente do autor e fruto

desta tese, e também na subsecao 5.1.2;
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e Robusta nao probabilistica, para lidar com incertezas na intensidade e direcao
das forcas aplicadas. Esta formulacao é descrita em detalhes em Silva, Cardoso
e Beck (2018), que consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta tese,

e também na subsecao 5.1.3;

e Robusta nao probabilistica, para lidar com incerteza uniforme de manufatura.
Esta formulacao é descrita em detalhes em Silva, Beck e Sigmund (2019), que
consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta tese, e também na

subsecao 5.2;

2. Propor um procedimento de solucao baseado no método do Lagrangiano aumentado,
que possa ser utilizado para solugao de problemas deterministicos ou sob incerteza,

sujeitos a um elevado nuimero de restri¢coes de tensao. Secao 6;

3. Solucionar exemplos classicos da literatura e comparar os resultados obtidos com os

resultados deterministicos. Segao 7;

4. Validar os resultados obtidos por meio de pés-processamento adequado. Secao 7.

1.2 Organizacao da tese

De forma a facilitar ao leitor, dividimos esta tese em 5 partes, cada uma contendo

uma ou mais segoes, conforme descrito a seguir:

1. Contextualizacao e revisao bibliografica, secoes 2, 3 e 4.

[\

. Formulacoes propostas, se¢ao 5.
3. Procedimento de solugao proposto, secao 6.
4. Resultados e discussoes, se¢ao 7.

5. Conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros, secao 8.
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2 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste trabalho, aborda-se o problema estrutural de otimizacao topoldgica de
distribuicdo de material isotrépico. Considerando um dominio fixo de projeto 2 € R,
onde d = 2 ou 3 (ilustrado na Figura 4 para d = 2), o objetivo da otimizagao topoldgica
consiste em obter a distribui¢cdo de material que minimize/maximize o desempenho da
estrutura, ao mesmo tempo em que os requisitos de projeto sejam satisfeitos (BENDSQOE;
SIGMUND, 2003).

Figura 4: Problema de otimizagao topoldgica por meio da distribuicao de material isotro-
pico.

[N

00" o

\
4

Fonte: producao do préprio autor.

Um problema de otimizacao topoldgica de distribuicao de material isotrépico é
idealmente formulado por meio de uma parametrizacao discreta ©(x), que descreve o
tensor constitutivo no dominio de projeto,

Cijrn(x) = O(x)Ciip, (2.1)

1,

onde Cjjii(x) é o tensor constitutivo do material, que depende da sua posi¢do no dominio
de projeto x € 2, e ijk,l é o tensor constitutivo do material base (BENDSOE; SIGMUND,

1999). A parametrizagao discreta é escrita como

1 sexeQm
O(x) = , (2.2)
0 sexe Q\Q"

onde 2™ é a fase solida e Q\Q™ a fase vazia da topologia, Figura 4.

Pode-se escrever um problema genérico de otimizacao topoldgica de distribuicao de
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material isotropico como

minimizar  f(O(x))

o(x)
sujeito a  gr(O(x)) <0 k=1.Ny (2.3)
hi(O(x)=0 j=1.N,
JII(O(x)) =

onde f(O(x)) é a func¢ao objetivo (medida de desempenho) do problema de otimizagao
topoldgica, g,(O(x)) < 0 e h;j(O(x)) = 0 sao as restri¢coes de projeto, para k = 1..Nj
e j = 1..N;, respectivamente, e 6II(©(x)) = 0 indica a condigao de equilibrio da estru-
tura, representada pela estacionariedade da energia potencial total do sistema, I1(O(x)).
Idealmente, no problema continuo de otimizacao topoldgica, Equacao (2.3), o campo de
variaveis de projeto (campo que pode ser modificado para minimizar a funcao objetivo
dentro da regido viavel de projeto) é representado pela prépria fun¢ao de parametrizagao
discreta ©(x); em outras palavras, o campo de variaveis de projeto consiste na prépria

topologia a ser otimizada.

Segundo Sigmund e Maute (2013), o problema de otimizacao topolégica, Equagao
(2.3), pode ser abordado de duas formas: 1) com abordagens Lagrangianas, que consistem
em métodos de otimizacdo de forma que permitem a inclusdo de furos (mudanga de
topologia) durante o procedimento de otimizagao; e 2) com abordagens Eulerianas, que
consistem em métodos de malha fixa onde o contorno da topologia (fronteira entre as
fases sélida e vazia) é dado de forma implicita. Em abordagens Eulerianas, a mudanga
de topologia é normalmente feita de forma automatica e simultdnea a mudanca de forma
da estrutura. Note que ambas as abordagens fazem o uso de métodos numéricos, como o
Método dos Elementos Finitos (MEF) baseado em deslocamentos (BATHE, 1996), para a
obtencao do estado de equilibrio da estrutura durante as etapas da otimizagao. A diferenca
¢ que em abordagens Lagrangianas a malha ¢ alinhada ao contorno da topologia, que
¢ dado de forma explicita, enquanto que em abordagens Eulerianas, malhas fixas sao

utilizadas.

Neste trabalho, a otimizagao topologica classica baseada em densidade (SIGMUND;
MAUTE, 2013) é empregada. Esta abordagem é baseada na relaxacao do espago de
solugao por meio da relaxacdo da parametrizacao discreta, Equagao (2.2). Esta relaxagao
é empregada com o intuito de permitir uma variacdo continua entre as fases solida e
vazia, permitindo o calculo de derivadas e, consequentemente, a otimizacao com métodos
baseados em gradiente. Nesta abordagem, o dominio fixo de projeto é discretizado com
uma malha fixa de elementos finitos, e cada elemento da malha é entdo associado a uma
densidade relativa p,, que varia, de forma continua, de 0 (fase vazia) até 1 (fase sélida).
Grandezas como rigidez, tensao e volume sao entao calculadas com base na densidade
relativa associada a cada elemento da malha (BENDSOE; SIGMUND, 1999). A Figura 5
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Figura 5: Otimizagao topoldgica baseada em densidade - ilustracao: (a) problema continuo;
(b) problema discretizado; (c¢) topologia otimizada no dominio discretizado; (d)
topologia pés-processada por meio de técnica de extragdao de contorno.
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Fonte: producao do proprio autor.

ilustra esquematicamente a otimizacao topoldgica classica baseada em densidade.

Além da definigao do problema de otimizagao topoldgica a ser solucionado (minimi-
zagao de volume sujeito a restri¢ao de tensdo, por exemplo), deve-se definir o dominio de
projeto, condi¢oes de contorno, propriedades e hipéteses de comportamento. O dominio
de projeto é entao discretizado com uma malha fixa de elementos finitos e, posteriormente,
métodos numéricos de otimizacao sao empregados para a obtencao da distribuicao de
densidades relativas, p*, que minimize a funcdo objetivo ao mesmo tempo em que as
restrigoes de projeto sejam satisfeitas (BENDSOE; SIGMUND, 2003).

A utilizacdo da parametrizacdo continua permite a obtencao de densidades in-
termedidrias na solugao do problema de otimizagao topolégica (BENDSOE; SIGMUND,
2003). Entretanto, buscam-se topologias sem (ou com pouca) presenca de densidades
intermediarias, de forma que a topologia otimizada represente de fato uma distribuicao de
material isotrépico. Para tanto, utilizam-se penalizagdo e métodos de projegao (SIGMUND,
2007), conforme apresentado nas préximas segoes, que mostram excelentes resultados na
obtengao de topologias quase preto e branco (sélido e vazio), inclusive em problemas com

restricao de tensao.
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A abordagem baseada em densidade ¢é classificada como uma abordagem de otimi-
zagao topolégica Euleriana (SIGMUND; MAUTE, 2013), pois é uma abordagem de malha
fixa onde o contorno da topologia é dado de forma implicita. Desta forma, apos a obtencao
da topologia otimizada no dominio discretizado, métodos de extragao de contorno sao
empregados para a obtengao explicita do contorno da topologia (SIGMUND; MAUTE,
2013), Figura 5.

Como exemplo de problema de otimizacao topoldgica, escreve-se o problema de
minimizacao de flexibilidade com restricao de volume, que consiste no problema classico
de otimizagao topoldgica de distribuigdo de material isotrépico (BENDSOE; SIGMUND,
2003). Considerando a abordagem baseada em densidade e uma discretizacao do dominio

de projeto por meio do MEF baseado em deslocamentos, escreve-se este problema como

minimizar flex(p) = FTU(p)

sujeito a V(Pp) < Vi (2.4)
0<p <1 e=1.N,

onde flex(p) é a flexibilidade da estrutura (compliance), que consiste no produto escalar
do vetor de forgas externas F e do vetor de deslocamentos nodais U(p); p € R é o vetor
de densidades relativas, que representa a topologia da estrutura no dominio discretizado;
N, é o nimero de elementos da malha; V(p) < Vj;, é a restricao de volume, que depende
do volume da estrutura V(p) = >N, V.7,, calculado como o somatério do volume da cada
elemento V. ponderado por sua densidade relativa p,, e do volume limite da estrutura
Viim; 0 < pe < 1 representa as restrigoes laterais sobre a e-ésima variavel de projeto; e
K(p) é a matriz de rigidez global do sistema. Neste caso, hipétese de elasticidade linear
foi considerada, de forma que o estado de equilibrio da estrutura pode ser obtido por meio

da solugao do sistema de equagoes lineares representado por K(p)U(p) = F.

A matriz de rigidez global do sistema é obtida pela montagem, em um nivel global,
da rigidez local de cada elemento da malha. Pode-se escrever esta montagem, de forma

simbolica, como .
K(p) « k() (25)
onde k.(p,) é a matriz de rigidez local do e—é_simo elemento da malha, obtida como
k(7)) = | BIC(.)Bedo. (2.6)

Na Equacao (2.6), €2, é o dominio do elemento, B, a matriz de transformagao deformagao-

deslocamento e C(p,) o tensor constitutivo.

O tensor constitutivo é calculado com base na parametrizacao continua SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization) (BENDSOE; SIGMUND, 1999; SIGMUND,
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2007)
C(P.) = (Pmin + (1 = pmin)p?) C°, (2.7)

onde CP é o tensor constitutivo do material base, p,.;, é uma constante de valor pequeno,
incluida na parametrizacao para evitar instabilidades numéricas, e p é um paradmetro de
penalizagao, usualmente escolhido igual a 3 (BENDSOE; SIGMUND, 1999), de forma
a penalizar as densidades intermedidrias e obter solugdes préximas do espago 0/1. Note
que a parametrizagdo continua, Equagao (2.7), coincide com a parametrizagio discreta,
Equagoes (2.1) e (2.2), para p, = 0 (vazio), desde que ppmim = 0, e p, = 1 (s6lido). Na
pratica, valores positivos (mas pequenos) sao atribuidos a pmin, COMO P = 1 X 1079,
de forma a evitar a singularidade durante a solucao do sistema de equagoes de equilibrio

(SIGMUND, 2007).

As variaveis de projeto, em um problema de otimizacao baseado em densidade, sao
usualmente representadas por p € RY. Quando as varidveis de projeto sdo as proprias
densidades relativas, ou seja, se o problema apresentado na Equagao (2.4) for solucionado
para p = p, sem a utilizagdo de métodos de restricao do espaco de solugao, dificuldades
como dependéncia da malha e instabilidade de tabuleiro sao observadas (BENDSQOE;
SIGMUND, 2003). Conforme apresentado posteriormente na subsecao 2.2, as densidades
relativas p, nesta tese, sdo calculadas com base na projecao de variaveis de projeto filtradas,

o que é suficiente para a superacao destas dificuldades.

Nesta tese, o problema de minimizacao de volume com restrigdo de tensao é abor-
dado, conforme apresentado posteriormente na se¢ao 4. O problema de minimizacao de
flexibilidade, Equacao (2.4), é abordado nas préximas subsegoes unicamente para demons-
trar as dificuldades de dependéncia da malha e instabilidade de tabuleiro, apresentadas a

seguir na subsec¢ao 2.1.

2.1 Dificuldades associadas

Problemas de otimizagao topoldgica baseada em densidade apresentam duas grandes
dificuldades (BENDSOE; SIGMUND, 2003): 1) dependéncia da malha e 2) instabilidade
de tabuleiro. Estas dificuldades foram inicialmente observadas, na literatura, em proble-
mas baseados em flexibilidade (SIGMUND; PETERSSON, 1998); no entanto, conforme
observado em Duysinx e Bendsge (1998), problemas baseados em tensao, como aqueles

abordados nesta tese, também sao afetados.

Além destas, o problema de otimizacao topologica com restricdo de tensao baseado
em densidade apresenta algumas dificuldades adicionais, como o fenémeno de singularidade
(DUYSINX; BENDSOE, 1998), a natureza local do critério de falha em tensao (PEREIRA;
FANCELLO; BARCELLOS, 2004), e a concentracgao artificial de tensdo nas interfaces
irregulares entre a fase solida e a fase vazia da topologia (SVARD, 2015). Estas dificuldades
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adicionais estao relacionadas estritamente ao problema baseado em tensao e sao abordadas

posteriormente na secao 4.

2.1.1 Dependéncia da malha

O problema continuo de otimizacao topoldgica de distribuicao de material isotrépico,
Equacao (2.3), em geral, ndo possui minimo global (SIGMUND; PETERSSON, 1998),
pois a inclusdo de mais e mais furos na topologia, mantendo o volume estrutural, melhora
o desempenho da estrutura (SIGMUND; PETERSSON, 1998). No limite deste processo,
obtém-se variacoes estruturais na forma de microestruturas que maximizam o desempenho
do material base. Estas microestruturas sao normalmente nao isotrépicas e nao podem ser
obtidas por meio da distribuicao de material isotréopico. Neste caso, é dito que o espaco de
solugbes admissiveis nao esta fechado, e que nao é possivel obter a solu¢ao (minimo global)
do problema de otimizagao topologica considerando uma formulagao de distribuicao de
material isotropico (BENDSOE; SIGMUND, 2003; KOHN; STRANG, 1986a; KOHN;
STRANG, 1986b; KOHN; STRANG, 1986¢).

Em um dominio discretizado, como a combinagao de distribuicoes de material é
finita, o minimo global existe (BENDSOE; SIGMUND, 2003); no entanto, o problema de
nao existéncia de minimo global também afeta o problema no dominio discretizado, no
sentido em que malhas cada vez mais refinadas fornecem soluc¢oes cada vez melhores e
com um maior nimero de furos (SIGMUND, 1994). O fenémeno ¢ ilustrado na Figura 6
(b) e (c) para o problema classico de flexibilidade, Equagao (2.4), considerando o dominio

de projeto e condigdes de contorno ilustrados na Figura 1.

Figura 6: Instabilidade de tabuleiro e dependéncia da malha: (a) exemplo de instabilidade
de tabuleiro; (b) solucdo para discretizacdo com 600 elementos; (c) solugdo para
discretizacao com 5400 elementos.

Fonte: adaptado de Sigmund e Petersson (1998).
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A nao existéncia de minimo global, quando associada ao problema discretizado, é
dita dependéncia da malha, pois malhas diferentes fornecem solucoes diferentes. Idealmente,
uma solu¢ao em uma malha mais refinada deveria ter a mesma topologia de uma solugao

em uma malha mais grosseira, com diferencas de forma e definicdo de contorno somente

(SIGMUND, 1994).

O problema de nao existéncia de minimo global e, consequentemente, o problema
de dependéncia da malha, pode ser evitado de duas maneiras (SIGMUND; PETERSSON,
1998): 1) utilizando-se métodos de relaxacao do espago de solucao (CHENG; OLHOFF,
1981; KOHN; STRANG, 1986a; KOHN; STRANG, 1986b; KOHN; STRANG, 1986¢),
como a abordagem de homogeneizacao para otimizagao topologica, proposta por Bendsge
e Kikuchi (1988); 2) utilizando-se métodos de restri¢do do espago de solugdo (AMBROSIO;
BUTTAZZO, 1993; SIGMUND, 2007), conforme empregado neste trabalho.

Métodos de relaxacao funcionam por meio da expansao do espaco de solugao,
permitindo a utilizacao de materiais ortotrépicos ou anisotrépicos na solucao do problema
de otimizagao topolégica (BENDSOE; SIGMUND, 1999). Neste caso, perde-se o conceito
de otimizacao topologica por meio da distribuicao de material isotropico, pois diferentes
classes de material poderiam ser obtidas na topologia otimizada. E importante salientar
que a utilizacao da parametrizacao continua SIMP também gera uma relaxacao no espago
de solucgao, ao permitir densidades intermediarias na topologia otimizada. No entanto, a

relaxacao gerada pela parametrizacao SIMP nao é suficiente para evitar o problema de
nao existéncia de minimo global (BENDSOE; SIGMUND, 1999).

Métodos de restrigao, por outro lado, funcionam por meio da reducao do espago
de solugao (SIGMUND; PETERSSON, 1998). Técnicas de restrigdo do espago de solugao
normalmente modificam o problema original, seja por meio da inclusao de restrigoes
adicionais, ou por meio da aplicagdo de operadores de convolugao sobre as grandezas do
problema de otimizagao (SIGMUND; PETERSSON;, 1998). Métodos de restri¢ao do espago
de solugao sao bastante populares, na literatura, principalmente por permitir a solucao
do problema de otimizagao topoldgica por meio da distribuicdo de material isotropico

somente, sem a necessidade de permitir a utilizacao de outras classes de material para a
correta solugdo do problema (BENDSOE; SIGMUND, 1999).

Neste trabalho, métodos de restricao do espago de solugao sao utilizados para evitar

o problema de dependéncia da malha, conforme apresentado na subsecao 2.2.

2.1.2 Instabilidade de tabuleiro

A instabilidade de tabuleiro consiste em um padrao em forma de tabuleiro de xadrez,
alternando elementos solidos e vazios, que surge durante o procedimento de otimizacao
topolégica, Figura 6 (a). A instabilidade de tabuleiro é de origem numérica, e surge devido

a escolha inadequada das funcoes de interpolacido dos campos de densidades relativas e de
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deslocamentos (JOG; HABER, 1996). Diaz e Sigmund (1995) mostram que, devido a um
modelamento ruim associado ao MEF baseado em deslocamentos, a rigidez do padrao em
forma de tabuleiro é superestimada em alguns casos, o que leva a preferéncia do algoritmo
de otimizacao na sua obtenc¢ao. Topologias que apresentam padroes em forma de tabuleiro
nao sao consideradas minimos locais, pois estes padroes nao possuem significado fisico
e, além disso, a sua elevada rigidez ¢é artificial (DiAZ; SIGMUND, 1995; JOG; HABER,
1996).

A instabilidade de tabuleiro estd normalmente associada a utilizacao de elementos
de baixa ordem, como o elemento bilinear isoparamétrico de quatro noés; no entanto,
mostra-se, em Diaz e Sigmund (1995), que a utilizacao de elementos de mais alta ordem,
como o elemento biquadratico isoparamétrico de nove nés, nao alivia totalmente esta

dificuldade em alguns casos.

A instabilidade de tabuleiro pode ser evitada com a utilizacdo de métodos de
restrigdo do espago de solugdo (BENDSOE; SIGMUND, 2003), apresentados a seguir na

subsecao 2.2.

2.2 Métodos de restricao do espaco de solucao

Métodos de restricao do espago de solucao sao frequentemente empregados na oti-
mizagao topoldgica baseada em densidade. Estes métodos, quando devidamente utilizados,
evitam problemas de dependéncia da malha e de instabilidade de tabuleiro (BENDSQOE;
SIGMUND, 2003). Sigmund (2007) classifica os métodos de restrigao do espago de solugao
em trés categorias: 1) métodos de filtragem independentes da malha, como os filtros de
gradiente (SIGMUND, 1994) ou densidade (BRUNS; TORTORELLI, 2001); 2) métodos
de restrigao, como o método de controle de perimetro (AMBROSIO; BUTTAZZO, 1993);
e 3) outros métodos, como as abordagens baseadas em level-set (ALLAIRE; JOUVE;
TOADER, 2004; WANG; WANG; GUO, 2003). Existem também os métodos hibridos
entre as categorias 1 e 2, como o método proposto por Cardoso e Fonseca (2003), onde

os limites moéveis do algoritmo de otimizagao sao modificados com método de filtragem

(SIGMUND, 2007).

Os métodos de filtragem independentes da malha (categoria 1) sdo os mais populares
entre os métodos de restrigdo do espago de solugao, devido a sua eficiéncia (ndo agregam
custo computacional considerdvel a solu¢ao do problema de otimizagao) e facilidade de

implementagao, quando comparado as outras abordagens (SIGMUND, 2007).

Neste trabalho, utiliza-se o filtro de densidade com passo adicional de projecao
(GUEST; PREVOST; BELYTSCHKO, 2004; WANG; LAZAROV; SIGMUND, 2011), que
consiste em um método de filtragem independente da malha, conforme apresentado nas
subsecoes 2.2.1 e 2.2.2.
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2.2.1 Filtro de densidade

O filtro de densidade tradicional, de Bruns e Tortorelli (2001), foi introduzido
na literatura como uma alternativa matematicamente consistente ao filtro de gradiente
proposto por Sigmund (1994). Apesar de ter sido originalmente utilizado na solugao de
problemas de flexibilidade e de mecanismos flexiveis, o filtro de densidade tem sido utilizado
na solugao de diversos problemas, na literatura, inclusive na solugao de problemas baseados
em tensao (BRUGGI; DUYSINX, 2012; HOLMBERG; TORSTENFELT; KLARBRING,
2013; KIYONO et al., 2016; LE et al., 2010; LEON et al., 2015; PEREIRA; CARDOSO,
2018; SVARD, 2015; WANG; QIAN, 2018). Além disso, o filtro de densidade é utilizado
como base para métodos mais sofisticados, como os métodos de projecao descritos na

subsecao 2.2.2.

Neste trabalho, o filtro de densidade é empregado conforme apresentado em Sigmund
(2007): a densidade filtrada p. de cada elemento e é obtida por meio da aplicagdo de uma
projecao linear sobre as variaveis de projeto p, em uma vizinhanca circular ¢, centrada no

elemento e, de raio R especificado pelo projetista, como

L Yies, W(xi)Vipi

. = _ 2.8
T T vV, =
A fungado de ponderagao linear é definida como

w(x;) = max (R — ||x; — %.|[,0.0), (2.9)

onde x; sdo as coordenadas do centro do elemento ¢ e x. sdo as coordenadas do centro da
vizinhanca .. Conforme ilustrado na Figura 7, o filtro de densidade pode ser utilizado

para eliminar o problema de instabilidade de tabuleiro e aliviar a dependéncia da malha.

Conforme discutido em Sigmund (2007), a utilizagdo do filtro de densidade fornece
resultados que apresentam grandes quantidades de material intermediario entre a fase
solida e a fase vazia da topologia otimizada, mesmo quando elevados valores de p sao
utilizados, Equagao (2.7). Em alguns casos, como na solugdo do problema tradicional
de flexibilidade, transi¢coes com grandes quantidades de material intermediario nao sao
um problema, de forma que um simples pds-processamento baseado em curvas de nivel
leva a estruturas com um contorno suave e desempenho similar a estrutura no dominio
discretizado (SIGMUND, 2007). Em outros casos, como no problema baseado em tensao,
conforme mostrado e discutido em Silva, Beck e Sigmund (2019), o controle sobre o
tamanho da transicao de material intermedidrio, entre as fases sélida e vazia da topologia,

é essencial para se obter um resultado com boa acuracia.

Métodos de projecao, conforme apresentados na sequéncia, sao aplicados sobre
as densidades filtradas para, dentre outros motivos, reduzir a quantidade de material

intermediario na transicao entre a fase soélida e a fase vazia da topologia otimizada
(SIGMUND, 2007).
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Figura 7: Topologias otimizadas considerando filtro de densidades: (a) 300; (b) 1200; (c)
4800; (d) 19200 elementos.

(a)

Fonte: Silva (2016).

2.2.2 Mdétodos de projecao

Métodos de projegao consistem em aproximagoes suaves para a funcao Heaviside
que tém como principal objetivo projetar as densidades filtradas para um espago 0/1
(WANG; LAZAROV; SIGMUND, 2011). Além disso, estes métodos podem ser utilizados

para impor uma escala de comprimento minimo na solugao otimizada (SIGMUND, 2007).

Neste trabalho, dois métodos de proje¢ao sao utilizados: 1) o método de projecao
de dilatagao, proposto por Guest, Prévost e Belytschko (2004); e 2) o método de projecao

parametrizada, proposto por Wang, Lazarov e Sigmund (2011).

2.2.2.1 Projecao de dilatagao

A projegao de dilatagao, proposta por Guest, Prévost e Belytschko (2004), consiste
no calculo das densidades relativas por meio da projecao de cada densidade filtrada p,. para
1 (fase sélida), caso p. > 0 (SIGMUND, 2007). Com o intuito de utilizar minimizadores
baseados em gradiente, Guest, Prévost e Belytschko (2004) propdem o uso de uma

aproximacao suave para a funcao Heaviside, tal que
po=1—e 4 je°, (2.10)

onde d controla a nao linearidade da projecao: para § — 0 uma relagao linear entre

densidades filtradas e densidades relativas é obtida, enquanto que para 6 — oo uma relagao
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que aproxima a fungao Heaviside é obtida. Guest, Prévost e Belytschko (2004) propoem
uma abordagem de continuac¢do para solucionar o problema de otimizagao topoldgica:
inicialmente o problema é solucionado para d = 0; obtida a solugdo do problema, aumenta-
se o valor de ¢ e soluciona-se o problema novamente; este procedimento é empregado até
a obtencao de uma estrutura préxima do espago 0/1, ou até que o valor maximo 6,4z,
especificado pelo projetista, seja alcangado. Guest, Prévost e Belytschko (2004) sugerem a
abordagem de continuagao pela dificuldade de se iniciar o procedimento de otimizacao
com elevados valores de ¢, dificuldade esta que se origina na alta nao linearidade da funcao
de projecao. Além disso, conforme discutido em Sigmund (2007), a projecao de dilatagao
nao preserva o volume da estrutura filtrada, o que exige a utilizagdo de uma abordagem
de continuagao consciente, que nao apresente incrementos abruptos no parametro §. Ainda
segundo Sigmund (2007), a abordagem de continuacdo permite uma convergéncia mais

estavel do procedimento de otimizacao.

Guest, Prévost e Belytschko (2004) mostram, por meio da solugdo numérica de
problemas de flexibilidade, que a utilizagdo da projegao de dilatagdo, Equacao (2.10),
fornece, simultaneamente, topologias préximas do espago 0/1 e uma escala de comprimento
minimo sobre a fase sélida da topologia otimizada. No entanto, conforme demonstrado por
Sigmund (2007) e Wang, Lazarov e Sigmund (2011), a proje¢ao de dilatacao nao impoe
uma escala de comprimento minimo em todos os casos. O caso patoloégico de membros
conectados por um tnico nd, por exemplo, que usualmente surge na solucao de problemas
de mecanismos flexiveis, nao é evitado com a utilizacao da projecao de dilatacao; pelo
contrério, conforme mostrado nos resultados apresentados em Sigmund (2007) e Wang,
Lazarov e Sigmund (2011), a patologia de membros conectados por um tnico né fica
ainda mais evidente quando a projegao é utilizada. Wang, Lazarov e Sigmund (2011)
demonstram, ainda, que a imposi¢ao de uma escala de comprimento minimo nao pode ser
garantida com a utilizacdo de métodos de projecao tradicionais de uma tnica etapa, sejam

eles de dilatacao, erosao ou que preserve o volume da topologia filtrada.

Neste trabalho, o método de projecao de dilatagao é utilizado nas trés formulagoes
baseadas em tensao sob incerteza nas forcas. Este método é utilizado apenas com o intuito
de reduzir a transicao de material intermedidrio entre as fases sélida e vazia, que surgem
devido a utilizacao do filtro de densidade. Nenhum estudo foi feito para verificar se as

topologias obtidas respeitam uma escala de comprimento minimo.

2.2.2.2 Projecao parametrizada

A projecao parametrizada, proposta por Xu, Cai e Cheng (2010), consiste no célculo
das densidades relativas por meio da projecao de cada densidade filtrada p. para 1 (fase
sélida), caso p. > 1, e para 0 (fase vazia), caso p. < 1, com n € [0, 1]. Note que, se n = 0,
recuperamos a projecao de dilatagao (XU; CAIL; CHENG, 2010).
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Neste trabalho, emprega-se a aproximacao suave para a funcao Heaviside proposta
por Wang, Lazarov e Sigmund (2011), que consiste em uma alternativa a fungao condicional
proposta por Xu, Cai e Cheng (2010). As densidades relativas e filtradas sdo relacionadas

CcOo1mo

_ tanh (0n) + tanh (6(p. — 1))
Pe = Fanh (oy) + tanh (6(1 — 1)) (2.11)
O parametro ¢ controla a nao linearidade da projecao parametrizada: 6 — 0 resulta
em uma relacao linear entre densidades relativas e filtradas; § — oo resulta em uma relacao
extremamente nao linear, que aproxima a funcao Heaviside. A diferenca entre a projecao
parametrizada e a projecao de dilatagdo encontra-se no parametro 7, que ¢é inexistente na
projecao de dilatagao. Este parametro controla a quantidade de densidades filtradas que
serao projetadas para a fase solida ou para a fase vazia. Quanto mais préximo de 0 for o
valor de 17, maior vai ser a quantidade de densidades filtradas que serdo projetadas para 1
e mais préxima a projecdo parametrizada estara de uma projecao de dilatacao. Por outro
lado, quanto mais proximo de 1 for o valor de 7, maior vai ser a quantidade de densidades
filtradas que serao projetadas para 0 e mais proxima a projecado parametrizada estara de
uma projecao de erosao. Para valores de n = 0.5 nao sao observadas caracteristicas de

dilatagdo ou de erosao; neste caso a projegao preserva, de forma aproximada, o volume da

topologia filtrada (XU; CAI; CHENG, 2010).

A projegao parametrizada foi proposta por Xu, Cai e Cheng (2010) como uma
alternativa mais estavel as projegoes de dilatagdo (GUEST; PREVOST; BELYTSCHKO,
2004) e de erosao (SIGMUND, 2007). Xu, Cai e Cheng (2010) demonstram que a escolha
de n = 0.5 fornece projecoes que preservam o volume da topologia filtrada, resultando
em uma convergéncia mais estavel quando a abordagem de continuacao é utilizada. Além
disso, estes mesmos autores demonstram que a escolha de n = 0.5 garante uma topologia
préxima do espaco 0/1 para menores valores de 0, quando comparado a projegoes de

dilatacao ou de erosao, por exemplo.

Conforme discutido anteriormente, métodos de projecao, quando aplicados em
uma etapa Unica sobre as densidades filtradas do problema, ndao garantem uma escala de
comprimento minimo, seja sobre a fase solida ou vazia da topologia, independentemente do
valor de 1 considerado (WANG; LAZAROV; SIGMUND, 2011). Conforme demonstrado em
Wang, Lazarov e Sigmund (2011), no entanto, a consideragao simultanea de trés campos de
densidades relativas no problema de otimizacao topolégica, obtidas a partir das densidades
filtradas para trés valores diferentes de 7, garante uma escala de comprimento minimo

tanto sobre a fase sélida quanto sobre a fase vazia da topologia otimizada.

Neste trabalho, o método de projecao parametrizada é utilizado na formulacao
baseada em tensao sob incerteza de manufatura. A formulacao proposta é baseada na
abordagem robusta desenvolvida por Wang, Lazarov e Sigmund (2011) e também faz o

uso de trés campos de densidades relativas.
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3 OTIMIZACAO SOB INCERTEZAS

Problemas de otimizagao estrutural sao frequentemente formulados, na literatura,
assumindo um cendario deterministico, onde todos os parametros que afetam a medida
de desempenho e/ou as restrigoes de projeto sao completamente conhecidos e de valor

determinado (GUO et al., 2009).

Quando os requisitos de projeto em um problema de otimizac¢ao deterministico sao

dados por restri¢oes de desigualdade, escreve-se este problema como (ARORA, 2012)

minignizar f(p)
(3.1)
sujeito a  gr(p) <0 k=1..Ny

A formulagao deterministica de um problema de otimizacao estrutural deve ser
utilizada quando todos os pardmetros que afetam a fun¢ao objetivo, f(p), e as restrigoes
de projeto, gr(p) < 0, sdo completamente conhecidos e de valor determinado, ou seja, nao
apresentam incertezas. Entretanto, sabe-se que problemas reais de engenharia estao sempre
sujeitos a incertezas (ELISHAKOFF; OHSAKI, 2010; GUO et al., 2009), por exemplo:
incertezas nas propriedades do material, cargas aplicadas (intensidade, inclinacao, posigao),

geometria, etc.

Quando a abordagem deterministica é empregada na formulagao de um problema
que apresenta incertezas (negligenciando, desta forma, a influéncia destas incertezas sobre a
resposta do problema de otimizacao), solugdes nao 6timas, ou até mesmo inviaveis, podem
ser obtidas (MELCHERS; BECK, 2018). A formulagao deterministica normalmente gera
resultados que sdo nao confidveis e que sao muito sensiveis a perturbac¢des nos parametros
do modelo (GUO et al., 2009), de forma que pequenas variagdes nestes parametros podem
levar a falha da estrutura otimizada, conforme demonstrado em Silva, Cardoso e Beck
(2018), onde uma pequena varia¢ao na inclina¢ao da carga aplicada foi suficiente para

ocasionar a falha da estrutura obtida com a formulacao deterministica.

De forma a obter uma solugao otimizada que seja confiavel e robusta em relagao as
incertezas que afetam o problema estrutural, deve-se empregar formulagoes que levam em
conta os efeitos destas incertezas (BECK; GOMES, 2012; BECK et al., 2015; GUO et al.,
2009; MIGUEL et al., 2016).

Abordagens de otimizacao sob incertezas sao normalmente divididas em duas

categorias (GUO et al., 2009):

1. Abordagens probabilisticas, onde as incertezas sdo representadas por varidveis e/ou

campos aleatérios e propagadas por meio de técnicas probabilisticas de propagagao
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de incertezas. Neste caso, trabalha-se com grandezas como valores esperados, desvios

padrao e probabilidades de ocorréncia.

2. Abordagens nao probabilisticas, onde as incertezas sao representadas por variaveis
incertas-mas-limitadas. Estas abordagens sempre consideram o pior cendario possivel
para as restrigcoes de projeto, dados os limites de cada variavel incerta. Neste caso,
informacao probabilistica das variaveis incertas, como distribuicdes de probabilidade,

nao é necessaria.

Esta secao visa descrever trés abordagens amplamente utilizadas, na literatura,
para otimizagao sob incertezas, sendo duas delas probabilisticas e uma nao probabilistica.
A subsecao 3.1 apresenta a abordagem robusta probabilistica, que faz o uso de grandezas
como valor esperado e desvio padrao. A subsecao 3.2 apresenta a abordagem baseada em
confiabilidade (probabilistica), que trabalha diretamente com probabilidades de ocorréncia.
A subsecao 3.3 apresenta a abordagem robusta nao probabilistica, que considera o pior
cenario possivel para as restrigoes de projeto. Neste trabalho, todas as formulacoes sao
apresentadas considerando incertezas que afetam somente as restricoes de projeto, ou seja,
a funcao objetivo é considerada deterministica. Além disso, considera-se que as variaveis
incertas nao possuem influéncia explicita sobre as variaveis de projeto p, ou seja, estas

varidveis sao deterministicas.

3.1 Otimizacao robusta probabilistica

A abordagem de otimizacao robusta utilizada neste trabalho é formulada assumindo
que todas as incertezas que afetam o problema de otimizac¢ao (propriedades do material,
forcas aplicadas, geometria, etc.) estdo contidas no vetor Z € RY, sendo N o niimero
total de variaveis aleatorias do problema. Cada componente i do vetor Z consiste em uma

varidvel aleatéria Z;, de valor esperado E[Z;] e desvio padrao Std[Z;].

Quando estas incertezas afetam as restricoes de projeto, deve-se reescrever o
problema de otimizagdo, Equacao (3.1), de forma a levar em conta os efeitos destas
incertezas. A formulagao robusta de um problema de otimizagao é dada por (PARK et al.,
2006)

minignizar f(p)
, (3.2)
sujeito a  Gr(p,Z) <0 k=1..Ny

onde gx(p,Z) < 0 é a k-ésima restricao do problema de otimizacao, com gx(p,Z) =
E [gx(p, Z)] + aStd [gr(p, Z)]. O pardmetro « é escolhido pelo projetista; este pardmetro
controla o nimero de desvios padrao na restricao de projeto, de forma a aumentar ou
reduzir a robustez da solugao otimizada. Quanto maior o valor de «, maior a diferenca

entre E [gr(p*,Z)] e gr(p*,Z) na solugdo otimizada (com gi(p*,Z) > E|[gr(p*,Z)]) e,
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consequentemente, menor a sensibilidade desta solugao a falhas, ou seja, maior a sua

robustez.

O parametro a nao deve ser confundido com o indice de confiabilidade alvo, Sr,
usualmente empregado em formulagoes baseadas em confiabilidade. Diferentemente do
parametro S, o pardmetro «, em geral, nao é associado de forma direta com a probabilidade
de falha admissivel do problema. Uma vez que as distribui¢oes de probabilidade das
restri¢des de projeto nao sao conhecidas no ponto 6timo, nao se pode afirmar qual o valor
de a necessario para garantir uma probabilidade de falha admissivel definida a priori.
Deve-se salientar, no entanto, que no caso especifico em que as equacoes de estado limite
sao lineares, e as distribuicoes de probabilidade das restrigoes de projeto sao Gaussianas no

ponto 6timo, as solugdes obtidas com ambas as abordagens sao equivalentes, para a = .

No entanto, apesar do parametro « nao fornecer um controle explicito sobre a
probabilidade de falha associada a cada restri¢do de projeto, pode-se utilizar a desigualdade
unilateral de Chebyshev (ROSS, 2010) para uma aproximagao conservadora desta grandeza
(SILVA; CARDOSO, 2017). Dado uma varidvel aleatéria real V, de varidncia finita,

escreve-se a desigualdade unilateral de Chebyshev como

1

= < —
P(V2E[V]+aStd[V]) < ;.

(3.3)

onde P(-) indica probabilidade. A desigualdade unilateral de Chebyshev mostra que a
probabilidade de V' ser maior do que o seu valor esperado somado de « desvios padrao é
menor do que H%

A funcao gix(p,Z), por ser uma fungdo de um vetor de varidveis aleatérias Z,
também é uma variavel aleatéria. Como a Equagao (3.3) é valida para qualquer variavel
aleatéria real, independentemente de sua distribuicao de probabilidade, esta também é
valida para gi(p,Z). Desta forma, sabendo que a falha da solugao otimizada p* ocorre
para gi(p*,Z), e considerando que as restrigoes de projeto sejam satisfeitas no ponto de
6timo, ou seja, gr(p*, Z) < 0, pode-se escrever, baseando-se na Equagao (3.3), a seguinte

relacao
1

P (gu(p* Z) = dk(p*. Z)) < — . 3.4

A Equagao (3.4) pode ser utilizada, na prética, para uma imposi¢ao conservadora
de uma probabilidade de falha admissivel a k-ésima restricao de projeto, por meio da
escolha do parametro o (SILVA; CARDOSO, 2017). Obviamente, quando a fungao gx(p*, Z)
apresenta distribuicdo Gaussiana (ou préxima de uma Gaussiana), a Equacao (3.4) fornece

probabilidade admissivel excessivamente conservadora.

Para solucionar o problema de otimizac¢ao robusta, o valor esperado e o desvio
padrao de gx(p,Z) devem ser obtidos. O valor esperado e o desvio padrao de fungoes que

dependem de um conjunto de varidveis aleatérias: E [gx(p, Z)] e Std [gx(p, Z)], neste caso;
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sao avaliados analiticamente como (ELISHAKOFF, 1999)

Elg(p.2)] = [ o [~ glp.2)fz(@)den . day, (35)

onde fz(z) é a fungao conjunta de densidade de probabilidades de Z, e

St [gx(p. 2)] = \/Var [g4(p. Z)]. (3.6)

onde Var [gx(p, Z)] é a variancia de gx(p, Z), obtida como
Var [gx(p, Z)] = E [(9:(p, Z) — E [g4(p, 2)])’]
_ /O:o . /Z (9x(p,2) — Elgn(p, Z)])? fa(2)dz . . .dzn.  (3.7)

Note que a avaliacao analitica do valor esperado e do desvio padrao de fungoes
que dependem de um vetor de variaveis aleatorias envolve o calculo de integrais multi-
dimensionais da fungao conjunta de densidade de probabilidades, fz(z), no espaco das
variaveis incertas. Na pratica, estas grandezas dificilmente sao avaliadas de forma analitica
(LOPEZ; BECK, 2012). As funcoes gr(p,Z) sao usualmente pardmetros avaliados de
forma numérica, como deslocamentos ou tensoes, obtidos como solucao de um problema
aproximado, por meio da utilizacdo do MEF, por exemplo. Além disso, a fun¢ao conjunta
de densidade de probabilidades, fz(z), é dificilmente conhecida, o que torna ainda mais

dificil a obtencao analitica dos momentos estatisticos.

Neste trabalho, devido a impossibilidade da avaliacao analitica dos momentos
estatisticos e a natureza do problema de otimiza¢ao abordado (problema de larga escala,
com milhares de varidveis de projeto e milhares de restri¢des), optou-se pela utilizagao
do método de perturbacao (ELISHAKOFF, 1999; STEFANOU, 2009), que consiste em
uma abordagem aproximada e de baixo custo computacional, também utilizada por outros
autores na otimizagao estrutural robusta (ASADPOURE; TOOTKABONI; GUEST, 2011;
KOGISO et al., 2008; LAZAROV; SCHEVENELS; SIGMUND, 2012). Neste trabalho,
utiliza-se o método de perturbacao de primeira ordem, que consiste na obten¢ao aproximada
de gx(p,Z) por meio de sua expansao em série de Taylor de primeira ordem em torno do
valor médio de Z, como
(Zi —E[Z]). (3.8)

Mmmz%@ﬁmwg;aﬂgﬂ

z=E|[Z]
Substitui-se, entao, a fungao aproximada gi(p,Z) na Equagao (3.5), de forma a obter o

seu valor esperado
E[gx(p, 2)] = gr(p, E[Z]). (3.9)
Posteriormente, substitui-se tanto a funcao aproximada g (p, Z) quanto o seu valor esperado

E [gx(p, Z)] na Equacao (3.7), de forma a obter a sua varidncia

99u(p.2) Cov[Zi, 2],  (3.10)
aZj

= azz

N N

0 :

Var[u(p. 2)] = 33 [ 29622
7=1

z=E|[Z] z=E|[Z]
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onde Cov[Z;, Z;] representa a covaridncia entre as variaveis aleatérias Z; e Z;. Note que,
neste caso, onde a abordagem de perturbacao de primeira ordem é empregada, o valor
esperado consiste na propria funcao avaliada no valor médio das variaveis aleatérias. Além
disso, verifica-se que as derivadas da funcao gx(p,Z) em relagdo as varidveis incertas sao
necessarias para a avaliacdo da variancia. Estas sdo normalmente obtidas de maneira
analitica, conforme mostrado posteriormente na subsecao 5.1.1, onde as derivadas sao
obtidas para o problema baseado em tensao, sendo gx(p,Z) a tensdo equivalente de von
Mises no ponto k£ e Z um vetor de dngulos e/ou intensidades (de forgas externas) incertos.
O desvio padrao é obtido posteriormente com a Equagao (3.6), apds o célculo da variancia,
Equagao (3.10).

Apesar de técnicas de simulagdo, como o método de Simulacao de Monte Carlo
(SMC), fornecerem resultados com uma maior acuricia (principalmente quando gran-
des perturbacoes sao consideradas nas varidveis de entrada) (STEFANOU, 2009), estas
técnicas sao de elevado custo computacional, nao sendo apropriadas na propagacao de
incertezas em problemas de otimizacao de larga escala, com milhares de variaveis de
projeto (ASADPOURE; TOOTKABONI; GUEST, 2011). As técnicas de simulagao, no
entanto, sao algumas vezes utilizadas na validagao dos resultados obtidos por meio de
técnicas aproximadas (ASADPOURE; TOOTKABONI; GUEST, 2011; SILVA; BECK;
CARDOSO, 2018; SILVA; CARDOSO, 2017; TOOTKABONI; ASADPOURE; GUEST,
2012).

3.2 Otimizacao baseada em confiabilidade

O problema de otimizagao baseado em confiabilidade é escrito como (LOPEZ;
BECK, 2012)

mini}rjnizar f(p)
, (3.11)
sujeito a P (gk(p,Z) > 0) < Pogm k =1..Ny

onde P4, é a probabilidade de falha admissivel, imposta pelo projetista. Esta formulacao
impoe, como restri¢do de projeto, que a probabilidade de ocorréncia do evento gx(p, Z) > 0,

que representa a falha, seja limitada por uma probabilidade de falha admissivel.

A avaliacao analitica da probabilidade de falha é dada pela integral multidimensional
da fungao conjunta de densidade de probabilidades, fz(z), sobre o dominio de falha (LOPEZ;
BECK, 2012), tal que

P (g.(p. Z) > 0) :/ fa(2)dz. (3.12)
9k (p,Z)>0

A avaliacao analitica da probabilidade de falha, no entanto, dificilmente é realizada

na pratica, pois a fun¢ao conjunta de densidade de probabilidades, fz(z), dificilmente é
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conhecida e o dominio de falha raramente possui expressao analitica (LOPEZ; BECK,
2012). Em aplicagoes praticas de engenharia, abordagens aproximadas, como os métodos
de confiabilidade de primeira ou de segunda ordem (DITLEVSEN; MADSEN, 2007), e

abordagens de simula¢do, como o método de SMC, sdao utilizadas.

Neste trabalho, devido a natureza de larga escala do problema de otimizacao
abordado, optou-se pela utilizagdo de uma abordagem de primeira ordem. Especificamente,
optou-se por formular o problema de otimizac¢ao baseado em confiabilidade utilizando-se o
PMA (Performance Measure Approach) (TU; CHOI; PARK, 1999), que consiste em uma
abordagem de primeira ordem amplamente empregada na otimizacao estrutural baseada
em confiabilidade (ALLEN; MAUTE, 2005; CHO et al., 2011; JUNG; CHO, 2004; KANG;
LIU, 2018; LUO et al., 2014; MAUTE; FRANGOPOL, 2003; YOUN; CHOI, 2003; YOUN;
CHOI; PARK, 2003; YOUN et al., 2004).

Abordagens de primeira ordem sdo baseadas em um procedimento de duas etapas

(LOPEZ; BECK, 2012):

1. Mapeamento de Z — Y, ou seja, do espaco de projeto Z, onde as variaveis aleatorias
Z sao definidas, para o espago normal padrao Y, onde as varidveis aleatérias normal

padrao Y sao definidas;

2. Linearizagao da fungao gx(p,Y) no espago normal padrao.

A probabilidade de falha considerando a funcao linearizada, representada aqui
como G,(p,Y), pode ser obtida com a expressao analitica, Equacao (3.12), pois tanto
a fungdo conjunta de densidade de probabilidades, fy(y) = ¢.(y), que consiste na
distribui¢do normal padrao multidimensional, quanto o dominio de falha g, (p,Y) > 0,
com G,(p,Y) linear, sio bem conhecidos. Calcula-se a probabilidade de falha como
P (g,(p,Y) > 0) = ®(—pk), onde ® é a fungao de distribuigdo cumulativa normal padrao
e Ok é a menor distdncia entre a fun¢ao g,(p,Y) e a origem do espa¢o normal padrao,
também conhecido como indice de confiabilidade de Hasofer-Lind (MELCHERS; BECK,

2018). Neste caso, pode-se reescrever o problema definido na Equagao (3.11) como

minilpnizar f(p)
, (3.13)
sujeito a  P(—Fk) < O(—Pr) k=1..N;

onde ®(—05r) = Pugm, e fr é o indice de confiabilidade alvo (pardmetro definido pelo

projetista).

A linearizacao de gx(p,Y) ¢é feita, usualmente, sobre o ponto no dominio de falha
que apresenta a maior probabilidade de ocorréncia, de forma a obter um menor erro

entre a probabilidade de falha obtida com a funcao linearizada e a probabilidade de falha
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exata do problema (LOPEZ; BECK, 2012). No PMA, a linearizagao de gx(p,Y) é feita
no ponto (Y(k))*, também conhecido como ponto de minimo desempenho, que coincide
com o ponto que apresenta a maior probabilidade de ocorréncia quando a restri¢ao esta
ativa (AOUES; CHATEAUNEUF, 2010). O ponto (Y(k))* é obtido sobre uma esfera
N-dimensional, definida pelo indice de confiabilidade alvo Br, por meio de uma analise de

confiabilidade inversa no espaco normal padrao, dada por um problema de otimizacao, tal
que (TU; CHOI; PARK, 1999)

mini{(rlizar —g:(p,Y)
, (3.14)
sujeito a  ||Y|| = Br

onde ||Y]|| é a norma euclidiana do vetor Y. No problema definido na Equagao (3.14), as

variaveis de projeto sao as préprias variaveis Y.

Os pontos de minimo desempenho (Y(k))* fornecem os valores criticos de gi(p,Y),
que por sua vez sao utilizados na solu¢ao do problema de otimizagao baseado em confiabi-

lidade, dado por

minimizar f(p)
, (3.15)
sujeito a  gx (p, (Y(k)>*> <0 k=1.N,

onde g (p, (Y(’“)) *) < 0 é a k-ésima restrigao de projeto. No problema definido na Equacao

(3.15), p contém as varidveis de projeto.

A abordagem acoplada, que define o PMA, funciona da seguinte forma: a cada passo
do problema externo de otimizagao, Equagao (3.15) (associada ao problema estrutural),
solucionam-se N}, problemas de otimizacao internos (um para cada restrigdo de projeto),
Equacao (3.14) (analises de confiabilidade inversa), de forma a obter Ny pontos de minimo
desempenho (Y(k))*, que fornecem os valores criticos de gx(p,Y), utilizados durante
a otimizagdo externa. Obviamente, as solucdes obtidas por meio da utilizacdo desta
abordagem estao limitadas as aproximacoes de primeira ordem realizadas, ou seja, uma
solugdo exata, com P,g, = ®(—0F), seria somente obtida para gi(p,Y) linear no espago

normal padrao. Na prética, solugoes aproximadas sao obtidas.

3.3 Otimizacao robusta nao probabilistica

O problema de otimizacao robusto nao probabilistico é formulado considerando
um conjunto de varidveis incertas-mas-limitadas, definido pelo vetor W € R¥, onde
W € [W, W|. Cada componente i do vetor W, definido como W;, representa uma variavel
incerta no problema de otimizacao, limitada por um valor minimo W, e por um valor

méaximo W;. O objetivo do problema de otimizacdo robusto nao probabilistico consiste na
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obtencao de uma solugdo otimizada que respeite o pior cendrio possivel para cada restrigao
de projeto (ELISHAKOFF; OHSAKI, 2010). O problema robusto nao probabilistico, tal
como o problema de otimizagao baseado em confiabilidade formulado com o PMA, consiste

em uma abordagem acoplada, onde o problema externo de otimizagao é dado por

minignizar f(p)

, (3.16)
sujeito a g (p, (W(k))*) <0 k=1.N,
e os problemas internos sao dados por
maxiwmizar gx(p, W)
) (3.17)

sujeitoa W <W W

onde (W(k))* é o pior cenario associado a k-ésima restrigdo de projeto, obtido por meio
da solugao do problema definido na Equacao (3.17). Os problemas de otimizagdo internos
sao comumente chamados de problemas de anti-otimizacao na literatura de otimizacao
estrutural (ELISHAKOFF; HAFTKA; FANG, 1994; GURAV; GOOSEN; VANKEULEN,
2005; LOMBARDI, 1998; LOMBARDI; HAFTKA, 1998), nomenclatura a qual também é

adotada nesta tese.

A abordagem acoplada, também conhecida como abordagem de otimizacao com
anti-otimizagdo (ELISHAKOFF; OHSAKI, 2010), funciona de forma similar ao PMA:
a cada passo do problema externo de otimizac¢ao, Equacao (3.16), solucionam-se N
problemas de otimizagao internos, Equagao (3.17), de forma a obter Ny pontos (W(k))*

que fornecem os valores maximos de gi(p, W), utilizados durante a otimizagao externa.

Segundo Elishakoff e Ohsaki (2010), a anti-otimizagdo é uma alternativa e um
complemento aos métodos probabilisticos tradicionais. A anti-otimizacao pode ser utilizada
independentemente da distribuicao de probabilidade das variaveis incertas W, desde que
estas sejam limitadas. Obviamente, conforme discutido em Guo et al. (2009), de forma a
garantir a robustez das solugoes otimizadas por meio da abordagem nao probabilistica, as
solugoes dos problemas internos de anti-otimizacao, (W(k))*, devem ser 6timos globais.
Uma resposta obtida que nao seja 6timo global, como solugao da Equagao (3.17), para pelo
menos uma restricao de projeto, afeta a robustez da solu¢ao do problema de otimizacao
externo. Neste caso, a solugao do problema externo fica suscetivel a falhas, pois existem

realizagoes de W que violam pelo menos uma restrigao de projeto.

Apesar da abordagem robusta nao probabilistica ser bastante atrativa, por necessitar
somente de limites maximos e minimos para as varidveis incertas, esta abordagem pode
fornecer resultados excessivamente conservadores em alguns casos (GUO et al., 2009).
Segundo Ben-Tal e Nemirovski (2002), por exemplo, quando os parametros incertos

em uma desigualdade linear sao de natureza estocastica, é altamente improvavel que
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estes apresentem o pior cenario de forma simultanea. No entanto, conforme discutido
em Elishakoff e Ohsaki (2010), as abordagens probabilisticas e nao probabilistica se
complementam, sendo de responsabilidade do projetista a escolha entre estas abordagens

de forma a melhor solucionar o problema em estudo.
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4 OTIMIZACAO TOPOLOGICA COM RESTRICAO DE TENSAO

O problema continuo de otimizagdo topoldgica com restricao de tensao foi inicial-
mente abordado em Duysinx e Bendsge (1998), onde a abordagem baseada em densidade
é empregada para a obtencao de estruturas de minima massa que respeitam um critério
de falha em tensao estabelecido a priori. Desde entao, o problema baseado em tensao
ganhou bastante popularidade na literatura (AMSTUTZ; NOVOTNY, 2010; AMSTUTYZ;
NOVOTNY; NETO, 2012; BRUGGI, 2008; BRUGGI; DUYSINX, 2012; DUYSINX; SIG-
MUND, 1998; EMMENDOERFER; FANCELLO, 2014; EMMENDOERFER; FANCELLO,
2016; EMMENDOERFER; SILVA; FANCELLO, 2019; FANCELLO, 2006; FANCELLO:;
PEREIRA, 2003; HOLMBERG; TORSTENFELT; KLARBRING, 2013; KIYONO; SILVA;
REDDY, 2016; KIYONO et al., 2016; LE et al., 2010; LIAN et al., 2017; LEON et al.,
2015; LONG; WANG; LIU, 2018; LOPES; NOVOTNY, 2016; LUO; WANG; KANG, 2013;
PARIS et al., 2009; PEREIRA; CARDOSO, 2018; PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS,
2004; PICELLI et al., 2018; SANTOS; LOPES; NOVOTNY, 2017; SVARD, 2015; TROYA;
TORTORELLI, 2018; WANG; QIAN, 2018), devido principalmente a necessidade de se

considerar requisitos de projeto mais realisticos na otimizacao estrutural.

Considerando o critério de falha de von Mises e hipdtese de elasticidade linear,

escreve-se o problema de minimizagdo de volume com restri¢ao de tensao como (BRUGGI;
DUYSINX, 2012; LE et al., 2010)

mini})nizar V(p)

(k) —
sujeitoa L2 —1<0  k=1.N; (4.1)
0<p. <1 e=1.N,
K(p)U(p) = F

onde V(p) é o volume da estrutura, ag’;) (p) € a tensdo equivalente de von Mises avaliada
no ponto k, IV € o nimero de pontos onde a tensao de von Mises é avaliada e o, ¢ uma

tensao limite, imposta pelo projetista.

Conforme discutido em Sharma e Maute (2018), a formulacao considerada nesta
tese, Equagao (4.1), é mal posta, no sentido em que a solucao 6tima deste problema consiste
em uma estrutura de volume zero. Assumindo que as restri¢oes de tensdao em elementos que
representam o vazio nao sejam levadas em consideragao, verifica-se que a solugao trivial é
a solugao 6bvia deste problema de otimizacao. Entretanto, a escolha de uma funcao de
interpolacao adequada, que penalize as tensoes nas densidades intermediarias, consegue
guiar o algoritmo de forma a evitar a solugao trivial, conforme discutido em Le et al. (2010),

desde que a solucao trivial nao seja empregada como estimativa inicial no procedimento
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de otimizacao. Sharma e Maute (2018) propdem a utilizagdo de uma restrigao de volume
adicional as restri¢oes de tensdo, com o intuito de assegurar uma solucao otimizada
que nao seja a solucgao trivial. Alternativamente, uma restricdo de flexibilidade adicional
pode ser considerada na formula¢ao (BRUGGI; DUYSINX, 2012). Entretanto, deve-se
salientar que as solugoes dos problemas modificados (com restrigdes adicionais) ndo sao
iguais a solucao do problema original. Na pratica, a formulacao empregada nesta tese,
Equacao (4.1), é utilizada sem dificuldades por diversos autores na literatura (BRUGGI,
2008; BRUGGI; DUYSINX, 2012; FANCELLO, 2006; FANCELLO; PEREIRA, 2003;
HOLMBERG; TORSTENFELT; KLARBRING, 2013; LE et al., 2010; LUO; WANG;
KANG, 2013; PARIS et al., 2009; PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004; SVARD,
2015; WANG; QIAN, 2018).

A tensao de von Mises é calculada como (DUYSINX; BENDSOE, 1998)

\/ oi. (p)Mai(p (4.2)
onde @ (p) é o vetor tensao, obtido como
a(p) = C"Byuy(p), (4.3)

onde C’ é o tensor constitutivo do material base, B, ¢ a matriz de transformacao
deformagao-deslocamento e ug(p) é o vetor local de deslocamentos, extraido do vetor global
de deslocamentos como ug(p) = H,U(p), onde Hy, representa o operador de localizagao
(BATHE, 1996).

Para problemas de estado plano de tensdo, define-se a matriz M como (DUYSINX;
BENDSOE, 1998)

0
0. (4.4)
3

A formulacao baseada em densidade com critério de falha em tensao, Equacao
(4.1), esté sujeita as dificuldades previamente discutidas na subsegao 2.1, de dependéncia
da malha e instabilidade de tabuleiro. Desta forma, a utilizacao de métodos de restricao do
espaco de solugao, como o método de filtragem com passo adicional de projecao, empregado

neste trabalho, é necessaria.

Além destas dificuldades, a formulagao baseada em tensdo estd sujeita a trés
dificuldades adicionais: o fendmeno de singularidade, subsecao 4.1; a natureza local do
critério de falha em tensao, subsecao 4.2; e a concentracao artificial de tensao na interface
entra a fase sélida e a fase vazia da topologia, subsecao 4.3. As proximas subsecoes
sao destinadas a descricao destas dificuldades, tal como a apresentacdo de possiveis

contramedidas que sao usualmente empregadas para evita-las.
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4.1 Fenoémeno de singularidade

O fenémeno de singularidade consiste em uma irregularidade no espago de solucao
devido a descontinuidade da restrigao de tensao em p = 0 (CHENG; GUO, 1997; DUYSINX;
BENDSOE, 1998). Segundo Duysinx e Bendsge (1998) e Duysinx e Sigmund (1998),
quando a densidade relativa associada com um elemento finito tende a zero, as tensoes
deste elemento tendem a valores finitos (valores algumas vezes maiores do que a tensao
limite). Por outro lado, quando a densidade relativa associada com um elemento finito
é zero, as tensoes neste elemento nao deveriam ser levadas em consideragao, pois este

elemento representa o vazio (sem material); ocasionando, desta forma, uma descontinuidade

da restri¢ao de tensdao em p = 0 (DUYSINX; BENDSOE, 1998).

Devido a descontinuidade das restrigoes de tensao, a regiao viavel do problema
de otimizac¢ao pode ser muito complexa, contendo subespagos degenerados (CHENG;
GUO, 1997). Nestas situagoes, algoritmos baseados nas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker
(baseados em gradiente) se tornam intdteis na obten¢ao de um ponto de 6timo verdadeiro,
obtendo pontos nao 6timos em vez disso (CHENG; GUO, 1997).

De forma a superar o fenéomeno de singularidade e permitir a solu¢do do problema
baseado em tensao com métodos baseados em gradiente, deve-se relaxar as restri¢coes de
tensao do problema de otimizacao (CHENG; GUO, 1997). A ideia essencial de técnicas
de relaxacao consiste em garantir a continuidade da restrigdo de tensao em p = 0 e, ao
mesmo tempo, garantir a sua viabilidade quando p — 0 (CHENG; GUO, 1997).

A forma mais simples de relaxar as restrigoes de tensao consiste na ponderacao

das tensoes @ (p), Equagdo (4.3), com uma funcdo de interpolagao de tensao continua
f#(P), como
Uk(ﬁ) = fa(ﬁk)ﬁk(ﬁ)v (45)

onde a fungao de interpolagao de tensao é escolhida de forma a garantir: 1) f,(0) = 0,
garantindo consequentemente tanto a continuidade da restricao de tensao em p,, = 0 quanto
a sua viabilidade quando p, — 0; e 2) f,(1) = 1, garantindo uma tensao fisicamente

consistente na fase sélida da topologia.

Duysinx e Bendsge (1998) afirmam que o vetor tensao & (p), Equacao (4.3), é
fisicamente coerente, e que a utilizagao de qualquer fungao f,(p,) # 1 na Equacao (4.5),
para calcular o (p), traria inconsisténcias fisicas no calculo das tensées. Entretanto,
conforme discutido em Bruggi (2008) e Le et al. (2010), desde que topologias 0/1 sejam
obtidas, ou seja, sem (ou com pouca) presenca de densidades intermediarias, a escolha
apropriada de uma funcao f,(p,) pode ser feita para auxiliar a solugdo do problema com

otimizadores baseados em gradiente.

Le et al. (2010) sugerem que a escolha de f,(p,) ¢ flexivel e deve ser feita de forma

a penalizar as densidades intermedidrias e obter topologias 0/1. Exemplos de fungoes de
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interpolagao de tensao obtidas na literatura:

o fi(p,) = 5(57’“ (DUYSINX; SIGMUND, 1998), onde € é uma constante escolhida

1—Pr)+Pr
pelo projetista, usualmente 0 < e < 1;

e f%(p,) =ph ? (BRUGGI, 2008), onde a constante p vem da parametriza¢ao SIMP

e a constante ¢ é escolhida pelo projetista, usualmente 2 < ¢ < 3;

o fo(p) =1—e %Pk +pe % (SILVA; BECK, 2018), onde 6, > 0 é uma constante

escolhida pelo projetista.

Neste trabalho, os problemas com incerteza nas forgas sdo solucionados utilizando
f2(py) com 8, = 3. O problema com incerteza de manufatura é solucionado utilizando
fe(pr) com € = 0.2. Ambas as fungoes de interpolagao utilizadas foram eficazes na relaxagao
das restri¢oes de tensao, de forma que o método baseado em gradiente proposto na secao

6 foi utilizado com sucesso na obtencao de topologias 0/1.

4.2 Natureza local do critério de falha em tensao

Idealmente, considerando um problema continuo de otimizagao topoldgica, define-se
a restricao de tensao sobre todos os pontos do dominio de projeto, de forma a garantir que
nenhum ponto da estrutura otimizada apresente uma tensao de von Mises, por exemplo,
que seja superior a tensao admissivel imposta pelo projetista. Na pratica, onde métodos
de aproximacao sao utilizados para obter os deslocamentos e tensoes, como o MEF, as
tensoes sao definidas sobre pontos especificos no dominio de projeto, como o centroide de
cada elemento finito, por exemplo (PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004). Desta
forma, em vez de aplicar a restricdo de tensao sobre todos os pontos do dominio, estas sao

impostas sobre um nimero finito de pontos.

Entretanto, ainda que o problema de otimizagao resultante (discretizado) tenha
um numero finito de restrigoes de tensao, este niimero é em geral muito alto, pois malhas
bastante refinadas (com milhares de elementos) sdo usualmente necessarias para obter
uma boa acuricia no calculo de tensao (SILVA; BECK; SIGMUND, 2019).

Os métodos de otimizacao usualmente empregados na literatura de otimizagao
topolégica, como a programacao linear sequencial (LAMBERTI; PAPPALETTERE, 2000),
o método de linearizagdo convexa (FLEURY, 1989) e o método das assintotas médveis
(SVANBERG, 1987), classificados por Duysinx, Bruyneel e Fleury (2009) como métodos
de programacao sequencial, nao sao apropriados para solucionar o problema com restricao
de tensao de forma direta, ou seja, quando este é definido conforme apresentado na
Equacao (4.1). Métodos de programacao sequencial sdo, em geral, bastante eficientes
quando empregados em problemas de otimizagao com um grande nimero de variaveis

de projeto e um pequeno ntmero de restricoes de projeto, o que usualmente ocorre na
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otimizagao topoldgica baseada em densidade (DUYSINX; BRUYNEEL; FLEURY, 2009).
Problemas baseados em tensao apresentam, em geral, um grande nimero de variaveis de
projeto e, a0 mesmo tempo, um grande nimero de restricoes de tensao, o que dificulta a
sua solucao com métodos de programacao sequencial, devido a necessidade de se obter
o gradiente de cada restrigdo separadamente (andlise de sensibilidade local por meio da

abordagem adjunta), o que aumenta de forma proibitiva o custo computacional (PARiS et
al., 2009).

De forma a superar a dificuldade relacionada ao grande ntimero de restrigoes
de tensao no problema de otimizacao, trés abordagens sao usualmente empregadas na

literatura:

1. Utilizagao de técnicas de agregacao, que consistem em fungdes que agregam todas as
restricoes locais em uma tnica restri¢ao global, ou, alternativamente, em um conjunto
de restri¢oes regionais de tensdo (DUYSINX; SIGMUND, 1998, HOLMBERG;
TORSTENFELT; KLARBRING, 2013; KIYONO; SILVA; REDDY, 2016; LE et
al., 2010; LEON et al., 2015; LONG; WANG; LIU, 2018; LUO; WANG; KANG,
2013; PEREIRA; CARDOSO, 2018; PARIS et al., 2009; SVARD, 2015; TROYA;
TORTORELLI, 2018; WANG; QIAN, 2018). O problema resultante, com uma tnica
restricdo, ou com um numero reduzido de restri¢goes, é solucionado com método de

programacao sequencial;

2. Considerar restrigdes e-ativas, onde cria-se uma estratégia para a consideracao das
restrigdes mais perigosas durante o processo de otimizagao (BRUGGI; DUYSINX,
2012; DUYSINX; BENDSQE, 1998). O problema ¢é solucionado com método de pro-
gramacao sequencial, onde apenas algumas restri¢oes sao consideradas a cada passo
do algoritmo, reduzindo o custo computacional associado a analise de sensibilidade

local;

3. Lidar com o problema de forma direta, considerando todas as restri¢coes locais de
tensao, utilizando-se o método do Lagrangiano aumentado (FANCELLO, 2006; FAN-
CELLO; PEREIRA, 2003; PEREIRA; CARDOSO, 2018; PEREIRA; FANCELLO;
BARCELLOS, 2004). Neste caso, todas as restrigoes de tensao sao agrupadas em
um Unico somatério e adicionadas a funcao objetivo, o que permite a realizacao
da analise de sensibilidade de todas elas de forma simultanea, reduzindo o custo
computacional (FANCELLO; PEREIRA, 2003).

Segundo Duysinx e Sigmund (1998), Paris et al. (2009) e Pereira e Cardoso (2018),
a utilizacdo de abordagens locais (abordagens 2 ou 3) garante um melhor controle sobre o
critério de falha em tensdo. Conforme mostrado em Pereira e Cardoso (2018), a utiliza¢ao

de técnica de agregagao (abordagem 1) fornece resultados dependentes do pardmetro de
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agregacao utilizado, parametro o qual pode aumentar excessivamente a nao linearidade da
restricao global de tensao, gerando problemas de convergéncia. Por outro lado, deve-se
salientar que diversos autores fazem o uso de técnicas de agregagdo (abordagem 1) e
mostram bons resultados, como ¢ o caso dos trabalhos recentes de Troya e Tortorelli (2018)
e Wang e Qian (2018), onde problemas com centenas de milhares de restrigdes locais
de tensao sao solucionados empregando-se técnicas de agregacao, e topologias com boa
qualidade sao obtidas. Desta forma, uma vez que nao existe consenso na literatura sobre
qual a melhor abordagem para lidar com o excessivo nimero de restrigoes de tensao, é de
responsabilidade do projetista a escolha da abordagem mais adequada para a solugao do

problema em estudo.

Nesta tese, o método do Lagrangiano aumentado é utilizado (abordagem 3). A

descricao do método e o algoritmo de solucao sao apresentados posteriormente na secao 6.

4.3 Calculo da tensao no contorno irregular

Conforme apresentado na se¢ao 2, a otimizacao topoldgica baseada em densidade é
uma abordagem de malha fixa, onde o contorno da topologia é dado de forma implicita. Em
uma abordagem de malha fixa, as estruturas otimizadas usualmente apresentam topologias
cujo contorno é descrito de forma irregular, ou seja, um contorno onde a malha de elementos
finitos nao esta alinhada com o contorno da topologia subjacente. Conforme enfatizado
por Svérd (2015), quando o contorno da estrutura nao estd alinhado com a malha de
elementos finitos, concentragoes artificiais de tensao que nao possuem significado fisico
aparecem nos contornos irregulares, Figura 8. Conforme demonstrado por Svérd (2015), as
concentragoes artificiais de tensao no contorno irregular podem afetar de forma negativa a
otimizagao, pois estas sao geralmente diferentes das tensées da estrutura subjacente, de

contorno suave.

Figura 8: Distribuicao de tensao em estrutura com contorno irregular: (a) estrutura; (b)
primeiras tensoes principais avaliadas no centroide de cada elemento dado um
carregamento de tensdo uniaxial na barra.

(a) (b)
Fonte: adaptado de Svérd (2015).

O problema da avaliagdo de tensdo em contorno irregular nao é apenas uma
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dificuldade associada a métodos de malha fixa na otimizacao topoldgica. Este fenomeno ja
foi relatado em vérios trabalhos relacionados a areas diferentes (CHARRAS; GULDBERG,
2000; DOITRAND et al., 2015; FANG et al., 2016; GULDBERG; HOLLISTER; CHARRAS,
1998; HOLLISTER; RIEMER, 1993). Estes mesmos trabalhos apresentam técnicas que
podem ser utilizadas para melhorar a acuracia no calculo de tensdo em contornos irregulares,
e a maioria deles é baseada em uma etapa de pds-processamento de suavizacao de tensao.
Entretanto, conforme mostrado em Doitrand et al. (2015), técnicas de suavizagao de tensao
devem ser utilizadas com cautela, pois a acuracia do resultado fica dependente do refino

da malha e do nivel de suavizacao.

Na érea de otimizacao topoldgica, pouca atencao tem sido dada a esta dificuldade.
Até o momento, sabe-se da existéncia do IVE (Interior Value Extrapolation), que consiste
em uma técnica desenvolvida recentemente por Svard (2015), que extrapola as tensoes do
interior da estrutura (onde as tensoes sao calculadas com acurdcia) para o seu contorno
(SVARD, 2015). Sviird (2015) demonstra que o IVE funciona melhor do que a abordagem
de avaliacao de tensao tradicional para aproximar as tensées no contorno da estrutura
subjacente. Entretanto, a formulagao proposta por Svard (2015), até o momento, nao foi

utilizada em outros trabalhos, na literatura.

Nesta tese, quatro formulagoes sao apresentadas: trés formulagoes sob incerteza nas
forcas e uma sob incerteza de manufatura. O efeito do contorno irregular nao é abordado nas
formulagoes sob incerteza nas forcas. Deve-se estar ciente de que as estruturas otimizadas
com estas abordagens devem ser pos-processadas e, caso uma estrutura inviavel seja obtida
(onde as tensoes calculadas sdo maiores do que a tensao limite), estas devem ser otimizadas

novamente por meio da utilizacao de métodos de otimizagao de forma.

Na formulacao sob incerteza de manufatura, verificou-se que a acuracia na avaliacao
da tensao é de extrema importancia e que o efeito de contornos irregulares nao pode ser
simplesmente ignorado. De forma a obter a acuracia necesséria, ao invés de utilizar o IVE
ou técnicas de suavizagao de tensao, utilizou-se a abordagem recentemente proposta por
Silva, Beck e Sigmund (2019). Esta abordagem se baseia na consideragdo de uma fina
camada de material intermediario entre a fase sélida e a fase vazia da topologia, associada
a escolha adequada de parametros de interpolagao de rigidez e tensao. Detalhes sobre a

abordagem utilizada sao apresentados posteriormente na subsecao 5.2.
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5 FORMULACOES PROPOSTAS

Nesta secao, quatro formulagoes, que abordam problemas de otimizagao topologica
de minimizacao de volume com restri¢ao de tensao sob incertezas, sao propostas. A subsecao
5.1 propoe trés formulagoes que lidam com incerteza nas forcas aplicadas. A subsegao 5.2

propoe uma formulacao que lida com incerteza uniforme de manufatura.

O método de solucgao utilizado para solucionar os problemas de otimizacao estrutural
¢ descrito na segao 6. A segdo 5 se limita a apresentar os métodos de solugao necessarios
para solucionar os problemas internos de otimizagao (analise de confiabilidade inversa e

problemas de anti-otimizacao), problemas estes inerentes a algumas formulagoes.

5.1 Minimizacao de volume com restricao de tensao e incerteza nas forcas

As formulagoes apresentadas nesta subsecao sao baseadas nas formulacoes apre-
sentadas nas segoes 3, de otimizacao sob incertezas, e 4, de otimizacdo com restricao de
tensao. A estrutura numérica das formulacoes baseadas em tensao sob incerteza nas forgas,
propostas neste trabalho, diferem da formulacdo baseada em tensao tradicional em dois

pontos:

1. A inclusdo de uma constante o,,;,, = 1 X 10_4ay no calculo da tensao equivalente de

von Mises, como

o™ (p,Q) = \/ol (P, QMar(p, Q) + 02, (5.1)

onde Q € RY representa um vetor de intensidades e/ou direcdes de forcas incertas,
particularizado para cada formulagdo posteriormente, e o (p, Q) é a tensao interpo-
lada, Equacao (4.5). A constante o,,;, é incluida na implementagao para evitar proble-
mas numéricos durante a analise de sensibilidades, quando o7 (p, Q)Mo (p, Q) — 0,

pois a tensao aparece algumas vezes como denominador.

2. A utilizacdo de uma versdo penalizada do volume estrutural, V,(p) = >, V. £,(5.),
onde f,(p,) é escolhida de forma a penalizar as densidades intermedidrias, auxiliando
a obtencao de topologias 0/1. Nesta tese, utiliza-se f,(p,) =1 — e %P +p.e™%, a
mesma fungao empregada para relaxacao das restrigoes de tensao e projecao das
densidades filtradas em um espago 0/1, com J, = 5. Apesar de apresentada em
algumas formulagoes deterministicas como um recurso adicional, ou uma alternativa,
na obtencao de topologias 0/1, como nos trabalhos de Le et al. (2010) e Paris et
al. (2009), a penalizagdo de volume nao é muito comum na literatura de otimizagao
topoldgica baseada em tensao. No desenvolvimento desta tese, no entanto, bons

resultados foram obtidos com o uso deste recurso.
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5.1.1 Formulagao robusta probabilistica

Considera-se que o problema de minimizagao de volume com restricao de tensao
pode estar sujeito a incertezas na intensidade e dire¢ao das forcas aplicadas, definidas por
variaveis aleatérias contidas em um vetor Q = Z. Cada componente ¢ do vetor de variaveis
aleatérias Z € RY representa uma intensidade ou direcao incerta de uma forca aplicada,
de valor esperado E[Z;] e desvio padrao Std[Z;]. Baseando-se nas Equagoes (3.2) e (4.1),

escreve-se o problema robusto probabilistico como

miniglizar V,(P)

(k) =
sujeito a %5,2) -1<0 k=1..N, (5.2)
0<p. <1 e=1..N,

K(p)U(p,Z) = F(2)

onde
p.2)~E [0l (2] + o o1 .2 53

¢ uma medida de tensao robusta, calculada com base no valor esperado e no desvio padrao
da tensao equivalente de von Mises. O valor esperado e a variancia da tensao equivalente

de von Mises, no ponto k, sao calculados com o método de perturbacao de primeira ordem,

como
E[c®(p.2)] = o) (5,E[Z)), (5.4)
e
N N [p k:) 9o (F)
Var {0( } SN Teq (P:2) M Cov|Z;, Z;].  (5.5)
Pt azz 0z,
z=E[Z)] z=E[Z)]
O desvio padrao é obtido como
Std [0 (p, 2)] = \/Var 0% (5,2)] + 02, (5.6)

onde a constante g,,;, € incluida na formulagao para evitar problemas numéricos durante
a analise de sensibilidades, quando Var [ )(p, Z)} — 0, pois o desvio padrao, tal como o

valor esperado da tensao, Equacao (5.4), aparece algumas vezes como denominador.

Note que o valor esperado da tensao equivalente de von Mises é a propria tensao

avaliada no valor médio de Z. A varidncia, por sua vez, e consequentemente o desvio

90 (p.2)

padrao, necessitam das derivadas da tensao em relagao as variaveis aleatorias, —%4-==,
1

para i = 1..N, também avaliadas em z = E[Z].

De forma a obter o valor esperado e a varidncia da tensao equivalente de von Mises

de forma sistematica, utilizam-se a equac¢ao de equilibrio e suas derivadas em relacao as
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variaveis aleatorias. A equacao de equilibrio avaliada no valor médio das forcas externas,
F(E[Z]) = F°, ¢ dada por
K(p)U’(p) = F*, (5.7)

onde U°%(p) é o valor médio dos deslocamentos nodais.

As derivadas da equacao de equilibrio em relacao as variaveis aleatorias Z sao
dadas por
K(p)Uj(p) = Fi, (5.8)

OF . : ~ L
onde F! = % ¢ a derivada do vetor de forcas externas em relagdo a variavel

z=E[Z]
aleatéria Z;, avaliada no valor médio de Z; esta derivada é obtida de forma analitica

pelo projetista e utilizada como dado de entrada no problema de otimizacao topoldgica.

, derivada do vetor global de

Esta equacdo é utilizada para obter U!(p) = %

z=E[Z)]
deslocamentos. Note que, de forma a solucionar as Equagoes (5.7) e (5.8), para i = 1..N,
pode-se efetuar a fatoragdo da matriz de rigidez K(p) uma unica vez (para uma dada
distribui¢ao de densidades relativas p), pois a mesma matriz é utilizada em ambas as

equagoes.

Substituindo (4.3) em (4.5), e (4.5) em (5.1), pode-se escrever a tensao equivalente

de von Mises como

o8 (P, Z) = \/ul (5. 2)BIC(p) MC(p) Bews(. Z) + 02, (5.9)
onde C(p,) = f,(p,)C? consiste no tensor constitutivo do material base multiplicado pela
funcao de interpolagao de tensao, definido por praticidade.

O valor esperado da tensao equivalente de von Mises é a prépria tensao avaliada

no valor médio de Z, Equagao (5.4), tal que

E[0%)(p.2)] = V/[ul(p)]" B{C(p,)MC(p,)Biul(p) + 02 (5.10)

onde ul(p) = H,U’(p).

Para calcular a varidncia da tensao de von Mises, deve-se primeiro obter a sua
derivada em relacdo as varidveis aleatérias. A derivada de 0% (p, Z), Equagdo (5.9), em

relagdo a uma variavel aleatéria é dada por

9013 (P, 2) [ul(p)]" Bch[o) Clp)B: (wo)! () (5.11)

0z 2—E[Z)] B Z)}

onde (uk)f (p) = H,U!(p). A variancia, e posteriormente o desvio padrio, sao calculados
substituindo (5.11) em (5.5), ¢ (5.5) em (5.6). Note que os cdlculos necessérios para avaliar

o valor esperado, Equagao (5.10), e a derivada da tensao equivalente de von Mises, Equacao
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(5.11), sao calculos locais e dependem unicamente dos vetores globais de deslocamento
U%p) e Ul(p), para i = 1..N, obtidos a partir da solugio das equacdes de equilibrio (5.7)

e (5.8), respectivamente.

A formulacao descrita nesta subsecao é apresentada em detalhes, também, em Silva,

Beck e Cardoso (2018), que consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta tese.

5.1.2 Formulagao baseada em confiabilidade

Considera-se que o problema de minimizag¢ao de volume com restri¢gao de tensao
pode estar sujeito a incertezas na intensidade e direcao das forgas aplicadas, definidas por
variaveis aleatdrias contidas em um vetor Q = Z. O problema baseado em confiabilidade é

formulado com o PMA, como
minignizar V,(P)

W EO)) gy k=1, (5.12)
0<p <1 e=1.N,

K(p)U(p,Y) = F(Y)

sujeito a

onde as tensoes equivalentes de von Mises sao avaliadas nos pontos de minimo desempenho
*
(Y(k)) , obtidos por meio de uma andlise de confiabilidade inversa no espaco normal

padrao para cada k, como

mini{(nizar —o™(p,Y)
(5.13)
sujeito a ||Y|| = Br

Note que um mapeamento de Z — Y é necessario neste caso, ou seja, do espaco de projeto
7 para o espacgo normal padrao Y. Nesta tese, todas as variaveis aleatorias contidas em Z
sao consideradas Gaussianas, de forma que a transformacao Hasofer e Lind é suficiente
(LOPEZ; BECK, 2012). No entanto, quando variaveis aleatérias com outras distribuigoes
sao consideradas, outras técnicas de mapeamento devem ser utilizadas, técnicas as quais
estao além do escopo desta tese e nao sao apresentadas. O leitor pode consultar Ditlevsen

e Madsen (2007) para detalhes sobre estas técnicas de mapeamento.

Os problemas internos de otimizacao, Equacao (5.13), podem ser solucionados por
meio da utilizagdo de qualquer algoritmo que seja capaz de lidar com problemas de otimi-
zagao sujeitos a restricoes de igualdade. Neste trabalho, estes problemas sao solucionados
com o método HMV (Hybrid Mean Value), conforme apresentado em Youn, Choi e Park
(2003). Este é um algoritmo muito simples, que foi desenvolvido especificamente para
solucionar problemas de analise de confiabilidade inversa. Apesar de facil implementacao,
este algoritmo é muito robusto e de rapida convergéncia (YOUN; CHOI; PARK, 2003).
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O método HMV consiste em uma abordagem iterativa: para cada problema interno
k, inicia-se em Y (j—p) = 0, onde j indica a iteragao do problema interno, com o objetivo
de obter (Y(’“))*, a solucao do problema interno. No inicio de cada iteracao j, calcula-se o

negativo do gradiente da func¢ao objetivo do problema interno, como

Vy [0l (p.Yw)] Vol (P Y0)
o [ (o)l [Vvel (p.Y0))|

ng) = (5.14)

O gradiente normalizado, Equagao (5.14), é utilizado para obter Y1) a cada
passo do problema interno de otimizagao. Para j = 0, 1,2, calcula-se Y ;1) = Srn(;. Para
J = 3, calcula-se um parametro adicional ((;), ap6s o cdlculo de n(;), de forma a escolher

adequadamente o vetor Y 1), como ((;) = (n(j) — n(j_l)) . (n(j_l) — n(j_Q)).
Se ¢y > 0, entao
Y1) = Brng), (5.15)

caso contrario
)+ 01 + NG9

Y1) = br (5.16)

Hn +ngG-1) + 03— 2)H'

O algoritmo ¢é aplicado até que uma tolerancia especificada pelo projetista seja
obtida (YOUN; CHOI; PARK, 2003). Nesta tese, utiliza-se um simples critério sobre as
variaveis de projeto dos problemas internos de otimizagao, Y, como critério de convergéncia:

max ‘Y(j+1) — Y ;| < toly, onde toly é uma tolerancia especificada pelo projetista.

O gradiente da tensao equivalente de von Mises em relagao as varidveis Y é obtido
de forma analitica, por meio da derivada da Equagao (5.9), para Z =Y, da mesma forma
como feito anteriormente para o caso robusto probabilistico, Equagao (5.11), considerando
no entanto que a derivada é avaliada em Y ;). A i-ésima componente de Vyo (p, Y, ))

¢ dada por

doly) (P, y) _ u{ (P, Y(;)BIC(p,)MC(p,)Bi. dur(p, y)
Qyi Uéq) (P, Y5) Oy

y=Y()

(5.17)

Y=Y()

A solucao dos problemas internos de otimizagao exige, muitas vezes, a avaliacao
do gradiente Vya (p, Y(j)) diversas vezes durante a aplicacdo do método HMV. Em
problemas baseados em tensao, malhas bastante refinadas sao usualmente necessarias, o
que implica em um elevado niimero de pontos de avaliagdo de tensdo e, consequentemente,
em um elevado nimero de problemas internos de otimizacao, Equagao (5.13), a serem
solucionados a cada passo da solucdo do problema externo de otimizacao topoldgica,
Equagao (5.12).

Para reduzir o custo computacional associado a avaliacao de Vyaé’;) (ﬁ, Y(j)), pode-

se utilizar o principio da superposicao de efeitos, valido para a hipotese de elasticidade
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linear. Conforme descrito em Silva e Beck (2018), para problemas sujeitos a forgas de
direcdo deterministica e intensidade incerta, pode-se fazer o uso de vetores globais de
deslocamentos auxiliares (um para cada forca incerta); estes sdo obtidos por meio da
solucao da equagao de equilibrio para forgas de intensidade unitaria com mesma direcao

das forcas originais. Os deslocamentos locais devido a uma realizacao qualquer, u,(p, Y;)),

k)
q

de célculos locais sobre os vetores de deslocamento auxiliares (SILVA; BECK, 2018). Esta

estratégia foi estendida para lidar com incerteza na direcao das forcas em Silva, Cardoso e

necessarios para calcular Vyo! (ﬁ, Y(j)), sao entao obtidos de forma explicita, por meio

Beck (2018), onde propos-se a utilizacdo de duas forcas (em 2D) de intensidade unitéria,
uma vertical e uma horizontal, para cada direcao incerta. Neste caso, consideram-se dois

vetores globais de deslocamentos auxiliares para cada diregao incerta.

Note que a formulacao baseada em confiabilidade apresentada nas Equagoes (5.12)
e (5.13) impoe uma restricao de confiabilidade sobre a tensao equivalente de von Mises
em cada ponto de célculo de tensao, o que pode ser visto como uma extensao natural da
formulagao deterministica, Equagao (4.1). Do ponto de vista de confiabilidade estrutural,
no entanto, seria mais significativo trabalhar com uma tinica restri¢ao sobre a confiabilidade
do sistema ao invés disso. O problema de otimizacao considerando a confiabilidade de
sistemas é abordado por alguns autores, na literatura (AOUES; CHATEAUNEUF, 2008;
BA-ABBAD; NIKOLAIDIS; KAPANIA, 2006; LIANG; MOURELATOS; NIKOLAIDIS,
2007; NGUYEN; SONG; PAULINO, 2009), mas aplicagbes destas técnicas em problemas
continuos com restricao de tensao ainda sao inexistentes. O problema baseado em tensao
com restricdo sobre a confiabilidade do sistema ainda é um problema em aberto, na

literatura, e ndo é abordado nesta tese.

A formulacao descrita nesta subsecdo é apresentada em detalhes, também, em Silva

e Beck (2018), que consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta tese.

5.1.3 Formulagao robusta nao probabilistica

Considera-se que o problema de minimizagao de volume com restricao de tensao
pode estar sujeito a incertezas na intensidade e direcao das forgas aplicadas, definidas por
variaveis incertas-mas-limitadas contidas em um vetor Q = W. O problema robusto nao

probabilistico é formulado como um problema de otimizagao com anti-otimizagao, como

minignizar V,(p)

Ué’v) 3, (k)\*
sujeito a w —1<0  k=1.Ny (5.18)
0<pe <1 e=1.N,

K(p)U(p, W) = F(W)

onde as tensoes equivalentes de von Mises sao avaliadas em (W(k) )* (pontos que fornecem

as tensoes maximas de von Mises), obtidos por meio de uma andlise de pior cendrio para
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cada k, como

max{}rvnizar Ué’;) (p, W)
(5.19)
sujeitoa W <W W

Conforme discutido anteriormente na subsecao 3.3, os pontos obtidos como solucgao
dos problemas de anti-otimizacao, (W(k))*, para k = 1..N,, devem ser 6timos globais,
de forma a garantir a robustez da solugao do problema de otimizagdo. Os problemas de
anti-otimizacao obtidos com a formulagao baseada em tensdo, Equagdo (5.19), no entanto,
sao em geral nao convexos; e garantir 6timo global em problemas de otimizagao nao

convexos ¢ em geral uma tarefa muito desafiadora (ARORA, 2012).

Neste trabalho, os problemas de anti-otimizacao sdo solucionados com uma abor-
dagem sequencial de duas etapas: 1) uma abordagem de busca em grade (RAO, 2009)
é inicialmente empregada; 2) partindo do ponto que fornece a maior tensao equivalente
de von Mises obtido com a busca em grade, emprega-se um método de descida mais
ingreme modificado (aqui subida, pois a tensdo maxima é desejada), seguindo algoritmo
proposto na subsecao 6.2, até que a tolerancia especificada pelo projetista seja alcan-
cada. Neste trabalho, utiliza-se uma simples tolerancia sobre as variaveis de projeto,
max |W 1) — W(j)’ < toly, onde j representa a iteracao do problema de anti-otimizacao.
A saida da abordagem sequencial de duas etapas é considerada solucao do problema de
anti-otimizacao. Note que, para aplicar a segunda etapa com o método sugerido de descida
mais ingreme modificado, deve-se obter o gradiente da tensdo equivalente de von Mises em
relacao a W. Este gradiente ¢ obtido da mesma forma como mostrado anteriormente para

o problema baseado em confiabilidade, Equagao (5.17), considerando W em vez de Y.

Obviamente, nao existe garantia de que o ponto obtido desta abordagem sequencial
¢ um ponto de 6timo global. Entretanto, os resultados numéricos apresentados na secao
7 mostram que solugoes verdadeiramente robustas em relacao as incertezas nas forcas

aplicadas sao obtidas com o uso desta abordagem.

Além disso, a formulacao proposta neste trabalho é bastante geral, de forma que o
algoritmo de solucao empregado para solucionar os problemas de anti-otimizacao pode ser
substituido, sem perda de generalidade. Uma alternativa é a utilizacao de algoritmos que
garantem a obtencao de 6timo global dada uma tolerancia especificada pelo projetista.
Thore (2016), por exemplo, propde um algoritmo do tipo branch-and-bound, de forma a
obter o valor maximo (6timo global) da norma de tensdao, dadas forgas externas incertas-

mas-limitadas.

A formulacao descrita nesta subsecao é apresentada em detalhes, também, em Silva,

Cardoso e Beck (2018), que consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta tese.
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5.2 Minimizacao de volume com restricao de tensdo e incerteza de manufatura

A formulagao apresentada nesta subsecao é baseada na abordagem robusta nao
probabilistica descrita por Wang, Lazarov e Sigmund (2011). Esta abordagem difere da
formulacao nao probabilistica de otimizacdo com anti-otimizacao tradicional, Equagoes
(5.18) e (5.19), e foi desenvolvida especificamente para lidar com incertezas de manufatura
em problemas continuos de otimizagao topolégica. Esta abordagem consiste na consideracao
simultanea de trés campos de densidades relativas durante o procedimento de otimizacao:
erodido (p'®), intermedidrio (p®) e dilatado (p?); campos os quais sdo definidos com a
Equagao (2.11) para trés valores distintos de 7, sendo eles: 7., 1; e 14, respectivamente; com
Ne > 1; > 1ng. A ideia principal da abordagem robusta de trés campos consiste na redugao
da sensibilidade da topologia intermediaria (p*)) a incertezas uniformes de manufatura, por
meio da inclusdo dos campos erodido e dilatado na formulagdo do problema de otimizacao
(WANG; LAZAROV; SIGMUND, 2011). Nesta tese, onde o problema de minimizagao de
volume com restricao local de tensao é considerado, aplicam-se as restri¢oes de projeto
também sobre os campos adicionais, ou seja, além das restri¢coes locais de tensao sobre
a topologia intermediaria, aplicam-se as restrigoes de tensao sobre as topologias erodida
e dilatada. Como as topologias erodida, intermediaria e dilatada sao obtidas do mesmo
campo de densidades filtradas, Equagao (2.8), espera-se que estas sejam as mesmas no
final do procedimento de otimizagao, garantindo topologias mais finas (erodidas) e mais
grossas (dilatadas) do que a topologia intermediéria, e que também satisfagam o critério

de falha local em tensio.

O problema de minimizacao de volume com restricio de tensao considerando

incerteza uniforme de manufatura é dado por

minigﬁzar \%4 (ﬁ(d))

sujeito a %j@)—l <0 k =1..Ng
(7)) < k=1.Ny
aé’;>§»<d>) <o E1, (5.20)
ogype<1 e=1.N,
K (ﬁ(e)) U (ﬁ(e)) —F
K (ﬁ(i)) U (p(ﬂ) _F
K (ﬁ(d)) U (p(d)> _F

onde o volume da estrutura dilatada, o maior entre todos os volumes, ¢ minimizado, de
forma a garantir a minimizacao simultanea do volume das topologias intermedidria e
erodida, e evitar as instabilidades numéricas que surgem quando o volume da estrutura
intermediaria é considerada na formulagdo (SIGMUND, 2009).
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Conforme demonstrado na sequéncia, quando uma abordagem de malha fixa é
utilizada para otimizagao topolédgica (como nesta tese), concentragoes artificiais de tensao
aparecem nos contornos irregulares, como descrito por Svird (2015) e também enfatizado
na subsecao 4.3, gerando fortes oscilagoes e baixa acuracia no calculo da tensao apods
variagoes uniformes de contorno e, consequentemente, solu¢des nao robustas a incertezas de
manufatura. Um dos principais objetivos desta subsecao (5.2) é demonstrar que acurécia
na avaliacao de tensao e baixa oscilagdo de tensao apds variagao uniforme de contorno
podem ser obtidas com escolhas razodveis de fungoes de interpolacao de rigidez e tensao e
controle da quantidade de material intermediario entre as fases solida e vazia da topologia,

como discutido posteriormente nas subsecgoes 5.2.2 e 5.2.3.

A principal diferenca entre a abordagem robusta nao probabilistica descrita nesta
subsecao, Equagao (5.20), e a abordagem deterministica, Equagao (4.1), estd na solugao de
dois problemas de equilibrio adicionais a cada etapa na solu¢ao do problema de otimizacao
(WANG; LAZAROV; SIGMUND, 2011), e na consideragdo de um maior nimero de
restrigoes de tensao (trés vezes maior). Por exemplo, considerando um ponto de célculo de
tensao por elemento finito, tem-se trés restrigoes de tensao por elemento. Considerando
uma malha com 10k elementos, tem-se um problema de otimizacao com 10k variaveis de

projeto e 30k restricoes de tensao.

A formulagao descrita nesta subsecao, tal como as analises feitas nas subsecoes
5.2.1, 5.2.2 e 5.2.3, é apresentada em detalhes, também, em Silva, Beck e Sigmund (2019),

que consiste em um trabalho recente do autor e fruto desta tese.

5.2.1 Analise: chapa com furo circular

Na érea de otimizacao topolédgica, o problema da avaliacao de tensao em contorno
irregular ja foi demonstrado por Svard (2015), onde a acuracia do cédlculo da tensdo
foi investigada para rotacao de uma estrutura em uma malha fixa de elementos finitos,
considerando diferentes tamanhos de malha. Entretanto, como a formulacdo proposta
nesta subsecdo visa a obtencdo de estruturas robustas a incertezas de manufatura, a
investigacdo da acuracia da tensao para variagoes uniformes no contorno da topologia

(erosdo ou dilatagao) é fundamental.

Nesta subsecao, o problema da avaliacao de tensao no contorno irregular é de-
monstrado por meio da utilizacdo de um modelo de elementos finitos baseado em pixel
(em forma de grade, com todos os elementos quadrados) para solucionar o problema bem
conhecido da chapa com furo circular (PILKEY, 2007). O problema ¢é discretizado como
uma topologia 0/1, simulando uma topologia ideal composta de sélidos e vazios: p = 0
quando o centroide do elemento esta dentro do furo circular; e p = 1 caso contrario. A

Figura 9 ilustra o problema analisado e o procedimento de discretizacao empregado.

O modelo baseado em pixel é discretizado com elementos bilineares isoparamétricos
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Figura 9: Problema da chapa com furo circular: (a) dominio completo e condigbes de
contorno; (b) 1/4 do dominio apds aplicacao das condigbes de simetria; (c)
modelo discretizado com o MEF baseado em pixel.

< 2 »
] 5 N
| : >
o | R,=[0.09,0.11] )

(@ 11 |2 Yot ]

| >
| >
| >
| >

< 4 >»
@ Condigao de simetria

< 2 »
| )
P+ ]
>
>

(b) |D= 1| 1

P+ ]
>
D~ R,=[0.09,0.11] >
>
NN .. .. .. N

Modelo baseado em pixel
(ilustragao)

(©)

YV V V V V VYV V V N

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

de quatro noés e as tensoes sao calculadas no centroide de cada elemento. Dados de entrada:
moédulo de elasticidade 1, espessura 1, coeficiente de Poisson 0.0. Avalia-se o valor maximo
da componente de tensao 17 com o modelo baseado em pixel, Figura 10, para trés malhas
diferentes. O raio do furo circular Rj é variado de 0.09 até 0.11, simulando uma tolerancia

de manufatura.

A Figura 10 mostra claramente que o valor médximo de o1; superestima a solucao
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Figura 10: Tensao maxima o, calculada com trés malhas distintas e comparada com a
solucao de referéncia (= 3, linha cheia). O tamanho das legendas horizontais
representa o tamanho dos elementos (lado dos quadrados).
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

de referéncia com o refino da malha. Além disso, verifica-se que a resposta de tensao
oscila fortemente com a variagao do valor de R;, ou seja, com uma variacdo de contorno
uniforme, ao contrario do que acontece com a solugao de referéncia, que é absolutamente
suave. Verifica-se, também, que o refino da malha nao ajuda a reduzir as oscilagoes na

tensao maxima.

As subsegoes 5.2.2 e 5.2.3, apresentadas a seguir, mostram uma técnica simples e
efetiva, que ¢é utilizada para reduzir as oscilagoes no célculo da tensao devido a variagoes
uniformes no contorno, ¢ melhorar a sua acurdcia. Esta abordagem se baseia na: 1)
consideracao de uma fina camada de material intermediario entre a fase solida e a fase

vazia da topologia; e 2) na escolha adequada do pardmetro ¢ para interpolacao de tensao.

5.2.2 Limitando a nitidez dos campos projetados

Verifica-se, na Figura 10, que o comportamento oscilatorio da tensao maxima tem
periodicidade igual ao tamanho do elemento. Nesta subsecao, a primeira etapa de um
simples procedimento para suavizacao de tensao é apresentada, baseada na consideracao
de uma fina transicao de material intermediario entre as fases sélida e vazia da topologia,
transicao a qual possui largura igual ou ligeiramente maior que o tamanho do elemento,

ou seja, a distancia entre dois picos de tensao consecutivos.

O procedimento aqui adotado para garantir uma fina transicao de material interme-
didrio entras as fases sélida e vazia consiste em: 1) aplicar o filtro de densidades, Equagao
(2.8), sobre o problema 0/1; 2) aplicar a fun¢ao de projegao, Equacao (2.11), considerando
um valor limite para ¢, de forma a limitar a nitidez do campo projetado. Quando o valor

de 9 é limitado, a inclinacao da fungao de projecao é automaticamente limitada, ou seja,
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quanto maior o valor de 9, menor é a largura da transicao de material intermediario entre
as fases solida e vazia da topologia. Esta subse¢ao visa demonstrar como o valor de d pode
ser limitado de forma a garantir uma transicao de material intermediario entre as fases

solida e vazia com largura igual ou ligeiramente maior que o tamanho do elemento.

Considera-se um dominio continuo unidimensional, com z € (—o0,o0), com p = 0
se v < z., e p=1sex > x., conforme ilustrado na Figura 11 (a) para x € [0,2] e z, = 1.
Neste caso, tem-se uma fronteira bem definida, em x. = 1, que separa as fases sélida e vazia
no dominio. Sobre o campo p, que representa o campo de projeto, aplica-se o filtro com
decaimento linear, Equacao (2.8), definido aqui com integrais em x, com ¥ € [x — R, x + R,
pois um dominio continuo unidimensional esta sendo considerado, tal que

JE R w(a) pida;

SR w(a)da;

T

p= (5.21)

Figura 11: Procedimento de filtragem e projegao utilizado: (a) campo de projeto; (b)
campo filtrado; (¢) campo projetado para § — oo; (d) campo projetado para
0 = 32. Os campos projetados sao avaliados para cinco valores distintos de 7,
da esquerda para direita: 0.1, 0.25, 0.5, 0.75 e 0.9.
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

A fungao de decaimento linear, neste caso, é dada por w(z;) = R — |z; — z|.
Substituindo w(z;) na Equacao (5.21), e ap6s algumas manipulagbes, obtém-se g, no
intervalo « € [z. — R, xz. + R|, como

L(R+x—x,.)? se ¥ € [xr. — R, z.)

p={7" , (5.22)

omz 2R — (v —z. = R)’] sew € [wc, 7. + R
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ilustrado na Figura 11 (b) para R=1e x. = 1.

Quando a fungao de projegao, Equagao (2.11), é aplicada sobre o campo filtrado,
Equagao (5.22), para § — oo, uma fronteira bem definida (0/1) é obtida, Figura 11 (c).
Entretanto, quando um valor finito de § é utilizado, material intermediario entre as fases

sélida e vazia se torna evidente, Figura 11 (d).

Uma investigagdo numérica, feita por meio da substituicdo da Equagao (5.22) na
Equagao (2.11), demonstrou que a maior derivada, dos campos projetados em relagio a z,
sempre ocorre para n = 0.5, em x = z., derivadas as quais sao ilustradas na Figura 12
para r. = R = 1. Como esta é a maior dentre todas as derivadas, este é o valor que deve
ser limitado de forma a permitir uma transicao de material intermedidrio entre as fases

solida e vazia da topologia de largura pelo menos igual ao tamanho de um elemento.

Figura 12: Derivadas dos campos projetados em relagdo a x, para § = 32 (Figura 11 (d))
e cinco valores diferentes de 7.
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Fonte: Silva, Beck e Sigmund (2019).

Analiticamente, pode-se demonstrar que a inclinacao da funcdo que representa os

campos projetados, avaliada em n = 0.5 e z = z, ¢ escrita como

0.5

t maz) = = ———=- 5.23
an(Qmaz) R tanh(0.50) (5:23)
Para valores elevados de ¢, uma relacdo mais simples é obtida
. tan(aumas) 1
lim ———— = — .24
e ) & o2

cujo comportamento assintético ¢ ilustrado na Figura 13.

Baseando-se na Equacao (5.24), a maior inclina¢ao considerando um elevado valor

de § é dada por
o

tan(aprer) = R (5.25)



70

Figura 13: Ilustracdo do comportamento assintético da Equagao (5.24), para R = 1.
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

Agora, pode-se limitar a projecdo considerando a distancia entre dois picos de

tensao consecutivos (de um elemento apenas = [, ), tal que

1

T (5.26)

tan(agim) =

Finalmente, igualando tan(ayq,) = tan(ayy,), define-se o valor de ¢, como

Otim = 2ZR (5.27)
e

O valor de 0y, definido na Equagao (5.27), é empregado para permitir um contorno

de material intermediario de transicao com largura igual a pelo menos o tamanho de um
elemento da malha. Entretanto, quando material intermediario é permitido na solu¢ao do
problema baseado em tensao, as fungoes de interpolacgao de rigidez e tensao se tornam muito
importantes, como demonstrado a seguir na subsecao 5.2.3. Neste trabalho, escolhe-se
trabalhar com a parametrizacao SIMP com p = 3, como usualmente adotado na literatura,
para interpolar a rigidez. Desta forma, deve-se escolher de forma adequada o parametro de
relaxagao ¢ para interpolacao das tensoes, de forma a garantir tanto a acuracia no calculo

da tensao, como evitar fortes oscilagoes apds variagao de contorno uniforme.

5.2.3 Escolhendo um parametro de interpolacao de tensao adequado

Nesta subsecao, um estudo numérico é realizado: o problema de referéncia da chapa
com furo circular é abordado novamente, considerando agora uma fina camada de material
intermediario entre as fases sélida e vazia, ou seja, empregando um valor de ¢ finito,

calculado com base no valor definido na Equagao (5.27).

Um procedimento sisteméatico ¢ empregado:
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1. Um campo com densidades 0/1 é definido para Ry, = 0.1;

2. O filtro linear de densidades, Equagao (2.8), é empregado sobre o campo 0/1,
considerando R = 0.04;

3. A funcao de projegao, Equacao (2.11), é aplicada sobre as variaveis filtradas, consi-
derando quatro valores de 0, sendo eles: 2 X 0y, Oim, Orim/2 € diim /4; para verificar
o comportamento da tensao maxima considerando diferentes larguras de transicao

de material intermediario;

4. max(cy;) é avaliado para cada campo projetado considerando os quatro valores de 0

empregados.

Este procedimento é realizado para trés malhas distintas: 200 x 100, 400 x 200 e
800 x 400; e cinco valores de e: 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5. Os campos projetados sdo obtidos
para n € [0.25,0.75], de forma a obter variagdes de contorno de magnitude similar as
andlises previamente realizadas na subsec¢ao 5.2.1, onde Ry, € [0.09,0.11]. Os resultados

sao ilustrados na Figura 14.

Analisando a Figura 14, verifica-se que a escolha dos parametros d e € nao é 6bvia.
Entretanto, comparagao com a solucao de referéncia demonstra que estes parametros
podem ser propriamente escolhidos, de forma a obter resposta de tensao consistente na

transicao entre as fases solida e vazia.

O estudo numérico demonstra que nao existe necessidade de garantir tensoes
fisicamente coerentes nas densidades intermedidrias (ou seja, garantir ¢ — 0), quando o
objetivo é a avaliacao das tensoes da estrutura 0/1 subjacente. O estudo numérico também
demonstra que, ao empregar a funcao de relaxagao € na interpolagao das tensoes, boa
concordancia entre as tensoes avaliadas com o modelo baseado em pixel e as tensoes de
referéncia pode ser obtida. Entretanto, escolha adequada do pardmetro € é necessaria, tal
como a consideracao de uma largura adequada de transicao de material intermediario

entre as fases sélida e vazia.

Deve-se salientar que a abordagem SIMP ¢ utilizada para interpolacao da rigidez
neste estudo, com o parametro p = 3. Caso um parametro diferente seja empregado
na interpolagdo da rigidez, ou uma funcdo de interpolagao diferente seja utilizada (por
exemplo, a abordagem RAMP - Rational Approzimation of Material Properties (STOLPE;
SVANBERG, 2001)), o estudo numérico realizado nesta subsegao nao seria mais vélido, e
precisaria ser refeito, seguindo o mesmo procedimento apresentado no inicio desta subsecao.
A mesma conclusao se aplica se uma funcao de interpolacao de tensao diferente for utilizada,

como as fungdes f% e f°, apresentadas na subsecdo 4.1.

Considerando as analises aqui realizadas, verifica-se que, em geral, se o valor de

€ é muito pequeno, as tensoes maximas nas interfaces irregulares sao superestimadas.
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Figura 14: Graficos de tensao para diferentes valores de € e tamanhos de malha. Cada
gréafico foi gerado para quatro valores diferentes de ¢ e comparado com a solugao
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Além disso, pequenos valores de £ causam fortes oscilagoes de tensao apos variacao de
contorno uniforme, o que pode afetar de forma negativa a convergéncia do procedimento
de otimizacao e a qualidade dos resultados robustos. Por outro lado, se o valor de € é
muito grande, as tensoes sao subestimadas. Para este exemplo, verifica-se que existe uma
escolha adequada de €, de forma a garantir acuracia no calculo da tensao e pouca oscilacao

de tensao apds variagao de contorno uniforme, considerando § < 9y,

Verifica-se, também, que quanto maior o valor de J, ou seja, quanto menor for a
largura de transicao de material intermediario entre as fases solida e vazia, mais fortes sao
as oscilagoes de tensao devido a variacdo de contorno uniforme. Estas oscilagoes sdo ainda

mais evidentes para pequenos valores de €.

Na secao de resultados, os problemas abordados com a formulacao proposta na
Equagao (5.20) sao solucionados considerando € = 0.2. Baseando-se nos gréficos da Figura
14, verifica-se que esta escolha fornece uma boa relagao entre acuracia e pouca oscilagao

de tensao dada variagao de contorno uniforme, principalmente para § < Oy /2.

E importante enfatizar que todos os resultados provenientes deste estudo numérico,
relativos ao problema da chapa com furo circular, foram obtidos com a utilizacdo de
elementos bilineares isoparamétricos de quatro nés quadrados. Além disso, as tensoes
foram calculadas no centroide de cada elemento, que é o ponto superconvergente para
célculo de tensdo neste caso (BARLOW, 1976). Deve-se salientar que, quando elementos
diferentes forem utilizados ou, alternativamente, quando as tensoes forem calculadas em
outros pontos que nao os centroides (pontos de Gauss, por exemplo), diferentes graficos de

tensao podem ser obtidos.
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6 SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Esta secao apresenta a abordagem que ¢ utilizada para solucionar os problemas de
otimizagao topoldgica na forma discretizada, definidos nas Equagoes (4.1), (5.2), (5.12),
(5.18) e (5.20). A subsegao 6.1 apresenta o método do Lagrangiano aumentado, baseando-se
no trabalho de Birgin e Martinez (2014), utilizado para lidar com o elevado ntimero de
restrigoes de tensao presente nas formulagoes propostas. A subsecao 6.2 apresenta um
método de descida mais ingreme modificado, conforme proposto em Silva, Beck e Cardoso
(2018), utilizado para solucionar os subproblemas de otimizagao resultantes do método do

Lagrangiano aumentado empregado.

6.1 Meétodo do Lagrangiano aumentado

A ideia essencial associada ao método do Lagrangiano aumentado consiste na
transformacao do problema de otimizagao restrito original em uma sequéncia de problemas
de otimizagao irrestritos (ou menos restritos). A fun¢do objetivo dos subproblemas de
otimizacao ¢ o Lagrangiano aumentado, que consiste em uma soma ponderada entre a
funcao objetivo do problema original e as restri¢oes de projeto. Nesta formulacao, cada
restricao de projeto é associada a um multiplicador de Lagrange e a um parametro de
penalizacao. O método do Lagrangiano aumentado consiste entdo em uma abordagem
sequencial: apds a solucao do subproblema de otimizacao atual, os multiplicadores de
Lagrange e parametros de penalizacao sao atualizados; entao, a solugao do subproblema de
otimizacao atual e os parametros atualizados sao utilizados como estimativas iniciais para
solucionar o préximo subproblema de otimizacao, e assim por diante, até a convergéncia;

indicando que a solugdo do problema de otimizacao original foi obtida.

Neste trabalho, considera-se um tnico parametro de penalizacdo para todas as
restricoes de projeto, por praticidade. Considerando apenas as restricoes de tensao, escreve-

se o Lagrangiano aumentado do problema deterministico, Equagao (4.1), como

N rok S 0l (P) ’
L(p =——V(p - L | 6.1
Poer) = sy VP 5 > (B PP ) (6.1

onde g € R é um vetor que contém todos os multiplicadores de Lagrange do problema,

r é o parametro de penalizagdo, p; ¢ o multiplicador de Lagrange associado a k-ésima

restrigao de tensdo e (-) = max(0,-). A funcdo objetivo é ponderada pela constante

para propésito de normalizacao.

Como as restrigoes laterais nao sao incluidas no Lagrangiano aumentado, nesta

implementagcao, estas devem ser incluidas nos subproblemas de otimizagao, definidos como
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minignizar L (ﬁ, e, r(c)>
(6.2)
sujeitoa 0 < pe <1 e=1..N,
K(p)U(p) = F
onde o indice (© é referente ao c-ésimo subproblema de otimizacao.

Apos solucionar o c-ésimo subproblema, utiliza-se a solucao (p(c)>* do subproblema
atual, e as estimativas atuais dos multiplicadores de Lagrange, u'®, e parametro de
penalizacdo, 7(9), para obter as estimativas atualizadas destes parametros, utilizadas na

solucao do préximo subproblema de otimizagao, como

e (i () ) ) o

Oy

i (©) () (c—1)
et _ { min (7 r ,rmw) se do,e) > w ooy | (6.4)

r(© caso contrario

onde v > 1 e w < 1 sao parametros de atualizacao, r,q, ¢ um valor limite de pardmetro
O.maz

de penalizacao e 60,4, = ( 4 — 1), onde o,,** representa 0o maximo valor entre todas
Y

as tensodes de von Mises calculadas. O parametro de penalizagao r é multiplicado por

~ apenas se existir progresso razoavel em relagao a viabilidade da topologia otimizada,
de forma a evitar um incremento desnecessario da nao linearidade dos subproblemas de

otimizacao.

Este procedimento ¢ realizado até que os critérios de convergéncia sejam simul-
taneamente satisfeitos: 1) quando a méaxima diferenga entre as variaveis de projeto de
dois subproblemas consecutivos for menor que tol,; 2) quando a viabilidade da estrutura

x

. . . . ol
otimizada estiver garantida, ou seja, ~— — 1 < tol,.
Y

O resultado deste procedimento é a solugdo do problema de otimizacao topologica
para um dado valor de d, parametro utilizado nas fung¢des de projecao, Equagdes (2.10)
e (2.11). Nesta tese, no entanto, uma abordagem de continuagao é empregada para
atualizar o valor de ¢, de um valor pequeno até um valor maximo, visando a obtencao
de uma convergéncia estavel. Propoe-se, entao, uma abordagem de continuagao com base
no método do Lagrangiano aumentado descrito nesta secao: o problema ¢ inicialmente
solucionado para § = 0, com o método do Lagrangiano aumentado; entao, o valor de J é
incrementado e o préximo problema é solucionado, considerando a solugao do problema
atual, os multiplicadores de Lagrange atuais e o parametro de penalizacao atual como

estimativas iniciais; e assim por diante; até que um valor méximo de 0 seja obtido.

A Figura 15 mostra o fluxograma simplificado do algoritmo de solugdo proposto.

Embora o algoritmo de solugao tenha sido descrito utilizando o problema deterministico
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como base, Equagao (4.1), este mesmo algoritmo é utilizado para solucionar todos os
outros problemas de otimizagao topologica descritos nesta tese, Equagoes (5.2), (5.12),
(5.18) e (5.20). A diferenca estd na escrita do Lagrangiano aumentado, Equagao (6.1),
conforme descrito a seguir nas subsegoes 6.1.1 e 6.1.2, e no calculo das medidas de tensao

empregadas em cada abordagem.

Figura 15: Fluxograma simplificado com a abordagem de solu¢ao proposta.

Definir o problema de
otimizagao topoldgica
e os dados de entrada

Y
Minimizar Lagrangiano
> aumentado sujeito a
restri¢cdes laterais, Eq. (6.2)

Atualizar multiplicadores | N30
de Lagrange ¢ parametro de |[«—
penalizacdo, Egs. (6.3) ¢ (6.4)

A

Convergiu?
(tol, € tol))

— T max

Atualizar 0

\ 4

( Parar )

Fonte: produc¢ao do proprio autor.

6.1.1 Problemas com incerteza nas forgas

Observando-se todas as formulagdes propostas onde incerteza nas forgas é conside-
rada, Equacgoes (5.2), (5.12) e (5.18), verifica-se que estas sdo muito similares a formulagao
deterministica, Equacdo (4.1). A principal diferenga consiste na medida de tensao utilizada
para formular o problema de otimizacao. Enquanto que na formulagao deterministica se
utiliza a propria tensao equivalente de von Mises interpolada, agj) (p), nas formulagoes sob

incerteza nas forcas se utilizam medidas de tensao relativas a cada abordagem:
. &é’;) (p, Z) (robusta probabilistica);
. agj) (ﬁ, (Y(k)>*> (baseada em confiabilidade);

o ol (ﬁ, (W(k))*> (robusta nao probabilistica).
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Obviamente, o calculo de cada medida de tensao segue um procedimento diferente,
dependendo da abordagem empregada: 6&’;) (p,Z) ¢é calculada como uma soma ponderada
entre o valor esperado e o desvio padrao da tensao equivalente de von Mises, conforme
descrito na subsecao 5.1.1; Jg;) (ﬁ, (Y(k))*> é calculada com uma andlise de confiabilidade
inversa, Equacao (5.13); e aé’;) (ﬁ, (W(’“))*) ¢é calculada com uma analise de pior cenario
(anti-otimizagao), Equagao (5.19). Entretanto, considerando-se que todas estas medidas de
tensao podem ser representadas por uma funcao genérica O'é];,zl(ﬁ, Q), onde Q representa
as variaveis incertas do problema de otimizagao, escreve-se o Lagrangiano aumentado

referente a cada uma destas formulagoes como:

N, r e S o) (p,Q) ’
LB.Qur) = e V@) + <+ge"—1  6)
AP VA S

Verifica-se que o Lagrangiano aumentado definido na Equacao (6.5) é similar

aquele definido na Equagao (6.1). O procedimento de solu¢ao empregado é o mesmo,
(k)
gen
otimizacao, que deve ser feita com base na formulagao utilizada.

com a diferenga no calculo da medida de tensao o'¥) (p, Q) a cada etapa do problema de

6.1.2 Problema com incerteza de manufatura

A formulagdo sob incerteza de manufatura, Equagao (5.20), difere da formulagao
deterministica, Equagao (4.1), apenas no nimero de campos de densidades relativas sobre os
quais as restrigoes de tensao sao impostas. Neste caso, escreve-se o Lagrangiano aumentado

CcOomo

. N, Ny () Uék) b(j)
L9000 pr) = <V () 52 3 (P ) 4y

:el ‘/; 2 k=1 . T ag.

e =1je{e,i,d} Y
(6.6)
Na Equagao (6.6), p representa uma matriz de multiplicadores de Lagrange de
dimensao N x 3, onde cada coluna representa um campo projetado j € {e,i,d}. O
procedimento de solugao mostrado na Figura 15 também é utilizado para solucionar o

problema com incerteza de manufatura.

6.2 Solucao dos subproblemas de otimizacao

Conforme descrito na subse¢ao 6.1, todos os problemas de otimizacao topoldgica,
nesta tese, sao solucionados com a abordagem proposta baseada no método do Lagrangiano
aumentado. Uma das principais etapas do procedimento de solugao, nesta abordagem, é a
solugdo dos subproblemas de otimizagao, Equagao (6.2). Neste trabalho, os subproblemas
de otimizagao sao solucionados com um método de descida mais ingreme modificado,

conforme proposto em Silva, Beck e Cardoso (2018) e também descrito nesta subsegao.

O método de descida mais ingreme modificado é descrito nas etapas a seguir:
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1. Iteracao b = 1 do subproblema c

VpL(p<b>)

2. Calcular a direcao de méaxima descida normalizada, como D = ———————+
malepL(p(b)) ’

3. Obter o tamanho de passo ¥ que garanta L (p(b“)) <L (p(b)), conforme a seguinte

regra de atualizacao

max (pé”f, 0) se p® + UD, < max (pi”f, O)
pt) = ¢ min (p 1) se p® + WD, > min (p>*?, 1)

» +wD, caso contrario

b+1) _

4. Se max |p' p(b)‘ < tolgyy ou b = nity,,, (nimero maximo de iteragoes)

Solucao otimizada obtida, p(© = pt+D

Parar procedimento

Caso contrario

sup

Atualizar os limites méveis inferior pi*/ e superior p?

, para e = 1..N,
Atualizar a iteracdo, b=5b+1

Ir para o passo 2

O tamanho de passo ¥ é obtido de forma inexata. Inicia-se com W(teste)

= min(1,2x
\If(b_l)), onde ¥~ ¢ o tamanho de passo da tltima iteracdo, e realiza-se uma tentativa.
Caso L (p(b“)) > L (p(b)), o tamanho de passo nao é aceito, considera-se um novo
tamanho de passo W(teste) < plteste) /9 o efetua-se uma nova tentativa. Este procedimento
é realizado até a obtencao de L (p(b“)) <L (p(b)). Em geral, o passo ¢ aceito para ¥ = 1,
em uma Unica tentativa. Entretanto, quando estamos nos aproximando do minimo local,

algumas tentativas sao necessarias e passos menores sao considerados.

Existe um par de limites méveis associado com cada variavel de projeto p., tal que
0< pi"f < pe < p2"P < 1. Neste trabalho, utiliza-se uma simples abordagem heuristica
para atualizar os limites moveis a cada iteracao, que consiste na reducao dos limites méveis
quando as variaveis de projeto oscilam em trés iteragoes consecutivas, e no aumento dos
mesmos caso contrario. Esta abordagem é frequentemente utilizada em algoritmos de

programacao linear sequencial e no método das assintotas moéveis.

Se (pg’“) — pgb)) X (pg’) — pgb_l)) < 0, que indica oscilagio, entao

P = U — ke (p0 = piM)

7 = 0 1k (47 - )
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Caso contrario
i = pt) — ky (o = pi)

4 = o) by (57 = 19)

k1 e ko sao constantes definidas pelo projetista, dentro dos intervalos 0 < k; < 1 e
ko > 1. Neste trabalho, escolhe-se k1 = 0.7 e ks = 1.1.

A atualizagao heuristica dos limites moéveis nao é necessaria, em teoria, para que o
algoritmo utilizado obtenha um ponto de minimo local. Esta atualizacao é unicamente
utilizada para evitar oscilagOes excessivas nas variaveis de projeto que podem ocorrer
dada a natureza nao linear dos problemas baseados em tensao em estudo. Na préatica,
bons resultados sao obtidos com esta abordagem, como mostrado a seguir na se¢ao de

resultados.

O método utilizado na solu¢ao dos subproblemas de otimizacao consiste em uma
abordagem baseada em derivada. A derivada do Lagrangiano aumentado em relacao a uma
variavel de projeto p,,, que representa a m-ésima componente de V,L, é obtida com uma
analise de sensibilidade analitica com a abordagem adjunta. As andlises de sensibilidade
sdo realizadas especificamente para cada formulacao e descritas nos trabalhos resultantes
desta tese: em Silva, Beck e Cardoso (2018), para a formulagdo robusta probabilistica; em
Silva e Beck (2018) para a formula¢ido baseada em confiabilidade; em Silva, Cardoso e
Beck (2018) para a formulagao robusta nao probabilistica; e em Silva, Beck e Sigmund

(2019) para a abordagem robusta nao probabilistica sob incerteza de manufatura.
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7 RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSOES

Esta secao apresenta os resultados numeéricos obtidos a partir das formulagoes
propostas na secao 5, utilizando-se o procedimento de solu¢do proposto na secao 6. A
subsecao 7.1 mostra os resultados obtidos com as diferentes formulacoes que lidam com
incertezas nas forgcas. A subsecao 7.2 mostra os resultados obtidos com a formulagao
tolerante a incerteza uniforme de manufatura. Considera-se estado plano de tensao em
todos os exemplos apresentados. Alguns resultados apresentados nas subsegoes a seguir
j& estao publicados nos artigos desenvolvidos como fruto desta tese (SILVA; BECK;
CARDOSO, 2018; SILVA; BECK, 2018; SILVA; CARDOSO; BECK, 2018; SILVA; BECK;
SIGMUND, 2019).

7.1 Problema com restricao de tensao sob incerteza nas forcas

Esta subsecao ¢ dividida em trés partes:

e Subsecao 7.1.1, que apresenta um estudo de dependéncia da malha realizado sobre

problemas deterministicos;

e Subsecdo 7.1.2, que apresenta resultados de problemas sob incerteza na intensidade

das forcas aplicadas;

e Subsecao 7.1.3, que apresenta resultados de problemas sob incerteza na direcao das

forgas aplicadas.

Resultados adicionais sao mostrados em Silva, Beck e Cardoso (2018), Silva e Beck
(2018), Silva, Cardoso e Beck (2018).

7.1.1 Problema deterministico: estudo de dependéncia da malha

Nesta subsec¢ao, duas variantes do problema classico em forma de L, Figura 16,
sao utilizadas em um estudo de dependéncia da malha, realizado para verificacdo do
procedimento de solugao proposto. Problemas em forma de L sao frequentemente utilizados,
na literatura, como problemas de benchmark, com o intuito de testar novos algoritmos e
formulacoes de otimizagao topolégica baseada em tensao (LE et al., 2010; PICELLI et al.,
2018). Estes problemas sao bastante interessantes, do ponto de vista de projeto baseado
em tensao, pois o dominio em forma de L possui um canto de singularidade de tensao, que

deve ser evitado pelo algoritmo de forma a evitar um canto vivo na solucao otimizada.

Dados de entrada associados ao método de solugao: r = 0.01, 74 = 10000,

7 = 10 e w = 0.8, associados ao método do Lagrangiano aumentado; tol, = 0.1 e
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Figura 16: Dominios em forma de L considerados, com dimensoes e condi¢des de contorno.
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Fonte: adaptado de Silva, Cardoso e Beck (2018).

tol, = 0.01 como critério de convergéncia do problema externo de otimizac¢ao; tols,, = 0.01
ou nit,,q: = 50 como critério de convergéncia dos subproblemas de otimizacao. Escolhem-se
k1 =0.7 e ky = 1.1 de forma a atualizar os limites méveis a cada iteracao nos subproblemas
de otimizacdo. Utiliza-se ) = 0 e (1) < min[(6(¥ + 5),100] como abordagem de
continuagao do filtro de densidade com projegao de dilatagao, Equagao (2.10), onde o
indice d indica a d-ésima iteracdo que satisfaz o critério de convergéncia do problema
externo (tol, e tol,). No inicio de cada subproblema de otimizacao, os limites méveis
assumem os seus valores méximos (£0.1), se 6 = 0, ou minimos (+0.02), se § > 0. Limites
moveis mais estreitos sao preferiveis no inicio de cada subproblema de otimizac¢ao quando
o passo nao linear de projecao é aplicado, de forma a garantir maior estabilidade durante

a otimizacao.

Dados de entrada associados as fungoes de interpolagao: p = 3 para interpolacao da

rigidez (SIMP); 4, = 3 para interpolagao da tensao; d, = 5 para interpolacao do volume.

Propriedades do material e caracteristicas geométricas: modulo de elasticidade de
1MPa, espessura de 1mm, coeficiente de Poisson de 0.3, tensao limite de 16kPa e raio de
filtragem de R = 0.02m.

Dados adicionais: estimativa inicial das varidveis de projeto p(!) = 1. Os dominios
de projeto sao discretizados com elementos bilineares isoparamétricos de quatro nés
quadrados, e as tensoes sao calculadas no centroide de cada elemento finito. As topologias
sao ilustradas com uma escala de cinza tradicional, onde branco representa a fase vazia
(p = 0) e preto representa a fase sélida (p = 1), Figura 17. As tensées de von Mises sao
ilustradas com uma escala de cores: vermelho representa a tensao maxima normalizada
(2 1) e azul representa a tensao minima normalizada (= 0), Figura 18. As forgas sao
distribuidas em 0.06m, problema (L1), e 0.05m, problema (L2), para evitar concentragoes

de tensao.
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Figura 17: Escala de cores utilizada para ilustracao de topologias. Branco representa a
fase vazia (p = 0) e preto a fase sélida (p = 1) da topologia.

Fonte: producao do proprio autor.

Figura 18: Escala de cores utilizada para ilustragao de tensoes de von Mises e indices de
confiabilidade pés-processados. Nos graficos de tensao, vermelho representa
a tensdo méaxima normalizada (& 1) e azul a tensdo minima normalizada
(2 0). Nos graficos de indices de confiabilidade, vermelho representa o indice
de confiabilidade minimo e azul o maximo.

Fonte: producao do proprio autor.

Os problemas (L1) e (L.2) sao solucionados considerando quatro discretizagoes
distintas: N, = 57600 (300 x 300); 102400 (400 x 400); 160000 (500 x 500); e 230400
(600 x 600) elementos. As topologias otimizadas e respectivas tensoes equivalentes de von

Mises sao ilustradas nas Figuras 19 e 20, para os problemas (L1) e (L.2), respectivamente.

Figura 19: Topologias otimizadas e respectivas tensoes equivalentes de von Mises para
diferentes discretizagoes. Da esquerda para direita: N, = 57600 (300 x 300);
N, = 102400 (400 x 400); N, = 160000 (500 x 500); N, = 230400 (600 x 600).
Problema (L1) deterministico.
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Fonte: producao do préprio autor.

As Figuras 19 e 20 mostram que as topologias obtidas s@o independentes da malha,
no sentido em que malhas mais refinadas fornecem topologias idénticas, possuindo apenas
diferengas nas suas formas/contornos. Além disso, verifica-se que as topologias obtidas
evitam o canto de singularidade de tensao, e que as tensoes nestas regioes satisfazem o

critério de falha em tensido considerado.
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Figura 20: Topologias otimizadas e respectivas tensoes equivalentes de von Mises para
diferentes discretizagoes. Da esquerda para direita: N, = 57600 (300 x 300);
N, = 102400 (400 x 400); N, = 160000 (500 x 500); N, = 230400 (600 x 600).
Problema (L2) deterministico.
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Fonte: produgao do proprio autor.

A Tabela 1 mostra o nimero de iteracoes necessarias até a convergéncia para cada
problema de otimizacao. O nimero de iteragdes varia com o tipo de problema e nimero de
elementos utilizados na discretiza¢ao, sendo maior para o problema (L1) e, em geral, para
malhas mais refinadas. Em média, o algoritmo precisa de aproximadamente 1800 iteracoes

para obter a topologia otimizada, dados os critérios de convergéncia estabelecidos a priori.

Tabela 1: Numero de iteragoes até a convergéncia, problemas deterministicos (L1) e (L2).

Ntdmero de elementos Problema (L1) Problema (L2)

N, = 57600 1675 1308
N, = 102400 2274 1517
N, = 160000 1749 1645
N, = 230400 2292 1870

Fonte: producao do préprio autor.

O namero total de iteracoes é bastante dependente do niimero maximo de iteragoes
de cada subproblema de otimizacao, escolhido como nit,,., = 50. Pode-se reduzir o niimero
total de iteragoes reduzindo nit,,,.,, como realizado na subsecao 7.2, onde os problemas
sao solucionados para nit,,.. = 20. Nesta subsec¢ao, escolhe-se nit,,.. = 50 com o intuito
de se realizar uma comparacao justa entre as abordagens deterministica e sob incerteza.
Problemas baseados em tensao sob incerteza nas forcas aplicadas sao extremamente nao
lineares, o que exige um maior nimero de iteragoes na solucao de cada subproblema de

otimizacao para garantir a estabilidade do algoritmo. Obviamente, pode-se escolher um



85

algoritmo diferente daquele empregado nesta tese para a solu¢ao dos subproblemas de
otimizacao, subsecao 6.2, com o intuito de melhorar a convergéncia e reduzir o niimero

total de iteragoes.

A Figura 21 mostra o histérico de convergéncia da tensao de von Mises maxima

mazx
eq

resultados obtidos para as malhas mais refinadas (V. = 230400) referentes aos problemas
(L1) e (L2).

normalizada, 0% /o,, e da fracdo de volume da topologia, V/V,,.., considerando os

Figura 21: Histéricos de convergéncia associados aos resultados obtidos para as malhas
mais refinadas (N, = 230400). Problemas: (L1), esquerda; e (L2), direita.
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Fonte: produc¢ao do proprio autor.

Pode-se verificar, em um primeiro momento e apesar do diferente ntimero de
iteracoes, que os historicos de convergéncia de ambos os problemas sao parecidos, no
sentido em que os graficos apresentam o mesmo comportamento. Como um parametro
de penalizacdo pequeno, V), é empregado no inicio do procedimento de otimizacao,
as restri¢coes de tensao tém uma pequena influéncia sobre o Lagrangiano aumentado, e
consequentemente, o procedimento é dominado pela minimizagao do volume. Este fen6meno
¢é claramente observado nos graficos de volume, onde os volumes estruturais atingem uma

fragdo muito pequena (= 10%) em poucas iteragoes.

Nas primeiras iteragoes, pode-se observar grandes valores de tensao méaxima (até
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22 vezes o valor da tensao limite), tal como um comportamento oscilatério destes valores,
o que também ¢é justificado pela pequena influéncia das restricoes de tensao sobre a funcao
objetivo nestas iteragoes iniciais. Nos estagios iniciais do procedimento de otimizacao,
apos algumas atualizacoes dos multiplicadores de Lagrange e parametro de penalizagao,
o peso das restrigoes de tensao (na func¢ao objetivo) aumenta, afetando diretamente o
procedimento numérico, que comeca a ser dominado pelas tensoes. O efeito causado
pelo aumento da influéncia das restrigoes de tensao sobre o procedimento de otimizacao
¢é verificado em ambos os graficos: a tensao de von Mises maxima comeca a diminuir,

enquanto que a fracdo de volume comeca a aumentar.

Nos histéricos de tensdo maxima, pode-se verificar que, apés a fase de estabilizagao
inicial, a tensao de von Mises maxima comeca a decrescer de forma suave e estavel, sem
muitas oscilagoes. Apods a tensdo méaxima normalizada atingir um valor proximo de 1,
pode-se verificar somente um pico de tensao para cada grafico de convergéncia: proximo
a 1300 iteragoes para o problema (L1) e préximo a 1100 iteracoes para o problema (L2).
Os picos de tensao indicam que o primeiro estagio do procedimento de otimizacao esta
completo, ou seja, a solugdo do problema de otimizagao para § = 0 (filtro linear) foi obtida.
A partir deste ponto, a aproximagao suave para a funcao Heaviside é empregada para
reduzir a quantidade de material intermediario entre as fases sélida e vazia da topologia.
Como a fungao de projegao empregada é um operador de dilatagao (SIGMUND, 2007), na
primeira vez que a aproximacao Heaviside é aplicada, a topologia dilata e o seu contorno
encosta no canto reentrante do dominio de projeto, ocasionando um pequeno pico de
tensao. Como pode ser visto nos histéricos de tensao maxima, o algoritmo supera este
problema em poucas iteragoes, e a tensao maxima normalizada decresce novamente, até
atingir um valor proximo de 1. O efeito de dilatagdo também é observado nos graficos de
volume, onde o volume estrutural aumenta no momento em que os picos de tensao sao
observados. Apés esta ocorréncia, o procedimento continua até que um valor maximo de ¢

seja obtido, e que os critérios de convergéncia sejam satisfeitos.

7.1.2 Problema sob incerteza na intensidade das forcas

Esta subsecao aborda o problema baseado em tensao sob incerteza na intensidade
das forcas aplicadas. Dois problemas sao abordados: (a) problema de dominio retangular
sujeito a duas forgas incertas; (b) problema (L1) sujeito a uma forga incerta; Figura 22.
Todas as abordagens propostas na subsecao 5.1 sao utilizadas para solucionar ambos os
problemas. Os resultados obtidos sao comparados com os resultados deterministicos, onde
consideram-se as topologias obtidas para os valores médios das forcas aplicadas. Os dados
de entrada para o algoritmo de otimizacao e as propriedades do material sao os mesmos

considerados na subsec¢ao 7.1.1, a menos que especificado de outra forma.
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Figura 22: Problemas considerados na subsecao 7.1.2: (a) problema de dominio retangular
sob duas forgas incertas; (b) problema (L1) sob uma forca incerta e uma forca
deterministica; com dimensoes e condigoes de contorno.
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Fonte: producgao do proprio autor.

7.1.2.1 Problema de dominio retangular sob duas forgas incertas

O problema de dominio retangular, Figura 22 (a), é discretizado com uma malha
estruturada regular de 80000 elementos. Dados de entrada: raio do filtro R = 0.04m
e tensao de escoamento o, = 100kPa. Duas forgas sao aplicadas sobre o problema, de
intensidade incerta e direcao deterministica, uma horizontal e uma vertical. As forcas
possuem intensidade Gaussiana f ~ N(E[f],Std[f]). A forca horizontal possui média de
2N e desvio padrao de 2N, fg ~ N(2,2)N, e a forca vertical possui média de 10N e desvio
padrao de 2N, fy ~ N(10,2)N. As varidveis fy e fy sdo nao correlacionadas. As forgas
aplicadas sao distribuidas sobre um comprimento de 0.2m, para evitar concentracoes de

tensao.

Obviamente, como forcas Gaussianas sao consideradas, as abordagens mais ade-
quadas que podem ser empregadas para solucionar o problema de otimizacao sao as
abordagens probabilisticas. Entretanto, de forma a comparar as abordagens deterministica
e nao deterministicas, trés problemas distintos sao formulados, baseados em como as forgas

aplicadas sao tratadas:

e Problema deterministico, com fiy = 10N e fy = 2N (avaliam-se as forgas nos seus

valores médios);

e Problema probabilistico, considerando as for¢cas Gaussianas conforme definidas no
paragrafo anterior. Dados adicionais: o = 2, abordagem robusta probabilistica,

Equacao (5.2); fr = 2, abordagem baseada em confiabilidade, Equacao (5.12);

e Problema nao probabilistico, onde as intensidades incertas sao limitadas como:
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fv €16,14]N e fg € [-2,6]N. Os limites sao definidos considerando E[f]£2 x Std|[f]

(uma vez que se considera o = Sy = 2 no problema probabilistico).

Considerando especificamente o problema robusto nao probabilistico, solucionam-se
os problemas de anti-otimizacao com a abordagem de duas etapas descrita na subsecao
5.1.3. Para cada ponto de cdlculo de tensao: 1) avalia-se a tensao equivalente de von Mises
para 9 pontos (combinacoes de £ = [—2,2,6]"N e £7 = [6,10, 14]"N); 2) partindo do
ponto que fornece a tensao de von Mises maxima, emprega-se o minimizador local para a

obtencao da solucao do problema de anti-otimizacao.

Os resultados obtidos sdo pés-processados com SMC, para fy ~ N(2,2)N e
fv ~ N(10,2)N. Os indices de confiabilidade, f*) = —@~! (P}k)), sdao calculados para

) é obtida dividindo o ntimero de falhas

cada ponto de calculo de tensao k, onde P}k
em k pelo nimero total de realizacoes. Utilizam-se 1 x 10° realizacdes. Um indice de
confiabilidade maximo de B = —®7! (1 x 107%) = 4.75 ¢ utilizado para ilustrar os

indices de confiabilidade pds-processados.

A Figura 23 mostra as topologias, tensdes de von Mises e indices de confiabilidade
pos-processados. As tensoes de von Mises ilustradas sao as proprias medidas de tensao
definidas para cada problema: o) (p*) (deterministico); 6 (p*,Z) (robusto probabi-
listico); o(%) (ﬁ*, (Y(k))*) (baseado em confiabilidade); o() (ﬁ*, (W(k))*> (robusto nao

probabilistico).

Analisando a Figura 23, observa-se que as topologias obtidas com as abordagens
nao deterministicas sao formadas por dois membros, em vez de um tnico membro como a
topologia deterministica. Entretanto, embora as topologias ndo deterministicas sejam idén-
ticas, diferentes formas e volumes estruturais sao observados. Os indices de confiabilidade
pos-processados demonstram que as estruturas nao deterministicas sdo mais confidveis que
a deterministica, pois os seus indices de confiabilidade minimos resultaram préximos do
indice de confiabilidade alvo do problema baseado em confiabilidade, ou seja, Bnin = Or.
As probabilidades de falha maximas (associadas aos indices de confiabilidade minimos)

sao mostradas na Tabela 2.

Tabela 2: Volumes estruturais, indices de confiabilidade minimos, probabilidades de fa-
lha méximas e niimero de iteracoes até a convergéncia. Problema de dominio

retangular.
Problema V/Vinae  Bmin pper Tteragoes
Deterministico 6.38% —1.448 92.62% 942
Robusto prob. 12.94%  2.026  2.14% 1334
Baseado conf. 13.03% 2.027  2.13% 1250

Robusto nao prob. 14.63%  2.182  1.46% 1359

Fonte: produgao do proprio autor.
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Figura 23: Resultados do problema de dominio retangular: topologias (esquerda); tensoes
de von Mises (centro); indices de confiabilidade pds-processados com SMC
(direita). As tensoes ilustradas sdo as préprias medidas de tensdo adotadas
em cada problema. Os volumes estruturais, tensoes maximas e indices de
confiabilidade minimos sao mostrados abaixo de cada figura.
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Fonte: producao do proprio autor.

Pode-se observar, na Figura 23, nos graficos de tensao, que todas as estruturas estao
altamente estressadas, dadas as medidas de tensao adotadas, e que as tensoes maximas
excedem a tensdo limite em menos de 1%, indicando que todas as estruturas estdo
verdadeiramente otimizadas dados os problemas de otimizagao considerados. Em outras
palavras, nao existe espago para melhorias adicionais em relagdo ao volume estrutural, pois
uma minimizacao de volume adicional implicaria em maiores tensoes, e consequentemente,

em resultados inviaveis.

Apesar das medidas de tensao das abordagens robusta probabilistica e baseada em
confiabilidade possuirem diferentes defini¢oes, as respectivas solugdes sao quase idénticas.
Os indices de confiabilidade minimos pés-processados sao préoximos de 2 em ambos os

casos, indicando que a abordagem robusta probabilistica, neste caso, pode ser empregada
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como uma alternativa a abordagem baseada em confiabilidade. Entretanto, embora muito
similares neste caso, nada pode ser afirmado para outros problemas, especialmente quando

variaveis nao Gaussianas forem utilizadas na representagao das varidveis incertas.

A abordagem robusta nao probabilistica, por outro lado, demonstra ser mais
conservadora que as abordagens probabilisticas, uma vez que o seu indice de confiabilidade
minimo, B,,;, = 2.182, resultou ligeiramente maior que Sy = 2. Isto é justificado, uma vez
que a abordagem nao probabilistica garante viabilidade de tensao para todo o espaco de
variaveis incertas dadas todas as combinagoes de valores extremos para as forgas aplicadas.
No caso baseado em confiabilidade, por outro lado, os pontos mais extremos nao sao
considerados, pois as suas probabilidades de ocorréncia sao menores que a probabilidade
de falha admissivel. Neste caso, verifica-se que nao existe relacao direta entre abordagens

probabilisticas e nao probabilistica, pois tratam-se de abordagens distintas.

O numero de iteragoes é mostrado, para cada caso, na Tabela 2. Verifica-se que as
abordagens nao deterministicas requerem mais iteragoes até a convergéncia. Além disso, as
abordagens nao deterministicas exigem a solucao de equagoes de equilibrio adicionais, uma
para cada forga incerta, para a obtencao dos deslocamentos auxiliares e posterior calculo
das respectivas medidas de tensdo. Adicionalmente, nas abordagens acopladas, problemas
internos de otimizac¢ao sao solucionados para cada ponto de calculo de tensao, no inicio
de cada iteracao. Entretanto, como o principio de superposicao de efeitos é empregado, o
custo computacional para solucionar um dado problema interno (anélise de confiabilidade
inversa ou andlise de pior cenario) é desprezivel, uma vez que nao é necessario solucionar
as equagoes de equilibrio para cada avaliacao das tensdes de von Mises, e suas derivadas

em relacao as variaveis incertas, a cada iteragdo dos problemas internos.

Apesar de nao considerada em nossas implementacoes, o uso de computacao
paralela pode reduzir drasticamente o custo computacional associado a obtencao dos
pontos de minimo desempenho (abordagem baseada em confiabilidade) ou piores cenérios
das restrigoes de tensao (abordagem robusta nao probabilistica) no inicio de cada iteracao.
Uma vez que os problemas internos nao dependem uns dos outros, estes podem ser
solucionados de forma simultanea, de forma que o uso de computacao paralela pode ser
bastante efetivo na redugao do custo computacional total, conforme demonstrado por
Gurav, Goosen e vanKeulen (2005) no projeto de MEMS (MicroFElectroMechanical Systems)

sob varidveis incertas-mas-limitadas.

7.1.2.2 Problema (L1) sob uma forga incerta

O problema (L1) abordado nesta subsegao, Figura 22 (b), é discretizado com
N, = 57600. Duas forcas sao aplicadas sobre o problema, uma horizontal e uma vertical. A
forca vertical é deterministica, fiy = 0.3N, e a forca horizontal possui direcao deterministica

e intensidade incerta, fg ~ N(0,0.015)N. As forgas aplicadas sao distribuidas sobre um
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comprimento de 0.06m, para evitar concentragoes de tensao.

De forma a comparar as abordagens deterministica e nao deterministicas, trés

problemas distintos sao formulados, baseados em como a forca horizontal é tratada:

e Problema deterministico, com forga horizontal nula (valor médio);

e Problema probabilistico, considerando fg ~ N(0,0.015)N. Dados adicionais: o = 2,
abordagem robusta probabilistica, Equagao (5.2); Sr = 2, abordagem baseada em
confiabilidade, Equagao (5.12);

e Problema nao probabilistico, onde a intensidade incerta é limitada: fi € [—0.03,0.03]N.
Os limites sao definidos considerando E[f] &2 x Std[f] (uma vez que se considera

a = B = 2 no problema probabilistico).

Os problemas de anti-otimizagao (problema robusto nao probabilistico) sao solucio-
nados com a abordagem de duas etapas descrita na subsecao 5.1.3. Para cada ponto
de cédlculo de tensdo: 1) avalia-se a tensdo equivalente de von Mises para 3 pontos
(fl‘f[”d = [-0.03,0,0.03]"N); 2) partindo do ponto que fornece a tensao de von Mises
maxima, emprega-se o minimizador local para a obtencao da solug¢ao do problema de

anti-otimizacgao.

A Figura 24 mostra os resultados obtidos, incluindo os indices de confiabilidade
pos-processados. As topologias obtidas nos casos baseado em confiabilidade e robusto nao
probabilistico sdo iguais a topologia deterministica. A topologia obtida no caso robusto
probabilistico apresenta uma pequena diferenca local, que consiste em um pequeno furo.
Os indices de confiabilidade pdés-processados mostram que a topologia deterministica é
extremamente sensivel a forca horizontal incerta considerada. Por outro lado, verifica-se
que todas as abordagens nao deterministicas fornecem resultados confiaveis, no sentido
em que os indices de confiabilidade minimos pds-processados resultam proximos do indice

de confiabilidade alvo, ou seja, B = Or.

Ao contrario do que acontece no problema sob duas forcas incertas, subsecao 7.1.2.1,
o problema (L1) sob uma forga incerta, quando abordado com a formulag¢ao robusta nao
probabilistica, nao fornece um resultado mais conservador que as demais abordagens nao
deterministicas. As trés estruturas nao deterministicas possuem volumes estruturais e
indices de confiabilidade minimos pods-processados similares. Isto é justificado, pelo fato
de que agora uma Unica variavel incerta esta sendo considerada. Neste caso, os extremos
do intervalo sao também levados em conta na abordagem probabilistica, uma vez que
a probabilidade de ocorréncia destes pontos coincide com a probabilidade associada ao

indice de confiabilidade alvo, SBr.

E interessante observar, neste caso, que os indices de confiabilidade alvo pos-

processados sao criticos (ou seja, proximos de [,,:,) em poucos pontos, diferente do que
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Figura 24: Resultados do problema (L1) sob uma forca incerta: topologias (esquerda);
tensoes de von Mises (centro); indices de confiabilidade pés-processados com
SMC (direita). As tensoes ilustradas sdo as préprias medidas de tensdo adotadas
em cada problema.
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acontece no problema de dominio retangular, Figura 23, onde os indices pds-processados
sao criticos em quase toda a estrutura. Deve-se salientar que o problema de dominio
retangular é bastante simples, de um ponto de vista de projeto, o que facilita a obtencao de
estruturas quase totalmente estressadas. Problemas baseados em tensdao com dominio em
forma de L sao mais desafiadores, de um ponto de vista de projeto, exigindo uma estrutura
mais complexa, com menos pontos sob a tensao maxima, o que implica em graficos de

pos-processamento com menos pontos criticos.

A Tabela 3 mostra a probabilidade de falha maxima, associada ao indice de
confiabilidade minimo poés-processado por SMC, e o nimero de iteragoes até a convergéncia,

para cada problema de otimizagao solucionado nesta subsecao.

Tabela 3: Volumes estruturais, indices de confiabilidade minimos, probabilidades de falha
méximas e nimero de iteragoes até a convergéncia. Problema (L1) sob uma
forca incerta.

Problema V/Vinae  Bmin  Pf" Tteragdes
Deterministico 34.18% 0.114 45.47% 1675
Robusto prob. 42.74% 2.078 1.89% 1848
Baseado conf. 43.02% 2.065 1.94% 1913

Robusto nao prob. 42.56% 2.096 1.80% 2145

Fonte: producao do proprio autor.

Comparando o nimero de iteragoes nas Tabelas 2 e 3, verifica-se que o problema
(L1) exige um maior nimero de iteragoes até a convergéncia. Isto é justificdvel, uma vez
que problemas baseados em tensao em forma de L. sdo mais desafiadores, de um ponto
de vista de projeto estrutural. A Tabela 3 mostra que as abordagens nao deterministicas
sao mais custosas que a abordagem deterministica, em concordancia com os resultados da

subsecao anterior, mostrados na Tabela 2.

7.1.3 Problema sob incerteza na direcao das forcas

Esta subse¢ao aborda o problema baseado em tensao sob incerteza na direcao das
forcas aplicadas. As trés formulacoes apresentadas na subsecao 5.1 podem ser utilizadas
neste caso; no entanto, como a direcao é, por natureza, uma grandeza limitada, recomenda-
se a solucao destes problemas com a abordagem robusta nao probabilistica, Equacao

(5.18).

Nesta subsecao, os problemas (L1) e (L2) sao solucionados considerando uma forga
de intensidade deterministica e direcao incerta. Considera-se que a forga pode ter qualquer
inclinagao, com 6 € [0, 27| rad. O problema é solucionado com a abordagem robusta nao
probabilistica e o resultado é comparado com a solugao deterministica para varios casos
de carga. Os mesmos dados de entrada definidos na subse¢ao 7.1.1 sao aqui considerados.

Uma malha com 57600 elementos é utilizada para discretizar o dominio de projeto.
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Ambos os problemas, (L1) e (L2), sdo solucionados considerando quatro cenarios

de carregamentos distintos, conforme ilustrado nas Figuras 25 e 26:

1. Uma forga deterministica vertical;

2. Quatro casos de carga deterministicos (ndo aplicados simultaneamente), defasados

em /2 rad;

3. Oito casos de carga deterministicos (nao aplicados simultaneamente), defasados em

7/4 rad;

4. A direcao da forca é considerada desconhecida, e a anti-otimizacao é utilizada,

considerando 6 € [0, 27| rad.

As topologias otimizadas para quatro e oito casos de carga sao obtidas considerando
a formulacdo com restri¢do de tensao sob vérios casos de carga (FANCELLO; PEREIRA,
2003), onde as restrigoes de tensao sao satisfeitas para cada forga separadamente. Conse-
quentemente, estes problemas sao solucionados para 230400 e 460800 restri¢oes de tensao,

respectivamente (57600 restrigdes de tensao para cada caso de carga).

Os problemas de anti-otimizagao sdo solucionados com a abordagem de duas etapas
descrita na subsegao 5.1.3. Para cada ponto de calculo de tensao: 1) avalia-se a tensao equiva-
lente de von Mises para 10 angulos igualmente espagados: 8y,.;q4 = [7/5,27/5, ..., 97 /5, 27]"
rad; 2) partindo da dire¢do que fornece a tensdo de von Mises maxima, emprega-se o

minimizador local para a obtencao da solugao do problema de anti-otimizacao.

Todas as solugbes sdo pds-processadas considerando 6 € [0, 27] rad, de forma a
verificar as tensoes de von Mises maximas para todas as direcoes possiveis que a forca
pode assumir. Os graficos de pds-processamento também sao ilustrados nas Figuras 25 e

26; estes sdo obtidos considerando 1 x 10* dngulos igualmente espacados entre 0 e 27 rad.

Analisando as topologias e as tensoes de von Mises maximas pés-processadas, nas

Figuras 25 e 26, verifica-se que a tensao de von Mises maxima normalizada de cada grafico,

max
eq

com anti-otimizagao. Por outro lado, verifica-se que o volume estrutural também aumenta

max (a / ay), diminui com o aumento de casos de carga, até o caso limite de otimizagao
com o aumento de casos de carga. Isto faz sentido, de um ponto de vista de engenharia
estrutural, uma vez que mais material é necessario para garantir a viabilidade em tensao

para um maior nimero de casos de carga.

As topologias obtidas para um tnico caso de carga, em ambos os problemas (L1) e
(L2), nao possuem material entre os membros verticais, ao contrario das outras topologias.
As topologias para quatro e oito casos de carga, em ambos os problemas (L1) e (L2), sdo
as mesmas, apresentando um tunico membro entre os membros verticais, tendo diferencas

somente em suas formas. A solugao robusta, no caso (L1), apresenta dois membros cruzados
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Figura 25: Topologias otimizadas obtidas como solugao do problema (L1) considerando,
da direita para a esquerda, otimizacao com: 1 for¢a deterministica; 4 casos de
forga deterministicos; 8 casos de forga deterministicos; anti-otimizagao com
6 € [0, 2] rad.
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Fonte: Silva, Cardoso e Beck (2018).

entre os verticais, enquanto que a solugao robusta no caso (L2) apresenta um tinico membro,

como os resultados para quatro e oito casos de carga.

Estes resultados demonstram como as solugoes deterministicas sao instaveis e
dependentes dos parametros utilizados na otimizacao. Mesmo quando varios casos de carga
sdo considerados (até oito casos de carga, nestes exemplos), a viabilidade em tensao s6 é
garantida para as dire¢oes das forgas consideradas durante a otimizac¢ao, como pode ser
claramente verificado, nas Figuras 25 e 26, para quatro casos de carga, onde as restri¢oes
de tensao sao satisfeitas para 6 = 0.0, 0.57, 1.0m e 1.57 rad. Qualquer perturbacao na
direcao dos casos de carga poderia causar a falha da estrutura, conforme demonstrado no
pés-processamento. As tinicas topologias que se mostram verdadeiramente robustas sao
as solucgoes dos problemas de otimizacao com anti-otimizacao, onde as tensdes maximas
pés-processadas resultaram em 1.004, problema (L1), e 1.009, problema (L2), excedendo
a tensao limite em 0.4% e 0.9%, respectivamente, ou seja, respeitando a tolerancia de

tol, = 1% considerada na solucao dos problemas de otimizacao.

Além disso, a solucao dos problemas deterministicos considerando varios casos de
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Figura 26: Topologias otimizadas obtidas como solugao do problema (L2) considerando,
da direita para a esquerda, otimizacao com: 1 for¢a deterministica; 4 casos de
forga deterministicos; 8 casos de for¢a deterministicos; anti-otimizagao com

6 € [0, 27] rad.
N N N N
V/Var = 36.88% V/Vnax= 38.98% V/V = 42.41% V/V pax = 49.70%
max(og, /o,) = 5.448 max (o, /a,) = 1.387 max (o, /o,) = 1.081 max (o, /a,) = 1.009
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Fonte: Silva, Cardoso e Beck (2018).

carga é bastante dificil, devido a necessidade de ajustar o pardmetro de penalizagdo associ-
ado ao método do Lagrangiano aumentado. Neste trabalho, o parametro de penalizacao
r e o seu valor maximo r,,,, sao divididos pelo niimero de casos de carga, de forma a

garantir subproblemas de otimizacao bem condicionados.

A Tabela 4 mostra o niimero total de itera¢oes necessarias para convergéncia, para
os problemas (L1) e (L2). Verifica-se que o niimero total de iteragoes para os problemas
robustos é quase duas vezes o nimero de iteragoes para os problemas deterministicos,
considerando um caso de carga. Este nimero de iteragoes adicionais é justificado, pois
um problema muito mais desafiador é abordado neste caso, onde cada restricao de tensao

deve ser satisfeita para a pior direcao, dado um intervalo continuo de direcoes.

Em relagao ao custo computacional total, os problemas robustos sao certamente mais
custosos que o problema deterministico tradicional, devido a necessidade de solucionar
equagoes de equilibrio adicionais e problemas de anti-otimizacao a cada iteragao do
problema de otimizac¢ao. Entretanto, conforme discutido previamente na subsecao 7.1.2.1,

o uso da superposicao de efeitos e computacao paralela pode ser feito de forma reduzir o
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Tabela 4: Nuimero de iteragoes até a convergéncia, problemas deterministicos e robustos

(L1) e (L2).
Casos de carga Problema (L1) Problema (L2)
1 1675 1308
4 2479 2832
8 3153 3731
Robusto 2583 2595

Fonte: adaptado de Silva, Cardoso e Beck (2018).

custo computacional total.

7.2 Problema com restricao de tensao sob incerteza de manufatura

De forma a demonstrar a aplicabilidade da formulagao proposta, Equacao (5.20),
o problema (L2) é solucionado, nesta subse¢ao, conforme Figura 27. A diferenga entre o
problema ilustrado na Figura 27 e aquele ilustrado na Figura 16 consiste em uma extensao
do dominio de filtragem, de largura igual ao raio do filtro, preenchida com elementos
vazios. A extensao do dominio de filtragem é apresentada por Clausen e Andreassen (2017)
como uma técnica para reduzir possiveis efeitos de contorno do dominio de projeto sobre a

topologia otimizada, que podem ocorrer devido a aplicacao do filtro de densidades.

Figura 27: Problema (L2) considerado nesta subse¢ao. Dimensoes em metro e forga em
Newton.

0.4

0.4

Fonte: Silva, Beck e Sigmund (2019).

Utilizam-se os mesmos dados de entrada definidos na subsegao 7.1.1, com excegao
dos parametros definidos neste pardgrafo: v = 0.003 e rqe = 3000, associados ao
método do Lagrangiano aumentado; nit,,., = 20 como nimero méaximo de iteragoes de
cada subproblema de otimizacao; utilizam-se a funcao de interpolacao de tensao f:, com

e = 0.2, e a fungado de projegao parametrizada, Equagao (2.11), com 6,00 = i /2, de
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forma a permitir uma fina camada de material intermediario entre as fases sélida e vazia
da topologia, com o intuito de garantir acuracia no calculo das tensdes apds variagao

uniforme de contorno.

Discretiza-se o dominio de projeto com uma malha de 400 x 400 elementos (N, =
102400). Com a Equagao (5.27), calcula-se &, = 2 X R/l. = 2 x 0.02/(1/400) = 16.
Utiliza-se uma abordagem de continuacao de trés passos para a atualizacao do parametro
de projecao ¢, até o seu valor maximo de 6,40 = Opm/2 = 8, como: M =1,6®0 =4¢

5B =8,

Neste exemplo, as topologias dilatada, intermediéria e erodida sao avaliadas para
nqg = 0.25, n; = 0.5 e n, = 0.75, respectivamente. A solu¢ao otimizada é obtida em 1222
iteracoes. A Figura 28 mostra os trés campos otimizados de densidades relativas e as

respectivas tensoes equivalentes de von Mises.

Figura 28: Topologias e respectivas tensoes equivalentes de von Mises para estruturas
otimizadas erodida (esquerda), intermediaria (centro) e dilatada (direita).

Projeto erodido Projeto intermediario Projeto dilatado

Vv,

max

VIV, .= 35.70% VIV, .= 39.74%

ag';ﬁ/ay =0.993 l

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).
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Analisando a Figura 28, verifica-se que as topologias erodida, intermedidria e
dilatada sdo quase as mesmas. A unica diferenca entre elas estd na topologia erodida, que
apresenta um pequeno furo. A Figura 28 também mostra que as trés estruturas satisfazem
o critério de falha em tensao em todos os pontos onde a tensao de von Mises é calculada,

considerando a tolerancia estabelecida de tol, = 1% em relacdo a tensao limite. Conforme



99

esperado, a estrutura erodida é um sistema muito estressado, enquanto a estrutura dilatada
apresenta menos pontos sob a tensao maxima. E interessante observar que existe uma
tendéncia para evitar o canto vivo do dominio de projeto, em cada um dos trés campos
de densidades relativas. A influéncia do pequeno furo sobre a distribuicao de tensao da
topologia erodida é verificada posteriormente, durante o pds-processamento com malhas

alinhadas ao corpo.

Apesar das estruturas erodida, intermediaria e dilatada respeitarem as restri¢oes
de tensao, a avaliacao das tensoes de von Mises para valores de 7 entre 7, e 7. é necessaria,
para verificar se a estrutura intermediaria é verdadeiramente robusta em relagao a variagoes
uniformes de contorno. Além disso, deve-se efetuar um pds-processamento com malhas
alinhadas ao corpo, para verificar se as tensoes obtidas com o modelo baseado em pixel
(aqui baseado em pixel, por ser um estudo bidimensional) coincidem com as tensoes obtidas

através do modelo ajustado ao corpo (topologia suave subjacente).

Consequentemente, dois esquemas de pds-processamento sao empregados e posteri-
ormente comparados: 1) esquema de pés-processamento baseado em pixel; 2) esquema de

pos-processamento ajustado ao corpo.

O primeiro e mais simples procedimento de pds-processamento aqui empregado
é o esquema baseado em pixel. Para n € [0.0,0.8], considerando passos incrementais de
0.001, aplica-se a funcao de projecao parametrizada, para § = 8 (valor maximo considerado
durante a otimizagao), sobre as varidveis filtradas otimizadas, p*, e calcula-se a maxima
tensdo equivalente de von Mises. Este procedimento fornece um grafico n x op,** /o, que é
posteriormente analisado junto aos resultados do esquema de pods-processamento ajustado
ao corpo. O intervalo n € [0.0,0.8] é intencionalmente investigado, pois ele contém os
valores limites de ngy = 0.25 e n. = 0.75, empregados durante a otimizacao. Valores de n
maiores que 0.8 nao sao utilizados no pds-processamento, pois estruturas cada vez mais
finas sao obtidas com o aumento do valor de 7, levando a estruturas desconectadas e valores
extremamente altos de tensao, escondendo completamente as menores contribuigoes de

tensao no grafico.

O segundo procedimento de pds-processamento, o esquema ajustado ao corpo,
também ¢é realizado para n € [0.0,0.8]. Entretanto, como uma malha néo estruturada
especifica é necessaria para cada pequena variagdo de forma/topologia, um menor niimero
de valores de 7 ¢é considerado. Este estudo é entao realizado para dezesseis valores de 7, de

n = 0.05 até n = 0.8, considerando passos incrementais de 0.05.

O seguinte procedimento é adotado, de forma a obter estruturas suaves das topo-
logias baseadas em pixel, e posteriormente obter malhas nao estruturadas ajustadas aos

corpos destas estruturas:

1. Uma simples média nodal é efetuada sobre o campo otimizado de densidades filtradas,
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incluindo os elementos vazios presentes nas areas de extensao do filtro de densidades;

2. Para um dado valor de 7, a topologia suave subjacente ¢ diretamente obtida das

suas curvas de nivel, extraidas diretamente da média nodal do campo de densidades

filtradas;

3. Uma malha refinada nao estruturada, com elementos de segunda ordem triangulares
de seis nos, é gerada sobre as curvas de nivel previamente obtidas, utilizando-se o

software Gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009).

O procedimento ¢ ilustrado na Figura 29.

Figura 29: Procedimento empregado para extracao de contorno suave das topologias
otimizadas.
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

Apods a etapa de geracdo de malha, as tensoes equivalentes de von Mises sao
avaliadas no centroide de cada elemento triangular. O niimero de elementos em cada malha

varia, sendo em média 78000.

A Figura 30 mostra os resultados obtidos para os dois procedimentos de pds-

processamento empregados.
Analisando a Figura 30, pode-se verificar variacdo de tensao suave entre 7; = 0.25

e 1. = 0.75, considerando ambos os modelos baseado em pixel e ajustado ao corpo.

Considerando o modelo baseado em pixel (linha sélida), observa-se que o valor da tensao
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Figura 30: Tensoes de von Mises maximas pos-processadas. Resultados referentes as es-
truturas erodida, intermedidria e dilatada, considerando o modelo ajustado ao
corpo, sao indicados por circulos.

2.41 —— Baseado em pixel
2.4 % x x x Ajustado ao corpo

1 X)X X x x (%) x x X _

0.8 T T T ¥ T T T T
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8
n

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

méxima normalizada é préximo de 1 no intervalo entre 7y = 0.25 e 7, = 0.75. E também
importante observar que, apesar de diferentes, as respostas obtidas com a abordagem
ajustada ao corpo, entre 7y = 0.25 e n, = 0.75, sdo proximas das respostas obtidas
com a abordagem baseada em pixel, excedendo a restricao de tensdo em apenas 5%.
Consequentemente, verifica-se que a abordagem proposta, Equacao (5.20), é adequada
para obtencao de estruturas realmente robustas a variagoes uniformes de contorno, quando
valores apropriados de 0,4, (projegdo parametrizada) e e (interpolagdo de tensao) sdao

escolhidos.

Na estrutura erodida, Figura 28 (esquerda), existe um pequeno furo, indicando
uma diferencga local entre as topologias erodida e intermediaria. Como esperado, este
pequeno furo também estd presente nas curvas de nivel associadas a topologia erodida
(n = 0.75), Figura 31 (a) e consequentemente, no modelo de elementos finitos ajustado ao
corpo, Figura 31 (c). De forma a verificar a influéncia desta diferenga sobre a tensao de
von Mises maxima, o mesmo procedimento de pds-processamento com malha ajustada ao
corpo é realizado desconsiderando o pequeno furo, Figura 31 (b), onde uma tensao maxima
de 1.026 é obtida, Figura 31 (d), ou seja, nao existe diferenga entre as tensdes méaximas
no projeto erodido com ou sem o pequeno furo. Consequentemente, neste exemplo, esta
diferenca entre as topologias erodida e intermediaria nao influencia na robustez do projeto

intermediario.

Fora do limite de 1 considerado na otimizagao, ou seja, para n < 0.25 e n > 0.75,
diferentes comportamentos sdo observados. Nestes casos, o modelo é muito grosso (levando

a estruturas com um canto vivo de singularidade de tensao) ou muito fino. Entretanto,
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Figura 31: Curvas de nivel, estrutura erodida: (a) considerando o furo; (b) desconsiderando
o furo; e respectivas tensoes equivalentes de von Mises resultantes de modelos
ajustados ao corpo: (c) e (d).

Curvas de nivel para # =0.75
Curvas de nivel para # = 0.75
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l o2 /5, = 1.026 o /o, = 1.026
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

ambos os casos estao fora do escopo da otimizacdo e nao alteram a acuracia dos resultados
obtidos.

Apesar de boa concordancia ser observada entre as tensoes de von Mises maximas,
para 1 € [0.25,0.75], é também interessante observar a similaridade das distribuigdes
de tensao resultantes das andlises baseadas em pixel e ajustadas ao corpo. A Figura
32 mostra as distribuicoes de tensao de von Mises obtidas com os modelos baseado em
pixel e ajustado ao corpo, para n = 0.5. Apesar das tensoes maximas serem ligeiramente
diferentes, as distribuicoes de tensao sao bastante similares, devido a utilizacao bem
sucedida do parametro limite de projecao, d;;,,, associada a escolha razoavel do pardmetro

de interpolacao de tensao.

Note que a distribuicao de tensao baseada em pixel tem um contorno de transi¢ao

entre as fases sélida e vazia, ou seja, existe uma transicao de tensao suave das tensoes
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Figura 32: Tensoes equivalentes de von Mises obtidas para os modelos baseado em pixel
(esquerda) e ajustado ao corpo (direita), para n = 0.5.

Baseado em pixel Ajustado ao corpo

ag"fway =0.993 agZ]"x/O'y =1.030
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

finitas, presentes na fase sélida, para as tensoes nulas, presentes na fase vazia. Este
fenémeno, que também é observado nas estruturas erodida e dilatada, Figura 28, ¢ uma
consequéncia direta da utilizacdo de uma fina camada de material de transicao entre
as fases sélida e vazia da topologia. Apesar destas tensoes de transicao nao possuirem
significado fisico, pode-se verificar que elas nao afetam a qualidade da distribuicao de
tensao, uma vez que as tensoes dos modelos baseado em pixel e ajustado ao corpo sao
bastante similares, com excecao do fato do modelo ajustado ao corpo nao possuir tais
efeitos de transicdo de contorno, Figura 32. Além disso, as camadas de transiciao entre as
fases solida e vazia, no modelo baseado em pixel, podem ser propriamente reduzidas com
refino da malha, o que reduziria o tamanho dos elementos e, consequentemente, aumentaria
o valor de d;,,. Maiores valores de ¢;;,, permitiriam a utilizacdo de maiores valores de
Omaz N& projecao parametrizada, sem os efeitos indesejados de oscilacao de tensao devido
a variagoes uniformes de contorno; assim mantendo uma resposta de tensao suave para
menores larguras de transicao de material intermediario, considerando as distribuigoes de

tensao dos modelos baseados em pixel.

Também ¢ notavel, embora nao seja inesperado neste exemplo, que a otimizacao
resulte em uma estrutura que mantém tensao de von Mises méxima constante apds variagoes
uniformes de contorno; consequentemente fornecendo um projeto verdadeiramente robusto
em relacao a tensao maxima. Neste aspecto, o projeto baseado em tensao é bastante
diferente do projeto baseado em flexibilidade. Conforme demonstrado em Sigmund (2009),
a estrutura erodida é sempre a mais critica no projeto baseado em flexibilidade. O projeto
baseado em tensao, por outro lado, apresenta um comportamento bastante diferente, onde
as restrigoes de tensao estao ativas em todo o intervalo de n considerado na otimizacao,

indicando que todas as estruturas para 7 entre 7y e 1, sdo criticas.

-

E importante enfatizar que o resultado obtido com esta formulacao, Equacao
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(5.20), se mostrou robusto em relagdo a incerteza uniforme de manufatura somente. Caso
variagoes nao uniformes de contorno ocorram, nada pode ser afirmado sobre o desempenho

da estrutura obtida.

7.2.1 Influéncia do tamanho da malha

De forma a verificar a influéncia do tamanho da malha sobre a qualidade da solugao
robusta, o problema (L2), Figura 27, é solucionado com uma malha mais grosseira, com
25600 elementos (grade de 200 x 200 elementos). O problema é solucionado para ., = 8,

que coincide com o valor de d;;,,, neste caso. A solugao otimizada é obtida em 911 iteragoes.

A Figura 33 mostra as topologias intermedidrias, para malhas grosseira (N, =
25600) e refinada (N, = 102400). Detalhes dos cantos reentrantes sao mostrados, onde
as densidades filtradas sao ilustradas junto as curvas de nivel suaves, utilizadas no pés-

processamento com malhas ajustadas ao corpo.

Figura 33: Topologias intermediarias (robustas) e detalhes dos cantos reentrantes com
densidades filtradas e curvas de nivel consideradas no pds-processamento, para
N, = 25600 (esquerda) e N, = 102400 (direita).

200 x 200 400 x 400

V/Viax=39.74%

V/Viax=39.03%

Topologias intermediarias

Densidades filtradas + curvas de nivel
Detalhes dos cantos reentrantes

0.37 x 0.37 RS
0.37 0.38 0.39 0.40 0.41 0.42 0.43 0.37 0.38 0.39 0.40 0.41 0.42 0.43

Ty Ty

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

Apesar de topologias idénticas serem obtidas apds a otimizacao, pequenas diferencas

em suas formas sdo observadas. Analisando as curvas de nivel sobre as densidades filtradas,
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verificam-se duas diferencas entre as solu¢oes para malhas grosseira e refinada: 1) as curvas
de nivel referentes a solugdo com malha refinada sdo mais suaves; e 2) a curva de nivel
para n = 0.25 (projeto dilatado), considerando a malha grosseira, possui um pequeno

canto reentrante.

Apesar destas diferengas, a solugdo otimizada com malha grosseira também apre-
senta bons resultados de pds-processamento, dentro do intervalo 7 € [0.25,0.75], conforme
ilustrado na Figura 34, com excecao do resultado para n = 0.25 obtido com o modelo

ajustado ao corpo, que apresenta um canto reentrante.

Figura 34: Tensoes de von Mises maximas pos-processadas, para N, = 25600. Resultados
referentes as estruturas erodida, intermedidria e dilatada, considerando o modelo
ajustado ao corpo, sao indicados por circulos.

2.4 —— DBaseado em pixel
294 X x x x Ajustado ao corpo
X
2<

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8
n

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

As tensoes de von Mises maximas, do modelo baseado em pixel, oscilam com a
variacao do valor de 7, de 0.25 até 0.75. Este comportamento oscilatorio é justificado,
pois para a malha mais grosseira, o valor de 9,,.,, utilizado na projecao parametrizada,
coincide com o valor de dy,. Conforme mostrado na Figura 14, para ¢ = 0.2 € § = djpn,
pequenas oscilagoes de tensao podem ocorrer, independente da discretizacao. Apesar destas
oscilagoes, verifica-se que a magnitude da tensdo maxima nao excede largamente o valor da
tensdo limite normalizada, de 1. Dentro do intervalo n € [0.25,0.75], as tensoes associadas

ao modelo baseado em pixel excedem a restricao de tensido em apenas 4.7%.

Analisando as tensbes maximas provenientes dos modelos ajustados ao corpo,
maiores diferencas sao observadas. Conforme ilustrado na Figura 33, para N, = 25600, a
curva de nivel obtida para n = 0.25 apresenta um pequeno canto reentrante. Neste caso,
as respostas obtidas tanto com o modelo baseado em pixel quanto com o modelo ajustado
a0 corpo sao questionaveis, pois nao se pode garantir convergéncia de tensao com refino de

malha em tal situacao, devido a presenca de canto de singularidade de tensao no modelo
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fisico.

Para n > 0.25, as curvas de nivel apresentam comportamento muito mais suave na
regiao do canto reentrante, permitindo melhores comparacoes entre ambos os modelos.
Dentro do intervalo n € [0.3,0.75], as tensoes provenientes dos modelos ajustados ao corpo

excedem a restricao de tensao em até 12.2%.

Analisando estes resultados, verifica-se que apesar de boa resposta em tensao ser
obtida com uma malha mais grosseira, uma malha mais refinada é desejavel para melhor
descrever a resposta em tensao das estruturas suaves subjacentes. Na Figura 33, topologias
idénticas sdo observadas; no entanto, pequenas diferengas na forma das estruturas suaves
subjacentes parecem ser cruciais quando o objetivo é obter uma boa resposta em tensao.
Além disso, uma malha mais refinada parece melhor representar o efeito de singularidade
de tensao do canto reentrante, como pode ser visto na Figura 33, onde a curva de nivel para
1n = 0.25 encosta no canto reentrante para a malha mais grosseira, mas é absolutamente

suave para a malha mais refinada.

7.2.2 Resultados numéricos complementares

De forma a complementar a secao de resultados, dois problemas adicionais sao
solucionados. Os resultados obtidos sdo pés-processados com modelos ajustados ao corpo,
utilizando o mesmo esquema de pds-processamento apresentado anteriormente. Os dados
de entrada para o algoritmo de otimizagao e as propriedades do material sao os mesmos

considerados na subsecao 7.2, a menos que especificado de outra forma.

7.2.2.1 Problema de dominio com furo circular

O problema de dominio com furo circular aqui abordado (AMSTUTZ; NOVOTNY,
2010; PEREIRA; FANCELLO; BARCELLOS, 2004), Figura 35, é discretizado com uma
malha distorcida contendo 52608 elementos bilineares isoparamétricos de quatro nés. O
problema ¢ solucionado considerando as condigoes de simetria, seguindo Pereira, Fancello
e Barcellos (2004). A forga vertical é distribuida sobre a parte superior do furo circular
(z3 > 0) de acordo com a fungao f(z1) = —z% + 1.5%, onde (z1,72) = (0,0) é o centroide

do furo.

Dados de entrada: raio do filtro R = 0.5 e tensdo de escoamento o, = 5 x 103.
Os valores de n (projecao parametrizada) sao escolhidos como 7y = 0.4, n; = 0.5 e
ne = 0.6. Neste exemplo, como uma malha nao regular é utilizada para discretizar o
dominio de projeto, o valor de d;, é calculado para o maior elemento da malha, como
dim = 2 X R/l. = 2 x 0.5/0.065 = 15.4. O valor de § é atualizado considerando uma
abordagem de trés passos, até o valor maximo de 8,qz, como: 60 =1, §) =4 e §) =8,

com Opar = O1im/2. A solugao otimizada é obtida em 515 iteragoes.
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Figura 35: Problema de dominio com furo circular.
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).
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A Figura 36 mostra as topologias erodida, intermedidria e dilatada obtidas como
resposta do problema de otimizacao, tal como as suas respectivas curvas de nivel, tensoes
baseadas em pixel e tensoes ajustadas ao corpo. A Figura 37 mostra os graficos de pos-
processamento, onde as tensoes equivalentes de von Mises méximas sao calculadas para os
modelos baseados em pixel e ajustados ao corpo, dentro do intervalo n € [0.4,0.6], ou seja,

o intervalo considerado na otimizacao topologica.

Analisando a Figura 36, observa-se que as topologias erodida, intermediaria e
dilatada sao iguais. Em relagao as distribuicoes de tensao, apesar da estrutura erodida ser
a mais solicitada, verifica-se que as estruturas intermediaria e dilatada também apresentam

areas altamente solicitadas, perto da regiao onde a forca distribuida termina.

As tensoes baseadas em pixel e ajustadas ao corpo, Figura 36, mostram uma
regiao com baixas tensoes de von Mises proxima do contorno onde a forca distribuida
¢é aplicada. As tensoes de von Mises sdo pequenas nestes pontos, pois estes sdo pontos
de transicdo onde a tensao passa de compressao para tragao. Estes resultados podem
ser utilizados para tragar alguns paralelos com o trabalho de Amstutz e Novotny (2010),
onde a solugao deste mesmo problema apresenta pequenos furos nestas regioes, indicando
que o volume estrutural pode ser ainda mais minimizado ao remover material destas
regides pouco estressadas; entretanto ao custo de se obter estruturas sensiveis a variagoes
uniformes de manufatura. As solugoes otimizadas ilustradas na Figura 36 ndo apresentam
os pequenos furos na regiao onde a forca é aplicada, pois a formulagao robusta de trés
campos ¢ empregada para solucionar o problema. Conforme apresentado em Wang, Lazarov
e Sigmund (2011), a formulagdo robusta garante uma escala de comprimento minimo tanto
na fase solida quanto na fase vazia da topologia. Neste exemplo, o aparecimento destes

pequenos furos é suprimido pelo uso de um grande raio de filtragem.

O grafico de pés-processamento, Figura 37, indica que uma estrutura verdadeira-
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Figura 36: Topologias (esquerda) e respectivas curvas de nivel (direita). Tensoes obtidas
com modelos baseados em pixel (esquerda) e ajustados ao corpo (direita).
Problema de dominio com furo circular.

Projeto erodido Projeto intermediario Projeto dilatado

V/Vnax=29.56% V/Vnax=34.03% V/Viax = 38.28%

Topologias
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1.010 0.944 0.941 0.965 0.971 0.976
N N N
) ) \
\ ‘A |
- ‘

Tensoes de von Mises

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

mente robusta é obtida, pois todos os projetos dentro do intervalo n € [0.4,0.6] apresentam
uma tensao de von Mises maxima que satisfaz a restricdo de tensao considerando a tole-
rancia prescrita de tol, = 1%, tanto para os modelos baseados em pixel quanto para os
modelos ajustados ao corpo. Além disso, a tensao de von Mises maxima apresenta um

comportamento suave para 1 € [0.4,0.6].

7.2.2.2 Problema de dominio com corte triangular

O problema de dominio com corte triangular (LE et al., 2010; LIAN et al., 2017),
Figura 38, ¢ discretizado com uma malha regular com 125538 elementos, correspondente

a uma grade de 600 x 300 elementos, desconsiderando os elementos que possuirem nés
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Figura 37: Tensoes de von Mises maximas pds-processadas, problema de dominio com furo
circular. Resultados referentes as estruturas erodida, intermediaria e dilatada,
considerando o modelo ajustado ao corpo, sao indicados por circulos.

2.41 —— Baseado em pixel
2.1 x x x Ajustado ao corpo

1<®u“vvvyyyx@xv"“"77x/x6(>

04 045 05 055 0.6
n

Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

dentro da regidao do corte triangular, os quais sao removidos da malha.

Figura 38: Problema de dominio com corte triangular.

Fonte: Silva, Beck e Sigmund (2019).

Dados de entrada: raio do filtro R = 0.016, com extensao de dominio de filtragem
conforme ilustrado na Figura 38, e tensdo de escoamento o, = 16 x 10%. Os valores de
n sao escolhidos como 7y = 0.25, n; = 0.5 e n. = 0.75. Neste exemplo, §,, = 2 X R/l, =
2 x 0.016/(1.2/600) = 16. O valor de ¢ ¢é atualizado considerando uma abordagem de trés
passos, até o valor maximo de d,,qz, como: 0 =1, 6 =4 ¢ 6®) = 8, com dpaz = Opim /2. A
forga aplicada, de 0.3, ¢ distribuida sobre o comprimento de 0.08, para evitar concentragoes

de tensao. As tensoes de von Mises proximas as regioes de apoio nao sao consideradas
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durante as etapas de otimizacao e pés-processamento. A solucao otimizada é obtida em

897 iteragoes.

A Figura 39 mostra as topologias erodida, intermediaria e dilatada obtidas como
resposta do problema de otimizacao, tal como as suas respectivas curvas de nivel, tensoes
baseadas em pixel e tensoes ajustadas ao corpo. Os graficos de pds-processamento sao

mostrados na Figura 40, dentro do intervalo n € [0.25,0.75].

Figura 39: Topologias (linha 1), respectivas curvas de nivel (linha 2), tensoes obtidas com
modelos baseados em pixel (linha 3) e ajustados ao corpo (linha 4). Problema
de dominio com corte triangular.
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

Analisando a Figura 39, verifica-se que as topologias erodida, intermediaria e dila-
tada sao as mesmas. Todas as estruturas evitaram adequadamente o canto de singularidade
de tensao proveniente do corte triangular, no sentido em que as tensoes de von Mises
satisfazem localmente a restricdo de tensao nestas regides. Apesar da estrutura erodida
ser a mais solicitada, ambas as estruturas intermediaria e dilatada apresentam regioes
altamente solicitadas, perto do canto reentrante no dominio de projeto e perto da forga
distribuida aplicada. Além disso, verifica-se que as tensoes ajustadas ao corpo estao em

concordancia com as tensoes baseadas em pixel.
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Figura 40: Tensoes de von Mises méaximas pos-processadas, problema de dominio com
corte triangular. Resultados referentes as estruturas erodida, intermediaria e
dilatada, considerando o modelo ajustado ao corpo, sao indicados por circulos.
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Fonte: adaptado de Silva, Beck e Sigmund (2019).

O grafico de pos-processamento, Figura 40, mostra que a tensao de von Mises
maxima possui um comportamento suave em todo o intervalo n € [0.25,0.75]. As tensoes
provenientes do modelo baseado em pixel excedem a restricao de tensao em, no maximo,
1.3%, enquanto que este valor é de 4.8% para o modelo ajustado ao corpo, indicando que

a solucao obtida é verdadeiramente robusta em relagao a variagoes uniformes de contorno.
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8 CONCLUSOES

Este trabalho aborda o problema de otimizacao topoldgica de estruturas continuas
com restricao de tensao sob incertezas. Especificamente, quatro formulagdes foram propos-
tas para lidar com incertezas no problema de minimizac¢ao de volume com restri¢ao de
tensdo. Trés delas para lidar com incertezas na intensidade e diregao das forgas aplicadas: 1)
formulagao robusta probabilistica, onde cada restricdo de tensao é escrita como uma soma
ponderada entre o seu valor esperado e o seu desvio padrao, os quais foram obtidos com
uma abordagem de perturbagao de primeira ordem; 2) formula¢ao baseada em confiabili-
dade, onde consideram-se restricoes probabilisticas sobre cada ponto de célculo de tensao,
por meio de uma abordagem acoplada de primeira ordem; e 3) formulagao robusta nao
probabilistica, onde considera-se o pior cenario para as restri¢oes de tensao, por meio de
uma abordagem acoplada de otimizagdo com anti-otimizacao. A quarta e tltima formulacao
foi proposta para lidar com incerteza uniforme de manufatura: 4) formulagao robusta nao
probabilistica de trés campos, onde trés topologias sao consideradas simultaneamente no

procedimento de otimizacao, de forma a simular possiveis erros de manufatura.

A abordagem baseada em densidade foi empregada na formulacao dos problemas
de otimizacao topoldgica. Os problemas resultantes, que apresentam um elevado niimero
de restri¢oes de tensao, foram solucionados com uma abordagem proposta neste trabalho,
baseada no método do Lagrangiano aumentado: 1) todas as restri¢oes de tensao sao incluidas
na funcao objetivo, ponderadas por um parametro de penalizacao e multiplicadores de
Lagrange; 2) os subproblemas resultantes sao solucionados com um método de maxima
descida, modificado para lidar com as restri¢oes laterais; 3) uma abordagem de continuagao
é utilizada para atualizar o pardmetro de projecao e obter topologias 0/1. A abordagem
de solucao proposta ¢ genérica e pode ser utilizada para solucionar qualquer problema de

otimizacao topoldgica com restricao de tensao, sendo ele deterministico ou sob incertezas.

Diversos problemas foram solucionados para mostrar a aplicabilidade das for-
mulagoes propostas. Os resultados obtidos mostraram que as topologias resultantes da
abordagem deterministica sao extremamente sensiveis a incertezas. Por outro lado, as
formulacoes ndo deterministicas se mostraram validas alternativas a formulacao tradicional

deterministica, fornecendo resultados verdadeiramente confiaveis e robustos.

8.1 Conclusoes especificas: problemas sob incerteza nas forcas

Considerando os problemas sob incertezas nas forcas aplicadas, apesar de abordagens
de primeira ordem serem empregadas nas formulag¢oes probabilisticas, boa concordancia foi
obtida no pods-processamento com o método de Simulacao de Monte Carlo. No problema

analisado sujeito a duas forgas nao correlacionadas de intensidade Gaussiana, as abordagens
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robusta probabilistica e baseada em confiabilidade forneceram resultados quase idénticos,
demonstrando que a abordagem robusta, neste caso, pode ser utilizada como uma alterna-
tiva a abordagem baseada em confiabilidade. Mostrou-se, também, que a abordagem nao
probabilistica fornece um resultado mais conservador que as demais abordagens, pois esta
leva em conta a combinagao de extremos dos intervalos, garantindo a viabilidade de tensao
também para estes casos, ao contrario do que acontece nas abordagens probabilisticas,
onde as combinagoes de extremos sao negligenciadas devido as suas baixas probabilidades
de ocorréncia. Quando uma unica forca de intensidade incerta foi considerada, as trés
abordagens nao deterministicas forneceram resultados equivalentes. Isto é justificado, no
caso da abordagem robusta nao probabilistica, uma vez que nao existe uma associacao de

extremos quando uma tUnica variavel incerta é considerada.

Os problemas sob incerteza na direcao das forcas aplicadas foram solucionados
com a abordagem robusta nao probabilistica. Mostrou-se, neste caso, que um resultado
verdadeiramente robusto pode ser obtido com a abordagem proposta, e que a abordagem
deterministica sob varios casos de carga nao é capaz de garantir a robustez da estrutura

otimizada.

As formulagoes sob incerteza nas forcas aplicadas se mostraram muito nao lineares,
exigindo um maior nimero de iteragoes para satisfazer os critérios de convergéncia impostos

pelo projetista, quando comparadas a abordagem tradicional deterministica.

8.2 Conclusdes especificas: problemas sob incerteza de manufatura

Considerando os problemas sob incerteza de manufatura, solucionados com a abor-
dagem robusta de trés campos proposta, boa concordancia foi obtida no pds-processamento
baseado em modelos de elementos finitos ajustados ao corpo. Foi demonstrado que a abor-
dagem proposta é capaz de obter topologias tolerantes a erros de manufatura e que
satisfazem as restri¢oes de tensao. Um estudo de dependéncia da malha foi realizado sobre
o problema em forma de L, demonstrando que topologias idénticas sao obtidas para dois
tamanhos de malha distintos, com pequenas diferencas em suas formas. Entretanto, a
solucao otimizada considerando a malha mais refinada apresentou maior robustez em
relacdo a incertezas de manufatura, demonstrando que estas pequenas diferencas na forma
da topologia otimizada sao cruciais para garantir acuracia de tensao e, consequentemente,

robustez da topologia suave subjacente.

8.3 Sugestdes para trabalhos futuros

Esta subsecao apresenta algumas sugestoes para trabalhos futuros, relacionadas ao

problema de otimizacao topologica com restricao de tensao sob incertezas:

e Estender a formulacao robusta probabilistica para problemas com comportamento
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nao linear geométrico;

Estender a formulacao robusta de trés campos para problemas com comportamento

nao linear geométrico;

Estender as formulagoes propostas para problemas de mecanismos flexiveis com

restricao de tensao;

Propor uma formulacao unificada, para lidar de forma simultdnea com incertezas
de manufatura e de forgas externas. Esta formulacao pode ser obtida por meio da
extensao da formulacao apresentada na Equagao (5.20), considerando que cada um
dos trés campos de densidades relativas esté sujeito a incertezas nas forcas externas.
Desta forma, obtém-se um problema de otimizacao com trés restrigoes probabilisticas
(ou nado probabilisticas, considerando a abordagem de anti-otimizagao) por ponto de

calculo de tensao;
Propor uma formulacao para lidar com incerteza na posicao das forgas aplicadas;

Propor uma formulacao baseada em confiabilidade considerando a probabilidade de
falha do sistema, em vez de restrigdes probabilisticas sobre cada ponto de calculo de

tensao;

Estudar alternativas ao método utilizado na solucao dos subproblemas de otimizacao,

originados do método do Lagrangiano aumentado;

Estudar alternativas a abordagem utilizada para garantir acuracia no calculo de

tensao nas interfaces irregulares, entre as fases solida e vazia da topologia.
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