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RESUMO

BUFFON, L. P. Formulacbes do Método dos Elementos de Contorno para a andlise
mecénica de dominios planos ndo-homogéneos enrijecidos. 2018. 146 p. Dissertagdo
(Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola

de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, Sao Carlos, 2018.

Materiais enrijecidos sdo encontrados cotidianamente na engenharia, como na construcdo de
aeronaves, veiculos, navios e manufaturas diversas. Na Engenharia Civil, sdo exemplos de
materiais enrijecidos o concreto armado e o solo reforcado. A solucdo aproximada para esse
tipo de problema pode ser encontrada pelo uso de métodos numéricos como o Método dos
Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Particularmente, o
MEC é muito vantajoso em casos onde se tem elevados gradientes de tensdo, como em
problemas da mecanica da fratura, além de modelar de forma natural meios infinitos, sendo
muito utilizado na analise de interacdo solo-estrutura ou de tuneis. No entanto, como no MEC
somente 0 contorno é discretizado, torna-se necessaria a utilizacdo de um acoplamento
numérico para que o efeito mecanico dos enrijecedores seja considerado. Para esse
acoplamento, podem ser utilizados diversos métodos numeéricos, sendo neste trabalho realizado
com o MEF e o MEC em sua forma unidimensional (MEC 1D). Dentro desse contexto, 0
acoplamento com o MEC 1D destaca-se por vantagens, como a compatibilidade dos métodos e
a reducdo de aproximacbes. Com isso, este trabalho tem como principal objetivo o
desenvolvimento e comparacdo de solugdes numéricas para o problema de dominios
enrijecidos, no ambito do MEC aplicado a problemas bidimensionais. Os enrijecedores foram
considerados como elementos de trelica, sendo realizado inicialmente na sua forma mais usual,
modelando-os por meio do MEF. A sequir foi implementada nova formulacdo para o
acoplamento, na qual os enrijecedores sdo modelados por meio do MEC 1D. A implementacao
do MEC 1D foi validada pela comparacdo de resultados com solucdes analitica e do programa
computacional FTOOL. No caso do acoplamento, os resultados de ambas formulacbes foram
comparados com resposta do programa computacional ANSYS. Foram avaliados quatro
exemplos, sendo dois isotropicos e dois anisotropicos. Foram aplicadas diferentes condicdes de
carregamentos, apoios e materiais, sendo utilizadas diversas discretizacbes e graus de
aproximacao nos enrijecedores. Verificou-se os efeitos da mudanca do grau de aproximacao,
mantendo-se constante o nimero de graus de liberdade. Os resultados obtidos foram similares
as respostas do ANSYS, foram mecanicamente equivalentes, ndo havendo diferenca relevante
em custo computacional. O acoplamento com o MEC 1D levou a resultados estaveis e, em
geral, melhores do que com o MEF. No caso de aproximacdo quadratica, o acoplamento com o
MEF frequentemente levou a resultados instaveis. Com o aumento do grau de aproximacdo, 0S
resultados de ambos métodos se aproximam, se tornando muito proximos com aproximacdo do
guarto grau. Verificou-se que proximo as pontas dos enrijecedores ocorrem concentracdes de
tensdo, havendo maior influéncia da discretizacdo e grau de aproximacdo adotado nestas areas.

Palavras-chave: MEC. MEC 1D. Acoplamento MEC/MEF. Acoplamento MEC/MEC 1D.
Meios enrijecidos. Modelagem de enrijecedores.






ABSTRACT

BUFFON, L. P. Boundary Element Method formulations for non-homogeneous reinforced
plane domains mechanical analysis. 2018. 146 p. Dissertation (M. Sc. in Civil Engineering
(Structures)) — Department of Structural Engineering, S&o Carlos School of Engineering,

University of Sdo Paulo, Sao Carlos, 2018.

The reinforced materials are commonly encountered in engineering applications, as in the
construction of airplanes, vehicles, ships and general manufactures. In Civil Engineering, the
reinforced concrete and the reinforced soil are examples of reinforced materials. The solution
of this kind of problem can be found by the use of numerical methods as the Finite Element
Method (FEM) and the Boundary Element Method (BEM). Particularly, the BEM use in cases
with high stress gradients, such as in fracture mechanics problems, is very advantageous. The
BEM models infinite domains in a natural way, being largely used in analysis as soil-structure
interaction and tunnel modelling. However, as in the BEM only the boundary is discretized,
became necessary the use of a numerical coupling to consider the mechanical effect of the
stiffeners. For the coupling many numerical methods can be used, in this study it was realized
with the FEM and with the BEM in its unidimensional way (BEM 1D). In this context, the
coupling BEM/BEM 1D stands out for its advantages, like the compatibility between the
methods and the reduction of approximations. Therefore, the main objective of this study is the
development and the comparison of numerical solutions for reinforced media problems,
considering the framework of the bidimensional BEM problems. The coupling was
implemented considering the stiffeners as truss elements, initially it was implemented in the
most usual way, by modelling the stiffeners through the FEM. In the following, a new coupling
formulation was proposed, in which the stiffeners are modelled through the BEM 1D method.
The BEM 1D implementation was validated by comparing the results with analytical and
numerical solutions, the last one obtained with the software FTOOL. Both coupling strategies
were compared with the solution obtained by the software ANSYS. Four examples were
evaluated, with two isotropic and two anisotropic domains. Different boundary conditions,
supports and materials were applied, as many discretization and the approximation degree of
the stiffeners were tested. The effects of changing the approximation degree in both coupling
strategies keeping the degrees of freedom constant were analysed. The results obtained with the
implemented algorithms were mechanically coherent, and they were similar to ANSYS results.
For all examples, there is no significant computational costs differences between the two
coupling strategies. However, the coupling with the BEM 1D leaded to more stable results and
better approximations. It was observed that the MEF results were instable for many results,
mainly in the quadratic approximations. When the approximation degree rises, the methods tend
to converge to equivalent results, becoming very close in fourth degree approximation. Lastly,
it was observed stress concentration in the stiffeners ends. In these regions, the discretization
and the approximation degree have large influence to the numerical response.

Keywords: BEM. BEM/FEM coupling. BEM/BEM 1D coupling. Reinforced media. Stiffners
modelling.






ABREVIACOES

EPT — Estado Plano de Tensdes

MEC — Método dos Elementos de Contorno

MEC 1D — Método dos Elementos de Contorno Unidimensional
MEF — Método dos Elementos Finitos

MEC/MEF — Acoplamento entre o MEC e 0 MEF

MEC/MEC 1D — Acoplamento entre 0 MEC e 0 MEC 1D
MSS — Método de Subtracdo de Singularidade

PFH — Parte Finita de Hadamart

PTV — Principio dos Trabalhos Virtuais

PVC — Problema de Valor de Contorno

VPC — Valor Principal de Cauchy
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1 INTRODUCAO

Em um dominio bidimensional, enrijecedor pode ser definido como um elemento linear
inserido  em um material com o objetivo de melhorar suas propriedades mecanicas.
Consequentemente, o dominio do material passa entdo a ser considerado enrijecido. O uso de
enrijecedores pode ser determinante para a viabilidade para a construcdo da estrutura. Mesmo
nos casos onde ndo é essencial, o0 uso de enrijecedores pode ser interessante como uma forma

de gerar reducdo de gasto de material, e consequente reducdo de custos.

Em diversas aplicacdes de engenharia de estruturas observa-se a presenca de dominios
enrijecidos, uma vez que esse tipo de estrutura permite 0 projeto de componentes estruturais
mecanicamente eficientes. S&o exemplos de dominios enrijecidos costados de navios (Figura
1) e a fuselagem de avides (Figura 2). Chapas de aco suportam presséo e enrijecedores de ago

dao rigidez a estrutura, podendo ser entendidas como reforcos, formando painéis reforgados.

Figura 1. Costado de navio — longarinas e cavernas funcionam como enrijecedores

Bojo

Tato do Fladas d6 chapas
duplo - »
fundo

Lonoarina

FONTE: Site de empresa?

1 Elementos estruturais de navios (arranjo e nomenclatura) — Construcdo Naval 1. Acessoem 16 de setembro de
2016, disponivel em:  http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAe6xgAl/elementos-estruturais-navios-arranjo-
nomeclatura-construcao-naval-1?part=2
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Figura 2. Fuselagem de avido, vigas e cavernas funcionamcomo enrijecedores

FONTE: Site de empresa?
Diversos materiais de uso generalizado na engenharia séo de certa forma enrijecidos,

como exemplo o caso do concreto armado e protendido (Figura 3), as armaduras passiva e ativa

podem ser entendidas como enrijecedores dentro do meio, que nesse caso é o concreto.

2 Aeronaves. Acesso em 16 de setembro de 2016, disponivel em: http://rsbals.weebly.com/aeronaves.html
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Figura 3. Armacéo de laje de concreto protendido.
) —

Fonte: Site de empresas

Outra aplicacdo de dominios enrijecidos envolve a modelagem mecénica do solo. Essa

modelagem é comumente realizada utilizando o Método dos Elementos de Contorno (MEC),
uma vez que este realiza de forma eficiente a consideracdo de meio infinito. S&o exemplos de
aplicagdes geotécnicas o uso de tirantes e estruturas de reforgo do solo (Figura 4 e Figura 5

respectivamente).

3 Lorenzini  Protensdo. (2014). Acesso em 20 de outubro de 2014, disponivel em
http://www.lorenziniprotensao.eng.br/protensao-nac-aderente/
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Figura 4. Esquema da presenca de tirantes no solo para suporte de contencéo

1-BULBO DE 2-TIRANTE
ANCORAGEM TATaTiTa

Fonte: Site de empresa*

Figura 5. Estrutura de solo reforgcado
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Fonte: Site de empresa®

4 Talude atirantado. (2014). Acesso em 23 de outubro de 2014, disponivel em

http://www.ebanataw.com.br/talude/cas08.htm

5 Muro de solo reforcado com geossintéticos e face de gabido continuo MPZ. (2014). Acessoem 23 de
outubro de 2014, disponivel em MPZ aplicacoes tecnoldgicas Ltda.:
http://mww.ebanataw.com.br/talude/caso8.htm
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Destacada a importdncia da andlise mecénica de dominios enrijecidos, diversos
trabalhos presentes na literatura buscam alternativas para encontrar sua solucdo e melhor
representatividade. As equagdes governantes do problema a ser resolvido se apresentam na
forma de equacOes diferenciais, resolvidas de forma analitica ou numérica. Noentanto, a analise
do comportamento conjunto de materiais de propriedades mecéanicas distintas pode apresentar
grande complexidade. No caso de dominios enrijecidos, por exemplo, sédo utilizados elementos
estruturais que sdo modelados de formas diferentes, tais como placas com trelicas ou cascas
com vigas. Solucbes analiticas sdo limitadas a casos restritos, demandando diversas

simplificagdes, e por esse motivo séo de restrita utilizagdo.

Com o grande crescimento dos recursos relacionados a capacidade de processamento
computacional ocorrida nos ultimos anos, solugdes numéricas ganharam grande destaque. Com
este crescimento, expandiu-se 0 uso de programas computacionais (solugdes numeéricas) para o
dimensionamento de estruturas. No cotidiano da engenharia, 0 uso dos programas
computacionais permite andlise mais consistente de problemas, resultando na adocéo de solugao
com maior seguranca e, comumente, menor custo. Dessa forma, a andlise do comportamento
estrutural de dominios enrijecidos pode ser realizada de forma mais consistente utilizando a

estratégia da modelagem numérica.

Diversos métodos envolvem a busca de solucbes aproximadas para o chamado Problema
de Valor de Contorno (PVC). Este consiste em uma equacdo diferencial com condicGes de
contorno impostas em forma essencial (por exemplo, deslocamentos) ou em forma natural
(como no caso de tensdes). Dentre os métodos, destaca-se o uso do Método dos Elementos
Finitos (MEF), amplamente utilizado atualmente tanto em programas computacionais de uso
académico quanto comercial. No MEF é realizada aproximagdo da resposta no dominio ou
subdominio de um problema com o uso de base de fungdes polinomiais. De forma a obter a
resposta para problemas complexos, os dominios destes sdo discretizados em subdominios
(chamados de elementos finitos), sob os quais as aproximages polinomiais séo isoladame nte
impostas, utilizando o método separadamente em cada um destes elementos. A formulacdo do
MEF pode ser obtida pela minimizagcdo dos funcionais de energia, ou pela integracdo por partes
da funcdo residuo ponderada pela funcdo peso, resultando nas abordagens de métodos de
Raleigh-Ritz e Galerkin, respectivamente. A utilizacdo do MEF permite a resolucdo simples, e
com adequada aproximacdo, de uma ampla gama de problemas mateméaticos, fisicos e de
engenharia descritos pelo PVC, como: modelagem da deformacdo de meios continuos, do

processo de conducdo de calor, escoamento de fluidos e eletrostatica.
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Outro método numérico de destaque é o Método dos Elementos de Contorno (MEC),
gue tem como caracteristica a discretizacdo em elementos somente do contorno, sendo realizada
aproximacdo e integracdo somente nestes. Isso resulta em reducdo da dimensionalidade da
malha, e, frequentemente, reducdo do tempo de processamento. Por possuir aproximagdes
somente no contorno, no MEC os resultados para o dominio sdo obtidos por meio de pés-
processamento, satisfazendo a equagdo governante de forma exata. Pelo fato de a solugdo para
0 dominio ser exata, 0 uso deste método se torna muito vantajoso em casos onde se tem grandes
gradientes de tensdo, como em problemas da mecénica da fratura. O método se destaca também
pela facilidade de modelagem de meios infinitos, sendo realizada de forma mais eficiente que

por métodos que envolvem integracdo no dominio.

No caso especifico da modelagem de dominios enrijecidos utilizando o MEC, uma vez
que somente o contorno é discretizado, para que seja analisada a presenca de enrijecedores
dentro do dominio se torna necessario o uso de um acoplamento auxiliar. Tradicionalmente 0s
enrijecedores sdo modelados por meio do MEF, entretanto também é possivel modela-los por
meio de outros métodos, sendo utilizado para isto neste trabalho o proprio MEC na sua forma
unidimensional (MEC 1D). Nessa forma, o contorno passa a ser os nos extremos do elemento,
sendo encontrada entdo primeiramente a solucdo para esses nds para em seguida obter-se por

pos-processamento o resultado para os nds internos do elemento, sem aproximacoes.
1.1 Objetivos

O objetivo do presente trabalho foi o desenvolvimento de modelos numéricos baseados
no MEC para a analise mecénica de dominios enrijecidos. Na modelagem dos enrijecedores,
imersos em meio definido pelo MEC, buscou-se utilizar tanto o MEF, j& presente na literatura,
quanto o MEC 1D, tratando-se de nova formulagéo.

Foi foco do trabalho o desenvolvimento e implementagdo da formulagdo do MEC 1D.
Objetivou-se realizar o acoplamento do MEC com o MEF e 0 MEC 1D para elementos de grau
de aproximacdo qualquer, avaliando-se tanto para meio isotropico quanto anisotrépico. Além
disso, um objetivo complementar foi verificar os efeitos da adocao de diferentes discretizacdes

e graus de aproximacdo nos enrijecedores.
1.2 Justificativas

Dada uma estrutura qualquer, busca-se encontrar a solucdo de seu problema mecénico,
da forma mais precisa e eficiente possivel. Dentro dessa condicdo o MEC se mostra robusto e

seu desenvolvimento promissor, se destacando na analise de casos com ocorréncia de grandes
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gradientes de tensdo, como em problemas da mecéanica da fratura. Além disso, no MEC a
modelagem de meios infinitos € realizada de forma natural, sem a utilizacdo de aproximacdes.
No caso de métodos que envolvam integracdo no dominio, como o MEF, isto ndo € possivel,
sendo normalmente adotados modelos com elevado nimero de elementos e consideradas suas
extremidades como apoios flexiveis.

Diante do exposto, ressalta-se a relevancia do MEC na andlise numérica de estruturas.
Contudo, como no MEC é discretizado apenas o contorno, a solucdo de problemas de dominio
ndo homogéneo, por exemplo o caso de enrijecedores, necessita de atencdo especial na
modelagem. Por outro lado, a andlise de dominios enrijecidos possui relevancia internacional,
uma vez que suas aplicacbes envolvem uma ampla gama de &reas da engenharia, como
aeronautica, naval, geotécnica e estruturas civis.

O desenvolvimento um modelo numérico preciso e computacionalmente eficiente para
analise de dominios enrijecidos permite prever adequadamente o comportamento de estruturas
que utilizam tais materiais. Adicionalmente, tais modelos também possibilitam o
dimensionamento racional da quantidade de enrijecedores necessarias, além de ser possivel
determinar cargas de colapso da estrutura com maior realismo. Tudo isso gera tanto a redugdo
de custos, como também a viabilidade do projeto de estruturas complexas. Destaca-se que na
analise desse tipo de problemas ndo se observa a existéncia de diretrizes normativas detalhando
o tratamento a ser dado.

No caso especifico da andlise de dominios enrijecidos pelo MEC, é necessario que 0
enrijecedor presente no interior do dominio também seja modelado. Usualmente tal modelagem
é efetuada com o acoplamento MEC/MEF (o primeiro aproximando o dominio, e o segundo
discretizando o enrijecedor). No entanto, outra alternativa é a utilizagdo do MEC 1D para a
modelagem do enrijecedor. Tal estratégia resulta em um modelo inovador, simples e com
resultados muitas vezes superiores ao acoplamento MEC/MEF, uma vez que o acoplamento
MEC/MEC 1D tem por vantagem utilizar a mesma base matematica, ocorrendo de forma mais
natural.

Por fim, o desenvolvimento desse trabalho se justifica pela contribuicdo na continuagcao
da linha de pesquisa sobre desenvolvimento do Métodos Elementos de Contorno no
Departamento de Estruturas da USP Sdo Carlos (SET). Diversas outras abordagens e
formulagbes do MEC ja estdo implementadas e validadas em codigo FORTRAN, sendo
desenvolvidas e utilizadas de forma cooperativa pelo grupo de pesquisa. Os cddigos
desenvolvidos sdo entdo agregados ao cddigo do grupo, provendo novas funcionalidades e

possibilitando seu uso em pesquisas futuras. AlBm disso, 0s conceitos aprendidos no
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desenvolvimento do trabalho resultam em grande contribuicdo para formacdo do aluno em um
tema de grande relevancia na engenharia, observando-se caréncia de profissionais nesta area de

estudo.
1.3 Materiais e Métodos

Em primeiro lugar, foi realizada extensa revisdo bibliografica, sendo facilitada pelas
disciplinas cursadas pelo aluno no departamento de estruturas, principalmente a disciplina
Introducdo do Método dos Elementos de Contorno. Os métodos foram formulados partindo-se
de suas bases matematicas por meio do conceito de forma fraca do problema, foi possivel notar

dessa forma inclusive similaridades entre eles.

Foi considerada andlise linear em regime de pequenos deslocamentos e deformacdes,
no caso do estudo de meios enrijecidos estes foram avaliados tanto para caso de dominio
isotropico quanto anisotrépico. Foi avaliado o acoplamento para o caso de enrijecedores
completamente inseridos em dominio modelado pelo MEC, considerando-os como barras de
trelica, sem resisténcia a flexdo. Mostrou-se que no acoplamento ¢é indiferente o método a ser
utilizado para o enrijecedor, sua modelagem ¢€ independente, sendo realizada superposicdo de
efeitos.

Os enrijecedores podem ser modelados tanto por meio do MEF quanto no MEC 1D. De
forma a tornar o acoplamento com o MEC 1D o mais compativel possivel com o acoplamento
com o MEF, buscou-se no desenvolvimento de sua formulacdo escrevé-lo de forma similar.
Uma vez que a interface com o meio se da por meio do acoplamento de deslocamentos e
aproximacdo de forcas distribuidas, buscou-se implementar elementos com possibilidade de

aplicacdo de forcas distribuidas de qualquer grau de aproximacéo.

As formulacbes sdo e foram implementadas em cddigp FORTRAN 2003 em
computador pessoal e do departamento de estruturas de forma a permitir o acoplamento da
formulacdo junto ao restante do cddigo, ja desenvolvido pelo grupo da linha de pesquisa do
MEC. A validagdo dos resultados da formulagdo do MEC 1D foi realizada analisando-se
exemplos com diversos carregamentos, além de rotacdo e unido de elementos. Foram
comparados os resultados de deslocamentos, forgas normais e reacdes de apoio com solucbes
analiticas e aquelas fornecidas pelo programa computacional FTOOL, de uso académico.

Foram analisados diversos casos de carregamentos, apoios, rotacdo e unido de elementos.

Foi implementado o acoplamento do MEC com o MEF (MEC/MEF) e com o MEC 1D

(MEC/MEC 1D) para elementos de grau de aproximacdo qualquer. Foi entdo realizada analise
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comparativa com modelos equivalentes construidos no ANSYS, programa computacional
comercial consolidado onde é utilizado somente o MEF. Realizado o acoplamento de forma
tradicional, ou seja, para o caso de dominio isotropico, homogéneo e com andlise linear em
regime de pequenos deslocamentos e deformacgdes, foi efetuada analise considerando-se meio
anisotrépico. Foram avaliados diferentes modelos, buscou-se comparar os resultados entre 0s
métodos, entre discretizacdes e grau de aproximacdo adotado, indicando possiveis pontos
frageis de cada uma das formulacbes e perturbacOes, objetivando-se verificar o que é mais

indicado para as diferentes situacoes.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Breve historico do desenvolvimento do MEC

Em (CHENG; CHENG, 2005) e efetuado um levantamento historico do
desenvolvimento do MEC, que sera descrito brevemente aseguir. Ao longo das Gltimas décadas
se observa uma evolugdo do MEC, caracterizado por um grande aumento de publicagdes nessa
area na década de 1990, seguida pela estabilizacdo no comeco dos anos 2000 com um numero
de 700 a 800 artigos por ano. Como medida de comparacdo, nesse periodo o nimero de artigos
envolvendo o MEF girou em torno de 5000 e do Método das Diferencas Finitas em torno de

1400, por ano.

O MEC possui como base a reducdo da dimensionalidade espacial da sua equagédo
integral. Essa reducdo é decorrente do teorema de Gauss e previamente pelo teorema do
divergente, cujo desenvolvimento pode ser encontrado em trabalhos de Lagrange® e Laplace,
em 1760. Em sequéncia, vale destacar também o trabalho de Green em 1828, que apresentou
as chamadas trés identidades de Green’. Usando a solugdo fundamental de Laplace, Green
conseguiu obter uma formulacéo (terceira identidade de Green) ateé hoje utilizada para a solugcéo

de problemas potenciais via MEC.

Outros trabalhos de fundamental importancia foram realizados por Fredholm, na direcao
de equacgdes integrais. Em 1903 foi criado o teorema de Fredholm®, no qual foi provado que
existe apenas uma solucdo para uma equacado integral linear de fungbes continuas. Tal solucdo
é usada como base para resolver problemas de Dirichlet e de Neumann de forma analitica.
Ainda mesmo no inicio do século XX, Fredholm ja havia proposto um procedimento de solugao
baseado na discretizagdo do dominio. Contudo, como ainda ndo existia computador, a ideia

proposta era impraticavel.

As equacOes analiticas para a solucdo do problema potencial apresentavam

singularidades fracas e fortes (solugdo para problema de Dirichlet e Neumann,

6 Lagrange J. Miscellanea Taurinasia, 1760.
7 Green G. Anessay on the application of mathematical analysis to the theories of electricity and magnetism, 1828.

8 Fredholm I. Sur une classe d’équations fonctionelles. Acta Math, 1903.
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respectivamente). Nesse sentido, em 1814, Cauchy® teve contribuicdo na resolucdo de
integracdo de fungdes com singularidade, denotadas como sendo realizadas no sentido de Valor
Principal de Cauchy (VPC). No caso de hipersingularidade a integracdo ¢€ realizada por meio
da Parte Finita de Hadamart (PFH), introduzida por Jacques Salomon Hadamartl® em 1908.

O desenvolvimento de metodos numéricos como o MEF teve grande avanco por volta
de 1960, coincidindo com o surgimento dos computadores, fator fundamental para sua difusdo
por tornar o uso de métodos numéricos altamente eficiente e muitas vezes simples. Quanto ao
MEC, um grande avanco foi realizado em sua direcdo no ano de 1967, com o artigo publicado
por Rizzo, chamado ‘An integral equation approach to boundary value problems of classical
elastostatics’, nessa época 0 nome do método ainda ndo havia sido definido como é hoje
conhecido. O termo MEC surge em 1977, como contraponto ao MEF, pelos trabalhos de

Brebbia e Dominguez!!, Banerjee e Butterfield??.

2.2 Estado da arte

2.2.1 Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC)

(BREBBIA, 1978a) apresenta uma classificacdo para os diferentes métodos numéricos
baseados na técnica dos Residuos Ponderados e de acordo com o tipo de aproximacbes e
fungbes peso utilizadas. Dentre os métodos numéricos encontra-se o MEC, sendo utilizada a
equacdo de Laplace para ilustrar as comparacdes. Em (BREBBIA, 1978b) séo apresentados 0s
fundamentos dos métodos numéricos baseados no conceito de distribuicdo de erros (residuos
ponderados), o que resulta nas equacdes integrais. A partir dessa base, com 0 uso do teorema
de Gauss, é mostrada a origem de métodos de dominio, de contorno e mistos. Deve-se a ele 0
nome “Método dos Elementos de Contorno”, que a partir de entdo substituiu 0 que era

conhecido como “Método das Equacdes Integrais”.

9 Cauchy, A. L. Mémoire sur les intégrales définies, Mémoires des divers savant, 1814.

10 Hadamard J. Theorie des équations aux dérivées partielles linéaires hyperboliques et du probléme de Cauchy.
Acta Math 1908.

11 Mais detalhes podemser encontrados em: BREBBIA, C. A.; DOMINGUEZ, J. Boundary element methods for
potential problems. Applied Mathematical Modelling, v. 1, n. 7, p. 372-378, 1977.

12 Mais detalhes podem ser encontrados em: BANERJEE, P.K.; BUTTERFIELD, R. Boundary element method
in geomechanics. In: GUDEHUS G. (editor). Finite elements in geomechanics. New York: Wiley; 1977.
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A formulagdo do MEC para os problemas de elasticidade linear surge a partir da solugcdo
da equacdo governante para elasticidade, da equacdo de equilibrio de tensdes com uso das
relacbes constitutivas para o caso linear e de compatibilidade para pequenos deslocamentos e
deformacbes. E utilizado o delta de Dirac para eliminar as integrais no dominio, permitindo

solucdo de problemas com integracdo somente no seu contorno.

Na analise de materiais compdsitos por meio do MEC, (CRUSE; SWEDLOW, 1971)
desenvolveram solucbes fundamentais para o problema eléstico bidimensional anisotrépico. As
solucBes para o caso tridimensional anisotropico foram desenvolvidas posteriormente por
(WILSON; CRUSE, 1978). Para o caso de analise dindmica, observa-se este uso em (STAMOS;
BESKOS, 1995) onde o MEC foi utilizado para andlise dindmica de estruturas subterraneas

tridimensionais.

Por envolver aproximagfes somente no contorno dos problemas, o MEC oferece
adequadas solucdes para mecanica da fratura. Em (LE VAN; ROYER, 1996) é estudado o caso
de fratura em meio tridimensional anisotrdpico para o caso finito e infinito. Jaem (LEONEL,
2006) o MEC ¢é utilizado na andlise de corpos multi-fraturados, posteriormente (LEONEL,
2009) apresenta modelos representando o processo de crescimento de fissuras em dominios
planos constituidos de materiais frageis, quase-frageis e ducteis, sendo que nos modelos de
fratura € utilizada a formulagdo MEC dual. No trabalho ainda sdo apresentadas as expressdes
dos operadores tangente, utilizados em formulagdes ndo lineares em problemas de fratura

elastico linear e coesiva, problemas de contato e problemas de dominios enrijecidos.

A formulacdo do MEC dual também é apresentada em (KZAM, 2009) e utilizada em
problemas da Mecanica da Fratura. E descrito o Método de Subtraco de Singularidade (MSS)
e os conceitos de VPC e PFH a serem utilizados no MEC dual. Em (OLIVEIRA; LEONEL,
2013) e (OLIVEIRA, 2013) é estudada a propagacéo de fratura em materiais quase-frageis por
meio de uma formulacdo alternativa do MEC, onde é utilizado um campo de tensdes iniciais
para a representacdo da zona coesiva. A fim de acelerar a convergéncia da solucdo se faz uso
do operador tangente. Os resultados sdo comparados com dados experimentais e com o MEC

dual.

Em (CORDEIRO, 2015) é considerada a técnica de multi-regides para acoplar a
interface de solidos multifasicos. Sao analisadas fraturas em estruturas compostas com
materiais isotropicos e anisotropico e o comportamento ndo linear é introduzido pelo modelo
coesivo de fratura. Foram analisadas estruturas compostas em regime elastico, assim como

testes experimentais de fratura em espécimes de concreto e madeira foram simulados. Também
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na linha de estudo da mecanica da fratura por meio do MEC encontra-se o trabalho de
(GONZALEZ et al.,, 2015), sendo implementada uma forma ndo convencional para o calculo
dos fatores de intensidade de tensdo. (OLIVEIRA, 2017) também estudou problemas de
mecanica da fratura via MEC, porém aplicado a materiais viscoeldsticos. Tais modelos foram
aplicados em modelagens probabilisticas por meio da confiabilidade de estruturas (utilizando o
método de simulacdo de Monte Carlo e metamodelagem por superficie de resposta). Também
foram realizadas aplicacbes em casos de otimizacdo topologica por acoplamento do MEC com
o0 método Level SET (MLS).

O MEC apresenta grandes vantagens para as analises mecanicas em meios homogéneos.
No caso de meios heterogéneos, dependendo das hipbteses de andlise, dificilmente consegue-
se evitar a discretizacdo do dominio, de forma incluir no modelo as diferentes propriedades do
material. No trabalho de (LEE; WANG; QIN, 2016) objetiva-se justamente evitar esta
discretizacdo, sendo utilizados para isso métodos de transformacdo de dominio. Ja
(ANDRADE, 2017) usou a técnica de sub-regides para a modelagem de dominios ndo-
homogéneos. As principais aplicacdes consistiram na andlise de materiais frageis por mecanica
da fratura elastico-linear (MFEL) aplicando em problemas como os de fraturamento hidréulico.

Além disso, o0 autor estudou modelos de fissura ndo coesiva e fadiga de alto-ciclo.
2.2.2 Acoplamento do MEC a outros meétodos numéricos

O acoplamento de métodos numéricos tem por vantagem tornar mais consistente a
modelagem de problemas, uma vez que cada método pode ser utilizado onde apresenta
melhores resultados. Um caso tipico é a interacdo solo-estrutura, a estrutura usualmente é
modelada por meio do MEF, com elementos de barra, ja para a modelagem do solo a utilizagéo

do MEC é muito vantajosa, devido a facilidade em se modelar meios semi-infinitos.

Tipicamente o acoplamento MEC/MEF é realizado para sub-regides adjacentes, onde é
feito 0 acoplamento de sua interface. Para o caso de dominios reforcados o enrijecedor, apesar
de ser modelado de forma diferente, se situa dentro de sub-regido modelada pelo MEC. Serdo

apresentados nessa secdo textos que se referem ao acoplamento entre sub-regides adjacentes.

O acoplamento MEC/MEF na engenharia de estruturas foi proposto inicialmente por
(ZIENKIEWICZ; KELLY; BETTESS, 1977) e (FALBY; SHAWT, 1977). No trabalho de
(BREBBIA; GEORGIOU, 1979) foram avaliados problemas bidimensionais por meio deste
acoplamento. Foram adotadas duas abordagens, estruturando-se a regido de elementos de

contorno no formato de elementos finitos e o contrario, ou seja, estruturando-se a regido de
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elementos finitos na forma de elementos de contorno. A primeira abordagem mostrou-se
interessante por permitir acoplamento mais direto com codigos computacionais ja existentes
em elementos finitos. Foram considerados elementos de contorno constantes e elementos finitos

guadraticos.

A utilidade do acoplamento é evidenciada no trabalho de (WEARING; BURSTOW,
1994) sendo utilizado para a andlise de problemas elastoplasticos e de mecéanica da fratura
elastoplastica convencional. Em (CODA; VENTURINI; ALIABADI, 1999) e (CODA;
VENTURINI, 1999) é estudado o acoplamento para o caso tridimensional elastico estatico e
dindmico. Em (ELLEITHY; TANAKA; GUZIK, 2004) é feito o acoplamento MEC/MEF,
considerando andlise elastoplastica. Em (GANGULY; LAYTON; BALAKRISHNA, 2000) o
acoplamento MEC/MEF é realizado de forma simétrica, tornando a resolucdo dos sistemas
lineares mais répida. Em (BIALECKI et al, 2002) é feito o acoplamento MEC/MEF,
MEC/MEC e o acoplamento com solugdes analiticas do MEC e do MEF, comparando-se 0s
resultados.

Em (AOUR; RAHMANI; NAIT-ABDELAZIZ, 2007) é desenvolvido um novo método
de elementos de contorno para um acoplamento de forma répida e efetiva com o MEF. Esse
novo elemento é chamado de super-elemento de contorno, sendo baseado na principio de
minimizagdo da energia potencial total utilizada no MEF. O método foi avaliado com a

mecanica da fratura pelo calculo dos fatores de intensidade de tensdo.

Em (FERNANDES; PITUBA; DE SOUZA NETO, 2015) é realizada a modelagem de
multi-escala para analise de deformacdo de placas de materiais heterogéneos. Na modelagem
do macro-continuo, no caso a placa, € utilizado o MEC. Ja para o problema de micro-escala,

nesse caso elemento representativo de volume, é utilizado o MEF.

Para o0 caso de analise de viscoelaticidade de materiais compositos, (TROYANI;
PEREZ, 2014) compararam a modelagem por meio puramente do MEF com o acoplamento
MEC/MEF. Ambos levando a bons resultados em comparacdo com resultados experimentais,

mas com o primeiro levando a menos esforco computacional.

Para problemas elastoplasticos, (BOUMAIZA; AOUR, 2014) analisaram a eficiéncia
do acoplamento MEC/MEF de forma iterativa em dominios planos. A regido em que
deformacdes plasticas sdo observadas € representada por meio do MEF, onde 0 comportamento

mecanico é modelado por meio de abordagem numérica no dominio. O dominio complementar
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é modelado pelo MEC, este sendo eficiente na modelagem de materiais com grandes gradientes

de tensdo.

Em (BIRD; TREVELYAN; AUGARDE, 2010) o acoplamento do MEC com o scaled
boundary finite element method (SBFEM) ¢é aplicado em problemas da mecénica da fratura.
Séo gerados exemplos e estimados os fatores de intensidade de tensdo, comparando estes com
a solucdo analitica. O método mostra adequada velocidade de convergéncia. O SBFEM é
definido por (SONG; WOLF, 1999) como derivado da equacdo da difusdo de forma que
somente 0 contorno € discretizado, mas ao contrario do MEC, ndo surgem singularidades. O
método é uma alternativa ao uso do MEC, sendo utilizado em problemas similares, como em
(CHEN; DAI, 2017), para andlise dindmica de interacdo solo-estrutura com a presenca de
fratura. JA& (RAHNEMA; MOHASSEB; JAVIDSHARIFI, 2016) utiliza o método para a
avaliacdo de interacdo solo-estrutura no dominio do tempo utilizando modelos ndo lineares para

0 solo, considerando-o0 como composto por areia com valores diversos de densidade.

A interacdo solo estrutura por meio do acoplamento MEC/MEF de sub-regides
adjacentes é explorada nos trabalhos de (RIZOS; WANG, 2002) e (ROMERO; GALVIN;
DOMINGUEZ, 2013), nos quais a estrutura € modelada por meio do MEF e o solo por meio
do MEC. Em ambos ¢€ realizada analise de propagacdo de onda 3D e efeitos dindmicos no
dominio do tempo. No segundo é considerado o contato de forma ndo linear sendo utilizada a
abordagem de velocidade constante para o MEC. No trabalho de (SANTANA et al., 2016)
também € realizada analise dindmica com o uso do MEC, a estrutura é modelada por meio do
MEF e a fundacdo, considerada homogénea, isotropica, elastica ou poroelastica, modelada por
meio do MEC.

Da mesma forma, no trabalho de (SILVA; CODA, 2012) é realizado o acoplamento
MEC/MEF, sendo utilizado uma formulacdo ndo-convencional para o MEF, de forma a
considerar os efeitos ndo lineares da estrutura com cinematica exata. O solo é modelado por
meio do MEC com multiplas inclusdes, sendo o acoplamento realizado por meio de uma
estratégia algébrica. Tal estratégia realiza a inclusdo da matriz de rigidez equivalente do solo
na matriz hessiana da estrutura de forma a ndo serem levadas em consideracdo forcas de
superficie nas interfaces. A formulagdo analisa casos de fundacGes rasa e profunda com estacas
em qualquer direcdo. Ja o trabalho de (VASILEV et al, 2015) faz uso do programa
computacional comercial ANSYS para avaliagdo de resposta sismica de um sistema solo-
estrutura, e (SCHEPERS, 2017) propde um chamado método rapido para solucdo de problemas

deste tipo no dominio da frequéncia.
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2.2.3 Acoplamento MEC-enrijecedor

No caso de dominios enrijecidos, como dito anteriormente, o enrijecedor se situa dentro
da sub-regido modelada pelo MEC, sofrendo esforgos a serem determinados. O uso de materiais
reforcados possui inUmeras aplicacdes na indUstria, no caso da indUstria aerondutica por
exemplo a analise numérica do seu uso é realizada em (ARMENTANI; CITARELLA, 2006)
utilizando tanto a formulagdo do MEC quanto do MEF. Por outro lado, em (CITARELLA,
2009) é utilizada somente a formulagdo do MEC.

Em (CODA, 2001) é desenvolvido o acoplamento MEC/MEF para meios reforcados
visando tanto andlise estatica quanto dindmica. A formulacdo do MEF é realizada de tal forma
que as influéncias ndo lineares deles sejam consideradas como forcas residuais na matriz do
MEC. (LEITE; CODA; VENTURINI, 2003) e (FERNANDES; VENTURINI, 2002) aplicaram
0 acoplamento MEC-MEF para problemas de placas, analisando casos de lajes de concreto

armado.

Em (LEITE; CODA; VENTURINI, 2003) ¢ discutido o uso de dois algoritmos para
simular a presenca de enrijecedor. No primeiro é adaptada a técnica de multi-regides para o
caso de sub-regido de pequena espessura, no segundo a sub-regido é degenerada para simular a
presenca de enrijecedores no corpo. Foi efetuada a comparacdo comacoplamento via elementos
finitos convencional, onde observou-se que ambos modelos fornecem adequados resultados
quanto aos esforcos de tracdo mesmo em regides onde o acoplamento MEC/MEF normalmente

falha, nas proximidades do fim dos elementos, onde costuma haver concentragdo de esforcos.

(MESQUITA; CODA, 2007) estudaram o caso de meio enrijecido em problemas
viscoelasticos. Em (BOTTA; VENTURINI, 2005) e (LEONEL, 2009) € realizado acoplamento
MEC/MEF de enrijecedor com elemento finito com aproximacdo de deslocamentos por
polinbmios de terceiro grau e forca de contato entre dominio e reforco aproximada de forma
linear, sendo considerado o escorregamento entre o meio e o reforco. (LEONEL, 2009) realiza
analises para o caso de comportamento elastoplastico dos elementos do enrijecedor, e de
propagacao de fissuras em dominio enrijecido. J& em (ROCHA et al., 2014), sdo consideradas
a flexdo e o escorregamento dos reforgos. O acoplamento é realizado aproximando-se a forca
distribuida, chamada forca de contato, como linear e deslocamentos e rotacGes como polinomial

de terceiro grau.

Em diversos casos € utilizado o acoplamento MEC/MEF para analise da presenca de

estacas no solo, tal fato se deve a vantagem dos elementos de contorno na modelagem de
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dominios infinitos. Em (MENDONGCA; PAIVA, 2003) a estrutura € modelada por meio do
MEF e o solo por meio do MEC, sendo analisado tanto o caso de fundacdo superficial (radier)
quanto profunda (estacas). No caso das estacas, estas sdo modeladas como elemento Unico com
aproximacdo quadratica, inseridas dentro do dominio do MEC e sendo acoplados os
deslocamentos, considerando o esfor¢o cortante na interface. Ainda € considerada a reacao de
apoio da ponta da estaca, considerada forca distribuida. Em (RIBEIRO; DE PAIVA, 2014),
também ¢é estudada a interacdo com estacas, sendo estas modeladas com elementos finitos de

aproximacdo polinomial até o quarto grau.
2.2.4 MEC unidimensional (MEC 1D)

Os estudos envolvendo o MEC tem tido maior foco para o caso de problemas bi e
tridimensionais. Sao encontrados poucos estudos deste método envolvendo estruturas
reticuladas, sendo em geral mais recentes. Somente a partir de 1980 solucdes baseadas no MEC
foram apresentadas por (BANERJEE; BUTTERFIELD, 1981), para o caso de flexdo de vigas
de Euler-Bernoulli nos problemas estaticos, e por (PROVIDASKIS; BESKOS, 1986), para 0
caso dos problemas dinamicos.

Em (ANTES, 2003) é apresentada equacao integral, por meio da técnica de residuos
ponderados, para o caso de vigas de Timoshenko. Desenvolve-se a formulagdo integral de
contorno, com o uso de solugcBes fundamentais. Por fim, sdo gerados exemplos de porticos
planos, sendo comparados com a resposta de vigas de Euler-Bernoulli. Posteriormente em
(ANTES; SCHANZ; ALVERMANN, 2004) é realizada, apartir damesma formulacéo, analise

dindmica de vigas de Timoshenko.

(CARRER et al., 2014) apresenta as formulagdes para andlise estatica de vigas de Euler -
Bernoulli e de Timoshenko por meio do MEC. Os resultados sdo comparados com a resposta
analitica. Para o caso de vigas de Euler-Bernoulli a discretizagdo néo influencia no resultado.
Isso ndo ocorre no caso de vigas de Timoshenko, onde é necesséria a integracdo no dominio do
elemento. Foram utilizados elementos de aproximacgdo de forma linear, concluindo-se que com
0 aumento do grau de aproximacdo e do nimero de elementos o resultado converge para a

resposta analitica.

Em (SEIXAS; MARQUES; FILGUEIRAS, 2010) érealizada analise de pdrticos planos
e espaciais pelo MEC. Em (DOS PASSOS, 2014) s&o propostas solugdes, baseadas no MEC,
para 0s problemas de estabilidade estatica e dinamica de vigas de Euler-Bernoulli e

Timoshenko. (CRUZ, 2012) também descreveu analises elasticas de porticos utilizando o MEC,
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os efeitos de flexdo séo levados em conta segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshe nko
e de torcdo segundo hipéteses de Saint Venant. E dada atencdo para a interacdo solo-estrutura
em regime estatico, o solo sendo considerado como um solido elastico semi-infinito, modelado
pelo MEC. Néo foram encontrados trabalhos na literatura onde a analise mecénica de dominios
enrijecidos € efetuada considerando o MEC 1D, o que justifica o desenvolvimento do presente

trabalho
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3 METODOSNUMERICOS

Os métodos numéricos sdo estratégias utilizadas para a construcdo de solugdes
aproximadas para um determinado problema mecéanico. Tais estratégias sdo alternativas ao uso
das solugbes analiticas, que usualmente sdo limitadas a problemas especificos, as quais podem
ser de complexa obtencdo, ou mesmo ndo serem disponiveis. Com a criacdo dos computadores
e seu respectivo aumento da capacidade computacional, houve grande incremento no uso dos
métodos numéricos para a solucdo de problemas mecanicos, principalmente dos métodos MEC
e MEF. Ambos métodos resolvem de forma eficiente as equacBes diferenciais oriundas do
problema mecénico, que usualmente sdo da forma do PVC. Nos subtdpicos em sequéncia, a

formulagcdo dos métodos MEF e MEC seré descrita, ressaltando suas peculiaridades.
3.1 Método dos Elementos Finitos

O MEF esta baseado na divisio do dominio em analise em um ndmero finito de
subdominios, chamados de elementos finitos. O método constrdéi uma aproximacdo para a
solucdo analitica utilizando a forma variacional da equacéo diferencial que rege o problema em
analise. A forma variacional pode ser obtida de duas formas: método de Ritz, baseado na
construcdo do funcional de energia; e metodo de Galerkin, que realiza a integracdo por partes

da funcdo residuo, ponderada por uma funcdo peso.

O presente trabalho ird apresentar a formulagdo do MEF pela abordagem de Galerkin,
por ser mais geral e resolver uma maior variedade de problemas. Serd demonstrada sua
formulagdo para o caso bidimensional, na forma matricial, do mesmo modo que em (DE
FREITAS; DE ALMEIDA; PEREIRA, 1996). A formulacdo serd desenvolvida com base no
problema de elasticidade dos meios continuos, conforme definido no apéndice (item B.7 -
Estado Plano). Destaca-se que o método de Galerkin pode ser utilizado para uma variedade de
outros problemas fisicos, e para diferentes dimensdes (1D e 3D por exemplo). No estudo da

elasticidade linear dos meios continuos, a equacdo governante do problema é dada por:
[LI{e} + {b} =0 (3.1)

onde {c} € 0 vetor formado pelas componentes de tensdo normal nas diregdes X,y e pela parcela
de tensdo de cisalhamento xy, {b} é o vetor de forcas de volume na direcdo x ey, e [L] é uma

matriz que representa o operador divergente.

Esta equacdo € a chamada forma forte de um problema mecanico, que consiste em uma

equacdo diferencial ordinaria linear. Admitindo que ndo se conheca sua solucdo, esta serd
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satisfeita em termos de média ponderada através do conceito de minimizacdo de erros (ou

minimizacdo da funcdo residuo):
f ([L}{o} + (bDu" d = 0 (32)
Q

onde u* é a funcdo peso (também chamada de funcdo teste), Q é o dominio do corpo, conforme

apéndice B.

O formato da equacdo é chamado de forma fraca, ou forma variacional direta. O sistema

resolvente € montado a partir da forma fraca do problema.

Integrando-se por partes o primeiro termo da integral anterior obtém-se:
f [LI{a} u" dQ = ] [N]{o} u" dI' — f ([L]T u")T {a} d (3.3)
Q r Q

onde [N] é a matriz contendo as componentes do vetor n normal ao contorno, definido no

apéndice B.7 e I' € o contorno do corpo, conforme apéndice B.

Introduzindo a Eqg. (3.3) na Eg. (3.2) obtém-se a Eq. (3.4):
J [N[{o} u* dI —f ([L]" u")T {o} dQ + f {(b}u dQ=0 (3.4)
r Q Q

A condicdo de contorno de Neumann, também chamada de condicdo de contorno

natural, é imposta em forma fraca da seguinte maneira:
(INHe}—{gh v dr'=0 (3.5)
To

onde {£} é o vetor de forcas de superficies prescritas.
Substituindo entdo a Eq. (3.5) na equagéo (3.4):
f ([L]" u")T {6} dQ— j {b}u" dQ — ] [N{oe}u dl— | {f§u*dl =0 (3.6)
Q Q Iy Ty

As condicBes de contorno de Dirichlet, também chamadas de condi¢Bes de contorno
essenciais, sdo impostas em forma forte sobre a aproximacdo adotada. Isso significa que é
adotada uma fungdo peso, u*, homogénea nesse trecho:

u*=0emTl, 3.7)
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f [N[{e}u* d[' =0
r

u

As relacBes constitutiva e de compatibilidade séo descritas em forma forte, conforme

Eq. (3.8), e substituidas na forma fraca . Assim:

{0} = k[L]"{u} (3.8)

J ([L]"w)T k[L] {u} dQ — J (byuw do= | {Hu dl (3.9)
Q Q

Ts

onde define-se {u} como sendo o vetor de deslocamentos relativo ao vetor de tensGes aplicado,

e k um coeficiente de rigidez do elemento.

A Técnica dos Elementos Finitos'® é a estratégia utilizada para a determinacdo da funcéo
de solucdo aproximada dos problemas formulados em forma fraca. Essa técnica consiste na
realizacdo de aproximacgdes efetuadas a partir da combinacdo linear de fungGes polinomiais com
propriedade de particdo da unidade — chamados de polindmios de Lagrange. Como exemplo,
utilizando a técnica para 0 caso de um problema unidimensional onde se busca aproximacao

para deslocamentos, obtém-se a equacédo a seguir, definida em nota.
ti(x) = a;¢;(x) (3.10)

Sendo i a solugdo aproximada, as funcOes base ¢; séo escolhidas de forma que os

coeficientes «; sejam iguais ao valor da fungdo incognita de cada no:

a; = i(x;) =14; (3.11)

L

Portanto, para um nd j tem-se:

l,parai=j

= {O,para i %) (3.12)

Ou seja, os coeficientes «; podem ser definidos da seguinte forma:

13 Apesar de técnica e método serem palavras frequentemente usadas como sinénimos, a técnica dos elementos
finitos se distingue do método dos elementos finitos em si. Enquanto o primeiro apenas define uma funcéo de
aproximacdo baseada na particdo de unidade, 0 segundo consiste emum método de solucdo do problema de valor
de contorno descrito em forma variacional direta, baseado na divisdo do dominio em um ndmero finito de
subdominios.
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aj = ﬁ(x]-) = ai¢i(xj) = U (3.13)

As funcbes ¢; sdo chamadas entdo de funcbes de forma. Normalmente s&o utilizadas
fungdes polinomiais, variando-se ondmero de coeficientes de acordo com grau de aproximagao
adotado. Conforme mostrado na Figura 6, para a funcdo linear had apenas dois coeficientes

(relativos aos dois nds — 1 e 2), enquanto para a funcdo quadratica ha trés coeficientes o;.
Figura 6. Funcoes de forma linear (a esquerda) e quadratica (a direita).

0.0) 0.00) 0,) Lt e

FONTE: O autor.
Os coeficientes da equagdo (ai) tem o significado de valores nodais da funcdo incognita

e podem ser calculados pelo método de Galerkin. Esse método de solugdo impde que a funcdo
peso utilizada, u*, possua a mesma base da funcdo aproximativa da solucdo #i(x). Introduzindo

a aproximacdo para a funcdo peso, sendo Su seus coeficientes obtém-se:
u* = ¢g Su (3.14)

A resposta deve ser a mesma para quaisquer dui, logo, introduzindo a aproximagdo para
deslocamentos no dominio na forma fraca ja apresentada na Eg. (3.9), obtém-se a equacdo do

MEF em termos de deslocamentos:
u = {pa}" {ug} (3.15)

[K] {uq} = {F} (3.16)
onde [K] € a matriz de rigidez e {F} é o vetor de forcas, calculados, respectivamente, pelas
equacOes a seguir:

(K1 = [ (LT o))" k (LI (@a)) dO (3.17)
Q

3.18
(= [ (@a)" 0r + | (@aY b} do 419
Iy Q
Uma observacdo importante € que as condicGes de contorno de Dirichlet ndo precisam
ser impostas previamente. Elas podem ser impostas sobre o sistema resolvente final, tornando

0 método bastante pratico de ser implementado. Além disso, amatriz de rigidez definida na Eq.
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(3.17) é simétrica, reduzindo o custo computacional da solu¢do do sistema. Posteriormente, a
partir das relacdes de compatibilidade e constitutiva, € possivel se obter os resultados para

deformacdes e tensdes.

Naforma classica, 0 MEF apresenta limitagbes —deformacGes e tensdes possuem ordem
de aproximacdo reduzida, sua obtencdo envolve derivacdo. Pela aproximacdo depender de
funcbes de forma polinomiais ha dificuldade para obtencdo de respostas precisas em regides

com grande gradiente de deformacgdes, exigindo grande refinamento da malha.
3.2 Meétodo dos Elementos de Contorno

Serd detalhada a seguir a obtencdo da formulacdo do MEC para os problemas
elastostasticos planos. Da mesma forma que no MEF se parte da equacdo diferencial de

equilbrio infinitesimal, escrita na forma indicial da seguinte maneira:
Oj;+ b =0 (3.19)

Esta equacdo é a chamada forma forte do problema mecanico. Procura-se minimizar seu

erro, encontrando-se entdo a sua forma fraca, ou variacional direta. Assim:

j (0kj,; + b )wy A2 =0 (3.20)
Q

A fungdo peso w sera considerada como campo de deslocamentos no chamado problema

fundamental, possuindo relagdes de compatibilidade e constitutivas escritas da seguinte

maneira:
w, = U, (3.21)
Gv
€ij = E(ui,j +uj;) (3.23)

onde G é o mddulo de elasticidade transversal, v € o coeficiente de Poisson e ¢ representa 0

tensor de deformacoes.

No contorno se observa também o equilibrio de forcas de superficie:

pi = o;n; (3.24)
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onde p;, representa as forcas de superficie e n; é o vetor normal ao contorno.

A forma variacional direta, equacdo (3.20), assume o seguinte formato:
j (Ukj,j + bk,)u}; dQ=10 (3.25)
Q
Integrando por partes a primeira parcela obtém-se a seguinte relacéo:
Q r Q
Substituindo essa relacdo na equacdo (3.25) obtém-se:
fpku*k dr — fck]- & dQ + fbku*k dQ =20 (3.27)
r Q Q

Esta equacdo € similar a Eq. (3.4) utilizada no MEF, a excecdo da notacdo adotada. No
entanto, a partir desse momento o MEC adota outra abordagem, onde se procura evitar termos
de integracdo no dominio. Entdo € realizada nova integracdo por partes, nesse caso no segundo

termo, conforme a relagdo (B.25), surgindo novo termo de integral no contorno:

jckjal*q- dQ = Jp,’;uk dar— j O jUx AL (3.28)
Q r Q

Substituindo na equagdo (3.27) obtém-se a seguinte equagdo, chamada de Teorema de

Reciprocidade de Betti:
f Okj Ui A+ f biug dQ = — f Pty dl' + f Pt dT (3.29)
Q Q r r

Nesta equacdo ha dois termos de integral no dominio e dois termos de integral no
contorno. O MEC objetiva evitar a integragdo do campo de deslocamentos (u,) no dominio,
(primeiro termo da equacao anterior), pois para isso é necessario 0 uso de aproximacfes de

dominio. Dessa forma, na definicdo da fungdo peso oy ; € utilizada a funcdo delta de Dirac A:
Ule,j + Ai6lk = 0 (3.30)

Como nesse caso 0 campo de deslocamentos possui mais de uma dimensdo, a funcédo

delta de Dirac é aplicada separadamente para cada diregdo, representada pela letra [. &y,

representa o delta de Kronecker e o ponto de aplicagéo, ou ponto fonte, da funcdo delta de Dirac
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é representado pela letra i. Esta equacdo é chamada Problema Fundamental, e sua solucdo é a

Solugdo Fundamental.
Exemplificando para um problema bidimensional:
1. Delta de Dirac aplicado na direcdo 1:
=1

ot + A8, =0 (3:31)
0y + A8, =0

Ou seja:

{Gflj,j +4'=0 (3.32)

0125, =0
2. Delta de Dirac aplicado na direcdo 2:
=2

0-2*1]"]' + Ai621 = 0 (333)
Oy j + A8y =0

Ou seja:

0,,::=0
{ R (3.34)
Oyjj T A=0

Com o uso da funcdo Delta de Dirac ndo é mais necessaria integracdo de deslocamentos

no dominio. Assim:
Q Q Q
Com isso obtém-se a equacdo conhecida como Identidade Somigliana:
cu, + Jp,*kuk dl = jpku”;k dl + J b,uy, dQ (3.36)
r r Q

A variavel ¢ possui valor dependente da localizagdo do ponto fonte do Delta de Dirac:
¢ =0 = Para pontos externos ao dominio Q

¢ =1 - Para pontos internos ao dominio ()
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Conforme (BREBBIA, 1978b), para a obtengdo do termo ¢ no caso de pontos fonte
sobre o contorno procede-se analise limite do ponto fonte pertencente ao dominio,

transportando-o0 para sobre o contorno. No caso de contorno I" suave obtéem-se:
¢ = 0,5 = Para pontos sobre o contorno I'

Utilizando-se a equacao (3.36), com a solucdo fundamental, escolhendo-se ponto fonte
externo ou sobre o contorno se obtém a equacdo para a solucdo do PVVC. Com as respostas para
0 contorno, pode-se obter as respostas para 0s pontos internos, bastando para isto escolhé-los
como pontos fonte.

Considerando que ndo ha forcas de dominio e introduzindo as aproximacdes sobre a
geometria e 0s campos mecanicos obtém-se:

b, =0 (3.37)
U = Pyuy,
(3.38)
Dr = PiDki

Para o ponto fonte j, a identidade Somigliana toma a forma:

C U+ fpl*qubiuki dr = fuj;kjgbipki dr (3.39)
r r

Utilizando o delta de Kronecker e mudando para coordenadas adimensionais, reescreve-

se a equacao anterior:

+1 +1
C6jiuki+f P jPitt: J(£)dE :j Ul j PP J(§)dE (3.40)
1

-1

Logo, a equagdo anterior pode ser apresentada na forma compacta a seguir:
Hy ity = G jiPri (3.41)

onde Huji e Giji sdo calculados pelas equacBes a seguir, respectivamente.

Hyjo = 085+ f pivsbe J(E)de (3.42)
-1

+1
Gueji =] upd; J(§)dg (3.43)
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Para o caso bidimensional a equacdo (3.41) resulta no seguinte sistema:

[H11ji H12ji]{u1i}:[611ji Glzji]{Pu} (3.44)
Hyji  Hppjid W Hy1ji Goppjil WPai '

Por meio do sistema anterior obtém-se os resultados para o contorno do problema. Ja
para o caso de tensdes internas, deriva-se a ldentidade Somigliana, Eq. (3.36), em relacdo aos
eixos, considerando-se forcas de dominio nulas e por meio das relaces de compatibilidade e

constitutiva obtém-se equacao para sua determinacao:
r r

Os termos Dy;; € Sg;; sdo obtidos derivando-se os nicleos u* e p* respectivamente.
Para a sua obtencdo € necessario 0 uso da Solucdo Fundamental. A formulacdo acima é
interessante pois dela se deriva a chamada Formulagcdo Hipersingular, de grande importancia

para andlise de problemas de Mecanica da Fratura.
3.2.1 Solugédo Fundamental de Kelvin — Meio Isotropico

A solucdo da Eg. (3.30) é chamada de solugdo fundamental. Ela € determinada
considerando um corpo de dimensdo infinita submetido a uma forca pontual, representada pelo
delta de Dirac. A seguir apresenta-se a solu¢cdo para 0 caso isotrdpico obtida por Kelvin,

chamada de Solugdo Fundamental de Kelvin:

Para deslocamentos:
. 1 1

sendo r a distancia ao ponto fonte.

Utilizando-se da relacdo de compatibilidade, Eq. (B.9), obtém-se a solu¢cdo em termos

de deformacgdes:

1
El*]k = — m{(l - ZV) [511T,k+ 5L-kT',j ] + ZT,i T',j T',k— 6ij',l- (3.47)
Por meio da relagcdo constitutiva, Eq. (B.7), nesse caso a lei de Hooke generalizada,

obtém-se a solucdo em termos de tensdes:
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i 1
Ok = —m{(l - 2v) [6ijr,k+ 8k Tyj— Ok,Ti ] + 21,1, Ty } (3.48)

Aplicando-se a equacdo de equilibrio de Cauchy, Eq. (B.3), obtém-se em termos de

forcas de superficie:

1 dar 3.49
Pl = _m{%[(l —2v)8; + 21, 1, 1+ (1 = 2v) (1, — 1y, )} (3.49)

sendo que n; representa o versor normal da superficie, orientado para fora do corpo.

Para a obtencdo das tensGes internas, Eq. (3.45), € necessario o calculo dos termos Dy,

e Sy, obtidos derivando-se os nlicleos u* e p* respectivamente, resultando em:

k 2n(1—v)r?2 ( on

+ Zv(nir,j Tyt T, T ) (3.51)

Observa-se que a solucdo fundamental de Kelvin para deslocamentos e forcas de

superficie possuem singularidade da ordem de In(r) e 1/r no ponto fonte. Surge entdo a

necessidade de tratar essa singularidade, o que sera feito por meio de Método de Subtracdo de
Singularidade (MSS). No caso de nicleos hipersingulares da ordem de 1/r* como Sy;; ndo
serd possivel a solugdo analitica por meio do VPC, sendo necessario 0 uso do conceito de Parte

Finita de Hadamart (PFH). Esses nlcleos ocorrerdo na formulagcdo chamada Hipersingular.

3.2.2 Método de Subtracdo de Singularidade (MSS) — Meio Isotropico

Segundo (ALIABADI, 2002 apud OLIVEIRA, 2013) uma maneira de tratar nlcleos de
integracdo singulares consiste em subtrair 0 ponto de singularidade dando origem a um novo

nicleo regular e uma nova integral, ainda singular:

Figura 7. Separacdo de nucleo singular

Singular Regular Singular
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1

le(x)dxz fl[F(x)—F*(x)]dx+f F* (x)dx

-1 -1 -1
FONTE: O autor.
Para que o segundo nlcleo seja regular basta que F*(x) possua 0 mesmo grau de
singularidade de F(x), sendo entdo possivel realizar a integracdo numericamente. A fungéo

F*(x) deve ser tal que o terceiro nlcleo possa ser integrado analiticamente.

O procedimento de subtracdo de singularidade das solucbes fundamentais foi realizado
por (KZAM, 2009), tanto para ndcleos singulares, no caso de ordem In(r) e 1/r, quanto para
hipersingulares, no caso de ordem de 1/r%. As integrais singulares sdo avaliadas em um

elemento tangente ao contorno no ponto fonte.

Figura 8. Configuracdo do elemento reto auxiliar — coordenadas adimensionais

| g 3 .
§=+1 Fauxitiar

FONTE: (OLIVEIRA, 2013)
A coordenada adimensional sera designada como sendo ¢, sendo a do ponto fonte &,. A

diferenca sera dada por €:

e=¢§— ¢, (3.52)

A geometria do elemento de contorno curvo € dada por meio do uso das funcBes de

forma. Ou seja:

x; (&) = ¢, (x| (3.53)

Sua derivada é dada entdo por:

x;;(§) = ¢l](€)xll (3.54)
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Expandindo-se por série de Taylor as coordenadas do ponto campo nas proximidades

do ponto fonte e eliminando-se os termos de ordem superior:

x;(§) = x;(§p) +x;:(§p)e (3.55)

A distancia no elemento auxiliar do ponto de coordenada ¢ ao ponto fonte sera dada

pelo vetor 7*:
r (&) =x(8) - x(f()) =X (fo)e (3.56)

A distancia entre 0s pontos seré entdo representada por r*:

o= 7| = \[ri*(f) HGE \[xi,f Golex;e(fole (3.57)

=] el

Dada a Identidade Somigliana, equacdo (3.36), substituindo-se a solugdo fundamental

(3.46) no termo referente a u;, obtém-se:
J‘pku’;k dr = f (uyIn(r) 6, +u,r, 1, ) Prdrl (3.58)
r r

B —(3—4v) B 1
YT ec(1-v 2 T sc(1—v)

Observa-se que a singularidade esta em In(r), logo procura-se remover a singularidade
dessa parte da integral. Realizando a transformacdo de coordenadas e utilizando aaproximagao

de forcas de superficie, sendo que ¢,, representa as fungoes de forma, obtém-se:

Pr(§) = ¢, (§) i (3.59)

J u, In(r) &, pdl = l j u, In(r) 8y, ¢, (J;(O) dé|py” (3.60)
r -1

E efetuada entdo a reducdo de singularidade. Sendo subtraida e somada integral sobre o

elemento reto auxiliar obtém-se:
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f In(r) ¢, (£)J,(8) dé

= [ M09 dg = [ G616 dE (BEY

-1

1
+f In(r*) (,b;l(fo)]j(fo) dé
1

A Ultima integral podera ser resolvida por meio do uso das integrais no sentido do Valor
Principal de Cauchy (VPC).

Quanto as outras duas integrais pode-se escrever:

j In(r) ()], () dE — j In(r*) s (€0)], (&) dé
- -1 (3.62)

= [ [0 91,0 =) 95,601 6]l

Observa-se que no ponto fonte as equagdes terdo o mesmo valor, dessa forma ocorrera

a efetiva subtracdo da singularidade. A integral podera entdo ser resolvida numericamente.
Figura 9. Configuragéo de elemento reto auxiliar, setas indicam o sentido de integragéo.

«

Smdwcdo Fundamental

Elemento de Contorne Auxiliar
+1

Elemento de Comtorno Curve

FONTE: (KZAM, 2009)
Quanto ao termo da identidade Somigliana referente a p;,, procede-se da mesma forma,

resolvendo-se a integral singular por meio do Valor Principal de Cauchy.
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3.2.3 Solucdo Fundamental — Meio Anisotropico

Para o caso de material anisotropico, a grande diferenca em relacdo ao isotropico se da
na Solucdo Fundamental, apresentada por (CRUZE & SWEDLOW, 1971 apud CORDEIRO,

2015), desenvolvida com uso da teoria das funcBes complexas.
Primeiramente, é necessaria a obtencdo das raizes u,, u,, fi; € fi, da seguinte equagao:
Cop* = 2C 8> + (2C, + Cyg > — 2C,ep +Cyp, = 0 (3.63)
sendo que f; é araiz complexa conjugada de p,, 0 mesmo valendo para .

Em seguida calcula-se a matriz de parametros complexos gq.,,:

{Qk1} _ {Cnlic +Cyp — ClG:“k} (3.64)
Tk2 Ciatti + Cop — Coplty

Deve-se entdo encontrar as solugfes do seguinte sistema complexo:

1 -1 1 -17(%) (-6,/2mi

b mHl Hy —E | JAnl ) =6, /2w (3.65)
9n ~Qu Qe ~dz||de 0

Q1 — 421 42 — (4 kAlZJ 0

Ao final, asolucdo em deslocamentos fica escrita da seguinte forma:
uy, = 2Re[q,,4;;In(z; — z9) + q4,A;, In(z, — z9)] (3.66)

E, no caso de forcas de superficie, o resultado é o seguinte:

1
Gra Wy — M)A + Z—gkz(ﬂzm —1n,)A;, (3.67)

. = 2Re
Pik 5 _Zg

_ 0
Z1— 23

sendo que n,, representa o versor normal ao exterior do corpo e g,.,,, € dado por:

S (3.68)

Similarmente a0 caso isotropico, a Solugdo Fundamental Anisotropica também
apresenta singularidades, procedendo sua integracdo com uso de MSS, com uso do conceito do
VPC e PFH.
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3.3 Acoplamento MEC - enrijecedor

Seréd realizada a diferenciacdo entre o acoplamento MEC/MEF para sub-regides

adjacentes e o acoplamento MEC com enrijecedores.

No caso do acoplamento MEC/MEF para sub-regides adjacentes haverd acoplamento
somente da interface entre os métodos. E imposta a compatibilidade de deslocamentos, ou seja,
para 0 contorno das duas sub-regides o deslocamento sera o mesmo. AlEm disso, é imposto o
equilibrio, que nesse caso significa que as forcas de superficie para as duas sub-regides sdo de

mesmo Valor absoluto e opostas, ou seja, se anulam.

De outra forma, no acoplamento MEC com enrijecedores estes estdo presentes em
qualquer direcdo dentro do dominio do MEC, que serd chamado de Dominio. Na formulacéo
do MEC o meio é considerado homogéneo. Para se levar em conta a existéncia de enrijecedores
é utilizada entdo a superposicdo de efeitos, sendo o acoplamento realizado através da aplicacdo

das condicGes de compatibilidade e equilibrio sobre os nés das fibras.

Foram adotados enrijecedores, também chamados de fibras, lineares com rigidez
somente na direcdo axial, ou seja, elementos de trelica. Da mesma forma que realizado por
(LEONEL, 2009) para o acoplamento MEC/MEF, os dois métodos sdo utilizados

separadamente para entdo ser realizada a superposicdo de efeitos:

Figura 10. Acoplamento MEC/MEF.

elemenios finitos
¥

Linhas gy g=—g—g==g==8'
1 2 i %] n

de carga

FONTE: (LEONEL, 2009)
A aderéncia entre os enrijecedores e o Dominio causa o surgimento de forcas
distribuidas, estas sdo chamadas de linhas de carga ou forcas de aderéncia. Por equilibrio, a

forca aplicada sobre a fibra deve ser oposta a carga aplicada sobre o Dominio, ou seja:
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fP=—fF (3.69)
onde f? e fF sdo forcas sobre o Dominio e sobre a fibra respectivamente.

Desconsiderando-se 0 escorregamento das fibras, o deslocamento nos pontos delas deve

ser igual para os dois métodos, ou seja:
uP? =uf (3.70)
Utilizando-se a formulagdo do MEC para o contorno, a partir da Identidade Somigliana,
Eq. (3.36), obtém-se a seguinte equacdo:
Heeue = Geepe + Ger fP (3.71)

onde o primeiro indice indica a localizagdo do ponto fonte e o segundo a localizacdo dos

elementos por ele integrados, ou seja:

H.. éamatriz H obtida pelo MEC para os pontos do contorno integrados no contorno.
Gcc € amatriz G obtida pelo MEC para os pontos do contorno integrados no contorno.
G.r € amatriz G obtida pelo MEC para os pontos do contorno integrados na fibra.

Utilizando-se a formulacdo do MEC para o enrijecedor obtém-se a seguinte equagéo:
Up + HpcUe = GpePe + Grpf” (3.72)
Hp. é amatriz H obtida pelo MEC para os pontos da fibra integrados no contorno.
Grc € amatriz G obtida pelo MEC para os pontos da fibra integrados no contorno.

G € amatriz G obtida pelo MEC para os pontos da fibra integrados na fibra.

Para concluir o acoplamento fica faltando a equacéo algébrica do préprio enrijecedor,

esta pode ser escrita da seguinte forma:
Koup = G fF (3.73)

A diferenca entre os métodos utilizados para modelar o enrijecedor s6 ocorrem na
obtencdo dessa Ultima equacdo, sendo indiferente se 0 meio é isotropico ou anisotrdpico. Para
0 caso do acoplamento MEC/MEF é necesséria aproximacdo tanto para deslocamentos quanto
para a forca distribuida. Com o uso do acoplamento MEC/MEC 1D é necessaria aproximagao

somente da forga distribuida.
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Unindo as equagdes (3.71), (3.72) e (3.73) obtém-se:

Hcc 0 _GCF Ue Gcc
Hee |1 _GFF]{uF}:{GFC]pC (3.74)

0 K. G. I{fP 0

Dessa forma é possivel finalmente obter-se a solugdo do problema efetuando o processo

de troca de colunas.

Observa-se que as linhas de cargas sdo incognitas do problema, para sua obtencdo é
necessario o uso de funcdes aproximativas. E adotada a técnica dos Elementos Finitos para
realizar a sua aproximacdo, de forma que sdo obtidos entdo seus valores nodais. No caso do
acoplamento com o MEF, ¢é adotado 0 mesmo grau de aproximacdo, desta forma para todos os
nos do problema sdo obtidos resultados de deslocamentos e de forca de aderéncia. Além disso,
foi adotada formulacdo do MEF onde podem ser utilizados elementos de qualquer grau de

aproximacdo, sendo entdo construidas as matrizes por meio de integracdo numérica.
3.4 Meétodo dos Elementos de Contorno Unidimensional (MEC 1D)

Em (CRUZ, 2012) é apresentada a solu¢do fundamental para o MEC 1D. Por meio dessa
solucéo é possivel o desenvolvimento daformulacdo para o caso de barras de trelica com forcas
distribuidas, necessaria para a representacdo do enrijecedor em uma malha de elementos de

contorno.

O equilibrio de uma barra de trelica é dado pela seguinte equagdo:

dN (x)
= () (3.75)

sendo que N (x)é a forca normal no elemento, p(x) é a forca distribuida sobre o elemento e x

é 0 eixo longitudinal.
Aplicando-se arelacdo constitutiva e a relacdo de compatibilidade obtém-se a relacéo:

du(x)

= (3.76)

N(x) = EA
onde E é o modulo de elasticidade longitudinal, ou modulo de Young, A é a area da secao
transversal.

Substituindo-se a Eq. (3.76) na Eq. (3.75) é obtida a equagdo governante do problema

de barra de trelica em termos de deslocamento:
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d?u(x)

EA
dx?

= —p(x) (3.77)

Seja u*a fungdo peso, a forma variacional direta é dada por:

fOL <EA d:;( *) + p(x))u dx =0 (3.78)

Integrando por partes:

d du*
lEA u(x) EA “ —p(x)]u*dx =0 (3.79)
dx
Integrando 0 segundo termo por partes novamente:
d
lEA u(x) f lu(x)E l x=0 (3.80)

A funcdo peso u* é escolhida de forma que as relacdes (3.76) e (3.77) sejam validas.

Substituindo-se estas relacfes na Eg. (3.80) obtém-se:

NGl ~ [CONTE = | uGopdx - [ po) wdx (3.81)
0 0

O diferencial do MEC 1D se trata da escolha da funcdo peso p*. Da mesma forma que
para 0 MEC ela é escolhida de forma a evitar integracdo no dominio, sendo utilizado para isto

0 Delta de Dirac. Assim:
p*(x,%) = A(x, %) (3.82)
A(x,%) é o Delta de Dirac;
x é 0 ponto a ser avaliado, chamado Ponto Campo;
X € oponto de aplicacdo do Delta de Dirac, chamado Ponto Fonte.

A solucdo da equacao anterior é chamada Solu¢do Fundamental do MEC 1D.

Desta forma, ndo € mais necessaria a integracdo de deslocamentos no dominio:

fLu(x)p*(x,a?) dx = u(x) (3.83)
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A Eg. (3.81) assume entdo a seguinte forma:

L

(@) + [WCON* (6 DL = NGO (o DL + f p () (x, %) doc (3.84)

0

Por meio desta equacdo e com uso da solucdo fundamental encontra-se a resposta para
0 contorno do elemento de trelica, ou seja, suas extremidades. A Solugdo Fundamental é
encontrada em (CRUZ, 2012):

|x — x|

“(x. %) = — 3.85
u*(x, %) 2EA (3.85)
du” (x,X 1
N*(x, %) = EA%= —Esign(x—a?) (3.86)

Sera adotada a seguinte nomenclatura:
N;; i— Ponto Fonte j— Ponto avaliado

Para uma barra com n nds, sdo avaliados o0s nds extremos:

e v N B Y B 8 B X0

L ni nn

A primeira linha refere-se ao ponto fonte 1 e a segunda ao ponto fonte n. Aém disso

foi definido o seguinte vetor de integrais da forca distribuida:
L
qi=f p(x) u'(x,%;) dx (3.88)
0

Mas as forcas normais na equacdo ndo estdo nos eixos locais, o0 valor positivo esta

indicando forca de tracdo e negativo de compressdo. Para deixa-las no eixo local tem-se:

v)={n
- 3.89
W=l (3.89)
Ou seja:

1-Nj,; Nin ] Uy _[uh u;n]{l\h} q1

~N5 14N, s} = W, NnL+{qn} (3.90)

De outra forma, nomeando as matrizes:

[Al{u}, = [BI{N}, + {q} (3.91)
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A equagdo anterior também pode ser escrita da forma:

[B]7'[A]{u}, = {N}, +[B]'{q} (3.92)

Busca-se realizar o calculo das integrais da forga distribuida g;. Fazendo mudanga de

espaco obtém-se:

a = f p(&) w(£,8,)] de (3.93)

sendo que J é o Jacobiano da fungéo.

Observa-se que até o momento ndo foram introduzidas aproximacdes. Entretanto, no
acoplamento do MEC/MEC 1D é necessario aproximar a forgcas distribuidas sobre o
enrijecedor, as quais sdo as forcas transmitidas para ele pelo meio em que ele esta inserido, o
Dominio. Para fazer a aproximacdo sera feito o uso da técnica dos elementos finitos, por meio

das fun¢Bes de forma, com b; sendo os valores nodais da forca distribuida:

p() = ¢,(O)b; (3.94)

Como as forcas distribuidas sdo definidas pelos valores nodais, mantém-se o conceito
de elementos lineares, quadraticos, etc., entretanto isto somente significard que as forcas

distribuidas sdo aproximadas por este grau de aproximacdo dentro do elemento.

Introduzindo-se a equagdo (3.94) na equacao (3.93) obtém-se:

a=[ $,@uey (3.95)
-1

Pode se escrever entdo:

{q} = [CI{b}, (3.96)

Sendo que [C] é dado por:

C, = f RGO RYGIE: (3.97)

Substituindo-se a Eq. (3.96) em (3.92):

[B]7*[Al{u}, = {N}, + [BI'[CI{D}, (3.98)
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Esse formato de equacGes € similar ao utilizado no MEF, entretanto sé é valido para o
contorno dos elementos. Para que o formato se torne o mesmo se faz necessario que sejam

incluidos na equacdo anterior os pontos internos dos elementos.
3.4.1 Pontos Internos

No acoplamento de métodos € de interesse que seja possivel que o elemento possua
qualquer nimero de nés. Isso proporcionard que a forca distribuida possua aproximacdo de
polindmio de qualquer ordem. Busca-se entdo incluir na equagdo os pontos internos. Para o

caso de ponto interno j a equacao seria a seguinte:

u; — Nju, + Nju, = —uj; N+ u;, N, + q; (3.99)

] jn¥n jn
Acrescentando-se as matrizes dos pontos extremos:

Uy up, 0wy | (N q,
L 0 L

J
—Np 0 Ny

u u Qn

n n

{u1} —Ni; 0 Npy
L

Observa-se que nesse caso:

*

uyp; 0wy,
B=|uy 0 uj, (3.101)
u: 0 u:

nn
A matriz B obtida ndo € inversivel. Entretanto, observando que N; = 0, pode-se adotar
entdo B;; = EA/L sem prejuizo para o produto [B]{N}.

Incorporando-se o ponto interno a Eq. (3.98) conforme (3.100) e (3.101) e agrupando

as matrizes obtém-se a equacao:

[K]L{U}L = {N}L + [G]L{b}L (3102)
(K], = [B]'[Al e [G], = [B ]7*[C]

Esse formato de equacBes é o mesmo utilizado no Método dos Elementos Finitos. E
interessante para que seja realizado o acoplamento de métodos, ou mesmo para que seja

efetuada a rotacdo e unido de elementos, como sera explicado adiante.

Apos a solugdo do problema, com obtengéo de u,, e b, procura-se encontrar os valores

dos esforcos normais dos elementos, para isto € utilizada a equagdo (3.75) na seguinte forma:
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{N}L = [K]L{u}L - [G]L{b}L (3.103)

Entretanto, a equacéo anterior fornece somente os valores dos esfor¢cos normais nos nos
extremos do elemento, procura-se também os valores nos nos internos. Uma vez que esta sendo
utilizado o MEC 1D, somente a forca distribuida € definida ao longo do elemento. Com base
nisso, para a obtencdo dos esforcos normais pode ser utilizada a Eq (3.75), ja apresentada

anteriormente.

Integrando-se até o ponto de interesse j, sendo 1 o primeiro ponto do elemento:

Lj Lj
N; =N, —J; p(x) dx= N, — <JO o; dx) b; (3.104)

Foiadotada a estratégia de se realizar a mudanca de espago em 2 etapas, sendo a primeira
em relacdo ao elemento inteiro e a segunda em relacdo a parte do elemento que deve realmente
ser integrada. Desta forma, realizando mudanca de espaco em relagdo ao elemento inteiro

obtém-se:

§j
Ny =N, - (f ¢:($) J dé) b; (3.105)

O Jacobiano J é calculado da forma usual. Em seguida é realizada nova mudanca de

espaco, em relagdo ao intervalo entre —1 e §;, com o calculo do Jacobiano Equivalente Jg:

Ny =N, - (f ¢:(8) ] Jg ds‘;;) b; (3.106)
-1

Jg = % (3.107)

§=(+ 1)*51';1—1 (3.108)

Desta forma pode-se integrar numericamente para obtencdo dos esforgos normais, tanto

para o MEC 1D quanto para o MEF.
3.4.2 Rotacédo e Unido de Elementos

Tanto para o acoplamento quanto para a unido de elementos é necessario que 0S €ix0s

adotados sejam 0s mesmos, ou seja, globais. Para isso entdo efetua-se a rotagdo dos eixos dos
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elementos da mesma forma que para elementos finitos, similarmente ao que se encontra em
(PROENGCA, 2010).

A rotacdo dos elementos € efetuada por meio do uso da matriz de rotagdo R, ortogonal

prépria, de forma que:

[R]* = [R]"
{u}¢ = [RI{u},
(3.109)
{N}¢ = [RI{N},
{b}G = [R]{b}L
Substituindo-se na Eg. (3.75):
[K],[RI"{u}; = [RI"{N}; + [G],[R]"{b}; (3.110)
Logo:
[RI[K],[RI"{u}¢ = {N}; + [RI[G],[RI"{b}s (3.111)
Portanto, pode-se escrever as matrizes rotacionadas da seguinte forma:
[K]G = [R][K]L[R]T
(3.112)

[G] = [RI[G],[R]"

J& para a unido de elementos é imposta a compatibilidade de deslocamentos e equilibrio

do n6é comum i, traduzindo-se nas seguintes equagdes:

u(il) — ugz)

(3.113)
S

onde:
ugl) € o deslocamento do no i para o elemento 1
ul@ € o deslocamento do nd i para o elemento 2

NVéa forca normal aplicada sobre o n6 i para o elemento 1

i

Ni(Z) é a forca normal aplicada sobre o n6 i para o elemento 2
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Da mesma forma que em (PROENCA, 2010) é feito para elementos finitos pode-se unir

as equacdes dos elementos em somente uma equacao global, da seguinte forma:

[K]G{u}(; = {N}(; + [G]G{b}g (3.114)
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4 MEC 1D - VALIDACAO E APLICACAO

De forma a valdar a formulagdo implementada, serdo analisadas estruturas cujas
respostas mecanicas sejam conhecidas. Primeiramente sera testada a formulacdo do MEC 1D

com elementos na mesma direcdo para em seguida se testar com rotagédo de elementos.
4.1 MEC 1D - Exemplo 1: Elemento com forc¢a distribuida linear

Serd, inicialmente, avaliado o caso de um elemento isolado com forca normal distribuida

de forma linear, conforme ilustra a Figura 11:

Figura 11. Elemento com forgca normal distribuida de forma linear

FONTE: O autor.
Nesse caso, foi adotado L como sendo o comprimento do elemento e a forga distribuida

foi definida pela seguinte formula, sendo a um valor constante:
p(x) =a.x 4.1)

As relagbes (3.75), (3.76) e (3.77) séo validas:

N(x) =u' (x)EA 4.2)
u'(x) = —% (4.3)
Ou seja:
u'(x) =— % (4.4)

Como condicbes de contorno foi adotado:

u(0) =0
(4.5)

N(C )=0
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Dessa forma:
u'(L)=0 (4.6)
Integrando-se (4.3):
u'(x) = _a._x2+ C, (4.7)
2EA

Aplicando as condigdes de contorno:

a.L?
C, = 4.8
17 2EA 48
a.x® a.lL?
(o) = — 4.9
W) =—oprtom *.9
a.x?® a.l?
Mo = - (4.10)

Integrando-se (4.9) e aplicando-se a condicdo de contorno essencial obtém-se a solugéo

analitica:

3 2
a.x 4 a.Lc.x (4.11)
6EA 2EA

u(x) = —

Quanto a reacdo de apoio R, pode ser obtida pela equagao (4.10):

a.L?

R =-N(0) = — (4.12)

Dado que a resposta analitica é conhecida, foi efetuada a comparagdo com o resultado
da formulagdo do MEC 1D. Adotou-se:

(4.13)
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A barra foi discretizada com 5 nés. Foram utilizados primeiramente 4 elementos

lineares, em seguida 2 elementos quadraticos e ao final 1 elemento do quarto grau. O resultado
pode se observar na figura a seguir:

Figura 12. Resposta do MEC 1D — Forga distribuida de forma linear

8 20.00
18.00
16.00
6
14.00
) § /
5 v 12.00

10.00

M 8.00

Deslocamento
D
For¢ca Normal

3 6.00
4.00
2.00
) ¢ 0.00

0 X -2.00
1 2 3 4 5 6 7

Coordenada

u Analitico A u-4elem.Graul X u-2elem.Grau?2 u-1elem. Grau4

N Analitico A N-4elem.Graul X N-2elem.Grau2 O N-1elem.Grau4

FONTE: O autor
Foi realizado o célculo do erro dos resultados, para isso foi utilizada a seguinte formula:

X — X
Erro = MEC 1D FTOOL (414)

XFrooL

onde x é a varidvel sendo avaliada.

Nesse caso, 0 erro méximo tanto para deslocamento dos pontos quanto para a reacao de
apoio foi de 4,44E-15. Portanto, ndo se tratou de erro propriamente, e sim de truncamento

préprio do computado. Ou seja, pode ser considerado que a resposta numérica coincide com a
resposta analitica.
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4.2 MEC 1D - Exemplo 2: Elemento com forca distribuida quadratica

Seré avaliado agora 0 caso de um elemento com forca distribuida, regida de forma
quadratica, da seguinte equag&o:

p(x) = a.x? (4.15)
Tem-se entdo que:
W) = -8 (4.16)
EA
CondicBes de contorno:
u(0) =0
(4.17)
N(L)=0
Integrando-se (4.16):
3
M) = — & 4.18
S TR 19

Mas, utilizando a relagdo (3.76) em (4.17) observa-se condicdo de contorno em termos

de derivada de deslocamentos:

u'(L)=0 (4.19)
Logo:
C, = ;‘ELj (4.20)
W (x) = — Z;Ag + ;‘EL: 4.21)
N(x):—a'x3+a'3L3 4.22)

Integrando-se novamente e aplicando-se a condicdo de contorno em deslocamentos

obtém-se:

a.x*

3
a.l’. x (4.23)

u(®) = -t

3EA
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A reacdo de apoio R é dada entdo por:
3

R=-N(0)= —% (4.24)

Foi efetuada novamente comparacdo do resultado da formulacdo do MEC 1D com 5
nos, sendo utilizados 4 elementos lineares, 2 elementos quadraticos ou 1 elemento do quarto

grau. Adotou-se:

(4.25)

O resultado pode ser observado na figura a seguir:

Figura 13. Resposta do MEC 1D — Forcga distribuida de forma quadratica

35 80.00

& &
w0 4 / 70.00
* / ) 60.00
25
/ 50.00

o —
= X ©
S 20 . { 4000 E
S S}
.
% 15 30.00 o
[} o
[a)] [
% 20.00
10 -
10.00
5
)4 0.00
0 X -10.00
0 1 2 3 4 5 6 7
Coordenada
u Analitico A u-4elem.Graul X u-2elem.Grau?2 u-1elem. Grau 4
N Analitico A N-4elem.Graul X N-2elem.Grau2 O N-1elem.Grau4

FONTE: O autor.
Novamente calculou-se o erro dos resultados, conforme equacgéo (4.14). No caso de uso
de elementos quadraticos e do quarto grau o erro maximo foi de 2,39E-15, podendo ser
considerado que coincidem com a resposta analitica. Entretanto, no caso de uso de elementos

lineares foi obtido erro relevante, 3,13E-02. O erro é justificavel pelo fato da forca distribuida
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ser descrita através da Técnica dos Elementos Finitos, conforme a equacdo (3.94). Ou seja,
como ela é definida através dos valores nodais, com o uso de elementos lineares ela também
esta sendo considerada linear dentro dos elementos. Como foi adotada forca distribuida
quadratica, ao considera-la linear dentro dos elementos ocorre erro. O aumento da discretizacéo

da barra é uma opcao para reducdo deste erro.

A Ultima configuracdo foi reanalisada utilizando-se elemento com 41 nés. Utilizando-
se 0 MEC 1D a quantidade de nés possui menor influéncia sobre o resultado, uma vez que na
pratica a solugdo se d& por meio dos ndés do contorno. A resposta para 0s nos internos é obtida

por poés-processamento:

Figura 14. Resposta do MEC 1D, 41 nés — Forca distribuida de forma quadratica

35 80
30 70
Y 60
25 '
\
\
2 ! 0 —
$ 20 \ £
€ \ o
© \ 40 =
(&)
] \ g
- 15 N o
4] o
o \ 30 &
10 \
\ 20
\
5 \\ 10
0 \ 0
0 1 2 3 4 5 6 7
Coordenada
® uMEC1D u Analitico N MEC 1D N analitico

FONTE: O autor.
O ponto negativo de se utilizar grande quantidade de nés em um elemento se deve ao

fato da forca distribuida ser aproximada pela Técnica dos Elementos Finitos. Como a
aproximacdo € definida pelos valores nodais, sendo neste caso de grau 40, possivelmente ocorre
grande oscilagdo. Outro fator relevante é a necessidade de, pela formulacdo adotada, se inverter
matriz ndo-simétrica com tamanho proporcional ao ndmero de nds, podendo resultar em
maiores erros numéricos. Provavelmente por estes motivos os erros foram maiores do que com

0 uso de elementos quadraticos ou do quarto grau, possuindo valor maximo de 4,95E-4.
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4.3 MEC 1D - Exemplo 3: Unido e Rotacéo de elementos

Nesse caso serd validada a rotacdo e a unido de elementos por meio de exemplo com

unido de 3 elementos formando a trelica apresentada na Figura 15:

Figura 15. Trelica formada por 3 elementos

4 |

FONTE: O autor.
O nimero dos elementos esta dentro de circulo e ndmero do ndé dentro de retangulo.

Pode-se observar que foi aplicada carga concentrada sobre o n6 de nimero 2. Os dados dos
elementos podem ser verificados na Tabela 1. Por se tratar de exemplo didatico apenas com o

objetivo de validar o programa desenvolvido, ndo séo apresentadas unidades.

Tabela 1 - Dados dos elementos

Elemento  EA 14 Nnos
1 10 1 2
2 15 3 2
3 5 0-4 5

FONTE: O autor.
EA representa a rigidez do elemento, p a forca distribuida e N,,;, 0 nimero de nos utilizado na

modelagem do MEC 1D.

Foi utilizado o programa computacional de uso académico Ftool, desenvolvido pela

PUC-RIO, para a verificacdo dos resultados por meio da comparacdo da configuracao
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deformada, conforme mostra a Figura 16 e Tabela 2, e entre os esforgos normais, de acordo

com a Figura 17 e Tabela 3.

Figura 16. Modelo e sua deformada gerados no programa computacional Ftool.

5000 kN

10250 kN
2.750 kN

FONTE: O autor.
Foi realizada a comparacdo de resultados calculando-se o erro entre eles, através da

equagdo (4.14):

Tabela 2 - Comparagdo de resultados de deslocamentos e reagdes de apoio do método como Ftool.
Erro
Deslocamentos Reacdes de apoio
Direcao 1 2 1 2
N61 000E+00 O0,00E+00 2,84E-10 6,72E-12
N6 2 4,75E-05 1,73E-06 0,00E+00 0,00E+00
N6 3 6,51E-10 0,00E+00 2,14E-18 3,07E-10

FONTE: O autor.
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Figura 17. Modelo e Forgas Normais gerados no programa computacional Ftool
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FONTE: O autor.

Para a comparacdo de forgas normais, foram numerados os nos de cada elemento:

Tabela 3 - Comparacdo de resultado de Forgas Normais do método com o Ftool.
Forgas Normais - Erro

Elemento 1 2 3
N6 1 1.11E-08 1.32E-05 7.40E-05
NG 2 3.35E-10 7.48E-05 1.35E-05
N6 3 - - 4.52E-05
N6 4 - - 4.30E-04
N6 5 - - 2.08E-04

FONTE: O autor.
Observa-se que a resposta da formulagdo do MEC 1D tanto para deslocamento dos

pontos quanto para a reacao de apoio e for¢as normais em comparagdo com o Ftool resulta em
erro maximo de 4,30E-04. Levando-se em conta que as formulacdes adotadas séo diferentes, o
proprio Ftool possui erros, e que nesse caso a diferenca de resultados se deve principalmente

ao truncamento da resposta do Ftool pode-se avaliar como satisfatorio esse valor de erro.
4.4 Conclustes Parciais - MEC 1D

Foram obtidos bons resultados com o uso do método em diversos casos, com diferentes
condicdes de carregamento. Ficou clara a influéncia do grau de aproximacdo adotado para forga
distribuida, o uso de aproximacdo de grau inferior ao aplicado leva a aumento do erro. Neste

caso, aumentando-se a discretizacdo do elemento ocorreria reducdo deste erro.
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5 ACOPLAMENTO MEC/FIBRA-VALIDACAO E APLICACAO

Serdo avaliados neste item diferentes exemplos envolvendo acoplamento do MEC com
enrijecedores, 0s quais sdo modelados tanto pelo MEF quanto pelo MEC 1D. Serdo
considerados meios isotrépico e anisotrépico, diferentes propriedades de materiais,
discretizacdo e grau de aproximacdo de enrijecedores, ndo foram consideradas ndo-

linearidades.

A modelagem dos enrijecedores no acoplamento com o MEC ¢ realizada definindo-se
primeiramente seus nés. Em seguida € definido o grau de aproximacdo e a conectividade dos
elementos. Todos os nds dos elementos devem ter sido previamente definidos, ou seja, ao se
variar 0 seu grau de aproximacdo ndo estdo sendo criados novos nos e graus de liberdade,
simplesmente estd sendo modificada sua conectividade de forma a abranger nimero maior de
nds. E realizada integracdo numérica tanto no contorno quanto nos enrijecedores. A integracdo
no contorno € realizada com uso de 400 pontos de Gauss, sendo definida por andlise de

convergéncia realizada anteriormente pelo grupo de pesquisa.

Os resultados obtidos pela formulacdo proposta foram comparados com as respostas
fornecidas por modelos equivalentes construidos no programa computacional comercial
ANSYS, utilizando-se o MEF. No modelo gerado no ANSYS o meio é modelado por meio de
elementos de chapa e os enrijecedores por barras de trelica, o acoplamento ¢ realizado
vinculando-se os graus de liberdade dos nés do meio com os nds dos enrijecedores, sendo
sobrepostas as matrizes de rigidez. Ou seja, ndo € necessaria a aproximacdo de forca de

aderéncia.
5.1 Acoplamento - Exemplo 1

Primeiramente, foi simulada no ANSYS e por meio do MEC com acoplamento com o
MEF e MEC 1D um painel em EPT com 3 enrijecedores. Como condicao de apoio foi engastado
0 seu lado esquerdo, foram aplicadas forgas distribuidas tanto no contorno superior quanto no

contorno direito, gerando esforcos de flexdo e tracdo respectivamente:
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Figura 18. Modelo de painel com enrijecedores (medidas em cm, carregamentos em kN/m) — Exemplo 1
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FONTE: O autor
O concreto foi considerado como meio isotrépico linear. Foram adotadas as seguintes

propriedades mecénicas para o dominio (subscrito C) e os enrijecedores (subscrito S):

E, = 200 GPa
E, =25 GPa
ve. = 0,25

A; = 10 cm?® (por enrijecedor)

Por meio do ANSYS o meio foi modelado com uso de elementos de chapa quadrados
de aproximagdo quadratica, do tipo “PLANE 42”. Enrijecedores foram modelados por meio de
elementos de trelica de aproximagdo linear, do tipo “LINK 1”. Ao total foram adotados 16000
elementos no meio e 190 elementos para cada enrijecedor, definidos com base em estudo prévio
de convergéncia de malha, resultando em bom comportamento da resposta. A malha utilizada

para a analise via ANSYS esta apresentada na figura a seguir:

Figura 19. Modelo no ANSYS — BExemplo 1

FONTE: O autor
No caso da andlise de acoplamento do MEC com enrijecedores, o meio foi modelado

por meio do MEC, sendo utilizados 16 elementos de contorno de aproximacdo quadratica. Para
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analise de deslocamentos e reacdes de apoio o contorno foi linearizado em sentido anti-horario
partindo-se do Vértice inferior esquerdo, a posicdo sendo identificada como S nos graficos. E
importante ressaltar que ndo é utilizada a consideracdo de valores positivos ou negativos para
tracdo ou compressao, resultados serdo positivos quando o seu sentido coincidir com o sentido

do eixo.

Quanto aos enrijecedores, modelados por meio do MEF e MEC 1D primeiramente, sera
realizada analise comparativa em relacdo a sua discretizacdo, avaliando-se resultados para 23,
51 e 111 n6s com elementos de aproximagdo quadratica, com respectivamente 11, 25 e 55
elementos, resultados apresentados no item 5.1.1. Em sequida sera avaliado o efeito de mudanca
do grau de aproximagdo dos elementos dos enrijecedores, sendo apresentados os resultados no
item 5.1.2. Para avaliacdo de resultados foram discutidos efeitos da flexdo e da tracdo do painel
separadamente. Foram apresentados resultados de deslocamentos, forcas normais e forca de
aderéncia. De forma a auxiliar na interpretacdo, o grafico do Ultimo foi apresentado ao lado
direito do grafico de forcas normais. Além disso, dentro de cada item procurou-se utilizar os

mesmos limites de eixos, possibilitando comparacdo mais direta entre graficos.

Uma vez que na ponta dos enrijecedores era esperada concentracdo de forca, foram
utilizados menores elementos nestas areas. Ao se variar a discretizacdo e grau de aproximacao,
foi observado que a criacdo de elementos irregulares nestas areas levava a maior aumento do

erro, evitou-se entdo esta situacéo.
5.1.1 Mudanca de Discretizacdo

Primeiramente foram avaliadas diferentes discretizacbes das fibras, verificando o0s

efeitos mecénicos no contorno do problema e nos préprios enrijecedores.
5.1.1.1 Resultados no contorno

No caso do contorno, a variagdo de discretizacdo de enrijecedores ndo influenciou no
resultado. Observa-se que o lado inferior do painel possuiu deslocamento negativo em x e 0
lado superior deslocamento positivo, maior em modulo, os resultados obtidos sdo o esperado

uma vez que se trata de um painel sujeito a flexo-tracao:
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Figura 20. Deslocamentos na dire¢do x — Acoplamento Ex. 1, discretiza¢do
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FONTE: O autor.
Nas duas direcdes os deslocamentos foram de pequeno valor, garantindo desta forma a

validade do regime de pequenos deslocamentos e deformacgdes. No caso de deslocamentos em

y, todo o contorno possuiu resultado negativo. Resultado esperado devido aos efeitos da flexdo

aplicada:
Figura 21. Deslocamentos na dire¢do y — Acoplamento Ex 1, discretizagéo
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FONTE: O autor.
Quanto as reagdes de apoio, observou-se maior concentracdo nas extremidades, com

valores crescentes. O engaste se localiza no lado esquerdo do painel, valores inicialmente
negativos indicam que as reagfes estdo no sentido contrério ao eixo X, sendo portanto tracao.

Valores positivos indicam compressdo. Valores de tracdo superam a compressdo, sendo
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condizentes com um painel sujeita a flexo-tracdo. Observa-se que através do ANSYS sédo

obtidas maiores concentraces de tensdo proximo as extremidades do contorno onde o

deslocamento é nulo. Isso é esperado devido a discretizagdo de dominio requerida pelo MEF:

Figura 22. Reagdes de apoio na diregdo x — Acoplamento Ex 1, discretizagdo
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FONTE: O autor
As reacOes de apoio na diregdo y sdo devidas ao esfor¢co cortante gerado no painel,

observa-se que ha concentracdo de tensdo nas extremidades do engaste:

Figura 23. Reag0es de apoio na diregdo y — Acoplamento Ex 1, discretizagdo
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FONTE: O autor.

5.1.1.2 Fibra Inferior

No caso da fibra inferior, foram proximos também os resultados em deslocamentos. A

discretizacdo dos enrijecedores gerou pouca ou nenhuma influéncia sobre estes resultados:
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Figura 24. Deslocamentos em x na fibra inferior — Acoplamento Ex 1, discretizacdo
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Figura 25. Deslocamentos em y na fibra inferior — Acoplamento Ex 1, discretiza¢do
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Foram obtidos deslocamentos negativos em x e y e for¢as normais negativas, indicando

compressao, ou seja, os efeitos da flexdo do painel superaram os de tragdo nesta fibra.

No caso de forcas normais e forcas de aderéncia, observa-se relevante perturbacdo nos
resultados do acoplamento MEC/MEF em comparacdo com o MEC/MEC 1D para fibras menos
discretizadas, com 23 nos. Também fica clara concentracdo de tensbes na ponta esquerda da
fibra:
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N (kN)
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Figura 26. For¢as normais na fibra inferior — 23 nds — Acoplamento Ex. 1, discretizagdo
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Com o aumento da discretizacdo os resultados se aproximam, mas com ainda alguma

perturbacdo do acoplamento MEC/MEF. O resultado de forca de aderéncia na ponta da fibra

0,5 1.0 15 20
S (m)

aumenta com o aumento da discretizagdo, como pode ser observado nas figuras a seguir:

0,1+

Figura 27. Forcas normais na fibra inferior — 51 n6s — Acoplamento Ex 1, discretizagcédo
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Figura 28. Forgas normais na fibra inferior — 111 nés — Acoplamento Ex 1, discretizacdo
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5.1.1.3 Fibra Intermediaria

Quanto a fibra intermediaria, novamente 0s resultados em deslocamentos foram
proximos. Observa-se que na diregdo x estes foram positivos. Como a fibra se localiza a meia
altura do painel, avaliando-se somente flexdo do painel nesta posi¢do estaria a linha neutra, ou
seja, ndo haveriam esforcos normais ou deslocamentos em x. Entretanto, como também ha

esforcos de tracdo, existem deslocamentos nesta direcdo:

Figura 29. Deslocamentos em x na fibra intermediaria — Acoplamento Ex. 1, discretiza¢do
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Ja na direcdo y ndo ha efeitos da tracdo, somente deslocamento negativo devido a flexao

do painel:
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Figura 30. Deslocamentos em y na fibra intermediaria — Acoplamento Ex. 1, discretiza¢do
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Da mesma forma que para deslocamentos na direcdo X, forcas normais nesta fibra podem

ser entendidas como devido a tracdo do painel. O resultado de forca de aderéncia apresenta
concentracdo de tensdo nas pontas. No caso da lateral onde é aplicada forca isto mostra que a
fibra promove reagdo contréria sobre o meio, proximo a lateral onde se encontra o0 engaste a
fibra transmite novamente a carga para 0 meio. Ao longo da fibra a transmissdo de forcas se

deve principalmente pela diferenca de rigidez, sendo os valores ligeiramente negativos.

Para forcas normais, da mesma forma que no Exemplo 1, observou-se maior perturbacao
do acoplamento MEC/MEF, claramente causada pela perturbacdo do resultado de forca de
aderéncia. Ocorre relevante perturbacdo nos resultados do acoplamento MEC/MEF em

comparacdo com o0 MEC/MEC 1D para fibras menos discretizadas, com 23 nos:

Figura 31. Forcas normais na fibra intermediaria — 23 nds — Acoplamento Ex 1, discretizagdo
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Novamente, com o aumento da discretizacdo 0s resultados se aproximam, mas com

ainda alguma perturbacdo do acoplamento MEC/MEF:

Figura 32. Forcas normais na fibra intermediaria — 51 n6s — Acoplamento Ex 1, discretiza¢do
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Figura 33. Forgas normais na fibra intermediaria — 111 nds — Acoplamento Ex 1, discretizagdo
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5.1.1.4 Fibra Superior

No caso da fibra superior, resultados em deslocamentos também foram proximos.
Quanto a deslocamentos na direcdo X, esforcos de flexdo e de tracdo possuem efeito

complementar:
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Figura 34. Deslocamentos em x na fibra superior — Acoplamento Ex 1, discretizacdo
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Resultados na dire¢do y se devem principalmente a flexdo:

Figura 35. Deslocamentos em y na fibra superior — Acoplamento Ex 1, discretizaco
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Quanto a forcas normais, também se observa relevante perturbacdo nos resultados do

acoplamento MEC/MEF em comparacdo com o MEC/MEC 1D para fibras menos

discretizadas, com 23 nos:
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Figura 36. Forgas normais na fibra superior — 23 nds — Acoplamento Ex 1, discretizagdo
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Da mesma forma que paraas outras fibras, com o aumento da discretizacdo os resultados

se aproximam, mas com ainda alguma perturbacdo do acoplamento MEC/MEF:

Figura 37. Forgas normais na fibra superior — 51 nds — Acoplamento Ex 1, discretizacdo
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Figura 38. Forcas normais na fibra superior — 111 n6s — Acoplamento Ex 1, discretizacao
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5.1.2 Mudanca Grau de Aproximacao

Foi verificada maior diferenca entre os métodos ao se discretizar com 23 nés. E de
interesse verificar se o grau de aproximacdo adotado para os elementos das fibras possui efeito
relevante. Entretanto, para este nimero de nos ndo e possivel utilizar somente elementos de
grau 3 ou 4, mas observa-se que as perturbaces surgem proximo as pontas dos enrijecedores.
Nestas areas ocorre concentracdo de forcas e maior variacdo de resultados. Por este motivo €
possivel avaliar o efeito do uso de elementos de grau mais elevado adotando-os somente nelas,
utilizando elementos de menor grau em outras. O exemplo foi avaliado entdo com as seguintes
discretizagdes de fiboras no MEC/MEF e MEC/MEC 1D:

e Grau 2 — 11 elementos de grau 2;
e Grau 3 -6 elementos de grau 3, 2 elementos de grau 2;

e Grau 4 — 4 elementos de grau 4, 3 elementos de grau 2.
5.1.2.1 Resultados no contorno

Quanto aos resultados no contorno, ndo houve influéncia da mudanca de grau de

aproximacdo dos enrijecedores:

Figura 39. Deslocamentos na dire¢cdo x — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagao
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Figura 40. Deslocamentos na dire¢do y — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagdo
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Figura 41.
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Figura 42. Reacdes de apoio na direcdo y — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagédo
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5.1.2.2 Fibra Inferior

Quanto a Fibra Inferior, para todos os cendrios 0s resultados em deslocamentos

continuaram com precisdo adequada:

Figura 43. Deslocamentos em x na fibra inferior — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagao
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Figura 44. Deslocamentos em y na fibra inferior — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagao
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Em relacdo a forcas normais, verifica-se que oaumento do grau de aproximacdo possuiu

efeito positivo principalmente para o acoplamento MEC/MEF. Entretanto em todos 0s casos 0

acoplamento MEC/MEC 1D apresentou comportamento mais estavel:

Figura 45. Forgas normais na fibra inferior — Grau 2 — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagdo
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Figura 46. Forgas normais na fibra inferior — Grau 3 — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagdo
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FONTE: O autor

Observa-se relevante melhora no resultado do MEC/MEF com o uso de elementos com

aproximacdo do quarto grau, obtendo resultado muito préximo ao MEC/MEC 1D:

Figura 47. Forcas normais na fibra inferior — Grau 4 — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagéo
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FONTE: O autor
5.1.2.3 Fibra Intermediaria

No caso da fibra intermedidria, da mesma forma que para a fibra inferior, ndo houve
influéncia no resultado de deslocamentos:
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Figura 48. Deslocamentos em x na fibra intermediaria — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagdo
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Figura 49. Deslocamentos em y na fibra intermediaria — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagdo
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FONTE: O autor
Quanto as forcas normais, 0 aumento do grau de aproximacdo possuiu efeito positivo,

conforme pode ser observado nas figuras seguintes:
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Figura 50. Forgas normais na fibra intermediaria — Grau 2 — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagédo
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Figura 51. Forgas normais na fibra intermediaria — Grau 3 — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagédo
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Com o uso de elementos com aproximacdo do quarto grau, o resultado do MEC/MEF é

Figura 52. Forgas normais na fibra intermediaria — Grau 4 — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagéo
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5.1.2.4 Fibra Superior

Em relacdo a fibra superior, novamente resultados em deslocamentos se mantiveram
proximos e o aumento do grau de aproximacdo possuiu efeito positivo sobre forgas normais:

Com o uso de aproximacdo do quarto grau os métodos possuem resultados muito proximos:

Figura 53. Deslocamentos em x na fibra superior — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagao
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Figura 54. Deslocamentos em y na fibra superior — Acoplamento Ex. 1, grau de aproximagéo
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N (kN)

N (kN)

N (kN)

Figura 55. For¢as normais na fibra superior — Grau 2 — Acoplamento Ex 1, grau de aproximacéo
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Figura 56. Forgas normais na fibra superior — Grau 3 — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagéo
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Figura 57. Forcas normais na fibra superior — Grau 4 — Acoplamento Ex 1, grau de aproximagédo
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5.1.3 Conclusfes Parciais

O exemplo foi estudado primeiramente com elementos de aproximacdo quadratica e
diversas discretizagbes dos enrijecedores, 23, 51 e 111 nds. Em todos os casos foram obtidos
bons resultados para o contorno e para os deslocamentos das fiboras. Com o aumento da
discretizacdo obteve-se ausual melhoria de resultados e claramente pbde-se perceber que ocorre
concentragcdo de tensdes nas extremidades das fibras. O acoplamento MEC/MEC 1D possuiu
resultado superior em todas andlises realizadas, principalmente no caso de discretizacdo das
fibras com 23 nds, havendo relevante perturbacdo do resultado em forcas de aderéncia e forga

normal no acoplamento com o MEF.

Com base no resultado anterior, o exemplo foi reavaliado variando-se o grau de
aproximacdo, mantendo-se o numero de nos das fibras em 23. Foi verificado que o aumento do
grau de aproximacdo possui efeito positivo, principalmente para resultados de forcas normais.
O acoplamento MEC/MEC 1D possuiu novamente resultado superior, entretanto no caso de

aproximacdo do quarto grau os resultados do MEC/MEF se tornaram proximos.

5.2 Acoplamento - Exemplo 2

A estrutura apresentada no Exemplo 1 (item 5.1) foi novamente analisada considerando
outros valores para as propriedades mecanicas. Foiconsiderado meio com rigidez muito inferior
a do enrijecedor, de forma que este governe o comportamento mecanico do problema. Buscou-

se verificar se a solu¢do se torna mais estavel:

E, = 200 GPa
E, = 0,025 GPa
ve. = 0,25

A, = 10 cm? (por enrijecedor)

No Exemplo 1 verificou-se que a mudanca de discretizacdo possui efeito mais relevante
em relacdo a mudanca de grau de aproximacdo, além disso, verificou-se maior perturbacdo para

enrijecedores com 23 n6s com aproximacdo quadrética.

Uma vez que o objetivo é avaliar a influéncia da rigidez do meio, sera verificado 0 caso
mais instavel apresentado no Exemplo 1, enrijecedores com 23 nos, sendo avaliados os efeitos

do uso de elementos de grau 2, 3 e 4.
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5.2.1 Resultados no contorno

Observa-se que no caso de deslocamentos do contorno, nas duas diregdes, 0S
deslocamentos foram de pequeno valor, garantindo desta forma a validade do regime de
pequenos deslocamentos e deformacfes. O resultado para enrijecedores com aproximacao
quadratica diverge dos demais. Além disso, nesse caso o acoplamento MEC/MEF obteve
respostas melhores que o0 MEC/MEC 1D. Mesmo o0 meio possuindo menor rigidez, nas duas
direcbes os deslocamentos foram de pequeno valor, garantindo desta forma a validade do

regime de pequenos deslocamentos e deformacdes:

Figura 58. Deslocamentos na dire¢do x — Acoplamento Ex2
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Figura 59. Deslocamentos na direcdo y — Acoplamento Ex2
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No caso de reacGes de apoio, se observa que ha concentracdo de tensbes nos trechos

préximos aos enrijecedores, indicando que eles possuem influéncia direta no resultado do

contorno:
Figura 60. Reagfes de apoio na dire¢do x — Acoplamento Ex2
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Figura 61. Reacdes de apoio na direcdo y — Acoplamento Ex.2
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FONTE: O autor
5.2.2 Fibra Inferior

A mesma divergéncia de resultados do contorno se replica em certo grau na fibra
inferior. Principalmente no caso de deslocamentos na dire¢do X, ha relevante influéncia do grau

de aproximacdo no resultado. Entretanto, mesmo com o aumento do grau de aproximacdo ainda
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ocorre certa divergéncia com o resultado do ANSYS, apesar de haver convergéncia entre

resultados de acoplamento com MEC:

Figura 62. Deslocamentos em x na fibra inferior — Acoplamento Ex2

Ansys -2,2x10% Ansys
K —e— MEC/MEF - Grau 2 —e— MEC/MEC 1D - Grau 2
—&— MEC/MEF - Grau 3 —A— MEC/MEC 1D - Grau 3
-2,6x10™ —=— MEC/MEF - Grau 4 2.4x10™ —=— MEC/MEC 1D - Grau 4
4 -2,6x10™
-2,8x10"
3 ; -
Eg S+-2,8x10°
-3,0x10* -
-3,0x10™
4.
S -3,2x10°
¥ T ! T ' T ) 1 y T . I ¥ T ) 1
0,0 05 1,0 1,5 2,0 0,0 05 1,0 1,5 2,0
S (m) S (m)

@) (b)
FONTE: O autor
Na direcdo y ndo se espera grande efeito da mudanca de discretizacdo dos enrijecedores

uma vez que eles ndo possuem rigidez nesta direcéo:

Figura 63. Deslocamentos em y na fibra inferior — Acoplamento Ex.2
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Apesar da divergéncia de resultados no contorno e em deslocamentos, no caso de forcas

normais ha maior convergéncia. Em todos os casos ha grande concentracdo de tensdo na ponta

da fibra, o efeito disto na escala leva os resultados em termos de forca de aderéncia a ficarem

muito  proximos:



Figura 64. Forgas normais na fibra inferior — Grau 2 — Acoplamento Ex.2
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Em relacdo ao Exemplo 1, percebe-se que com o uso de aproximacdo cubica ja ha

convergéncia, 0 mesmo ocorrendo com aproximagdo do quarto grau. O resultado do MEC/MEF

de fato se mostrou mais estavel que no Exemplo 1:

Figura 65. Forcas normais na fibra inferior — Grau 3 — Acoplamento Ex2
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Figura 66. Forgas normais na fibra inferior — Grau 4 — Acoplamento Ex.2
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5.2.3 Fibra Intermediaria

No caso da fibra intermediaria, semelhantemente a fibra inferior, a mesma divergéncia
de resultados do contorno se replica em certo grau e hé certa divergéncia com o resultado do
ANSYS:

Figura 67. Deslocamentos em x na fibra intermediaria — Acoplamento Ex2
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Na direcdo y ndo hd grande efeito da mudanca do grau de aproximacdo dos

enrijecedores:
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Figura 68. Deslocamentos em y na fibra intermediaria — Acoplamento Ex2
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Quanto as forcas normais, o resultado do MEC/MEF foi ligeiramente superior:

Figura 69. Forgas normais na fibra intermediaria — Grau 2 — Acoplamento Ex2
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O aumento do grau de aproximagdo possui relevante influéncia, havendo convergéncia

ja com aproximacao cubica:
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Figura 70. Forgas normais na fibra intermediaria — Grau 3 — Acoplamento Ex2
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Figura 71. Forcas normais na fibra intermediaria — Grau 4 — Acoplamento Ex2
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5.2.4 Fibra Superior

Em relacdo a fibra superior, novamente houve maior divergéncia

aproximacdo quadrética

para 0 uso de
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Figura 72. Deslocamentos em x na fibra superior — Acoplamento Ex2
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Figura 73. Deslocamentos em y na fibra superior — Acoplamento Ex2
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Com aproximacdo quadratica o resultado do MEC/MEF foi ligeiramente superior ao
MEC/MEC 1D:
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Figura 74. Forgas normais na fibra superior — Grau 2 — Acoplamento Ex2
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O aumento do grau de aproximacdo possuiu efeito positivo, havendo convergéncia a

partir de 51 nds:

N (kN)

N (kN)

Figura 75. Forgas normais na fibra superior — Grau 3 — Acoplamento Ex.2
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Figura 76. Forgas normais na fibra superior — Grau 4 — Acoplamento Ex.2
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5.2.5 Conclusfes Parciais

Diferentemente do Exemplo 1, neste caso a presenca dos enrijecedores possui influéncia
relevante no resultado. Pode-se notar nos graficos de reacdes de apoio, Figura 60 e Figura 61,
que as reagdes estdo concentradas nas areas mais proximas a eles. Ou seja, a modelagem dos

enrijecedores influencia inclusive no resultado do contorno.

Como pode-se observar na Figura 58 e Figura 59, utilizando-se 0s enrijecedores com
aproximacdo quadratica o resultado diverge em relacdo ao de outros graus de aproximacdo e ao
ANSYS, além disso nessas condicdes o acoplamento MEC/MEF obteve respostas melhores do
que o acoplamento MEC/MEC 1D. A mesma divergéncia se replica em certo grau nos
resultados dos enrijecedores, principalmente no caso de deslocamentos na direcdo X e forcas
normais. Se observa que o resuttado do MEC/MEF se mostrou inclusive mais estavel em

relacdo ao Exemplo 1.

No MEC o resultado para o contorno de um problema influencia diretamente no
resutado do dominio. Desta forma, era esperado que no caso de erro no contorno este se
replicasse. Supde-se que nestas situacbes o motivo do resultado do MEC/MEF ter sido superior
é o proprio fato de ser realizada aproximacdo adicional — uma vez havendo erro, este fica
limitado pelas fungdes de aproximacdo, sendo de certa forma distribuido. Entretanto, com o

aumento do grau de aproximacdo houve convergéncia dos resultados de ambos metodos.

Mesmo com o aumento do grau de aproximacdo ainda houve certa divergéncia de
deslocamentos na direcdo x das fibras entre 0 uso do MEC e o ANSYS. Isto ndo indica
necessariamente erro do MEC, pois, a principio, ndo e possivel afirmar qual representa melhor
a realidade, ambos adotam aproximagOes. Entretanto, a divergéncia observada foi considerada

aceitavel, se esperando que reduzisse com o aumento da discretizacao.
5.3 Acoplamento - Exemplo 3

Foi simulada a existéncia de enrijecedor em um meio anisotropico. Foi avaliada uma

chapa com enrijecedor sofrendo esforcos de tracdo, sendo o contorno esquerdo engastado:
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Figura 77. Modelo anisotrépico com enrijecedor (medidas em cm, carregamentos em kN/m) — Exemplo 3
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FONTE: O autor
Por meio do ANSYS o meio foi modelado com uso de elementos de chapa quadrados

de aproximac¢do quadratica, do tipo “PLANE 182”. Enrijecedores foram modelados por meio
de elementos de trelica de aproximagdo linear, do tipo “LINK 17 O numero de elementos foi
definido com base em estudo prévio de convergéncia de malha, resultando em bom
comportamento da resposta. Foram adotados 6400 elementos no meio e 40 elementos para o

enrijecedor:

Figura 78. Modelo no ANSYS — BExemplo 3

FONTE: O autor
Propriedades do enrijecedor:

E. = 210 GPa
A, = 10 cm?
Propriedades do meio anisotropico:

E, = 20 GPa
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E, =10 GPa
Gy = 6 GPa
v, = 0,25
Neyx = 1,255
Mey,y = —0,031

O meio foi modelado por meio do MEC com uso de 16 elementos de contorno de
aproximacdo quadratica. Para analise de deslocamentos e reacGes de apoio o contorno foi

linearizado em sentido anti-horario partindo-se do ponto inferior esquerdo.

Quanto ao enrijecedor, foi realizada analise comparativa utilizando-se enrijecedor com

21 e 41 n6s, com aproximacdo de grau 2, 3 e 4. No caso de 21 nos foram adotados:

e Grau 2: 10 elementos de grau 2;
e Grau 3: 6 elementos de grau 3, 1 elemento de grau 2;

e Grau 4:5 elementos de grau 4.
No caso de enrijecedor com 41 nds foram adotados:

e Grau 2: 20 elementos de grau 2;
e Grau 3: 12 elementos de grau 3, 2 de grau 2;

e Grau 4: 10 elementos de grau 4.
5.3.1 Resultados no contorno

Quanto aos resultados do contorno, nas duas dire¢cbes os deslocamentos foram de
pequeno valor, garantindo desta forma a validade do regime de pequenos deslocamentos e
deformacdes. Foram obtidos resultados muito préximos, principalmente para deslocamentos na

direcdo x:
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Figura 79. Deslocamentos na dire¢do x — Acoplamento Ex3

Ansys

—e— MEC/MEC1D
—a&— MEC/MEC1D
—&— MEC/MEC1D
—— MEC/MEC1D
—<4— MEC/MEC1D
—»— MEC/MEC1D

- Grau 2 /21 pontos
- Grau 2 /41 pontos
- Grau 3 /21 pontos
- Grau 3 /41 pontos
- Grau 4 /21 pontos
- Grau 4 /41 pontos

2,0x10" 2,0x10™* 4
Ansys
i —&— MEC/MEF - Grau 2 /21 pontos |
—ae— MEC/MEF - Grau 2 /41 pontos
P —=— MEC/MEF - Grau 3 /21 pontos y
1,5x10™ —&— MEC/MEF - Grau 3 /41 pontos | 1,5x10™
—&— MEC/MEF - Grau 4 /21 pontos
] —p— MEC/MEF - Grau 4 /41 pontos 4
£1,0x10™ £1,0x10™
D =3
5,0x10° 5,0x10°
0,0 4 T 1 pa—y 0,0
0 2 6 8

FONTE: O autor

Observa-se que os esforcos de tracdo geram deslocamentos positivos e até mesmo

superiores em valor na direcdo Y, isto ocorre por se tratar de material anisotropico, neste caso

tensdo normal gera distor¢do:

Deslocamentos na direcdo y — Acoplamento Ex3
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Figura 80.
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Da mesma forma que no Exemplo 1, as reacOes de apoio se concentraram nas

extremidades,

contorno:

indicando que o enrijecedor ndo possui grande influéncia na resposta do
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Figura 81. Reacdes de apoio na direcdo x — Acoplamento Ex.3
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Na direcdo y surgem reacOes em sentido contrario, devido a natureza do material. Uma

vez que estd sendo aplicado somente carregamento de tracdo, a reacdo resultante deve ser nula:

Figura 82. ReacgOes de apoio na dire¢do y — Acoplamento Ex3
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5.3.2 Fibra

Também foram obtidos resultados muito proximos para deslocamentos da fibra, ndo
sendo verificada influéncia da mudanca de grau de discretizacdo e grau de aproximacao.

Deslocamentos na direcdo X e y sdo positivos, similarmente a resposta do contorno:



110

Figura 83. Deslocamentos em x na fibra — Acoplamento Ex.3
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Figura 84. Deslocamentos em y na fibra — Acoplamento Ex3
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(b)

O resultado de forca de aderéncia apresenta concentragdo de tensGes nas pontas e, da
mesma forma que no Exemplo 1, observou-se maior perturbacdo do acoplamento MEC/MEF,
resultando em perturbagcdo do resultado de forcas normais. Destaca-se que no ANSYS, por
terem sido adotados elementos de aproximacéo linear, a resposta em forca normal é constante

dentro destes elementos:
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Figura 85. Forgas normais na fibra — 21 nés / Grau 2 — Acoplamento Ex.3

0,15+ 20
& 151
. 10 1
0,10 it B e v
‘ 7 A
g § 0 /‘x',zig—-n—.—-—._._.—.—._.—av
=<t e
Z VX
x5
0,05- =
-10- \
Ansys
—e— MEC/MEF - Grau 2 /21 pontos 151 —e— MEC/MEF - Grau 2 /21 pontos
Bl —e—MEC/MEC1D - Grau 2 /21 pontos 3 —e—MEC/MEC1D - Grau 2 /21 pontos
" 0,5 1,0 15 05 1,0 15
S (m) S (m)

FONTE: O autor
Avaliou-se o efeito do aumento do grau de aproximacdo. No caso de aproximacado

clbica ele ndo foi relevante:

Figura 86. Forcas normais na fibra — 21 nds / Grau 3 — Acoplamento Ex3
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FONTE: O autor
Com o0 uso de aproximacdo do quarto grau, da mesma forma que nos exemplos

anteriores, se observa convergéncia de resultados:
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Figura 87. Forgas normais na fibra — 21 n6s / Grau 4 — Acoplamento Ex.3
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Como é usual, verifica-se que o aumento da discretizacdo tambem possui efeito positivo
para ambos métodos de acoplamento. Uma vez que proximo as pontas do enrijecedor ha
concentracdo de tensdo, a melhor discretizacdo se mostrou mais capaz de captar esse efeito.

Com isso a perturbagdo, mesmo com o uso de aproximacdo quadratica e cUbica, se concentra

préximo as pontas, tanto em forca normal quanto na forca de aderéncia:
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Figura 88. Forgas normais na fibra — 41 n6s / Grau 2 — Acoplamento Ex3
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Figura 89. Forgas normais na fibra — 41 n6s / Grau 3 — Acoplamento Ex.3
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Figura 90. Forcas normais na fibra — 41 nds / Grau 4 — Acoplamento Ex3
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5.3.3 Conclusdes Parciais

Foram obtidos resultados similares ao Exemplo 1, isso se justifica por terem sido

adotadas propriedades de mesma ordem de grandeza, tanto geometria quanto materiais. O
resultado do contorno indicou pouca influéncia da fibra, sendo obtidos resultados muito

préximos para o contorno e para deslocamentos da fibra.

Para forcas normais, da mesma forma que no Exemplo 1, observou-se maior perturbacao

do acoplamento MEC/MEF, sendo minimizada com o uso de aproximagdo do quarto grau.

Verifica-se que o0 aumento do grau de aproximacdo também possui efeito positivo para ambos

métodos de acoplamento, sendo a concentracdo de tensdo melhor captada. Com isso a

perturbacdo se concentra préximo as pontas da fibra.
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5.4 Acoplamento - Exemplo 4

Com o objetivo de validar o acoplamento do MEC com enrijecedor para 0 caso
anisotropico, foi proposto modelo com o mesmo material anisotrpico do exemplo anterior,

mas com inclusbes de material isotropico e condicbes mais adversas de carregamentos e
vinculagao:

Figura 91. Modelo anisotrépico com inclusdes (hachuradas) e condigdes adversas (medidas emcm,
carregamentos em kKN/m) — Exemplo 4
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FONTE: O autor
Propriedades dos enrijecedores:

E, = 210 GPa
A; = 10 cm?® (por enrijecedor)
Propriedades das inclusdes:

E, =25GPa

v, = 0,25
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O meio foi modelado por meio do MEC com uso de 24 elementos de contorno
guadraticos. Para analise de deslocamentos e reacdes de apoio o contorno foi linearizado em
sentido anti-horario partindo-se do ponto inferior esquerdo.

As inclusdes foram modeladas com o uso de 12 elementos de contorno quadraticos cada,

totalizando 36 elementos de contorno. Enrijecedores foram modelados com 51 noés, com
elementos quadraticos e do quarto grau, da seguinte forma:

e Grau 2: 25 elementos de grau 2

e Grau 4: 12 elementos de grau 4, 1 elemento de grau 2

Quanto ao modelo no ANSYS, foi realizado estudo prévio de convergéncia da malha, o

qual ndo foi mostrado aqui por simplicidade, chegando-se a seguinte configuragéo:

e 100 elementos nos enrijecedores — elementos de trelica (“Link1”)

o 2225 elementos nas inclusbes isotropicas — elementos de chapa quadraticos
(“Plane183”)

e 4316 elementos no meio anisotropico — elementos de chapa lineares
(“Plane182”)

Figura 92. Modelo no ANSYS — Exemplo 4
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Detalhe da inclusdo isotropica:

Figura 93. Detalhe da inclusdo isotrépica no ANSYS — BExemplo 4
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5.4.1 Resultados no contorno

Novamente foram obtidos resultados préximos para deslocamentos no contorno, sendo

indiferente 0 método utilizado para discretiza- lo:

Figura 94. Deslocamentos na dire¢cdo x — Acoplamento Ex4
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Figura 95. Deslocamentos na dire¢do y — Acoplamento Ex4

0,0 - 0,0
-5,0x10° -5,0x10"°
E £
57 5
-1,0x10™ 4 -1,0x10™ 4
——Ansys Ansys
—&— MEC/MEF - Grau 2 —e— MEC/MEC 1D - Grau 2
—#— MEC/MEF - Grau 4 —=— MEC/MEC 1D - Grau 4
L 1 ¥ 1 ¥ 1 X 1 ¥ 1 y 1 1 1 5 1 L 1 4 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 8 10 12

)
6
S (m) S (m)
(a) (b)
FONTE: O autor

Quanto a reacBes de apoio, ha 2 trechos em que 0 modelo esta engastado, apresentando

concentracdo de tensdo proximo as extremidades:

Figura 96. Reag0es de apoio na diregdo x — Acoplamento Ex4
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Figura 97. Reacdes de apoio na direcdo y — Acoplamento Ex4
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FONTE: O autor
5.4.2 Fibra Inferior

Os resultados em deslocamentos da fibra inferior foram préximos, sendo indiferente o
método adotado:

Figura 98. Deslocamentos em x na fibra inferior — Acoplamento Ex4
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Figura 99. Deslocamentos em y na fibra inferior — Acoplamento Ex4
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Jaquanto aos resultados de forca de aderéncia e forca normal, o acoplamento MEC/MEF
teve resposta mais instavel em relacdo ao MEC/MEC 1D. Verifica-se que proximo as pontas

dos enrijecedores ocorre concentracdo de tensdo, 0 MEF encontrando dificuldade em capta-la:

Figura 100. Forgas normais e forgas de aderéncia na fibra inferior — Grau 2 — Acoplamento Ex4
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Com o uso de aproximacdo do quarto grau ocorre convergéncia dos resultados:

Figura 101. Forgas normais e forgas de aderéncia na fibra inferior — Grau 4 — Acoplamento Ex4
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5.4.3 Fibra Superior
Da mesma forma que a fibra inferior, os resultados em deslocamentos da fibra superior
foram préximos:

Figura 102. Deslocamentos em x na fibra superior — Acoplamento Ex4
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Figura 103. Deslocamentos emy na fibra superior — Acoplamento Ex4
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Ja no caso de forca normal e forca de aderéncia, o resultado do MEC/MEF também foi

instdvel proximo as pontas:

Figura 104. Forgas normais na fibra superior — Grau 2 — Acoplamento Ex4

015 Ansys 2
—e*—MEC/MEF 0-\‘Wiooooooo-ooo-oo-uoo-o--oooocooo-looco ..
—e— MEC/MEC 1D $ \
0,10+
z
=
pzd
0,05
Ansys
—e— MEC/MEF
—e— MEC/MEC 1D
0,00 T T T T 1
0,0 0,5 1,0 1:5 2,0 25 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
S (m) S (m)

FONTE: O autor



122

Novamente, como uso de aproximacdo do quarto grau ocorre convergéncia de

resultados:
Figura 105. Forgas normais na fibra superior — Grau 4 — Acoplamento Ex4
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5.4.4 Conclusdes Parciais

Observa-se que mesmo no caso de problema com condicbes de contorno e
carregamento adversas, com aplicacdo de inclusdo isotrOpica, manteve-se a logica dos
exemplos anteriores. Assim, o MEC/MEC 1D apresentou maior estabilidade de resultados de
forca de aderéncia e forca normal independentemente do grau de aproximacdo adotado. No caso
do MEC/MEF com uso de elementos de aproximacdo quadratica foram observadas
perturbacBes préximo as pontas, sendo necessaria maior discretizacdo dos enrijecedores para
evita-las, ou se aumentar o grau de aproximacdo. Entretanto, com o uso de aproximacdo do

quarto grau os resultados de ambos métodos foram muito proximos.
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6 CONSIDERACOESFINAIS

6.1 Resultados Obtidos

Definidas as bases mateméticas, de forma a validar a formulacdo adotada para 0 MEC
1D, foram avaliados trés exemplos de barra de trelica com diferentes carregamentos. Em
seguida foi avaliada a unido e rotacdo de elementos, comparando-se com O programa
computacional académico FTOOL. Em todos foram obtidos bons resultados, demonstrando a
consisténcia da formulagdo adotada.

Foram avaliados quatro exemplos de meios enrijecidos com diferentes discretizaces e
grau de aproximacdo das fibras. Mantendo-se a quantidade de nos, foi avaliado o uso de
aproximacdo quadrética, clbica e do quarto grau. Claramente pdde-se perceber que ocorre
concentragdo de tensdes nas extremidades das fibras. Awvaliou-se que, por este motivo, a
mudanga de discretizacdo e do grau de aproximacdo nestas &reas possui 0s maiores efeitos,

sendo que o0 aumento da discretizacdo possui o usual efeito positivo.

No primeiro exemplo estudou-se painel de material isotropico. Em todos casos foram
obtidos bons resultados para o contorno e para deslocamentos das fibras. O acoplamento com
0 MEC 1D em todos 0s casos se mostrou mais estavel que o acoplamento com o MEF, este
apresentando relevante perturbacdo no caso de menor discretizacdo e grau de aproximacao.
Entretanto, mesmo com a menor discretizacdo de fibras, o uso de aproximagcdo do quarto grau
em elementos proximos as extremidades leva a significativa melhora nos resultados de fibras
no acoplamento com o MEF, tornando-os muito préximos ao acoplamento com o MEC 1D. No
caso do acoplamento com o MEC 1D o efeito da mudanca de grau de aproximacdo nao foi tdo

relevante.

No segundo exemplo adotou-se o mesmo modelo e meio de material também isotropico,
mas com a diferenca de ter sido aumentada significativamente a flexibilidade deste. Neste caso,
0s enrijecedores governam o comportamento mecanico do problema, possuindo influéncia no
resultado inclusive do contorno. A modelagem deles influenciou principalmente no caso de
aproximacdo quadratica, onde foram obtidas com o acoplamento MEC/MEF respostas
melhores até mesmo que o MEC/MEC 1D, sendo significativamente mais estaveis que no
primeiro exemplo. Awvaliou-se que o motivo seja o fato de no acoplamento MEC/MEF ser
realizada aproximacdo adicional. Com uso de aproximacdo cubica e do quarto grau 0S

resultados de ambos métodos convergiram, inclusive com o ANSYS.
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Foram avaliados em seguida dois exemplos de acoplamento com meio anisotrépico de
flexibilidade similar a do primeiro exemplo. Observou-se que os resultados foram também
similares aos do primeiro exemplo, ndo havendo efeito relevante sobre o contorno. Conclui-se
entdo que a modelagem adotada para os enrijecedores influencia no resultado no contorno

somente no caso de meio com rigidez muito mais baixa.

6.2 Conclusdes dos Resultados

Com os diferentes exemplos realizados, pode-se concluir que a formulagdo adotada para
0 acoplamento com o MEC se mostrou consistente, apresentando convergéncia de resultados
inclusive com o ANSYS. Foram obtidos bons resultados inclusive para o caso de maior
diferenca de rigidez entre enrijecedores e meio. A modelagem dos enrijecedores afetou
principalmente no préprio resultado deles em forga de aderéncia e forca normal, o acoplamento
com o MEC 1D se mostrando estavel em todas situacbes adotadas. Com o uso de aproximagao
do quarto grau ocorre convergéncia MEC/MEF com o MEC/MEC 1D, sendo que no segundo
exemplo ocorre significativa melhora de ambos métodos. Por esse motivo, recomenda-se entdo
que priorize-se o uso de aproximacfes do quarto grau e, no caso de se utilizar aproximacdes de

grau inferior, que seja evitado o acoplamento com o MEF.

Devido a sua complexidade o exemplo quatro do acoplamento com o MEC possuiu,
entre os analisados, o maior custo computacional. Entretanto mesmo neste o tempo ndo foi

elevado, sendo da ordem de 40 segundos?4. Né&o houve diferenca relevante entre os métodos.
6.3 SugestOes para pesquisas futuras

No presente trabalho foram avaliados exemplos com o simples objetivo de se avaliar 0s
resultados, sugere-se para pesquisas futuras a avaliacdo de exemplos praticos de dominios
enrijecidos. Um exemplo de interesse seria o caso de concreto reforcado com fibras distribuidas
aleatoriamente, onde com uso do MEC essa modelagem é facilitada em comparacdo com
modelo do MEF. Outro exemplo seria o estudo diafragma rigido de lajes de concreto, onde elas
possuem a funcdo de distribuir esforcos entre pilares, avaliando-se o comportamento da

armadura e efeitos dos diferentes tipos de lajes.

14 Em um computador Intel® Core™ i7-4790K CPU @ 4.00 GHz, Memobria instalada (RAM) 16GB
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O acoplamento foi realizado considerando-se 0 enrijecedor inteiramente imerso em um
dominio modelado pelo MEC. Sugere-se o desenvolvimento de formulacdo onde é considerado
nd do enrijecedor sobre o contorno. No trabalho é utilizada para os nos do enrijecedor
formulacdo para pontos internos do MEC, caso haja ponto sobre o contorno esta resultara em

erro.

Com aadocdo de ponto sobre o contorno diversas aplicacfes se tornam possiveis. Passa
a ser possivel o acoplamento com estrutura, sendo possivel inclusive o uso da formulagdo para
modelagem de estaca de fundagdo, porexemplo. Passa a ser possivel que o enrijecedor atravesse
uma interface, como no caso dele pertencer a mais de um subdominio, ou existir fratura no
dominio da qual ele faz parte. A andlise de fratura em dominio com presenca de enrijecedor
atravessando-a € interessante pelo fato de ser um caso onde o uso do MEC se mostra muito
vantajoso, com o surgimento de concentracdo de tensdo, neste tipo de problema o préprio uso

do MEC 1D também pode apresentar maiores vantagens.

No caso de se analisar estaca de fundacdo, a rigidez a flexdo ja passa a ser relevante,
dessa forma passa a ser necessaria a implementacdo de acoplamento com elementos com
resisténcia a flexdo, surgindo nesse caso linha de carga entre o meio e enrijecedor na direcdo
transversal ao eixo deste. Outro ponto que pode ser levado em conta € o efeito de ponta na

extremidade da estaca, aplicando compressdo sobre o meio.

Em todos os exemplos analisados verificou-se o surgimento de concentracdo de tensao
nas extremidades dos enrijecedores. Narealidade ha um limite para esta concentracdo de tensdo,
ele pode ser levado em conta incluindo-se na andlise a consideracdo de escorregamento do

enrijecedor, ocorrendo quando a carga superar o limite de aderéncia.
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APENDICE A— CONCEITOSFUNDAMENTAIS

Na mecénica das estruturas dificilmente é possivel encontrar solu¢do analitica para os
problemas propostos, normalmente escritos na forma de equagdes diferenciais acompanhadas
por condigdes de contorno, chamados de Problema de Valor de Contorno (PVC). Procura-se

entdo encontrar solucGes aproximadas.

Dentre os métodos existentes, como diferencas finitas, destacam-se os que envolvem a
utilizacdo do conceito de distribuicdo de erros dentro do dominio, de forma a minimiza-los. O
conceito de distribuicdo de erros é um conceito mateméatico fundamental, com usos em diversas
areas. Pode ser citado como exemplo o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), muito utilizado
na solucdo de problemas na engenharia, cuja demonstracdo foi realizada por meio do conceito

de distribuicdo de erros por Lagrange.

Para o0 caso de uma equacao diferencial qualquer, a substituicdo de suas variaveis pela
aproximacdo gera um erro, ou residuo, R, procura-se entdo minimiza-lo dentro do dominio.
Para a minimizacdo € necessario considerar outra fungdo, chamada w, ou funcdo peso.

Multiplica-se o residuo por essa fungdo arbitréria.

A ideia de distribuicdo de erros é que ndo seja necessario satisfazer aequacao diferencial
em todo o dominio, mas que o resultado da integracdo dos erros ponderados pela funcdo w seja

nulo, ou seja:
f RwdQ =0 (A1)
Q

Essa equacdo é chamada de forma variacional direta, permite que seja encontrada
solucdo aproximada desde que w atenda a condicdo de ser continua dentro do dominio e possuir
derivadas continuas até o mesmo grau da funcdo solucdo. A forma variacional direta ndo

incorpora condicfes de contorno, sendo necessario Verifica- las.

A forma variacional direta da origem a métodos chamados de residuos ponderados.

Esses se diferenciam de acordo com a escolha da fungdo peso w.

Tomando como exemplo um dominio unidimensional, com limites de x=0 a x=1
apresentado em (BREBBIA, 1978b) com a seguinte equacdo governante (forma forte):
d*u

W+/12u—b=06mx (A.2)
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Com as seguintes condigdes de contorno:

u=usemx=20

du (A3)

q=a=qlemx=1

Sendo u afuncdo governante do problema, A% uma constante positiva conhecida e b uma

funcdo conhecida de x.

Chamando 1 a solugdo aproximada, a equagdo ndo € necessariamente satisfeita, define-

se entdo R como erro, ou residuo do problema:

d?i .
R=——+20 b (A-4)
E no contorno:
R, = 1(0) —u,
(A.5)
R, =q(1) —q,
Substituindo (A.4) na equacdo (A.1) obtém-se entdo a forma variacional direta:
Lid?u
2 —

O processo de determinagdo de uma funcdo aproximada parte da escolha de uma base
de funcbes linearmente independentes, estas ponderadas por coeficientes, que serdo entdo as

incognitas do problema:
U=ayp+a,p, + - (A7)

A partir da forma variacional direta, a solucdo do problema de valor de contorno é

possivel de trés formas:

1- Método de Dominio: Se a solu¢do aproximada satisfizer todas condi¢cGes de contorno,
mas ndo necessariamente aequacdo que governa o problema (forma forte) no dominio
Q. Como exemplo hd o Método dos Elementos Finitos (MEF), Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG) e derivados.

2- Método de Contorno: Caso a solugdo aproximativa satisfaca a forma forte do problema,

mas ndo necessariamente as condigcdes de contorno;
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3- Meétodo Misto: Caso a solu¢do ndo satisfaca diretamente nem condi¢des de contorno

nem a forma forte do problema. N&o sera abordado.
A.1 Meétodo de dominio

No exemplo, integrando-se por partes a equacdo (A.6) da forma variacional direta:

e dud du 1!
f {— e, (XPu— b)w} dx + [—uw] =0 (A8)
0 dx dx dx 1,

Observa-se que a integracdo por partes produziu dois termos, um no dominio das
primeiras derivadas de u e w, e a outra no contorno (que neste caso sdo simplesmente o0s dois
pontos x=0, x=1). Sdo incorporadas as condicbes de contorno de g, devido a isso essas
condi¢bes de contorno sdo chamadas naturais. Condi¢bes de contorno de u sdo chamadas entao

essenciais.

Nesse caso 0 grau de continuidade necessario para a fungcdo governante do problema é
reduzido, €é exigida continuidade para 0 mesmo grau de derivadas tanto para a funcdo
aproximada quanto para a funcdo peso. Por esses fatos essa equacdo é conhecida como forma

fraca do problema.

A Eq. (A.8) também pode ser escrita na forma:

T dud
fo {—£%+ (FPu — b)W} dx = —[qwl,—; + [qwl .-, (A.9)

Em um método de dominio, a fungdo peso w é escolhida de forma que seja homogénea
nas condicGes de contorno essenciais, ou seja possuir valor nulo onde u possui valor prescrito,
dessa forma elimina-se o termo [qw],_,, O que € interessante pelo fato de q(0) ndo ser

conhecido. Chega-se entdo na seguinte equacdo, que forma a base dos residuos ponderados:

jl{ dwdw | 22w —b) }d [qw] (A10)
- u—b)wedx = —|qw],_ :
0 dx dx MWlx=1

Sendo (1) conhecido, resta realizar a integracdo. Uma vez que a integracdo € realizada
em todo o dominio é necessario entdo que tanto a solugdo u quanto a funcdo peso w sejam
aproximadas nele todo. Uma vez que condigdes de contorno essenciais ndo foram incorporadas

serd necessaria escolha de solugcdo aproximada u que as satisfaca.

Destaca-se que aforma fraca de um problema também pode ser encontrada por meio do

Principio dos Trabalhos Virtuais ou por meio de teoremas variacionais da energia.
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A.2 Meétodo de contorno

Para a integracdo no contorno sdo possiveis duas abordagens, de acordo com a escolha
da fungdo peso w:

1- Escolha de funcdo peso que satisfaca a equacdo do problema na sua forma
homogénea, formando o método de Trefftz

2- Escolha de funcdo peso especial, que satisfaca a equacdo do problema na sua forma

homogénea, mas que também possibilite a integracdo somente no contorno.

Retornando ao exemplo unidimensional, caso a funcdo w possua suficiente grau de

continuidade é possivel integrar por partes a equacdo (A.8) novamente, obtendo-se:

1 d?*w du 1* aw1t
2w) — bwld [_]_[_ =0 All
L{u(dx2+ w) W} x + deO udxo ( )
Sédo incorporadas na equacdo entdo condicdes de contorno essenciais (para u) e naturais,

(para q), escolhe-se funcdo peso w de forma a eliminar a necessidade de integracdo no dominio,

na primeira forma isso significa que w devera satisfazer a seguinte equacao:

d?*w
T2 +Xw=0 (A12)
Logo:
1 du 1 awi!
—f bw dx + [—W] — [u— = (A.13)
0 dx 1y dx |,

Essa € a equacdo base do método Trefftz.
Na segunda forma utiliza-se a funcdo delta de Dirac:

2

d“w
WA =0 (A.14)

A; indica a funcdo delta de Dirac. A solugdo dessa equacdo € chamada solugdo fundamental.

O uso da funcdo delta de Dirac é oportuno pelo fato de que sua integral em um dominio
que contenha seu ponto fonte possui valor unitrio, com isso é possivel chegar ao seguinte

resultado:
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1
f ul; dx =u; (A.15)
0

Sendo u; o valor da funcdo u no ponto fonte, ou seja, a integragdo no dominio é direta.

Chega-se entdo a seguinte equacao:
flbd L[ ]1 [dwl—o (A.16)
u; X wdx de . u dxly :

Analisando-se a equagdo anterior percebe-se que escolhendo o ponto fonte fora do
dominio ou no contorno ndo é necessario aproximar a funcdo u no dominio, uma vez que seu
valor sé é necessario no contorno, isso significa que, obtendo-se a solugdo para o contorno, a

solucdo do interior do dominio é exata, ou seja, satisfaz a forma forte do problema.

Generalizando o método, uma vez que seja conhecida a forma forte do problema,
escolhe-se funcdo peso que satisfaca a forma homogénea, com isso somente serd necessario

realizar aproximagdes no contorno.
A.3 Exemplo: equacgéo de Poisson

Sera efetuada analogia do que foi definido anteriormente com a equacdo de Poisson,
com o objetivo de mostrar a extensdo dos conceitos abordados para o espaco bidimensional
(BREBBIA, 1978b).

Nesse caso a forma forte do problema sera a equacgéo de Poisson:

Ou S (A17)
5x2  §x2 '
De outra forma:
Viu=bh (A.18)

Com o contorno I dividido em duas partes I'; e I,, as condi¢des de contorno s&o:

u=ueml;

su (A.19)

q=&=ﬁemF2

Sendo n vetor normal do contorno.

A forma variacional direta sera entdo:
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f (V2u—b)wdQ =0 (A.20)
Q

Integrando por partes nas duas diregdes obtém-se:

f( ou 6w  Su 6w
Q

du
- - - Q —wdl = A2l
6x,6x, Ox,0x, bW) da + J; o 0 ( )

Nessa equacdo u devera ser aproximado no dominio, sendo, portanto, um método de

dominio. Ela pode ser escrita na forma:

j ( ou 6w  du ow
qQ 6x,6x; O&x,6x,

—MQdQ+jqwm]+]qwdQ=O (A.22)
I I

1 2

Em T, o valor de g ndo é conhecido, portanto a fungdo peso w devera ter valor nulo

nesses pontos. A solucdo aproximada u devera conter as condicdes de contorno essenciais.

Integrando por partes novamente chegamos na forma utilizada no método de contorno:

ou ow
f (V*w)u — bw) dQ + f —wdrlr —f u—dlrr=0 (A.23)
N r on r on

Para ser realizada a integracdo a funcdo peso pode ser escolhida de forma a satisfazer a

equacao:

1) V2w = 0, para Trefftz

_ _ow ow

—f bwdﬂ+f qwdF1+f qwdFZ—f u—dFl—f u—drl, =0 (A.24)
Q r r r, on b on

1 2 1 2

2) V2w +A; = 0, para elementos de contorno

dw
—ui—f bw dQ+f qw dF1+f qw drI, —f u—drI,
Q r r, én

1 Iy

f oW it =0
Lt T

(A.25)

Portanto novamente nos métodos de contorno ndo é necessario aproximar a solucdo no
dominio, aproxima-se para 0 contorno e caso essa solucdo seja exata a solucdo no dominio

também o sera.
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APENDICE B- TEORIADAELASTICIDADE LINEAR

Sao apresentadas abaixo as equagdes que governam o problema elastico linear,
considerando o material como um meio elastico com isotropia. O corpo possui dominio Q e

contorno T.

Figura 106. Corpo de dominio Q e contorno T’

FONTE: (GOIS, 2009)

B.1 Equilibrio infinitesimal

No interior estatico de um corpo, ou dominio £, para um problema mecanico, a equacdo
governante é dada pelo equilibrio infinitesimal:

o;; representa o tensor de tensdo, b; representa as forgas de volume do problema.

Essa equacdo pode ser considerada a forma forte do problema em tensdes. Sendo que
por equilibrio ha a seguinte relacéo:

0 = 0, (B.2)
Para o contorno T' do corpo, a equacéo de equilibrio € dada por:

p; representa as forgas de superficie do corpo, n; representa o versor normal da superficie,

orientado para fora do corpo.
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B.2 Relacédo Constitutiva — Caso Geral

Por meio da Lei de Hooke se estabelece a relacdo entre deformacdes e tensdes, chamada

relacdo constitutiva:
&kt = Diji0; (B.4)

&, Tepresenta o tensor de deformagdes e D, 0 tensor de quarta ordem de constantes elasticas,

ou, em forma matricial, matriz de rigidez.

Também € possivel escrever a relacdo em termos de tensdes:

0;; = Cijklgkl (B.5)

neste caso, C;, € 0 tensor de complidncia, ou matriz de flexibilidade.

ijk

No caso de ndo haver nenhum eixo de simetria, o material é dito Anisotropico, neste
caso a principio D, € C;jy,; possuiriam 81 termos independentes. Entretanto, considerando a
estacionariedade de energia e o equilibrio (o;; = 0;;) 0s termos sdo reduzidos a 21, podendo a

equacdo (B.5) ser escrita da seguinte forma (matriz é simétrica):

[ Cll C12 Cl3 14 C15 C16_ 1

(o) ; (1)
| €2 | Coz (3 Gy Cos Coeloy|
4 & } _ Csz3 C3p (35 Gy { 03 }
| €4 | Cao Cas Cue | T4 |
U:S) Ces  Coq kO-SJ
%7 |SIM. Ceol “%

Desta forma, todos ostermos podem ser escritos em funcdo de constantes de engenharia:

1 U Upe Tyzx Mazx Tayx ]
Ex Ex Ex Ex Ex Ex
Uy 1 Uy My Moy Ty
[ €x ) E, E, E, E E, E, (%)
iy _vx_z _Uﬂ i 77yz,z Nxz,z T’xy,z | O'y |
z E E E E E E o,
Loe b=, 2 T2 BB B B {a} (B.6)
yz Nx VZ ny,yz Nz vz pxz, yz Px V.VZ yz
2¢ el o
xy Nxyz MNyxz MNzxz Pyzxz 1 Pxy xz Xy
ze ze ze ze ze ze
Nexy Myxy MNzxy Pyzxy Pxzxy 1
LGy Gy Gy Gy Gry Gy

E; representa 0s modulos de elasticidade longitudinais, ou modulos de Young
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G;; representa os modulos de elasticidade transversais, ou de cisalhamento
v;; representa os coeficientes de Poisson

Nijx S40 chamados coeficiente de influncia mutua de primeira espécie, representando

influéncia de tensdes tangenciais no plano ij sobre um eixo k

N S0 chamados coeficiente de influencia mitua de segunda espécie, representando

influéncia de tensdes normais no eixo i sobre um plano jk

pij jr S0 chamados coeficientes de Chentsov, representando influéncia de tensdes tangenciais

em plano ij sobre plano jk ( LEKHNITSKIIL, 1963 apud CORDEIRO, 2015)
B.3 Relacéo constitutiva — Material Isotrépico

O material Isotropico se trata de um caso particular do Anisotrépico, em que ha simetria
de propriedades em todos infinitos planos. Neste caso as constantes 1;; ., 7; jx € P;; j POSSUEM

valor nulo, a equagéo (B.6) passa a ser escrita da seguinte forma:

1 v v
— —— ——= 0 0 o
E E
1 Y 0O 0 O
[ €x ) E (Ux\
> Loy o ol |
: E Jot
) ZSyZ (= l 0 o Oy,
ZEXZ G LO'xZ I
G
1
SIM. C

onde E ¢ o modulo de Young e v é o coeficiente de Poisson

Em notacdo indicial a Lei de Hooke pode entdo ser escrita da forma:

2Gv

G é o modulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de Poisson
Nesse caso, C;;;, na equacdo (B.5), € dado por:

2Gv
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B.4 Relacdo de Compatibilidade
Para pequenos deslocamentos e deformacdes o tensor de deformacdo especifica de
Cauchy ¢;; é dado por:

1
&j =5 (ugj +u) (B.9)

u; representa 0s componentes do vetor de deslocamentos
B.5 Equacdes de Equilibrio em Deslocamentos (Equac¢des de Navier)

No caso isotropico, a substituicdo da relacdo de compatibilidade e constitutiva na
equacdo de equilibrio resulta nas equagBes de equilibrio em deslocamentos, chamadas de
equacOes de Navier:

G

B.6 Condic6es de Contorno

Separando-se o contorno entre trechos com diferentes condi¢des de contorno I, e T,

tal que:
anl=¢
r=r,url, (B.11)
[,NnTl,=¢

A condicdo de contorno em deslocamentos é chamada de condicdo de contorno de
Dirichlet:

L w=a, (B.12)

u-* l
A condicdo de contorno em forcas de superficie € por sua vez chamada de condicdo de

contorno de Neumann:

[y oyn; =t (B.13)

i, e t, representam os valores conhecidos no contorno de deslocamentos e forcas de superficie

respectivamente.
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B.7 Estado Plano de Tensbes (EPT)

O estado plano de tensdes ocorre por exemplo no caso de chapas de aco, onde uma das
dimensBes é muito inferior as outras, sendo definido por ndo haverem componentes de tensdo

perpendiculares a um plano, ou seja:
0,=0,, =0,, =0, =0, =0 (B.14)

€_z passa a ser funcdo dos alongamentos nas dire¢ces x e y. No caso isotropico outras

deformacBes em z passam a ser nulas.

O equilibrio infinitesimal no dominio Q é dado por:
Lo+b=0 (B.15)

o ¢ um vetor coluna com as componentes do tensor de tensdo, b representa as forcas de volume

do problema e L o operador diferencial divergente:

[0 01
=10y ,b={"}eL=l I (B.16)

) by l, 2 ol

l dy 6XJ

Para o contorno T':
p =No (B.17)
—{p"} n| O ny] (B.18)
P=pJ ¢ o n, n, '

p representa as forcas de superficie do corpo, N é a matriz contendo as componentes do vetor
n normal ao contorno, orientado para fora do corpo, o € um vetor coluna com as componentes
do tensor de tens&o.

Relacdo constitutiva:
e=fo (B.19)

€ é um vetor coluna comas componentes do tensor de deformacéo e f é amatriz de flexibilidade
do material.
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O vetor € assume a seguinte forma no caso anisotropico:

L U Mo
E E E (B.20)
Cin Cip Gy Ux 1 * n *
Xy XY,y
f= Cpy G| = _E_ E_ E
SIM Cee y y y
nx,xy ny,xy 1
L Gy Gy Gy
Para 0 caso isotropico f assume a seguinte forma:
ef= E[_V 1 0 (B.21)
0 0 2(1+v)
Destaca-se que a equacdo (B.19) também pode ser escrita em termos de tensdes:
o =ke
(2.22)
k=f"1
onde k é a matriz de rigidez do material.
Relacdo de compatibilidade:
e=1LTu (B.23)
Condic6es de Contorno:
[, u=u
(B.24)
[;: No=t

i e £ sdo os vetores de valores conhecidos de deslocamentos e deformacBes respectivamente.
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B.8 Integracao por partes

Envolvendo equacdes integrais, como de residuos ponderados, em diversos momentos
é necessario fazer uso de integracdo por partes. S&0 mostradas entdo as principais relacdes a

serem utilizadas:

fokj,ju*,‘{ dQ = fpku",‘c ar — fokjsf;j dQ
Q r Q

(B.25)
Lokjafq- dQ = frukp,"; dF—fQuka,jjJ dQ

Com essas equacdes pode-se comprovar a seguinte relagio:

f O € A = f O €k dQ (B.26)
Q Q
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