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RESUMO

AVANCINI, G. Analise numérica bidimensional de interacdo fluido-estrutura: Uma
formulacdo posicional baseada em elementos finitos e particulas. 2018. 136 p. Dissertacdo
(Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola
de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos, 2018.

Problemas envolvendo interagéo entre fluido e estrutura sdo desafiadores para a engenharia e,
ao mesmo tempo em que abrangem dois meios com caracteristicas fisicas distintas,
demandam uma descricdo matemaética para cada um deles que seja compativel, de forma a
permitir o acoplamento. Assim, este trabalho apresenta uma formulacdo em descricao
Lagrangeana para anlises dindmicas de sélidos, fluidos incompressiveis e interacdo fluido-
estrutura (IFE). Nos problemas de IFE é comum a estrutura apresentar grandes
deslocamentos, o que torna imprescindivel considerar o efeito da ndo-linearidade geométrica.
Levando isso em consideracdo, € empregada uma formulacdo do método dos elementos
finitos (MEF) baseada em posicOes, cuja aplicacdo em analises dindmicas de estruturas em
regime de grandes deslocamentos vem se mostrando bastante robusta. Ja no ambito da
dindmica dos fluidos, sabe-se que uma descri¢do Lagrangeana acaba por eliminar os termos
convectivos das equacdes de Navier-Stokes, dispensando o uso de métodos estabilizantes
nessas equacbes. Por outro lado, a dificuldade é entdo transferida para o uso de técnicas
eficientes de remesh, preservacao da qualidade da malha e de identificacdo do contorno, uma
vez que os fluidos podem deformar-se indefinidamente quando submetidos a forgas de
cisalhamento. Assim, uma combinacdo do método dos elementos finitos e do método de
particulas € utilizada, onde as forcas de interagdo entre as particulas de fluido sdo calculadas
por meio de uma malha de elementos finitos que é renovada para cada passo de tempo. Por
meio de técnicas que reconstroem automaticamente o contorno, é possivel simular problemas
de superficie livre que sofram severas alteracdes e, até mesmo, uma eventual separacdo de
particulas do dominio inicial, representando, por exemplo, a formacéo de gotas. Por fim, o
sistema de acoplamento entre o fluido e o sélido é simplificado devido a ambos os dominios
serem descritos através de um referencial Lagrangeano, ndo necessitando de métodos para a
adaptacdo da malha do fluido de modo a acompanhar o movimento da estrutura.

Palavras-chave: Interacdo fluido-estrutura. Método de particulas. Método dos elementos

finitos. Formulacéo posicional.






ABSTRACT

AVANCINI, G. Two-dimensional fluid-structure interaction numerical analysis: A
positional formulation based on finite elements and particles. 2018. 136 p. Dissertation (MSc.
in Structural Engineering.) — Department of Structural Engineering, Sdo Carlos School of
Engineering, University of S&o Paulo, Séo Carlos, 2018.

Problems involving fluid-structure interaction are challenging for engineering and, while
involving two different materials with distinct physical properties, they require a compatible
mathematical description for both solid and fluid domain in order to allow the coupling. Thus,
this work introduces a formulation, under Lagrangian description, for the solution of solid,
incompressible fluid dynamics and fluid-structure interaction (FSI). In FSI problems, the
structure usually presents large displacements thus making mandatory a geometric non-linear
analysis. Considering it, we adopt a position based formulation of the finite element method
(FEM) which has been shown to be very robust when applied to large displacement solid
dynamics. For the fluid mechanics problem it is well known that a Lagrangian description
eliminates the convective terms from the Navier-Stokes equations and thus, no stabilization
technique is required. However, the difficulty is then transferred to the need of efficient re-
meshing, mesh quality and external boundary identification techniques, since the fluid
presents no resistance to shear stresses and may deform indefinitely. In this sense, we employ
a combination of finite element and particle methods in which the particle interaction forces
are computed by mean of a finite element mesh which is re-constructed at every time step.
Free surface flows are simulated by a boundary recognition technique enabling large domain
distortions or even the particles separation from the main domain, representing for instance a
water drop. Finally, the fluid-structure coupling is simplified due to the Lagrangian
description adopted for both materials, with no need for extra adaptive mesh-moving
technique for the fluid computational domain to follow the structure motion.

Keywords: Fluid-structure interaction. Particle methods. Finite element method. Positional-

based formulation.
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Capitulo 1. Introducao 19

1 INTRODUCAO

Os problemas de interacdo fluido-estrutura (IFE) possuem aplicagdes nos mais
diversos seguimentos da engenharia. Como exemplo, podem-se destacar o efeito dos ventos
sobre edificacdes esbeltas, o fendbmeno de flutter e buffeting em pontes e aeronaves, os efeitos
hidrodinamicos em plataformas petroliferas ou estruturas offshore, entre outros.

Ao longo dos anos, diversas pesquisas vém sendo desenvolvidas com o intuito de
ajudar na compreensao desse fendmeno. Porém, foi na segunda metade do século XX que 0s
estudos de IFE se intensificaram. Apds a ruina da ponte de Tacoma nos Estados unidos em
1940, e do colapso de quatro torres de arrefecimento na Inglaterra, sendo trés delas na estacéao
de energia de Ferrybridge, em 1965 e outra na estacdo de energia de Fiddler Ferry, em 1984,
houve uma intensificagdo sobre a importancia de considerar os efeitos dinamicos de fluidos
sobre as estruturas (POPE, 1994). Recentemente houve um episdédio no Brasil, mais
especificamente na cidade do Rio de Janeiro, em que um trecho da ciclovia Tim Maia
préximo ao bairro Leblon desabou devido a ndo consideracdo, durante a fase de projeto, do
impacto hidrodindmico causado pelas ondas do mar na estrutura da ciclovia (RESENDE,
2016), que pode ser entendido como um caso particular de interacdo fluido-estrutura.

De uma maneira simples, essa interacdo se da pela imposicdo de carregamentos na
superficie do solido provenientes do escoamento do fluido, que por sua vez sofre
modificacOes devidas a deformacdo dindmica da estrutura. Sendo assim, é importante destacar
gue basicamente o problema em questdo envolve duas disciplinas diferentes. A primeira é
chamada de dindmica dos fluidos, que busca descrever a variacao das velocidades, pressdes e
tensbes de um fluido ao longo de um escoamento. A segunda é conhecida como dindmica das
estruturas e visa estudar os esforgos internos e o movimento das estruturas quando na
presenca de forcas externas ou deslocamentos prescritos em pontos de seu contorno.

Na engenharia, uma das formas de se estudar e reproduzir um problema é através de
analises experimentais, as quais contribuiram com a descoberta de propriedades e relagdes
importantes hoje ja solidificadas, como € o caso das relagfes constitutivas e as equacdes
diferenciais que descrevem o0 comportamento de cada material (ALMEIDA, 2012).
Entretanto, o nimero de problemas de IFE que se consegue resolver através de analises
experimentais é extremamente limitado devido principalmente ao seu alto custo, além de

demandarem muito tempo.
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Como alternativa, uma forma amplamente difundida de abordar esses problemas é
utilizar métodos numéricos para se obter solu¢bes aproximadas com um nivel de precisdo
adequado para o tipo de andlise.

Dentre 0os métodos numericos conhecidos, o0 Método dos Elementos Finitos se destaca
tanto pela sua aplicabilidade quanto pela sua versatilidade em ser programével, sendo
considerado por muitos pesquisadores como a ferramenta mais eficiente para analises
dindmicas de estruturas. Tradicionalmente no método dos elementos finitos aplicado as
estruturas, as variaveis principais sdo o0s deslocamentos nodais, sendo o campo de
deslocamento aproximado pela combinacédo linear de um namero finito de funcdes (funcdes
de forma) definidas sobre o dominio computacional. Alternativamente, Coda (2003),
motivado pelo trabalho de Bonet et al (2000) introduziu uma formulacédo alternativa que ao
invés de deslocamentos usa posicdes como parametros nodais. A formulacdo posicional se
mostra didaticamente muito mais simples sendo naturalmente cinematicamente exata, levando
em conta a néo linearidade geométrica.

No contexto da mecéanica dos fluidos computacional, inicialmente os métodos mais
utilizados foram os das diferencas finitas e dos volumes finitos, no entanto com o
desenvolvimento das formulagOes estabilizadas (BROOKS; HUGHES, 1982; TEZDUYAR,;
HUGHES, 1983; HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986; TEZDUYAR et al 1992) o
método dos elementos finitos conquistou o seu espaco também na mecénica dos fluidos.

Por volta da década de 70, Gingold e Monaghan (1977) introduziram um novo
conceito para abordar problemas de dinamica dos fluidos. Esse novo método chamado
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), trata o fluido como se fosse um conjunto de
particulas que interagem entre si e se movimentam ao longo do tempo. Isso deu origem a uma
familia de métodos numéricos do tipo Meshless Methods (métodos que ndo necessitam de
malhas para a discretizacdo de seu dominio), conhecidos como Métodos de Particulas. Ao
contrario das formulac6es Eulerianas para a analise de escoamentos, 0s métodos de particulas
sdo baseados em uma descricdo Lagrangeana, cujas principais vantagens sao eliminar os
termos convectivos que podem causar variages espurias quando aplicado o método classico
de Galerkin, facilitar a analise de escoamentos de superficie livre e também permitir o
acoplamento direto com o solido, tradicionalmente descrito na forma Lagrangeana.

Neste trabalho a formulacdo posicional em descricdo Lagrangeana ¢ aplicada a sélidos
bidimensionais e estendida para o caso de fluidos incompressiveis associando-a com o0
método de particulas, sendo as incognitas principais as posi¢cGes de cada particula. Na

sequéncia faz-se o acoplamento fluido-estrutura atraves de um sistema particionado forte.
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Para facilitar o entendimento, a dissertacdo esta dividida da seguinte maneira:

o Capitulo 1 — Introducédo. Esse capitulo busca introduzir o leitor ao contetdo
abordado no texto. Contém um breve estado da arte acerca das trés areas de estudo que
compreendem o problema de interacdo fluido-estrutura, os objetivos do trabalho e a
sua justificativa.

. Capitulo 2 — Mecanica do Continuo. Nesse capitulo consta toda a base de
mecénica do continuo necessaria para o desenvolvimento das formulagGes
matematicas dos capitulos seguintes, como as equagfes governantes e o principio da
energia potencial total estacionaria.

. Capitulo 3 — Mecénica dos Soélidos. Aqui, os conteudos apresentados no
capitulo 2 sdo aplicados diretamente a materiais solidos. O modelo constitutivo de
Saint-Venant Kirchhoff é apresentado.

. Capitulo 4 — Mecénica dos Fluidos incompressiveis. Analogo ao capitulo 3, 0s
conceitos de mecanica do continuo sdo aplicados aos materiais fluidos, no limite de
incompressibilidade. Apenas fluidos Newtonianos seréo estudados.

. Capitulo 5 — Analise Numérica da Mecanica dos Solidos. Nesse capitulo o
método dos elementos finitos posicional é aplicado a analise dindmica de estruturas, e
0 processo de solucdo é explicado. Alguns exemplos sdo apresentados para a
verificacdo do algoritmo desenvolvido.

. Capitulo 6 — Analise Numérica da Mecénica dos Fluidos incompressiveis.
Através da combinacdo do método dos elementos finitos posicional e de método de
particulas, busca-se solugdes numéricas para escoamentos incompressiveis. Sao
introduzidos os conceitos dos métodos de particulas, a técnica para a construcdo de
malhas e o algoritmo de identificacdo do contorno. Por fim, sdo apresentados diversos
exemplos de escoamentos com superficies livres.

o Capitulo 7 — O esquema particionado forte empregado para acoplar os codigos
do fluido e da estrutura é apresentado, assim como a técnica utilizada para a
identificacdo do contato entre os dominios. Dois exemplos sdo discutidos e seus
resultados sdo comparados com valores presentes na literatura.

o Capitulo 8 — Conclusdo. Esse capitulo apresenta as consideracdes finais do
trabalho, as dificuldades encontradas durante a pesquisa e sugestdes para trabalhos

futuros.
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1.1 OBJETIVOS

O trabalho proposto tem como objetivo principal o desenvolvimento de uma
formulagdo numérica baseada no método dos elementos finitos posicional e no método de
particulas, capaz de realizar analises dindmicas de sélidos, fluidos incompressiveis e interacéo

fluido-estrutura.

1.1.1 Objetivos especificos

Com o intuito de alcancar o objetivo principal descrito acima, destacam-se 0s
seguintes objetivos especificos:

| - Estudo aprofundado da dindmica ndo linear das estruturas, abrangendo a
formulacéo posicional do MEF para sélidos bidimensionais;

Il - Estudo detalhado da dindmica dos fluidos incompressiveis, com interesse em
métodos de particulas, para o desenvolvimento de um algoritmo computacional em descricéo
Lagrangeana;

I11 - Desenvolvimento do cddigo computacional para analises dindmica nédo linear de
elementos de chapa utilizando a formulagédo posicional do MEF;

IV — Elaboragdo do co6digo computacional para analises bidimensionais de
escoamentos incompressiveis em descricdo Lagrangeana;

V - Implementacdo de um sistema de acoplamento particionado forte entre o programa
para andlise bidimensional de escoamentos incompressiveis com o de dindmica ndo linear de
elementos de chapa;

VI — Anélise do programa desenvolvido visando a verificagdo dos resultados e da

robustez da metodologia proposta.
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1.2 JUSTIFICATIVA

A aplicacdo de métodos numeéricos na solucdo de problemas ligados a engenharia,
especificamente no que se diz respeito & modelagem de problemas de interacdo fluido-
estrutura, é vista pelos pesquisadores e engenheiros como uma alternativa eficaz e mais viavel
comparada as analises experimentais ou analiticas, uma vez que somente para casos muito
simples e com aproximacgdes muito grosseiras se conseguem solucBes analiticas para tais
problemas, a0 mesmo tempo em que as andlises experimentais sdo bastante dispendiosas,
demandam muito tempo e se aplicam apenas ao caso particular estudado.

Atualmente, o desenvolvimento e estudo de métodos numéricos para analises de
mecanica das estruturas, bem como de mecanica dos fluidos, ja atingiram certa maturidade de
forma que se pode contar com diversos trabalhos de qualidade nessas areas. No caso de
dindmica das estruturas, o método dos elementos finitos é atualmente a ferramenta mais
utilizada e reconhecida por muitos pesquisadores como a mais adequada. No que se refere a
dindmica dos fluidos, que teve por muito tempo o emprego dos métodos dos volumes finitos e
das diferencas finitas como dominantes, o0 MEF é o mais presente nas publicacfes atuais e ha
diversos estudos sobre unir o MEF com métodos de particulas.

Ao acoplar esses dois problemas de naturezas distintas, a complexidade é muito maior
do que analisa-los separadamente surgindo diversas dificuldades com relacdo a estabilidade e
ao condicionamento numérico do sistema resultante.

Embora 0 método dos elementos finitos ao ser aplicado a mecanica dos fluidos traga
muitos beneficios, tal como a facilidade de aplicacdo de condi¢des de contorno em fronteiras
com geometria complexa, surgem alguns problemas devidos especialmente a presenca de
descontinuidades que podem existir na mecanica dos fluidos. Como os fluidos newtonianos
ndo possuem resisténcia ao cisalhamento, podendo se deformar indefinidamente, a descricdo
Euleriana é a mais indicada, tendo como variaveis principais as velocidades. No entanto, 0s
termos convectivos que surgem com a descricdo Euleriana provocam variacOes espurias
guando utiliza-se 0 método classico de Galerkin. Outro problema recorrente € o de acoplar-se
0 programa resultante em descricdo Euleriana, com malha fixa ao longo do tempo, com o
programa para dinamica das estruturas em descricdo Lagrangeana, com malha deformavel.

Sendo assim, justifica-se modelar o fluido em descricdo Lagrangeana, permitindo o
acoplamento direto com o fluido e eliminando a presenga dos termos convectivos. Assim,

propde-se tratar o fluido como um conjunto de particulas com massa concentrada, sendo que a
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interacdo entre essas particulas € modelada pelo método dos elementos finitos. Para tanto, a
cada passo de tempo é gerada uma nova malha bidimensional que tenha as particulas como
nos, e entdo se calcula a posicao de cada particula, bem como a pressdo atuante nela, para o
proximo instante. A técnica a ser aplicada, diferente da abordagem tradicional, tem como
variaveis principais a posicao atual e a presséo das particulas, ao contrario de outros métodos
de particulas que sdo baseados em velocidades e necessitam que a posi¢do seja determinada
posteriormente.

O emprego da formulacao posicional para a modelagem da estrutura é justificado pela
robustez e precisdo que ela demonstra quando aplicada a anélise dindmica de estruturas como
pode ser visto nos trabalhos de Greco e Coda (2006), Greco et al (2006), Coda e Paccola
(2009) e Sanches e Coda (2013, 2014). Devido ao sucesso obtido por tal formulacédo
posicional para analises de sélidos, justifica-se sua expansdo para o ambito da dindmica dos
fluidos em descrigdo Lagrangeana.

O fato de contribuir com o estudo e avanco do emprego de métodos numéricos em
analises que envolvam o acoplamento de dois meios diferentes faz com que o presente
trabalho seja relevante para a comunidade cientifica e académica. Através dos algoritmos
desenvolvidos, em conjunto com toda a estrutura de processamento paralelo presente no
Laboratério de Informética e Mecanica Computacional (LIMC), forma-se uma plataforma que
pode ser facilmente expandida para o espacgo tridimensional, com capacidade de simular

problemas relevantes de engenharia que envolvam IFE e escoamentos com superficies livres.

1.3 ESTADO DA ARTE

Nesta secdo é apresentado um breve apanhado do estado da arte dos trés problemas
fundamentais que compdem a modelagem de interacdo fluido-estrutura, como mencionado
anteriormente: a dindmica dos fluidos computacional, a dindmica das estruturas

computacional e o problema de acoplamento.
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1.3.1 Dinamica dos fluidos computacional

O interesse do ser humano pelo estudo da movimentacdo dos fluidos sempre se fez
presente ao longo da histdria. Ndo se sabe ao certo quando se iniciou, porém é possivel
destacar fatos historicos que comprovam isso. Os egipcios mediam o tempo utilizando
relogios de agua. Os romanos, por sua vez, buscaram utilizar um meio eficiente para
transportar 4gua entre as cidades, eis que surgiram os aquedutos.

No entanto, buscou-se compreender a mecanica dos fluidos através de analises
experimentais muito antes do que por equagdes matematicas, o que explica a hidraulica - que
é 0 estudo do comportamento dos fluidos dentro de tubos e canais - ter surgido anteriormente
a hidrodinamica - que busca relacionar as forcas que causam ou se originam em funcdo do
movimento do fluido (FORTUNA, 2012).

As primeiras formulages mateméticas datam do seculo XVIII, quando Leonhard
Euler propds equacBes que descrevem o movimento dos fluidos, conhecidas como equacdes
de Euler. Entretanto, foram as descobertas de Claude Navier em 1822, Simeon Poisson em
1831, Saint-Venant em 1843 e George Stokes em 1845 que alavancaram a abordagem
matematica da dindmica dos fluidos, as chamadas equac6es de Navier-Stokes.

Desde entdo, diversos pesquisadores se propuseram a obter solucdes para tais
equacOes, porém, por se tratarem de equacOes diferenciais parciais (EDP) ndo lineares, as
solucdes analiticas tornam-se extremamente dificeis de serem obtidas, além de que, elas
existem apenas para uma quantidade limitada de problemas, como pode ser visto em Finn
(1959), Yih (1969), Schlichting e Gersten (2000), Drazin e Riley (2006) e Aristov, Knyazev e
Polyanin (2009).

Sendo assim, uma alternativa bastante empregada para buscar-se solucionar as
equacBes de Navier-Stokes e estudar o movimento dos fluidos é o emprego de métodos
numéricos. Essa abordagem ganhou um impulso significativo apos a segunda metade do
século XX devido ao advento dos computadores e ao aumento acelerado da capacidade de
processamento nas Ultimas décadas, permitindo assim obter aproximacgdes satisfatorias para a
solucgéo de problemas complexos, até entdo ndo solucionados.

Dentro do ambito da dindmica dos fluidos computacional (DFC), dois métodos
numericos se destacaram devido a ampla utilizacdo: o método das diferencas finitas e o
método dos volumes finitos, presentes nos trabalhos, por exemplo, de Anderson (1995),
Tannehill, Anderson e Pletcher (1997) e Drikakis e Rider (2006).
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O método dos elementos finitos, por sua vez, ndo obteve uma répida aceitacdo por
parte da comunidade cientifica como ferramenta adequada para a mecénica dos fluidos, tendo
sua primeira aplicacdo no ambito da dinamica dos fluidos, mais especificamente em
escoamentos Vviscosos incompressiveis, por volta de 1970. Segundo Zienkiewicz e Taylor
(2000), isso se deu principalmente pelo fato de que em mecénica dos fluidos, praticamente
todos os problemas de escoamentos necessitam de uma andlise continua em duas ou trés
dimensbes, enquanto que para analises de estruturas, isso é requerido apenas para €asos
especiais, sendo possivel uma simplificacdo por elementos de barra.

Diferentemente do que ocorre no contexto da elasticidade, as formulagdes diferenciais
que governam o comportamento dos fluidos, em geral, ndo podem ser substituidas por uma
formulacéo variacional equivalente de forma natural, como por exemplo, a minimizacdo do
funcional de energia ao longo de um dominio. As equac@es de Navier-Stokes possuem termos
de conveccdo que, apenas em casos particulares e simplificados, permitem o tratamento
similar ao abordado em estruturas. Sendo assim, para problemas de convec¢do dominante, a
aplicacdo do método classico de Galerkin, conhecido como Bubnov-Galerkin, sobre uma
descricdo Euleriana, resulta em matrizes assimétricas e variacdes espudrias nos resultados,
causando problemas de estabilidade (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2005;
STRANG; FIX, 2008; DICK, 2009).

Entretanto, apds os trabalhos de Leonard (1979a, 1979b), a comunidade cientifica
passou a intensificar as buscas por métodos de tratamento dos termos convectivos da equacdo
de Navier-Stokes, resultando em diversas técnicas de estabilidade. Apesar disso, 0 MEF
tornou-se recentemente o mais empregado na mecanica dos fluidos (DICK, 2009).

Os autores afirmam que isso se da pelo fato de que o MEF possui muitas vantagens
sobre os demais métodos, como utilizar malhas totalmente arbitrérias e ndo estruturadas,
apresentar aproximacGes melhores ou semelhantes aquelas obtidas através de diferencas
finitas para problemas de convecc¢do ndo dominante e também por naturalmente incorporar
condicdes de contorno diferenciais. (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000; DICK, 2009).

Uma das formas de se evitar os problemas de estabilidade devidos a convecgdo é
utilizar uma descricdo Lagrangeana do equilibrio dindmico dos fluidos. Potter e Wiggert
(2009) explicam que o fluido pode ser considerado um conjunto de particulas que interagem
entre si, e que cada particula pode ter o seu movimento descrito ao longo do tempo. Nesse
contexto, Gingold e Monaghan (1977) propuseram essa abordagem pela primeira vez através
do método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), dando origem assim a uma série de

métodos conhecidos como Meshless Methods — métodos que ndo necessitam de malhas para a
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discretizacdo do dominio espacial, onde as funcbes de forma dependem apenas das posices
das particulas.

Esses métodos de particulas vém se mostrando muito eficientes para a dinamica dos
fluidos computacional, principalmente no que se refere a problemas que sofrem constantes
alteragBes em seu dominio, como escoamentos de superficie livre, e também para problemas
de IFE com condigOes de contorno complexas, como pode ser visto nos trabalhos de Premoze
et al (2003), Monaghan (2005), Liu, Liu e Zong (2008), Liu e Liu (2010) e Monaghan (2012).

Cabe ressaltar que diversos métodos vém surgindo baseados no SPH. Um exemplo
que obteve resultados coerentes € o Moving Particle Semi-Implicit Method (MPS),
desenvolvido por Koshizuka e Oka (1996). Semelhante ao SPH, o MPS também utiliza
funcbes de forma de Kernel para aproximar as variaveis nodais, entretanto, trabalha com a
forma forte das equacdes governantes.

Mais adiante, Idelsohn et al (2003) propuseram um método numérico inovativo,
conhecido como Particle Finite Element Method (PFEM). Esse método se caracteriza por
utilizar uma formulacdo hibrida método de particulas e método dos elementos finitos, unindo
assim as vantagens individuais proporcionadas por cada um.

Basicamente o método consiste em discretizar o dominio através de um conjunto de
particulas que carregam as propriedades fisicas do meio, ex: viscosidade, densidade, etc,
diferentemente do que ocorre tradicionalmente no MEF, cujas propriedades sao atribuidas aos
elementos. Isso permite que uma nova malha de elementos finitos seja criada para cada passo
de tempo com o intuito de calcular as forcas de interacdo entre as particulas.

Assim, é facil perceber que nesse metodo as malhas de elementos finitos séo criadas
apenas com o intuito de computar os gradientes das variaveis de interesse, podendo ser
descartadas e refeitas ao longo do processo de avanco temporal sem que haja perda de
informacdes. Essa caracteristica é extremamente necessaria quando se utiliza uma descricao
Lagrangeana para representar um escoamento, uma vez que fluidos podem deformar-se
indefinidamente quando submetidos a tensdes de cisalhamento, tornando inviavel o processo
de solugéo por meio de malhas fixas.

Através do PFEM uma grande variedade de problemas de alta complexidade, até entdo
invidveis de serem estudados através de um referencial Euleriano, foram analisados, incluindo
problemas de superficie livre com severas distor¢des, “splash” de ondas, formacgdo de
goticulas, “slosh”, etc. Uma pequena parcela das aplicagdes do PFEM pode ser vista em
Idelsohn, Ofiate e Del Pin (2004), Aubry, Idelsohn e Ofiate (2005), Onfate et al (2009 e 2011),
Idelsohn et al (2011) e Matsubara et al (2011).
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1.3.2 Dinamica das estruturas computacional

Diferentemente do que ocorreu no ambito da dindmica dos fluidos, a aceitacdo do
MEF como uma ferramenta para andlise de estruturas foi praticamente instantanea. Antes
mesmo de seu surgimento na segunda metade do século XX, diversos engenheiros ja
buscavam estudar o comportamento global de uma estrutura analisando o comportamento
local em pequenas porgdes pertencentes ao seu dominio, como foi sugerido primeiramente por
Turner (1956).

A partir dai, diversos trabalhos importantes contribuiram com o avanco da
aplicabilidade e eficiéncia do MEF em andlises computacionais de estruturas. Inicialmente,
era comum assumir que tanto os deslocamentos como as deformacgfes desenvolvidas no
solido eram de pequenas magnitudes, o que ocorre apenas em casos particulares
(ZIENKIEWICZ, 1971). Entretanto, para uma grande parte de problemas, isso pode gerar
erros nao previstos, levando inclusive ao colapso de uma estrutura projetada sob tais
premissas. Sendo assim, trabalhos como o de Turner, Dill e Martin (1960) e Argyris (1964 e
1965) introduziram o conceito da ndo linearidade geométrica (NLG), que consiste em tomar o
equilibrio da estrutura na sua configuracdo deformada, contemplando assim analises também
em regimes de grandes deslocamentos.

Na segunda metade do século XX, os estudos acerca da NLG se intensificaram, como
pode ser visto nos trabalhos de Zienkiewicz (1971), Argyris et al (1978), Argyris et al (1979),
Bathe (1982), Kleiber (1989), Crisfield (1991), entre outros.

Nesse contexto surgiu a formulagdo corrotacional, uma das mais difundidas e
utilizadas para a abordagem de estruturas em regime de grandes deslocamentos, que segundo
Menin (2006), consiste em considerar separadamente 0s movimentos de corpo rigido e 0s
movimentos advindos das deformacgdes. Como exemplos de trabalhos que contribuiram para o
avanco da formulacdo corrotacional tém-se Argyris (1982), Simo e Fox (1989), Crisfield
(1991) e Bathe (1996).

Cabe ressaltar que no ambito da dindmica ndo linear de estruturas, os trabalhos de
Wilson, Farhoomand e Bathe (1972), Simo, Hjelmstad e Taylor (1984), Hsiao e Yang (1995),
Hsiao, Lin e Lin (1999) tiveram fundamental importancia.

Ja no inicio do século XXI, Bonet et al (2000) e Coda (2003) introduziram uma
formulacdo posicional do MEF, que ao contrario das formulagGes desenvolvidas

anteriormente, utiliza posi¢cdes atuais ao inves de deslocamentos e rotacfes como parametros
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nodais, contemplando naturalmente os efeitos da ndo linearidade geométrica, porém de
implementacdo simples e isenta da necessidade de empregar-se aproximacdes para grandes
rotagbes, como no caso corrotacional.

Um dos fatores que contribui para que o emprego da formulacdo posicional venha
crescendo é sua robustez quando aplicada a analises estaticas e dindmicas de estruturas, como
atestam os trabalhos de Greco e Coda (2006), Greco et al (2006), Coda e Paccola (2009),
Sanches e Coda (2013, 2014) e Fernandes (2016).

Devido a formulacdo posicional utilizar uma descri¢cdo Lagrangeana total do equilibrio
e pela forma como é mapeada a configuracdo deformada do sélido, em anédlises transientes
obtém-se matriz de massa constante, permitindo assim a utilizacdo do integrador temporal de
Newmark conservando a quantidade de movimento e apresentando conservacdo da energia
para a maioria dos problemas (CODA; PACCOLA, 2009; SANCHES; CODA, 2013).

1.3.3 Problema de acoplamento

Em geral, as estruturas desenvolvem deformacgdes e deslocamentos finitos quando
submetidas a acOes externas, tais como carregamentos ou deslocamentos forcados em seu
contorno. Sendo assim, comumente utiliza-se uma descricdo Lagrangeana do equilibrio
dindmico de um solido, tendo como incognitas principais os deslocamentos ou posicoes
nodais (POTTER; WIGGERT, 2009).

Entretanto, os fluidos se diferenciam das estruturas devido ao fato de ndo
apresentarem resisténcia as tensdes desviadoras, podendo assim se deformar indefinidamente.
Por esse motivo, a forma mais comum de se representar o movimento dos fluidos € utilizando
uma descricao Euleriana, com velocidades como incognitas principais. Algumas dificuldades
surgem com a utilizagdo dessa descri¢cdo, como ja foi mencionado anteriormente. Os termos
convectivos quando ndo tratados corretamente, causam variacdes espurias nos resultados para
problemas de conveccao dominante, além de ser dificil a representacdo de superficies livres.

Com relagdo aos problemas de interagdo fluido-estrutura, a dificuldade esta em como
acoplar adequadamente dois problemas cujas descrices matematicas ndo sao as mesmas, 0
que significa acoplar uma malha computacional fixa para o fluido, com uma malha
deformavel para a estrutura (SANCHES, 2011).
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Para contornar esse problema, Donea, Giuliani e Halleux (1982) propuseram uma
formulacdo Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (ALE) para descrever as equacfes governantes
do fluido, introduzindo assim um dominio de referéncia que pode se movimentar com um
campo arbitrario de velocidades. Esse tipo de formulacdo tem se mostrado eficiente apenas
em regimes onde os deslocamentos ou deformacgdes da geometria ndo sdo excessivamente
grandes, como pode ser visto em Souli, Ouahsine e Lewin (2000), uma vez que a malha do
fluido deve manter a coeréncia durante o processo de deformacéo.

Porém, utilizando a descricdo Lagrangeana do equilibrio dinamico também para o
fluido, ndo s6 os termos convectivos das equagbes de Navier-Stokes desaparecem, como
facilita-se o acoplamento direto com a estrutura (IDELSOHN et al, 2006). A dificuldade é
entdo transferida para a utilizacdo de técnicas eficientes de reconstrucdo da malha do fluido,
uma vez que para grandes deslocamentos dos nos, a malha deve ser constantemente atualizada
(ONATE et al, 2004).

Independentemente das descri¢bes adotadas, existem basicamente duas maneiras de se
abordar a interacdo entre o fluido e a estrutura. A primeira técnica consiste em integrar no
tempo os dois dominios juntos, como se fossem apenas um material. Essa abordagem é
conhecida como monolitica, e pode ser vista nos trabalhos de Blom (1998) e Ryzhakov et al
(2010). Esse método caracteriza-se por ser robusto, uma vez que ndo introduz erros causados
pela divisdo dos dominios. Por outro lado, resulta em sistemas de equagdes grandes e muitas
vezes mal condicionados, devido a diferenca da magnitude das variaveis entre os dois
problemas, ndo sendo recomendados para problemas com grandes deslocamentos
(RYZHAKOV et al, 2011).

A segunda técnica é conhecida como particionada e consiste em aplicar a integracdo
temporal separadamente para os dois dominios, o que significa que o fluido permanece
indeformado enquanto a estrutura esta sendo processada, e vice e versa (DEGROOTE;
BATHE; VIERENDEELS, 2008). Faz-se necessario entdo transferir as condi¢des de contorno
de um dominio para o outro. Geralmente, as condi¢fes de Dirichlet do fluido sdo obtidas
através dos deslocamentos da estrutura, enquanto que as condi¢es de Neumann do sélido séo
obtidas pela imposic¢do das forgas de superficie decorrentes das pressdes e tensdes desviadoras
do fluido (SANCHES, 2011).

Ainda, diz-se que o acoplamento é particionado fraco se o processo de transferéncia
das condicBes de Dirichlet-Neumann é realizado apenas uma vez dentro de um passo de
tempo, 0 que pode ocasionar perdas de estabilidade e convergéncia para problemas onde a

razdo entre as densidades do solido e da estrutura € proxima da unidade. Em contrapartida, ao
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realizar-se a transferéncia das condi¢des de Dirichlet-Neumann de forma iterativa, tem-se um
acoplamento particionado forte (DEGROOTE, 2013).

Atualmente, a forma particionada é a mais empregada para a solucéo de problemas de
IFE, sendo descrita em detalhes nos trabalhos de Piperno, Farhat e Larrouturou (1995), Mok e
Wall (2001), Teixeira e Awruch (2005), Idelsohn et al (2006), Sanches e Coda (2013),
Sanches e Coda (2014) e Fernandes (2016).

A utilizacdo do método particionado para acoplar o dominio do fluido com o da
estrutura oferece diversas vantagens. Segundo Piperno, Farhat e Larrouturou (1995), esse
método permite utilizar técnicas j& comprovadamente efetivas para a discretizacdo e solucdo

de cada um dos problemas individualmente, garantindo assim uma maior modularidade.
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2 MECANICA DO CONTINUO

Todos os meios fisicos, sejam eles solidos ou fluidos, s&o compostos por um conjunto
de particulas que interagem entre si. Quando se esta interessado no estudo dos efeitos dessas
interacdes, diz-se que o sistema em analise é microscopico.

Por outro lado, quando se pretende analisar o comportamento de um determinado
objeto a nivel macroscopico, assume-se a hipétese de meio continuo, onde essa infinidade de
particulas é substituida por apenas algumas quantidades de interesse. Fisicamente esse método
¢ uma aproximacdo do que ocorre na natureza, entretanto € comprovadamente uma técnica
robusta e eficaz para resolver problemas de engenharia sem abranger as microestruturas de
cada elemento.

Os topicos da mecénica do continuo sdo divididos neste capitulo da seguinte maneira:

1. Estudo da cinematica de um meio continuo: busca-se compreender 0s
movimentos e as deformacdes de um corpo, ndo interessando as suas causas;

2. Estudo das tensdes no meio continuo;

3. Descricdo Lagrangeana das equagdes que governam o movimento de um corpo

deforméavel qualquer;

Por fim, a condicdo de equilibrio é buscada através do principio da energia potencial

total estacionaria.

2.1 CINEMATICA DE UM CORPO DEFORMAVEL

Para se descrever o movimento de um corpo qualquer, ainda sem se preocupar com as
causas que levam a esse fenbmeno (cinematica), toma-se uma porcdo infinitesimal P
pertencente a um corpo continuo B, tal que PeB, inserido no espaco Euclidiano
tridimensional em um dado instante de tempo t, conforme a Figura 1.

Na medida em que o corpo continuo se movimenta ao longo do tempo, ele ocupa uma

regido diferente no espaco, denotada por Q. As regides ocupadas pelo corpo sdo chamadas de
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configuracbes de B no tempo t. Assim, tem-se que no instante inicial t=0 o continuo
encontra-se em sua configuracdo inicial ou indeformada €2, onde as coordenadas do ponto

P podem ser expressas através do vetor X relativo a origem fixa O.

Configuracdo inicial

Configuracdo atual

tempo t

X1 %

X331 X;

Figura 1 - Mudanga de configuracédo de um corpo

Supbe-se agora que 0 continuo passa a ocupar uma nova regido do espagco em um
determinado instante de tempo t>0. Para essa nova regido é dada o nome de configuracéo
atual ou deformada Q, cujas coordenadas do ponto P pertencentes ao corpo podem ser
descritas através do vetor x.

Do que foi mencionado acima pode-se concluir que a configuragéo atual varia com o
tempo, enquanto que a configuragdo inicial permanece fixa ao longo de toda a analise. Assim,
torna-se vantajoso realizar a analise, sempre que possivel, tomando como referéncia a
configuracdo indeformada do corpo, caracterizando assim uma descricdo Lagrangeana total
do equilibrio.

Entretanto, foi ressaltado na secdo 1.3.2 que ao buscar-se o equilibrio na configuracéo

indeformada do continuo, o efeito de ndo linearidade geométrica acaba sendo desprezado, 0
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que leva a resultados coerentes apenas em casos onde o corpo estd submetido a pequenos
deslocamentos. Sendo assim, sera mostrado adiante como tomar o equilibrio na configuragéo
deformada e entdo utilizar a formula de Nanson para mudar o referencial para a configuracao

inicial, sem que haja prejuizo nos resultados.

2.1.1 Mudanca de configuracéo

Seja f° a funcdo de mapeamento responsavel por associar as coordenadas espaciais

do ponto P na configuragéo inicial do continuo Q, de tal forma que X = f°(P,t). Agora,

para um instante qualquer t >0, a fungdo f' é responsavel por mapear as coordenadas de P
na configuracéo atual Q, de modo que x = f*(P,t) (ver Figura 1).

A funcdo mudanca de configuracdo ou fungdo de movimento € responsavel por
associar as posicOes atuais x de um ponto qualquer com as coordenadas iniciais X, para um

determinado instante de tempo t:
X = fl[(fO)’l(x,t)} F(X,1). 2.1)

Em outras palavras, a funcdo mudanca de configuracdo é um mapeamento que
relaciona os pontos X pertencentes a €, as suas respectivas posicdes x na configuracao
atual Q. Assumindo que f seja inversivel, o contrario também € valido, ou seja, a funcdo
inversa do movimento € responsavel por associar as posicdes atuais x dos pontos

pertencentes a Q) as suas coordenadas iniciais X em €2, da seguinte forma:

X=f7(x,1). (2.2)
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2.1.2 Mudanca de forma

Ao sofrer uma mudanca de configuracdo, um corpo continuo basicamente pode vir a
sofrer uma translag&o, rotacdo ou uma mudanga de forma (HOLZAPFEL, 2000). Um solido é
dito rigido quando apenas é possivel observar movimentos de translacdo e/ou rotagdo devidos
as acOes externas. Por outro lado, os materiais que permitem que ocorra uma mudanca em
suas formas e tamanhos sé@o chamados de deformaveis, e sdo 0 objeto de estudo desta sec¢éo.

Algumas formas matemaéticas de se medir a deformacdo de um corpo sdo mais
recorrentes na literatura de mecénica do continuo, como € o caso da deformacéo de Green-
Lagrange e a deformacdo de Euler-Almansi (ver Ogden, 1984, Novozhilov, 1971 e Holzapfel,
2000), enquanto que a deformacao de engenharia, ou infinitesimal, é abordada em livros mais
aplicados a solidos, como Chrisfield (1991) e Bathe (1982), por estar diretamente relacionada
a pequenos deslocamentos e deformacgdes (CODA, 2003).

Neste trabalho optou-se por utilizar a medida de deformacéo de Green-Lagrange por
essa possuir argumentos puramente Lagrangeanos e também devido a sua objetividade,
propriedade que garante a obtencdo de valores nulos de deformacdo ao realizar-se um
movimento de corpo rigido (translagdo e/ou rotacao).

Assim, uma grandeza fundamental a ser estudada é o gradiente da funcdo mudanca de
configuracdo, que avalia basicamente o quanto as fibras do continuo mudam de forma e

tamanho ao progredir da configuracdo inicial para a configuracdo atual. Seja X =s(&) uma
linha ou fibra pertencente ao continuo em sua configuracdo indeformada, onde & representa

uma parametrizacdo de acordo com a Figura 2. Apds o corpo ser submetido a uma mudanca
de configuracao, essa fibra se deforma de tal modo que pode ser representada na configuracédo
deformada como x=r(&,t) (HOLZAPFEL, 2000).

Utilizando a equacdo (2.1) é possivel escrever:

x=r(&,t)=f(s(£),1). (2.3)

Chamando o vetor tangente a qualquer ponto pertencente a fibra indeformada e

deformada, respectivamente, de dX e dx, tem-se:
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dx=r'"dg
tempo t
Figura 2 - Deformagéo de uma fibra
or(s,t 0
PG L) PPV G P (2.4)
g g

Aplicando a regra da cadeia na parcela referente a or/0& chega-se na seguinte

expressao:

or(&,t) of (X.) as(€)

- ] (2.5)
o0& oX o0&
por fim, substituindo (2.5) em (2.4) obtém-se:
or(é,t of (X,t) os of (Xt
- M) g AN () 000 g e
o0& oX o¢ oX
ou ainda, como comumente se encontra na literatura:
dx = F(X,t)dX, (2.7)

onde F é o gradiente da funcdo mudanca de configuracdo em relagdo & configuracéo inicial

do continuo, definido pela expresséo:
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F(X.t)= a g((’t) = Grad (x(X,t)). (2.8)

2.1.3 Relacéo volumétrica

Seja um elemento infinitesimal genérico, com dimensoes iniciais dX,, dX, e dX;,
onde assume-se que 0s vetores sejam positivos de tal forma que dX, - (dX, xdX;)>0. Assim,

sabe-se da geometria analitica que o volume na configuracgdo inicial pode ser calculado como:
dV =dX, -(dX, xdX;) =det(dX,,dX,,dX,). (2.9)

Supondo agora que o corpo sofre uma mudanca de configuracdo de tal maneira que as

dimensdes atuais do infinitésimo passam a ser dx, dx, e dx;, de acordo com a Figura 3,

calcula-se o volume na configuragao atual:

dv = dx, -(dx, x dx, ) = det(dx,, dx,, dx, ). (2.10)

f

—

dX
2 dv dX2 |
X3
I | dxa X % /(//
dX, o,
o X%
X1 %

Figura 3 - Variacdo de volume
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Utilizando a expresséao (2.7), reescreve-se a equacao acima da seguinte maneira:

dv = det(F)det(dX,,dX,,dX,)=det(F)dV. (2.11)

Da-se 0 nome de Jacobiano ao determinante da funcdo mudanca de configuragédo

J =det(F). Assim, a relacao é escrita da seguinte forma:

dv = JdV. (2.12)

Essa relagdo € de extrema importancia para o desenvolvimento deste trabalho, pois
através do Jacobiano € possivel expressar a variacdo volumétrica de um elemento qualquer ao
avancar de sua configuracao inicial para sua configuracdo atual.

Analisando-se matematicamente a equacdo (2.7) sob a hipdtese de que dX =0, para
que se obtenha dx =0 deve haver pelo menos uma linha ou fibra do material na configuragao
indeformada que tenha seu comprimento reduzido a zero ap6s sofrer uma mudanca de
configuracdo (OGDEN,1984). Fisicamente isso & impossivel, uma vez que a matéria é
indestrutivel, ou seja, dx =FdX =0 paratodo dX=0.

Da afirmacdo acima pode-se concluir que F é um tensor ndo singular, o que implica

que J = det(F) # 0. Ainda, devido a impenetrabilidade da matéria, um volume previamente

definido positivo néo pode tornar-se negativo. Assim, J =det(F)>0.

2.1.4 Foérmula de Nanson

A Figura 4 mostra um corpo genérico que sofre uma mudanca de configuragdo. Sejam
dS e ds vetores infinitesimais de &rea referentes as configuracbes inicial e atual,

respectivamente, tal que:

dS=NdS ; ds=nds, (2.13)
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onde N e n sdo, respectivamente, versores normais a area infinitesimal nas configuracoes
indeformada e deformada. Ainda, sabendo que dX representa uma fibra indeformada
pertencente ao continuo e que se torna dx ao sofrer um movimento, o volume inicial dV e o

volume atual dv do continuo podem ser calculados como:

dv =dX.dS ; dv=dx-ds. (2.14)

dv

Figura 4 - Variacdo da &rea da se¢do transversal
Substituindo-se as equacdes acima na equacdo (2.12) tem-se:
dx-ds =JdX-dS. (2.15)
Por meio da relagdo (2.7) é possivel reescrever a equacao acima:
F'dX-ds = JdX-dS. (2.16)
Uma vez que dX é arbitrério, obtém-se a formula de Nanson, que relaciona as areas
infinitesimais referentes as configuragdes inicial e atual de um corpo continuo (OGDEN,

1984):

ds = JFdS. (2.17)
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2.1.5 Tensor de deformacéo de Green

Para se obter o tensor de deformacdo de Green-Lagrange primeiro avalia-se o
quadrado do comprimento de uma fibra ap6s sofrer uma mudanca de configuracgdo,
juntamente com a relagéo (2.7):

jdx|” = dx-dx = (FdX) (FdX) = dX (F"F) dX = dXCdX. (2.18)

O tensor C=F'F introduzido na equacdo acima é conhecido na literatura como
alongamento a direita de Cauchy-Green, sendo um tensor simétrico, positivo e definido,

valendo assim a seguinte propriedade:

T

C=F'F=(F'F) =C". (2.19)

Assim, a medida de deformagdo é obtida ao realizar-se a diferenca entre o quadrado do

comprimento de uma fibra do continuo antes e apos sofrer uma mudanca de configuracéo:
|dx|* —|dX|* = dXCdX —dX -dX = dX (C—1)dX. (2.20)
Por fim, define-se o tensor de deformacédo de Green-Lagrange como sendo:

1

2E=(C-1) ou E=7(C-I). (2.21)

Essa medida de deformacdo é dita Lagrangeana por possuir argumentos referentes a

configuracdo indeformada do continuo (CODA, 2003).
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2.1.6 Tensor taxa de deformacéo de Green

Nesta secdo estuda-se como o tensor de deformacéo de Green se comporta ao longo do
tempo, conhecendo 0 movimento x = f (X,t) ao qual o corpo esta submetido. Uma vez que o
calculo do tensor de deformacao de Green depende do gradiente da mudanca de configuracao,

€ necessario primeiramente estudar a variacdo desse gradiente com o tempo. Assim,

considerando a propriedade de permutacdo entre as derivadas tem-se:

F(Xt)= %[af (X’t)J = i[af (a):’t)j = ax((;’t) = Grad (x(X,t)), (2.22)

em que F= DF/Dt e x(X,t) € a velocidade das particulas de um corpo, calculada como a

taxa de variacdo da posicdo com o tempo, levando-se em consideragdo as coordenadas

Lagrangeanas:

Dx(X,t) _of (X,t).

X(X,t)= -

(2.23)

Analogamente, obtém-se o gradiente da velocidade em relacdo a configuracdo
deformada do corpo:

ox(xt)

= grad(x(x,t)), (2.24)

que pode ser expresso em relacdo & F através da seguinte relacéo:

ox o of (Xt))ox
OX

grad(x):a—xza( x —=FF™ (2.25)

Realizando a decomposicdo aditiva no tensor acima obtém-se:
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grad(X)=¢+ o, (2.26)

onde os tensores ¢ e ® sdo conhecidos como, respectivamente, taxa de deformacdo de

engenharia e vorticidade, calculados atraves das expressdes abaixo:

£ =%(grad()k)+gradT (%)), (2.27)

(:)z%(grad(ic)—gradT (x)) (2.28)

Feito isso, é possivel obter o tensor que representa a taxa de deformacdo de Green

simplesmente derivando a equacéo (2.21) no tempo:

E:EE:E(I':TFJrFTI':). (2.29)
Dt 2

Substituindo a expressdo (2.25) em (2.29) e tendo em vista 0 exposto na equacao
(2.26) é possivel relacionar o tensor taxa de deformacdo de Green com o tensor taxa de

deformacéo de engenharia da seguinte maneira:

E- %(FTgradT (X)F+FTgrad(X)F)=F" %(gradT (X)+grad(x))F =F'¢F.  (2.30)

2.2 TENSORES DE TENSAO

Uma das consequéncias causadas pela deformacdo de um corpo genérico é o
aparecimento de tensbes, que sdo definidas como forgas internas que atuam em uma
determinada superficie ou area tomada seccionando-se o corpo por um dado plano. Essa
grandeza, assim como a deformacdo, é essencial no estudo de mecénica do continuo, sendo
assim, serdo abordados nesta sec¢do os conceitos de forgas de superficie e tensores de tensdo

em descricdes diferentes (ver Truesdell, 1966; Marsden e Hughes, 1994 e Holzapfel, 2000).
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Muitas vezes é conveniente utilizar tensores de tensdo com referéncia a configuracéo
inicial, uma vez que a configuracdo atual é desconhecida. Assim, seré apresentado o tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie, cujos argumentos sdo Lagrangeanos.

Para tanto, assume-se um corpo generico deformavel, cujo em toda ou parte de sua
superficie externa atuam forcas arbitrérias. Seccionando-se esse corpo em duas porcdes

observa-se o desenvolvimento de forcas internas distribuidas na segdo, responsaveis pelo

equilibrio. No instante inicial da analise o continuo esta em sua configuragéo inicial €2,, com

superficie de contorno 0€),, éarea infinitesimal da secdo dS com vetor normal N. Apos

sofrer uma mudanca de configuracdo, essas grandezas sdo referidas na configuracdo atual Q
como 0Q, ds e n, respectivamente.
Assim, Holzapfel (2000) mostra que a forca resultante na superficie df pode ser

calculada em ambas a configuracdes:

df = TdS = tds, (2.31)

onde T=T(X,t,N) é conhecido como vetor de forcas de superficie de Piola-Kirchoff,

calculado em relacdo a configuracdo inicial da seguinte forma:

T=T(XtN)=P(Xt)N, (2.32)

sendo P(X,t) o tensor de tensdes de Piola-Kirchoff de primeira espécie, enquanto que

t=t(x,t,n), calculado em relagdo a configuracdo atual, é o vetor de forcas de superficie de

Cauchy:

t=t(x,t,n)=o(x,t)n, (2.33)

Em que o(x,t) é o tensor de tensdes de Cauchy, que na forma matricial para um caso

generico tridimensional tem-se:
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G=10yn Oy Oy | (2.34)

Por fim, a relagdo entre ambas as medidas de tenséo pode ser obtida substituindo as

equacoes (2.32) e (2.33) em (2.31) e aplicando a férmula de Nanson:

P=JoF' ou o¢=]J"PF". (2.35)

Uma desvantagem de se trabalhar com o tensor de Piola-Kirchoff de primeira espécie
se d& pelo fato de que ele ndo é um tensor simétrico, tendo nove componentes distintas para o
caso tridimensional, aumentando os esfor¢cos matematicos necessarios para a solucdo do
problema. Assim, mais a frente sera introduzido o tensor de Piola-Kirchoff de segunda

especie.

2.3 EQUACOES GOVERNANTES DO MOVIMENTO

Nesta secdo serdo apresentadas as principais leis que regem o equilibrio de um meio
continuo em descricdo Lagrangeana: a conservacao da massa, a conservacdao do momento
linear e a conservacdo da energia. E importante ressaltar que essas equacdes sdo vélidas para
qualquer ramo da mecanica do continuo, sendo aplicaveis tanto para materiais solidos quanto

para materiais fluidos.

2.3.1 Conservacao da massa

Para descrever a equacdo da conservacdo da massa em descri¢cdo Lagrangeana, extrai-
se um volume infinitesimal que esta em movimento juntamente com o corpo. Cada ponto da
superficie e dentro do volume se move com uma velocidade X, o que implica que as
coordenadas de cada porc¢do do volume sdo dependentes do tempo, permitindo assim que haja

distorgéo na forma do volume, como mostrado na Figura 5.
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Figura 5 - Volume infinitesimal em movimento

De acordo com o principio de conservacdo da massa, essa € uma grandeza que nao
pode ser destruida e nem produzida. Assim, uma particula que possui massa dm em sua
configuracdo indeformada, apds sofrer um movimento qualquer, deve ter sua massa

conservada independente da configuragéo:
dm(€,)=dm(Q)>0. (2.36)

Do que foi mencionado acima, a derivada temporal da massa deve ser nula

independente da configuragdo adotada:

D D
5 dm() = 5-dm(Q) =0. (2.37)

A massa de uma particula pode ser calculada em termos de sua densidade massica em

ambas as configuracdes da seguinte maneira:

dm(X) = p, (X)dV ;dm(x,t) = p(x,t)dv, (2.38)
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onde p,(X) e p(x,t) sdo, respectivamente, a densidade massica referente a configuracéo

inicial e atual e os volumes indeformado e deformado representados, respectivamente, por
dV e dv. E possivel observar que a densidade maéssica inicial independe do tempo, enquanto
que a densidade massica atual esté relacionada a densidade do corpo em movimento, sendo
assim dependente tanto das coordenadas atuais como do tempo da analise.

Substituindo (2.38) em (2.36) e utilizando a relacdo volumétrica (2.12) obtém-se a

expressao que relaciona as densidades em configuracdes diferentes:
2o (X)=J3(Xt) p(x,1). (2.39)

Aplicando a derivada temporal na equacgdo acima e omitindo os argumentos de cada

funcéo:

DR(Jp)=Jp+Jp:o. (2.40)
t
Considerando que J =JFT:F=Jtr(FFT) e que tr(FFT)=div(x), em que X é a

velocidade de um ponto genérico, pode-se escrever a equacgdo da continuidade como:
D N
ap+pdlv(x)=0. (2.41)

Como neste trabalho serdo estudados fluidos incompressiveis, é importante ressaltar
gue nesses materiais a variacdo da massa especifica com o tempo é considerada nula. Assim, a
equacdo da conservacdo da massa se resume a dizer que o divergente da velocidade deve ser
nulo, garantindo assim que ndo haja qualquer deformacdo volumétrica no fluido, resultando

em:

div(x)=0 ; —=0. (2.42)
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2.3.2 Conservagao da quantidade de movimento linear

Define-se quantidade de movimento (momentum) linear de um corpo continuo em

relacdo a configuracéo atual como sendo:

L(t)=[p(xt)x(xt)dv, (2.43)

onde X(x,t)= %X(X,t) é o campo de velocidades atual.

De acordo com a segunda lei de Newton, a forca resultante f(t) que atua sobre um

ponto material é igual a taxa da variagdo da quantidade de movimento linear no tempo.

Estendendo para o caso de corpos extensos (primeira lei de Euler) tem-se:

f(t)=—-L(t)=[p(xt)%(xt)dv, (2.44)

D . .
com X(x,t)= a)’((x,t) sendo a aceleracéo do corpo em movimento.

Assim, resta definir as forcas que atuam no continuo. A Figura 6 mostra um corpo

genérico em sua configuracdo atual Q, cuja superficie de contorno é representada por o6Q e
possui vetor normal n. Sejam t=t(x,t,n) forcas que atuam nessa superficie e b=b(x,t)
forcas que atuam sobre o volume dv, de tal forma que a forga resultante sobre o corpo pode

ser calculada como:

f(t)=[bdv+ [ tds. (2.45)

Substituindo (2.45) em (2.44) obtém-se:

[ pdv = [bdv+ | tds. (2.46)
Q Q oQ
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Configuragédo atual

tempo t

Figura 6 - Forcas que atuam em um corpo

Considerando o conceito de forcas de superficie de Cauchy expresso pela equagéo

(2.33) e aplicando o teorema da divergéncia de Gauss:

It(x,t,n)ds: c(x,t)nds=J.dchs(x,t)dv. (2.47)

oQ Q

53

Por fim, substitui-se a equacdo (2.47) em (2.46) para obter-se a equacdo do equilibrio

dindmico global, ou equagdo do movimento na configuracao atual:

[ psdv—[div(e)dv=bdv. (2.48)

Como o volume de integracdo do corpo em andlise € arbitrario, a equacdo do

movimento local é escrita como:
p%—div(e)=b. (2.49)

Essa equacdo representa o equilibrio local na configuracéo atual do solido. Para obter-
se a expressdo equivalente referente a configuracdo inicial, utiliza-se a relagcdo volumétrica
(2.12) e a formula de Nanson (2.17) na equagéo (2.48):
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p.%adV — [ Div(P)dV = [ Bdv, (2.50)
J [ Div(P)av = |

Q Q Q

onde B(X,t)=Jb(x,t) sdo as forgas referente ao volume inicial do sélido. Novamente,

obtém-se a forma local da equacéo (2.50) devido a arbitrariedade do volume de integracéo:

peX—Div(P)=B. (2.51)

2.4 PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA

Ao buscar-se a condicdo de equilibrio estatico ou dindmico para um determinado
corpo, é comum o uso de principios variacionais antes da aplicacdo de uma técnica de
discretizagcdo como o método dos elementos finitos (HOLZAPFEL, 2000).

Esta secdo aborda o equilibrio de um meio continuo através do Principio da energia
potencial total estacionaria, que requer a existéncia de um funcional de energia I referente as
tensdes internas e as forgas externas, dependente das posi¢cdes das particulas do continuo, para
0 caso do solido, e das posicGes e pressdes das particulas para o caso do fluido.

Para determinar esse funcional de energia, multiplica-se a equacéo da conservagdo do

movimento linear (2.50) por um incremento de posi¢éo virtual 5x, como segue:

[ pox-0xdV — [ Div(P)-oxdV = [ B-oxdV. (2.52)

Q Q Q

Integrando por partes e aplicando o teorema da divergéncia sobre o segundo termo

obtém-se:

[ po%-0xdV + [ P:Grad(sx)dV = [ B-oxdV + | T-oxds. (2.53)

Q Q Q a0,

Utilizando a expresséo (2.8) pode-se dizer que Grad(5x)=6F , assim:
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jpox-éde+ j P:SFdV = j B-sxdV + j T-5xdS, (2.54)

Q Q Q a0,

onde o segundo termo é conhecido como variagdo da energia de deformagdo v, e que

portanto, P é conjugado energético de F uma vez que:

sy=2Y stV _p, (2.55)
oF oF

Considerando-se forgas conservativas, mostra-se que:

B-6x=6(B-x), (2.56)
T-6x=6(T-x). (2.57)
Ainda,
ox=xdt ; x=% (2.58)
ot
logo,
g-0x= X xat = X gt-x = 5% % (2.59)
ot ot
Por outro lado:
§(X-X) = OX-X+X- 5K = 26X - X. (2.60)

Substituindo na expressao (2.59) tem-se:

>'<-5>'<=%5(>‘<->‘<) (2.61)
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Com as equacdes (2.55), (2.56) (2.57) e (2.61), reescreve-se a equacdo (2.54) da
seguinte forma:

él'[zé[ij%X-XdV+jde—IB-de—JT-deJ:O, (2.62)
Q Q

Q a0,

que de acordo com o principio da energia potencial total estacionaria representa a condicao de
equilibrio de um corpo para um determinado instante. Do calculo variacional, a primeira

variacdo de um funcional IT é escrita da seguinte forma:

o= su- sy + M sy, v+ sy (2.63)
U’ a0, T, ou

n

em que U, representa o conjunto de variaveis das quais o funcional depende. Considerando a

arbitrariedade de SU, a busca pelo equilibrio do solido se resume a:

Sl=20 =
ouU

0. (2.64)

Dessa forma, adicionando forcas concentradas f~, o funcional de energia pode ser

escrito como:

=11, -1, +I1 (2.65)

ext cin?

onde, IT.., I1..e II

int 1 ext cin

sdo, respectivamente, as parcelas referentes a energia interna de

deformacdo, energia potencial das forcas externas e energia cinética, calculadas como:

1_[int = J.!//dvv
Q

My = [BxdV + [ Toxds+> " -x, (2.66)
Q a0,

1
1. = —X-XxdV.
cin é[poz



Capitulo 2. Mecanica do Continuo 53

Como mencionado anteriormente, trabalhar com o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff
ndo é vantajoso por esse ndo ser simétrico, assim, define-se o tensor de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie:

S=PF" ou P=SF. (2.67)

Substituindo (2.67) em (2.55):

Sy =SFT :5F=%S:5C, (2.68)

i 1 x . . ,
e sabendo ainda que 5E:§5C, reescreve-se a equacdo anterior, e conclui-se que S €

conjugado energético de E:

oy
Sy =—2:5E=S:5E. 2.69
V= (2.69)
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3 MECANICA DOS SOLIDOS

A partir da hipdtese de meio continuo, neste capitulo apresenta-se o modelo
constitutivo adotado para representar o comportamento de um sélido em regime de grandes
deslocamentos e pequenas deformacgdes. Em seguida, é obtida a condicdo de equilibrio
dindmico através das equacdes em descricdo Lagrangeana de um meio continuo deformavel

apresentadas no capitulo 2.

3.1 RELACAO CONSTITUTIVA

Na mecénica do continuo da-se o nome de lei constitutiva a um modelo matematico
capaz de relacionar as tenses com as deformacgfes de um corpo qualquer. Neste trabalho
utiliza-se a relagdo constitutiva de Saint-Venant Kirchhoff, que propde uma relagéo linear
entre o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e o tensor de deformacdes de Green-

Lagrange, como demonstra Ciarlet (1988).

S=D:E ; S,=DyE., (3.1)

]

onde D é chamado tensor constitutivo de quarta ordem, e depende dos parametros do

material. Para o caso bidimensional, esse tensor é calculado da seguinte maneira:
D=A(I®1)+G(I®1+1®1) ; Dy, =15,56,+G(5,5;, +35,5; ), (3.2)

onde ¢&; € o operador Delta de Kronecker, ® indica produto tensorial, 2 é chamado de

constante de Lamé e G é o modulo de elasticidade transversal, ambos calculados em funcéo
do modulo de elasticidade longitudinal Z e do coeficiente de Poisson v atraves das seguintes

expressoes:
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vE
a2 (33)
FE
6= 2(1+v) 34

O modelo proposto por Saint-Venant Kirchhoff contempla analises ndo lineares de
solidos hipereléasticos compressiveis, cuja energia especifica de deformacéo é definida pela

expressao abaixo:
v =ZE:D:E (3.5)

Entretanto, sua aplicacdo limita-se ao regime de pequenas deformacgfes devido a
incapacidade de evitar a degeneracdo do material quando submetido a esfor¢os compressiveis

grandes o suficiente para reduzir seu volume a zero (HOLZAPFEL, 2000).

3.2 PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA APLICADO A
SOLIDOS

Como descrito na secdo 2.4, o equilibrio de um corpo é obtido quando o primeiro
variacional do funcional de energia é nulo. Sendo assim, escreve-se o funcional de energia

potencial total do sélido, de acordo com as equacbes (2.65) e (2.66):

H:ij%X-XdV+dev—jB-xdv— [ T-xds-3f -x=0. (3.6)
Q Q

Q aQ,

Substituindo a energia interna de deformacéo pelo modelo de Saint-Venant Kirchhoff

de acordo com a equacgdo (3.5) tem-se:

n:ij%X-XdV+j%E:D:Edv—jB-xdv— j T-xdS-> f-x=0. (3.7)
Q Q

Q o



Capitulo 3. Mecanica dos Sélidos 57

Partindo da equacdo (2.62) e sabendo ainda que as incognitas do problema sdo as
posi¢des nodais x, escreve-se:

% ij%X-XdV+j%E:D:EdV—jB-de— [ T-xds->fx|=0. (38
Q Q

Q a9,

Uma vez que a energia especifica é funcdo da deformacao de Green, que por sua vez
depende das posicOes, aplica-se a regra da cadeia na segunda parcela de acordo com a
equacéo (2.69), resultando em:

Ejpol>'<->'<dV+js:a—EdV—ijB.de—i | T~xd5—32f*~x =0, (3.9)
OX 2 o, OX X g X o, OX

Q

sendo essa equacao a base para a solugdo numérica da mecanica dos sélidos neste trabalho.
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4 MECANICA DOS ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

Assim como feito para o solido, neste capitulo serdo utilizadas as equagdes
governantes do movimento em descricdo Lagrangeana considerando a hipdtese de meio
continuo, apresentadas no capitulo 2, livres de termos convectivos. Em seguida, apresenta-se
a lei constitutiva para fluidos newtonianos incompressiveis e por fim, a condi¢édo do equilibrio

dindmico € buscada atraves do principio da energia potencial total estacionaria.

4.1 RELACAO CONSTITUTIVA

Para que o problema de dinamica dos fluidos possa ser resolvido, € necessario
estabelecer uma lei constitutiva capaz de relacionar as deformacdes com as tensdes.
Diferentemente do que ocorre nos solidos, os fluidos possuem resisténcia nula a distor¢éo
provocada pelas tensdes desviadoras, podendo deformar-se indefinidamente na presenca
dessas. Portanto, é conveniente realizar-se a decomposicdo aditiva do tensor de tensdes de

Cauchy da seguinte maneira:

c=¢'+pl ; o;=0%+pg, (41)

onde o representa as componentes desviadoras ou viscosas do tensor de Cauchy, enquanto
que p € um escalar que representa a pressdo hidrostatica e &; o operador delta de Kronecker.

Os fluidos cujas tensbes desviadoras se relacionam linearmente com as taxas de
deformacdo por cisalhamento sdo chamados de fluidos newtonianos e os estudos aqui
realizados se direcionam a eles. Dessa forma, a Lei da viscosidade de Newton estabelece que
essas duas grandezas se relacionam através da seguinte expressao:

o'=d:¢ o'y = dijkl‘é‘kl ' (4.2)

1
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em que dy, € o tensor constitutivo de quarta ordem na configuracéo atual, cujas componentes

sdo calculadas para um fluido incompressivel como segue:
d=u(I@1+11) , dijklzﬂ(é‘iké‘j|+é‘i|5jk)1 (4.3)

onde u € aviscosidade dindmica do fluido.

A taxa de deformacdo de engenharia de um fluido pode ser calculada através do

gradiente da velocidade:

.- a'-
é:%(grad(x)+grad(X)T) S =%[2—2+G—QJ (4.4)

Sabe-se que tanto o tensor de Cauchy como o tensor taxa de deformacao de engenharia
sdo referentes a configuracdo atual de um corpo. Lembrando que o tensor de Piola-Kirchhoff
de segunda espécie € calculado por S =JF'eF ", substituindo essa expressdo em (4.1) tem-

Se:
S=JF6'F" +JFpIF " =S + pJC?, (4.5)

em que S é a parcela desviadora do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Essa
parcela esta relacionada com a taxa de deformacdo de Green por um tensor constitutivo

também de quarta ordem:
S=D:E ; S;=DyE,. (4.6)

Diferentemente do que ocorre com o solido na segdo 3.1, esse tensor constitutivo na
configuracdo inicial ndo é constante para o fluido. Alguns livros textos que abordam materiais
hiperelasticos e fun¢bes de energia mostram como obter as componentes desse tensor para
diferentes configuragcdes, a chamada transformacdo de Piola (ver HOLZAPFEL, 2000;
MARSDEN; HUGHES, 1994). Para o caso de fluidos incompressiveis, Ofiate e Carbonell

(2013) relacionam os tensores constitutivos em diferentes configuracGes por meio de:
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D, ikl = F/Ql Fs}l FC7I<1 F[;Ild ABCD* (4- 7)

Em que Dy, € o tensor constitutivo de quarta ordem referente a configuracao inicial,

F o gradiente da fungdo mudanga de configuragéo e d .., O tensor constitutivo referente a

configuracéo atual.

4.2 PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA APLICADO A
ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

Recapitulando o que foi exposto na se¢do 2.4 deste trabalho, o uso de métodos
variacionais € uma pratica comum quando se busca o equilibrio de um corpo, ainda mais
quando a técnica utilizada para a discretizacdo do continuo é o método dos elementos finitos.

No ambito da dinamica dos fluidos, 0 método dos residuos ponderados é amplamente
utilizado. Entretanto, neste trabalho sera utilizado o principio da energia potencial total
estaciondria para obter o equilibrio dindmico do fluido como feito para o sélido, considerando
algumas particularidades.

O funcional de energia potencial total para o fluido pode ser escrito igual ao exposto
para um soélido, com a diferenca de que a parcela referente a energia interna de deformacéo

dependeré da relacdo constitutiva adotada na se¢do anterior:

=11, -1, +I1, , (4.8)

ext

IT e II

int ext cin

em que, assim como para o sélido, II sdo, respectivamente, as parcelas

referentes a energia interna de deformacéo, energia potencial das forcas externas e energia

cinética, calculadas como:
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1_[int = J. l//dV,
Q

M, = [B-xdV + [ T-xds, (4.9)
Q, Qq

1
1. = =X-xdV.
cin él;poz

Sabe-se que S é conjugado energético de E através da equagdo (2.69). Assim, um
incremento de energia de deformacdo pode ser dividido em uma parcela devida as tensdes

viscosas (de cisalhamento) e outra devida a parte hidrostatica das tensdes conforme:
Sy =S:5E=S":5E+ pJC™:E, (4.10)

sendo S' funcdo da taxa de deformacéo de Green conforme equacéo (4.6).
Analogamente como demonstrado para o sélido, o equilibrio dindmico do fluido €
obtido quando a primeira variacdo do funcional de energia é nula. Assim, tomando as

posicOes nodais como variaveis, e considerando JI1; a variacdo da energia mecanica total na

direcdo da variacdo da posicao, escreve-se:

o1, =M sx - o. (4.12)
OX

Considerando o escoamento incompressivel, adiciona-se a condicdo de que a energia

de deformacdo referente a parcela hidrostatica das tensdes (pressdo) deve ser nula, ou seja:

sy =Y 5p=0. (4.12)
op

Por outro lado, nota-se que no funcional de energia mecanica total, apenas a energia de

deformacéo depende da parcela hidrostatica das tensdes, assim tem-se que:

MW 550 (4.13)

5 =
I, ap ap
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Dada a arbitrariedade de ox e o p, conclui-se que 88_1'1 =0e % =0, ou seja:
X
oll=611,+01],=0—> aH oll =0. (4.14)
8x op
Isso pode ser descrito como um sistema de duas equacoes:
a_9 j PoX-XdV + j wdV + j B-xdV + | T-xds (4.15)
OX a2,
o _ j JCEdV |= (4.16)
E’) ﬁp

Nota-se no sistema resultante que a pressdo atua como multiplicadores de Lagrange

impondo a condicdo de incompressibilidade no escoamento.
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5 ANALISE NUMERICA DA MECANICA DOS SOLIDOS

Neste capitulo, os conceitos de cinematica de um corpo, apresentados na secéo 2.1,
sdo aplicados a elementos finitos de chapa (elementos planos com hipdtese de estado plano de
deformacdo). A seguir, apresenta-se a discretizacdo espacial do continuo e o integrador

temporal utilizado. Por fim, o algoritmo é utilizado para resolver exemplos de verificacao.
5.1 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

De um modo geral, os problemas de mecanica dos solidos sdo resolvidos a partir de
trés relacdes fundamentais: as equacGes de equilibrio, as hipoteses cinematicas e as relacdes
constitutivas, todas apresentadas nos capitulos 2 e 3 deste trabalho. Assim, para a formulacéo

adotada basta definir a forma como sera realizado o mapeamento a partir de um estado
adimensional, para a configuracéo inicial €, e para a configuracéo final €2, através das
funcbes mapeadoras f° e f'. Dessa forma, a determinacdo da funcdo mudanca de
configuracdo f torna-se uma regra numérica.

Esse processo € ilustrado na Figura 7. Seja Q, um dominio de referéncia, dependente
das coordenadas adimensionais & e &,, f° e f' as fungBes que mapeiam o dominio de
referéncia em relacdo as configuracdes inicial Q, e final €2, respectivamente.

Como mencionado na secdo 1.3.2, a formulacdo posicional do método dos elementos
finitos proposta por Bonet et al (2000) e Coda (2003) diferencia-se da técnica tradicional por
possuir as posi¢es dos n6s como parametros nodais ao invés de deslocamentos e rotacdes, o
que naturalmente contempla efeitos de n&o-linearidade. Assim, as posi¢Oes iniciais e atuais

podem ser aproximadas da seguinte maneira:

X! =Y NXD o x =) N, (5.1)
=1 j=1
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Configuragdo atual

Configuracéo inicial

Figura 7 - Mapeamento da formulag&o posicional

onde X' e x/ representam, respectivamente, a coordenada na direcdo | de um ponto

genérico X pertencente a €, e x pertencente a €, N; sdo funcBes de aproximagao

relacionadasaoné j e X/ e x/ a posicdo inicial e atual na direcdo | de umno j.

Dessa forma, aproximam-se os valores das func@es responsaveis por mapear o solido a

partir do estado adimensional:

f|O:X|(§11§2):NjX|j (51’52)7 (5-2)
' =% (&8 0) =N (&.&)% (1) (5.3)

De acordo com a Figura 7 percebe-se que a fungdo mudanca de configuragcéo pode ser

obtida através da composigéo de f,' sobre ( f,O)fl

f=flo(£0)". (5.4)
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O mesmo pode ser feito para o gradiente da fungdo mudanca de configuracdo, dado
pela equacdo (2.8):

-1

F=F'(F°)", (5.5)
em que:

0 afO 561’582 0
= =%=Grad(f ). (5.6)

L A(Gt 1
P o (85 ) Graa( 1) 57)

Uma vez calculado o gradiente da funcdo mudanca de configuracdo atraves da
equacdo (5.5), € possivel calcular o tensor de alongamento de Cauchy-Green a direita através

da equacéo (2.19):
C=FTF=[F1(F°)‘1T[Fl(FO)‘l}. (5.8)

E em seguida calcula-se a deformagéo de Green, de acordo com a equagéo (2.21):

E:%(C—l):%{[Fl(FO)’lT[Fl(FO)’l}—l}. (5.9)

Analisando as equac@es acima conclui-se que basta conhecer os valores das posicdes
nodais iniciais e atuais para obter o tensor de deformacéo de Green para o sélido, faltando
apenas determinar o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie a partir da equagéo (3.1)
para que todos os termos do funcional de energia sejam conhecidos, possibilitando a solucéo

do equilibrio dindmico a partir de um integrador temporal.



68 Capitulo 5. Analise Numérica da Mecanica dos Sélidos

5.1.1 O elemento de chapa

Neste trabalho optou-se por utilizar elementos triangulares planos do tipo chapa, uma
vez que para andlises bidimensionais consegue-se representar uma grande variedade de
problemas através desse tipo de elemento.

Diversos trabalhos desenvolvidos no Departamento de Engenharia de Estruturas (SET)
da Escola de Engenharia de Séo Carlos - USP obtiveram resultados significativos com o uso
de um elemento isoparamétrico com dez nés (Figura 8) e fungbes de aproximacéo clbica para
interpolar os valores das posicGes nodais, que devido a sua inflexibilidade garante uma
melhor aproximacdo com um grau de refinamento inferior. Cada ndé possui dois graus de
liberdade, sendo a posicdo horizontal e a posicdo vertical, referentes a um sistema fixo de
coordenadas. Assim, optou-se por empregar a discretizacdo espacial dos sélidos utilizando
esse tipo de elemento.

Figura 8 - Elemento Triangular de Chapa

5.2 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DO EQUILIBRIO DINAMICO

Até o momento, as equacgOes obtidas através do principio da minima energia potencial
total eram vélidas para um meio continuo. Através das aproximacgdes descritas na secdo
anterior é possivel obter a forma discretizada dessas equagdes. Assim, retoma-se a equacgao
(3.9):
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G
&E!;pax de+js dv——jB dV—&J.T dS——Zf x =0. (5.10)

80,

OX

Substituindo a aproximacéo utilizada para as posi¢des nodais de acordo com a equacao
(5.1) na expressao acima, obtém-se a forma discretizada da equacdo do equilibrio dinAmico de

um sélido:

jpoNNde+js E v jB N.dV — jTNds —f" =0. (5.11)

aQ,

Adicionando amortecimento viscoso ao problema, adotando um modelo de Rayleigh

proporcional apenas a matriz de massa, a forma matricial é escrita da seguinte maneira:
MK + Dx +f"™ —f** =0, (5.12)
onde M e D sdo, respectivamente, as matrizes de massa e amortecimento, d é a taxa de

amortecimento, f™ ¢é o vetor de forgas internas e f® o vetor de forcas externas. As

expressdes para o calculo das matrizes e vetores sdo apresentadas no Quadro 1:

MIJ = J. pONideV’

Q

D, =d-M,,

f'"‘_js,k v,

£ = [ B NaV+ [ T-NdS+f"

Qo 8Q

Quadro 1 - Matrizes e vetores para o s6lido em relagéo a configuracéo inicial

5.3 INTEGRACAO TEMPORAL

A discretizacdo temporal seré realizada por meio do integrador temporal de Newmark-

£, amplamente utilizado para analisar o comportamento de estruturas ao longo do tempo em
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regime de pequenos deslocamentos, como pode ser encontrado nos trabalhos de Bathe e
Wilson (1976), Cavin et al (2005) e Hughes (2012). Entretanto, quando aplicado a anéalises
dindmicas néo lineares, em alguns casos pode apresentar problemas devido a ndo conservacao
do momento e da energia.

Por outro lado, Sanches e Coda (2013) mostram que, para uma formulacdo
Lagrangeana total baseada em posi¢Ges dentro da hipdtese de pequenas deformacées, como a
utilizada neste trabalho, a quantidade de movimento é conservada e a energia é conservada o
suficiente para permitir resultados precisos na grande maioria dos problemas de engenharia.

Diversos trabalhos confirmaram a eficiéncia do integrador temporal de Newmark- S para
andlises dindmicas combinadas ao MEF posicional, ver Sanches e Coda (2010a), Sanches e
Coda (2013) e Sanches e Coda (2016).

O integrador temporal de Newmark- 8 é um método implicito de segunda ordem que
aproxima os valores de posicdo e velocidade para um instante de tempo t+ At da seguinte

forma:

X, o = X, + AKX, + At K% - ﬁj X, + B a } , (5.13)

X, = X, + At (1— 7/) X, + ALK, . (5.14)

onde B e y sdo parametros que dependem do comportamento da aceleracdo e At é o

incremento de tempo. Assumindo aceleracdo meédia constante dentro de um passo de tempo,

de acordo com a regra dos trapézios, os valores de B e y s&o respectivamente 1/4 e 1/2,
configurando um algoritmo incondicionalmente estavel.
Assim, isolando X, ,, na equacédo (5.13) e substituindo na equagdo (5.14), obtém-se

uma aproximacdo para a velocidade e a aceleragdo no instante de tempo t+At, que

substituindo na equagéo do movimento (5.12) resulta em:

7/ in ex
W'me +MD.XH—AI +ft+2t —ft+2t -M 0 _7/AtD'gt + D'It =0, (5-15)
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que representa o equilibrio dindmico de uma estrutura em um instante de tempo t+At. Os
vetores g, e |, sdo contribuicOes do instante anterior t, portanto sdo valores conhecidos e

calculados através das expressoes:

X, X, 1 .
S S S B B | 5.16
| =%, +At1-7)%,. (5.17)

Ao final de cada passo de tempo, corrigem-se os valores nodais de velocidade pela

equacdo (5.14) e da aceleracao por meio da seguinte expressao:

. Xt
Xioar = ﬁ -0 (5-18)

54 ESTRATEGIA DE SOLUCAO

Devido a caracteristica ndo linear da equacéo (5.15), é necessario utilizar uma técnica
numérica e iterativa para buscar uma solucdo aproximada para a equacdo do movimento.
Assim, optou-se por fazer uso do método iterativo de Newton-Raphson, que consiste em
minimizar um residuo calculado através de posicBes tentativas, até que o erro relativo seja
pequeno o suficiente para obter-se uma solugdo aproximada satisfatoria.

Desse modo, chama-se a equacdo (5.15) de vetor de desbalanceamento mecéanico ou

residuo, o qual somente sera nulo quando a posicao tentativa for igual a posicao de equilibrio:

+ L Dox,, +fM _fe

X
t+At t+At t+At t+At
BAt

M
r(Xl:+/\t): BAC ~-M-g, -yAtD-g, +D-1,=0.  (5.19)

Expandindo a equacdo (5.19) em série de Taylor e desprezando os termos de ordem

superior tem-se:
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k

()= )5 =0 520

t+At

onde xk é uma posicdo tentativa referente a iteracdo k, geralmente adotada como sendo

igual a posicdo de equilibrio do instante de tempo anterior X, Ax‘kj: é uma corregdo da

- . or [ ) . . i .
posicdo tentativa e 8_()(‘ ) é conhecida como matriz Hessiana por possuir a parcela
X +

referente a segunda derivada da energia de deformacdo em relacdo a posicdo, e pode ser

calculada como:

|k afint k

H_ar 3
15)4

o[ o
OoX

2
t+At ax

M 4
+——+
BAt?  BAt

(5.21)

t+At t+At

Da equacdo (5.20) obtém-se o valor da corre¢cdo da posi¢do tentativa, uma vez que o

vetor desbalanceamento deve ser nulo na situag&o de equilibrio:
H-AXE = —r(x* ). (5.22)

Uma vez calculado esse incremento, corrige-se a posi¢do tentativa da seguinte

maneira;

Xt =x* o AXE? (5.23)

t+At t+AL t+At

O processo de solucdo para um intervalo de tempo qualquer {0,t+At} encontra-se

resumido no Quadro 2:
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Estipular um chute inicial para as posi¢des :
k

t+At

Para cada iteracao k :

t

1. Calcular o tensor de deformacéo de Green :
1 1" 1
Ef== [Fl F° } [Fl F° }—I
AFEeTFeE)

2. Calcular o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff :

S“=D:Ef

3. Calcular a forca interna :
fe =S OB
int - 6X

4. Calcular a correcdo das posigoes :
H* - Ax = —r (x': N )

5. Atualizar as posi¢fes nodais :

k+1 — Xk ; + AX

t+At t+

6. Verificar a convergéncia: |Ax| < tolerancia

Se a condicgdo 6 ndo for atendida, voltar ao passo 1 comk — k+1

Quadro 2 - Esquema de solucao iterativa para sélidos hiperelésticos

55 EXEMPLOS DE ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS

Com o intuito de verificar o algoritmo para analises dinamicas ndo lineares de
estruturas, descrito anteriormente, nesta secdo serdo apresentados dois exemplos cujos

resultados serdo comparados com os presentes na literatura.

5.5.1 Viga engastada com carregamento concentrado em regime de pequenos

deslocamentos

O primeiro exemplo trata-se de uma viga engastada em balanco, submetida a uma
carga concentrada de impacto em sua extremidade livre, como mostra a Figura 9. Sanches

(2006) resolveu este exemplo discretizando a viga por meio de elementos de portico com
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cinemética de Reissner. Deve-se notar que, embora as dimensdes adotadas sejam mais
compativeis com um problema de placa, os resultados para viga se tornam idénticos ao

adotar-se coeficiente de Poisson nulo.

5-10°N

‘/ 10,1856 m

mad. de elast. | 210,0 GPa
poisson 0,0
' LO0m | densidade 1691,81 Ns?/m*

' 1,2m '

Figura 9 - Geometria e parametros de entrada para o exemplo 5.5.1

A viga foi discretizada utilizando 122 elementos e 610 nds, totalizando 1220 graus de
liberdade como pode ser visto na Figura 10. A forca foi aplicada no n6 da extremidade

superior direita.

b
b
b

Figura 10 - Malha utilizada para discretizacio do exemplo 5.5.1

Sabe-se que para esse problema, a amplitude de vibracdo da extremidade livre deve ser
aproximadamente o dobro do deslocamento obtido em uma andlise estética, que pode ser
calculado utilizando os conceitos de deflexdo da Resisténcia dos Materiais, que se baseia na

hipbtese de Bernoulli:

3
s=Pt_ 0,025714 m. (5.24)
3EI

Realizou-se duas andlises, a primeira para 0 caso ndao amortecido e a segunda

considerando um coeficiente de amortecimento d = 200s™. Os resultados obtidos utilizando o
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programa proposto e aqueles presentes no trabalho de Sanches (2006) podem ser vistos na

0

Figura 11.
0,06
0,05 %ﬁ—%—W—;—
Ag X g g{ )pi X ** 4 ( g&
SRS RN e
~ 004 1—,}—.—#—*—,[—’6—!-,‘—%-!—* U
E ¥ 3t H + Fy¥E 1 ;
o
5 ] ! %* X —— Estatica
£ 003 X _
S \ X Amortecido
o
g 0 ; Sanches (2006)
0,02 —ae N .
| X : X1 ’:‘* (= N&o amortecido
¥ ! [
PN i
' 4%—*!—%:—*"—**—" 3
0,01
E i ¥ ¥ u X R S ’%ﬁ
0

tempo (s)

Figura 11 - Viga engastada com carregamento concentrado em regime de pequenos deslocamentos.

Variacdo da amplitude de vibracéo na extremidade livre

55.2 Viga bi-engastada com carregamento concentrado em regime de grandes

deslocamentos

O segundo exemplo, proposto primeiramente por Mondkar e Powell (1977), consiste

em uma viga engastada em ambas as extremidades, submetida a um carregamento de impacto

no meio do vao, conforme a Figura 12. O problema foi discretizado em 220 elementos e 1334

nos, totalizando 2668 graus de liberdade, conforme a Figura 13.
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5-10°N

l 10,125 in

mod. de elast. | 30000 ksi
poisson 0,0
densidade 2,537-10™ Ibs?/in*

1,0in

20,0 in

Figura 12 - Geometria e parametros de entrada para o exemplo 5.5.2
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VA NI VAR \. "'I'.\' .“" A ‘ﬁ‘\\‘\‘\'\.“.\‘ ‘JJ'.I"I TR !‘\\ LA
LARRRRRRRARNERRNERAREARARARNERR AR RR R LRRY

Y i Ay Y
{ AN AR SRR RN AR T AR AR R AR AR AN A

Figura 13 - Malha utilizada para discretizacao do exemplo 5.5.2

Apenas o caso ndo amortecido foi estudado. Primeiramente resolveu-se o problema
através de uma analise linear, tomando o equilibrio da estrutura na posicdo indeformada. A
solucdo estatica utilizando conceitos de Resisténcia dos Materiais e desprezando efeitos de

cisalhamento é:

_ P
192EI

=5,4613 in. (5.25)

Percebe-se que o deslocamento é grande comparado ao comprimento da viga. Assim,
os efeitos de ndo linearidade geométrica foram introduzidos e entdo comparados. A amplitude
de vibracdo proveniente da analise linear foi reduzida a 10% do valor total para efeito de
comparacdo em um mesmo grafico, como pode ser visto na Figura 14.

E possivel observar uma reducdo de aproximadamente 93% na amplitude de vibracao
ao realizar-se uma analise ndo linear geométrica. Isso se deve ao fato de que ao tomar o
equilibrio na configuracdo deformada, surgem forcas axiais que contribuem com a rigidez da
viga, fendbmeno este conhecido como efeito de membrana, resultando em um aumento da
frequéncia e diminuicdo do periodo. Na Figura 15 consta a comparacdo dos resultados do

presente trabalho com os expostos em Mondkar e Powell (1977).
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Figura 14 - Viga bi-engastada com carregamento concentrado em regime de grandes deslocamentos.
Variacdo da amplitude de vibracao linear e nao linear
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0,1

0 0,001 0,002 0,003

tempo (s)

0,004 0,005

Mondkar e Powell (1977)
e Programa proposto

Figura 15 - Viga bi-engastada com carregamento concentrado em regime de grandes deslocamentos.

Comparacéo da amplitude de vibracéo



78

Capitulo 5. Analise Numerica da Mecanica dos Solidos




Capitulo 6. Analise Numerica dos Escoamentos Incompressiveis 79

6 ANALISE NUMERICA DOS ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

Como descrito no capitulo 4 deste trabalho, os escoamentos incompressiveis cuja
temperatura ndo varia durante a analise podem ser descritos através das leis de conservagdo da
quantidade de movimento e de conservacdo da massa. Essas relacbes ddo origem a um
sistema algébrico de equacbes ndo lineares cuja solucdo € geralmente obtida através de
técnicas numéricas desenvolvidas ao longo das ultimas décadas.

Na mecanica dos fluidos existem duas formas principais de se abordar as equacOes de
Navier-Stokes quanto as variaveis utilizadas, sendo ambas as formulagbes amplamente
utilizadas para a obtencdo de solucdes numéricas de problemas envolvendo escoamentos. A
primeira utiliza as varidveis primitivas das equacdes governantes, conhecida como formulagédo
velocidade-pressdo. A segunda busca substituir as varidveis primitivas do problema por
expressdes equivalentes contendo vorticidade e linha de corrente como incognitas (PETRILA,;
TRIF, 2004).

Um caso particular ocorre nos escoamentos incompressiveis, cuja pressdao €
introduzida de maneira implicita devido a equacdo da continuidade apresentar apenas termos
referentes a velocidade, o que pode levar a problemas de estabilidade. Nesses casos, a
formulacdo vorticidade-linha de corrente pode ser uma opcdo viavel por eliminar
completamente a pressdao do problema. Por outro lado, torna-se complexa a aplicacdo de
condigdes de contorno em termos de vorticidade e também a expansdo da formulacéo para
escoamentos tridimensionais (REDDY; GARTLING, 2010).

Neste trabalho optou-se por utilizar uma formulacdo mista cujas variaveis do problema
sdo as posicdes e pressdes das particulas de fluido, com o intuito de expandir e verificar a
aplicacdo da formulacédo posicional para meios nao sélidos.

Optou-se em primeiramente realizar a discretizacdo espacial das equacfes governantes
e em seguida aplicar a integragdo temporal. Por fim, s&o apresentados alguns exemplos

numéricos para a verificacdo e validacdo da formulacdo desenvolvida.
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61 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL APLICADO A
MECANICA DOS FLUIDOS

A cinemética da formulacdo posicional, assim como a forma como é feito o
mapeamento das configuracbes, permanece a mesma para o fluido. A diferenca consiste na
necessidade de aproximar nao s as posi¢oes, mas também as pressdes, devido a abordagem

mista, que é realizada da seguinte maneira:
th:ZNjXIj : p“=zijj, 6.1)
j=1 j=1

onde X,h e p" representam, respectivamente, a coordenada na direcdo | e a pressdo de um
ponto genérico x pertencente a 2, N, sdo funcGes de aproximagdo relacionadas ao no j, X/

a posicao atual na direcdo | e p' a pressdo deumnd j.

Prossegue-se da mesma forma que como foram obtidas as equacbes (5.2) a (5.9),
restando apenas calcular o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie para que todos os
termos do funcional de energia sejam conhecidos.

Como pode ser visto na relagdo (4.6), para o fluido é necessario conhecer o tensor taxa
de deformacéo de Green, que por sua vez depende da taxa do gradiente da fun¢do mudanca de
configuracdo. Dessa forma, aproxima-se essa grandeza por diferencas finitas da seguinte

forma:

D 1, 1\(0\1
== (F) = (Ra=R)(F) (6.2)

onde At é o incremento de tempo, F,, e F', sdo respectivamente, o gradiente de f para os
instantes t+ At e t, calculados por (5.7) e F° o gradiente de f° dado por (5.6).

Dessa forma, todos os termos do funcional de energia podem ser calculados e o

problema pode ser resolvido.
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6.2 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DO EQUILIBRIO DINAMICO

Com o intuito de obter a forma discreta das equacdes de equilibrio dindmico de um

escoamento incompressivel, parte-se das equagdes (4.15) e (4.16), reescritas abaixo:

%:%[jpix de+js EdV+IpJC EdV+_[B de+_|'Tde] 0, (63)
Q

Q Q Qg

an
> épL [ pic Edv] 0. (6.4)

Substituindo os parametros nodais pelas aproximacdes descritas em (6.1) obtém-se:

81_1

o= pONNXdV+ S"—dV+ N, pict: &
oX

~ =av - jBNdv

(6.5)
- [ T-Nds =0,

0y

o _ j N.JC: EdV =0, (6.6)
P g

Em que X e p representam os vetores de parametros nodais de posicdes e pressdo,

respectivamente. Novamente o sistema de equacgbes (6.5)-(6.6) pode ser escrito na forma

matricial:

M5+ + £ £ =0, (6.7)
q=0, (6.8)

onde M é a matriz de massa, f™ e f™ sdo os vetores de forca interna devido

respectivamente as tensdes desviadoras de Piola-Kirchoff de segunda espécie e presséo, f** o

vetor de forgas externas e g o vetor de continuidade. As expressdes para as matrizes e vetores

se encontram no Quadro 3:
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My = [ poN;N;dV,
Q

OE,

fiint,v — Isllk Kk dV’
& OX

it 4 OE
fintP :Q{ijch,kl axlk dv,

7= [ BNV + [ T,-Nds,
Qg

aQ,

g = J. Ni‘]CI;lEIde'
Q

Quadro 3 - Matrizes e vetores para o fluido em relagdo a configuracéo inicial

6.3 INTEGRACAO TEMPORAL

Reddy e Gartling (2010) explicam que ao analisar escoamentos incompressiveis, é
mais viavel a utilizacdo de um integrador temporal implicito para realizar o avanco temporal
do fluido. Os esquemas explicitos podem apresentar problemas de estabilidade e convergéncia
devido ao fato de que em funcéo da incompressibilidade, a pressdo aparece na equagdo da
continuidade de forma implicita. Outra desvantagem é que eles sdo condicionalmente
estaveis, 0 que acaba por restringir demais o incremento de tempo a ser utilizado.

Dessa forma, Radovitzky e Ortiz (1998) obteve bons resultados utilizando o integrador

temporal de segunda ordem implicito de Newmark- g, o qual ja foi utilizado neste trabalho

para a estrutura e também serd utilizado para o processo de avanco temporal do fluido. As

velocidades e aceleracGes sdo aproximadas como:

Xioar = VA o + It’ (6.9)
X,
Xeon = —ﬂtAfz ~0, (6.10)

onde £ é um parametro dependente do tipo de aceleragdo adotado ( B =1/4 para aceleracéo
média constante), At o incremento de tempo da analise e |, e g, os vetores de contribuicdo

do instante passado, calculado por:
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|, =X, +At(1-y)%,, (6.11)

X, X, 1 .
= +—L 4 —-1|X. 6.12
9 LAE?  PAt [Zﬂ :)‘ (6.12)

Substituindo (6.10) na equacéo (6.7) chega-se ao seguinte sistema de equacdes:

int int ext
ﬂAtz “Xisat +fv t+At +fp t+At _ft+At

~M-g, =0, (6.13)

q=0. (6.14)

Ao final de cada passo de tempo, as aceleracdes séo atualizadas de acordo com a

equacao (6.10), e as velocidades por (6.9).
6.4 ESTRATEGIA DE SOLUCAO

Devido a caracteristica ndo linear do sistema de equacfes (6.13)-(6.14), o0 método de
Newton-Raphson foi adotado como uma forma iterativa de buscar-se uma solucéo satisfatoria.

k

t+At

Dessa forma, como explicado na se¢do 5.4, o vetor de residuo r, (x ) deve ser nulo na

condigdo de equilibrio. Esse residuo é equivalente & equagéo (6.13), assim:

r,(x.p* )::o. (6.15)

t+At ! t+AL

Expandindo-se a equacdo acima através de serie de Taylor em relacdo a xk+1 e

truncando-a nos termos de segunda ordem tem-se:

k

r. (Xk+l pk+1):rm (Xk )+%

, - AXH =0, (6.16)
t+At t+AL t+At X

t+At

t+At
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em que thM é uma posicéo tentativa referente a iteracdo k, geralmente adotada como sendo

igual a posicédo de equilibrio do instante de tempo anterior X, Axtkf: ¢ uma correcdo da
- . or . oA
posicdo tentativa e a—”‘(x" ) diferente do que ocorre para o problema de dinamica de
X t+AL

estruturas, representa uma parcela da matriz Hessiana ou tangente, calculada por:

k

or,
OX

¢ o
t+At axz

M
+ .
PAL?

k of \im k af;nt
= +
OX | OX

t+At t+At

(6.17)

t+At

A parcela referente a derivada da forca interna causada pela pressao é comumente
desprezada na literatura, ndo afetando de maneira efetiva a convergéncia do processo
(RYZHAKOV et al, 2010).

Como o funcional de energia ndo depende apenas das posicdes deve-se linearizar a

equacdo (6.15) também em relacdo a pressao:

k

rm (Xit(:j-,pf::tl) = rm (p[k+At )+% .Aplti:]- :O' (618)
ap t+At
onde a parcela referente a matriz tangente é calculada por:
-k
o[ _onf ok (6.19)
6p t+At axap t+At ap t+At

Repetindo esse procedimento também para a equacdo da continuidade (6.14), a matriz

tangente total é calculada como:

Ol 11
2
o= oX"  oxop . (6.20)
0’1

Opox
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Por fim, calcula-se as corre¢des do vetor de posicOes e de pressdo atraves das
equacOes (6.16) e (6.18), que juntamente com a equacdo da continuidade ddo origem ao

sistema:

oIl %11
2 A r
oX oxop Jax| | (6.21)
oIl 0 ApJ r.
Opox

em que I, e r, sdo, respectivamente, os residuos das equacdes de conservagdo do momento

linear e da continuidade. Uma vez calculadas correcdes, corrige-se as posicOes e as pressoes

da seguinte maneira:

X =xE 4 A (6.22)

Ap* (6.23)

6.5 CONFIGURACOES DE REFERENCIA

Nenhuma discusséo foi realizada ainda sobre adotar €2, como a configuragéo de

referéncia para o fluido, embora o equacionamento até aqui tenha partido dessa hipétese.
Basicamente, trés decisdes podem ser tomadas concernentes a escolha da configuracdo de
referéncia para um meio qualquer: a configuracdo inicial (Lagrangeano total), a configuracédo
deformada em cada instante de tempo (Lagrangeano atualizado) ou a Ultima configuracédo
conhecida dentro do processo de solugéo iterativo (iteragdo do Newton-Raphson).

Entretanto, sabe-se que os fluidos ndo apresentam resisténcia a tensdes de
cisalhamento e deformam-se continuamente, o que implica na necessidade de reconstruir-se a
malha de elementos finitos constantemente a fim de evitar distorgfes excessivas nos
elementos.

Isso faz com que a primeira opcdo seja inviavel. Nota-se que a escolha da
configuracdo de referéncia implica diretamente na frequéncia do processo de remesh. Se a

configuracdo de referéncia for mantida constante dentro do processo de solucdo iterativo, dito
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lagrangeano atualizado, entdo o processo de remalhamento € realizado ap6s a convergéncia do
passo de tempo anterior. Por outro lado, ao adotar-se a Ultima configuragdo conhecida como a
de referéncia, a malha pode ser alterada sempre que for conveniente, mesmo dentro do
processo iterativo.

Neste trabalho optou-se pela ultima opcéo, adotando a Gltima configuracdo conhecida
como a configuragédo de referéncia, como nos trabalhos de Idelsohn et al (2003), Franci et al
(2016) e Cerquaglia et al (2016). Para detalhes de formula¢Ges Lagrangeanas atualizadas, o
leitor pode referir-se a Aubry, ldelsohn e Ofiate (2005), Carbonel e Ofate (2014) e
Cremonesi, Frangi e Perego (2010).

Ambas alternativas possuem vantagens e desvantagens e implicam em resolver um
sistema ndo-linear de equacBes diferenciais. Ao manter-se a configuracdo de referéncia
constante dentro de um passo de tempo, é possivel utilizar as mesmas funcGes de forma e suas
derivadas para as iteragdes nao-lineares e as equacbes sdo integradas em um dominio
conhecido. Por outro lado, ao utilizar-se a configuracdo de referéncia como sendo a Ultima
conhecida, o tensor gradiente da mudanca de configuracdo torna-se a matriz identidade e o
jacobiano se iguala a 1, uma vez que a configuracdo de referéncia é sempre a configuracédo
atual, e integra-se as equacGes em um dominio ndo conhecido. O tensor de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie é descrito, para cada iteracdo, sobre a mesma referéncia que o tensor de
Cauchy, simplificando o célculo da energia de distorg&o.

As equacbes particularizadas para o caso onde a Ultima configuracdo conhecida é

adotada como referéncia sdo apresentadas abaixo:

j dv+Iy[§: ‘ZS +Z))(( (Zx ]dv+z[p5 g—;dv ijdv ItNds 0, (6.24)

[2 % N dv=0. (6.25)

Q aXl

6.6 ESTABILIZACAO DA FORMULACAO

A escolha do elemento utilizado e os tipos de aproximagdes adotadas para as posi¢oes

ou velocidades e para as pressdes sdo de extrema importancia quando se trabalha com uma
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formulacdo mista em regime de incompressibilidade, sendo importante mencionar alguns
pontos.

Uma condicdo necessaria, porém ndo suficiente para garantir a estabilidade de uma
formulacdo mista é que sejam utilizados conjuntos de funcdes que interpolam as posicoes-
velocidades e pressGes de maneira que o sistema algébrico ndo se torne mal condicionado.
Dessa forma, estipula-se que as aproximacOes de posi¢do-velocidade e pressdo devem ter

graus diferentes, e ainda:

N> N7 (6.26)

Ou seja, as funcdes que aproximam as posi¢Oes-velocidades devem ser de pelo menos

uma ordem maior que as fungdes que aproximam as pressdes. Quando a ordem de N.”se

iguala ou supera o grau de N[, é dito que existem modos espurios de pressdo

(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000; ELMAN, 2005).

Entretanto, essa condi¢do ndo é suficiente para concluir a estabilidade da formulacéo,
uma vez que ao analisar um determinado agrupamento de elementos (em inglés multiple-
elements patch test), ainda podem ocorrer oscilacbes no campo de pressao ou até mesmo o
efeito de travamento, o que acontece quando se usa um elemento triangular com aproximacao
linear para posicOes e constante para presséo.

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), para que se obtenha uma solucédo estavel, deve-

se verificar se o nacleo da matriz gradiente é nulo, ou seja:

Gp#0 V p=0. (6.27)

Se esse nao for o caso, a solucdo ndo serd Unica, e, portanto, existirdo modos espurios
de pressdo. Esses requerimentos mencionados acima fazem parte da condicdo de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB).

Uma forma de contornar esse problema € introduzindo termos estabilizantes na
equacéo discreta da conservacdo da massa, permitindo inclusive que interpolagbes de mesma
ordem possam ser utilizadas para as posicdes e pressdo (ONATE; CARBONELL, 2013).
Diversas tecnicas para estabilizar os efeitos de incompressibilidade podem ser encontradas na
literatura, e de uma forma geral, esses métodos se baseiam em acrescentar termos ndo nulos

na diagonal principal do sistema algébrico representado pelas equacdes (6.24)-(6.25),
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flexibilizando a restricdo imposta pelo multiplicador de Lagrange. Uma técnica bastante
eficiente e difundida foi proposta por Tezduyar et al (1992), conhecida como Pressure-
Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG). Essa técnica pode ser entendida como uma generalizagédo
do método de Petrov-Galerkin para escoamentos com Reynolds finito e consiste em adicionar
a equacao da continuidade o residuo da equacdo da quantidade de movimento ponderado por
um escalar vezes o gradiente da funcéo ponderadora da equacao da continuidade. Nota-se que
esse € um método consistente do ponto de vista variacional, pois o residuo da quantidade de
movimento é nulo no momento da convergéncia.

Ao empregarem-se 0s conceitos de métodos de particulas, torna-se indesejavel a
utilizacdo de funcbes interpoladoras de ordem superior, uma vez que para cada passo de
tempo deve-se gerar uma nova malha a partir de uma nuvem de pontos. Dessa forma, optou-se
por utilizar um elemento com aproximacdo linear tanto para as posi¢es quanto para as

pressBes (Figura 16), juntamente com o método estabilizante PSPG.

® nds que interpolam
pOsicao e pressao

1 2

Figura 16 - Elemento triangular linear

Dessa forma, a equacdo da conservacgéo da massa passa a ser:

OX; el 1 ON. op o (o% OX
——IN.dv+ o ——| OX +——pu—| —+—L |- pb [dv=0. 6.28
iai J ;irPSPGP ox (p | H L@XA 6XiJ P J ( )

Para aproximac0es lineares, a parcela referente a viscosidade pode ser desprezada. O
parametro 7,5 € calculado como:

h
e . =—=<_7(Re,), .
Tospe 2] ||z( ey) (6.29)
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onde:
Uj ph
Re, =m, (6.30)
2p
Re, /3, 0<Re, <3
(Re, )= /3, para v , (6.31)
1, para 3<Re,

em que h, € definido como sendo o diametro do circulo cuja area € equivalente a area do

elemento e, U é um fator de escala da velocidade global informado pelo usuario e Re; é o

namero de Reynolds local referente ao elemento, como definido por Tezduyar et al (1992).
Neste momento, é possivel definir o sistema final de equacBes estabilizadas a ser

resolvido:

M-X+K-x+G-p=f, (6.32)

MPSPG 'X"'GT’X"'LPSPG 'p:hPSPG’ (6-33)

onde as matrizes e vetores sdo definidos no Quadro 4:

M, = [pN,N dv, :jB DB dv,
Q
G, =[B/mNdv, f =[bNdv+ [tNgds,
Q Q oQ
N ]
M = IPSPG —LN,dv, %
o OX
oN,
O I
1aN ’
0= Jrora S50 b0 aN, AN,
’ [ 0x, 0%, |
1 N, N
L::?SPG T dV,
) g["SPGpax 2 00
D=u|0 2 0.
i
m={1 1 0} 0 0 1

Quadro 4 - Matrizes e vetores para o fluido em relacédo a Gltima configuracgéo conhecida
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6.7 METODO DE PARTICULAS

Como mencionado anteriormente, métodos de particulas buscam discretizar o dominio
através de uma nuvem de particulas que carregam as propriedades fisicas do meio em que

estdo inseridas (Figura 17).

Meio continuo Conjunto de particulas
e Particula de fluido
® 0o’ ° % Particula fixa de
x)(QO:o‘. 00000 contorno
@ o @ (¢
—> o 0,0 %00 ©
e o o ® [S)e]
®e ..00.0:0 o.
°°e, eo0o00°®
Q

Figura 17 - Discretizacdo por meio de particulas

Seguindo o proposto por Idelsohn et al (2003), as forgas de interagcdo entre as
particulas serdo calculadas através do método dos elementos finitos. Vale lembrar que devido
as propriedades e variaveis de interesse serem atribuidas as particulas e ndo aos elementos,
uma nova malha pode ser gerada para cada passo de tempo sem que haja a necessidade de
interpolar as varidveis da malha antiga para a nova.

Um esquema que resume os fundamentos do método € apresentado na Figura 18. A
partir de uma nuvem de pontos C", gera-se uma nova malha M" considerando as particulas
como sendo os nés dos elementos. Aplica-se uma técnica para reconhecimento do contorno
" em que os elementos muito distorcidos sdo excluidos, definindo os dominios de anélise.
Resolve-se 0 sistema de equagBes para determinar as novas posicdes C"'das particulas.
Repete-se 0 processo até que a andlise seja concluida.

Dessa forma, nas secfes seguintes serdo explicados o processo de geracdo de malha
atraves da tecnica de triangulacdo de Delaunay e o algoritmo para identificacdo das
superficies de contorno baseado no método alpha shape, inserido por Edelsbrunner e Mucke

(1994) no ambito da geometria computacional.
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Nuvem de pontos C" e Particula de fluido
0o © o x( Particula fixa de contorno
o (¢}
x ° [¢] n
w o 0° o o SN YL Malha M
b

M" >T"

"y o Nuvem de pontos C™*

Cn+1 N M n+l

AR

v ‘%.'\o‘ O
vavAYARavy
S

n+2

Nuvem de pontos C

o o ]
x o °
» o o °
. o o © Oo
e o © ©

Figura 18 - Fundamentos do PFEM

6.7.1 O processo de reconstrucéo da malha

A viabilidade de uma anélise Lagrangeana para fluidos depende de um algoritmo
eficiente de geracdo de malhas a partir de um conjunto arbitrario de pontos. Neste trabalho
optou-se por fazer uma triangulacdo de Delaunay por ser um processo amplamente conhecido

e que conta com diversas bibliotecas computacionais. Nesse contexto, Shewchuck (2002)
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desenvolveu um programa de codigo livre bastante eficiente chamado triangle, o qual foi
utilizado para realizar a triangulacéo de Delaunay neste trabalho.

Seja S um conjunto de n pontos distintos, tal que S={s,,s,,S;,...,S,}. Uma
triangulacao de Delaunay do conjunto S particiona a envoltoria convexa (convex hull) H em

regibes menores H., de maneira que a unido dessas regides retorna o proprio convex hull, ou

seja, H=UH,. As regides H, sdo triangulos formados por trés nés pertencentes a uma

mesma circunferéncia vazia, ou melhor, que ndo contenha outros nés em seu interior (Figura
19.a). Um caso particular acontece quando em uma mesma circunferéncia estdo definidos
quatro nos, onde a particdo pode ser realizada de duas maneiras diferentes (Figura 19.b).
Disso, conclui-se que a triangulacdo de Delaunay ndo garante a existéncia de apenas uma

solucdo para a particdo de um conjunto arbitrario de pontos.

@)

Figura 19 - Triangulacéo de Delaunay

6.7.2 ldentificacdo das superficies de contorno

Um dos desafios ao reconstruir-se a malha de elementos finitos para cada passo de
tempo é a correta identificacdo das superficies de contorno do dominio em andlise. Isso é
necessario para a definicdo dos vetores normais externos ao contorno e também para a correta
delimitacdo do volume a ser integrado.

Muitas vezes 0s n0s pertencentes ao contorno sdo informados pelo usuario no inicio da
analise e permanecem inalterados durante todo o processo de solugdo. Esse é o caso, por
exemplo, em analises dindmicas de sélidos. Entretanto, outras vezes apenas as posi¢des dos
nos sdo conhecidas, o0 que acontece na formulacdo Lagrangeana para mecanica dos fluidos.
Nesse caso, um algoritmo é necessario para que a superficie livre do escoamento seja

automaticamente reconhecida a partir da distribuicdo das particulas.
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A triangulagdo de Delaunay ndo impede por si s6 a criagdo de elementos
extremamente distorcidos. O objetivo da utilizacdo do alpha shape é justamente impedir a
criacdo desses elementos, definindo os limites do dominio e ajudando na preservacdo da

qualidade da malha. Assim, assume-se que a malha inicial possui um comprimento

caracteristico h, sendo esse a menor distancia entre dois pontos. Calcula-se também o raio r,

da circunferéncia circunscrita em cada elemento e. Em seguida realiza-se 0 seguinte teste

para todos os elementos:

Ser, >ah — apaga-se o elemento e, (6.34)

em que o € um pardmetro cujo valor é arbitrério e informado pelo usuério. Dada a
arbitrariedade de « , cabe ressaltar alguns pontos importantes referentes a sua escolha. Se o
valor atribuido a « for excessivamente grande, 0 método do alpha shape ndo tera efeito
algum, uma vez que nenhum elemento sera excluido. Por outro lado, se « for
excessivamente pequeno, nenhum elemento passard no teste (6.34) e o resultado sera uma
nuvem de particulas isoladas.

E facil perceber entdo que uma pequena mudanca no valor de « pode levar a
diferentes configuracGes de elementos e contornos para uma mesma distribuicdo de particulas.
A Figura 20 demonstra um exemplo dessa situacdo. Por essas razfes, diversos trabalhos

encorajam a adotar valores dentro da faixa de 1<« <1,5, como pode ser visto em Franci

(2016), Cerquaglia et al (2017) e Idelsohn e Ofiate (2006).
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Figura 20 - Diferentes valores do parimetro o na identificaciio do contorno (a) a =0,0 . Nenhum elemento
é criado e observa-se uma nuvem de particulas; (b) @ =10,0. Para valores muito altos o contorno néo é
identificado de forma correta e (c) @ =1,3. Para valores entre 1,0 e 1,5 o contorno é obtido de forma
correta
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Uma altima verificagdo é entdo realizada apds os elementos excessivamente
distorcidos serem excluidos. Para todo elemento e restante, é verificado se algum de seus
lados ndo e adjacente a outro elemento. Se essa condi¢do for verdadeira, entdo os nds
pertencentes a esse lado sdo identificados como de superficie livre caso ndo pertencam a um
contorno fixo.

O método do alpha shape combinado com a triangulacdo de Delaunay permite ainda
que particulas ou elementos se separem do dominio principal. Isso ndo prejudica em nada a
analise, pois as informac6es e propriedades sdo atribuidas aos nos, permitindo a solucdo das
equacdes governantes mesmo para particulas isoladas, representando, por exemplo, a
formacdo de gotas. Nesses casos, atribui-se a particula uma massa correspondente aos
elementos aos quais ela fazia parte logo antes de separar-se, e seu movimento € analisado
como sendo um ponto submetido somente a acdo da gravidade, com velocidade e aceleracdo

iniciais.

6.8 RESUMO DO ALGORITMO

O processo completo da busca iterativa pela solucdo do fluido para um intervalo de

tempo qualquer {0,t+At} € apresentado no Quadro 5.
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Estipular um chute inicial para as posicoes e pressoes :

k
t+At

pﬁm =P,
Para cada iteracao k :

X =X,

1. Calcular a correcdo das posicdes e pressoes:
HY AU = —r* (X0 Plont)
onde:
Au={Ax Ap} ; rf= oo }T

2. Atualizar as posicOes e pressdes nodais:

k+1 k . k+1 k
Xeoar = Xesat TAX 5 Prig =Prar T AP

3. Verificar a convergéncia: ||Aul| < tolerancia

Se a condigdo 3 ndo for atendida, voltar ao passo 1 comk — k+1
4. Caso contrério, gerar uma nova malha de elementos finitos
5. ldentificar os novos contornos

Quadro 5 - Processo iterativo para a solucao do fluido

6.9 EXEMPLOS DE ANALISE DE ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

Esta secdo é dedicada a verificacdo e validacdo da formulacdo desenvolvida para
analises de escoamentos incompressiveis atraves do método dos elementos finitos posicional
e método de particulas. Os exemplos analisados nesta secdo compreendem escoamentos de
superficie livre e sdo amplamente utilizados para a verificacdo de formula¢fes numéricas.
Para os dois primeiros exemplos, utilizou-se contorno fixo ao longo de toda analise, e as
paredes foram consideradas lisas. Nos exemplos restantes utilizou-se 0 método de particulas
em conjunto com as técnicas de reconstrucdo da malha e do contorno para cada passo de
tempo, além de considerar as particulas do contorno de Dirichlet fixas em ambas as diregdes,
caracterizando condicdo de ndo escorregamento. Uma das desvantagens deste ultimo método
é que algumas técnicas extras devem ser implementadas com o intuito de representar, de
maneira eficiente, a condigdo de escorregamento para as particulas do contorno de Dirichlet,
modelando paredes lisas (FRANCI, 2016).
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6.9.1 Rompimento de uma barragem sobre superficie infinita

Um exemplo muito utilizado para a verificacdo de programas de dinamica dos fluidos
consiste em uma barragem inicialmente em repouso, que apds o inicio da analise sua
comporta € instantaneamente aberta, permitindo que o fluido escoe sobre uma superficie lisa

infinita. A Figura 21 mostra a geometria do problema.

L 0,35m

R viscosidade 0,001 Pa.s
densidade 1,0 kg/m®
gravidade 1,0 m/s?

2L

L

Figura 21 - Rompimento de uma barragem sobre superficie infinita. Geometria inicial

O problema foi analisado com trés discretizac6es diferentes, sendo a malha mais pobre
com um comprimento caracteristico de 0,025 m, a intermediaria com 0,01 m e por ultimo uma

malha com 0,007 m, conforme a Figura 22. Para as trés malhas, pode-se dizer que ndo houve

discrepancia significativa nos resultados, obtidos com um incremento de tempo At=5-10" s.
Isso pode ser explicado devido ao incremento de tempo utilizado ser pequeno o suficiente
para que a discretizagéo espacial ndo influenciasse significativamente nos resultados.

A solucdo desse problema pode ser encontrada nos trabalhos de Martin e Moyce
(1958) e Nithiarasu (2005). O primeiro obteve uma resposta através de uma andlise
experimental enquanto que o segundo buscou resultados de forma numeérica utilizando um
algoritmo conhecido como CBS (Characteristic-Based Split). Os resultados referentes a

posicdo deslocada da extremidade inferior direita sdo mostrados na Figura 23, onde L ¢ a

posicéo final, L, a posicdo inicial e t* o tempo adimensional, calculado por t*=t/29/L, .
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Figura 22 - Rompimento de uma barragem sobre superficie infinita. (a) comprimento caracteristico 0,025
m e 558 nos, (b) comprimento caracteristico 0,01 m e 3340 nds e (¢) comprimento caracteristico 0,007 me

L/L,

t*

6753 nos

Grafico L/L, - t*

Programa proposto
Martin e Moyce (1958)
Nithiarasu (2005)

Figura 23 - Rompimento de uma barragem sobre superficie infinita. Andlise da posi¢ao deslocada da

extremidade inferior direita com h = 0,007 m
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Percebe-se que o programa desenvolvido apresentou resultados bastante coerentes
com os valores de referéncia. Por fim, os campos de velocidade e pressdo sdo comparados

com os de Nithiarasu (2005) para os instantes de tempo t* iguaisa 2,0e 4,0.

(©)

Figura 24 - Rompimento de uma barragem sobre superficie infinita. Contornos de (a) velocidade X, (b)
velocidade y e (c) pressdo para t'=2,0. A esquerda o presente trabalho, & direita o trabalho de Nithiarasu
(2005)
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Figura 25 - Rompimento de uma barragem sobre superficie infinita. Contornos de (a) velocidade X, (b)
velocidade y e (c) pressdo parat =4,0. A esquerda o presente trabalho, a direita o trabalho de Nithiarasu
(2005)

6.9.2 Propagacao de uma onda solitaria

Como segundo exemplo estuda-se a propagacdo de uma onda solitaria ndo linear. O
problema consiste em um fluido confinado entre trés paredes lisas, apresentando uma
superficie livre, como pode ser visto na Figura 26. As condic¢des iniciais foram calculadas
com base no trabalho de Laitone (1960), o qual apresenta solu¢des analiticas para um dominio
infinito. Assim, substitui-se t=0 nas equacdes abaixo para obter-se o valor da altura da

superficie livre, das velocidades nas direcBes X e y e das pressdes iniciais:

.| [3H
h=d + Hsech [ W(X_Ct)] (6.35)
H_ .| [3H
VX:@Fsech { F(x—ct)} (6.36)
H\" .| [3H [3H
v, =+/3gd [Ej (%)sech [ 4T3(x—ct)}tanh[ F(X_Ct)} (6.37)

p=pg(h-vy), (6.38)

em que nas equacdes acima, ¢ € uma constante calculada como:

c=1+li—i(ﬂj +O(EJ : (6.39)
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L
H
d
viscosidade
densidade
gravidade

16,0 m
0,3m

10m

0,001 Pa.s
1000,0 kg/m®
9,81 m/s’

A

L

Figura 26 - Propagacéo de uma onda solitaria. Geometria inicial

O dominio foi discretizado em 2426 nés resultando em um comprimento caracteristico

da malha de 0,1 m, como pode ser visto na Figura 27. O incremento de tempo utilizado foi

At =0,01 s e o tempo total da anélise 15s.

Figura 27 - Propagacéo de uma onda solitaria. Comprimento caracteristico 0,1 m e 2426 particulas

Na Figura 28 estdo apresentadas as variagcdes da altura da superficie livre com o tempo

nas paredes direita e esquerda. E possivel observar que a onda atinge sua maior altura ao

chocar-se com a parede direita, por volta do instante t=2,3 s, retorna a posicao inicial em

t=4,6 s, colide com a parede esquerda aproximadamente em t=6,9

sucessivamente.

S e assim

Os valores obtidos com esta formulacdo estdo de acordo com 0S expostos nos

trabalhos de Sung, Choi e Yoo (2000) e Nithiarasu (2005). Por fim, apresentam-se 0s campos

de velocidade e presséo os instantes 2,3 s e 4,6 s, nos quais € possivel observar a auséncia de

oscilagBes e uma boa concordancia com a referéncia.
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1,8 1,8
17 - 1,7
1,6 1,6
E IS 3 E IS
- s 14
g 13 g 13 ]
S 12 S 12 ]
£ 11 £ 11 FA
2 - . g - g -
= 1 s A = 1 2 te
0,9 0,9
0,8 0,8
0 5 10 15 0 5 10 15
tempo (s) tempo (s)
= Programa proposto = Programa proposto
— = Nithiarasu (2005) — = Nithiarasu (2005)
««e=+< Sung, Choi e Yoo (2000) «ees=+= Sung Choi e Yoo (2000)
(a) (b)

Figura 28 - Propagacéo de uma onda solitaria. Comparagéo dos resultados da variacdo da altura da onda
(a) na parede esquerda e (b) na parede direita

(b)

||

(©

Figura 29 - Propagacéo de uma onda solitaria. Campos de (a) presséo, (b) velocidade x e (c) velocidade y
para o instante t = 2,3 s. A esquerda o presente trabalho e a direita Nithiarasu (2005)

—~
(8
R

I

(b)

(©)

Figura 30 - Propagacao de uma onda solitaria. Campos de (a) pressao, (b) velocidade x e (c) velocidade y
para o instante t = 4,6 s. A esquerda o presente trabalho e a direita Nithiarasu (2005)
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6.9.3 Rompimento de uma barragem

O terceiro exemplo consiste no rompimento de uma barragem inicialmente em
repouso, analogo ao exemplo 6.9.1. Entretanto, considera-se que a barragem € cercada por
duas paredes rigidas verticais. A geometria do problema e os pardmetros utilizados séo
mostrados na Figura 31. Este exemplo, embora pareca simples, envolve diversos fendmenos
de alta complexidade para uma analise numérica, como 0 comportamento extremamente nao
linear, o impacto do fluido nas paredes, a formacdo de onda, separacdo de particulas do
dominio principal e a constante alteracdo na superficie livre e consequentemente no dominio

de anélise.

L 0,146 m
viscosidade |0,001 Pa.s
densidade 1000,0 kg/m®
gravidade |9 81 my/s?

2L

A
v
A
v

L 3L

Figura 31 - Rompimento de uma barragem. Geometria inicial

O problema foi discretizado de duas maneiras, sendo a primeira em 1650 particulas,
resultando em um comprimento caracteristico da malha igual a 6,3 mm, e a segunda com

4440 particulas, correspondendo a um comprimento caracteristico de 3,7 mm. O incremento

de tempo utilizado foi At=1-10". A solucdo experimental para este exemplo pode ser vista
em Koshisuka e Oka (1996), assim como a solugdo numérica utilizando o método MPS. As
Figura 32-36 comparam a evolucdo das particulas ao longo do tempo com os resultados
presentes na literatura. Inicialmente, o fluido escoa sobre uma superficie horizontal (Figura
32) até colidir com a parede vertical por volta de 0,3 s. Isso faz com que o fluido escale a
parede vertical, superando a altura inicial da barragem aos 0,4 s (Figura 33). Devido a acéo da
gravidade, as particulas vao perdendo momento até que comecem a cair proximo do instante

0,6 s, formando uma onda (Figura 34). Quando a anélise chega a 1,0 s é possivel observar o
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fluido colidindo com a parede esquerda (Figura 36). A formulacdo presente estid de acordo
com o experimento, tanto em relacdo a construcdo da superficie livre quanto a variacdo das
posicdes das particulas com o tempo. Cabe ressaltar que ao aumentar-se 0 numero de
particulas utilizadas para a discretizacdo do dominio, uma resposta mais proxima da solucao

experimental foi obtida.

.v.elocidade (m/s) - velocidade (m/s)
(o I A R B I B I B 1 Tttt oo crenna 1

0,0 © 30 00 %) 30

Figura 32 - Rompimento de uma barragem. Comparacgao das posi¢6es das particulas para o instante t =
0,2 s. (a) Koshizuka e Oka (1996) solucao experimental, (b) solu¢do por MPS, (c) presente trabalho com h
=6,3mme (d) h=3,7 mm
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X P R U 0
velocidade (m/s) velocidade (m/s)
I g D mlllll|llllllllml
0,0 3,0 0,0 3,0
(c) (d)

Figura 33 - Rompimento de uma barragem. Comparacao das posicdes das particulas para o instante t =
0,4 s. (a) Koshizuka e Oka (1996) solucéo experimental, (b) solugdo por MPS, (c) presente trabalho com h
=6,3mme (d) h=3,7 mm

Loetate
R R Ty TE AT S e Y

velocidade (mis) T velocidade (m/s)
T T 1 1 1 1T T yppp——— T T T T 1 1 1 1y ppuepp———
0,0 (©) 3,0 0,0 (d) 3,0

Figura 34 - Rompimento de uma barragem. Comparacao das posicOes das particulas para o instante t =
0,6 s. (a) Koshizuka e Oka (1996) solucao experimental, (b) solugdo por MPS, (c¢) presente trabalho com h
=6,3mme (d) h=3,7 mm
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. v'e.lé)ci'(.jade (m/s) o o | velomdade (m/s) '
0,0 ©) 3,0 0,0 (d) 3,0

Figura 35 - Rompimento de uma barragem. Comparacéo das posi¢des das particulas para o instante t =
0,8 s. (a) Koshizuka e Oka (1996) solucéo experimental, (b) solu¢do por MPS, (c) presente trabalho com h
=6,3mme (d) h=3,7 mm

'velocidade (m/s) T veIoudad (m/s)

I T e —— TR T G e —,

Figura 36 - Rompimento de uma barragem. Comparagao das posicdes das particulas para o instante t =
1,0 s. (a) Koshizuka e Oka (1996) solucéo experimental, (b) solucéo por MPS, (c) presente trabalho com h
=6,3mme (d) h=3,7 mm
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A Figura 37 contém o campo de pressdes de ambas as discretizagdes (h = 6,3 mm e h
= 3,7 mm) para diferentes instantes da andlise. Levando em consideracdo a complexidade do
problema, cujo dominio sofre severas alteracdes e apresenta separacdo de particulas, observa-

se uma aproximacao estavel também para as pressoes.

6.9.4 Rompimento de uma barragem com obstaculo rigido

Como terceiro exemplo estuda-se o caso da mesma barragem anterior, agora com um
obstaculo rigido, conforme apresentado na Figura 38. A solucdo experimental esta presente no
trabalho de Koshizuka, Tamako e Oka (1995), e diversos outros autores obtiveram solucdes
numeéricas satisfatorias, como € o caso de Larese et al (2008), que utilizou o PFEM. Para este
problema se discretizou o fluido através de 1750 particulas, resultando em uma malha com
comprimento caracteristico de 6 mm. Nas Figura 39-43 consta uma comparacdo dos
resultados obtidos para a trajetoria das particulas com os valores de referéncia.

Apos o inicio da analise, o fluido escoa livremente devido a acdo da gravidade (Figura
39) por mais de 0,1 s. No instante 0,2 s, 0 escoamento ja se encontra completamente
perturbado devido a presenca do obstaculo rigido, dando inicio a formacdo de um jato de 4gua
(Figura 40). Pouco depois de 0,3 s ocorre o impacto do jato de agua na parede vertical (Figura
41). Aos 0,4 s, parte do fluido em contato com a parede sobe e parte entra em contato com o
fundo do reservatério (Figura 42). Até este ponto a formulacdo proposta apresentou
concordancia com a solugdo experimental, entretanto, entre 0,4 s e 0,5 s se observa uma
grande divergéncia entre os resultados numéricos e os experimentais (Figura 43). Segundo
Idelsohn et al (2008), isso se deve ao fato de que o experimento foi realizado em um
recipiente contendo agua em contato com o ar externo. Logo apds o jato de agua entrar em
contato com o fundo do reservatorio, forma-se uma bolha de ar incompressivel que altera
significativamente a solugdo. Para captar esse fendmeno, uma anélise considerando também
particulas de ar deve ser feita, 0 que extrapola os objetivos deste trabalho. O leitor pode

recorrer a Idelsohn et al (2008) para maiores detalhes.
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pressa

M||1|||||||||||||||\||||||||||||||
-1500,0 0,0
@t=0.2s

présséo (le
m.m...............\..............
-1500,0 0,0
(b)t=04s

p‘r.esséo (Pa)
mll1lllllIIIIIIIIII\IIIIIIIIIIIIII

-1500,0 0,0
(c)t=06s

pressao (Pa)

S
-1500,0 0,0
(d)t=08s

Figura 37 - Rompimento de uma barragem. Campo de pressdes. A esquerda, comprimento caracteristico
h =6,3 mm, a direita, h = 3,7 mm
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L 0,146 m
h 0,024 m
2L viscosidade [0,001 Pa.s

densidade |1000,0 kg/m®
gravidade |9 .81 m/s?

A

A
v

4L

Figura 38 - Rompimento de uma barragem com obstaculo rigido. Geometria inicial

(b)

‘(‘figglé/ ey
S "r';'e
-“f.‘:‘,éﬁi-%w

©

Figura 39 - Rompimento de uma barragem com obstéculo rigido. Trajetoria das particulas no instante 0,1
s. (a) solucéo experimental por Koshizuka Tamako e Oka (1995), (b) solucéo via PFEM por Larese et al
(2008) e (c) formulagéo proposta
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Figura 40 - Rompimento de uma barragem com obstéculo rigido. Trajetdria das particulas no instante 0,2
s. (a) solucéo experimental por Koshizuka, Tamako e Oka (1995), (b) solucdo via PFEM por Larese et al

(2008) e (c) formulagéo proposta
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(b)

Figura 41 - Rompimento de uma barragem com obstaculo rigido. Trajetdria das particulas no instante 0,3
S. (a) solucéo experimental por Koshizuka, Tamako e Oka (1995), (b) solucdo via PFEM por Larese et al

(2008) e (c) formulagéo proposta
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Figura 42 - Rompimento de uma barragem com obstaculo rigido. Trajetdria das particulas no instante 0,4
s. (a) solucdo experimental por Koshizuka, Tamako e Oka (1995), (b) solucéo via PFEM por Larese et al
(2008) e (c) formulagédo proposta

(b)

Figura 43 - Rompimento de uma barragem com obstéculo rigido. Trajet6ria das particulas no instante 0,5
s. (a) solucdo experimental por Koshizuka, Tamako e Oka (1995), (b) solucdo via PFEM por Larese et al
(2008) e (c) formulagéo proposta
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6.9.5 Sloshing de um fluido viscoso

O dltimo exemplo desta secéo trata de analisar o sloshing de um fluido viscoso dentro
de um recipiente. Este exemplo foi introduzido por Franci (2016), e sua geometria inicial
encontra-se na Figura 44. Embora o autor apresente em seu trabalho a evolugéo da altura da
superficie livre na parede do recipiente, neste trabalho apenas sera mostrado a trajetoria do
fluido ao longo do tempo e 0 campo de pressdes. A razdo para isso esta no fato de que Franci
(2016) utilizou condicbes de escorregamento nas paredes do reservatorio, o que torna simples
0 monitoramento da altura da superficie livre, como foi feito para o exemplo 6.9.2 deste
trabalho.

O exemplo conta com 1500 particulas, resultando em um comprimento caracteristico

da malha igual a 1 cm, e o incremento de tempo utilizado foi At=0,001s. Na Figura 45 é

apresentada a configuracdo do fluido para diferentes instantes de tempo, enquanto que na

Figura 46 consta a evolucdo do campo de pressoes.

L 0,5m
H, 0,35 m
H, 0,15m

viscosidade | 5,0 Pa.s
densidade | 1000,0 kg/m®
gravidade 9,81 m/s?

A
v

L

Figura 44 - Sloshing de um fluido viscoso. Geometria inicial
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@t=00s

Figura 45 - Sloshing de um fluido viscoso. Evolugéo da superficie livre
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Figura 46 - Sloshing de um fluido viscoso. Evolugdo do campo de pressdes
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7 ACOPLAMENTO FLUIDO-ESTRUTURA

Este capitulo detalha as técnicas utilizadas para realizar o acoplamento entre o
programa de andlises dindmicas de estruturas com o programa de analises de escoamentos
incompressiveis. Optou-se por utilizar um acoplamento particionado devido a suas vantagens
apresentadas na secdo 1.3.3, de maneira a beneficiar-se da possibilidade de aprimorar-se um
dos codigos sem que haja a necessidade de alterar o outro.

Sabendo que o chamado efeito de massa adicionada “added-mass effect” pode ocorrer
em problemas onde a razdo entre as densidades dos meios € proxima de 1, um esquema
particionado forte sera apresentado.

No esquema aqui proposto, particulas ficticias de fluido chamadas “particulas
fantasmas” sdo adicionadas e mantidas fixas nas possiveis interfaces solido-fluido, como pode
ser visto em Cremonesi, Frangi e Perego (2010) e Meduri et al (2017).

Por fim, sdo apresentados alguns exemplos onde o método pode ser aplicado.

7.1 DEFINICAO DO PROBLEMA DE ACOPLAMENTO

A Figura 47 ilustra o problema de interagdo fluido-estrutura. Seja Q, e Q. o0s

dominios ocupados por, respectivamente, um material fluido e um material solido. Define-se

entdo a interface fluido-estrutura I",, como sendo a regido comum entre o dominio solido e o

fluido de modo que I',, =, N €.

e o B

Figura 47 - Defini¢do do problema de interacéo fluido-estrutura
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Para que ambos 0s meios estejam acoplados, € necessario que as equagdes de
compatibilidade das componentes normal e tangencial de posicdo e de forca de superficie

sejam satisfeitas na interface I" . Essas equagOes podem ser escritas como

X, =X, emI', (7.2)

on+on, =0 emIl, (7.2)

em que X representa as posicoes, o as tensdes de Cauchy e n os vetores normais a interface,
tal que n, =—n,.

S

7.2 TECNICA DE ACOPLAMENTO

As condi¢des de compatibilidade expostas na secdo anterior podem ser impostas por
meio de um processo de transferéncia de condi¢des de contorno, conhecido como método de
Dirichlet-Neumann (LE TALLEC; MOURO, 2001). Nas formulacGes tradicionais, aos nés da

malha do fluido pertencentes a interface I',, impdem-se os valores das velocidades

desenvolvidas pelo sélido como condi¢do de Dirichlet. Por outro lado, as for¢as na interface

I' . advindas das tensdes viscosas e pressdo do fluido séo transferidas aos nos da estrutura

como condicdo de Neumann.

Neste trabalho o esquema de Dirichlet-Neumann foi adotado, entretanto, com uma
particularidade. Tendo em mente que as variaveis principais dos codigos aqui desenvolvidos
séo as posicoes e pressdes para o fluido e as posicOes para a estrutura, a condigdo de Dirichlet
na interface fluido-estrutura para a solugdo do fluido é obtida impondo-se a posicdo atual dos

nos do solido. As forcas de superficie séo obtidas para cada n6 do fluido pertencente a I e

transferidas aos ndés da estrutura. Por fim, interpolam-se os valores para os pontos de
quadratura do sélido utilizando as funcGes de forma.

Como os problemas aqui estudados ndo se limitam ao caso onde o solido encontra-se
imerso no fluido, € necessario que o contato entre 0s meios seja identificado automaticamente
durante a andlise. Para isso, um conjunto de particulas ficticias chamadas “particulas

fantasmas™ ¢é artificialmente criado. E adicionada uma particula fantasma geometricamente
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sobreposta a cada nd pertencente aos contornos da estrutura que possivelmente possam vir a
entrar em contato com o fluido (Figura 48.a).

Prossegue-se com o processo de triangulacdo de Delaunay conforme explicado na
secd06.7.1 (Figura 48.b) e aplica-se o método alpha shape para a eliminacdo dos elementos
excessivamente distorcidos e identificacdo do contorno (Figura 48.c). ApGs esse processo, se
algum dos elementos do dominio do fluido tiver como um dos nés uma particula fantasma,
conclui-se que ambos 0s meios estdo em contato e uma analise acoplada é necessaria (Figura

48.e). Caso contrario, ambos os dominios sdo analisados separadamente (Figura 48.c).

o " o ° ¢ 3 ¢
o . “ ° R [ ] 4 [ )
(] ® 1 ®
o ° ° ® ® b ®
° [ )
e ® o * ® 3 ®
° ® 3 ®
(@ (b) (c)
b ° ¢ [ ) 4 4 1 H
° * . | [ e Particula de fluido
[ )
e o e Particula fantasma
[ ) 4
¢ o o [ q
° °
° [ )
° [ ) 4
e o 1
(d) (e)

Figura 48 - Representacéo do contato entre particulas de fluido com o sélido

O acoplamento é feito de forma bloco-iterativa, onde em cada iteracdo da solucdo do
problema ndo linear procede-se da seguinte forma: 1) resolve-se o fluido e corrige-se 0s
valores das forcas na interface; 2) com o valor das forcas de superficie corrigidos resolve-se o
solido e corrige-se as posices sobre o contorno de Dirichlet para o fluido 3) repete-se o
processo até que seja atingida a tolerancia tanto para o fluido quanto para o sélido.

Nota-se que este esquema, ao ndo considerar o efeito do outro meio durante a
obtencdo das matrizes tangentes do sélido e do fluido pode alterar a ordem de convergéncia e
ainda fazer com que a solucéo venha a divergir quando a massa especifica do solido € baixa,
pois pequenas oscilagbes na posicao do contorno para fluidos incompressiveis implicam em
grandes variacGes na pressdo. Para contornar isso, a matriz Hessiana do s6lido pode ser

multiplicada por um escalar, mantendo a dire¢do, porém, diminuindo a magnitude do avango
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na busca pela posi¢do de equilibrio. Esse método € conhecido como Augmented Mass e foi
introduzido por Tezduyar, Behr e Liou (1992). O Quadro 6 apresenta um esquema que

exemplifica 0 método utilizado para um intervalo de tempo genérico {0,t+ At} .

1. Identificar as particulas fantasmas da interface
Para cada passo de tempo t :

2. Verificar se os dominios estdo em contato
Se 2 for verdadeiro, prosseguir para o0 passo 3

Se falso, realizar anélise desacoplada

Para cada iteracéo k:

3. Resolver o fluido prescrevendo as posic¢des das particulas da interface
4. Resolver o solido prescrevendo as forcas de superficie na interface

5. Verificar a convergéncia: ||Aul| <tolerancia e |Ax| <tolerancia

Se a condicdo 5 ndo for atendida, voltar ao passo 3comk —> k+1
Se sim, prosseguir para o0 passo 6

6. Gerar uma nova malha para o fluido e identificar os contornos
7. Voltar ao passo 2 comt — t+ At

Quadro 6 - Esquema de acoplamento particionado forte

7.3 EXEMPLOS NUMERICOS DE INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA

Esta secdo discorrerd sobre a aplicacdo da formulagdo desenvolvida para analise de
problemas de interacdo fluido-estrutura. Dois exemplos serdo apresentados, sendo o primeiro
um reservatdrio com parede flexivel e o segundo uma viga submetida a acdo lateral de uma
onda. Para ambos os problemas considera-se condi¢do de ndo escorregamento nas paredes e
na interface fluido-estrutura. Uma vez que no esquema aqui apresentado os nés do soélido e do
fluido devem ser coincidentes na interface, o processo inicial da distribuicdo das particulas
torna-se um pouco complicado devido & utilizacdo de elementos cubicos para a discretizacdo
da estrutura. Assim, a seguinte metodologia foi adotada: primeiro discretiza-se a estrutura
atraves dos elementos de chapa com aproximacédo cubica. Em seguida, calcula-se a distancia
média entre dois nos vizinhos pertencentes ao contorno do sélido. Essa distancia sera utilizada
como o comprimento caracteristico da malha do fluido, e desempenha um papel

extremamente importante, como explicado na se¢édo 6.7.2.
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7.3.1 Reservatorio com parede altamente flexivel

Como primeiro exemplo se estuda o caso proposto por Zhu e Scott (2017), que
consiste em um reservatorio contendo agua. A parede vertical esquerda e o fundo do
reservatorio sdo considerados rigidos, enquanto que a parede direita € uma estrutura com alta

flexibilidade. A geometria inicial do problema e as propriedades dos materiais estdo contidas

na Figura 49.
] 4

L 0,1lm
H 0,08 m
largura da viga 0,012m

A gravidade 9,81 m/s’

L Fluido
viscosidade 0,1 Pas
Y densidade 1000,0 kg/m®
Estrutura

médulo de elasticidade | 1,0.10°Pa
densidade 2500,0 kg/m’
poisson 0,0

v v amortecimento 0,0

A
v

L

Figura 49 - Reservatdrio com parede altamente flexivel. Geometria inicial

Devido a baixa rigidez da viga, sua deflexdo faz com que surja uma onda no
reservatorio, que por consequéncia interage dinamicamente com a estrutura. A estrutura foi
discretizada em 46 elementos, totalizando 244 nos. Isso resulta em um comprimento
caracteristico de aproximadamente h = 3,33 mm. Assim, foram utilizadas 1200 particulas para
modelar o fluido, e um incremento de tempo At =0,001 s igual para os dois dominios. A
evolucdo da superficie livre e a deformacdo da viga podem ser vistas na Figura 50. Os
resultados apresentaram uma boa concordancia com as solucdes presentes em Meduri,
Cremonesi e Perego (2017) e Zhu e Scott (2017). O campo de pressdes do fluido e as tensdes

normais da viga sao mostrados na Figura 51.



118 Capitulo 7. Acoplamento Fluido-Estrutura

@1=01s h ) ie02s (©)t=03s

@04 XN 4 ©)to05s ..(f)t: 108 R

Figura 50 - Reservatério com parede altamente flexivel. Evolucdo da superficie livre e deformacao da
estrutura

pressao (Pa) tenséo y-y (Pa)
-850,0 0,0 -20000,0 20000,0

Figura 51 - Reservatério com parede altamente flexivel. Campo de pressdes do fluido e de tensdes normais
da estrutura

Para verificar a qualidade dos resultados, o deslocamento da extremidade da viga e a
pressdao no canto inferior direito do reservatério foram monitorados durante a analise. A
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comparacio desses valores com aqueles presentes nas referéncias é mostrada na Figura 52. E
possivel perceber que a frequéncia de oscilacdo da estrutura obtida com esta formulacdo €
praticamente a mesma das referéncias. Observa-se um leve amortecimento na solucgéo a partir
de 0,7 s, 0 que ndo compromete a qualidade da formulacdo desenvolvida visto que muitas
variaveis estdo envolvidas na analise, como por exemplo, o tipo de acoplamento entre os
meios, a discretizagdo espacial, o incremento de tempo e o fato dos autores utilizarem
diferentes integradores temporal (Meduri, Cremonesi e Perego (2017) apresentam uma
formulacéo totalmente explicita, enquanto que Zhu e Scott (2017) fazem uso do integrador de
primeira ordem Euler implicito, e o presente trabalho, do integrador de segunda ordem
implicito de Newmark). O mesmo ocorre para a pressdo, sendo que a leve diferenca
observada provavelmente advém do uso de técnicas diferentes para a estabilizacdo da equacéo
da continuidade. Zhu e Scott (2017) utilizam um elemento com funcdo bolha, enquanto que
neste trabalho a estabilizacdo é garantida pelo método PSPG. Apesar disso, as aproximacoes
obtidas foram bastante satisfatdrias.

Programa proposto

Programa proposto

0,02 900

800

0,015 700

— 600
E [+

< £ 500
= 0,01 =

g § 400
St

g S 300

[72}

g 0005 v 200

100

0 0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0,2 0,4 0,6 0,8
tempo (s) tempo (s)

Figura 52 - Reservatério com parede altamente flexivel. (a) deslocamento da extremidade livre da viga e

=— =Zhu e Scott (2017) — = Zhue Scott (2017)
------- Meduri, Cremonesi e Perego(2017)
@ (b)

(b) pressdo no canto inferior direito do reservatorio
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7.3.2 Parede elastica sob o efeito de uma onda lateral

O segundo e ultimo exemplo busca estudar o efeito de uma onda lateral sobre uma
estrutura deformavel localizada no centro de um recipiente contendo agua. Este problema

pode ser visto em Idelsohn et al (2008) e sua geometria inicial consta na Figura 53.

A
L 0,1m
0.5L gravidade 9,81 m/s’
Fluido
5L | Viscosidade 0,001 Pa.s
densidade 1000,0 kg/m®
Estrutura
3L maodulo de elasticidade | 2,1.10°Pa
densidade 7800,0 kg/m®
poisson 0,0
v amortecimento 0,0

v

4.5L 5L

Figura 53 - Parede elastica sob efeito de uma onda lateral. Geometria inicial

Para a discretizacdo da estrutura foram utilizados 32 elementos e 172 nos, resultando
em uma distancia média entre os nos da interface de 12,5 mm. Dessa forma, para representar
0 dominio do fluido de maneira que a distribuicdo das particulas seja o mais uniforme
possivel, foram necessarias 3600 particulas, totalizando 10800 graus de liberdade. O

incremento de tempo utilizado foi At =0,001 s para 0s dois meios e o tempo total da andlise

de 2,0s.

A Figura 54 mostra a configuracdo do sistema acoplado em diferentes instantes de
tempo. Apos o inicio da analise, o fluido comeca a escoar para a esquerda devido a acdo da
gravidade, formando uma onda. Essa onda faz com que a estrutura se deforme na mesma
direcdo do escoamento e comece a oscilar (Figura 54.b). Proximo de 0,4 s, a estrutura atinge
sua maxima amplitude de vibracdo (Figura 54.c) e em seguida o sentido de seu movimento é
invertido (Figura 54.d). O fluido faz com que parte da energia do sistema seja dissipada
atraves da viscosidade, amortecendo a vibracao do solido.

Na Figura 55 esta presente a evolugdo do campo de pressdes do fluido e o campo das
tensbes normais da estrutura. Embora o dominio do fluido sofra severas distor¢oes, formacao
de vortices e separacdo de particulas, é possivel observar um campo estavel de pressées. Para

0 solido, ja era esperado que a formulacdo posicional se comportasse de maneira adequada
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quando submetida a anélises dindmicas em regime de grandes deslocamentos, reforcando a
robustez do método.

Embora nenhuma solucdo experimental tenha sido apresentada para este problema, a
forma como o fluido escoa e a deformacéo da estrutura estdo de acordo com o esperado e com
os resultados da referéncia. Por fim, o deslocamento da extremidade da parede foi monitorado

ao longo do tempo e os resultados sdo mostrados na Figura 56.

¥ RS
@t=00s (b)t=02s

Figura 54 - Parede elastica sob efeito de uma onda lateral. Evolugdo da superficie livre e deformagéo da
estrutura.
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8 CONCLUSAO

Retomando o que foi exposto no inicio deste trabalho, a proposta central desta
dissertacdo € o desenvolvimento de um cddigo computacional capaz de realizar anélises
numéricas bidimensionais de solidos elasticos em regime de grandes deslocamentos, de
escoamentos incompressiveis e por fim de interacdo fluido-estrutura, empregando o mesmo
tipo de formulagéo.

No ambito da dindmica das estruturas foi implementada uma formulagdo baseada no
método dos elementos finitos posicional, a qual tem uma importancia especial para esta
pesquisa, pois foi desenvolvida no Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de
Engenharia de S&o Carlos pelo professor Humberto Breves Coda e seus colaboradores. Foram
utilizados elementos de chapa com aproximagdo cubica, a qual j& € reconhecida por sua
robustez, principalmente quando aplicada a analises ndo lineares geométrica. Dos exemplos
apresentados neste trabalho, pode-se concluir que o algoritmo é adequado para analises de
interacdo fluido-estrutura, fornecendo bons resultados até mesmo para problemas com efeito
de membrana dominante.

Como uma forma de estender a aplicacdo da formulacdo posicional também para
meios fluidos, este trabalho prop6s uma nova metodologia para estudar escoamentos
incompressiveis em descri¢do Lagrangeana, utilizando as posi¢Ges e pressdes como variaveis
principais, ao contrario de velocidades e press@es tradicionalmente empregadas. A viabilidade
da analise Lagrangeana na mecanica dos fluidos depende da preservacdo da qualidade da
malha de elementos finitos. Isso foi obtido com a utilizacdo do PFEM, combinado a técnica
de triangulacdo de Delaunay e o método alpha shape para o reconhecimento do contorno, que
possibilita a analise inclusive de particulas que se separam do dominio. O algoritmo resultante
se comportou de maneira satisfatdria, permitindo simular uma grande variedade de problemas
complexos de engenharia.

Ao utilizar um elemento triangular com aproximacdes lineares para as posicoes e
pressdes, a condicdo de Babuska-Brezzi é violada, sendo necessaria a estabilizacdo da
equacdo da continuidade para a obtengdo de resultados coerentes para as pressdes. Atraves da
técnica PSPG foi possivel obter campos de pressdes livres de oscilagdes, como pode ser visto

ao longo das sec¢des 6.9 e 7.3.
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Para realizar a analise acoplada entre os dois meios, um sistema particionado forte
baseado em um esquema Dirichlet-Neumann foi implementado. Neste trabalho é proposto que
a transferéncia das condicdes de contorno entre 0s meios seja realizada dentro do processo de
solucdo iterativo, 0 que se mostrou bastante eficiente. Cabe ressaltar que para problemas de
dominios fechados e onde os valores de densidade de ambos 0s meios sdo muito préximos, a
convergéncia torna-se dificil e pode ser melhorada modificando-se a matriz Hessiana da
estrutura, como pode ser visto em Tezduyar (2004). Apesar disso, pode-se afirmar que a
formulacdo desenvolvida apresentou um comportamento bastante satisfatorio e estavel, dada a
complexidade dos problemas aqui analisados.

Diversas dificuldades surgiram ao longo deste trabalho. A primeira delas € intrinseca a
natureza do problema de interacdo fluido-estrutura. Ao analisar dois meios com caracteristicas
e propriedades distintas, torna-se complexa a determinacdo de alguns pardmetros essenciais
para a andlise, como o incremento de tempo a ser utilizado. Muitas vezes, o passo de tempo
ideal para a estrutura néo leva a resultados coerentes para o fluido, e vice e versa. Outro ponto
a ser mencionado é o tempo de processamento necessario para obter-se uma solucdo
satisfatoria. Embora ndo tenha sido realizada uma andlise do custo computacional para cada
exemplo por ndo ser do escopo deste trabalho, a paralelizacdo do cddigo é algo extremamente
desejado para problemas de IFE, especialmente quando se deseja estender a formulacgdo para
0s casos tridimensionais. A condicdo de incompressibilidade do fluido é responsavel por,
muitas vezes, resultar em um sistema mal condicionado, demandando um tempo maior para a
sua solucéo.

Em relacdo ao sistema de acoplamento, optou-se por utilizar um esquema em que 0S
noés da interface sejam coincidentes devido a facilidade de implementacdo. Entretanto, essa
escolha tornou o processo de distribuicdo das particulas de fluido e criagdo da malha do sélido
um tanto quanto trabalhoso, uma vez que os elementos de ambos os dominios possuem
funcbes de forma de ordem diferente.

Com base no que foi exposto, conclui-se que o método proposto é robusto e eficiente
para analises de problemas de escoamentos incompressiveis com superficie livre bem como
de problemas de IFE com superficies livres. Além disso, 0 método proposto é inovador, e até
onde o autor e orientador conhecem, inédito, mesmo frente ao contexto atual do PFEM, pois
ao seguir um processo intuitivo relacionado as particulas que € usar sua posi¢cdo como
variavel principal, chegou-se a uma metodologia que ndo apenas coloca fluido e estrutura na
mesma descricdo matematica, mas que deixa ambos com as mesmas varidveis nodais. 1sso,

embora ndo tenha sido explorado neste texto, deixa o acoplamento IFE monolitico direto,
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bastando ajustar a lei constitutiva dos dominios solido e fluido e ajustar os pardmetros de
reconstrugdo da malha para cada um dos dominios de forma independente.

Por fim, cabe destacar que este trabalho apresenta varios pontos que podem e dever ser
desenvolvidos em trabalhos futuros, tais como: 1) Otimizar o cdédigo computacional
desenvolvido, buscando reduzir o tempo de processamento e também melhorar a interagdo
com o usuario. Para isso, ¢ desejavel que seja utilizada uma programacao orientada ao objeto,
incluindo processamento paralelo; 2) Implementar métodos que possibilitem a modelagem de
paredes lisas dentro do algoritmo do fluido. Alguns deles podem ser encontrados em Franci
(2016) e Cerquaglia et al (2016); 3) Desenvolver esquema de acoplamento que néo requeira a
coincidéncia dos nos do fluido com os da estrutura na interface; 4) Acoplar o fluido em
discretizacdo 2D a elementos de barra 2D reduzindo o numero de graus de liberdade para os
problemas onde a estrutura possa assim ser representada; e 5) Extensdo da formulacéo para o
caso tridimensional e acoplamento com elementos de sélidos e cascas em formulacéo

posicional.
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