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RESUMO

CORDEIRO, S. G. F. Contribuicbes as analises de fratura e fadiga de
componentes tridimensionais pelo método dos elementos de contorno dual. 2018.
320 p. Tese (Doutorado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de
Sao Carlos, Universidade de Séao Paulo, Sdo Carlos, 2018.

O presentetrabalho consisteno desenvolvimentale uma ferramentacomputacionalpara
analisegde fraturae fadigade componentesridimensionaisa partir de modelosgeomeétricos

de DesenhaoAssistidopor Computado{CAD, acrénimodo inglés).Modelosde propagacao

de fissurasassociados leis empiricasde fadiga permitema determinacaala vida util de
pecasmecanico-estruturaig.ais analisessdode vital importanciaparagarantira seguranca
estrutural em diversos projetos de engenharia tais como os de pontes, plataformas off-shore e
aeronavesNo entanto,a criagdode modelosde andlisea partir de modelosgeométricosde

CAD envolvediversasetapasintermediariaggue visam a obtencaode malhasvolumétricas
adequadas. A grande maioria dos modelos de CAD trabalha com a representacéo de sélidos a
partir de seu contorno utilizando superficiesparamétricasgdentre as quais se destacamas
superficiesB-Splines RacionaisN&do Uniformes (NURBS, acrénimodo inglés). Paragerar
malhasvolumétricasé necessariaque o conjuntode superficiesNURBS que descreveno

objeto seja “estanque”, ou seja, sem lacunas e/ou superposi¢cdes nas conexdes das superficies
0 que nao € possivel garantir na grande maioria dos modelos constituidos por NURBS. As
contribuicdes propostas no presente trabalho sdo aplicaveis a modelos baseados no Método
dos Elementos de Contorno dual (MEC dual), os quais exigem apenas a discretizacdo das
superficies do problema, ou seja, contorno mais fissuras. No intuito de criar os modelos de
analise de maneira eficiente a partir dos modelos geométricos de CAD, desenvolveu-se uma
estratégia de colocagdo que permite discretizar de maneira independente cada uma das
superficies NURBS que comp&em os modelos geométricos sélidos. Com a estratégia proposta
evitam-se as dificuldades no tratamento das conexdes entre as superficies sendo possivel
analisar modelos geométricos “ndo estanques”. A implementacdo abrange superficies
NURBS, aparadas ou nao, de ordens polinomiais quaisquer e elementos de contorno
triangulares e quadrilaterais de aproximacao linear. As equacdes integrais de deslocamentos e
de forcas de superficie sdo regularizadas e as integrais singulares e hipersingulares séo
tratadas pelo Método de Guiggiani. Fissuras de borda sdo inseridas nos modelos de analise a
partir de um algoritmo de remalhamento simples baseado em tolerancias dimensionais. O
mesmo algoritmo € utilizado para as analises incrementais de propagacao. Trés técnicas de
extracdo dos Fatores de Intensidade de Tensé&o (FIT) foram implementadas para os modelos
baseados na Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL), a saber, as técnicas de correlacao,
de extrapolacdo e de ajuste de deslocamentos. A extensdo dessa Ultima técnica para problema:
tridimensionais € outra contribuicdo do presente trabalho. Os critérios da maxima taxa de
liberacdo de energia e de Schéllmann foram utilizados para determinar o FIT equivalente e o
caminho de propagacao das fissuras. O angulo de deflexdo é determinado por um algoritmo
de otimizacdo e o angulo de tor¢cdo, definido para o critério de Schéllmann, é imposto no
vetor de propagacédo a partir de uma formulacéo variacional unidimensional, definida sobre a
linha de frente da fissura. Nos modelos de fadiga adota-se a MFEL e a equagao de Paris-
Erdogan para determinar a vida util a propagacao de defeitos preexistentes. Um procedimento
iterativo foi desenvolvido para evitar a interpenetracdo da matéria apos o contato das faces da
fissura, permitindo analises de fadiga com carregamentos alternados. Como proposta para a
continuidade da pesquisa propde-se desenvolver formulagcfes isogeométricas de elementos de
contorno para analisar problemas de fratura e fadiga diretamente dos modelos geométricos de
CAD, sem a necessidade de gerar as malhas de superficie. Um estudo numérico preliminar



envolvendo uma versdo isogeométrica do MEC dual baseada em NURBS e a versao
convencional utilizando polindmios de Lagrange lineares e quadraticos foi realizado. A partir
do estudo foi possivel apontar as vantagens e desvantagens de cada formulacdo e sugerir
melhorias para ambas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno dual, Superficies NURBS, Propagacédo
de fissuras, Fratura e fadiga estrutural, Analises isogeométricas.



ABSTRACT

CORDEIRO, S. G. FContributions to fracture and fatigue analysis of tridimensional
components by the dual boundary element method. 2018. 320 p. Thesis (Doctoral degree
in Structural Engineering) — Sao Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo, S&o
Carlos, 2018.

The present work consists in the development of a computational tool for fracture and fatigue
analysisof three-dimensionatomponentbtainedfrom geometricalmodelsof Computer-

Aided Design (CAD). Crack propagation models associated with empirical fatigue laws allow
the determination of residual life for structural-mechanical pieces. These analyses are vital to
ensurethe structural safety in several engineeringprojects such as in bridges, offshore
platformsandaircraft. However,the creationof the analysismodelsfrom geometricalCAD
modelsrequiresseveralintermediarystepsin orderto obtain suitablevolumetric meshesof

the problems.The majority of CAD models representsolids with parametricsurfacesto
describeits boundarieswhich is known as the Boundaryrepresentatior{B-representation).

The most commonparametricsurfacesare Non-Uniform Rational B-Splines(NURBS). To
generate a volumetric mesh it is required that the set of surfaces that describe the object must
be watertight,i.e., without gapsor superpositiomat the surfacesconnectionswhich is not
possible to unsure using NURBS. The contributions proposedat the presentthesis are
applicableto modelsbasedon theDual BoundaryElementMethod (DBEM), which require

only the discretizationof the surfacesof the problems,i.e., boundaryand cracks.A special
collocation strategy was developed in order to create the analysis models efficiently from the
geometrical CAD models.The collocation strategyallows discretizingindependentlyeach

one of the NURBS surfacesthat composethe geometricalsolid models. Therefore,the
difficulties in the treatment of the surface connections are avoided and it becomes possible to
createanalysismodelsfrom non-watertightgeometricaimodels.The implementationcovers
trimmed and non-trimmed NURBS surfaces of any polynomial orders and also triangular and
quadrilateralboundaryelementsof linear order. The displacementand traction boundary
integral equationsare regularizedandthe strongand hypersingulaintegralsare treatedwith

the Guiggiani’s method. Edge cracks are insertedin the models by a simple remeshing
procedure based on dimensional tolerances. The same remeshing approach is adopted for the
incrementalcrack propagationanalysis.Threetechniquesvere adoptedto extractthe Stress
Intensity Factors(SIF) in the contextof Linear Elastic FractureMechanics(LEFM), i.e., the
displacementcorrelation, extrapolationand fitting techniques.The extensionof this last
technique to three-dimensional problems is another contribution of the present work. Both the
general maximum energy realise rate and the Schollmann’s criteria were adopted to determine
the equivalentSIF and the crack propagationpath. The deflectionangleis obtainedby an
optimization algorithm and the torsion angle, defined for the Schéllmann’scriterion, is
imposed in the propagation vector through a one-dimensional variational formulation defined
over the crack front line. The concepts of LEFM are adopted together with the Paris-Erdogan
equationin orderto determinethe fatiguelife of pre-existingdefects.An iterative procedure

was developedto avoid the self-intersectiorof the crack surfacesallowing fatigue analysis

with alternate loadings. Finally, as suggestion for future researches, it was started the study of
isogeometric boundary element formulations in order to perform fracture and fatigue analysis
directly from CAD geometrieswithout surfacemeshgeneration A preliminary numerical

study involving an isogeometricversionof the DBEM using NURBS and the conventional

DBEM using linear and quadraticLagrangeelementswas presentedFrom the study it was
possible to point out the advantagesand disadvantagef each approachand suggest
improvements for both.



Keywords: Dual Boundary Element Method, NURBS Surfaces, Crack Propagation, Structural

Fracture and Fatigue, Isogeometric Analysis.
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1 Introducéo

Problemasmecanicos envolven os fendmenos (fadiga ¢ dafrature estdo presentes t
diversas areas da engenhardevendo serconsiderados, por exemfp na analise d
durabilidade de componentes mecéan nas industrias automobilisti, naval e aeronautica
de elementos estruturaiss industrias de estruturas ci e militares.Tais problemas si
fortemerte relacionadoso fenimeno d concentracdo de tensdes regibes d quinas
entalhe e furos presentes em muit componentes manicos « em ligacées de elementt
estruturais Essa regidessdo mais suscetivei apresentarem defeitos mater como fissura
devido ao processoe fabricacad. A presenca de fissuras pc reduzir signifcativamente
vida de servico ¢ components estruturais submetidos a cargas repeti devido a
propagacéao das fissuras em regime de fadiga, a qual pode oc uma falha prematura p:
fraturemento.Um dos exemplos mais classicos de falha estrutural devido a propaga
fissuras é o caso dos 2500 navios “Liberty” produzidos na segunda guerra mundial dc
145 partirar-se ao meio ainda nas docas e 700 apresentaram danos que imposm sua

utilizacéo

A falha de componentes mecanicos/estruturaispropagacao e fissuras em regime (
fadiga pode ser observada em ni de tensdo muito inferiores em relaca resisténciedo
materia. O crescimento das fissuras em regime de fa ccore devido ao caréter cicli de
carregamento e descarregamento que 0s componentes e estruturas estao sujeitos ar
sua vida util. Visto que a preser de defeitos/fissuras erestruturas reais € inevitavelelo
menos em escala microscopica), a erconhecida analise de tolerancia ao dano deve
incorporada durantes fases de projetc e inspec¢a das pecas para que a senca estruture
seja garantida. Na andlise de tolerAnao dano, admi-se a presenca c fissuras nc
componentes e utilize-se os conceitos da mecanica datura junto com leis empiricas
fadiga para determinar a videil do componente a fadiga. A vida util a fadiga pode
entendid como o numero de ciclos necessarios para a fissura evoluir até uma dir

critica, a partida qual a fatura do componente é inevité

A mecanica da fratura contempla um conjunto de modelos que permite a repres
precisa do comportamento mecénico de corpos deforn contend fissuras além de

fornece parametros que permitem avir consistentemente o0 processo crescimento da
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fissuras em funcéo da intensidade do carregametgme aplicado. Devido ao fenbmeno da
concentracdo de tensdes, sempre existe uma poeg@atérial degradado em uma regido no
entorno da ponta das fissuras denominada na litarate Zona de Processos Inelasticos
(ZP1). Nessa regiao, fenbmenos relacionados a pstmatura do material dissipam a energia
potencial do soélido. A depender da microestrutwanthterial e da temperatura a qual o
mesmo esta submetido, as caracteristicas e dinedadP| observadas experimentalmente
podem ser consideravelmente diferentes. Sendo asgirocesso de fraturamento pode ser

classificado em trés tipos: fratura fragil, fraguase fragil e fratura ductil.

Na fratura fragil as dimensbes da ZPl sdo muitoupegs quando comparadas as
dimensbes da macro fissura e, portanto, a hipaesque toda a energia de deformacao
dissipada seja utilizada para a geracdo de noyasfaues da fissura € plausivel. Caso as
dimensdes da ZPl ndo sejam despreziveis, o fraamamdo material pode ocorrer de
maneira quase-fragil ou de maneira ductil. Inteniemte a ZPI existe uma regido de alta
concentracdo de tensdes que leva o material arpsudeforma integra. Essa regido é
denominada zona de processo de fraturamento. Earieatdicteis como metais, tal regido é
pequena em comparacao a dimensao total da ZPdef@snacdes plasticas sdo os principais
mecanismos de dissipacdo energética. Sendo assiracanismo ndo linear de plastificacao
se manifesta primeiramente em relacdo a propagagidissuras sendo o principal
responsavel pelo colapso do material. J& em mstepgse frageis, a zona de processos de
fraturamento ocupa quase totalmente a ZPI. Issodarzque esse tipo de material manifeste a
propagacdo de micro fissuras em detrimento a outexsanismos nao lineares de dissipacao
de energia (KARIHALOO, 1995).

A mecéanica da fratura baseada em conceitos datdarelasticidade linear, comumente
denominada de Mecénica da Fratura Elastica LindBRE(), € aplicavel a situacdes em que a
ZPl permaneca com dimensdes muito pequenas ao ldogmocesso de propagacao das
fissuras. Tais situacdes ocorrem frequentemenfeahaa dos materiais frageis e também na
fadiga de alto ciclo de componentes mecanicostasstis. De acordo com as solugcdes
analiticas apresentadas na MFEL, o estado de tevas®onta de uma fissura € singular e,
portanto, ndo pode ser quantificado, dificultan@mplcacéo de critérios de falha baseados em
tensdes. Para contornar essa inconsisténcia, I(W®7) definiu uma nova grandeza
denominada Fator de Intensidade de Tensdo (FITinetw da qual € possivel quantificar de
maneira finita o estado de tensdo singular na pdatama fissura. Por meio dos FIT é

possivel prever se a fissura ira propagar ou ném&ém prever a direcdo de propagacao.
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Durante as ultimas décadas muitas peas baseadas em métodos analiticos, nuns e
experimentais foram desenvolvidas objetivando aerdehacdo precisa dos FI1 para
superficies de fissuras recorrentes em pecas wstiite para diferentes tipos

carregamentos e condi¢cdes de cont(BRIGHENTI e CARPINTERI, 2013).As solugde:
analiticas apresentadas na mecanica da fratuiey asmo as da teoria celasticidade, sé
restritas a um pequeno conjunto de problemas, ampliEcadasgeometrias «condicdes di
contornc. Portanto uma maior generalidade para analisdgrascomplexosde propagaca
de fissuras ersolidos requer a utilizagé demodelos nurrricos, a partir dos quais é possi'

obtel soluzdes aproximadas para os proble de mecanica da fratut

Os temas a serem abordamna presen tese sdo relevantesara qualquercomponentt
mecanico/estrutur, macroscopicamente homogéneo e isétropo,ito ao fenbmeno
fratura fragil ou d fadiga, independentemente do campo dlicacdo do mesmo. evese
salientar que componentes estruturais metalicanaidos ¢ carregamentos ciclic de baixe
intensidadesdo paiicularmente sensiveis a propagacde superficies de fissul sen
apresentarem grandes deformacdes pla. Tais fissuras tendem aescerpor fadiga ne
forma de superficies tridimensior complexas até atinem uma configuracdo criti,
correspondendo a fal por fraturamento fragil pa um dalo estado de tensdo de sen A
Figura .1 apresenteformas tipicas de superficies de fissuras comumebservadas el

componentes estruturais metalicos devido a propadea&dil em regime de fadi.

Figura 1.1 Formas tipicas de superficies de fissuras em coempes estruturais metalicosRIGHENTI e
CARPINTERI, 2013).

As superficies de fissuras observadas em probléndamensionais e fratur: e fadig:
geralment crescemem modo mistcde maneira complexa impossibilitando a simplificas
bidimensional valida para superficies planas emtqdes os pontos da linha de frente
fissura cresem igualmente. No caso geral de superficies cutgdssuras os FIT devem ¢
calculados para tos ospontos discretos dos modelos numéricos que perte alinha de

frente da fissuraTal avaliacdo deve ser efetu a cada passo incremental da simula
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numérica do crescimento da fissura e relacdes patidaxa de crescimento em regime de
fadiga (determinadas a partir de técnicas expetemgndevem ser aplicadas para prever a
evolucdo da superficie da fissura. As analisesagagacao tridimensional das superficies de
fissuras podem ser extremamente custosas em tedeosempo de processamento,
principalmente se os FIT forem calculados a pdditécnicas que requeiram custosas etapas
de poés-processamento, como € o caso da integffacdamento virtual de Irwin (1958), da
integral J de Rice (1968) e do método da funcdcadte de Szabo & Babuska (1988). As
técnicas de correlacdo e de extrapolacdo de desbmtas sdo técnicas simples e de fécil
implementacgdo, que envolvem apenas a avaliacdaegiscamentos nas faces da fissura.
Tais técnicas, no entanto, ndo sao tao precisasri® sesultante pode ser consideravelmente
grande, principalmente se as regides proximas dhalide frente da fissura forem
discretizadas com malhas grosseiras. Visando pi@as baixo custo computacional nas
analises de fratura e fadiga, o desenvolvimentood@s técnicas para a avaliagdo precisa dos
FIT que ndo envolvam exaustivas etapas de posgsacento torna-se um tema de grande

importancia.

A abordagem de tolerancia ao dano e a estimatiwaddadtil a fadiga, incorporadas as
fases de projeto e inspe¢do dos componentes mesérstruturais, resultam uma economia
nos custos de manutencdo de diversas estruturacanismos. No entanto, a criagdo dos
modelos numéricos para as analises tridimensia®afadiga dos componentes é uma tarefa
dificil e restringe a incorporacdo da abordagemtalerancia nos projetos de engenharia
atuais. Entre os métodos numéricos mais difundjpira as analises de fratura e fadiga
destacam-se o Método dos Elementos Finitos (MERYyarcional, o Método dos Elementos
Finitos Generalizados/Estendidos (MEFG ou MEFE)neésodos sem malha como o Método
de Galerkin Livre de Elementos (GLE) e o Método #dsmentos de Contorno (MEC).
Modelos numéricos baseados no MEF convencional erequ malhas volumétricas
conformes com as superficies das fissuras e exigenplexas etapas de remalhamento para
acompanhar a evolucéo das fissuras. Por sua verpdslos baseados no MEFG permitem
gue a descricdo geométrica das superficies derdissaja ela implicita ou explicita, ndo
necessite ser conforme com a malha volumétricaraloigma. Além disso, 0 método permite
a propagacdo da fissura sem a necessidade do enggito da malha volumétrica. No caso
dos métodos sem malhas, € apenas necessario wmtcod§¢ pontos internos ao dominio do
problema, o que simplifica consideravelmente o Ecoento de algoritmos de rastreamento

da superficie da fissura. Por fim, o MEC, mais esgjpamente a formulacdo dual do MEC,



requer a discretizacao apenas das superficieroblema, i.e., contorno mais fissuras. De
maneira, o remalhamento necessario finserir e rastrear as superficies de fis é
consideravelmente mais simples do que os remalfitae envolvidos no MEF convencion
e, o caso de fissuras internas, o alhamento pce ser completamente evit:. A Figura 1.2

ilustra modelos uméricos de fadiga baseados nos métMEF, MEC dual eMEFG.

location
of the investigated crack

Initial
Crack,

i

2
ersiyiar [ r—

(a)

Figura 1.2—Modelos numéricos de fadiga: (a) MEFRAL et al.2005) (b MEC-dual (KOLK & KUHN,
2006) e (C)MEFG (PEREIRA, 201C.

Na atualidade, geometrii dos ©mponentes mecanicos € defir por projetistas er
programis de Desenho Assistido por Computador (C/acrénimo do inglé). Cs arquivos
dos modelos geométris de CAD devem se transformados e representacis geométrice
adequadaasanalises i.e., geometrias estanqL as quais sdo utilizadas para gerar as mi
volumétricas que @o necessals para a criacada maioria dc modelos numeéricos
analise. Conforme apontado em Cottrell et al. (2Cessaarefa esta longe de ser uma tai
trivial e, para projetos complexos de engenhiestimase que a mesma to cerca de 809
do processo de analises como um (SANDIA NATIONAL LABORATORIES, apuc
COTTRELL et al., 200). A abordagem de tolerancia ao dagquando utilizada na fase
inspecdo dos componentes de projeto de engenharia, aux 0s engenheiros a pre\
periodos 6timosde inspecdo (EAUREPAIRE et al, 2017). Ja na fase de projeto de |
componente, a aplicacdo préatica da tolerancia ao dequer uma grande quantidade
iteracO0es entre 0s projetistas e os analistas digafaOs projetistas providenciam u
geometria inicial, a qual deve sterativamente nrlhorada por mei de sucessivas analises
tensdes e de propagacdo de fissuras por fadigan ald se obter componentes pol
susceptiveis a fadiga. Isso requer a criagdo dmsvdnodelos numéricos, nos quait

necessario inserir fissuras e efetuar ises de propagacao para estimar o numero de ci
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fadiga.Caso a vid util a fadiga para uma dada geometria seja insatisdatosi projetista
partem para uma nova iteracdo geométrica e o EocEsrepete novamente. E notorio
esse processo € mt mais ineficiente, devido a grande quantidade denienhgcdo human.
do que a simples criacdo de modelos geomé de CAD, e pode levar alalgunsmeses par
um componente relativamente sim| (PENG et al., 201b). Os projetos de engenharia es
se tanando crescentemente mais complexos, conformgalasFigura 1.3. Um automoéy
tipico consiste de aproximadamente 3.000 pecaggwido a jato cerca de 30.000 pecas,
Boeing 777 cerca de 100.000 pecas e um submaridearumoderno cerca de 1.000.(
pecagSANDIA NATIONAL LABORATORIES, apuc COTTRELL et al., 200¢. Portanto, ¢
abordagem de tolerancia ao d encontra sérios desafios para que a mesma pos

incorporadzos projetos atuais de engenh.
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Figura 1.3— Complexibilidadecrescentelos frojetos de engenharia (COTTREt al, 2009).

Abordagens numéricas convencionais apresentamsvanioaves para a criacao eficie
dos modelos de analise a partir de modelos geaongtdomplexos provindos de softwa
CAD. A situacao se agrava ainda s no caso de problemas com fissulAs principais
dificuldade: na criacdo dos modelos numéricos de f¢ encontrar-se na etapa
transformar o modelo geométrico em um modelo es@ngeraruma malhe: adequadi
(geralmente volumétric e muitas vez¢ conforme com as supdcies iniciais da fissurea
gual é geralmente duas escalas dimensionaisr do que a escala do compone e na

etapa de remalhamento devido a propagacao dadisigsede fissuraConsiderando ainda
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alto grau de incertezas envolvidas nas analisesatiera e fadiga, o numero de iteracbes
projetista-analista para tratar o problema de fopnadbabilistica € mais um sério agravante a

aplicacao pratica da tolerancia ao dano.

A grande maioria dos modelos geométricos de CAEx taarepresentacdo de solidos a
partir de seu contorno utilizando superficies p&taicas, o que € denominado na literatura
Boundary-representatiorou aindaB-representationEntre as superficies paramétricas mais
utilizadas, i.e., NURBS, T-splines e Subdivisdo slgperficies, as NURBS, ou seja,
superficies B-Splines Racionais Nado Uniformes, alesh-se como as mais difundidas nos
programas de CAD. E interessante, por varias razfieso conjunto de superficies NURBS
que compdem o modelo geométrico seja “estanqueteftight em inglés), ou seja, sem
lacunas e/ou superposicdes nas conexdes das sigseri que ndo € possivel garantir na
grande maioria dos modelos constituidos por NURB&Z(LEVS et al. 2010). Diversas séo
as dificuldades oriundas dos modelos geométricos'estanques” e varios trabalhos na area
da geometria computacional tentam solucionar dengdgforma esse impasse (SEDERBERG
et al., 2003). No contexto das analises numérieas, modelos dificultam ou muitas vezes
impossibilitam a geracdo de malhas volumétricasnesmo malhas fechadas de superficie,
dificultando ou impossibilitando, portanto, as #&@&d8 de fadiga a partir de modelos

geométricos ndo “estanques”.

Na ultima década tém se tornado cada vez mais @doordagens que adotam como
funcBes bases para as aproximacdes numéricas ammamcoes utilizadas pelos softwares
de CAD para descrever as geometrias, i.e., NURBS&plifies e Subdivisdo de superficies
(SCOTT et al.,, 2013). Tal abordagem, apresentadaHwugheset al (2005), tem sido
referenciada como Analise Isogeométrica (AlG) e senmostrado atrativa em diversos tipos
de andlises. Entre as vantagens das AIG pode-tgcdes possivel redu¢cdo no numero de
graus de liberdade, devido as melhores capaciddelegproximacdo das funcdes base e a
representacdo exata da geometria, e a maior igémgemntre programas de CAD e modelos de
andlise devido a possibilidade de se utilizar o meesnodelo de CAD para as analises
numéricas (modelo isogeométrico). Apesar de aptasemimeras aplicacdes em problemas
envolvendo elementos de casca, no caso de solidiimensionais a criacdo do modelo
isogeométrico ndo é tdo simples. Isso por que @a®l@gias CAD mais bem consolidadas
descrevem os sOlidos a partir darepresentatione, portanto, utilizam fungbes base
bivariadas para descrever as superficies, ao ppss@s tecnologias de andlise mais bem

consolidadas (MEF) necessitam de funcdes basemisitas para descrever os volumes.
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NURBS trivariadas acopladas com técnicas de cootornerso (SANCHES et al., 2011)
apresentam-se como uma alternativa para contossar @roblema. No entanto, demandam
acoplar uma malha volumétrica a uma malha de deperfAléem disso, a imposicao das
condigbes de contorno ndo é tdo direta quanto sBo da formulagbes convencionais de

elementos finitos.

No caso de analises isogeométricas com elementasrderno a etapa de geracdo de
malha pode ser completamente eliminada e as anfsiem ser efetuadas diretamente dos
modelos geométricos provindos pelos softwares d® QAAN et al., 2013). Isso porque
ambas as tecnologias trabalham com a descricdoolidos a partir de superficies
paramétricas com funcbes base bivariadas, o gqna twacoplamento ideal para realizar as
analises de maneira direta. Deve-se salientamtam®, que o numero e a ordem das funcdes
base usadas para a descricdo da geometria poderaendm suficiente para capturar 0s
gradientes dos campos mecanicos. Nesses casadégiss de refinamento padrdo como a
“insercao de&knots ou a “elevacao das ordens polinomiais” podemasitadas sem alterar a
geometria do modelo. Além disso, o refinamento fdagdes base dos campos mecanicos
pode ser efetuado de maneira independente sem gjenacessario refinar a descricao
geométrica (MARUSSIG et al., 2015).

Para problemas de fratura, a formulacdo dual do ME€senta uma caracteristica unica
para o desenvolvimento de modelos isogeométrichatiea e fadiga, que é a necessidade de
aproximacgfes com funcdes base bivariadas apenas aslksuperficies dos problemas, ou
seja, contorno mais fissuras. No entanto, no gadilmensional, diversos desafios devem ser
superados para que seja possivel o desenvolvindentoodelos isogeométricos de fratura e
fadiga via o MEC dual. Entre essas dificuldadesepsel destacar a maior dificuldade para
inserir e propagar em modo misto fissuras de b@slguais requerem o rastreamento de uma
linha de descontinuidade sobre as superficies NURBEtamento de superficies NURBS
aparadas e meétodos eficientes para o calculo degrams fortemente singulares e
hipersingulares, inerentes ao MEC dual, sob elepsetiirvos altamente distorcidos (PENG
et al, 2017b).

Nas ultimas décadas diversas pesquisas relaciorada®canica da fratura foram
desenvolvidas no SET — Departamento de Engenhariasttuturas da EESC — Escola de
Engenharia de S&o Carlos da USP — UniversidadeddeP8ulo. Foram propostos modelos

numeéricos e formulacdes para a analise de varadgmas de fratura como, por exemplo, a
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determinacdo dos FIT, a propagacao fragil de mattigissuras, modelos coesivos para
analises de fratura quase fragil em materiaisapOs e anisotropos, modelos dinamicos de
fratura e modelos probabilisticos de fadiga paravaliacdo da confiabilidade estrutural.
Apesar da diversidade de problemas estudadosndegraaioria dos trabalhos se restringiu a
andlises bidimensionais, muitas vezes de problem@icos de pouca aplicacdo pratica,
ignorando as grandes dificuldades numéricas erdadvina aplicacdo da tolerancia ao dano
para componentes tridimensionais de projetos derdgragia. Mesmo no trabalho de Barbirato
(1999), o qual abordou o desenvolvimento de modeidisnensionais de fratura, as analises
estudadas se limitaram a problemas com geometriples (prismas), com superficies de
fissuras planas solicitadas a modo | de fraturan @sta tese da-se continuidade a linha de
pesquisa de métodos numéricos aplicados a probléanasecéanica da fratura que vem sendo
desenvolvida no SET, mais especificamente, protdewiacionados a propagacéao de fissuras

em regime de fadiga em componentes mecanico-astisittidimensionais.

Em sintese, o presente trabalho consistiu no des@mento e na programacao em
linguagem Fortran 90 de uma ferramenta computakcjmara analises de fratura e fadiga de
componentes tridimensionais a partir de modelosmgéicos de CAD. O programa
computacional desenvolvido é baseado na formulsMBG dual e as equagdes integrais de
deslocamentos e de forcas de superficie, inereagemétodo, foram regularizadas pelo
método de Guiggiani. Para integrar o programa dedado com os modelos geométricos de
CAD, implementaram-se as equacfes de mapeamentsugasficies NURBS de ordens
polinomiais quaisquer e adotou-se uma entrada diesdam funcéo das superficies NURBS, e
ndo dos elementos convencionais. Desenvolveu-seestra&égia de colocacdo que, acoplada
a geradores de malhas bidimensionais, permiteatizar de maneira independente cada uma
das superficies NURBS que compdem os modelos gdoogtde CAD, evitando os
problemas nas conexdes das superficies e possidiita analise de modelos geométricos
nao “estanques”. A insercao e a propagacao dedssle bordas foram realizadas a partir de
um algoritmo de remalhamento simples, baseado Eratwias dimensionais. Trés técnicas
de extracdo dos Fatores de Intensidade de Tensdd fgram implementadas para os
modelos baseados na Mecanica da Fratura ElastimsmiL{MFEL), a saber, as técnicas de
correlacdo e extrapolacdo de deslocamentos e ateetgznica de ajuste de deslocamentos
(GONZALEZ et al, 2015). Os critérios da maxima taxa de liberac&oedergia e de
Schollmann foram utilizados para a determinacaoFtb equivalente e do caminho de

propagacédo das fissuras. Nos modelos de fadiga-adoh MFEL e a lei de Paris-Erdogan
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para a determinacdo da vida util & propagacao fiatake preexistentes. Um procedimento
iterativo foi desenvolvido para evitar a interpeagfio da matéria apds o contato das faces da
fissura, permitindo analises de fadiga com carregans alternados. Por fim, um estudo
comparativo preliminar entre uma versao isogeoogtio MEC dual baseada em NURBS e
a versao convencional utilizando polinémios de hage lineares e quadraticos foi realizado.
A partir do estudo foi possivel apontar as vantagemesvantagens de cada formulacao e

sugerir melhorias para ambas.

Como contribui¢cdes originais da presente teseadast-se a estratégia de colocacéo
desenvolvida para contornar as dificuldades na@oialos modelos de andlise e a extensao
da técnica de ajuste de deslocamentos de Gonztleal, 2015 para problemas
tridimensionais. No contexto da formulacdo MEC dw@wadeterminacdo e a imposicdo dos
angulos de propagacéao, angulos de deflexéo e chot¢definido no critério de Schollmann),

e o algoritmo de contato entre as superficies dessurbs também sdo contribuicdes

importantes do presente trabalho.
1.1 Apresentacdo da tese

O texto da presente tese foi organizado em 8 dapjtuisando apresentar o contetudo
de maneira construtiva, ou seja, 0s conceitos sdativamente apresentados de maneira a

construir por partes a ideia principal do trabalho.

Capitulo 1 — Introducdo: apresenta-se uma descripffiodutéria do tema, a
apresentacdo da tese, uma revisao da bibliograisapdo pelo Estado da Arte de algumas
importantes areas de pesquisa exploradas no peetsabalho, os objetivos, a metodologia e

as delimitac@es, e por fim, a justificativa do prdae trabalho.

Capitulo 2 — Método dos elementos de contorno @aksentam-se conceitos basicos
sobre como as equacdes diferenciais parciais quermgm o0s problemas de elasticidade
podem ser transformadas em equacdes integrais rdermo. A formulacdo MEC dual é
introduzida para a andlise de problemas com fisguwameio da colocacédo de duas equacdes
integrais linearmente independentes para os paentoatricamente localizados sobre as faces
da fissura. Descreve-se de maneira sucinta comdG propde que as equacdes integrais
continuas sejam transformadas em um sistema disdeeequacdes algébricas através dos
elementos de Lagrange e da técnica de colocactmmnica de sub-regides € introduzida para

analisar o comportamento conjunto de componenteameos perfeitamente conectados e 0
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procedimento iterativo proposto para evitar a pgeetracdo da matéria ap0s o contato das

faces da fissura é apresentado.

Capitulo 3 — Malhas independentes para as sumfldURBS: apresenta-se nesse
capitulo o gerador de malhas de superficie deseideoh partir do mapeamento geométrico
das NURBS e a estratégia de colocacdo adotadacpatarnar os problemas das conexdes
das superficies. Com a estratégia é possivel tzmrdCom elementos de Lagrange) de
maneira independente cada uma das superficies NUBBSBadas ou ndo, e de ordem
polinomiais quaisquer, que compde o0s modelos gemometcomplexos. Apresentam-se

exemplos numéricos para validar o gerador e atégiteadesenvolvidos.

Capitulo 4 — Andlises de propagacéo de fissurassapta-se o algoritmo incremental
para as andlises de propagacéao de fissuras. Asaecate extracao dos FIT sdo apresentadas e
a partir dos FIT é possivel entdo verificar a alti@tle ao crescimento das fissuras. Os dois
critérios de propagacédo sao introduzidos e a detagéo do angulo de deflexdo é resolvida
como um problema de otimizac&o univariavel. O amngel tor¢cao do critério de Schéllmann é
Imposto no vetor de propagacéo a partir de umaudiagao variacional, definida sobre a linha
de frente da fissura. O algoritmo de remalhameata fratar fissuras de borda se baseia no
calculo de minimas distancias no espaco. Sendmaéspossivel trabalhar com tolerancias
dimensionais, flexibilizando as discretizacdes eraliaes com fissuras de borda. Exemplos
de propagacao de fissuras foram analisados paidamalem conjunto, os algoritmos

desenvolvidos.

Capitulo 5 — Fadiga baseada na mecéanica da fraléistica linear: Descrevem-se as
hipoteses assumidas nos modelos de fadiga baseadel-EL. Acopla-se o algoritmo de
propagacdo a equacao de Paris-Erdogan para deteraninda Gtil & fadiga. Nos problemas
tridimensionais, a variacao do FIT da equacao dis Pade ser considerada como a variagao
do FIT equivalente em cada ponto da frente darissOs critérios da maxima taxa de
liberacdo de energia e de Schollmann sdo adotatasdescrever as envoltérias limites da
propagacao estavel a fadiga. Para os modelos reongreescreve-se a equacao de Paris em
sua forma discreta (diferencas finitas) e desemvebs um equacionamento alternativo que
permite determinar a vida util & fadiggenchmarksanaliticos e numéricos foram analisados
para validar as implementacdes. Além disso, proéderde fadiga de componentes

provenientes de modelos geométricos de CAD tambéamf analisados.
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Capitulo 6 — Formulacao isogeométrica do MEC d&plesenta-se uma formulacao
isogeométrica do MEC dual baseada em NURBS reguléahe estudo comparativo inicial
entre a versao convencional com elementos de Lggmm versdo isogeométrica baseada em
NURBS é realizado. A partir do estudo conclui-se @mnbas as abordagens apresentam
limitagOes, as quais podem ser o0 ponto de partida guas vertentes de pesquisas futuras

propostas.

Capitulo 7 — Conclusdes: Nesse capitulo, sdo fasasonsideracdes finais sobre o
desenvolvimento do trabalho. Os resultados obtsdmsdiscutidos e as conclusdes extraidas
do trabalho sdo agrupadas em trés tdpicos: Dizagétes independentes das NURBS,
desenvolvimentos do modelo de propagacdo de fissirandlises de fadiga a partir dos
modelos de CAD. As conclusdes servem de base [muatid a robustez das contribuicbes
propostas na presente tese e também para sugeas &specificos que podem ser o foco de

estudos futuros.

Capitulo 8 — Proposta para a continuidade da pssgBropdem-se basicamente duas
vertentes para a continuidade da pesquisa: Aprimamgos dos modelos de fadiga baseados
na formulagdo convencional do MEC dual e o desenwehto de formulagbes

isogeométricas do MEC dual baseadas em outraslogia® CAD.
1.2 Estado da arte

1.2.1 A mecanica da fratura teérica e computacional

A mecanica da fratura € uma ciéncia que estudfugintia de defeitos materiais tais
como fissuras na resposta mecéanica de solidosndébeis. Kirsch (1898) e Inglis (1913)
foram os primeiros estudiosos a avaliarem o efdétduros e fissuras em meios continuos.
Baseado na teoria da elasticidade o primeiro algtmrminou uma solucao analitica para uma
chapa tracionada contendo um furo circular. O meserdicou que as tensdes em alguns
pontos nas bordas do furo apresentavam valoresz8svmaiores que a tensao remota
aplicada. Inglis (1913) estudou o problemautea chapa infinita tracionada com um furo
eliptico em seu centro. Novamente verificou-se et@fda concentracdo de tensdes, porém
ainda mais significante do que no caso estudaddpsch. Percebeu-se que a medida que
um dos raios da elipse se aproxima de zero, e @mgda do furo se aproxima da geometria
de uma fissura, o estado de tenséo a sua frerde teser singular. Baseados na técnica de
funcdes de tensdo, Westergaard (1939) e postemntenmduskhelishvili (1953) determinaram
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uma solucéo para os campos de tensdes nas prodesida ponta de uma fissura perfeita em
um problema plano. Novamente foi verificada a dimggade dos campos de tenséo ja

apontada anteriormente por Kirsch e Inglis.

A singularidade do estado de tenséo na ponta slagdis acarretou uma inconsisténcia
dos critérios de falha baseados em tensées. A& gartm balanco energético global Griffith
(1921) apresentou um critério de falha para prgquando uma fissura ira se propagar em um
sélido elastico. Segundo o balanco energético détlbr fissura se propaga quando ocorre
uma reducédo (dissipacdo) na energia potencial filgndacdo do corpo. O critério pode ser
descrito a partir da taxa de liberacdo da enemgfi@ngial elasticas e prediz que a fissura ira

se propagar quand8 atingir um valor criticoG,. A energia dissipada € entéo utilizada para

a criacao das novas superficies da fissura queopaga.

Em 1950 a Mecanica da Fratura foi apresentada eonzodisciplina pelo engenheiro
George Irwin, que trabalhava maval Research LaboratorfSanford, 2003). As primeiras
ideias foram desenvolvidas para materiais nos gutiegura ocorre de maneira fragil, como o
vidro e o ferro fundido, para os quais a hipétesecamportamento elastico é plausivel. A
partir desses estudos foram desenvolvidos alguaspdocipais conceitos da Mecéanica da
Fratura Elastica Linear (MFEL). Baseado nos coonsaia MFEL, Irwin (1957) prop6s que a
magnitude da singularidade dos campos de tensdesnta da fissura pode ser contabilizada
através de escalares denominados Fatores de tfddasile Tensdo (FIT), ou simplesmente

K,, comi=1,ll lll correspondendo a cada um dos modos basicos deafrRor meio dos

FIT é possivel formular critérios de propagacéaosnedicientes do que o balanco energético

global de Griffith. De acordo com esses critérgpsando o valor de um FIT equivalerkg,,

calculado como uma combinacdo di,, K, e K, , atingir um valor criticoK., que

corresponde a uma propriedade material denomiraticidlade a fratura, a fissura ird se

propagar de maneira instavel no caso da fratugd.fi@s FIT K,, K, e K,, se relacionam
diretamente com as taxas de liberacéo de energienddos basicos de fratu@,, G, e G,

que compdeG . Entre os critérios da MFEL baseados nos FIT daestase o critério da
maxima tensao circunferencial, o critério da maxima de liberacdo da energia potencial e
o critério da minima densidade de energia de defofim (BROEK, 1986 e MI, 1996). Tais
critérios foram inicialmente desenvolvidos levarsgoem consideracao problemas planos, ou

seja, desprezando os efeitos do modo Ill de frafdia@s recentemente, Schollmaen d.
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(2002), Richarcet al. (2005) e Chanegt al (2006) propuseram critérios de propagagcao mais
consistentes para os problemas tridimensionaisqnag os efeitos do modo Il de fratura

influenciam tanto a resposta do FIT equivaleitg quanto a resposta dos angulos de

propagacdo. As abordagens baseadas nos FIT s&lpamente eficientes, pois envolvem
apenas uma analise local dos campos de tensdeslogaimentos nas proximidades da ponta

da fissura para avaliar a propagagao por meio f@élivalentd,, .

Solucdes analiticas para os FIT podem ser encastrpdra problemas planos com
geometria e condigdes de contorno especificakardbooksomo Broek (1986), Murakami
(1987) e Surendra, Swartz e Ouyang (1995). No @mtanaplicacdo das solu¢des analiticas
para os problemas reais de engenharia é bastanit@did. No caso tridimensional a situacéo
se agrava ainda mais visto que solucBes analit@gasconhecidas apenas para dominios
infinitos. Outras abordagens para a obtencdo ddscBmo o método das fungdes peso
(WANG e LAMBERT, 1995), o método das forcas de watu (ISIDA, NOGUCHI e
YOSHIDA, 1984) e métodos empiricos (NEWMAN e RAI1981; POMMIER, SAKAE e
MURAKAMI, 1999) também podem ser encontradas nerdiura. No entanto, uma maior
generalidade de problemas de fratura requer aagdo de métodos numeéricos capazes de
simular solidos elasticos contento superficiesisiifa e técnicas eficientes para a extracao
dos FIT a partir da resposta elastica numériceedsdes e deslocamentos nas proximidades

da ponta da fissura.

Desde os trabalhos de Griffith (1921) e Irwin (1P8Ho seu rapido crescimento nos
anos sessenta e setenta, a mecanica da fratura dosrprincipais conjuntos de teorias
utilizados para prever rupturas em solidos. Os eitoe da Mecénica da Fratura,
originalmente desenvolvidos para materiais elastifayam posteriormente expandidos para a
analise da fratura em materiais ducteis (elastbptés e quase frageis. Nesses materiais a
zona de dissipagdo de energia, ou ZPI, a frentiesslara ndo é desprezivel. Nos materiais
ducteis a dissipagdo de energia ocorre principakndavido as deformacdes plasticas, as
guais sao verificadas na frente da fissura. O eolggor fraturamento nesse caso comeca a
ocorrer quando nado houver mais regides de mateligboniveis para se deformar
plasticamente. J& nos ditos corpos quase fragememia dissipada na ZPI ndo decorre das
deformacdes plasticas, mas sim devido a outros mignas resistentes. Em concretos e
rochas, esses mecanismos de dissipacdo estimmeldes a coalescéncia de microfissuras,

intertravamento de particulas agregadas e friccéi® fdces da fissura (SURENDRA,
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SWARTZ e OUYANG 1995). JA& em madeiras e compésiibsosos artificiais tais
mecanismos estdo relacionados principalmente axé@onde fibras cruzantes a fissura
(SMITH, LANDIS e GONG, 2003).

Dugdale (1960) e Barenblatt (1962) propuseram nosdede fratura baseados em
fissuras ficticias para representar a ZPl em naasedlcteis. Nesses modelos a ZPI a frente
da fissura é substituida por uma fissura ficticias faces estéo sujeitas a tensées coesivas de
escoamento, responsaveis pela representacdo dbezrigesidual da regido degradada.
Posteriormente Hillerborg et al. (1976) apresentou modelo de fissuras ficticias para
representar a ZPI de materiais quase frageis (Eétmem especificoDs autores propuseram
gue o amolecimento do material na ZPI fosse reptade através de tensdes coesivas variaveis
em fungdo da abertura da fissura ficticia. Esseetnode fratura ficou conhecido por modelo
coesivo e tém sido utilizado para a andlise daufsaem diversos materiais como concretos,
rochas, madeiras, blocos de alvenaria e compdaitieados{BOSTROM, 1992; BAZANT, et
al., 1994; SALEH e ALIABADI, 1995; BARPI e VALENTE, 1998; RBNHARDT e XU,
1999; ALIABADI e SALEH, 2002; ELICES et al, 2002; MAI, 02; MOES e
BELYTSCHKO, 2002; LI e CHANDRA, 2003; DE BORST, 280 CARPINTERI et al.,
2003; PLANAS et al., 2003; TVERGAARD, 2003; DONGatt, 2003: YANG e COX, 2005;
REYES et al.,2009; FERREIRA, VENTURINI e HILD, 2014 GALVEZ et al., 2013).

Na literatura podem ser encontrados diversos métodméricos capazes de lidar com
problemas de fratura. A escolha do método numémais adequado para simular os
problemas de fratura depende da natureza dos mesRroblemas relacionados a
fragmentacdo envolvem andlises dindmicas ndo ésede propagacao de multiplas fissuras
considerando fenbmenos como a nucleacgédo, coalés@bdurcacdo. Tais andlises sdo mais
frequentemente abordadas na literatura utilizanldomentos coesivos de interface em
conjunto com programas de elementos finitos acoglad robustos algoritmos de
remalhamento com refinamentos locais adaptative®kiPet al 2012; ALHADEFFet al
2016). Métodos sem malhas, a teoria peridinamicaodelos de campo de fase aparecem
como alternativas mais recentes para abordar é&ms@sienos de fratura (RABCZUE& al
2010; HA e BOBARU, 2010; BORDEHMIt al, 2012). J4 no caso de problemas de propagacao
guase estatica de fissuras dominantes em regimiadiga em componentes mecanico-
estruturais com geometrias/topologias complexaseCMual, o MEFG/MEFE e também o
GLE tem sido utilizados com sucesso na literatunadeversos trabalhos (KOLK & KUHN,
2006; PEREIRAet al 2010; PATHAK et al. 2014), pois apresentam carésticas
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vantajosas para esses tipos de andlise. A segusajia-se uma breve revisdo sobre as
abordagens numéricas para problemas de fratura,ucorenfoque especial em problemas

com fissuras dominantes.

A abordagem numérica mais simples € através étsdos de exclusao de elementos
finitos (BEISSEL et al., 1998; FAN e FISH, 2007)eddes modelos as fissuras ndo séo
discretizadas explicitamente. Ao invés disso € stpaue as tensdes nos elementos sao
levadas a zero uma vez que um determinado cridérfalha € atingido. Deve-se salientar que
nesses modelos o problema da fratura encontradspasta e as respostas numeéricas podem
apresentar severas dependéncias de malha. Nos améubel fratura por separacéo
interelementos (ORTIZ et al., 1987; ZHOU e MOLINARDO04) o crescimento da fissura é
restrito as arestas dos elementos finitos. Desseinaos resultados numeéricos podem ser
muito sensiveis em relacdo ao tamanho e forma léoseatos adotados. A abordagem de
fratura interelementos acoplada a algoritmos atlaptade remalhamento local também tem
sido utilizada em analises de fratura (POTYOND¥lgt1995; SCHOLLMANN et al., 2003;
URAL et al.2005). No entanto, para problemas tridimensiodaifatura em modo misto em
componentes topologicamente complexos a abordageMBF pode se tornar extremamente
complexa devido ao remalhamento necessario pateaas evolucdo das superficies de

fissura.

Métodos de enriquecimento por sua vez sdo baseawla®nceito de particdo da
unidade e na decomposicdo da solucdo na formie. u € a solucdo tipica de elementos
finitos e 0 € a parte da resposta numérica que acrescentanagoes relacionadas ao
comportamento das funcdes de enriquecimento adotpdea a base de polinbmios de
Lagrange. As funcdes de enriquecimento podem feorsaiglobal conforme apresentado em
Gifford e Hilton (1978) ou ainda o enriquecimentodp ser em nivel local conforme
introduzido por Belytschko et al. (1988). O enrigugento global acarreta uma maior
guantidade de graus de liberdade nas andlises mardiminui a esparcidade da matriz
resultante. Uma vez que as fissuras sdo um problecay os métodos de enriquecimento
desenvolvidos para andlises de fratura utilizanalgente enriquecimento em nivel local
como € o caso do Método dos Elementos Finitos Histess (MEFE) introduzido por Moext
al. 1999, o qual é anélogo ao Método dos ElementamEieneralizados (MEFG) aplicado
a problemas de fratura. No contexto do MEFG o eedgmento com func¢des descontinuas
permite que o caminho de propagacéao da fissura @asdgnterno ao elemento finito evitando

assim o trabalhoso remalhamento antes necessasioamalises via MEF. A posicao
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geomeétrica da fissura e o seu crescimento podedeseritos de maneira implicita atraves de
métodos como o métodevel setou de maneira explicita (com discretizacdo) asaie
métodos como dace offsettinggAlém disso, o enriqguecimento de nds nos elemedos
ponta de fissura com fun¢Bes analiticas da MFEImjgercapturar com maior precisdo 0s
gradientes dos campos de tensdo e deslocamentss meggdo. Devido principalmente as
caracteristicas mencionadas, o MEFG tem sido aditizem varios trabalhos que tratam de
problemas de fratura por fissura dominante (MOBEEYTSCHKO, 2002; MERGHEIM et
al., 2005; BORDAS et al., 2007). Apesar das vamtagatadas, a formulacdo do MEFE
apresenta algumas dificuldades como, por exemptyestdo dos elementos de mistura e
também instabilidades numéricas que podem ocor@r imegracdo de elementos
transpassados pela fissura. Por fim, destaca-s¢oodeé que o método requer uma malha
volumeétrica inicial, a qual nem sempre é de fabteacado a partir de modelos geométrico de
CAD, mesmo para o caso de malhas volumétricas aaecessitem de concordancia com a

superficie da fissura.

Uma alternativa aos meétodos baseados em elemdnttss fsdo os métodos sem
malha como o Galerkin Livre de Elementos (GLE) eGalerkin Livre de Elementos
Estendido (GLEE) apresentados por Belytschko e 190%) e Fleming et al. (1997),
respectivamente. Devido a auséncia de malha ardigsode se propagar arbitrariamente
atraves da discretizacdo, que nesse caso se Amita conjunto de pontos no dominio do
problema, fazendo com que esses métodos sejarnytamniente interessantes para analises
de fratura. Outra alternativa aos métodos de eltradmitos sdo os métodos baseados em
elementos de contorno como a formulagéo baseaddigatos de tensédo apresentada por
Rocha 1988, o MEC dual introduzido por Hong & CH&88, Portela et al. 1992 e Mi &
Aliabadi 1992, e o Método das Descontinuidades dsldzamento (CROUCH 1976;
WEAVER 1977). A principal vantagem dos elementogaletorno para problemas de fratura
encontra-se na reducédo de dimensionalidade da makdaz com que a discretizacao seja
necessaria apenas nos contornos externos e nasdasdissuras. Sendo assim algoritmos
mais eficientes podem ser propostos para a propagalgatoria de fissuras (KOLK &
KUHN, 2006). Além disso, modelos de andlise podemabtidos de forma mais direta a
partir de modelos geométricos convencionais de QRENGet al 2017a). Devido ao uso
das chamadas solu¢des fundamentais, os métod@lbassm elementos de contorno tendem

a ser naturalmente mais precisos quando compacadosnétodos que exigem discretizacoes



38

de dominio para a representacdo dos elevados gresliele tensdes e deslocamentos

observados na frente das fissuras (etlal 2011).
1.2.2 A fadiga estrutural

A origem da palavra fadiga vem do vocabulo latitigire que significa cansar. Tal
termo é largamente empregado no contexto de engargaaa designar o dano e a ruina de
materiais sujeitos a carregamentos ciclicos. A d¢eadi caracterizada pela mudanca das
propriedades internas dos materiais devido a auciréde repetidos ciclos de tensdes e
deformacdes. Muitas vezes as mudancas da micrhgatmaterial estdo relacionadas com a
nucleacdo e coalescéncia de micro defeitos culmdmam uma macrofissura dominante.
Devido aos ciclos de carga e descarga, a macradigende a se propagar em um regime
estavel até atingir uma dimenséo critica resultamaoruina estrutural por fratura fragil.
Braithwaite (1854) empregou o termo fadiga exclasignte para denotar a fissuracdo em
metais sob cargas repetidas, no entanto, Pond889) foi quem introduziu o termo fadiga

para designar a fissuracdo e a ruina em estruturas.

Albert (1838) realizou o primeiro estudo de fadega metais conduzindo testes em
correntes utilizadas em minas. O interesse no estadadiga cresceu em paralelo ao grande
aumento no uso de materiais metalicos, particulatenem ferrovias e estruturas de pontes.
Rankine (1843) reconheceu que estruturas que apaeseentalhes e concentradores de
tensdo sdo mais sensiveis a acdo da fadiga. Nestsatiras, as falhas por fadiga ocorrem
ap6s um numero de ciclos de carga menor que emtwesis que ndo apresentam tais
caracteristicas. O comportamento de materiais clabitacdes ciclicas pode ser caracterizado
por curvas do tipo “s-N”, relacionando a tenséo imaxatuante (s) ao numero de ciclos para
ruptura (N) (WOHLER, 1860). As curvas do tipo “s-Km sido utilizadas para estimar a
vida util de estruturas submetidas a carregamerittisos sem a necessidade de simular a
propagacao de fissuras. Gerber (1874) propds unadoiegia para o céalculo de vida util de
estruturas submetidas a diferentes niveis de tensiéicas. Basquim (1910) propos leis
empiricas para a caracterizacdo de curvas “s-Nhekais. O autor observou em seu trabalho
que as curvas “s-N” plotadas em escala log x Isgltavam lineares para estados de tenséo
préximos a resisténcia do material. Apesar dezatilias em andlises de fadiga, as curvas “s-

N” desprezam a influéncia do caminho de propagdedtssura na vida util.

A partir de 1920 a linha de pesquisa no campo daydarecebeu maior atencéo.

Palmgren (1924) desenvolveu um trabalho sobre rasdi# acumulacédo de dano para ruina
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sob fadiga. McAdam (1926) estudou a fadiga solosé em metais enquanto Langer (1937)
analisou a fadiga sob carregamentos variaveis. &eli®946) avaliou o efeito de entalhes e

concentradores de tensdo considerando carreganmeotagdnicos e ciclicos.

No contexto da MFEL, Paris, Gomez e Anderson (1%6Paris e Erdogan (1963)
foram os primeiros a sugerir que o incremento mopranento da fissura por ciclo de carga,
da/dN, poderia ser relacionado a amplitude de g@oiao fator de intensidade de teng#6,

A equacdao proposta ficou conhecida como “Lei desParse mostrou adequada para avaliar
a propagacdao de fissuras em regime de fadiga eovad de ciclos em que a relacédo entre
AK e da/dN, plotada em escala log x log, € lineat.ifitervalo corresponde a maior parte da
vida util das estruturas submetidas a fadiga éaptw, a Lei de Paris é adotada em diversos
trabalhos que tratam de fadiga (LEONEL, 2009). eNtanto, quando a variacA& dos FIT

ao longo dos ciclos de carga e descarga € muitadde a relacdo na escala log x log entre
AK e da/dN deixa de ser linear e apresenta um onestd acentuado. Nessa situagdo Forman
et al. (1967) propuseram um critério de propagatgifissuras que se adequa aos resultados
experimentais. Atencao foi dada também ao cres¢omsub-critico das fissuras, ou seja,
quando as variacbeAK sdo muito baixas e a Lei de Paris também nao lieaapl
(ERDOGAN e RATWANI, 1970 e DONAHUE et al., 1972).

Elber (1970) mostrou que as faces da fissura, sgine de fadiga, podem fechar-se
mesmo antes da retirada total do carregamento tatulavido a presenca de uma regiao
plastica proxima a ponta da fissura. O fenémermufimonhecido por “crack closure effect” e
implica que a taxa de crescimento das fissuras pégdemais ser determinada pelo valor
nominal deAK, mas sim por meio de um valor efetivo, o qual v@liado segundo a
rugosidade das faces das fissuras presentes no eésr@nalise. Um efeito oposto também é
observado quando a fissura permanece aberta aigaala total do carregamento. Nesse
caso da-se o nome aeack opening effece também esta relacionado com deformacdes

plasticas proximas a ponta da fissura.

Diversos trabalhos na literatura acoplaram modelosiéricos de propagacdo de
fissuras baseados na MFEL a leis empiricas dedguiga estimar a vida util de componentes
mecanico-estruturais (MIRANDA et al., 2003; SUKUMAR al., 2003; URALet al, 2005;
KOLK & KUHN, 2006). A comparacéo desses estudos cesultados experimentais sugere

que, para a fadiga de alto ciclo, essas analisesus@& maneira robusta e eficiente para
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determinar a vida util a propagacao (SCHOLLMANNaét 2003; RICHARD et al., 2005;
CITARELLA et al., 2014).

Outra maneira para determinar a vida util a fadigetravés de analises néo lineares
utilizando modelos de fadiga coesiva (DE ANDRE&Sal, 1999; NGUYENet al (2001)
URAL et al 2009). Modelos coesivos de fadiga tém sido impl#iados em cédigos de
elementos finitos como elementos de interfaces iva®s Sendo assim é factivel a
consideracao de nao-linearidades do material taiwcas deformacgdes plasticas, porém sao
necessarios algoritmos robustos de remalhamentogagoturar a evolucdo da fissura. Com
esses modelos € possivel determinar a vida U8l parucleacdo da fissura, sendo essa uma
das principais vantagens sobre os modelos baseadbd-EL. No entanto, sdo necessarios
custosos algoritmos incrementais-iterativos pasalver o problema néo linear ao longo de
todo o histérico de carregamento da vida util agadimitando analises numéricas de fadiga

a problemas com poucos graus de liberdade.

De Andres et al. (1999) desenvolveu um elementoideface e uma classe de leis
coesivas irreversiveis que sao capazes de raBtates de fissuras que evoluem por fadiga e
calcular as curvas de vida util a fadiga. Nguyeal e€2001) propuseram um modelo coesivo
de fadiga que considera a histerese devido ao atampento ciclico de carga e descarga.
Roe e Siegmund (2001) apresentaram um modelo codsifadiga o qual foi aplicado para a
fadiga na interface de vigas de cantoneira duplaitiN Geubelle (2005) propuseram um
modelo coesivo de fratura por fadiga para matepalisnéricos, nos quais as tensfées coesivas
se desenvolvem como funcdes das taxas de abeddigsdra e do numero de ciclos. Maiti e
Geubelle (2006) também estudaram o retardamentpraj@agacdo de fissuras devido ao
crack closure effect Por fim, Ural et al. (2009) desenvolveu um modsbesivo de fadiga
gue segue um lei coesiva linear dependente de anével de dano. Acoplada a uma lei de
evolucao da variavel de dano, o modelo é capaemteduzir as curvas de vida Gtil a fadiga e

a acumulacao do dano.

Com relacdo a modelagem numérica do problema dgafath MEC pode-se destacar
o trabalho de Cisilino e Aliabadi (1999) os quamnduziram analises tridimensionais
elasticas e elastoplasticas. As integrais de dongimvolvidas na formulacéo elastoplastica do
MEC dual foram procedidas utilizando células dedgnacdo. Os autores adotaram a taxa de
FIT como fator de controle da propagacéo de fisspasa o caso elastico e a integral J para o

caso elastoplastico. Dell’Erba & Aliabadi (2000)tudsram o problema propagacdo
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tridimensional de fissuras devido a fadiga terma@dnéa utilizando o MEC. Yang et al.
(2001) realizou analises de fadiga em estrutui@sasl compostas por materiais quase-frageis
a partir de um modelo coesivo de fadiga ao passoY@n (2006) analisou problemas de
fadiga em corpos com mudltiplas fissuras considevaadMFEL a partir do método da
descontinuidade de deslocamentos. Sekine et.Gf)5jaitilizou uma formulagéo baseada no
acoplamento MEC-MEF para andlise do comportamentadega de painéis de aluminio
reforcados com fibras. Problemas térmicos de fad#i@a tratados em Khatir e Lefebvre
(2004) e fadiga sob corrosdo em Jivkov (2004). eken al (2010) acoplou modelos de
confiabilidade estrutural a modelos de elementos cdatorno para a determinacdo
probabilistica da vida util de componentes subrostiél fadiga em modo misto. Os estudos
mais recentes com relacédo a analise de fadiga i@ Bbordam aplicacdes praticas de fadiga
como os apresentados em Citarellal (2014) e desenvolvimentos tedricos visando iategr
as analises de fadiga com os modelos geométricaSAde (PENG, 2016; PENGt al,
2017a; PENGet al, 2017b).

1.2.3 Extracéo dos FIT.

Diversos métodos podem ser empregados para a&xtlas FIT. Os métodos podem
ser classificados em trés tipos, a saber, métodaktiaos, experimentais e numericos. A
aplicabilidade de cada método esta relacionadabpativao do analista e também ao grau de

complexibilidade do problema analisado.

Os métodos analiticos geralmente utilizam equacdas elasticidade linear
bidimensional, formuladas a partir de funcOes desdes complexas, para determinar
expressbes analiticas para os FIT (SZABO & BABUSKARS; SZABO & BABUSKA,
1991). Os métodos analiticos sdo aplicaveis agearasum restrito conjunto de problemas de
fissuras, com geometria e condi¢des de contornplegngeralmente envolvendo problemas
bidimensionais simples ou problemas tridimensiodaigissuras imersas em meios infinitos.
Apesar de restritos, para 0s casos em que saawapbcos métodos analiticos fornecem
solucdes exatas para os FIT e, portanto, sédo fnegmente usados para controlar a precisao
dos outros métodos. Varias solugbes analiticasmpaslr encontradas ehandbooks tais
como Murakami (1987), Tada et al. (2000) e FetO®0Maiores detalhes sobre os métodos

analiticos podem ser obtidos em Broberg (1999).

Os métodos experimentais sdo comumente utilizadoa problemas praticos nos

quais certas caracteristicas necessarias para elageth numeérica ndo sdo completamente
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conhecidas, como, por exemplo, condicbes de camterpropriedades materiais. Dentre 0s
métodos experimentais destacam-se: técnicas queregamp extensOmetros; a
fotoelasticidade; a técnica de correlacdo de immghgitais e a termoelasticidade. Maiores
informacgBes sobre os métodos experimentais emead de fratura podem ser obtidos em
Epstein (1993).

Ja os métodos numéricos sao aplicaveis a probleorasgeometria e condi¢des de
contorno complexas, 0s quais sdo mais proximosdsss gerais encontrados em situacdes
reais. A grande maioria dos métodos numéricos pardracao dos FIT sdo métodos de poés-
processamento, ou seja, 0os FIT sdo calculadostia ¢@s resultados prévios de tenses de
deslocamentos do problema elastico fissurado. Nisg® 0s métodos de extracdo podem ser
aplicados independentemente do método numéricadalqiara resolver o problema elastico
fissurado. No entanto, a precisdo dos FIT vai dégeda precisdo dos campos de tensdes e
de deslocamentos obtidos na analise numérica. Mgtodméricos baseados na relacdo entre
as expansofes assintéticas analiticas e os ressiltatioéricos dos campos elasticos da frente
das fissuras, como as técnicas de correlacdo apekcao de deslocamentos e de tensdes
(PARIS & SIH, 1965; CHANetal., 1970) foram os primeiros a serem utilizadas @trair
numericamente os FIT. Devido principalmente a sowlgidade, esses métodos tem sido
utilizados h& décadas pra extrair os FIT a paetisalucées numéricas obtidas com elementos
finitos e elementos de contorno (CHAdd al., 1970; INGRAFFEA & MANU, 1980). No
entanto, a falta de precisdo dos resultados nuosde deslocamentos e de tensfes pode
levar a erros consideraveis nas respostas dosBpEcialmente quando o método numérico
adotado para a analise ndo é capaz de capturampodamento assintético dos campos
elasticos de ponta de fissura. Melhorias na técdeaorrelacdo de deslocamentos foram
recentemente propostas em Gugtal (2017) o que conduziu a resultados precisos mesmo
para superficies de fissuras ndo planares solstadnodo misto de fratura. Benzley (1974)
foi um dos primeiros a determinar os FIT utilizande@mentos finitos isoparamétricos
enriquecidos com fungBes analiticas da mecanicdratara no intuito de capturar as
singularidades na ponta das fissuras. Desde atit@®ysos estudos no ambito do MEFG tem
incorporado estratégias de enriquecimento paraaralla precisdo das respostas dos campos
elasticos, e consecutivamente dos FIT (MELENK & BAEKA, 1996; AYHAN & NIED,
2002; AREIAS & BELYTSCHKO, 2005; PEREIRAt al 2009). Henshell e Shaw (1975)

apresentaram o uso dos chamados elementos “gpaitegt; 0os quais sdo capazes de

reproduzir a variagaQ/F observada nos campos de deslocamento por meiarddaitdo dos
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pontos intermediarios de elementos quadraticos agpasicao localizada a um quarto da
dimensao da aresta do elemento. O método da emtemiial de fissura de HELLEN (1975),
baseado na integral de Irwin (1957), foi desendalvpara determinar os FIT baseado no
calculo da energia de deformacéo liberada devidona extensdo virtual da fissura. No
entanto, o método exige a construcao de uma maitkiiaa para a discretizacdo da fissura
virtual. Ja& o método da extensdo virtual modifcd®YBICKI & KANNINEN, 1977),
soluciona a necessidade da construcdo de uma raakibar e €, portanto, um método

comumente empregado para a avaliacado dos FITMBRe o MEC (KRUEGER, 2004).

Rice (1968) introduziu uma formulagéo, baseada smbalanco energético na ponta
da fissura, capaz de quantificar a taxa de liberadg energia a partir de uma integral,
denominada “Integral J”, avaliada ao longo de uminho fechado arbitrario que englobe a
ponta da fissura. A integral J também se estendegavaliacdo da fratura elastoplastica em
materiais ducteis (TANAKA, 1983) nos quais os ¢iit¢ de propagacdo ndo sdo mais
formulados em termos dos FIT. A integral J sobre eaminho fechado independente,
conforme proposta por Rice (1968), € um dos métoakis utilizados para a avaliacdo dos
FIT devido principalmente a sua parcial indepen@érean relacdo a discretizacdo do
problema e a sua elevada precisdo de resultaddsR($Tet al., 1976; YAU et al., 1980;
BABUSKA e MILLER, 1984; RIGBY e ALIABADI, 1993; WEN et al., 1995). Para a
obtencdo dos FIT em problemas em modo misto, t@snie decomposicdo da integral J
devem ser adotadas (HUBER et al., 1993; RIGBY eAHADI, 1998). Outra maneira de se
obter FIT em modo misto € via a integral M propgsta Yau et al. (1980) a partir de leis de
conservacao da elasticidade. Para melhor adegunéegral J aos resultados das analises via
elementos finitos alguns trabalhos optaram poizatiluma integral equivalente de dominio
para a obtencao dos FIT (NIKISHKOV e ATLURI, 19&HIVAKUMAR e RAJU, 1992).

Existem varias abordagens de pods-processamentoasgisn como a Integral J,
também sdo baseadas em conceitos de taxa libetagieergia, como por exemplo, o método
da integral de interacdo (MORAN & SHIH, 1987); otodb da integral de contorno (STERN
et al, 1976) e o método da funcdo de corte (SZABO & BISKA, 1988). Por serem
baseados no conceito de energia, esses métodopra&éisos e convergem na mesma
velocidade da energia de deformacédo, que é a grarmden a maior taxa de convergéncia em
andlises de elementos finitos (BABUSKA & MILLER,84). No entanto, esses métodos sao
mais complexos e mais custosos em termos de tempoodessamento e perdem a precisao

no caso de superficies de fissuras tridimensiomags planares (GONZALEZ et al., 2013).
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Além disso, os mesmos dificultam o tratamento gsufias de borda devido a necessidade de

caminhos ou dominios de integracao.

Como alternativa aos métodos numéricos de pés-$saceento os chamados métodos
diretos sdo capazes de extrair os FIT diretameatsotlicdo do sistema de equacdes do
problema elastico fissurado, obtido com algum meétwaimérico. Nesse caso, os métodos sdo
formulados no contexto especifico do método nuroésidotado para resolver o problema
elastico. No ambito do MEFG, Xiao & Karihaloo (20G8esenvolveram um método direto
capaz de extrair os FIT diretamente do sistema qiag@es do MEFG. Ja Alatawi &
Trevelyan (2015) apresentaram uma abordagem paeareds FIT diretamente do sistema de
equactes do MEC (dual). Para tanto, é necessénoquecimento da aproximacdo numerica
dos elementos da ponta da fissura com funcdedieaslda mecanica da fratura e introduzir
no sistema uma equacdo extra a qual impde umacéesttinematica para que ndo haja
descontinuidade de deslocamento na ponta da fiddoraontexto de enriquecimento a partir
da particdo da unidade, o MEC dual passa a serndeado Método dos Elementos de
Contorno Estendido (MECE) (SIMPSON e TREVELYAN, 2@1 SIMPSON e
TREVELYAN, 2011b).

No contexto da formulacdo MEC dual, Gonzalez ef24115) apresentou uma técnica

de ajuste de deslocamentos para problemas dedffaitlimensionais que considera ambos 0s

termos de orden@(«/? ) e O(r) da expansao assintética dos deslocamentos da gant

fissura. O método permite uma livre escolha pamaraero e distribuicdo espacial dos pontos
para o calculo dos deslocamentos que sdo utilizpdos extrair os FIT. Gonzale#t al
(2015) utilizaram deslocamentos tanto de pontasmies como de pontos sobre as faces da
fissura e concluiram que as melhores respostalstidas adotando-se pontos internos,

devido a maior precisdo do MEC para a avaliacag@uasdezas internas.
1.2.4 O MEC para a modelagem de fissuras

A utilizacdo da formulacdo convencional do MEC laasena equacao integral de
deslocamentos (identidade Somigliana) para modslauperficies colapsadas de uma fissura
resulta na degeneragdo do sistema de equacOesedingma vez que pontos de colocagao
coincidentes podem existir nas faces da fissurdJ@R 1972). Muitos métodos baseados em
equacdes integrais foram propostos na literaturmtoado de contornar o problema. Um dos

primeiros trabalhos que trataram da analise deirissvia o MEC é ainda da década de
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setenta de autoria de Cruse e Vanburen (1971)ufosea analisaram o campo de tensdes nas
proximidades de fissuras em modelos elasticosnedsionais. Posteriormente, Cruse (1972)
analisou modelos bi e tridimensionais. Nesses ltitaba geometria da fissura foi aproximada
por uma forma eliptica o que levou a erros sigaifims. A técnica ndo apresentou um
desempenho satisfatério e, portanto, Snyder e C(US&5) apresentaram uma nova
abordagem utilizando funcdes de Green obtidas edrae um problema fundamental que
considera a presenca de uma fissura. Embora precigaaplicacao é restrita, permitindo o
estudo dos FIT, porém ndo o avanco da fissura.dOdassub-regifes para a simulacédo de
fissuras aparece no trabalho de Blandford et &8XL O caminho das fissuras segue as
interfaces entre os corpos e um critério propagaede ser aplicado. Essa técnica emprega
apenas a equacéo integral de deslocamentos, poigememudancas constantes na malha
para a adequacdo ao caminho de propagacéo daflssando o algoritmo a ter um fraco
desempenho computacional. J& o método de desciolatileude deslocamentos (CROUCH,
1976; CROUCH E STARFIELD, 1983; WEN & FAN, 1994; WA 2006) utiliza equacdes
integrais cujas solucfes fundamentais sdo obtidas & aplicacdo de descontinuidades de
deslocamentos unitarias. Nesses casos, integreismiente singulares e hipersingulares

aparecem na formulagéo e devem ser tratadas.

Hong e Chen (1988a, 1988b) introduziram a ideiatdiegar equacdes integrais duais,
ou seja, duas equacdes integrais linearmente indeptes, para solucionar o problema da
degeneracao do sistema de equacdes em problenfizgudia. Os autores propuseram que a
segunda equacao integral fosse obtida a partir idaedciacdo da equacédo integral de
deslocamentos. A equacdo integral de forcas deafttipgoi entdo deduzida pela primeira
vez para problemas planos diferenciando a equagédeslocamentos e aplicando a lei de
Hooke e o equilibrio de Cauchy. Gralyal. (1990) por sua vez deduziu a equacao integral de
forcas de superficie para o caso tridimensionalpdoblemas elastoestaticos. Assim como no
caso do método das descontinuidades de deslocgneserdquacao integral de forcas de
superficies também apresenta termos hipersingulgmes devem ser regularizados. Pela
primeira vez um sistema formado por colocacéo @es éguacdes integrais independentes foi
solucionado em Chen e Hong (1989) no contextowdéd$ de Darcy. Portekt al (1992) foi
o primeiro trabalho a utilizar as equagbes integde deslocamentos e de forcas de
superficies, deduzidas em Hong e Chen (1988a, }1988b andlises de propagacdo de

fissuras, apontando diversas vantagens de tal afpemd Os autores denominaram a
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abordagem Método dos Elementos de Contorno dualC(Mg&al) a qual foi revisada no
trabalho de Hong e Chen (1999).

Portelaet al (1992) descreveu como o uso da equacéao integrardas de superficie
impdem certas condicbes na escolha dos elemensesean utilizados na discretizacado da
fissura. Essas condi¢gbes surgem devido ao requannde continuidade C1 para 0os campos
mecanicos de deslocamentos e forcas, necessaddogpaantir a existéncia das integrais
hipersingulares no sentido de parte finita de HaddnPara resolver o impasse Portdlal
(1992) propbs a utilizacdo de elementos descorgines quais os pontos de colocacao séo
definidos no interior dos elementos. Com os pomt®scolocacao internos a condicdo de
continuidade de Holder da equacéo integral de $odgasuperficies é atendida visto que as
funcdes de forma séo diferencialmente continuasteoor dos elementos. Varios trabalhos
adotaram a utilizacdo de elementos descontinuosessm proposito podendo ser citados os
trabalhos de Mi e Aliabadi (1992), Gareial (2004) e Marburg (2008). No entanto, deve-se
salientar que a utilizacdo de elementos descorgiaumenta consideravelmente o nimero de
graus de liberdade na discretizacdo das faces smurdi, principalmente no caso
tridimensional. Nos trabalhos de Wilé¢ al (1996) e Young (1996) foram desenvolvidas
técnicas para aumentar o grau de continuidade plaximacdes numéricas nas faces da

fissura permitindo assim a utilizagdo de elemeatwginuos.

O MEC dual é a formulagdo de elementos de contoiais utilizada para a analise de
propagacdo aleatoria de fissuras. No caso de pnakl®idimensionais e fratura, Portela et al.
(1993), Saleh e Aliabadi (1995), Sollero e AliabddP95) e Aliabadi e Saleh (2002)
utilizaram o MEC dual para analises envolvendoapg@gacao de fissuras em modo misto, a
analise de fratura quase-fragil no concreto e die@d de FIT em compdsitos laminados
anisotropicos. Pineda-Ledn et al. (2015) desenvahaeformulacdes baseadas no MEC dual
também para a analise de problemas de fraturaoplastica, viscoplastica e fratura por

fluéncia.

Mi & Aliabadi (1992) estenderam a formulacdo MECalpara tratar problemas
tridimensionais de fratura. Desde entéo diversasathos adotaram o MEC dual em analises
tridimensionais: Mi e Aliabadi (1994a, 1994b, 19@5Mi (1996) desenvolveram algoritmos
para efetuar a propagacao automatica de supertleidissuras. Cisilino & Aliabadi (1999)
analisaram a propagacao de fissuras em regimediafam problemas tridimensionais de

fratura elastica e elastoplastica. Kolk & Kuhn (@p@desenvolveram um algoritmo capaz de
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simular a propagacdo de superficies de fissuras camponentes mecanicos de
complexibilidade industrial. Weber et al. (2010)aksou a influéncia da rugosidade da
superficie da fissura no caminho de propagacdardlld & Buchholz (2008), Citarella &
Cricri (2010), Citarella et al. (2014) e Carlonekt(2015) compararam resultados de analises
de fratura obtidos via MEC dual 3D com resultadqseementais e numéricos. Além da boa
concordancia entre os resultados, os autores apamamo principal vantagem do método a
facilidade para desenvolver a propagacdo aleatdaim superficies de fissuras sem a
necessidade de interven¢cdes manuais. Por fim, Kkoanet al. (2016) analisaram via MEC
dual a propagacao tridimensional de fissuras a pirtcavidades em meios elasticos infinitos

devido a efeitos de bombeamento de um liquido gisco

No tocante dos trabalhos desenvolvidos no SET, éle(@006) foi o primeiro a
utilizar a formulacdo MEC dual. O autor abordouljemas de propagacdo de muditiplas
fissuras em meios elasticos lineares planos corasénfios fenbmenos de coalescéncia e
localizacdo. Em seguida Lovén (2006) utilizou uroarfulacdo h-adaptativa do MEC dual
para problemas de fratura elastica linear onddimareento adaptativo se adequava as regioes
com concentracdo de tensdes. Vicentini (2006) alopdoblemas de fratura elastica linear e
fratura quase-fragil via MEC dual utilizando o mimdeoesivo de fratura. Kzam (2009)
desenvolveu as integrais hipersingulares envolwida®EC dual via o método da subtracdo
de singularidades (ALIABADI et al., 1985) para #maproblemas planos de fratura com
elementos de contorno curvos de alta ordem. Le@@€]9) empregou o MEC dual para a
andlise da propagacédo de fissuras em modo misfor@nemas de fratura linear, nao linear,
fadiga e contato entre as faces de fissuras. RprAndrade (2017) estendeu a formulacéo
dual do MEC para meios ndao homogéneos e aplicaurasolucédo de diversos problemas de
fratura, tais como a propagacdo de mdultiplas fessuem meios frageis, o fraturamento
hidraulico e a fadiga estrutural. Apesar da didiarde de problemas abordados, em nenhum
trabalho a formulagdo MEC dual foi estendida pa@ises tridimensionais de fratura sendo
esse um dos objetivos da presente tese. A prindifialldade para a implementacdo da
formulacéo tridimensional do MEC dual é a avaliagas integrais hipersingulares sobre os
elementos de superficie. No presente trabalhorti@grais foram tratadas a partir do Método
de Guiggiani (GUIGGIANI et al., 1992) o qual temreestrado uma maneira geral de tratar
integrais hipersingulares em elementos tridimeragnourvos de ordem qualquer (ROCHA,

2015). Este método € embasado na técnica de sibt@de singularidade e tem sido
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amplamente utilizado em véarias formulacdes do MHE envolvam a avaliacdo de integrais

hipersingulares.
1.2.5 Geometria computacional e analises isogeométricas

Para que seja possivel criar os modelos numériemsamilise é necessario
primeiramente que existam modelos geométricos doklgmas, os quais atualmente sdo
criados por projetistas a partir de programas deebl@o Assistido por Computador (CAD).
As bases tedricas dos programas de CAD corresporadlamma area do conhecimento
denominada geometria computacional. A geometria pabacional encontra-se bem
consolidada na atualidade (FARIN, 1999; ROGERS1p0forém, assim como outras areas
do conhecimento, ainda apresenta diversas quesideesolvidas que sédo alvos de intensas
atividades de pesquisa. Entre as tecnologias dengjea computacional existentes na
atualidade, a mais utilizada em projetos de engenbkao as funcdes B-Spline ndo uniformes
racionalizadas (NURBS), que sdo o padrdo da indu§&AD (FARIN, 1999; ROGERS,
2001). As principais vantagens das NURBS sdo suaetiéncia para a modelagem de
superficies de forma livre, sua capacidade de septar exatamente superficies quadricas tais
como cilindros, esferas e elipsoides, e o fato xistiem muitos algoritmos numéricos
eficientes e estaveis para a geracao automatiohjes NURBS (COTTRELL et al., 2009).
Para viabilizar a modelagem geométrica de sodlidos multiplas superficies NURBS,
procedimentos de aparagdo devem ser efetuados sameeficies NURBS regulares. Esses
procedimentos sdo essenciais uma vez que as rasltipperficies sdo construidas de maneira
independente, sem que exista uma representacamatetz explicita para a intersecao das
superficies. Além disso, muitas vezes apenas umia gda uma dada superficie realmente
representa o contorno do objeto que se deseja arodldis precisamente, os procedimentos
de aparacdo permitem visualizar apenas as reg@esrjunto de superficies NURBS que
realmente fazem parte do contorno do objeto. Naréof a parametrizacao e a representacéo
matematica das superficies ndo séo alteradas pelosdimentos de aparacéo e, portanto o
modelo paramétrico ndo corresponde ao objeto fiisalalizado (MARUSSIG & HUGHES
2017).

Uma deficiéncia das NURBS s&o as lacunas e as mgedes observadas nas
intersecdes das superficies, as quais geralmentgoodem ser evitadas para os casos de
topologias complexas uma vez que o0s procedimentosaphiracdo, em geral, ndo sao

geometricamente exatos. Além disso, apesar da noisdide ser garantida sobre as
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superficies, a mesma tem que ser garantida mamuignmas intersecdes para o caso de
multiplas superficies através do adequado posioiento dos chamados pontos de controle.
Modelos geométricos que ndo apresentam lacunaperpssicoes sdo denominados na
literatura como modelos “estanques™WMatertight em inglés). Modelos estanques séao
desejaveis por diversas razdes entre elas a fdakmilei de gerar malhas volumétricas de
analise sem a necessidade de “reparos” manuaigitia e evitar comportamentos nao fisicos
de superposicdo de superficies em animacdes diagdnie CAD ou analises numéricas
dindmicas (SEDERBERG®t al, 2003). Recentemente foi proposta uma nova tegrelde
geometria computacional denominada T-splines, al dom apresentada como uma
generalizacdo das NURBS (SEDERBER(L, 2003; SEDERBERGt al, 2004). T-splines
sdo capazes de solucionar o problema das lacutas superposicées através das chamadas
juntas-T, as quais correspondem a linhas de pa@a®ntroles parciais (BAZILEVS, 2010).
De maneira geral as T-splines sdo capazes de carmdgmsnmultiplas superficies NURBS de
um modelo geométrico em um Unico patch “estangme’seja, sem lacunas e superposicoes
de superficies. Além disso, elas também permitefimidestratégias de refinamento local
(SEDERBERCGet al,, 2004).

Extensdes comerciais das T-splines foram introcszitbs programas Maya e Rhino,
dois programas baseados para com NURBS (T-splines,2017a; T-splines, Inc., 2017b).
Ressalta-se, no entanto que nédo séo todas as gesngenstituidas por multiplas superficies
NURBS que podem ser transformadas em T-splinesn Aiéso, as lacunas e superposicées
das multiplas superficies NURBS sdo muitas vezgsiggeas em comparacao as dimensodes
dos problemas.

Outra abordagem de geometria computacional que aalgena ser citada é a
subdivisdo de superficies, a qual utiliza um prsadsnite para definir superficies suaves a
partir de uma malha de triangulos ou quadrilatéVéARREN & WEIMER, 2002; PETERS
& REIF, 2008). As vantagens da subdivisdo de $igies sdo que nao existe restricdo para a
topologia do grid de controle e, assim como as liiesgp também sdo capazes de gerar
modelos geométricos “estanques”. No entanto, asindlide CAD n&o utiliza amplamente a
subdivisdo de superficies uma vez que tal tecr@logo € compativel com as NURBS, para
as quais bilhdes de dolares ja foram investidoseainfraestrutura. Outras tecnologias de
geometria computacional também existem e em gasalm como as NURBS, T-splines e
subdivisdo de superficies, também descrevem objsfidislos a partir de superficies
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paramétricas, o que € conhecido como representic@&ontorno Boundary-representation

ou simplesmentB-representationem inglés) (COTTRELIlet al 2009).

As chamadas Analises IsoGeométricas (AlG) foramodhizidas no contexto das
analises numéricas a partir dos trabalhos de Hughed. (2005), Cottrell et al. (2006),
Bazilevs et al. (2009) e Cottrell et al. (2009)id&ia basica das AIG é utilizar as mesmas
funcBes base utilizadas em softwares de CAD (NURBSplines, subdivisdo de superficies,
etc.) para aproximar os campos fisicos de inter€xs® as AlG foi possivel estabelecer uma
conexao direta entre as geometrias originadastia gamprogramas de CAD e os modelos das
analises em elementos finitos e elementos de aumt@onsequentemente, os modelos de
elementos finitos e elementos de contorno se tog@@metricamente exatos em relacado ao
modelo do CAD.

As NURBS (principal tecnologia CAD) possuem progades matematicas muito
Uteis para as analises numéricas como, por exenglparticio da unidade, novas
possibilidades de refinamento como o refinament@ kositividade ao longo de todo o

dominio, a continuidadeC,, para superficies descritas por NURBS de ordpme a

independéncia linear (COTTRELL et al., 2009). Reemente, varios trabalhos relacionados
as mais diversas areas envolvendo analises nuséxpdoraram vantagens computacionais
oriundas dessas propriedades matematicas das NURBRIG foram incorporadas ao
MEFE para a analise de fratura fragil e propagagafissuras nos trabalhos de De Luycher et
al. (2011) e Ghorashi et al. (2012) e para a asslie fratura coesiva em Verhoosel et al.
(2011). Cottrell et al. (2006) e Bazilevs et al0@Q) utilizaram modelos isogeométricos
baseados em NURBS para analises de vibracdo eétefluido-estrutura, respectivamente.
Uma abordagem isogeométrica dos modelos de campasdepara analises dinamicas de
fratura fragil foi desenvolvida no trabalho de Bemcet. al. (2012) ao passo que problemas de
elevada distorcdo de malha observados em analise®ritas de soélidos sob grandes
deformacfes foram tratadas também a partir de loeagem isogeométrica em Lipton et
al. (2010). Trabalhos nas areas de otimizacao weaf@ eletromagnetismo via abordagens
isogeométricas também foram desenvolvidos nos adtiemos (NAGY et al., 2010; BUFFA
et al., 2010). A grande maioria dos trabalhoscieteados as andlises isogeométricas via
elementos finitos estdo no ambito de analises leidgionais ou ainda problemas de casca,
para 0s gquais as aproximac¢des numéricas podemosstruidas a partir de superficies

paramétricas com fungdes base bivariadas. AIG dablgnas que necessitam da
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representacdo volumétrica do problema sdo aindaadlas. Isso porque o problema de
desenvolver uma representacdo geomeétrica tridimealsido solido (com funcdes base
trivariadas) de modo que a representacdo da stipestja preservada € ainda um problema
aberto em termos de geometria computacional. Gemmet topologia diferencial e
computacional de superficies encontram forte beddca hoje em dia, porém o problema
tridimensional ainda esta mal resolvido (THURSTON82; THURSTON 1997). No
presente momento, a melhor alternativa para ontextto de modelos isogeométricos de
sélidos tridimensionais com elementos finitos € pwio de técnicas de contorno imerso
como as apresentadas em Sanches et al. (2011)nthote sérias dificuldades aparecem

nessas formulacdes para a imposi¢cao das condiedmmitbrno.

A ideia de combinar o MEC com as AIG foi sugeridangiramente por Hughes et al.
(2005) uma vez que com 0 mesmo € possivel anafiéidos tridimensionais (ou
bidimensionais) utilizando apenas superficies (gwas) paramétricas com fungdes de forma
bivariadas (ou univariadas). Cervera e Trevelya@0%a,b) abordaram problemas de
otimizacao de forma utilizando curvas e superfiblNelRBS para a descricdo geométrica de
elementos de contorno ao passo que o0s campos decatesentos e forcas foram
representados a partir das funcdes bases polirmdediagrange. Recentemente formulagdes
isogeométricas do método dos elementos de contimmaon desenvolvidas em diversas
frentes de pesquisa. Li e Qian (2011) e Simpsoal.€f2012) desenvolveram formulagdes
isogeométrica de elementos de contorno baseadatinacdo de funcbes base NURBS para
andlises bidimensionais de otimizacdo de forma e pileblemas elastoestaticos,
respectivamente. Lian et at. (2013) efetuou ardilike tensées em componentes mecanicos
tridimensionais diretamente da geometria obtideCA®D, ou seja, sem a necessidade de uma
etapa de geracado de malha. Outros trabalhos emdaveroblemas potenciais, problemas de
dispersdo acustica e problemas de Helmholtz tamloéam abordados via formulacdes
isogeométricas de elementos de contorno (GU €2@l2; SIMPSON et at., 2013; PEAKE et
al.,, 2013 e PEAKE et al. 2015). Formulacbes baseasla elementos de contorno
iIsogeomeétricos também podem ser observadas ndhvade Wang e Benson (2015), os
quais desenvolveram uma formulacdo isogeométrica sidigular utilizando mudltiplas
superficies NURBS, e nos trabalhos de Marussid.g@15) e Campos (2016), os quais
apresentaram formulacdes isogeométricas rapidabEiG para a andlise dos problemas

elastico e potencial.
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As T-splines, que sdo capazes de combinar as masltguperficies NURBS de um
modelo geométrico em um Unico patch “estanque”btamforam adotadas como base para
analises isogeométricas em Bazilevs (2010). Statt €2013) desenvolveu uma formulagéo
isogeométrica do MEC utilizando superficies T-sggdinpara a andlise de problemas
elastoestaticos tridimensionais com topologia exbé contendo arestas curvas, quinas e
juntas-T na intersecdo das superficies. No trabalemonstrou-se como topologias
extremamente complexas, como o0 caso de uma hélitmdnsional, podem ser descritas
utilizando apenas um Unico patch “estanque”. Piosteente, problemas de resisténcia de
ondas foram abordados no trabalho de Ginnis €@14) por meio de elementos de contorno
descritos por fungdes T-splines. Ja Kostas eR8llg) realizaram anélises de otimizacéo de
forma em cascos de navios via uma formulacéo isogg@a do MEC utilizando funcdes

bases T-splines.

Com relacdo a subdivisdo de superficies, destaecaosdrabalhos de Ciradt al
(2000); Cirak & Ortiz (2001) e Cirakt al (2002) que abordam problemas estruturais de
casca e mais recentemente os trabalhos de Baetlata(2016) e Bandara & Cirak (2018)
sobre otimizacdo de forma de sélidos a partir @mi¢ds de contorno imerso e cascas,
respectivamente. Com elementos de contorno, destaeaos trabalhos de Bandara et al.
(2015) sobre otimizacao de forma de problemasoalstaticos tridimensionais e Liu et al.
(2017) sobre analises de iteracdo acustica-estfutarcascas com meios infinitos a partir do
acoplamento MEF-MEC.

Até o presente momento, extensdes isogeomeétricdsrohalacdo MEC dual foram
encontradas em apenas dois trabalhos: Peng eR@l7d) e Peng et al. (2017b). As
formulacdes desenvolvidas se basearam no uso deesilase NURBS para a representacao
isogeomeétrica do contorno e das fissuras. No prangiabalho, os autores abordaram
problemas de fratura e propagacao de fissuras eiws reasticos lineares bidimensionais
onde salientaram que a utilizacdo de pontos decagém internos ao patch que descreve a
geometria da fissura é suficiente para garantikisténcia das integrais hipersingulares. Isso
porque no interior dos patches a continuidade Cjamantida com facilidade utilizando
funcdes bases de ordem quadratica ou superion déagundo trabalho, os autores analisaram
o desempenho da formulagdo MEC dual isogeométraza pnalises de propagacao de
fissuras em regime de fadiga em problemas tridimaas de fissuras circulares e elipticas
em meios infinitos. Sendo assim néo foi abordagwoblema da intersecédo das fissuras de

borda com os contornos externos e da possivel esidpdde geométrica de componentes
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mecanicos, que demandam a analise de modelos cm®pper mdultiplas superficies

NURBS, a estabilizacdo das funcdes base das stipsréiparadas e a insercéo e atualizacao

da descontinuidade evolutiva na intersecao do comtexterno com as fissuras de borda que

se propagam.

1.3 Objetivos, metodologia e delimitacbes

O

objetivo principal do presente trabalho consisi@ desenvolvimento e na

implementacdo de uma ferramenta computacional padises de fratura e fadiga de

componentes tridimensionais a partir de modelosngéicos de CAD. Visando alcancar o

objetivo principal, destacam-se alguns objetivggeHBicos necessarios que foram abordados

ao longo do desenvolvimento do trabalho:

1)
2)
3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

Cursar as disciplinas obrigatérias para o cursgodgorado;

Desenvolver uma revisao bibliografica sobre terstcionados: Estado da arte;
Desenvolver um codigo computacional para analidastaestaticas de corpos
tridimensionais fissurados utilizando a formulagd&C dual com elementos
polinomiais de Lagrange, e tratar as integrais wdargs/hipersingulares pelo
método de Guiggiani.

Implementar a técnica de sub-regibes para analisesomponentes mecanicos
constituidos por multiplas partes e paralelizarjmerfaceOpen Multi-Processing
(OpenMP), as sub-rotinas para a construgédo e agdsodo sistemas de equacdes
do MEC;

Desenvolver um algoritmo simples para evitar arpgeetracdo das faces da
fissura em problemas de fadiga com carregamerteEsatios;

Estudar de maneira aprofundada os conceitos da ejgamcomputacional,
implementar as superficies NURBS e adaptar a emtd® dados do cdédigo
computacional;

Desenvolver a estratégia de colocacdo e o geraglomalhas para a criacao
eficiente de modelos de analise a partir dos madgtométricos de CAD;

Estudar de maneira aprofundada os modelos de mo@agde superficies de
fissura baseados nos conceitos da MFEL, implemeastéécnicas de extracao dos
FIT, os critérios de propagacéao e o algoritmo imenetal de propagacao;

Analisar problemas de propagacéo de fissuras aqueane solucdes de referéncia

para avaliar a consisténcia das implementacoes;
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10)Estudar de maneira aprofundada a fadiga basealrB&a, implementar a lei de
Paris-Erdogan e analisar problemas de fadiga de cttlo de componentes
mecanicos provenientes de modelos geométricos @& CA

11) Implementar uma versdo isogeométrica do MEC doadeada em superficies
NURBS regulares, Comparar por meio de exemplos ricos as versdes
convencional e isogeomeétrica do MEC dual e defiropostas para a continuidade
de pesquisa baseada nas limitac6es observadatido esmparativo;

12) Extrair conclusbes sobre os desenvolvimentos ablogl nessa tese a partir de
uma analise critica envolvendo tanto o estado @acqarando os resultados obtidos
no presente trabalho;

13) Redigir o texto da tese e os artigos com os @$odt obtidos ao longo do

trabalho.

Todas as implementacdes foram desenvolvidas emdgegn Fortran 90 e as analises
numéricas foram efetuadas tanto em um computadssopk quanto em um servidor
Workstationcom 12 nucleos de processamento de 2.8GHz e 4&GMBedndria RAM. As
referéncias da literatura foram consultadas em ldaséados como ¥/eb of Sciencea
Scopuse aScience DirectCom relacdo as delimitagBes do presente trabalh@nélises
ficaram no contexto da mecanica da fratura eladiesmr para os modelos propagacéo de
fissuras e fadiga de alto ciclo. Em todos os deslgimaentos, considerou-se a cinematica
linear de pequenos deslocamentos e de pequenamdeiies e analises elastoestaticas. Nao

foram abordados problemas de fratura e fadigaogiksttica e coesiva.
1.4 Justificativa

A andlise de fadiga de componentes mecéanicosfastisitfissurados é de crucial
importancia para as industrias mecanica, aerorzaatite estruturas. A avaliacdo da evolucao
dos defeitos em detalhes estruturais de pontesrageas, em componentes mecanicos, em
estruturas de aeronaves e em diversos outros geajet engenharia, visando a determinacéo
da vida util estrutural e de procedimentos de nmamio e inspecdo, sdo exemplos de
aplicagbes dos problemas de fadiga em estrutuesse problemas, a correta avaliagdo dos
FIT da suporte para as tomadas de decisdo emeadali®lerancia ao dano e de avaliacao da
integridade estrutural. Principios basicos da meaada fratura tém sido utilizados ha muitos
anos para a avaliagdo de defeitos mecanicos cossardis e cavidades de corrosao em
componentes mecanicos. A pratica da obtencdo dedtiTheio de tabelas de livros é ainda
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comumente empregada hoje em dia para a avaliacBdh@aestrutural. No entanto, os dados
analiticos de FIT s&o limitados para casos com g&@s e condicfes de contorno simples.
Portanto, a aplicacdo das solucfes analiticasppatdéemas reais de engenharia pode muitas
vezes comprometer a validade das analises. Em gonall tridimensionais envolvendo
superficies de fissura solicitadas em modo missituiacdo se agrava mais ainda visto que

solucBes analiticas sdo conhecidas apenas patampesbcom dominios infinitos.

Por outro lado, com o avanco da capacidade deoneene processamento dos
computadores, a analise de problemas de fratuedigaf via métodos numéricos tem se
mostrado uma alternativa viavel e diversos modelmdem ser encontrados na literatura.
Entre os métodos numéricos aplicados na mecanickatla destacam-se os métodos
baseados em elementos finitos e elementos de oontonétodos sem malha, teoria
peridindmica e modelos de campo de fase. Espeauificte em problemas de propagacéo de
fissuras dominantes por fadiga de alto ciclo, o KBEEom descri¢cdo implicita ou explicita da
fissura, e o MEC-dual, em sua versdo por colocacésua versao variacional de Galerkin,
apresentam-se como 0s meétodos numéricos maisadobz O MEFG é eficiente para esse
tipo de analise, pois permite a insercao de sugesfde fissuras em malhas volumétricas néo
conformes e o MEC-dual, por sua vez, € eficientas g6 necessita a discretizacdo das
superficies do problema, contorno mais fissura.sApele ser um método consagrado na
literatura para as analises de fadiga, o MEFG sdaede uma malha volumétrica inicial o
que pode dificultar a integracdo dos modelos ddisendom os modelos geométricos de
CAD. Sendo assim, opta-se no presente trabalhaqmar o MEC dual na pesquisa, que tem
por enforque central a integragdo entre os modgdmsnétricos de CAD e as analises de

fadiga.

Com a formulacdo MEC dual, a geracdo de malhasaapsabre a superficie do
problema facilita por sobremaneira a criacdo dodetos de analise a partir dos modelos de
CAD. No entanto, para modelos geométricos baseaaomultiplas superficies NURBS, a
geracdo de malhas fechadas de superficie é umia tqwe envolve etapas manuais de
intervencdo para a criacdo dos modelos. No presmaiialho estuda-se a possibilidade de
tratar de maneira independente a discretizacaada superficie NURBS que compdem 0s
modelos geométricos. Assume a hipotese de quedacairsobreposicdes nas conexdes das
superficies podem existir e que 0 erro numérico@ado sera pequeno caso as lacunas e

sobreposicdes também sejam. A discretizacao indepém é possibilitada por uma estratégia
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de colocacdo desenvolvida na presente tese e ifiexilpor sobremaneira a criacdo dos

modelos de analise.
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2 Meétodo dos elementc de contorno dua

Nesse cajulo é apresentada a formula do Método dosElementos deContornc
dual (MEC dual para analis¢ elastoestaticas de solic tridimensionais contendo superfic
de fissurs. Primeiramente é introduo o Poblema de Valor de Contor (PVC) da
elastoestatica a eqiacao diferencial parcial de La-Navier, a qual governa os problemas
elastoestatica linei Posteriormente apreseni-se dguns conceitos asicos sobrecomo a
equacao de Lar-Navier pode ser tnsformad emr equa@es integra de contorn a partir dc
uso da solugdo fundamental de Ke. A formulacacdo MEC dual € entdo introduzida par.
analise de superficies fissura via a colocacdo duas equacles integrais linearme
independente para o ponto: simetricamentdocalizados sobras face dafissur¢, a sabera

equacao integral de deslocamentaequacao integral de forcas de super.

Descrev-se de maneira sucinta como o MEpropd¢ que as equacgdes integr
continuas sejam transfornas em um sistema discreto de equacfes algébitravésda
discretizacdo do corrno em elementos polinomiais de Lagre e da técnica de colocat.
Problemas oriundososrequerimentos de continuidade dos campos meci sobre a faces
da fissur. e das descontinuidacs de camposde forcas de superfic sobre o contorr sao
tratados atreés de elementos descontinuos e descontinuos de. Os métodos e técnic
adotados para proceder as integrais regulquase singular, fortemente singulares e er-
singulare sdo apresentados nos Anexos B, D, dando um enfoque especial pa deducéac
dos termos ¢ método de Guiggiani (Guiggiaet. al 1990 e Guiggianet. al. 1992 para

caso da solucao fundamental elastoestatica deri.

Determinada umaolucéo numéric para os campos mecanicos do contorno é po
obtel com elevada precis deslocamentos e tensdes em pontos internos do sétdrrend-
se rovamente as equacdes integ A técnica de si-regibes € introduzida para analise
comportamnto conjunto de componentes mecanicos perfeitantamectados, consideran
ou ndo a presenca de fissurFoi propostono presente trabalfum procedimentdterativc
para evitar a interpenetracdo da matéria apés @twoda faces da fissu em problems de
fadiga com carregamers alternade. O procedimento € base: no conceito de previsé

inicial e correcdo das regides complementares déatme na-contato e imposicéc das
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restricobes de interpenetrabilidade é feita de mandireta reescrevendo as equacles

algébricas dos graus de liberdade das faces dadissn coordenadas locais.
2.1 Equacéo governante da elastoestatica linear

Na mecanica dos solidos, o PVC elastoestatice ped definido sobre um dominio

Q que contém os pontos materiaisdo soélido. O contorno d@ é denominadd e a unido
de Q com I' resulta no dominio fechad®. Dado um campo de forcas de dominio

b: Q ~ R e as seguintes condi¢des de contoind™, -~ R, t: I, -~ R?, o PVC pode

ser resumido como encontie Q — R, tal que:

Oo(x)+b(x)=0 O K0
u(x)=u(x) Ox 0T, ()
a(x)a(x)=t(x)=t(x) x0T,

em queu(x) é o campo de deslocamentos definido sobre o dorfédnhadoQ e t(x) € o
campo de forcas de superficie, definido a partieqgailibrio de Cauchy sobre o contorho

/7(x) é o versor normal & e R indica a dimensdo do espaco real do problema

considerado, ou sej®&? para problemas planosR® para problemas tridimensionais.

A primeira linha em 2.1 representa a equacéo ditae de equilibrio em um ponto

material x, em que D.a(x) € o operador divergente espacial atuando sobensoit de

tensBes de Cauchy. As porcdese I', do contornol, tal quel’ U, = el ,NI, =0
sdo porcdes complementares do contorno onde s&aripge as condicbes de contorno
generalizadas. As duas Ultimas linhas em 2.1 reptasm as condicdes de contorno

generalizadas de Dirichlet (sobre o contorfnp) e de Neumann (sobre o contorhg),

necessarias para que o PVC da elastoestaticaesejddfinido.

No contexto da elasticidade linear (Ver anexo Ajedinicdo do pseudo tensor de
deformacgdo linear de engenharia como sendo a partétrica do gradiente do vetor
deslocamentos, Eq. A.1, e a imposi¢céo da lei dekélpara um material isotrépico, Eq. A.7,
sobre o tensor de tensdes de Cauchypermitem reescrever a equacéo diferencial de

equilibrio do ponto material em termos de deslocdose

pO. [Ou(x)]+(A+u)0[0wu(x)]+b(x)=0 OxOQ (2.2)
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em queudR? é o campo de deslocamentos.

A Equacédo 2.2 é conhecida como Equacdo de Lamé&iNaviepresenta o equilibrio

estatico de um ponto material em termos de deskects. A=Ev/(1-2)(1+v) e

1 =E/2(1+v) sdo as constantes de Lamé, definidas a partir ahuim de YoungE e do

coeficiente de Poissom do material is6tropo considerado. Ao longo desmgitalo sera
utilizada a notacédo indicial, a qual € uma formangacta introduzida por Einstein para
representar e manipular sistemas de equacdes, magdbis lineares e somatorios em espagos
de duas, trés ou mais dimensdes. Em notacdo ihdiclequacdo de Lamé-Navier pode ser

reescrita como:

MU, (x)+(1_pz/juj’ji (x)+b=0 Ox0Q (2.3)

2.2 Solugao fundamental de Kelvin

No intuito de transformar uma equacéao diferengsaktial em uma equacéao integral
de contorno € necesséario conhecer a solucdo fumdaimpara o respectivo operador
diferencial. Em termos matematicos define-se cowlocdo fundamental para um dado

operador diferencial parcial linedr, funcbesF (x,y) gue satisfagcam a seguinte relagéo:
LF (x,y) =-A(x-y) (2.4)

sendoA(x-y) a fungdo delta de Diracs={x x, %} um ponto genérico, ou ponto

campo, ey :{y1 Y, y3}T o ponto fonte onde esta centrada a distribuicéta dkd Dirac.

Para os problemas elastoestaticos a solucdo fumdaim& obtida a partir do operador

diferencial IinearLu(x), definido pela equacédo de Lamé-Navier.

Lu(x)=p0. [Ou(x) ]+ (A+u) O] D.u(x)]=-A(x-y)

Lu(x):=puy 5 (x) + (ﬁj Uy () =-D(x-y)4,

(2.5)

Note que a Eg. 2.5 é vetorial e ndo escalar commaso da Eq. 2.4. Logo, a notacao

indicial da Eq. 2.5 representa o equilibrio estaéim uma direcde de um ponto material de

um dominio infinito, submetido a uma forga unitéana dire¢cdoe , sendod,, o delta de
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Kronecker. A solucdo da Eq. 2.5 foi desenvolvida o William Thomson (Lord Kelvin)
em 1848 e ficou conhecida como solucdo fundameietddelvin. Para o caso de problemas
elasticos tridimensionais a solucédo fundamentdfelgin para o campo de deslocamentos é

dada por:

Uy () = - rlE-#)a ] (2.6)

:167111(1—1/

Na Eqg. 2.6 U, (x,y) representa a componente de deslocamento na diee@io um

ponto X de um meio infinito devido a acdo de uma forcaceatrada unitaria atuando no

pontoy em uma dire¢a®, . r =|r|=|x-y| € a norma do vetor distancia entre os pomtas
y, e r, € a component& do vetorr. Com a solu¢éo fundamental de deslocamentos é

possivel obter as componentes de deformacdes,eeresdorcas de superficie do estado

fundamental. As deformacoes fundamentets, (x,y) podem ser obtidas utilizando

novamente a relagdo cinematica linear entre deslectos e deformacdes e posteriormente,

aplicando a lei generalizada de Hooke. Assim, okgéras tensodes fundamentRj§(x,y) .

Ekij (X’Y) :m[(l_ Z/)(5I<|r] +5ji rk)_dqrj + 3kr jr i ] (2-7)
P (x.y) :Wj/)rz[(l_ 2’)(5“(1 O —af, )+ 307 ] (2.8)

Por fim, as forcas de superficie fundamenﬂ'q,.iéx ,y) podem ser obtidas impondo o

equilibrio de Cauchy, Eq. A.3, para as tens@gﬁx ,y) em um plano definido por um versor

nomaln={n, n, n} .

T (X1y) :Wj/)rz{g_;[(l_ Z/)5k| + 3r,kr,i:|_(l_ 2/)(,7ir,k _”kr,i)} (2.9)

em queor/on =r .7, .
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2.3 Equaco®es integrais dos problemas elasticos

A representacéo integral de um corpo elastico anliledqo pode ser obtida a partir da

equacao de equilibrio de um ponto matexial
g;; (x)+h (x) = o (x) (2.10)

em queog; ; , b e U, representam, respectivamente, componentes nadirego divergente

do tensor de tensdes de Cauchy, da forca de voduniee aceleracdgo € a densidade de

massa. Para o caso de um corpo com dimensdes fpotde-se ponderar o erro produzido
pela equacdo de equilibrio (2.10) em todos os gomtateriaisx do dominioQ do sélido

utilizando como func¢éo ponderadora a solucdo fueddah de deslocamentos. O equilibrio
pode entdo ser imposto ao corpo finito de formaafrigualando-se o residuo ponderado a

Zero.

kai (x.y)(ay; (x)+b (x) - ot (x)) 02 =0 (2.11)

Q

Integrando-se por partes o primeiro termo da Edl 2hega-se a:

jUki (x.y)o; (x)n; (x)dr _,[Uki i (xy)g (x)da+
r ¢ (2.12)
jUki (x,y)h (x)dQ—J'Uki (xy)pu(x) =0

Q Q

sendol” o contorno do domini@ do solido. Sabendo-se qeen, =t e queU, 0, =E; g,

, ondeE,; € a solucdo fundamental em deformacGes, reesseead=q. 2.12 como:

jUki (x,y)t (x)dr —'[Ekij (xy)g; (x)dQ+

r Q

U (xy)h (x)d@-[ U, (xy) p(x)d =0

Q Q

(2.13)

A Equacédo 2.13 representa um caso especifico aaipio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) para o qual os deslocamentos e as deformag@esstado virtual sdo iguais aos
deslocamentos e as deformacfes do problema funt@maAnequacdo 2.13 é o ponto de

partida para a obtencdo de representacdes intggnaiso MEC. Nessa pode ser imposto um
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modelo constitutivo desejado e proceder com asagpes necessarias para a obtencdo da

respectiva formulacéo integral. No caso do modkglstieo, Eq. A.5, a expressao 2.13 resulta:

J.Uki (x.y)t (x)dr _J.Ekij (XY) G & (x) A2+

r “ (2.14)
J'Uki (x,y)h (x)dQ—J'Uki (xy)pu(x) =0
Q Q

em que C,,, € o tensor constitutivo elastico. Sabendo-se BY€, . &, = R.&, € que

Bim€Em = R

kim

U .= RByu; a Eq. 2.14 torna-se:

[Us (xy)t (x)ar = [ R; (xy) u; (x) 2+

r ¢ (2.15)
jUki (x,y)h (x) dQ—J'Uki (xy)pu(x) =0

Aplicando-se a integrag&o por partes na segundgraitda Eq. 2.15 encontra-se:

Uy (<)t ()T - B, (xy)7, (<) u(x) o +

r r (2.16)
i':?di,J (x.y)y (x) dQ*i U (x y) b(x) (D‘i W (xy)ou(x) @=0

Da definicho do problema fundamental da elastdeatatsabe-se que

Ri.i (x.y)=-A(x-y)J, . Considerando as propriedades do delta de Dimeguilibrio de
superficie das tens6es fundamentjg; =7, chega-se a equacao integral de deslocamentos

para um ponto fontg interno aQ .

u (y) =IUki (xy)t(x) dr—j-ﬁd (xy) u(x) @
i r (2.17)
+'[Uki (x,y)h (x) dQ —J‘ U (xy) pu(x) &

Q Q
A Eq. 2.17 é denominada de equacao integral deaeskentos que na auséncia de
forcas de inércia resulta na classica identidadai@@na. Por meio da mesma € possivel

obter os valores de deslocamento em qualquer pot@mo ao dominid2 desde que sejam



63

conhecidos os valores de deslocamentos e forcagpaeficie no contornd e os valores das

forcas internas e aceleracdes no donfnio

Partindo-se da equacdao integral de deslocamentossivel obter equacdes integrais

escritas em termos de outras grandezas da meadmscadlidos. Considerando a relacdo

cinemética linearg,, =1/ 2(Uk,| +q,k)é possivel escrever uma equagéo integral escrita em

termos de deformaces a partir da diferenciac&ngd2.17.

u (Y) :.Iékli 'r[-li

#JEa (xy)B (x) 42~ [E, (x¥) o (x) 2

Q

2.18)

Note que como a diferenciacéo é feita em relagdms&do do ponto fonte, apenas os
valores fundamentais necessitam ser diferenciadlgzartir de 2.18 a equacéo integral de
tensGes de Cauchy pode ser obtida de forma tapiadando-se a relagcdo constitutiva elastica
A.6.

Toa(¥) = [ Dy (x.¥)t (x) AT = [ S, (x ¥) y(x) &
' ' (2.19)
+[ Dy (xy) b (x) dQ = [ D, (x y) £ (%) 2

Q

em que:

1 ( )(Jpqu-"dlqrp_d{Q)

Ding (X1y):"°ipq(x’y)zm Wy (2.20)
0
35[(1 2/)5pqr,+v(c5 T +5q{,p)—5’,gygyi}
S 0¥)= 2y P e+ ann )+ (2.21)
(1_ 2'/)(371 Mol g +I7q5pi +’7p5cu) ( 4”)I7i5pq

A Eqg. 2.19 é a equacéo integral de tensfes por daeipal é possivel obter os valores

das tensGes em qualquer ponto interno ao dondiniesde que sejam conhecidos os valores
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dos deslocamentos e forcas de superficie no cantore os valores das forgas internas e

aceleracfes no domirib.

Para introduzir formulacdes de elementos de cootérinteressante que as equacgdes
integrais 2.17 e 2.19 sejam escritas apenas enosedm integrais de contorno no intuito de
evitar a necessidade de células de aproximagdcomint. As equacdes 2.17 e 2.19 sdo
representacgdes integrais do equilibrio dindmico mtablemas elasticos obtidas a partir da
solucdo fundamental estatica de Kelvin. Tal praoedito faz com que seja necessaria a
avaliacdo das integrais de dominio envolvendo a$oinerciais (Ultima integral em 2.17 ou
em 2.19) em analises dindmicas. Outras represestagtiegrais do equilibrio dindmico para
as quais ndo ha a necessidade de se avaliar aaineg termos inerciais podem ser obtidas
utilizando solucdes fundamentais dependentes dpadais como as solu¢des fundamentais
de Stokes e de Lamb (CODA 2000). No caso de pradeemvolvendo for¢cas de dominio

também se faz necessaria a avaliagcdo da integddrdénio das forgca$ . Técnicas como o

método da dupla reciprocidade (BREBBIA & DOMINGUER78) ou ainda o método de
integracao radial (GAO, 2002) podem ser adotados pansformar as integrais de dominio
em integrais de contorno. Como no presente trabalim serdo abordados problemas
dindmicos e/ou com forcas de dominio, as duas astimtegrais de dominio podem ser

desconsideradas nas representacoes integrais 2.19.e
2.4 EquacOes integrais escritas sobre o contorno

Conforme visto no tdpico anterior, por meio dasagfes 2.17 e 2.19 é possivel obter
os deslocamentos e tensfes em pontos internosndimid) . No entanto é necessario para
tanto que os deslocamentos e as forcas de supesBfam previamente determinados ao
longo do contorno do problema. Sendo assim, ardgeaspticar o MEC para transformar as
equacdes integrais em equacdes algébricas, setasgario escrever as equacdes integrais
para pontos fontg pertencentes ao contorno do problema. Para tamti@zsnecessario um

processo limite no qual € acrescentado ao dommaal do problema,Q, um dominio
semiesférico de rai¢ e de contornd™,” centrado no ponto fontg pertencente a uma

regido suave do contorno inicidl, conforme ilustrado na Figura 2.1.



Figura 2.1—Ponto fontey no contorn: I' de um sélidcenvolvido pela semiesfera (Adaptado de Rocha, ..

Para o caso da equo integral de deslocamentos, Eq. :, 0 processo limite € escri

como:

u(y)=tim [ Uy (xy)g(ar-iim [ T(xy)y(x) @ (2.22)

[ e [ e

em quel ;. é aintersecdo do contor ' com a incluséo esféricA primeira intigral em 2.2

contém uma singularidade fraca de or O(J/r) e pode ser avaliada como uma integ

impropria. J& a segunda integral em : contém uma singularidade forte de ori O(]/rz) e

deve ser regularizada. Sendo Mi & Aliabadi (1992), tal integral pode ser regulariz

somando e subtraindo o peiro termo a expansao em série de Ta dos deslocament

centrada no ponto singuly, ou seja, substiindo na segunda integral de Z u; (x) por

uj () =y (v) + 4 ()

im [T (y)y (ar=tim [ T(xy)u(x)d
r=r +r,* r-r, (2.23)
#im [ 7 0w)[y 0=y (] + y()im [ Txy) @

£

Na dltima integral em 2.0 u; (y) € constante e pode sair do integrando. A prin
integral do lado direito em 2. é imprépria e pode ser avaliada no sentido de \Ridiocipal

de Cauchy (VPC). No limite - 0 o contorni I',* tende a se tornai propriopontoy e,

portanto, a sgunda integral a direa em 2.2 se torna nula. A dltima integral resulta um tel



66

livre dado poraj (y)u; (y). Sendo assim, a equagéo integral de deslocampoties ser

escrita para um pontO for\;e pertencente ao contorno como:
G (Y)u (V)T (xy)u () =]y (xy)t(x) @ 2.24)

em que)[ representa uma integral impropria avaliada no dentie VPC e o termo

livre € ¢; (y):dj +a (y) No caso do ponty estar situado em uma porgédo suave do
contornd , ou seja, uma por¢cdo na qual o vergpré definido, o termo livre resulta

¢ (y) =4 . Caso contrério o termo livrg; (y) pode ser obtido numericamente de maneira
indireta através da imposicdo de movimento de cdigido conforme sera apresentado mais

adiante.

Da mesma forma é possivel escrever a equagdoahtigg tensoes, Eq. 2.19, para um

ponto fontey pertencente ao contorh@través do mesmo processo limite.

g;(y) =lim Dy (x.¥)t (x)dr —lim I S (xy)u(x) @ (2.25)
r-rg+r* r-rg+r*
A primeira integral na Eq. 2.25 contém uma singdéate forte de orderﬂ)(]/rz) e

pode ser regularizada somando e subtraindo o parteximo da expansdo em série de Taylor

das forcas de superficie, ou seja, substituipgr) port, (x)-t,(y)+t,(y).

im [ D (xy)t(x)ar =lim [ D (xy) i () dr

(2.26)
+lim [ D (xy)[t () =t (y) Jdr +t (y)iim [ D (xy)dr

A primeira integral do lado direito da Eq. 2.26ules em uma integral impropria que

pode ser avaliada no sentido de VPC. A segundgraita direita de 2.26 € nula no limite
£ - 0 visto que o contorn@ . converge para o pontp. Ja a ultima integral remanescente
resulta um termo livre dado pg&; (y)t (y). o qual depende das constantes elasticas e de

transformacdes geométricas em coordenadas lo8aisdo assim:



67

im D ()t (x)dr =lim [ Dy (xy) 1 (x) dr+B4 (¥) ()
. e (2.27)
- ‘J: kij X y dr +18li ( ) (y)

Por sua vez, a segunda integral na Eq. 2.25 contéen hipersingularidade, ordem

O(]/r3), gue deve ser regularizada. Tal integral podeesgrlarizada somando e subtraindo

os dois primeiros termos da expansdo em série grTdos deslocamentos centrada no

ponto singulary, ou seja, substituindo na segunda integral da2E2h o termou, (x) por

u (x) —[uk (v)+ uk’m(y)] +[ u(y)+ u, m(y)] -

lim j Sy (xy)u(x) a=tim | §(xy) wlx) @

- +r,"

+im [ S, (cy)[w ()= u ()= waly) (6= W] @+ (2.28)

|ImJ-S<”X}/)d_+l,g Imf%xy(gg y) @

Seguindo o apresentado em Guiggiani et al. (1999yimeira e a terceira integral do

lado direito da Eg. 2.28 podem ser representadégguesultando:
{tsxij (xy)u(x)d =
S
gg[j%(xy)q()orw j $(xy) ] (229
r-r,

:L'T)[_j Sq (xy) u(x) a+ Q(Y)h(”—(y)}

&

em que]L_ representa a Parte Finita de Hadamard (PFH). Anslegimtegral a direita de 2.28

resulta nula apés a avaliacédo do limite- 0. Por fim, a Ultima integral em 2.28 resulta, apés

a avalicAo do processo limite, um termo livre deivdeas de deslocamento dado por

Viim (Y)Uem(Y), sendoy,;. (y) uma constante. Juntando os termos livess(y)t, (y) e
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Viim (Y) U m(y), Cruse (1977) obteve uma tensdo equivalente d@rcmnpara um pontgy

pertencente a um contorno suave.
1
IBkij (y)tk (y) * Viiim (y) uk,m(y) = Eaij (y) (2.30)

Considerando o processo limite descrito nas eqeaZ@® - 2.30 é possivel escrever a

equacdo integral das tensGes para um ponto fofptertencente a um contorno suave como:

y)+$S; (xy) u (x) & =f Oy (xy) t(x) & (2.31)

Impondo o equilibrio de Cauchy para as tensbﬁy) € possivel escrever uma

equacao integral em termos de forcas de superge2.32, a qual é utilizada em conjunto
com a equacao integral de deslocamentos, Eq. 2a24,modelar fissuras em meios elasticos
via a formulacdo MEC dual.

y)+,(y %SK., ) d =1 (y fl‘.a, xy)t(x) @ (2.32)

sendor}, (y) as componentes do versor normal ao contorno nio jonte y .

2.5 EquacoOes integrais duais

Nesse topico € introduzida a ideia por tras da dteg@io dual do método dos
elementos de contorno. Para tanto, considere uithosélastico de dominid e contorno

externol” , contendo uma superficie de fissura intefna e submetido a um dado conjunto

de condi¢cbes de contorno, conforme ilustrado narki@.2(a). A colocagdo da equagao

integral de deslocamentos em um pontalo contorno externo resulta trés equacodes
independentes relacionando os deslocament¢g), u,(y) e u,(y) a todos os outros
deslocamentos e forcas de superficie do problesedo. No entanto, se a mesma equacao
integral for imposta em pontos de colocagéce y~, simetricamente posicionados sobre as
superficiesl ;" e '~ da fissura, as seis equagdes algébricas ressitagicionando os
deslocamentosul(y+), uz(y+), uS(y+) e ul(y‘), u, (y‘), ug(y‘) as grandezas do

contorno serdo linearmente dependentes. Para sotuaessa dificuldade a formulagdo MEC
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dual propdem uso de duas equacdes integrais linearmente indepes (equacdes integra
de deslocamentos e de for¢as de sicie) para os pntos de colocagédo coincidentes sob

faces opostas de uma fiss conforme ilustrado na Figure2(b).

EI de deslocamentos para ¥

I—JT\ 7y
— - Y_
rf_/ n

Elde forcas desuperficie para ¥

u Y

EI de deslocamentos para ¥
(a) ()

Figura 2.2— Colocacéo das equagdes integrais: (a) para o conéxterno (b) para as faces de uma fis.

Dessa maneira 0 método permite modelar fissuranateira geometricamente ex

sem que o sistema de equacdes algébricas se itwaenere dependentdPara um ponto d
colocagd y* pertencente a superfi ;" de uma fissura, a equag&o egral de
deslocamentos, Eq. 2, resulta

& (y)u () g b )yly)+ § T x)ul) a=

r+ry

(2.33
I U, (y*,x)tj (x)dr

M+

sendo qu o segundo termo livre en.33 aparece devido a superfi [, que assim como
superficic ", também coém y*. Da mesma forma, equacgéo integre forcas dt

superfice, Eq. 2.3, imposti por colocacdo em um pol y , resulta:

%ti (y‘)——;tj (v )+m(y) f sy ux)d=

M+

7.(y") § Dy (v x)t (x)dr

r+ry

(2.34
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sendo que 0 termeJ/th (y*) aparece devido a superfidig * conter o pontoy~ e o sinal
negativo € devido a orientagéo contraria dos vessnormaisy; (y*) e 7, (y'). Visto que

ambas as superficie;* e '~ sdo discretizadaé possivel impor condicdes de contorno

mistas sobre as faces da fissura, inclusive coadigd@simétricas, sendo essa uma das vantagens

da formulagédo MEC dual.
2.6 Elementos de Lagrange

Seguindo a abordagem convencional, os elementogodéorno dos problemas

tridimensionais sdo elementos de superficie dedragr sobre os quais funcdes de forma

polinomiais M‘({l,{z), definidas em um espago paramétri€o<é,, aproximam tanto a

descricdo geométrica quando os campos mecanicosnorno. Devido as descontinuidades
dos campos de forcas de superficies observadd3\f©® aos requerimentos de continuidade
C1 exigidos pela equacéo integral de forcas derBajge os pontos de colocacdo nem sempre
podem ser posicionados sobre os nés dos elem&endo assim, as funcdes de forma dos
elementos, construidas a partir das posicfes noaaisspaco paramétrico, sdo utilizadas
apenas para descrever a geometria do problemasao pae as funcdes que aproximam dos

campos mecénicoﬂ}la(ﬂ,é), sdo construidas considerando as posi¢oes paieasétios

pontos de colocacéao.
2.6.1 Elementos de Lagrange: Aproximacao da geometria

Os elementos de Lagrange adotados para aproxingaometria sdo elementos de
superficie, semelhantes aos elementos finitos ddstpara descrever a geometria de cascas.
As funcdes interpoladoras adotadas, ou funcBesodwaf sdo polindmios de Lagrange
completos que satisfazem a particdo da unidadeanFomplementados quatro tipos de
elementos: triangular linear, triangular quadraticquadrilateral linear e quadrilateral

quadratico. A Figura 2.3 apresenta 0os elementosadd® no espaco parameéetri¢pxé, e

suas respectivas coordenadas nodéis{ & ,{;}T :
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Ay

Yo
(¥}

Ay

\I\p
—

(0.0) (1.0) (0,0) (0.5.0) (L0)
(a) (b)

(-1.1) (1.1) (-L1) (0.1) (L)

Ay
v

Ty
()
;;‘I\r\‘
\I‘
1o
AR

(-1,0) b (1.0)

(0.0)

(-L-1) L-1) (L= (0-1) (L-1)

(¢) (d)

Figura 2.3— Elementos isoparamétricos: (a) Triangular lineafTgiigngular quaratico (c) Quadrilateral line
(d) Quadrilateral quadrati.

As funcdes de formM' ({1,52) dos elementos isoparamétricsdo definids pelos

polindbmios de Lagrare apresentados nas equacdes 2.35a b para o caso de elemen

triangulares e quadrilaterais, respectivame

M (&.&) =l + 016+ i,

| _ _ | | | (2.3%)
M'(&.&)=c +o, &+ aé r Cff+ ek ¢ ¢,

M'(&.&,)=c) +C &+ Cié + Cié ¢,
M'(&.&,)=cl +C &+ Cié + Cié§ + CEE + EE &, (2.3%)
+CEEE A CELEFCEEES,

em que as constantesc, das fungbes de forma de um dado elempodem ser obtide

impondc-sea propriedade de Delta de Kronec

i R 1 paraj =i . )
¢, =M (511,{21):{0 para j i parai j =1-N nos (2.36)

sendoi =1,---Nnds o n6 correspondente da fungéo de foM'(&,&,) e Nnéso niimero dk

nos do element
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. i i T ..
Definindc-se coordenadas nod X, :{xl',><2',x3} no espago fisic R® para os
elementos é poivel aproximar as superficies contornoutilizando a funcde: M' (51,52).

Sendo assi, as coordenadas e R® de um pont x qualqer sobre a superficie de

elemento podem ser mapeadas a pde um pont & :{fm‘z}T do espaco paramétric
x(&)=M'(&)x, parai= 1;-Nnos (2.37)

O mapeamento dos pon do espaco paramétri plano para a superfic curve do
elemento n espaco fisicpermite que as integrais de superficie da formolagdMEC sejan
procedidas no espaco paramétrico e transformadasopaspaco fisico a partir da rela
entre os diferenais de areas dos dois espacos. Para definir dicetatire os diferenciais
area considere a representacdo de um elementoilgteadl quadratico no espago fis

conforme ilustrado na Figu2.4.

9:)

77 6\):‘:2 - gz
. J I—e
. or
I el a
X,
>

X

Figura 2.4 - Elemento quadrilateral quadratico: Resentacdo no espaco fis.
Qualquer ponto sobre a superfill, do elemento pode ser definido a partir do v
distanciar = x-0= {xl,xz,xs}T. Conforme ilustrado na Figui2.4, diferenciando o vetcr

em relacdo as coorderas ¢,,¢, € possivel obter vetores tangentes as represestaod

eixos paramétricos no espaco fisi
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0&, |0, 0¢, 0¢, 2.3
or _]0x 0x, 0x !
o0&, |0&, 08, ¢,

A relagé@o entre os diferenciais de ama, no espaco fisico &é dé, no espaco

paramétrico pode entdo ser definida a partir ddytmvetorialdr /0& x0r /0¢, .

or

=|—X—

0¢, 052

dr, = dé d, =[J (&) &, &, = J&) &, &, (2.39)

Sendo‘J (é’)‘ =J (&) anorma do vetor jacobiadd¢é) definido como:

(€) —:—; :—; ={3,,3,, 3} (2.40)

As componentes], do vetor jacobiano sdo, portanto obtidas como:

_ 0% 0%, _ 0% 0%

Y0 08, 05,08,
2P0 0 .41

0, 08, 0F,0¢,

_ 0% 0% _ 0% 0%

3

&, 08, 0F,08,

em que as derivadas parcidis/0¢ sdo calculadas a partir da Eq. 2.37 derivandaragdes
de formaM' (&,£,) do elemento. Visto que o vetor jacobiah¢é) é calculado a partir do

produto vetorial entre vetores tangentes a superiicmesmo é normal a superficie no ponto

genéricox({). Sendo assim, o versor normal a superficie emqgealponto do elemento

isoparamétrico € obtido simplesmente normalizaﬂ\(lé).

S~—"

I(&) _3(¢
n(x(¢))= BNGREG)

(2.42)

~—"



74

2.6.2 Elementos de Lagrange: Aproximacao dos campos meagéos

Assim como as fungBes de forma geométrigtg &, ¢,), as fungdes de aproximacéo
dos campos mecénicoN”({l,Ez) também sdo construidas a partir dos polindbmios de
Lagrange apresentados nas Eg. 2.35a e 2.35b. Matengs constante€“ sdo obtidas

impondo-se a Eq. 2.36 para as coordenadas pareaseffi,&,” dosa =1,---Ncp pontos de

colocacdo do elemento, os quais podem ou nao doircim as coordenadas paramétricas
dos nés. De maneira geral € comum utilizar os w8setementos como pontos de colocacao

das equacdes integrais conforme apresentado neaFddi(a). Nesses casos 0s elementos sdo

denominados elementos continuos para os qbis (&,¢&,)=M'(£,£,). No entanto,

devido a presenca de descontinuidades das forcasuplerficie no contorno, torna-se
necessario afastar os pontos de colocacdo dasasreside sdo observadas as
descontinuidades. Elementos de contorno que apaesgyontos de colocacao afastados das
arestas de descontinuidade sdo denominados reudrede elementos descontinuos de aresta
e sao ilustrados na Figura 2.5(b). A partir dosmel#os descontinuos de aresta,
descontinuidades de forcas podem ser impostasupasficies do contorno uma vez que as
arestas interelementos n#o apresentaram pontosoldeacdo comuns. E importante
mencionar que a utilizacdo dos elementos desca#tide aresta garante a representacao das
descontinuidades de forcas de superficie sem énierfa continuidade dos deslocamentos,
uma vez que o sistema de equacgOes obtido por cdlocdas equacdes integrais resulta

totalmente povoado.

A utilizacdo da equacédo integral de forcas de digierrequer que 0s campos
mecanicos apresentem continuidade C1 sobre os amgo colocacdo. Visto que a
aproximacédo via polinbmios de Lagrange resulta emticuidade CO interelementos,
superficies da fissura devem ser discretizadas pomtos de colocacdo internos aos
elementos, onde a continuidade C1 das funcdesrd@fé atendida. Elementos de contorno
gue apresentam todos os pontos de colocacdo iatesdo denominados elementos

descontinuos, os quais sao ilustrados na Figura 2.6
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u(¢)=N7(&)u”

t(6)= N (&) @

em queu” e t? sdo os vetores de deslocamento e de forcas defisigpp@os pontos de
colocacdoy”. Deve-se destacar ainda que para fins de visgabZpds-processamento é
interessante obter os valores nodalise t' dos deslocamentos e das for¢as de superficies.
Tais valores podem ser obtidos simplesmente poagofacio utilizando as aproximacoes

numéricasu’ = N (El' & )u”e t' =N (El' & )t"
2.7 Equacbes algébricas e montagem do sistema

2.7.1 Equacdes algébricas discretas

As equacdes integrais de deslocamentos e de foecsisperficie utilizadas na formulagéo
do MEC dual foram apresentadas em sua forma c@nting expressdes 2.24, 2.33 e 2.34 para
pontos de colocacdo no contorno e nas superfigeisgura. Para resolver numericamente o
problema de valor de contorno € necessario tramsfoas equacdes integrais continuas em

equacles algébricas discretas. Sendo assim, Aag®mrdnumérica prediz que as superfidies
;" eI,  do contorno externo e das faces da fissura sejstnetizadas em um ndmero
finito de elementos de Lagrange. Substituindo aexaipacdes dos deslocamentos e das

forcas de superficie, Eq. 2.43, nas equacdes aitegontinuas € possivel reescreve-las na

forma de equacgdes algébricas como:

NE

G (Y)u () +2 [T (v:x(6.8)) N (£.6) A&.8)) &,y

- o (2.44)
= JU (v x(&E)N7 (606,) I(6,6) dE.C8 7

6 (v )u(y)+s(y)y(y)
+ZI i (y X 51’32 )Nn ({1’52) J({l’fz) dﬁzldirzl'fa (2.45)

e

= NZ_EIUU- (V" x(&.&))N (&.6,) I(€,.€,) dEde A°
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NE

7 (y7) Y [ 84 (Y x((6.6)) N (6085) A&uEy) &\ (2.46)

e=lr

e

=0 (y) X [ D (v X((&. &) N (6.6) 3(6062) ce . 47

e=lr

e

senddNEo numero de elementos adotados para a discretizhgsisuperficies do problema

(contorno e fissuras) € a superficie de um element. Note que as integrais sobre as
superficiesl", foram escritas no espago paramétrigeé, utilizando a relagéo entre os
diferenciais de area apresentada na Eq. 2.39. @mgue os pontos de colocagicsobre as
faces das fissuras serdo sempre internos aos etesnertermo livrec; (y*) em 2.45 sempre
resultac; (y+) =9, /2, dada a suavidade geométrica no interior dos elreeJa no caso do
ponto de colocacay, pertencente ao contorno externo do problema/ar @& termo livre

¢, (v) dependera da suavidade geométricayerou seja, se o versor normaly) é definido

(contorno suave) ou ndo. Caggeja um ponto de contorno para o qual o ve/r}s((yr) nao é
definido, o termo livre resulta diferente di?/z e pode ser obtido de maneira indireta

conforme apresentado no tépico 2.63.
2.7.2 Montagem do sistema de equacoes

Procedidas as integrais sobre as superfifigsde todos osNE elementos, as

equacdes algébricas44, 2.45 e 2.4podem ser apresentadas em forma matricial como:

N N

G U +Z HIl Uj :ZG\] tj (247)
=1 j=1

| | N N

EUH_ +Eui_+§Hi+jUj :ELGI_HtJ (248)

N N

o A I I
ZHi_J‘Uj :ZGi - tJ _Etl _ +Eti + (249)
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Sendo que os indicesj ndo indicam mais as dire¢des cartesianas, massspontos
de colocacdo.i=y, i+= y* oui-=y~ é o ponto de colocacéo fixado sobre o contorno ou

sobre uma das faces da fissura para procedereggdist. j =1---N € o0 conjunto de todos os

ST
pontos de colocagdo sobre as superficies do prablem :{ull,uzj,uj} e

. NT
t :{tlJ .ty ,t3‘} s&o os deslocamentos e forcas de superficiesrdo ge colocacdp, | é

A ~ A A

a matriz identidade ézlij, Gj, Hisj, Giyjs I:|i_j, G;_j sao matrizes de influéncia de
dimensde8x3 definidas por:

Ay =Y [TNUSar, 6 = [uN“U9dr, (2.50)

ebjr, el ijr,
Ay =Y TNV, 6, =Y [u N“Uar, (2.51)
edjr, eljr,
Hioj=n-Y. J-SI—NH(J'e)dre G =n-> | R -NUedr, (2.92
edjr, edjr,

Onde o somatérioy (.) se estende para todos os elemergogue contenham o
elj

ponto de colocacd¢. a(j.e) é a funcéo incidéncia que retorna a numeracéd dimcponto

de colocagagno elementoe, Uj;,, T+, S_ € D, sé&o os nucleos fundamentais das
equacoes integrais B =IN“ e n;_ s&o representagdes matriciais da fungdo interpad

N“e do versor normay(y‘):

i/i+ i/i+
Uy Upp U™ Ty Ty, T3

Uijis =|Uz1 Upy Uys Tijis=|To1 Top Ty (2.53)
Uz Uz Ugg Tap Ta T3
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Dir Dipp D113_(|_) 'S111 S 511_30_)
Di21 Dizz Diog Si21 S122 Sizg
Diz1 Dizz Diass Si31 Si32 Sisg
D211 D212 Dogs S211 S212 Sais
Di- =| Da21 Doop Dopsl  S-=[S21 922 Sooz (2.54)
D23y Doz Doss 31 S32 33
D311 Dsi2 Dags 11 S22 33
D321 Dazp Diaza S21 S22 3
| D331 D33z Dasg | S331 832 33
N 0 o0 m 0 0n 0 0ps 0 o
N=| 0 N9 0O n-={0m 0 0np, O O0mny O (2.55)
0 0 N¢ O 0m O 0 O 07y

Incluindo os termos livres nas Eq. 2.47, 2.48 e P48creve-se:

N N
2 Hiu; =2.Giy
j=1 =1
N N
ZHi"'juj ZZGi + t] (256)
=1 =1
N N
2 Hisjuj =2.Git,
=1 j=1
em que:
Hij :|:Iij se ¥
. (2.57)
Hij =Hj +G se 1=
H|+j :Hi+j Gi H T se # (2.58)
i+] :Hi+j +|/2 Gi+j :Gi 4 + / 2 se i*
i-j =Hi-j G4 =G4 se #-j (2.50)
Hi—j :Hi—j +|/2 Gl—j :Gi_j _|/2 se E

Note que a correspondéncia entre os termos lias£d. 2.48 e 2.49 foram impostas
em 2.58 e 2.59. Cada uma das equacdes matriciai®.®6nrepresentam trés equacdes
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algébrica que podem ser obtidas fixando um pontoottecacdoi do contorno ou um ponto
de colocacda+ oui- de uma das faces da fissura. Fixando por vez domeda um dos

j=1.--N pontos de colocacdo do problema € possivel obtersistema de equacdes

algébricas global de dimens&bl x 3N .

H* Rut=|GT" [it"} < Hu=Gt (2.60)

T T

No qual u :{u,u+,u_} e t:{t,t+,t _} sdo vetores contendo todos o0s

deslocamentos e forcas de superficie dos pontaoldeacdo do problema e as matrizes
T T

globais H :{H, H*, H _} e G :{G, G", G_} sdo construidas a partir das matrizes de

influénciaHy , Hiy;, Hi_; e Gy, Gj4j, Gj_j. As condi¢cdes de contorno podem entao ser
impostas sobre o sistema 2.60 rearranjando asa®ldas matrize$¢l e G de maneira a
coletar todos os valores incognitos do contornasfidsuras em um vetdf. Sendo assim, o

sistema de equacdes final pode ser apresentada como
Ax=Bp = Ax=f (2.61)

Em que as matrize®\ e B sao compostas, respectivamente, pelas colunas das

matrizesH e G correspondentes aos valores incognitos e prescrit@®ntornop é o vetor

de valores prescritos e o vetoré obtido pré-multiplicandg@ por B.
2.7.3 Avaliacéo do termo livre G;

Conforme indicado anteriormente em 2.57, as sulizeatdiagonaidH; da matrizH

incluem os termodd;; e C . A avaliagdo dos termoll;; , assim como a avaliagao dos os

A A

termos I:|i+i+, Hiyi-, Hi-e I:|i_i+, envolve o tratamento de integrais singularesperhi

singulares conforme apresentado no Anexo C. Janwot€, pode ser obtido de maneira

indireta através da imposicdo de movimento de caigido. Caso todos os pontos do corpo
se desloquem em uma das trés direcOes cartesiahasses que 0 corpo apresentara um
movimento de corpo rigido e nesse caso todas easfale superficie do contorno devem ser

nulas. Sendo assim, o sistema final resulta:



81

HI, =0 (2.62)

sendol, um vetor para o qual todos 0s n0s apresentam sloc@eento unitario na diregéo
cartesianae, , (k = 1,2,3), e deslocamentos nulos nas outras direcfes. Cdigo 262 deve

ser satisfeita, sabe-se que:

N N
DHj=0 = g+XH;j =0 ¢g=-3H (2)63
i=1 i=1

j=1
Portanto os termos livreg podem ser obtidos indiretamente a partir da EQ.2.6

2.8 Grandezas internas

Uma vez determinados os deslocamentos e forcasuperficie nos pontos de
colocacdo do contorno € possivel obter as compesealg deslocamentos e tensdes em um

ponto interng a partir das representacdes integrais 2.17 e €dsiderando a discretizacao

do problema em elementos de contorno é possivakres tais equacdes integrais em formas

algébricas.

NE

Ui(Y):ZjUij (y,x({l,fz))N”(fl,fz) (51' ) 1d§r2§

e=lr

e

—Z [T (v x(&,&)) N (£.6,) 3(€..67) A6 ,0,y°

e NE (2.64)
g; Y) 4 Dku y,X Czl’gz ) a(gvfz) J(Evgz) ds, ot
—Z [84(y X(&.8)) N (6,6) A&.E,) &, &\

Como o ponto de colocacdo € interno ao dominio, as integrais sobre os elersen

. ndo apresentam singularidades e podem ser awaliddaacordo com as técnicas

e
apresentadas no Anexo B. Procedidas as integraissseézrias € possivel reescrever as

equacodes 2.64 em forma matricial.
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i
v
e

16” fij Uj

1= I=

. . (2.65)
0 =2 Gitj =2 Hyy,

1
SR
1l
[uey

em queu, :{ul(y),uz(y),uz(y)}Te 0, ={a,(y). 102(y) 71s(y) .o oY) T AY) ,as(y)}T séo o vetor
de deslocamentos e a representacao vetorial dgsoemies do tensor de tensdes de Cauchy

avaliados no ponto de colocagdc=y. u; e t; sdo os vetores ja conhecidos de

deslocamentos e forcas de superficie pedl---N pontos de colocacdo sobre as superficies

do problema eF|ij, G; e ﬁij, czaij sdo matrizes de influéncia de dimensbHee 9x3

definidas como:

Ay = 3 f, N0,

Gj = ZJ‘F u Na(j,e)dre
edj ° edj °

- _ &8)
Hj = ZJ-,- S Na(l'e)dre

edj °

G = > B NU&dr,
|

e

2.9 Técnica de sub-regibes

Caso o0 problema mecanico considerado envolva o adampento conjunto de
distintos componentes, a técnica de sub-regidesiifgeravaliar a resposta do problema
composto assumindo continuidade de deslocamentxguidibrio de forcas nas interfaces.

Procedendo de maneira semelhante ao apresentadopico 2.6.2 € possivel escrever
sistemas de equacdes do tipdu’ =G't" para cada uma das=1---Nr sub-regides que

compdem o problema composto, podendo essas cantéicoa presenca de fissuras. A partir

desses subsistemas € possivel montar um sistelbra dtotipo:

H! 0 0 ||ut Gt o o ||t

2 2 2 2
0 H O puils 0 6 Ot (2.67)
O 0 HNI’ uNr 0 0 GNI’ tNr

O sistema global 2.67 pode ser escrito simplesnmem® Hu =Gt . Na analise dos

problemas compostos os pontos de colocacdo podempesicionados sobre as superficies
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I, do contorno e fissuras e também sobre as superfidie I~ das interfaces entre os
componentes. Denominanda®, u®, u~ e t t*, t° os sub-vetores deas e t
correspondentes aos pontos de colocagéo sobrepedisies O ¢, " e [~ é possivel

reescrever o sistema global do problema como:

uc t°
[H® H® H7]u"f=[c® 6" &7 |it" (2.68)
u- t

SendoH®, H", H™ e G, G", G~ sub-matrizes compostas pelas colunaside

G que multiplicam os vetores®, u™, u” et® t*, t7. No caso de interfaces perfeitamente

conectadas, condi¢cbes de compatibilidade de destras e equilibrio de forcas devem ser

impostas sobre as superficiese I'".

U =u (2.69)

he (H++H-)H;‘i}:[@c (G+_G')H:j} 270

As condicdes de contorno do problema podem seostap em 2.70 rearranjando

colunas dos termosl© e G®de maneira semelhante ao apresentado no topicd 2.6.

[A (H++H—)HUX+}:[B (G+_G-)Htﬁ} (2.71)

sendox o vetor de incognitas do contornd, e B matrizes compostas pelas colunagfe

e G® correspondentes aos valores incognitos e presanibocontorno e € o vetor de

valores prescritos no contorno. Reorganizando B&Inaneira a deixar todos os valores
incégnitos do contorno e das interfaces a esquaadaualdade é possivel apresentar um

sistema final resolvivel do tipo.
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[A (H++H_) (G_‘G+ﬂ“+ =Bl{p}={} (2.79)
"

Resolvendo o sistema 2. € possivel determinar os vees incognitoc de

deslocamentos defor¢casparatodos osponios do contorno eas interface dos component.
2.10 Tratamento da interpenetracac dasfaces dafissura

A formulagdo MEC dual tem por base a teoria classla elasticidade linear
portant, permie o fenbmeno espurio da interpenetre da matéri. Em problemas de fadi
de solidos fissurados < carregamenis alternads, tal fendbmeno pode aconte nas
superficies das fissul. No caso de formulagdes variacionais, como as do N, o probleme
da inkerpenetracdo da maté € tratado atravi da minimizacdo do funcional de enert
mecanica sob restricbes de contato, impostas atrdaé técnicas de multiplicadores
Lagrange ou dpenalizagéo. No caso das formula¢des de elemeatosrdornc as resticoes
de contato podem ser impostas diretamente rema de equacdes algébricas ume que as

variaveis enolvidasnas restricdesao os proprios deslocament asforcas de superfic.
2.10.1 Definicao do problema da interpenetracdo das faces da figs.

No contexto d MFEL assum-se a condicé de forcas nulas para as superficies
fissuras. 'omadas as condicbes prescritas no contorno extemosolido, solugde
aproximadas para o PVC podem ser obtidas atravegttelos huméricos como o MEC dt
No casogeral de fissuras solicitadas em modo misto derat dependedas condigdes ¢
contorno do problen, o fenbmeno dédnterpenetracé das faces de uma fiss pode se

observad conforme ilusia a Figura 2.

fissura fechada
glyy)=0

fissura aberta
gly.y')>0

interpenetracao
glyy)<0

Figura 2.7 — Descri¢do do fendmeno de irpenetracédo das faces de uma fis.
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Em problemas gerais da mecéanica do contato a fugéﬁb,y') apresentada na Fig.

2.7 € denominada func@ape é definida como:

g(y+,y‘) =[(y+ +U(y+))—(y‘ +U(y‘))} -n(y‘) >0 (2.73)

O resultado da funcédgap € um valor escalar que corresponde a minima distan
entre as superficies suscetiveis ao contato edquaggativo, indica a interpenetragdo de um
sélido sobre o outro. No caso especifico dos posttse as faces das fissuras tém-se que

y" =y~ e, portanto, a funcagap é a prépria abertura normal da fissura, ou seja:
g(y+,y_) :[u(y“L)—u(y‘)} .n(y_) :<u,7 (y+ ,y_)>2 0 (2.74)

em que<u,7 (y+,y_)> € o salto, ou descontinuidade, da componente slead@nento normal

a superficie da fissura (abertura nornal) parsoososy*,y~ das faces da fissura. Conforme

indica a Eqg. 2.74, para que ndo haja a penetrag8dates da fissura € necessario que a

condicdo de néo interpenetrabilidaéa,7 (y+,y_)> >0, seja satisfeita em todos os pontos das

superficiesI "e . Caso a solucdo do PVC obtida considerando fissiwees de forcas

resultar<u,7 (y*,y')> <0 em algum ponto, a solugéo se torna inadmissivel.

Considerando os valores admissiveis da condicdantdepenetrabilidade, duas
distintas situacdes podem ser identificadas. Quasdberturas normais apresentam um valor
positivo 0 contato entre as superficies da fiseémocorre e, portanto, as for¢as de superficie
sdo nulas. Por outro lado, quando as aberturasamrgdo nulas o par de pontos esta em
contato e forcas de interacdo aparecerdo nas miperfda fissura para evitar a
interpenetracdo. Os valores dessas forcas de muperdependem severamente das
caracteristicas do problema mecanico como um todwodem ser obtidas a partir de
procedimentos iterativos. Nesse caso tem-se unlgmabde contato, o qual é naturalmente
nao linear uma vez que ndo se conhece previamsnmg#es das superficies de fissura que

estardao em contato.
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As forcas de interacdo devem satisfazer a condiedmquilibrio definida pela terceira

lei de Newton, ou sejat,(y*) = —t(y'). No presente trabalho é considerada uma importante

hipétese simplificadora sobre o modelo de interpagéo: Os efeitos de friccdo entre as faces
da fissura sdo desprezados. Apesar de ser umaseplirte, a situacdo mais critica em
problemas de fratura ocorre quando tensdes deot@g@m de maneira a abrir as faces das
fissuras, sendo os efeitos de friccdo pouco retegamesses casos. Na auséncia de friccdo, as

forcas de interacdo nas regides de contato serApreenormais as superficies da fissura e

podem ser representadas por um esdg\(af').

)=t o) =i )aly <o e

A forca normal a superficie (pressag) deve ser sempre negativa, indicando

compressdo, pois caso contrario, existirdo foro@sicas de adesdo no sentido de fechar as
superficies da fissura. As forcas coesivas aparemmrchamados problemas coesivos. Nos

problemas de fratura elastica essas forcas sdordederadas. Levando em consideracdo os

valores observados simultaneamente para as at&a<m1;;éy+,y')> e as forcad, (y+) e

possivel escrever a condicdo de complementarieglaglearacteriza o problema de contato:

vy 7)) ly)=0 (2.76)
2.10.2 Equacgdes algébricas em coordenadas locais.

Antes de introduzir as restricdbes de contato &astante escrever em coordenadas

locais as colunas das matrizels e G que multiplicam os graus de liberdade das faces da

fissura. Para cada ponto de colocagdc=y* e j—=y~ sobre as faces da fissura é possivel

definir de maneira Unica um sistema de coordenladass conforme ilustrado na Figura 2.8.

Os versoregy, | e t que definem as bases ortonormais sao obtidos como:

— e __or _or
= d = X——
7=/ sendo =5 xoe
t=t/[t] sendot_zc_?—; (2.77)
1

I :I_/HI_H sendol =g xt
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Figura 2.8— Sistemas de coordenadas lo.

Os vetores ¢ deslocamentos e forcas de superfu;,, t;,, u;_ et;_ escritosno

sistema de coordenadas globais podem ser transfosnmzara s sistems de coordenade

locais, e vicevers;, através de matrizes de rota R, e R;_.

L _ L _
Uj+ _Rj+uj+ t]+ _Rj+tj+

L _ L _
UJ'_ _Rj—uj— t]_ —Rj_tj_

(2.78)

em queuj+L, tj+L e uj_", tj_L sdo 0s vetores escritos nos respec sistemas d
coordenadas locait As matrizesR;,e R;_ sdo definidasa partir das componentes ¢

versore ortonormai ilustrados na Fic2.8 avaliados scre ospontosj+ e j—.

(i+) (i-)

m 12 113 M M2 N3
Ri =l 1, Ig Ri_=[l3 1, 14 2.79
y th 13 tp ty t3

O sistema glob¢Hu =Gt pode ser reescrito em terr dematrize: de influéncii 3x3

Hj e Gjj que multiplicam os vetore3xl u;e t; de deslocamentos e for¢as ¢j =1---N

pontos de colocacao do proble
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H11 H12 H]N u, Gll GlZ Gm tl
H21 H22 H N 2| _ G 21 G 2 G b t 2 (2 80)
HNl HNZ - H an U N G NL G N T G NN t N

Desmembrando os pontos de colocacdo em subconjyrtés-Nj, j+=1.--Nj + e
j—=1---Nj —, com Nj+ =Nj—, de acordo com sua localizag&o, reescreve-see8fdrma

de somatdrio como.

Nj+ Nj-
ZHIJ j D Hipaly s+ D Hy
= = (2.81)
Nj+ Nj- '
ZGIJ P+ 2 Gyt DGy g -
j j+=1 j—=1

A partir da transformacéo inversa a 2.78, reesonese em coordenadas locais as

equacdes em 2.81 correspondentes aos graus diatieesobre as faces da fissura.

Nj+ Nj- -1,
ZH” J+ZHU+[RJ } +ZH'J‘[J‘] Y -~ =
)= )= (2.82)
Nj+ _ Nj- 1L
ZGIJJJ’.ZGU{RH] +qu [J—:I -
j+=1 j-=1
Ou ainda em forma matricial.
uC tC
[HOH H [Ju =[G 6 67 iy 42)
ug t

em que os vetoresi, *, u.~ e t.*, t,” contém todos os deslocamentos e forcas de

superficie da fissura escritos em coordenadasslocai
2.10.3 Imposicao iterativa das restricdes a interpenetrag

As restricbes a interpenetracédo, definidas no ®Ri®.1, podem ser impostas nas

equacdes algébricas 2.83 a partir do procediméariativo descrito a seguir. O Procedimento

se baseia na ideia de previsdo e correcdo daseseg@nplementares de contatde néo
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contatol ; "“das superficies de fissura. Na primeira iteragéiqprevisdo inicial, ¢ assumido

que ndo existe regido de contafo; NI =0 . Nessa situagdo o sistema 2.83 pode ser

solucionado impondo-se as condi¢des de contornpraldema e condi¢cdes de forcas nulas

sobre as faces da fissura.
1 P
u =[A H, ' HL‘] [B G.* GL‘} 0 82)
0

Com os deslocamentas * ={u,7+ u ut+} eu.” :{u,f u;” ut'} obtidos de 2.84
€ possivel calcular as aberturas norméjrﬁ:(y*,y‘» = —(u,7+ + q]'). Caso todos os valores

do vetor de aberturas normaié,l,l(y+,y')>, avaliados nos pontos de colocacdo, sejam
positivos considera-se que o problema convergiu ae@woorréncia de interpenetracdo. Caso
alguns componentes do vetor sejam negativos coassgeque 0S conjuntos de pontos de

colocacdo onde a interpenetracdo foi observadamuenn agora a regidd® de contato e

parte-se para uma segunda iteragao.

Na segunda iteracdo o contato deve ser impostogsanas da regiad°. Para tanto,

considere novamente o sistema 2.83, reescrito como:

u® t¢
nc nc
up t
c+ c+
Up ty

HCHLnCH”C*HIC*' u|c+ GCGLHCG”&Gl ¢ tI(:+

e H o H o (o[ 60%6,56, 06, ° || (2.85)
u,” t,"
e 4
U t"

Onde os sobrescritos e ncindicam vetores que coletam os graus de liberdade d

pontos sobre as superficies da fissiifa(em contato) & "°(ndo em contato). Para a regido
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M o vetor de deslocamentos é apresentado em formadegsada como
nc — nct+ nc- ix=C S~ H T oL
u o =qul U . Para aregiad - as condi¢des de interpenetrabilidade, equilibai® d

forcas normais e auséncia de friccao resultam.

P =S (2.86)

4, =t,“ =t,* =t,“ =0

Impondo as condi¢cbes 2.86 e as condi¢cdes de conezm?2.85 é possivel obter um

sistema resolvivel dado por:

_ /)
AH (H, -H, ) || o

B GC+ ct+
H|c+ Htc+ ch— Htc— LItc+ :[ | Gt ]

- G G%
—G, " (_G”C-F_G”C—) u,° | t

L - c—

(2.87)

© O O O T
1
O O o o —™

A partir da resposta do sistema 2.87 € possivelaavse as regides de contato e ndo

contato®e I previamente assumidas satisfazem as restric6dse22/75. Caso algum
ponto sobre essas superficies ndo satisfaca sigdes, considera-se que o problema ainda

ndo convergiu e parte-se para uma nova iteracaefimawlo as regides ‘e IM° e

procedendo de maneira semelhante ao apresentada pagunda iteracéo.

A convergéncia do algoritmo iterativo descrito seajuando todos os pontos sobre as

superficies ®e " satisfizerem as condi¢bes de contato, ou seja:

(2)88
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3 Malhasindependentes para asuperficies NURBS

Conforme discutido no capitulo de introduca grande maioria das tecnologias C
se baseia a descricd geométric de solido tridimensionai a partir de superfici
paramétrice. Entre as principais tecnias, i.e., NURBSSubdivisiorsurfacese T-Splines
as suerficies NURB! destacm-se como a mais difundida nos softwares de ( Para
alcancar o objetivo de integrar as analises meadrde fratura e fadiga de componentes
com os softwarese computaco grafice, desenvolv-se nesse capitulo um gera de malha:

de superficie a partir do mapeamento geométricuderficies NURBS

Os modelos geométricos dos componentes tridimesisisdo geralmente constituic
por multiplas superficies NURLE, as quai podem ser aparadas ou ndo. Sendo assim, un
grandes dificuldades para gerar malhas volumétmeasie superfics € o tratamento di
conexbe das superficies, uma vez que cada superficie possa parametrizacé
independentidas dema. O algoritmo |roposto no presente trabalho se baem conceito:
semelhantes aos dos elementos descontinuos e tiesosrde aresta, introduzidos por M
Aliabadi (1992 para analises de fissu. Define-se o conceito delementos descontinu
generalizadc, os quaissao utilizados para discretizar as extremidades sugerficie,
garantindo que todos os pontos de colocagdo sejmmos as mesir. Assim € possive
discretizar de maneira independente as superfitif?BS (aparadas ou nao) que descre
o modelo georétrico, evitand as complexidades no tratame das intersedes. Tal
caracteristica permitratai modelos geométricos 3[ndo estanqu”, desde que as lacase

sobreposicoe nas interseccd das superficie sejam consideravelmente pequel

A geracdo d malhas de suyrficie é efetuad a partir de uma malha 2D gerada
espaco parameétrico de cada superficie NURBS. Caud@ espaco fisico 3D é obtido a pe
do mapeamento de um n6 da me2D utilizando as funcdes base e os pontosontrole de
respeciva NURBS. As conectividades dos nés da malha da dojetridimensional sa
idénticas as da malha paramétrica bidimensionatdso de superficies ndo aparadas, mi
paramétricas 2D estruturadas, uniformes ou locakneiinadas, sdo facilmente cias pare
gerar as malhas tridimensionais ap6és 0 mapeameaiwéjrico. JA no caso das superfi
aparadasas curvas NURBS de aparacao definidas nos espacasgtricos das superfici
sao discretizadas em trechos lineargeradores de mall 2D n&o esruturada séo utilizado

de maneira automatica p programa desenvolvido para mapear 0 espaco pareo
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aparado da superficie. Consecutivamente, é posgiggdr uma malha da superficie
tridimensional aparada apds o0 mapeamento paraag@$isico. Para determinar os nos de
extremidade da malha paramétrica 2D, necessari@sdadinir os elementos descontinuos,
utilizou-se a funcéo distancia assinalada do cantoo espaco paramétrico bidimensional. A
possibilidade de discretizar superficies aparadas nthneira independente permite a
imposicao de condi¢des de contorno em porcgdes plerfstie ndo regulares, respeitando as
descontinuidades das forcas de superficie. Alésodias discretizacbes independentes das
superficies proporcionam versatilidade para referaios necessarios em andlises de fadiga e
fratura com fissuras de borda, uma vez que perquieeo refinamento da discretizacdo do
contorno interceptado pela fissura nao afete aratizacdo das outras superficies do
problema. Para introduzir o algoritmo desenvolviddguns conceitos béasicos sobre
superficies e curvas NURBS séo apresentados. Dédimipara a construgdo das NURBS tais
como vetores de&nots patches pontos de controle, curvas e superficies B-splig&o
brevemente apresentados e maiores detalhes podesncemtrados em livros de referéncia
como Farin (1999) e Rogers (2001).

3.1 B-splines

Curvas e superficies paramétricas do tipo NURBS cefistruidas a partir de uma
transformacéo projetiva de fungdes B-splines. Rtomtauma discussdo sobre B-splines é o
ponto de partida para entender as entidades NURB&paco parameétrico sobre o qual as
funcdes B-splines sédo construidas é denomipatich Apesar da semelhanca com o espaco
paramétrico dos elementos de Lagrange convencjanamnceito € mais amplo uma vez que
as superficies NURBS sdo capazes de reproduzir aleeim exata uma maior gama de
superficies como as conicas e as quadricas, conmtemglizadas em projetos de CAD. Dessa
maneira, o contorno fechado de muitos componemntgiménsionais com geometria

complexa pode ser descrito utilizando poucas sigesfNURBS.
3.1.1 Vetores deKnots

O espaco paramétrico de uma B-splinepatch é definido pelos chamadestores

de knots Em uma dimensdo, um vetor d@ots € um conjunto ndo decrescente de
coordenadas do espac¢o paramétrico, tais cam{fl,{z,...,{m p+1} , sendo& OR 0 i-ésimo
knot i=1,2,..n+p+1sdo0 os indices ddsots pé a ordem polinomial da B-splinere o

namero de funcdes bases utilizadas na construc&arda B-spline. O&notsparticionam o
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espacgo parametrico e os intervalgsé ., | sdo denominaddsiots spansOs vetores dknots

sao definidos como uniformes para o caso em quis tosknotssao igualmente espacados no
espago paramétrico. Caso contrario os vetoreknodés sdo ditos ndo uniformes. Valores
repetidos d&nots ou seja,é =& =&, ==& 4, , POdem ocorrer em um vetor Keotsnao

uniforme. A multiplicidade dog&notstem importantes implicacdes sobre a continuidaae d

curva B-spline. B-splines sa€* continuas internamente a&®ots spanse Cp_("ﬂ)

continuas noknots sendom+1 a multiplicidade dd&note pa ordem da B-spline.

Um vetor deknots é dito aberto caso o primeiro e ultimo valoreskdets tenham
multiplicidade m= p. Vetores deknots abertos sdo geralmente o padrdo em softwares de
CAD. Sendo assim, no presente trabalho a constrdedsuperficies NURBS se limita a
utilizacao de vetores denotsabertos. As funcdes bases que definem a curvaifzgm um
vetor deknotsaberto séo, portanto, interpolatérias nas extraded do espaco paramétrico

[ .60+ p+1]- NO entanto, parknotsinternos ao intervaldé;, &, .1 |, as fungdes base néo séo,

em geral, interpolatérias.
3.1.2 Funcdes base de uma B-spline

A partir de um vetor deénots € possivel definir recursivamente as funcdes base

Ni () de uma B-spline, sendp a ordem polinomial. Para iniciar o processo reears

definem-se fungdes constantes por partes, oufsagies de ordemp=0.

— o (3.1
0 caso contrario

Ni,o(f)_{l Caso<(i5<t<<(i+l

Para ordens superiores as fungbes base sao dsfiredarsivamente a partir da
formula de Cox-de BodiCox, 1971; de Boor, 1972).

_ ¢4

- + C(i+p+1_§r
<Ci+p_€ti

4ti+p+1_<ri+1

Nip () Nip-1(¢) Ns1p-1(€) (3.2)
Para ordeng =0 ou p =1 as fun¢des base definidas por 3.1 e 3.2 resufjaais aos
polindbmios de Lagrange. No entanto, pgra 2 as fungdes base se diferem dos polinbmios

de Lagrange. As funcdes base das B-splines posswensas propriedades matematicas uUteis

em termos de analises numéricas. Entre essasgutafgds destaca-se a particdo da unidade.
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]
<
]
2
1

1 0&0[& e pe] (3.3)

Outra importante propriedade das funcdes base é&lagepodem possuir atp-1

derivadas continuas interelementos (sobrekmsty, a qual tem implicacbes diretas na

suavidade da descricdo geométrica através de tipeMlURBS.

Durante a construcdo recursiva das funcdes basgagiies do tipo)/0 podem
aparecer frequentemente. Nesses casos, deve-sie @&fi= 0 e continuar com as operagdes

necessarias para a obtencéo das funcdes base (ERLERal., 2009).

3.1.3 Curvas B-spline

Curvas B-spline definidas em um espaco Euclididftsdo construidas a partir de
uma combinagdo linear das funcbes bagg(¢) . Para o caso de curvas &nA ou emR3, os

coeficientes que multiplicam as funcdes bases re@pectivamente, vetores de duas e trés
dimensbes que contém as coordenadas dos chanmiies de controleno espaco

euclidiano. Dado um vetor dknots E={<‘1,<‘z,---,<‘n+p+1}, suas respectivas funcbes base

Nip(€).i=1,2,...,n e os correspondentes pontos de contBI&R,i=1,2,...,n, umacurva

B-splinepolinomial por partes é dada por:
C(£)=2Nip(4)B (3.4)

Note que os indices=1,2...,n dos pontos de controleB; ndo indicam suas

componentesd no espaco Euclidian®?, mas sim a correspondéncia com as funcdes

escalaresN; , (¢). Os pontos de controle sdo analogos aos nos eimeelos de Lagrange no

sentido de que os mesmos sdo os coeficientes queplivam as funcdes base no
mapeamento geométrico. No entanto, dada a natnéx@terpolatoria das funcbes base, os
pontos de controle diferem da imagem Kiostsno espaco fisico. A Figura 3.1 apresenta uma

curva B-spline quadratica definida éRf construida a partir de um vetor kigotsaberto. A
interpolacao linear dos pontos de controle é demada depoligono de control@ara o caso
de curvas eede de control@ara o caso de superficies. Os poligonos de derdras redes de

controle sdo respectivamente equivalentes a cergaperficies B-spline de ordep=1.



B, B,
(b) Quadratic B-spline curve

Figura 3.1 — Curva E-spline quadratica(a) fung6es de forma (b) Curvi-spline e joligono de control
(MARUSSIG & HUGHES, 201.

3.1.2£ Superficies E-spline

Dadauma rede de contrc B;

i 1=1,2,..,n, j=1,2,...,mordens polinomiape q e

vetores deknot =={&,&.....&wpei} € H={m.12.... fimsqet} € pOssivel definir uma superfic

B-spline S(¢&,77) como:

3

5(5”7)2i Nip (€)M g (7)B; =anm Nj pq (£.77)B (3.5)

i=1j=1 i=1j=1

em queNn; ,(¢) e M ,(¢) sdo fungbes basunivariadasde ordensp e g correspondente
aosvetores d knots = e H, respectivamen. Nj n,(¢.7) s@o fungBes base bivadas d:
superficie s(¢,7) definidas como o produto tensorial das fungées basariadas No casc
de superficies -spline, o dominio paramétrico, opatct, € definido pelo produt
[El,fm p+1]><[/71,/7,mq+1]. Note qu optoL-se por trocr a nomenclatura das coordene do

espago piamétricc bivariadc para(é&,7), ao contrario da nomenclat (&,¢,) adotada par

os elementos de Lagrar, de modo a evitar confusdo com os dois primeiasrgs do:

vetores deknot. Muitas das propriedades das fungcdes base univargatransmitidas pa
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as funcdes base bivariadas tais como a ndo nafgatvie a particdo da unidade, observadas

parall(£,7) 0] &.&ns pia | X[ 717 g1 |

|M3

. 1Ni,p (E)Mjq(n) :(é Nip (ﬂ}[illvlm (’7)J =1 (3.6)

O numero de derivadas parciais continuas Nje, (¢,7) em uma dada direcao

paramétrica € igual ao numero de derivadas corgidaaespectiva funcao base univariada.

Alem disso, muitas das propriedades das funcdes Kgs(¢) e Nj q(&7) sdo também
transmitidas para as curvagé) e as superficies(¢,7) B-splines conforme discutido em

Roges (2001). No contexto do presente trabalh@ragriedades de continuidade, as quais
sdo também transferidas para as superficies NURBS,de particular importancia para a
representatividade geométrica de uma maior gama cdelponentes mecanicos

tridimensionais, para os quais partes do contord@® descritas por superficies curvas

continuas. Considerando as definicdes 3.1, 3.5 eBserva-se que o numero de funcdes
bivariadas em um daduwatch [61,£n+ p+1]><[/71,/7wq,,1} € igual aN = nm e também que o

suporte das funcdes base é sempre menor do quainidalopatch ou seja, as funcdes base

tem suporte local.
3.2 NURBS

Curvas e superficies B-splines ndo uniformes, ¢@nstruidas a partir de vetores de
knotsndo uniformes, ndo sao capazes de reproduzir deiragexata muitas das geometrias
usuais de componentes mecanicos. Por outro ladoja€uwe superficies B-splines néo
uniformes racionais (NURBS, acrénimo do inglés) sé@decnologia mais difundida em
softwares de CAD devido principalmente a sua caaae de representar exatamente curvas
e superficies cbnicas e quéadricas, comumente et projetos de CAD, e ao fato de
existirem muitos algoritmos eficientes e estaveasapa geracdo automatica e alteracdes

paramétrica de objetos descritos por NURBS.

De um ponto de vista geométrico, uma curva (ou rfigge NURBS em um espaco
Euclidiano RYé obtida a partir da projecdo de uma curva (ourficp® B-spline em um

espa(;oRd+1. Os pontos de controlB; (ouB; ) de uma curva (ou superficie) NURBS &fl
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séo obtidos efetuando uma transformacéo projetibeesos pontos de contro®® (ou Bij“’)

da curva (ou superficie) B-spline primitiva & ™.

(Bi), :(Bi“’)k/cq parak=1,...,d

W Z(Bi a))d+1 S0
(Bij )k =(B1] w)k/aﬁ parak=1,...,d .
qu - (aj w)d+1 |

em que(Bi)k (ou (Bij )k) € a k-ésima componente do vetdr (ou B;) e ¢ (ou «jj) €
denominado peso, o qual corresponde a compomnkriedo vetor B, (ou Bij“’). Definindo
uma fungéo peso escakar(é) (ouw(é&,7)), € possivel aplicar a transformagéo projetiva par
todos os pontos da curva B-spline primiti\@l“’(f) (ou superficie B-spline primitiva

S“(¢&,n7)) resultando em uma curva NURES¢) (ou superficie NURBSS(¢,77)).

[c(e)

((:(5))k ZTf)k parak=1,...,d (3.9)
s¥(¢m)
(S(f,/]))k:% parak=1,...,d (3.10
em quew(£)=zn: N,p()w (ou W({,n)=znlzm: N p (&) Mjq (7)) € a func@o peso escalar
i=1 i=1j=1

definida a partir das fungdes base da B-splineeNpte fungdes a€® (&) e W (&) (ou

S“(¢.7) e W(¢,n7)) sdo ambas polinomiais por partes. Sendo asGifg) (ou S(¢&,77)) €

uma funcao racional por partes definida a partiveteres dé&notsndo uniformes, ou seja, é

uma funcdo NURBS. A Figura 3.2 ilustra a transfazédmaprojetiva de uma curva B-spline

quadraticaC® (&) em R®para uma curva NURBS (&) em R?.

Na grande maioria dos casos, as entidades NURB&%mue descrevem o contorno

de objetos tridimensionais sdo construidas comxiliawle softwares de CAD ou ainda
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utilizando modelos padrdes no caso de geometrias esmplesses cas, tornase mais

interessante entender as NURBS de um ponto de aligédori, evitando assim manipul

diretament B-splines em R*. Curvas e Superficies NURBS poc ser descritas a partir
uma combinacéo linear de fungbes base semelhane@meapresentado nas Equacoes
3.5 para o caso dassplines.

Figura 3.2 — Transforma projetiva de uma curv-spline err RS para uma curva NURE em R?
(MARUSSIG & HUGHES, 2017)

C(£)=2.R(¢)B (3.11)
i=1
S(¢&n)= n Zm: Ri (£.7)B (3.12)
i=1j=1

em queB, (ou B;) é o poligono (ou red de controle da NURS e R (¢) (ou R; (¢,7)) sdo
funcbes base das NUR definidas a pdir das fungbes base dassplines N;,(¢) (ou

Nip () €Mj,(&)) e dos pesow (ou ;) .

_ Nip(é)a

R (5)_ n
;Nﬂp (f)a{

(3.19)
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Rj (67) = (3.19

Note que as ordens polinomip e gq foram omitidas em 3.12 3 3.. Apesar de
serem fungO¢ racionais, como as ordeip e g se repetem tanto no numerador comc

denominador, é comudefini-las como ordens das fun¢bes base da NU As funcdes bas

R(¢) (ou R;j(¢.7)) possuer muitas das propriedades das fungbes N;,(¢) (ou
Nj pq (£:7)) cOmo a particdo da unidade, ontrole da continuidade por multiplicidade

knots e ocarater loal.

NaFigura 3.:ilustre-se esquaaticamente uma superficie NUR em R3,

(a) Espago paramétrico (b)Superficie NURBS em R’

Figura 3.3— Superficie NURIS no espaco fisic R3 (MARUSSIG & HUGHES, 201).

Note o carater nainterpolatéoric da NURES com relagdo aos pontos de cont B; .

Note d@nda que nenhuma referénaos pontos de contrc B;” em R* da Bspline projetiv.

foi necessér, sendo as componentes da quarta dimensédo consisléna&ilasicamente com

pesosq; das funcdes ba R; (¢,7).

3.2.1 Superficies NURBS aparade

Para representar limites arbitrarios em superfigesadas fr produtos tensoria

7z

(como é o caso das superficies NURBS), patche podem ser modificados p
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procedimentos de aparacdo. Com o proposito de raparauperficies, curvas de aparacao
C'(u) s8o definidas no espago paramétrico das superfiigf,7). Tais curvas s&o

geralmente NURBS fornecidas nos modelos geométdeodSAD e podem ser apresentadas
como:

n(u)

c' (U):[E(u)}:éﬂ(% (3.15)

em queb O R? s&o pontos de controle da curva de aparacao diefimo espaco paramétrico
da superficie aparadés(f,n). O conjunto de curvas de aparacao definidas sabra

superficie deve formar uma volta fechada. As vofeahadas podem também incluir as

arestas do espaco paramétrico original da supertisisas voltas fechadas de curvas dividem
0 espaco paramétrico aparado em distintas partks @rdirecdo das curvas determina qual
parte é visivel. Ou ainda, o procedimento de apar&usado para definir as areas visiveis

AYsobre a superficie. Como resultado, superficies wpologias ndo regulares podem ser
representadas de uma maneira bem simples. A FRdrapresenta um exemplo de uma

superficie aparada: (a) superficie regular e redeamtrole, (b) espaco paramétrico aparado

pelas as curvas de aparag@b que definem a area visivél” e (c) superficie aparada. Note

gue a descricdo matematica da superficie aparasa,oi produto tensorial que define a

superficie e a rede de controle, € a mesma dafaipeegular. As superficies aparadas estéo
presentes na grande maioria dos modelos geomégizosois elas possibilitam uma maneira
conveniente de definir superficies com topologidst@rias e proporcionam uma maneira
simples de visualizacdo em sistemas graficos. Rtno dado, elas ndo apresentam uma
solucdo para problemas como a conneccao suavepeefisies adjacentes e muitas vezes

lacunas podem ser observadas nas interseccOespdafices.
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C!

(a)Superfice regular  (b)Espaco paramétrico aparado (¢ )Superficie aparada

Figura 3.4— Superficie aparada: (a) Superficie regular defipiela produto tensorial das funcGes base

Espaco paramétrico aparado por um conjunto de c ct, (c) Superficie aparada conforme programas de
(MARUSSIG & HUGHES, 201..

3.3 Modelos geométricos 3/ e 0 problema dasinterseccde

A grande maioria dos modelos CAD é geometricamenteeseptad apenas por Se

contornol” . Sendo assim, modelos geomeétricos sdo geralmenteasbogppor um conjuni

de vérias curvas e R? ou de varias superficies eR3:
n
r= .chi r=0§ (3.16)
1=

A Figura 3.5 ilustra modelos geométricos compogiot um conjuntt de curva

NURBS emR?e por um conjunto de superficies NURBS R3.

) 2
(@) Modelo geométrico em R (@) Modelo geométrico em R*

Figura 3.5—Modelos geométricos e R? e R%: (a) canposto por 13 curvas NURBS (PENG et al. ) (b)
Composto por 72 superficies NURBS (SCCet al, 2013)
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No caso bidimensionall € uma curva composta por diversasvas C;, as quai

podem ser de diferentes ordens polinomiNesse cas, ndo existem grandes dificuldac
para a construcdo (I' uma \ez que curvas podem ser un facilment¢ sendo ainda possi
controlar a continuidade das interse¢. No entanto, um problema aparece no «
tridimensional, quand I é composto por diversas superfi. A intersec¢do ou conexao
duas ou mais superficies € um problema complexpecialmente no co de um

continuidade ser necessal

De maneira geral, parametrizacbes nao conformepragn das extremidades
superficies sdo observadas em diversos modeloségecns 3L resultando em lacunas
sobreposic¢des das superficies nas proximidadestersec¢c6e$MARUSSIG & HUGHES,
2017).A Figura 36 ilustra modelos geométricos 3D construidos com iplat superficie

NURBS destacando os problemas nas interseccoesipadicies

(@) (b)

(d)

Figura 3.6— Modelos geométricos construidos com multiplas digies NURBS: (a) e (b) llustracéo global, |
e (d) llustracédo local dos problemas de lacunasmaseccdes (BAZILEV et al., 2010).

Modelos geomeétricos que ndo apresentem lacunashoep®sicdes nas intersecdes
superficies sdo denominados de modelotanques” Watertigh, Acronimo dc inglés, os
quais sao de dificil obtenc. Modelos “ndcestanques” como o0s apresentados na Figur

sdo geralmente indeseja\, pois dificultam a geracdo de malhas volumétricas ou mesr
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superficie. Apesar de serem o padrdo em programaSAD e representarem bilhdes de
dolares de investimento, as superficies NURBS, aeeima geral, ndo permitem a geracao de

modelos complexos tridimensionais “estanques” (BAAIS et al, 2010).

O gerador de malhas de superficie descrito noaG@seguir permite a criacao eficiente
de modelos tridimensionais para andlises via elessede contorno a partir de modelos
geométricos 3D “ndo estanques”, constituidos pdtiphes superficies NURBS.

3.4 Gerador de malhas de superficies

O gerador de malhas de superficie desenvolvido msepte trabalho leva em
consideracdo trés importantes fatores para facititacriacdo dos modelos numeéricos de
elementos de contorno a partir dos modelos gearnétr{i) Os modelos geométricos 3D sao
constituidos por mudltiplas superficies NURBS cugsametrizacdes sao independentes.
Portanto, a discretizacdo de cada uma das supsrfild modelo numérico deve ser
independente da discretizacdo das demais para esifgroblemas nas intersecdes. (ii) Cada
superficie possui seus proprios graus de liberdade, ndo existem graus de liberdade
pertencentes a mais de uma superficie NURBS, eninua@wlade dos campos mecéanicos €
garantida pelo carater global do sistema de eqsgaagfigbricas obtido via colocacdo das
equacOles integrais, i.e., cada grau de liberdagmaé combinacao linear de todos os outros
graus de liberdade do problema. (iii) Os erros migug devido as lacunas e as superposicdes

de superficies sdo pequenos caso as lacunas lerepagicoes também sejam.

O primeiro passo para criar os modelos numéricgsrar uma malha 2D, i.e., n6s e
conectividade de elementos, para cada espaco pandas superficies que descrevem o
modelo geométrico 3D. Note que cada espaco param@wde ser discretizado sem que haja

preocupacao com as intersecdes entre as multiypasfaies.
3.4.1 Superficies regulares

Para superficies regulares, i.e., ndo aparadasa@iac de uma malha 2D no espaco
paramétrico é trivial. No presente trabalho optewpsr discretizar superficies ndo aparadas
com elementos quadrilaterais gerando malhas reggulariformes ou localmente refinadas. A
Figura 3.7 apresenta o espaco paramétrico, a rpatlamétrica 2D e a malha da superficie no

espaco fisic®> para uma superficie NURBS regular de ordens poliaisnp = q=5.
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Figura 3.7 - Superficies regular: (a) espaco paramétrico (b) malha paramétricac2mélha da superfic em
RS,

(5)

Note que a conectividade da malha superficie Fig. 3.ic, € a mesma da mal
paramétrica, Fig. 3b. Ja as coordenadas dos nés R3podem ser obtidas a partir ¢

coordenadas paramétrica R?com o mapeamento descrito [ Eq. 3.12
3.4.2 Superficies aparada

Para a geracao ¢ malhas paramétricas ' superficies aparadas é necessario que

fornecido o numel de voltas fechadas de aparacédo, o nu de curvas de aparacipara
cada voltafechadae a desc¢do matematic de cada cun de aparagé C:ti, l.e., vetor de
knot ordem polinomial e o poligono de cont. Calcule-se, a partir de Eq. 3.15, um:
guantidade predefinida de por para cada uma das cur\Cti . Conectando os pontos f

trechos retos € possivel gerar uma regido na aquid per definida uma malha paramét
utilizando algum gerador de malhas bidimensiondo presentérabalho, adot-se o recurs
SmartSizin do Softwar Ansyspar: gerar a malhasparamétricas 2D. O recurso é cham
de maneira automatica pela ferramenta computactesgnvolvida em Fortran utilizandc
comando “I = SYSTEM()”, que excuta o programa Ansys modoBatck. Dois tipos de
superficies aparadas foreimplementadas, i.e., superficies aparadas intear@adernas. N

caso das superficies aparadas int¢, a regado a ser discretizada é delimit apenas pelc

trechos lineareprovindosdas curvas de aparagCti . J& no caso das c<erficies aparade
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externas a regido a ser discretizada é delimitadas ptrechos lineares das cunC', e

também pelas quatro retas que delimitam o espaempérico da superficie ndo aparada

Figuras 3.8 e 3.9 ilustram o eso paramétrico aparado, a malha paramétrica 2D a&llaande
superficie no espaco fis R3 para uma superficie NURBS de ordens polinon p=q=5,

aparada interna e extername

NS
SAYAYAVAY AWV S
COCORREES

JAVAN

Figura 3.8— Superficie aparadaterna: (a) espaco paramétrico aparado (b) maltzanggrica 2D (c¢) malha ¢
superficie en R3_

(2)

Figura 3.9— Superficie aparada externa: (a) espaco paramépa@do (b) malha paramétrica 2D (c) malh
superficie en R3_

No caso das superfic aparade, tanto elementos triangulares quanto eleme
guadrilaterais podem ser utilizados. No ent, os elementos triangulares se adequam a
maior gama de geometrias resultando em element@sregulares doue os quadrilatera

para um mesmo grau de refinamei
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3.4.3 Estratégia de colocacdo os dementos descntinuos generalizado

As malhas geradas de acordo com os procedimentostdsswos topicos anterior:
sdo utilizadas para aproximar a geometria doslemas No entanto, como a malha de ci
uma das superficies dos modelos geométricos € ayetadmaneira independente, poc
existir nds de distintas superficies muito préximas dos outros, ou ainda nés que em a
mesma posicdo geométrica intersec@es das superficies. Nesse ¢, o sistema de
equacdes algébriciobtido pela colocacdo diequacbes integrais sobre os resulta ma
condicionado, ou ainda singuliPara que seja possivel discretizar de maneira émdiemte
as superficies NURBS dos nelos geométricos 3D sem a preocupacao de exispmros
de colocacédo coincidentiou muito préximo, recorrese a conceitos semelhantes aos
elementoglescontinuos e descontinuos de aresta, introdugatosli e Aliabadi (1992) par
tratar problemase fratura via 0 MEC duaNo presente traball, propdemse um element
para o qual localizacdo dos pontos de colocacdo sobre o dondimielemento pode s
arbitraria. Sendo assim € possivel que alguns ala®$ de colocacao sej coincddentes con
0S respectivos né outros sejal movidos par as arestas e outros se movidos para ¢
interior do elemeni, de maneira completamente arbitr. A esse conceito ' se o nome d
elementos descontinuos generalizi. NaFigura 3.10 ilustrm-se o: elementos desntinuos

generalizados triangulares e quadrilatede aproximacao line.

v

\I\(‘
()

A

S
—

011 §2 >
0.1 0.1
® N6 geométricoX; X Ponto de colocagdo ¥ o

Figura 3.10— Elementos descontinuos generaliz..

Para os elementos descontinuos generalizadosng®elide forma que aproximar
geometric M' (51,62), sao ié@nticas as dos elementos convencionais. Ja asefsifigie qu
aproximam os campos de deslocamentos e forcas pfisie N"(q‘l,fz), sdo obtida:
numericamenteimpondc-se a propriedade de delta de Kronec sobre as coordenad

parameétrias ({1",{2") dos a =1,---Ncp pontos de colocacao do elemento, os quais pt



ou nédo coincidir com as coordenadas adimensio(fli,fzi) dos i =1,---Nnos nés do

elemento

Definida uma malha 2 para o espaco paramétrico de uma superficie, deg@-se os
nésde extremidade e os elementos que estdo conedaekses nos.sses elementos ser
transformados em elementos descontinuos generadizael tal form que seus pontos
colocacédo se afeem da extremidadda superficie, evitando assim o probleme pontos de
colocagédo coincidentes. Trés distintas situacddsrmpacorrer para um no de extremidade
0 no pertence a apenas um elemento, (ii) o nérpErta dois elementos e (iii) 6 perence &
n elemento, tal quen>2. Na situacdo (, 0 ponto de coloc@o correspondente ao nc
movido para o interior do elemento. Ja& no caso itlmcso (i), o ponto de colocacg
correspodente € movido pa a aresta entre os dois elementos que dividem (No caso d:
situacao (iii)n—1 novos pontos de colocacao devem ser criados. Taptmto de colocacé
correspondente ao né de extremidade quann-1 novospontos de colocacdo sao movic
para o interior don elementos. Note que em malhas onde a situacdadonteca, o nume
de pontos de colocagcdo sera superior ao numeraslei.a., novos graus de liberdade
criados. Apesi disso, a conectividade dos nds pode ser aproveipada construir
conectividade dos pontos de colocagdo, sendo apecassario acrescentar na numeragé
novos pontos de colocacdo e alterar, para cadaenéxttemidade na situacao (iii),
conectivdadedo ponto de colocagao respectivo ao n6 pain—1 dementos. A Figura 3.1
ilustra em vermelho os pontos de colocacdo dosezltrs descontinuos generalize para
malha paramétrica de superficies regulares e agmraliscreizadas com element:

triangulares e quadrilatera

7

L

(a)

Figura 3.11—-Pontos de colocacao dos elementos descontinuosaieagos: (a) Malha de uma superfe
regular (b) Malha quadrilate de uma superficie aparada (calha triangule de uma superfic aparada.
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Perceba que a situagédo (iii) acontece com muitguérecia quando as malfr

paramétricas sdo compostas por elementos triaeg

Ja4 a Figura 3. apresenta os pontos de coloc: dos elementos descontint

generalizadc em R3 para modelos geométricos 3D de consideravel complex,
constituidos por multiplas superficies NURBS. Cog@ossivel perceber no zoom
detalhas circulados em vermellFiguras 3.12a e 3.1, eliminase o problema de pontos
colocacdo coincitntes ou muito préximos que poderiam mal condicionasistema d

equacoes.

Figura 3.12— Modelos geométricos 3D: Pontos de colocagéo dosegims descontinuos generalize.

Por fim vale ressaltar que as coordenada R3 dos potos de colocacgéo alterados
definicAo dos elementos descontinuos generalizadas sdo calculadas a partir
mapeamento da superficie NURBS, Eq. 3.12. Taisdevadas sdo obtidas a partir
mapeamento dos elementos descrito no capituloi@nterda ocalizagdo dos pontos

colocacéo no espago paramétié,x&, dos elementos, ilustrada na Fig. 3
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3.4.4 Funcao distancia assinalada do contorno

Para definir quais nés de uma malha paramétricaridntram-se sobre o contorfio

da area visivel A", do espacgo paramétrico de uma superficie NURB&aédparecorre-se a

funcao distancia assinalag®definida como:

distancia(&,T") sefOAY
SD(&,M)=4 0 se0r (3.17)
~distancia(&,T") sefOAY

sendo fz{f,/]}T um ponto definido sobre o espaco paramétrico aegul

[fl,fm IC,7L1]><[/71,/7m+ q+1]. Para um contornd definido por um conjunto de voltas fechadas

de curvas NURBS de aparagéﬁi , de ordens polinomiais quaisquer, o célculo dadon
distancia pode se tornar demasiadamente complexa. $tmplificar o calculo da funcao

distancia, procede-se da seguinte maneira: Pagaaad, ={g‘i,/7i}T da malha paramétrica

calcula-se a distancia do mesmo a cada um dososdicteares de cada uma das cur@is

A funcéo distancia pode entéo ser determinada cndo o menor valor calculado e o seu
sinal é determinado com base no versor nornfal aalculado de maneira simplificada com

base nos trechos lineares.

Os nés de extremidade sdo entdo definidos comolesgeen queSD(Ei,F)ZO.

Recorrendo-se a conectividade dos elementos daarpalfamétrica € entdo possivel definir

quais elementos devem ser transformados em elesng@soontinuos generalizados.
3.4.5 Fluxograma do gerador de malhas

No intuito de esclarecer o procedimento numeéricoppsto para gerar as malhas
independentes para as multiplas superficies NURBS modelos geométricos solidos,
apresenta-se na Figura 3.13 um fluxograma do gedelmalhas. Note que as coordenadas,
no espaco fisic®®, dos nés e dos pontos de colocagio, e suas liesgeatnectividades sdo
definidas de maneira independente para cada umaugasficies NURBS dos modelos
geomeétricos. Além disso, o procedimento prelimidar geracdo de malhas nos espacos
paramétricos das NURBS pode ser ligeiramente difera depender da classificacdo da

superficie em regular, aparada internamente owadpaxternamente.
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Faca para
i= 1~" - 'stupaﬁ:xz
A
Ler dados da
) ) superficie NURBS( 1) .
Superficie aparada internamente Superficie aparada extemamente
Superficie regular
¥ - A
Ler dados das ) Dividir em trechos os lados Ler dados das
voltas de aparacdo do espaco paramétrico voltas deaparacdo
y
. . < o Tadee
Srvid e rachos s Dividir em trechos os lados
voltas de aparacio do espaco paramétrico e as
- voltas de aparacdo
A A
Gerar malhas nas regides . Gerar malhas nas regides
internas as voltas de aparacao Gerar malha Ieg}ﬂ?l externas as voltas de z;paracao
r <7 no 0 parameéfrico ’ ;
(Via geradores 2D) Spacopat (Via geradores 2D)
v

Definir via funcdo distancia assinalada os nos de
contorno das dreas visiveis do espaco paramétrico
Calcular coordenadas paraméfricas dos pontos
de colocagio dos elementos descontinuos via
mapeamento dos elementos delagrange

.

Definir a partir da numeracao e conectividade

dos nés a numeracdo e conectividade dos pontos

de colocacaosobre a superficie NURBS (i)

:

Calcular as coordenadas em B® dos nés e dos pontos
de colocaco a partir do mapemaneto da superficie NURBS (i)

:

Acunular a numeragio e a conectividade global para
osnds e para os pontos de colocacao da superficie NURBS (i)

Figura 3.13 - Fluxograma do gerador de malhas independentesapamdiltiplas superficies NURB

3.5 Exemplos numérico:

Trés exemplo numérico foram utilizado para a validacé do geradc de méhas de
superficies implementa no program, sendo possivel anzar numericamente problem
mecanicosa partir demodelos geométricos C# de maneira eficien. No primeiro exemplc

estudase ¢ convergéncia do erro relativo na norma dos deslensm sobre o contorn em
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um problema para o gt a solugdo analitica € conhecida. Nesse exemplo rova-se que
mesmo havendo lacunas nas interse¢des curvastintas superficies NURBS, oriundas
discretizacdes independentes, a resposta numéoiceerge medida que malhas m
refinadas sdo adotad Os doi: Ultimos exemplc envolven modelos geométric de peca:
mecanicas de aplicacbes industriais, os ' foram obidos a partir de arquivos IGE
disponiveis a biblioteca de modelos CAD de uma comunidionline de projetista
engenheiros e fabrican, denominadaGrabCAL. Detalhes sobre o formato padréo
arquivos IGES «sobre aextracdo de informagdes geométricas utilizanlGES Toldbox do
MATLAB podem ser encontrados em Gongalves (20Esses doisxemplcs demonstram
potencialidade ¢ integracdo da ferramenta computacional desenvoleidia modelo:

geamétricos de alicomplexibilidade
3.5.1 Estudodeuma geometria com lacunas nas intersecfes superficies

O primeiro exemplo trata de um cubo com arL =1 (unidades de compriment

cortado por uma superficie cilindrica de rr =0,15 (unidades de comprimentno set
cento conforme ilustra a Figura 3. Os deslocamentos normais as fi x, =0, x,=0 e
X, =0 estéo restringidos e uma for¢a de superficie unéct, =1 (unidades de tenséo) ai

sobre a facx, =1.

facex; =0: 4, =0
facex, =0: u, =0
facex; =0: u; =0

facex; =1: ;=1

Figura 3.14— Paich test Cubo cortado por ur superficie cilindrica (PENG, 201¢

Para essas condi¢cOes de cont, a solucdo analitica para o problema é dad:

(3.19)
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As constantes elasticas adotadas forem1000 (unidades de tensdo) ie=0,3.

Como a solucédo analitica é conhecida, € possilallaaa o erro relativo na norma L2 dos

deslocamentos sobre o contorno do problema como:

I(unum_uexa)-(u num_ Y ex)iT dr
”eU”Lz = |- (3.19)

T
'[ uexa-u exa d r
r

em quel é o contorno do problema,, . € o vetor de deslocamentos numéricas.g € o

hum

vetor de deslocamentos exato, ou analitico. Arpdaterro relativde, | , é possivel estudar a

influéncia das lacunas na interseccéo curva darfcipecilindrica com o cubo, oriundas da
discretizacdo independente das superficies. O emablfoi discretizado com elementos
guadrilaterais e triangulares de aproximacéao lin€aratro analises de convergéncia foram
avaliadas. Nas duas primeiras analises, as dzagées foram adotadas de modo que nédo
fossem geradas lacunas na interseccdo da supetfiicidrica com o cubo. J& nas duas
Ultimas andlises as discretizacdes foram pensadasnablo que houvesse lacunas na
interseccdo da superficie cilindrica com o cubossde dois casos, a convergéncia foi
estudada considerando elementos quadrilateraisneeatos triangulares, totalizando quatro
analises de convergéncia. Trés distintas malha®rdem crescente de refinamento foram
adotadas para cada uma das analises de convergdtalizando doze modelos numéricos.
As Figuras 3.15a e 3.15b apresentam, respectivamestetrés malhas de elementos
guadrilaterais e as trés malhas de elementos ti@m@g adotadas para a andlise de
convergéncia sem lacunas. Ja as Figuras 3.16a le 8itésentam, respectivamente, as trés
malhas de elementos quadrilaterais e as trés ma¢halementos triangulares adotadas para a

analise de convergéncia com lacunas. Por fim as&3dlii7 e 3.18 apresentam os resultados

das analises de convergéncia do #qcﬁu em funcdo do numero de pontos de colocacao

para 0S casos sem € com lacunas respectivamente.



115

IWAVA!

1
N
il
|
H

(@) Elementos quadrilaterais

(b) Elementos triangulares

Figura 3.15—Malhas adotadas para a andlise de conver¢ Sem lacunas

|
IRVERI|

L
WIS

(b) Elementos triangulares

Figura 3.16 —Malhas adotadas para a anélise de conver¢: Com lacunas

Conforme o esperado o eiconverge a medida que o niumercpontos de colocaca

i.e., grausde liberdade, aumentiNote que as lacunas podem afetar a cgéncia dc

problema. Apesar diss© erro numérico da norm|e,| , pode ser considerado co

aceitave paia analises de engenh:.
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Figura 3.17— Andlises de convergéncia do efeg||, ,: Sem lacunas.
3,5x10°
3.0x10° —e-—Triangular
’ ] \ Quadrilateral
2,5x10°- \
N 4
= 2,0x10°
= ]
D 1,5x10°-
1,0x10° 1 \.\.
5,0x10™ 1
0,0

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
numero de pontos de colocagao

Figura 3.18— Andlises de convergéncia do elfeg| ,: Com lacunas.
No intuito de quantificar a influéncia das dimersdas lacunas na resposta do erro
relativo na norma L2 dos deslocamentos, apresemia$igura 3.19 um gréfico (ﬂq,”Lz em
fungdo da relagdoA  cunas/A totar SENAO Aycunas © SOma das areas das lacunas nas

interse¢des do cilindro com o cubo dos modelos nigogilustrados na Figura 3.16, g,A

a area total do contorno exato do problema.
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3,5x10°
3,0x10°
2,5x10° 1

2,0x10° 1

[|€u]] L2
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Alacunas /Atotal

Figura 3.19- Influéncia das dimensdes das lacunas noesfo, .

Note que a medida que a relaclg nas/A 1ot diminui, ou seja, a medida que as
dimensbes das lacunas diminuem em relacéo as deeds problema, o erﬂeu||L2 também

diminui. Perceba ainda que as dimensdes das lapaaiesn afetar a convergéncia numérica

do problema, conforme fica evidente para o casoetByeentos quadrilaterais. Nesse caso, a

Figura 3.18 apresenta um resultado onde o MQZ € praticamente o0 mesmo para 0S

modelos com 1224 pontos de colocacdo e com 3080%de colocacdo. Na Figura 3.19 esse
resultado é mais bem compreendido. Perceba quarag@sodelo com 3080 pontos ser bem

mais refinado do que o modelo com 1224 pontos,lade A cunadA otal PErManeceu
praticamente a mesma para esses dois modelostantpoo errdlg, | , também permaneceu

praticamente o0 mesmo.

Apesar da convergéncia do eﬂeg”Lz ter sido influenciada pela presenca das lacunas,

as respostas de deslocamentos do problema permasatiefatérias mesmo para o pior caso
de convergéncia. Para ilustrar que os resultadasnfeatisfatorios mesmo com presenca das

lacunas, a Figura 3.20 apresenta os resultadodedtecamentos obtidos para o modelo com

0 maior erro, i.efe,|| , =3,24E- 2, e para o modelo com o menor erro, |jeg]| , =1,97E- 5

. Note que as respostas de deslocamentos paralese&asos € muito semelhante.
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Figura 3.20— Respost linear dos descamentos: Malha 3 com lacun

Tais resultados permitem concluir que me para o caso domodelo: CAD que
apresental lacunas nas suas intersec(, 0s mesmopodem ser analisas numericamenta
partir das cscretizacbes independentes das supelr, desde que as lacunas se
consideravelmen pequena Portanto, os dois proximos exemplos abor componente
mecanicos de complexibilidade industrial cujos nhoslggeométricos sdo obtidos a partir
conjuntosde superficies NURBS apara, podendo ou ndo ser “estanqt.

3.5.2 Analise deum componene proveniente de um arquivo IGES

O segundo exemg corresponde a um componente mecé de aplicagéo industri
cuja geometria foi obtida aartir de um arquiv do tipo Initial Graphics Exchang
Specificatiol (IGES)disponivel 1a biblioteca de modelos CAD da comunidiGrabCAL. A



Figura 3.2 apresenta o modelo geomco do componen desenhac com o auxilio ddGES
Tollbox do MATLAE.
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Figura 3.21—Modelo geométrico coposto por 36 superficies NURB

O modelo geométrico é composto por 36 superficielRIBE das quai 30 séac

superficies ndo aparadas de ordens polinorp=1 e q=2 e 6sado superficies NURB
aparade de ordens glinomiais p=1 e q=1. Quatro dessas 6 superficsdo aparadas p
duas curvas pareétricas NURBS circular (p=2) eduas delas sdo aparadas pccurvas
parameétricas NURBS circulal (p=2). Trés modelos numéricos foram construidos pz

analise estrutural a partir do modelo geométricoisesses modelos foram construi
considerando a discretizacéo independente daspgsfiies NURBS do modelo geométri
Nesses casos, 0 problema elastoestatico foi resolvidnericamente a partir do MEC.
ultimo modelo foi construido a partir de uma malodumétrica para a @lise estrutural v
elementos finitc com o auxilio dcsoftware Ansy. Note que por se tratar de modelo
geométrico “estanque”, a malha volumétrica foi ¢tarida sem grandes dificuldadeA
Figura 3.2 apresenteéas duas malhas de superficie, denominadas MalhMalle 2, e «

malha volumétric, construida a partir dos recursos disponiveis ng¢.

A Malha 1 é composta por 4586 elementos quadridetedle aproximacalineal
totalizando 5586 pontos de colocacdo. Ja a Malha @mposta por 12367 elemen
guadrilateraisde aproximacdo line totalizando 13874 pontos de colocagac malhe
volumétrice do Ansy: por sua vez € composta por 15322 elemertetraédricos d

aproximacgdo quadratica, elementos do Solid18¢, totalizando 27526 n.
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Figura 3.22—Modelos nuréricos para a analise do compon: Malha 1, Malha 2e Malha do Ansy.

Em todos os odelos estruturais fore assumidasas constantes elastice E =1000
(unidades de tensée v =0,3. Nos modelg, os deslocamentos da metade da erda das
superficies internas dosto furos de parafusos, i.e., pequs furos de extremida, foram
restringidos para simular a presenca de paraflaasa metade da dita da superficie interr

do furo central foi imposta uma for t, =10(unidades de tensa A Figura 3.3 ilustra

esquematicamente aondi¢cdes de contorno do probler

(0)

Figura 3.23 — Condi¢bes de contorno (a) RegiGes em vermelho:obasientos nulos (b) Regifes em a
Forca de superficit; =t, =10prescrita.

As analises estrutuis dos trés modelos numérii resultaam respostas semelhan

para os campos de deslocam do contorn. Para a Malha 1 os valores minimos € maxi

dos deslocamentos foraru™ =0 u™ =4,72828, u,""=-1,51969 u,"* =2,05836 e
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u,""=-0,48517 u,"* =0,50842(unidades de comprimento). J& para a Malha 2 loses
minimos e maximos forz : u™" =0 u"* =4,86869, u,""=-1,58111u,"* =2,13497¢
u,""=-0,53010 u,"® =0,53051 (unidades de comprimen. As diferencas percentus

observadas entre os deslocamentos maximos e m dos dois modelode elementos ¢

contorno foram du™=2,88%, du,"™=3,59%, du"™=4,16% e duy™ =0,0%,
du,™" = 3,88%, du,"* =8, 48%. Por fim, asFigures 324 e 3.2 apresenim uma comparags

gualitativa em escala de cores par campos de deslocameniobtidos com o modelo ms

refinado de elementos de contorno (Malha 2) e conodelo de elementos finitos do Ans

Malha 2 Ansys

u
1
4.86869
l 4.30827
3.74785
3.18743
I 262701
2.08659
150617

094575

0.38533
0.00000

—
-.167885 .940127 2.048 3.156 4.264
.386121 1.494 2.602 3.7 4.818

Malha 2 Ansys

2.13497
1.72207
1.30917
0.89628
048338
007048
-0.34242
-0.75531
-1.16821

~
HE VNN

-1.58111

—
-1.382 -.653931 .074608 .803147

-1.018 1.896

Figura 3.24 — Respostas de deslocamentos no contorno: Malhas@s/ansys

A deformada em escala 1:1 para esses dois modéambém apresentada na Fig
3.25
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Figura 3.25— Respostas de deslocamentos no contorno e defodaagkirutura: Malha 2 versus Ans

3.5.3 Analise deum ganchc proveniente de um arquivo IGES

O ultimo exemplo tra-se de um gancho cuja geome foi novament obtida a jartir
de um arquivdGES disponivel a biblioteca de modelos CAD da comunidiGrabCAL. O
modelo geométricanalisadcndo ¢ “estanque”.O presente exemplo tem por objetivo ave
a possibilidad de se analisar geometrias “-estanques” a partir das discretizag
independetes das superficies NUR. A Figure 3.26 apresenta modelo geométrico d
ganchodestacando a regido onde contro das superficies apresenta um “vazam, i.e., €
“nao estanql”. O modelo geométrico do gancho é composto pouperficies NURBS da
guds 32 sao superficies ndo aparadas de ordens pidiis p=5 e =5, 8 sdo superficie

nao aparadas de ordens polinomp=5 e q=4, 4 sdo superficies ndo aparade ordens

polinomiais p=1 e q=2, 20 sdo superficies aparadas de ordens polino p=5 e q=5,
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2 sao superficies aparadas de ordens polinoip=5 e q=4 e 3 séo superficies aparau

de ordens polinomia p=1e q=1.

Figura 3.26—Modelo geométric “ndo estanque composto por 69 superficies NURE

No total, as 25 superficiesparadas possuem 93 curvas paramétricas NURE
aparacao de ordens polinomiip=1, p=2 e p=5. A Figura 3.7 apresenta a malt
adotad para a analise numérica destacando novamentedo “ndo estanque”. A Malha
composta por 9623 elementos (triangulares e qadehdlis) de aproximacao line:
totalizando 11614 pontos de colocacdo. As condaatésticas foram assumidas cc
E =100000 (unidades de tenséov =0, 3.

Figura 3.27—Modelo geométrico “ndo estanque” ccosto por 69 superficies NURB

Os deslocamentos foram restringidos na superficferior do apoio cilindrice
proximo a uma extremidade do gancho. Além diss@ torgat, = -10(unidades de tenséa
foi imposta em duas superficies centrais do compgahcho visando simular a ancoragen
mesmo com alguma outra peca so A Figura 3.:8 ilustra esquematicamente as condig

de contorno do problen
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Figura 3.28 — Cond¢des de contorno (a) Regides em vermelho: Deslatasaulos (b) Regibes em az
Forca de superficit; =t, =—10 imposta.
Por fim a Figura 39 apresenta os campos de deslocdos e a deformada em esc
1:50 para o modelo estrutural mérico. Apesar de ndo ser conhecida uma respos
referéncia para o exemplo, a consisténcia da deftene dos deslocamentos, com relagé

condi¢cBes de contorno imposta, pode ser obse

u,

001449
l 001119
0.00789
0.00459
I 0.00129
-0.00201
-0.00531

-0.00861
l -0.01191

-0.01521

0.48052
0.33090
0.18128

u,
003167
l 0.11795
0.26756

041718
0.56679
071641

0.86602

3

0.15548
-0.03228
-0.22003
-0.40779
-0.59555
-0.78330
-0.97106
-1.15882
-1.34857
-1.53433

u
"
N
¥

Figura 3.29— Deslocamentos e malha deformi
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4 Andlises de [ropagacao de fissura

Nese capitulo apreser-se o algoritmo incremental pi as aalises d propagaca
aleatoria das superficies de fissuTrés técnicas baseadas em deslocameniforam
implementadas para a extracdo FIT. As dua primeiras sé& asja conhecids Técnicasde
Correlacdo de eslocamentc (TCD) e de Extrapolacdo de eslocamentc (TED). Ja a
terceirc € a Técnica de Ajuste deeslocamentc (TAD), recentemente apresentada
Gonzalez et al. (2015) para problemas planos @disa para problemas tridimensionais
presente trabalhDeterminado<s FIT, utilizam-se os mesmos p: verificar a estabilidad
ao crescimento da fisst. Dois critérios de propagacédo foram utilize: O critério geral da

maxima taxa de liberacdo de enea G(H) apresentado em Chang et.al. (2( e ocritério

de Scollmannou critério da maxima tensao princif o; (6) apresentac em Sclollmann

et.al. (200). Tais critérios s mais consisis do que 0s classicos €rios da maxima tensi
circunferencial ou da minima energia de deform para o caso tridimensiol, pois &

mesmss considerm a influéncia d K, tanto no calculo de uFIT equivalent, K, quanto
no calculcdo angulo de propagag, &,. Alem disso, nccritério de Scldlimann & dire¢ao de
propagacao é definida por dois angulos de propagac@ngulo de deflexégd, e o angulo d
torcdo ¢,. Sendo assi, este critéri € capaz de capturar ‘Omenos experimenta

observados e situa®es de modo misto I/lll, tais como a “segmentagidrente da fissur:
e a “torcdo da fissur, os quais ndo podem ser reproduzidos com critéagsados apen

em 6, (PEREIRA, 2010 Ambos os critérios podem : facilmente particularizacs para os

modo: puros de fratura e também reci nas mesmas expressées dos modos mistos |

fratura dos problemas planos qua K,, =0.

As expressdi da taxa de liberacdo de ene G(8) e da tensdo principig, (6) em
funcdo da direcdo anguli@ dos sistemas de coorddas cilindricas locais ' frente de
fissure ndo possibilittm uma resposta analiti direte para o angulo de propaga 6, que
maximiza G(6) ou o, (). Para a determinagdo (6, que maximizaG(6) ou o, (6),

formule-se um problema de otimizacdo univariavel, o queesolvido no presente trabal
por meio do métodGolden Sectic. Nas analises de fratura fragil o maximo incremetd

propagacéao é definido como um dado de da e os incrementos em cada pcx da linha



124

de frente da fsura sdo definidos de forma proporcic ao incremento maximo de acor

com a reIac;écKeq(x)/ Keqméx. Para analisar fissuras de borda, recorrente muitos

problemasde fratura e fadiga, desenvol-se um algoritmce remalhamento local base:

emtolerancia dimensionai.

Devido a utilizacao ¢ discretizades independent dassuperficie NURBS (aparadas
ndo) para a criacdo ¢ modelos de analise a pr de modelos de CA, as dscretizagdes d
fissurasde bordando coincider com as discretizacdes dos contornos inptados pels
fissura. Para contornar esse probl o algoritmo desenvolvidise basel no calculo de
minima distanci entre retas no espa¢ara determinar se um elemento dotorno €
interceptado pe fissure de bord ou ndo.O algoritmo também se baseia na minima disté
entre pond e tricngulo no espaco para definir a projecdo da ponfeéssiara de borda sobre
contorno.Os elementosescontinuos geneizados sédo adotados para o remalhamento d
aversatilidade a definicdo arbitraria dos pws de colocagi. O algoritmo de remalhamen
adotado para a insergcdo das fissuras de bordaesideki para as analises incrementai:
propa@cao.Trés problemas de fratura fradforam analisadosara verificar a eficac da

ferramenta computacional desenvolv
4.1 Campos assintoticonas proximidades difrente de uma fissure

Considerando o caso geral de m misto I, Il e lll de fratur, os canpos de
deslocamenss e de tensbes naproximidades a frente de umi fissuraem um material
elasticolineal isotrépicc e homogéne, poden serescritosem um sistema de coordenac

polaresr,8 com origem em um ponto da lir de frent da fissura (Figura..l), coriorme

apresentado nas Equac0es 4..2. (ZEHNDER, 2012

Figura 4.1 Sistema de coordenadas poler,& definido pari um pontada linha de frente (fissur:
(Schdlmann et al. 200..
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em queK,, K, e K, séo os FIT de cada um dos modos basicos de fratura
4.2 Técnicas de extracdo dos FIT

As técnicas de extracdo dos FIT implementadas @esepte trabalho sdo baseadas na
solucéo assintética dos campos de deslocamentsticetiproximos a extremidade de uma
fissura, Eq. 4.1. Estas solucbes séo validas paeasquer condicdes de contorno nas
superficies da fissura, desde que as singularidaldess tensbes na ponta da fissura

permanecam de ordem(r‘”). Em particular, esses métodos permanecem validos p

fissuras pressurizadas, como por exemplo, em pradale fratura hidraulica, ao passo que
métodos baseados em energia, como a Integral Mmétodo da funcédo de corte, devem
incluir termos adicionais devido a pressao nas rfiges de fissura. Outra vantagem dos

métodos baseados em deslocamentos é a ndo nedessalaim caminho ou dominio de
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integracdo, o que permite que os FIT sejam obtesmo para casos onde a fissura ja esta
muito proxima do contorno do problema ou de ouswagerficies de fissuras. A principal
desvantagem dos métodos baseados em deslocamenposaisdo. Como os FIT sdo obtidos
diretamente dos deslocamentos numéricos obtidosnpoé a frente da fissura, os mesmos
estdo sujeitos a erros da mesma magnitude dos ruméricos desses deslocamentos. Por
outro lado, os métodos baseados em deslocamermtaas® menos custosos em termos de
tempo de processamento em relacdo aos métodosibasma energia. Gupta et al. (2017)
apresentaram estratégias para melhorar a precsd®D, obtendo resultados tdo precisos
guanto os obtidos com métodos superconvergentes éomcaso do método da funcédo de
corte. Antes de introduzir os métodos baseadosesho@hmentos € interessante reescrever as

Eqg. 4.1 no sistema de coordenadas cartesianas,|&caj, %, resultando:

ser(gj( k-cos(6))

0 e (i
u:: (r.6) ) " 2 °
oot
(1+v) r ) r

+d ) (4.3)

9
TK” 5]’ Se(zj k+2+00#6)) + E K” 57_

0
0
sserf 7|
2

sendok =(3-v)/(1+v) para o Estado Plano de Tens&o (EPR=3-4 para o Estado

Plano de Deformacéao (EPD).

Conforme amplamente discutido em livros da mecadedratura, para problemas
tridimensionais, adota-se a solucdo em EPT pai@éeggroximas aos contornos livres de
forcas de superficie. Ja para os pontos no intddaolido, adota-se a solugdo em EPD, pois
nesse caso o0 estado de tens&o encontra-se conpeémlanaterial ao redor do respectivo

ponto material. A partir da Eq. 4.3, as técnicagxtracdo dos FIT sdo apresentadas a seguir.
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4.2.1 Técnica de correlagdo de deslocamentos.

A Técnica de Correlagdo de Deslocamentos (TCD) éosnmétodos mais antigos e
talvez o0 método mais simples para a extracdo dbgBdnks-Sills & Sherman, 1986). Tal
técnica relaciona diretamente as descontinuidagesleslocamentos em pontos sobre as
superficies da fissura com os FIT. Sendo assinliagad® as Eq. 4.3 para um par de pontos

simetricamente posicionados sobre as superficiisdaa, i.e,d =+, obtém-se:

u, (rm)== K %T(k+1)+0(r)

uXZ(r,iT)z(l;V)K,, —(k+2)+0(1) (4.4)
o, (rnr) =, [ aso(y

o (1) =~ 82k [T (e of

uXZ(r—ﬂ):—(lJI;V)KII %T(k+1)+0(r) (4.5)
uy (r —ﬂ):—(lJI;V)K,,, #4+O(r)

A partir das Eq. 4.4 e Eq. 4.5 é possivel defisidascontinuidades dos campos de

deslocamento a uma distancida frente da fissura como:

Jus (1) =u, (r.7)-u, (r-7) [z (0)|=u, (v 2)-u, (v ~7)

Ha3(r)u =u, (r,7)-uy (r,-1) (4.6)

Uma interpretacdo geométrica do vetor de descaddtide deslocamento(ﬁ (r)” e
ilustrada na Figura 4.2-a. A partir das Eq. 4.56&possivel obter aproximagdis, K

K, dos FIT a partir das descontinuidades de deslm»ﬁl(r)u : Haz(r)H e Haa(r)u

o - Bl . _ Ele(n)
) (kr ]) A Er T k+;\r
. Elus(r) 2

Ku = 8‘ll+u)H r

(4.7)
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Note que o erro teorico da Equaca.7 é di ordem O(r). No caso do problerr
numerico discretizado em elemer descontinuos lineares (Figur.2-b), as distanci: dos
pontos de colocagdo a frente da fissue., r, e r, (r,<r,), podem ser utilizadas pare
extracdo dos FIT uma vez que os valores de desttas nos pontos de colocacéo

obtidos diretamente da solu¢do do PVC pelo MEC (sendo apers necessario rotacion

os deslocamentos para os sistemas de coordenadax, %,, %)

frente da
fissura

O nod
@ ponto de colocagdo
x ponto de projecao

Figura 4.2 (a) descontinuidades de deslocamento (b) distar, e r, do problema nuérico.
Em teoria, quanto menor o valor da distarr menor é o erro na aproximacao |
FIT e portanto, no problema numeérico, a adogdo dardistr, em detrimento a distancr,

deveria resultar sempre em uma melhor aproximacéoqsaFIT. No entanto, sal-se que o

erros numéricos dos deslocamentos aumentam a magaida distancir diminui, visto que

as funcdes interpoladoras néo séo capazes de wzir o comportamento assintéti‘o(r”)

dos deslocamentos. Sendo assim, a depender da adaitzmla para a discretizagcao da fiss

os melhores resultados podem ser obtidos r, ou parer,.

4.2.2 Técnica de extrapolacdo de deslocamen.
Conforme mencionado anteriormente, o erro teérm® IT obtidos pela técnica
correlagdo de deslocamentos é de or(O(r). Esse erro pode ser redu:z utilizando a

técnica de extrapacdo de deslocameni. Nesse caso as aproximaciK,, K, e K, s&o

adotadas como sendo linearmente depensda distanciir nas proximidades cr =0.
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lZI (r):KI +Clr lZII (r):KII +QI r

KIII (r):Km +G T (4.8)

CalculandoK, (r), K, (r) e K,, (r) para duas distancias e r, (r, <r,) é possivel

determinar melhores aproximacdes para os FIT resdtv o sistema de equacdes resultantes

e determinand, (r =0) =K, K, (r =0) =K, e K, (r =0)=K,, . Assim:

A
1
Nﬁ
/N
e
—
e
N—
+
iy
N =
o
—
—
N
N
~
A
1
=
N

[K] (n)*rr_lz'{“ (rZ)J (4.9)

As aproximacdes 4.9 dos FIT tem um erro tedricmmem deO(rz) ao invés de
O(r) (GUPTA et al., 2017). No entanto, o erro numérm vetor descontinuidade de

deslocamento#ﬁ(r)” ainda depende da discretizacdo e do método nwnadotado para

resolver o PVC.
4.2.3 Técnica de ajuste de deslocamentos.

A Ultima técnica adotada para a extracdo dos FIR éécnica de ajuste de
deslocamentos que foi recentemente apresentad@@ualez et al. (2015) para problemas
planos e estendida para problemas tridimensionaigonesente trabalho. Nessa técnica
considera-se a influéncia de mais um termo na egwaassintotica dos deslocamentos, Eq.

4.3, a qual pode ser reescrita como:

u, (r.6) (1+v) f, (6) (1+v) f. (6)
B (20)
0 91(6)

As funcdesf,, f, ,f, séo tratadas analiticamente uma vez que suasssipi® s&o

conhecidas. Ja as funcdgs que multiplicam os termos de orde@( r) sdo tradadas, para
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um dado ponto fixc(r,H), como constantes incognitas Dessa maneira, pode-se reescrever

a Eq. 4.10 para um ponto interno ao solido proxinfi@nte da fissura como:

KI
u, (r.6) 0 )ﬁf“(e) Jf,(6) 0 r 00 E
u, (r.6) =L JFe, (6) Wty (6) 0 or o " (4.12)
u, (r.6) /2 0 0  Jrf, (8) 0 O :f

G

Na Eq.4.11 a expanséo dos deslocamentos foi tranmadiermoo(r). Fixando uma

guantidade finita de pontc(sri,éi?), i =1,.. N no planox, x x,, definido para um ponto na

frente da fissura (Ver. Fig 4.1), é possivel esarenn sistema de equacfes semelhante a Eq.
4.11.

u (1,6 Jnf,(6) Yt (6) 0 r, 0 O]
u, (1.6) Juta (8)  Jnfa (8) 0 or O El
u¥3 (I:l’gl) N (1+|/) 0 0 \/r_1f3l:ll (81) 0 0 r:1 K|I|I|
: eV : : : R
u, (1. 6y) Jr o (80)  rafu (64) 0 0 0l
u, (ry.64) I o (60) o (64) 0 0 ry 0|
U, (v, 6y) 0 0 St (6) O 0 1y
O qual pode ser apresentado matricialmente como:
KI
KII
(1+v) K,
~ 4.12
(o) E27r g | ¢ (4.12)
CZ
G

Note que as incognitas do sistema sdo os val&iesK,, K,,, ¢, ¢, e ¢, da
expanséo assintotica dos deslocamentos no plan®,. Sendo assimK,, K, e K, sdo os

FIT do ponto sobre a frente da fissura, i.e., onigdo planox, x X,. Note que, apesar de
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retangular, o stema .12 ¢ linear e, portani, pode ser resolvido a partir da abordagen

matriz pseudoinvers

= X

u (4.13)

K IS
—=|m
+
E,':\fﬁ
——
=

>
=
=
-

| I
|

&

A partir da Eqg. .13 uma aproximacao paK,, K, e K,, pode ser obtida para ur
distribuicdo completamente arbitraria de pontoplano x, x x,. Os pontos escolhidos par

extracao dos FIT podem ser tanto internos ao sdjianto pertencentes as faces da fiss
Segundo o estudo de Gonzalez et al. (2015), pamsufacbes em elementos de contorn
utilizacédo das solucdes de deslocamentos em porgygos resulta em melhores resulta
para os FIT em comparacao a utilizo dos deslocamentos nos pontos de colocacdo s®
faces da fissura. Isso porque os campos internbdogbcom formulacdes de elementos
contorno satisfazem as e¢des governantes da elastoest e, portant, sdo mais precisc
do que as aproximags com fungbes de forma no contorno. Sendo assimpraesent

trabalho opto-se por utilizaN pontos internosigualmentedistribuido: em forma circular

uma distancia arbitrar r em um interval 9:[—371/4, 37/ Z] conforme ilustra a Figur4.3.

X, &
__——— Pontos internos
37T
0= 1 “é—vﬁ‘\"/
Fissura _\/ 7
, |
YZ
.
g=_37 °

Figura 4.3 Distribuicdo de pontos internos para a extracaddlb§GONZALEZ et al., 2015 (Adaptadc.
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4.3 Critérios de propagacao de superficies de fissuras

Os campos de deslocamentos e tensbes nas prox@sidks pontas de fissuras

geralmente sdo a base para o estabelecimentotéeosriclassicos de fratura. Truncando as
expansdes assintoticas 4.1 e 4.2 nos termos denapfe’?) e o(r*?), respectivamente, €
possivel expressar analiticamente os deslocamenasstensdes em funcédo dos FIT. Sendo

assim, critérios de fratura fragil podem ser formaols apenas em funcéo dos FIT e, portanto,

podem ser expressos na seguinte forma:

f(KI’KII ’KIII )S KIC

gp:@(KHKu’Km) paraf(Kl K K ):% 14)

em queK, € uma constante material denominada tenacidadeeguesenta a resisténcia a
fratura fragil, &, € a direcdo de propagacdo definida a partir dersé de coordenadas

polares do pont® (Ver Fig. 4.1) ef , ® sdo funcdes dos FIT a serem determinadas por um
critério de propagacédo. Todos os critérios de mrapao fragil sejam os de modos puros |, Il
e lll ou os de modo misto, sdo apenas casos efpéaicEg. 4.14 para diferentes tipos de

solicitacoes.
4.3.1 Critério geral da maxima taxa de liberacéo de enelg.

O critério da maxima taxa de liberacdo de energfné que a propagacao da fissura
ocorrera na direcdo em que a taxa de liberacaoeatgia,G , for maxima e quand® atingir
um valor critico (Hussain et al. 1974, Nuismer D)972ssumindo que a fissura propaga uma
unidade de area ao longo de sua extenséao, a tdkzetcdo de energia pode ser calculada

comao:

G=i(K2+K2)+im 2 FE'= i =" (4.15)
eV E/(1-v?) EPL '

sendo EPT e EPD os estados planos de tensao éod@algho, respectivamente. No entanto,
a expressao 4.15 nao pode ser utilizada de mattieéta uma vez que na prética a direcdo de

propagagdo nem sempre coincide com a diregdo dms#d da fissura, i.ed, ndo €

necessariamente zero. No caso geral, a taxa dadédme de energia é definida para uma dada
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direcdo qualqus, €, como a enrgia liberada quando um ponto da linha de frentésdar: se

propaga ndiregcdad um incrementcAa - 0, conforme ilustra a Figure.4.

: e ) X
comprimento inicial a X \

\

Figura 4.4 Incremento de propagag & = [O,Aa] em uma direcd 8 qualquer.

Assim, a taxa de liberagcdo energia pode ser definida para uma direcdo qua &

como

Gy = Jim, [ 2[0u(a+ )| (a+ da- &) + 0y 2+ )] ul( ava &¢)
299 (4.16)

+0,, (a+&)|u,

(a+Aa—£)] ("3

sendog; (a+£), comi,j =r,8X;, os campos de tensdes ao longo do increrrZ:[O,Aa]

antes da propagacao incremente

ui|| as descontinuidades de deslocamentos obser

apos a propagacao incremental. Note que, conforsoatdio em Gdoutos (19€, a obtenca

de uma expressdo matemal exata pareéG, € extremamente comple. Segundo o auto

mesmo que tal expressdo fosse obtida, a mesma tpérdesse o sentido fisico no lirr

Aa - 0. Por outro lado, dcular numericamentG, sem uma expresséo fechada implica

uma grande quantidade de analises numeéricas glpaa a obtencdo ¢ uma grandeza loc
e ainda o limiteAa — 0 serdsempre cnsiderado de forma apximada. Apesar desse
dificuldades, o critério da maxima taxa de libetadé nergia possui uma forte baserica,
uma vez que o mesmo é baseado no balanco enerdétiGaiffith. Além disso, o critério
mais adequado para tratar propagac6es em moto |, Il e Il em comparacao aos critér|
classicos como o da méxima tenséo circunferendial da minima densidade da energic
deformacdoBaydoun & Fries. 201).
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Chang et.al. (2006) introduziram uma expressaoxapema paraG(ﬁ) a partir da

gual é possivel formular analiticamente o critétéo maxima taxa de liberacdo de energia,

evitando assim os elevados custos computacionasal@cao numeérica c@(e) :

A expresséo aproximada d&(68) é obtida introduzindo FIT efetivoK,,, K, €

K.« @ partir dos quais € possivel reescrever as Eq.ofno:

_ Kig _K g 30, K, & 2
Uee_m’ Kier _7 3COS§ +COSZ_ +_4 -3592_ 33851
K
0}5 - llef ’ K”ef :ﬁ(seng +Seﬂsgj+ﬁ( CG%'i' BCGyé'j (417)
o 4 2 2) 4 2 2
Ker 0
g, = v Kt =K, COS-
0%, \/ﬁ Iilef i 2

A Eq. 4.17 implica que as tens6es em uma dirét&@o equivalentes as do estado de

tensdo da ponta da fissura com FIT equivaleKtgs K, e K, . Dessa maneira, a taxa de
liberacdo de energi®, em uma dire¢a®@ para um ponto da linha de frente de uma fissura
solicitada em modo mist&,, K, e K,, pode ser assumida como aproximadamente igual a
taxa de liberagcéo de energi de uma fissura que se propaga em sua extedaoQ) sob

uma solicitagdoK ., K, e K, (CHANG et.al., 2006). A partir desse postulado, uma

lef 1 e

expressao aproximada pa@a(@) pode ser facilmente obtida a partir da Eq. 4.KsiA:

1 1
G(g) :E( KIef2 + KIIefZ) +z KIllef ?
:i, —'( 3cos- +co%€j+ﬁ( -3sen- 333(-;-'11}

4 2 4 2 (4.18)
1 K,[ 39) K”( jz '

+—| —| sen +sehx-|+—-| cost 3€6s
E'| 4 2 4

Ka® o
2U 2

A Eg. (4.18) pode ser simplifica resultando em:

K,?(1+ cos9) - &, K (7]
G(H):ico§g k+1 K ( co ) | Ky S€ +K|||2 (4.19)
2u 2| 8 |+K,?(5-3cod)
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em quek =(3-v)/(1+v) para o EPT, i.e., nas proximidades do contorrre lam problemas

tridimensionais, ek=3-4v para o EPD, i.e., no interior dos sélidos em poias

tridimensionais. A partir da expressdo aproximada @I(H) € possivel estabelecer

analiticamente o critério geral da maxima taxailoeracdo de energia como:

G(6)<G, :‘;_;1 K.
2 (420
0G(6) —o | 9C9) G(26?) <0| paraG(6)=G,
06 |,, 0 |,,

Substituindo a aproximacédo 4.19 na Eq. 4.20 residsaexpressdes analiticas do critério

geral da méxima taxa de liberacdo de energia:

2
f :ic 52ﬁ k+1 “ (1+cos6’p)— KK, sert; +K, 2'<G :_k+1K 2
max 2/1 2 8 +K“2(5—300§p) 1l - C 8G Ic
-K,? (3sen—'° -5 senij
2 2
Ou ainda, em termos do FIT equivalente:
2 —
¢k o 4 o i k+1| K (1+cost9p) KK, serg, R
M k+1 2| 8 +K”2(5—30039p) ! ©
(4.22)

K,Z(sen%’+ seg’%j+4 K l,gcos% p
-K,? (35en7p -5 senzﬁj

4.3.2 Critério de Schollmann

Apesar dos resultados satisfatorios obtidos em ®@ay& Fries (2012) com o critério
de Chang et.al. (2006), os efeitos do modo Il resc@mento por fadiga em modo misto
foram formulados nos trabalhos de Pook (1995), lBohdn et al. (2002) e Richard et al.

(2005). Nesses trabalhos, a orientacdo do crestontlenfissura € definida por dois angulos
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de propagagacd, (Angulo de deflexdo'e ¢, (angulo de torcaoconfame ilustrado ni

Figura 4.5

Figura 4.5 Angulos de propagac&o das fissr: Qp e ¢/p para o caso geral de problemas tridimensiona
propagac¢do em modo mistofissuras (CHOLLMANN et al.; 2012).

De acordo com u estudo detalhado sobre critérios de propagacamnéitsionais
apresentado por Riche et al. (2003), critérios de propagacdo que naaiamslo efeito d

angulo ¢, néo sao capazes de descrever fenomenos observaggesmentalmeni em

situacbes de modos mistodll como por exemplca “rotacdo da frente da fissurau a

“segmentacao da frente dssura” ilustrados na Figur:.6.

\ Modo III \ \ Modo III \
-— -

Modo I ].\Iodol

AZN

( b)Segmentacdo da frente da fissura

(a)Rotagdoda frenteda fissura

Figura 4.6 Efeitos possiveis no caso de torgéo da fissura edomisto I/lll (LAZARUS et al.;2001).

Sendo assim, o critério da maxima taxa de liberagienergia apresentado por Ch
etal. (2006) ndo é capaz de descrever todas asvpisssituaces de propagacao de fiss
em modo misto em problemasdimensionais. O critério de Séllmann (Sclélimann et. al

2002) por sua vez considera os efeitos do modentilambos os angulg, e ¢, e, assin

como o critério de Chai et.al. (2006), também recai na expre dos modos mistos I/l ¢
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fratura plana descrita pelo classico critério dxima tenséo tangencial, quan#ég, =0. O

critério de Richard et al. (2005) pode ser consideruma aproximagdo quadratica que
simplifica o critério proposto por Schéllmann et(@002). Ambos os critérios de Schdllmann
et al. (2002) e de Richard et al. (2005) sado catds adequados para descrever 0s casos
mais gerais de propagacao em modo misto em problemdanensionais (PEREIRA, 2010).

No presente trabalho, o critério de Schollmann@ementado.

O critério de Schdllmann assume que a fissura erésca direcdo que maximize a

tensdo principalo;, , também denominada de tens&o principal especi@HRRD et al.

2005). g, € uma tensdo principal na qual a componente raftiatensor de tensbes é

negligenciada:

o, :w%+%\/(ae+a&)2+4(re)%)2 (4.23)

sendogy, oy e ryy as componentes do tensor de tensGes elasticagtaepara o sistema

de coordenadas cilindricas apresentadas nas Eg. #u8tradas na Fig. 4.1. O critério de

Schoéllmann ainda assume que a tensgo nao contribui para o angulo de deflexép.
Sendo assim, de acordo com o critério, o anguldedlexdo 6, e obtido maximizando a Eq.

4.23 paragy =0, ou seja:

o0, (6)
08

0%, (6)
06°

6=6, 6=6,

<0 (4.24)

Note que ndo existe uma solugao fechada para o geld,. No entanto, 0 mesmo

pode ser obtido a partir de um algoritmo de otigézaque maximize a Eq. 4.23. Substituindo

0s campos de tensdes elasticas, i.e., equacdesd4.23 e considerancbagj =0 é possivel

determinar a expressdo analitica da maxima tenséocigal, Jl'méX:OJ(Hp), e
conseguentemente, obter uma expressao para ungliakente do critério de Schéllmann
(SCHOLLMANN et al., 2002). Assim, as expressoesliioas do critério de Schéllmann

resultam:
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} . By oi{epﬂz 0 (4.25)

Uma vez determin o angul g,, o segundo angulo de propagaw/ e definido

A . ~ - . I - . -
como o angulo da orientacéo da tel principa o, , conforme iustra a Figura 4.’

Figura 4.7 Definicao do angulo de torgig/,, em funcao da orientagéo das tensoes print (SCHOLLMANN
et al.; 2002



Portanto, o anguly, pode ser obtido a partir &, comc:

1 2,5 (Bp)
Y, = > arcta ag( p)_% (6’p) (4.26)

Perceba ques anguls 6, e ¢ correspondem, respivamente, a uma rotagao c
eixos locaisX; e X, ilustrados na Fig..1. Sendo assim, a influéncia do ang &, sobre c

vetor direcdo de propagacdo pode ser calcide maneira dire. J ¢ influéncia do anguls

¢, pode ser levada em consideracao a | de um deslocamentw , transversaa fissura

conforme ilustra a Figura.8.

X ..

| ¥

7l
=
ro

Figura 4.8 Influéncia dos angulcg, e ¢, no vetor de propaga¢d (PEREIRA, 2010 adaptadc
Na Fig. «8, x; € um ponto sobre a linha de frente da fissd; & o vetor de
propagacacAa, € o ncremento de fissur;Hpj e wpi os angulos de propagagélv_\/((,l/pi) e
0 deslocamento devido ao anc (//pj . Peeira (2010) introduziu um modelo de “tor¢céo

fissura’ paa calcular\Tv(ij) a partir de uma formulacao variacional de elemefito®s

Y

unidimensionais, equivalente a teoria de uma viglaesuma base elasticNo present:
trabalho o mode é adaptado para o contexto ormulacdo MEC dual. /Figura «9ilustra a
analogia onde cada aresta da linha de frente dardispassa a ser entendida como

elemento finito -D.
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N

supverﬁcie w; W
de fissura S -
v NS L v
L ——— .
i J
e nd — elemento >
x ponto de colocacao de frente de fissura

« pontode projecao

Frente da fissura

Figura 4.9 Modelo de tor¢do da fisst adaptado para o MEC dt

No caso especifico da formulacdo MEC dos FITn&o sédo dculados para os nés
linha de frente da fissura, mas sim para as pregedds pontos de colocacao sobre a link
frente da fissureSendo assim, para cada par de pontos de colocafie-se um elemento-

D de frente de fissu com graus de liberde ¢, ¢;, w e w;, que correspondem a

angulos de tor¢cdo e aos deslocamentos transversagata fla fissui, conforme ilustra a Fi¢
4.9.Para cada elemet, os angulos de torcao e ospectivos deslocamentos transver sdo

governados pela solucéo do seguinte probl

WDSZ{W/B(WV\)<OO, z—\g(s):wi, i:1,2}
.27)
JWDSOZ{W/B(O-Wé- <oo,%v(s1)=0, i=1,2}

em ques representa um ponto no espaco fisico do eler de linha de fren que pode se

mapeado p« uma coordenada paramétrié, dw € um campo de deslocamento virtus
S, i=1,2 séo asoordenadas dos dois pontos de colocacdo adjacénsblema pode s

resumido como: Encont wJ s tal que:
B(wow =[(DWowW+ k w yy 6=0 05 s’ (4.28)
S

A EQ. 428 é equivalente a uma formulacaariacional de uma viga com rigide:

flexdo D e uma fundagéo com rigidik, . Tal modelo considera a torcdo da frente da fie
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como uma func¢éo continu@" ao longo des. Sendo assim, polindmios de Hermite sdo

candidatos adequados para aproximar os deslocasreansversaisv oriundos dos angulos

de torcaay,®, ¢ °. Aproximagdes discretas pavae dw séo dadas por:

w(é)=g{w.ew g}

i (4.29)
ow(€) =g{ow, ay . ow oy, }

sendo ¢:{1—3$2+2£3, Ldf(l—f)2 , ¥2- 23 ,Ldf(fz—f)} os polindmios de Hermite,

L, € o comprimento do elemento 1-DO& é <1 € a coordenada paramétrica do elemento

dada por:

=Ll a= (4.30)

A matriz de rigidez do elemento pode entéo seutzada como:

K, = {Dqg"qq" (#} vk gpqq]ld dé (4.31)

Visto que os angulog/,, ¢; sao conhecidos para cada um dos elementos de &tent
fissura, as Unicas incognitas séo os deslocaméatusyersaisy, , w;. Nesse caso, o sistema

algébrico de equacdes se reduz para:
Kw= f (4.32)

em queK, f e w sado a matriz de rigidez, o vetor de forcas e orvé¢ deslocamentos da

formulacdo do elemento finito, dados por:
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4 3 4 _
k 13L,* + D420 E(kf% D 280 L

K=

3
g(kf 3L,*-D280  k, 1d,*+ D 420 35k,
(kf11Ld4+12603)¢i—%(kf 13,* - 2520)y, L
f=- — (4.33)
1 210L,

> (k131" - 2520) g, ~(k; 11, + 1260)y,

O modelo proposto visa transformar os angulos dgitoy; e ¢, , em deslocamentos
transversaisw, e w,, ao longo da linha de frente da fissura. Esse fbodeve apenas
promover uma relacdo geométrica enivee (¥ e nao deve ser afetado pelos valores das
constantesD e k,. Adotando D=L,> e k; =1/L, obtém-se um modelo que resulta

deslocamentos transversass da mesma ordem de magnitude dos angulos de tayc@&o

portanto, ndo € influenciado pelas constantesieddd ek .

Por fim, determinados os deslocamentas, de todas ak=1,... N, Projecoes

dos pontos de colocagdo sobre a frente da fismsganesmos devem ser escalonados

proporcionalmente aos incrementos de fissura. Assim

W, = 0y 4.34)
Wméx
em queAa,,,, € o menor valor de incremento dos pontos da lileherente da fissura &, ., €

0 maior valor de deslocamento transversal. Obtidesdeslocamentosv € possivel
considerar a influéncia dos angulos de torcao norwie propagacad conforme ilustra a

Fig. 4.8. A constant8 é considerada como um parametro de andlise dori@ritie

Schollmann conforme discutido em Pereira (2010).

4.3.3 Determinacao do angulo de propagacad,

Observando as Equacbes 4.19 e 4.23 percebe-sedqué simples (se for possivel)

explicitar uma expresséo para o angulo de propagé@gaSendo assim, 0 mesmo pode ser
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determinado a partir da formulacdo de um problemattmizacdo. Assim, determina-se o

valor 8=6, que maximiza a grandeza de interesse, i.e., £§.0u Eq. 4.23.

No presente trabalho opta-se por determinar o angylutilizando o MétodoGolden

Section o qual € um método iterativo empregado na buso@rica de maximos e minimos
de funcdes objetivo univariadas. A ideia por tréstd método é simples e consiste
basicamente em determinar 0 maximo ou minimo da&mnobjetivo em intervalos
(subdominios compactos) subsequentemente menomeedida que as iteracbes evoluem o
intervalo de busca atualizado diminui até que omeeseja suficientemente pequeno em
torno de um ponto de maximo ou de minimo da furgtdetivo. O métodd@solden Sectiom
uma técnica muito popular entre os métodos de huisichrecional e existem varias razées
para isso. Dentre elas destacam-se a ndo exigdmdarivadas continuas da funcao objetivo
no intervalo de busca e o fato da taxa de converg@&wo método ser conhecida, ao contrario
de outros métodos de busca que empregam interpotegi@omial. Além disso, o método é
facilmente programavel em computador. Uma desvantago método € o fato da taxa de

convergéncia nao apresentar melhorias para furngijesvo bem condicionadas.

No caso especifico da busca pelo angulo de progagac funcdo objetivo pode ser

f(6)=G(8) (Eg. 4.19) para o caso do critério da maxima taxditibracdo de energia, ou
ainda, f (6) =0, (8) (Eq. 4.23) para o caso do critério de Schéllm&m.ambos os casos a
funcao f (6?) depende unicamente da varia¥el A definicdo do intervalo inicial é de livre
escolha e no caso do angulo de propagacao adotou-sgervalo inicial igual Zi—ﬂ , IT] , 0
qual contém todas as possiveis respostasfardais detalhes sobre a busca de maximos e
minimos de fun¢Bes objetivo univariadas via o Mét@blden Section sdo apresentados no
Anexo E do presente trabalho.

4.4 Remalhamento para insercéo e propagacéao de fissude borda

Assim como as superficies do contorno, as supesficias fissuras também s&o
discretizadas de maneira independente das demaiartst do mapeamento geomeétrico
proveniente das NURBS, conforme apresentado nawWayd. Note que, nesse caso, todos os
elementos da fissura sdo descontinuos para gasaexisténcia das integrais hipersingulares

sobre os pontos de colocacdo. Como as superfidid®BS que descrevem o contorno do
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problema e as que descrevem as fissuras séo iadest de maneira independente, ndo ha a
coincidéncia na interseccdo do contorno com arfissie borda. Nesse caso, optou-se por
desenvolver um remalhamento local para tratar ssurfas de borda a partir de tolerancias
dimensionais. Dessa maneira € possivel detectamsdado elemento do contorno livre é
interceptado ou nao pela fissura de borda, mesrasgas arestas ndo possuam um ponto de

coincidéncia geomeétrica exata com as arestas doweatos da fissura.

Nesse tépico destaca-se que as discretizacbes attedas numéricos de fratura foram
limitadas a utilizacdo de elementos lineares (fuderes ou quadrilaterais) de modo a
simplificar o remalhamento. Uma vez que o remalrdme® baseado em tolerancias
dimensionais, se faz necessario calcular a ministartia entre as arestas dos elementos de
contorno livre e dos elementos de fissura. Alérsalisambém se faz necessario o céalculo da
minima distancia entre um ponto e a superficie elesnentos do contorno livre para
determinar a intersec¢do da ponta da fissura ddaboom o contorno livre. Fixando a
discretizacdo em elementos lineares, torna-se meonogplexo o calculo das minimas
distancias e também o remalhamento dos elementoscotdorno livre que forem

interceptados pela fissura de borda.

O algoritmo que identifica quais elementos do corddivre deverdo ser remalhados €
baseado no célculo da minima distancia entre ca@adas arestas do elemento e as arestas
de todos os elementos da fissura. Caso a minirténdia seja menor do que uma tolerancia
dimensional especificada, diz-se que a arestafeideptada. Se duas arestas do elemento de
contorno livre forem interceptadas diz-se que onelgo foi totalmente transpassado pela
fissura e classifica-o como um “elemento transphss&aso apenas uma aresta do elemento
seja interceptada o elemento conterd a ponta slardisio contorno livre e serd classificado
como “elemento de ponta de fissura”. Nesse caseg-sie buscar a projecdo da ponta da
fissura sobre o contorno livre a partir do algootda minima distancia entre um ponto e um
elemento plano. Distintos remalhamentos locaisas@bados para os elementos transpassados
e para os elementos de ponta de fissura, confoemfe discutido mais adiante. A seguir,
apresentam-se os algoritmos para a determinac&dnilama distancia entre retas (arestas) no

espaco e da minima distancia entre um ponto e emeglto plano no espaco.
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4.4.1 Minima distancia entre retas no espaco

A partir dos dois nés de uma aresta de um elenm@aitm é possivel definir a equacao
paramétrica do trecho de reta (aresta) no espagoor@inandop® e p,° os dois pontos
nodais que definem uma aresta de um elemento doroorlivie e p,' e p,' os dois pontos

nodais que definem uma aresta de um elementosladig possivel escrever os pormbse

x' pertencentes aos dominios das arestas de contorde &ssura, respectivamente,

recorrendo as seguintes equacdes paramétricas:

x°(s)=p°+v°s, O<s<d

4.35
ls)mmrvis, osss (439

em ques. e s, sdo as coordenadas paramétricas das arestas uenoor de fissura,
respectivamented, :H P, — pf” e d, :H p,' - p H sao os comprimentos das respectivas
arestas ev® :(pzc— plc)/dC ev' :(p2f -p/ )/df os versores direcionais também das
respectivas arestas. A partir da Eqg. 4.35, € pelsdifinir a distancia euclidianel(sﬁ, sf)

entre pontosx® (s

C

) e x’ (sf) em funcdo das coordenadas paramétricas. Por sar um
distancia euclidiana, sabe-se que o ponto de midenfunc¢aod (st, sf) também é ponto de

minimo dafungécdz(sc, 3).

d*(s.5)=[p°(Y+v ()% p. (D-v' (D 5]
fpe(Brve(Bs-n' (Bv' (B ] (4.36)
Foc( Brve( )Bs p. (v (s |

Novamente por se tratar de uma distancia euclidsab&-se que o minimo pode ser

obtido analiticamente igualando o gradientedde zero:

adz(se,s})

d*(s.s)= % =0 4.37
St1sf - adz(g,s) - (3

s,
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Efetuando as derivadas em 4.37 e resolvendo orsisie equacdes obtém-se o ponto

de ml'nimo(s min sr""”) ;

(o] )

Sfmin:% ’ OSSfmmS q
: (4.38)
S min — C_ BSf " 0< min < Ct
c - A ’ = % =
sendoA, B, C, D, E e F constantes auxiliares definidas como:
A=vc v¢ B=-v'v® Cpfvc-p°v€
& Py (4.39

D=ve.v' E=-viv' FEp'v -p°v'

Caso os valores™ e s,™ ndo existam (arestas paralelas) ou ainda n&ongarte

aos respectivos intervakf@,dc] e [O,df], entende-se que a aresta(s,) do elemento do
contorno livre ndo € interceptada pela ares’tésf) do elemento de fissura. Caso exista o
ponto de ml'nimc(scmi”, s,m‘”) pertencente aos dominios das arestas dos elemealimda-se

a minima distanciad_, = d(sé’"‘”, sm‘“). Se d,,;,/d. < Dtol, Dtol sendo uma tolerancia

dimensional especificada para a analise, entendpisea aresta<c(sc) do elemento do
contorno livre foi interceptada pela fissura. Nesaso, armazenam-se as coordenadas do

ponto de interceptagdo do contorno livkg,” = x© (scm‘”), para o posterior remalhamento do

elemento interceptado.

Para cada aresta de cada elemento do contornmbemia efetua-se uma busca por
todas as arestas dos elementos de fissura parmihetese a respectiva aresta de contorno é
interceptada por alguma aresta de fissura. Apéaviaiacdo é possivel classificar todos os
elementos do contorno do problema como: “elemematiagrado”, “elemento transpassado”
ou “elemento de ponta de fissura”. Para os elersetioponta de fissura, o algoritmo de
minima distancia entre ponto e elemento plano,rilesa seguir, deve ser efetuado para a

determinacao das projecdes da ponta da fissurantorao livre.
4.4.2 Minima distancia entre ponto e elementos planos respaco

A minima distancia entre um ponto e um elementm@lao espaco pode ser

determinada analiticamente para elementos triarggiléPara elementos quadrilaterais, a



147

busca pela minima distancia deve ser avaliada sisgriingulos que subdividem o elemento
quadrilateral em duas partes. A partir dos trésdedama porcéao triangular de um elemento

quadrilateral plano do contorno livre é possivdinitea equacdo paramétrica do triangulo no

C

espaco. Denominand@®, p,° e p° os trés pontos do tridngulo é possivel escrever os

pontosx® pertencentes ao dominio do tridngulo a partirqlemeido paramétrica do plano:

X (s, t)=pS+v,is+v,°t, 0<ss5<1, ®t< 1 eg ts (4.40)

em ques, et sdo as coordenadas paramétricas do plano douhiaag,© = ( P~ - plc) e
v, :(pSC— plc) sdo vetores direcionais. Com a Eq. 4.40 & possieihir a distancia
euclidianad(s,t) entre um ponto qualquet®(s,,t,) pertencente & porcéo triangular do

elemento do contorno livie e um né de extremidaaldissurax®. Por ser uma distancia

euclidiana, sabe-se que o ponto de minimo da fudqf?ap tt) também é ponto de minimo da

funcdod?®(s, 1), a qual pode ser expressa como:
d*(s.t)= As’+2 Bst+ Cf+2 Dg+2 Etr | 43)
sendoA, B, C, D, E e F outras constantes auxiliares definidas como:

A=v, v, B=v,Swv,° Cv,fv,° D:vlc(.plc—x‘”)

(4.42)
E:VZC.(plC_XeX) F=(p1C—Xe>) (plc_x e)

Novamente o minimo da func¢aty é avaliado igualando o seu gradiente a zero:

0d*(s, t)

2 asc
0d*(s.t)= =0 (4.43)

d® (s, 1)
ot

Calculando as derivadas em 4.43 e resolvendoansstle equacdes obtém-se o ponto

[ min min .
demlnlmo(sC Wt )
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min BE-CD min
ST T o =St
BD - AE (4.44)
tcmin = OS tcmin < 1
AC-F

tal que s.™" +t."" < 1.

Caso o ponto de ml'nim(scmi”,tcmi”) ndo pertenca ao dominio do ngulo, i.e.,
O(s.t,) | 0Osg<1 Gt<1 es+t<s 1 entend-se o pontcx®™ ndo se proje sobre &
porcdo triangular do elemel em analise. Caso o pon(scm‘”,tcm‘“) pertenca ao domin

triangular, entenc-se que a projecdo do porx® noelemento do cntorno livre em anélise

igual ax® (scm‘”, tcm‘”) e calculase a distancia minind, , = d( s™, t:m‘”).

Paracada elemen do contorno livr classificadoccomo de ponta de fissura efe-se
uma busc sobre todos os n de extremidac, x®, da discretizagdo : fissure calculando ¢
distancia minimed_. . entre os pontox®™ e o respectivo elemer (Ver Figura «10).Para c

n
x®* que resultar no menor vade d ;. consider-se que a projecéo da ponta de fissura s
0 elemento do contorno IivrexpfC =x° (scm‘“, tcm"‘), e armazena-se suas coordenadas p

o posterior remalhamento de ponta de fis:

e n0s de extremidade da fissura : X

[:I elemento do contomo livre

Figura 4.10N0s de extremiade da fissurex®*, e elemento do contorno livre de ponta de fis
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Além do pont xpfc também é necesrio armazenar mais dois pon para serer

utilizados no remalhamende ponta de fissuiconforme ilustr a Figua 4.11.

4 3 4 3
aresta da 2 = T
fissura x© N* N =
| |
| I
‘ N
4 3
\
P
\0\{ > =
|
|
1 ( d) 2

Figura 4.11 Ponto de projecdo da ponta de fissura sobre o aterde contorno livre xpfC , ponto de

interceptagéo da ares x,,,~ e pontos adicionais para o remalhame x,° e x,°.
Note qui as coordenadas fisicdos pontos adicionais podem ser obtidas recor-
se ao mapeamento do espaco paramé(¢;,&,) para o espaco fisi x(&,&,) do element
guadrilateal de ponta de fissu utilizando sue fungbes de forn. Conforme ilustraa Fig.

4.11, os ponta x,° e x,°podem ser calculados conx,° :x(—l,{‘z"") e x,° :x(l,fzpj)
(Fig.4.1a e Fig. .11c)ou aindex,® :x( 1”,—1) e x,° :x({l”j,l) (Fig.4.1b e Fig. «11d)a
depender da aresta que foi interceptada pela aissusrcoordenadeparamétrica:(Elpj ,Ezpj)
do ponto de projec;éuxpfC poden ser obtidas a partir das coordenadas paramé

(sc”“”,tcm‘”). Caso o ponto de projecix ° pertenca ao swtriangulo definido por pontc

pc, p,. e p° correspondentes aos nos 1, 2 e 4 do elenmtenm-se &” =25™ -1 e

&P =2t™ -1. Por outro lado, caso o ponto de proje‘xpfC pertenca ao sktriangulo

C

definido por pontosp,”, p,° e p,° correspondentes aos n6s 3, 2 e 4 do element-se

<zlpj =1_ Zcmin e gzlpj :1_ Zscmin ]
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4.4.3 Remalhamento local para elementos transpassac

Quando duas arestas de um elemento do rno livre séo interceptadas pela fis,
o elemento é classificado como transpassado. Nease, dois diferentes tipos
remalhamenis locaic podem ser adotados a depender das arestas que ifdeaioeptade,
i.e., divisdo dcelemento em dois quadriliros oudivisdo do elemento € dois quadrilatero
mais um tringulo. A Figura <12 apresenta o remalhamento dos elementos transpa:

ilustrando tanto os nGs quanto os pontos de cdimcagtes e depois demalhamento loc.

® 110 .

x pontode colocagdo

N ! ;
AN
\
(c) N

- \\
(d)

i

Figura 4.12 Remalhamentoos elementos transpassados: (a), (c) antes el)l@pds o remalhamel.

Note que os pontos de colocacao ja existentes a@alerados pelo remalhamer
Isso simplifica consideravelmente a atualizacasidtema de equacdes algébricas do M
dual ap6s remalhamento. Nesse caso, para as linhas dmaisterrespondentes 0s graus
liberdade, i.e., pontos de colocacao, ja existedtegpenas necessario subtrair a contribt
dos “elementos transpassados” e dos “elementos oméa pde fissura” e adicnar a
contribuicdo dos novos elementos oriundos do resmad#imto. Ja no caso dos novos pontc
colocagédo, adicions-se novas linhas ao sistema de equagdes do MECetrtabndo a
integrais de contorno ao longo de todos os elemsedto problema (incluinc 0s novos

elementos), com excecédo dos elementos transpassaddsselementos de ponta de fiss
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4.4.. Remalhamento local para elementos de ponta de figal

O remalhamento local para elementos deta de fissura deve ser impc quandc

apenas uma are de umelemento do contorno livre € intercept pela fissur. Nesse cast

C c

int ?

conhecendo o ponto de intercepta x ponto de projecao da ponta da fissx~ e 0s

C

pontos auxiliaresx,® e x,© é possivel efetu o remalhamento do elemento de ponte

fissura onforme ilustrado na Figura.13.

X

(a) , (2)
e 16

x pontode colocacdo

Figura 4.13Remalhamento dos elementos de ponta de fissurant@s e (b) apds o remalham..

Note qui novament os pontos de olocacdo ja existentes ndo sado alterados
remalhamento.Sendo assir para as linhas do sistema correspond aos pontos de
colocacdo ja existentes necessari apenassubtrair a contribicdo dos “elementc
transpassados” e dos “elementos de pontfissura’ e adicionar a contribuicdo dos noy
elenentos oriundos do remalhamento. Par novos pontos de colocacéo, adiciorse
novas linhas ao sistema de equacdes do MEC semellantemente ao discutido no ite
4.23

4.4.5 Propagacao difissura: acrescentindo novos elementc

Para propagar a superficie de fissura € nario conhecer o vet de propagagad,

dos pontos sobre a linha de frente da fa, o qual é calcado conforme ilustrado na Fi
4.8 Determinados o0s vetores de fagacdo, soma-se 0S mesmos as respecti
coordenadas das projecBes dos pontos de coloca;@xtiemidade (obtidas a partir
mapeamento do espago parameé ¢,&, para o espago fisico) para determinar os n
pontos de frente ( fissura, ilustrados na Fig.14a em vermelho. A partir dos novos por

de frente de fissu, determinar-se as coordenadas dos nds dos novos elementossde
Os nos intermediarios sdo obtidos a partir da médiadois pontos de frente de fiss
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subsguentes. Ja os nés de extremidade séo obtidogimdaaprojecdo dos novos pontos

frente de fissura sobre os eleme de contorno livre (Fig..14a).

—— Vetor de propagagéo * nd

o ponto de frente x ponto decolocagio

Figura 4.14 Propagacéo da frente da fissura: (a) velocidadgsapagacéo e novos nos (b) novlementos di
frente de fissura novos pontos de coloc.

Definidos todos os nés da nova frente da fissurfine-se a conectividade ¢ novos
elementos. A partir dessa et € possivel obter os novos pontos de colocacaosgaré

recorrend-se ao mapearnto do espago paramétr &,&, dos novos elemers para ¢

espaco fisico (Fig..14b).
4.4.6 Descrigéo do procedimento incremental d evolucao da fissur:

Os remalhamentos locais descritos até o monmrpodem ser adotados para efe a
evolucdo da superficie de fissura a partir de um pioetto incremental. Apos u
remalhamento de fissura de borda inicial fadequar a malha n&o confornobtida a parti
das discretizacis independentes das superfi NURBS) com o problema fissurado, te-se

para oprocedimentoncremental. Apés a resolucac PVC pelo MEC dual e da obtencéo ¢

parametros de fratura, comp-se os valores dK "*ao de K. Caso K "™ <K nao

ocorre propagagi da fissura e a analise se erra. Cas Keqméx > K . 0 increment defissura

€ adicionado conforme desc no topico «4.5. Apés a evolugdo da fissura, efe-se o
remalhamento de borda novamente e atua-se as matrizeH e G. O PVC é novamen
solucionado pelo MEC dual e obt-se osparametros de fratura at., agora para a fissu
evoluida. O procedimento incremental prosseguega& o numero de incrementos

propagacdo seja igual inUmero de incrementos presc para a analise ou até ( se ernr
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alguma etapa incremen Keqmé‘X <K . O procedimento incremtal de evolugéo d fissura

€ ilustrado a seuir no fluxograma da Figura.1lE, sendo o nimero de incrementos imo

para as fissuras um dado de era das analis.

Inicio

Leitura
de dados
v
Malha
inicial
12
Remalhamento
de borda inicial

v

Calcula
HeG

v

Resolve Atudliza Remalhamento

PVC , HeG de borda
w 2K ? i ot -

Calcula Vo [ Evoluia
FIT fisswra

Fim

Figura 4.15Fluxograma do procedimento iterativo de evoluc&ofiasura.

Note que o remalhamento de bordzds a propagaci da fissura é ligeiramen
diferente do remalhamento de borda inicial. Nmalhamento de bordinicial, todos os
elementos sd a princpio, do tipo ‘ndo transpassac’ e podem ser classificados col
“transpassados” ou “de ponta de fissura” a depeda interceptacéo pela fissura de borde
no caso do remalhamento de bordas a propagacédo, os elementos podem ser dos w8s
“ndo transpassados”, “transpassados” e “de ponfsslaa” e suas classificacdes podem
alteradas apos a propagacdo. No presente tri adotese que 0s “transpassadi
permanecerao inalteradapds a propagacao. Ja no caso dos elementos ampassados
novamente 0os mesmos podem ser classificados coransfiassados” ou “de ponta
fissura” apds a avaliagdo das novas arestas iptadzs depois da propagacéo. Por firr
elementos classcados a priori como “de ponta de fissura” podem reetassificado
novamente como “de ponta de fissura” ou ainda ctmamspassados’Caso 0s element
sejam reclassificados como “transpassados”, osrdoialhamentos apresentada Fig. 4.2
podem selefetuado a dependedas arestas interceptadas. Caso eles sejam rackdss

novamente como de ponta de fissura, c-se por manter o rerlhamento apresento na

Fig. 413e apenas atualizar as coordenadas dos px ©, x° ex,°.
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4.5 Exemplos numérico

Quatrc problema numéricos foram estudados para avaliar as técdieaxtracao dc
FIT, os critérios de propagacdo e o algoritmo dgeatbamento implementas. O primeiro

problemaapresntauma fissura solicitada em modo | ¢ o qual uma solugéo analitica K,

€ conhecid. O segundo exemplo é um problema em modo mistdlll/para o qual si

conhece solugdes numeéricas de referénciaK,, K, e K,, . A partir desses dois primeir

exemplosfoi possivel compareas trés técnicas de extracdo dos e definir uma estratég
para as andlises de propag: Nos exemplos 3 e, que correspondem reectivamente i
problemas de propagacde fissurasem modo misto /1l e I/ll/lll, foi possivel comparas
respostas obtidas pelos dois critérios de propagagd, o critério da maxima taxa
liberacdode energia e o critério de $llmann Ressalt-seque rdo houve preocupacao cc
discretizagbes coinciden dos elementos das fissuras de borda com os element
contorno interceptadcuma vez que o algoritmo deemalhamento foi utilizac Tal
caractetica simplificot considervelmente a criaco de moelos numéricc de componente

mecéanicos/estrutur: fissurados
45.1 Analise dos FITem modo .

O primeiro exemplo trata o problema de um pr tracionad: com umafissura de
bordaconforme ilustra a Figura 4.. A forca de superficie de trac o, foi adotada com:
unitaria As dimensdes do problema sdo cara@das pelo comprimento inicial fissure de

a=2,5 (unidades de comprimen e pelas elagdes ilustradas na Figur.1€. As constante

elasticasadotadas fanm E =1000 (unidades de tensde v =0, 3.

o

Figura 4.16 Prisma tracionado cc fissura de borc.
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O problema foi discretizado com trés diferenteshaml I ordem crescee de
refinamento, as malhas: Malha 1, Malha Malha 3, resultal 344, 1142, 1718 element
guadrilaterais de aproximacao linear, totaliz¢ 695, 1591 e 3895 pontos de colocax
respectivamen. As malhas foram geradas a partii 8 suprficies NURBS planas qt

caracterizar o problemaA Figura <17 apresenta i malhas adotad.

Malha 1 Malha 2 Malha 3

Figura 4.17 Discretizag8es do problen Malhal, Malha2  Maha?.

Como a solicitagdo € em modo | de fratura, son a resposta dFIT K, foi
estudad: Nesse caso, a resposta analitica K,, considerando unEstado Plano de
Deformaca (EPD), é conhecida (MURAKAMI, 1987 No intuito de comparar a precisao |

técnicasde extragédo dos FIT, os resultanuméricos deK, no centro da frente da fisst

obtidos com as Técnicas de Correlacdo e de ExtrappldedDeslocamento (TCD/TED)
com a Técnica de Ajuste de Deslocamentos (7, sdo apresentac na Figura 4.8 juntc
com a solucéo analitiem EPL. Os resultados sao apresenti em funcéo da distancia

extragar adimensiona r/a, sendoa o comprimento da fissu

Va1l N2
120 120
105; 1051
90 90
5 e e v | 5 — e
< 60 * 60

—Avdiitioo EPD —/reliicoEFD
45| T || o T
30{| + TPCros]| 30{| - TADIQros)f

--TAD[Q] TP
15 151
0!0 T T T QO T T T

02 01 G0 o1 02 03 o4 92 01 0 4l 02 03 04
ra rfa
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VHha 3
120

1054

90+

7,5-7‘7"—*='£

< 89| _pmiicosrD
45| *

TAD[OrOS)|

30]| +-T0[0)

15

0,0 T T T T
01 00 01 02 03 04

Figura 4.18 Fator de Intensidade de Tensig: Comparativo das técnicas de extracéo.

No caso das técnicas TCD/TED o valor He pode ser obtidos para trés distintos
valores der: r =r,, r =r, (TCD) er =0 (TED) conforme ilustra a Fig. 4.2b. Note que nesse

caso 0s pontos de extracdo dos deslocamentossedft@oas superficies da fissura e, portanto,

os raiosr, e r, foram ilustrados como negativos na Fig. 4.18. Jaasw da TAD adotou-se

uma coroa de 7 pontos internos (Ver Fig. 4.3) caosna variando d€d,025a a 0,4a.

Duas variantes da técnica TAD foram estudadas:rifegira, denominada TAD

[O(\/?ﬂ, considera que a expansdao dos campos de desldcanda frente da fissura é

truncada nos termos de ordemﬁ\/?), reduzindo assim as dimensdes da matfizda Eq.

4.12 para3N x 3. A segunda, denominada T/ﬁb(r)], considera que a expansao dos campos
de deslocamentos da frente da fissura € truncasldemmos de ordeno(r), conforme o

apresentado no topico 4.2.3. A partir dos resutadonéricos percebe-se que a consideracéo
dos termos de ordemo(r) na expansédo dos deslocamentos melhora signititatixte a
resposta dos FIT calculados pela TAD. No entantaglaséo de termos de ordens superiores

a o(r) resultou uma matriaM que ndo possui pseudoinversa, impossibilitandbtangéo

dos FIT.

Note que tanto as técnicas TCD/TED quanto a téchikia sdo capazes de extrair 0s
FIT, porém sdo sensiveis em relacdo as distanciaxtdegdor . Mesmo no caso da TED,

para a quar é sempre igual a zero, os valores dos FIT depemddss distancias, e r,

usadas na extrapolagéo, que por sua vez dependerallta adotada.
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Os resultados numéricos d&,, obtidos com a Técnica de Extrapolacdo de
Deslocamentos (TED), s&o apresentadas na Figu@aemIuncéo da espessura do prisma. As
respostas numeéricas d€, foram comparadas com respostas de referéncia cidakeda

literatura: Resposta analitica em EPD de Murakanaile(1987), resposta numérica de Raju e
Newman (1977) utilizando elementos finitos e respoaimérica de Mi e Aliabadi (1992)

utilizando elementos de contorno. A Figura 4.19espnta 0 comparativo das respostas

normalizadask, /a\/na, demonstrando a convergéncia do FIT a medida glisceetizacdo

é refinada.
36 Analitico EPD
34 —Mi & Aliabadi (1992)
’ —Raju & Newman (1977)
3] Malha 1
o ! -o-Malha 2
) Malha 3
,é 301 -e-Malha
Nt
O 28
=
X 2,6
24
2,2
2,0+ T T T T
0,0 15 30 45 6,0 75

W

Figura 4.19Fator de Intensidade de Tens&o normaliz&dq/:a\/ﬁ .

Note que utilizando apenas elementos lineareso®sipel obter uma boa convergéncia
paraK, . Isso se deve ao fato do problema, em espediaha tle frente da fissura, poder ser
descrita de maneira exata em termos geométricoetamentos lineares. Pode ser observado
que no interior do prisma os valores b{e/ax/% concordam com a solugéo analitica do

EPD. Quando os pontos de avaliacdo se aproximamnlatiEsis livres o valor de&K, é
reduzido devido a singularidade de ponta de fissera mais fraca queO(r’/z) nas

proximidades do contorno livre.

Por fim, a Figura 4.20 apresenta os campos de c@skntos sobre o contorno e a
deformada do problema em escala 1:10 para o madals refinado. A descontinuidade

introduzida pela fissura pode ser observada taatdeformada do problema como para o

campo de deslocamentq.



158

u,

0.01902
l 0.01852
001402
001152
l 0.00903
0.00853
0.00403

000153
I -0.00097
-0.00347

U,

0.02262
l 0.01759
001257

0.00754

0.00251

-0.00251
-0.00754
-0.01257
-0.01758
-0.02262

Uy - e
0.00312 I .
I000243 ) A
000173
0.00104
0.00035
-0.00035 I
-0.00104 I iy

-0.00173
-0.00243

D I LA
FHHTY i)
-0.00312 [ Tt Hn

JyTi rppe
1 [

Figura 4.20 Deslocamentos sobre o contorno e deformada dogimz em escala 1:..

4.5.2 Anélise dos FIT em modo misto I/II/I1I.

No sewundo exemplo é analisado o problem:é uma viga com entalhe cen,
submetida alexdo em trés pontos. A Fura 4.2: ilustra a geometria do problema e tamk

as condicdes de contorrAs dimensdes da viga sil, =260mm, L =240mm, H =60mme
t =10mm. A dimenséo inicial do entalhea, =20mm e o mesmo encon-se inclinado di

um anguli 5 =45 em relagéo ao eixo longitudinal diga, ocasionando a solicitagéo

modo mistc
H

xl
x X

Vista inferior t

| BN J

Figura 4.21Viga sob flexdo em trés pon com entalhe central inclina.



O modelo ésubmetido a flexdo em trés pontos com Larregamento central
F=2kN. O mesmo problen foi analisado experimentalmente e numericamente
Citarella & Buchholz (2008)As contantes elasticas do problema foram adotadas
E:70,656kN/ mm e v =0,34, que correspondem as constantes adotadas nohtatbe
referéncic O modelo numérico do problema é criado a partiBdsuperficies NURBS, ¢
quais foram discretizadas conlementos quadrilater:, resultand uma malha de 74%
elementosde aproximacao linee 10012 pontos de coloca. A malha adotada no gblema
€ ilustrada na Figura 4.. Note que a discretizacdo das superficies daréisku bastant

refinada de modo a obter respostas consistentaj FIT.

vista lateral

se¢ao
transversal

Figura 4.22Discretiza¢des do problema: Vistas lateral e trarsal da malha adote.
Nesse exemplo foi possivel estudar as respostapdrés Fl K, , K, e K, , uma

vezque a solicitacao de fratura € em modo r. A resposta de referéncia desse exempli
obtida por Citarella & Buchholz (200¢utilizando o software comercial de elementos
contorno BEASY o qual é baseado na formulacdo dual do MEC e adiotizgral e técnica:
de decomposicdo de modos para a extracdo dos FliesOkados também estdo de acc
com os obtidos com o software comercial IDI, o qual é baseado em elementos finit
adotada o método da integral de fechamento modd para a extracacdos FIT
(CITARELLA & BUCHHOLZ, 2008). No intuito de comparar a precisacs técnicas dt
extracdo dos FlTadotouse a TED e a TAD para extrair os FIT do modelo nisuédo

presente trabalho. No caso da TAD, ad-se a varian|O(r)], uma vez que a mesr
aparenta resultar valores mais consistentes pdflodNovamente adot-se uma corcde 7
pontos internos pare extragéo ds FIT com a TAD. Os raio r da coroa de pontos fore
variado: de 0,1mma 0,5mmpara avaliar a dependéncia da solu¢cdo numérickldc

Os resultados numeéricos ( FIT normalizados, ou sej K.norm= K 2 HZE/[:% L«/nao]

, obtidos ao longo da espessura do problema com amdbasgcnicas TED e TAD si
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apresentados na Figura 4.23 junto com a soluca@meende referéncia. O primeiro gréafico
apresenta as respostas de FIT obtidas com a TERQIensais apresentam as respostas de FIT

obtidos com a TAD para diferentes raios de extracao

1,00 1,00
J e®®®0 g
0,754 M 075 ® ®e °
® ~ ~
0,50-,4' ® 4 o,soj /\ NG
£ 0,25- £ 025
Q 0,004 2 o0
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Figura 4.23 Deslocamentos sobre o contorno e deformada ddeonakem escala 1:100.

Note que as respostas dos FIT obtidas com a TE&mfgroximas da resposta de
referencia. A TAD também é capaz de resultar réapamatisfatorias para os FIT. No entanto,
foi verificado no exemplo que os resultados de étdfidos com a TAD apresentaram, assim
como no exemplo anterior, uma dependéncia comaelacgdistancia dos pontos internos
da coroa de extracdo. Para problemas de propag&céissuras, nos quais nao se conhece
uma solucéo de referéncia dos FIT , ndo € posgarahtir que uma distancia de extracao fixa
para a analise € capaz de reproduzir respostadasatias de FIT para todos os passos
incrementais de propagacao. Além disso, algumricritiever ser estabelecido para que o raio
de extracdo adotado para a coroa nao resulte etospexternos ao dominio do problema nas

regides préoximas da interseccdo da fissura comntoom externo. Por fim, a Figura 4.24
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apresenta a resposta dos campos deslocamentososoimorno e a deformada do proble
em escala 1:100. Novamente a descontinuidade dbscdeentos é evidente, principalme

para 0S cmposuy, € u,.

u
1
005562
004938
004314
0.03690
0.03066
0.02441
001817
001193
0.00569
~0.000SS

U,

0.00880

-0.00395
-0.01451
-0.02506
-0.03561
-0.04616
-0.05671
-0.06727
-0.07782
-0.08837

U

0.00584

0.00442
0.00301
0.00159
0.00018
-0.00124

-0.00265
-0.00407
-0.00548
-0.00830

Figura 4.24Deslocamentos sobre o contorno e deformada dogimabém escala 1:1.

Nesses dois primeiros exemplos os modelos numéadotados sdo estanques,
vez que ndo possuem interdes curvas de superficilNos exemplos a seguir sdo analise
problemas de propagacdo em modo mistos I,II éllljjara os quais respostas de referé
séo conhecidas da literatura. Devido as limitag@e$AD previamente mencionadas, of-
se pela TID ou ainda pela TCD para a extracdo dos FIT nosl@mas de propagacao, ci
enfoque foi avaliar a influéncia dos critérios degagacao nas respostas dos proble
Desenvolvimentos e implementacdes computacionaiessérias para tornar a TAD m

robusta para a extracédo dos FIT podem ser alvo de isasquturas
4.5.2 Propagacdo em modo misto I/I.

O terceirc exemplo trata de uma chapa tracionada dois furos e um entalh

7

solicitado a modo misto I/ll de frat.. O pioblema é ilustrado na Figure.25, a qual
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apresenta as condicdes de contorno em funcédo daotate tracdio e as dimensodes (

problema em fungéo da dimen: D, sendo o comprimento inicial da fiss a=0,05D e o

didmetrodos furos igual i ¢=0,4D .

&

\ 0,6D 0,8D 0,6D
= 0.1D
@ @
D

L1D 0,9D

Figura 4.25Chapa tracionada com furos: (a) vista paramétbditnensdes do problema pl:.

Adotamr-se para as variaveis do problens seguintes valor: D =1(unidades d
compriment), o =10 (unidades de tensde asconstantes elastic E =1000 (unidades d

tensao) ev =0,25. Tal problema foi estudado como planotensd (EPT no trabalho di

Andrade(2017) a partir de uma rmulagdo 2D do MEC dual e também foi analisado
elementos finitos a partir  software¢ Franc2D. No presente trabalho o problema é abot
de forma tridimensional apenas para a valida¢catemiamenta computacional desenvolvi
A geometria do problemeridimensionalé descrita por 1 supericies NURBS: Seis pal
descrever a chapa prisméatica, sendo duas delaadagadevido a presenca dos furos, qt
para descrever as superficies dos furos e duasagasaperficies do entalhe inicial. T

diferentediscretizacfes foram adotadas para o problemuais séo ilustras na Figur.26.

T

TR
Malha 3

Figura 4.26Discretiza¢bes adotadas para o problema: (a) Malf® Malha 2, (c) Malha.
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As malhasl, 2 e 3 presentadas na Fig.26 sdo composti, respectivamen, por
4211, 4719 e 5471 elementos quaderaisde aproximacdo line e resultam el 4942 5536
e 6334 pontos de colocay, respectivamen. As malhas sdo gradativamente mais refini
localmente nas proximidas do caminho de propagacéo visarmelhorar s respostas c
andlist.

As analisss de fratur foram realizada considerand 50 passos de propaga com
um incremento maximo de propagacdo igt Aa™ =0,02D. Os FIT foram extraidoa
partir da TED e ambos os critérios da maxima tee liberacdo de energia e de dllmanr
foram adotado Como o modo Il é irrelevante para esse problenmdic-se S =0,00 para ¢
parametro que ealona os deslocamentos transversais a frente slad oriundos do angul
de torgécy, do critério de Scdllmann. A Figura <27 apresenta um comparativo entre

caminhos de propagacéo obtidos a malha 3 considerando os dois critérios de pragda

e também o caminho de propaga para as analises planas via MEC duaFranc2l
(Andrade, 201

Maxima taxa de
liberag@o de energia Schéllmann : 3 =0.00

Figura 4.27Caminhes de propagacdo: (a) Critério da maxima taxa @eddsio de enerc (b) Critério de
Schsllmann (c) MEC dual 2D (ANDRAD, 2017)(d) Franc2l (ANDRADE, 2017.
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Note a semelhanca entre os caminhos de propagatdospara as quatro analises.
Tal resultado reforca o fato de que tanto o cotélda maxima taxa de liberacdo de energia
guanto o critério de Schoéllmann séo capazes dedapir os critérios de modo misto planos

(/1) nos casos em quék,, €& muito proximo de zero. Além disso, note que ape®

remalhamento de borda da analise tridimensionat@esideravelmente mais simples do que
o remalhamento da andlise plana via elementoso$inias respostas dos caminhos de
propagacgéo foram semelhantes. Isso se deve addajaoe na formulagdo MEC dual 3D os
parametros de fratura séo calculados a partir dslecamentos dos elementos das superficies
das fissuras. Dessa maneira, elementos consideravie distorcidos que surgem devido ao

remalhamento de borda simplificado néo alteramifesgtivamente a resposta de propagacao.

Os historicos dos FIK, e K, em funcdo do comprimento da fissuga, obtidos para

as trés malhas com o critério da maxima taxa @gdigfio sdo comparados com 0s histéricos

obtidos nas analises planas de Andrade (2017)nafisas ilustrados na Figura 4.28.

8001 9
—Franc2D 6.

700+ | - Andrade (2017)
sool | Maihal 3
-o-Malha 2 0]
5004 | -e-Malha 3 3
— — -6
3 400- < ]
3004 124
200 -15
_18_
100 ]

T T T T T T -24 7t 1 T 1 v T T
00 01 02 03 04 05 06 Q07 08 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
a a

Figura 4.28Historico dos FITK, e K, em fung&o do comprimento da fissueg,para o critério da maxima
taxa de liberacéo de energia.

Conforme é possivel observar, as respostas numéle®, e K, das analises 3D

convergem para as solucdes de referéncia. Notpayaea Malha 1, as respostas semelhantes
no inicio da andlise se tornam bem discrepantesdida que a fissura propaga. Sendo assim,
fica evidente a necessidade de um refinamento loxsicontornos livres proximos a regiao

de propagacéo das fissuras de borda. Ja a Fig2@aldstra os historicos dos FIK, e K,

em func@o do comprimento da fissues, obtidos com a malha 3 para os dois critérios de

propagacao e também os historicos das analiseasplbiote que par&, todos os modelos
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apresentaram resultados semelhantes. Ja4 no cakqQ dambos os critérios tridimensionais

produziram resultados semelhantes aos das anBldiegensionais até proximo ao final da

propagacdo. A partir da=0,85 (unidades de comprimento) o critério da maximan td&

liberacdo de energia diferiu dos resultados dasadeamalises.

As pequenas discrepancias observadas entre os asogetlem ser justificadas
principalmente por dois fatores: (i) Os FIT dasliaed 3D sdo obtidos com a Técnica de
Extrapolacdo de Deslocamentos (TED) visando reduzgmpo de processamento. Ja nos
problemas planos os FIT sédo calculados a partirintiegral-J, a qual € uma técnica
reconhecidamente mais precisa do que a correlagddeslocamentos; (ii) Os pontos de
avaliacao dos FIT nas analises 3D foram adotadm® e@ndo pontos no interior da espessura
da chapa, gue nesse caso nao é mais tratada commblema plano de tensédo. Sendo assim,
€ de se esperar que as respostas ndo sejam exataguais as das analises planas. Apesar

dessas discrepancias, os resultados apresentaBi@s #29 séo satisfatorios.

800 9

— Franc2D 6
700+

Andrade (2017)

600- Mexima taxa de liberag-0 de energia)

—e—Schollmann
500

X 400 Z
3001 124 —Frane2D
200- -151 —Andrade (2017)
18] - Maxmataxade liberag.0 de energd

100 2l —o-Schallmem

0' T T T T T ‘24 ! —1 r 1 T r T 1 T 1 1 1T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
a a

Figura 4.29Histérico dos FITK, e K, em fun¢&o do comprimento da fisswara

Por fim a Figura 4.30 apresenta a norma do vetelodamento,|u|, para alguns

passos intermediarios de propagacdo da fissuragpanalha 3. Note que a medida que a
fissura se desenvolve a descontinuidade do campislecamento fica mais evidente e, ao
final da andlise, a porcdo material a esquerdasdara ndo apresenta mais deslocamentos

expressivo.
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Figura 4.30Norma do vetc de deslocamento para alguns passos intermedid&ipogagac:.

Perceba que nesse exemplo o modelo rico tridimensional de elementos
contorno ndo é “estanque”. Isso ocorre devido asrelizacdes ndo conformes nas reg

dos furos e devido a propagacdo em modo mistcsdaré
4.5.4 Propagacdo em modo misto/ll/1l 1.

O ultimc exemplo é dedicado a ana de propagacao em modo mistdl/IIl. A
Figura 431 ilustra a geometria do problema e as condicfesodéomo. O problema fc
recentemente analise em elementos finitc a partir de umr formulacéa« variaciona de
propagacgao proposta por Davis et. al. 6) na qual os incrementos de fissura nao
prescritos, mas sim aproximados por funcdes bages ciespectivos coeficiers sao
determinados recorren-se ao diferencial da taxa de liberagcdo de eneAs constante

elasticasdo problema sédo definidas mc E=700MPa e v =0,1. A fissura inicial foi

disposta rotacionada €15’ com relag&o acixo conforme ilustra a Fig..31.
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L.

a=90mm-}7
H =120mm

x'/ W =50mm

Figura 4.31Problema da fissura inclinada e15° .

O deslocamento total imposto 1u, =1,9mm. O modelo numérico inicial adotado

7

presente trabalho é composto por 3264 elementodritpiarais de aproximagdo line

totalizando 4699 pontos de colocagAs respostas das taxas de lagdo de energiG, , G,
e G, ao lomgo espessura do problel obtida: a partir dos FIT extraidos v TED, sé&o

comparada:com as do trabalho de Davis et al. (2016) parardigirecao incial antes di
propagacdo conforme ilustraFigure 4.32 Note que o modo | € modo predominantt
Mesmo assin ha uma influéncia consistente do modo Ill ao lonigolinha de frente ¢
fissura bem como uma contribuicdo do modo Il nagipridades das supécies de contorn

livre.

Observando andlises de propagacdo similares ebestema literatura, como
problema da fissura inclinada sob flexdo em trégqs(CRAVOUIL et. al.2002; AZARUS
et. al. 2008), espe-se que a fissura cres¢ca de maneira tolem relacdo ao seu eixo e gire
volta para uma configuragéo plana no plix, —%,. No presente trabal, a propagagao

simulada imponc-se 25 incrementos de fissura para os quais se Aa™ =3,6mm. Nas

andlises de |opagacdo, a TED foi fixada para a extracdo dos &1ds dois critérios ¢
propagacao, i.e. , critério da maxima taxa de ditdo de energia e critério de ©llmam,
foram adotados. A Figura 4. apresenta a superficie da fissura obtida por Detvés. 2016)
e as obtidas no presente trabalho consideranddaéricrda maxima taxa de liberac de

energia e o critério de Sollmann para trés diferentes valores para o paréng, i.e.,

£=0,10, 3=0,05e 5=0,00.
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Figura 4.32Resultados deaxas de liberagdo de enercG,, G, e G, .

Maxima taxa de
liberagdo de energia

Davis et al. (2016)
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Figura 4.33 Propagacao em modo misto I/1l: (a) Davis et. al. (2016); (b) Critério da méxitaza de
liberacéo de eneia (c), (d) (e) Critério de Soéllmann pare 5 =0,10, #=0,05e =0,00.

Note que com o critério da maxima taxa de libdo de energia a fissura ndo gira

volta para o planx, — X;, i.e., ndo chega a retornar para uma propagagaoasta | puro. Ji
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para o critério de Sdllmann as respostas foram mais condizentes comgaela solucéd
esperada a depen do parametr(f adotado, sendo que o melhor resultado foi obtida
£ =0,05. A Figura 4.3 apresenta a evolucdo da superficie de fissura gsaraodelos d
Davis et. al; 2016, do critério da maxima taxa teracdode energia e do critério

Schillmann com £ =0,05. Por fim a Figura 45 apresentia norma do veti deslocamen,

|u[, para alguns passos intermediarios de propagacéissdea Note os deslocamentos <

7

consisteres e que a descontinuidade é obsel. Note ainda que descontinuidadedo
campo de deslocamento evia medida que a fisst propaga

Davis et al. (2016)

Maxima taxa de

liberacdo de energia  Schgllmann : £ =0.05

()
Figura 4.34Evolucéo da superficie de fiss: (a) Davis et. al. (2016); (b) Critério da méxitaza de lileragac
de energia; (c) Critério de S6llmann parz 5 =0, 05.

Nesse ultimo exemplo, apesar do modelo numéricainser “estanque”, a medi
que a fissura se propaga em modo misto, lacunagermumnas interse¢bes curvas

superficies ¢ fissura com as do contorno do problema, tornanamdelo ndo “estanque
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Figura 4.35Norma do vetor deslocame! para alguns passos intermediarios da propa.

Com esse exemplo consid-se validado o algoritmo incremental de propagags

fissuras en modo misto bem como os dois critérios de prop@maé partir do capitul

seguinte inici-se o0 estudo dos problemas de fadiga tendo por baderrament:

computacional desenvolvic
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5 Fadiga baseada na mecanica da fratura elastica line

A propagacdao de fissuras em regime de fadiga érablema de natureza aleatc e de
grande importancia na engenh. A grande mioria das equacfes que desc a propagaca
defissuras em regime dadiga ( basead na observacdo do fendbmeno fisico e em exten
ensaios dos materiais. Essas equagdes séo demnytatancia para projetos de engenharii
estruturas nos quais a determinacao da vida fadiga é necessaria. Alguns exeos dessa

edruturas iicluem ponte: motores navios, plataformas maritimeavides e foguete

No dominio da fadic, o termo vida Ut € empregado para referenciar o nimero de c
de carreamento/descarregamento uma estrutura pode ser submetida antes daéncia
de sua falha. A vida util de uma estrutura podedsadida de acordo com a evolugao
proceso de degradacdo mecanica que a mesma esta. Em uma primeira fase, mic
descontinuidades internas, inerentes a estrutwwandderiais, podem creer e nuclear um
fissura de maiores dimensfes. Apos a fase dleacdo, a macro fisst propaga até
ocorréncia da falha do componente estrutural adisadia estrutura como um todo. Enquar
fase de nuclea¢, em materiais ducte € governada pelo eorregamento das bandas
cristais da microestrutura do material, e consegneente pelas tensdes de cisalham
nesss interfaces, na fase de propagacdo as tensdes normais apraserdic importancia
uma vez que sao estas que fa com que as faces fissure abram. A fase de propagag
termina quando a fissura atinge uma dimenséo grantlastante, denominada dimen
critica, onde o processo de fadiga lugar a propagacdo instavel da fissur:

consquentemente a fratura mate.

A fadiga dos mateais normalmete é dividida em duas classes: Fadiga de baixo ei
fadiga d alto ciclo. Na primeira clas enquadral-se os prolemas onde estdo preser
elevado niveis de tensdo, frequentemente maiores que delielastico do materi e
pequena vida util estrutural, em geral menos que 1000 ciclos
carregamento/descarregamenEmbora tenha aplicacdo na industria de conformalg
metais, a fadiga de baixo ciclo é pouco utilizada @rojeto: de engenharia pelo fato
mesma assun que a estrutura tard submetida a um estado de tensdo muito préaorsel

colapso

Por outro lado, a fadiga de alto ciclo envolve egamentos que induz: tensbesno

materia que estdo consideravelmente abaixo de seu liméisti@. Consequentemente
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estrutura apresenta uma vida util longa podendoagemuito superior a vida de um ser
humano. Na fadiga de alto ciclo, o processo de adleg@@o mecanica devido aos
carregamentos ciclicos pode ser mensurado por deeiariacdo da amplitude das tensdes
aplicadas. Devido ao baixo nivel de tensdo atuae$sa classe de fadiga, conclui-se que a
zona inelastica existente na frente da fissura gegiéiena. Nesse contexto, 0s conceitos da
Mecénica da Fratura Elastica Linear (MFEL), apressos no capitulo anterior, podem ser
aplicados. Assim, a amplitude de variacdo das &npdde ser considerada em termos da
amplitude de variacdo dos Fatores de Intensidad€edséo (FIT). A fadiga de alto ciclo
apresenta muitas aplicagdes no campo da engewuleagstruturas.

O foco do presente capitulo é a simulacdo da pemgag de fissuras em soélidos
tridimensionais no regime de fadiga de alto-ciSob uma o6tica macroscopica, a fadiga de
alto ciclo pode ser caracterizada como um fenénestdtico, no qual a propagacéao da fissura
pode ser caracterizada pela MFEL (SANFORD, 2003fomnulacdo MEC dual, na qual
apenas as superficies da fissura e do contornonext® sélido devem ser discretizadas, é
adequada para as andlises de propagacdo de figsurasntexto da MFEL conforme
discutido nos Capitulo 2 e 4. Acoplada ao geradomdlhas desenvolvido no Capitulo 3, tal
formulacdo proporciona um contexto adequado parsggdo eficiente de modelos de fadiga
a partir de modelos geométricos complexos provindes softwares de CAD. Tais
caracteristicas serdo exploradas no decorrer degsgtilo para ilustrar a potencialidade da

ferramenta computacional desenvolvida em aplicagédadiga de alto ciclo.
5.1 Descricao do problema

O problema da fadiga de alto ciclo pode ser reptagde por um sélido tridimensional
elastico contendo uma superficie de fissura qués appetitivos carregamentos ciclicos,
aumenta suas dimensodes estavelmente sem que mecesage ocorra a ruptura do corpo. A

Figura 5.1 ilustra esquematicamente o problemawstgo.

Note que a hipotese da superficie de fissura aandetdimensdes em regime elastico
€ claramente uma simplificacdo, a qual é aceitdvelaso da fadiga de alto ciclo. De maneira
geral, a fadiga € um processo de deterioracao imatpre € dificil de ser precisamente
quantificado ou modelado. E um fendmeno aleatépmatcamente todas as teorias existentes
para seu tratamento sdo baseadas quase que ietatieaem observacdes do fendmeno fisico

ao invés de descritas em termos de leis da fidicarailacbes matematicas.
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Dependendo do tipo de carregamento, do comportantenmaterial e das influénci
do ambient, existem varias classes de comportamento a facSCHIJVE, 200). No
presente traball, o foco se concentra na fadiga isotérmica de ciclo devida ¢
carregamentos mecanic em sélidos homogéneos e isotrép. Nessas situacd, o0s
conceitos classicos da MFEL podem ser aplicadosamunto com leis empiricas de fad
para determinar a vida util de maneira eficientatr& simplificacds dos problemas s
carregamentos ciclicos com amplitude constant@r@@agacao da fissura € conrada err
regime quase estaticcApesar da amplitude constante, ad-se a possibilidade ¢

carregamentos alternados, i.f_, >0 e f . <0, situacdo na qual o algoritmo dentato

entre as faces da fissura apresentado no Cap é utilizado.

Superficie .
de fissura

Smin \ \/ \V l‘\,

No I\vf
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Figura 5.1 Descricdo do problema da fadiga de alto ciclo eléfo da vida Util de propagac.

5.1.1 Taxas de crescimento dfissura em fadige

Um conceito importante para as andlises de fadigada taxa de crescimento ¢
fissuras Para o caso unidireciol, i.e., fissura plana se propagando em moca taxa de

crescimento da fissura por fadiga indica o quantofissura crese por ciclo de
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carregamento/descarregamento, sendo definida comclimacdo da curva que relaciona o
comprimento da fissura ao nimero de ciclos. A t@igareta de crescimento dos pontos de

frente da fissura é caracterizada pela ra2dM\N sendoAa o incremento observado em
uma fissura de comprimento inicisd, devido a agdo de um numero de ciclos de

carregamento/descarregamend . Quando essa taxa é avaliada no limite em que as
variacbes tendem a zero, a taxa discreta passa difeeencial, ou seja, a razao torna-se
da/dN.

Ao se aplicar um carregamento ciclico de amplitedestante, € usual definir a

variacao das tensddésr e a razao das tensbBscomo:

AU = Jméx - Umin (51)
R = Fmn (5.2)
g

max

sendoo,,, e 0, respectivamente, a minima e a maxima tenséo tatmansolido durante

max?
um ciclo de carregamento. Nos problemas de fadide os conceitos da MFEL se aplicam, a
variagdo das tensfes na extremidade da fissuransunaela por meio da variagdo dos FIT
AK:

AK =K, ~K_. (5.3)

n

em quekK, ., e K., séo, respectivamente, 0 maximo e o minimo valoFidoequivalente

n

durante um ciclo de carregamento. Como a tens&el'€ possuem relacao linear, tem-se que:

R= amin - Kmin (54)
amax Km ax

Nos problemas de propagacédo de fissuras em regriadiba, a taxa de crescimento das
fissurasda/ dN é controlada pela variacdo do FAK . Portanto, a propagacéo da fissura por
fadiga pode ser caracterizada por meio de uma cendageral de forma sigmoidal quando
desenhada em escala logaritmica, que relaciadN a AK . Essa curva é apresentada na
Figura 5.2 e pode ser dividida em trés regidoetist de acordo com o fendbmeno observado:
iniciacdo (regido 1), propagacdo estavel (regidoellpropagacédo instavel (regido Ill) da

fissura.
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Figura 5.2 Curva de fadiga: Taxa de crescime da/ dN versus variag&o dos F AK

Para niveis baixos de amplitude de variacdo dos F@ido |, a macro fissur
geralnente de pequencomprimento,propaga devido ao cresciment a acomodacéo d
microfissuras a sua frente. Nessa parte da vidaegtiutural a degradacdo mecanic
governada pelo escorregamento dos cristais queafor@a estrutura interna do mater
Devido ao rapido crcimento das fissuras nesta regido, sua contribyigéia a vida util
fadiga € normalmente desprezaNesta regido powse defini como sendo o limiar c

propagaca um valorespecifico de variagdo dos FIT denomin AK,,, . Esse valc pode se

interpretado como sendo o valol AK abaixo do qual ndo ocorre propagacao da fissuee
taxa de crescimento é tdo pequena que possa gaezhda. Normalmente, seu valo

definido como a variagE AK que provoca uma taxa de crescimento da fissuramoenigual

a10™°my ciclo.

Na regido Il, crescimento estavel, a curva signiaidaraticamente linear e a fissl
propagi de maneira estavel. Nesta p da vida til estrutural, as tsdes normais atuantes
material apresentam maior importancia, ja que sestas tensdes que fardo com que as
da fissura se abram. Em geral, a maior parte derate ciclos de carga que define a\

atil total da estrutura esta associada a regido da curva, i.e., € nessa regiao que a est
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passa a maior parte de sua vida util. Portanta,régido Il que esta baseada a grande maioria

dos modelos de analises e previsédo da vida Utiltasal.

Ja na regido lll, crescimento instavel, as taxaspagagacdo sdo extremamente

elevadas &, tende a um valor proximo K, i.e., tenacidade a fratura. Portankq,,,

Ic?
tende ao valor do FIT a partir do qual o fenbmea@rbpagacéo estavel por fadiga da lugar a
propagacao instavel da fissura, ou seja, a frétagd. Em muitas situacdes, considera-se que
guando a estrutura alcanca a regiao lll o probldmga de ser de fadiga e passa a ser de
fratura, ou seja, o numero de ciclos na regidarites da falha estrutura € desprezivel perto da

vida util a fadiga.

Deve-se ainda mencionar que a atuacdo de sobrecangaperadas retarda o
crescimento de fissuras em fadiga. Tal fato ocques a sobrecarga inesperada gera estados
de tensdo na frente da fissura diferentes daquetescados pelo carregamento ciclico.
Assim, os cristais da microestrutura do materialznoaa de processos se organizam de
maneira diferente a tendéncia proporcionada dosgamentos ciclicos. Portanto, para que a
fissura volte a crescer por fadiga, o carregamentbco deve reorganizar os cristais do
material de forma que as micro descontinuidadescare novamente ao longo dos planos de

fraqueza.
5.1.2 Envoltorias limites da propagacéo estavel

No caso geral, fissuras submetidas a carregamentasodo misto também propagam
estavelmente em regime de fadiga até que o FlTvalgmte maximo atinja a tenacidade a
fratura(Schollmann et al., 2003; Richard et al, 2005). nwblemas tridimensionais, o FIT

equivalenteK,, deve considerar os trés modos de fratura. Ness® éapossivel definir

envoltorias que caracterizem os limites inferi@uperior do crescimento estavel das fissuras,
conforme ilustra a Figura 5.3. O crescimento estdeesuperficies de fissuras solicitadas em

modo misto ocorre sob a seguinte condic¢ao:

AK,, <AK , <AK (5.5)
em queAK,, € o limite inferior eAK =(1-R) K, € o limite superior para o crescimento

estavel da fissura, sendo a tenacidade a frafyra AK , =K "™ -K ™ & a variagdo do

FIT equivalente para um ciclo de carregamento.
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Figura 5.3 Envoltoriaslimites da propagacéao esté: Pontos entre as superfic AK,, e AK,, resultam a
propagicao estavel da fissura (Schollmann et al., 200&h&d et al, 200).

Conforme discutido no Capitulo 4, efinicdo dc FIT equivalente K_,, depende dt

eq’
critério de propagacao adota Consequentemer as envoltérias de propagacdo est
também dependem do critério adoti Para o critério da méma taxa de liberacdo de ene

a expres<o da variacdo do FIT equivalente é dada

AK,, =, [——Co0
k+1 2

8

4 6 | k+1 AK,*(1+cosd) - 4K, AK, serd
+AK, *(5-3cos)

} AK,, 2} <AK, (5.6)

Ja para o critério de Schollmann a expresséo dacéardo FIT equivalente € dada |

6 %
AKeq:%co{?pj{AKl coé[—zf’]—%m(“ sifé,

2
6
\/{AKl #{é’}—%AK,, sin(4, )} + K, %L < AK,

Note que as expressdes 5.6 € 5.7 sdo equivaas expressoes 4.22 25 do Capitulc
4 trocand K, K, , K, e K, por AK,, AK, e AK, e AK_ . As envoltdria limites de

(5.7)

propagacdo sdo necessdrias para predizer o avarfgente da fissura e a determinagac

vida util a fadiga em simulacdes de propagacao eadommistc
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5.1.3 Determinagé&o da vida util a fadiga.

A taxa de crescimentda/dN para um pontax sobre a linha de frente da fissura é

uma funcdo complexa de varias variaveis. Experiaselaboratoriais em modo | de fratura e
observacbes de estruturas sob carregamentos deose&emn demonstrado que a taxa de
crescimento € funcdo do comprimento da fissuyaa variagdo do estado de tengéw, de

parametros materiaiC,m e de parametros que contabilizam os efeitos tésnic e
ambientaisf (Sobczyk & Spencer, 1992). Portanto, a taxa decoreento da fissura pode ser

caracterizada por uma equacédo nao linear da sedgamta.

da_ (a,00,C,mT,B) (5.8)

dN

Existem varias equagfes empiricas para determitetaade crescimento de fissuras
em regime de fadiga para as quais todos os efeigionados anteriormente podem ser
contabilizados. Muitas delas descrevem os efe#os @ Ag em termos da variagdo do FIT

equivalente AK,,. No presente trabalho, adota-se a equagao de-Etdongan (Paris &

Erdogan, 1963) para a determinacao das taxas si@roento da fissura.

d m
d—S=C(AKeq) (5.9)

em queC e m sdo considerados como constantes materidig ¢ € o FIT equivalente. A

Equacdo 5.9 pode ser aplicada de maneira eficjgsrt® a determinagcdo da vida util em

problemas de fadiga mecéanica isotérmica cujas @easescimento enquadrem-se na regiao
Il da curva da Fig. 5.2. A equacgao empirica 5.%ps&l utilizada para determinar a vida util a
propagacao, i.e., numero de ciclos necessariosfpaea a fissura crescer da configuracao
inicial até a configuracdo final, uma vez que adedl compreende, em muitos casos, a
maior parcela da vida util das estruturas. IntedpaaEq. 5.9 € possivel determinar o nimero

de ciclos necessarios para fazer a fissura credgeum comprimento iniciala, até o

comprimento finala, :

de =N = N= Ny = (5.10)

% C (AKeq (a))m
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em queN__ € 0 numero de ciclos ou vida util da propagacéfisgsara. O nimero de ciclos

prop

total que caracteriza a vida util a fadigs,. € dado pela soma do numero de ciclos

otal !

estimados para a nucleacdo da fissitg, , com o nimero de ciclos da propagacsq,,,.

Assim:

N N . +N (5.11)

Total — ' “nucl prop

s

Para determinar o nimero de ciclos da propagakig, € necessario conhecer a
relagdo entre o FIT equivalen® , e o comprimento caracteristico da fissargpara o

problema em questdo. Note que a obtencdo dessd@oal@o é uma tarefa simples para a

grande maioria dos problemas, especialmente no trakmensional. Nos casos em que

expressoes parAKeq(a) sdo conhecidas, é possivel calcular analiticamemémero de

ciclos da propagacao por meio da integracdo dass@o 5.10. No entanto, apenas problemas

extremamente simples, geralmente relacionados@agagdo em modo | de fissuras planas,

permitem a obtencdo de uma expresséo analiticaﬁ;t@erqz(a) . No caso geral de propagacao

em modo misto em problemas tridimensionais, a mediternativa € recorrer aos meétodos

numéricos, como o MEC dual ou o MEFE.

Para os problemas tridimensionais, a equacao de-Paogan pode ser reescrita
como (Richard et al., 2005):

—=(x) =C(BK,(x))" (5.12)

da ~ . .
em queﬁ(x) e AK,,(x) séo a taxa de crescimento e o FIT equivalentelealos para um

ponto x sobre a linha de frente da fissura. Vale ressgliara equacédo de Paris-Erdogan €
baseada em observacfes experimentais em modo dénfdaoto, pode-se estender a analises
para problemas em modo misto de propagacao, umguea ordem de grandeza dos FIT

AK, e AK,, é geralmente bem menor que a A, . Tal fato justifica o uso corrente de

modelos empiricos em modo | para analises de pagpagde fissuras em modo misto.

No intuido de determinar numericamente a relaci® eﬁKeq(xj) e 0 comprimento

caracterl’sticoa(x j) para cada um dos pontos discrexgssobre a linha de frente da fissura
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dos problemas tridimensionais numeéricos, recorrassanalises incrementais de propagacao

de fissuras discutidas no Capitulo 4.

Nesse caso, para cada passo incremental de prépadacsuperficie da fissura,

calcula-se o numero de ciclos necessario paraardi®evoluir da configuracao atuapara a

configuragdoi +1 apds o passo incremental, iaN(* | Acumulando os valoreaAN

calculados a cada passo incremental de propagatdém-se o numero de ciclos da

propagacao da fissurdy .

N =N__+AN™ (5.13)

prop prop

A andlise encerra quando, em algum passo incrementaximo valor deAKeq(xj)
dos pontos discretog; sobre a frente da fissura atingir a envoltdriaiténsuperior da
propagacao estavel, i.eAK,.. No presente trabalho, assume-se a hipotese dseajpara

algum pontox; sobre a frente da fissura o valor dKeq(xj) superar o limite inferior de

propagacéao estavel, i.AK ,, , toda a frente da fissura é estendida com incrt{meﬁa(xj )

Caso contrério, considera-se que ndo ocorre a gagaa da fissura.

A resposta incremental numerica pa¥g,,,, teoricamente, converge a medida que o

namero de passo incrementais impostos para a @Eo@agaumenta. No entanto, para

incrementos muito pequenos em relagdo as dimerd@esodelo, erros numeéricos nas

respostas dAKeq(x i) podem afetar a convergéncia.

Para os modelos numéricos incrementais, € intetesssgscrever a equacao de Paris-

Erdogan na sua forma discreta:

Aa(x)

AN =0
C(AK4(x))

(5.14)
Para o pontax; que resultar no maior valor dEKeq(xj), assume-se que 0 mesmo

propaga um incremento igual ao maximo incremenés@ito para a analise, i.é\a_ ... Os

incrementos dos demais pontos podem ser obtidosreeclo-se a equacao 5.14, resultando

em:
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Aa(x,)=aNtIc(aK, (x,)) = DA c(ak,(x)

c(ak )"
m (5.15)
Aa(x ) =Aaq,, AKL(X’)
] ax AKeqmé.X
Note que na definicdo 5.15 adotou-se:
AN = Bl (5.16)

C(AKeqméx)m

Apesar de ser uma aproximacao plausivel Mélﬂ), no presente trabalho opta-se

i+1)

por determinar os valores N 3 partir de um procedimento apresentado por Amrdrad

(2017), o qual resulta na convergéncia da vidaaitiropagacaoAN com um menor

prop

namero de incrementos de propagacao em relacd®a 5.

De acordo com o procedimento, a equacao discrefaésreescrita como:

ANG) = e (5.17)
C(AKeqmaX)

Sendo Aa,,, :Aa(x j) =4 (xj)— " (xj), com i representando o numero do
incremento de propagacéo da fissurax_l@kc,rnélx € um valor intermediério de variacdo do FIT
equivalente enx;, situado entre as configurac;ﬁmfg (xl.) e al™ (xj ) O valor deReqmé1X e
escolhido de modo a fornecer o valor procurado m‘fNﬁﬂ). Igualando a Eq. 5.17 a forma
diferencial da equacéao de Paris (Eq. 5.12), ob&m-s

Aa.m' a(lﬂ)(xi) da
— e = | (5.18)

- (Reqméx)m ) c{akq[a(x) ]}

Note que o valor de!AKeq[a(xj)} € considerado como uma funcdo continua entre

al) (x<

]) e a(”l)(xj). Assumindo que o incremenmaméx=Aa(xj) seja suficientemente

pequenoAKeq[a(xj)} pode ser expresso como uma funcgéo Iineaa(dg).
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AKeq[a(x J)] = Ba+y (5.19)
sendo/f e y constantes dadas por:

P DK (x ) = oK I (x )
ha(x;)

V=AKeq(i)(XJ)_'8a(i)(X1) (5.20)

) e AKeq(”l) (xj) sdo os valores de variacao do FIT equivalentexegpara

em queak, " (x

i

0s comprimentosa(i) (x) e a™ (xj). Com base na Eq. 5.19 a Eq. 5.18 pode ser reescrit

J
como:
a(i+1)

—iaméx, == [ (Ba+y)da (5.21)
C (AKeqmaX) al!)

Integrando o segundo membro de 5.21 obtém-se:

i+1)

ol
Na,  _|(Baty)™
- (5.22)
C(Reqmax) [ (1-m)A ]

al)

Impondo-se os limites de integracdo e substituamlexpressdes dé e y chega-se a

— max

uma expressao parsK eq

(-m)(ak M -ak )

€q

[l o)

Finalmente, substituindo 5.23 na Eq. 5.17 chega-seva expresséo para determinar

——  max

AK g

(5.23)

AN(i+1) .

pa (o) - (o )

AN(i+1) — _ .
c(i-m)(ak ™ -aK)

(5.24)

Portanto, os incrementos no numero de ciclos skmlados a partir da Eq. 5.24 ao

invés de utilizar diretamente a Eq. 5.16.
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5.2 Aplicagdes de fadig

Nesse tépico sdo apresentadosatro exemplos de Fadiga. O primeiro exemplo
“Compact Tension Specimen” para o qual uma solwgéitici para os FI' é conhecid.
Nesse exemp, foi possivel avaliar a coeréncia do acopintc do algoritmo de
interpenetracdo das faces fissura com lgoritmo de propagacdo. O segundo exemplo
de um problema (propagacdo em modo misto I/ll por fadiga em umagah&o homogén.
Para esse exem), respostas numicas de referénc sdo onhecidas. Além disso, utili-se
esse exemplparatestar o rodelo de propagacao de fissura em conjunto coneracté de
subtegide. O Terceiro exemplo é um problema de propagacao edo misto I/11/11l para ¢
gual solucdes numéricas de referéncia também sdkecidas. O ultimo exemplo trata
analis« da vida utl de uma engrenagg, cuja geometria é proveniente de um arquivo IG&

comunidadeGrabCAL, sujeita a propagac por fadigi de um defeo inicial.
5.2.1 Fadiga de un Compact Tension Specimen.

O primeiro exemplo deadiga estudado trata do ensCompact Tensic Specimen
descrito no cédigo normativo ASTM 2(, e amplamente utilizado para a validagac
analises numéricas de fratura e fadiga em metaigighra 54 apresenteas dimensoe

adotadas para o exemplo, as quais se encontramodd#oacom as especificces da ASTV

2000 As constantes elasticas foram adotadas ¢ E =70000N/ mnt e v =0,33. J4 a:

constantes da equa« de Paris foram adotadas co C :10‘12(N/ mm?)_3 mm”%/ cicloe

m=3, as quais corresponden uma liga de aluminio comumente utilizada em mot

automotivos

¢
% 0,6W
0,275W
i

Figura 5.4 Compact Tension Specin: Dimensfes de acordo com a ASTM 2|
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Conforme ilustrado, o problema se caracteriza &rpdas dimensde¥V, a, e B, as

guais foram adotadas como 70 mm, 23 mm e 6 mmecggpmente. As forcas concentradas
foram impostas como forcas de superficie no intedties furos gerando forcas resultantes
verticais F . Em um primeiro momento, o carregamento cicliaamcterizado pelos valores
minimo, F,, =0, e maximo, F,,, =3730N, das for¢as verticais. De acordo com a ASTM
2000 eHandbookscomo de Murakami (1987), uma solucdo analitica pavariacAd\K, do
FIT pode ser expressa por:

AF a
AK, =] &
' BJW (Wj

P e R M R
; (-2

A expressdo 5.25 é uma solugcdo para o problema,péapermanece aceitavel para

espessuras no intervald/20< B< W/ 4. Com a expressdo 5.25 para o célculoMie é
possivel obter uma resposta analitica para a euim#ro de ciclos versus comprimento da
fissura, a, a qual sera utilizada como resposta de refer@maia as analises nhuméricas de

fadiga.

O problema foi analisado numericamente com umaanaicial de 6693 elementos de
contorno quadrilaterais de aproximacéo linear,ltasdo em 8056 pontos de colocacgéo, e que
corresponde a um comprimento de fissura iniejgt 23mm (Figura 5.5a). Note que como
ndo houve a preocupacdo em se discretizar de raanemmforme as intersecgbes das
superficies nas arestas dos furos circulares, celmatumérico ndo € “ estanque”. Nesse
exemplo, a propagacédo por fadiga ocorre em modQuatro diferentes incrementos
(méximos) de fissura foram prescritos para as semlida propagacaoda=2,5mm,
da=1,5mm, da=0,5mmr eda=0,2mrm. As analises de propagacao foram avaliadas até um

comprimento de fissura final, =38mm. A Figura 5.5b apresenta a malha do problema apo6s

0 incremento de numero 75 da analise cdax 0,2mn. Na configuracdo final, o modelo

resultou em 8207 elementos quadrilaterais de apaxdo linear, totalizando 14112 pontos

de colocacéo.
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(5)

Figura 5.5 Modelos numéricos: (a) malha inicial (b) malhal.

Os FIT numéricos foram extraidos a partirtécnica de correlacado de deslocamer
utilizando o segundo ponto de colocacdo do elemeatdrente de fissureéAs curvas
numéricas de numero de ciclos versus comprimenfisslare, a, obtidas a partir das analis
com diferents incrementos de fissi, da, foram comparadas com a curva anal na Figure

5.6de modo a evidenciar a coirrgéncia da vida util do corpo de pr.

40
38
. — Analitico
36‘_ da=2,5mm
34 —e—da=1,5mm
/g l —e—da=0,5mm
£ 324 ——da=0,2mm
£ ]
@© 30+
28
26
24-
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Numero de ciclos

Figura 5.6 Numero de ciclos versus comprimento dsuré Convergéncia numeéri.
Note que, conforme o esperadc respostas numéricas converge medida que o
valores de incremenida diminuem.As discrepancias entre o resultado numérico corle

e a resposta analit da vida Uil podem estar associada pequenos erros nos valol
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numéricos dos FI, os quai foram elevados um expoentem-1= 2da equacé de Paris ¢

acumuladc a cada iteracdo para clculo dc nimero de ciclo

O problema de fadiga também fcnalisado para uma condicdo de carregam
alternadana qual osvalores minim e maximc das forcas verticais foram adotados cc

F., =—746N e F . =3730N. Nesse caso, o algoritmo de contato entre as facéssiira ¢

in —
testad paraevitar a interpenetracdo quanF =-746N . Apenas a andlise coda=0,2mm
foi estudad, uma vez que a mesmd apareni estar muito proxima da convergén
numeérica.A Figura 5. apresenta os deslocamentos e a mada en escala 0 vezes

ampliada o modelo final cor a, =38mmparaF =-746N e F =3730N.

F =-746 N F =3730N

Uy
0.00613
0.00507
0.00401
0.00295
0.00189
0.00083
-0.00023

-0.00129
l -0.00235
-0.00341

U
003242
001917
0.00592
-0.00732
-0.02057
-0.03381
-0.04706

-0.06031
l -0.07355
-0.08680

u,
001375
0.01069
0.00763
0.00456
0.00150
-0.00156
-0.00463

-0.00769
l -0.01075
-0.01382

u,
0.19490
0.15166
0.10843
0.06519
0.02195
-0.02128
-0.06452

-0.10776
l -0.15099
-0.19423

Us
0.00076
0.00060
0.00043
0.00026
0.00010
-0.00007
-0.00024

-0.00041
I -0.00057
-0.00074

3

u
000572
0.00444
000317
0.00189
0.00082
-0.00066
-0.00194

-0.00321
-0.00449
-0.00576

(a)

Figura 5.7 Deslocamentos e deformada em escala 50 vezes dmplig F-746N (b) F=3730.
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Note que, por se tratar de um problema solicitaiongodo | puro, o modelo com

carregamento alternadoF(, =-746N e F_ ,=3730N) deve resultar praticamente os
mesmos valores de FIT equivalerkg, do modelo com carregamento minimo nulkg,( =0

e F,,=3730N). Sendo assim, é possivel avaliar a consisténsianddelo de contato

comparando a curva de vida 0til da analise conegamento minimo nulo com a curva de
vida util da andlise com carregamento alternadd-igura 5.8 apresenta esse comparativo

para o incremento prescritta=0,2mn e também a curva de vida util analitica.

40

38 1
] — Analitico

361 nao alternado

34 ——alternado

32+

a(mm)

30+
28 1
26

24+

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Numero de ciclos

Figura 5.8 Vida util & propagacéo: Carregamentos néo altereaternado.

A partir desse resultado, conclui-se que o algaritte propagacéo de fissuras com a
consideracdo do contato entre as faces da fissumaplementado coerentemente. Em casos
que envolvam propagacdo de fissuras em modo mistrregamentos alternados, é de se
esperar uma discrepancia entre a solugdo com eamsgos alternados e a solugdo com
carregamento minimo nulo. Isso porque os valores [Ed equivalentes poderdo ser
diferentes a depender do deslizamento das fackssdea na situacdo de contato. Nesse caso,
o algoritmo proposto no presente trabalho podeusibBzado para solucionar o problema

numericamente.
5.2.2 Fadiga de uma chapa composta

O segundo exemplo de fadiga estuda a influéncigide util devido a presenca de
distintos materiais em componentes compostos. @eretrata de uma chapa tracionada de
dimensfesH =200mm, B =100mme t = 20mm, constituida por um material 1 e contendo
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uma fissura de bor de dimensé&o iniciea, =15mm. Estud-se no problema influéncie de
uma includo circular de raicR constituida por um material Uma tensado ciclica c
o...=50N/mnf e o, =0 é aplicada na borda superior da ct enquanto a borda inferi

€ mantida fixa.A Figura 5.9 apresenta o problema e ilustra as icdad de contornc
Primeiramente a chapa foi analisada sem a inclusdcseja, como homogéneR=0).
Posteriormente foram assumidos qu valores para o0 raio da incdo: R=10mm,
R=20mm R=30mme R=40mm

o)

=L
N

Sy,

X, L ki~
s B ] ' B
b

(a) (0)

|
—
=

Figura 5.9 Chapa compos com fissura de bort.
As constantes elasticas dos dois materiais E, =74000N/mnf, v,=0,3 e

E, =20000N/ mn?, v, =0,3. A tenacidade fratura e os parametros da equ de Paris s&

K, =1887,38Paymm, C=2,087136.10°(N/mni)"" mr® cicloe m=3,32. As
analises de fadiga foram efetuadas considerando incremede Aa,, =0,5mm a
Aa ., =1,25mm, a depender do modelo, e prosseguiram até adathatural, i.e K, > K, .

Os FIT foram calculados a partir da TCD. Cc se trada de um problema de propagacas
modo misto I/I, apenas o critério da maxima taxa de liberacdo @eganfoi adotado. /
Figura5.10 apresenta as malhas adotadas para os cinaday, as quais resultaram, pari
configuracéao inicial a fissuragemr 7169, 9129, 8275, 8905, 9953 elementos quadrilatde
aproximacao linear que correspondem, respectivamne 8224, 10450, 9606, 10332, 11!
pontos de colocagé
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Note que nesse exemplo o MEC dual é utilizado enjuoto com a técnica de ¢
regidespara modelar o problema em questdo. A técnica b-regides também pode ¢
utilizada para simular condigbes de contorno corgsejue podem ocorrem nos problel

de fadiga dos componentes em projetos indus

R =10mm

20mm

R =30mm =40mm

Figura 5.10Malhas adotadas para osco modelos

O mesmo problema fanalisad no trabalho dJdamee & Harmair (2015 comoum
Estado Plano deenséoyutilizando o Métoo de Galerkin Livre de Elemen. A figura 5.11
apresenta as curvas de vida a fadigaobtidas no presente trabalho pios diferente:

valores deR e as ompara com as respostas de Ja & Harmain (2015

A partir dos resultados € possivel observar a lweardancia entre as repos
obtidas. Além disso, obser-se que a presenca da inclusao r a vida util da chapa. Pare
caso da chapa homogén R=0, a vida util foi de aproximadamente 70.000 ciclds.nc
caso mais critico R=40mm, a vida util foi de aproximadamente 20.000 ciclosque

representa un reducgéo de 71¢
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—R=0- Jameel&Harmain(2015)
—— R=10mm - Jameel & Harmain(2015)
—— R=20mm - Jameel & Harmain(2015)
R=30mm - Jameel & Harmain(2015)
—— R=40mm - Jameel & Harmain(2015)
® R=D- Presente Trabalho
e R=10mm - Presente trabalho
e R=20mm - Presente Trabalho
R=30mm - Presente Trabalho
e R=40mm - Presente Trabalho

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
Numero de ciclos

Figura 5.11 Comparacéao das curvas de vida.

A Figura 5.12 apresenta os camir de propagacao obtidos por Jar & Harmain
(2015) e os obtidos no presente trabaOs modelosnuméricess desse exemplo tamb néao
sdoestanqus devido a discretizagbes ndo confoes nas interfaces materiais e aas interf

contornofissura ap0s a propagacao se tornar c

R =10mm

R =20mm R =30mm R =40mm

Figura 5.12Comparacdo dos caminhos de propag.

Por fim aFigura 5.13 apresenta a norma do \ deslocament em escala de cor

para os cinco modelos ao final da analise de paxy#at
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R =10mm R =20mm
norma |uf norma |u norma [u]
141133 1.45032 159207
1.25452 128917 141517
1.08770 1.12803 1.23828
0.94089 0.96688 1.06138
0.78407 080573 088448
062726 064459 0.70759
0.47044 0.48344 053069
031363 032229 035379
0.15681 0.16115 0.17690
0.00000 0.00000 0.00000
norma [uf norma o]
e 1.04424
1.06824 oot
093471 Saiara
080118 S
066765 .
sl 048411
A 0.34808
s 0.23205
R 0.11603
R 0.00000

Figura 5.13 Resposta da Norma do vetor deslocamt.

5.2.2 Fadiga em modo misto de uma viga sob flexdo em trpentos

No terceircexempl, € analisada propagacdo em mo misto po fadiga de uma vig
com entalhecentral submetida a flexao em trés pontos. A Figutd ilustra a geometria (

problema e também as condi¢cfes detorno.

~\

Vista inferior

| BN ]

Figura 5.14Viga sob flexdo em trés pont
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As dimensdes da viga séL, =260mm, L =240mm, H =60mme t=10mm. A
dimenséo inicial do entalhe a, =20mm e o mesmo encon+-se inclinado de um angt

[ =45 em relacdo o eixo longitudinalda vige. Note que geometricamente o problemnr
igual ao problema 4.5.2 do capitulo ante No entanto, o foco da analise agora
propagacao por fadiga. Para tanto, a mesma malha dgopéxelo Capitulo é considerad:
para o modelo inicial, 0 qua submetido a flexdo em trés pontos com um carregan

ciclico definido poiF, , =100N/mnf e F,, =0. Ascongantes elasticas do problema for

adotadas con E=2,1.10 N/mrﬁ e v =0,3. Os parametroda equacédo de Paris adota
para as analises foreC =1, 546.1012( N/mrrf)_z'1 mm%/ cicloe m=2,1. A propagaco da

fissura foi analisada con5 passos increment, para os quaise adoto Aa_,, =1,42mm. Os

FIT foram calculados a ftir da TED. Ambos os critérios da maxima taxa teracdo d
energia e de Schollmann foram adotados para descaepropagacd© mesmo ensaio fi
analisado experimentalmente por Citarella & BuchH@008) e numericamente por Pert
(2010) atraés de ma versao de enriquecimento glc-local do Método dos Element
Finitos Generalizados (MEF( Embora os dois autores tenham adotado materi@isedies
a geometria e as condi¢cdes de contorno fcas mesma (com excec¢ao da intensidade
forca F ). Portanto, a evolugdo da fissura em modo mistervada experimentalmente 1
semelhantes evolucdes obtidas numericamente em Pereira (20h0) presente traball A
Figura 5.15 apresenta as evolucdes obtidas noslhieb de referéiia e a Figura 5.1

apresenta as evolugdesidas no presente traba.

Citarella & Buchholz (2008) Pereira (2010)

step 0 step 5 step 10
step 15 step 20 step 25
(a)

Figura 5.15 Evolucédo da superficie da fissura: (a) CitarellB&hholz (2008) (b) Pereira (20.
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Méxima taxa de B
liberagdo de energia Schollmann

incremento 0

incremento 0 o ) -
incremento 5 incremento 5

liizaseeis)

incremento 10

:}

incremento 15

incremento 10 jpcremento 15

(a) (5)

Figura 5.16 Evolucéo da superficie da fissura: (a) Critériovdxima taxa deiberacao de energia (b) Crité
de Schollman.

As discrepancias entre os resultados das Figut&ses5.16 s&o devidas ao fato de
presente trabalho -se adotado elementos planos para tentar repragimzirpropagacao e
modo misto que evolui de méra curva de uma forma muito brus Destacase que ness
caso, o modelo numérico também é ndo “estanquetiad@vpropagacao da fissura ocorre
forma curve Ja a Figura 5.17 apresenta uma comparac¢ao da pggmgumérica do presel

trabalho cm a prqpagacédo experimental considera uma vista de topo da vig

Madxima taxa de
liberacado de energia

Citarella & Buchholz (2008)

(¢)

Figura 5.17 Vista de topo da propagac¢ao em modo r.
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Note a semelhanca dos resultados de propagacado®btom os resultados de
referéncia. Conforme € possivel observar, a incdinada fissura em relacdo ao eixo produz
um comportamento em modo misto I/1l/Ill. Nesse cadssura tende a rotacionar em torno
de seu préprio eixo até se tornar perpendiculagigo longitudinal da viga, crescendo em
modo | puro a partir desse momento. Note que astagl®s de propagacao foram um pouco
diferentes a depender do critério de propagacataddoPor fim, deve-se ressaltar que néo
foi possivel prosseguir a analise além do 15° passemental devido as limitagcdes do
algoritmo de evolucéo da frente da fissura. Asdiflades verificadas estéo relacionadas com
a propagacéao de frentes de fissura com elevadatauay como a observada nesse exemplo,
para as quais o numero de elementos que descrefremie da fissura pode variar ao longo

da andlise.

Nas andlises de fadiga, optou-se por adotar o mesaerial utilizado no trabalho de
Pereira (2010), pois o autor apresenta com madetshes os resultados da propagacao em
comparacdo ao trabalho experimental de CitarelldB&hholz (2008). A Figura 5.18
apresenta as respostas dos R|T K, e K,, ao longo da analise de propagacao para o ponto
de colocacéo central da linha de frente da fisstwaforme pode ser observado, os resultados

obtidos no presente trabalho, com ambos os ctéléopropagacéo, estdo condizentes com a

resposta de referéncia de Pereira (2010).

6000~ 6000
—X- Pereira (2010) o K- Maxima G —KI- Pereira (2010) e KI- Schollmann
5000{ —KiI-Pereira (2010) o KiI- Maxima G 50004  —KlI- Pereira (2010) o Kil- Schollmann
Kill-Pereira (2010) « Kill-Maxima G L/ Klll-Pereira (2010) « Kill-Schollmann [’
& o
o™ l3el
IS IS
E 3000+ E 3000+
— ]
zZ Z
= 2000+ < 20004
=V n
v 1000+ L 1000
01 — 0 —
-1000 . . . : ; . : -10004 ; ; ; ; ; ; ;
20 25 30 3B 40 45 50 55 60 20 25 30 3B 40 45 50 55 60
acentro (MM certo (M)

Figura 5.18Respostas dos FIT versus comprimento caracteriatido centro da frente da fissura.

As oscilacdes nas respostas dos FIT podem estaiaehdas com a falta de precisao
da TED e também com erros locais do modelo, prewees do remalhamento de borda de

uma propagacdo com curvatura acentuada com elesnetanos. Por fim a Figura 5.19
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apresenteos diagramas de vida util obtidos com ambos o®r# de propagacdo e
diagrama de vida util construido a partir da respdes FIT presentada por Pereira (201
Note que apesar dioscilagcdes nas respostas dos FIT, a vida util @dafdi estimada cor
precisdo até aproximadamente 700.000 ci

60

554| — -Pereira (2010)
o Maxima G
504| e Schollmann
E 454
E 40l
/
g 357 e
]
301 L
~Z
] e <
20 =¥ | . .
0 400000 800000 1200000 1600000
Numero de ciclos

Figura 5.19Vida util a fadiga obtida com os dois critériospitepagaca.

5.2.¢ Fadiga em uma engrenagem provenid¢e de um arquivo IGES

Nesse ultimo exemplo apresa-se a andlise (vida util a fadiga de uma engrenag
considerando a presenca de um pequeno defeito edosiseus dentes. O modelo geoméi
da engrenagem foi obtido a partir de um arquivoSGlsponiel na biblioteca de model
CAD da comunidadGrabCAL. A Figura 5.20 apresenta 0 modelo geométrico malgisernr

a presenca do defeito, desenhado com o auxillGES Tollbo: do MATLAE.

150 —|
100 —1

50 —

-150 —

Figura 5.20— Modelo geométrico composto por 173 superficies NS.
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O modelo geomeétric original € composto por 173 superficies NURBS das qua
sdo superficies ndo aparadas de ordens polino p=1 e q=2, 36 sao superficies n
aparadas de ordens polinomiip=3 e g=1, 39 sdo superficies ndo aparadas de ol
polinomiais p=1 e g=1 e 3 sdo superficies aparadas de ordens polino p=1 e q=1.
Uma dessas 3 superficies € aparada por 168 cuava@tricas NURBS, outra € aparada
164 curvas paramétricas NURBS e a Ultima é aparad@ purvas paramétricas NURBS.
modelo existem curvas de aparacgéo lineares e diadép=1 e p=2). A Figura 5.2
apresentaim modelo cuja malha foi constru a partir da discretizacéo independente das
superficies NURBS que descrevem o modelo geom, sem considerar a principio

presenca do defeit

Figura 5.21—Modelo humérico sem o defeito inici.

7z

A malha do modelo sem fissi, ilustrada na Fig. 5., € composta por 133(

elementos triangular de aproximacéo line: totalizando 13227 pontos de colocagéao. Pe
inser@o do defeit, criou-se um lovo modelo no qual duas novas superficies, quaeta
umalfissure plana, foram inseridas em um dos dentes da engranaly fissura considerade
perpendicular a superficie do contorno intercepta@gmspassa toda a espessura do der

engrenagem e terum comprimento iniciala, =2,07mm. Note que comparada com

dimensdes da engrenagem, que possui um raio neaiosilerando os dentes) R=254mn
, um raio menor (sem considerar os dentesr =197mm e uma espessuie=20mm, a
dimenséo da fissura inserida é pequA Figura. 5.2; apresenta 0 novo modelo de analis:
engrenagem destacando a regido do defeito inioiade se adoto um maior nivel di

refinamento



fissura inicial

Figura 5.22Modelo numérico com o defeitnicial: (a) Modelo global (b) Detalhe local dasfise.

A malha do modelo com a fissura, ilustrada na big2, € composta ¢ 11236
elementos quadrilaterais de aproximacao lir totalizando 14117 pontos de coloca Note
gue apesar do modelo georico ser “estanque”, ap0s a discretizacdo indepaadéas
superficies do problema, os modelos numéricos s&rno ndo “estanque Nos modelo:
numericos, os deslocamentos da metade superiauro do eixo central, ou s, dametade

gue contém o entalhetangular, foram restringid conforme ilustra a Figura 5.2:

Figura 5.23 Condi¢Ges de contorno: (a) Deslocamentos nulott, =t, = —1OI(N/ mnf (engrenagen

alinhadas) (t, =t, = —20kN/ mnf (engrenagens desalinhad

Duas distintas tuacdes de forcas prescritas foram impostas pamalasi a fadige
devido ao contato dos dentes da engrenagem comntssdde outra possivel engrenager

primeira situacdo € o caso de engrenagens alinhadagial foi imposta uma forca maxil
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t, :—10kN/ mni nas superficies de trés del, ao longo de toda a espessie (Figura
5.23b) e uma forca minimt, =0. Na segunda situag, consider-se que as engrenage

estdo desalinhadas e, portanto, aa maxima, agora dt, = —20kN/ mni, foi imposta na:

superficies dos trés dentes somente até a metashpdsasur e (Figura 5.23c). Novamente

forca minima do carregamento ciclico fit, =0. As corstantes elasticas adotadas par

andlisesestruturai foram E=7.10'kN/ mni e v =0,3. Primeiramente, efetu-se ume

analise estrutural selpropagacdo para os modelos sem e com a f, considerando

solicitagdo maximaara o caso das engrenagens alinf. As andlises estruturais de aml
0os modelos resultaram respostas semelhantes parangms de deslocames. A Figura
5.24a apresenta a resposta global da norma dc deslocamntos e um detalhe da regiao
dente citico, com os deslocamentos 100 vezes ampliados, @ modelo sem a fiss. Ja a

Figura 524b apresenta esses mes para o caso do modelo contendo a fiss

sem fissura com fissura

norma u

0.13802

norma |u

0.11902 Q13865

0.10201 0.11956

0.08501 0.10248

0.06801 0.08540

0.05101 0.08832

0.03400 005124

. 0.01700
0.00000

003416

I 0.01708
0.00000

norma |u

0.13802

norma |ul| M
0.13665

LA 0.11956

il 0.10248

0.08501 008540

0.06801 0.06832

pusiol 005124

0.03400

l 001700
0.00000

003418

I 0.01708
0.00000

Figura 5.24 - Resposta global da norma do vetor deslocamentetathd do dente criti. (@) modelo ser
fissura (b) modelo com fissu



Note que as respostas globais de deslocamentonigémo proximas para os model
sem e conafissura, uma vez que as dimensdes da fissura siepas comparadas com
dimensbes da engrenagem. Além dissra ser possivel observar a presenca da fissur
necessaria uma vista de um detalhe do dente c¢ritmm os deslocamentos 100 ve
ampliados. Sendo assim € evidente a dificuldadeedietectar pequenos defeitos em

estruturais, justificanc as fesquisasa aredde deteccao de defeitos em estrut

Para as andlises de fadiga, ad-se um tenaddade a fratur K, =425kN/ mni”? e

um limite inferior da propagacéo avel por fadig AK,, = 25kN/ mni?. Os parametros ¢

equacdo deParis adtados para as andli: foram Czl.lU“(kN/ mn"r)_3 mni°Y cicloe

m=3. Em ambos o0s cascde solicitacdo(engrenagens alinhadas e desalinhads
propagacao da fissura foi analisada em 14 passosmentais para os quese adotou m
maximo incremento ¢ Aa,,, =0,5mm. Os FIT foram ciculados a partir da TED. Adot-se
o critéric da maxima taxa de liberacé@o de era para descrever a propaga« A Figura5.2t
apresenta os caminhos de propagacdo obtidos parasos deengrenagens alinhadas e
engrenagens desalinhadas. Para ambos os, o Utimo passo de propagacao resultou

uma variagdo do FIT equivalentAK,,, superior a tenacidade a fratura do mate

evidenciando falha estrutural

Figura 5.25 Caminho de propagacéo: (a) engrenagens alinhagdasdlenagens desalinha.
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Na Figura 5.26 (a esquerda) sdo apresentadostosdus deAK , versus 0 maximo

comprimento da fissuraa, medido no plano do corpo da engrenagem. Ja aadite Figura

5.26 sdo apresentados os resultados de vidaprtjpagacao.

500 10
Engrenages alinhadas ]
4501 -e-Engrenages desalinhadas 91 Engrenages alint |adas_
-e-Engrenages desalinhadas

. 400+ 8-
o
£ 350 71
£ 300 € 6
£ £
T 250 T 5
'Y
<] 200 4

150 31

1(.D T T T T T T T 2 T T T T T

2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
a(mm) Numero de ddos

Figura 5.26 Variacdo do FITAK,, versus comprimento caracteristiaoe vida Util a propagacao.

Note que para o caso das engrenagens desalinhadds atil de 45816 ciclos foi
aproximadamente 17,2% menor do que a vida util pa@so das engrenagens alinhadas, que
foi de 55316 ciclos. Note ainda que para o casoedgsenagens desalinhadas a fissura se

propagou em modo misto I/1l/11l, inviabilizando aaise plana do problema.

Ja Figura 5.27 apresenta em escala de cores a dorweor deslocamento do modelo
global para varias etapas incrementais de propagdiz Figura 5.27a apresentam-se esses
resultados para o caso das engrenagens alinhadasFegura 5.27b apresentam-se esses
resultados para o caso das engrenagens desalinhbddasjue, em ambos os casos, ao final
da andlise os deslocamentos mais significativosstiaitura sdo os do dente que contém o

defeito, indicando a possivel falha estrutural.

Por fim a Figura 5.28 apresenta a norma do vetslodamento na regido do detalhe
local do dente que contem o defeito, para variapast incrementais de propagacédo. Na
Figura 5.28a esses resultados sdo apresentados pas®d das engrenagens alinhadas e na
Figura 5.28b esses resultados sdo apresentado® maso das engrenagens desalinhadas.
Nessa figura, a deformada da estrutura enconteasescala 1:50, para a qual fica evidente a

falha devido a propagacéao da fissura.
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Figura 5.27 Norma do vetor deslocamer— global (a)engrenagens alinhad(b) engrenagens desalinha.
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Figura 5.28 Norma do vetor deslocamer—local (a) egrenagens alinhadas (b) engrenagens desalir.
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6 Formulacdo isogeométrica do MEC duc

Neste capitul¢, apresent-se uma versao isogeométrica do MEC dual basead:
superficies NURBS regulal. A formulacdo isogeométrica foi program para fins de
investigacodes iniciais. As definicdes de elementwdiruos, descontinuos e descontinuo:
aresta introduzidas por Mi e Aliadi (1992) na abordagem convencic do MEC dual sa
estendidas para a abordagem isogeométrica. Note, tais definicdes sdo considera no
nivel da: superficies NURBS e ndo dos eentos, ou seja, defim-se osconceits de
NURBS continuas, descontinuas e descontinuas d¢a.eDevido ao maior controle ¢
continuidade sobre as fungbes base das NURBS, sdvpbgarantir a continuidacc® em
qgualquer ponto ncinterior de uma superficie NURBS. Sendo a, muitas vezes ¢
superficies d¢ fissuras podem ser discretizadas por apenas duas superf\iiHRBS
descontinuas, o qureduz consideravelmente o nimero de pontos de agocsobre &
superficies das fissuraem comparacdo a abogem convencional cc elementos
degontinuo. Um estudo numérico preliminar € realizado para @er a versa
convencionacom ¢ versdo isogeonrica baseada em NURI. A partir do estudo concl-se
gueambas as abordagens apreserlimitagcdes, as quais podem ser o pore partida par.
nova: propostas

6.1 Formulacdo isogeomeétrica baseada em superficies NBE

A principal diferenca entre as analises numeéricagvencionais e as analis
isogeomeétricas € em relacao as funcdes base quutilizadas na descricdo geométrica €
aproximacdo dos campos mecani Nas abordagens convencionais com eleme
isoparamétricos, as funcdes polinomiais de Lagrdongede Hermite) sdo utilizadas col
base para a aproximacdo numérica tanto da geo quanto dos campos fisicos.
abordagem isogeométrica, as mesmas funcdes blizadas para a descri¢ da geometri
em programas de CAD (funcbes base de NURE-splines e Subdivisdo de superfici
também sdo utilizadas para aproximar os campos nicos. Assim torr-se possivel
existéncia de um Unico modelo que representa tamg@ometria quanto o modelo numéi
de analiseNo contexto especifico da formulacdo MEC dual,uag;des base das superfic
NURBS podem ser utilizadas para aproximarampos mecéanicos de deslocamentos e fc
de superficie sobre o contorno e sobre as fis, devido a maior continuidade das fung
base
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6.1.1 Aproximacgdes numéricas e definicbes de elementos

Assume-se que 0 espaco de solugcdo dos campos ldeatesntos e de forcas de

superficie, sobre o dominio paramétrico de uma dagarficie NURBS, consista em todas as
possiveis combinacoes lineares de suas funcbesRpase). Definindo vetores]ij e fij em
R3como coeficientes das combinacdes lineares, sgndmumeracao dos ponté da rede

de controle da NURBS, é possivel introduzir a ajpnagdo para os campos de deslocamentos

e de forcas de superficie como:

[\/]3

(4(/7) RJ (5’7)

1

(6.1)

Mj n S
MB 'TTM

t(&n)=

1

i=1]j

Note que os coeficientaiij e fij nao possuem significado fisico devido ao car&ier n
interpolatdrio das fungGes basg(¢,n7). Além disso, devido ao carater local das func@seb
Rj (¢.7), € interessante definir como elementos os intesvahtre knots sucessivos, knots

spans Dessa maneira, evita-se avaliar integracdes ncaséde funcbes base que sdo nulas
sobre os elementos. No caso de superficies NURBSminio dos elementos é definido pelo
produto [{i,{iﬂ]x[nj Vi +1]. Visto que vetores deknots ndo uniformes assumem a
possibilidade de valores repetidos de knots, éipelsque existam elementos triviais com

areas nulas, os quais sdo simplesmente descomkidanas anélises. O niamero de fungdes

baseR; (¢,7) ndo nulas sobre o dominio de um elemento naaliarea positiva) € sempre

igual anl =(p+1)(g+1), o qual € sempre menor que o nimero total de &mbase.

Devido a possibilidade do suporte das funcfes pedencer a mais de um elemento,
€ interessante definir uma relacdo de incidéndi@ ennumeracéo global das fun¢des base da

superficie NURBS e a numeracao local sobre os eltrse Uma funca®, (¢,7) possui uma

numeragédo globaB, definida pelas chamadasordenadas NURBSj . Sobre o dominio de

um elementoe, a fungéor; (¢,7), ou pelo menos parte dela, pode ter uma numetacab

b. As relagbes entre as coordenadas NURBS, as nubesrgiobais e as numeracdes locais
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sobre os elementos de uma dada NURBS podem serteraradas por vetoresNC( ) e

IEN( ).
i=INC (B,1) e j=INC(B,2) (@)
B=IEN(b,¢ (63)

Dados os vetores de knots abertase ~, e as ordens polinomiaigy e q, que
definem a NURBS, os vetoresc( ) e IEN( ) podem ser construidos conforme apresentado

em Cottrell et al. (2009) — Anexo A. Uma maneirgeiassante para visualizar os elementos
de uma superficies NURBS € representar os vetagekndts no espaco dos indices. A
diferenca entre o espaco dos indices e o espagmetico esta no fato de que no espaco dos
indices, todos os knots sdo igualmente espacadiependentemente dos seus valores
paramétricos. Para ilustrar a diferenca entre @@smlos indices e 0 espago paramétrico
considere, 0 seguinte patch formado pelos vetoree #nots abertos
=={&.6.63.64.656664={0,004 2,111 e H={n.n2.n3n4150601713={0,0,013,2 311,

para os quais as ordens polinomiais das funcoesddagp =2 e g=2. As representacdes do
espaco dos indices e do espaco paramétrico sdeenfadas nas Figuras 6.1 (a) e (b),
respectivamente. Os elementos ndo triviais saosept@dos em cores, a0 passo que 0S
elementos triviais, observados apenas na Fig.)6.4%@ apresentados em branco. Deve-se
ainda atentar-se para o fato de que o suporteutigéds base pode pertencer a mais de um

elemento. No caso de funcbes base bivariadas dm®om@ e g, o suporte de uma dada
fungéio R; (&) € igual a|&.&.pe|x[7)Mj4+1], O qual pode pertencer a mais de um

elemento. Para efetuar as integrais sobre os etemeia quadratura de Gauss, é necessario

que o dominio de integrac&o seja descrito no iatef1,]x[-14. Uma vez que os dominios
[gﬁ,gﬁﬂ]x[nj ) +1] dos elementos ndo sdo iguais ao dominio Gaussi@nuecessaria a
definicdo dos elementos também no espago Gaus$ianp<[-13. Na Figura 6.1(c), o

elemento[&,,& |x[n4.n15] € representado no espago Gaussiano definido petaslenadas

3,/7. Ja na Figura 6.1(d), ilustra-se esquematicamenseipgrficie NURBS emR® do

exemplo, destacando-se o eleme@toss [x[174./75].
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Control net —
\a

© Control point B,

s(&n)= ZB&Ra =)

(d)

Figura 6.1 Descricéo e elementaqa) espaco dos indices, (b) espago paramétapesipaco Gaussia, (d)
espago fisico erR3 (COTTRELL et al, 2009.

Note o carater nainterpolatéricda NURBS com relagao aos pontos de coniB; .

Tal fato interfere na definicdo dos pontos de cadoconforme sera apresentado r

adiante.O mapeamento do espaco Gaussiano para 0 espagoepé@a pode ser definic

para um element[&,& . ]x|7; 741 ] como:

£=§ +($+1)(‘(”1—2_‘(i)
2

(6.4)
n=m+(A7+1)

Considerando o mapeame descrito na E( 6.4, &€ possivel calcular as funcgé
Rj (£.7) para um ponto de integracié,70[-1]x[-1] em um dado elemento ndo triv
[{i,gﬁﬂ]x[q,— Vi +1]- Visto que apenas algumas das funcR; (¢,7) s@o ndo nulas no ponto

integracao e também visando aproveitar a estrakui@ddio isoparamétrico desenvolvidc
interessani descrever a aproximacgao dos campos mecanicos lecaeobre os dominios

integracéc[-1,1x[-1,4 dos elementos
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w(E7)=2R(E4)0y = u(€a)=2 R(£4)V
A :)“:1 A ) mb:l ) (6.5)
C(e)=2R(E)h - w(éa)=2R(0)P

em que e é um elemento[gﬁ,gﬁﬂ]x[qj | +1] sobre 0 qual a aproximacdo é descrita,
b=1...,nl, comnl =(p+1)(q+1), € a numerag&o local das funcdes base e os vaigees

fb sdo os coeficientes dos campos de deslocamentdsrcas de superficie. A
correspondéncia entre a numeracao ldca¢ as coordenadadURBSi,j pode ser obtida
recorrendo-se aos vetor@sC( ) e IEN( ). As expressdes 6.5 séo analogas as expressoes

2.41 da abordagem convencional. Dessa maneira,phd® do codigo computacional

previamente implementado pode ser aproveitada,oseerdessério alterar apenas as sub-
rotinas de entrada de dados e de avaliacdo da$dsingase, previamente denominadas
funcdes de forma (aproximacdo da geométrica) ogdkes interpoladoras (aproximacao dos

campos mecanicos).
6.1.2 Estratégias de colocacéo

Uma das principais diferencas entre a abordagenvecoional do MEC e a
abordagem isogeométrica é a definicdo dos pontaldeacdo. Isso porque os pontos de
controle, analogos aos nos da abordagem convelhcidgianecessariamente estdo sobre as
superficies do contorno do problema. Uma maneirsatie de resolver esse impasse € impor
0s pontos de colocacdo sobre as abscissas de I§repie corresponde as coordenadas
médias doknotsno espaco paramétrico das NURBS (GREVILLE, 19B4%a estratégia foi
adotada com sucesso em trabalhos anteriores (L{A&l.,e2011; SIMPSON et al., 2013;
MARUSSIG et al. 2015 e PENG et al. 2016) e tambénpresente trabalho. No entanto,
devido as descontinuidades dos campos de forcagpficie e também aos requerimentos
de continuidade dos campos mecanicos sobre osgpdatoolocacéo das faces das fissuras,
nem sempre € possivel impor a colocagcdo nas astspaco paramétrico das NURBS.

Semelhantemente ao proposto por Mi e Aliabadi (}99dra o caso de elementos
isoparamétricos, propdem-se as definicbes N##RBS continugsNURBS descontinuas
NURBS descontinuas de arestalnica diferenca entre essas classes € o poamiento dos

pontos de colocacgao.
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6.1.3 NURBS continuas

Para o caso de uma superficie NURBS que represemdapor¢cado do contorno onde
ndo sdo observadas descontinuidades dos campascds £ ndo existe nenhuma restricdo

guanto ao posicionamento dos pontos de colocagdmota-ae o conceito de NURBS

, ~ T
continuas. Nesses casos, as coordenadas dos pgentotocagaoy; :{Ei 0/7j 0} no espaco

paramétricc{fl,{n+ p+1] ><[/71,/7w q+1] séo definidas sobre as abscissas de Greville:

Eio:fi+1+{i+2+...+fi+p =12 .n
P (6.6)
o _ w2t i=1.2,..m
] - B Rt R ]
q

Perceba que o numero de pontos de colocacao defin@ Eq. 6.6N = nm, é igual

ao numero total de fungbes bagg(¢,n). Tal correspondéncia é imprescindivel para que o
namero de equacdes algébricas geradas por colodasdequacdes integrais seja igual ao
ndamero de incognitas dos problemas. Sendo assimesanan correspondéncia deve ser

verificada para o caso das NURBS descontinuas entéseas de aresta.
6.1.4 NURBS descontinuas

As abscissas de Greville definidas a partir da €&§. resultam alguns pontos de
colocagéo sobre as arestas dos espacos paraméisdoscoes base sdo descontinuas' ()
nos limites dos espacos paramétricos (definidos petores de knots abertos)
independentemente das ordepse g adotadas. Para garantir a existéncia das integrais
hipersingulares da formulacdo do MEC dual, € nécesgjue as funcbes base possuam
continuidadec! nos pontos de colocacgéo e, portanto, 0s mesmogauion estar localizados
nos limites do espaco parameétrico. Para contorree psoblema, define-se o conceito de
NURBS descontinuaas quais sdo adotadas para a aproximacao do®sangeanicos sobre
as superficies das fissuras. No caso das NURBS mtéseas, as funcbes base sdo calculadas
de maneira padréo a partir dos vetores de knagénais =, ~# . Ja 0os pontos de colocacao
sdo posicionados sobre as abscissas de Grevillendespaco paramétrico (patch) definido
por vetores deénots auxiliares=", #*, calculados a partir de= e ~# de tal forma que

= xH O=xH .As componentes dos vetoreskatsauxiliares podem ser obtidas como:



& +0.dy casol<i< p+1
E=1& casop+2<is<n
¢ —0.10, cason+l<isn+p+l
(6.7)
n; +0.1a, caso 1< jsq+1
/7]-* =<1 casog+2< j£m
n;-0.da, Caso m+1< j<m+q+1
em quea; ,a5 e a, ,a, séo oknots spar iniciais e finais, respectivamen
01:0-1(5p+2_51) ar= 0‘-(5n+p+1_<(n) 6.5

Qs =0.1(/7q+2 —/71) as= 0-(’7m+q+1_’7m)

A Figura 6. ilustra o patch original definic pelbs vetore de knots

=={0,0,0,1,2,3,4,5,5}5 H={0,0,0,1,2,3,4,5,5}5e 0 pach auxiliar dt uma NURBS dtscontinu
deorden:polinomias p=2 eqg=2.
Todos os pontos de colocacdo definidos sobre asisabs de Greville dpatch

auxiliar sdo, portan, internos acpatct original, onde a continuidade das funcbes base

ser controlada a paridas orden: p, g e da multiplicidade docknots Adotando ordenp=>2

e q=2, € possivel garantir a continuidac! das fungbes base em ts os pontos d

colocacdo das superfices NURBS descontinuas. Sassim, muitas vezes apenas ¢

NURBS descontinuas sdo o suficiente para descasvauperficies das fissur.

n n

5 o
4 4
3 3 ai=0,=0.1
5 5 a;=0a,=0.1
1 -
5 ! é
0 O3
0 1 2 3 4 5 b
al 1 2 3 4 &
== {0.0.0.0. 0‘0,1.0,2.0.3.0.4‘0,5.0,5.0.5.0} == {0.1,0.1,0.1,1.0,2.0,3.0,4.0,4.9,4.9,4.9}

H={0.0,0.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,5.0,5.0} H ={0.1,0.1,0.1,1.0,2.0,3.0,4.0,4.9,4.9,4.9}

(a) (4)

Figura 6.2— NURBS descontinu (a) Patch original para a constru das fingdes base (b) Patch auxiliar pal
definicdo dos pontos de coloca.
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No caso isogeométri, uma unica superficie NURE € capaz de descre\
satisfatoriamente uma grande porcdo do contornodd@@ssim, muitas vezespossive

utilizar uma unica superie NURBS para a descrici da por¢cdcS, do contorn, onde os
deslocamentos s&o prescr, ou ainda a porca§ [Ot# 0, onde forgas nanulas sac

prescritas. Adotando as mesmas como NURBS desoes, € possivel reresente as

descontinuidades dos campos de forcas de supeatéidmma satisfatori
6.1.5 NURBS descontinus de arest:

NURBS descontinuas de arestas sao utilizadas egbgmrdo contorno sujeitas
descontinuidades. Assim, esse tipo de NIS é utilizada ondedescontinuidades ¢
geometria e/ou de condi¢des de contorno sdo olmssvAlém disso, 0 encontro contorna
externo cor fissuras de borctambém requer a aplicacdo desse tipo de NS. Assim comc
no caso dos NURBS descontis, as funcfes base sdo uladas a partir dos vetores
knots originais=, # e 0s pontos de colocagcdo sao posicionados sobabsasssas d
Greville dos vetores dknotsauxiliares=", ~#". No entanto, na definicdo das compone

dos vetores dknotsauxiliares, os coeficientea; s&@ n&o nulos apenas pare arestasque

representarem as regides de descontinuidade. NauraFig6.. o0 patch

{0,0,0,1,2,3,4,5,5}5{ 0,0,0,1,2,3,4,5)5,5com ordensp=2 e g=2, do topico 6.1.4é agore

considerado como descontinuo de ar

n n

S 5
4 4
3 3
ai=0:=04=().0

2 2 a=0.1
1

£ 1 £

> S
0 0

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 L

[253
=={0.0,0.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,50,50} = ={0.0,0.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,4.9,4.9,4.9}
H={00,00,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,50,5.0,5.0;  H ={0.0,0.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,5.0,5.0}

(a) (4)

Figura 6.3 —NURBS descontint de aresti(a) Patch original para a constru das fun¢des base (b) Pa
auxiliar paria definicao dos pontos de coloce.

Note que no exemplo da Fig. a aresta de descontinuidade &=5 e, portanto

definemse a,,a5,a, como nulos ta, =0.1 € obtido a partir de 6.
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6.1.6 Condi¢Oes de contorno

Devido ao carater ndo interpolatorio das funcoee 5y (5,/7), as aproximacdes dos

campos mecanicos descritas nas Equacdes 6.1 aéié.5atisfazem a propriedade delta de
Kronecker. Dessa maneira os valoftﬁse fij (ou aindad, e fb) nao possuem significado

fisico de deslocamentos e de forcas de superfi@@do apenas coeficientes que,
multiplicados pelas fungdes base, resultam nosidefecampos mecanicos.

Duas sao as principais implicacoes da falta dar@dg@de delta de Kronecker das

aproximacdes. A primeira delas diz respeito a ingdms das condicdes de contorno. Os

valores que o0s coeficienteiij e fij devem assumir para a reproducdo das condicGes de

contorno desejadas nao sao conhecidos pelo andbstaaneira direta. A imposicdo das
condi¢cdes de contorno pode ser efetuada em fornm flecorrendo-se as fungdes base das

NURBS para construir uma matriz que relaciona dsrea deu({-o,nj 0) e t(éo,q]— 0) nos

pontos de colocagdo com 0s coeficierﬁ@se fij . Tal abordagem resulta em bons resultados

para condicbes de contorno simples, porém pode seficadequada para condicfes de
contorno complexas para as quais € necessariouste gjor minimos quadrados ou ainda a
imposicao das condi¢des de contorno em forma @A TRELL et al., 2009). Para fins de

uma investigacao inicial, adota-se a abordagemamaf forte e ressalta-se o fato de que
condicBes de contorno mais complexas também podenmpostas recorrendo-se a técnica
de sub-regides. Nesse caso, 0 solido em andlise gerdconectado a outros sdlidos quase

rigidos, sendo que as forcas de superficie surgecowtato entre os sélidos.

Os valores dos coeficientag e t;, necessarios para a imposicéo das condi¢cdes de

contorno no sistema de equacdes, podem entéo okl partir dos valoreB(EiO,lyj 0) e

t(g‘io,lyjo) , recorrendo as fun¢des base da superficie NURBS as condi¢cdes de contorno

seréo impostas, resultando:
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y _Rll(flolfho) Rlz(floﬂzo) Rm(f i ° T U(f on f)

11

{U}z} Rzl(fzoﬂlo) R 2(52 ] 2) - R ﬂ(f gﬂno) U(f o 2()
Unn _Rnl({noyfho) n2(<cn 112 ) Rnn({no’n no)_ U(f no’” I’l()

(6)9
thy i R11(<(10:’710) Rlz(floﬂ 20) Rm(f /T T t(f o 1()
{hz] _ Rzl(fzoyfho) Rzz(fzo,’? 20) -~ Ry (f 27 0) t(f on 2()

_Rnl(gnolnlo) an(gno!nzo) Rnn(gno’” no)_ t(f n01’7 n()

em quen e m correspondem ao numero de fungbes univariadaglinaesé e 7 do

espago paramétrico®; (&,/7) sdo representagdes matriciais das fun¢@es, ).

(6.10)

6.1.7 Imposicdo dos termos livres no sistema de equacgdes

A segunda implicagéo da falta da propriedade didtKronecker nas aproximacoes diz
respeito a imposicdo dos termos livres das integsaigulares no sistema de equacdes.
Retomando as equacdes integrais discretas 2.42e22184, caracteristicas da formulagao

MEC dual, e considerando agora as aproximacoesBiém-se:

R (e | 3] Tvx(6)) 8(E4) 464) & a7
S (6.11)

i
I

i1l 1) R (E0) e0) €y o
S
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0 (v7) 2] S (v x(€0)) B(€0) (€)  dif (6.13)
)

Note que, no caso isogeométrico, 0s deslocameu]t@s) ou u; (y*) e as forcas de

superficiet, (y‘) que multiplicam os termos livres devem ser avabadonsiderando as

n y

m y ouy” n.m .
R, ({0,/70)0]5} e {ZRB(EO,UO)ij} sobre a superficie NURBS que
=1 B=1

contém os pontos/, y© ou y~, sendoB=1,...,nm a numeracdo global das funcdes

aproximag;(")es{
B

Ri (f,n). Procedendo as integrais, reescrevem-se as eguéclie 6.12 e 6.13 em forma

matricial como:

e (o oS0 0 =36
C RB UB+ZHi,juj:ZGi,jtJ (614)
j=1 j=1
I . I . N ~ N R
5 Re(i+)0s +5Re(il * 2 Hiv, 0 = 2 Gi jt ®)1
j=1 j=1

N N o R

2 Hi-jdj =2.Gij ~SRe(-fs *oR a(ife 6)1

i=1 j=1

sendo

R 0 0R 0 O Rm O O

Rgy=|0 R 0 0 R 0 == 0 Ry O (6.97
0 0R 0 0 R = 0 0 Rul,

Os vetores(, e f, s&o, portanto, de dimensd@mnx1l e correspondem aos
coeficientes dos campos de deslocamentos e desfdegauperficie da aproximacgao sobre a
NURBS. Considerando a correspondéncia entre a @ag&eB =1,...,n.m dos pontos de

colocacdo da superficie NURBS singular e a numerggal,...,N de todos os pontos de
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colocacdo das multiplas superficies NURBS que degeaon o problema, € possivel

acrescentar as contribuicées dos terrc@sRB(i), IERB(H) e IERB(i_) nas matrizes globais

H e G do sistema de equacdes final do MEC dual.

No caso do termo livre desconhecich:gi,), a determinacdo do mesmo de forma
implicita por meio da imposicdo do movimento depoorigido (Ver topico 2.63) ainda
permanece valida. Isso porque as fungﬁgéf,fy) correspondem a uma base que satisfaz a

particdo da unidade e, portanto, o somatorio déqgealinha de matrizes de influénch;

resulta:

=1 j:1
C(i)iﬂRB :_ZN:ﬁij (6.18)
B=1 i=1

6.1.8 Definicbes geométricas

Assim como os campos de deslocamento e de forcasmieficies definidos na Eq.

6.5, 0 vetor distancia(f,ﬁ): x(f,ﬁ): {xl,xz,xs}T, gue define os pontos sobre a superficie

S, de um elementé,,&,,]%[77 .17.,] . pode ser calculado para um ponto de integracAo

como:
((£4)=x(80)= 3R, (£)e, (6.19)
b=1

em queRb(E,ﬁ) séo as fungdes base ndo nulas sobre o elenigntedo pontos de controle

e b=1,...,nl é a numeracéo local no elemento definida a pdarcoordenadas NURIB e

dos vetoresNC( ) e IEN( ). A partir do vetor disténcia a relagéo entre ésrenciais de area
dS,, no espago fisico, é€dA, no espago de integracfel, 1] x[-1,3, pode ser definida a

partir do vetor jacobiand (3/?) = 6r/6$x or/on .
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T2l ay=|a (&)

I8 =57 € g={£7) 4 4 (6.20)

sendo‘J (3,?)‘ =J (fﬁ) a norma do vetor jacobiano. As componentesio vetor jacobiano

sdo entdo definidas como:

5= 0% 0% 0% 0%

1

0f 07 05 a&

3, =94 0%0% (6.21)
0f 0h 05 o

3. 20X 0% 0% 0%

 9F0h 0h af

Note que as derivadas parciais sdo em relagcéo citsleu:mdasf,/? do espaco de

integracdo e podem ser obtidas a partir da regcadiaia como:

Ox, _ 0% & _ M((éﬂ—é)]

9 0F3F 0 2

§ 0 oE 0O 622
0%, _ 0% 077 _ 0% [ (1.a-17)

o7 oanof odnl( 2

em que as derivada&f/age e 077/0A sao calculadas a partir da Eg. 6.4 e as derivadas

ox,/0¢ e 0%, /on s&o calculadas a partir do mapeamento da Eqféi®aado as respectivas

derivas parciais das funcdes b&%e(f ,/7) conforme apresentado no Anexo F.

Por fim, o versor normal a superficie NURBS na iemaglo ponto de integra(;éb/?

do elementdS, € obtido simplesmente normalizando o vetor jacuhia

n(éi)= | (6.23)

6.1.9 Integracdo numérica

Substituindo as aproximacdes descritas nas Ecg &§. 6.19 nas equacdes integrais
de deslocamentos e de forcas de superficie e ptliuas integrais necessarias obtém-se o

sistema de equacdes do MEC dual conforme apresemad Capitulo 2. No caso
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isogeométrico, todas as integrais s&o definidasesobespaco de integracfel,1]x[-1,1

dos elementos néo triviais das superficies NURBS apnstituem o problema. Nesse caso,
todas as integrais regulares ou regularizadasgreltesso de subtracéo de singularidade sao
tratadas numericamente via quadratura de Gaussadafiiativa. Ja as integrais singulares e
hipersingulares séo tratadas semianaliticamentenpa do método de Guiggiani, de maneira

analoga ao apresentado para o caso isoparamétgobdrmexos C e D.

6.1.10 Integrais regulares

As integrais dos nucleoK (y,x(f,ﬁ)):uij&, TR, Q;Rou g F sobre os

elementosS, que ndo contém o ponto de colocagapodem ser efetuadas via quadratura de

Gauss, resultando.

Ng Ng

JRlyx () =23k fyx (&4 (¢ 2 )y (6.24)

s i=1 j=1

em queNg € o numero de pontos de Gauss determinado auypteilamente analogamente

ao descrito no topico B4 do anexo B para o casmaisonétrico, ¢',/7' sdo as coordenadas

homogéneas dos pontos de Gauss,ew, sdo os pesos da quadratura numerica.

6.1.11 Subtracado de singularidade pelo Método de Guiggiani

As integrais singulares e hipersingulares sobm@sentosS, que contém o ponto de
colocacdoy sao tratadas semianaliticamente por meio do médedGuiggiani de maneira
analoga ao apresentado nos anexos C e D. No cageoisétrico, deve-se substituir as
fungdes bas, (&,¢&,) e suas derivada@N, (£,,¢,)/0¢, e ON,(£,¢,)/0¢, pelas fungdes
base das NURBR,(¢,7) e suas derivadadR, (¢£,7)/¢ e 0R,(&,7)/n. Além disso, o

mapeamento dos pontos sobre o elemento, antesitdesenforme a Eq. 2.35, agora é
descrito conforme a Eg. 6.19.

6.2 Estudo numérico preliminar

Nesse topico, apresenta-se um estudo numeéricanpgmali envolvendo as formulagcbes
convencional com elementos de Lagrange linearesuagrgticos e isogeomeétrica com

superficies NURBS de ordens polinomiais quaisqééém de validar a implementacao



isogeométrica,0 estudo serviu de base para discutir novas pbdailes de pesquisa basea
nas deficiéncis de ambas as abordagens. exemplos numéricos foram analiss e o0s
resultados séo apresentados e discutidos a ¢ Em todos os exemplos, op-se pot
garantir a estanqueidade dos modelos numéricositmito de evitar que os erros devido
lacunas e as superposicdes interferissem na cogdgaentre as respas obtidas com c

modelos convencionais e isogeomeétric
6.2.1 Fissura de borda solicitada em modo

O primeiro exemplo € o um prisma com uma fissura de borda conforme ilus
Figura6.4. A force de suprficie foi adotada como unitaria, i.eo =1(unidades de tensac
As dimensfes do problema sdo caracterizadas peltprouento da fissura da=2,5
(unidades de comprimento) e pelas relacdes dimemisiapresentadas na Fig6.4. As
constantes elasticas adotadoram E =1000 (unidades de tensdo) v =0,3. A respost:
analitica, assuminc um caso de EPD, € comparada cor resultados fornecidos pel

modelos numéricos no centro da linha de frentesdarfa

o)

Figura 6.4 Prismacom fissura de bort.

Para a abordiem convencion o problema foi discretizado em trés distintas n@
de elementosde contornoquadrilaterais ¢ aproximacédo linear. Em ordem ccente de
refinamento, as malhiLinear M1, Linear M2 e Linear M3 resulte695, 1591 e 3895 pont

de colocacéo, respectivamente. A Fic6.5apresenta as ilhas dos model..

Na abordagem isogeométrica o problema foi discrdtizan 13 superficies NURE

ndo aparadas bi quadraticas, ou, p=qg=2. Novament trés modelos foram criados
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foram denominados Refinamento 0, Refinamento 1fad&aento 2, resultando 449, 109.

1707 pontos de colocacgéo. A Fig6.6 apresenta os modelos isogeométricotacando o
pontos de colocagcé

Linear M1 Linear M2 Linear M3

Figura 6.5 Malhas adotadepara os modelos convencior.

Refinamento 2

Refinamento 0 Refinamento 1

Figura 6.6 Refinamentos adotados para os modelos isogeons.

A Figura6.7 apresenta a resposta da norma do vetor desloca, com a deformad
em escala 1:], para o modelo convenciol Linear Mz e para 0 modelo iseométric

Refinamento . Note a semelhanca entre os campos obtidos corasaasbabordagerComo

o problema é em modo |, somente a resposta noada K, /a\/na foi estudada



Elementos lineares Isogeonétrico: NURBS

norm u‘ - o~ norm|ul -
0.02956 r 0.03353
—

,‘&»1
JJJJJ
l 0.02586 / l 0.02934
002217 f 002515
001847 ——— N
B 001478 i =
\
0.01108 4 2!
0.00739 % 0
000363 ™ 000413
- - -
0.00000 - 0.00000

Figura 6.7 Deslocamentos deformada 1:10 para os modelonear M2 e Refinamentc.

Os valores numéricos (K, foram calculados a partir cTécnica deCorrelagéo de

Deslocamentc (TCD). Primeiramente foi estudado o comportamento dorvalmérico de

K, em funcéo da distaia de extracér . A Figura 6.i apresenta o comportamento K, em

fungéo der para os trés modelos convencionais e para os tiéslas isogeométricc

36 40
—EPD 38
341 -o-Linear ML 36
321 - Linear M2 '
~ -e-Linear M3 S 34
2818 B 30
5 S
~ \ 4
< 267 X 4 —EPD
241 261 - Refinamento O
2,4+ - Refinamento 1
2.2 221 -o- Refinamento 2
2,0 T T T T T T T 2,0 T T T T T T m
000 005 010 015 020 02 030 035 040 0,00 025 050 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 225 250
r r

Figura 6.€ Resultados d K, versusr

Nos modelos convencionais, as melhores respostetTdeio obtidas para os pon
de colocacdo mais ximos da frente da fissura, ou ¢, pare menores valores cr . Ja os
modelos isogeométricos as melhores respostas dedebbtidas para o segundo pontc
colocacdo mais proximo da linha de frente da fessResultado semelhante é reportado
elementos convenciors quadraticos (Cisilino & Aliabadi, 199¢

Fixando os referidos pontos de colocacédo [a extracdo dos FIT, a Figura
apresenta as respostas normaliz K,/a\/na ao longo espessut x; do solido para o

modelo: numérico junto com a resposta referéncia em EPD. Ja a Tab6.1 apresenta ur
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comparativo do erro medio nas respostas numerieds, dax/na para o ponto central da

frente da fissurax; =3, 75, em relagdo a solugéo analitica em EPD.

36
36
34 _E.PD
-oLineer ML 344
32 --Linear M2
S olierMB || o 32
~~ O_ :}\
g’ 3
S 5
X o6 %
24
2,21
20 T T T T T T T T T 2,0 T T T T T T T T T
000 075 150 225 300 375 450 525 600 675 7.X 000 0,75 150 225 300 375 450 525 600 6,75 7,50

X3 X3

Figura 6.9 Resultados dé; versusX;.

Tabela 6.1- Erros médios das respostaslﬁ,q/ o+ ma para os modelos convencionais e isogeométricos.

Modelos convencionais Erro médio  Modelos isogeométricos  Erro médio
Linear M1 3,14% Refinamento O 6,19%
Linear M2 1,53% Refinamento 1 2,54%
Linear M3 0,58% Refinamento 2 0,29%

Ambas as formulacdes do MEC dual resultaram reapad® FIT que parecem estar
convergindo, na regido central da frente da fisquaea a solucdo analitica em EPD, a medida
gue se refinam os modelos numeéricos. Para os nodeds refinados, ou seja, Linear M3 e
Refinamento 2 , os erros nos FIT sdo pequenosicenie para garantir respostas precisas
em analises de propagacdo. Note, no entanto, quedelo isogeomeétrico Refinamento 2
possui 1707 pontos de colocacéo, que correspomaienas da metade dos 3895 pontos de
colocagcdo do modelo Linear M3, o qual utiliza elatoe descontinuos para discretizar as

superficies da fissura.
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6.2.2 Fissura circular sclicitada em modo misto I/11/111

O segund problemaanalisadcrefere-se a uma fissura circular de rer em um meic

infinito, submetida a uma tenséo remo, confome ilustra a Figur6.10.

Figura 6.10 Fissura circular em meio infini.

A solucéo analitica para os FIT desse proble dada em Murakami (1987) como se:

K, =asin?(y)Jmr (2/7)
K, =aosin(y) co{y) sif8)Vr ( 2n) A 2v) (6.25)
Ky =osin(y) co{y) cod)Var ( pn) A 2v)( w)

em que y é o angulo entre a direcdo da teno e a direcdo perpendicular ao plano

fissura. Dois caso:y =90, solicitagdo em modo | dratura, €y = 45°, solicitagdo em mod
misto de fratura, foram estudados. O moédulo detieidade e o coeficiente de Poiss
adotados para o problema foriE =10 (unidades de tenséde v =0, e uma tensdo remo
unitaria, o =1(unidades de tenséo) foi aplicada. Para trataobl@gma numericamente via
MEC dual, inseri-se a fissura circular de rar =0,1 (unidades de comprimento) no cer
de um bloccde dimens6el0 x 5 x 5(unidades de comprimento) no intuito de simularedar

infinito.

Para as andes com a abordagem convencii, o contorno do bloco foi discretiza
com 320 elementos triangulares de aproximacdo r, resultando el 450 pontos d
colocacdo. Quatro diferentes malhas foram adotpdss discretizar a fisra, sendo a
mesmas denominadas Linear M1, Linear M2, Quadraitae Quadréatica V, as quai
resultaram respectivamente em 480, 992, 1056 e ga0®s de colocacé A denominacé
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Linear ou Quadratica diz respeito a ordem de apragéo dos elementos adota A Figura
6.11 ilustre os elementos descontini das quatros malh para a aproximacdo d

deslocamentos e das forcas de superficie sobssiadi

Linear M 1 Linear M2 Quadratico M 1 Quadratico M2

Figura 6.11Malhas adotadas para os modelos convenci.

Nas analises isogeométri, o Hoco é definido por seis NURBS bi quadrat.
Considerandoomo descontinuas as duas NUF onde atuam as tensdes néo r, o modelc
resulta em 192 pontos de colocacédo e as sperficies do bloco. A princip, cada face d
fissura foi definida com quatro NURBS bi quadrati, unme para cada quadrante
circunferéncia, evitando assim problemas de asganelos pontos de colocacgéao.
mapeamento do espaco parameétrico pi espaco fisico, a dire¢céé representa a direci
angular da circunferén(, ao passo que a direcdo paraméts representa a direcdo radi
Uma vez que a orde p=2 é suficiente pai descrever de maneira exata a geometria cir
da linha de frente e que o comportamento assiot@ls deslocamentos ocorre na dire
radial da fissura, o refinamento foi realizado alek-se a ordem polinomicq da direcac
paamétrican7. Quatro diferentes finamentos foram adotados para as oito superi
NURBS da fissur: Refinamento 0 p=2,9=2), Refinamento 1 p=2,9=3),
Refinamento 2 p=2,q=4) e Refinamento 3 p=2,q=5). Considerando com
descontinuas s dtos NURBS da fissura, os refinamentos 0, 1, 2 e 3 resul
repectivamente, 72, 96, 120 e 144 pontos de coloc#dc&ura6.12apresenta 0os pontos
colocacao sobre as faces da fissura para os gafinamentos descrit.

e e R
y \ // AN
S . N/ .. .
/ . \ / o
[« : . . '\\ {/‘ A
\\ / \\ .
.. . . .
\\ // \\ ,//
S~ S~ 3
Refinamento 0 Refinamento 1 Refinamento 2 Refinamento 3

Figura 6.12Refinamentos adotados pios modelos isogeométric.
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A convergéncia do prdema foi estudada em termos dos resultados dosoBIfjuais

foram obtidos por meio diTCD. Prireiramentefoi estudada a solicitacdo em mod
y=90". Nesse cas, avalio-se a precisdo da resposta K, em funcdo da distancia -
extracdor . Posteriormen, foi estudada a solicitagido em modo misy =45, onde foi
possivel comparar as respostas dos trésK,, K, e K,, . A Figura 613 apresentea

deformada da fissuram escala 1:100 para os modelos Quadratico M1 en&aénto

considerando ambos os ce y=90° e y =45,

y =45 y=45
0
7=90

(a) Quadratico M1 (b) Refinamento 2

Figura 6.13 Deformada m escala 1:100 para os modelos Quadratico M1 e&saénto .

Modo | (y=90"). O caso de solicitagdo em mod, y=90°, foi primeiramente
estudado para analisar a influéncia da distér na extacdo dos FIT via TCD. O crafico a
esquerda da Figura 6 apresenta os resultados (K, versus r para os modelc
convencionai. A partir dessafigura é possivel perceber (, no caso de elementos
aproximagao linei, os melhores resultados K, sédo obtidos para os pontos de coloc:
mais proximos da frente da fissura. J& no caso lelmeatos quadratic, os melhore:

resultados d¢K, s&o obtidos para os segundos pontos de colocagagmaimos der =0,

semelhantemente ao observado para os modelos mégams do exemplo anterior cc
funcdes base NURBS bi quadraticas. o grafico a direita da Figur6.14 apresenta ¢
resultados d K, versusr para os modelos isogeométricos. A partir dos radal € possivi
perceber que, a medida que se melhora o refinandenproblema, distancia 6tima parec
estar convergindo para um valor aproximadamentaligu r =0,0225 (unidades di

comprimento), que corresponde no espac¢o paramét; =0,775.
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Figura 6.14 Resultados d&, versusr

Fixando as distancias definidas a partir da Fig. 6.14 apresentam-seraficg da

Figura 6.15 os resultados #& versusé para o casg/=90", sendod o angulo ilustrado na

Fig.6.10.

0,450 —Andlitico 0450

04251 o Linear ML ' — Analitico

' A Linear M2 0,425 O Refinamento 0

0,400- o Quadratico M1 A Refinamento 1
Quadratico M2 0,400 o Refinamento 2

0,375 03751 Refinamento 3

0,325 0,325

0,300 0,300

0,275 0,275

0,250 T T T T T T T 0,250 . T T T T T T

0 45 90 L 180 225 270 315 360 0 45 90 135 180 225 270 315 360
0 0

Figura 6.15Resultados d&, versusd
Modo misto (y=45"). Fixando as distancias de extracdo Otimas defniuzs
analises em modo I, foi possivel avaliar os valaes FIT K,, K, e K,, para o caso de

solicitagdo em modo mistoy=45". Os resultados dos trés FIK,, K, e K, sdo

apresentados em funcao éenos graficos da Figura 6.16 para os modelos canvesis.
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Figura 6.16 Resultados deK, , K, e K,, versus@: Modelos convencionais.

A Tabela 6.2 apresenta os erros medios das respustaericas dos trés FIK, , K,

e K,, para os modelos convencionais. Conforme o espesadmelhores resultados sé&o

observados para os elementos de contorno de amg&anquadratica, uma vez que estes

elementos proporcionam uma melhor aproximacao @agaometria circular da fissura. Foi

observada uma grande discrepancia de precisdessstas d&, e K, ao elevar a ordem

dos elementos de linear para quadratica. Verifsmwinda que a falta de precisdo dos

elementos lineares na avaliagéo dos KIT e K,, n&o decorre propriamente da resposta de

deslocamentos do MEC dual, mas sim da definicAsstsmas de coordenadas locais sobre
0s pontos da linha de frente da fissura. Grandesapancias sdo observadas ao tentar definir
sistemas de coordenadas locais baseados nas arestasdos elementos lineares que
aproximam a linha de frete circular da fissura. @ss na definicdo dos sistemas de

coordenadas locais séo entdo propagados na radagageslocamentos e consequentemente

no célculo dos FIT.
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Tabela 6.2— Erro médio nas respostas e, K, e K, para os modelos convencionais.

Modelos convencionais Erro médio Kl Erro médio KIl ~ Erro médio Kl
Linear M1 2,87% 15,87% 15,87%
Linear M2 2,50% 15,61% 15,61%
Quadratico M1 0,90% 0,90% 0,90%
Quadratico M2 0,67% 0,64% 0,64%

Ja no caso dos modelos isogeométricos os resultisosés FITK,, K, e K, séo

apresentados em funcéo @enos gréaficos da Figura 6.17 e os erros médiospaasentados
na Tabela 6.3. Note que a representacdo geomegntaraxata dos sistemas de coordenadas
locais sobre a linha de frente da fissura faz cama@p erros medios dos trés KT, K, e

K, sejam aproximadamente iguais. Alem disso, os emésgios e maximos dos FIT

apresentados na Tabela 6.3 sdo consideravelmdeatmiies aos apresentados na Tabela 6.2

para os modelos isoparamétricos.
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Figura 6.17 Resultados deK, , K, e K, versus@: Modelos isogeométricos.

Tabela 6.3— Erro médio nas respostas e, K, e K;,, para os modelos isogeométricos.

Modelos isogeométricos Erro médio KI Erro médio KIl  Erro médio KllI
Refinamento 0 1,78% 1,78% 1,78%
Refinamento 1 0,52% 0,52% 0,52%
Refinamento 3 0,44% 0,44% 0,44%
Refinamento 4 0,04% 0,04% 0,04%

Por fim a Tabela 6.4 apresenta uma comparacado estegros médios dos FIT das
analises convencionais e isogeométricas levande@@mideracdo o numero de pontos de
colocacdo dos modelos. A partir da Tabela 6.4 ésipelk perceber que os modelos
isogeométricos apresentam bons resultados com umerouconsideravelmente menor de
pontos de colocacdo. Note que, mesmo no caso isEgeco mais refinado, 0 numero de
pontos de colocacédo foi menos de um terco do nudepontos de colocacdo da malha mais
simples adotada para o caso isoparamétrico. Edasgde no niumero de pontos de colocacgéo

se deve a possibilidade de aumentar o nimero dédsrbase sobre as faces da fissura sem
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gue ocorra 0 aumento excessivo de pontos de c@ocagomo ocorre nas analises

convencionais com a utilizacdo de elementos desworg.

Tabela 6.4— Comparativo das analises convencionais e iSogimas.

Modelos convencionais Modelos isogeométrico
Pontos de colocacdp  Erro médio Pontos de coloca¢éoro niédio
480 15,865613% 72 1,782026%
992 15,606160% 96 0,518365%
1056 0,899446% 120 0,443236%
2208 0,636429% 144 0,038124%

6.2.3 Fissura de borda em um componente composto por dupartes

O ultimo exemplo trata do comportamento mecaniagurto de dois componentes
elasticos lineares perfeitamente conectados por integface do tipo macho-e-fémea pela
técnica de sub-regides. Na Figura 6.18, apresenta-gieometria dos componentes, 0

mecanismo de encaixe e as condi¢des de contorpmbiema.

O primeiro componente é um eixo de sec¢do trandwessiavel submetido a esforgos
de torcdo devido a atuacdo de forcas cisalhah*ee]é(N/cm2 nas superficies da porcao

prismatica do eixo em uma de suas extremidadesFiblara 6.18 também ¢€ ilustrada a
posicdo de uma linha interna ao eixo para a postavaliacdo de deslocamentos e tensdes. O

modulo de elasticidade e coeficiente de Poissontadde para o eixo foram
E =21000kN/cnf e v =0,3, os quais sdo constantes elasticas condizentds asn aco

comum.
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Figura 6.18 - Componente mecanico compc por duas partt.
Em sua outra extremids, o eixc encontr-se engastado em uma base prism:
constituida de outro material elastico cujas canesaE =3000kN/cnf e v =0,2 s&o

condizentes com as constantes de um concreto cdowah Por fin, restringiran-se os
deslocimentos da face oposta da base prismatica conftusttado na Fig. (18. O probleme
€ analisado prieiramente sem a presenc: fissurés, visando uma comparacéo de resulte

com uma analise em elementos finitos via Ar

A malha de elementos finitos problema néo fisrado é ilustrada na Figural9ae
€ constituida por 19472 elementos do tipo”’SOLID18&0 elementos do tipo “SURF1E
posicionados sobre as superficies onde sdo impastéensdes cisalhantes. A discretize
em elementos finitos redou um modelo com 29669 n Para a formulagéo convencional
MEC, c problema foi discretizado com elemer quadrilaterai de aproximacao quadrati
para melhor representar as superficies curvasegbdrde secéo circular do €. A Figure
6.1% ilustra a malhi de elenentos de contorr quadrilaterais. Adota-se elemento
descontinuos de aresta nas regiées com descoatil@sidle forcas de superficiefinal do
encaixe mact-e-fémeanas faces onde atuam as forgas cisalhantes im e na interfac
entre a secdo circular e a sec¢ao prismatica do eixi®e pasteriormente sera inserida a fis:
de bord. A malh: € composta por 572 elementos de aproximac¢do qia, totalizandc
2862 pontos de colocaca

Na abordagem isogeométrica o problemamodelad: considerando 28 superfici
NURBES néo aparadi de ordens polinomiaip=2 e q=2. Das 28 NURBS, 17 descreve
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as superficies do eixo de secdo variavel e as stantes descrevem as superficies da
prismatica A NURBS que represenm a superfici cilindrica do eixo e as NURE que
descrevem as faces de mudanca de sua secéversal foram adotadas como desconis
de aresta. Disa maneira € possivel inserir  fissura de borda no modelo isogeomét
confome sera discutido mais adiante. Todas as demaerfiips foram adotadas cor
descontinus de maneira a respeitar as descontinuidades g¢isfde suyrficie do problma.
O modelo isogeométrico si fissures resilta 1112 pontos de colocag, conforme ilutrado
na Figura 6.1c.

Figura 6.19 - Discretizacdes adotadas: (a) Modelo de elementdsdi(ih) Model de eementos de contorr
convencionais (c) Pontos de colocagéo do modefpemnétric..

Para validar os modelos sem fissura, ave-se as respcas de deslocamentos
tensbes em pontos posicionados ao longlinha interna ao ei» mecéanico,jlustrada na Fig
6.18.0s deslocanntos séo apresentados na Fii 6.2C e as seis componentes independe
de tensdo sdo apresent: na Figura €21. Os resuttados sédo apresentados ao longc

comprimentcL =120cm do eixo

A concordancia entre as respostas numéricas evidancorreta implementacao
técnica de siL-regibes para a abordagem isogeométrica do MEC.aRs-se que,paraa
formulacéo isogeométrica, onde a imposi¢cao das condighesntorno ndo é tao direta co
na abordagem convencional, a técnica deregides pode ser uma alternativa para moc

com complexas condi¢gdes de conta
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Figura 6.20— Deslocamentos, , u,,U; ao longo da linha interna do eixo.

Por fim destaca-se a melhor preciséo das tensdes®ipor ambas as formulac¢des do
MEC em relacdo as respostas de elementos finiéwa. ®modelo isogeométrico, as respostas
foram ainda mais precisas do que as do modelo ooireal. Os resultados numéricos das

componentes de tens@q e 7,, (teoricamente nulas, dada a simetria do probldéarajn da

ordem del0™kN/cnf com a abordagem isogeométrica e da ordemiGfekN/ cnf com

abordagem convencional.



232

01 (kN/cm?2)

O3 (kN/cm?)

T13 (kN/cm?2)

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

14
-16-
-18-
-20-
-22

_Ansys
O Convencional
o |sogeométrico

T12 (kN/cm?)

L (cm)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

O2 (kN/cm?)

T23 (kN/cm?)

L B B B | UL
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

L (cm)

T T T T T T T T T T
0 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

L cm)

Figura 6.21—- Tensbesr, , 0,, 03, I,, [13€ T3 ao longo da linha interna do eixo.
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Analisando as tensdes no eixo foi possivel obsequer a secdo transversal de
transicdo entre o trecho prismatico e o trechadiico apresenta elevados gradientes de
tensdes e, portanto, € uma sec¢ao critica da estriabe-se ainda que, em problemas de
eixos sob tor¢cdo, as maiores tensdes ocorrem ntoroondo problema. Portanto, é
interessante avaliar o comportamento do mesmo denagido a presenca de uma fissura de
borda na secdo de transicdo. Aproveitam-se o0s wwdabnvencional e isogeomeétrico

previamente estudados para inserir uma fissureod#alna sec¢éao, =0 conforme ilustrado

na Figura 6.22a.

Mantendo a malha do contorno fixa, a convergénciarmwbdelo convencional foi

avaliada refinando-se a malha das superficiessdarf e avaliando a resposta dos KT,
K, e K, ao longo da linha de frente da fissura em fungiaryulod ilustrado na Figura

6.22a. Adotam-se trés diferentes malhas, confolus&a a Figura 6.22b. Em todas as malhas
foram adotados elementos quadrilaterais de apr@@imguadratica. As malhas 1, 2 e 3 séo
compostas respectivamente por 8, 16 e 24 elempatdace da fissura totalizando 144, 288 e

432 pontos de colocacgéo na discretizagdo da fissura

A convergéncia do modelo isogeométrico foi estudiamabém mantendo fixos os
refinamentos das superficies NURBS do contorno.téwdse uma superficie NURBS para
cada face da fissura e as analises foram efetuafiaando-as gradativamente e avaliando a

resposta dos FIK,, K, e K, ao longo da linha de frente da fissura. Optouesergfinar

as NURBS da fissura por elevacdo da ordem polinodaiadirecdo radial. Os refinamentos

foram denominados Refinamento Op$2,q=4), Refinamento 1 p=2,q=6) e
Refinamento 2 p=2,q9=8) e resultaram, respectivamente, 50, 70 e 90 patgamlocacao

sobre as faces da fissura. Os pontos de colocatdie as faces da fissura séo ilustrados na
Figura 6.22c. Note que, ao contrario das analisesancionais onde fissuras de borda podem
ser inseridas em quaisquer regides do contornortar p@ algoritmos de remalhamentos
locais, a insercdo de fissuras de borda em modalgeomeétricos € ainda um problema a ser
resolvido. No presente exemplo a fissura foi prdaplmsente inserida em uma regido para a
qual ndo houve a necessidade de reparametrizadelono

Os FIT foram extraidos a partir da TCD, adotandasedistancias de extracao
utilizadas no exemplo anterior, ou seja, o segynmiio de colocacdo mais préximo da frente

da fissura para o modelo convencionaj 0,775 para o modelo isogeométrico, sengla
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coordenada pamétrica que mapeia a direcdo ra e n=1 a frente da fissura no espe

paramétric.
Malha 1 Malha 2 Malha 3

Corte x,=0

(6)

Refinamento 0 Refinamentol  Refinamento 2

Figura 6.22 —(a) Localizacéo da fissura de borda, (b) Modelovenaionais (c) Modellos isogeométri.

Na andlise do modelo fissure, duas ditintas solicitacbes foram impostas eixo
mecanico: Torcao pura e fle-tor¢cac conforme ilustrado na Figura 6.

Tor¢do pura

Flexo tor¢do
o VTN 5 B P

Figura 6.23 - Solicita¢cBes: Tor¢ao pura dexo tor¢ac

Em ambos os cas, as tensbes cisalhantes foret =1kN/cnf. A Figuia 6.2:@
apresenta a deforme com os deslocamentos ampliados nado proxima a fissura de bo
e também a deformada das faces da fissura parstiasad solicitacoe obtidas com o model

convencional mais refina. Ja na Figura 6.:b 0s mesmos resudos sdo apresentados pal
modelo isogeométrico mais refina
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Torcao pura Torgdo pura
Deformada
Deformada da fissura
da fissura
Flexo torgao Flexo tor¢do
Deformada Deformada
da fissura da fissura

(a)

Figura 6.24 —Deformada locais: (a) Modelo convencional (b) Modelo isogetiné.

No caso da torcdo pi, verificou-se que a assimetria do modelo induzida
presenca da fissura fez corue o eixo apresentasse um empenamento, oocasionou i
interpenetracé das facesissura Para evitar tal situag, o algoritmo par o tratamento d
interpenetracé descrito no topico 2.9 foi adotacEm todas as analis o algoitmo convergiu
com apens 4 iteracGe. Ja no caso da flexo torcdo néo detectada a interpenetracao
matéric em nenhuma regido das superficies de fissura. Sasdion o problema fc
solucionado comperas uma iteragcdo. As Figuras ta e 6.2ta apresentam em escala

cores a desontinuidades de deslocamel|,|, [t,| e |T;| sobreas faces da fissura para
casos de torcdo pura e flexo tor¢céo, respectiva, do modelo convencional mais refin.

Ja as Figuis 6.25b e 6.2b apresentam os mesmos resultados para 0 modgkoiseétricc

mais refinadc
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Figura 6.2€ - Descontinuidades de deslocamento nas faces deafi$3daxo toréo.
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Na Figura 6.25 séo apresentados também os pontmsat®acao que se encontram na
situacdo de contato apds a convergéncia do algodernratamento da interpenetracdo. Note
a semelhanca entre os resultados obtidos com ambosnodelos convencional e
isogeométrico. Note, no entanto, que no caso isnge@o a condicdo de contato foi
identificada em menos pontos de colocagdo do queaso isoparamétrico. Tal problema
pode estar relacionado ao menor niumero de pontosldeacédo sobre as faces da fissura no
modelo isogeométrico. Ressalta-se que, devidaa dal propriedade delta de Kronecker das
funcdes base das NURBS, o algoritmo de tratamemtiotdrpenetracdo das faces da fissura
pode ndo resultar respostas satisfatorias paralosod®geométricos de uma maneira geral.
Isso se deve a razdes semelhantes as discutidagosicdo de condicbes de contorno em
forma forte. Por fim, as respostas dos FIT saosgmtadas na Figura 6.27 para o caso da

torcao pura e na Figura 6.28 para o caso da flexgéo.
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Figura 6.27 K, , K, , K,, versus@ para o caso de torg&o pura.
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Note que apesar das pequenas discrepancias dadesulios FIT a tendéncia global
foi capturada, indicando que as formulacbes conwaat e isogeométrica foram
implementadas coerentemente. Tais discrepancianpedr atribuidas aos refinamentos dos
contornos externos nas proximidades do encontroa@issura, os quais podem nao ter sido
suficientes para a convergéncia das respostas. Aléso, faz-se necessario aprofundar o
estudo em relacdo a metodologias mais precisasapatencao dos FIT, porém eficientes em
termos de custo computacional de modo a viabiasaanalises de fadiga. No caso da torcéo
pura, todos os valores d€, foram positivos, indicando que as restricoes erp@netragéo
foram impostas de maneira coerente. Como no cageasmétrico o nimero de pontos de

colocacgdo sobre a fissura € reduzido em relacaoaso isoparamétrico, discrepancias nas

regides em contato observadas na Figura 6.25 aesultas pequenas discrepancias da

resposta de .
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Figura6.28 K, , K, , K,, versus@ para o caso de flexo tor¢ao.
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Aproveita-se esse Ultimo exemplo para comparar sboccomputacional da analise
convencional e da analise isogeométrica com o M&&. domando os pontos de colocacéo
dos contornos, das interfaces e os da Malha 3sdaré 0 modelo convencional resulta 3294
pontos de colocacdo que equivalem a 19764 gralisesidade (seis por ponto de colocacéo).
J& o modelo isogeométrico resulta 1202 pontos eagho para o Refinamento 2 da fissura

totalizando 7212 graus de liberdade.

Analisou-se o problema em um computador com 12eo8cte processamento de
2.8GHz com memodria fisica (RAM) instalada de 48@Befeito da paralelizacdo da sub-
rotina de construcdo das matrizé¢e€G em memoaria compartilhada via interface OpenMP foli
entdo testado aumentando-se gradativamente o na@mgnmcessos, dhreads de 1 até 24 e
monitorando o tempo de processamento do exemplma Raresolucdo do sistema de
equacdes, considerou-se a sub-rotina intrinsecaSYGda biblioteca MKL -Math Kernel
Library. A DGESV foi desenvolvida considerando programagacalela com memoria
compartilhada e, portanto, utiliza todos os promgsses do computador para a solugao do
sistema de equacbes. A Figura 6.29 apresenta gaedio tempo de processamento do
exemplo obtida com o gradual aumento do nimenhmdadse considerando também ambas

as sub-rotinas de resolucéo do sistema de equacdes.

3500

—e—model convencional

3000 - . s
--modelo isogeomeétrico

2500+
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Tempo (S)
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Numero de Threads

Figura 6.29Evolucéo do tempo de processamento versus o nidedfoeads.

Conforme o esperado, o tempo de processamento diassicamente a medida que o

numero de threads aumenta. No entanto, o decaingentaito mais acentuado no inicio e
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praticamente se estabiliza para um numero de threador ou igual a 12, visto que o
computador utilizado apresenta 12 processadoresseNexemplo o sistema de equacdes foi
solucionado apenas uma vez (caso da flexo torcAppranto, tal ganho é muito mais
expressivo nas analises incrementais iterativagrdgagacdo de fissuras como é o caso da

fadiga com carregamento alternado.

Perceba que, apesar do modelo isogeométrico nesydémas 36,5% do numero de
pontos de colocacédo do modelo convencional, o epiesenta uma consideravel reducdo em
termos de requerimentos de memodria para armazepamatrizes HeG, o0 custo
computacional da analise isogeométrica foi maidrée vezes maior do que o custo das
analises convencionais. Duas sdo as principaissagéra tal constatacdo. As funcdes base
NURBS sé&o calculadas recursivamente e, portantsulteen em um maior custo
computacional. Além disso, visto que o0 modelo isoggtrico apresenta um menor numero
de pontos de colocacédo, € comum aparecer elendistoscidos, para 0s quais as integracoes
numeéricas descritas nos Anexos B e C se tornam sneficientes, necessitando de mais
pontos de integragdo para convergir. A partir deag#io de Bézier, é possivel transformar as
integracdes numéricas sobre as superficies NURBS irgegracdes numéricas sobre
elementos de Bézier (BORDEN et al., 2011). Nesssss; as funcdes base ndo sao mais
calculadas de forma recursiva e o custo computakidas analises isogeométricas pode ser
reduzido consideravelmente. Além disso, Peng et28l17) prop6s uma adaptacdo, para
elementos isogeométricos sobres superficies NURBSnapeamento proposto em Rong et
al. (2014) para elementos de Lagrange triangularegjal permite realizar com preciséo e
eficiéncia as integrais hipersingulares sobre ettose severamente distorcidos, sem ter

problemas com a quase singularidade que surgeegid? em coordenadas polares.
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[/ Conclusoe

A presente tese foi mvada pela dificuldade de aplicar de forma efici a filosofia
de tolerancia ao da nos projetos de engenharia da atualidE sabido da literatu queas
analises de vida util a fadiga permitem preverqor$ otimos de inspecéo e possibilit
reduzir consideravelmente os custos de manut. Além dissc a incorporacao da toleranc
ao dano na fase de concepcdo de componentes esfgumecanics resulta estruturas
mecanismos menos susceptiveis a fe. No entanto, a incorporacdo daosofia de
tolerancia ao dano nas analises numéricas envelvid: projetos atuais de engenharia e»
uma maior integracdo entre os modelos geométrie CAD e os modelos uméricos de
fadiga. Na atualida(, os projetos geométricos ¢ concebidos em programas de C de
maneira muito mais rapida do que os modelos nuogiie fadiga sédo criac, devido as
trabalhosas etapas de geracdo de malhas, inser¢@suras, definicéo de parametros fisit
e imposicdo das condicbes de cont. Além disso, a definicho de geometrias pc
susceptiveis a fadiga requer iteragbes entre [stgietde CAD e analistas de fa,
dificultando mais ainda o proce.

O presnte trabalho eve com: objetivc principa e principal contribuicé o
desenvolvimento de uma ferramenta computac, baseada no Método dos Elementos
Contorno dual (MEC dug, para analises de fratura e fadiga a partir de msdgtomeétrico
de CAD Modelosgeométrico compostos p« superficie NURBS sdo os mais utilizados ¢
projetos de engenha para a modelagem de solii e, portant, foram abordados na prese
tese.No intuito de criar os modelos de analise de maneiiciente a partir dos model
geonétricos de CAD, desenvolv-se uma estratégia de colocacdo que permite tizar de
maneira independente cada uma superficies NURBS quecompdem os modelo:
geométricos atua Com a estratégia propo, a criagdo dos modelos de analist
flexibilizade, uma vez queevitamse as dificuldades no tratamento das conexdes as
superficie, send« tambén possivel analisar modelos geométricos “nao estatiqOutras
contribui¢cdes desenvolvidas no presente trabaltém eslacionadas as analises de prop:
de fissuras baseadas na MFEL. Est-se para o caso tridimensional uma téc
recentemente proposta por Gonzeet al, (2015) para a extracdo dos FIT em probl
bidimensionaic No entanto, optc-se pelastécnicis de correlacé e extrapolagé de
deslocamentos para as analises de propagacédo @esigosimplicidac de implementacié e

baixo custo computacior. Dois critérios de propagacédesenvolvidc para problema
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tridimensionais foram incorporados no contextoatanilacdo MEC dual. Ambos os critérios
sdo mais consistentes para analises tridimensjamaiz vez que consideram a influéncia do
modo IIl de fratura tanto no calculo do FIT equéerdk quanto no célculo dos angulos de
propagacdo. Os modelos numéricos de propagacassdesf, criados de maneira eficiente a
partir dos modelos geométricos de CAD, sdo entdizagdtos em andlises de vida util a
fadiga. Por fim, uma formulacdo isogeométrica do OMHual baseada em NURBS é
apresentada. Um estudo numeérico foi desenvolvidantoto de comparar a formulagéo
isogeométrica com a formula¢do convencional e disituras possibilidades de pesquisa. A

seguir apresentam-se algumas conclusdes sobrmeipais contribuicdes da presente tese.
7.1 Discretizacoes independentes das NURBS

A grande maioria dos modelos geométricos de sotidiisnensionais da atualidade é
constituida por multiplas superficies NURBS, segde a parametrizacdo de cada superficie
é independente das demais. Por sua vez, modeleadmssna formulacdo MEC dual exigem
a discretizacdo apenas das superficies do problemaseja, contorno mais fissuras,
simplificando consideravelmente a criacdo dos nuzdeéé analise de fratura. Uma maneira de
tornar mais eficiente o processo de criacdo € pierpie as discretizacdes de cada superficie
NURBS possa ser independente das discretizacOededsss superficies, sendo essa a ideia
por tras da estratégia de colocacao desenvolviés. S&o as principais hipoteses adotadas no
desenvolvimento da estratégia que garantiram o fasrwionamento da técnica: (i) Cada
superficie possui seus proprios graus de liberdade, ndo existem graus de liberdade
pertencentes a mais de uma superficie NURBS, atano@ade dos deslocamentos do solido
€ garantida pelo carater global do sistema de égsaglgébricas obtido via colocacdo das
equacdes integrais. (i) Os erros numéricos devidsslacunas e as superposicoes de
superficies sdo pequenos caso as lacunas e apaiboes também sejam (iii) Devem ser
evitados pontos de colocacado nas extremidadesugasfisies NURBS para evitar pontos de
colocacdo muito préximos, ou ainda sobre a mesreigdm geométrica, o que faz com que o
sistema de equacdes algébricas se torne singulamg&o distancia assinalada definida no
espaco paramétrico de cada superficie NURBS seranostma maneira eficiente de

identificar os nés e os elementos de extremidadesdperficies aparadas.

No primeiro exemplo do Capitulo 3, comprova-se gaeerros numeéricos devido as
lacunas nas intersecdes das superficies do modaletd, ocasionadas pela discretizacdo
independente das NURBS, sao pequenos caso as damambém o sejam. A partir dessa
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constatacdo, estende-se a estratégia de discietizaqhdependentes para modelos
geomeétricos complexos provindos de uma bibliotecin® gratuita de modelos CAD. O
altimo exemplo do capitulo 3 apresenta resultadoarda analise estrutural elastica a partir
de um modelo cuja representacdo de contorno potipfagl NURBS néo é “estanque”.
Portanto, modelos geometricamente “ndo estanquedérp ser analisados desde que as

lacunas e superposi¢cdes nas conexdes das suekidiRBS sejam pequenas.

Para problemas de fratura com fissuras de bordastata-se que a discretizacao
independente da superficie da fissura e a da $cipeiriterceptada faz com que a intersecéo
discreta fissura-contorno nao seja explicitamerdehecida. Nesse caso, a insercdo e a
propagacédo de fissuras de borda devem ser tratagadir de algoritmos de remalhamento

baseados em tolerancias dimensionais, conformseezlo no Capitulo 4.
7.2 Desenvolvimentos do modelo de propagacéao de fissara

Devido a questdes de facilidade de implementaclaix® custo computacional as
técnicas de correlacdo e extrapolacdo de deslotasnaram adotadas para as analises de
propagacédo de fissuras e de fadiga. No entante;saljue tais técnicas possuem limitacdes
com relacdo a precisdo das respostas dos FIT. Woente técnica desenvolvida por
Gonzalezet al, (2015) para a extracdo dos FIT em problemasneidsionais apresentou
resultados tdo precisos quanto os obtidos por ragtbdseados em energia como a integral J.
No entanto, a técnica, denominada técnica de aflstdeslocamentos, resulta um custo
computacional reduzido em relacdo a integral Jpidaente tese a técnica foi estendida para
problemas tridimensionais conforme descrito nodopt.2.3 do Capitulo 4. Dois exemplos
foram utilizados para estudar a técnica e os wmadndt obtidos foram comparados com
respostas de referéncia analitica e numérica eéi@nagom as respostas obtidas pelas técnicas
de correlacdo e extrapolacdo de deslocamentos. Upaaadistribuicdo circular de pontos

internos a uma distancia da frente da fissura, percebe-se que as respdatéé&cnica se
tornam menos dependentes dguando se consideram ambos os term()s’/z) e O(r) da
expansao assintética dos deslocamentos. A congétedos termos da expansdo de ordens
superiores aO(r) resulta no mau condicionamento do sistema retangld equacfes da

técnica, impossibilitando a determinacdo da maiseudoinversa. Conclui-se que a técnica
proposta é ainda dependente da distancia de extragé portanto a técnica da extrapolacao

de deslocamentos foi utilizada nas analises deagamgéo.
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Em problemas com fissuras de borda, a discretizaéaoconforme da superficie da
fissura com a superficie do contorno interceptadocbm que a curva discreta de interseccao
nao seja explicita. Nesse caso, os algoritmosrdalramento devem ser baseados no célculo
de distdncias minimas e em tolerancias dimensia@iforme descrito no tépico 4.4 do
capitulo 4. O algoritmo de remalhamento apresenéadatremamente simples e, portanto,
possui algumas limitacbes para analises de profiagde fissuras de borda. No entanto, a
ideia de remalhamento baseado em tolerancias diomais pode ser incorporada em
algoritmos de remalhamento local adaptativos, o po#e melhorar consideravelmente a
robustez dos modelos de analise de propagacdo.aAmks simples, o algoritmo de
remalhamento local implementado possibilitou tar#toinsercdo quanto as analises

incrementais de propagacao das fissuras de bosdexemplos estudados.

Os critérios da maxima taxa de liberacdo de energi@ Schollmann foram utilizados
para determinar o FIT equivalente e o caminho dpggacéao das fissuras. Com 0s mesmos, é
possivel levar em consideracéo a influéncia do nibdte fratura nas analises de propagacao
em modo misto. Para ambos os critérios, o anguldeflexdo é determinado originalmente
com base no métodBolden Sectiono qual € um método de otimizacdo aplicavel adaac
univariaveis, como é o caso da taxa de liberacdemimgia e da tensdo principal de
Schdéllmann em fung¢é@o do angulo de deflexdo. O nodBmlden Sectioise mostrou eficiente
para a determinacdo do angulo de deflexdo, umgweon mesmo nao depende da existéncia
das derivadas das funcdes objetivo, as quais nempreesdo de facil obtencédo. Além disso, o
método convergiu sempre para os minimos globaidraledo intervalo de busca, nao

apresentado problemas com os minimos locais.

7z

O angulo de torcado, definido para o critério dedokann, € imposto no vetor de
propagacdo a partir de deslocamentos transverstigsuia, obtidos com uma formulacao
variacional unidimensional, definida sobre a linda frente da fissura. A formulacao
variacional, originalmente desenvolvida em Per@fH0) para o MEFG, foi adaptada para o
contexto da formulacdo MEC dual. A formulacdo wv@daal se assemelha a de uma viga sob
base elastica, porém as constantes elasticas titpstésdao adotadas em funcdo do
comprimento do elemento de frente da fissura, deloma evitar que as respostas de
deslocamentos transversais a fissura dependanodskntes elasticas. Com o MEC dual, os
FIT ndo sao calculados sobre as posi¢cdes noddisrda da fissura, mas sim sobre a projecao
dos pontos de colocacdo dos elementos descontsobos a frente da fissura. Sendo assim,

os graus de liberdade de deslocamentos transveesaeda elemento de frente da fissura séo
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independentes dos demais e podem ser obtidosiaderhatriz de rigidez local do mesmo.
Por fim destaca-se que em situacdes de modo ni#id,la consideracdo do angulo de
torcao do critério de Schéllmann pode resultarostgs mais condizentes de propagacdo. No

entanto, o parametrg? que escalona os deslocamentos transversais pfidenmar as

respostas de propagacao conforme apresentado mplex4.5.4.
7.3 As analises de fadiga a partir dos modelos de CAD

Nos modelos de fadiga acopla-se o algoritmo de ggagdo a equacdo de Paris-
Erdogan para determinar a vida util a fadiga de @iltlo de componentes contendo defeitos
preexistentes. Nos problemas tridimensionais, ag&@o do FIT da equacao de Paris-Erdogan
pode ser considerada como a variagdo do FIT eguiteaem cada ponto da frente da fissura.
Os critérios da maxima taxa de liberacdo de enexgile Schollmann sdo adotados para
descrever as envoltorias limites da propagacaeeaistdo problema numérico, reescreve-se a
equacao de Paris-Erdogan em sua forma discreteréddfas finitas) e desenvolve-se um
equacionamento alternativo que permite determinaida Util & fadiga de maneira mais
eficiente. O procedimento iterativo desenvolvidotépico 2.9 para evitar a interpenetracao
das faces da fissura foi adotado para andliseadigaf com carregamentos alternados. O
algoritmo apresentou resultados satisfatérios,aromd pode ser observado no exemplo 5.1.
O ultimo exemplo numérico do capitulo 5 apresentaa uanalise de fadiga de uma
engrenagem mecanica cujo modelo geométrico foidobé partir de um arquivo IGES
provindo de uma biblioteca online gratuita de mod&lAD. A possibilidade de discretizar as
superficies NURBS do problema de maneira indepaadero algoritmo de remalhamento
local baseado em tolerancias dimensionais parseag@io e propagacao das fissuras de borda,

flexibilizaram a criacdo dos modelos de analisegrdpagacao de fissuras por fadiga.
7.4 Formulacédo isogeométrica do MEC dual

A formulacédo isogeométrica do MEC dual, apresentad&apitulo 6, € uma extensao
da formulacdo convencional, substituindo os eleosertonvencionais de Lagrange por
elementos “isogeométricos”, definidos sobre o espmagamétrico das superficies NURBS. O
estudo da formulacdo isogeométrica do MEC dualsamtado nessa tese foi apenas uma
investigacao inicial, ndo sendo possivel apontatrimicdes. Discussdes sobre os resultados
obtidos e propostas para futuras pesquisas sobmellecdes isogeométricas de elementos de

contorno para problemas de fratura sdo apresemadaapitulo 8.
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8 Propostes para a continuidade da pesquis

Nesk capitul, propden-se basicamente duas vertentes para a continuida
pesquisa: Apmoramentos para formulacdo convencional do MEC dual e
desenvolvimento dinovas formulacbes isogeométricas do MEC « A importancia de
primeira vertente j4 foi bem destacada ao longdedto da teseJaa segunda vertente
importante, poi tem opotencial para interar de maneira completa os modelos geomét
de CAD com os modelos numéricos de fa, 0 que resultaria ferramentais computacio
mais eficientes para os projetistas definirem geéonasepouco susceptiveis a fad Ambas
as abordage, convencional isogeométric, desenvolvidas no presente trabalho aprese
limitagbes, as quais podem ser o ponto de part@a @s duas vertentes propo:
Apresentar-se algumas sugestdes para melhorias da formulacdemional do MEC dual
visando torn-la mais obusta para analises de fadiga tridimensioDiscuten-setambémas
possibilidades e dificuldades para o desenvolvimdetformula¢des isogeométricas do M
dual baseadas em NURBS -splines, que possuem estrutura quadrilateral, eef-Sabin
Splinese Subdivisdo de superficicque possuem estrutura triang.

8.1 Desenvolvimento de formulacdes isogeométricas do NElual

Apesar do potencial das formula¢des isogeométrioaBIEIC dual para integrar «
modelos de CAD com os modelos de analises de fedesafios ainda devem ser supere
para que o objetivo seja alcancacOs principais desafios sdo: O tratamento da esiabli
das fundes base (superficie NURBS aparade (Ver Marussig & Hugue, 2017), a inserca
e o0 rastreamento da propagacéo deras de borda sem a reparametrizacdo do modelc
Peng2016), orefinamento local nas regibes do contornerceptado pela fissura de bc,
proximas a ponta da fissue a reducdo dos custos computacionReducdes no cus
computacional das analisisogeométricas de elementos de contorno podembsieias corn
os chamados métodos rapidos de elementos de co! Formulagbes isogeométricas
elementos de contor para problemas elasticos e de potencial foram rackle a partir d
método ACA ns tralalho de Marussig et al. (2015 Campo et al. (2017), respectivamen
O método ACA também foi adotado para acelerar midtacdo convencional do MEC dt
em problemas tridimensionais de fissuras no traball Aliabadi & Benedetti (200€
Portantt o ACA aparent ser um método viavel para ser adotado em formuk

isogeomeétricas rapidas do MEC du
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Apenas dois recentes estudos abordando formulasdgeométrica do MEC dual
foram encontrados na literatura: Peng et al. (20E/&®eng et al. (2017b). No primeiro
trabalho, o objetivo de integrar as analises da Mé&&n os modelos geométricos de CAD foi
alcancado para problemas bidimensionais, nos qaaismodelos isogeomeétricos sdo
constituidos por curvas NURBS. No segundo trabalimrda-se a formulacdo isogeométrica
tridimensional do MEC dual baseada em superficlg®RBIS, porém ndo sao apresentadas
propostas para resolver o problema da propagacdssigas de borda, essenciais para as
analises de fadiga. O maior problema no tratameasdfissuras de borda é o rastreamento de
uma linha de descontinuidade evolutiva que reptasanintersec¢cdo do contorno com a
fissura de borda. Alem do problema da descontitigidé necessario adotar refinamentos
locais nas regifes onde o contorno é interceptatiofijgsura. Formula¢des isogeométricas do
MEC dual baseadas em outras tecnologias CAD comd-gdines, as Powell-Sabin B-

splines e a subdivisao de superficies ainda n@mfapresentadas na literatura.
8.1.1 Considerando superficies NURBS e T-Splines

As superficies NURBS sé&o, na atualidade, a teciol@AD mais utilizada em
projetos geométricos de engenharia. Por esse masvauperficies NURBS foram escolhidas
no presente trabalho como base para o estudo roamdmicial sobre formulacbes
isogeométricas do MEC dual. Outra tecnologia quepser utilizada para o desenvolvimento
de formulagBes isogeométricas do MEC dual sdo aplifies, as quais podem ser
consideradas uma generalizacdo das NURBS (SEDERBHERG). As principais vantagens
das T-splines sobre as NURBS séo as facilidades nefinamentos locais, que podem ser
importantes em problemas de propagacédo de fissierdsordas, e a possibilidade de criar

modelos isogeométricos “estanques”.
8.1.2 Considerando Powell-Sabin B- Splines e Subdivisa@ guperficies

As analises de fissuras de borda com o MEC dualeregn que a discretizacdo do
contorno, seja ela convencional ou isogeométriegga €onforme com o caminho da
intersecc¢do da fissura de borda com o contornoabriio é conhecido a priori. Sendo assim,
as NURBS e as T-splines podem ndo ser a melhodhaspara o desenvolvimento de
formulacdes isogeométricas de fratura discreta pggque tanto as NURBS quanto as T-
splines possuem estrutura quadrilateral, o queutii a flexibilidade para o remalhamento
necessario para rastrear a propagacao de fisddlas, 2016). Tecnologias CAD que sejam
baseadas em triagularizacbes, como as Powell-Bapptines (POWELL & SABIN, 1977) e
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a subdivisdo de superficies (CATMULL & CLARK, 1978fio mais apropriadas para o
desenvolvimento da formulacdo isogeométrica do MH@al, pois flexibilizam o
remalhamento local necessario nas analises de gag@a de fissuras de borda. Exemplos
recentes de formulagbes de fratura com o MEF afiip Powell-Sabin B-plines sao
apresentadas em (MAY, 2016). No entanto, os autmagntam que s6 existem algoritmos
para geracao de Powell-Sabin B-splines bivariadgsoganto as analises se restringem a
problemas bidimensionais. No contexto do MEC dsafumcdes base de Powell-Sabin B-
splines bivariadas podem ser utilizadas para asatrisdimensionais de fratura. Por sua vez,
formulagdes de elementos de contorno e de acoptarM#aC-MEF baseadas em subdivisédo
de superficies foram apresentadas recentementeatathos de Bandara et al. (2015) e Liu
et al. (2017) onde foram abordados problemas deizzsCao eletroestatica e de acoplamento
acustico estrutural. Problemas de fratura aindafoBam abordados com a subdivisdo de

superficies.
8.2 Aprimoramentos da formulacé&o convencional do MEC dall

Nesse topico, apresentam-se algumas possibilidqzatesa continuidade da pesquisa
no intuito de aprimorar a formulacdo convencior@MEC dual para as analises de fadiga e
fratura. Apesar de limitar a integracéo entre paogs de CAD e analises de fadiga, as etapas
de geracdo de malhas de superficie, necessarias gpdormulacdo convencional, séo
consideravelmente mais simples e viaveis do queracgo de malhas volumétricas, tornando
a lacuna entre analises e projeto menor. Além déssstratégia de colocacao desenvolvida na
presente tese flexibiliza ainda mais a criacaondlodelos de analise uma vez que permite que
cada superficie NURBS que compbe os modelos CAR ségcretizada de maneira
independente. Quatro propostas séo apresentadas gamelhoria da formulagcéo
convencional: Incorporacdo do Méto#tace Offsettingpara rastrear evolucdo da fissura,
remalhamentos adaptativos para superficies intexdap por fissuras de borda,
remalhamentos de borda com elementos curvos deorlean e a implementacdo de um

modelo coesivo de fadiga.
8.2.1 Incorporacdo do MétodoFace Offsetting para rastrear a propagacao

Nos problemas tridimensionais de propagacdo pdgdads superficies de fissura
podem evoluir para formas complexas e, no conteximérico, as discretizacbes devem
acompanhar tal evolucdo garantindo a forma regdéar elementos e o maior grau de

refinamento na frente da fissura. Portanto, o acophto de métodos de rastreamentos
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robustos pal as superficiss evolutivas, como é o caso métod( face dfsetting com a
formulacdo convencional do MEC dual € uma propogtressante pe a continuidade d.

pesquisa.

7

O método face offsettin, introduzido por Jie (2007), € uma técnica numeéri
utilizada para rastrear explicitamente a evoluc&o sdperficies discrel definidas pol
triangularizacde. E um método alternativo ao métoLevel Setno qual as superficies s
rastreadas de maneira impliciAs vantages doface offsettin em relacéo ¢ Level Setéo a
possibilidade de captur mudancas bruscas de direcdco fato do mesmcpode ser
generalizado para superficies classificadas cnor-manifolc, ou seja, supecies que
guando discretizad em triangulo podem apresent uma arestique pode pertencer a me
de dois triangulos omo € o caso d superficies de fissuras ramificadaDe acordo com
método, uma triangularizacéo inicial de uma supierfbode evoluir propagando as face:
extremidade e ronstruindo os vértices da interface que se movartr ple uma analise (
autovalor em cada vértice, permitindo movimentasnadgs e tangenciais simultaneamente
método também redistribui 0s vértices da superfiiemaneira a manter ou melhors
qualidade da discretizacdo inicial ap0s a evolugdo édéamcheca a auto intersecdo
superficie.Pereira (2010) estendeu a formule doface offsettin para rastrear a evolugéo
frente de fissura em simulacdes de propagacaosdardi no contexto do MEF O autor
utilizou os conceitos « face offsettin para delimitar o avanco da fissura e evitar a
intersecdo da fissL devido & mudega de orientacdo (ver Fig.1). O autor també prop6s
um algoritmo paratualizar e otimiz: a discretizacdo da frer da fissura evoluic (ver Fig.
8.2).

co= dy 1 xd3 1
c1 = dy1Xp3 1+py 1 %Xd3 g
¢y = P2 1%XP3 1
z crack front
T (n2 ) ) avoids the reversal of the orientation
e} (B*cr+Ber+eo) =0 W )
of crack front faces

Figura 8.1 algoritmo para evitar a inverséo da frente da fa (PEREIRA, 201C.



251

Tais algoritmos podem ser facilmente aplicaveisartexto da formlacdo MEC dua
e contribuiriam para un maior robustez do métodNote qui, no caso do MEC du, os
vetores de propagacao séo definidos para a progeExgiipontos de colocacédo sobre a frent

fissura (Ver Fig. 4.13). Sendo assim é necessatiamlar o vetoid; para os veértices ¢

frente dafissura antes de efett a evolugcéo da fissura de acordo com os conceitcface

offsetting.
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Figura 8.2 Atualizagdo da frente da fissura e otimizacdo didhande frente da fissL (PEREIRA, 201(.

8.2.2 Remalhamento: adaptativos para tratar fissuras de bord:

Algoritmos de remalfmento local adaptativos, como o ilustr a direita da Fig. .3
para uma anali: de propagacao de fissutlem um problema bidimensiol via MEF, poderr
ser utilizados para remalhar o contorno iceptado el anélists depropagacéo dessuras di
borda com a formulacao tridimensional do MEC dNote que as técnicas bidimensior
podem ser utilizadas para remalhar o espaco paiemég superficie NURBS intercepte
pela fissura, desde que seja conhecida a curvantdecéptacdo no espaco paraméti
Perceba ainda que o contexto das discredes independentes colabora para a estraté(
remalhamento adaptati, uma vez que a malha da superficie interceptadafigslara pode
ser atualizada sem que seja necessario alterarltea rdas outras superficies NURBS

problema
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Remalhamento bruto Remalhamento adaptativo

Figura 8.3 Atualizacéo da frente da fissura e otimizacdo da mallieedte da fissui (KHOEI, et al.2008.

Deve-se salient;, no entant, que a obtencdo de ur a curva paramétrica (

interceptacéd exatando é uma tarefa simp. Isso por que, ao longo de uma anénuméica

7z

de propagacdo, s6 € conhe, no espaco fisiccR®, os trechos retos da cu de
interceptacéo discreta. Utilizando o algoritmc inversdo de pontos (PIEGL & TILLEF
1995)é possivel obter a curva paramétrica de intercépteiscreta, a qual pode ser o po
de partida para o desenvolvimento do remalhameddptativo da superficie intercepte
pela fissura de bord

8.2.3 Remalhamentos de bord comelementos de alta ordel

O remalhamento de borda bruto implementado no pretrabalho(semelhante ao ¢
Figura 83 a esquerda) possibilita apelanalisis comelementos planoNo entant, sab-se
gue tais elementos result uma baixa taxa de convergéncia para a analise adepnas
geometrias curvas e, porta, a utilizacdo de ementos de alta ordem pode trazer benef
para as analises. Devido a discretizacao independias superficies NURBS, a intersec
do contorno com as fissuras de borda ndo é newessate definida no modelo discretc
portanto,o algoritmo teve gL ser escrito em termos de tolerdncias dimensioRaisa tant,
se utilizou o conceito de minima distancia euchdiantre retas ncspagco e entre ponto
triangulono espaco. No caso de elementos de alta (, devem ser avaliadas as minin
distancias ntre curvas e entre ponto e superficies polinommisespaco, as quais r
possiem solucbes analitic. Nesse cas, devem ser utilizados algoritmos de otimizac
como o Golden Section, poxemplo, para determinar as dncias minimas e possibilitar

desenvolvimento do remalhamento de borda com el@wentvos de alta orde
8.2.4 Incorporacao de modelos coesivos de fadi

O dltimo aprimoramento proposto diz respeito a lipomcao de um modelo coes

de fadigano contexto da formulagdo MEC dual pia deteminacé« do numero de ciclc
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necessarios para nuclear uma fissura. Dessa ma@giassivel determinar a vida util total a
fadiga, ou seja, numero de ciclos para nucleara p@pagar a fissura. O modelo coesivo de
fadiga em modo | com duas variaveis de dano propustrabalho de Park et al. (2011) pode
ser estendido para problemas de fadiga em mod® migtcorporado na formulagdo MEC
dual. No modelo original em modo |, uma variaveldd®mo é associada as tensdes coesivas
normais e a outra € associada a abertura normig@slaa e leis de evolucdo séo propostas
para tais variaveis. O modelo é capaz de reprasentarater irreversivel do processo de
danificacdo devido ao carregamento ciclico, os rferscrack closureeffect e crack
opening effecte seus parametros sao facilmente correlacionados as parametros da
Equacédo de Paris-Erdogan. No caso de fadiga em mado, mais variaveis de dano devem

ser acrescentadas a formulacdo sendo essa a slltgaatdo para a continuidade da pesquisa.
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Anexo A: Teoria da elasticidade linear

Entre as teorias empregadas em andlises de mechrscsolidos pode-se destacar a
teoria da elasticidade linear, a qual € adequadad®screver o comportamento estrutural de
sélidos em regime de pequenos deslocamentos eqdernmees deformacdes. Apesar de muitas
vezes ser necessario o conhecimento do comportardestmateriais além da fase elastica, a
teoria da elasticidade fornece fortes subsidios mpardesenvolvimento de teorias mais
abrangentes que tratam o processo de mudancadkzrap material. Além disso, a teoria da
elasticidade, seja a teoria linear classica ouoaatehiperelastica de Green, € a base para

formulacdes numéricas de elasticidade baseadasfoadvho MEC.

Neste anexo apresentam-se 0s conceitos basicos mefinicdo dos Problemas de
Valor de Contorno (PVC) da teoria da elasticidadedr classica, tais como a cinematica
linear valida para pequenos deslocamentos e pegjuefiarmacdes, o conceito de tenséo de
Cauchy, as equaces de equilibrio dos pontos ra@teria relacdo constitutiva obtida a partir

da lei generalizada de Hooke para materiais iso§.0p
A.1 Cinematica linear

Cinematica é o estudo da mudanca de forma dosos6idm necessariamente se
preocupar com os fatores externos que causaramutidnca. Para introduzir os conceitos da
cinematica linear considere um sélido qualquerlidado como um meio continuo definido
em um dominioQ fechado por um contornb. Cada um dos pontos do solido definidos em
um espaco Euclidiano pode ser entendido como umopomaterial. O estudo do
comportamento mecéanico de sélidos é baseado nasstas de vetor de deslocamentos, de
tensores de deformacdes e de tensores de tensdeadanum de seus pontos materiais,
devido a acdo de forcas externas. Fixando no espagD base ortonormal de versores

unitarios e, e, e e, € possivel descrever geometricamente o solidospage Euclidiano

conforme ilustra a Figura A.1.

Cada ponto material pode ser representado por won pesicdo X pertencente ao

dominio Q do sélido, resultando na seguinte descricdo Lagama: X = X e +X,e + X, g

ou aindaX ={X,,X, ,X3}T. Durante o processo de mudanga de forma, os pdoteslido

podem se mover de suas posi¢des inidajsara ocupar uma nova posicao, ou posicao atual,
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x(X,t) na configuracdo deformada para um dado instanteemeot pertencente a ul

intervalo temporal ={tOR/0<t<T}.

|:> Q€R3

Figura A.1 —Solido descrito no espaco Euclidiano tridimensi.
A posicdo atual também pode ser descrita no messpace Euclidiano com
X=X +X,& + X, ou aindax={x,,%,,%} . A diferenca entre as poses iniciais e atual
dos pontos materiais definem um campo vetcu(X,t) =x(X,t)-X que descre\, para

um instantet, os deslocamentos sofric pelos pontos materia X durante a mudanca

forma.

A descricdo ‘agrangeana do vetcu pode ser apresent: para um dado pon
material como: u=(x-X,)e +(%-X,)e+(x%-X)e={yu } . O campo di
deslocamento:u(x,t) englobamovimentos de corpo tido, compostos por translagoe:

rotacdes do corpo como um todo, e também possiwaigncas de forma do sélido referi
como deformacdeA definicdo de uma medida de deformacéo valida patas os pontc
materiais do dominio do sélido é fundamentaa o estudo da mudanca de for

Uma important hipétese para a definicdca grandeza tensorial que repnta a
medida de deformacdo dos pontos materiais estédaetala com a magnitude do campc

deslocamentos observada durante o processo de gaudanforma. No caso de peque

deslocamentos u(X,t) << X, uma relagédo linear pode ser aferidare o vetor de

deslocamentos a medid: de deformacédcNessas circunstancias, de-se como medida ¢
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deformacéo Lagrangeana o pseudo tensor de defoesidgiear £, o qual pode ser

apresentado como:

£=0%u zl(DuT+Du)
2 (A1)

&i :%(‘M +Lh)

Em que o operaddrl® representa a parte simétrica do gradiente aplisalia o vetor
de deslocamentos. Vale apena enfatizar que o telesdeformacdes linear definido em A.1
ndo atende requisitos de invariancia. Esse fendmtmbém conhecido por falta de
objetividade, implica que a medida de deformacateptepender do referencial adotado. No
entanto, para o caso de problemas de mudanca m@ fwbe a hipétese de deslocamentos
infinitesimais, o tensor de deformac6es linga€ uma medida de deformacédo objetiva, e,

portanto, adequada para as analises.
A.2 Tensodes e equilibrio

Valores ndo nulos das componentes dos tensoresfdanécado evidenciam que 0s
pontos materiais do sélido apresentam movimengdivel uns aos outros, 0 que acarreta no
aparecimento de forcas internas. Em problemasmusao aparecimento de forgas internas
esta relacionado com a acao de forcas externasadpti sobre o soélido. Parte dessas forcas
atua diretamente no dominiQ do sélido e sdo representadas pelo campo vetbride
forcas de dominio, tais como as forcas gravitagsomaeletromagnéticas. Outra parte das
forcas externas € aplicada em regides especiftcasrtornol” do solido conforme ilustrado

na Figura A.1.

A distribuicdo das forgas internas pode ser remtesla definindo-se um tensor de
tensdes. Para o caso da elasticidade linear, Haaqe@nfiguracéo inicial e a configuracéo
atual do solido se confundem, é interessante admi@o medida de tensdo o tensor de
tensbes de Cauchy, o qual é definido sobre areas infinitesimais araiguracdo atual. Cada
ponto material do sélido pode ser entendido como alemento cubico de dimensfes

infinitesimais com faces paralelas aos planos fdoagelos versoreg da base ortonormal.
As nove componenteg; do tensor de tensdes de Cauchy atuam sobre asdasegpontos

materiais caracterizando estados de tensédo pocuaisrme ilustra a Figura A.2.
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Na auséncia de torques pontuais no dominio doasdicequilibrio de momentos |

ponto material resulto; =0, . Ou seja, o tensor de tensdes de Cauchy é sim Desse

maneira € possivel caracterizar o estado de teamaam ponto nterial conhecendo apen

seis das nove componenteso.

"3

Figura A.2 —Estado de tensédo em um ponto material do <.

Para que um sdlic de dimensdes finit esteja em equilibrio & necesséario qu
balanco de momentum lin¢ (terceira lei de Newton) seja atendido em todogp@stos

materiaisdo mesm a qualquer instante de temt:

Oo+b=pl0 paratodx1Q

o;; th=p4 (A.2)

Em qu¢p é a densidade de massa no ponto matib é o vetor de for¢cas de domir

e U € o vetor de aceleragbes do ponto material. O pooiditerno (contracado simples)
operador gradienJsobre o tensor de tedes resulta no vetor divergente que somad
forcas de dominio representa o vetor de forcaslteede no ponto mater. Para que
equilibrio seja satisfeito € necessario a que as forcas internas se igualem as fo
externas nas superficies do contorno. Em outraviza, € necessa que o ensor de tensoe
o, projetado na direcdo normal a superfI’ nos pontos adjacentes ao contorno, seja

ao vetor de forcas de superfit atuantes nesses pon

o.n=t paratodxOr

an =t (A.3)
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A equacao A.4 é também conhecida como equilibrisugerficie de Cauchy na qual

n € o versor normal a superficie no ponto X (I . Para que o PVC seja bem definido é

necessario conhecer as forcas de domiiatuantes e também as condicbes de contorno
impostas sobre as superficies do sélido. A depetaecondicbes impostas sobre o contorno
', 0 mesmo pode ser subdividido em duas partesidiste complementares denominadas

r,er; talquer ,Ur,=rer,Nr,=0. A partel", esta associada com as chamadas

condicOes de contorno de Dirichlet, na qual desterdos prescritosl sdo impostos. Ja a

partel; esta associada com as chamadas condi¢des dentodeéoNeumann, na qual forgas

de superficiet sdo prescritas. As condicdes de contorno classloasPVC podem ser
resumidas como:
=u para todx O, e [l

u
_ (A.4)
on=t=t paratodoxOl, e [l

A.3 Relacbes constitutivas

Relagbes constitutivas relacionam de alguma mameg@didas de tensdo as medidas
de deformacdo. De maneira geral, as relacfes tudivets podem ser expressas em formas
integrais (hiperelasticidade), diretas (elasticalatissica) ou ainda diferenciais (formulacdes
implicitas). No caso da elasticidade classica eginte de pequenos deslocamentos e
pequenas deformacdes, todas as medidas de deformaedtensédo se confundem e a relacao
constitutiva pode ser expressa diretamente atrdaélei de Hooke generalizada. A lei de
Hooke generalizada prediz que as componentes dortele deformacdes sdao combinagdes
lineares das componentes do tensor de tensbesseeviersa. Essas relagcbes podem ser

expressas por tensores de quarta ordem operande ssbtensores de tensdo ou de

deformacéo.
e=C:.o (A5)
& =Cy 0y .
o=D:¢ (A6)
0, =Dy, & .

sendo os tensores de quarta ordéme D denominados, respectivamente, tensor de
flexibilidade e tensor de rigidez, ou ainda, tender compliancia e tensor de constantes

elasticas. Para o caso geral de materiais anig8trop tensores constitutivos contém 81
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termos, os quais sdo funcéo apenas da direcacedasr®s da base ortonormal de referéncia.
Devido a simetria dos tensores de tensédo e dendafdo o niumero de termos independentes
dos tensores constitutivos diminui para 36. Comam#o ainda a simetria dos proprios
tensores constitutivos, demonstrada através deipiois energéticos, esse namero diminui
para 21 termos independentes. Esse é o numero méténconstantes independentes
necessarios para descrever o comportamento elisgen de qualquer material anisotrépico.
No caso especifico de materiais isétropos, os teasmwnstitutivos podem ser descritos por
apenas duas constantes independentes, a saber,daomie Young, ou moédulo de
elasticidade longitudinali , e o coeficiente de Poisson A lei de Hooke generalizada pode
ser escrita para materiais isotropicos de formaisanem notacdo dyadica ou em notacdo

indicial, conforme apresenta a Eq. A.7.

szzio—étr (0)!
H (A7)
1

g =——0, -

ij _ﬂ O

I

m|<

sendo u= E/2(1+ v) a constante de Lamé comumente denominada de mddkilo
elasticidade transversal @ o delta de Kronecker. De forma inversa reescreva-kei de

Hooke para materiais isotropicos como:

a=Atr(g)l +2.&
g; :/]gkka_ij +2:u£ij

em qued =vE/(1+v)(1- 2) é a outra constante de Lamé.
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Anexo B: Integrais regulares

Para a construcdo das matrizes de influéncia qog@®m o sistema de equagdes
algébricas do MEC dual se faz necessério avaliantegrais das equagdes 2.42, 2.43 e 2.44

sobre as superficids, dose=1--- NE elementos que discretizam o contorno. Caso o ponto
de colocacdoy ndo pertenca a superficle, do elemento as integrais serdo regulares, ou

ainda ndo singulares, e poderdo ser tratadas roam@nte através de quadraturas de
integracdo conforme apresentado a seguir. Vistoogugicleos integrais das equacdes 2.42-
2.44 nao sao funcdes polinomiais, as respostas ruavéndo serdo exatas e poderao
apresentar erros. De maneira geral quanto mai®gal integracdo forem adotados, menor
sera o erro e maior serd o custo computacionatado de o ponto de colocacédo estar distante

da superficie de integragdo,, os nucleos integrais apresentaram comportamereese
poderdo ser integrados com poucos pontos de ig@mr& medida que a superfidie, do

elemento a ser integrado se aproxima do ponto ldeagio a natureza singular do mesmo faz
com que 0 comportamento ndo seja suave, mesmm @S0 das integrais regulares. Sendo
assim, o numero de pontos de integracdo requepid@s obter um erro numérico aceitavel

pode aumentar consideravelmente. Nos topicos BA,eBB.3 apresentam-se as técnicas
baseadas em quadraturas numeéricas adotadas naotpreabalho para proceder as integrais
regulares sobre elementos isoparamétricos quatelat e triangulares. No caso

isogeométrico, onde as superficies sdo descritapaiohes, as integrais sdo procedidas de
maneira semelhante ao apresentado para o castedwnos isoparamétricos quadrilaterais.
Por fim, no tépico B.4 é apresentada uma estratégieo adaptativa para definir

automaticamente o numero de pontos de integracéessdios para proceder as integrais

sobre os contornoS, considerando erros numéricos aceitaveis.

B.1 Integracéo sobre elementos quadrilaterais

No caso do elemento a ser integrado ser um elemsoparamétrico quadrilateral,

como aqueles apresentados nas Figuras 2.3(c) €),2a3(dntegrais sobre a superfidig

podem ser escritas no espaco paramégjgé, como:

11

JKlyx(&.6))ds =] [K { x (6.£,)) (68 &, (8.1)

S -1-1
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em que as componentes dos nucleos integfgiedem ser iguaisd; N e T, N“ ou D,;N*
e §; N" a depender da equagdo integral considerada. Cenmiesvalos de integracdo dos

elementos quadrilaterais séo @el, ]] € possivel integrar B.1 aplicando diretamente a

guadratura de Gauss Legendre:

11 Ng Ng

[TKEx(&8)I(EE) daas, =D Y K [y x (61.61)) (ent) ww (B2

-1-1 i=1 j=1

em queNg é o numero de pontos de Gauss nas diregpesé, , W, W, Sa0 0s pesos da

quadratura e&',&,' sdo as coordenadas homogéneas dos pontos de GRUSSPACO
paramétrico. O procedimento de integracdo numéeica elementos quadrilaterais via
guadratura de Gauss permite calcular as integéaissimgulares mesmo no caso do ponto de

colocacaoy estar relativamente proximo da superfi€ig do elemento. Nesses casos o erro

numeérico da integracédo pode ser controlado aumaots& 0 numero de pontos de Gauss.
B.2 Integracéo sobre elementos triangulares

Quando o ponto de colocacéo se encontra consideravie distante da superficie,

, € 0 integrando apresenta comportamento suaveegracao sobre elementos triangulares
via quadratura de Hammer apresenta-se como umanaite eficiente. Nesse caso, as

integrais sobre a superficie, podem ser escritas no espago parameégjxé, como:

[ X (EE)IT =] [K b x (£.6) I(6,6) de e,

e (B.3)

Nh

1K(y,x (&.&))3(&.&)w

em queNh é o numero de pontos de Hammer, sdo os pesos da quadraturéliefzi séo
as coordenadas homogéneas dos pontos de Hammepago eparamétrico. No entanto, o
maximo numero de pontos de Hammer permitido pedaligquura éNh=13. Sendo assim, a
medida que a superficiE, do elemento a ser integrado se aproximayde integrando
comeca a apresentar gradientes que fazem com jqne isecessarios mais do qli@ pontos

para proceder a integragdo numérica de maneirdspreNesse caso deve-se acoplar a

guadratura de Hammer a técnica de subelementacéauieira a permitir um maior nimero



de pontos de integracdo. A técnica da subelementpgdpdem que o elemento a

integrado seja dividido erNs= Nd subelementos triangulares, ser Nd o nimero de

divisbes sobre os eixos paramétricos, conformé&éde na Figura B.1g

& &

Nd ]

§ subelemento »
n2

é:r/l

123 Nd @® NoO global ¢ No local

() (%)

Figura B.1— Técnica da subelementag
em que as coordenadas gloké;,&, dos pontos sobre o subelemento podem ser obtid:
fungéo das coordenadas locé,é,, do subelemenn utilizando fun¢des de forma loce
M, (&4.é,) definidas sobre os nds locais do subelemento (&iBitb). Dessa maneira

integral sobre o elemento triangular € calculadenacoa soma das integrais sobre

subelementos, resultado e

=

1-¢,

[ Ky x(&.&))3(6.,)déde, =

A integracdo sobre elementos triangulares via @iadt de Hammer co

> o'—;
Mz

K (&(&0).&(0)) 9 (a(ai),fz(fn;))vvi} (B.4)

il

I
Ly

subelementagéo permite avaliar as integrais soipericiesl, consideravelmente proxim
ao pontoy. No entantoa medida gie o elemento se aproxima do ponto de colocaca

integrando comeca a apresentar elevados gradient&snica torr-se pouco eficiente dadc

elevado numero de subdivisdes necessarias pandigarboa precisao da integ
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B.3 Integracdo sobre elerentos triangulares em coordenadas polar

Como alternativa a técnica de subelementacdo aye-se nesse tdpico a integrac
em coordenadas polares via quadratura de Gausgs) aggmostrou mais eficiente para o ¢

de integrandos com elevados gradis. No caso dos elementos triangulares, os limige
integracdo no espaco parameétrico nao sao [—1, ]] e, portanto, ndo é possivel aplice

guadratura de Gauss diretamente. Para procedeteggais em elementos triangulares
quadratura de Gauss € interessante primeiramentédeceasa mudanca de coordenadas
espaco paramétrico conforme ilustrado na FiB.2. Todos o0s pontos do espaco paramé

do elemento triangular podem ser descritos em eo@dhs polare p,6. As coordenade

paramétricas cartesianaé;, &, se relacionam com as coordenadas polares c
') :,ocos(é’), ¢, :,osen(6’). Sendo assim, a relacdo entre os diferenciaigehes & dea

por: dé&,dé, = pdpdd, sendop o jacobiano escalar da transformac

v

U
o

A3

(A
J

Figura B.2 - Espago paramétrico dos elementos triangulares erdemadas polar 0, 8.
Definidas as relagdes entre os diferenciais de area do edfsco para o espac
paramétrico cartesiano e do mesmo para 0 espaam@aico em coordenadas polare:
possivel escrever a integral sobre a supell’, do elemento com

2 5(6)

jK(y,x (fl,gz))dre=j jK v x (0.60))3(0.6) pdo (B.5)

e 0 0

em quq&(e) corresponde ao maximo valor (p para um dac € fixo. Para proceder

integral B.! por quadratura de Gauss considere ainda que cautderpolares podem ¢

escritas em termos de varidveis auxiliaié’,,&, como: p=¢&,p(8)/2+p(6)/2 e
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6=¢,m2+m/2. Variando&',,&, no intervalo[-1, ] observa-se que e 8 variam nos
intervalos[o, 2(6)/ 2] e[0, 7772, os quais s&o os limites de integracdo em B.5mAlisso,
os diferenciais das novas variaveis se relacionas diferencias dep e & como:
dpd@z,b(e(fz*))ﬂdfl* ds, /4. Considerando as variaveis auxiliares € possive&ioe

proceder a integral sobre o elemento triangulaguedratura de Gauss:

[K{yx(&.&))dr. =ij bx(&.8))(a ,f;)p(&)ﬁ(f)”dadsz

-

(&) (B.6)
»3 ' ' i j i 2J Vi
:Z-_K(y'x(gl*l’fz”))‘](ﬂl’g*zj)p(gll)pTV\{V\{

[y

Note que para cada ponto de Gaug§,&,’ € necessario calcular os termos
K (fl*i,fz*j), J (51”,52” ) Ao invés de reescrever analiticamente tais egpessem funcao
de £',,&,' é muito mais simples avalia-las numericamente daeia indireta. Para cada
pontoé',,&,' calcula-se as respectivas coordenadas pojaré e com as mesmas obtém-
se as coordenadas paramétricas cartesiat’p@e‘,ﬁj): U e fz(pi,ej):fz”. Com as
coordenadasé,!, &) calcula-se entdo os termds(y,x( A ))J( 7.65) no ponto de
integracdoé™ &, .
B.4 Estratégia auto adaptativa

De maneira geral, quanto mais proximo do pontoaliecagao estiver a superficig,

mais pontos de integracdo serdo necessarios paeatigaa precisdo das integracoes
numeéricas sobre os elementos. Baseado na distBeiciee 0 nd mais préximo do elemento a
ser integrado e o ponto de colocacado, de Souzd 006pds um critério auto adaptativo para
determinar o numero de diviso&k], necessarias para proceder com precisdo a ingEgrac
por subelementacdo em elementos triangulares. Deando L como a média das trés

distancias entre os vértices dos elementos trianggib critério € apresentado como:

Nd:int( E’J; a =9 (B.7)
a L
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No presente trabalho adotou-se o mesmo critéria paoceder as integrais dos

nucleosU; N“, T, N” e D,;N“ sobre os elementos triangulares. Devido a ordk(mfﬁ') do

nucleo S; N', adotou-se nesse caanI:Zint(«/lO/a). Limitou-se o procedimento auto

adaptativo emNd <8 dada a baixa eficiéncia da integracdo por subeltzmg@o. Quando o

critério resultar em um numero de subdivisbes raaigue o limite, optou-se por proceder as
integrais sobre os elementos triangulares em coaddes polares via quadratura de Gauss. No
entanto, aproveita-se o critério auto adaptatidefenisse o numero de pontos de Gauss como

sendo o0 mesmo numero de subdivisd¥g,= Nd. O mesmo critério pode ser utilizado para
definir o nimero de pontos de Gauss nas integodige s elementos quadrilaterais, porém

nesse cash é a média entre os quatro vértices do elemento.
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Anexo C: Integrais singulares e hipersingulare

Caso o ponto de colocacy pertenca superficiel', do elemento a ser integrado
integral resultante sera irregular e podera aptasdiiferentes tipos de singularidade

depender do nucleo integral consideraU; (y,x), T, (y.X), Dy (v.x) ou S;(y.x). A
singularidadeO(1/r) do termoU, (y,x) escrito em coordenadas cartesianas é elimi

guando a integral € reescrita em coordenadas pali@ddo ao jacobiano da transformac

p . Por esse motivo, integrais sobre superficiegrigdsionais com singularida«O(]/r) séo
denominadas integrais quase singulares. J& osostsiagularesT, (y,x), D (y.,x) e
Si (y,x) apresentam singularidades de orcO(]/ rz) e O(]/ r3) , denominadas comumer

na literatura singularidades fortes e hipersingddales. Nesses casos a transformaca
integral em coordeadas polares ndo é capaz de cancelar toda a sidgd& sendo enté
necessario incorporar técnicas de regularizacdca draneira geral para o tratamento
diversas integrais singulares e hipersingulares pp@em aparecer nas formulacoes
elementos e contorno foi proposta por Guiggieet al. (1990) e Guiggianet al.(1992), e ¢
denominada de método de Guiggiani. Esse métodoaseisb na técnica de subtracao
singularidade (Aliabacet. al 1985) na qual as partes singulares sédo extraidagetrando
através de expansfes em série e tratadas anadititenAs partes restantes sdo regular

portanto, podem ser tratadas com regras de quaaksatanvencionais. No presente trab:
as integrais envolvendo os ternT, (y,x), D (v.x) e S (y.x) foram tratadas através
método de Guiggiani da a sua generalidade na avaliacdo de integrais sirggul Par.

introduzir os procedimentos de avaliacdo das iategsingulares considere o eleme

ilustrado na Figura C.1 contendo o pontof y.

Figura C.1 - Mapeamento dolemento singular para o espaco paramétrico (Adaptadrocha, 201!
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Na Figura o ponto fontg encontra-se sobre a superficie do elemé&ntoportanto, em
um contorno suave. Sendo assim, a intersec¢ao @isuperficiel , do elemento singular e o

dominio adicional semiesférico introduzido no psswe limite descrito né topico 2.4 (ver

Figura 2.1) resulta, no limite — 0, na regido circulaf . de raio ¢ ilustrada. No espaco

paramétrico &xé, 0 ponto singulary e a regidol, sdo representados pelo o ponto

T -~ 7 ~ 7 - - -
Yz{fl" EZO} e pela regidaar, que ap0s 0 mapeamento ndo € mais necessarianrentarc

Os procedimentos a seguir descritos sao baseadoanséormacédo em coordenadas polares
ilustra a direita da Figura C.1 e séo validos tgata elementos triangulares e quadrilaterais

guanto para elementos definidos por knots spanargiises isogeométricas. O contorno da

regidoo, é representado em coordenadas polaresrfpr6) e p(8) é o limite superior de

£ para um dadd.

C.1 Integragédo do nucleo quase-singulay; (y,x)

Devido a singularidade presente no nﬂdqu]o(y,x), a integracdo do elemento que

contém o ponto singulay deve ser procedida ao longo do contofno-I, no limite de

E—»O_

IUU (y,x)t; (x)dr = I|m {( J. U, (v, x)t (x)dr} (C.1)

r re—T.)

e

Apos a discretizacdo da equacdo integral, o catppé representado por meio das

fungdes base comy (&) =N?(&)t,?. Portanto, em termos computacionais a avaliagéo de

C.1 integrada ao longo do elemento isoparamétesolta.

_nm{(j U, (. x)N ({)J({)d{} (C.2)

R-0)
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em que o diferencial de area pode ser escrito rnmages paramétrico, ou seja,

dS= J(¢&) &= J¢&.¢,) & &,. A relagdo entre as coordenad§sé, e as coordenadas

polaresp, @ centradas no ponto de coloca(;ﬁe:{flo EZO}T pode ser definida como:

&= &+ peos(6)
£=&°+ pser(6)

Reescrevendo a integtgl em coordenadas polares chega-se a:

2 0(9
{ | j U ( dpdﬁ} (C.4)

sendodé,dé, = pdpodd eU (p,8)=U;N?Jp.

A singularidadeO(1/p) oriunda do termdJ; (0,6) é cancelada com o jacobigno
da transformacédo para as coordenadas polares. Dessara, 0 nucled ( P, 67) € de ordem

O(l) em relagdo a variaveb e, portanto, ndo apresenta mais singularidaddéu&fdo o

limite C.4, chega-se a uma integral regular quesysmd tratada numericamente com o uso de

quadraturas.
2 P(6) 2 p(6) 3ou 46’fn A(0)
=£|ng{j [ u( dpdﬁ} [ Ju(p6)dod=3 [ [U(p.6)dob (C.5)
a(ed 00 n=l gn o

sendo a fungéop:a(s,e) nula no limite £ - 0. No presente trabalho procedesse a
integracdo numeérica enp,d utilizando a quadratura de Gauss em coordenadasepo
descrita no Tépico B.3 do Anexo B, porém considéoan intervaloH:[O,Zn]. No intuido

de melhorar a precisdo da integral, divide-se cervwalo 49:[0, 277] em trechos
AG" :[Q”,Hf “] definidos pela divisdo dos elementos em triangatmgorme ilustrado na

Figura C.2.
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Figura C.2 -Intervalos de integracdo & : (a) elementos triangulares (b) elementos quaerdss.
O procedimento permanece valido mesmo quando @ mEntolocacéy encontri-se

sobre uma ares do elemento sendo apenas necessario alterar valutele integracéo e 4.
C.2 Método de Guiggiani: integragéo dos nuclecT, (y,x) e D (y.x)
Visto que ambos os nicleT, (y,x) e D; (y,x) apresentam uma singularidade

ordem O(]/rz), 0 mesmo método de regularizacdo pode ser addtedoaso, optc-se pelc

Método de Guiggiani (Guiggialet. al. 1990). Antes de introduzir a abordagem, aprem-

se primeiramente os limites que definem as integraierem calculadsobre um elemen.

7, (v x)y (x) o = jif{}{( J T (v.x) N (¢) X¢) CE}

(C.6)
2(¥)§ D (v.X)1t (x)ar =;irg{n (v) [ Dy (x)N(€) (&) df}
e B (R-)
Em termos numéricos as integrais C.6 se resum
I = gm{ J TN (£)3(¢) df}
(7o) (C.7)

i;g{r/ )0 ] D, (kN () 3(8) df}

Reescrevendo as integl |, e |, em coordenadas polares rest
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(C.8)

Em queT (p,6)=T,N"Jp e D(p,8) =D, N“Jp. Mesmo apbs a transformagéo de
coordenadas, ambos os nuclebép,8) e D(p,8) apresentam singularidades de ordem
O(]/,o) e, portanto, o método de Guiggiani se faz necessd® método é baseado na

expansdo dos nucleds(p,6) e D(p,8) em série de Laurent por meio da qual é possivel
isolar o comportamento singular assintotico desgekeos em relagéo a.

L0 .01 e p(p.6)-

T(P6)= P P

+0(1) (C.9)

O comportamento assintotico @g 0,6) e D(p,6) quandop vai para zero pode ser
representando considerando apenas o primeiro tdamoexpansdes C.8 uma vez que, no
limite p - 0, os termosO(l) tendem a ser despreziveis em comparacdo ao mimeir
Expressdes analiticas para os terrfig§d) e D,(6) s&o desenvolvidas no Anexo D para

seguindo os procedimentos apresentados em Guiggiaadi 1990. Devido a similaridade do

comportamento assintético do primeiro termo dasaegfes C.9 com o comportamento dos

nicleod (p,6) e D(p,6), a técnica de subtracdo de singularidade podepieada para
regularizar as integrais resultando em:

_£||In {T pI { T1/()9)}d,0d0+2f pI) T1,£€) dpd@}

0 a(e.) 0 a(e.6)

tnla] T otoa-2 2 omera] [ 2L

0 a6 0 a(e.6)

(C.10)

As primeiras integraislpdd dentro dos colchetes em cada uma das equacdes acim
sdo agora regulares independentemente da avaliagiém J& nas segundas integrais entre

colchetes ainda existe a singularid@l@/,o) no limite £ - 0. No entanto, devido ao fato de
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T.,(8) e D,(¢) serem fungdes apenas @ a integral singular emp pode ser avaliada

analiticamente antes de efetuar o limite, resutisaTd:
270(6)

=] I[ (0.6)- ﬁ(f)}dpde

+lim {ITT_](H)[
=) mﬁf){D (0.6) _D1T(9)} dpdd

n|2(6) -Ina( EHHdH}
(011

o,

+lim {/](y) Dzn [In ‘,0 ‘—In ‘a(e‘, 6’)‘]d6’}

£-0"
0

Nas expressdes C.11 o limite foi avaliado apenas @a integrais ja regularizadas.

Nos outros casos € necessario avaliar o comportarassintético dex(&,6) em relagéo a

£ a partir de uma expansdo em série de Taylor emo thw ponto singular.
a(e,0)=e8(6)+£%y(8)+0O(e%) (C.12)

Assim como os termod ,(6) e D,(6), as expressdes analiticas para os termos

B(6) e y(8) também s&o apresentadas no Anexo D. Considerarmmeiro termo da

expansédo C.12 nos limites da equacao C.11, os nsgsmalem ser reescritos como:

glifg+{2j-”T_1(9)[ln ﬁ(@)‘—ln‘gﬁ(g)ude} _

jT ﬁgg‘de lim {In|€|IT de}

- {T_1(9)In %‘dg
lim {U(V)szD_1(9)[|n p(6)~In \gﬁ(e)udg}:
ﬁggg‘dﬁ lim {In|£|/7( )ZJ'H D,(6) de}

p(9)
5 (6)‘d9

(C.13)

y)f D, (6)in

)] D, (6)in
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Na deducdo de C.12, os limites finais se tornanoshydois, '[OZHT_1(9)d9:O e

02”D4(49)d¢9: 0, uma vez qud_,(6) =T ,(6+2mn) e D,(8)=D,(6+2m) conforme pode

ser observado nas expressbesTd¢d) e D_,(6) apresentadas no anexo D. As integrais
simples emdf séo agora regulares pois toda a singularidade gem O foi tratada
analiticamente em C.13. Portanto, as integrai® | ;, antes singulares, resultam uma soma

de integrais regulares, expressa como:

) :?nﬁjﬁ){T ( p,g)—%@}dpdeff}ﬂe)ln % dg
o 27P(8 0 2 2 (C.14)
Iy :”(V)DJ; l){D(p,B)—%@}dpdeﬂﬂy)Dz[ D,(6)In ZEZ;‘M

Todas as integrais envolvidas na avaliacdo de Gdae! regulares e podem ser
calculadas numericamente através da quadraturadss@m coordenadas polares. No intuito
de melhorar a eficiéncia da quadratura numéricaingracbes en de 0 a 27 sao
procedidas considerando novamente a divisdo daosieales em porcdes triangulares

conforme ilustra a Figura C.2.

Deve-se destacar que a deducgéo C.13 é valida aparsapontos fonte sobre contorno

suaves, uma vez que a expansao em sérier(de@), Eq. C.12, foi deduzida sob essa

condicdo. Para o caso da integrgl essa hipotese sera sempre valida uma vez queagde
integral de forcas de superficie é imposta poraagéo sempre em pontos fonteinternos
aos elementos de Lagrange ou internos aos patcdmesSdperficies NURBS no caso
isogeométrico. Por outro lado, a equacéo integeafleslocamentos pode ser imposta sobre
pontos interelementos (Figura C.3) quando apligeata uma porgdo do contorno externo que

nao apresente descontinuidades de forcas de suerfi
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Figura C.3 —Ponto finte solbre um n6é geométrico intereleme.

Caso o pontcy interelementos ainda pertenca a um contorno suaeEpansao c
a(e,e) permanece valida |, pode ser calculado de ado comC.14 Caso contrario

valor |, calculadovia C.1< é corrigido indiretamente impon-se o termo livre obtido vi

movimento de corpo rigido, Eq. 2.

C.3 Método de Guiggiani: integragéo do nucleo hipsingular S (y,x)

No caso das integrais envolvendo o nuclS; (y,x) é observada um

hipersingularidadeo(]/r3). Visando proceder a integracdo via técnica deracio de

singularidade, Guiggianet. al (1992) prop0s a extensdo das ideias apresentad:
Guiggiani et. al. (1990). O método se mostrou uma maneira geral pattatamento d
integrais hipersingulares e desde entdo tem sigdaamente utilizado no contexto do ME

O tratamento da integral lersingular sobre o contorrl", que contém a singularida

envolve a avaliacdo da integral no sentido de Frniea de Hadamar

7 (y)j% (v,x) y (x) d =
e (C.15)

&

& {m (y)L [ Sabruleey (v)%—(y)}}

No cortexto numérico, a ealiagdo de C.1 se resume a uma integral no esg

paramétrico. Portanto, em termos computacionagsassa o resultado:
=i b (¥)
Is—lln; d (y) ,[ Sy (y,x(f)) Na(f) J(f) o+ M(Y)T (C.16)
h (Re_a—f)

A expresao C.1l(pode ser reescrita em coordenadas polares e, fmram-se:
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s = lim {n(y) [ﬁjf; S(p,6)dpdd+N(Y) DM} (C.17)

3 &

Em que S(p,ﬁ) =§; N" Jo apresenta uma hipersingularidadh(]/pz). Portanto,
Guiggianiet. al.(1992) propdem que a expansao em série de Ladmernﬂcleos(p, 6?) deve

ser do tipo:

S(p.6)= 21

) + S.(6) +0(1) (C.18)
o

Dessa maneira o comportamento assintéticﬁs(i,e, 6?) quandop vai para zero pode

ser representado considerando os dois primeirosoteda expansdo C.18. As expressoes

explicitas dos termos, (6) e S,(#) foram deduzidas no Anexo D para o nicleo hiper-
singular elastoestatic§; seguindo os procedimentos propostos por Guiggaral. 1992.

Visto que na expanséo C.18 o comportamento assimtde S(,o, 0) € isolado na variavel

em p, a técnica de subtracdo de singularidade podepsieada resultando em:

n(y) sz [T)){S(p, e)-[s-z (29) . 5-1(9)Hdpd9

0 a(e6 P P
l.=lim<+ DZﬂp(e)L(g)d dé =l +le, +1 C.19
s~ ”(y)j I 0 P sotlsitls, (C.19)
- 0 a(e.6)

w0 s, (8 b(y

+7(y) I J. 4d'2(2 ) ,0d6’+N(Y')D—( )
0 a(e.6) P €

Cada um dos termok, ,, I, e I, em C.19 € agora analisado separadamente. A
integral | ; , € agora regular, visto que a subtragdo da hipersindade € garantida pelo

comportamento assintético da expansdo C.18. Portantvaliacdo do limite é direta

resultando em:

lso=n(y) szﬁ(j:){s(p, 6) —( S';(f) + S-’[Eg) Hd pdé (C.20)
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Ja no caso das integraig ; e |, ,, a avaliagdo do limite deve ser analisada mais
cautelosamente. No caso tg, tem-se:
2 A(6)

S./(6)

7 A
le,=n(y Elln(‘)l.([ L)pode

a(

=n(y)dim 1”5_,(9) [In|2(8)|~In|a(e,6)| [d6

y)mzf S.,(6)In|p(8)de-n(y)0im Ts_,(e)m |&B(6)|de (C.21)
Djs ZEQ“ 7(y)dim |n|g|js
Dj S, Z Ezgde

Na deducdo da Equagdo C.21, apenas o tesfi@) da expansdo der(e,6),
apresentada na Equacdo C.12, € necesséario paaa gué o limite divirja. Além disso, o
limite final se torna nulo poisfozns_,(é?)dé?:o, dado queS,,(8)=S.,(8+2m) conforme
pode ser observado na expressécsqée) apresentada no anexo D. Portaritg,, pode ser

calculada como uma integral regular unidimensi@ralé. Ja no caso da integrdl ,, a

avalicao do limite resulta:

s, =n(y)dim {Zj” :(j )%dpdéHN(Y)D@}

= im f S + b(y)

_n(y)ij{{S.z(e){ 50 a(&g)}de N(r)D= }

=n(y) Ejijg{zon 25((5)) {1‘5%}1% N(Y) D@}—n(y) szsg(_(;)?) de (C.22)
=n(y)m 2T w000 -n()f s.0) S0 455 e
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Portanto| ; , também pode ser calculada como uma integral unitiioeal regular
em &. Devido a ordem mais elevada de singularidadendgiessario considerar ambos os
termos £3(6) e £°y(6) da expansdo de(&,6) para o valor do limite ndo divergir. Na
dedugdo da Eg. C.22, o termo divergemdY)Ob(y)/e=N?(Y)h,(y)/e oriundo da

integracéo do contorno adicionlélzlg+ (Ver Figura 2.1 no Capitulo 2) se cancela conrimae

S,(6)/&B(6) oriundo da integragdo no contorno ndo sing(gr-T,). Isso se deve ao

fato do nucleo da integral ter sido obtido a padidr solucdo fundamental do problema

conforme apontado por Guiggiaeti al. (1992).

A formula final para a integracdo do elemento denit@mo que contém a

hipersingularidade se resume a uma soma de ungaahtiupla emp e 8 mais uma integral

simples em@, ambas agora regulares:

I =/7(y)D2J:ﬁf){S(p, 9)—(8';(29) + S-’(H)Hdpdm

Yo,

—s_z(e){ /o) , 1 Hde

(C.23)

2

q(y)D_[ [S_,(H)In

0

p(9)

(6)
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Anexo D: Expansdes envolvidas no Método de Guiggian

D.1 Expansdes em série das variaveis

Antes de desenvolver os termds,(6), D_(6), S,(8), S,(8) € necessario

N N - T

primeiramente obter expansées em série de Tayloroem do ponto fonte)/:{flo,{zo}

para as variaveis envolvidas nesses nucleos. Np éade interesse as expansdesdey ,
n

r' er; no espaco parametrizado,&. Para tanto, a partir da descricdo geometrica das

coordenadas; apresentadas no topico 2.51 é possivel apreseatqransdo d& — y como:

&Y(‘r )5 652

_y=| 9% o0
X y"[agl (& 62)}+

az)§| (51_510)2 9°x | _ 0 _zo az)$| (62_520)
ag(lz‘E:Y 5 +a£1652\5:y({1 51)(62 52)-‘-6@(22‘5:\( 2

&=Y

2

(D.1)

As derivadasox /0¢, e azx/afja{k podem ser calculadas a partir da Eq. 2.35. Em

coordenadas polares, a expansao D.1 resulta.
X =y =pA(6)+0°B(6)+ o 0°) (D.2)

Sendo

o d
0] 2] coto)e 28
L lle=y 2

: sir(H)}

- (D-3)
_| x| cos(6), 0% | oy, %] sin’ (6)
B (6)= o5, 2 i A cos(6) sir(6) + &l 2

Com a expansdo dex -y € possivel obter entdo a expansdo de

==y =0 -w)”
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(D.4)

P :pnAn+npn+1 ':(2_Bnk +O(pn+2)
SendoA=||A|, AB, o produto interno entre os vetores definidos e®@®na poténcia a

gual a distancia é elevada. Fazendo-se=1 e considerando D.2 € possivel obter a expansao

para a derivada, .
(D.5)

ERU

Além das expans0Oes para e r;, também se faz necessario as expans6es das fungdes

interpoladoras N“, das componentes), =7,|J||=7J do vetor Jacobianol e das
componentesy, do versor normaly, uma vez que tais grandezas também compdem o0s
nacleos das integrais a serem avaliadas. No cagxpansdes em série de Taylor resultam:

N = N, + pN? (8) + O o)
Je=Jo+pda(6)+ O(,oz) (D.6)
7 :ﬁw%(e)m(pz)

J
N?(Y), Jo=J(Y) constantes eN,” (), J,,(8)funcbes dé& expressas

Sendo N, =
por:
N =N cog0)+ N si(g)
%iler %2 ler (D.7)
0J 0J :
Jo=—% codd)+—X sinb
k1 agl r S( ) 652 oy r( )

As derivadasaN"’/afi podem ser obtidas diretamente derivando-se asodsnc

interpoladoras. J& as derivada3, /0, sdo obtidas derivando-se pela regra da cadeia as
expressbes 2.39. De posse das expansdes D.4, D.6 € possivel determinar os termos
U(p.6), T,(6), D,(8), S,(8), S,(6) envolvidos nas expansbes dos nucleos

fundamentais. Vale destacar que para a subtracasindgilaridade das integrais com

singularidades de ordem®(Y/r) e O(J/rz) € necessario apenas 0 primeiro termo das
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expansdes supracitadas. Ja no caso de hipersidgdies, O(]/r?’), € necessario a

consideracdo dos dois primeiros termos das expans@e proceder a regularizacdo do

nacleo singular (Guiggiani, 1992).
D.2 Determinacéo das expressoes,(6), D_,(6)

Para determinar os termds,(6) e D_,(8) das Equacdes 2.76 é necessario considerar

apenas o primeiro termo das expansdes'de;, N“ e 77, . Sendo assim, fazendo=-2 na

expressao D.5 chega-se a:

1.1 +o(—1j (D.8)

Visto que o termdl/r? aparece em ambas as solugdes fundamefjtagsD,; (Ver

Equacdes 2.2 2.3), é possivel reescrever as mesmsisierando D.5, D.6 e D.8.

A J
T, (y,x) = —C2{%+ O[iﬂ
P A P J.

J ] (D.9)
(1_2/)( 'kﬁ+5jkﬁ_5”ij
Dy (y, X) = CZ{% + O[EJ} A A A
A at00P)
AAA

em queC2=1/87(1- ). Com as solu¢des fundamentais D.9 agora é possigstrever

T(p.6)=T;N"Jp e D(p,6)=D,N"Jp como:

T(p0)=-cd Loy " CAA N oe)]
pA - JJO A ‘]|0 A]
‘(1‘2“)(7171 +o(e)
(D.10)
e
D(p,H):CZ{p;2+O(1)} A A A A A A [Noaako+o(p)]
31— +0(p)
A A A
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em que em D.10 foram utilizadas as expansodes @.@oMpararmos as expressdes D.10 com

as expansdes 2.76 é possivel obter as expressaassparmod () e D_,(6):

i Jko {(1 21/) .+ ﬁﬁ}
17| A J ' AA
T,(6)= —cz{ﬁ} ; S No" Jeo
~(1- M[%%ff%} (D.11)
D_I(e) = CZ{%:H(]-— w)(dik —+ ij ﬁ — G ij + ﬁﬁi} No™ o
A A A AAA

D.3 Determinacéo das expressoes,(6), S, ()

No caso dos termos_,(6) e S,(6) presente na expansdo Eq. 2.85 é necessario

considerar apenas o primeiro termo das expansde’, de, N e 7, . Sendo assim, fazendo

n=-2 na expressao D.5 chega-se a

Si N Jo=5(p,0)= 8'120(26) + S_;EB) + Q1) (D.12)

A partir da expressao do nucl&) apresentada na Eq. 2.19 e visto quedn =r 1,

end=J, chega-se a:

Sy 9= G- P{E(p.6) +F (0.6)+G(p.6)} (0.13)
em queC, = u/4m(1-v) e

E(p,6)=3rJ, [(1— 2)ar, +V(4’kr'j +a, 1 )— Bror, }
F(p,H)za/(Ji(jrk +‘]irirk) @)
G(p.0)=(1-2)(3,rr;+3,4,+35,)-(1 4) 34

1]

. ~ , . 1
Considerandm =3 na Equagao D.4 é possivel reescrevgp como:
r
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(D.15)

em queF, (8)=1/A® e F,(6)=-3AB,/ A . Por sua vez, considerando as expanspes

J. apresentadas nas Equacgdes D.5 e D.6 é possiselaeer os tensords, F e G como:

,(6)+0(p°) (D.16)

E,(6)=3(BJ,+ /lul){(l— )4 %w@ %qu %— 5%} (D.17)
Fo(g)_a/(JioAAZA N JJOA?/;AJ
A(B _,AB| A(B_, AB AR
JiO{X(K A A3j+ A( A A J5 :|+‘:'1 R (D.18)
F(0)=3
A(B_,AB| A B_, AB _AA
o K(K A A3]+ A( A A /sﬂ”” A

A(B_,AB ) A(B _, AB 19
(1-2) 3JK{A(A A A3j+ A(A A A?ﬂ | (0-19)

30, 43,8, 3.4,

2

Portanto, o termd; Jo resulta:
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SHNIE C;( ‘2+ +ql)j[(Fo+GO)+(E1+F1+G1),0+ qu)}

F, k. 2
=C (p + ; +o(1)][HO+H1p+o(p )] (D.20)

=C3[F_2|:° BELRAZLD +O(1J
p p

sendo queH, (8) =F,(6)+G,(6) e H,(8)=E,(8)+F,(8)+G,(8). Considerando ainda
a expansdo das funcdes de interpoladdie N0+,0N1+O(,02), Equacéo D.6, chega-se

finalmente aos termoS._,(8) e S_,(6).

Sy N Jo=5(p.0)= S_,Zo(zg) + S‘;EB) + 1)

2

P P

F,oH,ON, +[(F—2H1+ F—lHo)D No+F Hy O Nl] +O(1)
o J

:q[EJ“+(E*“+FJ%)+o@ﬂﬂﬁ%+pruxpﬂ) (D.21)

:C3

Portanto:

S.(6)=CsF,(6)H (H)DN

S.,(6)=C in 8)+F.,(6)Ho (6)) 0Ny +F,(6)Ho (6) DN, (6) ] (b22)

D.4 Determinacéo das expressog¥d), y(6)

Os termosf3(6) e y(6), presentes na expansdo em série de Taylar(ded), Equacéo
C.12, devem ser obtidos considerando o formataleirclo contornd , retirado do contorno
.do elemento no processo limite para a avaliagcamteégral singular (Ver Figura 2.1). A

regiad , pode entdo ser definida por:
r.={x0r,/|x-y|<é (D.23)

sendo¢ o raio da regiddS,, ou seja,e =r . Considerando ainda a expansdo D.4 pdra

tem-se que:
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5:r:,oA+,02A*—AB“+O(,o3) (D.24)

Aplicando a reverséo da série acima (Beyer, 188297) é possivel obter a expanséo
em poténcias da equagéoa(e,@), a qual descreve o contorno de (imagem defl,

conforme ilustrado na Figura 2.9).

_ _& _ 2 AB 3
,0—0/(5,9)—;\ &= +0(£%) (D.25)
Comparando a expressdo acima com a Equacédo 2c&bpese que:

e y(6) = -5 (D.26)

p(6)= L

A(6)
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Anexo E: Método Golden Section

O Método Golden Sectiol € um método iterativo empregado na busca numés
maximos e minimos de fun¢des objetivo univariadaisleia por tras deste método € simg

e consiste basicamente em determinar 0 maximo oumwide uma funcdo objeti

univariada, f(x), em intervalos (subdominios compa [)g,)g]) subsequentemen

menores. A medida que as iteracdes evoluem o altede busca atualizado diminui até
0 mesmo seja suficientemente pequeno em torno deomto de méximo ou deinimo da

funcao objetivoA Figura E.1 ilustra o procedimento iterativo dotbt#o Golden Sectic.

t f(\) 4 f(\)
el Al 4

e
A \\
el

1 1 1 1 1 \: X

\ .10 lu _:U .\‘ - l‘ 1 | 1 l‘ =%
i .\l X X3 s X, _\~11 _\g X 3 X,
intervalo inicial 3 . ’E intervalo inicial ﬂ — - E
0 104 ) . a ) - ~ o : T
1" iteragdo Y- E 2% iteragdo 1° iteragao § E 2% itera¢do

(a) (0)

Figura E.1 —Método iterativcGolden Sectic: (a) busca de maximo (b) busca de mir.
A definicéo do intervalo inici; [)g , )g] é de livre escoll. Note, no entanto, que o pot

de maximo ou de minimo determinado pelo método sesgra o maximo ou 0 minimo lot

contido no intervalo inicie Conhecidosos limites inferior x e superio x; do intervalo
inicial determinar-se os valores da funcdo objetivo nos limites derualo inicial, i.e.
f=f(x) e f,=f(x). O método propde que sej selecionados dois pont
intermediarios x, e x, tal que x, <x, e avali-se a funcéo objetivo nesses dois po
resultando en f, = f (x,) e f,=f(x,). Em seguid, impde-se quex ou X, sera um do
limites do novo intervalo da proxima iteragdo. C f, < f, temse quex formara o novc

limite inferior e o intervalo da iteragé@o seguiwé[&, >g] Caso contrario, i.e f, > f,,
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impde-se quex, sera o limite superior e assim 0 novo intervahz'i{srq , xz] O procedimento

iterativo prossegue até a iteracdo em que o regpantervalo seja suficientemente pequeno
e, nesse caso, conduzira a um intervalo que caamtemqonto de maximo da fungéo objetivo.

Pontos de minimo podem ser obtidos invertendo-selagdes entrd, e f, na definicdo do

intervalo da iteracdo subsequente, {&., x| casof, > f, e [x,%] casof, < f,.

O métodoGolden Sectiopropde critérios para a obtencdoxjee x, de tal forma que o

procedimento iterativo conduza a reducdo do interde busca. Considerando uma taxa
constante de reducéo do intervalo de busca a texdgdo. Para tanto, independentemente do

fato de x, ser o limite inferior do novo intervalo ox, o limite superior, esses valores sdo

tomados simétricos em relacdo ao centro do interval
XTX=XTX% (E.1)

Além disso, os valoreg, e x, sdo tomados de tal forma que obedecam a segagée:r

)(1—)§:X2-Xl 25;
X% X7 X%

Dessa forma, se& tornar-se o novo limite inferiox , entdox, se o tornara o nove, (e
vice-versa) de tal maneira que a razée x/x — X seja sempre a mesma. Visando descobrir
tal razéo, pode-se impor, por exempkp=—77 € X, =77 (Limites utilizados na determinagao
do angulo de propagacd)) e entao a relagdo entre os valorese x, pode ser obtida a

partir da Eq. E.1 como:
X =% (E.3)
Substituindo a Eq. E.3 na Eq. E.2 resulta:
X =Amx ~1 =0 AF
Resolvendo a Eqg. E.4 sdo obtidas duas raizes reais:

A+ 25
= =

. x = 4,23606& ex= -0,236068 (E.5)
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A primeira raiz pode ser ignorada uma vez que estafora do intervalo de busca

[~ n]. Portanto, considerando ainda a Eq. E.3 obtém-se:

X, =-0,236068r
x, =0,2360687

E.¢)

Tomando-se a razdo entxg— x e X, — % para os valores obtidos chega-se a:

%% -161803.. B.7
X =X

A constante irracional obtida na Eq. E.7 é contecidmo razdo aurea, ou numero
aureo, ou inda do inglé&olden SectionA razéo aurea é observada muitas vezes na naturez
como uma razao geométrica entre dimensdes de shjéto produzidos pelo ser humano
como, por exemplo, dimensdes de algumas espécamsmais e vegetais. O nome do método
Golden Sectiorse deve ao fato de que independentemente do afdede busca inicial

adotado,[x,xf], desde que as relacdes E.1 e E.2 sejam obedeaidagdo E.7 sempre
retorna o numero aureo.

Definindo a Eq. E.2, i.e., razdo de reducdo dawmate de busca, como uma constante

T obtém-se:
%7X - 7-0,381966.. (5.8
X=X
A partir da constanté e dos limites inferior e superiox, e X_, € possivel calcular os

valores dex, e x, a cada iteragdo como:

% =(1-7)x +7x%
_ Q.
X =T%+(1-7) %
O processo iterativo se inicia considerando oddiginferior e superior iniciais;’ e
x?, e prossegue até o intervalo de busca ser subommte pequeno de acordo com o

critério de parada, i.e.x,—x < Tol, sendoTol uma tolerancia especificada. Ao final do

processo, o intervalo de busca da ultima iteragaqual pode ser tdo pequeno quanto se

queira, contém o ponto de maximo (ou de minimo).
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Anexo F: Derivadas das fungcdes base NURBS

Para a implementacao da formulacdo MEC dual é sédesavaliar as derivadas parciais
das funcgbes base que descrevem a geometria dearauter o verson normal ao contorno
presente nas solucdes fundamentais. Além dissdérane necessario avaliar as derivadas
parciais das funcdes base que interpolam os campoénicos para proceder a subtracdo de
singularidade via o Método de Guiggiani. A segyiresentam-se as derivadas ordinarias e
parciais das funcdes base das NURBS univariadaaedulas, respectivamente, explicitando

as expressoes necessarias a implementacdo do MEGayeométrico.
F.1 Derivadas ordinarias das funcdes base univariag de um B-Spline

Antes de apresentar as derivadas parciais dasdsrgse bivariadas de uma NURBS
primeiramente é importante apresentar as derivadhsarias das funcdes base univariadas

das B-Splines. A primeira derivada de uma funcase haivariada de orderp pode ser

obtida de forma recursiva a partir de funcdes blaserdem inferior.

d

d_fNi’p (f):—pNi,p_l(f) — P l\k+l,p—1(<t) (F.1)

<zi+p_<ti Cti+p+1_§(i+1
Generalizando F.1 para derivadas de ordem supriém-se:

dk—l

d* in (€)= :

p
a7 g g Nenld)

- +1p— F.
<(i+p+1_€ti+1 dk_lf N P 1(6) (F3

Trabalhando com as expressdes F.1 e F.2 € posgitesl as derivadas de ordem

superior a partir de funcdes base de orgenk.

& N ()= i Ny e (€) =
Pl —(p_k)!JZ:;)yk,j i+] pk (F3)

sendo os coeficientgg ; definidos recursivamente como.
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Yoo =1
Yk-1,0

yk,O = - ==

<zi+p—k+1_<(i

Vi ~Vk-1j-1 . (F3
Wej=—— ’ j=1,...k-1

5i+p+j—k+1_<(i+j

“Vi-1k-1

yk,k = "n -

4ti+p+1_<ri+k

Conforme apresentado no topico C.3 do anexo C, peveeder a subtracdo de
singularidade das integrais envolvendo o nucleerkipgularS; (y,x) € necessario avaliar
as derivadas parciais de segunda ordem das fube8edivariadas. Consecutivamente torna-

se necessario avaliar a segunda derivada das &be8e univariadas, a qual resulta, a partir
de F.3eF.4, em:

d_2q(N.’ B p—2)! (<(i+p_€ri)(‘zi+p—1_£i)
Nisp-2(¢) _ Ni+1p-2(¢) F.5
o ] e "

Nis2,p-2(¢)
({i+p+1 - Cri+1) (<zi+p+1_<(i+2)

d p(6)= & [ Nip2(€)  _

F.2 Derivadas parciais das funcdes base bivariadde uma NURBS

As derivadas parciais de primeira e segunda ordesnfuhcdes base bivariadas das

NURBS podem ser obtidas em funcdo das derivadasagai-.1 e F.5 das funcdes base

univariadas das B-splines. Considerando a defindz®o funcbes basg; (g‘,/7) conforme

apresentada na Eq. 3.14 do capitulo 3, é posdietiae as derivadas parciais de primeira

ordem resultando em:
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9 F: (.7)
afR(M) n m E ?
PIURCTIRUR
(F.6)
0 F, (£.7)
2 N 2
PIURCTIRUR
em que
a(m)-[d‘} MM o) 330, (6 1) -
N5 (€)M (1) [iid%w. NG M“*(”)“’”“ﬂ
= (F.7)

N5 (£)M ()cqj[zzN.p()% ,q(n>a).;}]

i=1j=1

Por sua vez, as derivadas parciais de segunda qgroéem ser calculadas a partir de
F.6 e resultam:

ZRen 2 FAM)@;: N (6) M, (0)0’.;]‘
2F (& [ZZ Jq(”)%ﬂ/liil\hp (€)M (”)aﬁ"]
i=1]j 1 i=1j=1

(F.8)
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F(9)

(F.10)

Note que todas as derivadas parciais foram esentaermos das derivadas ordinarias

das funcdes univariadas, apresentadas nas Equadées.5.





