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RESUMO
ANDRADE, H.C. Analise da propagacao de fissuras em estruturas bidimensionais nao-
homogéneas via Método dos Elementos de Contorno. 2017. 241p. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo,
Séo Carlos, 2017.

Este trabalho apresenta um modelo numérico para a analise da propagacdo de fissuras em
estruturas bidimensionais ndo-homogéneas. O comportamento mecanico é simulado a partir da
formulacdo elastostatica do Método dos Elementos de Contorno (MEC) aplicada a materiais
isotropicos. O MEC é uma eficiente e robusta técnica numérica para analises de propagacéo de
fissuras. A ndo exigéncia de uma malha de dominio pelo método permite uma representacédo
precisa da concentracdo de tensdo nas pontas. Além disso, a reducdo da dimensionalidade
proporcionada pelo MEC facilita o processo de remalhamento durante o crescimento das
fissuras. A formulacdo dual do MEC ¢é adotada, na qual as equacdes integrais singular e
hipersingular sdo aplicadas. A modelagem de dominios ndo-homogéneos é realizada a partir da
técnica de sub-regides. A Mecanica da Fratura El&stico-Linear (MFEL) € aplicada para a analise
da fratura em materiais frageis. Os fatores de intensidade de tensdo s&o determinados a partir
da integral-J e a teoria da méaxima tensdo circunferencial é adotada para definir a direcdo de
propagacao das fissuras e o fator de intensidade de tensdo equivalente. Problemas envolvendo
fraturamento hidraulico também sdo investigados a partir da aplicacdo da MFEL. A integral-J
é modificada para a consideragdo da pressdo hidrostatica atuante sobre as faces da fissura.
Estruturas sujeitas a fadiga de alto ciclo também séo avaliadas. A lei de Paris é utilizada para a
estimativa da taxa de crescimento das fissuras. O Gltimo tipo de problema considerado é a
fratura em materiais quase-frageis. O modelo de fissura coesiva é empregado para a
representacdo do comportamento nao-linear fisico proximo a ponta. O sistema de equagdes nao-
linear obtido é resolvido a partir de um algoritmo iterativo denominado operador constante. O
estado de tensdo na ponta, determinado por extrapolacdo, é utilizado para a verificagdo da
estabilidade a propagacdo e o caminho de crescimento € definido a partir da formulacdo da
MFEL. Sdo observadas boas correspondéncias entre os resultados obtidos e as respostas
encontradas na literatura, indicando a eficiéncia e a robustez do codigo computacional proposto.

Melhorias do modelo numérico implementado também sdo discutidas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Mecéanica da Fratura, Propagacdo de

Multiplas Fissuras, Dominios Nao-Homogéneos.






ABSTRACT
ANDRADE, H.C. Crack propagation analysis in non-homogeneous two-dimensional
structures using the Boundary Element Method. 2017. 241p. Dissertation (M. Sc. in
Structural Engineering) — School of Engineering of Séo Carlos, University of S&do Paulo, Sdo
Carlos, 2017.

This work presents a numerical approach for crack propagation modelling in non-homogeneous
two-dimensional structures. The mechanical structural behaviour is simulated using the
elastostatic formulation of the Boundary Element Method (BEM) applied to isotropic materials.
The BEM is an efficient and robust numerical technique for crack propagation analyses. The
non-requirement of a domain mesh enables the BEM for accurately quantifying the stresses
concentration at the crack tip. Moreover, the mesh dimension reduction provided by the BEM
makes the remeshing procedures during crack growth a less complex task. The dual BEM
formulation is adopted, in which singular and hypersingular integral equations are applied. The
non-homogeneous domains are modelled using the sub-region technique. The Linear Elastic
Fracture Mechanics (LEFM) is applied to analyze the fracture in brittle materials. The stress
intensity factors are evaluated through the J-integral and the maximum circumferential stress
theory is adopted to define the crack propagation angle and the equivalent stress intensity factor.
Problems involving hydraulic fracture (fracking) are also investigated applying the LEFM. A
modified J-integral scheme is implemented to consider the hydrostatic pressure acting at the
crack faces. Structures subjected to high-cycle fatigue are also addressed. The Paris’ law is used
to estimate the crack growth rate. The last type of problem considered is the fracture in quasi-
brittle materials. The cohesive crack model is used to represent the material nonlinear behaviour
next to the crack tip. The nonlinear system of equations obtained is solved by an iterative
algorithm named constant operator. The state of stress at the tip, obtained by extrapolation, is
used to verify crack growth stability and the crack path is defined by the LEFM formulation.
Good agreement is observed among the results achieved by the BEM model and the responses
available in literature, showing the efficiency and robustness of the proposed numerical scheme.
Further improvements of the BEM code are also discussed.

Keywords: Boundary Element Method, Fracture Mechanics, Multiple Crack Propagation,

Non-Homogeneous Domains.
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1 INTRODUCAO

1.1 Considerac0es iniciais

A fratura dos materiais é caracterizada pela formacdo de novas superficies a partir da
propagacdo de descontinuidades materiais (fissuras) que levam a falha de um componente
estrutural. Estudos conduzidos nas décadas de 1980 e 1990 (DUGA, et al., 1983; FARIA, 1991,
REED et al., 1983) apontaram que 0s prejuizos anuais relacionados a danos por fratura chegam
a até 4% do produto interno bruto em paises desenvolvidos. Esses trabalhos também estimaram
a significativa economia de recursos que poderia ser feita com o emprego de procedimentos
mais racionais nas analises mecanicas de corpos fissuradas. Assim, o desenvolvimento de
estudos nessa area € fundamental para a obtencéo de estruturas mais seguras e econémicas.

Uma das primeiras investigacoes sobre o efeito de descontinuidades materiais na
resisténcia dos corpos foi realizada por Leonardo da Vinci em seu trabalho de tragdo de fios
metalicos. Da Vinci observou que a resisténcia dos fios era inversamente proporcional ao
comprimento (TIMOSHENKO, 1953). Apesar de posteriormente questionados pela teoria da
resisténcia dos materiais, 0s resultados obtidos por da Vinci foram justificados pelo efeito de
escala. Segundo o modelo empirico desenvolvido por Weibull (1939), esse efeito reflete o
comportamento caracteristico observado em materiais, em especial frageis e quase-frageis, de
reducdo da resisténcia mecanica com o aumento das dimensdes caracteristicas do corpo.

A partir de meados do século X1X, impulsionado pela Revolugdo Industrial, houve um
aumento no uso do ferro e do agco na composigdo das estruturas, especialmente para suportar
esforcos de tracdo. Todavia, essa nova concepgdo estrutural foi acompanhada de diversos
acidentes, muitos dos quais com origem na propagacdo de fissuras. Os ineficientes processos
de manufatura a eépoca favoreceram a existéncia de vazios intrinsecos a constituicdo dos
materiais. Solicitados a tracdo, esses vazios coalesciam e propagavam ao longo das estruturas,
causando degradacdo mecanica e, consequentemente, os acidentes observados. Os trabalhos de
Anderson (1969) e Liebowitz (1968) fornecem compéndios dos principais acidentes ocorridos
nessa época.

A investigacdo das novas formas de colapso deu origem a uma area do conhecimento:
a Mecénica da Fratura. Essa disciplina contempla um conjunto de teorias que permite a
representacdo do comportamento mecanico de corpos deformaveis contendo descontinuidades

materiais. Além disso, também fornece pardmetros que possibilitam a avaliacdo consistente do
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processo de crescimento das fissuras em funcdo da intensidade do carregamento externo.
Atualmente, apesar dos avancgos tecnologicos observados nos processos de manufatura, nenhum
processo € capaz de produzir materiais livres de vazios. Além disso, materiais naturais que sao
utilizados para fins estruturais, como madeiras e rochas, possuem descontinuidades inerentes a
sua composicao e, portanto, sdo passiveis de apresentarem reducdo de resisténcia devido a
fendmenos de fratura. Ademais, processos como a corrosdo em metais e a degradacdo mecanica
favorecem a introducdo de fissuras nos corpos. Dessa forma, o desenvolvimento de estudos no
campo da Mecanica da Fratura se tornam imprescindiveis para a precisa avalia¢do da resisténcia
mecanica das estruturas.

Os primeiros trabalhos no &mbito da Mecanica da Fratura se deram no inicio do século
XX e foram intensificados em meados desse século, especialmente com a observacdo de
acidentes classicos como, por exemplo, os ocorridos com 0s navios americanos Liberty durante
a Segunda Guerra Mundial, e com os avi@es britanicos da frota Comet ao longo da década de
1950. Dentre esses estudos destacam-se os de Griffith (1921), Irwin (1957) e Westergaard
(1939). Grande parte desses trabalhos apresentou carater analitico e teve como objetivo a
investigacdo da fratura em materiais com comportamento fragil, nos quais a zona de processos
inelasticos (ZPI) existente proxima a ponta da fissura apresenta pequena dimensao em relacéo
ao comprimento da descontinuidade material e as demais dimens@es caracteristicas do corpo.
Irwin (1957) relacionou o campo de tensdes no entorno da ponta da fissura nesses materiais a
novas grandezas, denominadas fatores de intensidade de tenséo (FIT). A partir dai, um critério
de propagacao instavel de fissuras foi estabelecido, no qual a solicitacdo, dada pela combinagéo
dos FIT dos modos basicos de solicitacdo, € comparado a tenacidade, ou resisténcia ao
fraturamento do material para verificacdo da estabilidade. Esse & um dos principios da Mecanica
da Fratura El&stico-Linear (MFEL), que analisa a fratura em materiais frageis. Problemas desse
tipo constituem um dos objetos de estudo do presente trabalho.

As fissuras submetidas a solicitagdes ciclicas podem apresentar crescimento em regime
estdvel a um nivel de carregamento bem inferior ao de fraturamento, comprometendo a
resisténcia da estrutura na qual elas se encontram. Esse fendmeno € conhecido como fadiga dos
materiais e tambem é investigado neste estudo. Paris e Erdogan (1963) propuseram uma lei
empirica para a determinacdo da taxa de crescimento de fissuras submetidas a carregamentos
ciclicos. Para tanto, os autores utilizaram os conceitos da MFEL na defini¢do da solicitacdo na
ponta das descontinuidades material. A analise de fadiga é extremamente importante em
estruturas submetidas carregamentos ciclicos, uma vez que a partir dela podem ser definidos

intervalos de inspecdo de fissuras e de manutencdo visando maximizar a vida util estrutural.



21

Para a maioria dos materiais utilizados na pratica, a ZPI desenvolvida na regido préxima
as pontas de fissuras apresenta dimensGes ndo desprezaveis. Exemplos de materiais dessa
natureza sdo 0s materiais quase-frageis, como concreto, madeira e rochas, nos quais a maior
parte da ZPI se encontra parcialmente degradada por microfissuras. A anélise de problemas de
fratura em materiais com essas caracteristicas também é escopo do presente trabalho. Para tanto,
0 modelo proposto por Hillerborg et al. (1976) ¢ utilizado. Nesse modelo, a zona parcialmente
degradada da ZPI é substituida por um comprimento de fissura ficticia no qual atuam tensdes
coesivas que se contrapdem a abertura das faces. Essas tensfes concedem uma resisténcia
residual a fissura e conferem um carater ndo-linear ao problema.

Outro foco deste trabalho € a analise de problemas de fraturamento hidraulico. Esse
processo tem sido cada vez mais empregado pela industria de 6leo e gas para a extracdo de
hidrocarbonetos de macicos rochosos. A correta previsdo da propagacdo de fissuras ao longo
da matriz rochosa é de grande importancia, pois permite o melhor estimulo e,
consequentemente, garante uma maior produtividade dos campos de exploracdo. Além disso, a
determinacdo de um valor confiavel para a pressdo de quebra é essencial para evitar acidentes
relacionados a instabilidades de solos e rochas. Neste trabalho, as andlises desse tipo de
problema s&o realizadas a luz dos principios da MFEL.

A utilizacdo de materiais com diferentes propriedades em sistemas estruturais nado-
homogéneos vem sendo cada vez mais frequente na atualidade. Isso ocorre, especialmente, nas
indUstrias mecénica, naval, aerondutica, aeroespacial e automobilistica, onde elevado
desempenho mecanico e baixo peso sdo desejados. Portanto, modelos precisos para a previsao
do colapso mecanico e a avaliacdo da integridade estrutural desses tipos de sistemas com
presenca de fissuras sdo necessarios, o que justifica o desenvolvimento deste trabalho.

As soluces analiticas apresentadas na Mecénica da Fratura séo restritas a um pequeno
conjunto de problemas, com simplificadas condi¢des de contorno, geometria e relacéo
constitutiva material. Portanto, de forma a analisar mecanicamente problemas complexos
envolvendo dominios nao-homogéneos e multifissurados, métodos numéricos devem ser
acoplados aos modelos descritos na Mecénica da Fratura.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), em especial a sua formulacdo dual
(MECD), tem demonstrado ser uma excelente técnica numérica para a modelagem de diversos
problemas de engenharia, especialmente quando se leva em conta a precisao dos resultados e a
representacdo de gradientes. Devido a ndo obrigatoriedade de uma malha de dominio, as
concentracfes de tensdo que surgem nas extremidades das fissuras sdo naturalmente e

precisamente representadas por esse método. Portanto, analises de problemas de fratura linear,
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ndo-linear e fadiga sdo reconhecidamente exemplos de aplicacfes em que o MEC apresenta
otimo desempenho. O método exige pouca discretizacao para a realizacao de uma simulacéo de
propagacao de fissuras com bons resultados. Além disso, devido a reducédo de dimensionalidade
da malha possibilitada pelo MEC, o processo de remalhamento (remeshing) necessario para a
representacdo do processo de crescimento das fissuras € significantemente facilitado,
possibilitando a analise de propagacdo em geometrias estruturais complexas e mesmo em
sistemas estruturais ndo-homogéneos. Por suas vantagens nesses tipos de problemas, o MEC é

utilizado nas anélises deste trabalho.

1.2 Objetivos e delimitag6es do estudo

O objetivo geral desta pesquisa € a analise mecanica envolvendo a fratura linear e ndo-
linear em dominios ndo-homogéneos, multifissurados e compostos por materiais com
propriedades isotropicas. Para tanto, um modelo numérico baseado no Método dos Elementos
de Contorno Dual, com a utilizacdo de elementos isoparamétricos com qualquer grau de
aproximacdo (elementos de alta ordem), é desenvolvido. Dessa forma, busca-se promover o
enriquecimento do programa computacional do grupo de pesquisa em Mecanica da Fratura com
utilizacdo do MEC vinculado ao Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de
Engenharia de Séo Carlos.

Nesse sentido, 0s seguintes objetivos especificos sdo estabelecidos:

a) implementacdo de um codigo computacional com formulacdo baseada no Método
dos Elementos de Contorno capaz de simular a propagacdo de mdaltiplas fissuras
discretas em dominios ndo-homogéneos, incluindo a representacao do fendmeno de
coalescéncia;

b) andlise da propagacéo de fissuras em regime el&stico-linear para tratar a fratura em
materiais frageis;

c) analise de problemas de fraturamento hidraulico considerando fraturamento
elastico-linear;

d) realizacdo de andlises de fadiga para estruturas sujeitas a carregamentos ciclicos;

e) realizacdo de analise semelhante a do item (c), porém com a consideragdo de um
modelo coesivo para tratar a fratura ndo-linear em materiais quase-frageis.

Neste trabalho é avaliada a estabilidade a propagacdo de macrofissuras definidas

inicialmente nos modelos. Portanto, o fendmeno de iniciacdo de fissuras ndo é tratado. Além

disso, as andlises realizadas sdo estaticas e independentes do tempo.
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As interfaces entre os diferentes materiais em uma estrutura ndo-homogénea sao
idealizadas com contato perfeito. Ademais, o fendmeno de delaminacdo ndo é considerado

nessa regido.

1.3 Insercao do trabalho na linha de pesquisa do SET/EESC/USP

Este trabalho da continuidade aos estudos desenvolvidos pelo grupo de pesquisa em
problemas de fratura com o emprego do Método dos Elementos de Contorno (MEC) vinculado
ao Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC/USP, que conta com a supervisdo do
Prof. Dr. Edson Denner Leonel. Essa linha de pesquisa tem como objetivo geral o
desenvolvimento de formulacGes do MEC para a andlise do comportamento mecanico de
solidos fissurados.

Um dos primeiros trabalhos realizados nesse sentido foi desenvolvido por
Leonel (2006), que analisou a propagacdo de mdaltiplas fissuras em meios bidimensionais,
isotropicos e homogéneos a luz dos conceitos da MFEL. A formulacdo dual do MEC foi
empregada, enquanto a ordem de aproximacao adotada para os elementos foi linear.

Ja no trabalho de Leonel (2009), a analise de corpos multifissurados foi estendida a
materiais com comportamento quase-fragil e também a problemas de fadiga. Nesse trabalho
também foram apresentadas as expressdes dos operadores tangente para as formulagdes néao-
lineares que tratam os problemas de fratura elastico-linear e coesiva, problemas de contato e
problemas de dominios enrijecidos. Além disso, 0 modelo mecéanico de fadiga foi acoplado a
algoritmos de confiabilidade e otimizacdo para a defini¢cdo dos custos minimos associados a
estrutura com base nas incertezas envolvidas.

Na sequéncia de trabalhos do grupo de pesquisa, Oliveira (2013) utilizou uma
formulacéo alternativa do MEC baseada em dipolos juntamente com o operador tangente para
tratar o problema néo-linear de propagacao de fissura isolada em materiais quase-frageis.

Ja Cordeiro (2015) empregou a técnica de sub-regides para a analise de propagacao de
fissuras coesivas ao longo de interfaces entre materiais com propriedades isotrépicas ou
anisotrépicas. O problema de fratura ndo-linear foi analisado tanto via operador constante
quanto via operador tangente.

O presente trabalho visa expandir a aplicacdo do codigo computacional do grupo de
pesquisa em problemas de fratura com a utilizacdo do MEC. O modelo computacional
inicialmente recebido continha a implementagédo: das formulagdes singular e hipersingular do
MEC tanto para dominios isotropicos quanto anisotropicos considerando elementos de

contorno isoparamétricos com qualquer ordem de aproximacéo (elementos de alta ordem); do
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modelo de sub-regides; e do modelo de fratura coesiva nas interfaces de sub-regides de
dominios ndo-homogéneos. A eficacia da implementacdo dessas formulagbes pode ser
verificada nos trabalhos ja citados. Neste estudo € implementado o esquema de propagacéo de
multiplas fissuras em dominios ndo-homogéneos, compostos por materiais isotrépicos e com a
consideracao de elementos de alta ordem. A formulacéo dual do MEC ¢ utilizada em conjunto
com modelos propostos pela MFEL e com o modelo de fissura ficticia para as analises de fratura
linear e coesiva, respectivamente. Para a solucao do problema de fratura ndo-linear é adotado o
operador constante. Uma estratégia auto-adaptativa é empregada para a atualizagdo das matrizes
do sistema durante a fase de propagacdo. Um simples esquema de verificacdo do contato entre
as faces da fissura é usado. Problemas de fraturamento hidraulico e de fadiga também sao
examinados. Toda a implementacdo computacional é realizada em linguagem de programacao
FORTRAN.

1.4 Estrutura do texto

Esta dissertacdo € organizada em sete capitulos, um apéndice e trés anexos, que sdo
descritos na sequéncia.

Neste Capitulo 1 é apresentado a introducdo ao tema, bem como a justificativa para o
desenvolvimento desta pesquisa. Em seguida, 0s objetivos gerais e especificos sdo definidos.
Por fim, os trabalhos prévios desenvolvidos na linha de pesquisa do SET/EESC/USP, aos quais
este estudo da continuidade, sdo apresentados.

No Capitulo 2, as equacBes integrais singular e hipersingular do MEC séo
desenvolvidas. Tal equacionamento € empregado na formulacdo dual do MEC que € utilizada
nas analises mecanicas dos problemas bidimensionais isotropicos tratados neste trabalho.
Detalhes sdo mostrados com relagdo a implementacdo computacional, incluindo o método de
subtracdo de singularidade utilizado para a avaliagdo numérica das integrais impréprias. Na
sequéncia, 0 processo para a determinacdo das tenses nos pontos de colocacdo no contorno e
grandezas nos pontos internos € mostrado. Por fim, a técnica de sub-regides € apresentada, a
qual ¢ aplicada na modelagem de estruturas compostas por diferentes materiais.

O Capitulo 3 é dedicado a exposi¢cdo dos conceitos da MFEL. Alguns dos trabalhos
fundamentais para o desenvolvimento da area sdo apresentados. A formulacdo da MFEL
aplicada as analises de propagacdo de fissuras em materiais frageis € mostrada, incluindo os
métodos empregados na determinacdo dos FIT, no critério de propagacéo e na defini¢cdo da
diregdo de crescimento. Por fim, o modelo numérico implementado via MECD ¢ descrito em
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maiores detalhes. Alguns exemplos sdo analisados ao longo do capitulo para demonstrar a
eficacia do codigo computacional desenvolvido.

O Capitulo 4 estende a aplicacdo da MFEL bidimensional a analise de problemas de
fraturamento hidraulico. Nesses problemas é considerado que as faces das fissuras estdo sujeitas
a uma pressao de magnitude constante. As principais alteracdes em relacdo a metodologia
mostrada no Capitulo 3 séo apresentadas. O modulo computacional desenvolvido para tratar
problemas dessa natureza também € descrito e sua competéncia é verificada a partir de
exemplos analisados ao longo do capitulo.

O Capitulo 5 também utiliza os conceitos de fratura linear descritos no Capitulo 3,
porém para tratar problemas de fadiga alto ciclo em estruturas. Com base nesses conceitos, é
apresentado como se da a determinacdo da taxa de crescimento das fissuras pela lei de Paris.
Em seguida, uma metodologia para a estimativa da vida Gtil de estruturas sujeitas a fadiga €
proposta. Por fim, o modelo numérico para simular o crescimento das descontinuidades
solicitadas a carregamentos ciclicos é descrito. Exemplos sdo apresentados para ilustrar a
aplicabilidade do modelo numérico desenvolvido.

J& o Capitulo 6 aborda problemas relacionado & Mecénica da Fratura Nao-Linear, em
especial aos envolvendo a propagacdo de fissuras em materiais quase-frageis. As principais
metodologias empregadas para tal fim encontradas na literatura sé@o brevemente apresentadas.
Enfase é dada ao modelo de fissura ficticia, utilizado nas analises deste trabalho. A técnica de
solucdo do problema n&o-linear via MEC por meio do operador constante é descrita. Em
sequida, o critério de propagacéo, a definicdo da direcdo de crescimento e do incremento no
comprimento das fissuras sdo apresentados. Por fim, a sequéncia de processamento do modelo
computacional desenvolvido para tratar a fratura em materiais quase-frageis é descrita. Alguns
exemplos sdo apresentados ao longo do capitulo para mostrar a eficcia e as limitagcdes do
modelo numérico.

No capitulo 7 sdo apresentadas as consideracfes finais resultantes do trabalho
desenvolvido e sugestdes para estudos futuros.

No Apéndice I, os fluxogramas de cada um dos modulos do cddigo computacional
desenvolvido para a andlise dos diferentes problemas tratados por este trabalho sao
apresentados. O Anexo A apresenta os fundamentos da Teoria da Elasticidade bidimensional
utilizados como base tanto na formulacdo do MEC quanto na da Mecénica da Fratura. Ja no
Anexo B, as solugdes fundamentais elastostaticas presentes nas formulagcbes do MEC sdo
desenvolvidas. Alguns conceitos e equacionamentos fundamentais da MFEL empregados neste

trabalho sdo desenvolvidos no Anexo C.
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2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método numérico baseado em
equacOes integrais sobre o contorno, obtidas a partir das equacdes diferenciais que regem o
problema fisico. Em problemas com elevados gradientes, como 0s que apresentam
concentracdo de tensdo, e em situagdes cujo dominio de analise tende ao infinito, 0 MEC ¢
capaz de fornecer solucdes precisas e de forma eficiente (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992).

Outra vantagem do MEC é com relacdo a reducdo da dimenséao de andlise do problema,
visto que o método requer que apenas o contorno do problema seja discretizado. Comparado ao
Método dos Elementos Finitos (MEF), isso promove uma diminuicdo substancial no custo de
geracdo de malha e resulta em menores sistemas de equacBGes para solu¢do numérica.
Fundamentalmente, a relaxacdo sobre os requisitos de discretizacdo se da pela incorporacao na
formulacéo de informagdes sobre a solugéo da equacgdo que governa o problema por meio de
solugdes fundamentais.

Por outro lado, a construcdo do sistema de equagbes do MEC é custosa
computacionalmente pela necessidade da realizacdo de integragdbes numéricas de nucleos
singulares. Além disso, as matrizes resultantes sdo ndo-esparsas. Esses sdo alguns dos motivos
que limitaram a aplicacdo e difusdo do MEC. Todavia, a evolugcdo computacional que se
verificou nos ultimos anos, em especial com relacdo as técnicas de paralelizacéo, e a associacdo
com outras técnicas numéricas, como método rapido de expansdo em multipolos
(GREENGARD; ROKHLIN, 1997; ROKHLIN, 1985) e a aproximagéo cruzada adaptativa
(BEBENDORF, 2000; HACKBUSCH, 1999), permitiram a reducao significativa do tempo
despendido nas andlises e tornaram a aplicacdo do MEC mais atrativa.

O MEC s6 é aplicavel para problemas cuja solugdo fundamental é conhecida. Para
problemas elastostaticos, a solu¢do fundamental corresponde aos campos elasticos de um
problema virtual de dominio infinito submetido a um impulso unitario e apresentando as
mesmas propriedades do corpo real analisado. Para materiais isotropicos esta solucéo foi
desenvolvida por Sir William Thompson, conhecido como Lord Kelvin, sendo denominada
solugéo fundamental de Kelvin.

O MEC foi desenvolvido a partir de formulacGes classicas, das quais se destacam as
obtidas pelos trabalhos de Fredholm (1903) e Mikhlin (1957) no campo da teoria potencial, e
de Betti (1872), Kupradze (1965), Muskhelishvili (1953) e Somigliana (1885) em problemas
da elasticidade. O desenvolvimento dessas formulagdes no contexto das equacdes integrais ao
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longo do contorno foi decorrente, principalmente, dos trabalhos de Hess e Smith (1967),
Jaswon (1963) e Massonnet (1965). Em todos esses trabalhos as equacOes integrais foram
resolvidas pelo método indireto, no qual as incégnitas do problema nédo apresentam significado
fisico, mas sdo base para a obtencdo das grandezas de interesse. O primeiro trabalho a utilizar
a formulacgéo direta para a solucdo de equacdes integrais em problemas planos da elasticidade
foi o de Rizzo (1967), no qual o autor se baseou no teorema de reciprocidade de Betti (1872) a
na identidade de Somigliana (1885). Rizzo (1967) obteve como solucdo os valores de
deslocamento e forcgas de superficie, que sdo grandezas fisicas de interesse do problema.

Para a anélise de dominios ndo-homogéneos, Rizzo e Shippy (1968) desenvolveram a
técnica de discretizacdo em sub-regides com base na imposicdo de condicdes de
compatibilidade de deslocamento e de equilibrio de tensdes na interface de regides adjacentes.

J& o trabalho de Lachat e Watson (1976) trouxe importantes avan¢os no MEC com a
introducdo de uma parametrizacdo da geometria e dos campos de variaveis semelhante aquela
utilizada no MEF (abordagem isoparamétrica). Essa metodologia facilitou a implementacao
computacional e propiciou a consolidacdo do MEC como uma eficiente técnica numérica.

Brebbia (1978) deduziu a formulacéo das equacgdes integrais com o emprego da técnica
dos residuos ponderados. A partir disso, 0 MEC passou a ser combinado a outros métodos
numéricos para solucdo de problemas de engenharia, o que permitiu a aplicacdo de diferentes
métodos a subdominios nos quais cada um é mais eficiente. Com a formulagdo em residuos
ponderados, diversas técnicas foram desenvolvidas para solugdo de diferentes problemas fisicos
a partir do MEC, ampliando seu o campo de aplicacao.

Nos itens que seguem as principais formulacdes do MEC que sdo utilizadas neste
trabalho séo descritas. Maiores detalhes sobre o desenvolvimento do equacionamento podem
ser obtidos em Brebbia e Dominguez (1992), Aliabadi (2002), ou ainda nas referéncias citadas
ao longo do texto. J& um historico do desenvolvimento da formulagéo classica do MEC, com

os principais trabalhos e autores, pode ser encontrado no trabalho de Cheng e Cheng (2005)

2.1 Formulacgdes integrais de contorno

A aplicacdo do teorema da reciprocidade de Betti (1872) em um meio elastico-linear
para dois problemas elastostaticos distintos, denominados de (1) e (2), resulta em:

1) (2 2) (1
Igagk)ggk)dﬂ = J.Qa}k)g](k)dQ 2.1)

onde Q é o dominio do corpo analisado. A Eq. (2.1) representa a igualdade entre os trabalhos

realizados pelos esforcos internos de um problema sobre o campo de deformag6es do outro.
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Na sequéncia da deducdo da formulacdo integral do problema elastico-linear, o
problema (1) sera tomado como o problema real, do qual séo desejados os valores dos campos
incdgnitos de deslocamento, deformacao, tensdo e/ou forcas de superficie. No equacionamento
que segue, tais campos ndo apresentam sobrescrito. Ja o problema (2) serd tomado como o
problema fundamental, correspondente a aplicacdo de uma forga concentrada unitaria em um
meio infinito composto pelo mesmo material do problema real. Os campos do problema
fundamental para materiais isotropicos sdo derivados no Anexo B utilizando os fundamentos
da Elasticidade apresentados no Anexo A. Tais campos correspondem as solucGes
fundamentais e no texto possuem o sobrescrito (*). Utilizando essa simbologia, a Eq. (2.1) pode

ser reescrita como:
J.QUjké‘}cde=J.QO'}ck€jde (22)
Substituindo a relagédo entre deformacdes e deslocamentos (Eq. (A.25)) e aplicando o
teorema de Cauchy (Eg. (A.4)) sobre a Eq. (2.2), obtém-se:
J.QijU’jcydeZIQO'}ckUj'de (23)
O primeiro termo na Eq. (2.3) pode ser integrado por partes, resultando em:
J.QijU’j(’deZJ-FO'jknkU’j(dr—J.QUjk’kU?dQ (24)
Aplicando a formula de Cauchy (Eqg. (A.13)) e a equacédo de equilibrio em termos do
divergente do tensor de tensdes (Eq. (A.9)), a Eq. (2.4) pode ser reescrita como:
J.QijU’;’de=J-ru;pjdr-i-J.QU?bde (25)
Uma expressdo semelhante é obtida a partir da integracdo por partes do segundo termo
da Eqg. (2.3). Substituindo essas rela¢fes na Eq. (2.3), obtém-se:
jru?pjdr+jgu?bjd9:'[r p?ude+IQb;ude (2.6)
Todavia, a componente b; da forca de volume do problema fundamental corresponde a

um esforco concentrado e pode ser representada pela funcédo delta de Dirac aplicada sobre um

ponto arbitrario f, chamado de ponto fonte, ao longo da dire¢do com versor e;, ou seja:
b; =A'e 2.7)
As componentes de deslocamento da solucdo fundamental apresentam parcelas
provenientes da aplicacdo do esfor¢o concentrado tanto na direcdo e; quanto na diregéo e,,

conforme mostrado na Figura 2.1a. Assim, as componentes do deslocamento no ponto c,

denominado ponto campo e localizado a uma distancia r do ponto f, podem ser expressas como:
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U1 =U11€1 +Uze) (2.8)
U2 =Uip€; +U2€) (2.9)
A partir da Eq. (2.8) e da Eq. (2.9), a expressdo para obtencao dos deslocamentos pode
ser escrita em notacdo indicial como:
uj =uje (2.10)
sendo u; as componentes da solucao fundamental em deslocamento para materiais isotropicos

determinadas no Anexo B e mostradas na Eg. (B.15).

@ (b)

Figura 2.1 - Componentes das solucdes fundamentais de (a) deslocamento e (b) for¢a de superficie.

O mesmo é valido para as componentes da forga de superficie (Figura 2.1b), que em

notacdo indicial séo expressas por:
P = Piei (2.11)
com p;. igual as componentes da solucdo fundamental em forca de superficie para materiais

isotropicos, também deduzidas no Anexo B e mostradas pela Eq. (B.21).
Substituindo a Eq. (2.7), Eq. (2.10) e Eq. (2.11) na Eq. (2.6) e utilizando a propriedade
da funcdo delta de Dirac, obtém-se:

Iru;}ei pde+IQu;}eibde = Ir pieu;dT+u/e; (2.12)

onde u;f indica a componente de deslocamento do ponto fonte f na direcéo de e;. O indice j no

Gltimo termo do segundo membro da Eq. (2.12) € mudo e pode ser trocado por i. Além disso,
0s versores e; ndo dependem da geometria da estrutura e, portanto, a Eq. (2.12) pode ser

reescrita como:
(J}uf} p,-dl“)ei +(L2ui’jbde)ei :(_[r pi’}u,-dl“)ei +(u )e (2.13)

Agrupando os termos provenientes da aplicacdo da forca concentrada na direcao e;,

chega-se a seguinte relacao:
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ui +Ir pfjujdl“:frui’} pde+IQufjbde (2.14)
Essa expressdo € conhecida como identidade de Somigliana, ou ainda, equagéo integral

singular. Ela fornece as componentes de deslocamento ulf nos pontos do dominio desde que
conhecidos os valores de deslocamento e forca de superficie no contorno e as forcas de volume
ao longo do dominio do corpo.

Neste trabalho, as forcas de volume séo desprezadas no problema real. Assim, a integral

de dominio presente na Eq. (2.14) se anula, resultando em:
u; +jr p{}ujdrzjrufjpjdr (2.15)
A Eqg. (2.15) contém apenas integrais relacionada ao contorno. Essa expressdo é

utilizada no decorrer deste trabalho para obtencao das grandezas na superficie do corpo a partir

da aplicacdo do MEC. Ela é dita singular, pois as solu¢des fundamentais u; ep;. sdo singulares

quando r, a distancia entre o ponto fonte f e os pontos campo ¢ no contorno, tende a zero. A

solucdo fundamental u; possui singularidade da ordem o(Inr), conhecida como singularidade
fraca, enquanto a singularidade na solugédo fundamental p; é da ordem o(7~1), conhecida como

singularidade forte. A singularidade ocorre quando o ponto f é levado ao contorno para
determinacdo dos deslocamentos nessa regido. O item 2.2 mostra como as integrais da
Eqg. (2.15) devem ser avaliadas nesse caso.

Outro tipo de formulacéo integral do problema elastostatico pode ser obtido a partir da
variacdo da posi¢do do ponto fonte. Em termos matematicos, isso representa diferenciar a

Eq. (2.15) em relagdo as coordenadas de tal ponto, resultando em:
‘ «
?T‘karerTF}jujdr:jr—fpjdr (2.16)

A derivacdo das solucdes fundamentais resulta na definicdo de novas solucdes,
conforme demonstrado no Anexo B. Todavia, as novas solu¢es fundamentais sdo obtidas a
partir da derivacdo em relacdo as coordenadas do ponto campo. Para utilizacdo das mesmas
expressoes mostradas no Anexo B, a mudanga em relacdo ao ponto de derivacgao deve ser feita.
Como as solugdes fundamentais dependem da disténcia r entre o ponto fonte e o ponto campo,
as derivadas presentes na Eq. (2.16) podem ser expressas a partir da regra da cadeia como:

ou;  ou; or
ox' o oor ox!

(2.17)
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apy _ opy or

=— 2.18

ox' or ox (2.18)
Porém, tem-se que:

X 2.19
G oX (219)
Dessa forma, a Eq. (2.18) e a Eqg. (2.17) podem ser reescritas como:

oui  aup or  oug .

_IfJ:—_”—C:— I: :_uij,k (220)
OXy or ox OX

opy _ pj or _ opy -

9 __ 9% o 9N _ 2.21
X o o ox Pk (2.21)
Substituindo a Eq. (2.20) e a Eq. (2.21) na Eq. (2.16), obtém-se:

Uy =IF—U;;,|< pjdr_jr_p;,kujdr (2.22)
Escrevendo a Eq. (2.22) para ujfk e u,{] e somando ambas as expressoes, resulta:

Ujf,k +ka,j ZJ.F—(U?i,k +u:i,j) pidr_'[r_( Piik + Pii.j )Uidr (2.23)

Utilizando a relacdo de deformacéo e deslocamento (Eq. (A.25)) sobre a Eq. (2.23),
pode-se escrever a deformagéo no ponto fonte como:
f l * * * *
Ei =§|:L_(uji,k +Uki,j) pidr_jr_( Pjik + P, j )Uidr} (2.24)
Aplicando a lei de Hooke generalizada para obtencdo das tensdes (Eg. (A.30)) e

utilizando as deformacdes determinadas pela Eq. (2.24), obtém-se:
o er Dijx pidr—erEkUidr (2.25)

onde D;-k e S;k sdo as solugdes fundamentais para materiais isotropicos determinadas no
Anexo B e mostradas, respectivamente, pelas equacgdes (B.23) e (B.25).

A Eq. (2.25) é a identidade de Somigliana que permite a obtencdo das componentes de
tensdo em pontos internos. Essa equagdo integral é denominada hipersingular, uma vez que
apresenta ndcleos com ordem de singularidade superior ao da equacdo singular mostrada pela

Eq. (2.15). A solucdo fundamental D;k possui singularidade da ordem o(+~ ), dita singularidade

forte, enquanto a singularidade na solugdo fundamental S;k é da ordem o(+~2), denominada
hipersingular.
O equacionamento até aqui apresentado € valido para o estado plano de deformacao

(EPD), uma vez que as solu¢des fundamentais sdo desenvolvidas considerando esse estado
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plano. No caso de um problema com estado plano de tenséo (EPT), as expressdes das solucbes
fundamentais sdo as mesmas. Entretanto, o mddulo de elasticidade longitudinal E e o

coeficiente de Poisson v devem ser modificados da seguinte forma:

* E(1+2v)

E :—(1+v)2 (2.26)
. v

v :_1+v (2.27)

As equagcdes integrais singular (Eq. (2.15)) e hipersingular (Eq. (2.25)) desenvolvidas
sdo validas apenas para pontos internos ao dominio do corpo. A partir delas é possivel
determinar os deslocamentos e tensdes nos pontos internos, desde que conhecidos os valores de
deslocamento e forcas de superficie no contorno da estrutura. Dessa forma, inicialmente deve-
se encontrar uma resposta para os pontos do contorno, o que pode ser feito via MEC a partir da
colocacédo do ponto fonte sobre essa regido. Nos itens 2.2, 2.3 e 2.4 é mostrado o0 que altera e
nas equacdes integrais quando isso é realizado e como as grandezas de interesse podem ser

avaliadas numericamente.

2.2 Formulacgdes integrais para pontos no contorno

No item 2.1 foram obtidas as equacdes integrais singular e hipersingular que permitem
a obtencdo dos deslocamentos e das tensdes nos pontos internos ao dominio. Todavia, quando
o0 ponto fonte é levado ao contorno para obtencdo dos deslocamentos e tensdes nessa regiao, as
integrais na Eq. (2.15) e na Eq. (2.25) se tornam improprias, visto que as solugdes fundamentais
se tornam singulares a medida que o ponto fonte se aproxima dos pontos campo no contorno.

Para avaliar o que ocorre com as identidades de Somigliana quando o ponto fonte esta
localizado no contorno, realiza-se um processo limite. Para tanto, € adicionado um dominio
com contorno circular de raio ¢ que envolve o ponto fonte (Figura 2.2). Dessa forma, tal ponto
passa a ser interno ao dominio ficticio, sendo validas, portanto, a Eq. (2.15) e a Eq. (2.25). Em
seguida, verifica-se 0 que ocorre com essas equacdes integrais quando ¢ tende a zero, ou seja,

quando o ponto fonte passa a pertencer ao contorno real do corpo.

Figura 2.2 - Ponto fonte localizado no contorno da estrutura e envolto por um dominio circular ficticio.



34

Com a adicdo do dominio ficticio mostrado na Figura 2.2, o contorno do corpo passa a
ser igual a I’ — T, + I',. Realizando o processo limite de ¢ — 0, a equagcéo integral singular,

mostrada pela Eq. (2.15), passa a ser escrita como:

f . * L *
u; +lim — pijujdr_‘lgl_r,?).[rfl:ﬁrg Ujj pjdr (2.28)

e—>0dI-T.+

Serdo analisadas isoladamente cada uma das integrais improprias na Eq. (2.28).

Considerando a integral do segundo membro:

lim| _ Uijj pjdr:lgigc‘)jr—ﬁuij pjdr_'_,lgiﬂ’(\)»[l"g Uij deF (2.29)

g0+,

Aplicando o limite sobre a primeira integral do segundo membro da Eq. (2.29) e sabendo
que a singularidade de u; para problemas bidimensionais é de o(Inr), tem-se que:

!‘E?JF_n Ui p,-dl“:fru;} p;dl" (2.30)
onde o traco na integral do segundo membro indica a presencga de um ndcleo singular que deve
ser avaliado no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC).

Passa-se agora a analise da segunda integral do segundo membro da Eqg. (2.29). No

limite de ¢ — 0, o dominio ficticio passa a ser um ponto e, portanto, a forca de superficie do

problema real sobre o contorno ficticio pode ser tomada como constante, o que resulta em:
lim [ ujp;dT" = p; lim | ujdT
o Jr, i Pi Py M) i (2.31)
A solucédo fundamental u; para o contorno ficticio apresenta singularidade o(Ing). Ja 0
diferencial do contorno dI" pode ser escrito como uma funcéo linear em relacdo a ¢ a partir da
expressao do perimetro de um semicirculo. Dessa forma, o nucleo da integral do segundo

membro da Eq. (2.31) apresenta o seguinte limite:

limelng =0 (2.32)

&0
Consequentemente, a integral da Eqg. (2.31) também se anula. Portanto, a partir da
Eq. (2.29), Eq. (2.30), Eq. (2.31) e Eq. (2.32), a integral apos a igualdade da Eg. (2.28) resulta

em:

lim| Fgui’}pjdl“:][rui’; p;dT (2:33)

0T+
Considerando agora a integral do primeiro membro da Eq. (2.28), pode-se escrever que:

limf pudr=lim [ pjudr+lim [ pjudr (2:34)

00T +T,
Aplicando o limite sobre a primeira integral do segundo termo de (3.34) e sabendo que

a singularidade de p;. para problemas bidimensionais € o(»~!) (ver Eq. (B.21)), obtém-se:



35

lim [ pju;dr = piu;dr (2.35)

Ja a segunda integral do segundo termo da Eq. (2.34) apresenta um ndcleo que nédo tende

a zero quando aplicado o limite, visto que a singularidade dep;. no contorno ficticio é da ordem
o(¢~!) e dI' apresenta termo linear em &. Realizando a integragdo sobre os termos de p;.,

aplicando o limite e considerando o ponto fonte situado em um contorno suave, tem-se que:

. * ol 1

LI_IBIR pijujdr__aujé‘ij ——Eui (2.36)
Com a Eq. (2.35) e a Eq. (2.36), a integral na Eq. (2.34) pode ser escrita como:

- * * 1 f

(lEILT(]) [_F,4T, pijUde =£_ pijUde—EUi (2.37)

Substituindo a Eq. (2.33) e a Eq. (2.37) na Eq. (2.28), a identidade de Somigliana escrita

para pontos fonte no contorno é expressa por:

cfuf +f pijudr={ ujp;dr (2.38)

onde clj representa o termo livre e vale ¢;/2 para ponto fonte localizado em contorno suave. Os

valores do termo livre para contornos com descontinuidade geométrica podem ser obtidos em
Venturini (1988).

A condicdo de pontos fonte em contornos suaves € garantida com a utilizacdo de
elementos descontinuos ou semicontinuos em locais de descontinuidade do versor normal ao
contorno (veértices). Essa estratégia é utilizada neste trabalho e, portanto, o termo livre na

Eqg. (2.38) sera sempre tomado como J;/2. Maiores detalhes sobre os elementos descontinuos

empregados sao apresentados no item 2.5.
O mesmo processo limite pode ser realizado para a equacdo integral hipersingular

(Eq. (2.25)) quando o ponto fonte é levado ao contorno. Nesse caso, as singularidades presentes
nos nucleos contendo as solugcbes D;-k e S;-k sdo0 da ordem o(r~ 1) e o(¥72), respectivamente. Do

processo limite, resulta:
G ik +fr SitdT Zfr Dj pidT (2.39)
onde clf = ¢;;/2 para contornos suaves e o trago duplo indica que a integral cujo nlcleo possui

S;k deve ser calculada no sentido de Parte Finita de Hadamard (PFH).

Aplicando a férmula de Cauchy (Eq. (A.13)) sobre a Eg. (2.39), obtém-se:
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C|Jf pif + nkf fr Si’;kuidr = nkf :FF IJ:;k p|dr (2.40)

A Eq. (2.40) representa a equacéo integral hipersingular escrita em termos de forgas de
superficie para pontos fonte localizados sobre o contorno.

2.3 Implementacdo numérica do MEC

As equac0es integrais para pontos fonte no contorno desenvolvidas no item 2.2 podem
ser resolvidas numericamente por meio do MEC. Para tanto, inicialmente o contorno deve ser
discretizado em um namero finito de elementos de contorno, que no caso deste trabalho podem
apresentar qualquer grau de aproximacéo polinomial. Considerando os pontos de colocacéo do
contorno como pontos fonte e aplicando a equacdo singular ou hipersingular, o sistema de
equacdes algebricas é obtido. Impondo os valores conhecidos das condi¢es de contorno nos
pontos de colocagdo, os valores incdgnitos de deslocamentos e forcas de superficie sdo
determinados a partir da resolucdo do sistema linear.

Neste trabalho sdo utilizados elementos isoparamétricos. Assim, tanto a geometria
quanto as grandezas de interesse sdo interpoladas ao longo do elemento a partir dos valores
nodais e das funcbes de forma. Tais fungdes séo compostas por polindmios de Lagrange, que
sdo obtidos por:

G-T1E8
a6 @41)

J#i
onde ¢ € o polindmio de Lagrange de grau n — 1 associado ao no i, & € a coordenada
adimensional para um ponto qualquer dentro do elemento e & e & sdo, respectivamente, as
i ’j
coordenadas adimensionais dos nés i e j.

A Eq. (2.42) e a Eq. (2.43) mostram, em notagdo matricial, a expresséo de interpolacéo

dos deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente, para um ponto qualquer em um

elemento k:
p = ®p" (2.43)

onde u e p sdo matrizes coluna de dimensdo 2x1 que contém, respectivamente, 0s
deslocamentos e as forcas de superficie de um ponto qualquer do elemento k; @ é a matriz de
funcdes de forma do elemento k com dimensdo 2x2n; u* e p* sdo os respectivos valores de
deslocamento e forcas de superficie para os nds do elemento k, com dimensdo 2nx1; e n é o

numero de nés do elemento considerado.
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Para um ponto fonte i qualquer, a equacéo integral singular (Eq. (2.38)) € escrita em

notacdo matricial como:
i * _ *
Cu +frP udF—frU pdI’ (2.44)

onde P" e U” sdo matrizes 2x2 contendo as componentes das solucdes fundamentais e C’ ¢ a
matriz de termos livres, que para contornos suaves é dada por:
.12 0
C'= 2.45
Considerando a discretizacdo do contorno em nelem elementos e aplicando a
aproximacao das grandezas nos pontos do contorno conforme a Eq. (2.42) e a Eq. (2.43), a

Eq. (2.44) pode ser reescrita como:

nelem nelem

Clu' + kz_; {jr P*(pdr}uk = kz_; { jrk U*cpdr}p" (2.46)

As integrais presentes na Eq. (2.46) podem ser calculadas com a utilizagdo da quadratura
de Gauss-Legendre. Para tanto, faz-se uma transformacdo do espaco real de integracdo I',
representativo do dominio de cada um dos elementos, para um espaco adimensional & que varia

de —1 a 1. Nesse caso, as coordenadas de qualquer ponto no interior de um elemento k podem

ser obtidas a partir da interpolacdo das coordenadas nodais x{ por:

%(£) = ¢ (&)X (247)
ou em notacdo matricial:
X = @x (2.48)

Com a mudanca de espaco, a equacao integral na Eq. (2.46) é reescrita como:

nelem nelem

C'u' + é {El P'® Jacdf}uk = é {ElU*d) Jacdf}p" (2.49)

onde Jac é o jacobiano da transformacdo do espago adimensional para o espaco real, dado por:

2 2
JH (&) 250
d& d&

Definindo o nimero de pontos de integracdo utilizados para cada elemento como npg,

a expressao da integracdo numerica via quadratura de Gauss-Legendre para a equagéo integral

singular fica dada por:
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.. nelem fnpg nelem (npg
Clu'+ >’ {Z(P (I))I Jac, m}uk => {Z(U (I))I Jac, m}pk (2.51)
k=1

1=1 k=1 LI=1
A Eqg. (2.51) é valida para um ponto de colocacdo particular i, €, uma vez integrada

numericamente, fornece:
Ciu' + Y Alul =Y Glp! (2.52)
j=1 j=1

sendo N o nimero de pontos de colocagao utilizados na discretizacdo da estrutura e u’ e p/ sdo

as matrizes coluna 2x1 que armazenam, respectivamente, as componentes de deslocamento e

de forca de superficie do ponto de colocacéo j. J& A’ e G¥ sdo matrizes de influéncia de um
ponto de colocacao i sobre outro ponto de colocacéo j e apresentam dimensao 2x2.
Denominando:
i |H Se i# |
HY =+ o (2.53)
HY +C' sei=j

a Eq. (2.52) pode ser reescrita como:
N L N .
> Hiul = Gip! (2.54)
=1 =1

A Eq. (2.54) representa as equagOes do sistema algébrico escritas para 0s pontos de
colocacdo aos quais a formulacao singular do MEC é aplicada.

O processo de construcdo do sistema de equacdes algébricas para os pontos fonte que
apresentam a formulacdo hipersingular € feita de maneira analoga. Para esses pontos, 0 método
numerico é empregado sobre a Eq. (2.40). Dessa forma, aplicando a integracdo numérica via
quadratura de Gauss-Legendre obtém-se a seguinte expressao:

~ . nelem npgo nelem _npg .
cp'+ > {n'Z(S cp)I Jac }uk => {n'Z(D q))I Jag aa}pk (2.55)
k=1

1=1 k=1 1=1

onde S” e D” sdo matrizes 4x2 que contém as solugdes fundamentais e n’ é uma matriz 2x4 que
contém os valores das componentes do versor normal ao contorno no ponto fonte i e é dada por:

ni— nq 0 n, 0
o n o n (2.56)

sendo cada uma das componentes obtidas por meio de:

N HOL

Jac(&) (2.57)
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n, = - ie) (£ (2.58)

Jac($)

A integracdo numérica da Eq. (2.55) resulta em:
- - N . - N — .
Cip' + 3 Hiul = > Glp! (2.59)
j=1 j=1

sendo H” e G” as matrizes que contém os coeficientes de influéncia de determinado ponto de

colocacéo i, que apresenta a formulagéo hipersingular, sobre os pontos de colocacdo j. O termo

livre C’ pode agora ser incorporado & matriz G’ aplicando as seguintes relagoes:
i |G se i# ]
G'=¢_ o (2.60)
G"-C sei=j

Utilizando a Eq. (2.60), a Eq. (2.59) pode ser reescrita como:
N o N L

ZHIJUJ :ZGupJ (2.61)
j=1 j=1

A Eq. (2.61), valida para os pontos de colocacgéo aos quais a formulagédo hipersingular é
utilizada, é similar a Eq. (2.54) empregada para pontos de colocacdo com formulacéo singular.
As diferengas existentes entre ambas sdo: a determinagdo dos coeficientes de influéncia
(Eq. (2.51) para formulacéo singular e Eq. (2.55) para formulagéo hipersingular); e a matriz de
inclusdo do termo livre. Todavia, por apresentarem a mesma estrutura, ambas podem ser
reunidas em um sistema de equacdes global, dado por:

Hu=Gp (2.62)
onde H e G sdo matrizes 2Nx2N que armazenam os coeficientes de influéncia e u e p sédo
matrizes coluna 2Nx1 que contém as componentes de deslocamento e de forca de superficie
nos pontos de colocacdo do contorno. Cada linha do sistema representa uma equacao para 0S
graus de liberdade do problema, com coeficientes de influéncia dados em funcdo de um
determinado ponto de colocacéo e da consideracdo de uma dire¢do. As equacdes séo definidas
a partir da aplicagdo da formulacdo singular ou hipersingular, dependendo de qual é escolhida
para o ponto de colocacdo. Assim, pode-se observar que as matrizes envolvidas sdo néo-
esparsas e ndo-simetricas.

Aplicando as condicdes de contorno conhecidas em deslocamento e forca de superficie
e reorganizando o sistema mostrado na Eq. (2.62) a partir da troca de colunas das matrizes H e
G, pode-se obter o sistema linear para determinacdo dos valores incognitos do contorno da

forma:
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Ax=f (2.63)
onde A é a matriz composta pelas colunas das matrizes H e G contendo coeficientes dos valores
incognitos do contorno; x € a matriz coluna que contém os valores incognitos do contorno; e f
¢ a matriz coluna resultante da multiplicacdo da matriz de coeficientes de influéncia pelos
respectivos valores conhecidos no contorno.

Cabe ressaltar que as expressfes das integracdes numeéricas desenvolvidas neste item
utilizando a quadratura de Gauss-Legendre ndo sdo validas para a integracao dos elementos que
contém o ponto fonte, visto que para tais elementos as integrais apresentam singularidade.
Nesse caso, primeiramente deve ser realizada a regularizagdo dos nucleos de integracdo para
posterior avaliacdo numérica. Para tanto, 0 Método de Subtracdo de Singularidade, apresentado

no item 2.4, pode ser utilizado.

2.4 Meétodo de Subtracdo de Singularidade

A Eq. (2.51) e a Eq. (2.55), mostradas no item 2.3, apresentam as expressdes humericas
para a avaliacdo das equacOes integrais singular e hipersingular do MEC, respectivamente.
Entretanto, essas equac6es ndo sdo validas para o elemento k que contém o ponto fonte i. Nesse
caso, conforme discutido no item 2.2, as integrais envolvidas se tornam singulares e, portanto,
devem ser avaliadas no sentido de VPC ou ainda PFH, a depender do tipo de singularidade
envolvida.

Conforme Aliabadi (2002), uma forma de avaliar ndcleos de integracao S(x) com algum

tipo de singularidade consiste em subtrair e somar outro nticleo S”(x) com a mesma ordem de

singularidade, dando origem a um nucleo regular e a um nucleo com integracdo analitica

conhecida:
[s(dx = j[S(x) - s*(x)] dx+ [ S"(x)dx
Singular Regular Singular com (2-64)

expressdo analitica
conhecida

Essa técnica é conhecida como Método de Subtracdo de Singularidade (MSS) e é
utilizada neste trabalho para a avaliacdo das integrais improprias envolvidas nas formulacGes
integrais do MEC. O trabalho de Kzam (2009) apresenta a formulagdo necessaria para a
avaliacdo dos nucleos singulares e hipersingulares que surgem na formulacéo elastostatica do
MEC para meios isotropicos. Na sequéncia do texto sdo desenvolvidas as expressdes
implementadas computacionalmente para a avaliacdo das integrais sobre o elemento que

contém o ponto fonte.
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Inicialmente considera-se um elemento auxiliar tangente ao elemento avaliado, sendo o

ponto de tangéncia igual ao ponto fonte com coordenada adimensional &; (Figura 2.3). Esse

elemento é utilizado para definir as fungdes S° empregadas na regularizacdo dos nucleos

singulares.

Elemento auxiliar

Elemento avaliado =41

Figura 2.3 - Representagdo do elemento auxiliar utilizado para 0 MSS.

Sobre o elemento auxiliar é definida a variavel »*, que representa a distancia de um
ponto qualquer pertencente a esse elemento ao ponto fonte.
As coordenadas reais de um ponto com coordenada adimensional £ situado sobre o

elemento avaliado podem ser aproximadas a partir das fungGes de forma qﬁj e das coordenadas
nodais x/ como:

X (&) = ¢ (5)x (2.65)
Jé as derivadas das coordenadas reais em relacdo a coordenada adimensional sdo dadas
por:
X&) = . (E)X (2.66)
As coordenadas reais podem ser escritas a partir da expansao em série de Taylor em
torno do ponto fonte por meio de:
X (&) =% (&) + % £ (&H)e +0(e") (2.67)
onde:
£=85—% (2.68)
As coordenadas ao longo do elemento auxiliar podem ser determinadas tomando até o

termo linear da expansdo mostrada na Eq. (2.67), o que resulta em:
% (&) =% (&) +%.2(&)e (2.69)

Ja a expressdo da variavel »* pode ser obtida a partir da sua definigdo como:

1 (60,8) = (&) = %(&)) +(%(&) —x(&)) (2.70)
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Substituindo a expressdo das coordenadas reais sobre o elemento auxiliar, mostrada pela

Eq. (2.69), na Eq. (2.70) e desenvolvendo, obtém-se:
r' (&, &) =|3|\/(X1,§(§o)2 +X2,§(§o)2) (2.71)

Substituindo a Eg. (2.66) na Eqg. (2.71) e utilizando a definicdo do jacobiano da

transformac&o do espaco adimensional para o espaco real (Eq. (2.50)), obtém-se:

(%, &) =|e| Jac(&) (2.72)

2.4.1 Formulacéo singular

Neste item, 0 MSS ¢é aplicado para a regularizacdo das integrais da formulacédo singular

*
ii

do MEC (Eq.(2.38)). Inicialmente € analisada a integral com nucleo u;. Para a integragao do

elemento k que contém o ponto fonte, pode-se escrever que:

* 1 *
f, uipiar=[ f i & O (©) 32020 | pi" @79
A solucdo fundamental u; é mostrada pela Eq. (B.15) e pode ser escrita da seguinte
forma:
u;(égng):Ulln(r(éZOaé))élj+U2 rirj (2.74)
onde:
.. A
Y Bru(1-v) (2.75)
yo 1
2 —872;11(1—V) (2.76)

Substituindo a Eq. (2.74) na Eq. (2.73), a integral do segundo membro da Eqg. (2.73) é

dividida em duas parcelas conforme mostrado a seguir:

£ Ui (60, ) (£) a0, ()AE =t In(r(&o,£)) i (&) Jac ()< +

lh

e b rir e (&) a0 ()

I2

(2.77)

A integral 7, é regular e pode ser integrada numericamente via quadratura Gauss-
Legendre. Ja a integral 7; possui singularidade o(Inr). Aplicando 0 MSS sobre essa integral,

resulta:
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= [, [ In(1(60,)) ()36 () =1 (" (0, ) ) (&) Jaci (&) [

1 . R (2.78)
H win(r(&,8)) digh(£)Iac (&)dE

sendo ¢:1 as fungbes de forma utilizadas para o elemento auxiliar, que podem ser escritas a
partir de suas expansdes em série de Taylor em torno do ponto fonte como:

() = n (%) + 2 (S0)& +0(™) (2.79)

Para a subtracdo da singularidade o(Inr) basta considerar o termo constante das funcdes

de forma. Assim:

I (E) = (&) (2.80)
Substituindo a Eq. (2.80) na Eq. (2.78) e utilizando a Eq. (2.72) e a Eq. (2.68), obtém-

Se.

1
= [ty | In(r(&,£)) dn(£)Jac () - I (Jac (&) |& - o) dn () dac (&) |d&

5

1 *
i (&) Iac (&) | In(r" (&, £))dé

vpch”

(2.81)

A integral 75 é regular e pode ser integrada via quadratura de Gauss-Legendre. J& o valor

principal de Cauchy vpc™ pode ser avaliado como:
nr’ . —& 1-&
VPC"" = m“% In (Jac, (50)5)d5+L In(Jacy (§o)€)d8} (2.82)

Realizando as integraces e aplicando o limite na Eq. (2.82), resulta que:

VPC"" = (L+& ) In[|(1+ &) Jac(%)] |+ (1-&) In[|(1- & ) Jac (&) |+
[0+ &)+ (1-%)]

A Eq. (2.83) é vélida apenas para |§0| # 1. No caso de elementos continuos, &; assume

(2.83)

o valor +1 para um elemento e —1 para o elemento adjacente. As singularidades para os casos
& = +tle &, = —1nakEqg. (2.83) se anulam e, portanto, para esses valores de &, 0 VPC™ pode
ser avaliado como:

VPC"" =2In[|2Jac (&)[] -2 (2.84)

Reunindo as expressGes apresentadas, a equacdo para a integracdo numérica via
guadratura de Gauss-Legendre do elemento que contém o ponto fonte pode ser escrita na forma
final:
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][rku;}pjdl“:

npg{uﬁij[ln(r(égovégn))ﬂn(fn)\]ack(ﬁn)|n(JaCk(§o)|§n§o|)¢m(§0)3ack(§o)}]w v (285
Uy 15T g (&) G, (1) N

+u15ij¢ﬂ (&)Jacy (&)VPC Inr” } plj‘m

n=1

onde ¥PC™" ¢ dado pela Eq. (2.83) para |&,| # 1 e pela Eq. (2.84) para|&)| = 1.

- Ve *
Procedendo da mesma forma para a integral com nucleo Py pode-se escrever:

* 1 Pij (. ¢) km

][rk pijUde={ . rj(§0,§) %(f)JaCk(f)df}Uj (2.86)

onde a solucdo fundamental, mostrada pela Eq. (B.21), foi decomposta em:
* _ Bij(%. <)

P;j (£0,$) = 6D (2.87)
sendo:

_ 1

Pij 2—47[(1_\/) {(1—2V)(V,J“i —rin)+ 1, [ (1-2v) 5 +2r,ir,j]} (2.88)

Aplicando o MSS sobre a integral do segundo termo da Eq. (2.86) e utilizando a
Eqg. (2.72) e a Eq. (2.68):
1 Py (o, $)

plj (é:Oa ":Z) pij (50)

J d J _ q
el mOROA = [T R0 2 (&
pl](§0) (&)d (2.89)
o, g g (&3
com:
5 (5) = (1=2v)(r; (S (%) = 1i (50)N; (40)) o

472'(1—V)
uma vez que r,(&,) = 0, visto que o elemento auxiliar € tangente ao elemento de contorno

integrado, com ponto de tangéncia na posic¢ao do ponto fonte.
A primeira integral do segundo membro da Eq.(2.89) € regular e pode ser avaliada a
partir da quadratura de Gauss-Legendre. Ja a segunda integral do segundo membro da Eq.(2.89)

pode ser reescrita como:

i (&)t ()] E §|d§ Pi (&) g (H)VPCT (2.91)

O valor principal de Cauchy vpce pode ser avaliado como:
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VPC¢ = IimU_g 1dg+.[l_§°%dg} (2.92)

g-0| I-1-4 ¢ ¢

Resolvendo a Eq. (2.92) resulta:

VPC®" =~ In[[1+ &[]+ In[[1-&|] (2.93)
Como no caso anterior, a Eq. (2.93) so é vélida para |§0| + 1. Para elementos continuos,

0 modulo de &; assume valor unitario e a Eq. (2.93) se torna singular. Nessa situagao, o valor

de VPC® é tomado como:

VPC® =—In2 (2.94)
para &, = +1e:

VPC? =In2 (2.95)
para & = —1.

Dessa forma, a expressdo para integracdo numérica do elemento que contém o ponto

fonte é dada por:

‘J:I_k p.jujdl“ =
37| Pulsorcn) _ Pii(¢o) _ | 299)
{{;{ r(é;O'gn) ¢m(§n)\]ack (gn) |§n _§O|¢m(§0):|a)n:|+ plj (§O)¢m(§O)VPC }UJ

onde ¥PC*" é obtido pela Eq. (2.93) para |£,| # 1 e pela Eqg. (2.94) e Eq. (2.95) para &, = +1

e &, = —1, respectivamente.

2.4.2 Formulagéo hipersingular
O MSS também pode ser aplicado para a regularizagcdo dos ndcleos das integrais da
equacdo integral hipersingular do MEC (Eg. (2.40)). Para o nucleo D;k, a integragéo do

elemento | que contém o ponto fonte é escrita como:

* I:_)I y m
7'f Djpdr- {nk @f 222 (¢ e (ﬁ)dcf} p @97
| 01
onde a solucdo fundamental, mostrada pela Eq. (B.23), foi decomposta em:
* I:_)I (é:O’é:)
Di; 6) = LI LLL A 2.98
Jk((:ZO é:) l‘(fo,éf) ( )

sendo I_),-jk a parte ndo singular da solucéo fundamental D;k dada por:
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1
=—V)[(1_2V)(r,k5ij +1 0 —r,i5jk)+2r,ir,jr,k] (2.99)

4r(1-

A expressao mostrada pela Eq. (2.97) é semelhante a apresentada na Eg. (2.86). Assim,

Dijc (4. &)

0 processo de regularizacao desse nucleo € similar ao realizado para o ncleo com p; daequacao

integral singular. Portanto, a expressdo utilizada para integracdo numérica do elemento que

contém o ponto fonte é dada por:

0§, Dipdr= {nk(f){z{ w2 (6)a |(§n)—|[;ijk_(2)|¢m(§o)}%}+
$on n (2.100)

+N (&) Ijijk (So) & (ego)VPC{l } pilm

onde VPC®' & obtido pela Eq. (2.93) para |£,| # 1 e pela Eqg. (2.94) e Eq. (2.95) para &, = +1
e &, = —1, respectivamente.

J& a integral contendo S;-k pode ser escrita para o elemento que contém o ponto fonte

como.

Sig (&, €) Im
1m¢%(§)\lac. (5)dS |ui (2.101)

I

n frl SiudI = n (50){

onde a solucdo fundamental mostrada pela Eq. (B.25) foi escrita como:

|Jk(§01§)
r

Sik (&, &) = (2.102)

sendo S, + a parte ndo singular da solugé@o fundamental S,Jk
A integral /; na Eq. (2.101) pode ser regularizada a partir do MSS como:
L Six(%,8) Sii (%)
i =y (%) {’—%(ﬁ)Jacl &)=,
Jll ? (501 é:) r ? (50 ) 6)

Ijk (50
*2 (50 ) é:)

A singularidade o(+~?) é regularizada considerando até o termo linear da expansio das

(75\; ($o)Jac (fo)} dé+
(2.103)

(= g (&) a0 (&)dE

fungdes de forma no elemento auxiliar. Da Eq. (2.79):

I (E) = (&) + e (S0)e (2.104)
Utilizando a Eq. (2.104), Eq. (2.72) e a Eq. (2.68) a Eq. (2.103) é reescrita da seguinte

forma:
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=N (&) fl[Mqﬁm(é)Jacl O-—D) g e

r’(&, &) Jac (&) (E—&)

_ S_ijk(éfo) S_ijk (50)

Jaci (&) |é - &)| HJac (&) (- &)
Si (&)

1Jaci (&)[E- &

A primeira integral do segundo membro da Eq. (2.105) é regular e pode ser avaliada

P 2 (fo)}dfﬁL Ny (ego)jt_1 > (&H)dS + (2.105)

+Nk (50)](_1

|¢m,§(§o)d§

com a quadratura de Gauss-Legendre. Ja a segunda integral apresenta singularidade o(s72) e

deve ser avaliada no sentido da Parte Finita de Hadamard (PFHg_z) conforme:

N (&) Sk (S0)dn (&) 2 1 q =nk(§o)§ijk(§o)¢m(§o) PEH?"
Jaci (&) j(1(5--‘50)2 : Jaci (&) (2106
sendo PFH® " dada por:
e il 1 Laes o as] o] 2. L 1
PFH _m“%gdﬁjg gdg} l'féL Iz 1+§0} (2.107)

O valor da PFH" & tomado apenas como a parte finita da Gltima igualdade, o que
resulta em:
1 1
-5 1+4

A soma das partes infinitas desprezadas no limite da Eq. (2.107) se anulam quando o

PFH® =

(2.108)

sistema algébrico do MEC é construido a partir da integracdo de todos os elementos de contorno
singulares, desde que o contorno do corpo analisado seja fechado.

Ja a terceira integral da Eq. (2.105) possui singularidade o(¢™") e deve ser avaliada no

sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC‘E_]) como:

N (&) Sijk (o) . (&) fl 1 de = NEENEINE
Jac (&) 1E-&| Jac (&)

VPC® (2.109)

_] , .
onde VPC® * é o mesmo apresentado anteriormente.

Com as equagdes apresentadas, a expressdo para a integracdo numérica do nucleo
contendo S;-k para o elemento | que contém o ponto fonte pode finalmente ser escrita como:



48

Lo dr— & Sij (%, n)  Sig (%) dn (&)
Ny {Fu Sljkuldr_ nk(éo) ;[ rZ(é:van) ¢m(§n)~]acl(§n) Jac|(§o)(§n—§o)2

3 S_ijk (&) &, (S0) }On N Nk (§o)§ijk(§o)¢m (%) PEH® + (2.110)
Jag (§O)|§n —§o| Jac (&)

Nk (fo)s_ijk ($0) . (So) vpce” } gm
Jac; (&) I

A Eqg. (2.110) exige que as derivadas das funcdes de forma sejam definidas e Gnicas nos

pontos fonte. Dessa forma, ndo € possivel a utilizagdo de elementos continuos para a formulagéo
hipersingular, visto que a continuidade das derivadas das funcfes de forma entre elementos
adjacentes ndo € garantida com a utilizacdo dos polindmios de Lagrange. Assim, o0 emprego da
formulacdo hipersingular deve ser acompanhado do uso de elementos descontinuos, uma vez
que no interior do elemento é verificada a continuidade das derivadas das funcGes de
aproximacao.

Por fim, cabe ressaltar que cuidado especial deve ser tomado para a integracdo numeérica
via quadratura Gauss-Legendre da Eq. (2.85), Eqg. (2.96), Eq. (2.100) e Eqg. (2.110) de forma a
garantir que nenhum ponto de integracdo coincida com o ponto fonte. Nesse caso, ter-se-iar e

|§— §O| nulos, 0 que causaria um erro numérico na montagem do sistema de equagOes

algébricas.

2.5 Descontinuidades na malha de elementos de contorno

Os elementos de contorno podem ser classificados em relagdo a continuidade com os
elementos adjacentes em trés categorias: elementos continuos; elementos descontinuos; e
elementos semicontinuos.

Nos elementos continuos, as posi¢cBes dos pontos de colocacdo coincidem com as
posi¢cbes dos nds correspondentes (Figura 2.4a). Nessa situacdo, elementos adjacentes
compartilham um ponto de colocacdo na extremidade comum. J& no caso dos elementos
descontinuos, os pontos de colocagéo referentes aos nds de extremidade séo deslocados para o
interior do elemento, criando uma regido de descontinuidade entre os campos dos elementos
adjacentes (Figura 2.4b). Por fim, para os elementos semicontinuos, apenas um dos pontos de

colocagdo de extremidade € descontinuo (Figura 2.4c).
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Q_/ /\
« FEleml . Elem2  _ Eleml __ Elem2 _ _ Eleml1 _  Elem?2
(@) (b) (©

« né = ponto de colocacdo o né descontinuo a ponto de colocagdo
Figura 2.4 - Representagdo de elementos (a) continuos, (b) descontinuos e (c) semicontinuos.

Neste trabalho, os pontos de descontinuidade da malha sdo definidos a partir da
duplicacdo dos nos. Dessa forma, os pontos de colocacgdo referentes a nés na mesma posicao
sdo deslocados para o interior dos elementos correspondentes. As novas coordenadas
adimensionais dos pontos de colocacdo sdo determinadas a partir do acréscimo ou decréscimo,
se correspondente ao primeiro ou Gltimo n6 do elemento, respectivamente, de 25% da distancia

adimensional entre os nos do elemento & . (Figura 2.5).

’—)gnés/‘l' 5nés/4<—‘
ot . —0

gn()s gnés

< >< >
>«

Figura 2.5 - Deslocamento dos pontos de colocagdo da extremidade em um elemento descontinuo.

Os pontos angulosos da estrutura (vértices) sao locais nos quais 0 contorno ndo é suave.
Neste trabalho, para evitar a utilizagdo de termos livres c;; diferentes de ¢;/2 nas formulacGes
integrais do MEC, sdo utilizados elementos descontinuos ou semicontinuos nessas regides.
Desse modo, garante-se que os pontos de colocacgdo estdo sempre localizados em contornos
suaves.

Outra situacdo de interesse de descontinuidade da malha € para pontos nos quais ha
transicdo do tipo prescrito de condicdo de contorno. Como os campos de deslocamento ou forca
de superficie podem ser descontinuos entre elementos descontinuos, é possivel aplicar
condig@es de contorno distintas entre elementos adjacentes.

Por fim, os elementos descontinuos sdo empregados nos locais para 0s quais a equacao
integral hipersingular do MEC ¢é aplicada, uma vez que a formulagéo exige a utilizacdo desse
tipo de elemento (ver item 2.4.2). Desse modo, na analise de problemas de fratura via Método
dos Elementos de Contorno Dual (item 2.6), as faces das descontinuidades s&o discretizadas
com elementos descontinuos. Ademais, segundo Brebbia e Dominguez (1992), a utilizacao de
elementos descontinuos em situacBes com vértices com concentracfes de tensdo, como as

encontradas na Mecanica da Fratura, pode fornecer melhores respostas.
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2.6 Meétodo dos Elementos de Contorno Dual

O Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) tem fundamento no trabalho de
Hong e Chen (1988) e € util na geracdo de um sistema de equagdes ndo singular mesmo com
pontos de colocagdo situados na mesma posicdo. Para tanto, as formulagdes singular e
hipersingular do MEC séo utilizadas separadamente para cada um dos pontos coincidentes. Essa
situacdo ocorre, por exemplo, na discretizacdo das faces de fissuras (Figura 2.6). Portela (1992)

foi o primeiro a utilizar essa estratégia na analise de problemas de fratura.

Figura 2.6 - Representacédo da discretizacéo das faces de fissuras situadas na mesma posigao.

Em casos com pontos de colocacdo na mesma posicéo, do processo limite abordado no
item 2.2 surgem novos termos livres para as formulacdes integrais singular e hipersingular além
daqueles apresentados pela Eq. (2.38) e pela Eq. (2.40), respectivamente. Esses novos termos
livres estdo relacionados a pontos de colocacdo em posicdes coincidentes aos avaliados. Dessa
forma, garantindo os pontos de colocacdo em contornos suaves com a utilizacdo de elementos
descontinuos (item 2.5), a equacdo integral singular para aplicacdo do MECD a um ponto fonte

f € escrita como:

f f*
Ui Ui * *
?-FI?-F‘J; pijUde:‘J:rUij deF (2.111)

ondef* é 0 ponto em posicao coincidente a f.
Do ponto de vista de implementacdo numeérica da equacdo integral singular, a
Eq. (2.111) indica que um termo livre deve ser adicionado a matriz de influéncia do ponto fonte
f'sobre o pontof*, ou seja, a Eq. (2.53) deve ser adicionada a seguinte condicao:
HY = HY +C' sei=fef =j comf=f" (2.112)
sendo C' dado pela Eq. (2.45).

Ja a equacdo integral hipersingular é escrita para utilizacdo do MECD como:

f f
ol ] . .
71—714- nkf %1_ SijkuidF = nkf fl" Dijk p,dF (2113)

Assim, a seguinte condicdo deve ser adicionada a Eq. (2.60) para considerar o novo

termo livre da Eq. (2.113):
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G =G"+C sei=fef =jcomf=f" (2.114)

2.7 Tensdes no contorno

As tensdes nos pontos de colocagdo no contorno sdo determinadas a partir das
componentes das forcas de superficie e da aproximacdo dos deslocamentos ao longo do
elemento correspondente, como € mostrado na sequéncia.

A Figura 2.7a apresenta as componentes da forca de superficie em relacdo ao sistema
de coordenadas cartesiano global, obtidas a partir da solu¢éo do problema mecéanico via MEC.
Essas componentes podem ser rotacionadas para o sistema local, como representado pela

Figura 2.7b, por meio das seguintes relagoes:
P1= PNy + Pany (2.115)
P2 = pits + Paty (2.116)

onde n; e ¢; sS40 0s cossenos diretores dos versores normal 7 e tangente 7, respectivamente, sendo:

tp=-n; (2.117)
t2 = nj_ (2118)
, f=¢
022 T
$ T|0£
— ol p:{ _ﬁféll
X} o1 -
e
X
(a) (b)

Figura 2.7 - Representacdo das componentes da forca de superficie em um ponto de colocacdo em relacdo ao
sistema de coordenadas (a) global e (b) local.

A Eq. (2.115) e a Eq. (2.116) podem ser reunidas em notacdo matricial aberta como:

p1 M1 Nz P
p% Tt t P2 (2.119)

onde a matriz:

n n
R { ! 2} (2.120)
t, t,

é a transposta da matriz de rotacéo R.
As componentes da forca de superficie no sistema de coordenadas local podem ser

relacionadas as componentes de tensdo mostradas na Figura 2.7b por meio da férmula de
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Cauchy (Eqg. (A.13)). Sabendo que no referencial local o versor normal a superficie possui
componente unitaria na dire¢do x|, obtém-se:

p1=o01 (2.121)

P2 =01z (2.122)

J& a componente de tensdo o,, pode ser determinada a partir das componentes de

deslocamento obtidas a partir da solugdo do sistema de equacdes. As componentes de

deslocamento u; também podem ser rotacionadas para o sistema local por meio da Eqg. (2.119)

para determinacdo das componentes u/. Realizando essa rotacdo para todos os pontos de

colocacéo situados no mesmo elemento que o ponto de colocagdo avaliado, a componente u,

pode ser aproximada a partir das funcdes de forma do elemento por meio de:
u5(8) = ¢ (S)u? (2.123)

Assim, a deformagdo normal na direcdo x5 pode ser obtida a partir da derivagdo da

Eq. (2.123), conforme mostrado na Eq. (A.25), resultando em:
£%(8) =U52(£) = .2 () (2.124)
Substituindo o valor de & correspondente ao ponto de colocagéo avaliado na Eqg. (2.124),
a deformagdo normal na direcéo x5 fica determinada.
Com o valor de &,,, a componente de tensdo o,, pode ser calculada a partir da lei de

Hooke generalizada (Eg. (A.28)):

A —l(a' + 0% +0%3) 2125
22 2 22 E 11 T 022 T 033 (2.125)

No caso de um EPD, a tensdo o5 é dada pela Eq. (A.32). Substituindo essa expressao

na Eq. (2.125) e isolando o,, obtém-se:

' 1 ' '
02 :E(Zﬂgzz +VO'11) (2.126)

Ja& no caso de um EPT, o33 = 0. Assim, a Eq. (2.125) resulta em:

022 = Eep +Vory (2.127)

Com isso, a componente o, é obtida a partir da Eq. (2.126) ou da Eq. (2.127) no caso
de um EPD ou de um EPT, respectivamente.

Por fim, as componentes de tensao no sistema de coordenadas global podem ser obtidas

a partir da rotacdo do tensor de tensfes no sistema local a partir de:



53

o1 O1 Ny ti|lohn o ||N Ny
= 4 (2.128)
O, O N, ty|lo oxn||ti t
ou ainda:
6=Ro'R’ (2.129)

2.8 Grandezas em pontos internos

Ap0s a determinacao dos valores das grandezas no contorno via MEC, os deslocamentos
e as tensbes nos pontos internos podem ser obtidos, respectivamente, pela aplicacdo das
identidades de Somigliana apresentadas na Eq. (2.15) e na Eq. (2.25). Para tanto, 0os pontos
internos sdo admitidos como novos pontos fonte e as integrais no contorno sdo avaliadas
numericamente para a determinacédo do sistema de equacdes que fornece as grandezas internas.
Cabe ressaltar que, como nesse caso 0 ponto fonte ndo pertence ao contorno, as integrais na
Eq. (2.15) e na Eq. (2.25) ndo sdo singulares em nenhum elemento. Portanto, as integragdes
podem ser realizadas utilizando a quadratura de Gauss-Legendre padréo, sem necessidade de
utilizacdo do MSS.

Com a mesma discretizacdo e aproximacao dos elementos utilizados na determinacéo
das grandezas incégnitas do contorno, os deslocamentos em um ponto fonte interno qualquer

fin podem ser expressos, por meio da notagcdo matricial, por:

nelem nelem

ufin = kZ:;‘ {jr U*mdr}p" - kZ:; { jrk P*cbdr}uk (2.130)

onde u/” ¢ o vetor coluna 2x1 contendo as componentes de deslocamento no plano do ponto
fonte interno fin.

J& as tensdes sdo determinadas por:

. nelem . v nelem . .
c™=> {jr D(I)dr}p -y {jr S q)dr}u (2.131)
k=L VK k=L VK
onde ¢/ ¢ 0 vetor coluna 4x1 contendo as componentes de tensdo no plano do ponto fonte
interno fin.
Realizando a integracdo numeérica sobre os elementos e alocando a contribui¢do sobre
cada um dos graus de liberdade, a Eq. (2.130) é reescrita como:
. N . - . N . - .
ufln:ZGfln,jpj_ZHfln,juj (2.132)
j=1 j=1
onde G/ e H/™/ sd0 matrizes 2x2 determinadas a partir da integracdo numérica dos ncleos

contendo U™ e P”, respectivamente.
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Procedendo da mesma forma para a Eq. (2.131), obtém-se:
. N . . . N . - -
Gfln =2Dfln,1p1_zsfm,1u1 (2.133)
j=1 j=1

onde D™/ e §/"/ s30 matrizes 4x2 determinadas a partir da integracdo numérica dos nucleos

contendoD e S, respectivamente.

As deformac6es dos pontos internos podem ser obtidas a partir das componentes de
tensdo com a utilizacdo da lei de Hooke generalizada (Eqg. (A.28)). Ja no caso de um estado
plano de deformacdo, a componente de tensdo o33 pode ser determinada a partir da aplicacdo
da Eqg. (A.32).

2.9 Tecnica de sub-regides

A técnica de sub-regifes, também conhecida como técnica multirregides, foi
inicialmente proposta por Rizzo e Shippy (1968) para a discretizacdo de meios compostos por
diferentes materiais. A Figura 2.8 mostra um dominio ndo-homogéneo discretizado em

subdominios homogéneos conforme a técnica. Nas interfaces hé a definicao de elementos pares,

que ocupam a mesma posicao, porém cada um pertence a um dos subdominios.

e Pontos de colocacdo do contorno
o Pontos de colocagdo da interface (o)

Figura 2.8 - Discretizacdo de um (a) dominio ndo homogéneo em (b) subdominios.
Cada sub-regido pode ser analisada isoladamente, conforme mostrado pela Figura 2.8b.
Dessa forma, é possivel aplicar a equacéo singular e/ou hipersingular para obter as matrizes H;
e G; para cada subdominio i = 1, ..., N,,, sendo N, 0 nimero total de sub-regides no qual a
estrutura foi discretizada. Assim, é possivel escrever o seguinte sistema linear global de

equacoes:
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Ny, Ny,
ZHiui =2Gipi (2.134)
i=L i=1

onde u, € p, contém, respectivamente, os deslocamentos e as forgas de superficie dos pontos de
colocacéo de cada sub-regido i.

A Eq. (2.134) pode ser desmembrada considerando separadamente os pontos de
colocacao pertencentes ao contorno e os pontos de colocacdo pertencentes as interfaces. Por
sua vez, os pontos de colocagdo de interfaces podem ser divididos em dois grupos, um
denominado pelo indice (+) e outro pelo indice (-), cada um pertencente a um dos elementos
pares situados em diferentes subdominios (ver Figura 2.8b). Desse modo, considerando o

numero de pontos de colocacdo de contorno igual a V., o numero de interfaces igual a N/ e o

nGmero de pontos de colocacdo da interface k igual N, a Eq. (2.134) pode ser reescrita como:

N, NI [ Nf/2 Nf/2
SHu +Y | S HOUE + 3 HOUD |=
j=1 k=1\ n=1 n=1

N, NI (NE/2 N /2 (2.135)
=2.Gipj+2 | 2 Gpf+ > cip
j=1 k=1 n=1 n=1

)

n

sendou, ’ e p,(f) os vetores de deslocamento e de forgas de superficie dos pontos de colocacédo

em uma das faces da interface, denominada como (+), e u,([) e p,([) os vetores de forgas e
deslocamento dos pontos de colocagdo pertencentes a interface ().
Impondo as condicGes de contorno conhecidas para os pontos de colocagdo do contorno

e realizando a troca de colunas entre as matriz H; e G; da mesma forma como feito para a

obtencdo da Eq. (2.63), obtém-se:

N, NI [ Nf/2 Nf/2 NI (NK/2 Nf/2
SAX+Y| SHOW + Y HOU [=F+3] T 60p0+ > 60y | @a36)
j=1 k=1\ n=1 n=1 k=1\ n=1 n=1

Todavia, o sistema resultante da Eq. (2.136) é indeterminado se aplicadas apenas as
condigdes de contorno conhecidas. Para que uma solucdo seja obtida, as condicGes de
compatibilidade de deslocamentos e de equilibrio de forcas internas entre os pontos de
colocacdo das interfaces devem ser utilizadas. Neste trabalho, as interfaces sdo consideradas
com contato perfeito e, portanto, as relagdes de compatibilidade sdo expressas por:

u® =y (2.137)

p™ +p =0 (2.138)

Impondo a Eq. (2.137) e a Eq. (2.138) sobre a Eq. (2.136) e reorganizando, obtém-se:
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k=1| n=1

N NI | Nf/2 NI | NK/2
YAX+Y | D (HP +HO U =3 32 (G -G )pl? | =t (2.139)
j=1 k=1| n=

O sistema na Eq. (2.139) pode entdo ser resolvido e os valores incognitos do contorno e
da interface (+) podem ser determinados. Ja os valores das grandezas para a interface (-) podem
ser obtidos a partir da aplicacdo das relacdes de compatibilidade mostradas pela Eq. (2.137) e

pela Eq. (2.138).
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3 FRATURA EM MATERIAIS FRAGEIS

Em materiais com comportamento fragil, a formacéo de novas superficies de fissura se
da sem a dissipacao significativa de energia relacionada a evolucdo de deformagdes plasticas.
Nesses materiais, a zona de processos inelasticos (ZPI) presente na ponta apresenta dimensédo
desprezivel em relacdo ao tamanho da descontinuidade e as demais dimens@es caracteristicas
da estrutura. Desse modo, a maior parte do corpo apresenta comportamento elastico, inclusive
em regibes proximas as pontas e fora da ZPI. Esse tipo de fraturamento é analisado a luz dos
conceitos da Mecénica da Fratura Eléstico-Linear (MFEL). Os primeiros estudos para avaliar a
influéncia de fissuras sobre a resisténcia das estruturas se inserem nesse campo.

Segundo Broek (1982), a fratura em materiais frageis comumente ocorre pelo
mecanismo de clivagem, no qual ocorre separacdo direta das ligacGes ao longo de planos
cristalograficos com pequeno desenvolvimento de deformacdes plésticas. Exemplos de
materiais com esse comportamento séo alguns materiais ceramicos, como o vidro, e certos tipos
de acos com alto teor de carbono. Além disso, materiais com fraturamento tipicamente ductil
podem passar a ter comportamento fragil a depender da temperatura ou da taxa de
carregamentos as quais ele é exposto. O aco, por exemplo, apresenta uma temperatura de
transicdo abaixo da qual passa a ter comportamento fragil. Essa mudanca de regime de
fraturamento inicialmente observada por Constance Tipper e foi apontada como uma das causas
para os acidentes ocorridos com os navios da frota Liberty durante a Segunda Guerra Mundial.

O crescimento de fissuras em meios frageis usualmente se da de forma instavel, ou seja,
uma vez iniciada, a propagacdo tende a continuar mesmo sem incremento no carregamento
externo. Além disso, pelas deformacdes plasticas estarem restritas a uma pequena regido nas
proximidades das pontas, existem poucos indicios de uma ruptura iminente. Essas
caracteristicas favorecem um tipo de colapso abruto e inesperado, que foi verificado em
diversos acidentes estruturais por fratura ao longo da historia.

No caso de materiais frageis, como a ZPI existente na ponta das fissuras apresenta
pequena dimensdo, 0os campos de tenséo previstos pela MFEL podem ser utilizados para estimar
a solicitagcdo nas pontas. Esses campos sdo associados aos chamados fatores de intensidade de
tensdo (FIT), que por sua vez séo utilizados para a verificacao da estabilidade a propagacéo. Os
FIT estdo associados aos trés modos basicos de solicitacdo da fissura, que sdo caracterizados
pelos deslocamentos relativos entre as faces (Figura 3.1). Toda solicitacdo na ponta de uma
descontinuidade pode ser decomposta em uma combinacao desses modos (IRWIN,1960).
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(a) (b) (©
Figura 3.1 - Modos bésicos de solicitagdo de uma fissura: (a) modo I; (b) modo II; (c) modo Il1I.

e Modo I — Modo de abertura: As faces da fissura se separam simetricamente em
relacdo ao plano por elas formado antes da mudanca de configuracdo. Nesse caso, a
solicitacdo € normal ao plano da fissura, tendendo a abri-la.

e Modo Il — Modo de deslizamento: Causado por uma acdo cisalhante atuando no
plano da fissura, provocando um deslocamento relativo ao longo do comprimento
da fissura.

e Modo Il — Modo de rasgamento: Causado por uma acdo cisalhante atuando fora do
plano da fissura, provocando um deslocamento relativo perpendicular ao eixo da
fissura.

Neste trabalho serdo tratados apenas problemas planos e, portanto, no decorrer do texto

apenas 0s modos | e 11 serdo abordados.

Na sequéncia deste capitulo sdo mostrados os primeiros trabalhos, ainda no campo da

Teoria da Elasticidade, que evidenciaram os efeitos destrutivos das descontinuidades materiais.
Em seguida, alguns dos principais estudos que fundamentaram os conceitos da MFEL séo
abordados. As deducdes das relaces consideradas mais relevantes sdo mostradas no Anexo C,
de modo a evidenciar as hip6teses adotadas na teoria da MFEL. Posteriormente, os modelos e
0 esquema de propagacéo utilizados neste trabalho para solucdo dos problemas de fratura séo
apresentados. Exemplos de verificacdo e de aplicacdo séo realizados para ilustrar a robustez do

cédigo computacional desenvolvido.

3.1 Estudos no ambito da Teoria da Elasticidade

O primeiro trabalho que avaliou analiticamente o efeito de descontinuidade material em
estruturas se deve a Kirsch (1898). No ambito da Teoria da Elasticidade (ver Anexo A),
Kirsch (1898) prop6s uma funcdo de tensdo que descreve o efeito de orificios circulares na

distribuicdo de tensGes em chapas de dimens6es infinitas submetidas a uma tracdo uniforme o
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em uma dada direcdo (Figura 3.2a). Os resultados obtidos mostraram que nas extremidades do
diametro perpendicular a direcdo de carregamento a tensdo maxima no material é trés vezes
superior ao valor da tensdo aplicada. O fator de amplificacdo, dado pela razdo entre a tensdo
maxima e a tracdo aplicada, foi denominado como Fator de Concentracdo de Tensdo e €
comumente utilizado no dimensionamento de maquinas submetidas a diferentes tipos de
carregamento (SANFORD, 2003).

ARRRRARARRN ARRARERERRE
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(@) (b)
Figura 3.2 - Problemas analisados pela Teoria da Elasticidade: (a) meio infinito com abertura circular e (b) meio
infinito com abertura eliptica.

Algum tempo depois, Inglis (1913), com a utilizagdo de coordenadas curvilineas, obteve
expressoes para a distribuicdo de tensGes no entorno de furos elipticos em chapas de dimensdes
infinitas submetidas a tracdo uniforme o. Para o caso em que a direcdo do esforco aplicado é
perpendicular ao eixo maior da elipse (Figura 3.2b), Inglis (1913) mostrou que a tensdo na ponta

op é obtida por:

Op :0[1+2\/§J (3.1)

onde p=5b"/a é 0 raio de curvatura na ponta e a e b sdo, respectivamente, 0 semieixo maior e
0 semieixo menor da elipse.

Nas situacOes nas quais o raio de curvatura assume valores muito reduzidos, ou seja,
guando a >> b, a elipse se degenera em uma fissura reta. Nesses casos, a tensdao em sua
extremidade atinge altas magnitudes (ver Eq. (3.1)), o suficiente para causar a degradacdo do
material. Baseado nisso, Inglis (1913) justificou a influéncia destrutiva de fissuras nos

materiais, especialmente naqueles com comportamento fragil.
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3.2 Balanco de energia de Griffith

O resultado obtido por Inglis (1913) foi recebido com questionamentos, uma vez que a
teoria proposta indicava que materiais que apresentassem fissuras com ponta aguda falhariam
com a aplicacdo de cargas infinitesimais. Esse paradoxo motivou Griffith (1921) a publicar uma
teoria de crescimento das descontinuidades materiais baseada em um balango de energia em
contraposicdo a andlise local de tenséo na ponta.

Seja o corpo elastico com volume V, area superficial S e com uma fissura com extensao
s mostrada na Figura 3.3a. Considera-se um conjunto de forgas externas p atuando sobre o
corpo, de forma que ocorra a propagacdo da fissura de uma extensdo As e a mudanca de
configuracdo conforme mostrado na Figura 3.3b. Nessa situacédo, o trabalho realizado pelas
forcas externas introduz certa quantidade de energia AQ no sistema. Uma parcela dessa energia
é convertida em energia de deformacdo do corpo AU, enquanto outra, AF, é utilizada na

formacéo das novas faces da descontinuidade, ou seja:

Sp

S S=S,+5,
S;NS, =9
_ (@) _ (b) _
Figura 3.3 - Representacdo de (a) um corpo elastico contendo uma fissura de comprimento s e (b) evolucao da
fissura com acdo do carregamento externo.

AQ =AU +AF (3.2)
A Eqg. (3.2) pode ser reescrita como:
—(AU —AQ) = AF (3.3)

O termo entre parénteses no primeiro membro é definido como a variagdo da energia
potencial total do corpo AIT:

ATT= AU —AQ (3.4)

Admitindo um incremento infinitesimal As—0 na extensdo da fissura e utilizando as
expressdes apresentadas na Eq. (3.3) e na Eq. (3.4), a relacdo diferencial que representa o

crescimento estavel da fissura é dada por:
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. AT . AF di1 dF
lim——~=Ilim— — —_— = (3.5)
As—0  AS As—>0 AS ds ds
ou ainda:
G=R (3.6)
sendo:
dIT
G=—— 37
s 3.7)
definido como a taxa de liberagdo de energia e:
dF
R=— 3.8
ds (3.8)

a resisténcia ao fraturamento, uma propriedade intrinseca do material.

A Eq. (3.6) representa um critério energético de propagacdo da fissura. Essa relacéo
possui carater global por lidar com o balanco de energia existente do corpo.

Em seu trabalho, Griffith (1921) associou a resisténcia ao fraturamento R apenas a
tensdo superficial do material, sem considerar o efeito de outros fenbmenos de dissipacdo de
energia que podem existir na ZPI durante a propagacdo. Consequentemente, seu critério de
crescimento da fissura foi satisfatério apenas para materiais frageis, como o vidro. Ja para
materiais com certo grau de ductilidade, o critério de Griffith (1921) se mostrou inadequado
por subestimar a resisténcia ao fraturamento. Além disso, para a obtengéo da taxa de liberacéo
de energia, Griffith (1921) utilizou a solug&o elastica desenvolvida por Inglis (1913) para uma
fissura em uma placa de dimensdes infinitas. Dessa forma, a teoria proposta sé € vélida para
problemas reais que se aproximam dessa condic&o.

Para a verificagdo da estabilidade & propagacéo via o balanco de energia proposto por
Griffith (1921) é necesséria a determinacdo de G, que reflete um estado global da estrutura e,
portanto, sua avaliagdo pode nao ser tdo simples. Porém, a fundamentacéo energética do critério
teve importante papel no desenvolvimento de outras teorias no campo da Mecanica da Fratura,
uma vez que permitiu com que as verificacdes do fraturamento deixassem de ser puramente por

meio da analise do campo de tensdo singular existente na ponta.

3.3 Campos de tensdo e de deslocamento na ponta

A Figura 3.4 mostra os chamados problemas fundamentais de Griffith em modo I e
modo |1, que consistem de uma fissura imersa em um meio infinito e solicitada exclusivamente

ao modo de abertura e a0 modo de deslizamento, respectivamente.
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Figura 3.4 - Problemas fundamentais de Griffith em (a) modo I e (b) modo II.

Para avaliar os campos de tenséo e deslocamento nas proximidades da ponta da fissura
nos problemas de Griffith, Westergaard (1939) utilizou func¢BGes de tensdo de varidveis
complexas que satisfazem as relacdes de Cauchy-Riemann (ver Anexo C). Westergaard (1939),
assim como Inglis (1913), obteve um campo de tensdo que apresenta singularidade na ponta.

Utilizando as fungbes de tensdo de Westergaard, Irwin (1957) e Sneddon (1946)
obtiveram os campos de tenséo e de deslocamento em funcdo de coordenadas polares r-6
(Figura 3.5). A demonstracdo é apresentada em maiores detalhes no Anexo C, item C.1. A
Eg. (3.9), Eq. (3.10) e Eq. (3.11) mostram as expressoes para as componentes cartesianas de

tensdo, considerado a sobreposi¢édo das solicitagdes nos modos | e 11.

o = K cos(gj 1—sen (gjsen (3—6’) _ K een (gj 2+cos(gj003(3—9j -0, (3.9)
2ot \2 2 2 )| J2zr \2 2 2 o
02 = K cos(gj{br sen (gjsen (ﬁﬂ+ Ki_ sen (gj cos(gJ Cos(ﬁ] (3.10)
2rr 2 2 2 N2nr 2 2 2 '
o1 = Ki sen (QJCOS(QJ COSK%}F Ku cos(QJ 1-sen (gjsen (%) (3.11)
J2rr 2 2 2 ) J2xr 2 2 2 '

A
—t» O12

r
4

O11

> X1
Figura 3.5 - Componentes de tenséo na regido proxima a ponta da fissura.

No caso de estado plano de deformacéo (EPD), a componente de tensdo o33 € dada por:
033 =V(011+022) (3.12)

onde v é o coeficiente de Poisson.



63

A Figura 3.6 representa a concentracao de tensdo que ocorre nas proximidades da ponta
para as componentes oy, € oy, nos problemas fundamentais de Griffith. A Figura 3.6a mostra
a distribuicdo da componente o», para modo | puro. J& a Figura 3.6b esquematiza a distribuicao
da componente o,, para modo Il puro ou da componente oy, para modo | puro. J& a Figura 3.6¢

representa a distribuicdo da componente o, para o problema fundamental em modo I1.

@ | ® ©
Figura 3.6 - Distribuicdo das componentes de tenséo na regido préxima a ponta de uma fissura para modos
basicos de solicitacdo: (a) oy, para modo I; (b) o3, para modo Il ou &y, para modo I; (c) o7, para modo II.

JaaEq. (3.13) e a Eq. (3.14) mostram as relacdes para as componentes de deslocamento

nas diregdes X1 e Xz, respectivamente.

u1:ﬁ Lcos(gj(rc—cosehﬁ,/Lsen(g)(1<+2+cose) (3.13)
2u\2rx 2 2u\2rx 2

U, _K Lsen(gj(zc—cosa)—ﬁ,/Lcos(gj(zc—2+c050) (3.14)
2u\2rx 2 2u\2x 2

onde u=E/2(1 +v) é o modulo de elasticidade transversal, E é o modulo de elasticidade
longitudinal, =3 — 4v para estado plano de tensdo e k= (3 —v)/(1 + v) para estado plano de
deformacao.

Nas relacGes das componentes de tenséo e de deslocamento, Ki e Ki correspondem aos
FIT dos modos | e Il, respectivamente. Esses parametros foram inicialmente propostos por
Irwin (1957) e sdo independentes das coordenadas polares r-6. Logo, os FIT estdo associados
a intensidade dos campos nas proximidades da ponta da fissura. Do ponto de vista matematico,

0s FIT dos modos I e Il sdo definidos conforme as relacbes a seguir:

Ki =lim [o-zz(r,O)\/Zﬁr] (3.15)

K|| =!’ij)r(])|:0'12(r,0)‘\/27z'r:| (316)
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Para os problemas fundamentais de Griffith, os FIT dependem do carregamento imposto
e do semicomprimento da fissura, sendo K; = o,,vna € K;; = 7,,\/ma. Ja no caso bidimensional
geral, as componentes de tensdo nas proximidades da ponta podem ser escritas como:

o =——(Ki £ (0) +Ku 1 9)) (317)

N2rr

onde fl.].l(e) eff(@) sdo funcdes conhecidas de & e os FIT dos modos M = I e Il assumem a
seguinte forma:

Ku = o/zag(D) (3.18)
onde g(D) é uma funcdo adimensional do pardmetro D que representa as variaveis dependentes
das dimensdes do corpo fissurado e das condi¢des de contorno do problema.

Assim, os FIT dependem da geometria da estrutura e das condi¢des de carregamento
impostas e, uma vez obtidos, descrevem completamente as componentes de tensdo na ponta da
fissura. O mesmo é valido para as componentes de deslocamento. Maiores detalhes sobre as
metodologias para determinacdo dos FIT sdo mostrados no item 3.5.

A partir da Eq. (3.17) observa-se que o campo de tensdo é singular para r — 0, ndo
sendo, portanto, admissivel para os materiais reais. Consequentemente, quando as solicitacdes
na regido préxima a ponta excedem o valor de resisténcia elastica, ocorre a degradacdo do
material de modo que as tensfes sdo mantidas em niveis finitos. Essa regido degradada recebe
0 nome de zona de processos inelasticos, ou ZPI. No interior da ZP1 as soluces elasticas da
MFEL n&o sdo mais validas. Todavia, no caso de materiais frageis, como a ZPI apresenta
dimensbes reduzidas, existe outra regido nas proximidades da ponta na qual os campos de
tensdo e deslocamento associados aos FIT sdo aplicaveis. Essa regido é denominada de zona de
dominio de K (Figura 3.7).

ZPI

Dominio
de K

Figura 3.7 - Representacdo da ZPI e da zona de dominio de K.

O tamanho da ZPI depende do nivel de solicitacdo na ponta, que por sua vez pode ser
associada ao campo de tensdo determinados pelos FIT. Por outro lado, como apontado por Tada

et al. (2000), uma pequena degradacdo material na ponta ndo perturba significativamente os
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campos elasticos na zona de dominio de K e, portanto, os campos relacionados aos FIT sdo
validos nessa regido para situacdes com pequena extensdo da ZPl. Consequentemente, toda
solicitacdo proxima da ponta pode ser associada aos FIT e os valores de K podem ser utilizados

para verificar a estabilidade a propagacéo da fissura.

3.4 Relagdo entre as abordagens global e local

No item 3.2 é apresentado o parametro taxa de liberacdo de energia, definido por
Griffith (1921), que reflete o estado global do corpo. Tal parametro pode ser entendido como a
energia disponivel para formagdo de novas faces de fissura. Logo, essa energia € empregada
para realizacao de trabalho que solicita a ponta da descontinuidade material e, portanto, pode
ser relacionada aos fenémenos locais que ocorrem na ponta.

Do exposto, no caso de materiais frageis, G pode ser associado aos FIT, uma vez que
eles sdo capazes de descrever completamente as solicitagdes nas proximidades da ponta,
conforme mostrado no item 3.3. Dessa forma, a abordagem global e local via MFEL sé&o
equivalentes.

No caso de solicitacbes no plano, a taxa de liberacdo de energia pode ser decomposta
em duas parcelas, uma associada as solicitages em modo | e outra associada as solicitagdes em
modo 11, ou seja:

G=G, +Gy (3.19)

Por sua vez, como mostrado no Anexo C, cada uma dessas parcelas esta associada ao

modo de solicitacdo correspondente por:
Ki
G = 3.20
M= (3.20)

onde Km é 0 FIT paraomodo M e E' = E paraEPT e E' = E /(1 — V) para EPD.

Substituindo a Eq. (3.20) na Eg. (3.19), G fica escrito em funcdo dos FIT para
solicitagfes no plano como:

_KE+K]
E!

G (3.21)

3.5 Meétodos numéricos na analise de problemas da MFEL

Para problemas com geometria, condigfes de contorno e relagdo constitutiva material
complexas, a obtencdo de uma solucdo sé é possivel a partir da aplicacdo de métodos
numéricos. Esse tipo de abordagem foi intensificado a partir da década de 1970, concomitante

aos avangos na area da computacao. O Método dos Elementos Finitos (MEF), pela sua maior
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difusdo entre os pesquisadores, é 0 mais aplicado na solucéo desses tipos de problemas, sendo
Barsoum (1976) e Chan et al. (1970) alguns dos trabalhos que ajudaram o desenvolvimento
nesse campo. Com relacdo a aplicacdo do MEF em problemas de multiplas fissuras em
materiais frageis, podem ser destacados os trabalhos de Azadi e Khoei (2010) e Bouchard et
al. (2000). Ademais, diversos softwares foram desenvolvidos para analises de fratura com a
utilizacdo do MEF, dos quais pode-se citar o Franc2D (WAWRZYNEK; INGRAFFEA, 1994),
desenvolvido por membros da universidade de Cornell/EUA e reconhecidamente eficiente na
solucéo de problemas com fissuras.

Todavia, 0 MEF cléssico, cujas aproximac@es ao longo do dominio sdo realizadas por
meio de funcdes polinomiais, ndo é eficaz para a representacdo da concentracdo de tensdo que
ocorre nas pontas das fissuras. Para uma adequada representacdo desses campos singulares,
uma malha muito refinada é necessaria nessas regides, gerando um aumento no custo
computacional. Além disso, no caso de analises de propagacdo, outra dificuldade surge no
processo de remalhamento que deve ser realizado a medida que a fissura cresce. Uma
alternativa ao uso do MEF classico com o objetivo de contornar as deficiéncias mencionadas €
a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), cujos fundamentos estdo
baseados nos conceitos de parti¢do da unidade (PU) (MELENK; BABUSKA, 1996). O método
prevé o enriquecimento das PU com fungdes especiais que contém as propriedades da resposta
esperada para o problema em analise. No d&mbito da Mecanica da Fratura, o MEFG foi
originalmente empregado nos trabalhos de Belytschko e Black (1999) e Moés et al. (1999), nos
quais os autores propuseram metodos para analises de propagagdo sem grandes alteracdes na
malha a partir do uso de fun¢des de enriquecimento descontinuas. Ja Budyn et al. (2004) aplicou
0 MEFG para a analise do crescimento de mdaltiplas fissuras em materiais homogéneos e
heterogéneos.

Outros métodos numéricos empregados nas analises de estruturas fissuradas como
alternativa ao MEF classico sdo os Métodos Sem Malha (MSM). Tais métodos se baseiam em
informagdes apenas dos nos da estrutura (BELYTSCHKO et al., 1996). Essa propriedade
constitui uma vantagem dos MSM para analises de propagacéo, uma vez que poucas alteracdes
no modelo s&o necessarias a medida que a fissura cresce (BELYTSCHKO et al., 1994). Barbier
e Petrinic (2013) aplicaram o método com sucesso para a analise de propagacdo de maultiplas
fissuras em materiais frageis.

Outro método amplamente aplicado na modelagem de problemas de fratura é o Método
dos Elementos de Contorno (MEC). Uma grande vantagem do MEC é a reducéo da dimenséo

da malha, uma vez que apenas o contorno da estrutura é discretizado. Isso simplifica o
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remalhamento durante as analises de propagacdo, ja que novos elementos sdo apenas
adicionados as novas faces de fissura. Além disso, devido & auséncia de malha de dominio, as
concentragOes de tensdo que surgem nas pontas das fissuras sdo naturalmente representadas
com precisdo pelo método. Um dos grandes empecilhos para a difusdo do MEC refere-se ao
elevado custo computacional para a construcdo do sistema de equacdes, determinado a partir
da integracdo numérica de nucleos singulares. Todavia, com 0s avancos recentes na
computacdo, computacdo em paralela em especial, o tempo despendido nas analises vem sendo
cada vez menor, favorecendo a aplicacdo do MEC. Neste trabalho, as anélises de fratura sdo
realizadas a partir desse método numérico. Na sequéncia € mostrado o histérico do
desenvolvimento das aplicagdes do MEC para solugdo de problemas de fratura em materiais

frageis.

3.5.1 MEC aplicado a problemas da MFEL

Uma das primeiras aplicagcbes do MEC em problemas de fratura foi feita por Cruze e
Van Buren (1971). Os autores utilizaram a simetria do problema analisado para modelar apenas
parte da estrutura e uma face da fissura, a fim de evitar a singularidade do sistema de equacdes
que ocorre quando a mesma formulacdo integral é aplicada a ambas as faces. Porém, essa
metodologia é limitada a problemas com um eixo de simetria coincidente com o eixo da fissura.
Ja Cruze (1972) mostrou que a aplicacédo direta do MEC para problemas de fratura considerando
as duas faces da fissura coplanares leva a um sistema de equagdes indeterminado. Para
contornar esse problema, o autor aproximou forma da fissura como uma elipse, porém obteve
resultados com erros significativos.

Para evitar a aproximacao da forma da fissura, Snyder e Cruze (1975) analisaram o
problema de chapas anisotropicas fissuradas com o uso de uma solucdo fundamental especial,
baseada nas funcOes de Green. Essas solugfes satisfazem as condi¢fes de contorno do
problema, incluindo a condicéo de faces das fissuras livres de tensdes. Dessa forma, como as
descontinuidades ja sdo consideradas na solucdo fundamental, elas ndo precisam ser
discretizadas. Além disso, as respostas fornecidas para os campos tensées e de deslocamentos
s8o precisas, uma vez que esses campos estdo contemplados nas funcdes de Green utilizadas.
A aplicacdo das funcbes de Green para problemas de fratura também foi realizada por Mir-
Mogammad-Sadegh e Altiero (1979) e Young et al. (1988) para problemas de chapas
isotropicas fissuradas. Entretanto, a derivagdo das funcGes de Green ndo € uma tarefa
matematica facil e fica, portanto, restringida a problemas com geometria e condi¢des de

contorno mais simples.
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Para ampliar o campo de aplicacdo das funcdes de Green em problemas de fratura,
Telles et al. (1995) e Castor e Telles (2000) propuseram um método numérico capaz de
determinar a funcdo de Green necessaria para problemas isotrépicos bidimensionais e
tridimensionais, respectivamente. Ang e Telles (2004) expandiram essa técnica para problemas
anisotropicos bidimensionais com mdltiplas fissuras. O método é baseado na superposicdo da
solucéo de Kelvin e de uma solugdo complementar que resultam na funcéo de Green procurada.
Todavia, a abordagem via funcbes de Green € limitada a problemas com configuracdes mais
simples e ndo permite a avaliacdo da propagacdo das descontinuidades de forma pratica, uma
vez que tais funcdes satisfazem apenas a configuracéo inicial do problema.

Outro método para a analise mecanica de fissuras com faces coplanares via MEC foi
proposto por Blandford et al. (1981). Os autores utilizaram a técnica de sub-regiGes para a
analise de propagacéo de fissuras. Nessa estratégia, cada uma das faces da fissura se encontra
em regides distintas. A compatibilidade entre os deslocamentos e os esforcos entre as regides
adjacentes & imposta na montagem do sistema de equagdes (ver item 2.9). Segundo
Aliabadi (2002), esse processo tem como desvantagem a introducéo de contornos artificiais, o
que resulta em um sistema de equagdes maior do que o estritamente necessario. Além disso, a
técnica de multirregides ndo € pratica para a avaliacdo da propagacdo pela necessidade de
conhecimento a priori da trajetéria de crescimento da ponta. Todavia, para as andlises
problemas de fissuras em interfaces entre diferentes materiais, a técnica de sub-regides fornece
boas respostas. AplicacBes dessa técnica para esse tipo de problema foram realizadas por Lee e
Choi (1988), Tan e Gao (1990) e Xiao e Hui (1994).

Uma alternativa a técnica de multirregies para a analise de propagacao de fissuras com
faces coplanares é a utilizacdo de integrais de deslocamento (singular) e de forcas de superficie
(hipersingular) aplicadas separadamente a cada uma das faces. A partir desse procedimento
obtém-se um sistema de equacOes determinado. A formulacdo basica dessa técnica foi
inicialmente proposta por Hong e Chen (1988). Os autores mostraram como obter a equacao
integral para forcas de superficie a partir da derivacdo da equacdo integral para deslocamentos
e aplicacdo da lei de Hooke. Essa técnica é conhecida como Método dos Elementos de Contorno
Dual (MECD) (item 2.6) e foi aplicada em problemas de fratura nos trabalhos de Mi e Aliabadi
(1995), Portela (1992), Portela et al. (1992, 1993) e Sollero et al. (1994). Leonel (2006, 2009),
Leonel e Venturini (2010a, 2011) e Oliveira e Leonel (2013) aplicaram com eficiéncia o MECD
nas analises de propagacao de multiplas fissuras em meios isotrépicos para problemas de fratura
linear. Por suas vantagens, o MECD é empregado nas analises de propagacéo de fissuras neste
trabalho.
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3.6 Meétodos para extracao dos FIT

Diversas metodologias podem ser empregadas para obtencdo dos FIT, dentre as quais
podem ser citados 0s métodos analiticos, experimentais e numéricos. A aplicabilidade de cada
um dos métodos esté relacionada ao grau de complexidade do problema analisado.

Na abordagem analitica, as equacdes da elasticidade bidimensional formuladas a partir
de funcdes de varidveis complexas sdo normalmente utilizadas. Os métodos analiticos sdo
empregados apenas para um restrito conjunto de problemas de fratura, com geometria e
carregamento mais simples. Porém, apresentam a vantagem de fornecer respostas exatas no
contexto de modelagem mecanica e, portanto, sdo frequentemente usados para controlar a
precisdo de outros métodos. Inumeras solucBes analiticas podem ser encontradas em
handbooks, tais como Fett (2008), Murakami (1987) e Tada et al (2000). Maiores detalhes sobre
0s métodos analiticos podem ser obtidos em Broberg (1999).

Os métodos experimentais sao comumente utilizados para problemas praticos nos quais
certas caracteristicas necessarias para a modelagem ndo sdo completamente conhecidas, como,
por exemplo, condicdes de contorno, condi¢cdes de carregamento e propriedades da estrutura.
Dentre os métodos experimentais destacam-se: a técnica que emprega strain gauges; a
fotoelasticidade; a técnica de correlacdo de imagens digitais; e a termoelasticidade.
Epstein (1993) fornece maiores informacdes sobre a aplicacdo dos métodos experimentais nos
problemas de fratura.

J& os métodos numéricos sdo aplicaveis a problemas com carregamento e geometria
complexos, mais proximos dos casos gerais encontrados em situacdes reais. Algumas solucdes
numéricas de problemas mais simples, porém com grande apelo pratico, também estdo
disponiveis em handbooks. Os FIT sdo usualmente obtidos a partir de uma andlise de pés-
processamento, apds determinados os campos de tensdo e deslocamento para a estrutura
fissurada. Essas metodologias sdo conhecidas como métodos indiretos, dentre as quais
destacam-se: a técnica de extrapolacdo baseada em tensdes (CHAN et al. (1970)); a técnica de
correlacdo de deslocamentos (PARIS; SIH, 1965); método da integral de fechamento da fissura
(RYBICKI; KANNINEN, 1977); e via integral J (RICE, 1968).

Como alternativa aos metodos indiretos, os FIT podem ser obtidos diretamente da
solucdo do sistema de equacdes do problema a partir da ampliacdo da base de aproximacéo do
método numérico utilizado por meio de fung¢Bes de enriquecimento. Maiores detalhes sobre a

obtencdo direta dos FIT podem ser obtidos em Xiao e Karihaloo (2003), no &mbito do Método
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dos Elementos Finitos Generalizados, e em Alatawi e Trevelyan (2015), em uma abordagem
via Método dos Elementos de Contorno Generalizados.

Na sequéncia, maiores detalhes sdo apresentados acerca das metodologias utilizadas
neste trabalho para a avaliagdo dos FIT, incluindo pormenores sobre a implementacao
computacional. Os métodos utilizados sdo: a técnica de correlacdo de deslocamentos e 0 método

da integral J.

3.6.1 Correlacao de deslocamentos

A técnica de correlacdo de deslocamentos se baseia na correspondéncia dos valores do
campo de deslocamento obtidos a partir da analise numérica com as expressdes analiticas da
MFEL (Eg. (3.13) e Eq. (3.14)) em pontos da face da fissura.

A Figura 3.8 esquematiza dois pontos, B e C, localizados nas faces opostas de uma
fissura e que estdo inicialmente na mesma posicdo. Na configuragdo deformada, esses pontos
apresentam um deslocamento relativo de abertura (COD — crack opening displacement) e um
deslocamento relativo de deslizamento (CSD — crack sliding displacement), que podem ser
utilizados para a determinacdo dos FIT dos modos | e Il, respectivamente. Para tanto, os

deslocamentos relativos s@o escritos em fungdo das componentes de deslocamento

referenciados ao sistema de coordenadas local x;-x, como:

L.

CODz‘uzBMuS‘=u2(r,7z)—u2(r,—7z) (3.22)

CSD :‘ulB‘+‘uﬂ =uy(r, 7) -y (r,—7) (3.23)
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Utilizando as rela¢des de deslocamento da Eq. (3.13) e da Eq. (3.14) e desenvolvendo,

as expressdes para obtencdo dos FIT ficam dadas por:

K, __H Z—HCOD (3.24)
k+1\V r
u |2
K, =—*——,[—CSD (3.25)
K+1\ r

Assim, a Eq. (3.24) e a Eq. (3.25) permitem a determinacdo dos valores de Ki e Kii,
respectivamente, a partir dos valores de COD e CSD obtidos numericamente para pontos
préximos a ponta. A proximidade da ponta deve ser verificada para garantir que 0s pontos

estejam dentro da zona de dominio de K.

3.6.1.1 Implementacdo computacional da técnica de correlacédo de deslocamentos
A técnica de correlacdo de deslocamentos é de facil implementacdo e utiliza valores de
deslocamentos que sdo obtidos diretamente da solucdo do problema mecéanico pelo método
numerico. Portanto, uma etapa de pds-processamento adicional ndo € necessaria. No ambito do
MEC, isso implica que ndo é preciso definir os campos elasticos em pontos internos, como deve
ser feito, por exemplo, no método da integral J (item 3.6.2), 0 que representa uma economia no
custo computacional. Por essa simplicidade, a técnica de correlacdo de deslocamentos é um dos
métodos de extracdo dos FIT implementados neste trabalho. Entretanto, sua precisdo esta
associada aos limites de validade das expressdes analiticas da MFEL utilizadas. Além disso, a
resposta fornecida pela técnica € susceptivel a oscilagbes, uma vez que é dependente das
componentes de deslocamentos de pontos arbitrarios.
A implementacdo da técnica de correlacdo de deslocamentos neste trabalho segue os
seguintes passos:
1) os valores dos FIT sdo determinados para todos os pares de pontos de colocacao do
elemento da ponta da fissura a partir da Eq. (3.24) e da Eq. (3.25). Assim, admite-
se que o elemento da ponta esteja dentro da regido de dominio de K;
2) utilizando um polindmio de mesmo grau de aproximacdo do elemento, os valores
dos FIT para a ponta sdo obtidos a partir da extrapolacdo para r = 0 (ponta), local

para o qual as expressdes analiticas da MFEL sdo teoricamente exatas.

3.6.2 Integral J

Rice (1968) propds um método para a determinacéo da taxa de liberacdo de energia em
materiais elasticos a partir de uma integral, denominada integral J, avaliada ao longo de um

caminho fechado arbitrario S que engloba a ponta da fissura (Figura 3.9). O caminho S é
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composto por um contorno T" situado no dominio que contém a descontinuidade e pelos
contornos I'S e T presentes, respectivamente, nas faces superior e inferior da fissura. Assim,
S=T+I+I". A expressdo da integral J independente de caminho obtida por Rice (1968),
considerando o sistema cartesiano local em relagdo a ponta da fissura, € mostrada pela
Eq. (3.26).

=23

Figura 3.9 - Contorno ao redor da ponta da fissura para o célculo da integral J.
J =IS (Wn; — pju;js)ds (3.26)

sendo W a densidade de energia de deformacao dada por fog"' oyde;; p;as componentes da forca

de superficie dadas por o;; n; u; as componentes do vetor deslocamento; »; a componente do
versor normal ao caminho na direcdo x;; e ds o comprimento infinitesimal do contorno S. Essa
relacdo € valida para corpos homogéneos, com comportamento elastico, sem a presenca de
forcas de volume e sujeito a um campo bidimensional de pequenas deformacoes.

Se as faces das fissuras estiverem livres de forca de superficie, entdo p; = 0. Além disso,

a componente »; dos versores normais aos contornos situados nas faces, tomados como trechos

retos ao longo de x;, € nula. Dessa forma, a Eq. (3.26) se reduz a:
J =Ir(Wnl— pju;js)ds (3.27)

A integral J se fundamenta no teorema de conservacao de energia e representa um
balango de energia ao longo do caminho arbitrado. Portanto, se a integral for avaliada em um
contorno fechado em um corpo elastico em equilibrio que ndo engloba a ponta de uma
descontinuidade material, entdo o seu valor serd nulo. Caso contrario, o valor da integral J sera
diferente de zero e corresponderd & variacdo da energia potencial total para uma extensao
infinitesimal da fissura ao longo do seu eixo. Dessa forma, pode-se observar que ha uma
correspondéncia entre o valor da integral J e da taxa de liberagédo de energia G (Eq. (3.7)). De
fato, para um corpo com comportamento elastico-linear, J se relaciona com G e com os FIT

para solicitages no plano a partir de (RICE, 1968):
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_KZ+K{
E!

onde a Eq. (3.21) foi utilizada para a segunda igualdade.

J=G (3.28)

Portanto, o valor da integral J pode ser utilizado para determinacdo dos FIT no ambito
da MFEL. A propriedade de independéncia do caminho garante uma vantagem a esse método
de extracdo dos FIT, uma vez que possibilita diversas escolhas de I" para a determinacéo de J.
Entre essas possibilidades estdo as trajetorias distantes da zona de singularidade de tensdes,

dentro da qual a representacdo computacional dos campos elasticos pode ndo ser tdo precisa.

3.6.2.1 Decomposicdo de modos

Como mostrado na Eqg. (3.28), o valor da integral J pode ser utilizado para a obtencéo
dos FIT para uma determinada ponta de uma fissura. Todavia, a obtencdo direta dos FIT a partir
da Eq. (3.28) s0 é possivel se apenas um modo de solicitacdo estiver atuando. No caso de modo
misto de solicitacdo, a determinagédo dos FIT pode ser realizada a partir da decomposicéo dos
campos de tensdo e deslocamento ao longo do caminho de integragdo em componentes
simétricas (Figura 3.10) e antissimétricas (Figura 3.11) em relacdo ao eixo da fissura
(KITAGAWA et al, 1978). Para a aplicacéo desse procedimento, o caminho de integracao e sua
discretizagdo devem apresentar simetria em relagéo ao eixo da fissura.

Utilizando os campos de deslocamento e de tensdo definidos em relacdo ao sistema
cartesiano posicionado na ponta da fissura, as componentes simétricas e antissimétricas podem

Ser expressas como:

ul C1furtup uy _ljui-u (3.29)
ur| 2 (up—u; ul | 2 (U +u; '

o1 o1+ 011 o11 O11— 011
| ’ 1l 1 ’
(o 7] :E O + 02 02 :E O —0 (3.30)
! ’
o1 O12 — 012 o1y O12 + 012

onde o sobrescrito | e Il indicam, respectivamente, as parcelas simétricas (relacionadas ao modo
I) e antissimétricas (relacionadas ao modo Il) dos campos no ponto P (ver Figura 3.10 e
Figura 3.11). No segundo membro das expressdes, as componentes sem linha estdo associadas
ao ponto P, enquanto as componentes com linha estdo relacionadas ao ponto P’, simétrico a P

em relagéo ao eixo da fissura.
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Figura 3.10 - Componentes simétricas dos campos elasticos relacionadas ao modo 1.
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Figura 3.11 - Componentes antissimétricas dos campos elasticos relacionadas ao modo I1.
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A aplicacdo da Eq. (3.29) e da Eq. (3.30) leva a seguinte decomposicéo dos campos de

deslocamento e de tensao:
uj =Uuj +uj (3.31)
ojj = Ji} +Ji}' (3.32)
Substituindo a Eqg. (3.29) e a Eq. (3.30) na Eq. (3.27), a integral J fica dividida em duas

parcelas, uma relacionada ao modo | e outra relacionada ao modo Il, cuja expressao geral é

dada por:

M =J'F(WMn1— p]—"'u}‘f‘l)ds (3.33)
onde M denomina 0 modo analisado.

A igualdade entre J e G, mostrada pela Eqg. (3.28), pode ser estendida as suas parcelas

para cada modo de solicitacdo especifico. Assim, utilizando a Eq. (3.20), os FIT K e Kii podem

ser obtidos por:
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K, :4/5'3' (3.34)
|[Kn|=E"3" (3.35)

Ki é maior ou igual a zero e pode ser diretamente obtido a partir de Eq. (3.34). Ja K
pode assumir valores negativos e, portanto, a Eq. (3.35) fornece apenas sua magnitude. O sinal
dessa grandeza pode ser determinado pelo o valor do deslocamento diferencial entre as faces
da fissura em relacdo ao eixo x;. Caso o deslocamento u«, da face superior seja maior que o

deslocamento u; da face inferior, o valor de Kii é positivo. Caso contrario, Kii é negativo.

3.6.2.2 Implementacdo computacional da integral J

Neste trabalho, a implementacdo da integral J associada ao MEC é feita da seguinte
forma: inicialmente é criado um caminho, arbitrado como circular, que engloba a ponta da
fissura. Tal caminho se inicia em um dos pontos de colocacdo da face inferior da fissura e
termina no ponto de colocacdo simétrico da face oposta. Ao longo do trajeto sdo definidos
pontos internos, localizados em posi¢des simétricas em relacéo ao eixo da fissura (Figura 3.12).
O caminho da integral J se encontra dentro de um dominio homogéneo e ndo cruza com

nenhuma outra descontinuidade.

e Ponto de colocacédo

@

[ I )

o Ponto interno

Figura 3.12 - Defini¢éo do caminho para calculo da integral J.

Apos a andlise eléstica via MEC, os campos de deslocamento e de tensdo de cada um
dos pontos que definem o caminho de integracdo sdo obtidos em uma etapa de pos-
processamento. Em seguida, passa-se a etapa de determinacdo da integral J. Os campos de
deslocamento e de tensdo sdo rotacionados para um sistema cartesiano referenciado a ponta da
fissura (Figura 3.12) e, em seguida, sdo decompostos com a aplicacdo da Eq. (3.29) e da
Eqg. (3.30). Caso exista um ponto interno situado no eixo da fissura, o seu simétrico sera o
proprio ponto. Nesse caso, a decomposicao pode ser feita considerando ambas as componentes
envolvidas nas transformacdes da Eg. (3.29) e da Eq. (3.30) iguais as componentes dos campos
no ponto.

Na sequéncia, o caminho de integracdo é discretizado em elementos com aproximacao

polinomial qualquer para a realizagdo da integragdo numeérica via quadratura de Gauss-
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Legendre. As componentes da integral J (Eq. (3.33)) podem ser escritas na forma discretizada

como.

nelem npg

M =3 (WM Ena(En) - B (Euti(én) - pY (G)ubi(&) |dac(E)e(é) | (3.36)

e=1 n=1
onde nelem é o numero de elementos utilizados na discretizacdo do caminho, npg € 0 nimero
de pontos de Gauss utilizados para a realizacao da integracdo numérica em cada elemento, & é
a n-ésima coordenada adimensional do elemento, @ é 0 peso associado a cada uma das
coordenadas adimensionais e Jac é o jacobiano da transformacdo do espaco adimensional &

para o espaco real e pode ser calculado por:

2 2 %
= (a2, o3)
Sn

(3.37)
dg
As derivadas existentes na Eqg. (3.37) sdo avaliadas no ponto com coordenada

on

adimensional & e sdo determinadas como mostrado na sequéncia. As coordenadas xi podem ser
aproximadas pelas fungdes de formas ¢J e coordenadas x{ associadas a cada um dos nos j de
um elemento por:
X (£)=x¢;($) (3.38)
Dessa forma, as derivadas das coordenadas reais em relacdo a coordenada adimensional

séo dadas em notagéo indicial por meio de:

X, (&) =X £ () (3.39)

Ja a componente n; do versor normal ao caminho de integracao é calculada por:

N (&) = M (3.40)
Jac(&)

Por fim, as derivadas das componentes de deslocamento em relacdo a direcdo x,
presentes na Eq. (3.36), sdo obtidas conforme exposto a seguir. A derivada ullvﬁ corresponde a
deformacéo & e pode ser determinada com a aplicacgéo da lei de Hooke generalizada. Ja para
a avaliacéo de uﬁ{l, a generalizagdo do esquema utilizado por Aliabadi e Rooke (1991) para
elementos com aproximacdo linear pode ser feita. Inicialmente, a derivada total da componente

de deslocamento uz em relagdo a coordenada adimensional & é escrita como:

M M M
Uz e =U21% ¢ +U22Xp ¢ (3.41)
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O termo u% corresponde a deformagéo &3, que por sua vez também pode ser avaliada
com a aplicacdo da lei de Hooke generalizada. As derivadas das coordenadas x; sdo obtidas
conforme a Eq. (3.39). Ja para a determinacao da derivada presente no primeiro membro da
Eq. (3.41), a componente de deslocamento 3’ ¢ aproximada pelas fungdes de forma do
elemento, seguindo 0 mesmo procedimento feito para as coordenadas na Eq. (3.38). Em

seguida, a expressao de aproximacao é derivada em relacdo a &, resultando em:
Ul = Ui - (3.42)
Substituindo a Eq. (3.39) e a Eq. (3.42) na Eq. (3.41) e isolando u%, chega-se a:
Ul ()-8 (&) (M)
X ¢j.(£)

Com isso, € possivel realizar os somatorios presente na Eg. (3.36) e determinar o valor

ub (&) (3.43)

das componentes da integral J. Em seguida, com a aplicacdo da Eq. (3.34) e da Eq. (3.35), 0s
FIT sdo calculados.

Cabe ressaltar que mais de um caminho pode ser utilizado para a determinacdo da
integral J. Nesse caso o resultado final é calculado a partir da média dos valores obtidos para

cada uma das trajetorias.

Exemplo 3.1: Fissura central inclinada - Murakami (1987)

Este exemplo visa mostrar a aplicacdo da integral J para a extracdo dos FIT para uma
solicitacdo em modo misto. O problema analisado € representado pela Figura 3.13a. A base da
estrutura tem os deslocamentos restritos nas direcdes x; e x, e o topo é submetido a uma tracao
uniforme o na direcao x,.

Na Figura 3.13b € mostrada a malha de elementos de contorno utilizada na discretizacéo
da superficie externa do corpo, composta por 48 elementos quadraticos. O comprimento da
fissura 2a é variado de 0,2w até 0,6w, em passos de 0,1w. Na discretizacdo de cada face sdo
utilizados elementos cubicos descontinuos com comprimento igual a 0,05w. A fissura esta
inclinada a 45 graus em relacdo a horizontal. O célculo da integral J é feito considerando trés
caminhos distintos: o primeiro se inicia no segundo ponto de coloca¢do mais préximo da ponta
(r1 =0,01667w); o segundo se inicia no ultimo ponto de colocacdo do elemento da ponta
(r2 = 0,04583w); e o terceiro se inicia no ultimo ponto de colocacgdo do elemento vizinho ao da
ponta (rs=0,09583w). Cada um dos caminhos é discretizado com cinco elementos com

aproximac&o cubica, conforme representado pela Figura 3.13c.
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Figura 3.13 - Problema analisado no Exemplo 3.1: (a) geometria, (b) discretizagdo do contorno externo e (c)
discretizacdo dos caminhos de integracéo utilizados.

Os fatores de intensidade de intensidade de tenséo Ki e Ky sdo determinados para a ponta
A a partir da utilizagdo dos diferentes caminhos de integragdo. Os valores obtidos e

normalizados por o+za sdo mostrados na Tabela 3.1. Na Tabela 3.1 também estéo indicados

os valores de referéncia apresentados por Murakami (1987). Este problema também foi

analisado por Portela et al. (1992) com o emprego do MECD.

Tabela 3.1 - FIT obtidos para o Exemplo 1

K;/o\rma K;1/o\ra
Caminho Caminho
a/w ] > 3 Ref. 1 > 3 Ref.
0,2 0,371 0,370 0,370 0,366 0,362 0,362 0,360 0,359
0,3 0,386 0,385 0,385 0,383 0,367 0,368 0,366 0,365
04 0,409 0,407 0,407 0,404 0,376 0,377 0,374 0,374
05 0,437 0,436 0,435 0,433 0,388 0,389 0,386 0,386
0,6 0,472 0471 0,470 0,467 0,402 0,404 0,401 0,401

Ja na Tabela 3.2 sdo mostrados 0s erros percentuais relativos entre os valores

determinados e os valores de referéncia.

Tabela 3.2 - Erros percentuais relativos aos valores de referéncia para os FIT determinados para o Exemplo 1

Ki/oVra Ky /o\ra
a/w Caminho Caminho
1 2 3 1 2 3
0,2 1,257 1,033 0,905 0,857 1,083 0,462
0,3 1,004 0,741 0,587 0,653 0,970 0,289
04 0,998 0,712 0,549 0,495 0,852 0,100
05 0,998 0,695 0,528 0,381 0,757 0,045
0,6 1,075 0,759 0,588 0,390 0,775 0,078
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Como pode ser observado a partir da Tabela3.1 e da Tabela3.2, os valores
determinados para os FIT K; e K;; apresentam boa correspondéncia com os valores de
referéncia, com a maioria dos erros percentuais abaixo de 1%. Além disso, a partir dos valores
similares obtidos para os diferentes caminhos, pode-se notar a propriedade de independéncia
de caminho da integral J. Dessa forma, a técnica de extracdo dos FIT a partir da integral J se
mostra bastante eficaz e é predominantemente utilizada ao longo deste trabalho.

A titulo de ilustracdo, a Figura 3.14 mostra a concentracdo de tensao existente na ponta
A para o comprimento de fissura igual a 0,6w. A componente representada é o, referenciada

ao sistema de coordenadas local x j-x 5, cuja origem esta sobre a ponta.

020 T T T ]

01

xi/w

-01

-02p, " " .
-02 -01 00 01 02
xi/w

Figura 3.14 - Distribui¢do da componente de tenséo o5, na regido da ponta.

3.7 Critérios de propagacao

Nos casos da pratica as fissuras estdo submetidas a uma combinacdo dos diferentes
modos basicos de solicitacdo indicados na Figura 3.6. Esse tipo de solicitacdo € denominado
modo misto. Diversos autores investigaram os critérios de propagacdo para modos mistos e
desenvolveram teorias de interagcdo que buscam determinar a dire¢do de propagacéo da fissura
bem como a carga critica de fratura. Essas teorias apresentam fundamentagédo nos conceitos da
MFEL e sdo verificadas experimentalmente, porém nenhuma € tida como geral (BROEK,
1982). Dentre os métodos que se destacam, podem ser citados os critérios da: maxima taxa de
liberagdo de energia; minima densidade de energia de deformacdo e maxima tensdo

circunferencial.
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O critério da méaxima taxa de liberacdo de energia se baseia na energia potencial que é
liberada durante o processo de fraturamento. Esse critério estabelece que a fissura cresce
quando G atinge um valor critico. J& a dire¢do de crescimento é tomada como aquela na qual G
é maximo. Hussain et al. (1974) propuseram uma expressdo para obten¢do de G em fungdo do
angulo de crescimento da descontinuidade. A partir da maximizacdo dessa expressdo € possivel
obter a direcdo de crescimento e o valor maximo de G, que pode ser comparado ao valor critico
para o material para verificar a estabilidade a propagacéo.

O critério da minima densidade de energia de deformacéo, desenvolvido por Sih (1974),
estabelece que a fissura cresce na direcdo cuja energia de deformacgdo ¢ minima. Utilizando a
lei de Hooke generalizada (Eq. (A.28)), juntamente com as expressdes das componentes de
tensdo na ponta da fissura desenvolvidas no item 3.3, é possivel obter uma expressao para o
calculo da energia de deformacdo. A partir da minimizag&o da relagcdo obtida, pode-se obter a
direcdo de crescimento da ponta e determinar o valor minimo da densidade de energia de
deformacdo. Esse valor pode ser comparado ao valor critico do material para verificar a
estabilidade a propagacao.

J& o critério da méxima tensdo circunferencial, utilizado como critério de propagagéo

neste trabalho, é discutido em maiores detalhes no item que segue.

3.7.1 Critério da maxima tensédo circunferencial

O critério de maxima tensao circunferencial foi proposto por Erdogan e Sih (1963) e
assume que a fissura ira crescer na direcdo perpendicular & méxima tensdo circunferencial na
ponta da fissura. Essa componente de tensao sera, portanto, uma tensao principal.

Para o desenvolvimento do critério da méaxima tensao circunferencial, as componentes
de tensdo sdo reescritas em termos das coordenadas polares r-6. Utilizando as expressdes das
componentes cartesianas de tensdo no plano mostradas pela Eq. (3.9), Eq. (3.10) e Eq. (3.11),

as relacGes obtidas para as componentes de tensdao normal circunferencial oy, € de cisalhamento

0,9 S80:
_ 1 9 2(0)_3
O'gg—mCOS(Zj{K| Ccos (2] 2K..sen(0)} (3.44)
Cro =2\/%cos[g]{K.sen(9)+ Ky [3005(0)—1]} (3.45)

O valor méaximo de oy, € associado a uma tenséo org nula por se tratar de uma tenséo

principal. A partir dai, igualando a Eq. (3.45) a zero e desenvolvendo para a obtengéo de &
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2
1] K, (K.j
0, =2atan<—| —=+.|| — | +8 3.46
P 2| Ky LKy (3.48)

sendo 6, o angulo que fornece a possivel direcdo de propagacdo da fissura em relagdo ao
referencial local. Na Eq. (3.46), o sinal positivo é tomado quando K;; apresenta sinal negativo
e o sinal negativo é tomado quando K;; apresenta sinal positivo. No limite de K;; tendendo a

zero, 6, sera nulo. Dessa forma, a Eq. (3.46) pode ser reescrita de forma geral como:
0, seK, = 0

6, = 2
i 2atan 1 ﬁ_Sign(Kll ) ﬁ +8 , S K|| #0 (347)
4| K K

1 1
onde sign(.) representa o operador sinal, que retorna o sinal do argumento.
A partir da Eq. (3.44) e do angulo g,, um fator de intensidade de tensdo equivalente X,
dado pela combinacdo de K; e K,;, pode ser definido. Para tanto, a Eq. (3.44) pode ser reescrita

como:
O 27T = cos(%]{ K, cos? [H_ZPJ —g Kyisen (6, )} (3.48)

O primeiro termo da Eq. (3.48) apresenta unidade equivalente ao FIT e é definido como
K., Assim, a equacdo que fornece o FIT equivalente dado na diregdo que maximiza a tensdo

circunferencial é escrita como:

o 0 3
Keq =COS (?pj{m cos? (?pj -5 Kyisen (6, )} (3.49)

A Eq. (3.49) fornece um valor equivalente da solicitagdo em modo misto da ponta de
uma descontinuidade. Tal valor pode ser comparado a resisténcia ao fraturamento do material
K;. para verificar a estabilidade a propagacdo. Essa resisténcia, também denominada
tenacidade, é obtida a partir de ensaios de fraturamento em modo I, como 0s propostos nos
trabalhos de Brown e Srawley (1966) e Srawley e Brown (1965). O valor de K. é determinado
a partir da taxa de liberacdo de energia, que por sua vez € conhecida para o esquema de
carregamento e para a geometria dos corpos-de-prova utilizados no ensaio.

A partir do valor de K,., admite-se que h& propagacdo da ponta caso a seguinte

desigualdade seja verificada:

Keq 2 ch (350)
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Apesar da tenacidade ao fraturamento estar relacionada apenas ao modo de abertura, o
critéerio de propagacdo definido na Eg. (3.50) a partir do critério da maxima tensdo
circunferencial ainda € apropriado. Isso porque K,, é definido na diregcdo ¢,, na qual ndo ha
tensdo de cisalhamento. Portanto, a solicitacdo equivalente € semelhante a uma solicitacdo em
modo | puro.

A Figura 3.15 mostra a curva que representa o lugar geométrico da fratura em modo
misto considerando o critério da méxima tensdo circunferencial. De acordo com o critério,
havera propagacdo quando os FIT para os modos | e Il assumirem valores tais que a curva de

interacdo seja ultrapassada.

1,0

0,5 A

-1,0 I + + + } + + + } + + + } + t t } t t t
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Figura 3.15 - Curva de interacdo de modos na situacdo de propagacéo.

O critério da méaxima tensdo circunferencial apresenta boa correspondéncia
experimental para a avaliacdo tanto da direcdo de propagacao quanto da solicitacdo critica de
propagacao (ERDOGAN; SIH, 1963).

3.8 Modelo numérico para solugdo dos problemas de fratura fragil

A seguir o modelo numérico implementado para tratar problemas de fratura fragil é

descrito. Os fluxogramas referentes a esse modulo se encontram no Apéndice I, item I.1.

3.8.1 Pré-processamento

Para a solucdo dos problemas de fratura a partir do codigo desenvolvido neste trabalho,
inicialmente sdo definidas a geometria e sua discretizagdo, as condi¢cbes de contorno e as
propriedades do material para cada um dos subdominios que compdem a estrutura analisada.
Os subdominios sao considerados isotropicos, porém podem apresentar propriedades diferentes

entre si, compondo um dominio ndo-homogéneo. Com relagdo as condi¢des de contorno, pode
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ser realizada tanto a aplicacéo de deslocamentos quanto de forcas de superficie. O controle de
deslocamentos permite a representacdo do comportamento apos o colapso da estrutura e, além
disso, pelas carateristicas do MEC, possibilita simular a situacdo na qual existe a divisdo do
corpo e ocorre 0 movimento relativo de corpo rigido entre as partes separadas.

Na sequéncia, passa-se a defini¢do das fissuras e das suas malhas de elementos de
contorno. Cada fissura definida é tratada como um trecho de reta. Geometrias complexas de
fissuras podem ser aproximadas a partir da intersecdo de trechos retos. As descontinuidades
material podem ser inseridas pelo usuério ou podem ser aleatoriamente distribuidas ao longo
de uma regido. Para as fissuras definidas pelo usuério, sdo fornecidas as coordenadas do ponto
central, o comprimento e a inclinacdo em relacdo a horizontal. J& para as fissuras aleatorias,
inicialmente é escolhido o nimero de fissuras para determinado conjunto que sera distribuido
aleatoriamente ao longo de uma regido retangular. Para cada conjunto de fissuras sdo definidas
as distribuicdes estatisticas para as coordenadas do ponto central, comprimento e inclinacdo em
relacdo a horizontal. As opc¢bes de distribuicbes sdo: uniforme, normal, log-normal e
exponencial. A posicdo do ponto central das descontinuidades aleatoriamente distribuidas é
verificada para garantir que elas se encontram dentro do subdominio para o qual foram
definidas. Ja com relacéo a discretizacao, sao fornecidos o numero de elementos em cada uma
das faces da fissura e o grau do polinémio de Lagrange utilizado para a aproximacdo das
grandezas. O programa implementado permite a escolha de qualquer grau de aproximacéo

polinomial (elementos de alta ordem).

3.8.2 Solucéo dos problemas da MFEL via MECD

3.8.2.1 Definiges iniciais

No inicio da andlise, as coordenadas adimensionais e reais dos pontos de colocacao da
malha de elementos de contorno sdo definidas. No caso de nos continuos, as posi¢des dos
pontos de colocagdo correspondentes coincidem com as posicdes dos nds definidos pelo
usudrio. Ja a definicao de nos descontinuos é realizada com a inser¢éo de nés duplos na malha.
A posicao dos nés duplos serd um ponto de descontinuidade da malha e cada um dos nos fara
parte de elementos semicontinuos ou descontinuos distintos. Nessa situacdo, a definicdo das
coordenadas adimensionais dos pontos de colocagdo segue o procedimento apresentado no
item 2.5. Ja as coordenadas reais sdo obtidas a partir das coordenadas adimensionais a partir da
aplicacdo da Eq. (2.47).

Na sequéncia, as componentes dos vetores normais aos pontos de colocacdo séo

determinadas a partir da aplicacdo da Eq. (2.57) e da Eq. (2.58).
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Em seguida, os elementos da fissura sdo definidos como elementos de interface com
contato perfeito. Assim, os pontos de colocacdo correspondentes de faces opostas apresentam
deslocamento relativo restrito e forcas de superficie com sentidos opostos, conforme mostrado
no item 2.9. Essa abordagem é adotada para tratar o problema de contato inicial entre as faces
e garantir que néo exista interpenetracdo material.

Posteriormente, passa-se a etapa de integracdo numérica do MECD para a determinacgéo
das matrizes dos coeficientes de influéncia matua H e G (ver capitulo 2). Apds a definicdo das
matrizes, da-se inicio ao processo incremental iterativo para solu¢do do problema de fratura. A
verificacdo da estabilidade a propagacao das pontas e do contato entre as superficies de fissura
é realizado ao final de cada incremento de carregamento, dai a caracteristica incremental do
processo de solucdo. Ja a propriedade iterativa decorre da reaplicacdo dos esforcos nas faces da
fissura & medida que elas se abrem. Maiores detalhes do processo incremental iterativo sdo
fornecidos no decorrer deste item.

3.8.2.2 Etapa de verificacao dos pares de pontos de colocacao das faces

O processo de solugdo é iniciado com a aplicagdo de um incremento das condicGes de
contorno conhecidas. A partir do processo de troca de colunas exposto no item 2.3, chega-se ao
sistema final de equacdes (Eg. (2.63)) que, resolvido, fornece os valores incognitos de
deslocamentos e forcas de superficie dos pontos de colocagdo para o incremento. Ao final de
cada incremento, os valores dos deslocamentos e for¢as de superficie determinados pela solugéo

do sistema sdo acrescentados a variaveis acumuladoras (u,,,, € p respectivamente). Com

acum’

os valores acumulados, a etapa de verificacdo do contato entre as faces da fissura é realizada a
partir da determinacgéo da abertura (COD) entre pares de pontos de colocacdo. Seja um par de
pontos A e B com componentes de deslocamento conforme representado pela Figura 3.16a. O

valor do COD para esse par genérico pode ser obtido a partir de:
COD = —(ulAnlA FUsNy FUPNE + uanzE‘) (3.51)

onde u; e n; correspondem as componentes de deslocamento e do versor normal na direcéo x;.

COD <0

Deslocamento relativo
impedido

—(ufnf +u§n§)
| @ _ (b)
Figura 3.16 - (a) Representacdo do deslocamento normal relativo entre pares de pontos de colocacdo e (b)
restricdo dos deslocamentos relativos de pares com abertura negativa.
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Valores negativos de COD indicam que ocorre a interpenetracdo de material com a
aplicacdo do ultimo incremento de carregamento, o que ndo € admissivel. Para contornar essa
situacdo, os pares de pontos que apresentam COD negativo sdo redefinidos como de interface
(Figura 3.16b), as varidveis acumuladoras sdo decrementadas do Ultimo acréscimo e o ultimo
incremento é reaplicado. Os valores de COD dos pares sdo novamente verificados com as
variaveis acumuladoras atualizadas. Esse processo se repete até que ocorra a convergéncia de
todos os pares de pontos. Cabe ressaltar que, na situacéo inicial, todos pontos de colocacéo de
fissuras sdo tratados como de interface e, portanto, a verificacdo do COD nao ¢é realizada.

Terminada a verificacdo do fechamento das fissuras ao final de um dado incremento,
passa-se a verificacdo das forcas de contato entre os pares que estdo definidos como pontos de
interface (Figura 3.17a). A partir dos valores acumulados de forcas de superficie, a forca normal

a face da fissura p em um ponto de colocagdo qualquer € determinada por:

Pn = P1N1+ P2ny (3.52)

onde p, sdo as componentes da forga de superficie na diregdo xi.

A

y
A

Deslocamento relativo
permitido

(@) (b)
Figura 3.17 - (a) Representacgéo da forca normal relativa entre pares de pontos de colocagéo e (b) liberacdo dos
deslocamentos relativos de pares com forga normal relativa positiva.

Valores positivos de p, indicam que ha forca de tragdo entre as faces das fissuras, o que
no caso de fratura elastico-linear é considerado impossivel. Quando isso ocorre, passa-se a etapa
iterativa de corregdo das forcas de superficie. Nessa etapa, o maior valor de p, em cada
subdominio é determinado. Em seguida, os pares de pontos de coloca¢do em dado subdominio
com valores de p superior a uma fracdo do p, maximo tém os deslocamentos relativos
liberados. Tal fracdo é definida pelo usuéario e tem como objetivo garantir a liberacdo paulatina
dos pontos de colocagdo com p  positivo e impedir com que pares recém liberados voltem a ser
definidos como interface durante a etapa iterativa. Sobre os pares retirados da interface sdo
reaplicados os valores acumulados de forca de superficie, que constituem o carregamento
aplicado na fase de correcdo (Figura 3.17b). Apds a solucdo do sistema para essa fase, 0s

valores incognitos obtidos sdo acrescentados as variaveis acumuladoras. A abertura das faces



86

das fissuras € novamente verificada conforme o processo descrito anteriormente. Em caso de
ndo convergéncia, os pares com COD negativo tém o deslocamento restrito e a etapa de
reaplicacdo dos esforcos é novamente realizada. Esse processo € repetido até que ocorra a

convergéncia de todos os pares. Na sequéncia, outros pares sao verificados em relagdo a p_

positivo e, em caso de ocorréncia, o processo de correcao das forcas de superficie é realizado
em uma nova iteracdo. Ao final da etapa de reaplicacdo dos esfor¢os, os pares recém liberados
apresentam forcas de superficie nulas.

Apols a convergéncia de todos os pares de pontos de colocacdo, os campos de
deslocamento e tensdo nos pontos internos definidos pelo usuéario sdo determinados conforme
aEq. (2.132) e a Eq. (2.133), respectivamente. Além disso, 0s campos de tensdo para 0s pontos
de colocagédo no contorno sdo obtidos conforme o item 2.7.

3.8.2.3 Fase de propagacao

Na sequéncia da analise, a verificacdo da estabilidade & propagacdo das fissuras é
realizada com base nos fundamentos da MFEL. Os valores dos FIT s&o determinados a partir
da técnica de correlacao de deslocamentos ou da integral J, conforme discutido no item 3.6.1 e
no item 3.6.2, respectivamente, para as pontas cujos pares de pontos de colocagédo
correspondentes apresentam deslocamento relativo liberado. No caso da integral J, 0 caminho
circular é sempre definido de forma a ndo cruzar outro elemento. Para tanto, um esquema
adaptativo é utilizado para reduzir o tamanho do raio do caminho até que nenhum elemento seja
interceptado. Se para 0 menor raio possivel, igual a distancia entre o0 n6 da ponta e o ponto de
colocacgdo correspondente, houver cruzamento do caminho com algum elemento, entdo a
técnica de correlacdo de deslocamentos € utilizada para estimar os FIT.

Com os valores dos FIT, o angulo potencial de propagacdo e o FIT equivalente sdo
determinados a partir do critério da maxima tensdo circunferencial (item 3.7.1). Keq é entdo
comparado com a tenacidade do material do subdominio que contém ponta para verificar a
estabilidade a propagacdo. Para as pontas que propagam, o comprimento de crescimento da

fissura AL+ é determinado a partir de:

Ke RS
sd pmax (3 . 53)
eq st

ALf = AL

onde AL é o valor do incremento padréo definido pelo usuario, Kﬁj é 0 maior valor do FIT

equivalente no subdominio da ponta, R:? é a razio maxima entre a solicitacdo e a tenacidade

no subdominio da ponta e R é a maior raz&o entre a solicitacdo e a tenacidade na analise. A

razdo entre solicitacdo e tenacidade para determinada ponta é definida como:
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Keg

R. =
TOKE

(3.54)

onde K é a tenacidade do material do subdominio que contém a ponta.

Como pode ser observado na Eq. (3.53), existem dois fatores de ponderacdo do valor do
incremento em relagdo ao comprimento padrdo definido pelo usuério. O primeiro fator, dado
pela relacéo entre 0 Keq da ponta e 0 maximo Keq no subdominio no qual ela se encontra, tem
como objetivo relativizar o comprimento adicionado para pontas situadas em um mesmo
material. J& o segundo fator, definido como a relacéo entre 0 maximo Rst no subdominio que
contém a ponta e 0 maximo Rst na analise, busca relativizar o comprimento acrescentado para
fissuras em diferentes subdominios.

De modo a impedir pequenos incrementos no comprimento das fissuras, que podem
resultar em pontos de colocagdo muito proximo e, consequentemente, em singularidades nas
matrizes do MEC, é estabelecido um valor minimo de crescimento igual a distancia padréo
entre os nds da fissura definida pelo usuario.

A partir do angulo de propagacdo e do comprimento de crescimento, sdo definidos
novos pontos de colocacdo ao longo do caminho de propagacao que representam a discretizacéo
das novas faces criadas (Figura 3.18a-b). As pontas que apresentam maior comprimento de
crescimento possuem prioridade na definicdo das novas faces. Os pares de pontos de colocacdo
inseridos ao longo dos novos caminhos sé@o inicialmente considerados como de interface e,
portanto, se encontram fechados. O grau de aproximagcéo utilizado para os novos elementos da
fissura é igual ao prescrito inicialmente.

A cada novo ponto de colocacéo definido, duas novas linhas e colunas, correspondentes
aos novos graus de liberdade criados, sdo adicionadas as matrizes H e G. As linhas representam
a influéncia do novo ponto de colocagdo sobre os demais, enquanto as colunas representam a
influéncia inversa. Ademais, o comprimento de fissura adicionado pode interceptar um
elemento preexistente. Nesse caso, o elemento original cruzado é modificado e um novo
elemento é criado (Figura 3.18b). Os coeficientes dos graus de liberdade do elemento
modificado sdo alterados nas matrizes H e G, enquanto novos coeficientes referentes ao
elemento criado sdo adicionados. A Figura 3.18c mostra 0 esquema de alteragdo das matrizes
do MEC com a adi¢édo e a modificacdo de elementos na malha da estrutura. Maiores detalhes

sobre 0s tipos de intersecdo entre os elementos sdo apresentados no item 3.8.3.
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Malha
interceptada

Malha da fissura

/
(a) (b) (©)
Figura 3.18 - (a) Malha inicial; (b) remalhamento na propagacéo e intersecdo de algum elemento durante a

propagacdo de uma fissura; e (c) alteracdo das matrizes H e G com a criacdo e modificacdo de elementos durante
a propagacao.

Os valores acumulados de deslocamento e forga de superficie para os pontos de
colocacdo dos elementos modificados e dos elementos criados a partir da divisdo de um
elemento preexistente s@o obtidos a partir da interpolacdo dos valores acumulados dos pontos
de colocacdo do elemento original (Figura 3.19a). Ja4 para a determinacdo dos valores
acumulados para as novas faces de fissura, a estrutura é resolvida adotando os valores
acumulados como condi¢des de contorno conhecidas para o problema. Dessa forma, apés a
solucdo do sistema de equacdes, os valores acumulados desconhecidos de deslocamento e forca

de superficie para os pontos de colocacdo das novas faces, definidos como pontos de interface,

séo obtidos (Figura 3.19Db).
>
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Figura 3.19 - (a) Interpolacdo dos campos acumulados de deslocamento e forca de superficie para 0s novos
elementos criados a partir da divisdo de outro. (b) Determinacéo dos campos acumulados para novas faces.

Apds a atualizacdo das variaveis acumuladoras para os pontos de colocacdo modificados
e criados, a etapa de verificacdo dos pares é novamente realizada para analisar a abertura e o
fechamento das faces na fase de reaplicacdo dos esforcos. Terminada essa etapa, a estabilidade

a propagacdo das pontas € novamente examinada. Se houver propagacdo de uma ou mais
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pontas, a fase de propagacéo é realizada mais uma vez. Caso contrario, um novo incremento

das condicGes de contorno é aplicado sobre a estrutura.

Exemplo 3.2: Propagacédo em modo | - Srawley (1976)

Este exemplo trata do problema de propagacédo de uma fissura em modo | em uma viga
submetida a um ensaio de flexdo em trés pontos (Figura 3.20a). Esse esquema experimental é
comumente utilizado para determinagdo do valor de K;. do material a partir da expresséo
analitica desenvolvida por Srawley (1976). A relacdo L/h é tomada igual a 4, sendo L a
distancia entre os centros dos apoios. Nesse caso, a expressdo para a obtencdo de K;
determinada por Srawley (1976) é dada por:

K, = oJraF (a) (3.55)
sendo o e F(«) dados por:
6P
=— 3.56
o= (3.56)

1 199-a(1-a)(215-3,930+2,70°)

A~ (1+2)(1-a) 2

(3.57)

onde a = a/h.

A Figura 3.20b mostra a discretizagdo do contorno externo da estrutura. Os apoios e a
regido de aplicacdo da forca P, com comprimento | =0,01L, sdo discretizados com um
elemento linear descontinuo. O restante do contorno é discretizado com 40 elementos

quadraticos continuos ou semicontinuos.

IlP

| |$a |
A

< L >
(a) (b)

Figura 3.20 - Problema analisado no Exemplo 3.2: (a) geometria e (b) discretizacdo do contorno externo.

O comprimento inicial da fissura é tomado igual a a = 0,2h e em cada face sdo inseridos
8 elementos cubicos com comprimento igual a 0,025h. O calculo da integral J é realizado a
partir de um caminho com raio igual a aproximadamente 0,0479h, discretizado com cinco

elementos cubicos.
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Sobre a estrutura € aplicado um carregamento uniformemente distribuido com
magnitude igual a P/1, equivalente a for¢a P. Na sequéncia, a fissura propaga com incrementos
no comprimento igual a 0,1h até 0,8h. A Figura 3.21 mostra a evolucao do valor de K; obtido
numericamente e o valor de referéncia fornecido por Srawley (1976). Na Figura 3.21 também
é representada a curva de variacao do erro percentual relativo.

Analisando o gréafico da Figura 3.21 observa-se uma boa correspondéncia entre 0s
valores obtidos de K; e os valores de referéncia durante a propagacdo da fissura. Os erros
relativos obtidos ficaram, na média, em torno de 1%. Isso indica a eficacia na implementacédo

do esquema adaptativo para solugdo do problema de propagacdo em modo I.

5,0 5,0
—MEC
40 + - = =Srawley (1976) 1 40
= - = Erro
+ 30 o
S
o
4 o010
p 2,0
/
+ 1,0
‘o ,
0,0 : : ; : — 0,0
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

alh
Figura 3.21 - Historico do valor de K; em relacdo ao comprimento da fissura.

J& a Figura 3.22 mostra a configuracdo deformada dos pontos de colocacdo da estrutura
em trés instantes distintos, nos quais: a = 0,24, a = 0,54 € a = 0,8h. Como pode ser observado,
0 caminho de propagacdo segue a direcdo de 90 graus, 0 que era esperado pelo fator do

problema possuir uma solicitacdo em modo | puro.
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Figura 3.22 - Evolucdo do caminho de propagacdo da fissura sujeita a modo | puro.
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Exemplo 3.3: Propagacédo em modo misto - Franc2D
Este exemplo analisa a propagagdo em modo misto de uma fissura presente na estrutura
mostrada pela Figura 3.23. O corpo apresenta comprimento igual a 2D, altura igual a D e esta
submetido a uma tragdo uniforme o. Existem duas aberturas de diametro ¢ =0,4D
posicionadas conforme indicado na Figura 3.23. Os pontos de colocagdo ao longo da face

esquerda da estrutura apresentam deslocamentos restritos no plano.
0,6D 0,8D 0,6D

<< Ny &
Y 7

0 $ 0,1D
—
¢
—
e
—

iO,lD I a
\4 —_—

11D 0,9D

< Ny & y,
< g >

Y

VVVY
Q

Figura 3.23 - Geometria do problema analisado no Exemplo 3.4.

O comprimento inicial da fissura é igual a 0,05D. A malha de elementos de contorno
em cada face é composta por 4 elementos quadraticos. Ja o0 contorno externo é discretizado com
48 elementos quadraticos, enquanto cada abertura é discretizada com 8 elementos quadraticos.

A Figura 3.24a mostra a discretizacdo da estrutura em elementos de contorno.

LT I L

FEERRY

I .Y

(@ (b)

Figura 3.24 - Discretizacdo da estrutura em (a) elementos de contorno e (b) elementos finitos.

A estrutura também € analisada pelo MEF por meio do software Franc2D. A malha de
elementos finitos utilizada, composta por elementos quadrilaterais com aproximacao
quadratica, é representada pela Figura 3.24b.

Sob a acdo do carregamento representado, a fissura se propaga com incrementos no

comprimento igual a 0,025D. Em ambos os métodos numéricos empregados, os FIT sdo
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determinados a partir da integral J, enquanto a direcdo de propagacdo é determinada a partir do
critério da maxima tensdo circunferencial.

Os seguintes valores (em unidades adequadas arbitrarias) para os parametros envolvidos
sdo adotados: D =1, £ =10000, v= 0,25 e o= 10 e a analise é realizada considerando EPT.
Os historicos dos valores de K; e K;; em funcdo do comprimento da fissura, determinados a
partir do codigo desenvolvido utilizando o MEC e do Franc2D séo apresentados na Figura 3.25
e na Figura 3.26.

800,0
— MEC
Franc2D

600,0 +
v 400,0 +

200,0 +

0,0 ———p — : :
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figura 3.25 - Variagéo de K; com o comprimento da fissura.

3,0

010 1 . _/—\‘ - ,~\

-

MEC
Franc2D ~
-15,0 f f f f

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figura 3.26 - Variacéo de K; com o comprimento da fissura.

Como pode ser observado pelo grafico apresentado na Figura 3.25, ha uma boa
correspondéncia entre os valores de K; obtidos pelo programa desenvolvido neste trabalho e os
obtidos via Franc2D. Tal correspondéncia € verificada desde o comprimento inicial de fissura
até o comprimento final simulado de 0,95. Com relacdo ao histérico de K; mostrado pela
Figura 3.26, uma boa correspondéncia entre as respostas € novamente verificada. Todavia, a
resposta obtiva via MEF apresenta algumas regides com oscila¢des nos valores de K;;, enquanto

a variacdo desse fator determinada via MEC é mais suave.
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A boa correspondéncia entre os valores dos FIT ainda pode ser observada a partir da
comparacdo entre os caminhos de propagacdo, uma vez que a relacdo entre K; e K;; define o
angulo de propagacéo no critério da maxima tenséo circunferencial (Eq. (3.47)). A Figura 3.27
mostra a sobreposicéo entre os caminhos de propagacédo determinados via MEC e via Franc2D.
Em destaque estd o caminho determinado a partir do codigo desenvolvido neste trabalho,
enquanto no caso do Franc2D o caminho de propagacdo esta localizado onde a malha de
elementos finitos esta mais refinada. Como pode ser observado, 0os caminhos de propagacédo sdo
praticamente coincidentes. Tal resultado € justificado pela boa relagdo entre os valores de K; e

K;; determinados em ambos 0os métodos numéricos.

00— 0000808

|

LI O L. P22,V R L

I

|-

Figura 3.27 - Sobreposicdo dos caminhos de propagacdo determinados via MEC e Franc2D.

3.8.3 Topicos sobre a propagacdo de multiplas fissuras em dominios ndo-homogéneos

Nos problemas envolvendo a propagacdo de maltiplas fissuras situadas em diferentes
subdominios, a definicdo do comprimento a ser adicionado as pontas que propagam ¢é feita
conforme a Eq. (3.53). O comprimento de fissura adicionado durante a propagacdo de uma
ponta pode interceptar trés tipos de elementos: de contorno externo, de fissura ou de interface
(Figura 3.28).

Intersecdo de: (1) contorno externo
(2) fissura
(3) interface

Figura 3.28 - Casos possiveis de intersecdo entre elementos.
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No caso de intersegdo com contorno externo a ponta deixa de ser ativa, ou seja, ndo é
mais capaz de propagar. Se o elemento for cruzado em seu interior, ele é dividido em dois e 0
ponto de intersecdo se torna um ponto de descontinuidade da malha (Figura 3.29a). Nessa
situacdo, a alteracdo das matrizes H e G se da conforme j& discutido no item 3.8.2. Caso 0
elemento seja cruzado em um nd de continuidade com outro elemento, um novo ponto de
colocacéo é adicionado a malha e a intersecdo se torna um ponto de descontinuidade entre os
elementos (Figura 3.29b). Nesse caso, apenas as linhas e colunas referentes ao ponto

modificado e adicionado séo alteradas e acrescentadas, respectivamente, nas matrizes H e G.

(@ (b)
Figura 3.29 - Intersecéo de um elemento de contorno externo (a) em um ponto interno qualquer e (b) em um né
de continuidade com um elemento vizinho.

Ja a intersecdo do novo comprimento de fissura com elementos de fissura preexistentes
representa o fenébmeno de coalescéncia entre as descontinuidades. Nesse caso, tanto o elemento
cruzado quando o seu par na face oposta sdo divididos em dois elementos descontinuos e a
ponta que sofreu propagacao deixa de ser ativa (Figura 3.30a). As linhas e colunas referentes
aos dois elementos modificados sdo alteradas nas matrizes do MEC, enquanto as linhas e
colunas correspondentes aos dois elementos adicionados séo inseridas. Caso a interse¢do ocorra

em um no de descontinuidade entre os elementos, ndo ha alteragdo na malha preexistente

(b)
Figura 3.30 - Intersecéo de um elemento de fissura (a) em um ponto interno qualquer e (b) em um no de
descontinuidade com um elemento vizinho.

Por fim, se 0 novo comprimento de fissura adicionado interceptar uma interface, a ponta
continua ativa e passa a pertencer ao novo subdominio. Os elementos adicionados as novas
faces da fissura ficam contidos em apenas um subdominio. J& os elementos pares interceptados
na interface sdo modificados e dois novos elementos séo criados (Figura 3.31a). Como no caso

de elementos de contorno externo, caso a intersecdo ocorra em um né de continuidade, ele €
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transformado em um ponto de descontinuidade entre os elementos da interface (Figura 3.31b).

O processo de modificacdo das matrizes H e G segue a mesma metodologia ja apresentada.

-
-
- -

P

(b)
Figura 3.31 - Intersecdo de elementos de interface (a) em um ponto interno qualquer e (b) em um né de
continuidade com um elemento vizinho.

As condigfes de contorno e os valores acumulados de deslocamento e forca de
superficie para os novos graus de liberdade criados a partir da modificacdo de um elemento
preexiste sdo obtidos a partir da interpolacdo dos valores do elemento original com a utilizacéo
das fungbes de forma polinomiais, conforme discutido no item 3.8.2.3 e representado pela
Figura 3.19a.

Exemplo 3.4: Propagacéo de multiplas fissuras em dominio homogéneo - Budyn et al. (2004)
Neste exemplo é analisado o dominio homogéneo multifissurado mostrado na

Figura 3.32. Essa estrutura também foi examinada por Budyn et al. (2004) via MEFG. O
material é admitido como vidro fragil com médulo de elasticidade £ = 10° psi, coeficiente de

Poisson v = 0,3 e tenacidade K, = 800 psi.in’>. O problema é analisado como um EPD. A
dimensdo W é igual 2 in e o comprimento médio das fissuras é igual a 0,25 in. A largura da

estrutura é admitida como unitéaria.
Vv
1111111
L[
/ /

Figura 3.32 - Geometria do problema analisado no Exemplo 3.4.
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A discretizacdo do contorno externo é feita com 40 elementos quadréaticos e 2 elementos
lineares. Os elementos lineares sdo dispostos no topo e na base da lateral esquerda da estrutura,
possuem dimensdo | = 0,05W e tém o deslocamento horizontal restringido. A base da estrutura
apresenta deslocamento vertical restrito, enquanto sobre o topo € prescrito um deslocamento
vertical igual a 0,04 in em 40 passos. As faces das fissuras séo discretizadas com 6 elementos
quadréaticos. A malha de elementos de contorno utilizada é mostrada pela Figura 3.33a. Ja a
Figura 3.33b representa a malha de elementos finitos utilizada por Budyn et al. (2004). O valor

de incremento padrdo para a propagacao das fissuras € tomado igual a 0,07 in.
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Figura 3.33 - Discretizagdo em (a) elementos de contorno e (b) elementos finitos (BUDYN et al., 2004).

Q)

A Figura 3.34 mostra as curvas de forca equivalente aplicada pelo deslocamento no topo
da estrutura determinadas neste trabalho e por Budyn et al. (2004). O trecho de regime elastico
e a forca equivalente maxima aplicada foram praticamente coincidentes em ambos 0s casos.
Neste trabalho, atingido o valor critico de forca, o deslocamento no topo é mantido constante
enquanto as fissuras se propagam. Durante o crescimento das descontinuidades, ha um alivio
da forca equivalente no topo da estrutura causado pela redistribuicdo de esforcos. A fissura
central é a primeira a se propagar. As suas pontas crescem até coalescer com as fissuras
vizinhas, que por sua vez se propagam até dividir a estrutura em duas partes (Figura 3.35a).
Nessa situacdo, a forca equivalente no topo assume valor nulo. Os incrementos de
deslocamentos seguintes sdo dados na metade superior da estrutura como deslocamento de
corpo rigido e, portanto, a forga equivalente no topo se mantém nula.

Todavia, a curva Feq-v obtida por Budyn et al. (2004) ap6s a propagacao da primeira
ponta apresenta comportamento distinto. Isso pode ser explicado pelas diferentes metodologias
utilizadas para tratar o problema de propagacdo. Enquanto neste trabalho é realizada uma
analise incremental com controle de deslocamentos, Budyn et al. (2004) utilizam uma técnica

de solucdo com controle do comprimento das fissuras. Nessa técnica, a cada novo incremento
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no comprimento da descontinuidade, busca-se uma nova configuracao das solicitacGes externas
que recupera o equilibrio da estrutura, mesmo que de forma instavel. Como o tamanho da
descontinuidade é uma funcdo monotonicamente crescente, essa técnica é capaz de capturar o
fendmeno de snap-back, conforme apresentado pela Figura 34, o que ndo € possivel apenas

com o controle de deslocamentos feito neste trabalho.

2500,0

—e— MEC
- —& - Budyn et al. (2004)

2000,0 1

1500,0

Feq (Ibf)

1000,0 A

500,0 -

v (in)
Figura 3.34 - Curva forca equivalente pelo deslocamento no topo.

A Figura 3.35a e a Figura 3.35b mostram as configuragdes finais obtidas neste trabalho
e por Budyn et al. (2004), respectivamente. Como pode ser observado, h4& uma boa

correspondéncia entre os caminhos de propagacao determinados.
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Figura 3.35 - Caminhos de propagacdo obtidos (a) neste trabalho e (b) por Budyn et al. (2004).

A Figura 3.36 mostra o detalhe da superficie de separacdo entre as partes da estrutura
ao final da fase de aplicagéo dos deslocamentos. O deslocamento vertical relativo entre as duas
metades € de 0,4 in, igual ao deslocamento total prescrito no topo. Isso evidencia o
deslocamento de corpo rigido da parte superior e mostra que esse tipo de comportamento €

satisfatoriamente representado com a utilizagédo do MEC.
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Figura 3.36 - Superficie de separacdo entre as duas metades da estrutura ao final do Gltimo incremento.

Exemplo 3.5: Propagacéao de multiplas fissuras em dominio ndo-homogéneo

A Figura 3.37a mostra o dominio ndo-homogéneo multifissurado que é analisado neste
Exemplo 3.5. O material na regido inferior € denominado material 1 e apresenta médulo de
elasticidade E£,. J& o material na regido superior € denominado material 2 e apresenta médulo
de elasticidade E,. O coeficiente de Poisson para ambos é tomado como nulo. A dimensdo W é
tomada igual 2 (unidade arbitraria) e o comprimento das fissuras segue uma distribuicdo normal
com média 0,1 e coeficiente de variacdo igual a 0,05. A largura da estrutura € admitida como
unitéria.

A estrutura é submetida a um estado biaxial, com deslocamentos prescritos iguais a u
tanto na lateral direita quanto no topo. A lateral esquerda e a base apresentam deslocamentos

restritos na horizontal e vertical, respectivamente.

u
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Figura 3.37 - (a) Geometria e (b) discretizacéo do problema analisado no Exemplo 3.5.

A discretizagdo do contorno externo de cada um dos subdominios é realizada com 48
elementos quadraticos, totalizando 96 elementos. Ja as faces de cada uma das fissuras sdo
discretizadas com 4 elementos quadraticos. A malha de elementos de contorno utilizada é
representada pela Figura 3.37b. Durante a fase de propagacéo, o valor do incremento padréo

para o crescimento das fissuras é tomado igual a 0,05.
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Inicialmente é feita a avaliacdo da variagcdo dos FIT maximos em cada subdominio com
a mudanca da rigidez relativa entre os dois materiais. Para tanto, sdo definidas as variaveis « e
S que representam, respectivamente, a razdo entre os mddulos de elasticidade e a razdo entre 0s

valores maximos de K,,, em cada subdominio:

g B2 (3.58)
E
max
p=—2 (3.59)
eq,l

Adotando « = {0,1;0,125; 0,167, 0,25;0,5; 1, 2; 4; 6, 8, 10}, para a configuracdo
inicial os valores de g apresentados na Tabela 3.3 sdo determinados:

Tabela 3.3 - Valores de ae g

01 0125 0167 025 05 1 2 4 6 8 10
018 022 029 040 067 102 154 258 362 467 572

= 8

A partir dos valores apresentados pela Tabela 3.3 e das definigdes de a e £ (EQ. (3.58)
e Eq. (3.59)) observa-se que o subdominio com maior mddulo de rigidez eléstico possui a
fissura com maior valor maximo do FIT equivalente. Isso esta de acordo com o esperado, visto
gue subdominios mais rigidos tendem a absorver maiores esfor¢os e, consequentemente, as suas
fissuras tém maiores niveis de solicitagdo. Os valores de « e podem ser representados em um
gréfico log-log, como mostrado na Figura 3.38. A partir do gréafico pode-se observar que, para
0 intervalo de valores analisado, 0s parametros apresentam uma boa correspondéncia

exponencial, cuja expressdo também é indicada na Figura 3.38.
8

B= 072 9
[ 4
1 | r2=0.998 -
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Figura 3.38 - Relagdo entre os pardmetros a e S.
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Outro ponto relevante a ser observado é em relacdo a qual descontinuidade apresenta o
maior nivel de solicitacdo em cada dominio com a mudanca na rigidez relativa. A Figura 3.39

indica as fissuras com solicitagdo méxima para as situagcdes nas quais a < 1 e a > 1.

/ N | O a<l
- g @ L

7 \
Figura 3.39 - Indicacgdo das fissuras com solicitagdo maxima em cada um dos subdominios para a < 1e a > 1.
A Figura 3.39 mostra que a fissura com solicitacdo critica tende a ser horizontal para os
subdominios mais flexiveis e vertical para os subdominios mais rigidos. Esse fato pode ser
justificado a partir de uma analise da solicitacdo média em cada uma das direcdes. Como 0
coeficiente de Poisson para ambos 0s materiais foi admitido como nulo, as duas dire¢des de
solicitacdo podem ser assumidas como independentes. Dessa forma, pode-se definir uma

deformacédo meédia para cada material i nas dire¢des horizontal e vertical como:

_ AW T

8h:W:V_V (3.60)
_ ALY 2AL0

:_LEV) _ WLv (3.61)

onde g, e &, sdo as deformacBes médias horizontal e vertical, respectivamente, ALS) =uéa

variacdo do comprimento horizontal de ambos os subdominios e AL® é a variagdo do

comprimento vertical de determinado subdominio i, sendo que:
T =ALP +AL? (3.62)
A partir de g, e &, e do modulo de elasticidade de cada material, pode-se determinar
uma tensdo normal média nas direcdes horizontal e vertical por:
&, =E &, (3.63)
5, =E¢& (3.64)
Para o0 caso no qual ambos os materiais possuem o mesmo modulo eléstico de rigidez,

ambos apresentam 0 mesmo valor de variagdo de comprimento vertical, sendo ALY = /2.
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Nessa situacdo, as deformagfes médias na horizontal e na vertical sdo as mesmas. Entretanto,

qguando os materiais apresentam propriedades distintas, aguele com menor rigidez tera maior

variacdo do comprimento vertical, sendo que ALY > #/2. Isso implica que, para o material
mais flexivel, a deformacdo média vertical € maior do que a deformacdo média horizontal.
Logo, a partir da Eq. (3.63) e da Eq. (3.64), para esse material a solicitacdo média vertical sera
maior do que a horizontal. Como a solicitacdo média vertical causa maiores solicitacGes sobre
as fissuras posicionadas horizontalmente, essa orienta¢do das descontinuidades tende a ser mais
critica para o material mais flexiveis. O comportamento oposto é observado para 0 material
mais rigido.

Do exposto e a partir da Eq. (3.60) e da Eq. (3.63), conclui-se que se 0 modulo de
elasticidade do material mais rigido for mantido constante, a solicitagdo para a fissura vertical

critica, e consequentemente o valor do K,, maximo para o subdominio, tende a se manter

constante com a variacdo de «. Esse comportamento € observado a partir das simulacGes
realizadas, para as quais foram adotados £, constante e igual a 10000 e u# = 0,01 (unidades
arbitrarias). A Figura 3.40 mostra que para valores de « < 1, situacdo na qual o material 1 é
mais rigido, o valor do FIT equivalente maximo para o subdominio foi praticamente constante

e aproximadamente igual a 20.
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Figura 3.40 - Valores dos FIT equivalentes maximos determinados para cada um dos subdominios.

Por fim, procede-se a analise dos caminhos de propagacéo para diferentes razdes entre
0s modulos de elasticidade dos materiais. Para « sdo adotados os valores iguais a 0,25, 1 e 4.
Em todas as analises £; = 10000 e # = 0,01. Os valores da tenacidade dos materiais séo
tomados ligeiramente inferiores ao maximo FIT equivalente no subdominio de modo a garantir

que inicialmente ocorra a propagacao das pontas com solicitacdo critica. A Figura 3.41 mostra
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as configuracOes deformadas (ampliadas em cinco vezes) sobre as indeformadas nas situacoes
finais de equilibrio da estrutura para os casos analisados. Observa-se a tendéncia da propagacgéo
horizontal no material mais rigido e vertical no material mais flexivel pelas razdes expostas
anteriormente. No caso de «a = 1, equivalente a um dominio homogéneo, ndo se nota uma
direcéo preferencial de propagacao.

Além disso, a partir da Figura 3.41 é possivel verificar o efeito de shielding (ver
LOEHNERT; BELYTSCHKO, 2007) das macrofissuras sobre as demais. As descontinuidades
com maiores comprimentos em determinada direcdo tendem a restringir os esforcos e,
consequentemente, os deslocamentos na direcdo oposta das fissuras mais afastadas das faces de
aplicacdo dos deslocamentos prescritos. Assim, como pode observado na Figura 3.41, as
macrofissuras verticais limitam os deslocamentos verticais das fissuras mais a esquerda da
estrutura, enquanto as macrofissuras horizontais limitam os deslocamentos horizontais das

fissuras mais proximas a base.

Figura 3.41 - Representagéo das configuracdes finais para (a) @ = 0,25, (b) @ = 1,0 e (c) a = 4. Deslocamentos
ampliados por um fator igual a 5 na configuracéo deformada.
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4 FRATURAMENTO HIDRAULICO

O fraturamento hidraulico (fracking) é uma técnica ndo-convencional largamente
utilizada pela industria petrolifera para a estimulagdo da producéo de pocos de extragdo de gas
natural e Oleo. Esta técnica é especialmente aplicada em pocos que possuem niveis de
decaimento de producdo (ECONOMIDES et al., 2011). O fracking consiste em injetar um
fluido de fraturamento, composto normalmente por agua, areia e produtos quimicos, sob alta
pressdo em um poco previamente perfurado na rocha reservatorio com o objetivo de induzir a
propagagcéao de fissuras e, consequentemente, criar caminhos para viabilizar o fluxo e producéo

de hidrocarbonetos (Figura 4.1).

Figura4.1 - Representagao da técnica de fraturamento hidraulico: @ perfuragao até rocha reservatorio;
(b) criacéo de fissuras; (c) bombeamento do fluido de fraturamento para propagagéo das fissuras e formagéo de
novos caminhos para o (d) fluxo de hidrocarbonetos até o (e) local de produgéo.
Fonte: Adaptado de Gertner (2013).

A importancia maior atribuida ao fraturamento hidraulico esta centrada ao custo
operacional inicial de execugdo em pocos ja fraturados. Eshkalak et al. (2014) explicam que o
custo de estimular um poco ja existente € mais rentadvel economicamente por fraturamento do
que perfurar um novo po¢o nas proximidades deste.

Os reservatdrios de combustiveis fdsseis liquidos e gasosos sdo usualmente compostos
por rochas sedimentares com alta permeabilidade, denominadas rochas reservatorio, das quais
os hidrocarbonetos sdo extraidos com o emprego de técnicas convencionais. Entretanto, em
situacbes nas quais 0s combustiveis fosseis estdo depositados em rochas com baixa

permeabilidade, a extracdo ndo é economicamente viavel com o uso dessas técnicas. Nesses
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casos, a utilizacdo do fraturamento hidraulico mostra-se atrativo, uma vez que promove 0
aumento da permeabilidade pelo fraturamento da matriz rochosa e permite acesso aos conteudos
antes inacessiveis. Nos Ultimos anos a técnica tem sido cada vez mais empregada,
particularmente para a extracdo de gas e 6leo em folhelho betuminoso (também conhecido
como xisto betuminoso).

A primeira aplicacdo experimental do fraturamento hidraulico foi realizada em 1947
pela companhia Stanolind Oil & Gas Co, atualmente British Petroleum (BP), em um campo de
exploragdo de gas em Kansas, EUA. Entretanto, ndo foi observado aumento significativo da
producdo (SMITH; MONTGOMERY, 2015). Os fundamentos da técnica foram apresentados
posteriormente no trabalho de Clark (1949). Nos anos seguintes as primeiras patentes
relacionadas ao fraturamento hidraulico foram depositadas, dentre elas as desenvolvidas por
Clark (1952), Ferris (1952) e Howard (1954) e concedidas a Stanolind. Maiores detalhes sobre
as patentes sobre o fraturamento hidraulico podem ser obtidos em Cahoy et al. (2013).

No final dos anos 1940 e ao longo dos anos 1950, houve uma ampliacdo expressiva da
aplicacdo da técnica com o intuito de aumentar a produtividade em campos de exploracéo ja
existentes. Segundo Smith e Montgomery (2015), o fraturamento hidraulico foi utilizado em
cerca de 3000 pogos por més em meados dos anos 1950. Com o aumento das aplicacfes, novos
trabalhos foram desenvolvidos com o objetivo de descrever o comportamento do processo de
fraturamento e do fluxo de combustiveis com base nos fundamentos da Teoria da Elasticidade,
Mecénica da Fratura e Mecénica dos Fluidos. Dentre esses trabalhos destacam-se: Hubbert
e Willis (1957), no qual os autores buscaram determinar a diregdo das fissuras induzidas pelo
processo de fraturamento; Perkin e Kern (1961), em que sdo apresentados abacos para obtencao
da largura das fissuras induzidas em funcdo de diferentes pardmetros; e Geertsma e
Klerk (1969), no qual se buscou prever a dimenséo das fissuras que emanam radialmente ou
linearmente do pogo perfurado.

Nas aplicaces iniciais, o fluido de fraturamento utilizado para o fracking eram a base
de 6leos. Em meados dos anos 1950, a Dowell, atualmente Schlumberger, passou a utilizar
fluido de fraturamento a base de agua com adicdo de agentes espessantes, 0 que proporcionou
uma grande revolucdo da técnica e a reducdo dos custos. J& em 1997, a partir da utilizacéo de
um fluido de fraturamento menos viscoso a base de agua, a companhia Michell Energy,
atualmente Devon Energy, passou a empregar o fraturamento hidrdulico com sucesso para a
extracdo de depositos gas natural em folhelho betuminoso no campo de exploragdo de Barnett,
no estado do Texas nos EUA. Com a aquisi¢do da Mitchell Energy pela Devon, em 2001, a

utilizacdo desse tipo de fluido foi aliada a técnica de po¢os horizontais, especialidade da Devon,
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0 que promoveu a maior eficiéncia na extracao de hidrocarbonetos de folhelho betuminoso por
solicitar a rocha ao longo dos seus planos horizontais de estratificagdo (CAHOY et al, 2013).
A partir dai, houve um grande aumento do emprego desse processo e, consequentemente, da
produtividade proveniente desse tipo de rocha, como ¢ ilustrado pelo gréfico de producédo de
gés natural seco dos EUA mostrado pela Figura 4.2.
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Figura 4.2 - Producéo norte-americana de gas natural seco proveniente de folhelho betuminoso.
Fonte: U.S. Department of Energy, Energy Information Administration (2016).

A crescente exploragdo de hidrocarbonetos provenientes de folhelho betuminoso em
paises como EUA, Canada e China a partir da utilizacdo do fraturamento hidraulico estimulou
o0 desenvolvimento de novos estudos, especialmente com aplicacdo de métodos numericos, para
a melhor compreensao e previsdo dos fendbmenos que ocorrem durante o processo. Dentre esses
estudos podem ser citados os realizados por Adachi et al. (2007), Gordeliy e Peirce (2013),
Lecampion (2009) e Olson e Dahi-Taleghani (2009). Ja Hattori et al. (2016) fornece uma viséo
geral sobre as possiveis aplicacdes da modelagem numérica em problemas de fraturamento
hidraulico.

Nesta pesquisa € realizada a anélise numérica da propagacao de fissuras em problemas
de fraturamento hidraulico via Método dos Elementos de Contorno (Capitulo 2). S&o
considerados dominios bidimensionais, homogéneos ou ndo-homogéneos, compostos por
materiais isotropicos e podendo conter multiplas fissuras. Os materiais sdo admitidos com
comportamento fragil em relacdo ao fraturamento e, portanto, as analises de propagacgdo sao
realizadas a partir dos conceitos da Mecanica da Fratura Elastico-Linear (MFEL) mostrados no
Capitulo 3. Além disso, é considerado um regime de pressdo hidrostatica constante atuando nas
faces das descontinuidades. Algumas das hipdteses adotadas sdo simplificadoras, uma vez que
as rochas submetidas ao fracking normalmente apresentam propriedades anisotropicas e

fraturamento coesivo, além do problema ser tipicamente tridimensional. Entretanto, 0 modelo
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proposto é capaz de fornecer respostas satisfatorias para diversas situacOes e pode ser
futuramente estendido para contemplar casos mais gerais.

Na sequéncia sdo apresentadas as modificacbes necessarias para a determinacdo dos
fatores de intensidade de tensdo (FIT) com a utilizagdo da integral J em relagéo ao item 3.6.2
para o caso de fissuras submetidas a pressao hidrostatica. Em seguida, a estratégia de solucao
numérica utilizada para a solucéo de problemas de fraturamento hidraulico em dominios néo-

homogéneos multifissurados € descrita.

4.1 Determinacéo dos FIT

No item 3.6.2 é mostrado como sdo obtidos os FIT a partir da integral J considerando as
faces da fissura livres de esforgcos. Nessa situacao, a integral J € avaliada ao longo do caminho
I" que engloba a ponta (ver Figura 3.9) sendo expressa pela Eq. (3.27). Todavia, em problemas
de fracking, as faces estdo submetidas a pressao introduzida pelo fluido de fraturamento. Neste
trabalho, essa pressdo € considerada constante com magnitude igual a p, conforme representado
pela Figura 4.3, e atua na direcdo normal a superficie da face.

Figura 4.3 - Representacdo da pressdo hidrostatica atuante sobre as faces da fissura e do contorno utilizado para
0 célculo da integral J.

A determinacdo da integral J nesse caso pode ser realizada conforme Karlsson e
Backlund (1978). A partir da Figura 4.3, observa-se que o caminho de integracdo passa a ser
S=T+I+I"", onde I" é o caminho que engloba a ponta e IS e I'' sdo, respectivamente, 0s
caminhos ao longo das faces superior e inferior da fissura. Dessa forma, a expresséo da integral

J apresentada pela Eq. (3.26) pode ser desmembrada em trés parcelas como:
J= Ir(Wnl— pjujyl)ds+'[rs (Wn; — p,—u,—yl)ds+J‘ri (Wn; —pju;;)ds (4.1)
Considerando o referencial local indicado na Figura4.3 e o regime de pequenas

deformagdes, as seguintes relacbes podem ser escritas:
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ppen =0 paral’ eI®
p,=p e ds=dxy paral® 42)
p,=—p e ds=—dx paral
Substituindo as relagdes na Eq. (4.2) na Eq. (4.1), obtém-se:
J = J.F(Wnl - ijj,1)dS—p(Irs UZ’]_dX]_ +L—i uZ,ldxl)

Jr Js

(4.3)

Assim, na situacdo de faces carregadas, a integral J é obtida a partir da composicéo de

duas parcelas: Jr, que pode ser obtida conforme mostrado no item 3.6.2, e J,; proveniente da

pressdo p aplicada sobre as faces. Considerando o final do caminho I'' e inicio do caminho I'S
em pontos de colocacdo correspondentes e localizados nas faces opostas da fissura

(Figura 3.12), J,pode ser calculado conforme segue:

0 L
Ji=— U‘7s Up X + Io "u 2,1dX1j (4.4)

onde »* é a distancia da ponta ao ponto de colocagéo corresponde ao inicio do caminho IS e »*
é a distancia da ponta ao ponto de colocagéo correspondente ao final do caminho I'!, sendo que
y* = y' pelas consideracdes realizadas.

Determinando as integrais da Eq. (4.4), obtém-se:
31 = p(u2(-7*)—uz(~7")) = pCOD(y) (45)

onde para a Ultima igualdade foi utilizado o fato de que a diferenca u,(—y*) — uy(—%') é a
abertura normal, ou 0 COD, do par de pontos de colocacéo considerado.

Cabe ressaltar que J, quando da realizagdo da decomposicdo de modos (ver
item 3.6.2.1), s6 modifica o termo referente ao modo I, uma vez que a solicitacdo gerada pela

presséo p ¢ exclusiva desse modo. Portanto, as componentes J' e J* da integral J, mostradas

pela Eq. (3.33), ficam explicitadas como:
J! :J‘F(W'nl—p}u},l)ds+\]f (4.6)
2= [ (W ng— pluf)s @)
sendo J-dado por:

Ji = p(ub(—7*)-ub(~7"))= pCOD' () (4.8)



108

As integrais na Eq. (4.6) e Eq. (4.7) podem ser avaliadas numericamente conforme a
Eq. (3.36) utilizando a discretizacdo da Figura 3.12. Com os valores de J’ e J”, os FIT s&o
determinados a partir da Eq. (3.34) e da Eqg. (3.35).

A seguir sdo apresentados dois exemplos que avaliam a eficicia dessa metodologia para
determinacdo dos FIT em situagdes nas quais as faces das fissuras estdo submetidas a uma

pressdo uniforme.

Exemplo 4.1: Determinacéo do FIT para modo | - Tada et al. (2000)

Este exemplo apresenta a aplicagédo da integral J para a extracdo de K; para um problema
no qual as faces das fissuras estdo sujeitas a uma pressdo uniformemente distribuida com
magnitude p. O problema original consiste de um dominio infinito contendo um furo circular
de raio R com duas fissuras de borda de comprimento a, conforme mostrado pela Figura 4.4a.
Neste trabalho, o dominio infinito é aproximado por um dominio quadrado biapoiado com lado
L >R, conforme apresentado na Figura4.4b. Como valores de R e L sdo adotados,
respectivamente, 0,25 e 50. Além disso, sdo assumidos £ = 10000 e v = 0 como propriedades

do material e magnitude unitaria da pressao p. As unidades envolvidas sdo arbitrarias.
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Figura 4.4 - (a) Problema original com dominio infinito. (b) Problema analisado no Exemplo 4.1.

A resposta de referéncia no caso do problema apresentado na Figura 4.4a pode ser

encontrada no handbook de Tada et al (2000) e é dada por:

K, = pJraF(s) (4.9)

onde F(s) € expresso por:
F(s)=1+(1-5) 0,5+0,743(L-s)’ | (4.10)

e € funcdo do parametro adimensional s definido como:
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a
S =
a+R

(4.11)

No problema analisado, o comprimento das fissuras € tomado de tal modo que o
parametro s assuma os valores de 0,1 a 0,9, com passo de 0,1, totalizando nove simulacdes.

O contorno externo é discretizado com 80 elementos quadraticos e 2 elementos lineares,
sendo esses Ultimos utilizados para representar 0s apoios com comprimento / = 0,5. Ja o furo é
discretizado com 8 elementos cubicos. As faces das fissuras também séo discretizadas por meio
de elementos cubicos. Ja para o caminho circular utilizado na avaliagdo da integral J sdo
adotados 5 elementos com aproximacéo cubica.

Os resultados obtidos para K;, normalizados por pvza, para os diferentes valores
avaliados de s sdo mostrados pela Figura 4.5. A resposta de referéncia fornecida por Tada et
al. (2000) e dada pela Eqg. (4.9) também é apresentada. Como pode ser observado, ha uma boa
correspondéncia entre os valores de referéncia e os valores obtidos numericamente via MEC
com a utilizacdo da metodologia mostrada no item 4.1. Os erros percentuais relativos estdo em
torno de 1,5%, conforme mostra a curva correspondente na Figura 4.5, sendo considerados
satisfatorios. Uma das principais fontes de erro é a aproximacdo do dominio infinito do
problema original pelo dominio finito utilizado. Cabe ressaltar que com a utilizacdo do MEC é
possivel representar dominios infinitos, entretanto esse tipo de analise ndo é contemplado por

este trabalho.
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Figura 4.5 - Variacéo de K;/pv 7 a com o valor do parametro s.

Exemplo 4.2: Determinacéo dos FIT para modos | e Il - Erdogan e Arin (1975)

Este exemplo busca avaliar a eficacia da formulacdo apresentada no item 4.1 para a
determinacdo dos FIT K; e K;; para uma fissura sujeita a um modo misto de solicitacéo e cujas
faces estdo submetidas a uma pressdo uniforme p. O problema original € mostrado pela

Figura 4.6a e consiste de uma fissura de comprimento 2a, inclinada de um angulo #em relagao



110

a horizontal e presente em um dominio semi-infinito. O centro da descontinuidade esta a uma
distancia d em relacdo a borda livre. A avaliacdo analitica desse problema foi realizada no
trabalho de Erdogan e Arin (1975).

Como no Exemplo 4.1, o dominio é aproximado por uma estrutura biapoiada com
dimensoes finitas, conforme a Figura 4.6b. As dimensdes sdo tomadas como 2 = L = 50. Jaa
distancia d é tomada igual a 2a, sendo a = 1. As analises numéricas sao realizadas adotando o
angulo @entre 0 e 90 graus, com variacdo de 10 graus. Como propriedades do material, séo
assumidos os valores £ = 10000 e v = 0. Ja a magnitude da pressao p € tomada como unitéria.

As unidades adotadas sao arbitrarias.

p Id : p \1‘(1

h 0 Vg > h 0 Ve A
$ | |
o0 B L _
(a) (b)

Figura 4.6 - (a) Problema original com dominio semi-infinito. (b) Problema analisado no Exemplo 4.2.

Para o contorno externo é adotada uma malha com 102 elementos quadraticos e 2
elementos lineares, sendo esses Ultimos utilizados para representar 0s apoios com comprimento
[ =10,5. O lado mais proximo da descontinuidade possui uma densidade de malha igual ao
dobro dos demais. Cada uma das faces da fissura é discretizada com 16 elementos cubicos,
enquanto para 0s caminhos utilizados na avaliacdo da integral J sdo adotados 5 elementos com
aproximacdo cubica. A Figura 4.7 representa a discretizacdo utilizada para a estrutura na

situacdo na qual a fissura apresenta inclinagdo € = 90 graus.

Figura 4.7 - Representacdo da malha de elementos de contorno utilizada na discretizagéo da estrutura.

As variagdes dos valores de K;, normalizados por pv 7 a, determinadas para as pontas A
e B em funcéo do angulo de inclinacao da fissura sdo mostradas pela Figura 4.8. Na Figura 4.8
também sdo apresentadas as respostas analiticas de referéncia obtidas por Erdogan e

Arin (1975) para cada uma das pontas e 0s respectivos erros percentuais relativos.
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Figura 4.8 - Variagdo de K;/pv 7 a para pontas A e B.
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Como pode ser observado a partir dos resultados mostrados pela Figura 4.8, ha uma boa

correspondéncia entre os valores determinados por este trabalho e os apresentados por Erdogan

e Arin (1975). O erro tende a aumentar para maiores valores de inclinacdo, o que pode ser

atribuido, principalmente, as aproximacdes feitas para a simulacdo do dominio infinito do

problema original a partir de um dominio com dimens6es finitas. Entretanto, mesmo para 0s

resultados com maiores desvios da resposta de referéncia, os erros obtidos estdo abaixo de

0,8%, o que é considerado satisfatorio.

J& a Figura 4.9 apresenta os valores normalizados de K;; obtidos para cada uma das

pontas e os valores de referéncia determinados por Erdogan e Arin (1975). Novamente é

observado uma boa correspondéncia entre os resultados numéricos deste trabalho com as

respostas analiticas.
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Figura 4.9 - Variacao de K;;/p+ 7 a para pontas A e B.
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A partir dos resultados apresentados pelo Exemplo 4.1 e pelo Exemplo 4.2, pode-se
observar que a metodologia utilizada neste trabalho para a obtencao dos FIT em situacdes nas

quais as faces da fissura estdo submetidas a uma pressao uniformemente distribuida é eficaz.

4.2  Modelo numeérico para solucdo dos problemas de fracking

O modelo numérico para a solucdo dos problemas de fraturamento hidraulico é
semelhante aquele apresentado no Capitulo 3 para tratar da fratura em materiais frageis.
Todavia, no caso de fracking, o processo de resolugdo numérica é dividido em duas etapas. A
primeira corresponde a solucdo da estrutura sob acdo exclusiva das condi¢Bes de contorno
externas, conforme representado pela Figura 4.10a. Essa etapa tem como objetivo introduzir
estados de tensdo e deformacéo sobre a estrutura que séo utilizados como condig¢es iniciais
para o problema de fraturamento hidraulico propriamente dito. Ja a segunda etapa consiste na
aplicagédo da presséo interna sobre elementos predefinidos, como mostrado pela Figura 4.10b,
com o intuito de promover a propagacao das descontinuidades. Na sequéncia sao apresentados
maiores detalhes sobre as estratégias numéricas para cada uma das etapas envolvidas no
processo de andlise de uma estrutura submetida a fracking. Os fluxogramas referentes a esse

modulo se encontram no Apéndice I, item 1.2.
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Figura 4.10 - Etapas de analise dos problemas de fraturamento hidraulico: (a) fase de aplicagéo das condi¢des de
contorno externas e (b) fase de aplicacdo da pressdo interna.

4.2.1 Pré-processamento

A etapa de pré-processamento para os problemas de fracking é semelhante & dos
problemas de fratura fragil exposta no item 3.8.1. Inicialmente s@o definidos os dados de
entrada do problema de fraturamento hidraulico: geometria, condi¢fes de contorno da primeira

etapa de solucdo, propriedades dos materiais dos subdominios e discretiza¢do da estrutura. Na
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sequéncia sao definidas as fissuras na analise, bem como as respectivas malhas de elementos
de contorno e os parametros para a determinacéo dos FIT via integral J.

No caso de andlises de fracking, também é necessario identificar quais elementos
apresentam pressdo aplicada na etapa de fraturamento hidraulico. Tais elementos podem
representar tanto o contorno de fissuras quanto o contorno de um furo. Em seguida, é indicado
o valor de pressdo total que deve ser aplicado sobre esses elementos. Durante a etapa de
aplicacdo da presséo interna, as fissuras que cruzam com algum elemento com pressao prescrita
sdo identificadas e a pressdo também é distribuida ao longo de suas faces caso elas se encontrem
abertas (ver Figura 4.10b). O cruzamento de fissuras com elementos com pressao prescrita pode

ocorrer ja na definicéo inicial das descontinuidades ou durante a fase de propagacéo.

4.2.2 Fase de aplicacdo das condicdes de contorno externas

Na primeira etapa de solucdo, as definigdes iniciais do problema sdo realizadas, da
mesma forma como exposto no item 3.8.2.1. Inicialmente sdo definidas as coordenadas
adimensionais e reais dos pontos de colocacdo da malha de elementos de contorno e as
respectivas componentes dos vetores normais. Em seguida, os elementos da fissura sdo
definidos como elementos de interface com contato perfeito.

Na sequéncia as integragdes numéricas para a determinacdo das matrizes H e G séo
realizadas. Apos a definicdo das matrizes, inicia-se 0 processo de solucdo com a aplicacédo de
um incremento das a¢des externas. O sistema de equacdes da forma da Eq. (2.63) é formado a
partir da troca de colunas das matrizes H e G e resolvido. Em seguida as variaveis acumuladoras
sdo atualizadas e inicia-se a fase de verificacdo dos pares de pontos de colocacdo das faces
conforme apresentado no item 3.8.2.2.

Apo6s a convergéncia de todos os pares de pontos de colocacdo, os campos de
deslocamento e tensdo para os pontos internos definidos pelo usuério e os campos de tensdo
para os pontos de colocagé@o no contorno sdo determinados. Na fase de aplicacdo das condicdes
de contorno externas, a verificacdo da estabilidade a propagacao das pontas ndo é realizada,
pois é admitido que as faces da fissura se encontram comprimidas sob ac¢do dessas condi¢oes.
Assim, na sequéncia da analise é aplicado um novo incremento até que ocorra a aplicacdo da
magnitude total das condi¢des externas. Ao final, as variaveis acumuladoras de deslocamento
e forca de superficie irdo conter o estado correspondente a aplicacdo total do carregamento
externo, que representa a condicdo inicial para a fase de aplicagéo da presséo interna, descrita

no item a sequir.



114

4.2.3 Fase de aplicacdo da pressdo interna

Na fase de aplicacdo da pressdo interna, que corresponde a etapa de fraturamento
hidraulico propriamente dita, inicialmente sdo modificadas as condi¢des de contorno externas
do problema. As condigOes de contorno ndo-nulas na etapa anterior passam a ser nulas nesta
nova fase. Ademais, as forcas de superficie dos pontos de colocagdo dos elementos que
apresentam presséo prescrita sdo atualizadas de modo que a magnitude da componente normal
ao ponto (p ) corresponda a pressao aplicada.

Em seguida, um incremento da presséo atuante € aplicado sobre os elementos sujeitos a
essa acdo. No caso de elementos de fissura, esse incremento s6 é aplicado sobre os pares de
pontos de colocacdo que se encontram abertos ou em pares que apresentam deslocamento
relativo restrito e que sdo forcados a receber a pressdo interna. Para a Ultima situacéo, o par
passa a ter deslocamento relativo livre e a forca de superficie acumulada também é reaplicada.
Com isso, as componentes conhecidas do vetor p séo determinadas, bem como as componentes
conhecidas (nulas) do vetor u, e, portanto, o sistema final de equages é determinado pela troca
apropriada de colunas entre as matrizes H e G. A partir da resposta obtida pela resolucéo do
sistema, as variaveis acumuladoras sdo incrementadas e os pares de pontos de colocacdo sdo
verificados. Apés a convergéncia de todos os pares, passa-se a determinacdo das grandezas nos
pontos internos e das tensdes no contorno.

Na sequéncia, a verificagcdo da estabilidade a propagacao das fissuras é realizada. Para
as pontas cujos respectivos pontos de colocacdo se encontram abertos, sdo inseridos pontos
internos que definem o caminho de integragdo para o célculo da integral J. Os FIT para as
fissuras com pressao aplicada séo determinados a partir da formulacdo apresentada no item 4.1.
Caso ndo seja possivel tracar o caminho de integracdo da integral J sem que este intercepte
algum outro elemento, as integrais na Eq. (4.6) e Eq. (4.7) sdo aproximadas pela técnica de
correlacdo de deslocamentos. J& os FIT para as fissuras sem pressao prescrita sao determinados
conforme mostrado no item 3.6.2.

Com os valores dos FIT para as pontas abertas, o valor do FIT equivalente e da direcao
potencial de propagacéo sdo determinados a partir do critério da maxima tensao circunferencial.
O valor de K,, € entdo comparado com a tenacidade do material que contém a ponta para
verificar a estabilidade a propagacao.

Para as pontas que propagam, o comprimento acrescentado as descontinuidades é
determinado a partir da Eq. (3.53). Novos pontos de colocacdo sdo acrescentados a malha de

elementos de contorno e, caso a fissura intercepte algum elemento, é realizada a modificacao
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do elemento cruzado conforme exposto no item 3.8.2.3 e no item 3.8.3. Os novos pares de
pontos de colocacdo das fissuras que propagam sdo definidos com deslocamentos restritos.
Caso esses novos pares se abram durante a etapa de verificacdo das faces e pertencam a uma
fissura com pressao prescrita, sob eles sdo reaplicadas forcas de superficie correspondentes ao
valor da forca de superficie acumulada entre os pares somada a pressao interna.

Se a fissura que propaga apresentar pressdo prescrita e interceptar uma outra fissura com
faces livres de solicitacdo, a pressao é entdo aplicada sobre os pontos de colocacdo das faces da
descontinuidade cruzada caso eles se encontrem abertos ou venham a se abrir no decorrer da
analise (Figura 4.11a). J& se a fissura que propaga ndo apresentar pressao prescrita e cruzar com
algum elemento com pressao aplicada, os pontos de colocacéo das faces da fissura passam a ser

solicitados por p quando abertos (Figura 4.11b).
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Figura 4.11 - Possibilidades de redistribuicéo da pressdo aplicada: (a) fissura com pressdo aplicada intercepta
outra sem solicitacdo nas faces e (b) fissura sem pressdo aplicada intercepta elemento com pressao prescrita.

Apos o processo de remalhamento, as matrizes H e G sdo atualizadas e os valores das
variaveis acumuladoras séo interpolados para os elementos modificados. Ja os valores das
variaveis acumuladoras para os pontos de colocacdo definidos para as novas faces de fissura
sdo determinados pela solugdo do sistema de equacdes utilizando, para u e p, os valores
acumulados conhecidos. Todos esses procedimentos seguem o esquema apresentado em
maiores detalhes no item 3.8.2.3. Em seguida, a etapa de verificagdo dos pares é novamente
realizada para analisar a abertura e o fechamento das faces na fase de reaplicacdo dos esforcos.
Terminada essa etapa, a estabilidade a propagagdo das pontas € novamente examinada. Se
houver propagacdo de uma ou mais pontas, a fase de propagacéo é realizada mais uma vez.
Caso contrario, um novo incremento de pressao é aplicado sobre os pontos de colocacéo sujeitos

a essa solicitacao.

Exemplo 4.3: Comparacao com resultados experimentais - Abass et al. (1994)
Este exemplo busca simular o experimento de fraturamento hidraulico realizado por

Abass et al. (1994). Um esquema bidimensional do corpo de prova utilizado ¢ mostrado pela
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Figura 4.12a. As dimensdes apresentadas possuem o0s seguintes valores: L = 6in, 2R = 0,61 in

e a = 0,5 in. O material apresenta £ = 2,52.10° psi e v = 0,228. As pressdes de confinamento
aplicadas sobre as faces possuem magnitudes &; = 2500 psi e &, = 1400 psi. O &ngulo de
inclinacdo @ em relagdo a horizontal das fissuras é variado de 0 a 90 graus, em passos de
15 graus. E adotado um EPD. Para cada uma das inclinacdes, a pressao que causa a propagacao
das fissuras, denominada pressao de quebra, é avaliada.

Nas simulac@es numéricas via MEC, cada uma das faces do corpo é discretizada com
20 elementos quadraticos e 1 elemento linear. Este Gltimo apresenta comprimento / = 0,06 in,
esta localizado no centro da face e tem os deslocamentos restritos na direcdo perpendicular a
pressdo aplicada. Todos os elementos da face estdo submetidos ao carregamento mostrado pela
Figura 4.12a, inclusive aqueles com aproximacdo linear. O furo é discretizado com 16
elementos cubicos, enquanto a discretizacdo de cada uma das faces das fissuras € realizada com
8 elementos cubicos. A Figura 4.12b mostra a malha de elementos de contorno utilizada para o

contorno externo do corpo de prova e para o furo.

ujfu

.........................................

)
\*;8\

!

.........................................

<& Ny,
< >

(b)

Figura 4.12 - Representacéo do corpo de prova utilizado por Abass et al. (1994) e analisado no Exemplo 4.3.

Para a avaliacdo computacional da pressdo de quebra, é adotado o valor de resisténcia

ao fraturamento utilizado por Medinas (2015), sendo K. = 2300 psiv/in. Além disso, as fissuras
sdo forcadas a receber a pressdao aplicada inicialmente. Esse procedimento € realizado para
garantir que as faces das descontinuidades estejam sujeitas as mesmas condicGes da situacao
experimental, na qual as fissuras apresentam um diametro igual a 0,135 in e estdo sempre
submetidas a solicitacdo do fluido.

Os valores de pressdo de quebra determinados numericamente via MEC e

experimentalmente por Abass et al. (1994) sdo apresentados pela Figura 4.13.
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Figura 4.13 - Variacgdo da pressdo de quebra para as diferentes inclina¢des avaliadas.

Como pode ser observado a partir da Figura 4.13, as curvas numérica e experimental

apresentam comportamentos semelhantes. Para ambas é verificado um aumento da presséo de

quebra com o crescimento da inclinacdo das descontinuidades. Esse fato é justificado pelo

estado de tensdo existente no corpo de prova antes da aplicacdo da pressdo interna. Quanto

maior a inclina¢do, maiores séo as tensGes de compressao nas regifes nas quais as pontas das

fissuras se encontram quando aplicado o carregamento externo, como € representado pela

Figura 4.14. Portanto, maiores sdo as forcas necessarias e, consequentemente, a pressdo de

quebra para promover a propagacao das descontinuidades.
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Figura 4.14 - Distribuicdo da tensdo principal minima (maxima compressao) na regido préxima ao furo quando

aplicado o carregamento externo.

Jé& os valores de pressdo de quebra determinados numericamente sdo, em média, 15%

inferiores aos valores obtidos experimentalmente por Abass et al. (1994). Esse resultado tem

fundamento nas hipGteses adotadas para a simulacdo, dentre as quais podem ser destacadas: a
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consideracdo de um modelo bidimensional, enquanto o problema analisado € tipicamente
tridimensional; o valor desconhecido de K;. para o material utilizado nos experimentos de
Abass et al. (1994); e a consideracdo de fratura fragil. Apesar das limitacbes do modelo, a
resposta numérica foi capaz de fornecer uma boa representacdo do comportamento
experimental.

Por fim, a Figura 4.15a apresenta a comparacdo entre os caminhos de propagacao das
fissuras determinados numericamente e experimentalmente para o caso no qual 8 = 45 graus.
Para a analise numérica ¢ utilizado um incremento no comprimento das fissuras igual a 0,05 in.
Como pode ser observado, os caminhos determinados neste trabalho sdo praticamente
coincidentes com os obtidos por Abass et al. (1994), indicando uma boa representacdo do
crescimento das descontinuidades pelo modelo computacional implementado. J& a Figura 4.15b

mostra o detalhe do resultado experimental obtido por Abass et al. (1994).
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Figura 4.15 - (a) Comparacéo entre os caminhos de propagac¢do determinados numericamente e
experimentalmente. (b) Detalhe do caminho de propagagdo determinado experimentalmente por
Abass et al. (1994).

Exemplo 4.4: Fracking aplicado a dominio ndo-homogéneo e multifissurado

Este exemplo visa ilustrar o potencial de aplicacdo do codigo computacional
desenvolvido em problemas de fraturamento hidraulico envolvendo dominios multifissurados
e compostos por materiais com diferentes propriedades. A estrutura analisada é representada
pela Figura 4.16a. O dominio possui cinco materiais distintos com maodulos de elasticidade
dados por: E; = 0,5E, E, = 0,75E, E; = E, E; = 1,25E e E5 = 1,5E, sendo £ = 20000 MPa.
Ja os coeficientes de Poisson e as resisténcias ao fraturamento para todos os subdominios sdo

tomados como 0,25 e 1,0 MPa+/m, respectivamente.
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A dimensdo W é tomada igual a 25 m. No centro da estrutura ha um furo circular de raio
0,5 m com duas fissuras comunicantes (1 e 2) com comprimento igual a 1 m e inclinadas 30
graus em relacdo a horizontal. A lateral esquerda e a base da estrutura apresentam os
deslocamentos horizontais e verticais restritos, respectivamente. Sobre a lateral direita é
aplicado um deslocamento horizontal com magnitude «; = 0,001 m, enquanto sobre o topo é
prescrito um deslocamento vertical com magnitude z, = 0,0075 m, conforme representado pela
Figura 4.16a. O problema é analisado como um EPD.

Ao longo da estrutura sdo uniformemente distribuidas 13 fissuras, cujos comprimentos
e inclinagbes seguem distribuicbes normais com parametros (#u=2m;oc=02m) e
(u= —45°; o= 2,25°), respectivamente.

A etapa de fraturamento hidraulico é realizada com a aplicacdo de uma presséo igual a
2 MPa sobre o furo e as duas fissuras comunicantes. O comprimento padréo utilizando durante

a etapa de propagacao das descontinuidades é tomado igual a 1 m.
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Figura 4.16 - (a) Estrutura analisada pelo Exemplo 4.4 e (b) discretizacéo adotada.

O contorno externo e as interfaces da estrutura sdo discretizados com 280 elementos
quadraticos, enquanto para o furo sao utilizados 16 elementos quadraticos. As fissuras também
sdo discretizadas com elementos com aproximacdo quadratica, com comprimento medio igual
a 0,5 m. Ou seja, as faces das fissuras comunicantes e das fissuras distribuidas ao longo do
dominio sdo discretizadas com 2 e 4 elementos, respectivamente. A Figura 4.16b representa a

malha de elementos de contorno adotada.
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Inicialmente sdo prescritos os deslocamentos externos, introduzindo de um estado de
compressdo sobre a estrutura. Em seguida, a presséo interna € aplicada sobre o furo e sobre as

fissuras comunicantes, provocando a propagacéo das descontinuidades (Figura 4.17a-f).

N \
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Figura 4.17 - Evolucéo do crescimento das fissuras. Deslocamentos ampliados em 1000 vezes.

No inicio da propagacdo, as fissuras 1 e 2 crescem praticamente em linha reta, como
pode ser visto pela Figura 4.17a, uma vez que os valores de K;; sdo praticamente nulos (ver
Figura 4.18).

Na sequéncia, as fissuras cruzam interfaces e passam a propagar em outros subdominios,
conforme representado pela Figura 4.17b. Nessa situacao, as descontinuidades material passam
a apresentar desvio no eixo, tendendo a se alinhar com a dire¢do do deslocamento prescrito de
maior magnitude (horizontal). As mudancas de subdominios correspondem variacdes nos FIT,
como mostrado pela Figura 4.18. As alteracdes nos valores de K;; sdo responsaveis pelas
modificagcOes na direcdo de propagacéo.

J& a Figura 4.17c e a Figura 4.17d esquematizam o fendmeno de coalescéncia entre a
fissuras 1 e 2 com outras fissuras distribuidas ao longo do dominio da estrutura. Nesse caso a
pressdo também passa a atuar nas faces das descontinuidades cruzadas, induzindo a propagacao
de suas pontas. Observa-se pela Figura 4.18 que também ocorrem varia¢cdes nos valores dos

FIT quando as pontas tendem a cruzar ou cruzam outras descontinuidades.



121

A Figura 4.17e apresenta o cruzamento da fissura 2 com o contorno da lateral esquerda
do dominio. Ja a Figura 4.17f mostra o cruzamento da fissura 1 com uma interface e com o
contorno externo da lateral direita. A Figura 4.17f representa a situacdo final de equilibrio da
estrutura e mostra que a abertura da superficie de separacdo entre as partes obtidas & maior na

regido de menor rigidez (regido de propagacao da fissura 2), como era de se esperar.
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Figura 4.18 - Variagdo dos FIT para as pontas 1 e 2.
A partir deste exemplo pode-se concluir que o codigo desenvolvido é capaz de simular
satisfatoriamente o fenébmeno de fraturamento hidraulico em uma abordagem via MFEL para
dominios multifissurados, ndo-homogéneos, compostos por diferentes materiais perfeitamente

unidos entre si.
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5 FADIGA

O fendmeno de fadiga nas estruturas esta associado a degradacdo mecanica causada pela
aplicacdo de solicitacBes com carater ciclico que promovem mudang¢as na organizacdo da
estrutura interna dos materiais. Essas mudancas normalmente estdo associadas ao processo de
fissuracdo decorrente da variacao periodica dos campos de tensdo e de deformacdo que pode
levar a falha da estrutura.

As andlises de fadiga podem ser separadas em duas classes de problemas: a fadiga de
baixo ciclo e a fadiga de alto ciclo. Segundo Pineau e Bathias (2010), na primeira classe
encontram-se os problemas com evolucdo significativa de deformacges plasticas a cada ciclo
de carregamento e a fratura do material ocorre ap6s um namero relativamente baixo de ciclos,
da ordem de 100 a 10000. J& na segunda classe estdo 0s casos nos quais 0s materiais sdo
submetidos a pequenos niveis de tensdo e, portanto, as deformagdes desenvolvidas sdo
predominantemente eléasticas. Nessas situacdes, a vida Gtil da estrutura, ou 0 nimero de ciclos
até a falha, € muito superior a observada nos problemas de fadiga de baixo ciclo. Neste trabalho,
énfase € dada a fadiga de alto ciclo.

Na fadiga de alto ciclo o processo de degradagdo mecénica é controlado pela amplitude
das tensdes aplicadas. Como os niveis de tensdo desenvolvidos nesses problemas sdo brandos,
a zona de processos inelasticos (ZPI) existente nas pontas das descontinuidades apresenta
pequenas dimensdes, da mesma forma como nos problemas de fratura de materiais frageis
tratados no Capitulo 3. Desse modo, os conceitos apresentados pela Mecénica da Fratura
Elastico-Linear (MFEL) podem ser empregado na analise de situagdes com fadiga de alto ciclo.
Consequentemente, a amplitude das tensdes aplicadas pode ser representada pela amplitude dos
fatores de intensidade de tenséo (FIT) na ponta das fissuras, que por sua vez pode ser utilizada
para a verificacdo do crescimento das descontinuidades.

As falhas por fadiga geralmente consistem de trés estagios: iniciacdo (estagio 1),
propagacao estavel (estagio 1) e propagacdo instavel (estagio I11). A Figura 5.1 mostra uma
curva sigmoidal tipica representando a taxa de crescimento de fissuras por fadiga e os trés
estagios até a falha.

A fase de iniciacdo da fissura € caracterizada pelo desenvolvimento de dano na escala
microscopica governado, principalmente, pelo escorregamento dos cristais que compdem a
estrutura interna do material. Nesse estagio ocorre a nucleagdo e o crescimento de microfissuras

até a formacdo de uma fissura principal, que passa a se propagar de maneira estavel (estagio II).
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Na fase de iniciacdo pode ser definido o valor limite de variacdo do FIT, denominado AK,,,
abaixo do qual se considera desprezavel a formacéo de fissuras.
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Figura 5.1 - Curva tipica da taxa de crescimento de fissuras por fadiga.

A fissura principal formada a partir das microfissuras passa ao regime de crescimento
estavel sob o carregamento ciclico (estagio I1). Segundo Pineau e Bathias (2010), nesse estagio
a fissura tende a se propagar perpendicularmente a direcdo de maior tensdo principal. Dessa
forma, as tensdes normais existentes no material possuem grande influéncia, uma vez que elas
sdo responsaveis pela abertura das faces e, consequentemente, pelo crescimento das
descontinuidades. O estagio Il é caracterizado pela variacao praticamente linear, em um grafico
log-log, da taxa de crescimento da fissura pelo nimero de ciclos (da/dN) em funcdo da
amplitude de variacdo do FIT na ponta (AK), conforme representado pela Figura 5.1. A maior
parte do periodo de propagacgéo das descontinuidades se encontra nessa regido. Dessa forma, a
grande maioria dos modelos de analises de fadiga procuram descrever o comportamento nessa
fase. O cddigo implementado neste trabalho busca representar o crescimento das fissuras no
estagio Il.

J& no estégio 111, o maximo valor do FIT na ponta da fissura verificado dentro de um
ciclo de carregamento tende ao valor de tenacidade K;. do material. Consequentemente, as taxas
de propagacéao observadas sao altas e o problema deixa de ser de fadiga e passa a ser de fratura.

Maiores detalhes sobre o processo de falha por fadiga em diferentes materiais podem
ser obtidos em Bathias e Pineau (2010), Schijve (2009) e Suresh (1998).

As falhas de estruturas por fadiga de alto ciclo s&o geralmente repentinas e inesperadas.
Isso se deve a ocorréncia de propagacdo das descontinuidades sob acdo de carregamentos a
nivel de servico, no qual o material esta submetido a tens6es bem abaixo do seu limite elastico.

Assim, ndo ha desenvolvimento de deformagdes plasticas ou de grandes deformacdes, que
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seriam indicios de uma falha iminente. Diversos colapsos catastréficos com essas
caracteristicas foram observados ao longo da histéria, com destaque aos ocorridos com
estruturas ferroviarias apos a revolucdo industrial em meados do século X1X, e com aeronaves
na segunda metade do século XX. Portanto, a correta avaliagdo desse fendmeno de degradacéo
mecanica é indispensavel para a obtencdo de estruturas seguras e econdmicas. Este trabalho se
insere neste contexto, no qual se busca desenvolver uma ferramenta computacional capaz de
simular e prever a vida Util de estruturas ndo-homogéneas, multifissuradas e sujeitas a
carregamentos ciclicos.

No item a seguir sdo apresentados os principais estudos realizados no campo da fadiga
dos materiais. Na sequéncia, o0 modelo de estimativa da taxa de crescimento das fissuras por
fadiga empregado nas andlises deste trabalho € mostrado. Em seguida, é apresentada a
formulagdo utilizada para a estimativa da vida util das estruturas avaliadas. Por fim, o modelo
numérico implementado € exposto em detalhes. Exemplos sdo apresentados ao longo do

capitulo para demonstrar a eficacia do codigo desenvolvido.

5.1 Desenvolvimento dos estudos sobre fadiga dos materiais

Segundo Schiitz (1996), os primeiros estudos realizados para tratar a fadiga de materiais
foram conduzidos por Albert (1837), que examinou experimentalmente correntes utilizadas em
minas. Por motivo da revolucdo industrial, 0 emprego de materiais metalicos foi cada vez mais
observado na composicao de estruturas ao longo do século XIX. Com a maior utilizacdo desse
tipo de material, novas formas de colapso foram observadas. Um dos principais acidentes
registrados foi o ocorrido em 1842 com uma locomotiva em Versailles devido a falha de um
dos eixos, que vitimou 60 pessoas (SMITH, 1990). Nas posteriores investigaces dos sinistros
ocorridos, grande parte das falhas foi atribuida a fadiga de componentes estruturais. Desse
modo, houve um aumento dos estudos com o objetivo de compreender esse fendGmeno, dentre
0s quais destacam-se os trabalhos de Rankine (1843) e York (1842) no estudo de eixos de
locomotivas e Braithwaite (1854) na determinacdo de cargas admissiveis em servico para
diferentes estruturas sujeitas a fadiga.

Ainda no século XIX, Wéhler (1860), a partir de ensaios experimentais, observou o
efeito destrutivo da amplitude de tenséo aplicada sobre as estruturas. O autor relacionou o nivel
de variacdo de tensdo aplicada com a vida util do material, medida em nimero de ciclos até a
falha, dando origem as curvas conhecidas como S-N, ou curvas de Wohler. Basquin (1910)
observou que as curvas S-N, quando plotadas em um gréfico log-log, apresentam uma variacao
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praticamente linear. Dessa forma, uma relacdo exponencial envolvendo a amplitude de tensao

aplicada e o numero de ciclos foi proposta:

S*N = constante (5.1)
onde o parametro k é uma propriedade do material determinada experimentalmente. A Eq. (5.1)
é conhecida como equacdo de Basquin.

Outra formulacdo classica para a previsdo da vida util de estruturas submetidas a
carregamento ciclico foi desenvolvida a partir dos trabalhos de Miner (1945) e
Palmgren (1924). Essa formulacéo é conhecida como regra de Miner e estabelece o conceito de
acumulacdo de dano por fadiga. Nesse modelo, o dano é tido como uma consequéncia do
trabalho absorvido pelo material, que por sua vez é admitido como proporcional ao nimero de
ciclos de carregamento.

Na década de 1950, a partir dos acidentes com os avides da frota Comet, a consideracéao
dos efeitos da fadiga no projeto de estruturas foi intensificada. Segundo Schiitz (1996), a partir
de 1955 se iniciou discussdes sobre as filosofias de projeto safe life e fail safe. Na abordagem
safe life a estrutura é retirada de servico ao atingir a vida Util previamente determinada a partir
de ensaios. Nessa abordagem busca-se evitar a iniciacdo das fissuras e o tempo de propagacao
estavel das descontinuidades material é desconsiderado. Dessa forma, impde-se um limite
inferior a vida Gtil da estrutura. Por outro lado, o objetivo da abordagem fail safe € evitar que a
falna de um componente estrutural resulte na falha global. Para tanto, sdo utilizados
componentes chamados de redundantes. J&4 em 1974, a forca aérea dos EUA elaborou novas
especificacbes de projeto para aeronaves, que ficaram conhecidas por abordagem de tolerancia
ao dano. Nessa nova abordagem, a existéncia de defeitos pré-existentes nas estruturas é
admitida. Todavia, o projetista deve ser capaz de garantir durabilidade e resisténcia residual da
estrutura fissurada. Para tanto, sdo definidos periodos de inspecao para a deteccdo de defeitos
e para a realizacdo da manutencao necessaria para estender a vida Gtil da estrutura. Assim, a
previsdo do crescimento das descontinuidades por fadiga é fundamental para a correta
determinacéo do intervalo de inspecgéo.

Nas decadas de 1960 e 1970, diversas leis de crescimento das fissuras foram propostas,
dentre as quais podem ser destacadas as desenvolvidas por Donahue et al. (1972), Erdogan
e Ratwani (1970), Forman et al. (1967) e Paris e Erdogan (1963). As taxas de crescimento das
fissuras propostas pelos autores tém em comum o0 emprego dos conceitos da Mecanica da
Fratura. Além disso, todas as leis apresentam carater empirico e necessitam da determinacéo
experimental de parametros materiais relacionados a fadiga. Entretanto, elas apresentam grande

apelo préatico e sdo largamente empregadas em problemas que buscam prever o crescimento de
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fissuras por fadiga. Maiores detalhes sobre o critério desenvolvido por Paris e Erdogan (1963),
que ¢ utilizado ao longo deste trabalho, sdo apresentados no item 5.2.

Com a evolugdo dos computadores, os métodos numéricos foram cada vez mais
utilizados para determinar a vida util de componentes fissurados. Alguns dos trabalhos nesse
campo de aplicacao sdo: Bittencourt et al. (1996) e McClung e Sehitoglu (1989) com o0 emprego
do Método dos Elementos Finitos (MEF); Moés et al. (1999) e Stolarska (2001) com aplicacéo
do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG); Belytschko et al. (1995) com
utilizacdo de Métodos Sem Malha (MSM); e Ingraffea et al. (1983) e Portela et al. (1993) no
campo de aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Estruturas multifissuradas
submetidas a fadiga foram analisadas por Zi et al. (2004) e Leonel e Venturini (2011), Leonel
et al. (2011) e Judt e Ricoeur (2015). J& Kikuchi et al. (2014) aplicou 0 MEF para a analise da
propagacéo de fissuras por fadiga em dominios ndo-homogéneos.

Uma abordagem histérica mais detalhada da evolucao dos estudos em fadiga pode ser
obtida a partir dos trabalhos de Plumbridge (1972), Schijve (2003), Schitz (1996) e
Suresh (1998).

5.2 Determinacéo da taxa crescimento da fissura

Até o trabalho de Paris e Erdogan (1963), a amplitude da tensdo introduzida pelo
carregamento ciclico era admitida como o principal fator de influéncia na taxa de crescimento
da fissura. Porém, Paris e Erdogan (1963) aplicaram os fundamentos da MFEL recém
consolidados (ver Capitulo 3) e propuseram uma relacéo para a taxa de crescimento da fissura
por ciclo de carregamento como:

da
— =CAK" 5.2
N (5.2)

onde C e n sdo constantes do material determinadas experimentalmente.

A Eq. (5.2) é conhecida como lei de Paris e é amplamente utilizada na previsao do
crescimento de fissuras solicitadas por carregamentos ciclicos. A lei de Paris representa o trecho
linear da curva mostrada pela Figura 5.1 e, portanto, a relagdo é valida apenas para a propagacdo
das fissuras no estagio 1. Por sua simplicidade e por fornecer resultados satisfatorios, essa lei
é empregada na analise dos problemas de fadiga deste trabalho.

Em relacdo a amplitude de variagdo do FIT da ponta mostrada pela Eq. (5.2), existem
varios critérios que buscam determinar o seu valor para problemas com modo misto de
solicitacdo. O trabalho de Qian e Fatemi (1996) apresenta alguns desses critérios encontrados

na literatura, além de relacdes utilizadas na previsdo da direcdo de propagacdo da fissura. As
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diferencas entre os critérios para tratar a propagacéo por fadiga em modo misto sdo atenuadas
pelo fato de que as fissuras tendem a se propagar em modo | puro ap6s o inicio do processo de
propagacéo.

Neste trabalho, o valor de AK é tomado como a diferenca entre os valores maximo e
minimo de K,, determinados para a ponta via critério da maxima tensao circunferencial (ver
item 3.7.1) dentro de um ciclo de carregamento. Ja o angulo de propagacdo ¢, € adotado igual
a diregdo obtida a partir do maximo valor de X, dentre todas as fases de carregamento em um

ciclo.

5.3 Estimativa da vida util

Neste item é apresentada a formulacdo utilizada para determinacdo da vida util da
estrutura. O incremento necessario no nimero de ciclos para o crescimento da fissura de um
comprimento inicial a; até um comprimento final a;,, pode ser obtido a partir da integragdo da
lei de Paris (Eq. (5.2)), resultando em:

i i da
AN (I+1) —
J C(AK ()" (5.3)

onde AN é o incremento no numero de ciclos necessario para a fissura alcancar o
comprimento na nova configuracao a; ..

O incremento AN ‘™" também pode ser obtido a partir da lei de Paris escrita a partir de
incrementos discretos conforme:

Aa
CAK"

onde Aa = a;;; —a; € AK é um valor de amplitude do FIT situado entre os valores de AK

AN = (5.4)

correspondentes aos comprimentos a; e a,,,. O valor de AK é escolhido de modo a fornecer o
valor procurado de ANV, como mostrado na sequéncia.
Igualando a Eq. (5.3) a Eq. (5.4) resulta em:
Aa  ra.  da
Al k@)

(5.5)

O valor de AK é fungdo do comprimento a da fissura. Admitindo incremento Aa
suficientemente pequeno, AK pode ser expandido em uma funcéo linear de a conforme:
AK(a) = pa+y (5.6)

onde Se ysao parametros conhecidos dados por:
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_ AKj —AK;
Aa

7 =AK; -S4 (5.8)

sendo AK; e AK;,, os valores de variagdo do FIT equivalente na ponta para os comprimento de

B (5.7)

fissura a; e a;,, respectivamente.

Utilizando a Eq. (5.6), o segundo membro da Eq. (5.5) pode ser reescrito como:

Qi da Qi -n
L WZL (Pa+y) da (5.9)

Realizando a integracdo do segundo membro da Eq. (5.9), obtém-se:

a; da (,Ba+ )17” ai+1
[ _ = 4 (5.10)
& (AK(a)) (1-n)p
A substituicao dos limites de integragéo resulta em:
| Aa(AK T - AKE"
[ da___ SafaKts ) (5.11)

& (AK(a))n (1-n)(AK;,1 —AK;)
Substituindo a Eq. (5.11) na Eq. (5.5) e isolando AK ", obtém-se:
—n (1—n)(AKi+1—AKi)

AK" = 5.12
AKET - AKE" 512

Por fim, a substituicdo da Eg. (5.12) na Eq. (5.4) resulta no valor de incremento no

namero de ciclos para um aumento de Aa no comprimento da fissura:

Aa(AK%;f —AKET )

AN =
C (1— n)(AKiJrl —AK; )

(5.13)

Caso a ponta seja desativada na configuragdo i+ 1, a determinacdo de AK;,; ndo é
possivel. Nessa situacdo, o incremento no numero de ciclos é obtido com base apenas no valor
da variacdo do FIT na configuracdo anterior a partir da aplicacdo da lei de Paris na forma
discreta (Eqg. (5.4)), conforme:

Aa

AN — (5.14)

Com o valor de ANV, 0 ntimero total de ciclos N/"*" para se obter a configuracio atual
i + 1 pode ser atualizado a partir do valor acumulado até a configuracéo anterior N como:

NG = NO 4 ANGD (5.15)
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O préximo exemplo mostra a aplicacdo dessa metodologia para a determinacédo da vida

atil de uma estrutura com a presenca de uma fissura solicitada em modo 1.

Exemplo 5.1: Numero de ciclos para solicitacao de fadiga em modo | - Isida (1971)

Este exemplo busca obter o nimero de ciclos a partir da formulacdo proposta para um
problema de fadiga com solicitacdo em modo | puro e comparar com a resposta analitica
fornecida por Isida (1971). Para tanto, a estrutura mostrada pela Figura 5.2a é analisada sob
solicitacdo do carregamento de tracéo ciclico com distribuicdo apresentada pela Figura 5.2b. O

contorno vertical esquerdo da estrutura apresenta os deslocamentos restritos no plano.

P — o(t)
A
> — ,
h |1 2a oty I
| 4 —
> —> >
J L/2 9 L/2 . t
< L A
(a) (b)

Figura 5.2 - Representacdo do problema analisado no Exemplo 5.1: (a) geometria e (b) distribuicdo do
carregamento ciclico aplicado.

Isida (1971) determinou os valores de K; para diferentes razbes L/h. Tada et al. (2000),
baseado em Isida (1971), sugerem que para uma relacdo L/h = 3 a estrutura pode ser avaliada

como uma tira com comprimento infinito, cuja expressdo para obtencao de K; é dada por:

K, = oraF(p) (5.16)

onde = 2a/h e o fator adimensional F(3) é obtido conforme:
F(B) = (1—0, 02532 +0,06 ,34) sec(%} (5.17)

Neste exemplo € adotado /4 = 3. Como o0 modo | € o Unico modo de solicitagdo das
pontas, o valor da variagdo do FIT equivalente é obtido a partir de:

AKgq = K™ — K" (5.18)

O carregamento aplicado varia de zero até o valor maximo o,,;,, conforme apresentado
pela Figura 5.2b. Assim, o valor de K7 é nulo, enquanto K”* é determinado a partir da
Eq. (5.16):

K™ = onaxNwaF () (5.19)
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Substituindo a Eqg. (5.19) na Eq. (5.18), obtém-se o valor de AK,, para o problema em

funcéo do comprimento da fissura:

AKeq = omsxN7aF () (5.20)
A Eq. (5.20) pode ser substituida na lei de Paris (Eg. (5.2)), fornecendo:
:—; =C(omaxy/0.5780F (8)) (5.21)

onde o fato de @ = 0,54 foi utilizado.
Dessa forma, a expresséo analitica para a determinacdo do numero de ciclos para um
valor de inicial 3, até um valor final ﬂfé dada por:
1-n/2
AN = h : ﬁﬂf 1
2c(amax O,57r) ' (JﬁF(ﬂ))

A estrutura é avaliada a partir do codigo computacional desenvolvido considerando a

4/ (5.22)

dimensédo ~ = 1. Ja as propriedades elasticas do material sdo £ = 30000 e v = 0, enquanto 0s
coeficientes da lei de Paris sio C = 1,5.10% e n =2,25. O comprimento inicial da fissura é
tomado igual a 2a = 0,1, o que corresponde aum g, = 0,1. Ja 0 valor maximo do carregamento
aplicado é g,,,, = 10. As unidades adotadas para as grandezas sao arbitrarias.

O contorno estrutura é discretizada com 64 elementos quadraticos, enquanto cada uma
das faces da fissura e discretizada com 4 elementos cubicos (Figura 5.3).

Figura 5.3 - Discretizacdo inicial da estrutura para o Exemplo 5.1.

S&o adotados valores de incrementos no comprimento da fissura durante a propagacao
iguais a 0,025, 0,05, 0,075 e 0,1. Os resultados para 0 nimero de ciclos determinados para cada
um deles, bem como a resposta analitica determinada via integragdo numérica da Eq. (5.22),
sdo mostrados na Figura 5.4. Como pode ser observado, hd uma boa correspondéncia entre 0s
valores determinados e os valores analiticos, sem grande variacdo entre as respostas para 0s
diferentes incrementos de fissura. Os erros no numero final de ciclos foram da ordem de 1%
em todos os casos. Esse resultado indica a eficiéncia na determinacgao do numero de ciclos pelo
algoritmo proposto neste trabalho, para o qual foram obtidas boas respostas independentemente

dos incrementos adotados.
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Figura 5.4 - Evolugéo do nimero de ciclos para diferentes valores de incrementos no comprimento da fissura.

Ja Figura 5.5 mostra o historico da evolucdo dos valores de K; com a variacdo do
crescimento da fissura para o incremento Aa = 0,25. A resposta analitica determinada via
Eqg. (5.16) também é apresentada. Observa-se novamente uma boa correspondéncia entre o0s

valores numeéricos obtidos e a resposta analitica, indicando a eficiéncia da formulacéo proposta.

50
Analitico l
7 MEC /
30 +
] Y
20 + ) )
— — -~

10 | W — | I - -
o = : | : :

0,1 0,3 0,5 0,7 0.9

B

Figura 5.5 - Evolucéo de K; em fungéo de g.

Por fim, a Figura5.6 apresenta a situacdo deformada da estrutura sob acdo do
carregamento maximo para trés configurac@es distintas, com gigual a 0,1, 0,5 e 0,9. A partir
da sequéncia mostrada é possivel observar que a descontinuidade cresce na vertical, como

esperado, visto que o problema trata de uma solicitagdo em modo | puro.
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Figura 5.6 - Representacdo da deformada da estrutura na situa¢do do carregamento maximo para gigual a 0,1,
0,5 e 0,9. Deslocamentos ampliados em 50 vezes.
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5.4 Modelo numérico para solucdo dos problemas de fadiga

O modelo numérico implementado para a solugdo dos problemas de fadiga apresenta
certas semelhancas com aquele apresentado no Capitulo 3 para tratar fratura fragil. Uma das
principais diferencas estd na necessidade de analise da estrutura para as diferentes fases de
carregamento que compdem a solicitacdo oscilatdria tipica de problemas de fadiga. A
Figura 5.7 mostra uma representacdo esquematica da variacdo das condicdes de contorno para
uma solicitagdo desse tipo. No modelo numérico, para cada configuracédo de fissuras, a estrutura
é avaliada para as diferentes fases de carregamentos. Essas fases correspondem aos picos e aos
vales da curva de variagdo do carregamento dentro de determinado periodo de oscilagdo T.

,u
P A

Fases de carregamento

A, ;- Variacao das condigdes de
contorno entre as fasesie j

t

»
»

Figura 5.7 - Representacdo da variacdo de um carregamento oscilatério.

A estrutura é inicialmente avaliada para a primeira fase de carregamento. Em seguida

sdo aplicadas as variac¢Oes das condi¢cdes de contorno entre as fases de carregamento sucessivas,
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conforme representado na Figura 5.7. A partir da avaliagdo da estrutura para as diferentes fases
de carregamento, é possivel determinar a amplitude de variacdo da solicitacdo das pontas para
determinada configuracao de fissuras e realizar a previsao do crescimento das descontinuidades
pelo efeito de fadiga. O modelo numérico implementado é descrito em maiores detalhes nos

itens a seguir. J& os fluxogramas referentes a esse mddulo se encontram no Apéndice I, item 1.3.

5.4.1 Pré-processamento

A etapa de pré-processamento para 0s problemas de fadiga é semelhante a dos
problemas de fratura fragil (item 3.8.1). Inicialmente s&o definidas a geometria e a discretizacéo
do contorno da estrutura. Na sequéncia, sdo fornecidas as condi¢bes de contorno para as
diferentes fases de carregamento dentro de um periodo de oscilacdo do carregamento externo
(ver Figura 5.7). Em seguida, as propriedades dos materiais dos subdominios sdo fornecidas,
incluindo os parametros da lei de Paris, tenacidade a fratura e os valores de AK,;, e da méaxima
taxa admissivel de crescimento da fissura por ciclo. Por fim, sdo definidas as fissuras na anélise,
bem como as respectivas malhas de elementos de contorno e os pardmetros para a determinagao

dos FIT via integral J.

5.4.2 Solucéo para as fases de carregamento

Na primeira etapa de solucdo sdo realizadas as defini¢cdes iniciais do problema, da
mesma forma como exposto no item 3.8.2.1. Inicialmente s&o definidas as coordenadas
adimensionais e reais dos pontos de colocacdo da malha de elementos de contorno e as
respectivas componentes dos vetores normais. Em seguida, os elementos da fissura sdo
definidos como elementos de interface com contato perfeito.

Na sequéncia, as integracdes numéricas para a determinacdo das matrizes H e G séo
realizadas. Apos a definicdo das matrizes, inicia-se o processo de solucdo para a primeira fase
de carregamento com a aplica¢do de um incremento das acgdes externas. O sistema de equagoes
da forma da Eq. (2.63) é formado a partir da troca de colunas das matrizes H e G e resolvido.
Em seguida as varidveis acumuladoras séo atualizadas com os valores calculados para u e p.
Posteriormente, a fase de verificacdo dos pares de pontos de colocagdo das faces descrita no
item 3.8.2.2 é realizada. Apds a convergéncia de todos os pares de pontos de colocacéo, €
aplicado um novo incremento da primeira fase de carregamento. O processo de solucdo é
novamente executado até a aplicacdo do ultimo incremento de carga.

Ap0s a aplicacdo da magnitude total da fase de carregamento, inicia-se a etapa de pds-

processamento. Nessa etapa, os campos de deslocamento e tensdo para os pontos internos
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definidos pelo usuario e os campos de tensdo para 0s pontos de colocagdo no contorno sdo
determinados.

Na sequéncia, os valores dos FIT sdo calculados para a fase de carregamento
correspondente. Para as pontas cujos respectivos pontos de colocagao se encontram abertos séo
inseridos pontos internos que definem o caminho de integracéo para o calculo da integral J. Os
FIT sdo entdo obtidos conforme a metodologia apresentada no item 3.6.2. Caso ndo seja
possivel tracar o caminho de integracdo da integral J sem que este intercepte algum outro
elemento, os FIT sdo determinados a partir da técnica de correlagdo de deslocamentos
(item 3.6.1).

Com os valores dos FIT para as pontas abertas, os FIT equivalentes e as dire¢fes
potenciais de propagacdo sao determinados a partir do critério da maxima tensdo circunferencial
(item 3.7.1). O valor de K,, é entdo comparado aos valores minimo e maximo armazenados
para a respectiva ponta, que por sua vez sdo obtidos a partir da solucdo das fases de
carregamento anteriores. Se o K, calculado para a fase de carregamento atual for menor que o
minimo, entdo o valor minimo é atualizado. Ja se K,, for maior que o maximo, entdo o valor
maximo € atualizado. Nesse Ultimo caso, o valor da diregdo potencial de propagagdo 6, também
é atualizado, uma vez que se considera que a fissura cresce na dire¢éo obtida a partir do maximo
valor de K, dentre todas as fases de carregamento.

Em seguida, o processo descrito anteriormente € executado para uma nova fase de
carregamento. Cabe ressaltar que os valores acumulados até a fase de carregamento anterior
sdo mantidos como condigdes iniciais para a nova etapa. Ao final da aplicacéo de todas as fases
de carregamento, as pontas apresentam variacdo do FIT equivalente conforme esquematizado
pela Figura 5.8. Os valores maximo e minimo armazenados para a ponta fornecem a variacéo
do FIT equivalente para um ciclo de carregamento, que é posteriormente utilizado para o
calculo da taxa de crescimento da fissura. Além disso, 0 &ngulo de propagagdo correspondente
ao FIT equivalente maximo também é determinado.

K

A

max
Keg

0

min
Kea t
>

Figura 5.8 - Representacdo esquematica da variagdo do FIT equivalente para uma ponta para as diferentes fases
de carregamento.
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5.4.3 Determinacdo da vida util e verificagdo dos criterios de parada

Ap0s a obtencédo da variagdo do FIT equivalente e da direcdo potencial de propagacao
para todas as pontas em um ciclo de carregamento, o nimero de ciclos necessario para promover
a propagacdo das descontinuidades por fadiga da configuracdo anterior i até a configuragéo
atual i + 1 é determinado conforme o item 5.3. Como na formulacdo é utilizada a variagdo do
FIT na configuracdo anterior, a determinacdo no numero de ciclos ndo é feita caso a
configuracdo atual seja a inicial.

Para o célculo de ANV, previamente é definida a ponta na anlise com a maior taxa
de crescimento por ciclo na configuragdo anterior com o uso da lei de Paris (Eqg. (5.2)). Com o
incremento do comprimento Aa da ponta da configuracdo i até a i + 1 e com a utilizacdo da
Eq. (5.13), ou Eq. (5.14) caso a ponta deixe de ser ativa na configuracio atual, ANV é
determinado e o nimero total de ciclos € atualizado conforme a Eqg. (5.15). Os parametros da
lei de Paris na Eq. (5.15) correspondem ao material que contém a ponta na configuragdo
anterior.

Na sequéncia, os critérios de parada da analise sdo verificados. Tais critérios sdo:
méaximo incremento no comprimento da fissura por ciclo; pontas ativas na anélise; Ke’f]d" maior
que a tenacidade do material; e AK,, menor que AK, do material. O critério do maximo
incremento no comprimento da fissura por ciclo é verificado a partir do célculo da taxa da/dN
para as pontas na analise a partir da lei de Paris (Eqg. (5.2)). Se essa taxa for superior a maxima
taxa admissivel de crescimento da fissura por ciclo para o material que contém a ponta, a analise
é interrompida. Ja o critério de pontas ativas consiste em determinar a quantidade de pontas na
analise que tém o potencial de propagar por fadiga. Se ndo houver pontas ativas no modelo,
entdo a analise é finalizada. O terceiro critério busca verificar se hd propagacdo instavel de
alguma ponta a partir da comparagdo do méximo valor do FIT equivalente dentro de um ciclo
com a tenacidade a fratura do material no qual ela se encontra. Se a desigualdade Ke’;‘d’“ > K,
for verificada, entdo a analise é interrompida. Por fim, o Gltimo critério de parada avalia se
existe o fendmeno de fadiga na estrutura. Para tanto, para cada uma das pontas, a amplitude de
variacdo do FIT equivalente é comparada ao valor limite de variacdo do FIT do material que a

contém. Se a desigualdade AK,, < AKy, for verificada para todas as pontas, entdo ndo ha

fendmeno de fadiga e, portanto, a analise é finalizada.



137

5.4.4 Propagacéo das fissuras por fadiga

Caso nenhum dos critérios de parada seja satisfeito, a analise continua com a propagacao
das fissuras por fadiga. Nessa etapa, inicialmente os incrementos no comprimento de cada uma
das pontas sdo determinados a partir da seguinte relacéao:

Coa AKgg!
[da/dN]

max

AL = AL (5.23)

onde AL é o valor do incremento padrdo definido pelo usuario, C,, e n,; S0 0S parametros da
lei de Paris para o subdominio que contém a ponta avaliada e [da/dN ], € @ maxima taxa de
crescimento de fissura por ciclo observada na analise.

Como pode ser observado a partir da Eq. (5.23), o incremento no comprimento das
pontas é proporcional a taxa de crescimento por ciclos determinada via lei de Paris. A anélise
pode apresentar pontas que possuem taxa de crescimento por fadiga muito menor do que outras.
Dessa forma, para evitar que um pequeno comprimento seja adicionado a essas pontas, o que
poderia levar a pontos de colocacdo muito proximos e, consequentemente, a um mau

condicionamento das matrizes do sistema de equagOes para solugdo da estrutura, o valor de AL,
é limitado a um valor minimo. Tal valor minimo é tomado como o menor valor entre a distancia

padrdo entre os nds da fissura correspondente e AL/8. Assim, se o valor de AL, calculado via

Eq. (5.23) for inferior ao valor minimo, a respectiva ponta ndo sofre propagagéo.

Definidos os incrementos a serem adicionados a cada uma das pontas, a etapa de
remalhamento € iniciada. Novos pontos de colocagdo sdo adicionados as novas faces criadas e,
caso a fissura intercepte algum elemento, é realizada a modificacdo do elemento cruzado
conforme exposto no item 3.8.2.3 e no item 3.8.3. Os novos pares de pontos de colocacdo das
fissuras que propagam séo definidos com deslocamentos relativos restritos.

Apobs o processo de remalhamento, as matrizes H e G sdo atualizadas segundo o
esquema apresentado em maiores detalhes no item 3.8.2.3. Em seguida, as variaveis
acumuladoras de deslocamentos e de forcas de superficie sdo reinicializadas para a realizagédo

de um novo ciclo de carregamento na nova configuragéo de fissuras.

Exemplo 5.2: Caminho de propagacao - Ingraffea e Grigoriu (1990)

A estrutura analisada pelo Exemplo 5.2 é mostrada pela Figura 5.9a. Ela consiste de
uma chapa de dimensdes 20 x 8 in, com espessura igual a 0,5 in, contendo trés furos com
didmetro igual a 0,5 in e um entalhe inicial com 1,5 in de comprimento. Sobre o centro da face

superior da estrutura é aplicado um carregamento concentrado ciclico cuja variagdo €
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apresentada pela Figura 5.9b. Esse problema foi analisado experimentalmente no trabalho de
Ingraffea e Grigoriu (1990), no qual foi obtido o caminho de propagacdo da fissura. Neste
exemplo, o caminho de crescimento determinado numericamente a partir do MEC é comparado

com o resultado experimental. Além disso, a vida Gtil da estrutura é determinada.
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Figura 5.9 - Representacdo do problema analisado no Exemplo 5.2: (a) geometria (dimensdes em in) e
(b) variacdo do carregamento ciclico aplicado.

A estrutura é constituida por um material com mddulo de elasticidade £ = 450 ksi e
coeficiente de Poisson v = 0,37. Como propriedades para fadiga sdo adotados os mesmos

valores utilizados por Leonel e Venturini (2010a), sendo a tenacidade ao fraturamento

K;, = 3,0.10% ksivin, a tenacidade limitante AK,, = 0,1 ksiv/in e 0s pardmetros da lei de Paris

C=7,0.10" in.[ciclos.(ksi.in®*)"] " e n = 3,0. O problema & admitido como um EPT.

O contorno externo da estrutura é discretizado com 112 elementos quadraticos e
3 elementos lineares com comprimento /= 0,1 in, sendo esses Ultimos utilizados para a
aplicacdo das condicbes de contorno. Ja os furos e a fissura sdo discretizados com elementos
cubicos. Para cada furo sdo utilizados 8 elementos, enquanto para cada face da fissura inicial
sdo utilizados 15 elementos. A Figura 5.10 apresenta a malha de elementos de contorno
adotada.
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Figura 5.10 - Discretizacdo inicial da estrutura para o Exemplo 5.2.
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O caminho de propagacéo determinado numericamente a partir do modelo desenvolvido
neste trabalho é mostrado pela Figura 5.11. Para a determinacdo desse caminho séo utilizados
incrementos no comprimento da fissura iguais a 0,15 in. Na Figura 5.11 também é apresentado

0 caminho de crescimento da fissura obtido experimentalmente por Ingraffea e Grigoriu (1990).

6
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Figura 5.11 - Comparacéo entre os caminhos de propagacéo determinados numericamente e experimentalmente.

Como pode ser observado a partir da Figura 5.11, o resultado numérico apresenta uma
boa correspondéncia com o resultado experimental na maior parte do caminho de propagacao.
A maior diferenca observada entre as respostas € verificada nas proximidades do furo central.
No caso experimental, a fissura cruza com a abertura, enquanto no caso numérico a fissura
passa proximo a abertura, porém sem cruza-la.

Uma das razBes para a diferenca observada entre as respostas pode ser atribuida a
degradacao material causada na regido préxima ao furo central durante a sua perfuracdo. Para
contemplar esse dano, Leonel e Venturini (2010a) consideraram a presenca de fissuras na borda
da abertura e determinaram um caminho proximo ao experimental. Neste trabalho, para
explorar a capacidade de simulacdo do modelo desenvolvido para tratar dominios néo-
homogéneos, € adotada uma faixa de degradacao com raio R = 0,4 in no entorno do furo central,
que possui raio » = 0,25 in (Figura 5.12). O valor de R é tomado a partir do ponto no qual se
verifica o desvio do caminho numérico em relagdo ao experimental. O dano nessa regido €
considerado a partir da penalizacdo do modulo de elasticidade do material, que passa a ser igual
a £ = 200 ksi. Cabe ressaltar que a faixa de degradacdo é considerada apenas ao redor da
abertura central. Nos experimentos conduzidos por Ingraffea e Grigoriu (1990) é possivel que

tenha ocorrido degradacdo em torno dos demais furos. Todavia, como ndo séo verificados
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grandes desvios entre os caminhos de propagacdo mostrados pela Figura 5.11 nas proximidades
do furo inferior, o dano nas proximidades das demais aberturas é considerado restrito a uma

zona de menor dimenséo e, portanto, ndo é contemplado na anélise que segue.

zona de
R degradacéo

Figura 5.12 - Detalhe da zona de degradagéo préxima ao furo central.

Para a discretizacdo do contorno da zona de degradacdo sdo adotados 16 elementos
cubicos. A comparacdo entre o novo caminho determinado numericamente via MEC e o obtido
experimentalmente por Ingraffea e Grigoriu (1990) é mostrada pela Figura 5.13. Como pode
ser observado, a partir das consideracdes realizadas os caminhos de propagacdo passam a
apresentar uma boa correspondéncia ao longo de toda a trajetoria de crescimento da fissura.

Apesar da arbitrariedade dos valores adotados para a consideragdo do dano na nova
simulacdo realizada, esse exemplo mostra a aplicacdo eficaz do modelo desenvolvido para um
problema com ndo-homogeneidade material provocada pela degradacdo mecénica de

determinada regiéo.
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Figura 5.13 - Comparacéo entre os caminhos de propagacdo determinados numericamente e experimentalmente
com a consideragdo de uma zona de degradacdo em torno do furo central.

JaaFigura 5.14 apresenta a variacdo do comprimento da fissura com o nimero de ciclos

de carregamento para a segunda situacdo analisada. Duas regides de alteragdo no
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comportamento da curva podem ser observadas e sdo destacadas. Tais regiGes correspondem
as situacOes nas quais a ponta da fissura se encontra proxima as aberturas. Os furos provocam
a perturbacdo dos campos elasticos nas suas vizinhancas, causando a reducdo da amplitude de
variacdo do FIT equivalente da ponta. Consequentemente, hd uma diminuicdo da taxa de
crescimento da fissura, representada pelo maior nimero de ciclos necessario para promover um
mesmo incremento no comprimento. Todavia, para locais nos quais a ponta se encontra distante
dos furos, a taxa de crescimento tende a crescer. A Figura 5.14 também indica que o nimero
necessario de ciclos de carregamento para a fissura interceptar o furo central é igual a

aproximadamente 130 milhdes.
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0,0E+00 2,0E+07 4,0E+07 6,0E+07 8,0E+07 1,0E+08 1,2E+08 1,4E+08
Nuamero de ciclos
Figura 5.14 - Evolugéo do comprimento da fissura com o nimero de ciclos de carregamento.

Exemplo 5.3: Fadiga em dominio ndo-homogéneo - Kikuchi et al. (2014)

A estrutura ndo-homogénea analisada pelo Exemplo 5.3 é apresentada pela
Figura 5.15a. Ela é constituida por uma chapa com largura 2w e altura 8w, sendo w = 10 mm.
A interface entre os dois materiais componentes possui uma inclinagédo & = 30 graus. Para 0s
maodulos de elasticidade dos materiais, 0s seguintes valores sdo admitidos: E; = 40000 MPa e
E, = 10000 MPa. Além disso, os coeficientes de Poisson sdo tomados iguais a: v; = v, = 0,3.
Os coeficientes da lei de Paris para ambos os materiais s&o adotados iguais a C = 1,67.10"% e
n=3,23, com da/dN dado em mm/ciclo e AK,, dado em MPavmm. A fissura horizontal
apresenta comprimento inicial ¢, =2 mm e esta localizada na posi¢do indicada pela
Figura 5.15a. Sobre o topo da estrutura é aplicada uma forca de superficie com magnitude

variando de zero até o valor maximo o= 10 MPa. Para a andlise é admitido um EPT. Esse

problema também foi tratado por Kikuchi et al. (2014) com o uso do MEF.
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Figura 5.15 - Representacdo do problema analisado no Exemplo 5.3: (a) geometria e (b) discretizacéo.

Para a andlise da estrutura via MEC, a discretizacdo representada pela Figura 5.15b é
utilizada. S&o utilizados 100 elementos quadraticos e 1 elemento linear para a discretizagdo do
contorno e da interface, sendo o elemento linear, com comprimento / = 0,2 mm, utilizado para
restricdo dos deslocamentos no plano do centro da face inferior. O restante da base da estrutura
apresenta apenas os deslocamentos verticais restritos. Ja para cada uma das faces da fissura séo
utilizados 4 elementos com aproximacao cubica.

O crescimento da fissura por fadiga é admitido em incrementos de Aa = 0,3 mm. A
variagdo obtida para os valores dos FIT dos modos | e I, normalizados por oz w, com o

comprimento total da fissura € mostrada pela Figura 5.16. Na Figura 5.16 também é apresentada

a resposta de referéncia determinada por Kikuchi et al. (2014).
8
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Figura 5.16 - Variagdo dos FIT com o comprimento da fissura.
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Como pode ser observado a partir das curvas apresentadas pela Figura 5.16, ha uma boa
correspondéncia entre os resultados determinados neste trabalho e os encontrados em Kikuchi
etal. (2014). Para valores de a proximos a 8 mm, ambas as respostas capturam uma perturbacéo
nos valores dos FIT. Nesses comprimentos a fissura se encontra proxima e chega a cruzar a
interface entre os materiais. Na proximidade da interface, ha uma grande variacdo dos campos
elasticos na ponta da fissura, resultando nas mudancas bruscas dos valores dos FIT.

Para algumas regides correspondentes a valores de a superiores a 8 mm, a resposta
obtida via MEF possui algumas oscilagdes sem nenhuma justificativa fisica aparente. Ja a
resposta determinada via MEC apresenta uma variacao mais estavel ao longo de toda trajetéoria
de crescimento da fissura, indicando uma maior eficiéncia do método na solucdo deste
problema.

As discrepancias verificadas entre as solucOes nas regides de oscilagdo da resposta
determinada via MEF por Kikuchi et al. (2014) s&o suficientes para produzir diferencas entre
0os caminhos de propagacdo. A partir da Figura5.17, observa-se que as trajetorias de
crescimento da fissura deixam de ser similares apds o cruzamento da interface, justamente a

partir de onde se verificam as perturbacOes na resposta de referéncia.

= = =Kikuchi et al. (2014)
e MEC

L[]
L]
............:’....

|

Figura 5.17 - Comparagdo entre os caminhos de propaga¢do determinados neste trabalho e por
Kikuchi et al. (2014).

Por fim, a Figura 5.18 apresenta a curva de aumento no comprimento da fissura em
funcdo do namero de ciclos de carregamento determinada neste trabalho. Como pode ser
observado, ha um aumento da taxa de crescimento, dada pela inclinacdo da tangente a curva,
com a evolucdo do comprimento da fissura até um valor de a proximo a 8 mm. Nesse ponto a
fissura cruza para o material 2 e é verificado um ponto de inflexdo na curva apresentada pela
Figura 5.18. Nessa situacdo é observada uma menor taxa de crescimento, o que € justificado
pela diminuicdo da amplitude de variacdo do FIT equivalente dentro de um ciclo de
carregamento. Essa diminuicdo é fundamentada, principalmente, na reducdo do valor de K;

quando da mudanca de subdominio (ver Figura 5.16). Para comprimentos maiores, a taxa de
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crescimento da fissura volta a aumentar e o nimero de ciclos atinge um valor assintético igual

a aproximadamente 8 milhGes de ciclos de carregamento.
18
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Figura 5.18 - Evolucdo do comprimento da fissura com o nimero de ciclos de carregamento.

Exemplo 5.4: Fadiga em dominio ndo-homogéneo multifissurado

Este exemplo busca simular o crescimento de fissuras por fadiga em uma estrutura
composta por diferentes materiais e multifissurada (Figura 5.19a). As dimensdes apresentadas
possuem 0s seguintes valores em unidade arbitraria de comprimento: L = 1,0, 5 = 0,25,
r=0,2eR = 0,5. Abase da estrutura tem os deslocamentos restritos tanto na horizontal quanto
na vertical. O dominio é composto por trés materiais distintos, com maédulos de elasticidade
iguais a E; = 5000, E, =2500 e E; = 10000. O coeficiente de Poisson para todos o0s
subdominios é igual a v = 0,25. O problema é analisado como um EPT. Ja os parametros da lei
de Paris para 0s materiais sdo arbitrados como C;, = 1,0.10"8, n =30 C = 7,0.10"9,
n, =2,75,C; = 1,5.107% e ny = 2,25.

O carregamento é aplicado sobre o furo presente no material 3 ao longo da
semicircunferéncia indicada na Figura 5.19b. A direcdo do carregamento possui inclinacdo 4

em relagdo a horizontal e sua magnitude varia entre o valor maximo p . =10,0 e o valor

minimo p . = 5,0, conforme indicado pela Figura 5.19c.

A estrutura possui 20 fissuras uniformemente distribuidas ao longo do dominio, como
mostrado pela Figura 5.19a. O comprimento das fissuras segue uma distribuicdo log-normal,
com média 0,5 e desvio padrdo 0,05, enquanto a inclinacdo segue uma distribui¢do uniforme
entre 0 e 360 graus. A discretizagdo de cada uma das faces das fissuras é feita com 2 elementos
cubicos. J& para o restante da estrutura sdo utilizados 374 elementos quadraticos.
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Figura 5.19 - Representacdo do problema analisado no Exemplo 5.4: (a) geometria, (b) carregamento sobre o
furo e (c) variacdo da magnitude do carregamento aplicado.

A Figura 5.20a e Figura 5.20b mostram a configuracdo deformada da estrutura sobre a

geometria inicial quando aplicado o carregamento maximo e minimo, respectivamente.
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Figura 5.20 - Deformada da configuracdo inicial para aplicacdo do carregamento (a) maximo e (b) minimo.
Deslocamentos ampliados em 10 vezes.

Sob a¢do do carregamento ciclico, as fissuras tendem a propagar pelo fenémeno de
fadiga. A Figura 5.21 mostra a evolugdo do comprimento das descontinuidades material obtida
a partir do cédigo implementado. Como pode ser observado, as fissuras que apresentam maior
crescimento sdo as duas mais proximas a base localizadas nos subdominios mais a direita da
estrutura. Isso esta de acordo com o esperado, uma vez que essas fissuras sdo mais solicitadas

pela combinacdo dos efeitos de tracdo e flexdo da forga resultante aplicada. Comparando o
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crescimento de ambas, pode ser verificado que a fissura presente no material 1 atinge maior
comprimento. Esse resultado é justificado pela combinacdo dos parametros da lei de Paris
adotada para os materiais, visto que o material 1 tende a apresentar a maior taxa de crescimento

para valores moderados de variagdo do fator de intensidade de tensdo equivalente.
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Flgura 5 21 - Representacdo da propagacdo das fissuras pela acdo do carregamento CIC|ICO

A partir da Figura 5.21 também & possivel observar o cruzamento das descontinuidades
com o contorno externo da estrutura, com a interface e a coalescéncia entre elas, indicando a
eficacia do codigo desenvolvido para capturar esses fendmenos.

Ja a Figura5.22a e a Figura 5.22b apresentam, respectivamente, as configuracfes
deformadas para a aplicacéo do carregamento maximo e minimo logo apds a coalescéncia entre
as fissuras com maior crescimento. Como pode ser observado, nessa situa¢do ha separacao de
mais da metade da largura da estrutura ao longo de uma superficie que tende a ser paralela a
base. A Figura 5.22 também mostra uma abertura bem definida entre faces da fissura principal

formada e, com isso, as divisdes do contorno externo e das interfaces cruzadas podem ser vistas.
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Figura 5.22 - Deformada da configuragdo final para aplicag¢do do carregamento (a) maximo e (b) minimo.
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Finalmente, a Figura5.23 apresenta as quantidades necessarias de ciclos de
carregamento para atingir as configuragdes fissuradas obtidas ao longo da anéalise. Nota-se uma
grande variacdo do comportamento da taxa de crescimento da fissura. Um dos motivos é a
possibilidade de alteracdo da ponta critica de uma configuracdo para outra. A ponta critica
corresponde aquela que apresenta a maior taxa de crescimento em uma dada configuracéo i, e,
portanto, define o nimero de ciclos para atingir a configuracdo i + 1. Além disso, a taxa de
crescimento obtida para a estrutura depende das propriedades do subdominio que contém a
ponta critica. Assim, se ela estiver contida em um subdominio que tende a apresentar menores
taxas de crescimento (como é o caso do material 2 em relacdo ao material 1 no exemplo), entdo
0 nUmero necessario de ciclos para um mesmo incremento no comprimento da ponta critica é
maior. Esse fato é observado entre as configuragdes 1-2 e 11-12 na Figura 5.23. Por fim, outro
motivo para a alteracdo do comportamento da taxa de crescimento € a mudanca brusca na
geometria da estrutura. Isso ocorre, por exemplo, com o cruzamento de uma fissura com o
contorno externo, alterando subitamente as condicGes de carregamento sobre as demais pontas
e, consequentemente, o0 comportamento da taxa de crescimento.
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Figura 5.23 — NUmero de ciclos de carregamento para a obtencéo das diferentes configuracdes fissuradas.
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6 FRATURA EM MATERIAIS QUASE-FRAGEIS

Nos capitulos anteriores foram abordados problemas de fratura nos quais a zona de
processos inelasticos (ZP1) desenvolvida a frente das pontas das fissuras apresenta pequenas
dimensdes. Essa condicdo é frequentemente observada em materiais que possuem
comportamento fragil e em estruturas sujeitas a fadiga de alto ciclo. Para as analises nessas
situagdes, os conceitos da Mecénica da Fratura Elastico-Linear (MFEL) apresentados no
Capitulo 3 podem ser utilizados. Entretanto, para materiais que apresentam ductilidade néo
desprezavel, a fratura ocorre com o desenvolvimento significativo da ZPI em relacdo ao
tamanho da descontinuidade material e as demais dimensfes da estrutura. Nesses casos, a
modelagem mecénica deve ser efetuada com a consideracdo dos efeitos dos fendmenos
inelasticos que ocorrem dentro da ZPI. Tais fenbmenos podem apresentar origem em processos
com caracteristicas distintas, a depender do tipo de comportamento estrutural do material,
conforme seré discutido na sequéncia.

Em materiais ducteis, como as ligas metalicas, sdo observados fenémenos associados
ao escoamento e ao encruamento do material na maior parte da ZPI. Ja a zona fissurada € restrita
a uma pequena porcdo da ZPI (Figura 6.1a). Desse modo, o processo € governado pelo critério
de plastificacdo do material. Esses casos sdo analisados a luz da Mecanica da Fratura

Elastoplastica e ndo serdo abordados neste trabalho.

Reqides

F: Fissurada
N: Néo-linear
L: Linear

(@) (b)
Figura 6.1 - Representacdo da ZPI em materiais com comportamento (a) ductil e (b) quase-frégil.
Fonte: Adaptado de Bazant (1985).

Ja em materiais quase-frageis ndo ha evolucdo significativa de deformacdes residuais,
sendo nesse tipo de material observado o fendbmeno de amolecimento (softening) que é contrario
ao encruamento (hardening) observado em metais. Todavia, a ZPl possui dimensdo
significativa, sendo a maior parte dos processos inelasticos associados ao dano ocorrido na
regido proxima a ponta devido aos altos niveis de tensdo e de deformacéo (Figura 6.1b). Esse

dano provoca o amolecimento, o qual decorre da degradagdo da microestrutura do material. As
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novas superficies de fissura ndo sdo completamente definidas dentro da ZPI e ainda é possivel
ocorrer a transferéncia de esforcos entre faces recém-formadas. A resisténcia residual do
material na ZPl é inversamente proporcional a abertura das faces, o que caracteriza o
amolecimento. Alguns dos mecanismos de transferéncia de esforgos sdo apresentados na
Figura 6.2, dentre os quais destacam-se: superficies de fissura formadas a partir da conexao de
microfissuras e vazios (Figura 6.2a); degradacao incompleta de matriz fibrosa (Figura 6.2b);
superficies irregulares de fraturamento associadas & composi¢do do material e susceptiveis ao
desenvolvimento de forgas de contato (Figura 6.2c). Exemplos de materiais quase-frageis que
apresentam esse comportamento na fratura sdo: os materiais cimenticios, como concreto e
argamassa; as rochas; as madeiras; além de materiais compositos, todos com grande apelo
pratico em aplicacdes diversas de engenharia. Neste capitulo, énfase é dada a propagacgéo de

fissuras nesse tipo de material.

(@) (b) (©
Figura 6.2 - Exemplos de mecanismos de transferéncia de esforcos entre faces: (a) superficie formada a partir da
microfissuracao e de vazios; (b) transpasse de fibras; (c) superficie irregular de fraturamento.

Na sequéncia, os principais modelos tedricos e numéricos utilizados para tratar a fratura
em materiais quase-frageis serdo mostrados. Em seguida, o0 modelo de fissura ficticia, utilizado
nas analises deste trabalho, é descrito em maiores detalhes. Posteriormente, o esquema de
propagacdo adotado é apresentado. Por fim, o codigo computacional implementado baseado no
Método de Elementos de Contorno Dual (MECD) € descrito. Exemplos de aplicagcdo séo
expostos ao longo do capitulo para evidenciar a precisdo e a robustez do modelo numérico

desenvolvido.

6.1 Modelos tedricos para a avaliacdo da fratura em materiais quase-frageis

A taxa de liberacdo de energia G necessaria para o fraturamento de um material quase-
fragil pode ser decomposta em duas parcelas como:

G =G +G, (6.1)
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onde G, é ataxa de liberacdo de energia despendida na formacé&o de novas superficies de fissura
e G, ¢ a taxa de liberacdo de energia dissipada pelos processos de degradacdo mecénica
existentes na ZPI.

No caso do fraturamento de materiais frageis discutido no Capitulo 3, a ZPI possui
pequenas dimensoes e, portanto, a energia dissipada pelos processos inelasticos nessa regido é
admitida como desprezavel. Dessa forma, assume-se que a taxa de liberacdo de energia para
esse material € igual a energia utilizada para a formacao de novas faces, que por sua vez pode
ser relacionada a tenacidade do material para verificar a estabilidade a propagacao.

Ja para o fraturamento de materiais quase-frageis, existem duas abordagens principais
baseadas em hipoteses distintas sobre o balango energético apresentado pela Eq. (6.1) que dao
origem a dois modelos distintos: os modelos de fissura eléstica equivalente e os modelos
COEesIVos.

Os modelos de fissura elastica equivalente assumem que a energia necessaria para
propagar a fissura é igual a energia necessaria para a formacao de novas superficies, ou seja,
G = G,,, semelhante a abordagem para materiais frageis. Assim, a energia despendida pelos
processos de propagacdo G, é desprezada. Todavia, essa parcela é levada em conta nas
adaptac0es realizadas pelos modelos na formulagdo da MFEL, como a alteracdo de parametros
do material e a consideracdo de um comprimento de fissura equivalente maior que o real, com
a ponta localizada dentro da ZPI. Esses modelos tém a vantagem de serem simples, pois
consideram a fratura com comportamento elastico-linear. Todavia, eles possuem carater
aproximado, visto que os fendmenos néo lineares sdo considerados a partir de adaptacdes da
formulacdo da MFEL. Dentre os modelos de fissura eléstica equivalente podem ser destacados
os propostos por Nallathambi e Karihaloo (1986) e Swartz et al. (1978) para tratar geometrias
especificas de ensaios experimentais. Pode-se citar também o modelo de Jenq e Shah (1985),
proposto para a determinacdo da carga critica de fratura para qualquer tipo de geometria e que
possui boa correspondéncia com os métodos numéricos apresentados na sequéncia (SMITH,
1995; TANG et al.,1992). Os modelos de fissura elastica equivalente ndo serdo tratados neste
trabalho.

J& nos modelos coesivos, os fendmenos inelasticos da ZPI sdo considerados como a
principal fonte de dissipacéo de energia para o fraturamento do material. Dessa forma, admite-
se que G = G,. Os processos nao-lineares sdo considerados na analise a partir da definicao de
uma lei coesiva, que expressa as tensdes residuais, ou tensdes coesivas, na zona parcialmente

degradada.
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O primeiro modelo coesivo foi proposto por Dugdale (1960) para a analise de fratura
em metais. Dugdale (1960) assumiu que as deformacdes plasticas estavam localizadas em uma
faixa estreita posicionada a frente da ponta da fissura. Essa faixa representa uma extensdo
virtual s da fissura real sobre a qual atuam as tensdes coesivas, cuja magnitude é igual a tensdo

de escoamento do material o,. A Figura 6.3 esquematiza 0 modelo coesivo de Dugdale (1960)

para uma solicitagdo em modo | e em meio infinito.

RERRERRERRER

bev bbb

Figura 6.3 - Modelo coesivo proposto por Dugdale (1960).

Ja Barenblatt (1962) foi o primeiro a propor um modelo coesivo para a analise de fratura
em materiais quase-frageis. O modelo de Barenblatt (1962), assim como o de Dugdale (1960),
também considerou uma extensdo virtual da fissura real. Entretanto, a variagdo das tensdes
coesivas foi relacionada as forcas interatbmicas ao longo dessa extensdo. Segundo Bazant e
Planas (1998), o modelo de Barenblatt (1962) é limitado a fissuras com comprimento muito
maior do que a zona coesiva.

Os fundamentos dos modelos de Dugdale (1960) e de Barenblatt (1962), apesar de
simples, foram utilizados para o desenvolvimento de modelos coesivos mais completos. Um
desses modelos é o de fissura ficticia proposto por Hillerborg et al. (1976) para a analise de
fratura em concreto, que posteriormente também foi aplicado com sucesso a outros tipos de
materiais quase-frageis. O modelo recebe esse nome pois admite que a zona de degradacdo a
frente da ponta possa ser aproximada por um comprimento de fissura ficticia. Ao longo desse
comprimento atuam as tensdes coesivas, cuja magnitude € inversamente proporcional a abertura
das faces. A relacdo entre as tensdes coesivas e a abertura das faces da fissura ficticia é dada
por uma lei de amolecimento, ou lei coesiva, que depende do material analisado. O modelo de
fissura ficticia € adotado nas analises de fratura de materiais quase-frageis neste trabalho e sera

descrito em maiores detalhes no item 6.3.
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Outro modelo coesivo bastante utilizado nas analises de fratura em materiais quase-
frageis, especialmente com a aplicacdo do método dos elementos finitos (MEF), € o de banda
de fissuracdo proposto por Bazant e Oh (1983). Conforme representado pela Figura 6.4, nesse
modelo a ZPI a frente da ponta € substituida por uma banda de largura 4, considerada
microfissurada. No caso do concreto, a largura 4. € comumente associada ao diametro do
agregado graudo. O efeito da degradacéo sobre a banda de fissuracao é representado a partir de
um modelo de amolecimento dado por uma relagdo inversamente proporcional entre as tensoes
atuantes e as deformacGes na regido. Dessa forma, a energia de fraturamento G = G, nesse
modelo é considerada distribuida ao longo da banda de fissuragdo (BORST, 2002). Conforme
mostrado por Elices e Planas (1989), apesar de apresentarem abordagens distintas, os modelos
de banda de fissuracdo de Bazant e Oh (1983) e o de fissura ficticia de Hillerborg et al. (1976)

fornecem respostas numeéricas equivalentes com a adogdo de parametros adequados.

,\II’§/ I - 2 (h,
a
<>
a;

& Ny,
< g

Figura 6.4 - Modelo de banda de fissuragdo de Bazant e Oh (1983).

Maiores detalhes sobre os modelos utilizados para a analise de fratura em materiais
quase-frageis podem ser obtidos em Bazant e Planas (1998), Bazant (2002), Borst (2002), Elices
et al. (2002) e Planas et al. (2003).

6.2 Meétodos numéricos na andlise da fratura em materiais quase-frageis

Os modelos coesivos buscam incorporar as analises de fratura os efeitos dos processos
inelasticos que ocorrem na ZPI, que séo tipicamente ndo-lineares. Desse modo, uma técnica de
solucdo iterativa de previsao e correcao é necessaria, 0 que so € viavel a partir da aplicacao de
métodos numéricos.

Um dos pioneiros no estudo de fratura em materiais quase-frageis foi Rashid (1968),
que analisou, via MEF, o fraturamento de vasos de presséo de concreto protendidos sujeitos a
sobrepressdo. Em suas analises, Rashid (1968) admitiu a penalizacéo da rigidez dos elementos
finitos localizados nas regides de fissuracédo, situadas onde a tensdo de tracdo do material foi
superada. Todavia, segundo Bazant e Planas (1998), posteriormente foi observado que o

modelo de Rashid (1968) é fortemente dependente da malha de elementos finitos adotada.
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Apesar de suas limitacdes, o modelo de penalizacdo de rigidez utilizado por
Rashid (1968) serviu como base para o desenvolvimento de outros modelos que assumem 0
meio como continuo, sem a consideracdo explicita da descontinuidade material. Um desses
modelos, desenvolvido a partir de modificagdes de Rashid (1968), é o de banda de fissuracéo
proposto por Bazant e Oh (1983), apresentado no item 6.1. Os modelos baseados no continuo
sdo especialmente apropriados para métodos numéricos que possuem discretizacdo de dominio,
uma vez que sua implementacao é simples e evita o remalhamento para analises de propagacéao.

Para melhor representar a descontinuidade dos campos internos associadas as fissuras,
Lotfi e Shing (1995) e Oliver (1996a, 1996b) utilizaram elementos finitos especiais ao longo
do caminho da descontinuidade. Os autores adotaram funcgdes de aproximacao descontinuas
para esses elementos, 0 que permitiu a adequada representacdo dos campos ao longo do
comprimento da fissura. Todavia, como essa abordagem € realizada para os elementos especiais
isolados, ndo ha garantia de continuidade dos campos analisados entre elementos adjacentes.

Com o objetivo de contornar o problema de continuidade, foram desenvolvidos
trabalhos baseados nas parti¢des da unidade (PU). Para tanto, as PU sdo construidas a partir das
fungdes de forma adotadas para os elementos finitos e s&o atreladas aos nds da discretizacéo,
em uma abordagem via Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). Nesse sentido,
a partir do enriquecimento da base de aproximacdo com funcBes descontinuas, Moés e
Belytschko (2002) e Wells e Sluys (2001) foram capazes de simular problemas de fraturamento
em materiais quase-frageis.

No que diz respeito a consideracdo das fissuras de forma discreta, uma das principais
contribuicdes na analise de fratura de materiais quase-frageis foi o trabalho de Hillerborg et
al. (1976), no qual foi proposto o modelo de fissura ficticia com aplicacdo do MEF. As
primeiras aplicagdes do MEF com a consideracéo de fissura discreta admitiram a localizagéo e
a propagacao das descontinuidades ao longo da interface entre elementos, como nos trabalhos
de Ingraffea e Saouma. (1985) e de Petersson (1981). Todavia, com a implementacdo de
algoritmos de remalhamento, o MEF também foi aplicado a modelos com a consideragdo de
fissuras discretas que permitiram a propagacdo ao longo de qualquer diregdo, como em
Bittencourt et al. (1992) e Bocca et al. (1991).

Entretanto, o0 método dos elementos de contorno (MEC) apresenta vantagens nas
andlises de fissuras discretas devido a facilidade na discretizagdo do caminho de propagacéo.
As aplicagdes iniciais do MEC na analise de fratura em materiais quase-frageis se deu no inicio

da década de 1990, dentre as quais destacam-se os trabalhos de Cen e Maier (1992) e Liang e
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Li (1991). Nesses trabalhos, a propagacéo das fissuras foi realizada ao longo de caminhos pré-
definidos com a consideragdo do modelo de fissura ficticia.

Um grande avanco foi obtido a partir do trabalho de Saleh e Aliabadi (1995). Os autores
utilizaram a formulacéo dual do MEC (ver item 2.6) para a analise de fratura em concreto com
a consideracdo do modelo de fissura ficticia. Com essa metodologia, 0 caminho de propagacao
pode ser determinado ao longo da analise. Ademais, 0 esquema de remalhamento durante a
propagacdo é simples, uma vez que é necessaria apenas a adi¢do de novos elementos para
representar as novas faces criadas. Esse esquema também foi utilizado nos trabalhos de Leonel
e Venturini (2010b) e Oliveira e Leonel (2014). Por suas vantagens, essa técnica também é
empregada nas analises deste trabalho.

Maiores detalhes sobre a aplicacdo de métodos numéricos para a solucao de problemas
de fratura em materiais quase-frageis podem ser obtidos na bibliografia citada e também em
Shi (2009) e Rabczuk (2013).

6.3 Modelo de fissura ficticia

No modelo de fissura ficticia, ou fissura coesiva, proposto por Hillerborg et al. (1976),
a zona degradada a frente da ponta é substituida por um comprimento /- de fissura ficticia ao
longo do qual atuam as tensGes coesivas. Essas tensdes tendem a se contrapor & separacao das
superficies da descontinuidade e buscam representar os mecanismos ainda existentes de
transferéncia de esforcos entre as faces devido a degradacdo incompleta do material, sendo
alguns deles representados na Figura 6.2. A magnitude das tensbes coesivas (o) € considerada
inversamente proporcional a abertura (w) das faces da fissura ficticia e essas duas grandezas
sdo relacionadas a partir de um lei constitutiva coesiva. O valor de /,€ definido de tal forma que
na ponta ficticia, considerada com abertura nula, a tensao coesiva seja igual a tensao resistente

a tragdo f, do material. Ja no inicio do comprimento ficticio, correspondente a ponta da fissura

real e com abertura critica w,, a tensdo coesiva € nula (Figura 6.5).

ST,

a I

Ny & N,
7K >

Figura 6.5 - Modelo de fissura ficticia de Hillerborg et al. (1976).
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Pela consideracao da regido de degradacdo a partir da fissura ficticia, a singularidade de
tensdes observada na formulacdo da MFEL (Capitulo 3) deixa de existir no modelo coesivo.
Desse modo, a verificacao da estabilidade a propagacdo pode ser realizada pela comparacgédo do
estado de tensdo existente na ponta ficticia com a tensdo resistente a tragdo do material a partir
de um critério de resisténcia.

Quando novas faces de fissura ficticia sdo criadas, a tensdo ndo se reduz a zero
subitamente, mas decresce com a abertura em funcdo da lei coesiva (Figura 6.6). Ja para a
formacéo de novas faces de fissura real, é necessaria uma taxa de liberacdo de energia G, capaz
de contrapor o trabalho realizado pelas tensdes coesivas. Essa taxa corresponde a area abaixo
da curva que representa a lei coesiva, conforme esquematizado na Figura 6.6. Portanto, o valor

de G. para o crescimento da fissura real pode ser obtido por:

o(w) 4

W, w

c

Figura 6.6 - Representacdo de uma lei coesiva genérica que relaciona as tensdes coesivas o-com a abertura w das
faces da fissura ficticia.

G = jg” o (W) dw (6.2)

Existem vérias leis propostas pela literatura para a representacdo da variacao das tensées

coesivas com a abertura da fissura ficticia. Algumas delas séo apresentadas a seguir.

6.3.1 Leis coesivas

Neste trabalho sdo utilizadas trés leis constitutivas coesivas para representar o
amolecimento de materiais quase-frageis no modelo de fissura ficticia: linear, bilinear e
exponencial. As leis coesivas sdo dadas em fungdo da resisténcia a tragdo f e da energia ao
fraturamento G, do material. Cada uma das leis adotadas é apresentada na sequéncia.
6.3.1.1 Lei constitutiva linear

A Figura 6.7 apresenta a variacao das tensdes coesivas para a lei constitutiva linear. Para

essa lei, a expressao que relaciona as tensdes coesivas a abertura das faces é dada por:
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ft[l—ﬂj se 0<sw<w,
(6.3)

0 se W> W,

o(w),

»
>

W, W
Figura 6.7 - Representacéo da lei coesiva linear.

Ja o valor de abertura critica pode ser determinado a partir da resisténcia a tracdo e da
energia ao fraturamento do material por meio da seguinte relacéo:

| 2G,
fi

(6.4)

C

6.3.1.2 Lei constitutiva bilinear

A Figura 6.8 apresenta a variacdo das tensOes coesivas para a lei constitutiva bilinear.
Nessa lei, as tensdes coesivas sdo relacionadas a abertura das fissuras a partir de duas retas com
diferentes inclinagdes. As expressdes que regem as diferentes situacdes possiveis nesse caso

sdo apresentadas as seguir:

f—O'* *
fo—| —— |w se O<Sw<w
W
oW . w .
oW =y—"+0 |1-———— se W SwW<Ww, (6.5)
A A
0 se W> W,

* * A -y - - - ~
sendo o e w parametros auxiliares que indicam o ponto de bifurcagéo entre as retas.

o(w) o

»
»

W* W, w
Figura 6.8 - Representacdo da lei coesiva bilinear.
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Segundo o modelo de Petersson (1981), desenvolvido para representar o comportamento

de concreto, os parametros auxiliares para a lei coesiva bilinear séo dados por:

o = T (6.6)
3 .

W =08% (6.7)
fi

A partir desses valores, a abertura critica é determinada por meio da seguinte expressao:
G

W =3, 67° (6.8)
t

6.3.1.3 Lei constitutiva exponencial

A Figura 6.9 mostra a distribuicéo das tensdes coesivas em funcdo da abertura das faces
para a lei constitutiva exponencial. Para essa lei ndo ha definicdo de uma abertura critica. Dessa
forma, as fissuras ficticias permanecem sob acgéo de tensdes coesivas ao longo de toda a analise.
Nesse caso, o valor de G, é obtido a partir da Eg. (6.2) com os limites de integracdo variando

de 0 até co. Com isso, a expressdo que relaciona o.com w é dada por:

o(w)=fie & v w>0 (6.9)

»
»

W
Figura 6.9 - Representacdo da lei coesiva exponencial.

6.3.2 Fechamento das faces de fissura ficticia

Durante as analises de propagacéo, algumas faces das fissuras ficticias ja abertas podem
desenvolver deslocamento relativo no sentido das tensdes coesivas, tendendo a se fechar. Nesse
caso, considera-se que ha uma reducdo na magnitude dos esforcos coesivos. Esse
descarregamento se da ao longo de uma reta ligando a origem O ao ponto a partir do qual se
verifica a inversdao do sentido de movimento (ponto A ou B na Figura 6.10). Nessa nova
situacdo, a expressdo que relaciona as tensfes coesivas com a abertura € obtida a partir da

maxima abertura w' ja desenvolvida pela face e é dada por:
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IW /
c=0— se Osw<w (6.10)
W

onde o' é a tensdo coesiva correspondente a w’ que pode ser determinada a partir da lei coesiva

adotada.
o(W)a
f,
Oy A
o B
0 , , >
W), Wy W, w

Figura 6.10 - Representacdo da situacdo de descarregamento de uma face de fissura ficticia.

Se a abertura das faces voltar a crescer, as tensdes coesivas também podem ser
determinadas a partir da Eq. (6.10) se a abertura w ndo superar w'. Porém, se o valor de w obtido
para a face for maior que w', a variacdo das tensdes coesivas volta a seguir a lei constitutiva
coesiva adotada. O valor de w' relativo aos pares de pontos de colocacédo das faces € atualizado

ao final do processo iterativo de correcdo das tensées coesivas, descrito no item 6.5.3.

6.3.3 Implementagdo via MEC

No modelo de fissura coesiva, a ndo-linearidade fisica existente na ZPI é restrita ao
contorno ficticio adicionado e 0s processos inelasticos sdo representados pela distribui¢do das
tensbes coesivas, que atuam na dire¢do normal as faces. Isso favorece a aplicagdo do MEC,
uma vez que a formulagdo elastostatica (Capitulo 2) pode ser utilizada, sendo necessaria apenas
a introducdo de uma etapa iterativa de solugdo com passos de previsao e corre¢do das tensoes
coesivas.

Neste trabalho, para a solucdo dessa etapa iterativa € utilizada uma estratégia baseada
em um operador constante. Na solucdo do problema nédo-linear por meio dessa estratégia, as
principais matrizes do sistema algébrico sdo mantidas constantes, enquanto os valores néo-
balanceados de forcas de superficie sdo atualizados a cada iteracdo. Apesar de simples e de
necessitar de um namero significativo de iteracGes até a convergéncia, essa estratégia conduz a
bons resultados. Cabe ressaltar que existem outras técnicas de solugdo mais eficientes que néo
foram implementadas neste trabalho, como a inclusdo direta de leis coesivas lineares por trechos
diretamente na formulacdo do MEC (SALEH; ALIABADI, 1995) ou o operador tangente
consistente (LEONEL; VENTURINI, 2010b; CORDEIRO; LEONEL, 2016).
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Seja uma configuracdo inicial em equilibrio que, devido a aplicacdo de um incremento
no carregamento externo ou a reaplicacédo de esforcos durante a etapa de propagacéo, apresenta
um aumento da abertura das faces, conforme esquematizado pela Figura 6.11a. Na configuracao
inicial, determinado par de pontos de colocagédo localizados nas faces da fissura apresenta
abertura w,. Na nova configuracdo, a abertura desse par sofre um incremento Aw, até o valor
wy. Entretanto, nessa nova situacdo, as forcas de superficie ao longo da fissura ficticia se
encontram em desequilibrio com a lei coesiva, uma vez que estdo associadas a configuracao
inicial. Para buscar uma nova condicdo balanceada, uma correcdo sobre as tens@es, dada em
funcdo da lei coesiva, € reaplicada sobre as faces ficticias para representar o amolecimento

decorrente do aumento de abertura, conforme a Figura 6.11b.

“ T oW

(@) (b)
Figura 6.11 - Variacdo da abertura das faces de (a) uma configuragdo inicial em equilibrio até (b) uma
configuracéo ndo-balanceada.

Com a reaplicacdo de esforcos, as faces ficticias tendem a apresentar um novo
incremento Aw; na abertura. Dessa forma, uma nova corre¢do Ao; sobre as tensdes coesivas
deve ser reaplicada. Esse processo se repete até que as variacdes das tensdes coesivas nos pontos
de colocacdo das faces ficticias sejam inferiores a uma tolerancia. A Figura 6.12 representa o
processo de busca de uma nova configuracdo equilibrada B a partir da perturbacdo de uma
configuracdo inicial A para uma lei coesiva linear. Cabe ressaltar que se durante o esquema
iterativo a abertura de algum par de pontos de colocacdo da face superar o valor de abertura
critica w, do modelo coesivo, entdo esse par passa a ser de uma fissura real, com forca de

superficie nula.

o(W),

ft /‘r AWl
O, [y A0
o A AW,

1 i

> >Ao;
o, B
W, W, w, w, w

Figura 6.12 - Processo de busca do novo ponto de equilibrio via estratégia do operador constante.
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O equacionamento do operador constante para 0 MEC é obtido conforme descrito na
sequéncia. Apos a integracdo numeérica da formulacdo integral para cada um dos pontos de
contorno da discretizacao da estrutura, obtém-se o sistema de equacdes conforme apresentado
pela Eq. (2.62) e dado por:

Hu =Gp (6.11)

A partir do processo de troca de colunas descrito no item 2.3, 0 seguinte sistema de
equacdes é obtido:

Ax=By (6.12)
onde B é a matriz composta pelas colunas das matrizes H e G que representam os coeficientes
dos valores conhecidos no contorno e y € a matriz coluna que contém os valores conhecidos do
contorno. A multiplicagdo de B por y resulta no vetor f apresentado pela Eq. (2.63).

A matriz A na Eq. (6.12) pode ser invertida, resultando em:

x=A"By=Cy (6.13)
onde a matriz C é obtida pelo produto da inversa da matriz A pela matriz B.

Os valores das tensdes coesivas atuantes nos pontos de colocacdo localizados ao longo
das faces abertas da fissura ficticia sdo conhecidos e, portanto, comp&em uma parcela do vetor
y. Dessa forma, um incremento Ao; em determinada iteracdo i para a busca de uma nova

configuragdo em equilibrio corresponde a um incremento Ay,. Assim, a Eq. (6.13) pode ser

utilizada para a determinacédo da variacdo Ax; sobre as condi¢des de contorno desconhecidas,
resultando em:

AX; = CAy; (6.14)

Com o valor de Ax;, os graus de liberdade desconhecidos no contorno séo atualizados
da iteracédo anterior i — 1 para a iteracdo atual i por meio da seguinte relagéo:

Xi = Xj_1 +AX (6.15)

Com x;, 0s valores acumulados desconhecidos do contorno séo determinados.

Como pode ser observado pela Eq. (6.14), durante a etapa iterativa de correcdo das
tensdes coesivas, a matriz C, obtida a partir das matrizes de coeficientes de influéncia do MEC,
permanece constante. E por essa raz&o que esse esquema de solugio recebe o nome de operador
constante. Entretanto, a matriz C deve ser modificada caso, em alguma iteragdo, ocorra a
liberacdo ou a restricdo dos deslocamentos relativos entre pares de pontos de colocacdo das
faces (ver item 3.8.2.2). Nessa situacdo, um novo processo conveniente de troca de colunas
entre as matrizes H e G ¢ realizado e, em seguida, uma nova matriz C é determinada para a

continuacéo do processo iterativo.
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Apdls a convergéncia para uma nova configuracdo em equilibrio, é realizada a

verificacdo da estabilidade a propagacao das pontas. Essa etapa € descrita no item 6.4.

Exemplo 6.1: Leis coesivas

Neste exemplo é realizada a verificacdo das leis coesivas e do processo iterativo de
solucdo apresentados no item 6.3.1 e no item 6.3.3, respectivamente. Para tanto, a estrutura
mostrada pela Figura 6.13a é analisada. O problema consiste de uma chapa com comprimento
L =4 mealturaz = 1 m submetida a um deslocamento prescrito horizontal z = 0,001 m sobre
a face vertical direita. A face vertical esquerda apresenta os deslocamentos verticais e
horizontais restritos, enquanto a face vertical direita possui os deslocamentos verticais

impedidos. No meio do véo, ao longo de toda a altura h, existe uma fissura coesiva, como
representado pela Figura 6.13a. As propriedades utilizadas para material sdo: £ = 25000 MPa,
v=0,f,=2,5MPae G, =0,00125 MPa.m. O carregamento € aplicado em 20 incrementos. Ja

a tolerancia adotada para convergéncia da fase iterativa de correcdo das tensdes coesivas € igual

a10'° MPa.
> ._> :l....l...ll...ll.-. III.I.IIII.I.II.III:
> lS — :
h 2|2 T e .
(= i 15 — .
> ._> ;.-....-............ ...................:
< L/2 >< L/2 N (0)

A

Figura 6.13 - Problema analisado pelo Exemplo 6.1: (a) geometria e (b) discretizacéo.

A Figura 6.13b apresenta a malha de elementos de contorno utilizada na discretizagdo
da estrutura e da fissura coesiva. No total sdo utilizados 66 elementos, sendo 16 deles
empregados na discretizacdo das faces da fissura.

As trés leis coesivas apresentadas no item 6.3.1 sdo utilizadas para descrever o
comportamento da fissura apds a sua abertura devido a uma solicitacdo normal maior que a
resisténcia & tracdo do material. Os valores numéricos determinados sdo comparados as
respostas analiticas, que podem ser obtidas a partir do equilibrio horizontal do corpo e da
compatibilidade imposta pelas leis coesivas.

A Figura 6.14 mostra o resultado obtido para a lei coesiva linear. No inicio da analise,

a fissura permanece fechada e as faces sédo cada vez mais solicitadas pelo aumento do

deslocamento imposto. No oitavo incremento, a tensdo entre as faces atinge 2,5 MPa,
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equivalente a resisténcia a tracdo do material. Incapazes de absorver maiores niveis de esforcos,
as faces da fissura ficticia se abrem para os incrementos seguintes. Assim, 0 processo iterativo
de correcdo das tensdes coesivas descrito no item 6.3.3 passa a ser utilizado a partir do nono
incremento para a determinacdo das novas configuragdes equilibradas. Como pode ser
observado pela Figura 6.14, os resultados obtidos por esse processo estdo em total acordo com
a resposta analitica do problema. Por fim, pode-se notar que o deslocamento horizontal imposto
é igual a abertura critica da fissura ficticia no caso da lei coesiva linear. Consequentemente, ao
término da andlise, a tensdo coesiva entres as faces é nula e a estrutura é separada em duas

partes independentes.

® Numérico

— Analitico

0 e f f f f
0 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,001

w (m)
Figura 6.14 - Variacdo das tensdes coesivas com a abertura da fissura ficticia para lei coesiva linear.

Ja a Figura 6.15 apresenta a variacao das tensdes entre as faces da fissura para a lei
coesiva bilinear. Até a separacdo das faces devido a violacéo da resisténcia a tracdo do material,
a resposta obtida é idéntica a observada para o caso de lei coesiva linear, uma vez que até entdo

a estrutura apresenta comportamento elastico-linear em ambas as situagdes.

A Numérico

— Analitico

0 : : : :
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Figura 6.15 - Variacéo das tensdes coesivas com a abertura da fissura ficticia para lei coesiva bilinear.
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Ap0s a abertura das faces, verifica-se que no ramo inicial da lei coesiva ha uma maior
abertura das faces pela aplicacdo de um novo incremento no deslocamento imposto. 1sso ocorre
pelo maior amolecimento considerado nesse trecho do modelo bilinear. A partir do décimo
primeiro incremento, as faces da fissura coesiva passam a seguir o segundo ramo da lei coesiva,
apresentando, assim, uma menor reducdo das tensdes coesivas para cada incremento.

Como mostrado pela Figura 6.15, o resultado numérico obtido a partir da lei coesiva
bilinear estd em conformidade com a resposta analitica. Cabe ressaltar que para esse caso a
abertura da fissura coesiva ndo supera o valor critico e, portanto, ainda existem tensdes coesivas
entre as faces ao término da aplicacdo de todo o deslocamento prescrito.

Ja os resultados obtidos para a lei coesiva exponencial sdo apresentados pela
Figura 6.16. Como nos casos anteriores, hd um aumento das tensdes coesivas entre as faces da
fissura até a abertura, observada a partir do nono incremento de deslocamento prescrito. Logo
apos a abertura, é verificado um maior amolecimento do material, que tende a se reduzir nos
incrementos seguinte. Como mostrado pela Figura 6.16, para a lei coesiva exponencial também

é observada uma boa correspondéncia entre os resultados numéricos e a resposta analitica.

3
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Figura 6.16 - Variagdo das tenses coesivas com a abertura da fissura ficticia para lei coesiva exponencial.

Por fim, a Figura 6.17 apresenta as curvas de variacdo da forca equivalente sobre a face
vertical direita da estrutura com a magnitude do deslocamento aplicado para as diferentes leis
coesivas. Como pode ser observado, os trechos iniciais das curvas sao idénticos, o que é
esperado, uma vez que em todos 0s casos 0 material apresenta comportamento elastico-linear.
Apos atingida a resisténcia a tracdo do material, a estrutura passa a apresentar reducdo da
resisténcia residual de acordo com a lei coesiva adotada para a fissura ficticia. Nota-se que,
inicialmente, a maior e a menor resisténcia residual correspondem a lei coesiva linear e bilinear,

respectivamente. Ao final da andlise, a resisténcia residual relativa ao modelo linear é nula, uma
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vez que as faces da fissura estdo livres de esforcos nesse instante, enquanto para os modelos

bilinear e exponencial a estrutura ainda resiste a algum esforco.

3
—e— Linear
25 + - - 4- - Bilinear
- -= - Exponencial
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0 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,001

u (m)
Figura 6.17 - Variagdo da forca equivalente sobre a face vertical direita com o deslocamento aplicado para as
diferentes leis coesivas adotadas.

A Figura 6.17 também apresenta a busca iterativa pelos novos pontos de equilibrio para
os dois primeiros incrementos apds a abertura das faces no caso da lei linear. Para a
convergéncia do primeiro e do segundo incremento foram necessarias 24 e 23 iteragdes,
respectivamente. Nota-se que o incremento dado ap6s atingida a resisténcia a tragdo do material
é realizado considerando as faces ainda fechadas e, assim, a estrutura tende a seguir a resposta
elastica-linear. Como esse estado ndo € possivel, o processo de correcao das tensdes coesivas é

executado até alcangar uma nova configuracéo estavel.

6.4 Esquema de propagacao

6.4.1 Critério de propagacéo

O critério de propagacdo adotado neste trabalho é baseado no estado de tensdo na ponta
das fissuras. Para a determinacdo desse estado, um esquema de extrapolacdo semelhante ao
utilizado por Leonel e Venturini (2010b) é empregado. Nesse esquema, pontos internos sao
definidos ao longo de raios de semicircunferéncias concéntricas no entorno da ponta, conforme
representado pela Figura 6.18a. O angulo entre os raios é igual a . O nimero de raios é adotado
de acordo com a precisdo desejada, enquanto a quantidade de pontos internos por raio é tomada
conforme o grau do polindbmio escolhido para extrapolacdo das componentes de tensdo. Os raios
sdo distribuidos ao longo de uma abertura total de no maximo 180 graus. As
semicircunferéncias utilizadas como base para a distribuicdo dos pontos internos estao afastadas

entre si por uma distancia d. J& a semicircunferéncia mais interna esta a uma distancia d, da
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ponta. O valor de d, € igual a distancia entre um nd descontinuo e o ponto de colocacao

correspondente, localizados em um elemento da fissura cuja ponta € avaliada.

n
A
' n
: . e 7,
d,
d /'n Ponto
d = Interno
d "n " Ponto
" Interno
(a) (b)

Figura 6.18 - Distribuicéo de pontos internos para determinacéo do estado de tensdo na ponta para (a) caso geral
e (b) ponta situada na interface entre subdominios.

As componentes de tensdo para 0s pontos internos sdo determinadas em uma etapa de
pOs-processamento. Em seguida, para cada um dos raios € realizada a extrapolacdo das tensdes
para a ponta por meio de um polinémio de grau n— 1, sendo n 0 nimero de pontos internos ao
longo dos raios. Para tanto, inicialmente é definido um sistema de coordenadas de suporte 7,
com origem localizada na ponta, conforme mostrado pela Figura 6.18a. As coordenadas 7
representam a distancia dos pontos internos em relacdo a ponta. A partir dessas distancias e do
grau do polindmio escolhido, 0 seguinte sistema de equacdes pode ser construido para

determinado raio:

Lo ni .. it |[a o1
1 2 n-1 a o

72 2 . 77? ‘1 _ :2 (6.16)
B A A NGRS I

onder, € a distancia do ponto interno k em relagdo a ponta; a; sdo os coeficientes do polindmio

de grau n — 1 utilizado para a extrapolacdo; e o, representa determinada componente de tenséo
associada ao ponto interno k ao longo do raio.

Invertendo a matriz apresentada pela Eg. (6.16) e multiplicando a primeira linha da
inversa pelo vetor das componentes de tensdo, obtém-se «,. Esse coeficiente representa a
componente de tensdo procurada para a ponta. Alterando os valores do vetor de tensGes de
modo a contemplar todas as componentes de tensdo dos pontos internos ao longo do raio
considerado, obtém-se o estado de tensao para a ponta. Esse processo € repetido para 0s demais
raios e o estado de tenséo final para a ponta resulta da média dos valores encontrados.

A ponta de fissura que tende a crescer para um novo subdominio é restrita & interface

para posterior verificacdo da estabilidade a propagacdo no novo material. Para essas situacdes,
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0 estado de tensdo é determinado por apenas um raio na direcdo do eixo da fissura, de modo
que todos os pontos internos utilizados para a extrapolac@o se encontram no novo subdominio
(Figura 6.18b).

Com o estado de tensdo para as pontas, a estabilidade a propagacdo € verificada a partir
do critério de Rankine. Para tanto, a maxima componente de tensdo principal no plano o; é

determinada por meio de:

2
+ J—
N -

2 2
O valor de o; € entdo comparado a resisténcia a tragdo f, do material que contém a ponta

para verificar se ocorre propagacao.

6.4.2 Determinacédo da direcdo de crescimento

Para as pontas que propagam, a direcdo de crescimento é admitida como aquela
correspondente a um problema equivalente da MFEL, no qual ndo atuam as tensdes coesivas.
Para tanto, toma-se o estado em equilibrio e reaplicam-se as tensfes coesivas, de modo que ao
final se obtenha faces livres de esforcos. Nessa nova situacéo, a ponta volta a apresentar campos
singulares de tensdo que podem ser representados pelos FIT (ver Capitulo 3).

Em seguida, os valores de K; e K;; sdo determinados a partir da técnica de correlacdo de
deslocamentos (item 3.6.1) ou da integral J (item 3.6.2). Com os valores dos FIT, o angulo de
propagacao e obtido por meio do critério da méxima tensdo circunferencial (item 3.7.1).

A determinacdo do caminho de propagacao para materiais quase-frageis via formulacéo
da MFEL também foi utilizada nos trabalhos de Cendon e Galvez (2000), Galvez et al. (1998),
e Moés e Belytschko (2002). Como mostrado por esses trabalhos, essa metodologia é capaz de

fornecer boa correspondéncia com resultados experimentais.

6.4.3 Incremento no comprimento de fissuras ficticias e reais

Com a definicdo do angulo de propagacéo, a determinacdo da nova ponta é realizada ao
longo de uma direcdo de busca, conforme apresentado pela Figura 6.19a. Inicialmente, a uma
distancia /,,,,, da ponta, equivalente ao comprimento do elemento de discretizagdo das faces da
fissura, é adicionado um novo ponto interno. O estado de tensdo nesse ponto € determinado e a
tensdo normal o, relativa a direcdo de busca é calculada. Se esse valor de tenséo for inferior a
resisténcia a tracdo do material, entdo, pela continuidade do campo, existe um ponto ao longo

do comprimento /., tal que o, = f,, que corresponde a nova ponta da fissura ficticia. Caso
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contrario, considera-se que todo o comprimento /,,,,, encontra-se degradado e passa-se a analise
de um comprimento /,,,, adjacente, conforme mostrado pela Figura 6.19b. Esse processo €
repetido até que a resisténcia a tracdo do material se encontre entre os valores de o, associados

ao primeiro e ao ultimo ponto interno do comprimento de busca.

0.
9 e,c;‘b'7 ft e
?\ig\)%db Oy [\
T —_ p "\N
’ ova ponta
30[, L/Ielem p
Ielem
. @ N () . iy
Figura 6.19 - Esquema de busca da nova ponta: (a) tentativa inicial e (b) tentativas seguintes com definicdo da
nova ponta.

Quando isso ocorre, novos pontos internos sao definidos ao longo de Z,,,,, de modo a
definir um polinbmio com 0 mesmo grau de aproximagcéo utilizado para os elementos nas faces
da fissura. Em seguida, o ponto no qual se verifica o, = f;, considerado a nova ponta ficticia, €
determinado pelo método de Newton-Raphson.

Caso o processo de busca intercepte algum outro elemento de contorno externo, de
fissura ou de interface, entdo um ponto interno é definido préximo a interse¢do. Se o valor de
o, para esse ponto for inferior a f,, 0 processo de busca da nova ponta via Newton-Raphson é
aplicado. Caso contrério, a ponta é estendida até a interse¢do. Se ocorrer a intersecdo com um
elemento de interface, a ponta continua ativa e a verificagdo da sua propagacao nas etapas
posteriores é realizada conforme exposto no item 6.4.1.

A distancia da antiga a nova ponta da fissura ficticia corresponde ao incremento a ser
adicionado a descontinuidade. O valor desse incremento € limitado a um minimo definido pelo
usuario, de modo a impedir pontos de colocacdo muito proximos quando realizada a
discretizacdo das novas faces, 0 que pode levar a um mau condicionamento das matrizes do

sistema de equacdes.

Exemplo 6.2: Flex&o em trés pontos - Saleh (1997)

Neste exemplo é analisada uma viga submetida a um ensaio de flexdo em trés pontos,
conforme mostrado pela Figura 6.20a. Esse problema também foi simulado por Saleh (1997),
cujo resultado é utilizado como referéncia. A estrutura apresenta vao L = 0,8 m, altura
h = 0,2 m e espessura unitaria. O entalhe inicial apresenta comprimento a = 0,05 m. Sobre o

ponto central da face superior é aplicado um deslocamento vertical no sentido indicado com
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magnitude z = 0,21 mm, dividido em 25 incrementos. As condi¢fes de contorno séo aplicadas

ao longo de comprimentos / = 0,008 m.
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Figura 6.20 - Problema analisado pelo Exemplo 6.2: (a) geometria e (b) discretizacéo.
As propriedades do material sdo: E = 30000 MPa, v=0,15, f =3,0MPa e

G, =75 N/m. A andlise é realizada como um EPT.

A discretizacdo da estrutura € apresentada pela Figura 6.20b. Na discretizacdo do
contorno sao utilizados 50 elementos quadraticos e 3 elementos lineares, sendo esses Ultimos
empregados nos locais de aplicacdo das condi¢des de contorno. Para cada uma das faces da
fissura inicial sdo utilizados 4 elementos com aproximacéo cubica.

Para a determinacdo da tensdo na ponta sdo utilizados trés raios, separados por um
angulo y =30 graus e compostos por 4 pontos internos. Durante a fase de propagacdo, 0
comprimento minimo adicionado é equivalente a um elemento de discretizacdo da fissura. A
tolerancia adotada para a convergéncia da fase iterativa de correcéo é igual a 10'° MPa.

As diferentes leis coesivas apresentadas no item 6.3.1 sdo utilizadas na analise da

estrutura. As curvas carga-deslocamento obtidas séo apresentadas pela Figura 6.21.

90
Saleh (1997)
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Figura 6.21 - Comparag&o entre as curvas carga-deslocamento obtidas a partir das diferentes leis coesivas.
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Na Figura 6.21 também é apresentada a resposta de referéncia obtida por Saleh (1997),
que foi determinada via MECD juntamente com a lei coesiva linear. Como pode ser observado,
para essa lei existe a melhor correspondéncia entre a curva determinada neste trabalho e a
resposta de referéncia. Nos casos dos modelos bilinear e exponencial, a carga critica € obtida
para um menor deslocamento vertical correspondente e apresenta magnitude inferior a
determinada no caso linear. Porém, a partir de um deslocamento de aproximadamente 0,14 mm,
as resisténcias residuais para todas as leis apresentam comportamento semelhante.

A Figura 6.22 mostra o crescimento das faces de fissura real e ficticia para o caso no
qual € utilizada a lei coesiva linear. Inicialmente s6 ha crescimento da fissura ficticia, que
representa a degradacao do material a frente da ponta do entalhe. Como pode ser observado, ha
uma evolucdo consideravel do comprimento ficticio sem propagacdo da fissura real. A
formacéo de faces livres de tensGes coesivas s6 comega a partir do incremento 16. Em seguida,
ainda ocorre a propagacao de fissuras ficticias, porém a formacgdo de faces reais é mais

acentuada. A ultima figura da sequéncia mostra a configuracdo equilibrada final obtida.
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Figura 6.22 - Evolugdo da fissura ficticia e da fissura real para a lei coesiva linear. Os pontos de colocacéo
referentes as faces de fissura ficticia estdo em destaque. Deslocamentos ampliados em 100 vezes.

Jaa Figura 6.23a e a Figura 6.23b apresentam, respectivamente, as configuracdes finais
para os casos de lei coesiva bilinear e exponencial. Para essas situacdes, 0 comprimento ficticio
final é superior ao obtido via modelo linear. No caso da lei coesiva exponencial, por ndo existir

um valor de abertura critica, ndo ha a formagé&o de faces de fissura real, apenas ficticia.
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Figura 6.23 - Configuracdo final para a lei coesiva (a) bilinear e (b) exponencial. Os pontos de colocagdo
referentes as faces de fissura ficticia estdo em destaque. Deslocamentos ampliados em 100 vezes.
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6.5 Modelo numérico para a solucao dos problemas de fratura coesiva

O modelo numérico implementado para a solucdo dos problemas de fratura em materiais
quase-frageis via MECD ¢é semelhante aquele apresentado no Capitulo 3 para tratar fratura
fragil. Uma das principais diferencas decorre do processo iterativo necessario para a correcdo
das tensdes coesivas existentes nas faces de fissura ficticia. Maiores detalhes sobre 0 modelo
utilizado nas simulacBes deste trabalho serdo apresentados na sequéncia. Os fluxogramas

referentes a esse modulo se encontram no Apéndice I, item 1.4,

6.5.1 Pré-processamento

Na etapa de pré-processamento para os problemas de fratura coesiva, inicialmente séo
definidas a geometria e a discretizacdo do contorno da estrutura. Na sequéncia, Sao
estabelecidas as condicdes de contorno externas do problema. Em seguida, as propriedades dos
materiais dos subdominios séo fornecidas, incluindo a lei coesiva, resisténcia a tragdo e energia
ao fraturamento. Posteriormente, sdo definidas as fissuras na analise, bem como as respectivas
malhas de elementos de contorno. As fissuras podem ser inseridas como fissuras reais, cujas
faces sdo livres de tensdes coesivas, ou como fissuras ficticias. Por fim, os pardmetros utilizados
na determinacdo dos pontos internos para o calculo do estado de tensdo nas pontas séo

definidos.

6.5.2 Aplicacdo de um incremento nas condigOes externas

A analise comecga com as defini¢fes iniciais do problema, da mesma forma como
exposto no item 3.8.2.1. Inicialmente sdo determinadas as coordenadas adimensionais e reais
dos pontos de colocacdo da malha de elementos de contorno e as respectivas componentes dos
vetores normais. Em seguida, os elementos da fissura sé@o definidos como elementos de
interface com contato perfeito.

Na sequéncia, as integracdes numericas para a determinacdo das matrizes H e G séo
realizadas. Apos o calculo das matrizes, o esquema incremental iterativo de solucéo é iniciado
com a aplicagdo de um incremento das acgdes externas. O sistema de equagOes da forma da
Eq. (2.63) é formado a partir da troca de colunas das matrizes H e G e resolvido. Em seguida,
as variaveis acumuladoras sao atualizadas e inicia-se a fase de verificagdo dos pares de pontos
de colocacdo das faces de fissura real e ficticia. Os pares de pontos de colocagdo abertos das

faces de fissuras reais e ficticias sdo verificados quanto ao fechamento conforme exposto no
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item 3.8.2.2. Os pares de fissura real fechados séo investigados quanto a abertura pelo esquema
também apresentado no item 3.8.2.2. Ja os pares de fissura ficticia fechados sé@o verificados
quanto a abertura a partir da determinacdo da componente normal de forca de superficie pela
Eqg. (3.52) e comparacdo com o valor da resisténcia a tracdo do material. Assim, admite-se que
o par de fissura ficticia se abre caso a desigualdade p, = f, seja satisfeita.

Se durante a aplicagdo das condicdes de contorno sobre a estrutura algum dos pares
abertos de fissura, seja ele real ou ficticio, se fechar, o par é redefinido com deslocamento
relativo restrito e o carregamento é reaplicado. Terminada a verificacdo quanto ao fechamento,
passa-se a determinacéo das forgas de contato entre os pares definidos como pontos de interface
para verificacdo quanto a abertura. Se algum par se abrir, entdo o excedente de forca de
superficie entre os pontos de colocagdo é reaplicado durante a fase de correcdo, conforme

descrito na sequéncia.

6.5.3 Fase de correcdo das tensdes coesivas

No inicio da fase de corre¢do, as condigdes de contorno aplicadas sobre a estrutura sao
modificadas. As posi¢cbes no vetor u correspondentes a deslocamentos conhecidos sao
atualizadas com o valor nulo. Ja os valores do vetor p sdo atualizados a partir da correcéo sobre
as tensdes coesivas dos pares ja abertos de fissura ficticia, como mostrado no item 6.3.3, e da
reaplicacdo de parcela das forcas de superficie acumuladas dos pares fechados que se abrem.
No caso de fissuras reais, toda a forca de superficie acumulada entre os pares € reaplicada. Ja
no caso de fissuras coesivas, existem duas possibilidades para a defini¢do da forca de superficie
a ser reaplicada, conforme apresentado pela Figura 6.24. No primeiro caso, parte do valor

reaplicado consiste da diferenca entre a componente de forca de superficie normal p e a
resisténcia a tragdo f, do material. A outra parte € originaria da reaplicacdo de um fator y, que
varia de 0 a 1, da componente tangencial da forga de superficie acumulada p,. Nessa situagao,

o deslocamento tangente relativo entre os pares permanecem livres e, portanto, considera-se

que as faces ficticias ndo sdo capazes de resistir a um esforco tangencial maior que (1 — y) p,.
Ja no segundo caso, a forca de superficie reaplicada consiste apenas da diferenca entre p e f.

O deslocamento tangencial relativo entre os pares de pontos de colocacdo que se abrem
permanecem restritos. Assim, considera-se que a resisténcia das faces ficticias na direcao

tangencial ndo é afetada quando da abertura do par.
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Figura 6.24 - SituagBes possiveis apds a abertura de pares de fissura ficticia.

Em seguida, € realizada a construcdo da matriz C conforme apresentado no item 6.3.3.
Com os valores determinados para p, 0 vetor y é obtido. A partir da multiplicacdo de C pory,
os valores de x sdo calculados e utilizados na atualizacdo das variaveis acumuladoras u,,,,, €

P,  Posteriormente, as tensdes coesivas sdo atualizadas em funcdo da lei coesiva e dos

valores de abertura determinados a partir de u,,,. O processo iterativo prossegue até que o
méaximo valor obtido de correcdo para as tensdes coesivas seja inferior a uma tolerancia. Cabe
ressaltar que durante as iteraces a matriz C ndo sofre alteracdo desde que ndo ocorra a mudanca
de vinculo entre os pares de pontos de colocagdo. Se ocorrer o fechamento ou a abertura de
algum par em determinada iteracdo, o deslocamento relativo é restrito ou liberado,
respectivamente. Em seguida, a matriz C e o vetor y sdo atualizados e os esfor¢os associados a
iteracdo sao novamente aplicados.

Durante as iteracdes da fase de correcdo, as aberturas dos pares de fissura ficticia
tambeém sdo comparadas com o valor de abertura critica definida pela lei coesiva adotada. Se
alguma abertura superar o valor critico, entdo na iteracdo seguinte € reaplicado todo o valor de
forca de superficie acumulada entre o par. Assim, ao final do processo reaplicacdo, 0s
respectivos pontos de colocacdo estardo livres de for¢as de superficie e, portanto, fardo parte de
faces de fissura real.

Ao término do processo iterativo de correcdo das forcas de superficie dos pares de
pontos de colocacéo das faces das fissuras, os campos de deslocamento e tenséo para 0s pontos
internos definidos pelo usuario e os campos de tensdo para os pontos de colocag¢do no contorno
sdo determinados. Em seguida, a estabilidade a propagacao de cada uma das pontas é verificada,

como mostrado no item a seguir.
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6.5.4 Propagacdo das fissuras coesivas

Para a verificacdo da estabilidade a propagacao, para cada uma das pontas € definida
uma rede de pontos internos conforme apresentado no item 6.4.1. A semicircunferéncia que
engloba todos os pontos internos ndo deve cruzar outro elemento. Caso isso ocorra, 0 Seu raio
é reduzido de forma a ndo ocorrer interse¢ao.

Em seguida, os campos de tensdo dos pontos internos séo calculados e o estado de tenséo
para cada uma das pontas é determinado via extrapolacdo, conforme o esquema mostrado no
item 6.4.1. A estabilidade a propagacdo da ponta é entdo verificada a partir do critério de
Rankine.

Para as pontas que propagam, a direcdo de crescimento € definida conforme o item 6.4.2.
Ja a localizacdo da nova ponta ao longo da direcdo de crescimento é determinada segundo a
metodologia apresentada no item 6.4.3.

Com o incremento no comprimento das pontas que propagam, passa-se a etapa de

remalhamento. As pontas com maior razdo o /f, tém prioridade na propagagdo. Ao longo das

novas faces de fissura ficticia sdo definidos elementos com 0 mesmo grau de aproximacao da
fissura original. Caso a fissura intercepte algum elemento, a modificacdo do elemento cruzado
é realizada conforme exposto no item 3.8.2.3 e no item 3.8.3. Os novos pares de pontos de
colocacéo das fissuras que propagam sao definidos com deslocamentos relativos restritos.
Apos o processo de remalhamento, as matrizes H e G sdo atualizadas e os valores das
variaveis acumuladoras séo interpolados para os elementos modificados. J& os valores das
variaveis acumuladoras para os pontos de colocagdo definidos para as novas faces de fissura
sdo determinados pela solugdo do sistema de equagdes utilizando, para u e p, os valores
acumulados conhecidos. Todos esses procedimentos seguem 0 esquema apresentado em
maiores detalhes no item 3.8.2.3. Em seguida, a fase de correcao das tensdes coesivas descrita
no item 6.5.3 é novamente realizada devido a reaplicacdo de esforgcos sobre as novas faces de
fissuras ficticias que se abrem. Terminada essa etapa, a estabilidade a propagacao das pontas é
novamente examinada. Se houver propagacdo de uma ou mais pontas, 0 esquema de
propagacao, seguido da fase de correcao, é executado mais uma vez. Caso contrario, um novo

incremento das condigdes de contorno é aplicado sobre a estrutura.

Exemplo 6.3: Propagacdo em modo misto - Galvez et al. (1998)
Neste exemplo, o codigo computacional desenvolvido é utilizado na simula¢do dos

experimentos com vigas de concreto conduzidos por Galvez et al. (1998). A Figura 6.25a
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apresenta a geometria da estrutura analisada. A dimensdo D é igual a 150 mm, enquanto o
comprimento a do entalhe inicial € 75 mm. A viga possui largura igual a 50 mm. As
propriedades do material fornecidas por Galvez et al. (1998) sdo: £ = 38000 MPa, v = 0,20,
f,=3,0MPae G.=69 N/m.

Sobre o local indicado pela Figura 6.25a é aplicado um deslocamento vertical com
magnitude z = 0,1 mm, dividido em 25 incrementos. A forca equivalente aplicada sobre essa
regido é determinada para a representacao da curva carga-deslocamento. As trés leis coesivas
implementadas neste trabalho e apresentadas no item 6.3.1 sdo utilizadas. Quanto ao
deslocamento tangencial entre as faces ficticias, sdo admitidas duas hipoteses: a primeira
considera que, quando os pares de pontos de colocacdo das faces se encontram abertos, 0
deslocamento tangencial relativo € restrito; ja a segunda assume que o esforgco tangencial
acumulado até o momento da abertura se mantém até a face ficticia se tornar real (y = 0), 0 que

é equivalente a uma lei coesiva retangular. As simulagdes sao realizadas adotando um EPT.
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Figura 6.25 - Problema analisado pelo Exemplo 6.3: (a) geometria e (b) discretizacéo.

A Figura 6.25a apresenta a discretizacdo adotada para a solucdo do problema. Para o
contorno externo sdo utilizados 68 elementos quadraticos e 4 elementos lineares, sendo esses
ultimos correspondentes aos locais de aplicacdo das condi¢bes de contorno. J& cada uma das
faces da fissura é discretizada com 10 elementos cubicos.

Para a determinacgéo do estado de tensdo na ponta sdo utilizados 5 raios, com angulo de
separagdo igual a 30 graus e com 4 pontos internos cada. A integral J é utilizada para a
determinacdo dos FIT para a obtencdo da direcdo de crescimento. A toleréncia para a

convergéncia da fase iterativa é tomada igual a 10® MPa.
A Figura 6.26 apresenta as curvas carga-deslocamento obtidas para as leis coesivas
considerando deslocamento tangencial restrito entre as faces da fissura ficticia. Como pode ser

observado, ha uma boa correspondéncia entre as curvas obtidas com os resultados
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experimentais fornecidos por Galvez et al. (1998), especialmente para o trecho ascendente, até
0 maximo valor da forca aplicada. Para a lei coesiva linear, a carga maxima é ligeiramente
maior a envoltdria superior, enquanto para as demais esse valor se encontra dentro do intervalo
experimental. Com relacéo a regido de amolecimento das curvas, as leis bilinear e exponencial
apresentam trecho inicial dentro da envoltéria experimental. Todavia, para maiores valores de
deslocamentos prescritos, todas as trés leis tendem a fornecer valores de resisténcia residual
maiores em relacao aos ensaios experimentais. 1sso se deve, principalmente, pela consideracéo

da integridade da fissura ficticia em relacdo a direcdo tangencial as faces.

15
—o— Linear
12 4| —— Bilinear e Z 5,’_
—=— Exponencial Sz = \ !
= 9 | = = -Envoltoria Exp. /,:’: - “\\
= z % P\
= o
o 6t /’/' { SN S
‘/O \ TN
/'/ S N\ d
3T //’/' s ~
//
0 = f f f f
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
u (mm)

Figura 6.26 - Curvas carga-deslocamento para as diferentes leis coesivas considerando o deslocamento relativo
tangencial entre faces ficticias restrito.

J& a Figura 6.27 apresenta as curvas obtidas a partir da consideracdo de uma lei coesiva
retangular para a abertura tangencial das faces de fissura ficticia. Como pode ser observado, o
ramo ascendente das curvas é semelhante ao obtido no caso anterior (Figura 6.26), bem como
os valores de carga maxima. Entretanto, os modelos numéricos tendem a subestimar as
resisténcias residuais na fase de amolecimento da resposta estrutural. Tal fato indica que o
modelo no qual as faces ficticias séo livres ao deslocamento relativo tangencial ndo contempla
mecanismos que possam conferir resisténcia residual a estrutura apds 0 maximo carregamento

admissivel ser atingido.
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Figura 6.27 - Curvas carga-deslocamento para as diferentes leis coesivas considerando o deslocamento relativo
tangencial entre faces ficticias liberado.



177

Apesar das divergéncias obtidas para o trecho de amolecimento, o cddigo desenvolvido
é considerado satisfatorio para a representacdo da fratura em materiais quase-frageis devido,
principalmente, a boa reproducdo do comportamento da estrutura até a carga critica. Para
melhorar a resposta pds-pico, modelos com outras hipéteses em relagcdo ao deslocamento
tangencial entre as faces podem ser implementados para tratar propagagdo em modo misto.
Outro ponto que pode ser melhorado é com relacdo a metodologia de solucéo do problema de
fratura ndo-linear. Observa-se que os resultados experimentais tendem a apresentar snap-back,
cuja representacdo ndo é possivel apenas com o controle de deslocamentos utilizado na solugao
numérica deste problema. Outras técnicas, como comprimento de arco ou o controle do
comprimento da fissura, podem ser utilizadas para fornecer uma melhor representacdo da
resposta estrutural apds a carga maxima.

Por fim, a boa correspondéncia entre os resultados numéricos determinados neste
trabalho com os resultados experimentais também pode ser verificada pela Figura 6.28 e pela
Figura 6.29, que apresentam os caminhos de propagacao obtidos a partir da consideracao de
deslocamento tangencial entre as faces ficticias restrito e liberado, respectivamente. Como pode
ser observado, os caminhos obtidos se encontram no interior da envoltoria experimental, com
excecdo do trecho final dos casos (a) e (b) da Figura 6.28. Esse resultado mostra a eficacia na

defini¢do do caminho de propagacéo a partir do modelo numeérico desenvolvido.
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Figura 6.28 - Caminhos de propagacédo considerando o deslocamento relativo tangencial entre faces ficticias
restrito para as leis coesivas (a) linear, (b) bilinear e (c) exponencial.
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Figura 6.29 - Caminhos de propagacdo considerando o deslocamento relativo tangencial entre faces ficticias
liberado para as leis coesivas (a) linear, (b) bilinear e (c) exponencial.
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Além disso, observa-se que, para 0s caminhos de propagacao obtidos para 0s casos de
deslocamento relativo tangencial livre, a fissura ficticia cruza com o topo da estrutura
(Figura 6.29). Nesses casos, a estrutura fica dividida em duas partes. A parte a esquerda
apresenta hipostaticidade ao longo da direcdo horizontal quando a fissura ficticia se encontra
aberta. Nessa mesma situac&o, a parte a direita apresenta deslocamentos de corpo rigido quando
aplicados novos incrementos da agdo externa. Consequentemente, a estrutura nao possuli

resisténcia residual, conforme é representado pelas curvas apresentadas na Figura 6.27.

Exemplo 6.4: Flexdo em 4 pontos de uma viga ndo-homogénea multifissurada

A estrutura analisada pelo Exemplo 6.4 é mostrada pela Figura 6.30. Ela consiste de
uma viga com altura # = 500 mm, largura b = 200 mm e composta por dois materiais distintos
dispostos ao longo do comprimento L = 1500 mm. As propriedades mecanicas do material
inferior (material 1) sdo: £, =30000 MPa, v=0,2, f,=3 MPa. Ja para o material superior
(material 2): E, =20000 MPa, v=0,2, f =3 MPa. Com relagdo aos valores da energia de

fraturamento dos materiais, 0s 4 casos apresentados na Tabela 6.1 s&o analisados de modo a

verificar a influéncia desse parametro no comportamento global da estrutura.
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Figura 6.30 - Problema analisado pelo Exemplo 6.4: (a) geometria e (b) discretizagéo.

Tabela 6.1 - Valores adotados para G nos diferentes casos analisados no Exemplo 6.4

Material S ()
Casol Caso2 Caso3 Caso4
1 75 75 50 100
2 50 100 75 75

Na face inferior da viga existem 5 fissuras com comprimento a = 40 mm e igualmente

espacadas por 250 mm. Sobre a face superior, nas extremidades do terco central, séo prescritos

deslocamentos u = 0,2 mm, aplicados em 30 incrementos. A for¢a equivalente total aplicada P
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é determinada para a representacdo da curva carga-deslocamento da estrutura. Um EPT ¢é
admitido.

Para as fissuras ficticias € utilizada a lei coesiva bilinear. O deslocamento transversal
relativo das faces dessas fissuras é livre, porém a reaplicacdo dos esforcos acumulados €
realizada ap0s a fissura se tornar real (modelo coesivo retangular). O estado de tensdo nas
pontas é determinado a partir de 7 raios, espacado entre si por 30 graus e compostos por 5
pontos internos cada. Os FIT para a determinacdo da direcdo de propagacao durante a fase de
propagacédo sdo determinados via integral J. O incremento minimo no comprimento da fissura

é tomado como 60 mm. Ja a tolerancia para convergéncia da fase de correcdo das tensdes

coesivas é adotada igual a 10™® MPa.

Para as analises via MEC, a discretizacdo do contorno externo da estrutura e das
interfaces é realizada com um total de 84 elementos quadréticos e 4 elementos lineares, sendo
esses Ultimos utilizados nos locais de aplicacdo das condi¢des de contorno. Ja para cada uma
das faces dos entalhes iniciais sdo empregados 2 elementos quadraticos.

A Figura 6.31 apresenta as curvas carga-deslocamento para todos os casos analisados.
Como pode ser observado, 0 maximo valor da carga total P esta relacionado ao valor da taxa
de energia de fraturamento do material 1. Isso ocorre porque os entalhes iniciais se encontram
nesse material e, assim, o crescimento das fissuras ficticias € restrito a resisténcia a abertura das
faces nesse material. Assim, quanto maior o valor de G, do material 1, maior é o valor da
magnitude total do carregamento. Essa observacdo também é confirmada a partir dos casos 1 e
2, que possuem mesmo valor de G, para o material 1. Nessas situacdes sdo determinados 0s

mesmos valores de P maximo.
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Figura 6.31 - Curvas carga-deslocamento para os diferentes casos analisados.

Ja os valores de resisténcia residual das situacfes apresentadas na Figura 6.31 estdo
relacionados, principalmente, a energia de fraturamento do material 2, que passa a conter a

maior parte da fissura critica (fissura central) quando ela atinge um grande comprimento.
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Assim, maiores valores de G, para esse material conduzem a maiores resisténcias residuais.
Para os casos 3 e 4, com iguais energias de fraturamento para o material 2, 0s comportamentos
das curvas carga-deslocamento na regido de amolecimento da estrutura tendem a ser
semelhantes.

A Figura 6.32 ilustra a evolucdo das fissuras para o caso 1. Inicialmente, todas as
descontinuidades tendem a se propagar pelo efeito da concentracdo de tensdo nas pontas dos
entalhes. A fissura central tende a crescer em linha reta, uma vez que se encontra em uma zona
de flexdo pura, enquanto as demais apresentam um caminho levemente desviado para o centro
da viga pelo efeito do esfor¢o de cisalnamento. Na sequéncia, apenas a fissura central, mais
solicitada pelo efeito do momento fletor no terco central da viga, tende a crescer mantendo a
orientacdo vertical. Essa descontinuidade cruza a interface entre os materiais e continua a se

propagar ao longo do material 2, enquanto as demais permanecem com comprimento inalterado.

Figura 6.32 - Evolugdo do comprimento das fissuras para o caso 1.

A evolucao das fissuras para os demais casos analisados é semelhante ao mostrado pela
Figura 6.32, com a fissura central dominando o comportamento global da estrutura. A
Figura 6.33a-d apresenta as configuractes deformadas finais para os 4 casos analisados e,
portanto, refletem a resisténcia residual das curvas apresentadas pela Figura 6.31.

............
R I T I R I T cosmescocec®
----------

(d)
Figura 6.33 - Configuracdes finais para casos (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 4. Os pontos de colocagdo referentes as
faces de fissura ficticia estdo em destaque. Deslocamentos ampliados em 200 vezes.
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No caso 1 (Figura6.33a), o material 2 possui menor energia de fraturamento.
Consequentemente, a fissura central na configuracdo final apresenta um maior comprimento
real e um menor comprimento ficticio, o que reflete em uma menor resisténcia residual. O
oposto é observado para o caso 2 (Figura 6.33b). Pelo fato do material 2 apresentar 0 mesmo
valor de G, para os casos 3 e 4 (Figura 6.33c e Figura 6.33d, respectivamente), a configuragédo
final das fissuras reais e ficticias sdo semelhantes para ambos os casos. Ademais, em todas as
situacbes pode ser verificado que as demais fissuras s6 causam a degradacdo do material
préximo da ponta com a formacéo de novas faces de fissura ficticia, porém nédo ha formacao de

novas faces de fissura real.

Do exposto nos exemplos tratados neste capitulo, pode-se observar que o codigo
implementado conduz a bons resultados na analise de problemas de fratura em materiais quase-
frageis. Entretanto, melhorias podem ser realizadas para tornar o modelo numeérico mais eficaz,
em especial com relacdo ao esquema de solucdo do problema ndo-linear e com novas

consideracdes sobre 0 mecanismo de propagacdo em modo misto.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Conclusoes

O presente trabalho aplicou 0 Método dos Elementos de Contorno Dual em analises de
propagacdo de multiplas fissuras em dominios bidimensionais, ndo-homogéneos e compostos
por materiais isotropicos. Dentre as vantagens observadas do método na solucao desse tipo de
problema destacam-se: a definicdo automatica do caminho de propagacdo no decorrer da
analise; a discretizacdo apenas do contorno da estrutura, que facilita o processo de
remalhamento e de alteragdo do sistema de equagdes algébricas durante o crescimento das
fissuras; e a precisa avaliacdo dos campos internos proximos as pontas, o que é fundamental
para correta verificacdo da estabilidade a propagacdo. Problemas de fratura fragil, fadiga,
fraturamento hidraulico e fratura coesiva foram abordados pelo modelo numérico desenvolvido.

Para a avaliagdo da fratura em materiais frageis foram utilizados os principios da MFEL.
No modelo numérico implementado, a estabilidade a propagacéo das pontas foi verificada a
partir da comparacao da tenacidade do material com a solicitacdo representada pelo valor do
FIT equivalente. Esse valor, por sua vez, foi obtido pela combinagédo dos FIT dos modos I e 11
a partir critério da méxima tensdo circunferencial. Esse critério também foi aplicado para a
determinacdo da direcdo de crescimento das pontas. Os FIT dos modos basicos de solicitagdo
no plano foram calculados pela técnica da integral J, que forneceu resultados precisos para 0s
exemplos analisados. Para casos nos quais o caminho para determinacdo da integral J ndo p6de
ser tragado sem interceptar algum elemento, a técnica correlacdo deslocamentos foi aplicada
para a extracdo dos FIT da ponta. Para as situacGes envolvendo dominios ndo-homogéneos
multifissurados, o fendmeno de coalescéncia e o cruzamento de fissuras com interfaces de
materiais e com o contorno externo foram satisfatoriamente representados. Os resultados
obtidos apresentaram boa correspondéncia com as referéncias encontradas na literatura,
indicando a eficacia do cddigo implementado.

A formulacdo para a andlise de fratura em materiais frageis foi estendida para a
aplicacdo em problemas de fraturamento hidraulico. Para tanto, a técnica da integral J foi
modificada para calcular os FIT considerando as faces de fissuras sujeitas a uma pressao
hidrostatica. Boa correspondéncia com valores de referéncia foi observada com o uso dessa
técnica. Uma fase prévia de solucdo foi considerada para a introducdo do estado inicial de

tensdo e de deformagdo na andlise de fraturamento hidraulico. O modelo numérico
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implementado, apesar das limitacGes, foi capaz de representar satisfatoriamente o
comportamento de ensaios experimentais. Além disso, problemas envolvendo diferentes tipos
de materiais e mdltiplas fissuras, situacdes comuns de serem encontradas nos macicos de
exploragdo sujeitos ao processo de fraturamento hidraulico, foram bem representados.

Com relagdo as analises de problemas de fadiga, um procedimento baseado na lei de
Paris foi proposto para a estimativa da vida Gtil estruturas submetidas a carregamentos ciclicos.
No processo de solucéo, a estrutura foi resolvida para cada uma das fases de carregamento. A
propagacdo das pontas foi considerada quando a amplitude de variacdo do FIT equivalente,
definido a partir do critério méxima tenséo circunferencial, superou o valor limite do material.
O referido critério também foi utilizado para a defini¢éo da direcdo de crescimento, que por sua
vez esta associada ao maximo valor do FIT equivalente determinado dentro de um ciclo de
carregamento. O modelo numérico desenvolvido forneceu boas respostas para os exemplos
simulados.

Para a analise de problemas de fratura em materiais quase-frageis, o0 modelo de fissura
ficticia foi utilizado. Esse modelo se adequa bem a aplicacdo em conjunto do MEC, pois
restringe a ndo-linearidade fisica na ZPI as faces virtuais de fissura adicionadas. Trés tipos de
leis coesivas foram implementados para simular o comportamento da zona de degradacéo:
linear, bilinear e exponencial. A solucdo do problema ndo-linear foi realizada via operador
constante, um procedimento simples e que conduz a um grande nimero de iteracdes até a
convergéncia. Todavia, conforme mostrado pelos exemplos, esse esquema fornece boas
respostas. A propagacao foi verificada a partir do estado de tenséo nas pontas, obtido a partir
da extrapolacdo das componentes de tensdo de pontos internos definidos nas proximidades. Ja
a direcdo de crescimento foi determinada com base nos fundamentos da MFEL. Diferentes
consideraces sobre abertura transversal entre as faces de fissura ficticia foram adotadas.
Resultados satisfatorios de problemas envolvendo o crescimento de fissuras em materiais
quase-frageis foram obtidos, incluindo a boa representacdo de problemas com multiplos
dominios e fissuras.

O modelo numérico implementado é robusto e eficaz na solugdo dos diversos tipos de
problemas analisados neste trabalho. Existem, entretanto, algumas limitagcdes. Dentre elas,
destacam-se: o simples procedimento utilizado de verificacdo do contato entre as faces, baseado
na abertura normal ao eixo da fissura em uma abordagem no6-né. Além disso, admitiu-se o
contato perfeito entre as faces quando fechadas; o contato perfeito também foi considerado para
as interfaces entre os diferentes materiais componentes das estruturas ndo-homogéneas.

Ademais, o fenbmeno de delaminacédo da interface também nao foi considerado; o esquema de



185

solucéo do problema ndo-linear leva a um grande nimero de iteracGes; por fim, o processo de
solucdo do problema de fratura a partir do esquema incremental iterativo com controle de
deslocamento ou for¢a ndo permite a representacao de instabilidades da estrutura, como o snap-
back. Algumas melhorias e avangos que podem ser realizados neste estudo sdo destacados a

sequir.

7.2 SugestOes para trabalhos futuros

A avaliacdo numérica das equacdes integrais do MEC toma um elevado tempo
computacional pela existéncia de nucleos singulares. Todavia, o tempo desse processo pode ser
substancialmente otimizado a partir da aplicacdo de técnicas de computacdo paralela e de
algoritmos mais eficientes de integracdo, como por exemplo, o proposto por Telles (1987).

Na abordagem isoparamétrica do MEC adotada, tanto a geometria quanto as variaveis
do contorno sdo descritas a partir de polinémios de grau qualquer. Todavia, em algumas
situacOes, as respostas ndo sdo precisamente descritas por meio dessas aproximacdes. Uma
alternativa é o emprego da formulacdo isogeométrica do MEC, que utiliza de funcdes de
aproximacdo do tipo NURBS (Non-Uniform Rational Basis Spline). Essas fungfes e suas
derivadas sdo capazes de gerar geometrias complexas de forma precisa. Assim, 0s erros
associados as aproximacgdes do contorno sdo minimizados por meio dessa abordagem. A
abordagem isogeométrica do MEC vem recebendo especial atencdo nos ultimos anos, como
pode ser observado nos trabalhos de Scott et al. (2013) e Simpson et al. (2012).

Com relacdo ao modelo mecénico de fratura, materiais com propriedades anisotropicas,
com um grande campo de aplicacdes de engenharia, podem ser contemplados. Para tanto, as
solucgdes fundamentais anisotrépicas para o problema elastostatico do MEC desenvolvidas por
Cruze e Swedlow (1971) podem ser utilizadas. Para a avaliagéo da fratura nesses materiais, 0s
trabalhos de Bank-Sills et al. (2005), Hoening (1982), Sih et al. (1965) e Sollero e Aliabadi
(1995) podem ser aplicados.

Para a precisa avaliacdo da fratura em certos tipos de estruturas ndo-homogéneas, €
importante a consideracdo da delaminacdo entre os diferentes materiais componentes. Para
tanto, 0 modelo numérico deve ser capaz de contemplar a propagacéo de fissuras ao longo de
interfaces.

Em relacdo aos problemas apresentados neste trabalho, outras metodologias podem ser
implementadas para as analises com vista a comparacao entre as respostas fornecidas pelos
diferentes critérios. No caso da propagacdo em materiais frageis, por exemplo, novos critérios

de propagacao, como o da maxima taxa de liberagdo de energia e 0 da minima densidade de
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energia de deformacéo, podem ser adicionados ao cddigo existente. Ja o fraturamento hidraulico
também pode ser avaliado a partir de uma abordagem via fratura coesiva em materiais
anisotrépicos, que constituem situacdes mais proximas de alguns casos praticos. Além disso,
novas consideragdes podem ser realizadas sobre a pressdo atuante sobre as faces. Em relagdo
as analises de fadiga, outras leis para a taxa de crescimento por ciclo podem ser contempladas.
Novos critérios para a definicdo da amplitude de variacdo do FIT e do caminho de propagacéo
em solicitaces em modo misto também podem ser avaliados. J& para problemas de fratura
coesiva, novas consideracdes podem ser feitas acerca da abertura tangencial entre as faces de
fissura ficticia em problemas de solicitacdo em modo misto. Ademais, o operador tangente pode
ser empregado para a solugdo do problema néo-linear, de forma a reduzir o nimero de iteracdes
e tornar o processo mais eficiente.

O operador tangente também pode ser aplicado para a melhor representacdo do
problema de contato entre as faces de fissura, como mostrado por Leonel (2009). O
deslocamento relativo entre as faces também pode ser avaliado com a consideracdo de uma lei
de atrito. A precisa avaliacdo do contato entre as faces de fissuras é especialmente importante
em problemas de fadiga com inverséo de solicitacao.

Para a melhor representacdo da resposta estrutural, em especial para situagbes que
apresentam instabilidades como o snap-back, novas técnicas de solucao do problema de fratura
podem ser utilizadas. Um exemplo é a aplicacdo da técnica de comprimento de arco para a
solucdo do sistema ndo-linear. Outra solucéo é a partir do controle incremental da extensdo das
fissuras que propagam, conforme empregado nos trabalhos de Bocca et al. (1991), Budyn et
al. (2004) e Saleh e Aliabadi (1995). Nessas técnicas, o controle dos fatores de carregamento é
corrigido automaticamente no curso da analise.

Por fim, algoritmos de confiabilidade podem ser acoplados ao modelo mecanico para a
analise probabilistica da fratura em estruturas. Nessa abordagem, a determinacéo de solugdes é
realizada com base nas incertezas envolvidas, o que resulta em respostas mais realisticas.

A consideracdo desses e de outros topicos sera realizada na continuagédo desta pesquisa

ao longo do doutoramento do autor.



187

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABASS, H.H.; BRUMLEY, J.L.; VENDITTO, J.J. Oriented Perforations - A Rock Mechanics
View. Spe Annual Technical Conference and Exhibition, p.411-425, 1994.

ADACHI, J.; SIEBRITS, E.; PEIRCE, A.; DESROCHES, J. Computer simulation of hydraulic
fractures. International Journal of Rock Mechanics and Mining Sciences, v.44, n.5, p.739-
757, 2007.

ALATAWI, L.LA.; TREVELYAN, J. A direct evaluation of stress intensity factors using the
Extended Dual Boundary Element Method. Engineering Analysis with Boundary Elements,
v.52, p.56-63, 2015.

ALBERT, W.J. Uber Treibseile am Harz. Archiv ffir Mineralogie, Georgnosie. Bergbau und
Hiittenkunde. v.10, p.215-234, 1837.

ALIABADI, M.H. The Boundary Element Method: Application in solids and structures.
v.2. New York: Wiley, 2002.

ALIABADI, M.H.; ROOKE, D.P. Numerical Fracture Mechanics. Dordrecht: Kluwer
Academic Publisher, 1991.

ANDERSON, W.E. An engineer views brittle fracture history. Boing report, 1969.

ANG, W.T.; TELLES, J.C.F. A numerical Green's function for multiple cracks in anisotropic
bodies. Journal of Engineering Mathematics, v.49, n.3, p.197-207, 2004.

AZADI, H.; KHOEI, A.R. Numerical simulation of multiple crack growth in brittle materials
with adaptive remeshing. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
v.85, n.8, p.1017-1048, 2010.

BANKS-SILLS, L.; HERSHKOVITZ, I.; WAWRZYNEK, P.A.; ELIASI, R.; INGRAFFEA,
A.R. Methods for calculating stress intensity factors in anisotropic materials: Part I—z=0 is a
symmetric plane. Engineering Fracture Mechanics, v.72, n.15, p.2328-2358, 2005.

BARBIER, E.; PETRINIC, N. Multiple Crack Growth and Coalescence in Meshfree Methods
with Adistance Function-Based Enriched Kernel. Key Engineering Materials, v.560, p.37-60,
2013.

BARENBLATT, G.I. The Mathematical Theory of Equilibrium Cracks in Brittle Fracture.
Advances in Applied Mechanics, p.55-129, 1962.

BARSOUM, R.S. On the use of isoparametric finite elements in linear fracture mechanics.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.10, n.1, p.25-37, 1976.

BASQUIN, O.H. The exponential law of endurance tests. American Society of Testing
Materials, v.10, p 625-630, 1910.



188

BATHIAS, C.; PINEAU, A. (eds.). Fatigue of Materials and Structures. London: ISTE,
2010.

BAZANT, Z.P. Mechanics of Fracture and Progressive Cracking in Concrete Structures. In:
SIH, G.C.; DITOMMASO, A (eds.). Fracture Mechanics of Concrete: Structural
Application and Numerical Calculation. Dordrechet: Martinus Nijhoff, 1985.

. Concrete fracture models: testing and practice. Engineering Fracture
Mechanics, v.69, n.2, p.165-205, 2002.

BAZANT, Z.P.; OH, B.H. Crack band theory for fracture of concrete. Matériaux Et
Constructions, v.16, n.3, p.155-177, 1983.

BAZANT, Z.P.; PLANAS, J. Fracture and Size Effect in Concrete and Other Quasibrittle
Materials. Boca Raton: CRC Press, 1998.

BEBENDORF, M. Approximation of boundary element matrices. Numerische Mathematik,
v. 86, n. 4, p.565-589, 2000.

BELYTSCHKO, T.: LU, Y.Y.; GU, L. Element-free Galerkin methods. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, v.37, n.2, p.229-256, 1994.

. Crack propagation by element-free Galerkin methods. Engineering Fracture
Mechanics, v.51, n.2, p.295-315, 1995.

BELYTSCHKO, T.; KRONGAUZ, Y.; ORGAN, D.; FLEMING, M.; KRYSL, P. Meshless
methods: An overview and recent developments. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, v.139, n.1-4, p.3-47, 1996.

BELYTSCHKO, T.; BLACK, T. Elastic crack growth in finite elements with minimal
remeshing. International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.45, n.5, p.601-
620, 1999.

BETTI, E. Teori Dell elasticita. 11 Nuovo Cimento, p.7-10, 1872.

BITTENCOURT, T.N.; INGRAFFEA, A.R.; LLORCA, J. Simulation of Arbitrary, Cohesive
Crack Propagation. In: BAZANT, Z.P. (ed.). Fracture Mechanics of Concrete Structures.
London: Elsevier Applied Science, 1992.

BITTENCOURT, T.N.; WAWRZYNEK, P.A.; INGRAFFEA, AR.; SOUSA, J.L. Quasi-
automatic simulation of crack propagation for 2D LEFM problems. Engineering Fracture
Mechanics, v.55, n.2, p.321-334, 1996.

BLANDFORD, G.E.; INGRAFFEA, A.R.; LIGGETT, J.A. Two-dimensional stress intensity
factor computations using the boundary element method. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, v.17, n.3, p.387-404, 1981.

BOCCA, P.; CARPINTERI, A.; VALENTE, S. Mixed mode fracture of concrete.
International Journal of Solids and Structures, v.27, n.9, p.1139-1153, 1991.

BORST, R.de. Fracture in quasi-brittle materials: a review of continuum damage-based
approaches. Engineering Fracture Mechanics, v.69, n.2, p.95-112, 2002.



189

BOUCHARD, P.O.; BAY, F.; CHASTEL, Y.; TOVENA, I. Crack propagation modelling using
an advanced remeshing technique. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v.189, n.3, p.723-742, 2000.

BRAITHWAITE, F. On the Fatigue and Consequent Fracture of Metals. Minutes of the
Proceedings of the Institution of Civil Engineers, v.13, n.1854, p.463-467, 1854.

BREBBIA, C.A. Weighted residual classification of approximate methods. Applied
Mathematical Modelling, v.2, n. 3, p.160-164, 1978

BREBBIA, C.A.; DOMINGUEZ, J. Boundary Elements: An Introductory Course. 2ed.
Southampton: McGraw Hill, 1992.

BROBERG, K.B. Cracks and Fracture. Cambridge: Academic Press, 1999.

BROEK, D. Elementary Engineering Fracture Mechanics. Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers Group, 1982.

BROWN, W.F.; SRAWLEY, J.E. Plane strain crack toughness testing of high strength
metallic materials. Philadelphia: ASTM STP, 1966.

BUDYN, E.; ZI, G.; MOES, N.; BELYTSCHKO, T. A method for multiple crack growth in
brittle materials without remeshing. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v.61, n.10, p.1741-1770, 2004.

CAHOY, D.R.; GEHMAN, J; LEI, Z. Fracking Patents: The Emergence of Patents as
Information-Containment Tools in Shale Drilling. Michigan Telecommunications and
Technology Law Review, v.19, n.2, p.279-377, 2013.

CASTOR, G.S.; TELLES, J.C.F. The 3-D BEM implementation of a numerical Green's
function for fracture mechanics applications. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, v.48, n.8, p.1199-1214, 2000.

CEN, Z.; MAIER, G. Bifurcations and Instabilities in Fracture of Cohesive-Softening
Structures: A Boundary Element Analysis. Fatigue & Fracture of Engineering Materials and
Structures, v.15, n.9, p.911-928, 1992.

CENDON, D.A.; GALVEZ, J.C.; ELICES, M.; PLANAS, J. Modelling the fracture of concrete
under mixed loading. International Journal of Fracture, v.103, n.3, p.293-310, 2000.

CHAN, S.K.; TUBA, L.S.; WILSON, W.K. On the finite element method in linear fracture
mechanics. Engineering Fracture Mechanics, v.2, n.1, p.1-17, 1970.

CHENG, A.H.-d.; CHENG, D.T. Heritage and early history of the boundary element method.
Engineering Analysis with Boundary Elements, v. 29, n. 3, p.268-302, 2005.

CLARK, J.B. A Hydraulic Process for Increasing the Productivity of Wells. Journal of
Petroleum Technology, v.1, n.1, p.1-8, 1949.

CORDEIRO, S.G.F. Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno aplicadas a
analise elastica e a fratura coesiva de estruturas compostas planas. 2015. 266p. Dissertacdo



190

(Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Séo Carlos, Universidade
de Séo Paulo, S&o Carlos, 2015.

CORDEIRO, S.G.F.; LEONEL, E.D. Cohesive crack propagation modelling in wood structures
using BEM and the Tangent Operator Technique. Engineering Analysis with Boundary
Elements, v.64, p.111-121, 2016.

CRUZE, T.A. Numerical evaluation of elastic stress intensity factor by the Boundary-integral
Equation Method. In: Swedlow, J.L. (ed.). The surface crack: Physical problems and
computational solutions. New York: American Society of Mechanical Engineers, 1972.

CRUSE, T.A.; SWEDLOW, J.L. Interactive program for analysis and design problems in
advanced composites. Pittsburg: Carnegie-Mellon University. 1971. 300p. Technical Report,
Carnegie-Mellon University, Report AFLM-TR-71-268, 1971.

CRUZE, T.A.; VAN BUREN, W. Three dimensional elastic stress analysis of fracture
specimen with an edge crack. International Journal of Mechanics, v.7, n.1, p.7-15, 1971.

DONAHUE, R. J.; CLARK, H.; ANTANMO, P.; KUMBLE, R.; MCEVILY, AJ. Crack
opening displacement and the rate of fatigue crack growth. International Journal of Fracture
Mechanics, v.8, n.2, p.209-219, 1972.

DUGA, JJ.; FISCHER, W.H.; BUXBAUM, R.W.; ROSENFILD, A.R.; BUHR, AR.;
HONTON, E.J.; MCMILLAN, S.C. The economic effects of fracture in the United States: Part
2. National Bureau of Standards Special Publication, n.647-2, 1983.

DUGDALE, D.S. Yielding of steel sheets containing slits. Journal of the Mechanics and
Physics of Solids, v.8, n.2, p.100-104, 1960.

ECONOMIDES, M.; OLIGNEY, R.; VALKO, P. Projeto unificado de fraturamento. Rio de
Janeiro: E-Papers, 2011.

ELICES, M.; PLANAS, J. Material models. In: ELFGREN, L. (ed.). Fracture Mechanics of
Concrete Structures. London: Chapman and Hall, 1989.

ELICES, M.; GUINEA, G.V.; GOMEZ, J.: PLANAS, J. The cohesive zone model: advantages,
limitations and challenges. Engineering Fracture Mechanics, v.69, n.2, p.137-163, 2002.

EPSTEIN, J.S. (ed.). Experimental Techniques in Fracture. New Jersey: John Wiley, 1993.

ERDOGAN, F.; ARIN, K. A half plane and a strip with an arbitrarily located crack.
International Journal of Fracture, v.11, n.2, p.191-204, 1975.

ERDOGAN, F.; RATWANI, M. Fatigue and fracture of cylindrical shells containing a
circumferential crack. International Journal of Fracture Mechanics, v.6, n.4, p.379-392,
1970.

ERDOGAN, F.; SIH, G.C. On the Crack Extension in Plates Under Plane Loading and
Transverse Shear. Journal of Basic Engineering, v.85, n.4, p.519-527, 1963.



191

ESHKALAK, M.O.; AYBAR, U.; SEPEHRNOORI, K. An Economic Evaluation on the Re-
fracturing Treatment of the U.S. Shale Gas Resources. Spe Eastern Regional Meeting, p.21-
23, 2014.

FARIA, L. The economic effects of fracture in Europe. Technical Report Study Contract
No. 32105, Commission of the European Communities, 1991.

FETT, T. Stress intensity factors - T-stresses - Weight Functions. Karlsruhe: Universitat
Karlsruhe, 2008.

FORMAN, R.G.; KEARNEY, V.E.; ENGLE, R.M. Numerical Analysis of Crack Propagation
in Cyclic-Loaded Structures. Journal of Basic Engineering, v.89, n.3, p.459-463, 1967.

FREDHOLM, I. Sur une classe d’equations fonctionelles. Acta Math, v.27, p.365-390, 1903.

GALVEZ, J.C.; ELICES, M. GUINEA, G.V.; PLANAS, J. Mixed Mode Fracture of Concrete
under Proportional and Nonproportional Loading. International Journal of Fracture, v.94,
n.3, p.267-284, 1998.

GEERTSMA, J.; KLERK, F. de. A Rapid Method of Predicting Width and Extent of
Hydraulically Induced Fractures. Journal of Petroleum Technology, v.21, n.12, p.1571-1581,
1969.

GERTNER, J. The lives they lived 2013: George Mitchell. The New York Times Magazine,
2013. Disponivel em: https://www.nytimes.com/news/the-lives-they-lived/2013/12/21/george-
mitchell/. Acesso em: 17/01/2017.

GORDELLY, E; PEIRCE, A. Coupling schemes for modeling hydraulic fracture propagation
using the XFEM. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v.253, p.305-
322, 2013.

GREENGARD, L.; ROKHLIN, V. A Fast Algorithm for Particle Simulations. Journal of
Computational Physics, v. 135, n. 2, p.280-292, 1997.

GRIFFITH, A.A. The Phenomena of Rupture and Flow in Solids. Philosophical Transactions
Of The Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, v.221, n.582-
593, p.163-198, 1921.

HACKBUSCH, W. A Sparse Matrix Arithmetic Based on H-Matrices. Part I: Introduction to
H-Matrices. Computing, v.62, n.2, p.89-108, 1999.

HATTORI, G.; TREVELYAN, J.; AUGARDE, C.E.; COOMBS, W.M.; APLIN, A.C.
Numerical Simulation of Fracking in Shale Rocks: Current State and Future Approaches.
Archives of Computational Methods in Engineering, p.1-37, 2016.

HELLAN, K. Introduction to Fracture Mechanics. New York: McGraw-Hill, 1984.

HESS, J.L; SMITH, A.M.O. Calculation of potential flow about arbitrary bodies. In
KUCHEMANN, D (ed.). Progress in aeronautical sciences. 8ed. London: Pergamon Press,
p.1 138, 1967.



192

HILLERBORG, A.; MODEER, M.; PETERSSON, P.-E. Analysis of crack formation and crack
growth in concrete by means of fracture mechanics and finite elements. Cement and Concrete
Research, v.6, n.6, p.773-781, 1976.

HOENING, A. Near-tip behavior of a crack in a plane anisotropic elastic body. Engineering
Fracture Mechanics, v.16, n.3, p.393-403, 1982.

HONG, H.K.; CHEN, J.T. Derivations of integral equations of elasticity. Journal of
Engineering Mechanics, v.114, n.6, p.1028-1044, 1988.

HUBBERT, M.K.; WILLIS, D.G. Mechanics of Hydraulic Fracturing. Petroleum
Transactions, v.210, p.153-168, 1957.

HUSSAIN, M.A.; PU, S.U.; UNDERWOOQOD, J. Strain energy release rate for a crack under
combined mode I and Il. ASTM STP, v.569, p.2-28, 1974,

INGLIS, C.E. Stresses in a plate due to the presence of cracks and sharp corners. Transaction
of the Royal Institution of Naval Architects, v.221, series A, p.163-198, 1913.

INGRAFFEA, A.R.; BLANDFORD, G.E.; LIGGET, J.A. Automatic Modelling of Mixed-
Mode Fatigue and Quasi-Static Crack Propagation Using the Boundary Element Method. In:
LEWIS, J.C.; SINES, G. (eds.). Fracture Mechanics: Fourteenth Symposium — VVolume I:
Theory and Analysis. ASTM STP 791, American Society for Testing and Materials, p.407-
426, 1983.

INGRAFFEA, A.R.; GRIGORIU, M. Probabilistic Fracture Mechanics: A Validation of
Predictive Capability. Report 90-8 for AFOSR Project. Ithaca, 1990.

INGRAFFEA, A.R.; SAOUMA, V. Numerical modeling of discrete crack propagation in
reinforced and plain concrete. In: SIH, G.C.; DITOMMASO, A. (eds.). Fracture Mechanics
of Concrete: Structural Application and Numerical Calculation. Dordrechet: Martinus
Nijhoff, 1985.

IRWIN, G.R. Analysis of stresses and strains near the end of a crack traversing a plate. Journal
of Applied Mechanics, v.24, p.361-364, 1957.

. Fracture. In: Handbuch der Physik. v.6. Berlin: Springer, 1958.

. Fracture Mechanics. In: GOODIER, J.N.; HOFF, N.J. (Eds.). Structural
Mechanics. New York: Pergamon Press, p.557-591, 1960.

ISIDA, M. Effect of width and length on stress intensity factors of internally cracked plates
under various boundary conditions. International Journal of Fracture Mechanics, v.7, n.3,
p.301-316, 1971.

JASWON, M. A. Integral Equation Methods in Potential Theory. I. Proceedings Of The Royal
Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, v.275, n.1360, p.23-32, 1963.

JENQ, Y.; SHAH, S.P. Two Parameter Fracture Model for Concrete. Journal of Engineering
Mechanics, v.111, n.10, p.1227-1241, 1985.



193

JUDT, P.O.; RICOEUR, A. Crack growth simulation of multiple cracks systems applying
remote contour interaction integrals. Theoretical and Applied Fracture Mechanics, v.75,
p.78-88, 2015.

KARLSSON, A.; BACKLUND, J. J-integral at loaded crack surfaces. International Journal
of Fracture, v.14, n.6, p.311-318, 1978.

KIKUCHI, M.; WADA, Y.; SHINTAKU, Y.; SUGA, K.; LI, Y. Fatigue crack growth
simulation in heterogeneous material using s-version FEM. International Journal of Fatigue,
v.58, p.47-55, 2014.

KIRSCH, G. Die Theorie der Elastizitat und die Bedurfnisse der Festigkeitslehre. Zeitschrift
des Vereines Deutscher Ingenieure, v.42, p.797-807, 1898.

KITAGAWA, H.; OKAMURA, H.; ISHIKAWA, H. Application of J-integral to mixed-mode
crack problems. Transactions of the JSME. n.780-4, p.52-54, 1978.

KUPRADZE, V.D. Potential methods in the theory of elasticity. Jerusalem: Israel Program
for Scientific Translations, 1965.

KZAM, AK.L. Formulagdo Dual em Mecanica da Fratura Utilizando Elementos de
Contorno Curvos de Ordem Qualquer. 2009. 202p. Dissertacédo (Mestrado em Engenharia
de Estruturas) — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, S&o Carlos,
2009.

LACHAT, J.C.; WATSON, J.O. Effective numerical treatment of boundary integral equations:
A formulation for three-dimensional elastostatics. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v.10, n. 5, p.991-1005, 1976.

LECAMPION, B. An extended finite element method for hydraulic fracture problems.
Communications in Numerical Methods in Engineering, v.25, n.2, p.121-133, 20009.

LEE, K.Y.; CHOI, H.J. Boundary element analysis of stress intensity factors for bimaterial
interface cracks. Engineering Fracture Mechanics, v.29, n.4, p.461-472, 1988.

LEONEL, E.D. Método dos Elementos de Contorno aplicada a analise de sélidos multi-
fraturados. 2006. 178p. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Escola de
Engenharia de Séo Carlos, Universidade de Sao Paulo, S&o Carlos, 2006.

. Modelos néo lineares do Método dos Elementos de Contorno para analise de
problemas de fratura e aplicacdo de modelos de confiabilidade e otimiza¢do em estruturas
submetidas a fadiga. 2009. 406p. Tese (Doutorado em Engenharia de Estruturas) — Escola de
Engenharia de Séo Carlos, Universidade de Sao Paulo, S&o Carlos, 2009.

LEONEL, E.D.; VENTURINI, W.S. Dual boundary element formulation applied to analysis of
multi-fractured domains. Engineering Analysis with Boundary Elements, v.34, n.12, p.1092-
1099, 2010a.

. Non-linear boundary element formulation with tangent operator to analyze crack
propagation in quasi-brittle materials. Engineering Analysis with Boundary Elements, v.34,
n.2, p.122-129, 2010b.



194

. Multiple random crack propagation using a boundary element formulation.
Engineering Fracture Mechanics, v.78, n.6, p.1077-1090, 2011.

LEONEL, E.D.; VENTURINI, W.S.; CHATEAUNEUF, A. A BEM model applied to failure
analysis of multi-fractured structures. Engineering Failure Analysis, v.18, n.6, p.1538-1549,
2011.

LIANG, R.Y.K.; LI, Y.-N. Simulations of nonlinear fracture process zone in cementitious
material - a boundary element approach. Computational Mechanics, v.7, n.5-6, p.413-427,
1991.

LIEBOWITZ, H. (ed.). Fracture: an advanced treatise. v.5. New York: Academic Press,
1968.

LOEHNERT, S.; BELYTSCHKO, T. Crack shielding and amplification due to multiple
microcracks interacting with a macrocrack. International Journal of Fracture, v.145, n.1,
p.1-8, 2007.

LOTFI, H.R.; SHING, P.B. Embedded representation of fracture in concrete with mixed finite
elements. International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.38, n.8, p.1307-
1325, 1995.

MASSONNET, C.E. Numerical use of integral procedures. In: ZIENKIEWICZ, O.C,;
HOLISTER, G.S. Stress analysis. Cap.10, p.198-235. London: Wiley, 1965.

MCCLUNG, R.C.; SEHITOGLU, H. On the finite element analysis of fatigue crack closure—
2. Numerical results. Engineering Fracture Mechanics, v.33, n.2, p.253-272, 1989.

MEDINAS, M.T. An Extended Finite Element Method (XFEM) approach to hydraulic
fractures: Modelling of oriented perforations. 2015. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia
de Petréleo) — Instituto Superior Técnico, Lisboa, 2015.

MELENK, J.M.; BABUSKA, I. The partition of unity finite element method: Basic theory and
applications. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v.139, n.1-4,
p.289-314, 1996.

MI, Y.; ALIABADI, M.H. An automatic procedure for mixed-mode crack growth analysis.
Communications in Numerical Methods in Engineering, v.11, n.2, p.167-177, 1995.

MIKHLIN, S.G. Integral equations. London: Pergamon Press, 1957.

MINER, M.A. Cumulative damage in fatigue. Journal of Applied Mechanics, v.12, n.3,
p.159-164, 1945,

MIR-MOHAMAD-SADEGH, A.; ALTIERO, N.J. Solution of the problem of a crack in a finite
plane region using an indirect boundary-integral method. Engineering Fracture Mechanics,
v.11, n.4, p.831-837, 1979.

MOES, N.; BELYTSCHKO, T. Extended finite element method for cohesive crack growth.
Engineering Fracture Mechanics, v.69, n.7, p.813-833, 2002.



195

MOES, N.; DOLBOW, J.; BELYTSCHKO, T. A finite element method for crack growth
without remeshing. International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.46, n.1,
p.131-150, 1999.

MURAKAMI, Y. Stress intensity factors handbook. New York: Pergamon Press, 1987.

MUSKHELISHVILI, N.l. Some basic problems of the mathematical theory of elasticity.
Leiden: Noordhoff, 1953.

NALLATHAMBI, P.; KARIHALOO, B.L. Determination of specimen-size independent
fracture toughness of plain concrete. Magazine of Concrete Research, v.38, n.135, p.67-76,
1986.

OLIVEIRA, H.L. Uma formulacdo alternativa do Método dos Elementos de Contorno
aplicada a analise da propagacdo de fissuras em materiais quase frageis. 2013. 132p.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de S&o Paulo, Séo Carlos, 2013.

OLIVEIRA, H.L.; LEONEL, E.D. Dual BEM Formulation Applied to Analysis of Multiple
Crack Propagation. Key Engineering Materials, v.560, p.99-106, 2013.

. Cohesive Crack Propagation Analysis Using a Non-Linear Boundary Element
Formulation. Proceedings of 10th World Congress on Computational Mechanics, p.1-19,
2014.

OLIVER, J. Modelling Strong Discontinuities in Solid Mechanics via Strain Softening
Constitutive Equations. Part 1: Fundamentals. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, v.39, n.21, p.3575-3600, 1996a.

OLIVER, J. Modelling Strong Discontinuities in Solid Mechanics via Strain Softening
Constitutive Equations. Part 2: Numerical Simulation. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v.39, n.21, p.3601-3623, 1996b.

OLSON, J.E.; TALEGHANI, A. D. Modeling simultaneous growth of multiple hydraulic
fractures and their interaction with natural fractures. Spe Hydraulic Fracturing Technology
Conference, p.1-7, 2009.

PALMGREN, A. Die Lebensdauer von Kugellagern. VDI-Zeitschrift. v.68, p.339-341, 1924,

PARIS, P.; ERDOGAN, F. A Critical Analysis of Crack Propagation Laws. Journal of Basic
Engineering, v.85, n.4, p.528-533, 1963.

PARIS, P.C.; SIH, G.C. Stress analysis of cracks. In: ASTM (American Society for Testing
and Materials). Fracture Toughness Testing and its Applications, ASTM STP 381, p.30-83,
Philadelphia, 1965.

PERKINS, T.K.; KERN, L.R. Widths of Hydraulic Fractures. Journal of Petroleum
Technology, v.13, n.9, p.937-949, 1961.

PETERSSON, P.-E. Crack Growth and Development of Fracture Zone in Plain Concrete
and Similar Materials. Report No. TVBM-1006, Division of Building Materials, Lund
Institute of Technology, 1981.



196

PINEAU, A.; BATHIAS, C. Introduction to Fatigue: Fundamentals and Methodology. In:
BATHIAS, C.; PINEAU, A. (eds.). Fatigue of Materials and Structures. London: ISTE,
2010.

PLANAS, J.; ELICES, M.; GUINEA, G.V.; GOMEZ, F.J.; CENDON, D.A.; ARBILLA, 1.
Generalizations and specializations of cohesive crack models. Engineering Fracture
Mechanics, v.70, n.14, p.1759-1776, 2003.

PLUMBRIDGE, W. J. Review: Fatigue-crack propagation in metallic and polymeric materials.
Journal of Materials Science, v.7, n.8, p.939-962, 1972.

PORTELA, A. Dual boundary element incremental analysis of crack growth. 1992. Tese —
Wessex Institute of Technology, Universidade de Portsmouth, Portsmouth, 1992.

PORTELA, A.; ALIABADI, M.H.; ROOKE, D.P. The dual boundary element method:
Effective implementation for crack problems. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, v.33, n.6, p.1269-1287, 1992.

. Dual boundary element incremental analysis of crack propagation. Computers
and Structures, v.46, n.2, p.237-247, 1993.

QIAN, J.; FATEMI, A. Mixed mode fatigue crack growth: A literature survey. Engineering
Fracture Mechanics, v.55, n.6, p.969-990, 1996.

RABCZUK, T. Computational Methods for Fracture in Brittle and Quasi-Brittle Solids: State-
of-the-Art Review and Future Perspectives. Isrn Applied Mathematics, v.2013, p.1-38, 2013.

RANKINE, W.M. On the causes of the unexpected breakage of the journals of railway axles;
and on the means of preventing such accidents by observing the law of continuity in their
construction. Minutes of the Proceedings of the Institution of Civil Engineers, v.2, n.1843,
p.105-107, 1843.

RASHID, Y.R. Ultimate strength analysis of prestressed concrete pressure vessels. Nuclear
Engineering and Design, v.7, n.4, p.334-344, 1968.

REED, R. P.; SMITH, J. H.; CHRIST, B. W. The economic effects of fracture in the United
States: Part 1. National Bureau of Standards Special Publication, n.647-1, 1983.

RICE, J. R. A Path Independent Integral and the Approximate Analysis of Strain Concentration
by Notches and Cracks. Journal of Applied Mechanics, v.35, n.2, p.379-386, 1968.

RIZZO, F.J. An integral equation approach to boundary value problems of classical
elastostatics. Quarterly of Applied Mathematics, v.25, n.1, p.83-95, 1967.

RIZZO, F.J.; SHIPPY, D.J. A formulation and solution procedure for the general non-
homogeneous elastic inclusion problem. International Journal of Solids and Structures, v. 4,
n. 12, p.1161-1179, 1968

ROKHLIN, V. Rapid solution of integral equations of classical potential theory. Journal of
Computational Physics, v.60, n.2, p.187-207, 1985.



197

RYBICKI, E.F.; KANNINEN, M.F. A finite element calculation of stress intensity factors by
a modified crack closure integral. Engineering Fracture Mechanics, v.9, n.4, p.931-938,
1977.

SALEH, A.L. Crack growth in Concrete using Boundary Elements. Southampton:
Computational Mechanics Publications, 1997.

SALEH, A.L.; ALIABADI, M.H. Crack growth analysis in concrete using boundary element
method. Engineering Fracture Mechanics, v.51, n.4, p.533-545, 1995.

SANFORD, R.J. Principles of Fracture Mechanics. Upper Saddle River: Prentice Hall, 2003.

SCHIJVE, J. Fatigue of Structures and Materials in the 20th Century and the State of the Art.
Materials Science, v.39, n.3, p.307-333, 2003.

. Fatigue of Structures and Materials. 2ed. Dordrecht: Springer, 2009.

SCHUTZ, W. A history of fatigue. Engineering Fracture Mechanics, v.54, n.2, p.263-300,
1996.

SCOTT, M.A,; SIMPSON, R.N.; EVANS, J.A.; LIPTON, S.; BORDAS, S.P.A.; HUGHES,
T.J.R.; SEDERBERG, T.W. Isogeometric boundary element analysis using unstructured T-
splines. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v.254, p.197-221,
2013.

SHI, Z. Crack Analysis in Stuctural Concrete: Theory and Applications. Amsterdam:
Butterworth-Heinemann, 2009.

SIH, G.C. Strain-energy-density factor applied to mixed mode crack problems. International
Journal of Fracture, v.10, n.3, p.305-321, 1974.

SIH, G.C; PARIS, P.C; IRWIN, G.R. On cracks in rectilinearly anisotropic bodies.
International Journal of Fracture Mechanics, v.1, n.3, p.189-203, 1965.

SIMPSON, R.N.; BORDAS, S.P.A.; TREVELYAN, J.; RABCZUK, T. A two-dimensional
Isogeometric Boundary Element Method for elastostatic analysis. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v.209-212, p.87-100, 2012.

SMITH, E. A comparison of the Jeng-Shah two-parameter procedure and the cohesive zone
procedure for predicting the failure of large concrete structures. Advanced Cement Based
Materials, v.2, n.3, p.85-90, 1995.

SMITH, M.B.; MONTGOMERY, C.T. Hydraulic Fracturing. Boca Raton: CRC Press, 2015.

SMITH, R.A. The Versailles railway accident of 1842 and the first research into metal fatigue.
In: KITAGAWA, H.; TANAKA, T (eds.). Fatigue 90. v. IV, p.2033-2041. Birmingham:
Materials and Component Engineering Publications, 1990.

SNEDDON, I.N. The Distribution of Stress in the Neighbourhood of a Crack in an Elastic Solid.
Proceedings Of The Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,
v.187, n.1009, p.229-260, 1946.



198

SNYDER, M.D.; CRUSE, T.A. Boundary-integral equation analysis of cracked anisotropic
plates. International Journal of Fracture, v.11, n.2, p.315-328, 1975.

SOLLERO, P.; ALIABADI, M.H. Anisotropy analysis of cracks in composites laminates using
the boundary element method. Composite Structures, v.31, n.3, p.229-233, 1995.

SOLLERO, P.; ALIABADI, M.H.; ROOKE, D.P. Anisotropic analysis of cracks emanating
from circular holes in composite laminates using the boundary element method. Engineering
Fracture Mechanics, v.49, n.2, p.213-224, 1994.

SOMIGLIANA, C. Sopra l'equilibrio di un corpo elastico isotropo. Il Nuovo Cimento, v.17,
p.140-148, 1885.

SRAWLEY, J.E.; BROWN, F.W. Fracture Toughness Test. NASA Technical Note DN-2599,
Washington D.C., 1965.

SRAWLEY, J.E. Wide range stress intensity factor expressions for ASTM E 399 standard
fracture toughness specimens. NASA Technical Memorandum TM-X-71881, Cleveland,
1976.

STANOLIND OIL & GAS CO (Tulsa, Oklahoma, EUA). Joseph B. Clark. Treatment of wells.
US2596844, 31 dez. 1949, 13 mai. 1952,

STANOLIND OIL & GAS CO (Tulsa, Oklahoma, EUA). Riley F. Ferris. Fracturing
formations in wells. US2596843, 31 dez. 1949, 13 mai. 1952.

STANOLIND OIL & GAS CO (Tulsa, Oklahoma, EUA). George C. Howard. Well completion
process. US2667224, 29 jun. 1949, 26 jan. 1954.

STOLARSKA, M.; CHOPP, D.L.; MOES, N.; BELYTSCHKO, T. Modelling crack growth by
level sets in the extended finite element method. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v.51, n.8, p.943-960, 2001.

SURESH, S. Fatigue of Materials. 2ed. New York: Cambridge University Press, 1998.

SWARTZ, S.E.; JONES, G.L.; HU, K-K. Compliance monitoring of crack growth in concrete.
Journal of the Engineering Mechanics Division, v.104, n.4, p.789-800, 1978.

TADA, H.; PARIS, P.C.; IRWIN, G.R. The stress analysis of cracks handbook. 3ed. New
York: ASME Press, 2000.

TAN, C.L.; GAO, Y.L. Treatment of bimaterial interface crack problems using the boundary
element method. Engineering Fracture Mechanics, v.36, n.6, p.919-932, 1990.

TANG, T.; SHAH, S.P.; OUYANG, C. Fracture Mechanics and Size Effect of Concrete in
Tension. Journal of Structural Engineering, v.118, n.11, p.3169-3185, 1992.

TELLES, J. C. F.. A self-adaptive co-ordinate transformation for efficient numerical evaluation
of general boundary element integrals. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v.24, n.5, p.959-973, 1987.



199

TELLES, J.C.F.; CASTOR, G.S.; GUIMARAES, S. A numerical green's function approach for
boundary elements applied to fracture mechanics. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v.38, n.19, p.3259-3274, 1995.

TIMOSHENKO, S.P. History of strength of materials: with a brief account of the history
of theory of elasticity and theory of structures. New York: McGraw-Hill, 1953.

U.S. ENERGY DEPARTMENT. Energy Information Administration. Shale in the United
States. Dez., 2016. Disponivel em: https://www.eia.gov/energy_in_brief/article/shale_in_the
united_states.cfm. Acesso em: 17/01/2017.

VENTURINI, W.S. Um estudo sobre o método dos elementos de contorno e suas aplicacdes
em problemas de engenharia. 1988. Tese de Livre Docéncia — Escola de Engenharia de S&o
Carlos, Universidade de Séo Paulo, S&o Carlos, 1988.

WARWRZYNEK, P.; INGRAFFEA, A. Franc2D: a two-dimensional crack propagation
simulator (Version 2.7 User’s Guide). NASA Contractor Report 4572, 1994.

WEIBULL, W. A statistical theory of strength of materials. Ingvetensk Akad Handl, v.151,
45p., 1939.

WELLS, G.N.; SLUYS, L.J. A new method for modelling cohesive cracks using finite
elements. International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.50, n.12, p.2667-
2682, 2001.

WESTERGAARD, H.M. Bearing pressures and cracks. Journal of applied mechanics, v.6,
p.49-53, 1939.

WOHLER, A. (1860). Versuche uber die Festigkeit der Eisenbahnwagenachsen. Zeitschrift
fur Bauwesen, v.10, p.160-161, 1867.

XIAO, F.; HUI, C.-Y. A boundary element method for calculating the K field for cracks along
a bimaterial interface. Computational Mechanics, v.15, n.1, p.58-78, 1994.

XIAO, Q.Z.; KARIHALOO, B.L. Direct evaluation of accurate coefficients of the linear elastic
crack tip asymptotic field. Fatigue Fracture Engineering Material Structure, v.26, n.8,
p.719-729, 2003.

YORK, J.0. An account of a series of experiments on the comparative strength of solid and
hollow axles. Institution of Civil Engineers, Minutes of Proceedings, v.2, p.105-108, 1842.

YOUNG, A.; CARTWRIGHT, D.J.; ROOKE, D.P. The boundary element method for
analysing repair patches on cracked finite sheets. The Aeronautical Journal, v.92, n.920,
p.416-421, 1988.

ZEHNDER, A.T. Fracture Mechanics. Dordrecht: Springer, 2012.

Zl, G.; SONG, J.-H.; BUDYN, E.; LEE, S.-H.; BELYTSCHKO, T. A method for growing
multiple cracks without remeshing and its application to fatigue crack growth. Modelling and
Simulation in Materials Science and Engineering, v.12, n.5, p.901-915, 2004.






APENDICE I: FLUXOGRAMAS

1.1

Fratura fragil

Inicio

= Geometria

= Acdes externas

= Materiais

= Fissuras

= Discretizacdo

= Parametros para FIT

Definicdes
iniciais

v

.| Modifica u e p de acordo com
> - ~
incremento nas agoes externas

v

Pés-
processamento

v

FIT

Ultimo
incremento?

Figura 1.1 - Fluxograma principal do modulo de fratura frégil.

Processamento <

Abertura de
pares de PC

A

Propagacéo

201



202

Inicio

adimensionais e reais dos
pontos de colocacéo (PC)

Determina as coordenadas

Determina as componentes
dos vetores normais aos PC

v

Define os pares de PC
das fissuras com
deslocamentos restritos

v

Calcula matrizes H e G

Figura 1.2 - Processo definido: Defini¢Ges iniciais.

Inicio

Troca de colunas de

He G paraobtero |«
sistema Ax = f

v

Resolve sistema e
atualiza U,gm € Pacum

Abertura de

pares

de PC

4

A

Restringe deslocamentos
de parescom COD <0 e
decrementa U,cm € Pacum

Figura 1.3 - Processo definido: Processamento.




203

Inicio

Libera deslocamentos
de pares com p, >0

v

Modifica condic6es de
contorno em
deslocamento para u =0

v

Modifica p de acordo com
P.cum dOS pares com
deslocamentos recém liberados

Fim

Figura 1.4 - Processo definido: Abertura de pares de PC.

Inicio

FIT via
integral J?

Adiciona pontos
internos ao longo dos
caminhos de integracéo

¢ A 4
Determina FIT via
Calcula campos para o x
. técnica de correlacéo
novos pontos internos

¢ de deslocamentos

Determina FIT
via integral J

v

Determina Ky |
e ¢, potencial

Fim

Figura 1.5 - Processo definido: FIT.



204

Inicio

Calcula campos
elasticos nos
pontos internos

v

Calcula tensoes
no contorno

Fim

Figura 1.6 - Processo definido: Pds-processamento.

Inicio

Adiciona novos elementos
e modifica os interceptados

v

Atualiza valores geométricos
dos PC criados e modificados

v

Interpola U,qm € Pacum Para
elementos modificados

v

Atualiza matrizes H e G

v

Define novos pares de PC de
faces com deslocamentos restritos

v

Calcula valores de u,.m € Pacum
para novos pares de PC

Fim
Figura 1.7 - Processo definido: Propagacao.



205

.2 Fraturamento hidraulico (fracking)

Inicio

= Geometria

= Ag0es externas

= Materiais

= Fissuras

= Discretizacdo

= Pressdo interna

= Parametros para FIT

Definicbes
iniciais

Modifica u e p de acordo com
incremento nas acGes externas

v

Processamento

Pos-
processamento

Ultimo
incremento?

Fraturamento
hidraulico

Fim

Figura 1.8 - Fluxograma principal do médulo de fraturamento hidréulico.



206

Inicio

Modifica p de acordo com
incremento na pressdo
interna e define u=0

v

Processamento

v

Pos-

processamento Abertura de

¢ pares de PC
(fracking)

FIT 4

Ultimo
incremento?

Propagacéo

Figura 1.9 - Processo definido: Fraturamento hidraulico.

Inicio

Libera deslocamentos
de pares com p, >0

v

Modifica condicoes de
contorno em
deslocamento para u = 0

Modifica p dos pares recém
liberados de acordo com p,,, € com
pressao interna aplicada sobre eles

Fim

Figura 1.10 - Processo definido: Abertura de pares de PC (fracking).



1.3 Fadiga

Inicio

Geometria

Acdes externas
Materiais

Fissuras
Discretizacao
Parametros para FIT

v

Defini¢des
iniciais

v

Primeira fase de

carregamento

v

Modifica u e p de acordo com
incremento nas agdes externas

v

Processamento

Ultimo
incremento?

Nova fase de
carregamento

A

Figura 1.11 - Fluxograma principal do médulo de fadiga.

Pds-
processamento

Atualiza AK,q € 6,

Ultima fase
de carregamento?

Propagacao
fadiga

207



208

Inicio

Configuracéo inicial?

Atualiza nmero
de ciclos

Viola algum
critério de parada?

Adiciona novos elementos as
pontas que propagam e modifica
elementos interceptados

Fim da
analise

v

Atualiza valores geométricos
dos PC criados e modificados

v

Atualiza matrizes H e G

v

Define novos pares de PC de
faces com deslocamentos restritos

v

Reinicializa variaveis

uacum € pacum

Fim

Figura 1.12 - Processo definido: Propagacao fadiga.



1.4 Fratura coesiva

Inicio

= Geometria

= Ac0es externas

= Materiais

= Fissuras (reais e coesivas)

= Discretizacdo

= Parametros para tensdo
nas pontas

Definices
iniciais

v

Modifica u e p de acordo com
incremento nas agdes externas

v

Aplicacdo de incremento
nas acdes externas

v

Fase de

correcao

Pos-
processamento

v

Tensao
nas pontas

Ultimo
incremento?

Figura 1.13 - Fluxograma principal do médulo de fratura coesiva.

Propagacéo
coesiva

209



210

Inicio

Determina matriz
C e vetory

v

Calcula vetor x e
atualiza u

acum e pacum

Restringe deslocamentos
de pares com COD <0 e
decrementa U,cm € Pacum

Figura 1.14 - Processo definido: Aplicacéo de incremento nas ac¢des externas.

Inicio

Modifica condicGes de
contorno em
deslocamento para u =0

v

Correcdo
de forcas de <
superficie

Abertura de
algum par?

Determina matriz i
_,| Determina ma Atualiza vetor y
Cevetory

Calcula vetor x e
atualiza u

acum e pacum

Restringe deslocamentos
de pares com COD <0 e
decrementa U,cm € Pacum

Figura 1.15 - Processo definido: Fase de correcéo.



211

Inicio

Corrige tensdes
coesivas a partir
da lei adotada

Libera deslocamentos Libera deslocamentos
de pares com p,, > f; de pares com p, >0

Atualiza p com
esforcos corrigidos [«
e/ou reaplicados

»{ Fim J€
Figura 1.16 - Processo definido: Correcao de forcas de superficie.

Inicio

Define rede de pontos
internos nas pontas

v

Calcula tensdes nos
pontos internos

v

Extrapola estados de
tenséo para as pontas

v

Determina a maxima
tensdo principal no
plano para as pontas

4

Fim

Figura 1.17 - Processo definido: Tens&o nas pontas.
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Inicio

Determina as novas
posic¢des das pontas
que propagam

Adiciona novos elementos
e modifica os interceptados

v

Atualiza valores geométricos
dos PC criados e modificados

v

Interpola U,qym € Pacum Para
elementos modificados

v

Atualiza matrizes H e G

v

Define novos pares de PC de
faces com deslocamentos restritos

v

Atualiza u e p com os valores de
Ugacum € Pacum F€SPECivamente

Determina matriz
C e vetory

v

Calcula vetor x para a
obtencdo dos valores
acumulados dos novos PC

Fim

Figura 1.18 - Processo definido: Propagacao coesiva.
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ANEXO A: FUNDAMENTOS DA ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

Grande parte dos materiais, para determinados niveis de tensdo, apresentam
comportamento elastico, caracterizado pela propriedade de recuperacdo da forma e das
dimensdes originais quando as acdes que produzem as deformacdes deixam de atuar. A analise
de corpos elasticos submetidos a agdes externas é realizado pela Teoria da Elasticidade. Nela,
0 meio é assumido como continuo, no qual toda porcdo do espaco é preenchido por material.
Dessa forma, um elemento com dimensdes infinitesimais é representativo de todo o dominio.

Apesar de em muitos casos ser necessario o conhecimento do comportamento dos
materiais além da sua fase elastica, os conceitos da Teoria da Elasticidade ainda possuem
grande valia por fornecerem subsidios para teorias inelasticas mais complexas. Alguns desses
conceitos serdo expostos nos itens que se seguem e compdem a base para as formulacbes do

MEC e da Mecanica da Fratura que séo utilizadas neste trabalho.

A.1 Estado de tensdo

Quando um solido, suficientemente vinculado para impedir movimentos de corpo
rigido, € submetido a um conjunto de acgdes externas, forcas internas sdo introduzidas na
estrutura. Essas forcas sdo resultado da interacdo intermolecular existente entre as particulas
componentes do meio. As componentes de tensdo séo definidas como a relagéo infinitesimal
das componentes de esforcos internos pela area em que eles atuam. No espaco tridimensional,
para determinada superficie, ¢ comum decompor as componentes de tensdo em trés diregdes
distintas: uma direcdo normal a superficie e duas outras tangentes a ela e ortogonais entre si. A
Figura A.1 esquematiza as componentes de tensdao em um ponto representado por um elemento

cubico com dimensodes infinitesimais.

X X
| 3 O33 A3

A

“—» O, O,
7 32 11
O3
O.
23
o, O
12
O3
> 022 o ) 022
13
012 0-21
| .x X Oy
2 2 O3 E
Ou > O
X1 v 0-33 X1

Figura A.1 - Estado de tensdo em um ponto
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As nove componentes de tensdo em um ponto podem ser agrupadas em um tensor,
chamado de tensor de tensdes, conforme mostrado na Eq. (A.1).
011 O O
6=|0 Oy O (A1)
O3 O3z Oy
Neste trabalho s&o analisados problemas bidimensionais. Nesse caso, apenas as
componentes de tensdo em um plano, adotado como o plano x1-Xz, sdo de interesse. No chamado
estado plano de deformacdo, a componente normal ao longo da direcdo x3 também é de
interesse, porém pode ser expressa a partir das componentes normais de tensao no plano xi-xe.
A Figura A.2 representa a distribuicdo de tensdes em um ponto infinitesimal no plano. Nela séo
mostradas as variacdes das componentes de tensdo em cada uma das dire¢des, bem como as

componentes forcas de volume que atuam sobre o elemento.
0
Oy wtﬂdx2

2
A

b,
T ooy,
dx, » 0, + d
b ﬁ_’bl ‘ 11 %, X
XZ
0-12 T_'Xl Xm

Oy <

v
0-2 2

Figura A.2 - Distribuicdo de tensdes em um ponto infinitesimal no plano.

Realizando o equilibrio de momentos em relacdo ao ponto O, tem-se que:

[012 +aa%xizdxijdx2 OI7)(1+o*12dx2 d%—(aﬂ +%dx2jdx1d—;z—aﬂdxid—;2 =0 (A2

Desenvolvendo e desprezando os termos de ordem superior, obtém-se:

0, =0y, (A3)

O mesmo raciocinio pode ser estendido para o caso tridimensional, obtendo igualdades
semelhantes a da Eq. (A.3) para as demais componentes de tenséo de cisalhamento. Em notacéo

indicial, essas igualdades podem ser expressas por:

— (A4)
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A Eq. (A.4) é conhecida como teorema de Cauchy. A partir dela, pode-se concluir que
o tensor de tensdes mostrado na Eq. (A.1) é simétrico. Assim, apenas seis das componentes de
tensdo mostradas sdo independentes entre si.

O equilibrio de forgas em relagdo ao eixo x1 também pode ser determinado, resultando

em:
0oy, 00,
oy, + dx, |dx, +| o, +—=dX, |dx, —oy,dX, —o,,dx, +bdxdx, =0 (A.5)
X X,
Desenvolvendo, chega-se a:
0o, 00,
—H+—24+p =0
x T ox) b, (A.6)

Uma expressao analoga pode ser obtida a partir do equilibrio de forcas ao longo do eixo
X2, resultando em:

%+%+bz=o (A7)
A Eqg. (A.6) e a Eq. (A.7) podem ser agrupadas por meio da notagéo indicial como:
o;;th =0 (A.8)
Utilizando a simetria do tensor de tensdes, expressa pela Eqg. (A.4), a Eq. (A.8) pode ser

reescrita como:
o;;+h =0 (A9)
A Eg. (A.9) representa a equacdo de equilibrio em termos de tenses. A mesma relagdo

é valida quando considerado o problema tridimensional.

Outra relacdo de interesse € a expressdo para a determinacdo das componentes da forca
de superficie pi em um plano cujo versor normal € 7i a partir do estado de tensdo no ponto. Esse

problema é esquematizado pela Figura A.3 para o estado bidimensional.
P,

A

Py

dx,

>

X2
01, T—>x1 dx,

O, <

v (o

Figura A.3 - Representacao das forcas de superficie em um plano com versor normal 7.
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Fazendo o equilibrio de forcas em relacédo ao eixo x;, tem-se que:

d dx,n
Py n_X1 —Op % —0,dx =0 (A.10)

2 2

Simplificando e desenvolvendo, obtém-se:

p, =oy,N, —o,N, (A.11)

Fazendo o equilibrio de forgas na direcdo x, chega-se a uma expressdo semelhante, dada
por:

P, =0, —0,,N, (A.12)

A Eg. (A.11) a Eq. (A.12) podem ser agrupadas por meio da notacao indicial como:

P =on =oyn, (A.13)
onde para a segunda igualdade foi utilizado o teorema de Cauchy. A Eq. (A.13) é chamada de

férmula de Cauchy e fornece as componentes de forcas de superficie para um plano cujo versor

normal é 7.

A.2 Estado de deformacéo

As deformacgdes em um corpo continuo estdo associadas ao campo de deslocamento.
Neste topico serdo mostradas as relacbes que relacionam as duas grandezas para o caso de
pequenas deformacdes, deslocamentos e giros. As deformacdes determinadas a partir dessas
restrices sdo conhecidas como deformagdes lineares.

Seja o elemento infinitesimal bidimensional mostrado na Figura A.4, considerado
inicialmente retangular e cujas arestas formam um angulo reto entre si. Na configuracdo
deformada, os vértices A, B, C e D passam a ocupar as posi¢des A', B', C'e D', respectivamente,
preservando a continuidade do meio. Os angulos existentes entre as arestas nao sao mais retos,
porém a variacdo é pequena, muito inferior a unidade angular.

Os segmentos AB e AC, na configuracdo deformada, passam a ocupar, respectivamente,

a posicao dos segmentos AB e A'C’, cujos comprimentos séo dados por:

1 ou ou
A'B = u, +—=dx |—(u, —d ~dx |1+ — A.14
1 ou ou
AC' = —2dx, |—(u, —d ~dx, |1+—2
cos(;/z)Hueraxz xzj (u, XZ)} xz( +6x2J (A.15)

onde o fato de y, e y, « 1 foi utilizado.
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ou
u, + i dx,

C D
Ul |dx,
A W B
Uy ou

> u +—2dx

«~—>

> %
Figura A.4 - Representacdo da deformacdo de um elemento infinitesimal no espaco bidimensional.

As deformagdes longitudinais em relacdo aos eixos x; e x, sdo obtidas a partir da
variagédo relativa dos comprimentos de reta AB e AC em relagdo ao comprimento inicial. Elas

séo calculadas por:

__Ag-as_ 1 (o) o e
11 AB dX1 Xi 8)(1 Xi axi 11 ( . )
A'C'—AC 1 ou ou
_AC AL L (14 Qe |y, |= My
b2 =7 AC dxz{ 2( asz 2} x, (A-17)

Ja a distor¢éo angular corresponde a variacao do angulo formados pelos segmentos AB
e AC, ou seja:

Yo =N+t7, (A.18)

Porém, sabendo que y, < 1, pode-se escrever que:

X U, A%, (A.19)

AB dx, (1+u,,)

o zsen(r,) =

Utilizando a hipdtese de pequenas deformagdes, tem-se que u; ;= &; < 1 e, portanto:

71 = Uy, (A.20)

Da mesma forma, para y,:

7, =Up, (A.21)

Substituindo a Eq. (A.20) e a Eq. (A.21) na Eq. (A.18), tem-se que a distor¢cdo angular
¢ expressa por:

Vip =Upp Uy, (A.22)
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A semidistorcdo, ou distorcdo matematica, pode ser definida como uma medida de

deformacéo angular da seguinte maneira:

Yo _ U, +Uy,

&, = A.23
12 =7, > (A.23)

Dessa forma, pela prépria definicdo das semidistorcdes, nota-se que:

& =&n (A.24)

Ou seja, da mesma forma que o tensor de tensdes, o tensor de deformacoOes lineares
também é simétrico. A mesma ideia pode ser expandida para o caso tridimensional.

A Eg. (A.16), a Eq. (A.17) e a Eq. (A.23) podem ser expressas por meio da notagéo
indicial, resultando em uma relacéo geral para as medidas lineares de deformacéo dada por:

E. = —Ui'j +uj'i

i > (A.25)

A.3 RelacGes constitutivas elasticas lineares

Nos tépicos anteriores foram obtidas expressdes que envolvem tens@es e deformacdes
de forma isolada. Todavia, quando um corpo elastico esta sujeito a um estado de tenséo, a ele
também estd associado um estado de deformacdo. Assim, pode-se notar que as tensdes e
deformagdes estdo correlacionadas. As relagdes que exprimem as tensdes em funcdo das
deformacdes dependem das propriedades do material constituinte da estrutura e, portanto, sao
chamadas de relacdes constitutivas. Neste item serdo apresentadas as relacOes lineares entre
tensdo e deformacdo para um material isotropico, conhecidas como lei de Hooke generalizada.

A lei de Hooke generalizada pode ser expressa a partir da notacéo indicial como:
o = Dya& (A.26)
onde o tensor de quarta ordem D,;, € composto pelas constantes de elasticas e corresponde a

matriz de rigidez do material. Esse tensor admite inversa e, portanto, a lei de Hooke

generalizada pode também ser escrita como:
& = Cijklo-kl (A.27)
O tensor C;y € denominado tensor de compilancia e corresponde a matriz de
flexibilidade do material. Por serem tensores de quarta ordem, os tensores D € Cyy

apresentam 81 componentes no espaco tridimensional. Todavia, pode-se mostrar por meio de
critérios energéticos e com o uso da simetria do tensor de tensdo e de deformacéo, que apenas
21 das componentes elasticas sdo independentes para o caso anisotrépico geral. No caso de

materiais isotropicos, existem apenas duas constantes elasticas independentes: o modulo de
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elasticidade longitudinal E e o coeficiente de Poisson v. Para esses materiais, as deformacoes
lineares podem ser expressas a partir das tensdes a partir da seguinte equacao:
1 Vv
&jj :Zaij _Egkké}j (A.28)

onde i, j, k =1, 2, 3, dij € o delta de Kronecker e xé 0 modulo de elasticidade transversal dado

por:
E
H=3 ) (A.29)
Escrevendo as tensGes em termos da tensdo, pode-se obter a seguinte equacao:
oy = 2,ugij +/’tgkk5ij (A.30)
onde A é chamada de constante de Lamé e é dada por:
a-__ VB (A.31)

(1+v)(1-2v)

A.4 Estados planos

Certos problemas tridimensionais, dependendo da geometria do corpo em analise, das
acOes atuantes e das condicdes de contorno, podem ser simplificados em problemas planos.
Tais problemas sdo denominados como estado plano de deformacdo (EPD) ou estado plano de
tenséo (EPT).

O EPD ocorre em estruturas que apresentam uma dimensdo muito superior as demais.
Nesses casos, a analise € realizada em uma secdo transversal do corpo perpendicular a maior
dimensdo. As deformacdes fora do plano de anélise sdo restringidas e, portanto, sdo admitidas
nulas. Assim, tem-se que &3 = &3 = &3 = 0. Para materiais isotropicos, as componentes de
deformacéo e de tensdo ainda podem ser determinadas a partir da Eq. (A.28) e da Eq. (A.30),
respectivamente. Ja a componente normal ao plano xi-x2 pode ser expressa em funcéo das
tensdes normais no plano por:

O3 = V(O-ll + 05 ) (A32)

Ja 0 EPT ocorre em estruturas que possuem uma dimensao muito menor que as demais.
O plano que contém as maiores dimensdes constitui o plano de analise. Todas as componentes
de tensdo fora deste plano sdo consideradas nulas. Todavia, essa hipotese € uma aproximacao,
uma vez que contraria as relagdes de compatibilidade que existem entre as deformagdes. No
caso de meios isotropicos, as deformagdes podem ser obtidas pela Eq. (A.28). Todavia, a

Eq. (A.30) ndo é mais valida para obtencdo das componentes de tensdo por causa da violacéo
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das relagdes de compatibilidade. As tensfes nesse caso sdo obtidas a partir da seguinte

expressao.
oy = 28 +)I_’gkké}j (A.33)
parai, j, k=1, 2. Observa-se que h4 uma mudanca apenas na constante de Lamé em relagdo a

Eq. (A.30), que agora passa a ser dada por:

VE

A= m (A.34)

A.5 Equacao de Navier

A equacdo de Navier representa a equacdo de equilibrio expressa em termos de
deslocamento para materiais isotropicos com comportamento elastico-linear. E a partir dela que
sdo obtidas as solugdes fundamentais do problema elastostatico para meio isotropico que sao
utilizadas na formulagdo do MEC.

A lei de Hooke para materiais isotropicos (Eq. (A.30)) pode ser reescrita da seguinte

forma:
— 2 \
O = cH| & +Egkké‘ij (A.35)
Derivando esta expressdo em relagédo a dire¢do xj, tem-se que:
— 2 v
Ojj.j = ¢H| & j +Egkk,j5ij (A.36)
Derivando a Eq. (A.25) em relagéo a xj, substituindo na Eq. (A.36) e desenvolvendo
chega-se a:
3 1
T, = H W o, Wi (A.37)
Substituindo a Eq. (A.37) na equacgéo de equilibrio em tensdes, Eq. (A.9), obtém-se:
bi
1_oy i T +;:O (A.38)

A Eq. (A.38) é chamada de Equacédo de Navier ou equacdo de equilibrio em termo dos
deslocamentos.

A.6 Funcao de tensdo de Airy

Sejam as funcdes escalares ¢ e V tais que as componentes de tensdo e de forcas de

volume no plano sejam definidas como:
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Oy =0, +V

Oy =0, +V

O =—0;, (A.39)
b, = _V,l

b, =-V,

A funcdo ¢ é chamada fungdo de tensdo de Airy. Substituindo essas expressdes na

equacdo de equilibrio em tensdesn (Eg. (A.9)) verifica-se que elas sdo satisfeitas.

A partir da lei de Hooke generalizada (Eq. (A.28)) escrita para o EPT, e das relagdes em

na Eq. (A.39) assumindo V = 0, as componentes de deformacdo podem ser expressas em termos

da funcéo de tensdo de Airy como:

1 v
&y = E(ézz _E¢,ll
1 Y,
€pn = E Do~ E P (A.40)
1
26, =— ¢,12
U

Ja as expressOes para a determinacdo das deformacdes lineares, definidas pela Eq.
(A.25), podem ser reunidas a partir da eliminagdo dos deslocamentos de forma a obter a

seguinte relacdo de compatibilidade de deformacdes:
Engn T Ep1 — 2611, =0 (A.41)

Por meio das relagdes mostradas na Eq. (A.40) e na Eq. (A.41) é possivel escrever a
equacao diferencial que rege o problema elastico-linear isotropico sem forcas de volume em
termos da fungéo de tensdo de Airy:

VD= rr + 20110 + P11 =0 (A.42)

A Eg. (A.42) indica que a funcdo de tensdo de Airy satisfaz a equacgdo biharmonica
homogénea para o problema analisado. Tomando uma funcéo de tenséo de Airy que satisfaca
Eq. (A.42), as relacBes de deformacéo e deslocamento e as relagdes constitutivas também séo
satisfeitas. Ademais, como ja comentado, as componentes de tensdo definidas conforme as
expressdes da Eqg. (A.39) também satisfazem as condicGes de equilibrio. Dessa forma, o
emprego da funcédo de tensdo de Airy contempla todas as relacdes do problema elastico-linear.
A dificuldade no tratamento dos problemas da elasticidade a partir dessa abordagem passa a ser
a definicdo da funcédo de Airy que representa o caso analisado.
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ANEXO B: SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Como mostrado no item 2.1, a formulacdo integral de contorno do problema
elastostatico pode ser obtida a partir do teorema da reciprocidade de Betti (1872). Esse teorema
estabelece que para um corpo com comportamento elastico-linear o trabalho realizado pelos
esforcos em um estado elastostatico (1) assumindo o campo de deformacdes de um estado
elastostatico (2) é igual ao trabalho realizado pelos esforcos do estado (2) tomando o campo de
deformacdes do estado (1).

Na derivagdo do equacionamento utilizado no MEC, o estado elastostatico (1)
corresponde ao problema real, cujos campos de tenséo e deformacao se deseja determinar por
completo. Ja o estado (2) é tomado como um problema virtual, que ndo existe na pratica, porém
possui seus efeitos conhecidos. Tal problema é usualmente adotado como o de uma forca
concentrada unitéria atuando em um meio infinito que apresenta as mesmas propriedades
materiais do corpo avaliado no problema real. Os campos de deslocamentos, tensdes,
deformacdes e forcas de superficie gerados pela aplicacdo de forca concentrada unitaria em
meios isotropicos sdo conhecidos e recebem o nome de solugdes fundamentais. A partir dessas
solucBes e do teorema da reciprocidade de Betti, 0s campos incdgnitos do problema real podem
ser aproximados por meio do MEC. Na sequéncia serdo a obtidas as solugdes fundamentais
para o problema elastostatico bidimensional para materiais isotropicos obtidas por Lord Kelvin.

Seja a equacdo de Navier, apresentada pela Eq. (A.38), que representa as equacdes de
equilibrio escritas em funcdo das componentes de deslocamento. No problema virtual, a forca
de volume corresponde a forga concentrada unitaria aplicada no ponto genérico f, chamado de

ponto fonte, ao longo da direcdo do versor e; e pode ser escrita como:

b=A'e (B.1)
sendo A’ a funcéo delta de Dirac aplicada sobre o ponto f.

A equacdo de Navier pode ser resolvida a partir da utilizagdo dos vetores de Galerkin.

As componentes de deslocamento podem ser escritas em funcao desses vetores por meio de:

1
Uj :Gj,mm —me,jm (BZ)

onde G, representa as componentes do vetor de Galerkin.

Substituindo a Eq. (B.1) e a Eq. (B.2) na Eq. (A.38) e desenvolvendo, chega-se a:
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Gi mmij +1Afe| =0 (B.3)
U
que pode ser reescrita como:
2 2 1 f

\Y% (V Gi)+;A g =0 (B.4)
onde V2(-) é o operador de Laplace e V2(V?(-)) representa o operador biharmonico.

Fazendo a componente F; de um vetor F igual ao operador de Laplace aplicado sobre a
componente G; do vetor de Galerkin, pode-se reescrever (B.4) como:

V2F +1Afei =0 (B.5)

H

Uma solucgdo possivel para a Eq. (B.5) no caso de problemas bidimensionais é dada por:

R :—ﬁln(wl)ei (B.6)

Outras solucdes também podem ser obtidas apenas alterando o termo constante na
Eqg. (B.6). Todavia, essa alteracdo modifica apenas o termo de deslocamento de corpo rigido na
solucdo fundamental que serd obtida e, portanto, ndo influi na formulacdo do MEC em
problemas nos quais as forcas de volume sdo desconsideradas (BREBBIA; DOMINGUEZ,
1992).

Assim, as componentes do vetor de Galerkin podem ser obtidas a partir da resolugéo da
seguinte equacao de Poisson:

VG :—ﬁln(r +1)g (B.7)

Definindo as componentes G; como:

Gi = Gei (BS)
tem-se que o escalar G deve satisfazer:
1
VG =———In(r+1
2 () (8.9)

Resolvendo a equacdo de Poisson mostrada na Eq. (B.9) para o problema bidimensional,
obtém-se:
V26 = ZInr (B.10)
8ru
Considerando o pulso unitario em cada uma das dire¢cdes como independentes, pode-se

escrever:
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G =Guj (B.11)
onde G;; é a componente j do vetor de Galerkin em qualquer ponto campo ¢ quando uma forca
concentrada é aplicada sobre o ponto fonte f na direcéo i.

Os deslocamentos gerados em qualquer ponto campo pela aplicacao do esforgo unitéario
em direcdes independentes podem ser escritos por:

uj = U (B.12)
onde u; representa o deslocamento em qualquer ponto campo na dire¢do j quando uma forga

concentrada € aplicada no ponto fonte f na direcdo i. Esses deslocamentos sdo esquematizados

na Figura B.1, na qual a linha tracejada indica o dominio infinito.

Figura B.1 - Representacdo das componentes da solucdo fundamental em deslocamentos.

Aplicando as definicdes de G;; e u; a Eq. (B.2) pode ser reescrita como:

1

Uj = Gijmm —2(1—_\/)

Gim, jm (B.13)

Substituindo a Eq. (B.10) e a Eqg. (B.11) na Eq. (B.13), chega-se a solucao fundamental
em deslocamentos:

u:}=—m{(3—4ﬂln r§|j_r,ir,j+(7_—28vj§|j} (B.14)

Conforme Brebbia e Dominguez (1992), o termo constante na Eq. (B.14) representa um
deslocamento de corpo rigido e ndo altera a solugdo do sistema de equacdes de um problema
sem forcas de volume analisado via MEC. Portanto, tal termo pode ser desprezado e a solucéo
fundamental fica dada por:

Uj :—m[@—w)lnr@j —rir; | (B.15)
Todavia, caso exista forcas de volume, a solucdo fundamental mostrada na Eq. (B.14)
deve ser utilizada.
As derivadas em relagdo a r, que representa a distancia do ponto fonte ao ponto campo,

sdo tomadas em relagéo as coordenadas do ponto campo. Assim, elas podem ser expressas por:
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(B.16)

onde x§ e xlf representam as coordenadas do ponto campo do ponto fonte, respectivamente.
As demais solucdes fundamentais para o problema isotropico podem ser obtidas a partir
das relagdes desenvolvidas no Anexo A para corpos elasticos. A Eq. (A.25) pode ser escrita em

termos de solucgdes fundamentais como:
gy = : (B.17)

Derivando a solucdo fundamental em deslocamentos (Eq. (B.16)) em relacdo as
coordenadas do ponto campo, substituindo na Eq. (B.17) e desenvolvendo, obtém-se:

* 1

Eijk = _m[(l— 2V)(1ySij + 18 )+ 2rir 1y — r,i5jk] (B.18)
Aplicando a lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos (Eq. (A.35)), tem-se

que:
* * V
Oijx = Zﬂ(ﬁjk +mgimm§jk) (B.19)

Substituindo a Eq. (B.18) na Eq. (B.19) e desenvolvendo, obtém-se:

- b 1-2 1) 1) o, )+2
O-ijk__47z_r(1_v)[( - V)(r,k i T1i%k =T} jk)+ r,ir,jr,k] (B.20)
Utilizando a formula de Cauchy (Eg. (A.13)) e a Eq. (B.20), obtém-se a solugédo

fundamental em termos de forcas de superficie:

. 1 or
Py =— - (1_\/) {(1_ 2V)(r,jni —hin; )+%[(1_ 2V)5ij + Zr,ir,j ]} (B.21)
onde:
or
= r.n, (B.22)

A solucdo fundamental D;-k, presente na identidade de Somigliana escrita em termos da
tensdo interna (Eg. (2.25)) e na formulacéo hipersingular do MEC, é obtida a partir da solucéo
fundamental em tensdo. Para tanto, a solucdo apresentada na Eq. (B.20) é incorporado o sinal
negativo proveniente da derivacdo da equacdo integral singular (Eg. (2.15)) em relagdo as
coordenadas do ponto fonte (ver item 2.1). Desse modo, D;k fica expresso por:

* * 1
Dijk =—0;

ik :m[(l_ ZV)(r,k5ij +10 — r,i5jk)+2'ﬁi'ﬁjr,k] (B.23)
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Ja a solugédo fundamental S;-k é obtida a partir da aplicacdo da lei de Hooke generalizada

considerando as forgas de superficie no lugar dos deslocamentos. Dessa operacdo resulta:

* pfi, + p*i,' \' *
Sijk :_21u|:( Jik > K JJ+1_2V pmi,mé‘jk} (824)

onde foi utilizada a Eq. (A.25). O sinal negativo incorporado tem a mesma origem exposta para

a solugdo Dy

Substituindo a Eq. (B.21) na Eq. (B.24) e desenvolvendo, obtém-se:

. E or
Sig = W{Z%[(l—m) ' +V(r,j5ik + r,i5jk)_4r,ir,jr,k] ©25)

+2v(nifjrk -+ njrirk)+(1—2v)(2nkrirj +N,8, +ni§jk)—(l—4v)nk5ij}

Pode-se notar que a ordem da singularidade aumenta de o(Inr) na solugdo fundamental

£ _1 ~ - * £ _2 ~ *
u;; para o(r~") nas solugdes fundamentais p;e Dy, € para o(r~~) na solugdo fundamental S;;.
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ANEXO C: TOPICOS DE MECANICA DA FRATURA

Algumas das principais relacdes da Mecéanica da Fratura Elastico-Linear (MFEL)
utilizadas neste trabalho sdo desenvolvidas no presente anexo. As demonstragdes sao
apresentadas para enfatizar algumas das hipéteses assumidas na formulagédo. O equacionamento
mostrado esta relacionado a dominios bidimensionais com comportamento elastico-linear,
isotropico, sem forca de volume e homogéneo.

As formulacbes da MFEL estdo baseadas nos conceitos da elasticidade (ver Anexo A).
Inicialmente as componentes de tensdo e de deslocamento na regido préxima a ponta das
fissuras sdo desenvolvidas para os modos basicos de solicitacdo | e 1l. Para tanto, é utilizada a
abordagem via funcGes de Airy em termos de varidveis complexas, que satisfazem a equacéo
biharménica mostrada pela Eq. (A.42).

Na sequéncia, uma expressao para determinacdo da taxa de liberagdo de energia (G) é
desenvolvida, chamada de integral de fechamento da fissura. Essa relacéo foi desenvolvida por
Irwin (1957) e é util para relacionar o balango global de energia de Griffith (1921) com a
abordagem local da MFEL via fatores de intensidade de tenséo (FIT). A relacdo entre G e os

FIT é apresentada posteriormente.

C.1 Campos tensdo e de deslocamento para o problema elastico-linear

Os campos elasticos de tensdo e de deslocamento para modos basicos de solicitacao
serdo obtidos por meio das metodologias encontradas em Hellan (1984) e Zehnder (2012) para
0 modo | e em Broek (1982) e Tada et al. (2000) para o modo Il, ambas baseadas em funcGes
de tensdes complexas de Westergaard. Seja uma funcdo de tensdo @ que satisfaz a equacao

biharmonica do problema elastico-linear plano (Eq. (A.42)) definida por:
1 -
©(2) =5 Re[74(2) +y/ ()] (C1)

onde ¢(z) e w(z) sdo fungbes complexas analiticas da variavel imaginaria z = x1 + ixz, Z € 0
conjugado de z e i = v~ 1 ¢ a unidade imaginaria.

Para que uma funcao complexa f seja considerada analitica ela deve satisfazer a equacéo
de Cauchy-Riemann escrita em forma complexa como:

of (z) _ of (2)
o X

(C.2)

da qual decorrem as seguintes igualdades entre as partes real e imaginaria:



230

oRef(z) _ 0Imi(2)

OX, X, (C.3)
olmf(z) oRef(z)
> o (C.49)

A partir da funcdo de tensdo @, as componentes de tenséo do problema sdo obtidas a
partir das relagcbes mostrada pela Eq. (A.39). Substituindo a Eg. (C.1) nas expressdes das
componentes de tensdo e desenvolvendo com a aplicacdo das condi¢fes de Cauchy-Riemann
(Eq. (C.3) e Eq. (C.4)) e da regra da cadeia, obtém-se:

62 !/ 1— 4 1 4
O-llzg?zRe{¢ _§Z¢ _E‘// :| (C.5)
82 12 l— " 1 "
022=8—X?=Re{¢ +Ez¢ +El//} (C.6)
82 1 5 AN 14
o, :_8x1§<2 =Elm[z¢ +y"] (C.7)

onde cada linha indica derivada em relagdo a z.

Ja as componentes de deslocamento do problema podem ser determinadas a partir da
aplicacdo da lei de Hooke generalizada (Eq. (A.28)) e das relacBes de compatibilidade entre
deslocamento e deformagéo (Eq. (A.25)). Admitindo um estado plano de deformagéo, as
derivadas das componentes de deslocamento u; e u, podem ser escritas em funcdo das

componentes de tensdo como:

ou, oy O,

—L=g, =1(1-v)-=2y

o%, én 2u ( ) 24 (C.8)
ou, O, oy,

—2=g,=-2(1-v)--Ltv

oX, % 2u ( ) 2u (C.9)

As componentes de deslocamento u; e u, podem ser determinadas a partir da integragéo
da Eq. (C.8) e da Eq. (C.9), respectivamente. Utilizando as expressdes de tensdes mostradas na

Eq. (C.5) e na Eq. (C.6) e as relagdes de Cauchy-Riemann, tais componentes séo obtidas por:
4, =Re[xp—7¢' —y'] (C.10)
4uu, = Im[/c¢+7¢’+l//'] (C.11)
onde k= (3 —4v) para estado plano de deformagé&o. Para um estado plano de tenséo, basta tomar
k=B -v)/(1+v).
As funcbes complexas #(z) e w(z) que definem as componentes de tenséo e

deslocamento s&o escolhidas de acordo com as condic¢des de contorno do problema elastico a
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ser resolvido. Na sequéncia serdo mostradas as escolhas de ¢#z) e y(z) de acordo com a
abordagem feita por Westergaard (1939) para a determinacdo dos campos elasticos para 0s

modos | e Il de solicitacao da fissura.

Modo I:
O modo | esta relacionado ao modo de solicitacdo de abertura e pode ser esquematizado
como o problema de uma fissura imersa em um meio infinito e solicitada a uma acao de tracédo

com direcéo perpendicular ao seu eixo, conforme mostrado pela Figura C.1a.

PrEttftetets ARIRAREARN

Q

I
IRRRRRRI
vl

+
Y
frefttses

£Y

Poibvebbibed Poiveb bbb

(@) (b) ©
Figura C.1 - Decomposicéo do (a) modo I puro em (b) um estado biaxial de tragdo e (c) um estado uniaxial de
compressdo ao longo do eixo da fissura.

A condicdo conhecida para o modo | (abertura) pode ser escrita como:

o12(% =0) =0 (C.12)
Essa condicdo pode ser imposta na Eq. (C.7) fazendo:

y'=-1¢" (C.13)
Integrando a Eq. (C.13) resulta que:

v'=-2¢'+¢+C, (C.149)

onde Ci é uma constante de integracao.

A partir da Eqg. (C.13) as componentes de tensdo podem ser escritas como:

o1 =Re ¢, — X Im ¢” (C15)
Oy = Re¢’+X2 Im¢” (C16)
O1p =—Xo Re¢” (Cl?)

J& as componentes de deslocamento podem ser escritas substituindo a Eq. (C.14) na
Eg. (C.10) e na Eg. (C.11), resultando em:

1
2,LIU1=KTRG¢—X2 Img' (C.18)
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1
2yu2=%|m¢—x2|m¢' (C.19)

Westergaard (1939) prop6s a seguinte funcdo analitica capaz de representar as
condicdes de contorno do problema representado pela Figura C.1b.

O’

P == (C.20)
Z"—a

onde a é o semicomprimento da fissura e o,, € 0 carregamento aplicado.

Na verdade, Westergaard (1939) propds, de forma equivocada, a funcdo representada
pela Eq. (C.20) paratratar o problema representado pela Figura C.1a. Todavia, a Unica alteracédo
da resposta em tensdes da solicitacdo em modo | puro e da solicitacdo com tracdo biaxial € um
termo livre correspondente ao carregamento mostrado pela Figura C.1c para a tensdo oy;.
Portanto, o carater singular da resposta nédo é alterado, como é mostrado adiante.

A derivada da Eqg. (C.20) é desejada, e € dada por:

2
" O,a

B 3 C.21
(22 32 )A ( )
De forma a simplificar os calculos, Sneddon (1946) e Irwin (1957) propuseram a
seguinte mudanca de coordenadas (Figura C.2):
z=a+re"’ (C.22)

onde r é dado por:

=% +x (C.23)

X2

A

r
<
S— - X,

a
S

Figura C.2 - Mudanca de coordenadas no plano imaginario para coordenadas polares.

Ja termo re'? é chamado de relagéo de Euler, que pode ser expressa como:
re'’ =r(cosd+isend) (C.24)

Substituindo a Eq. (C.22) na Eq. (C.20) e na Eq. (C.21) e desenvolvendo, tem-se que:
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g oAl e)

\/Zare'g 1+Al 2'9) (€29)
= .e%a 1% (C.26)
[Zare' (1+%e'8)}

Admitindo que r < a, ou seja, regides proximas a ponta a uma distancia inferior ao

comprimento da fissura e utilizando a relacdo de Euler, a Eq. (C.25) e a Eq. (C.26) séo reescritas

-4 (3]

() (]

Substituindo a Eqg. (C.27) e a Eq. (C.28) na expressédo de o»,, representada pela

como:

Eqg. (C.16), e sabendo que x, = r send, obtém-se:

Oy = G:/O%_ cos( > j{u sen (gjsen (%ﬂ (C.29)

Aplicando a definicho matematica para obter o FIT para o modo | conforme
Irwin (1957):

K, = Iingazz(r,O)\/Zﬂ = o, 7a (C.30)

Aplicando o mesmo procedimento para obter as demais componentes de tensdo a partir
da Eq. (C.15) e da Eq. (C.17) e utilizando o valor obtido para K; na Eq. (C.30), chega-se a:

o = K cos [2) {1— sen (gj sen (3—6]} (C.31)
N2rxr 2 2 2 '

G = L cos (QJ[H sen [QJ sen (%ﬂ (C.32)
a2 2 2 |

K, 0 0 30
o1 = Ner sen (Ej Ccos [Ej cos(;j (C.33)

Essas componentes de tensdo estdo relacionadas ao problema representado pela

Figura C.1b. Sobrepondo esse caso com o problema esquematizado pela Figura C.1c para a
obtencdo da solucdo para a solicitagdo em modo I puro (Figura C.1a), a Unica componente que

sofre alteracdo é o, que passa a ser expressa por:
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o = K cos(gj{l—sen(gjsenﬁ—eﬂ—a (C.34)
J2zr 2 2 2 " '

O termo livre adicionado é normalmente omitido por ndo modificar a parcela singular
de tensdo e por ter sido o resultado decorrente da proposta original de Westergaard (1939).
Para a obtencéo das componentes de deslocamento, inicialmente é feita a integracdo da

expressao de ¢', mostrada pela Eq. (C.20):

¢=0,\2"-a’ +C, (C.35)

onde C, € uma constante de integracao.

Substituindo a Eq. (C.22), desprezando a constante de integracdo e desenvolvendo,

chega-se a:

¢:aw\/ar(£e2i9+2e‘9j (C.36)

a

Admitindo novamente que » < a e empregando a relacdo de Euler, a Eqg. (C.36) fica

reescrita como:
J_ g\ . 0
¢ =0, 2ar| cos 2 +isen r (C.37)

Tomando a parte real de ¢ na Eqg. (C.37) e a parte imaginaria de ¢’ na Eq. (C.27),
substituindo na Eq. (C.18), utilizando a definicdo de K; (Eq. (C.30)) e desenvolvendo, chega-
se a seguinte expressdo para determinacdo da componente de deslocamento u,:

ul:zK_;ll écos[g)(x—cose) (C.38)

Procedendo de maneira anéloga, para u, tem-se que:

KT en (gj(zc—cosﬁ) (C.39)
2u\2r 2

U
Modo II:
O modo Il esta relacionado ao modo de solicitacdo de deslizamento e pode ser
esquematizado como o problema de uma fissura imersa em um meio infinito e solicitada a uma
acao de cisalhamento (problema de Griffith em modo Il), conforme mostrado pela Figura C.3.
O problema em modo Il puro foi analisado por Irwin (1958) partindo da mesma
metodologia baseada em fungdes de tensdo complexas utilizada por Westergaard (1939) para a

solicitacdo em modo |I.
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To
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 — —— — ——
Figura C.3 - Modo Il puro de solicitacéo.

De acordo com a abordagem de Irwin (1958), a funcéo yna Eq. (C.1) é escolhida como:

w(2) = —2%4(2) —7¢(2) (C.40)
Assim, a funcéo de tenséo fica expressa por:
D(2) =—X%,4(2) (C.41)

Utilizando o mesmo procedimento utilizado para 0 modo I, as componentes de tensdo

para 0 modo Il ficam expressas por:

011 = 2 |m¢’ + X Re ¢” (C42)
Oy =—X, Re ¢” (C43)
o1, =Red' —x; Img’ (C.44)

E as componentes de deslocamento ficam dadas por:

1
2,uu1:%lm¢+x2 Red' (C.45)

-1
2yu2:—KTRe¢—x2 Img' (C.46)

Empregando uma funcdo semelhante & proposta por Westergaard (1939) para anélise do
modo | da forma:
, T Z
¢ = W (C.47)
o0 problema de modo Il puro de solicitagdo pode ser resolvido. Adotando o mesmo procedimento

feito para 0 modo I, para 0 modo Il sdo obtidas as seguintes componentes de tenséo:

30

o1 =— Ku sen(gj{brcos(gjcos[—ﬂ (C.48)
N2zr 2 2 2

Oy = Ki gen (QJ cos (gj cos(%) (C.49)
N2rxr 2 2 2 '
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Oy = K cos(gj{l—sen(gjsen(g—eﬂ C.50
Y ar 2 2 2 (C.20)

onde o FIT K; é definido por:

Ky = |irT(1)O'12(r,O)x/27rr =r.\7a (C.51)
r—
Ja as componentes de deslocamento ficam dadas por:
up = K [ gen (gj(x+2+cos 0) (C.52)
2u\2r 2
U _ K LCOS(£)(1{—2+COS€) (C.53)
2u\2r 2

C.2 Métodos de energia

A abordagem energética da MFEL é uma alternativa a analise local de tensbes a partir
dos campos singulares desenvolvidos no item C.1. Essa abordagem foi originalmente proposta
por Griffith (1921) e consiste de um balanco energético global da estrutura fissurada para
determinar a energia disponivel ao fraturamento. Todavia, como sera apresentado neste item,
existe uma equivaléncia entre as abordagens global e local da MFEL, uma vez que ambas estdo
relacionadas aos processos de fraturamento que ocorrem na regido da ponta.

A energia potencial total IT de um corpo eléstico sujeito a acdes mecéanicas pode ser
escrita conforme:

M=uU-Q (C.54)
onde U é a energia de deformacéo do corpo e Q € o trabalho realizado pelas forcas externas. A

energia de deformacdo pode ser obtida a partir da energia especifica de deformagdo W por:
U= IVW(g)dV (C.55)

Jé& a energia especifica de deformacdo pode ser determinada a partir da resposta elastica
do material (Figura C.4) e é dada por:

Y

&

>

&
Figura C.4 - Diagrama tensdo-deformagao para um material elastico.

W(e) = [ oz, (C.56)
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Considerando as forcas de volume nulas, o trabalho realizado pelas forgas externas é

obtido a partir de:
Q= L p,u.dS (b =0) (C.57)

Seja um corpo fissurado mostrado pela Figura C.5a no qual, na situacéo inicial, as forcas
de superficie prescritas no contorno Sp sdo dadas pelo vetor p°, enquanto os deslocamentos
prescritos no contorno Sy sdo dados por u®. Nesse caso, 0 corpo apresenta campo de tensdo o,
campo de deformacéo &° e campo de deslocamento ¢ ao longo de seu volume V. Mantendo as
condigdes de contorno prescritas em Sp e Sy, a descontinuidade é acrescida de um volume AV
com a formacdo de novas superficies As (Figura C.5b). Nessa nova configuracdo, o corpo
possui campo de tensdo o= o°+Aoc, campo de deformacdo €= £°+Aec e campo de
deslocamento d = d°+Ad ao longo do seu volume V — AV. Utilizando a Eq. (C.54), Eq. (C.55),
Eq. (C.56) e Eq. (C.57), a diferenca entre o potencial total entre as configuraces em equilibrio

antes e apos o crescimento da descontinuidade é dada por:

Su

ue S=S+Sp
S, NS, =9
(@) (b)

Figura C.5 - Representacdo de um corpo com descontinuidade material. (a) e (b) representam, respectivamente, a
configuracdo antes e ap6s o crescimento da descontinuidade.

—AIT= IVW(gO)dV - Lt peu°ds — jV_AVW(E)dv + LMS p.udS (C.58)

onde #; e p, sdo as componentes de deslocamento e forga de superficie ao longo do corpo apos
a propagacao da descontinuidade.
A ultima integral do segundo membro da Eq. (C.58) pode ser reescrita como:

J-slms pTdS = J.slws pu;dS +J‘SI+AS PiAu,dS (C.59)

Porém, p. = 0 em AS pela condigdo de for¢a nula nas novas faces da descontinuidade e
P, =p? em St por serem mantidas as condigOes de contorno em forcas de superficie durante a

propagacao. Portanto, a Eq. (C.59) é expressa por:
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Ist+As pu;dS = ."st pru;dS +Ist P Au;ds (C.60)

Substituindo a Eq. (C.60) na Eq. (C.58) e desenvolvendo, a variagdo do potencial total
é obtida por:

—AIT = LVW(g")dV - jHV [W(E)-W(°)]dvV + jst p°Au.dS (C.61)

A segunda integral do segundo membro da Eq. (C.61) pode ser escrita a partir da

definicdo da energia de deformacéo (Eq. (C.56)) como:

[ W@ -weE)]av=] { [[oyde, - [ aijdgij}dv (C62)
ou ainda:
[ Jw@E-weE)av=| f oyde;dV (C.63)

Utilizando a relacdo deformacdo-deslocamento (Eq. (A.25)) e a equacdo de equilibrio

sem consideracdo de forcas de volume (Eg. (A.9)), a Eq. (C.63) pode ser reescrita como:

J~djj+Adi,J (O'ijddi )’jdV (C.64)

dij

[, [W@E)-w(e]av =

V-AV

Aplicando o teorema da divergéncia e a formula de Cauchy (Eq. (A.13)), chega-se a:

[, W@ -we]av =], IA p,du,ds (C.65)

+AS
Sabendo que Au; =0 em Su e que p, & constante em St durante a propagacao da

descontinuidade, a Eq. (C.65) é reescrita como:
_ o o u +Ay;
jV_AV [W(E)-W(°)]adv = L{ peAu.dS + Ls j p,du,dS (C.66)
Substituindo a Eq. (C.66) na Eq. (C.61) e desenvolvendo, tem-se que:
o u +Au;
—AT=[ W(e*)dV —[ j p,du,dS (C.67)

Ou seja, a variacdo do potencial total é composta por uma parcela proveniente da
retirada de energia de deformacdo devido a remoc¢do de um volume AV de material e outra
parcela correspondente ao trabalho realizado pelo alivio das forcas de superficie que atuavam
na configurac&o inicial sobre as novas superficies criadas AS.

No caso da descontinuidade material ser tomada como uma fissura, ndo ha remocéo de
material (AV = 0), mas apenas formacdo de novas superficies. Considerando pequenos
incrementos de novas superficies, os campos de deslocamento sofrerdo variagfes também

pequenas. Dessa forma, pode-se admitir uma relacdo linearizada entre o alivio de forcas de
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superficie e os deslocamentos ocorridos nas novas faces criadas, conforme mostrado pela

Figura C.6. Pelo exposto, a Eq. (C.67) fica dada por:

Al _J.AS I::%Aui 0° Wdu,ds = _IAS% p’Au,dS (C.68)

u.

A pi

PP

Ui

>

uy U + Au
Figura C.6 - Relacéo esquematica do comportamento das forcas de superficie durante o crescimento da fissura.

As novas superficies criadas podem ser decompostas em uma superficie superior (AS®)

e outra inferior (AS') da fissura, ou seja: AS = AS® + AS', sendo AS® = AS' = As. As é 0 acréscimo

de superficie fraturada. Ademais, antes da propagacao, as forcas de superficie que atuavam em

cada uma das futuras faces possuiam mesma intensidade, mesma dire¢do, porém sentidos

contrarios. Entao: p?* = —p?' = p?. Portanto, a Eq. (C.68) pode ser reescrita como:
1 .
—AIl =— LSE p; (Au; - Au/)dS (C.69)

A taxa de liberacdo de energia G pode ser entdo obtida a partir da aplicacdo de sua
definicdo (Eq. (3.7)):

G:—%—E{zlggn()—i AS% p? (Au; —Au/)ds (C.70)

A Eq. (C.70) representa a integral de fechamento da fissura e foi originalmente proposta
por Irwin (1957). Ela fornece a taxa de liberacdo de energia por novas superficies de
fraturamento. Tal energia é proveniente do trabalho realizado pelo alivio das forcas de
superficie durante a abertura das novas faces de fissura. Cabe ressaltar que o trabalho realizado
possui sinal negativo, uma vez que as forcas de superficie tendem a manter as faces unidas e,
portanto, atuam em sentido contrario aos deslocamentos relativos entre as faces.

Consequentemente, G é sempre positivo.

C.3 Relagdesentre Geos FIT

Apesar da taxa de liberacdo de energia ser determinada a partir do balancgo de energia
total no corpo (carater global), a Eq. (C.70) mostra que G pode ser obtido a partir dos campos
elasticos na regido préxima as pontas durante a propagacdo. Consequentemente, G pode ser

relacionada com os FIT, uma vez que tais fatores séo capazes de descrever completamente os
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campos de tenséo e deslocamento existentes nas proximidades das pontas, como mostrado no
item C.1. Para tanto, pode-se admitir, sem perda de generalidade, um incremento no
comprimento da fissura igual a Aa ao longo do seu eixo. Assumindo 0 corpo como
bidimensional com espessura B, o acréscimo de superficie fissurada é dado por As = BAa.
Dessa forma, a Eg. (C.70) pode ser escrita como:

1 paal

G=Ilim——
Aa—0 Agdo 2

p? (Au; —Au; )dx, (C.72)

A integral do segundo membro da Eq. (C.71) representa o trabalho das forgas que atuam
na situacdo anterior a propagacéo, representada pela Figura C.7a, sobre os deslocamentos na
configuracdo ap0s a propagacdo, esquematizada pela Figura C.7b. Admitindo o corpo com
comportamento elastico-linear, as componentes p¢? correspondem as componentes de tensdo
para a regido proxima da ponta (item C.1) assumindo €= 0 e » = x,. Assim, tem-se que:

X2 X2 X2

P o) oA W
7 X1 T3 . > X1, X1
/ /Y A

a Aa a Aa
€« ><—> €< ><—>

Figura C.7 - Relacdo esquematica do comportamento das forcas de superficie durante o crescimento da fissura.

Pl = 0,(%,0) (C.72)

p; =0 (%,0) (C.73)
ou reunindo ambas as expressdes em notagéo indicial:

P =01,(%,0) (C.74)

J& para os incrementos nos deslocamentos da face superior e inferior, pode-se escrever
que:

AU® — AU! = 2AU° (C.75)

Todavia, o incremento de deslocamento na face superior pode ser relacionado as
componentes de deslocamento assumindo o sistema de coordenadas polares localizado na nova
ponta. Nesse caso, ao longo do comprimento de propagacao Aa, € =, » = Aa — x; e, portanto:

AU =u,(Aa—x, ) (C.76)

Substituindo a Eqg. (C.76), Eq. (C.75) e Eq. (C.74) na Eq. (C.71), chega-se a:

G= Iim—i OAaO'iz(Xi,O)Ui(Aa—Xl,ﬁ)Xm (C.77)

Aa—0  Ag

A partir da Eq. (C.77), G pode ser decomposto em duas parcelas:
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G =G, +G, (C.78)
onde:
G, = Iim—iracrzz(xi,O)uz(Aa—xl,7r)dx1 (C.79)
a0 Ag Yo
G, = Iim—ij'malz(xl,0)ul(Aa—x1,7z)dx1 (C.80)
Aa—0  AQ Yo

Para a avaliacdo da parcela G; pode-se empregar a Eq. (C.32) e a Eqg. (C.39) para

determinar as componentes o, € u,, respectivamente:

K
O (%,0) =
22(%1,0) = (C.81)
u,(Aa—x, ) = 4Ky [AazX (C.82)
E’ 27

onde E'= EparaEPT e E' = E /(1 —v?) para EPD.
Substituindo a Eq. (C.81) e a Eq. (C.82) na Eq. (C.79) e desenvolvendo, obtém-se:

K2
G, = E', (C.83)
Procedendo de forma analoga para G;, chega-se a:

K2
G, = ?"' (C.84)

Assim, para corpos bidimensionais com comportamento elastico-linear submetidos a
solicitagfes no plano, a taxa de liberacdo de energia pode ser relacionada aos FIT substituindo
a Eq. (C.83) ea Eq. (C.84) na Eq. (C.78), resultando em:
K?+K?

T B

G- (C.85)



