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RESUMO

FERNANDES, V. A. Analise elastoplastica bidimensional de meios refor¢cados com
fibras. 2016. 113 p. Dissertagdo - Mestrado em Engenharia Civil (Estruturas) — Escola de
Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Séo Carlos, 2016.

De modo a satisfazer aspectos de resisténcia, custo ou conforto, o aperfeicoamento do
desempenho das estruturas € uma meta sempre almejada na Engenharia. Melhorias tém sido
alcancadas dado ao crescente uso de materiais compositos, pois estes apresentam
propriedades fisicas diferenciadas capazes de atender as necessidades de projeto. Associado
ao emprego de compésitos, o estudo da plasticidade demonstra uma interessante alternativa
para aumentar o desempenho estrutural ao conferir uma capacidade resistente adicional ao
conjunto. Entretanto, alguns problemas podem ser encontrados na andlise elastoplastica de
compdsitos, além das proprias dificuldades inerentes a incorporacdo de fibras na matriz, no
caso de compositos reforcados. A forma na qual um composito reforcado por fibras e suas
fases tém sua representacdo e simulacdo € de extrema importancia para garantir que os
resultados obtidos sejam compativeis com a realidade. A medida que se desenvolvem
modelos mais refinados, surgem problemas referentes ao custo computacional, além da
necessidade de compatibilizacdo dos graus de liberdade entre os nos das malhas de elementos
finitos da matriz e do reforgco, muitas vezes exigindo a coincidéncia das referidas malhas. O
presente trabalho utiliza formulagdes que permitem a representacdo de compdsitos reforcados
com fibras sem que haja a necessidade de coincidéncia entre malhas. Além disso, este permite
a simulacdo do meio e do reforco em regime elastoplastico com o objetivo de melhor estudar
o real comportamento. O modelo constitutivo adotado para a plasticidade é o de von Mises
2D associativo com encruamento linear positivo e a solucdo deste modelo foi obtida através
de um processo iterativo. A formulacdo de elementos finitos posicional é adotada com
descricdo Lagrangeana Total e apresenta as posi¢cdes do corpo no espago como parametros
nodais. Com o intuito de averiguar a correta implementacdo das formulagdes consideradas,
exemplos para validacdo e apresentacdo das funcionalidades do cddigo computacional

desenvolvido foram analisados.

Palavras-chave: Materiais compdsitos. Método dos elementos finitos posicional. Meios

reforcados. Fibras. Plasticidade associativa.






ABSTRACT

FERNANDES, V. A. Bidimensional elastoplastic analysis of fiber reinforced medium.
2016. 113 p. Dissertation (M. Sc. in Civil Engineering (Structures)) — School of Engineering
of Sdo Carlos, University of Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2016.

In order to satisfy strength, cost or comfort aspects, the improvement of the structural
performance is a mark always desired in Engineering. Progress has been achieved due to the
use of composite materials, because these present different physical properties capable of
attending the needs of projects. Associated to the use of composites, the study of plasticity
presents an interesting alternative to raise the structural performance by providing an
additional resistance capability to the set. However, some problems may be found in the
elastoplastic analysis of composites, besides the inherent difficulties of fiber insertion in the
matrix, in the case of fiber reinforced composites. The way that the fiber reinforced composite
and its phases are represented and simulated are of extreme importance to assure that the
obtained results are compatible to the reality. As more refined models are developed,
problems arise concerning computational cost and the need of compatibilization of the
degrees of freedom between the nodes of the mashes of the matrix and the reinforcement,
many times demanding the coincidence of the refered meshes. The present work utilizes
formulations that allow the representation of the fiber reinforced composite without the need
of mesh coincidence. It also enables the simulation of the medium and the reinforcement at
the elastoplastic regime, with the objective study better the real behaviour. The constitutive
model for the plasticity adopted is the von Mises 2D associative with a positive linear
hardening and the solution of this model was obtained through an iterative procedure. The
positional finite element method is adopted with a Total Lagrangean description and uses the
positons of the body in space as nodal parameters. With the aim to ensure the correct
implementation of the considered formulations, examples for validation and presentation of
the functionalities of the developed computacional code were analized.

Keywords: Composite materials. Positional finite element method. Reinforced mediums.
Fibers. Associative plasticity.
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1 INTRODUCAO

1.1 Generalidades

Um material composito € o resultado da combinacdo macroscépica entre dois ou mais
materiais, no qual as diferentes fases podem ser vistas a olho nu. A vantagem do compésito é
que, se bem projetado, costuma apresentar as melhores qualidades de seus materiais
constituintes, além de outras novas, das quais nenhum de seus materiais constituintes possui
(JONES, 1999).

As propriedades do compdsito dependem das caracteristicas dos seus materiais
constituintes, geometria e distribuicdo das duas fases, denominadas matriz e reforco, sendo
um dos parametros mais importantes a fracdo volumétrica do reforco (DANIEL E ISHAI,
2006).

Quando a matriz é associada com fibras, tem-se um tipo especifico de composito,
denominado de composito reforcado com fibras. Um exemplo desta classe de compdsitos é o
concreto reforcado com fibras. Dependendo da fracdo volumétrica de fibras, estas
desempenham uma funcdo diferente no conjunto. Quando inferior a 1%, as fibras apresentam
a funcdo de reducdo de fissuragdo por retracdo. Entre 1% e 2%, aumentam o modulo de
ruptura, dureza a fratura e resisténcia ao impacto. Acima de 2% estas aumentam a rigidez do
composito. Os concretos que se encaixam nessa condi¢cdo costumam ser chamados de
concretos reforcados com fibras de alto desempenho (MEHTA E MONTEIRO, 2006).

De forma a se fazer um bom uso dos materiais na engenharia, a compreensdo e
previsdo do comportamento do material compésito a curto e longo prazo deve ser possivel. A
grande dificuldade em lidar com materiais compositos deve-se a grande quantidade de tipos
de materiais existentes, havendo a necessidade do estudo de cada classe. Sendo possivel
realizar a previsdo do comportamento de um dado composito através de uma modelagem
numérica, poder-se-ia, entdo, haver a confianca de que o material projetado ird atender aos
requerimentos pelos quais foi projetado (HARRIS, 1999).

Segundo Vanalli et al. (2010), a importancia de uma boa representacdo de meios
reforcados por fibras na andlise da engenharia pode ser identificada quando observada a
grande quantidade de trabalhos relacionados a avaliagdo do comportamento desse tipo de
material e varias alternativas presentes em softwares comerciais e artigos cientificos para a

solucdo desse problema.
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Gomes e Awruch (2001) mencionam que, nas Ultimas décadas, varios modelos para
concreto reforcado tém surgido para a representacdo do comportamento do material até um
ponto limite, dado pelo estado limite de servico ou ultimo, e apresentado resultados
satisfatorios para as necessidades as quais foram concebidos. Para situagdes pds-pico, técnicas
de controle de deslocamentos sdo comumente utilizadas, pois o controle de forgas néo é capaz
de representar este comportamento quando se utiliza Newton-Raphson.

Existem na literatura trés métodos para a consideracdo do reforco no conjunto:
homogeneizacdo, discretizacdo e embutimento (Figura 1). A homogeneizacdo é mais
apropriada para estruturas de superficie como cascas e placas, que permitem modelar o
reforco como uma camada de membrana dentro da secdo transversal. Para situacGes de
reforcos distribuidos de forma ndo uniforme, as técnicas de discretizacdo e embutimento séo
mais apropriadas. Entretanto, € comum em técnicas de discretizacdo a dependéncia da
localizagdo da malha do reforgo com a malha da matriz, ocorrendo a dificuldade de geragéo
das malhas do refor¢o, podendo até haver um constante processo de geracdo destas até que a
essa condicdo seja satisfeita. Esse problema é ainda mais critico em casos tridimensionais
(Barzegar e Maddipudi, 1994).

N . ELEMENTO DE REFORGO
NO DO CONCRETO ELEMENTO DE CONCRETO NO DO CONCRETO

DESLOCAMENTO
COMPATIBILIZADO

PraN

ELEMENTO DE REFORGO NO COMPARTILHADO NO DO REFORGO

PELOS ELEMENTOS
(a) (b)
NO DO CONCRETO

ELEMENTO DE CONCRETO

HOMOGENEIZAGAQ DAS
—_r PROPRIEDADES DO
CONCRETO E DOACO

ELEMENTO DE CONCRETO
(c)

Figura 1 — a) discretizagdo, b) embutimento, ¢) homogeneizacao
(Adaptado: Azim et al., 2014)
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No presente trabalho, a formulacdo de elementos finitos utilizada é a posicional,
introduzida pelos trabalhos de Bonet et al. (2000) e Coda (2003). Nesta, utilizam-se as
posicdes como parametros nodais, diferindo inicialmente da abordagem classica por
deslocamentos, o que facilita bastante a consideracdo da ndo linearidade geométrica da
estrutura. Através de uma descricdo Lagrangiana Total, em que a configuracdo de referéncia
adotada é a configuracdo inicial, o equilibrio do sistema é estabelecido na posi¢do atual,
resultando em equacGes nao lineares. Para a resolucdo destas, utiliza-se o método
incremental-iterativo de Newton-Raphson. Adota-se também o uso da medida de deformacéo
objetiva de Green-Lagrange, cujo conjugado energético é o tensor de tensdes de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie, na descri¢cdo da cinematica dos corpos.

Para a insercdo do reforco no meio, a formulacdo utilizada é a proposta por Vanalli
(2004) e encontrada em trabalhos como Vanalli, Paccola e Coda (2008), Vanalli et al. (2010),
Nogueira et al. (2014), Moura (2015) e Pereira (2015). Esta técnica consiste em contribuir os
efeitos da fibra para o elemento finito que representa a matriz, sem que haja aumento do
namero de graus de liberdade ou a necessidade de coincidéncia entre os nos dos elementos
finitos da reforco e da matriz. Entretanto, este método ndo permite avaliar o deslizamento da
fibra, que é considerada perfeitamente aderente.

Dependendo do tipo de fibra e da interface entre a fibra e a matriz, podem ocorrer 0s
seguintes modos de falha: a fissura se desenvolve e a fibra é arrancada da matriz, ocorrendo a
ruptura da matriz, ou as fissuras se propagam, mas sao controladas pelas fibras. (Hameed et
al., 2011)

O trabalho de Nogueira et al. (2014) utiliza alguns mecanismos para avaliar a ruptura
da fibra ou ainda o deslizamento desta da matriz através da avaliacdo da tensdo normal da
fibra e da tensdo de cisalhamento da interface entre a fibra e a matriz, estimando forgas para
avaliar o mecanismo de plastificagdo governante.

Com as formulacOes adotadas, o presente trabalho visa estudar o comportamento de
estruturas reforcadas, a distribuicdo do reforco no meio, de forma aleatoria ou alinhada.
Considerando o comportamento elastoplastico de ambos, possibilita avaliar a perda de rigidez
das estruturas, juntamente com uma redistribuicdo de esforgos e, em alguns casos, a perda de

instabilidade por formacao de rétulas pléasticas e a interacao entres os elementos.



24

1.2 Objetivos

Diante do que foi exposto, o presente trabalha visa implementar um elemento de
solido modelado bidimensionalmente com a discretizacdo do reforgco, podendo ambos serem
analisados em regime plastico. Dessa forma, garantindo uma melhor representacdo do
problema real de uma estrutura reforgada, visto que algumas técnicas utilizam a
homogeneizacdo da secdo, ou seja, ndo havendo a discretizacao do reforco. A discretizacdo do
reforco permite tratar este como um elemento a parte e estudar sua interacdo com a estrutura.
Além de dispensar a constante geracdo de malhas com a formulacéo utilizada.

Esse conjunto de ag¢des visa um maior entendimento sobre os efeitos das fibras e sua
insercdo no meio, possibilitando uma contribuicdo ao meio cientifico, além de estimular o
senso critico do mestrando frente a producéo cientifica.

Assim sendo, foram estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

- implementacg&o do codigo do elemento finito de chapa com a formulagéo posicional
para representacdo da matriz;

- implementacgéo do cddigo do elemento finito de barra simples para representacdo do
reforco;

- insercéo da plasticidade tanto no meio como no reforco;

- realizacdo de testes numéricos em casos de interesse para confirmar a correta

implementacédo de todas as formulagdes utilizadas.

1.3 Metodologia

Inicialmente, foi realizada uma revisao bibliografica sobre compdésitos, tratando-se de
diferentes tipos, mas destacando-se o reforgado por fibras. Com o intuito de situar o uso,
propriedades e defini¢des dos materiais compdsitos. Posteriormente, apresentam-se as
diversas técnicas e formulacdes utilizadas para representacdo do reforco do material
composito.

Aliada a revisdo, foi feita uma preparacdo tedrica na forma de um estudo sobre a teoria
dos métodos numéricos, nao linearidade fisica e geométrica; e sélidos deformaveis. Sendo
esta etapa amplamente ligada ao curso das disciplinas oferecidas pelo Departamento de

Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Séo Carlos.
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O elemento finito posicional utilizado é o encontrado no trabalho Coda e Paccola
(2008), que tem como referéncia a configuracdo inicial, trantando-se portanto de um
referencial Lagrangeano Total. Para o presente trabalho, foi adotada a aproximacdo cubica
para as posi¢Oes. A implementacdo do codigo da matriz foi realizada como parte da disciplina
Introducdo a Dindmica N&o Linear de Estruturas Reticuladas Bidimensionais: Uma
Abordagem Energetica Baseada no Método dos Elementos Finitos, oferecida pelo programa
de pds-graduacao.

Posteriormente, foi implementado o cddigo do reforco, empregando a formulagdo
encontrada nos trabalhos de Vanalli (2004), Sampaio (2014) e Nogueira et al. (2014), tendo a
verificacdo do cddigo sido feita através de comparacdo com solucdes técnicas (com hipoteses
simplfificadoras) da Resisténcia dos Materiais.

Finalmente foi implementada a plasticidade tanto no meio quanto na fibra. A
verificacdo foi feita através da comparacdo com o software Ansys para o elemento de chapa.
Ja para a verificacdo da plasticidade na fibra foi feita com a compara¢do com solugdes
técnicas, assim como na fase de implementacéo do préprio reforco.

A implementacgdo de todo o cédigo foi feita na linguagem FORTRAN. A geracdo da
malha e a visualizacdo dos resultados foram feitos com o auxilio, respectivamente, dos
softwares livres AcadMesh e AcadView, disponiveis para acesso publico no site do

Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Séo Carlos.

1.4 Organizacao do texto

O presente tdpico visa descrever a organizagdo do trabalho, esclarecendo a sequéncia e
0s assuntos de cada capitulo.

Esta introducéo discutiu brevemente sobre a definicdo do que é material composito e
plasticidade, dando uma nocédo geral sobre os temas aqui abordados. Além de demonstrar as
vantagens dos métodos utilizados, 0s objetivos do trabalho e 0s meios para que estes sejam
alcancados.

A revisdo bibliografica sobre o assunto é feita no Capitulo 2, sendo dividida em quatro
partes A introducdo e aspectos gerais, em que se trata do compdsito de forma geral, tipos,
definicdes e aplicagdes. A segunda discorre sobre compdsitos reforcados com fibras, tratando
de suas especificidades, uso e de diversos trabalhos relacionados a este tipo de composito,

sejam experimentais, analiticos ou numéricos. A terceira parte trata da ndo linearidade
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geométrica, apresentando trabalhos com diferentes abordagens para o estudo do movimento
de corpo. A Ultima parte contém trabalhos que relacionem a plasticidade com materiais
compositos.

O elemento finito de chapa, utilizado para simular a matriz, é abordado no quarto
capitulo. Apresentam-se suas formulacGes segundo o método posicional pela descrigcdo
Lagrangeana Total. Analogamente, é descrito, no Capitulo 5, o elemento finito de barra para
simular o reforco e as técnicas de inser¢do na matriz.

O sexto capitulo apresenta conceitos sobre a plasticidade unidimensional e
bidimensional, além de um algoritmo adotado para introducdo desse fenbmeno no cddigo
computacional desenvolvido. O Capitulo 7 apresenta diversos exemplos numeéricos do
trabalno de modo a validar e demonstrar as possibilidades de aplicacdo das diversas
formulacdes adotadas e do programa desenvolvido. O oitavo e ultimo capitulo apresenta as
consideracdes finais acerca do trabalho e sugestfes para trabalhos futuros.
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2 ESTADO DA ARTE

2.1 Introducéo e aspectos gerais

Callister (2013) define que os materiais compoésitos sdo materiais multifasicos com
propriedades significativamente melhores em relagcdo aos componentes de cada fase, obtendo-
se uma combinacdo de propriedades que seja satisfatdria ao uso que se pretende. O projeto de
um material composito pode ser feito para manipular as seguintes caracteristicas: resisténcia
estatica e a fadiga, rigidez, resisténcia a corrosdo e a abrasdo, reducdo do peso, capacidade de
trabalho a diferentes temperaturas, condutividade térmica, elétrica e acUstica, dureza,
ductilidade, aparéncia estética, entre outras.

A classificacdo dos materiais compositos difere de autor para autor. Callister (2013)
divide esses materiais em trés grandes grupos. Sao eles: compositos reforcados com fibras,
reforcados com particulas e hibridos, conforme Figura 2. O autor indica ainda as
caracteristicas de cada tipo de material, fazendo um comparativo de vantagens e desvantagens
entre os diferentes tipos, além de discutir sobre propriedades elétricas, magnéticas, opticas e
térmicas, sobre a corrosdo e degradacdo e sobre a selecdo e consideracfes a serem tomadas

em projetos.

COMPOSITOS

REFORGCADO COM .
PARTICULAS REFORGADO COM FIBRAS HIBRIDO
PARTICULAS REFORCADOS CONTINUAS DESCONTINUAS PAINEIS
GRANDES POR DISPERSAQ (ALINHADAS) (CURTAS) LAMINADOS SANDUICHE

ORIENTADAS

ALINHADAS ALEATORIAMENTE

Figura 2 — Esquema de classificacdo dos varios tipos de compositos

(Adaptado: Callister, 2013)
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Os materiais convencionais, apesar de caracteristicas vantajosas, apresentam
limitacOes, tais como. Os plasticos, por exemplo, apesar de sua baixa densidade, tém
instabilidade térmica. As ceramicas, apesar da baixa densidade, apresentam boa estabilidade
térmica e boa rigidez, mas sdo de baixa ductilidade e dificeis de serem formados e moldados.
J& os metais apresentam alta ductilidade e estabilidade térmica (esta consiste na capacidade do
material de manter sua integridade sob mudancas de temperatura), mas tém média e alta
densidade (HARRIS, 1999).

Os materiais compositos, entretanto, apresentam grande versatilidade, o que tem
conferido destaque em seu uso nos dias de hoje, devido ao fato de possuirem uma grande
variedade de propriedades obtidas pela combinacao entre diversos materiais, resultando um
vasto campo de aplicacOes, que vado desde aplicacdes simples como bandejas farmacéuticas
até aplicacOes estruturais como em aeronaves e perfis estruturais (CALLISTER, 2013).

Segundo Jones (1999), o uso de materiais compdsitos tem evoluido muito desde os
anos 60. Atualmente, quase toda companhia aeroespacial desenvolve materiais compdsitos
reforcados com fibras. Enquanto as ligas metalicas apresentam uma relacdo resisténcia-
densidade de 5:1, as fibras de plastico e metal podem apresentar uma relagdo de 16:1. Ja é fato
que as aeronaves apresentam alta porcentagem de componentes feitos de materiais
compositos.

Na industria espacial, dois fatores muito importantes sdo a temperatura que o material
atinge durante o lancamento e a reducdo de peso dado o custo que demanda o langamento da
estrutura ao espaco, sendo a baixa densidade uma das vantagens que o material compoésito
apresenta.

Ainda segundo o mesmo autor, no setor espacial, quando se deseja evitar qualquer tipo
de interferéncia nos sinais eletromagnéticos, compdsitos com fibras de grafite-epdxi podem
ser usados, pois tém um coeficiente de dilatagdo térmica nulo, tornando-se assim ideais como
componentes em grandes antenas, que estdo constantemente submetidas ao sol e ainda devem
manter sua estabilidade térmica.

Na industria automobilistica, os materiais compdsitos apresentam uma alternativa de
baixo custo e alta taxa de producdo, quando comparada com as industrias espacial e
aeroespacial. Sendo que cerca de um quinto das partes dos automéveis sdo feitas com esses
materiais (JONES, 1999).

No comércio em geral, a fibra de vidro pode ser utilizada na fabricacdo de varas de
pescar, pranchas de surfe, barcos, raquetes de ténis, entre outros. Fibras de boro-epdxi e
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grafite-epdxi em golfe e raquetes de ténis, ainda que apresentem um sistema mais caro de
producéo (JONES, 1999).

2.2 Compositos reforcados com fibras

Na construcéo civil, o compdsito reforcado com fibras mais conhecido e utilizado é o
concreto reforcado com fibras, sendo utilizado com fibras curtas ou longas. Para o concreto,
sdo comumente utilizadas as fibras de aco e de polipropileno.

Estudos e definicdes de materiais compdsitos sdo encontrados na literatura, como em
Mehta e Monteiro (2006), tratando do concreto reforcado com fibras, destacando suas
vantagens em relacdo ao concreto convencional. O reforco ocasiona aumento de tenacidade
(energia), resisténcia ao impacto, maior ductilidade, um pequeno acréscimo de resisténcia,
diminuigéo da propagacdo de fissuras, 0 que evita perda de rigidez e deformagdes maiores. E
ainda que haja a propagacao de fissuras, as fibras permitem que o concreto suporte fissuras
maiores que o concreto convencional antes do rompimento (como ilustrado na Figura 3).
Entretanto apresenta a desvantagem de diminuir a trabalhabilidade (capacidade de manusear e
adensar o concreto), devendo-se assim estabelecer uma porcentagem ideal (ou 6tima) de

fibras a serem adicionadas ao concreto quando do seu uso.

. Ruptura sem fibras

Ruptura : curtas
sem fibras!

A

Tensdo de tragdo

>

Abertura de fissuras

Figura 3 — Influéncia das fibras no concreto tracionado em diferentes estagios

(Fonte: Mehta e Monteiro, 2006)
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Compdsitos reforcados por fibras podem conter fibras continuas, longas ou curtas,
podendo estar orientadas unidirecionalmente, bidirecionalmente ou ainda de forma aleatéria,
formando uma espécie de nuvem. Uma das vantagens de se utilizar um material na forma de
fibra é que apresentam resisténcia a tracdo maior quando utilizados na forma de fibra, pois,
tendo estas dimensdes reduzidas, ndo se desenvolvem tantas falhas e fissuras, como ocorre em
um solido com maiores dimensdes, alem de que o préprio processo de producdo das fibras
torna a estrutura do material mais organizada (MENDONCA, 2005).

Ainda de acordo com Mendonga (2005), existem varios tipos de fibras, sendo algumas
delas: vidro; carbono e grafite; aramida; amianto. As fibras de vidro apresentam baixo custo
em relacdo as demais fibras e alta relacdo resisténcia/densidade, mas apresentam baixa relacdo
modulo de elasticidade/densidade, baixa resisténcia a abrasdo (0 que reduz a resisténcia a
ruptura), baixa adesdo as resinas.

As fibras de carbono e de grafite diferem uma da outra pelo percentual de carbono,
sendo uma com mais de 98,8% e a outra entre 80% e 95%, respectivamente. Em relagéo as
fibras de vidro, essas apresentam maior rigidez, maior resisténcia as altas temperaturas e
menor densidade, porém possuem um custo maior, mesmo que esse tenha diminuido devido
ao crescimento da producdo e demanda mundial. S&o predominantemente utilizadas em
aplicacdes de alto desempenho, tendo sido empregadas inicialmente na industria aeroespacial,
mas difundindo-se para outras areas. Perante inumeros tipos de fibras encontrados, cada um
com suas vantagens e desvantagens em relacdo aos outros, cabe ao projetista do material
compésito analisar e assim escolher o tipo de fibra que melhor se encaixa em suas
necessidades.

O concreto, por exemplo, é um material fragil quando submetido a tracdo e com pouca
capacidade de deformacéo, sendo que o reforco por fibras tem a principal finalidade de
controle de fissuragdo da matriz e melhorar seu desempenho (BENTUR E MINDESS, 2007).

A matriz faz a ligacdo de todas as fibras, mantendo-as alinhadas nas dire¢fes das
tensdes mais importantes. Os carregamentos sdo transferidos as fibras através da matriz,
permitindo que o composito seja capaz de suportar carregamentos de compressao, flexdo,
cisalhamento e até de tracdo. (HARRIS, 1999)

O estudo experimental dos materiais compositos se faz indispensavel tanto para a
comprovacdo de teorias e métodos ja desenvolvidos sobre a mecénica desses materiais,
guanto para auxilio no entendimento de seu comportamento e posterior desenvolvimento de

novas teorias cada vez mais refinadas.
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Magagnin Filho (1996) apresenta um estudo de placas laminadas em materiais
compositos de fibras longas no qual se constatou por simulagcbes numeéricas que 0
comportamento mecanico destes compostos deve ser analisado pela micromecanica,
relacionando-a com a analise macromecanica. Ao analisar a resisténcia obtida pelas
simulagOes, obteve-se uma predominancia de ruptura devido as tensdes longitudinais para
angulos pequenos de inclinagcdes das fibras, predominancia da ruptura devida as tensdes
transversais as fibras para fibras com grandes angulos de inclinacdo e predominancia da
ruptura por tensdes tangenciais para as fibras com angulos intermedirios.

Furlan (1995) realizou ensaios em vigas de concreto de se¢do quadrada e de duplo T
com taxas reduzidas de armaduras de cisalhamento, avaliando a possibilidade de melhoria no
desempenho, pelo uso de fibras curtas de aco e propileno e pela aplicacdo de protensdo. A
anélise de pilares de concreto, com adicdo de fibras metélicas, submetidos a compressao
centrada foi feita por Guimaraes (1999). Bastos (1999) apresenta um estudo experimental do
comportamento de dormentes de concreto protendido reforcados com fibras de aco. O estudo
da resisténcia e ductilidade das ligacdes laje-pilar em lajes-cogumelo de concreto de alta
resisténcia armado com fibras de aco e armadura transversal de pinos pode ser encontrado em
Azevedo (1999). J& Ekane (1999) estudou a fissuracdo em concreto armado com fibras e
armadura convencional.

A analise de mecanismos resistentes e das similaridades de efeitos da adicao de fibras
de aco na resisténcia e na ductilidade a puncéo de lajes-cogumelo e ao cisalhamento de vigas
de concreto foi feita por Holanda (2002). Reis (2003) estudou o reforgo de vigas de concreto
armado submetidas a pré-carregamento e acdes de longa duracdo com aplicacdo de concretos
de alta resisténcia e concretos de fibras de aco.

O estudo experimental da superficie de falha em concretos usuais, de alta resisténcia e
reforcados com fibras é realizado por Seow e Swaddiwudhipong (2005). Foram testados
concretos entre 20 e 130 MPa. O modelo analitico da superficie de falha do concreto simples
foi modificado para considerar a presenca de fibras metalicas.

Ferrari (2007) estuda o reforco a flexdo de vigas de concreto armado com manta de
polimero reforgado com fibras de carbono aderido a substrato de transi¢do constituido por
composito cimenticio de alto desempenho. O reforco e incremento da rigidez a flexdo de
ligacBes de concreto pré-moldado com polimero reforcado com fibras de carbono séo
estudados por Fonseca (2007), enquanto que o estudo da fluéncia em vigas de concreto
reforcado com fibras de aco é feito por Miller (2008). J& Arquez (2010) estuda a aplicacdo de
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polimero reforcado com fibras de carbono inserido em substratos de microconcreto com fibras
de aco para reforco a flexdo de vigas de concreto armado.

Na literatura, sdo encontrados modelos analiticos desenvolvidos para a representacao
do comportamento de materiais compdsitos reforgados por fibras, sendo estes geralmente
limitados ou restritos devido as geometrias utilizadas nas deducBes, demandando ainda
trabalho excessivo para implementacdes.

A determinacdo do médulo de elasticidade efetivo de um compoésito assumido como
isotropico e homogéneo em termos das fragcdes volumétricas e modulos de elasticidade dos
materiais constituintes é realizada por Hashin e Shtrikman (1963). O mddulo efetivo foi
definido por via de energia de deformacdo armazenada no material quando submetido a
deformacéo ou tensdo uniforme.

O comportamento de duas fases sélidas firmemente ligadas é estudado por Hill (1964),
ndo havendo restricdo no tipo de geometria da incluséo a ser feita na matriz, podendo ser
fibrosa, esférica ou semelhante a chapa. Por considerar a tarefa de determinacdo dos campos
de tensGes para formatos e concentracBGes arbitrarias, apenas as propriedades elasticas
macroscopicas foram determinadas, tais como: dependéncia do moédulo de elasticidade
perante as concentracfes, 0 arranjo e grau da organizacgéo, a distribui¢do dos tamanhos de um
determinado formato de fibra.

Naaman et al. (1991) realizam o estudo da ligacdo entre a fibra e a matriz com a
implementacdo de um modelo matematico que descre a resposta de materiais cimenticios com
fibras embutidas quando solicitados pela carga de arrancamento das fibras, pois até entdo ndo
havia modelo analitico completo sobre o assunto.

Como o concreto é um material pouco resistente a tracao, Li e Li (2001) desenvolvem
um modelo analitico de dano em concreto reforcado com fibras submetido & tracdo
unidirecional.

Os trabalhos numéricos, por sua vez, apresentam a possibilidade de estudo do
comportamento mecanico destes materiais de forma menos onerosa, visto que seus custos sdo
computacionais, promovendo assim uma alternativa interessante e cada vez mais viavel com o
avanco dos métodos numéricos e na tecnologia da computacao.

No Brasil, os primeiros registros de trabalhos com elementos finitos datam da década
de 60 em Sdo Paulo e visavam analisar a eficiéncia do método, ainda pouco divulgado na
época.

Ainda com o avanco tecnol6gico e nos métodos numéricos, muito esfor¢o é

despendido na tentativa de diminuir o custo computacional, principalmente em casos
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tridimensionais. Seja através da paralelizacdo dos cédigos, da formulagédo aplicada ou até do
tipo de elemento finito adotado, como em casos que se pode representar satisfatoriamente
uma estrutura por um elemento finito bidimensional ao invés do tridimensional.

Como visto anteriormente, dependendo da formulacdo adotada, um dos problemas
encontrados € a necessidade da coincidéncia entre nds, que acaba gerando a necessidade de
um constante processo de geracdo de malha, aumentando assim o custo computacional.

De modo a evitar a necessidade da coincidéncia entre nds do refor¢co e da matriz,
Barzegar e Maddipudi (1994) adotam uma formulagdo, denominada de embutida,
possibilitando qualquer angulo entre o reforco e o0s eixos locais do elemento finito
isoparamétrico bidimensional adotado.

Peng e Meyer (2000) adotam um escalar variavel de dano para evitar a complexidade
do método analitico. O modelo tratado por eles considera o efeito da fibra no dano e tenséo
volumétrica na resposta desviadora ineldstica. Os autores ainda fizeram as seguintes
consideracdes: 0 dano ocorre no comeco das deformacdes inelasticas numa taxa inicialmente
muito baixa e acelera conforme o processo dessas deformacdes, sendo que a evolucdo do dano
estd associada ao presente estado de tensdes.

A formulagdo proposta por Vanalli (2004) consiste em uma técnica para a
consideracdo do reforco da fibra sem que haja a coincidéncia de nés entre fibra e matriz,
sendo valida apenas para fibras tidas como perfeitamente aderentes, ja que as posicdes podem
ser escritas em funcdo dos parametros do elemento finito bidimensional. Calcula-se a hessiana
e a forga interna do elemento de fibra, realizando entdo uma compatibilizacdo entre os graus
de liberdade da fibra com a da chapa, multiplicando-se pelas funcdes de forma do elemento
finito da matriz. Em seguida, pode-se realizar a contribuicdo normalmente pela incidéncia na
hessiana e forca interna do elemento finito da matriz.

Pasa (2007) estuda o comportamento de estruturas de concreto reforcado com fibras
metalicas pelo método dos elementos finitos, considerando leis elastoviscoplasticas e
elastoplésticas, além de considerar a fissuracdo do concreto.

Dutra et al. (2010) estudam aspectos constitutivos do concreto reforgcado com fibras
com énfase na fluéncia dos materiais. O comportamento linear elastico foi examinado pela
implementacdo do esquema de homogeneizacdo de Mori-Tanaka. A validacdo dos conceitos
micromecanicos foi feita segundo comparagfes com experimentos.

O tratamento discreto das fibras permite o estudo da influéncia da distribui¢do dessas
na matriz. O tratamento da discretizacdo das fibras é feito de forma néo explicita por Radtke,

Simone e Sluys (2010), sendo modeladas através da aplicacdo de uma forca na malha. Esta
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forca representa a interacdo entre as fibras e a matriz, sendo as forgas consideradas iguais a
forca de arrancamento no intuito de incorporar ao modelo informacGes acerca da interface
fibra-matriz. O concreto foi modelado como linear elastico com surgimento de fissuras a
partir de lugares frdgeis como poros, defeitos e outras fissuras existentes a medida que o
carregamento vai aumentando.

A consideracdo de um tensor de dano baseado no conceito de tensdo efetiva, que
representa a degradacdo média do material referente ao dano em micro-escala, € utilizada por
Voyiadjis e Kattan (2010) para posterior comparacdo entre a mecanica de pequenos danos
com a mecénica do dano continuo em materiais compdsitos reforcados com fibras. As fibras
foram consideradas perfeitamente alinhas e continuas com aderéncia perfeita com a matriz.

O uso de um modelo de dano associado ao concreto reforcado com fibras deslizantes
por Hameed et al. (2013) com o objetivo de demonstrar que se um modelo de concreto
simples é capaz de determinar a fissuragdo localizada de forma realista em elementos
tridimensionais, entdo é possivel criar uma lei constitutiva de concreto reforcado com fibras
usavel nesses casos. Em seu trabalho, os autores consideram que a fibra s6 comeca a
contribuir no sistema a partir do momento em que hé fissuracéo.

Nogueira et al. (2014) realizam o estudo de compdsitos reforcados com fibras
aderentes e deslizantes, comparando os resultados obtidos entre as fibras elasticas e fibras
elastoplasticas. Através da consideracdo de um elemento de contato entre a fibra e a matriz e
da técnica de penalizacdo, foi possivel desenvolver um deslocamento relativo entre o0s
diferentes tipos de elementos finitos, modelados, respectivamente, como barra simples e
chapa.

No campo da biomecénica, ha trabalhos de fibras para simular tecidos, como mostram
os trabalhos de Pandolfi e Vasta (2012) e Vasta, Gizzi e Pandolfi (2013, 2014). Lanir (2014)
desenvolveu uma teoria mecénica para simular o crescimento de tecidos macios e seu
remodelamento, baseada nas propriedades e cinematica da dobra de cada constituinte,
considerando fibras unidirecionais. Lanir e Nanami (2015) estudam a confiabilidade de
tensores na representacdo da estrutura de tecidos macios através da comparacdo entre 0s
dados obtidos pela representagéo de tensor com uma forma alternativa de representacdo por

séries de Fourier.
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2.3 Nao linearidade geométrica

Com o avanco na tecnologia dos materiais, tal como o uso de materiais compdsitos,
tem-se alcancado resisténcias cada vez maiores, o que possibilita diminuir as dimensdes das
pecas para uma mesma solicitacdo, resultando assim em menores gastos com materiais.
Entretanto, a diminuicdo das dimensBes torna a estrutura mais esbelta e suscetivel ao
fendmeno de instabilidade devido aos maiores deslocamentos e bifurcagdes.

Sendo assim, de modo a garantir a seguranca e desempenho dos projetos e seus
materiais constituintes, estudos foram realizados para obter um maior entendimento do
comportamento das estruturas sob o efeito da ndo linearidade geométrica.

Kant e Kommineni (1992) estudam o comportamento linear e o ndo linear geométrico
de compositos reforcados com fibras com uma descricdo Lagrangeana Total e um elemento
finito quadrilatero de classe C°.

Ao utilizar a funcdo de von Karman, Chandrashekhara e Bangera (1993) incorporam
em sua formulacdo a ndo linearidade geométrica para que entdo fosse realizado o estudo de
vigas laminadas reforgadas com fibras deformacdes por cisalhamento de alta ordem.

A formulagdo de elementos finitos posicional € introduzida nos trabalhos de Bonet et
al. (2000) e Coda (2003), que estuda grandes deslocamentos em membranas e pdrticos planos,
respectivamente. Nesta formulacdo, os parametros nodais passam a ser as posi¢des dos nos
em detrimento aos deslocamentos com uma descri¢cdo Lagrangeana Total.

Outros trabalhos contribuem para a disseminacdo deste método: analise dindmica de
multi-corpos flexiveis por Greco e Coda (2006); analise de trelica espacial por Greco et al.
(2006); analise ndo linear geométrica de estruturas formadas por cascas por Coda e Paccola
(2008); analise ndo linear com impacto de dominios elasticos bidimensionais por Marques
(2006); analise ndo linear geométrica de impacto bidimensional entre estruturas reticuladas e
anteparo rigido curvo por Minski (2008); analise ndo linear geométrica de problemas
modelados por porticos planos e solidos tridimensionais por Maciel (2008); consideragcdo do
deslizamento na andlise de sdélidos elasticos bidimensionais reforcados por fibras por
Nogueira et al. (2014); anélise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com
fibras por Sampaio (2014); modelagem de porticos planos constituidos por compositos
laminados por Nogueira (2015); e andlise elastico de meios bidimensionais de compositos

particulados por Moura (2015).
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Panda e Ray (2009) desenvolveram a formulacdo de um elemento finito para analise
ndo linear dindmica de compositos laminados com gradacdo funcional com uma camada
restringida para amortizacdo. Esta é feita de um material composito piezoelétrico reforcado
com fibra. Anélises foram feitas para investigar o desempenho da constritora para controle de
vibragOes ndo lineares nesses compositos.

Rafiee et al. (2014) estudam a vibracéo livre ndo linear geométrica de compdsitos com
nanotubos/fibras/polimeros de carbono, utilizando a teoria de deformacéo por cisalhamento de
primeira ordem em placas. Com a utilizacdo da fungéo de von Karman para a consideracao da

ndo linearidade geométrica.

2.4 Na&o linearidade fisica

Quando os niveis de tensbGes atingem valores criticos, acontece a dissipacdo de
energia, caracterizada por deformagdes irreversiveis, a chamada plasticidade. Assunto
debatido na literatura, como em Khan e Huang (1995), Lubliner (2005) e Doltsinis (2010).

O comportamento elastoplastico fica evidente ao analisar ciclos de deformacédo e
tensdo, pois surgem deformacbes ou tensdes residuais, que sdo irreversiveis, devido a
dissipacdo de energia. Em qualquer um dos ciclos, considera-se que o descarregamento se dé
por uma reta com inclinacdo igual a da resposta elastica. Nos modelos elsticos, a relacdo
tensdo-deformacdo € biunivoca, ou seja, cada nivel de deformacdo estd sempre associado a
um unico nivel de tensdo. Para 0 modelo elastoplastico, deve-se conhecer a “historia” da
deformacdo plastica para a determinacdo da intensidade da tensdo associada a certa
deformagéo (Khan e Huang, 1995).

Feenstra e Borst (1996) formularam um critério de plastificacdo de composito para uso
em concreto simples e concreto reforcado, em particular com o estado biaxial de tracédo-
compressdo. Este caso € muito comum nas regides criticas, como viga com alto cisalhamento,
e inicio de propagacdo de fissura que podem levar a um colapso progressivo e fragil em
estruturas de concreto.

Embora a fibra confira propriedades com significativa melhoria ao compasito, pode
gerar concentracdes de tensdo que resultem em deformacdes plasticas, 0 que ndo aconteceria
numa matriz ndo reforcada. Por essa razdo, Fish et al. (1997) desenvolveram uma formulacéo

de plasticidade para compdsitos atraves de uma técnica de homogeneizacdo matematica.
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Utilizando um elemento finito de casca plana em camadas para representacdo do
concreto refor¢ado com fibras e baseado na teoria da viscoplasticidade, Cachim (2002) realiza
a modelagem numérica da fadiga de concreto reforcado com fibras submetido a flexdo,
subtituindo o comportamento dependente do tempo por um comportamento ciclico.

Encontram-se também trabalhos como o de Vanalli (2004) que trata do método dos
elementos de contorno e o método dos elementos finitos aplicados a analise de problemas
viscoplasticos em meios anisotropicos e ortotropicos. Paccola (2004), que trata da analise ndo
linear fisica de placas e cascas anisotropicas laminadas acopladas ou ndo com meio continuo
tridimensional viscoleastico através da combinagdo entre 0 método dos elementos finitos e 0
método dos elementos de contorno. O uso de modelos constitutivos ndo lineares para
materiais com gradacdo funcional exibindo grandes deformacdes é encontrado em Pascon
(2012).

Devido ao seu grande limite elastico, os compdsitos de ago com vidro metélico tém
ganhado destaque em seu uso. Entretanto, logo apo6s a plastificacdo proveniente pela
propagacdo de bandas de cisalhamento altamente concentrada, o material falha. Com isto em
vista, Shakur Shahabi et al. (2014) estudam uma maneira de melhorar o comportamento do
compésito apds plastificar sob compressdo. Os autores utilizaram um aco disponivel
comercialmente para fortalecer o vidro metalico.

Além da plastificacdo, os crescentes niveis de tensdo podem ocasionar a aparicdo de
fissuras, tema estudado pela mecéanica do dano. Assunto presente em estudos como de
Yazdani e Schreyer (1990) que tratam de um modelo de plasticidade e dano para o concreto
simples. Maire e Chaboche (1997) que prop6em uma nova formulacao para mecanica do dano
em materiais compdsitos. A analise do comportamento dinamico ndo linear de vigas com
emprego de dano pode ser vista em Araujo (2003).

O presente trabalho utiliza as formulagdes de elementos finitos para a chapa e para o
reforco encontradas de forma mais especifica em trabalhos como Coda e Paccola (2010),
Sampaio (2014); além de avaliar o mecanismo de plastificacdo do refor¢o conforme Nogueira
et al. (2014), associados a formulagdo proposta por Mesquita (1998) para avaliacdo da
plasticidade geral na chapa. Com isto, é possivel analisar o comportamento elastoplastico da
matriz e de seu reforco, sendo este disposto de forma alinhada ou até mesmo gerado

aleatoriamente no dominio da estrutura.
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3 EQUILIBRIO NAO LINEAR GEOMETRICO

3.1 Consideracoes iniciais

As estruturas projetadas e encontradas habitualmente apresentam uma relacdo linear
entre carregamento aplicado e a deformacdo sofrida. Entretanto, as estas podem ndo mais
apresentar este comportamento, apresentando nao linearidade que pode ser de natureza fisica,
geométrica e de contato. A ndo linearidade geométrica inclui a mudanca de comportamento
da estrutura a medida que se desloca, dependendo de fatores como a geometria, condicdes de
contorno e condigdes de carregamento.

Apesar do sucesso da suposicdo da linearidade na analise de engenharia, ha situacoes
que a superposicdo de efeitos deixa de ser valida e demandam a consideracdo deste tipo de
ndo linearidade: analise do estado limite ultimo de estruturas envolve a ndo linearidade fisica
e talvez geométrica; a instabilidade estrutural é um fendmeno inerentemente ndo linear
geométrico; o comportamento do corpo humano, quando em situacdes como de impacto,
apresenta ambos os tipos de ndo linearidade (Bonet e Wood, 1997). Portanto, em certas
situacOes, a desconsideracdo do carater ndo linear geométrico, que as estruturas podem
apresentar, possibilita a ocorréncia de um comportamento ndo previsto e projetado, resultando
na subestimacédo das deformacdes, tensdes e da configuracdo de equilibrio, que podem levar a
ruina do sistema, especialmente por perda de estabilidade.

A escolha da suposicdo de estruturas lineares se da, portanto, pelas simplificacdes
resultantes em seus célculos. Entretanto, a analise ndo linear das estruturas e certamente mais
exata e, com o avango dos métodos numéricos e da tecnologia, 0 custo computacional para
calculo dessas estruturas tem diminuido gradativamente.

Ha dois métodos de formulacdo para descricio de movimento de um corpo
amplamente divulgados. A descricdo material ou lagrangeana possui como varidveis
independentes as particulas ou pontos do corpo e o tempo, sendo conceitualmente a descri¢do
mais natural. A descricdo espacial possui a localiza¢ao atual da particula e 0 tempo como suas
variaveis independentes, sendo também conhecida como descricdo Euleriana (Gadala e
Oravas, 1984).

A Mecanica dos Fluidos trabalha usualmente com a descricdo espacial, pois ndo é
apropriada a descricdo do comportamento de uma particula material em situacfes como
escoamento estacionario. Isto é devido ao fato de que o fluido pode apresentar deformacGes

muito superiores ao do s6lido. Mecanismos sélidos, por sua vez, geralmente em algum estagio
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da formulacdo, deverdo considerar o comportamento constitutivo da particula material, o que
envolve a descricdo material (Bonet e Wood, 1997).

Portanto, dependendo do tipo de problema tratado, uma determinada formulacdo de
descricdo de um corpo pode apresentar vantagens ou desvantagens em relagéo a outras. Sendo
que, em geral, para a descricdo do comportamento ndo linear geométrico dos elementos
finitos, a descricdo Lagrangeana é mais utilizada, sendo uma descri¢cdo material.

Ha trés principais tipos de descri¢des lagrangenas. A descricdo Lagrangeana Total, em
que a deformac&o do elemento é medida pela configuracdo inicial como referéncia e apresenta
a desvantagem de ndo poder distinguir deslocamento de corpo rigido de deformacéo local. A
descricdo Lagrangeana Atualizada, em que a configuracédo atual do elemento € a de referéncia.
E por fim a descricdo Lagrangeana Parcialmente Atualizada, que difere da Lagrangeana
Atualizada pela atualizagdo das coordenadas dos elementos ser feita apenas no inicio de cada
passo de carga (Wong e Tin-Loi, 1990).

A descricdo Parcialmente Atualizada porposta por Peterson e Petersson (1985) foi
desenvolvida como uma forma de diminuir o custo e demonstrar que a Descricdo
Lagrangeana Atualizada pode apresentar erros significativos, principalmente em estruturas
delgadas como vigas e cascas finas, ao negligenciar a contribuigdo das deformacdes locais dos
elementos.

A precisdo das solucdes dos passos atuais da formulacdo Lagrangeana Total ndo €
afetada pela precisdo das solugOes obtidas pelo passo anterior, e 0s deslocamentos, tensdes e
deformacgdes obtidas ndo precisam de transformagdo antes da atualizacdo. Em geral, os
passos de carga nesta formulacdo sdo geralmente maiores que na Lagrangeana atualizada, pois
a atualizada apresenta uma limitacdo referente ao método utilizado para aproximar grandes
rotagdes. Para a formulacdo total, ndo deverd haver perda de precisdo para passos de carga
grandes arbitrarios em uma solucdo incremental/iterativa (Pai, Anderson e Wheater, 2000).

Segundo Miller et al. (2006), a grande maioria dos softwares comerciais de elementos
finitos utiliza a formulacdo Lagrangeana atualizada com tens@es de Cauchy e deformacéo de
Almans. Inicialmente, a formulacdo Total ndo era tdo utilizada quanto a Lagrangeana
Atualizada, pois apresenta um custo computacional maior e na época de desenvolvimentos
dos codigos, a memoria era custosa e causava mais problemas do que a velocidade das
computag6es dos dados.

Os mesmos autores falam que a vantagem da formulagéo atualizada é a simplicidade

da descricdo incremental da deformagdo. A desvantagem é que todas as derivadas
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relacionadas as coordenadas espaciais devem ser recomputadas a cada passo, pois a
configuracao de referéncia muda.

A formulacdo Lagrangeana Total apresenta a vantagem de que todas as derivadas em
relacdo as coordenadas espaciais sdo calculadas para uma configuracdo de referéncia fixa,
necessitando serem computadas apenas uma vez. A desvantagem € a impossibilidade de
distinguir a deformacdo do movimento e giro de corpo rigido.

A formulacdo Total utiliza tensdes de Piola-Kirchhoff e deformacdo de Green e por
isso, segundo Crisfield (2000), é apropriada para grandes rotacGes e pequenas rotagoes,
podendo ser aplicada nos casos elastoplasticos para pequenas deformacGes plasticas.

Desta maneira, a escolha da decomposicdo aditiva das parcelas de deformacdo no
regime elastoplastico, que permite representar pequenas e moderadas deformacdes plasticas,
entra em consonancia com a formulagdo Lagrangeana Total.

A deformacdo de Green, utilizada no presente trabalho, é indicada para situacGes de
ndo linearidade geométrica. O uso de uma medida de deformacéo correta é essencial, pois,
dependendo da medida de deformacdo utilizada, ao impormos um movimento ou giro de
corpo rigido, nenhum tipo de deformacao devera aparecer.

E fécil demonstrar que a medida de deformacio de engenharia somente é valida para
situacGes de pequenos deslocamentos, cujas posicdes inicial e final sdo praticamente as
mesmas.

Bonet e Wood (1997) demonstram (Figura 4) em um corpo que sofre uma rotacao de
corpo livre de 90 graus para a esquerda. Durante este giro de corpo rigido, o ponto P se

deslocou horzontalmente para a esquerda u =-x —y e verticalmente para baixo

UW=X—Y:

Figura 4 — Rotacéo de 90 graus de um corpo bidimensional (Fonte: Bonet e Wood, 1997)
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Dadas as seguintes equacOes que relacionam a deformacéo de engenharia em & com

os deslocamentos U :

ou
=X 3.1
= (3.)
auy
&, :1(%4_%} (33)
Y2l oy ox

é possivel calcular o campo de deformacdes pelas equacdes 3.1, 3.2 e 3.3 e obter
&y =€, =-1e &, =0.Aoavaliar as deformagdes obtidas, nota-se um estado nao condizente
com a realidade, pois o giro de corpo rigido ndo ocasiona o surgimento de tensdes e
deformac6es, 0 que leva a conclusdo que a medida de deformacéo linear de engenharia ndo é

adequada a situacéo.
3.2 Formulacdes do equilibrio nédo linear geométrico

Os desenvolvimentos apresentados neste item podem ser encontrados mais
detalhadamente nos trabalhos de Holzapfel (2000), Coda e Paccola (2008), Sampaio (2014).

3.2.1 Configuragéo inicial

Um corpo continuo esta contido no espaco Euclidiano tridimensional. As posi¢des de

suas particulas no espaco em um dado instante t=0, prévio a qualquer acdo de forcas os
movimentos de corpo rigido, denotam uma configuragdo tida como Q,, conhecida como
configuracdo indeformada.

A configuragdo Q, é a configuracdo inicial e, ao tratar da formulacdo Lagrangeana

Total, é a configuracdo de referéncia fixa, portanto, serdo sempre iguais. A particula nesse

dado instante é denotada pela coordenada material X .
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3.2.2 Configuracao atual

Para 0 mesmo corpo continuo em um dado instante posterior t, as posicdes de suas
particulas apresentam a configuracdo €2, conhecida como configuracéo atual.
A configuragdo (2 varia de acordo e pode assumir infinitas formas. Para esta

configuracéo, a particula do corpo é identificada pelo vetor posicdo Y em relacdo a origem.
3.2.3 Mapeamento e funcdo mudanca de configuracao

Um estado auxiliar adimensional é usado para 0 mapeamento de um ponto do corpo
. ~ . £0 £l .
através de funcdes denotadas respectivamente por f~ e f~. Ambas podem ser escritas como

fungdes dependentes de coordenadas adimensionais &;,1=1,2,3 e das fungées de forma ¢, ,

com n indicando o somatorio sobre os nds do elemento finito (notacdo indicial):

f|1 :Yni¢n (61:65:83) (3.4)
fuo = Xri1¢n (61:65:63) (3.5)

Para um instante t>0 a configuracdo assume o valor da configuracdo atual. Seus
pontos no espaco podem ser escritos por uma fungdo mudanca de configuracdo f que realiza

transicdo do corpo da configuracdo inicial para seu ponto de equilibrio na configuracédo atual,

assim como ilustrado na Figura 5:

Configuragio Inicial Configuragio Atual

—>,
theh

—> -
0erY!

¥3

Configuragio Auxiliar

Figura 5 — Configuracdes de um corpo, fun¢do mudanca de configuracao e funcdes de mapeamento
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E possivel relacionar a funcdo mudanca de configuracdo f com as funcdes de

mapeamento. Como ambas utilizam a configuracdo auxiliar para mapear as configuragdes, é
possivel fazer o caminho inverso do mapeamento da configuracdo inicial, chegando assim ao
corpo adimensional auxiliar, e posteriormente utilizando o mapeamento da configuragéo
atual. Em outras palavras, relacionam-se assim as configuragdes inicial e final da seguinte

forma:
f=fi () (3.6)
3.2.4 Energia Total do Sistema
Segundo a Primeira Lei da Termodindmica, em um sistema conservativo,
desconsiderando-se a contribuicdo da energia cinética e sendo o sistema, sua energia total é
dada por:

=W +P (3.7)

Sendo IT a energia total do sistema, W a energia de deformacdo acumulada no

sistema e P o trabalho realizado pelas forcas aplicadas. Ambos escritos em funcédo das

posicdes, sendo:

P=—F"Y," (3.8)

Em que F" sdo as forcas externas aplicadas e Y;" sdo as posicdes em que as

respectivas forcas estdo sendo aplicadas.
3.2.5 Resolucéo do sistema néo linear
Sendo as forcas aplicadas conservativas, ou seja, independentes das posicdes de

atuacdo, utiliza-se o principio da energia total estacionaria, 6I1=0, na equacdo (3.7) para

estabelecer o equilibrio do sistema. Deste, resulta uma equagao ndo linear:
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oY) W = =y = =
Z—_.:—_.—F:Fmt—F:O 39
. oY oY (3:9)
O termo F™ ¢é o vetor das forcas internas do elemento finito, dado pela primeira

derivada da energia de deformacéo, e g é o vetor de desbalanceamento mecénico, que deve

ser nulo na posicdo de equilibrio do sistema. Com as forcas conservativas, a Unica

configuracdo do corpo que resulta um minimo na energia total do corpo é a configuracdo de

ilibrio e OF/ —
equilibrio e 4\(_0.

Para a resolucdo do sistema ndo linear, utiliza-se a técnica incremental-iterativa de

Newton-Raphson através de uma expansdo em série de Taylor da expressao 3.9:

a4

g(\?k+i)=g(\7k)+aY AY,,; +0% =0 (3.10)

K+i

Yi

Desprezando o termo de ordem superior, a equacdo 3.10 pode ser reescrita como:

J g(Y,) (3.11)

=i

O operador tangente do problema é a matriz hessiana dada por:

WA (3.12)
oYoYy oYl
Ao calcular o increment de poisgédo AVM , atualiza-se a solucdo tentativa:
Y7<+l = Y_L + AY_;H-l (313)

Como o procedimento de Newton-Raphson é iterativo, o processo é repetido até que o

incremento de posicdo ou o desbalanceamento sejam suficientemente pequenos para
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atenderem a tolerancia estabelecida. O método consiste em calcular a derivada em um ponto
conhecido, calculando o incremento no valor da posicdo para que seja satisfeita a equacao de
equilibrio. A Figura 6 — Representacdo grafica do método de Newton-RaphsonFigura 6
representa 0 esquema grafico do processo de convergéncia por Newton-Raphson para um
grau de liberdade:

v

Figura 6 — Representac¢do grafica do método de Newton-Raphson

Para avaliar a convergéncia pelo incremento de posicdo, utiliza-se a seguinte
expressdo como critério de parada, que utiliza uma medida relativa de erro, evitando
problemas de convergéncia por ordem de grandeza:

AY Aj <tolerancia (3.14)
X.X
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4 ELEMENTO FINITO BIDIMENSIONAL

As formulacdes acerca do elemento finito bidimensional de chapa segundo a
formulacdo posicional podem ser encontradas mais detalhadamente em trabalhos como Coda
e Paccola (2010), Sampaio (2014), Moura (2015).

4.1 Cinematica do elemento finito de chapa

A Figura 7 representa os diferentes estados que um elemento finito bidimensional e

seus nds podem assumir e suas relagcdes com o estado adimensional auxiliar:

N Eh . A%h

fc1h »A1ch

(fQ’ Ben

&5

Figura 7 — Esquema de mapeamento do elemento finito bidimensional e suas configuracées

. o .. . 0
Um ponto qualquer na configuragdo inicial ou indeformada €, apresenta
h . e . . .
coordenadas X" no espaco Euclidiano, sendo mapeadas através do estado adimensional
. - ~ h . ~ .
auxiliar B, com coordenadas &, utilizando funcdes de forma ¢, para interpolacdo através

P h .. i,ch . h ..
das posicdes dos nés do elemento finito X,'. Sendo Nl 0 nimero de nés do elemento finito,

i =1,2 as direcdes para o caso bidimensional e ch a referéncia ao elemento de chapa. Para o

presente trabalho adotou-se um elemento finito bidimensional com dez nds e aproximacao

cubica. Portanto, tem-se:



48

XiCh :¢nCh (51’62)Ximh (4.1)

. ~ . ch
Para a configuracéo final ou deformada €2, as coordenadas Y~ do ponto qualquer
sd0 mapeadas através do espaco adimensional auxiliar de forma andloga a configuracdo

... ch i . ,
inicial. Sendo Y,"" as posicdes atuais dos nés, pode-se escrever:

inh :¢;h (fligz)YinYCh (4.2)

A funcdo mudanca de configuracédo fch, que realiza a transicdo da configuracéo inicial

. ~ . . . N h h
ara a configuracéo final, ou seja, que faz a transicdo das coordenadas X para) , pode ser
| |

obtida segundo uma composicdo entre os mapeamentos dos dois estados em relacdo ao estado

adimensional da seguinte forma:
f’ch _ f’l,ch o( .F'O,ch )_1 (43)

Os gradientes das fungdes de mapeamento da configuragéo inicial e final sdo dados

respectivamente por:

ch ch
Q,ch — 8Xi _ a¢n X n,ch

_ M o _ 0¥ _ Ody y.neh (4.4)
/ os, o&

"o og

e

Pela regra da cadeia, o gradiente da fungdo mudanca de configuragdo é calculado pela

seguinte expressao (Coda e Paccola, 2010):

Ach _ Al,ch.(AO,ch )_l (45)
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4.2 Energia de deformacéo

A lei constitutiva empregada é a de Saint-Venant-Kirchhoff, que relaciona a medida
de deformacdo objetiva de Green-Lagrange ao tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de
Segunda Espécie. Esta lei permite aplicacdes em grandes deslocamentos e deformacdes
moderadas (OGDEN, 1984; CODA, PACCOLA, 2010).

O tensor de deformagdes e o tensor de tensdes sdo dados respectivamente por:

£ :%(é—l):%((AC“)‘ A —|) (4.6)

sendo C o tensor de segunda ordem do alongamento de Cauchy-Green a direita e | o tensor
identidade de segunda ordem.
A equacdo (4.6) ainda pode ser reescrita para as componentes do tensor de

deformagdes da seguinte forma:

5 =5(G )= 5 (AT -5) ()

sendo J; o delta de Kroenecker.

A expressdo da energia especifica de deformacdo w" associada a essa lei constitutiva

é dada de forma geral por:

wh = % Ei;':he‘ijkl Ekclh (4.8)

sendo (fijk, 0 tensor constitutivo elastico de quarta ordem e suas componentes sao dadas por:

2Gv
i :Eé‘ijé‘kl +G(§ik5jl +5i|51k) (4.9)

Um solido modelado bidimensionalmente pode ser analisado tanto em um estado
plano de deformacgdes (EPD) quanto em um estado plano de tensdes (EPT), e suas energias

especificas de deformacdo sdo escritas, respectivamente, por:
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e 1_sz {(1_V)((Eflh ) +(E;;)2)+2vEffE;; +(1—2v)((Ef; ) +(ES )2)} 10
W = (l_sz) {(Eﬂ‘)2 +(EQ) +2vERED +(1—v2)((Ef2h)2 +(E§'})2)}

sendo o coeficiente de Poisson denotado por V e o médulo de elasticidade transversal por G .

Conforme descrito no Capitulo 3, a energia total do sistema IT é a soma da energia de
deformacéo e do potencial das cargas externas, que escrita para o caso bidimensional, em
funcdo das posicdes nodais da chapa, é dada pela seguinte expressao:

I(Y") =W (Y )-FY (4.11)

sendo W a energia de deformacio de um elemento finito de chapa e F o vetor das forcas
externas. A energia de deformagdo W em um elemento finito de chapa pode ser obtida pela
integracdo da energia especifica no volume inicial V,, dada esta ser uma formulagéo

Lagrangeana Total, conforme a equacéo (4.12):

W = [w™ (Y")dV, (4.12)

4.3Forga interna

De acordo com o capitulo anterior, partindo do principio da energia potencial total
estacionaria, como condicéao de equilibrio, a primeira variacdo da energia total é dada por:

o = \/ ch
STI(Y™ )= j 2\5 : SY AV, —Mﬁ\? 4= (4.13)

aY_' ch

Como a energia especifica de deformacdo pode ser escrita em fungdo das posigdes

nodais por meio da deformagdo de Green E™, e sendo S o tensor de Piola-Kirchhoff de

segunda espécie, pode-se reescrever a expressao (4.13) como:
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. ow™" oE™ o
ch) _ . ch _ ch _
STI(Y )_jaE—ch.W& dV, —F.6Y" =0 (4.14)

VO
A equacéo anterior ainda pode ser escrita na forma:

aECh

Y"ch

51‘[(\7“) = _[SCh .

Vo

SY"dV, —F.8Y" =0 (4.15)

Dada a arbitrariedade da variagio 5Y ", é possivel reescrever a equacio (4.15) como:

g(\?”‘) = jsm : 2$Ch dv,-F =0 (4.16)

g(Y™")=F"(Y")-F=0 (4.17)

sendo § o vetor deshalanceamento e F™ o vetor de forgas interna conforme descrito no

capitulo anterior.
De modo a calcular o valor da forga interna, aplica-se a regra de quadratura com
pontos de Hammer, de modo a substituir a integracdo analitica por uma integracdo numérica.

Portanto, a forga interna em um n6 B em uma direcdo « é dada por:

nph

s = Z[( £ cthih}eef (4.18)

ih=1

Cada parcela ff representa a contribuicdo de um ponto de Hammer ih para a forca
interna. O termo C,, representa o peso de cada ponto de Hammer e e/ é a espessura do

elemento finito em questdo. Sendo:

I = det(A*™") (4.19)
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in aECh . c
(1) - (W_ﬂj (s"), @.20)

a

ch

e 0 termo é dado por:

oy A

a

8ECh 1 o\ aAl,ch B t o\ 8A1,ch B
oo d ey ey ) e

(4.21)

A equacdo a seguir indica as componentes do tensor S para o estado plano de

deformacoes:

¢ [ c c
llh :m{(l—V)Ellh +UE22}
ch _ E

_ ch ch
2 = m{(l V) Ep +UBy } (4.22)

S, = 2GE;;
S = 2GE;

Sendo [& o modo de elasticidade longitudinal do material e G o mddulo de

elasticidade transveral dado por:

G= 2
2(1+0)

(4.23)

Pode-se utilizar a mesma expresséo (4.22) para o estado plano de tensdes, alterando-se

os valores dos seguintes coeficientes (Assan, 2002):

— Yen (4.24)

Vepr 1
T Vepp

Eepr =Eepp (1_ VéPT ) (4.25)
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4.4 Hessiana

Conforme indicado no Capitulo 3, ao estabelecer-se o equilibrio pela primeira variagdo
da energia potencial total, obtém-se uma equacao nao linear. Ao realizar a expansao em série
de Taylor para a resolucdo dessas equacdes por meio do método de Newton-Raphson, surge a
necessidade de calcular a segunda derivada da energia de deformacéo.

Aplicando a regra de quadratura sobre a expressdo (3.12), substitui-se a integral
analitica por uma integracdo numérica com pontos de Hammer de forma analoga a forca

interna:

nph

Hg/]iyz = Z[(haﬂyz )ih Cih‘]ih:|eef (4.26)

ih=1

O termo h,g,, € a contribuicdo de cada ponto de Hammer para a hessiana do

elemento, conforme:

t t
ch _ 1 0,ch -t aAl’Ch 6A1’Ch 0,ch -1 0,ch -t aAl’Ch aAlyCh 0,ch -1 . cch
=7 (A )'avf~°“ e (A%") " +(A ).aszvch 'avjv‘?“'(A )" |:s
s aECh . 6Sch
aYaﬂ,Ch ) asz,Ch
(4.27)
1,ch ch
sendo aAMh e asmh dados a seqguir:
oy, oy,
1,ch ch ch 1,ch 0 O
e LS o (4.28)
oY 0 0 N, | Do P2
ch ch
oS =C oE (4.29)

z,ch z,ch
oY oy,
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ch

0
sendo ¢y =6L;ﬂ e 0 termo i da equacao (4.29) é calculado de forma analoga a equacéo

i 7
(4.21).
Segundo Ogden (1984), para o calculo da tensdo real de Cauchy ¢ a partir da tensdo

de Piola Kirchhoff, tem-se:

o= %A”‘ s (A (4.30)
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5 ELEMENTO FINITO DE BARRA COMO REFORCO

As formulagBes descritas nesse capitulo consistem em simular as fibras como
elemento finito de barra, tendo como parametros nodais as posi¢cdes em cada direcdo. As
fibras sdo consideradas através de duas formulagdes. A primeira delas, considera as fibras
como perfeitamente aderidas ao meio, podendo ser encontrada nos trabalhos de Vanalli
(2004), Vanalli et al. (2010) e Sampaio (2014).

Os itens 5.1 e 5.2 séo referentes ao célculo das forcas internas e hessianas das fibras,
sendo que a Unica diferenca entre estes topicos é o grau de aproximacao do elemento. O
primeiro item trata da fibra com apenas dois nos (aproximacdo linear) e o segundo com uma
regra mais geral valida para qualquer grau de aproximacéo da fibra. A formulacéo do item 5.2
pode ser usada para a fibra de dois nds, mas o contrario ndo é valido.

Apds os calculos das forcas internas e hessianas, utiliza-se a técnica apresentada no
item 5.3 para a contribuicdo das fibras ao meio. Esta dispensa a coincidéncia dos nds da
malha da fibra com a malha da matriz, considerando as fibras como perfeitamente aderidas ao

meio e ndo acrescenta graus de liberdade ao sistema.

5.1 Elemento de fibra reta

5.1.1 Cineméatica do elemento de fibra reta

A Figura 8 representa as diferentes configuracbes que um elemento finito
undimensional com aproximacao linear e seus nds podem assumir, e suas relagdes com a

configuracao adimensional auxiliar:

of Qiib

0
f fib f lelb

T Bib

n=-1 n n=1

()"

Figura 8 - Esquema de mapeamento do elemento de fibra reta e suas configuragdes inicial e atual
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Um ponto qualquer na configuracdo inicial ou indeformada Q?ib apresenta as

coordenadas X" no espaco Euclidiano, sendo mapeado através da configuragdo adimensional
. . or- ~ fib

auxiliar B,, com coordenada 77 que varia de -1 a 1, utilizando funcdes de forma ¢," para

. ~ . LN . .. ,fib T .
interpolagéo através das posicées dos nés do elemento finito X."". Sendo o indice i =1,2 as
diregdes, fib a referéncia ao elemento de fibra, e o indice n o numero de nos, no caso da

fibra reta igual a dois. Portanto, tem-se:
Xiﬁb — ¢nfib (T])Xin'ﬁb (51)

Para a configuracio atual ou deformada €, , as coordenadas yifib do ponto qualquer

sdo mapeadas através do espago adimensional auxiliar com as posigdes nodais atuais Y,"™

como:
=g 52)

~ . ~ ffib . .~ . ~
A funcdo mudanca de configuracdo " é quem realiza a transicdo da configuracéo
L. . o . . fib
inicial para a configuracéo final, ou seja, que faz o mapeamento das coordenadas X; para

Y. De forma analoga ao elemento de chapa, essa funcio pode ser obtida segundo uma

composicdo entre os mapeamentos das duas configuracdes em relagdo a configuracdo de

referéncia adimensional da seguinte forma:
Frib _ Ffio O( Fofib )‘1 (5.3)
5.1.2 Energia de deformagéo

Considerando E™ o médulo de elasticidade da fibra reta e E™ a deformagio de
Green, assim como no elemento finito bidimensional, utiliza-se a lei constitutiva de Saint-

Venant-Kirchhoff, cuja energia de deformagcéo especifica w™ para este elemento é:
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wit — %Efib (E fib )2 (5.4)

A energia de deformagcéo total W ™ para um elemento de fibra é dada pela integragéo

da energia especifica de deformacao no volume da fibra:

W fib =\_/[Wﬁde0 _ %Efib (E fib )ZVO (5_5)

sendo V, o volume inicial, por se tratar de uma formulagéo Lagrangeana Total.
Considerando que o volume inicial € V, = A L,, sendo A, a area da secdo transversal

da fibra, assumida como constante, a equacdo (5.5) pode ser reescrita na forma:

1 _
W fib — EEnb (E fib )ZAT L, (5.6)

A deformacéo de Green para o caso unidimensional é apenas um escalar, medida na

direcdo da fibra:

2
E fib ZE[LZ_lJ (5.7)
2 L

sendo L e L, o comprimento final e inicial do elemento, respectivamente, os quais séo dados

pelas seguintes expressdes em funcdo das posi¢des nodais:

(L0)2 — (Xll,fib _ X12,fib)2 + (X;.,fib _ XZZ,fib)Z (58)

(L)Z — (Yll, fib _Y12,fib)2 + (Yzl, fib _Y22, fib)2 (59)

sendo os indices numéricos superiores referentes aos nds de uma fibra, enquanto os indices

numéricos inferiores referentes as direcdes.
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5.1.3 Forga interna

Conforme o Capitulo 3, as forgas internas para o elemento de fibra sdo dadas pela

primeira variagdo da energia total, que resulta num sistema n&o linear, sendo expressas por:

( f|b) Ar'—j E™E™A L, 6Ejf':b (5.10)

Firti _ ow™ 9 1o
i GYJ fio — 6Yij,fib 2

fib

Realizando a derivada im reescreve-se a equacao (5.10), ja explicitando os

termos do vetor, na forma:

I:lint,l — EﬁbAT E fib (Yll, fib _YlZ,fib) innt,l — EﬁbAT E fib (Yzl, fib _Y22,fib)

ﬁ; If‘ﬁ (5.11)
Flint,z _ ETA  fib (le,fib _Yll, fib) inm,z _ E™A E fib (Yzz,fib _Y21, fib)

sendo que, como adotado anteriormente, os indices numéricos inferiores sdo referentes as

direcOes e os indices numéricos superiores referentes ao nos da fibra reta.
5.1.4 Hessiana

Também de acordo com o Capitulo 3, o célculo da segunda derivada da energia de
deformacéo € parte do procedimento para resolucdo das equacgdes ndo lineares pelo método de
Newton-Raphson. A hessiana do elemento de fibra € dada pela segunda derivada da energia

de deformagéo:

| ow ™ g b fi oE™
iL-?n = By Kb gy m.fib = PV (Ef EfbArL Ym Sy m, fib (5.12)
1 ] 1

fib

De forma analoga a forca interna, resolvendo a derivada , reescreve-se a

v fib
o,

expressdo (5.12), j& explicitando cada termo da matriz, na forma:
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i Lfib _ys2,fib)? i Lfib _\s2.fib)(yLfib _\ 2 fib
H_fib :EfbAr (Yl — ) LET | .fib :EfbAr [(Y —Y )(Yl N ):l
1111 LO L(z) ! 11

(YZ fib Yl fib Yl fib Y2 flb

- i ib \2 -
i Ef'bAr (Yll,fb _le,fb) " " Ef'bAr
H1112 = 2 +E ' H1122
L, 2 L,

) fib Yl,fib _Y2,ﬁb 2 . ' fib Yl,ﬁb _YZ,fIb Ylflb Y2f|b
HzT;l:E Ar (2 2 )+Ef|b ,Hzfiril_E AT (1 1 )

3 E 3

] fib Yl,fib _YZ,fib - - fib Y2f|b Yl,fl Y 1, fib Y2f|b
HZT;ZZE Ar (2 2 )+Ef|b ’Hzfﬁz_E Ar ( 1

L, B L

_ fib y 2/fib L fib 2 _ . fib yLfb _y2.fib Y2f|b Ylﬂ
Hlletllle A (1 1 )+Ef|b 'Hlleb E™A (2 2 )(

Ly Lo

o (vt b2

H.fib :EfbAr (Yl — )
1212 2
L B

b | (y2fb _\y1iib)?
Hfib _ EfbAr (Y2 —Yz ) LETfb (5.13)
2221 2 211 .
L, B L,
i [ (v 2.fib 1,fib 2 | i 2,fib 1, fib 2,fib 1, fib
H fib EfbAr (YZ _YZ ) n Efib H fib EfbAr (Yl _Yl )(YZ Y2 )
2222 — I—O Lé ! 2212 — LO L(2)
Organizando a hessiana de forma matricial, tem-se:
HSHE R HE
Hfib — H2f2:.l;.11 H2fi:.gl HZfZ:.?.Z HZfZ:.k;Z (514)

fib fib fib fib
H1211 H1221 H1212 H1222

fib fib fib fib
H 2211 H 2221 H 2212 H 2222
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5.2 Elemento de fibra curvo de ordem qualquer

5.2.1 Cinematica do elemento de fibra curvo de ordem qualquer

A Figura 9 representa as diferentes configuracbes que um elemento finito
undimensional curvo e seus n6s podem assumir e suas relacdes com a configuracao

adimensional auxiliar:

fib
_—/‘/——_\
Qfib
ff1|b T— Q
(3"
T Bfib
n=-1 n n=1

Figura 9 - Esquema de mapeamento do elemento de fibra curvo de ordem qualquer e suas configuraces

De modo analogo a fibra reta, um ponto qualquer na configuracdo inicial ou
. fib .y ,
indeformada Q, apresenta as coordenadas %" no espaco Euclidiano, sendo mapeado através

da configuragdo adimensional auxiliar B, com coordenada 77 que varia de -1 a 1,
utilizando fungdes de forma ¢g‘b para interpolagdo através das posi¢des dos nds do elemento

..  fib , , . . ~ . N .
finito Xip ".Sendo P o nimero de nds, i =1,2 as direcdes e fib a referéncia ao elemento

de fibra, tem-se:

Xifib — ¢fib (77) X p, fib (515)
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Para a configuracdo final ou deformada €2, , as coordenadas yifib do ponto qualquer

sd0 mapeadas através do espago adimensiona auxiliar com as posigdes nodais atuais Y,”™

como:
" =g, (mY,P "™ (5.16)

A funcdo mudanca de configuracéo f fib. que realiza a transicdo da configuracao inicial
para a configuracdo final, ou seja, que faz 0 mapeamento da mudanca das coordenadas Xifib

fib . -
para Y, , pode ser obtida segundo uma composicdo entre os mapeamentos das duas

configuracdes em relacdo a configuracdo de referéncia adimensional da seguinte forma:
fFrib_ fLo O( fofi )’1 (5.17)

Para o elemento finito curvo de ordem qualquer, associa-se a cada ponto da
configuracao inicial um vetor tangente e seu modulo para calcular a deformacéo de Green. Ao
contrério da fibra reta, aqui, dada a curvatura, os comprimentos final e inicial da fibra ndo

podem ser obtidos diretamente pelas posi¢cdes nodais. Tem-se assim:

C dg _
TiQ _ ¢|:j (77) xipvf'b (518)
n
o [dg™® Y (dg o)
-I-iQ 2:( ¢D (77) levf'bJ +(¢p—(77)xzp,flb] (5.19)
dn dn

Analogamente para a configuracdo atual, associa-se um vetor tangente e seu modulo,

expressos respectivamente por:

1)y p.io (5.20)

|-|:_Q|2: dgy (n)Ylp,fib I Myzp,fib (5.21)
dn
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5.2.2 Energia de deformagéo

A energia especifica de deformacdo do elemento curvo € igual a do elemento reto,

expressa segundo a lei de Saint-Venant-Kirchhoff por:

wit — %Efib (E fib )2 (5.22)

E a energia total é dada pela integral da energia especifica de deformacdo no volume

da fibra, como:

W e Z\;[Wfibdvo _ %Efib (E fib )2V0 (5.23)

sendo V, o volume inicial do elemento finito, por se tratar de uma formula¢éo Lagrangeana

Total.
Para o elemento curvo de ordem qualquer, a deformacao de Green pode ser escrita em

funcgéo dos vetores tangentes:

E® =2 —— (5.24)

Ou ainda pode ser escrita sob a forma:

d¢pﬁb (U)Ylp,ﬁb 2+ d¢pﬁb (U)sz,fib 2 _ d¢pﬂb(n) le,fib 2+ d¢pﬂb(n) sz,fib 2
_ 1 dn dn dn dn

2 [d¢pﬂb (77) le,fib Jz +[d¢pﬁb (77) sz,fib jz

dr dr

(5.25)
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5.2.3 Forga interna

Conforme demonstrado no Capitulo 3, as forcas internas surgem do equilibrio
estabelecido pela primeira variagdo da energia potencial total. Para o elemento curvo de

ordem qualquer sao dadas por:

wy  OW fib ~ ow '

Substituindo as expressoes (5.22) e (5.25) na expressdo (5.26), obtém-se:

d¢pﬁb (n)Ykp,fib d¢jﬁb (77)
dn

Fkint,j _ J‘EfibEﬁb ( dn

Vo

av, (5.27)

2

7o

Sabendo que V,=A/L, e a area da segdo transversal da fibra A & constante, e
possivel mudar o limite de integracdo para o comprimento inicial L,, obtendo assim a

seguinte expressao:

£d¢pﬁb (n)Ykp,fib ] d¢jﬁb (77)
ij — TEfibEfib d77 d77
0

A ds (5.28)

2

E

Realizando a mudanca dos limites de integracdo para o espaco adimensional, tem-se:

: Lo ( dn dn .
Fjlnt,k _ J‘EfubE fib i I m)Adny (5.29)
]

E

d¢pﬁb (n)Ykp,ﬁb ] d¢jﬁb (77)

sendo Joﬁb (1) o jacobiano da mudanca de dominio de integraco para a configuracéo inicial

Q°, dado em funcéo do vetor tangente como:
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For

Jofib (77) —

&) (& =
dn dn

Aplicando a regra de quadratura com pontos de Gauss-Legendre, subtitui-se a integral

analitica de (5.29) por uma integragdo numerica:

] nph EfibEfib d¢fib n Yp,fib d¢-ﬁb n i
e ( p (dn) | Jdn( : Jo" m)en A (5.31)
-

|
=1

sendo c, 0s pesos correspondentes aos pontos de integracdo da quadratura de Gauss-

Legendre.
5.2.4 Hessiana

Segundo o Capitulo 3, aplica-se a segunda derivada da energia de deformacdo para a
resolucdo das equacdes ndo lineares provenientes do equilibrio estabelecido pela primeira
variacdo da energia potencial total em funcdo dos parametros nodais da fibra. A matriz
hessiana é dada por:

. aZW fib aZWfib
fio __ _
kiap — aij,fibaY A, fib _\;[ aij,fibaY B, fib dVo (5'32)

Substituindo as equacdes (5.22) e (5.25) em (5.32), obtém-se:

_ E fib (d¢rfib (U)Yr,ﬁb} d¢/;ib (n)(d¢rﬁb (U)Yr,fibJ d¢jﬁb (77)_

o dn  “ dn dn dn

fib
ijaﬂ - J.

|, mrEe s
Tl dp o dp

av, (5.33)

'ﬁa
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Considerando que o volume inicial é V, = A L, e substituindo na equacéo (5.33)

obtém-se:
_ Efib d¢rfib (n)Yr'ﬁb d¢ﬂfib (77) d¢rﬁb (U)Yryﬁb d¢jfib (77)
LFee L dp dn dp dn
kajlzﬂ = J. fib — fib fib fib
o , BUE™ ddy"(n) 447 (n) ¢
For 2 dn dn “
sendo ds o diferencial de comprimento da fibra.
Ao realizar a mudanca dos limites de integracao:
_ E fib d¢rfib (n)Yryﬁb d¢[§ib (77) d¢rfib (U)Y i d¢jﬁb (77)—
e lodp dry dp " dn
Hk?gﬂ - J. fib = fib fib fib
-1 E™E™ dg, () dg, (77)(5k
o 2 dn dn “

Ads (5.34)

Jo" () Ardn (5.35)

Aplicando a regra de quadratura, subtitui-se a integracdo analitica pela integracdo

numerica com pontos de Gauss-Legendre para a resolucdo da integral de (5.35), obtendo-se:

E™ [d¢rﬁb(’7)| rfib}d¢ﬁﬁb(’7)| [d¢rﬁb(’7)| Yrﬁb}
5, seee o) dot)|
oot dpy . «

(5.36)

Ac, J,
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5.3 Fibras perfeitamente aderidas

Devido a hipotese de que as fibras sdo perfeitamente aderidas, ou seja, que ndo ha
deslocamento relativo entre os nos das fibras e os pontos do dominio da chapa associados nos
estados inicial e atual, as coordenadas dos nds das fibras podem ser escritas em funcéo das

fungdes de foma da chapa e ndo mais do proprio elemento de barra, como mostra a equagéo:

Xir,ﬁb ¢ch (él , (r))x p,ch (537)

em que Xir‘ﬁb é a posicao referente a um dado n6 r da fibra numa direcdo I na configuragio
inicial, ¢" sdo as funcdes de forma do elemento bidimensional e Xip'Ch é a posicdo de um né
P do elemento bidimensional numa direc&o I .

Analogamente para a configuracdo final, em que Yir’fib é a posicao referente a um
dado no6 r da fibra numa direcdo i na configuragio deformada, ¢ sdo as fungdes de forma

.- . ch . . a , .- .
do elemento bidimensional e Y."" é a posicdo de um né6 P do elemento bidimensional numa

diregdo 1, como indicado em:
Yir,fib :¢;h (ggl(r)’gz(r))Yip,ch (538)

A equacéo (5.38) pode ser diferenciada em relagéo aos parametros nodais do elemento
bidimensional, sendo que quando o né da fibra pertence ao elemento bidimensional o

diferencial é a propria funcdo de forma, ¢,§h(§1(r)a fz(r)). De maneira geral, tem-se a equacao

(5.39):

aYI‘fIb achh
oYPH gy e Ve ¢

0 (87.67)=6,6,,0, (&, 5")=6,45(&". &) (5.39)

Como ndo é necessaria a coincidéncia dos nés da malha da fibra com os n6s da malha
da chapa, as fibras sdo geradas independentemente na configuracdo indeformada Qf,b, desde

que seu dominio esteja contido no dominio da malha da matriz.
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Entretanto, isso ndo garante que os nos de uma fibra estejam no mesmo elemento de
chapa, podendo assim surgir as seguintes situacdes (Figura 10): os nos da fibra encontram-se
em um elemento de chapa (fibra 1), os n6s da fibra podem estar em elementos adjacentes com
nos em comum (fibra 2), os nds da fibra podem estar em elementos adjacentes com apenas um
n6 em comum (fibra 3) e fibras com nds em elementos ndo adjacentes (fibra 4). Para o caso de
fibras como a 4, os elementos que a fibra atravessa, mas que ndo possuem o né da fibra, ndo
terdo a contribuicdo desta no vetor de forcas internas e da matriz hessiana do elemento em si.
A contribuicdo pode ocorrer de forma indireta quando houver coincidéncia dos graus de
liberdade entre estes elementos e 0s que possuem 0s nés da fibra. Sendo assim, é importante
atentar para a discretizacao da fibra, para evitar resultados ruins por considerar refor¢cos muito

grandes numa malha de chapa refinada.

Figura 10 — Arranjo das fibras no dominio bidimensional

(Fonte: Sampaio, 2014)

Podendo o né da fibra estar contido no dominio da chapa e ndo coincidir com 0s nos

desta, associa-se a cada nd da fibra um par de coordenadas adimensionais tentativa ( A 2‘9“)

no espaco adimensional de um determinado elemento de chapa. Como ndo se conhecem as
reais coordenadas adimensionais, uma vez que as fibras foram geradas diretamente no espago
cartesiano, realiza-se um processo de localizacdo iterativo para identificacdo do elemento de
chapa onde se encontram inseridos os nds da fibra e a consequente correcdo das coordenadas

adimensionais.
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Considerando que o elemento bidimensional tem aproximagdo cubica e as
coordenadas adimensionais referentes as fibras possuem valores ainda desconhecidos,
equacOes ndo lineares em funcdo das coordenadas adimensionais surgem no mapeamento
proposto na equacdo (5.37). A resolucdo do sistema pode ser feita através do método de
Newton-Raphson por uma expansao em série de Taylor:

. a¢ch (g(r),ten (r),ten)
Jfib o 4ch \ , ,ch p 1 152 ch
Xir i :¢; (él(r)ten’ 2(r)ten)xipc + 85 Xipc Afj (540)
j ‘(él(r),ten Y%gz(r),len)
O que ainda pode ser reescrito como:
xir,fib _ ( Xir,fib )tentativa N HijAng (5.41)
) ) fib tentativa . ) ) )
sendo Hij uma matriz hessiana e (Xir ' ) a posicdo tentativa dos nos da fibra calculada

a partir da geometria do elemento bidimensional. O célculo de Agﬂ- é dado pela resolucdo do

sistema de equacdes:
HijAé:j _ Xir’fib —(Xir'ﬁb )tentativa (542)

E importante notar que para o caso com aderéncia perfeita, tanto na configuracéo
inicial quanto na final, as posi¢cdes dos nds da fibra serdo sempre dadas pelas coordenadas
adimensionais calculadas no processo de localizacao.

Para o acoplamento entre a fibra e a matriz, sem que haja um aumento de graus de
liberdade e sem a necessidade de coincidéncia dos nés na discretizacdo das fibras e da matriz,
faz-se uma compatibilizacao entre os graus de liberdade da chapa e o da fibra.

Na expressdo seguinte, € mostrado o procedimento de compatibilizacdo da hessiana

para o caso da fibra reta:

I:H " ]4NX4N - [¢/C7h ]:Nx4 '|:H " :|4x4 [¢/§h :|4X4N (543)
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O termo [H “bl é a hessiana do elemento de fibra, calculada pelas expressoes

x4

(5.12) ou (5.36); N € o numero de nos que cada elemento de chapa possui, [¢;“ ]4 N é uma

matriz que contém as funcdes de forma da chapa para as coordenadas adimensionais as quais

estdo associados aos nés da fibra, [H f“’LN " ¢ uma matriz compatibilizada, em que ja
X

podem ser feitas contribui¢Ges diretas na hessiana global da estrutura baseada nos elementos
de chapa e segundo as incidéncias desses.
De forma mais geral para uma fibra curva de ordem qualquer, a expresséo (5.43)

resulta em:

[ fib] _ |:¢ch,ﬁ T [ fib] [¢ch,ﬁ]
2(GP" +1)Nx2(GP +1)N 2(GP" +1)Nx2(GP" +1) © 2(GP' +1)x2(GP +1) 2(GP" +1)x2(GP ' +1)N
(5.44)

O termo [H ﬁb] é a matriz hessiana calculada pela expressao (5.36), N

2(GP" +1)x2(GP  +1)
¢ 0 nimero de nés que cada elemento de chapa possui, GP' é o grau do polindmio que

descreve a fibra, | g/ € uma matriz que contém as funcgdes de forma da
2(GPf +1)x2(GP" +1)N

chapa para as coordenadas adimensionais a quais estdo associados 0s nds,

[ ﬁb] € uma matriz compatibilizada, em que j& podem ser feitas
2(GPf +1)Nx2(GP ' +1)N

contribuicbes diretas na hessiana global da estrutura baseada nos elementos de chapa e
segundo as incidéncias desses.

A equacdo seguinte mostra a matriz com as funcdes de forma:

g 0 4 g 0 0 0 0 .. 0 O |
i i 1| O
#]- 0 ¢ 0 .. 0 ¢ oj 0 0j O,- o|_(L4] [. 5.45)
0 0 0 0 ¢ 0 ¢ .. ¢ 0 [0] [M
0 0 00 0 ¢ 0 .. 0 ¢

Utilizando a mesma matriz de fungdes de forma, a compatibilizacdo das forcgas

internas € feita de forma analoga a hessiana para a fibra reta:

{Fﬁb}4Nx1 - |:¢Ch’ﬁ]:Nx4 { F ﬁb}4x1 (546)
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O termo {F f“’}4 ) é a forca interna do elemento de fibra, calculada pelas expressdes
X

(5.10) ou (5.31); {Fﬁb} ¢ um vetor compatibilizado, em que ja podem ser feitas

4Nx1
contribuigdes diretas na forca interna global da estrutura segundo as incidéncias.

Mais uma vez, para o caso de uma fibra de ordem qualquer:

_ _ ch,ﬂ}T fib
{Ff'b}z(GPf+1)Nx1 [¢ 2(GP‘+1)Nx2(GPf+1)'{F }2(pr+1)x1 (5.47)

fib A H ~
O termo {F }Z(GPHM é a forca interna calculada pela expresséo (5.31),

{Fﬁb}z(epf e e um vetor compatibilizado, em que ja podem ser feitas contribuicGes diretas

na hessiana global da estrutura segundo as incidéncias.

Para as fibras perfeitamente aderidas, foram idealizadas as distribuicGes de tensbes
normais e de aderéncia na interface fibra-matriz. As fibras s&o modeladas como barras
simples, apresentando, portanto, apenas esfor¢co normal, sendo feita uma equivaléncia desse
esforco na fibra com a tensdo de aderéncia atuante na ligacdo fibra-matriz e, tendo-se como
base as tensbes admissiveis para os casos de tensdo normal e de aderéncia, pode-se determinar
qual o mecanismo que resultard na falha da fibra e o valor do esfor¢o associado a este, como

demonstrado na Figura 11.

{ﬂ\j E J\b/l i
N L » GA

|-l—-'l—-(—-(—-l—~l——l-—l-—l-—b—l-—l-|
1

Figura 11 — (a) tenséo normal na fibra, (b) tensdo de aderéncia na fibra

(Fonte: Nogueira et al., 2014)

N, <o, A (5.48)

adm

_ |
Ny < 74 Epfib (5.49)
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sendo o,,, a tensdo normal admissivel para a fibra, A a area da fibra, 7, a tenséo de

cisalhamento admissivel para a ligagdo da fibra com a matriz, L o comprimento da fibra e

P O perimetro da fibra.

No caso de N, <N, , por exemplo, adota-se a curva tenséo-deformacéo para o critério

de plastificacdo para as tensdes normais, caso contrario, adota-se a curva para as tensdes de

aderéncia no material.
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6 PLASTICIDADE

O presente topico e suas consideracdes feitas acerca de comportamento elastoplastico
da estrutura e de seus materiais constituintes sdo amplamente debatidos na literatura e podem
ser encontradas, por exemplo, em Khang e Huang (1995), Lubliner (2005), Doltsinis (2010) e
Proenca (2013). O foco sera dado as importéncias do estudo da plasticidade e suas diferencas
do comportamento elastico.

6.1 Considerac0des iniciais

A plasticidade é um fenémeno observavel durante o estudo da microestrutura dos
materiais, que indica que o mecanismo fisico responsavel pela plasticidade é a movimentacédo
irreversivel em defeitos nas ligagdes atdbmicas, ainda que ndo haja perda de coesdo ou rupturas
nas ligagdes. Enquanto que o encruamento pode ocorrer por incompatibilidades entre as
deformacdes dos graos da rede cristalina (PROENCA, 2013).

Ainda segundo Proenca (2013), a elasticidade esta relacionada ao desaparecimento
completo das deformacGes da estrutura apés a retirada da forga, ou seja, as deformacdes sdo
reversiveis e se mantém apenas enquanto o carregamento € aplicado. Ha também a
viscoelasticidade, que apresenta deformacdes reversiveis, mas dependentes do tempo, que
aumentam com o tempo apés a aplicacdo da carga e diminuem lentamente ap0s o
descarregamento.

O surgimento de deformacBes permanentes, provenientes da dissipacdo de energia, é
caracteristico da plasticidade, tratando-se de um processo irreversivel. A recuperacdo das
deformacdes ap0s o descarregamento é parcial. Este fenémeno da deformacédo residual fica
mais evidente em ciclos de carregamento e descarregamento. Durante o descarregamento no
regime plastico, a inclinacdo ¢ a mesma do carregamento e descarregamento no regime
elastico.

O comportamento elastoplastico é de interesse em termos de capacidade resistente de
uma estrutura. Isto porque ainda que os célculos e detalhamentos de algumas estruturais
usuais ndo permitam que estas se comportem plasticamente, devendo ser limitadas ao regime
elastico, sua desconsideracdo resulta em um desperdicio da capacidade resistente adicional

que o regime plastico possui.
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Existem varias leis constitutivas para a plasticidade e, dependendo do modelo adotado,
0 material pode ou ndo suportar niveis de tensdo superiores ao limite do regime elastico, o que
por si s6 conferiria um ganho na capacidade resistente. Entretanto a simples redistribuicdo de
esforgcos pode apresentar a mesma vantagem, ainda que ndo permita maiores niveis de tensao

como demonstrado por Doltsinis (2010) no exemplo ilustrado na Figura 12.

gD
Q _____________ ) o

Figura 12 — Comportamento elastico vs comportamento plastico de uma viga
(Adaptado: Doltsinis, 2010)

Para o caso elastico em uma viga reta e submetida a flexao pura, sendo M o momento

sob condigdes de servico, nM 0 momento critico, o a tensdo que limita o regime elastico,
b, alargura da viga para o regime elastico, b, a largura para o regime plastico, h a metade da

altura da viga e n um fator de seguranca, € possivel obter a seguinte relacao de equilibrio:

M :%behzas

Segundo a lei de plasticidade escolhida, € permitido que a intensidade da tensao

aumente até o limite de o, em toda a se¢&o da viga, assim como mostra o segundo caso da

Figura 12. Pela distribuicdo de tensdes ao longo da se¢do, 0 momento M para o caso plastico

pode ser calculado por:

nM =b h’cy
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Igualando as duas expressdes anteriores, € possivel obter a relacéo:

Em suma, é possivel concluir que para um mesmo momento atuante, foi possivel
diminuir uma das dimensdes da viga, 0 que acarreta em menor peso da estrutura € um menor
custo em materiais para sua construgdo ao considerar 0 comportamento plastico. Em casos em
que a estrutura ndo puder realizar a redistribuicdo de esforgos, 0 aumento da capacidade

resistente da estrutura sé sera possivel pelas propriedades do material.

6.2 Plasticidade unidimensional

Primeiramente sdo apresentados o0s conceitos relacionados a plasticidade
unidimensional, por ser esta de mais facil entendimento. Pretende-se com isso facilitar o
entendimento dos casos mais gerais de plasticidade multiaxial apresentados na sequéncia.

Nos modelos elasticos, uma tensdo o, estara sempre associada a uma deformacao &,
bem como uma tensdo o, estara sempre associada a uma deformagdo &,, ainda que haja

constantes ciclos de carregamento e descarregamento.
Para a plasticidade, certo nivel de tensdo pode estar associado a varias deformacGes
diferentes, dependentes das condi¢cdes anteriores de carregamento e descarregamento, assim

como mostra a curva tensdo vs deformacéo elastoplastica perfeita ilustrada na Figura 13.

v

Figura 13 — Carregamento e descarregamento no modelo elastoplastico perfeito
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Este modelo é o mesmo usado no exemplo anterior e demonstra que o material ndo
consegue suportar uma tensdo superior a o, e que, a0 manter este nivel de tensdo, a

deformacéo cresce indefinidamente. Portanto, a deformacé&o associada a este nivel de tenséo é
dependente do ponto alcancado durante o escoamento.
Para o modelo elastoplastico a deformacdo total de um elemento ou estrutura é

composta por parcelas reversiveis (elasticas) e irreversiveis (plasticas).

6.2.1 Modelo elastoplastico perfeito

O presente trabalho utiliza um regime de deformacGes plasticas pequenas, e, ao
fazermos essa consideracéo, a deformacdo total apresenta uma composicéo de soma entre suas
parcelas elastica e plastica, a chamada composi¢do aditiva da deformacdo, conforme

demonstra a equacéo (6.1):

E=E°+E"
dE = dE® +dE®

(6.1)

sendo E a deformacdo de Green total, E° a parcela elastica e E” a parcela plastica. A tensdo

de Piola-Kirchhoff S é dependente apenas da parcela elastica de deformacao:
S=EE*=E(E-EP) (6.2)

sendo & o mddulo de elasticidade do material.

A relagdo elastoplastica confere uma ndo linearidade fisica a estrutura. Na
elastoplasticidade perfeita, a partir do ponto de escoamento, a deformacéo elastica atinge seu
méaximo, e todo acréscimo de deformacdo resulta num acréscimo direto da deformacéo
plastica. Em toda modelagem constitutiva elastoplastica, antes do material atingir a tenséo de

plastificacdo pela primeira vez, todo acréscimo de deformacéo é elastico.

dS = E(dE —dE®) (6.3)
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Para o caso elastoplastico perfeito apds o escoamento com dE® =0, é possivel se

escrever:
ds=0 (6.4)

Em outras palavras, a tensdo ndo pode ser superior a tensdo de escoamento. Por isso 0s
estados admissiveis de tensdo devem sempre obedecer a condi¢cdo do chamado critério de

plastificacdo, dado por:
f(S)=|s|-S, <0 (6.5)

sendo |S| 0 mddulo da tensdo aplicada e S, a tensdo de plastificacdo do material.

E possivel escrever a variagdo da deformacéo pléstica segundo uma lei de plastificacdo

como:
dEP =dAsign(S) (6.6)

sendo sign(S) o sinal da tensdo e d4 0 modulo da variacdo da deformagcéo pléstica.

A Figura 14 exemplifica o comportamento da variacdo da deformacdo plastica

segundo o critério de plastificacdo:

AEP=Q

Figura 14 — Comportamento da variacdo da deformacao plastica

Com a Figura 14, é possivel analisar que para o regime eléstico f (S) <0, japarao
plastico, tem-se que f(S)=0. Logo, quando f(S)<0 , dE" =0, dS=#0 e quando

f (S) =0, de? #0, dS=0. Segundo as conclusdes obtidas, é possivel chegar a condicéo de

complementaridade:
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fdi=0 (6.7)

No regime elastico, f(S)SO (podendo assumir qualquer valor negativo) e ndao ha
variacdo da deformacdo plastica, pois serd sempre nula, logo, dA=0. Ja para o regime
plastico, o critério devera ser sempre nulo, portanto tem-se df =0 e ha incremento na

deformacdo plastica, portanto, dA=0. Dadas essas consideracfes, é possivel chegar a

chamada condicédo de consisténcia:
dAdf =0 (6.8)
6.2.2 Modelo elastoplastico com encruamento isétropo linear positivo
O encruamento caracteriza a alteracdo do tamanho e/ou posicdo do intervalo elastico
inicial de tensdes. A alteracdo do tamanho ocorre quando o modelo é isotropo, a da posicéo

guando o modelo ¢é cinematico e quando ambas as alteracdes ocorrem, tem-se 0 modelo misto.

A Figura 15 demonstra a representacdo grafica do modelo isétropo com encruamento linear:

Figura 15 — Modelo elastoplastico com encruamento isdtropo linear positivo

No caso do modelo com encruamento is6tropo, a expansdo do intervalo elastico inicial
de tensdes acontece simetricamente em relacdo ao seu centro quando houver a evolucao de

deformacdes pléasticas.
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E possivel observar através da figura anterior que, ap6s o carregamento, o limite

elastico passou de Sy para (Sy + kal) , resultando na evolucédo de deformacao plastica E?. O

parametro k é uma propriedade do material, chamado de mddulo plastico de encruamento
isétropo e « € uma medida que registra a “histéria” de carregamento de um ciclo.

Para 0 modelo elastoplastico com encruamento isétropo adotado no presente trabalho,
sdo validas as equacdes de (6.1) a (6.3), e de (6.6) a (6.8).

Segundo a lei de evolucdo do encruamento por deformacao, € possivel obter a seguinte

relagdo:
da=|dg"| (6.9)

E considerando a validade da equacao (6.6), é possivel obter:
di=da (6.10)
Para o encruamento, ao contrario do modelo elastoplastico perfeito, ha variacdo na

tensdo conforme surgem deformagdes plésticas. Sendo assim, novos niveis de tensdes sdo

admissiveis, o que resulta numa nova formula para o critério de plastificacao:
f(S,a)=[S|-(S, +ka)<0 (6.11)

Admitindo uma linearizacdo da funcdo do critério de plastificacdo, é possivel escrever:

daf = as+ T dq (6.12)
25t o

e aplicando as seguintes derivadas, obtém-se:

of a(|s|—(sy +ka1))
oS oS

=sign(S) (6.13)

iza(|s|—(sy+kal))=k (6.14)
ox ox
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Substituindo as equagdes (6.3), (6.13) e (6.14) em (6.12), obtém-se:
df =sign(S)E(dE - dEP)-kda (6.15)
Utilizando a equacdo (6.6) e (6.10) em (6.15), resulta em:
df =sign(S)EdE —sign*(S)EdA-kdA (6.16)

Independentemente do valor de sign(S), o termo sign®(S) resulta em valor positivo,

podendo ser retirado da equacéo (6.16), resultando em:
df =sign(S)EdE-dA(E+k) (6.17)

Partindo da equacdo de consisténcia (6.8) e assumindo df =0, resulta em dA>0.

Com estas considerag0es, pode-se reorganizar a equacgéo (6.17) como:

1 sign(S)EdE

E+K) (6.18)

Como, pela condicdo de consisténcia, d4 >0 e o termo (E-+k) possui somente
parametros do material, que sdo sempre positivos, o termo sign(S)EdE devera ser positivo.

Multiplicando ambos os lados da equacdo por sign(S) :

_ sign®(S)EdE

dAsign(S) B0

(6.19)

Levando em consideragdo novamente que signz(S) € sempre positivo, pode-se

eliminar o termo. Empregando a equacao (6.6), reescreve-se a equacao (6.19) sob a forma:
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EdE
dEP = 6.20
(B+K) (6.20)
Substituindo a equacdo (6.20) na equacéo (6.3), obtém-se:
EdE Ek
dS=E| dE - = dE
( (E+k)] (E+K) (6.21)

O termo ¢ chamado de mddulo elastoplastico tangente e relaciona

(E+k)
matematicamente a variacdo da tensdo com a variacdo da deformacdo total do sistema no
regime plastico. Enquanto o termo k relaciona a variacdo da tensdo com a variacao da parcela

plastica de deformacgdo. Ambas as interpretacdes estdo demonstradas graficamente na Figura
16 a sequir:

tg 0= Ek tag=k
E+R g

E E¥

Figura 16 — Demonstragdo grafica do modulo elastoplastico tangente (a) e do médulo pléastico de
encruamento (b)

6.3 Plasticidade bidimensional de von Mises associativa

A plasticidade multiaxial é desenvolvida como uma generalizacdo do modelo uniaxial
e por isso os critérios estabelecidos para o desenvolvimento da formulagdo seguem 0 mesmo
padrdo: decomposicdo aditiva da deformacdo, tem-se estabelecido um critério de
plastificacdo, e sdo estabelecidas leis de evolucdo das deformacdes plasticas e do

encruamento. As condicdes de complementaridade e consisténcia também séo validas.
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Entretanto, as grandezas e parametros envolvidos como tensdes, deformacdes e
variaveis de encruamento deixam de ser simplesmente escalares e passam a ter carateres
tensoriais ou vetoriais.

O tensor de deformagdes total também é tido como uma composi¢éo aditiva entre os
tensores das parcelas elastica e plastica de deformacdo, para regime de pequenas

deformacdes:

E, =E;+E}
(6.22)
dE; = dEj +dE}
A evolucdo das deformacdes plasticas é dada segundo um vetor T, que quando

adotado como tangente a superficie de plastificagdo, € dita como plasticidade associativa,
como ilustrado na Figura 17:

f(Sk,a)

Figura 17 — Representacdo da associatividade
A evolucdo da deformacdo plastica é dada por:
dEP =Ar (6.23)
sendo 4 o multiplicador plastico.
O critério de plastificagdo no caso unidimensional corresponde a um intervalo de

tensdo, enquanto no caso bidimensional tem por representacdo uma superficie representada no

espaco das tensdes principais. O interior da superficie caracteriza 0 dominio elastico e, caso
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haja uma mudanca no carregamento que gere estados inadmissiveis de tensdo, ocorre a
expansdo da superficie, de modo a obter um estado admissivel de tensdo, como ilustrado na

Figura 18:

SUPERFICIE INICIf\L

SUPERFICIE ATUAL

Figura 18 — Superficie de plastificacdo no espaco bidimensional

No modelo de plasticidade bidimensional adotado, considera-se que o material comeca
a desenvolver deformacdes plasticas quando a tensdo equivalente do critério de von Mises se
iguala a tensdo de plastificacdo do material. Para o caso bidimensional, a tensdo equivalente

S, do critério é dada por:

Sv = \/8121 - S11822 + S222 + 3S122 (6'24)

A representacdo grafica do critério de VVon Mises estd ilustrada na Figura 19:



84

A VON MISES

/)

Figura 19 — Representacdo do critério de VVon Mises bidimensional

O critério de plastificacdo adotado pode ser escrito matricialmente como:

F =2 {SYIPIS}-5(p) <0 (6.25)

sendo que o termo f :[%{S}‘[P]{S}j representa matricialmente o quadrado da tenséo

equivalente de Von Mises. A matriz P é uma matriz de valor fixo, dada por:

2/3 -1/3 0
P=|-1/3 2/3 0 (6.26)
0 0 2

O vetor {S} é a representacdo vetorial do tensor de tensdes, dado por:

{S}=1S,, (6.27)

Enquanto S(p) é o termo que compreende os pardmetros de encruamento e da tenséo

de plastificacao:
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S(p) =%(sy +Wp)’ (6.28)

em que Sy é a tensdo de plastificacdo do material, W é o médulo elastoplastico tangente e P

0 encruamento.
4.3.1 Algoritmo de Von Mises bidimensional associativo

Para solucionar a questdo da plasticidade, € preciso calcular a evolucdo do
encruamento e das deformacdes plasticas decorrentes de um novo nivel de carregamento
aplicado. Entretanto, em geral, o maior desafio é encontrar o valor do multiplicador plastico
AA , pois as relagdes que regem os critérios e parametros resultam em equacdes nao lineares
para sua solucdo. O método iterativo utilizado para solucdo do problema foi o proposto por
Mesquita (1998).

Tem-se a seguinte equacdo, que relaciona a tensdao no estado de tensdo anterior com o

estado de tensdo atual:

{83 ={8}+[¢1qAE .} {AE"}) (6.29)

sendo [€'] o tensor constitutivo elastico de quarta ordem.

Considerando inicialmente que as deformacdes desenvolvidas sdo puramente elasticas

AE? =0, é possivel reescrever a equacio (6.29) na forma de estado de tenséo tentativa:
{S7}={S}+[¢AE} (6.30)

Isolando o termo S, na equagéo (6.30) e substituindo na equagéo (6.29), obtém-se:
{S.={S5}-[C{AE!, (6.31)

t ~ .
sendo S.;] o vetor de tensdes tentativa.

Ao estabelecer a direcdo do fluxo plastico com a superficie de plastificacdo, tem-se:
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of.
{AEiﬁl = aSLl =AM [PKS..} (6.32)

i+1
Ao realizar a substituicdo da equacao (6.32) em (6.31), obtém-se:
{S..3={81}-[€1A4 ,[PKS, .} (6.33)

Isolando o termo {S,,,} da equacdo (6.33), € possivel chegar na seguinte relagdo para

correcédo das tensoes:
{S..3=[ElleT{s{1} (6.34)

sendo [Z] a matriz tangente elastica modificada (algoritmica) por Simo e Taylor (1986).
Segundo Crisfield (1991), para o encruamento por deformacdo, a variacdo do

encruamento € igual a variagdo da deformagdo pléstica equivalente AE”;:

Ap,,, =AE}, =—AZ ,R" (6.35)

2
ﬁ i+1" N+l

O novo nivel de encruamento pode ser escrito de uma maneira implicita como:
_p+-A R
Pia =B +ﬁ i+1 i+l (6.36)

Considerando a atualizacdo do pardmetro de encruamento, a equacdo (6.28) pode ser

modificada, sendo escrita para o instante atual, resultando em:

2
< 1 2
S(Piy) =§(sy +Wp, +W —MMRilﬁ] (6.37)

NE
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Para o critério de plastificacdo no instante atual (F,,), levando em consideragdo as

atualizacOes das tensdes com as deformagdes plasticas e encruamento atuais, e escrevendo

= (%{sﬁl}t[P]{sm}), pode-se escrever:

I:i+1 = fi+1 TV T 0 (638)

Segundo a formulagéo proposta por Mesquita (1998), para encontrar o valor de A4,

que satisfaca a condicédo de consisténcia, aplica-se 0 método de Newton-Raphson. Um quadro

resumo € descrito a seguir, baseado no quadro apresentado no trabalho do referido autor:

1. Definir uma tentativa inicial
A4, =0 , Tolerancia=y
2. Definir as constantes

C,=(5"+S;")° C,=2G
C, =(5" =Sy")? + (S Cs =S, +Wp
E 2
Co=r— C,=—=W
P 3(1-v) °" 3
3. Calcular F no ponto A4,
I B O o
2| 6(1+ALLC,)° 2(1+AALC,)
5= %[CS rarfrc, |
F=f-
4. Ca Icular a derivada de F no ponto A4,
fr=— CICB B C2C4
6(1+ A)? 2(L+AALC,)
[20\/_ CfA/1+ZCfAl+CfA/1}
N
F=f-5'
5. Calcular a nova aproximagéo A4,
F
Aﬂ’leﬂ“O_E

6. Se [(Ad,— A/ AA|< y => A4, ésolugdo
Se ndo, fazer AL,=AA, e voltar ao passo 3.

Quadro resumo do algoritmo da plasticidade
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Desta forma, a solucéo para o problema da plasticidade é obtida com a resolucéo de
um processo iterativo. Como critério de parada para o algoritmo, utilizou-se uma variacdo
relativa da resposta obtida para o multiplicador plastico. Esta escolha foi adotada porque
utilizar valores absolutos como critério de parada pode resultar em problemas de
convergéncia, pois a ordem de grandeza da solucdo depende da ordem de grandeza do

carregamento e das deformagdes plasticas desenvolvidas.
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7 EXEMPLOS

Neste item, s@o apresentados sete exemplos, objetivando a validacdo dos
desenvolvimentos e implementacdes apresentados no presente texto. Em todos os exemplos
os elementos de chapa utilizados séo triangulares com aproximacdo cubica e os de fibra
apresentam aproximacao linear. Para os exemplos que tratam de elastoplasticidade perfeita,
foi adotado um mddulo tangente quase nulo, dada a necessidade da existéncia de uma
tangente ndo nula para convergéncia do método de Newton-Raphson, em caso de controle de
forca e ndo de deslocamento. Para gerar a malha dos exemplos analisados, foi utilizado o

software Acadmesh.

7.1 Viga em balanco - grandes deslocamentos

Este exemplo foi proposto com o intuito de validar a correta implementacdo da
formulag&o posicional, que contempla os efeitos da ndo linearidade geométrica.

Os resultados sdo comparados com resultados analiticos obtidos em Matiasson (1981),
em que foram utilizadas integrais elipticas nos desenvolvimentos. As seguintes hipdteses
foram adotadas no referido trabalho: o material foi considerado linear eléstico, foram
ignoradas deformagdes por esforgo axial e cisalhamento, os membros foram considerados
incialmente retos e com sec¢do constante, e 0 plano de carregamento coincide com o plano de
flexdo.

Matiasson (1981) relacionou as grandezas adimensionais u/L e w/L com uma outra
dada por PL?/EIl para uma viga engastada e livre submetida a uma carga na extremidade
livre, conforme mostra a Figura 20. Sendo U o deslocamento horizontal, W o deslocamento
vertical, P para a carga aplicada, L o comprimento da viga, E o médulo de elasticidade e |

0 momento de inércia.
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Figura 20 — Viga engastada e livre horizontal submetida a um carregamento vertical

(Fonte: Matiasson, 1981)

Para o presente exemplo foi adotado médulo de elasticidade E =3.10°KN /m* e uma
malha com 448 elementos triangulares e 2176 graus de liberdade, distribuidos tal como
apresentado no esquema da Figura 21:

(@)

0,3 m 90 kN

®)

Figura 21 — (a) esquema dos elementos finitos (b) estrutura e condic¢@es de contorno e carregamento

Na Figura 22, apresenta-se um comparativo entre os resultados de deslocamento
horizontal e vertical obtidos em Matiasson (1981) (analiticos) e no presente trabalho, para

diferentes niveis de carregamento:



10.0
9.0
8.0
7.0
6.0
5.0
4.0
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2.0
1.0
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0.0
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Relagdo deslocamento/L

Figura 22 — Resultado comparativo para a viga engastada-livre
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Além dos resultados do presente trabalho apresentarem o comportamento semelhante

ao de Matiasson (1981), a variacdo méaxima entre os resultados € pequena e desprezavel,

podendo tal discrepancia ser devida as condicGes de aplicacdo do carregamento e das

vinculagGes, pois o elemento finito de Matiasson (1981) é unidimensional de viga e do

presente trabalho bidimensional de chapa.

Tabela 1 — Resultados comparativos

Passo de Matiasson (1981) Presente formulacdo | Diferenca relativa (%)
carga u/L ‘ w/L u/L w/L u/L | w/L
1 0,3172  0,05643 0,302752 0,0584576 4,5549 3,5031
2 0,49346 0,16064 0,49528  0,16494 0,3688 2,6768
3 0,60325 0,25442 0,605358  0,26051 0,3494 2,3937
4 0,66996 0,32894 0,672158 0,336312 0,3281 2,2411
5 0,71379  0,38763 0,716054 0,395926 0,3172 2,1402
6 0,74457  0,43459 0,746934  0,44359 0,3175 2,0709
7 0,76737  0,47293 0,769874 0,482484 0,3263 2,0202
8 0,78498 0,50483 0,787668 0,514842 0,3424 1,9832
9 0,79906 0,53182 0,801958 0,542224 0,3627 1,9563
10 0,81061 0,555 0,813754 0,56574 0,3879 1,9351

A presente formulacdo ainda é capaz de medir a ndo linearidade geométrica em vigas

altas, por se tratar de um elemento finito de chapa, enquanto que o elemento finito de viga sé
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é capaz de representar adequadamente vigas longas, ou seja, que possuem uma altura da se¢éo

pequena em relagdo ao comprimento.

7.2 Comparacédo com a solucgéo técnica de Resisténcia dos Materiais

Para comprovar a correta implementacdo da formulacdo com a consideragdo do
reforco de fibras, utiliza-se a solucdo técnica obtida da Resisténcia dos Materiais, em que séo
feitas as seguintes hipdteses: materiais homogéneos, isotropicos, continuos, coesos e lineares.

A Figura 23 mostra o esquema referente a estrutura e deslocamentos prescritos:

aplicado na ponta direita da sestrutura:

AL=1.10°m
_l_‘ | 0,033 m %I %
0,1 mlg ] ::
I <l
1 |
1,0m

Figura 23 — Barra reforgada submetida a esforco de tracéo

A matriz apresenta espessura de e=0,dm; v=0, modulo de elasticidade
E, =2.10"kN /m®. Ja cada reforco apresenta area igual a A =2,65.10"m’ e médulo de

elasticidade E, = 3.10%kN /m?.

Como o0s materiais estdo consolidados, o0s reforcos apresentam 0 mesmo

deslocamento, que, segundo a teoria classica, pode-se relacionar com a tensao atuante, logo:

AL=_PL
IEI’
ALE,
O, =
L

Substituindo-se os valores adotados, tem-se pela teoria classica:

o, =3.10°%kN /m?
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Para a solucdo pelo método dos elementos finitos, foram utilizados 10 elementos
finitos de barra simples para simular os reforcos e 70 elementos de chapa triangulares. Os
deslocamentos prescritos foram aplicados diretamente nos nés da malha da chapa. O resultado
é mostrado na Figura 24:

Legenda;

3.0000E+005

I 2 6EIEH005

23770E+008

\ 2.0BE7E+00B

1 7556 E+008

’ﬁ\ \Xé/‘ 1.4444E+008
\/ 1.1333E+008
§.2222E+005

S1111E+005

. 2.0000E+005

Figura 24 — Tens&o no reforco pelo método dos elementos finitos

Como os deslocamentos prescritos foram aplicados diretamente sobre os nés da malha
da chapa e ndo do reforco, aliado ao fato de que ndo houve diferenca entre os valores obtidos
para as tensdes pelo método dos elementos finitos posicional e a teoria cléassica, pode-se
concluir que esté correta a implementacdo da formulacdo. Considerando ainda a mesma

estrutura sob as mesmas condi¢des de vinculacdo e deslocamento, ao considerar-se uma

tensdo de ruptura do reforco como o, =2,01x10°kN / m?, faz-se a anélise do deslocamento da

estrutura apos esta tensdo, desconsiderando-se totalmente a contribui¢do do reforco apds este

atingir o nivel de tens&o de ruptura:

4.0E+03

35E+03 [-------

3.0E+03 |-------

25E+03 |-------

2.0E+03 | -------

Reacdo (kN)

15E+03 |-------

1.0E+03 |-------

Lo~ et R i By i S

Reforcado
Sem reforgo

5.0E+02 |[-----

0.0E+00
0.0E+00 2.0E-07 4.0E-07 6.0E-07 8.0E-07 1.0E-06 1.2E-06

Deslocamento horizontal (m)

Figura 25 — Passo de carga x deslocamento horizontal
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Como a distribuicdo da tensdo no reforco € constante ao longo de todo seu
comprimento, todos os elementos falharam no mesmo instante de deslocamento. Ao romper,
0s elementos deixam de contribuir para a rigidez do sistema, devendo este entdo apresentar
valores de reacdo iguais a situacdo da chapa sem reforco a partir deste ponto, assim como

mostra o resultado obtido na Figura 25.

7.3 Viga bi-apoiada elastoplastica submetida a carregamento uniformemente
distribuido

Para verificar a correta implementacdo da plasticidade na matriz, foi feita uma
comparacdo dos resultados entre a presente formulacdo e o software comercial Ansys®.

Dada a seguinte estrutura biapoiada (Figura 26):

q=1L10" KN/m

Figura 26 — Viga bi-apoiada submetida a flexao

sendo, para o material da viga, a tensdo de plastificagdo o, =3x10°kN /m?, o médulo de

elasticidade E = 2x10"kN /m?® e o mddulo tangente W =5x10"kN / m?.

Para este exemplo, foi usada uma malha com 940 elementos e 8834 graus de
liberdade. Para o Ansys®, foram utilizados cerca de 1300 elementos com aproximacao
quadratica. A Figura 27, Figura 28 e Figura 29 apresentam a comparacao dos resultados
obtidos, para a face inferior do centro do véo, no presente trabalho e utilizando-se o programa

Ansys®, respectivamente, de deslocamento na direcdo y, tensdo normal na direcdo x e

deformacéo plastica na direcdo x:
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Figura 27 — Comparativo entre os valores de deslocamentos verticais (eixo y)
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Figura 28 — Comparativo entre os valores de tensdes na dire¢éo x

| _ —&—Ansys

B s Rttt

7.0E+00

6.0E+00

(ed9) x 0X19

A

1.0E+00

oesus |

A

0.0E+00

0.0

0.0 0.0 0.0

0.0
Deformacéo plastica no eixo x

0.0

0.0

Figura 29 — Comparativo entre os valores de deformacéo plastica na diregédo x
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E possivel observar que os resultados apresentam as mesmas tendéncias de
comportamento ao entrar no regime plastico, bem como a intensidade de carregamento para
qual o processo de plastificacdo inciou-se. Para os valores finais obtidos no Ansys® e no
presente trabalho, as variacdes percentuais foram 0,4% para o deslocamento vertical; 4,7%
para a tensdo no eixo x e 2,5% para a deformacdo plastica. Analisando os resultados obtidos,

pode-se concluir que a plasticidade na matriz foi implementada de forma correta.
7.4 Momento de plastificacdo em viga engastada-livre

Dado o exemplo demonstrado por Doltsinis (2010), conforme Figura 12, em que a
tensdo normal esta completamente redistribuida na secdo com valor constante igual a o, , €

possivel calcular o momento de plastificacdo associado ao binario das forcas resultantes na

secdo:
M, =o,h*b

sendo h a metade da altura da se¢do e b a largura da secdo transversal da viga, semelhante ao

esquema da Figura 12. Adotando uma tenséo de plastificagdo o, =3.10°kN /m2, h=0,2m e
largura da secdo b =0,1m, é possivel concluir que 0 momento de plastificacdo para a secdo
adotada € M =12kN.m.

O momento de plastificacdo é sempre 0 mesmo para uma mesma Se¢cdo com mesmas
propriedades, entretanto, o valor da carga aplicada na extremidade livre da viga que gera
sempre 0 mesmo valor de momento no engaste depende do comprimento da viga. Adotando-
se trés vigas com a secdo adotada, mas com comprimentos de 3m, 4m e 5m; as cargas
concentradas aplicadas associadas ao momento de plastificacdo sdo 4kN, 3kN e 2,4kN
respectivamente. Entretanto, as cargas foram aplicadas de forma distribuida uniformemente
na extremidade livre da viga, correspondendo as cargas distribuidas na altura com valor de

10kN /m, 7,5kN / m e 6kN / m, conforme esquema basico da Figura 30:
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¢ 0,4m q

Y

A

L

Figura 30 — Esquema da estrutura

Para a estrutura com vdos de 3m, 4meb5m foram utilizadas malhas com,

respectivamente, 1290 elementos triangulares e 12002 graus de liberdade, 1372 elementos
triangulares e 12788 graus de liberdade, 1262 elementos triangulares e 11828 graus de
liberdade. A Figura 31 apresenta o grafico da relacdo forca aplicada x deslocamento vertical

na extremidade livre da viga para os diferentes valores de comprimento adotados.

11.0
100 fommmmmmm oo
9.0
8.0
7.0
6.0 [~ T o
5.0
4.0
3.0
2.0
1.0

0.0
0.0E+00 2.0E-07 4.0E-07 6.0E-07 8.0E-07 1.0E-06

Deslocamento vertical (m)

Carga (kN/m)

- = =L=4m

— -+ L=5m

Figura 31 — Gréfico (carga x deformagéo) em vigas de diferentes comprimentos

E possivel observar que houve concordincia entre as cargas tedricas para a
plastificacdo da secdo da viga e o comportamento elastoplastico perfeito segundo a presente
formulacdo para as cargas aplicadas nos diferentes comprimentos de viga nalisados. Desta
forma, é possivel concluir que o carater elastoplastico perfeito foi alcancado de forma
satisfatoria para a representacdo da perda de instabilidade da estrutura pela formac&o da rétula
plastica no engaste.

A Figura 32 mostra a distribui¢do da tensdo no eixo x ao longo da viga, equanto que a

Figura 33 apresenta a deformacéo plastica no eixo x.
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Legenda:

3.0000E+003
I 2 3333E+003
1.6B67E+003

1.0000E+003

I 3.3333E+002
—3.3333E+002
-1 BEE7E003
i I —-2.3333E+003
~3.0000E+003

Figura 32 — Distribuigéo de tensdo na matriz elastoplastica perfeita

Legenda:

1.7733E-007
1.3781E-007

I 9.8287E-008

' 5 B7RE-0N7
1 5249E-005
-2.0269E-008
k -5.3785E-005
-3.9307E-008
: I -1.3563E-007
~1.7335E-007

Figura 33 - Distribuicéo da deformacéo plastica equivalente na matriz elastoplastica perfeita

Conforme apresenta a Figura 32, é possivel observar que a tensdo esta atingindo o
valor de plastificagdo, mesmo proximo ao meio da secdo e que isso resulta na formagéo da
rotula plastica proximo ao engaste, conforme mostra a Figura 33, resultando assim na

instabilidade do sistema.
7.5 Plasticidade no reforco

Neste exemplo, ao utilizar a mesma estrutura e condi¢cbes de vinculagdo e
deslocamentos do exemplo 7.2, deseja-se avaliar a formulagéo implementada no que se refere
a plasticidade no reforco. Atribuindo um mddulo tangente quase nulo e fixando a tensdo de
plastificacdo do reforco como a metade da tensdo no ultimo passo do caso elastico do

exemplo 7.2, ou seja, S, =1,5.10°kN /m?, obteve-se o resultado na Figura 34 para a tensao

normal no reforco de acordo com o nivel de deslocamento aplicado:
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Figura 34 — Digrama de tensdo x carga

Analisando o grafico obtido, é possivel verificar a coeréncia dos resultados, pois ao
fixar a tensdo de plastificacdo como a metade da tensdo obtida no Gltimo passo para o0 caso
elastico, a plastificacdo deve ocorrer na metade dos passos de carga. E como o modelo
elastoplastico adotado foi o perfeito, o nivel de tensdo deve permanecer constante, por mais

que se aumente o valor do deslocamento prescrito aplicado.

7.6 Analise do mecanismo de plasticidade governante para as fibras

O presente exemplo é inspirado no realizado por Nogueira et. al (2014), que visa
analisar o comportamento de uma estrutura com fibras perfeitamente aderidas dispostas
aleatoriamente e verificar o mecanismo governante da plastificacdo, seja por esfor¢co normal
na fibra ou cisalhamento na interface.

A Figura 35 ilustra a estrutura adotada e suas condi¢des de contorno e carregamentos
aplicados:
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¢ 20 cm q=2,1.10° KN/cm

- — 200 cm

Y

Figura 35 — Esquema da chapa tracionada

Para avaliar os diferentes mecanismos de plastificacdo, foram escolhidos dois tipos de

fibra com as mesmas propriedades fisicas, mas de comprimentos L =3cm e 6cm. Ambas
possuem moddulo de elasticidade E,, =2,1.10'KN/cm?, area A =lcm’ e perimetro

p=2Ccm.
Conforme as equacdes (5.48) e (5.49) e a Figura 11, previamente demonstradas no
presente trabalho, e adotando que a tensdo de plastificacdo para a interface fibra-matriz é

T pjast =6.10'KN /cm® e a tensfo normal de plastificagdo na fibra perfeitamente aderida é

0.« = 2.10°KN /cm?, diferentes mecanismos regem a plastificacdo para cada comprimento

plast

de fibra, segundo a formulacdo implementada. Para ambos foi adotado médulo tangente quase
nulo. Aplicando os valores adotados para as equacdes, tem-se:

- para as fibras de 3cm:

A=> N, =2.10°x(1) = 2.10°kN

Nl < O-adm

N, < adm'Epﬁb => N, =6.10" G](z):l,s.loskN

- para as fibras de 6¢cm:

N, <o, A=> N, =2.10°x(l) = 2.10°kN

N, < adm'?oﬁb = N, =6.10" (g](2)=3,6.105kN

Em ambos os casos foi utilizada uma fracdo volumétrica de fibras de 50% em relacéo

a estrutura. Para a situacdo das fibras com comprimento de 3cm, a forca associada a

plastificagdo da fibra é N, =2.10°KN e para a plastificagdo da interface ¢ N, =1,8.10°KN,
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sendo, portanto, que a plastificacdo se da segundo a curva tensdo-deformacdo da interface.

Para a situacao das fibras com comprimento de 6cm, a forga associada a plastificacao da fibra
é N, =2.10°KN e para a plastificacdo da interface ¢ N, =3,6.10°KN , sendo, portanto, que a

plastificacdo se da conforme a curva tensdo-deformacdo do esfor¢o normal da fibra.
A Figura 36 apresenta as tensdes nas fibras para os casos das fibras com comprimentos

de 3cm e 6cm, respectivamente:

Legenda:

6 4000E+004
I 4 9FFRE+N04
3.5556E+004

2 1333E+004
I 7 UTE+D03
=7 1111 E+003

-2 1333E+004
~3.555EE+004
—4 9F7EE+004

~6.4000E+004
(a)
Legenda
2.0000E+005
I 1.5556E+005
11111 E+005

B BEG7E+004

2.2222E+004
—2.2222E+004
—6 666 E+004

~1 1111 E+005

-1 5556E+005
=2 0000E+005

®

Figura 36 — (a) tensdo normal nas fibras elastoplasticas de 3cm, (b) tensdo normal nas fibras
elastoplasticas de 6cm

A Figura 37 apresenta os deslocamentos horizontais na matriz com a consideracao de

fibras, de 3cm de comprimento, elasticas e elastoplasticas, respectivamente:

Legenda

1.067SE+001
9.4554 E+000

B8.3024E+000
7 1B3E+000
5.9303E+000
4.7442E+000
3.59582E+000
2.3721 E+000

1.1861 E+000
0.0000E+000

Legenda:

1.3580E+001
1.1880E+001

1.0181 E+001
B8.4822E+000
B.7532E+000
5.0841 E+000
3.3850E+000

1.6859E+000

I 1.5273E+001

-1.3181 E-002
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Figura 37 — (a) deslocamentos horizontais com fibras elasticas, (b) deslocamentos horizontais com fibras
plasticas

De forma andloga, a Figura 38 apresenta os deslocamentos horizontais para as fibras

de 6cm de comprimento:

Legenda:

1.0117E+001
88931 E+000
7 BES3E+000

6 7446 E+000
56203 E+000
4.43B0E+000
3.3717E+000
2.2474E+000
1.1231E+000
-1.1332E-003

Legenda;

1.1416E+001
996864 E+000

& 55E5E+000
7.1272E+000
5B976E+000
4 2680E+000

28354 E+000
1.4088E+000

||
I 1.2846E+001
||

-2.0812E-002

(b)

Figura 38 - (a) deslocamentos horizontais com fibras elasticas, (b) deslocamentos horizontais com fibras
plasticas

Analisando os resultados das Figura 37 e Figura 38, é possivel observar que, para um
mesmo caso de fibra, os deslocamentos horizontais foram maiores quando se considerou o
comportamento elastoplastico das fibras e que a distribuicdo de deslocamento horizontal foi
mais suave. Isto se deve ao fato de que as fibras consideradas elastoplasticas perfeitas s6
contribuem na rigidez até a tensdo de plastificacdo, enquanto que as consideradas elésticas
continuam a concentrar tensées nos niveis de carregamentos maiores.

Comparando os casos das fibras de 3cm com as de 6cm da Figura 36, é possivel

visualizar que as fibras menores apresentaram maiores deslocamentos. Isso acontece porque
estas plastificaram pelo critério da tensdo de interface, que apresenta uma tensdo de
plastificacdo inferior a tensdo de plastificacdo da fibra, dessa forma, enrijecendo menos o
meio do que no caso em que as fibras plastificaram segundo o critério do esforgco normal. E
possivel observar também, como mostra a Figura 36, que as tens@es nas fibras elastoplasticas
de ambos o0s casos apresentam valores em torno da tensdo de plastificagdo segundo cada curva
de tensdo-deformacao.
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7.7 Elastoplasticidade perfeita em viga engastada-livre reforcada

Este exemplo tem o objetivo de apresentar as potencialidades da formulagéo obtida no

que se refere a consideracdo do comportamento elastoplastico tanto para a matriz quanto para

as fibras. Para o presente exemplo, foi adotada uma viga de comprimento L =4m, o valor de

metade

matriz

da altura h=0,2m e largura da secdo unitaria, tensdo de plastificacdo do material da

S, =3.10°kN /m® e um deslocamento prescrito na extremidade livre, conforme

apresentado no esquema da Figura 39.

4

0,4 m

.

10,13 m
% I
i,
_‘AL=-2,5.10‘ m
40m >

Figura 39 — Viga engastada-livre refor¢ada

O deslocamento prescrito utilizado tem seu valor suficiente para formar a rétula

plastica na estrutura sem o reforco, conforme mostra a Figura 40. Entretanto, é possivel

observar que isto ndo ocorre com a consideragdo do reforgo elastico na Figura 41.

Figu

Legenda:
3.0000E+003
2333364003
1 6667 E+003
1 0000 E+003
3.3333E+002
-3.3333E+002
—1.0000E+003
-1 BBG7E+003
-2.3333E+003
-3.0000E+003

Legenda:

5.2106E-007
4.0454E-007
2 8803E-007
1.7151E-007

5.4998E-008

-6 1516E-005
—1.7803E-007
-2 8455E-007
-4 1106E-007

ra 40 — (a) tensdo para a estrutura ndo reforgada (b) deformacéo pléstica para a estrutura néo
reforgada

-5.2757E-007

®)
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I

Legenda:
3,0000E+003
2333364003
1 BEB7E+ING
1,0000E+003
3,3333E+002
-3,3333E6+002
-1, 0000E+003

-1, B6BE7E+003
I -2,3333E+003
-3,0000E+003
Legenda:
1,1552E-007
I §,9407E-003
6,3295E-008
3,7184E-008
I 1,1072E-005

-1,5039E-008
—4,1151E-008

-6,7262E-008
I -9,3374E-008
—1,1948E-007

Figura 41 — (a) tensdo para a estrutura com reforco elastico (b) deformacéo plastica para a estrutura com

reforco elastico

Foram utilizados 400 elementos de fibra para simular o reforco e 476 elementos de

chapa triangulares para a representacdo da matriz. A Figura 42 apresenta os graficos do valor

da reacéo total em funcdo do deslocamento vertical prescrito para os casos de comportamento

de fibra e chapa elésticas, a fibra eléstica e chapa elastoplastica e com a fibra e a chapa

elastoplasticos:

2000 : : : : :
180.0 f--- tudo elastico T T T
1600 f---- - - —fibraelastica 7T T T b e
1400 |---- — - - fibra plastica ~ ---------- - Fmmmm qmmmmmmmm e
U fees SRR i s R
Q 1000 frmmmmmmotommeeend AT S CGRRt SEELLFEPES FERRERRRES
§ oo R T S
60.0 f------oo- e S R R RS oo
400 [orom A T T T T T T
200 |- s

0.0 ! ! ! ! !

0.0E+00 5.0E-07 1.0E-06 1.5E-06
Deslocamento prescrito (m)

2.0E-06 2.5E-06 3.0E-06

Figura 42 — Grafico de reacdo x deslocamento

Analisando a Figura 42, € possivel observar que, ao considerar o reforgo elastoplastico

perfeito, dado o deslocamento aplicado, houve também o escoamento do reforco, visto que a

reacdo manteve-se inalterada a partir de aproximadamente um terco do deslocamento
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aplicado. Conforme o esperado, ao adotar a fibra como elastica, a rea¢do continua a crescer,
porém num ritmo inferior ao caso com chapa e reforco elasticos, pois a matriz entrou no
regime plastico perfeito, apresentando um sistema menos rigido.

A Figura 43 apresenta o diagrama de tensdo no reforco proximo ao engaste em funcéo
do deslocamento vertical prescrito adotado:

4.0E+01

35E+01 f[-------

2B5E+01 f-------

3.0E+01 [------- bommmmmm e dmmmeee dmmmmme bommeee-

20E+01 p-------—--f -

15E+01 f-------

10E+01 f-----7-

Tensao no refor¢o (MPa)

50E+00 |--/----

0.0E+00 . .
0.0E+00 5.0E-07 1.0E-06 15E-06 2.0E-06 2.5E-06 3.0E-06

Deslocamento \ertical prescrito (m)

Figura 43 — Graéfico de tensdo no reforgo x deslocamento

Analisando a Figura 43 é possivel observar no trecho (1) uma nédo linearidade, que

ocorre pela plastificacdo da matriz, e ndo do proprio material. Este fato é corroborado pelo

fato de que a partir deste instante, no trecho (2), a inclinacdo do grafico com a horizontal

aumenta, por haver uma maior transferéncia de esforco para o material da fibra, pois, ao

ocorrer a plastificacdo da matriz, esta perde rigidez. Apenas no trecho (3) ocorre a ndo

linearidade do grafico em decorréncia da plastificacdo do proprio refor¢o, adotado como
elastoplastico perfeito.

Apenas para efeito de comparacdo dos resultados elésticos da matriz e da fibra obtidos
no presente trabalho com resultados da teoria técnica de homogeneizacdo da secdo € feita a
comparacao entre os resultados.

A homogeneizacao ¢ feita com uma correcdo na inércia do reforco segundo a relagédo
I E

entre os modulos de elasticidade n=E Como os modulos de elasticidade do

reforgo chapa *

reforco e da chapa utilizados sdo, respectivamente, 2.10°kN /m* e 2.10"kN /m?, temos que
n=10.
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Calculando-se a inércia do reforco |, e da chapa I, sendo que a area do reforgo é

A =0,03m* com largura unitéria e, conseqiientemente, altura h. =0,03m:

3 3
| —n [ ng N Adistzj 10 [%2(1& 0,03(0, 06667)2] ~1,1356.10m*

_b(2h)* _1(2(0,2))°

|
12 12

=5,333.10°m*

Como se trata de duas barras de reforco, a inércia homogeneizada é dada por:

l, =1, +21, =5,3333.10°+2(1,1356.10°) = 7,6045.10 °m*

Segundo a teoria da linha el&stica, o valor do deslocamento para a borda livre segundo

a reposta da linha elastica para a estrutura adotada é dado por d = PL®/3El, . Conhecidos 0s

valores de deslocamento no ultimo passo, comprimento do vao, modulo de elasticidade e
inércia, e realizando as devidas substituicOes, € possivel chegar a um valor de reacdo de

178,23kN para a solucdo classica. Ao analisarmos a Figura 42, é possivel observar que o

resultado obtido pelo cdédigo para o valor da reacdo segundo as mesmas condig¢fes é

180,93kN , resultando numa diferenca relativa de 1,51% entre os valores obtidos.

Com isso, é possivel verificar que o presente codigo computacional esta coerente com
a teoria classica, que considera pequenos deslocamentos e materiais lineares elasticos,
entretanto, vai além e permite analisar meios reforcos com nao linearidade fisica tanto na
chapa quanto no reforco, além de representar corretamente estruturas com grandes

deslocamentos, contemplando, assim, dois tipos diferentes de ndo linearidade.



107

8 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho aborda o equacionamento do fenémeno da néo linearidade fisica e
geométrica em compositos planos reforcados com fibras. A formulacdo de elementos finitos
utilizada é a posicional, que tem como parametros nodais as posi¢Ges dos nos e utiliza uma
descricdo lagrangeana total para o equilibrio ndo linear geométrico.

O equilibrio estatico do sistema foi obtido pelo principio da energia potencial total
estacionaria e a resolucdo do sistema nao linear foi obtida pelo método iterativo-incremental
de Newton-Raphson.

A lei constitutiva de Saint-Venant Kirchhoff foi adotada, que utiliza a medida de
deformacéo de Green-Lagrange e o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.

A insercdo do reforco no meio foi feita com um elemento finito de barra, cuja
contribuicdo no meio é feita segundo as funcdes de forma do elemento finito de chapa e uma
compatibilizagdo na contribuicdo nos graus de liberdade deste, ndo havendo acréscimo de
graus de liberdade no sistema.

O modelo de plasticidade adotado para a matriz foi de von Mises associativo e a
solucdo da equacdo ndo linear resultante de sua condicdo de consisténcia foi obtida segundo
solucdo iterativa pelo método de Newton-Raphson. O modelo adotado para as fibras, em que
se considera a possibilidade de falha nas fibras ou na interface fibra-matriz apresentou bons
resultados, abrindo possibilidades de analises futuras.

A eficiéncia e correta implementacdo das formulacbes adotadas pb&dem ser
comprovadas pelos diversos exemplos demonstrados, em que o0s resultados obtidos
apresentaram valores proximos aos valores tedricos e comportamento consistente ao longo de
todas as andlises. Para a elastoplasticidade perfeita, o controle de deslocamentos de mostrou
mais estavel nos resultados e com tempo de processamento inferior ao do controle de forcas.

O codigo computacional desenvolvido no presente trabalho permite avaliar diferentes
mecanismos envolvidos na plasticidade do refor¢o, além de representar corretamente a
plasticidade na chapa e a interacdo entre as duas fases elastoplasticas. O reforco pode ser

considerado de forma aleatdrio ou fixo e alinhado.
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8.1 Sugestdes para trabalhos futuros

A estrutura, distribuicdo das fibras e modelo de plasticidade utilizados séo planos,
sendo assim, pode-se generalizar para o caso tridimensional, aumentando a possibilidade de
representacdes das mais variadas estruturas.

O trabalho discretiza apenas fibras no meio, podendo-se enventualmente inserir
juntamente elementos finitos que simulem particulas e vazios, culminando em uma simulacéo
cada vez mais real dos materiais heterogéneos.

A implementacdo de um integrador temporal é uma possibilidade de trabalho futuro,
possibilitando analises de problemas em que tais efeitos sejam significativos aos resultados.
Com um eventual uso de um integrador temporal, torna-se interessante a paralelizacdo do
codigo obtido, uma vez que o custo computacional despendido nessas analises com
consideracdo do comportamento dindmico seria muito maior, se comparadas aos casos
estaticos.

Por fim, a implementagdo de um modelo de dano seria um assunto de extrema
importancia, pois, como visto anteriormente, uma das principais func¢des do uso de fibras é o
controle de fissuracdo, além de este fendmeno poder ter sua ocorréncia simultanea com a

plasticidade.
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