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RESUMO

SIQUEIRA, T. M. Analise dindmica ndo linear geométrica de estruturas e mecanismos
reticulados planos com ligacGes deslizantes. 2016. 137 p. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia de Estruturas) — Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia

de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sédo Carlos, 2016.

Desenvolve-se uma formulacdo lagrangeana total do método dos elementos finitos para analise
dindmica de estruturas e mecanismos reticulados planos contendo ligacGes deslizantes sujeitas
a grandes deslocamentos e rotacdes. Estas sdo introduzidas ao sistema mecanico na forma de
juntas prismaticas e cilindricas por meio do método dos multiplicadores de Lagrange,
permitindo sua utilizacdo na simulacdo de diversos tipos de estruturas e mecanismos. Também
sdo consideradas rétulas entre as barras, estas introduzidas por meio da compatibilidade
cinematica dos graus de liberdade dos nés comuns. A formulacdo do método dos elementos
finitos adotada utiliza como parametros nodais as posicdes e o0s giros de modo desacoplado.
Assim, pode-se utilizar a cinematica exata para barras de Reissner na anélise de deslocamentos
e giros finitos da estrutura. Adota-se 0 modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff que
relaciona a medida de deformacéo objetiva de Green-Lagrange com o tensor de tensdes de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie. O equilibrio dindmico do sistema é obtido pelo principio
da energia total estacionéria e a solugdo do sistema ndo linear de equacg0es resultante é obtida
pelo método de Newton-Raphson. A integracao temporal é realizada pelo método de Newmark.
Sdo apresentados diversos exemplos para validagdo da formulagdo desenvolvida, os quais sdo
comparados com solucdes analiticas de modo a evidenciar as possibilidades de aplicacdo da

formulagéo proposta.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos posicional. LigacGes deslizantes. Dindmica nao

linear.






ABSTRACT

SIQUEIRA, T. M. Geometrical nonlinear dynamical analysis of plane frame structures
and mechanisms with sliding joints. 2016. 137 p. Dissertation (Masters in Structural
Engineering) — Department of Structural Engineering, Escola de Engenharia de Sdo Carlos,

Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2016.

A total lagrangian finite element method formulation is developed for the dynamic analysis of
plane frame structures and mechanisms containing sliding joints that undergoes large
displacements and rotations. Those connections are introduced in the mechanical system as
prismatic and cylindrical joints by the method of Lagrange multipliers, allowing its use on the
simulation of several types of structures and mechanisms. Hinges between bars are also
considered by kinematic compatibility of the degrees of freedom on the common node. The
adopted finite element formulation uses as nodal parameters uncoupled positions and angles.
Therefore, Reissner exact kinematics for bars can be utilized for structural finite deformation.
The Saint-Venant-Kirchhoff constitutive model, which relates the objective Green-Lagrange
strain measure with the second Piola-Kirchhoff stress tensor, is adopted. The principle of
stationary total energy is used to obtain the dynamic nonlinear equilibrium of the system and
the solution of the resulting nonlinear system of equations is done by the Newton-Raphson
method. The Newmark method is adopted for time integration. Several examples are presented
for the validation of the developed formulation, and those are compared with analytical

solutions in order to clarify the possibilities of application of the proposed formulation.

Keywords: Positional finite element method. Sliding joints. Nonlinear dynamics.
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1. INTRODUCAO

1.1 Consideracdes Iniciais

A andlise dinamica linear de estruturas € um tema tradicional e de grande importancia
na engenharia, uma vez que permite o estudo do comportamento de sélidos sujeitos a acoes
variaveis com o tempo. Entretanto, quando rotacdes ou deslocamentos finitos sdo essenciais a
descricdo do comportamento da estrutura, as diferencas entre a configuracao inicial e atual dos
corpos ndo podem ser desprezadas na formulacdo do problema, como € o caso de aplicacGes
voltadas a maquinas ou mecanismos.

Além disso, a evolucdo da tecnologia dos materiais permite, cada vez mais, a utilizagédo
de estruturas com maior esheltez e flexibilidade. Impondo, assim, a necessidade de modelos
estruturais mais precisos € menos usuais, 0 que motiva a realizacao de analises em dmbito ndo
linear geométrico — sejam estas estaticas ou dinamicas.

Uma maneira de aperfeicoar a modelagem de algumas estruturas particulares é por meio
da consideracdo de conexdes entre partes do sistema as quais ndo sejam monoliticas, mas que
permitam o0 movimento relativo entre seus componentes. Notadamente em estruturas planas
essas sdo denominadas rétulas e ligacOes deslizantes internas. Ilustram-se na Figura 1 essas

conexdes onde se distingue os dois tipos de ligacdes deslizantes: juntas prismatica e cilindrica.

%@lﬁ@

Figura 1 — Conex0es entre elementos e indica¢do do movimento relativo entre as partes: a) junta
rotacional (rétula), b) junta prismaética (engaste movel) e c) junta cilindrica (apoio mével)
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O uso desses tipos de conexdes entre 0s corpos, conjuntamente a uma analise dindmica
na qual sejam considerados grandes deslocamentos e rotagdes, abre caminho para a modelagem
de diversas aplica¢fes na analise ndo linear geométrica de estruturas, em especial no estudo de
multicorpos flexiveis, aproximando o modelo numérico da realidade.

Nesse trabalho, enfoque é dado sobre a simulacdo numérica de estruturas aporticadas
planas que possuem rotulas e ligagGes deslizantes entre seus componentes através do método
dos elementos finitos.

No que diz respeito a consideracdo da ndo linearidade geométrica dos corpos, serd
utilizada uma formulacdo do método dos elementos finitos baseada em posi¢6es em uma versao
lagrangeana total, tal como proposta inicialmente em Coda (2003), na qual foi utilizada a
cinematica de Euler-Bernoulli. Entretanto, a cinematica adotada para os componentes flexiveis
no presente trabalho, elementos finitos de pdrtico plano, é a de Reissner, a qual também ¢
geometricamente exata, tendo sido utilizada para analise de sistemas aporticados monoliticos e
rotulados em Coda e Paccola (2014) e Reis e Coda (2014).

Nesta formulacdo do método dos elementos finitos as equacdes de movimento, ou
equilibrio dindmico, do sistema séo obtidas a partir do principio da energia total estacionaria e
0 sistema ndo linear de equacdes resultante é resolvido utilizando-se o procedimento
incremental-iterativo de Newton-Raphson. Ja a integracao temporal é obtida a partir do classico
método de Newmark.

Conforme mencionado, serdo consideradas neste trabalho restricbes no movimento
entre os membros estruturais na forma de rotulas e ligacGes deslizantes especialmente
formuladas para o elemento finito utilizado.

As rotulas sdo introduzidas ao sistema de equacOes através da compatibilidade
cinematica dos nés comuns aos elementos conectados. Isso é realizado por meio de uma
renumeracdo dos graus de liberdade nodais, conforme procedimento analogo ao descrito em
Greco e Coda (2006).

O equacionamento para inclusdo de ligacdes deslizantes foi desenvolvido nesse trabalho
por meio de multiplicadores de Lagrange de modo a restringir o funcional de energia total. Uma
formulacdo alternativa através da concepgdo de elementos mestre-escravo também foi
considerada, mas sua implementacdo foi preterida em relacdo ao método adotado dada sua
complexidade. Mesmo assim, esta é apresentada no Apéndice A.

O campo de aplicacdo de conexdes na forma de rétulas e ligacdes deslizantes é vasto.
Estas podem ser utilizadas para modelar sistemas utilizados na indudstria aeroespacial tais como
aeronaves de asas rotativas (BAUCHAU; BOTTASSO; NIKISHKOV, 2001; BAUCHAU;
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BOTTASSO, 2001), sistemas desdobraveis como antenas de satélites, radiotelescépios e
demais apéndices flexiveis (AMBROSIO; NETO; LEAL, 2007; BAUCHAU, 2000; DAI;
GUAN; GUEST, 2014; GERADIN; CARDONA, 2001; KIPER; SOYLEMEZ, 2009;
MITSUGI et al., 2000).

Rotulas e ligacbes deslizantes também podem ser utilizadas em outros tipos de
estruturas desdobraveis, com os mais distintos propositos, desde guarda-chuvas até clpulas
trelicadas expansiveis (MERCHAN, 1987; TEMMERMAN, 2007).

No ambito da biomecénica as ligagdes deslizantes podem ser utilizadas para modelar o
sistema locomotor humano ou animal de forma simplificada, ja que em alguns casos o efeito
do deslizamento entre as partes do corpo é importante para caracterizar sua mobilidade, como
no mecanismo craniano de aves, répteis e peixes 0sseos (HOSHINO; TASHMAN, 2012;
MULLER, 1996; SYNEK; SETTLES; STILLFRIED, 2012; YOGANANDAN et al., 1998).

Encontram-se também aplicacfes no estudo da dindmica do trafego de veiculos,
incluindo a analise da vibracdo e do seu acoplamento sobre pontes rodoviarias ou ferroviérias,
mas também a simulacdo do deslizamento entre o pantografo e a formacao da catenaria na rede
de alimentacdo de locomotivas (ESCALONA; SUGIYAMA; SHABANA, 2013; FRYBA,
1972; SHABANA; ZAAZAA; SUGIYAMA, 2008).

De maneira geral, o emprego de rotulas e ligacdes deslizantes em sistemas mecanicos e
estruturais pode ser notado em estruturas aporticadas que possuem estas conexdes especiais,
mecanismos flexiveis articulados como os utilizados em pistdes de automoveis, mecanismos de
retorno rapido utilizados em maquinas de conformacdo, bracos robdticos e maquinarios
diversos como retroescavadeiras (BAUCHAU; BOTTASSO, 2001; BAUCHAU, 2000;
GARCIA-VALLEJO et al., 2003; GRECO; CODA, 2006; HONG; REN, 2011; MOON et al.,
2014; YOO et al., 2007).

As aplicagOes almejadas neste trabalho sdo: estruturas e mecanismos em geral utilizados
nas industrias mecanica e aeroespacial; estruturas civis aporticadas, cujo comportamento
dindmico ndo linear se mostra importante; e o acoplamento veicular mével em pontes. Diversos
exemplos sdo apresentados para validar e demonstrar as possiveis aplica¢des da formulagéo

desenvolvida.



28

1.2 Motivagéo

O objetivo principal deste trabalho € desenvolver uma formulacdo matematica para
ligacBGes deslizantes aplicada a andlise dindmica ndo linear geométrica de porticos planos
através do método dos elementos finitos em uma versdo lagrangeana total baseada em posicdes,
incluindo a sua implementacdo computacional.

Os avancos técnico-cientificos almejados nesta proposta sdo muito atuais e a articulagao
das diversas aplicacdes a partir da criacdo das ligacdes deslizantes, por si so justifica a proposta
deste trabalho. Além disso, a formacdo de um mestre em engenharia de estruturas com
conhecimentos associados a analise dindmica néo linear é de grande importancia para o cenario
cientifico nacional.

Com relacdo ao desenvolvimento do trabalho ser adequado ao Departamento de
Engenharia de Estruturas (SET EESC-USP) pode-se comentar que desde a concepgdo da
formulacdo do método dos elementos finitos baseado em posic¢Bes, introduzida com as
publicacGes de Bonet et al. (2000) e Coda (2003), o Grupo de Mecéanica Computacional
(GMEC) do SET vem desenvolvendo ao longo dos anos a extensdo e aplicagdo desta
formulacdo para a resolucdo da mais variada gama de problemas. Assim, este trabalho da

continuidade a generalizacdo dos procedimentos desta abordagem.

1.3 Metodologia

De modo a alcangar os objetivos propostos para o desenvolvimento deste trabalho
inicialmente utilizou-se de uma formulacdo de porticos planos com ligacdes monoliticas
fundamentada no método dos elementos finitos — semelhante a proposta por Coda e Paccola
(2014) e Reis e Coda (2014) — para o desenvolvimento de um cédigo computacional capaz de
realizar a analise dindmica ndo linear geométrica dessas estruturas reticuladas.

A este codigo basico desenvolvido foram introduzidas as conexdes rotuladas por meio
da reorganizacdo dos graus de liberdade da estrutura tal como indicado no trabalho de Greco e
Coda (2006).
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Realizadas as verificacbes dos resultados fornecidos pelo programa, iniciou-se o
desenvolvimento da formulacdo para a introducdo das restricbes cinematicas que as ligacoes
deslizantes impdem ao sistema. Em um primeiro momento adotou-se a abordagem dos
elementos mestre e escravo. Entretanto, dada a extensdo e complexidade que esse
equacionamento apresentou resolveu-se adotar a técnica dos multiplicadores de Lagrange para
introducdo dessas restricbes. O que foi desenvolvido para os elementos mestre e escravo €
apresentado no Apéndice A.

Todos os codigos computacionais foram desenvolvidos na linguagem Fortran utilizando
o compilador Intel® Visual Fortran (versdo 11.1) em ambiente Windows® de 64 bits. Para a
analise dos resultados foi utilizado o software livre de pds-processamento AcadView
(PACCOLA; CODA, 2005).

Foi também realizada uma pesquisa bibliografica que abarca conteudos relativos a
mecéanica computacional, ndo linearidade geométrica, dindmica de sistemas ndo lineares e a
introducdo de restricdes cinematicas ao movimento do sistema por meio das conexdes
mencionadas. Desse modo localizando o tema do trabalho nos desenvolvimentos cientificos

presentes na literatura até 0 momento.

1.4 Organizacdo da Dissertacao

A dissertagdo se organiza da seguinte forma. No capitulo seguinte é apresentada a
revisdo bibliografica dos temas pertinentes ao trabalho. O capitulo 3 apresenta a formulacdo
para o elemento finito de portico plano ndo linear geométrico com ligagcbes monoliticas e
rotulas. Nele também sdo apresentados exemplos de aplicacdo do codigo computacional
desenvolvido. No capitulo 4 desenvolve-se 0 equacionamento para introdugdo das ligacGes
deslizantes por meio da técnica dos multiplicadores de Lagrange que toma como base 0
elemento de pértico plano do capitulo anterior. Também s&o apresentados exemplos para
demonstrar a capacidade da formulacdo e do cddigo desenvolvido. Por fim, no capitulo 5, sdo

feitas as conclusdes do trabalho e sugestdes para continuagéo da pesquisa.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

No estudo de méquinas e mecanismos, seus componentes usualmente estdo sujeitos a
grandes rotacdes. Todavia, as deformacdes presentes podem ser pequenas, e em diversas
aplicacdes o comportamento dos membros estruturais é considerado, de maneira simplificada,
como o de corpos rigidos, ao passo que as ligacdes entre eles podem ser tomadas como rigidas,
livres ou até semirrigidas.

O estudo do movimento de corpos rigidos se fundamenta nos principios da Mecanica
Racional, especialmente nos conceitos de ponto material e corpo rigido, propostos por Newton
e Euler, respectivamente. Além das contribui¢des de d’Alembert para a consideracdo de
restricbes no movimento entre corpos e nos formalismos introduzidos pela mecénica de
Lagrange (1788), (SCHIENLEN, 2005).

Esta area de estudo apresenta, portanto, uma base matematica solidamente
fundamentada ha bastante tempo. Aplicacdes destes conceitos na modelagem de sistemas
dindmicos de corpos rigidos, através de procedimentos sistematicos, podem ser encontradas em
trabalhos tais como Shigley e Uicker (1981), Nikravesh (1988, 2005), Norton (2011), Shabana
(2013), dentre diversos outros.

Contudo, desprezar a deformagéo dos corpos ndo é apropriado para todos os tipos de
andlises, especialmente em situacBes que envolvam membros flexiveis, altas velocidades de
operagdo ou ainda equipamentos que requeiram precisdo no movimento.

Dessa forma, a preocupacdo com a necessidade em se considerar a deformacdo dos
componentes flexiveis, seja ela grande ou pequena, se soma as dificuldades presentes no estudo
da dindmica de corpos rigidos em representar grandes movimentos de translacéo e rotacdo dos
componentes.

Acrescenta-se a esse entrave as dificuldades em modelar as restricdes que podem existir
entre 0 movimento relativo dos componentes ou destes com a vizinhanca, o que, por si mesmas,
jatornam o equacionamento do problema bastante ndo linear — ainda mais se tratando de corpos
deformaveis. Além do mais, por ser um problema dindmico, existe a necessidade da integracédo
temporal das equacfes do movimento, o que nem sempre é simples.

Diversas solugdes foram propostas ao longo do tempo para resolver estes entraves. Uma
delas, de modo a aproveitar os codigos computacionais existentes, tentou estender a formulagéo

aos componentes deformaveis do sistema por meio de referenciais intermedidrios moveis, em
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analogia ao procedimento j& existente para corpos rigidos, como se encontra nos trabalhos
pioneiros de De Veubeke (1976) e Kane, Ryan e Banerjee (1987).

Esta abordagem utilizou-se de conceitos da teoria de analise linear geométrica de
estruturas, tornando o equacionamento acessivel e permitindo a introducdo de componentes
flexiveis nos programas existentes de anélise de corpos rigidos com maior facilidade. Além
disso, dada a possibilidade de se utilizar analise modal, a rapidez no processamento dos
resultados € a principal vantagem da técnica e fez com que ela fosse amplamente difundida
(WASFY; NOOR, 2003). Entretanto, as hipoteses adotadas restringem as suas aplicagfes a
problemas de pequenas deformacGes, além de muitas vezes negligenciar efeitos nao lineares
importantes, como o enrijecimento centrifugo. Conforme mencionam Ibrahimbegovi¢, Taylor
e Lim (2003), este método se assemelha bastante a técnica corrotacional, sobre a qual se referira
posteriormente.

De modo a suplantar estas limitacdes recorreu-se, entdo, a adaptacdo dos modelos da
mecanica nao linear de soélidos e estruturas desenvolvidos para analises de grandes
deslocamentos.

A analise ndo linear geométrica de corpos deformaveis é atualmente realizada, em sua
maior parte, por meio de simulacGes numericas. Isto porque, mesmo que existam solugcdes
analiticas para a resposta dos corpos, estas sdo, com frequéncia, bastante complexas e,
principalmente, restritivas em relacdo a gama de problemas que podem ser estudados e
utilizados na pratica.

Mesmo assim, algumas solucdes analiticas foram propostas para estruturas reticuladas,
tais como os trabalhos de Barten (1944), Bisshopp e Drucker (1945), Frisch-Fay (1962), Kerr
(1964), Jenkins, Seitz e Przemieniecki (1966) e Mattiasson (1981). Estes trazem solugdes
analiticas para problemas de vigas em balanco, vigas biapoiadas, arcos e pérticos simples com
ligagOes rigidas e articuladas, com diversos tipos de carregamentos.

Em relacdo aos métodos numeéricos para simulacao de grandes deslocamentos e rotagdes
em solidos, apesar desses fornecerem uma resposta aproximada do comportamento estrutural,
quando bem utilizados, fornecem resultados suficientemente precisos para uma analise de
engenharia.

Os métodos numéricos, em especial o método dos elementos finitos, tém a vantagem de
possibilitar o estudo de tipos diferenciados de estruturas por meio de procedimentos mais gerais
e sistematicos. Isto possibilita a modelagem de sélidos que possuam geometrias complexas e
também abre caminho para a consideracdo de outros efeitos ndo lineares ao problema, sejam

eles dependentes dos materiais constituintes dos corpos ou da mudanca das condicBes de
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contorno — sejam em forcas ou deslocamentos — durante o carregamento e a deformacao da
estrutura.

O método dos elementos finitos, como conhecido hoje em dia, teve seu inicio na década
de 1950 com o trabalho de TURNER et al. (1956). Entretanto, somente por volta da década de
1970 que ele se tornou bastante popular dado ao vigoroso desenvolvimento da capacidade
computacional em resolver grandes sistemas de equacdes (SHABANA, 1997). A difusdo do
método levou a criacdo e desenvolvimento de varias formulacdes matematicas voltadas a
analise de sistemas industriais e tecnoldgicos nos quais a deformagédo dos componentes tem um
papel preponderante na analise dindmica do sistema estrutural.

Usualmente classificam-se as formulagdes para analise ndo linear geométrica em
lagrangeana e euleriana. Na descricdo lagrangeana, também chamada de descricdo material,
estuda-se o comportamento de uma particula, ou ponto material, quando esta se move no
espaco. J& na descricdo euleriana, ou espacial, descreve-se o que acontece a um ponto fixo do
espaco com o passar do tempo (HOLZAPFEL, 2000).

Isto implica que na descricdo material todo o comportamento do sélido é especificado
em uma configuracdo prévia a sua mudanga de configuragdo. Portanto, de posse da
configuracdo tomada como referéncia, qualquer configuracdo posterior do corpo é obtida em
relacdo agquela onde este estava. Ja na descricdo espacial o comportamento é especificado na
sua configuracdo atual e, desse modo, ndo esté associado a localizacdo inicial do corpo, mas
onde este realmente se encontra.

Independentemente da descri¢do utilizada, de uma maneira cinematicamente exata, o
equacionamento deve ser capaz de descrever a posicdo onde 0 corpo se encontra, portanto
formulado em descri¢cdo espacial. Em seguida, este pode ser transformado para descrigéo
material (BONET; WOOD, 2008).

A descricdo euleriana é bastante vantajosa no estudo da mecanica dos fluidos ja que nela
é descrita uma regido de analise e, portanto, ndo € preciso acompanhar o movimento de cada
ponto material especifico. Esta também pode ser utilizada para modelagem de sélidos com o
metodo dos elementos finitos, como é o caso dos trabalhos de Elghazaly (1991) que aborda
instabilidade em porticos planos, Izzuddin e Elnashai (1993) que tratam de porticos
tridimensionais e 1zzuddin e Smith (1996) sobre andlise elastoplastica de pdrticos com paredes
finas. Porém, verificando-se a quantidade de trabalhos presentes na literatura conclui-se que
esta é preterida pela comunidade cientifica em favor da descri¢do lagrangeana.

As formulacGes lagrangeanas utilizadas em elementos finitos sdo comumente

classificadas em lagrangeana total, atualizada e parcialmente atualizada.
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Na concepcéo lagrangeana total utiliza-se um referencial Unico e fixo para determinacéo
de todas as variaveis do problema, associa-se, portanto, a uma unica configuracao de referéncia,
usualmente a configuracdo inicial. Encontra-se esta abordagem para elementos de viga e pértico
em, por exemplo, Mondkar e Powell (1977), Wood e Zienkiewicz (1977), Surana (1983),
Crivelli e Felippa (1993), Coda e Greco (2004), Xiao e Zhong (2012) e Mamouri, Hammadi e
Ibrahimbegovi¢ (2014).

Na descricdo lagrangeana atualizada a configuracdo de analise é continuamente
atualizada, de modo que a configuracdo anterior do corpo passa a ser agora a nova referéncia.
Desse modo, o sistema de coordenadas é periodicamente transladado e as equaces de equilibrio
sdo escritas para este novo referencial (CRISFIELD, 1991). Empregam essa técnica Gadala,
Dokainish e Oravas (1984), Gattass e Abel (1987), Chen e Blandford (1991), Rice e Ting (1993)
e Turkalj, Brnic e Prpic-Orsic (2004).

Wong e Tin-Loi (1990) distinguem ainda a formulagdo lagrangeana parcialmente
atualizada na qual o referencial € modificado apenas no inicio dos incrementos de tempo ou
carga. Esta pode ser observada nos trabalhos de Jetteur et al. (1983), Wen e Rahimzadeh (1983)
e Peterson e Petersson (1985) para elementos de pértico.

Deve-se observar que a descri¢do lagrangeana atualizada é uma tentativa de simplificar
a descricdo euleriana.

Uma técnica que procura tornar mais simples a concepcdo lagrangeana atualizada, e é
bastante difundida para a solugdo de problemas ndo lineares geométricos, é a chamada
formulacdo corrotacional. Ela foi introduzida com os trabalhos de Wempner (1969), Belytschko
e Hsieh (1973) e Belytschko e Glaum (1979), sendo bastante semelhante a técnica proposta por
Argyris et al. (1979).

Esta metodologia usualmente consiste na utilizagdo de sistemas de coordenadas locais
que acompanham o movimento dos elementos finitos, e, portanto, giram e transladam, como
um corpo rigido junto ao elemento. Assim, torna-se possivel considerar os efeitos de curvatura
através da utilizacdo de medidas de tensdo e deformacdo empregadas na anélise de pequenos
deslocamentos e deformagdes (CRISFIELD, 1991).

Outra maneira de desenvolver a técnica corrotacional, valida para analises de grandes
deslocamentos e deformacdes, é utilizando um sistema de coordenadas para cada ponto de
integracdo e girando-os com o material (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000). Contudo, esta
ultima alternativa é contraria a maior vantagem da técnica, notadamente a simplificacdo do

calculo das forgas internas e matrizes de rigidez dos elementos (WASFY; NOOR, 2003).
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Alguns exemplos de formulacGes corrotacionais aplicadas na analise de pdrticos podem
ser encontrados nos artigos de Belytschko, Schwer e Klein (1977), Crisfield (1990), Behdinan,
Stylianou e Tabarrok (1998), Teh e Clarke (1998), Battini e Pacoste (2002) e Li (2007).

Entretanto, na andlise dindmica, técnicas que utilizam de sistemas de coordenadas
intermediarios que giram, como a corrotacional, dependem de referenciais ndo inerciais.
Portanto, surgem pseudo-forcas referentes a ndo uniformidade da velocidade de rotacdo do
referencial, a aceleracdo centrifuga e a aceleracdo de Coriolis. Desse modo, os termos da matriz
de massa acabam se tornando néo lineares dificultando a analise, em especial no que diz respeito
a integracdo temporal (IBRAHIMBEGOVIC; TAYLOR; LIM, 2003; MAKINEN, 2007). Isso
ndo ocorre na formulacdo lagrangeana total, pois suas variaveis sdo todas descritas em relacéo
a um unico referencial, que é, portanto, inercial.

Em relacdo a cinematica da barra, podem ser adotados os modelos de Euler-Bernoulli
ou de Reissner. A primeira € a cinematica frequentemente empregada na literatura técnica. Nela,
considera-se que as secdes transversais da barra, inicialmente planas e ortogonais ao eixo da
mesma, permanecem planas e ortogonais apds o deslocamento da estrutura, ndo havendo
consideracdo do efeito distorcional oriundo das tensées de cisalhamento. Assim, o giro da se¢édo
estd acoplado ao deslocamento transversal da mesma. Alguns trabalhos utilizam esta cinematica
na analise de grandes deslocamentos, por exemplo, Von Dombrowski (2002), Coda (2003) e
Coda e Greco (2004).

Ja na cinematica de Reissner, também conhecida por Reissner-Simo (MUNOZ;
JELENIC, 2004) ou Reissner-Timoshenko, a secdo transversal também permanece plana na
configuracdo deformada. Entretanto, o vetor normal a secdo ndo é mais necessariamente
paralelo ao vetor tangente ao eixo de referéncia, levando-se em consideragdo, portanto, 0s
efeitos cisalhantes.

No espaco bidimensional, os trabalhos de Reissner (1972) e Antman (1976) foram os
primeiros a descrever teorias capazes de representar grandes deslocamentos e rotacGes sem
impor limitacbes a cinematica da barra — tal como o desacoplamento entre a rotacdo e o
deslocamento transversal e a consideracdo da deformagdo por esforco normal no modelo. A
extensdo destas ideias para o espaco tridimensional foi realizada nos trabalhos de Reissner
(1973) e Simo (1985). Esses modelos, e os decorrentes desses, para 0s quais ndo existem
limitagGes na cinematica da barra, sdo conhecidos na literatura como geometricamente exatos.

Desenvolvimentos desta cinematica em estruturas reticuladas planas e tridimensionais
aplicados ao método dos elementos finitos, tanto em casos estaticos quanto dinamicos, foram

realizados em diversos trabalhos. Citam-se neste sentido alguns trabalhos importantes como os
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de Simo e Vu-Quoc (1986a, 1986b, 1986¢, 1988), Cardona e Geradin (1988), Ibrahimbegovié¢
(1995), Crisfield, Jeleni¢ e Gordan (1999), Jelenice Crisfield (1999), Ibrahimbegovi¢ e Taylor
(2002), Makinen (2007) e Auricchio, Carotenuto e Reali (2008).

Para a apropriada descri¢cdo do comportamento de sélidos tridimensionais por meio de
corpos unidimensionais utilizam-se comumente deslocamentos e giros como parametros
essenciais da sua cinematica.

No espaco tridimensional as rotacdes podem acontecer em torno de trés eixos distintos.
Isto torna mais complexa a sua consideracdo como variavel do problema, j& que para giros
finitos ndo é valida a propriedade comutativa, pois a ordem na qual sdo realizadas as rotacdes
altera a posicédo final do corpo. Usualmente este problema é contornado com a utilizacdo da
férmula de Euler-Rodrigues, apesar de existirem alternativas como o uso de quatérnios e vetores
generalizados.

A consideracdo de giros finitos é, entretanto, trivial quando a andlise é restrita ao caso
plano ja que existe rotacdo em torno de um Unico eixo.

O outro parametro habitualmente utilizado para descrever o comportamento de
estruturas reticuladas é o deslocamento. A aproximacdo do campo de deslocamentos é a
abordagem classica do método dos elementos finitos. Deste modo, alem dos giros dos nés, 0s
deslocamentos no espaco sdo utilizados como parametros nodais.

Uma abordagem alternativa a adocdo de deslocamentos, utilizada na analise ndo linear
geométrica de estruturas, € o chamado método dos elementos finitos posicional. Neste, 0s
parametros nodais séo as coordenadas dos nds, isto &, suas posi¢des no espaco, além dos giros.

Este tratamento foi utilizado para andlise ndo linear geométrica estatica de porticos
planos com cinematica de Euler-Bernoulli em uma descricdo lagrangeana total nos trabalhos de
Coda (2003) e Coda e Greco (2004). Um procedimento semelhante fora utilizado por Bonet et
al. (2000) para anélise de membranas. Em Maciel e Coda (2005) esta mesma formulagéo foi
utilizada para analise dindmica de porticos planos com a cinematica de Reissner.
Posteriormente, foi feita a analise estatica de treligcas espaciais em Greco et al. (2006) e a anélise
dindmica de sistemas de multicorpos flexiveis em Greco e Coda (2006) por meio de elementos
finitos de portico plano.

Os trabalhos de Coda (2009) e Coda e Paccola (2010) apresentaram a extensdo da
formulacdo posicional para elementos de barras tridimensionais. Nestes utilizam-se, além das
posicdes, vetores generalizados para descri¢cdo da secdo transversal e seu giro, permitindo a
consideracdo da cinematica de Reissner. Em seguida, a analise dindmica com este elemento

finito foi apresentada em Coda e Paccola (2011). Em Rigobello, Coda e Munaiar Neto (2014)
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foi realizado o acoplamento desta formulacdo baseada em posicdes com problemas
termomecanicos aplicados a analise estatica de estruturas de aco submetidas a altas
temperaturas. J& nos trabalhos de Coda e Paccola (2014) e Reis e Coda (2014) a formulacédo
posicional de pérticos planos foi utilizada para simulagéo de efeitos elastoplasticos na estrutura.

A utilizacdo da formulacdo posicional se estendeu para outras areas e aplicacdes além
de estruturas de barras. Citam-se aqui 0s recentes trabalhos de Gomes e Beck (2013) na analise
de otimizacdo estrutural com a formulacdo ndo linear geométrica posicional para trelicas,
Sanches e Coda (2014) no estudo da interacdo fluido-casca, o trabalho de Pascon e Coda (2015)
no estudo de materiais com gradacdo funcional por meio de elementos solidos e o trabalho de
Sampaio, Paccola e Coda (2015) na analise de placas e cascas reforcadas com fibras.

Esta abordagem do método dos elementos finitos baseada em posicGes se provou
bastante eficiente e é o0 método adotado neste trabalho.

Conforme mencionado previamente, as conexdes entre elementos — ligagdes deslizantes
e rotulas — tém grande importancia na modelagem de diversas aplica¢cdes por atuarem como
restricdes geométricas ao movimento relativo entre as partes componentes do corpo. Assim, a
implementacdo destas com o uso do método dos elementos finitos posicional da sequéncia a
generalizacdo desta abordagem em posicdes e é contribuicao deste trabalho.

Usualmente as conexdes entre corpos, também chamadas de juntas ou pares
cinematicos, sdo consideradas como ideais, isto &, desprezam-se efeitos de atrito, lubrificagéo,
desgastes e folgas de modo a simplificar o modelo dinamico.

Em sistemas planos sdo utilizados trés tipos basicos de juntas, a rotacional, a prismatica
e a cilindrica. O primeiro tipo permite a rotacédo relativa entre dois membros e os dois ultimos,
a translacao relativa entre eles.

A rétula plana pode ser considerada como uma junta rotacional, liberando um grau de
liberdade da estrutura em rotacéo. Ja as ligacGes deslizantes podem ser vistas como uma junta
puramente prismatica com um grau de liberdade translacional ou uma composi¢do com a junta
rotacional, conhecida também como junta cilindrica, se além da translagdo permitir a rotagdo
relativa e, portanto, liberando dois graus de liberdade da estrutura.

Em contraposicdo as analises complexas e computacionalmente mais custosas
envolvendo o estudo do contato que as conexdes impdem entre oS corpos, nas quais o
comportamento local é mais importante, pode-se estudar o comportamento global da estrutura
de modo mais simples e satisfatério pela introducéo e reorganizacdo dos graus de liberdade das

ligacGes. Em elementos finitos, as técnicas comumente utilizadas para este fim sdo o método
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dos multiplicadores de Lagrange, técnica da penaliza¢do, metodo do lagrangeano aumentado, a
compatibilidade cinematica e 0 método dos elementos mestre-escravo.

O uso dos multiplicadores de Lagrange é uma ideia natural para consideracdo da
cinemaética da ligacdo. Neste método utilizam-se multiplicadores para cada restricdo que se
deseja introduzir ao sistema. Isso aumenta a quantidade de incégnitas do problema, por causa
dos graus de liberdade adicionais e dos préprios multiplicadores, e faz com que equacdes
algébricas para as restricoes e equacdes diferenciais do movimento sejam misturadas. Este
sistema de equac0es algébrico-diferenciais ndo é necessariamente positivo definido mesmo em
regides de equilibrio estavel, o que pode levar a ocorréncia de instabilidades (MUNOZ;
JELENIC, 2004). Além do mais, este pode gerar problemas ndo triviais na construcdo de
integradores temporais, como indicado em Cardona e Geradin (1989), Jeleni¢ e Crisfield
(2001), Laulusa e Bauchau (2008) e Bauchau e Laulusa (2008).

Apesar disso, 0 método dos multiplicadores de Lagrange é bastante utilizado por
permitir a construcao sistematica de diversos tipos de ligacdes. Utiliza-se este procedimento na
introducdo de ligacdes em Cardona, Geradin e Doan (1991), Bauchau (2000), Bauchau e
Bottasso (2001), Géradin e Cardona (2001), Garcia-Vallejo et al. (2003), Sugiyama, Escalona
e Shabana (2003) e Lee et al. (2008), dentre outros.

Na abordagem que utiliza penalizacdo para introducdo das conexdes também ha
acréscimo do numero de incdgnitas no sistema, entretanto, estas sdo relativas aos graus de
liberdade criados e ndo ao parametro de penalizagdo, assim, possuem significado fisico 6bvio,
ao contrario dos multiplicadores de Lagrange.

A precisdo da resposta neste método depende diretamente do parametro de penalidade
utilizado tendendo a mau condicionamento numérico do sistema. Além disso, nem todos os
tipos de ligagBes podem ser modelados por esta técnica, tornando-a menos geral (JELENIC;
CRISFIELD, 1996). Trabalhos baseados em penalizagéo para a introducdo de liga¢des séo, por
exemplo, Yang e Sadler (1990), Avello, De Jalon e Bayo (1991) e Ledesma e Bayo (1994).

O método do lagrangeano aumentado é um método criado para a estabilizagdo das
equacdes que restringem o0 movimento. Ele combina as vantagens do método dos
multiplicadores de Lagrange e da penalizagcdo de modo a evitar a caracteristica aproximada
deste Gltimo, a0 mesmo tempo em que elimina as equac6es algébricas e reduz o problema a um
sistema de equacgOes diferenciais. Origina, assim, uma matriz hessiana positiva definida para
regides de equilibrio estavel, simplificando a solucdo do sistema. Os multiplicadores,
entretanto, permanecem como graus de liberdade adicionais ao sistema (BAUCHAU;
LAULUSA, 2008; MUNOZ; JELENIC, 2004). A utilizacdo da técnica para a introducéo de
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ligacGes pode ser observada em Bayo, Dejalon e Serna (1988), Bayo et al. (1991), Bayo e
Ledesma (1996) e Géradin e Cardona (2001).

Outra maneira de introduzir restricdes ao movimento é por meio da compatibilidade
cinemaética. Este tratamento € utilizado para modelagem de juntas rotacionais, ja que neste caso
permite-se que componentes do sistema compartilhem um n6 e seus graus de liberdade
translacionais, liberando os relativos a rotacdo na montagem do sistema de equacgdes da
estrutura. Simo e Vu-Quoc (1986¢c), Park et al. (1991) e Greco e Coda (2006) utilizam este
método na implantacdo de ligacdes.

O método dos elementos mestre-escravo € uma abordagem mais recente na literatura.
Ele se baseia em relacionar os graus de liberdade de um né do elemento escravo com 0s graus
de liberdade do elemento mestre, o que acaba por reduzir o nimero de incégnitas do problema.

Esta técnica é especialmente apropriada para o caso de juntas que possuem algum grau
de liberdade translacional, tais como juntas prismaticas, cilindricas e planas, ja que para
conexdes que somente permitem a rotacdo, como juntas rotacionais, universais e esfericas, a
compatibilidade cinematica aparenta ser mais vantajosa.

Nesta abordagem a cinematica das ligagdes é introduzida simultaneamente & montagem
do sistema de equacdes de equilibrio da estrutura. Portanto, ndo é necessario incluir equacoes
de restricdo, de modo que ndo sdo utilizados multiplicadores de Lagrange nem fatores de
penalizagdo, evitando os problemas mencionados previamente naquelas técnicas.

Apesar deste método ndo introduzir mais graus de liberdade ao sistema, ele requer
reformulagbes matematicas nos elementos finitos que possuem tais ligacdes, 0 que pode se
mostrar bastante exaustivo. Os trabalhos de Jeleni¢ e Crisfield (1996), Mitsugi (1997),
Ibrahimbegovi¢ ¢ Mamouri (2000), Jeleni¢ e Crisfield (2001), Mufoz, Jeleni¢ e Crisfield
(2003), Ibrahimbegovi¢, Taylor e Lim (2003), Muifioz ¢ Jeleni¢ (2004, 2006) e Mufioz (2008)
utilizam este procedimento na introducao de ligacfes que permitem o movimento relativo tanto
sobre componentes rigidos, quanto flexiveis.

Para uma explicacdo mais profunda a respeito de algumas das técnicas de introducéo de
restricdes em sistemas mecéanicos recomenda-se o trabalho de Géradin e Cardona (2001) no

qual encontram-se mais detalhes sobre seu equacionamento.
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3. ELEMENTO FINITO DE PORTICO PLANO

Neste capitulo apresenta-se o desenvolvimento da formulacéo utilizada para modelagem
dindmica de porticos planos. Inicialmente é descrita a cinemética do elemento finito e sua
mudanca de configuracdo para deslocamentos e giros finitos. Em seguida sdo obtidas as
equacdes do movimento a partir da estacionariedade do funcional de energia total. O sistema
ndo linear resultante é entdo integrado no tempo pelo método de Newmark e linearizado para
resolugé@o por meio do algoritmo de Newton-Raphson.

Por fim, indica-se também o calculo dos esforgos internos seccionais, como € realizada
a incorporacdo de rétulas ao sistema e apresentam-se diversos exemplos de aplicacdo da

formulacéo.

3.1 Cinematica do Elemento Finito de Pértico Plano

A cinemética de Reissner foi escolhida para o elemento finito de pdrtico plano, o qual
tem como pardmetros nodais as posi¢des dos nds — e ndo os deslocamentos como encontrado
tradicionalmente na literatura — além do angulo da secdo transversal, tal como nos trabalhos de
Coda e Paccola (2014) e Reis e Coda (2014).

3.1.1 Configuracéo inicial

Para consideracdo da nao linearidade geométrica é necessario mapear o elemento finito
em duas configuracdes distintas: a inicial e a atual. O mapeamento da configuracgdo inicial,
Figura 2, inicia-se pela aproximacdo da linha de referéncia da barra de acordo com a seguinte

expressao:

(&) =x"(&) =X/, (3.1)
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nesta, i indica a direcdo (1 ou 2), m se refere a linha de referéncia e ( designa somatério

(notagdo indicial) das fungGes de forma ¢,(¢) e das coordenadas X, de cada né sobre a linha

de referéncia.

Na Figura 2 é ilustrado o mapeamento para um elemento cubico, entretanto, tanto na
formulacdo apresentada quanto no cédigo desenvolvido pode-se escolher qualquer quantidade
de nos ou aproximacdo desejada. As funcdes de forma adotadas neste trabalho sdo os

polindbmios de Lagrange, tal como indicado no Anexo A.

Xy A

Figura 2 — Parametriza¢do da linha de referéncia para a configuracao inicial de um elemento com
aproximacao cubica

A funcéo vetorial que realiza 0 mapeamento da linha de referéncia a partir do espaco

adimensional da variavel ¢, equagéo (3.1), é chamada f°"(&), e pode ainda ser representada
em notacdo diddica como:

fo"(£) =X"(£) = #(£)- X 3.2)

Além da localizagdo dos n6s do elemento de portico no espaco bidimensional atraves

das suas coordenadas é necessario associar uma variavel ao giro da secéo transversal. Assim, a

posicéo inicial da segdo transversal de cada n6 k do elemento é definida por um angulo &°

medido a partir da dire¢do horizontal (eixo x,), Figura 2. Para a configurag&o inicial esse é

considerado ortogonal a linha de referéncia.
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Os angulos iniciais dos n6s séo dados pela expresséo (3.3) a partir do vetor N*, normal
a linha de referéncia:

. N O
6, =arctg (W] (3.3)

1
Em concordancia com a notagdo indicial, nessa equacao ndo ha soma para variavel entre

parénteses. Tem-se também que as componentes do vetor normal s&o dadas por:

(k)
(k) — Tl

Nm:_ﬁ e N®=_1_ (3:4)
SR L IR 1

na qual Hﬂ‘ denota a norma euclidiana do vetor T.*, tangente & linha de referéncia. Este € obtido

por:
Tik =X ¢ (é:k) = ¢c,§ (é:k)xi£ (3.5)
Nesta expressdo, conforme a notacdo indicial, a variavel escrita ap6s a virgula indica a

operacdo de derivacdo em relacdo a mesma.

Conhecidos os angulos que definem a secdo transversal para 0s nés do elemento é
possivel utilizar-se das mesmas funcgGes de forma para aproximar um angulo 6°(¢) qualquer
ao longo da configuracéo inicial da barra, Figura 2, como:

() =¢,()& (3.6)

De posse dessas informagdes pode-se determinar a posi¢éo de qualquer ponto no interior
da barra utilizando-se do vetor g°(&,7), Figura 3, normal a um ponto da linha de referéncia na
configuragdo inicial. Considera-se para isto a existéncia de uma variavel adimensional a mais,
n, ortogonal a &, e que auxilia na descricdo da altura da barra no espaco real. Assim, um ponto
genérico fica expresso por:

X (&,m) =x"(&)+97(&n) 3.7)

Adotando-se altura h, e base b, constantes para toda a barra — pois sera tomado
coeficiente de Poisson nulo, como explicado posteriormente — e uma linha de referéncia
coincidente com a linha média, pode-se determinar g°(&,7) em fungéo do &ngulo e da altura
da secéo transversal como:

2 (&.1) = 2700 ()61
(3.8)

02(.7) =2 sen[4,(6)6/
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X, A

linhade
referéncia e - h, /2

(% (&m).x, Emn))

transversal €

(<" €)X E€))

Figura 3 — Ponto genérico na configuragao inicial da barra

Substituindo as equacbes (3.1) e (3.8) na expressdo (3.7) obtém-se 0 mapeamento

completo do elemento de portico na configuracdo inicial como:

(206 = %) = 4(E)X + L ncos[ 4,(£)6F ] (3.9)

(206 = X&) = 4(E)XE + 2 nsen] (e ] (3.10)

3.1.2 Configuracao atual

As informacdes necessarias para que seja determinada a configuracéo inicial incluem as
coordenadas da linha de referéncia, a altura e a base da se¢éo transversal. A configuracéo atual
é obtida por um processo iterativo ndo linear, de modo que, nesse momento, se escreve a
configuragdo atual analogamente a inicial, imaginando-se que as varidveis incognitas sao
conhecidas como tentativa no processo numeérico de solugdo. Assim, a fungéo de mapeamento

da configuracéo atual f'(&,7) é dada por:

(6 = V(6 = Y, + 27 cosl (0] (3.11)

) = ya(Em) = 4, + 2 senlg ()0 (312)
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Nestas expressdes y, representa as coordenadas atuais de um ponto genérico dentro da
barra, Y,* séo as coordenadas atuais dos n6s do elemento e 6, sdo os angulos atuais que definem

a secao transversal. A partir da Figura 4 e das equacdes (3.11) e (3.12) nota-se que as se¢des
transversais permanecem planas, mas ndo mais ortogonais a linha de referéncia. Portanto,
caracterizando uma cinematica tal como a de Reissner, na qual se consideram os efeitos do
cisalhamento. Além disso, como a altura de referéncia da secdo permanece constante, a lei
constitutiva adotada € relaxada de modo a evitar travamento volumétrico ao impor-se

coeficiente de Poisson nulo.

Y, A

Secédo
transversal

linha de 0
referéncia &

Figura 4 — Mapeamento da configuracéo atual — detalhe para os angulos

3.1.3 Mudanca de configuracéo e gradiente

Definidos os mapeamentos do espaco adimensional para as configuracées inicial e atual
pode-se descrever a mudanca de configuracdo do corpo analisado. Isto é feito reunindo os

mapeamentos da Figura 3 e da Figura 4 em uma Unica representacdo, Figura 5, na qual a funcéo

vetorial f descreve a mudanca de configuragdo do estado inicial, B, para o estado atual, B.

Esta funcdo pode ser escrita como a composi¢ao entre os mapeamentos f° e f! descritos pelas

equac0es (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) como:
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f=flo(fO)? (3.13)

Figura 5 — Mudanca de configuracédo — mapeamento posicional

O gradiente de f , chamado de A, que é um tensor de segunda ordem, € escrito a partir

dos gradientes dos mapeamentos f° e f* como (BONET et al., 2000; CODA, 2003):

A=A (A (3.14)
Os gradientes para os mapeamentos inicial e atual sdo dados, respectivamente, por:
0 0 o0& 0
A= i | o | N (3.15)
o0&  On o0& On

Estas derivadas sdo obtidas diretamente das expressdes de f° e f! para serem

avaliadas em pontos de integracdo nas coordenadas & e 7. Realizadas as operagOes, 0S

gradientes resultam em:

b OX, ~ Bsen[ 4,0 4. )6 2cos[4()6°]
A~ 2 2 (3.16)

b OXS+ 208 4,0} 14 (0 sen[ ()6 ]

N - rsen[ 4,210, 40, oos[ ()0,

Al (3.17)

BN + 2 noos[ 400, ], Tsen 420, ]

De posse do gradiente da fungdo mudanca de configuracdo pode-se utilizar da medida

de deformacdo de Green-Lagrange E, que é objetiva (OGDEN, 1984), para desenvolver o
elemento finito. Esta medida é expressa por:
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1 1, . _1 3
E=2(C-N=Z(A“A-1) ou E =2(AA-5) (3.18)

Nesta, | é o tensor identidade de segunda ordem e C é o tensor de alongamento de

Cauchy-Green a direita.
3.2 Elastodinamica Nao Linear Geométrica Aplicada ao MEF Posicional

Nesta secdo é apresentada uma aplicacdo do método dos elementos finitos para
discretizacdo de um sistema mecanico constituido por poérticos planos com a cinematica
apresentada anteriormente, a qual se diferencia por utilizar uma descri¢do por meio de giros e
posicBes. Para tanto, empregam-se principios variacionais de modo a se obter as equacdes do
movimento através da estacionariedade do funcional de energia.

A adocdo de um método de energia na aplicacdo da técnica dos elementos finitos nao é
a Unica abordagem possivel. Entretanto, a determinacdo da forma fraca do problema de valor
inicial e de contorno, a ser discretizada, por essa alternativa, é consequéncia da condi¢do de
estacionariedade da energia total e foi escolhida por julgar-se esta ser bastante clara e possuir
uma abordagem geral para esse proposito.

Para um sistema mecanico, a aplicacdo do principio da estacionariedade sobre seu
funcional de energia somente é possivel se as quantidades de energia de entrada e de saida
estiverem em balango. Isto €, se houver conservagdo da energia total do sistema. Havendo
alguma forma de dissipacao existe variacdo da energia total ao longo do tempo (LANCZOS,
1970).

Gurtin, Fried e Anand (2010) afirmam que nem todo o trabalho das forgas atuantes pode
ser convertido em energia cinética ou energia interna — em se tratando de corpos flexiveis, fala-
se de energia de deformacdo — ja que € intuitivo que parte dessa energia deva ser dissipada.
Mesmo em um processo que nao considere influéncias de origem térmica, como € o caso do
sistema mecanico tratado, o balango de energia decorre como consequéncia da manifestagdo
mecanica da primeira e segunda leis da Termodindmica, de modo que a dissipacao é efeito do
aumento de entropia do sistema. Lemaitre e Chaboche (1994) associam essa dissipacdo a

evolucdo de variaveis internas do sistema denominando-a de dissipagéo intrinseca ou mecanica.
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Este raciocinio pode ser aplicado quando a energia de um sistema mecanico nédo

conservativo IT, é escrita como (CODA, 2009b):

I, =I1-Q, (3.19)
sendo QQ a quantidade de energia dissipada de uma parcela de energia total T1. Como
consequéncia dessa equagdo a energia total é reescrita como:

[M=I1,+Q (3.20)

A forma alternativa apresentada na equacdo (3.20) pode ser simplesmente entendida
como a redefinicdo de um sistema mecéanico ideal conservativo na forma de um sistema maior
que compreende em si as perdas por dissipacdo, conforme ilustra a Figura 6 de forma

esquematica. Dessa maneira, recupera-se a possibilidade de utilizacdo de principios

variacionais sobre o funcional de energia para buscar a analise de equilibrio.

Figura 6 — Transferéncia de energia entre os sistemas

Para um problema estrutural associado a uma configuracéo de referéncia fixa, a energia
total do sistema mecanico, IT, pode ser expressa como a soma da energia de deformacéo de
todos os elementos de portico, U,, a energia potencial das cargas externas, [P, a energia
cinética dos corpos, K, e a dissipagdo de energia, neste caso por amortecimento viscoso, Q,
na forma:

n=U,-P+K+Q (3.21)

De modo a se obter a configuracao de equilibrio aplica-se o principio estacionariedade
sobre a expressdo da energia total. Para isso, tal como descrito na cinematica, utilizam-se como
pardmetros as coordenadas dos nds do elemento finito de pértico e os angulos das se¢des

transversais — escritos como sendo a terceira diregdo 6, =Y, , de modo a simplificar a notagéo.
Estes pardmetros nodais séo agrupados no vetor Y como:

VR AR A A A A (3.22)
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ou, em notagéo indicial, como Y, sendo ( referente aos n6s do elemento finito e i as diregdes

1, 2 e 3, sendo esta ultima o angulo da secéo.
A primeira variacdo do funcional de energia é, entdo, escrita a partir da expresséo (3.21)
como:

S =6U, —5P+5K+5Q, (3.23)

ou ainda, em funcdo dos parametros adotados:

Ve 57 - P o7+ B 57 9Q sy (3.24)
oY oY oY oY

Nos itens seguintes desenvolvem-se 0s termos desta equagdo de modo a se obter a

Al =

equacdo de movimento do sistema.

3.2.1 Energia de deformacéo do elemento de portico

No estudo ndo linear geométrico de solidos comumente se utiliza o tensor de
deformagdo de Green-Lagrange, E  tal como na expresséo (3.18) apresentada na cinematica

do elemento finito como medida de deformacéo. Este tensor também é chamado de deformacéo
lagrangeana porque esta medida de deformagéo associa um mapeamento da configuracao inicial
para a configuracdo atual do s6lido (OGDEN, 1984).

A deformacdo de Green é bastante Util na analise de problemas de grandes
deslocamentos e rotagdes por apresentar objetividade, isto €, ela ndo é afetada por movimentos
de corpo rigido tal como a medida de deformacéo linear (CRISFIELD, 1991).

De fato, para pequenos valores de deformagdes a deformacéo de Green se confunde com
a medida de deformacéo linear. 1sso por aquela possuir um termo quadratico que tende a zero
muito mais rapidamente do que seu termo linear quando em pequenas mudancas de
configuracdo dos corpos como é apresentado em Crisfield (1991) e Reddy (2004).

Em relagdo ao modelo constitutivo adotado utiliza-se o material de Saint-Venant-
Kirchhoff. Este tipo de material hiperelastico € bastante simples por representar uma relacéo
linear entre a deformacdo de Green e o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, S, que é
seu conjugado energético (OGDEN, 1984). A expressdo para esse modelo constitutivo é
anéloga a lei de Hooke generalizada, mas escrita com essa medida de deformacdo. Sendo

bastante conveniente para analise de grandes deslocamentos, com a limitacdo do material
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trabalhar com deformac6es moderadas — o que atende as situagdes comuns de solicitacdo dos
materiais usualmente empregados na engenharia.

Para um material homogéneo e isotropico, no estado plano de tensdes, a energia
especifica de deformagdo de Saint-Venant-Kirchhoff pode ser simplificada na seguinte
expressao:

ue=%(E121+E222)+G(E122+E221) ou uezéE:Qi:E (3.25)

Nesta, o coeficiente [ se confunde com o médulo de elasticidade longitudinal para o
caso de pequenas deformagdes e G =IE/[2(1+v)] com o médulo de elasticidade transversal,
sendo v o coeficiente de Poisson. O tensor de deformacdes de Green em notacdo indicial é

escrito como E; e em notacdo diadica como E . Ja o tensor constitutivo elastico € pode ser

obtido por:

2 2
e=2% oy g =Tl (3.26)
OECE OE, OE,,

A expressao (3.25) evita o travamento por efeito Poisson (travamento volumétrico) ao
desconsiderar a contracdo ou expansdo do material quando adotado coeficiente de Poisson nulo,
em concordancia com a cinematica adotada para a barra que ndo permite a variacdo das
dimensdes da se¢do transversal com a deformacdo. O travamento por cisalhamento também é
evitado pela alta ordem de aproximacao utilizada para o elemento finito (BISCHOFF; RAMM,
2000), além disso, permite-se a variagdo do modulo de elasticidade transversal
independentemente do médulo longitudinal.

Da equacdo (3.18) nota-se que a deformacéo de Green é dada em fungéo do tensor de
alongamento de Cauchy-Green, e este, é obtido pelo gradiente da fungdo mudanca de

configuracdo. Este gradiente, por sua vez, foi escrito em funcdo do angulo da secéo transversal

e das posic¢des nodais, aqui agrupadas no vetor Y . Consequentemente, a energia de deformagéo
acumulada nos elementos estruturais € também fungdo dos pardmetros nodais e expressa pela

integral da energia especifica como:
U.(V)=] u,(¥)dv, (3.27)

Nesta equacdo, por ser uma formulacdo lagrangeana total, a energia especifica é
integrada no volume inicial da estrutura V, (CODA; GRECO, 2004; CODA; PACCOLA,

2008).
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3.2.2 Energia total e equilibrio elastodinamico

Para desenvolver a variacdo da energia total é necessario definir todas as suas parcelas
de energia. A energia de deformacdo é obtida a partir da expressdo (3.27). Ja o potencial das
cargas externas pode ser dividido em duas partes: uma relativa as cargas externas concentradas

e outra relativa as cargas distribuidas, escrito como:

P=F Y+LO g-y"ds,, (3.28)

sendo, F o vetor de forcas externas nodais (incluindo os momentos), § o vetor de forcas
externas distribuidas nas duas direcdes cartesianas, Figura 7, y™ a posicdo atual da linha de
referéncia do elemento de portico e dS, o comprimento infinitesimal inicial da linha de

referéncia do elemento de portico curvo.

'

X21y2‘

Xl’ yl

Figura 7 — Carregamentos externos aplicados no elemento finito
A energia cinética é expressa por:
1 =SS
K== py-ydy, (3.29)
2 V%

onde, p, é a massa especifica associada a configuragdo inicial e y € a velocidade de um ponto

genérico dentro do dominio V,.
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Ja a energia dissipada por amortecimento viscoso € escrita na sua forma diferencial

como sua taxa de variacdo em relacdo a configuracdo atual y do corpo, para ser introduzida

posteriormente, como:
oQ -
5 Ji, Aoru¥ Ay, (3.30)

sendo, A, uma constante de proporcionalidade.
Substituindo-se as expressoes (3.25), (3.28) e (3.29) na equacédo (3.21) a energia total
do sistema fica determinada por:
T1(Y) =jvo u,(Y)dv,—F Y—Loq- y™dS, +%jvo 2y -y AV, +Q (3.31)
De modo a se obter a configuracdo de equilibrio aplica-se o principio da
estacionariedade sobre a expressdo da energia total. Para isso, utilizam-se como parametros o

giro e as posicGes nodais agrupados no vetor Y . A primeira variacéo do funcional de energia ¢
escrita a partir da expressao (3.31) como:

oY

+—j poa(y y) ovav, + 2257 =6
2 Mo oY oY

a(ﬁ;\z)_ﬂ_-‘-s o(g-y") VS, +
’ (3.32)

Sabendo que a energia especifica de deformacao é escrita em funcdo das posicoes e
giros nodais por meio da deformagdo de Green, u, =ue(E(\7)), e que as forgas externas séo

conservativas (independem da posic¢éo atual da estrutura), pode-se reescrever a expressao (3.32)

como:
Va“ -5V, ~F oY - [, ay . 5YdS, +
’ (3.33)
poy 8! sYdv, +J’ Ao oy —= 8y .8YdV, =0
oY oY
Na qual, para o termo de amortecimento, se utilizou da equacédo (3.30) para a seguinte
passagem:
N sy -0 _j AoV ay .8Y dV, (3.34)
oY oy oY

Do principio do conjugado energético, nota-se que o primeiro termo da primeira integral

da expressao (3.33) é o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, S.
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De acordo com a cinematica adotada para o elemento finito, a posicdo atual da linha de

referéncia pode ser obtidacomo y™ =¢-Y , sendo ¢4 um vetor que agrupa as fungdes de forma.
Assim, no termo das forcas externas distribuidas, sua derivada resulta em ay™ /Y =4 .
Utilizando-se, de modo simplificado, uma relacdo analoga para a posicdo Y e para a

velocidade de qualquer ponto do dominio y, pode-se descrever as duas Ultimas integrais da
equacéo (3.33) em fungéo das velocidades nodais Y edas funcdes de forma 4 por meio das

expressdes y=g-Y € y=¢- .Y , resultando em:

STI(Y) = j s 5de F.5Y - j G® ¢ -5YdS, +
. (3.35)
+ p0¢3®¢3-?~8—\f.5\7dv0+j Jopod ® Y -8YdV, =0,
Vo oY Vo
onde o simbolo ® representa produto tensorial.

E importante ressaltar que estas simplificacdes para a posicdo e sua velocidade nos
termos da energia cinética e do amortecimento implicam em se desprezar a inércia rotacional
da barra e 0 amortecimento para os graus de liberdade de giro. Todavia, neste trabalho se lidam
com barras relativamente esbeltas para as quais estas aproximag6es ndo influem de modo

significativo na resposta do problema, conforme discutido no trabalho de Coda e Greco (2004).

A derivada da velocidade Y em relacdo as posi¢oes nodais \7, presente no termo da

energia cinética na expressdo (3.35), pode ser desenvolvida em notag&o indicial, como:

/ / / dy. ,
oy, dY, dY, dt _dY, Yy =Yi.i, (3.36)
Y dY(,) dt dY(,) dt |t Y
nesta formula os parénteses indicam que ndo ha soma na variavel i, relativa as direcoes. As
passagens acima sO sdo possiveis, pois as derivadas sdo unidimensionais, ou seja, cada
componente de velocidade s6 depende de sua componente de posi¢do. Substituindo a relagédo
expressa pela equacgdo (3.36) na equacgéo (3.35) obtém-se:

oY) = [, $: 55 ¥aV, - F -7 - [ qe@g-oVds, +

A L (3.37)

+IV0p0¢®¢-Y-5YdVO+IVOﬂ,DpO¢ ®¢-Y-5YdV, =0

Por fim, as forcas de superficie podem ser escritas em funcdo dos valores nodais

equivalentes como g=¢-Q, ou g, =4,(£)Q’, a equacdo (3.37) fica escrita como:



54

STI(Y) = js = . 5YdV, - F - 5Y — j¢®¢Q5Yds
(3.38)

+jvop0¢ ®4-Y - SYdV, +IV0/1DpO¢ ®4§-Y -5YdV, =0
De modo a simplificar o entendimento fisico do procedimento ndo linear apresentado

pode-se reescrever a equacao (3.38) como:
SIY) = F™.6Y ~F -6V ~L-G-6Y +M-Y -6Y +D-Y -6Y =0 (3.39)

Nesta, F™ representa o vetor de esforcos internos, L é a matriz que transforma as
cargas distribuidas em cargas nodais equivalentes, M é a matriz de massa (constante) e D é a
matriz de amortecimento proporcional a massa introduzida ao sistema (CODA; PACCOLA,
2009, 2011; LANCZOS, 1970).

Dada a arbitrariedade da variacao 5Y, a expressao (3.39) representa a equacao do

movimento (equilibrio dindmico ndo linear geométrico) dada por:
F™ _F_L.Q+M.Y+D-Y =0 (3.40)

A seguir sdo indicadas as expressdes para o calculo do termo OE /Y e do tensor de

tensdes de Piola-Kirchhoff presentes na equacdo (3.38).
3.2.3 Tenséo de Piola-Kirchhoff e derivada da deformacéo de Green

Desenvolvendo-se as derivadas da energia especifica de deformacéo, equacdo (3.25),
em relacdo ao tensor de deformacgéo de Green obtém-se o tensor de tens@es de Piola-Kirchhoff
de segunda espécie S presente na equacdo (3.38) por:

2 [Be 2

3.41
0E |2GE, EE, (3.41)

A derivada do tensor de deformacGes de Green em relacéo as incognitas nodais € escrita
utilizando-se das equacdes (3.14) e (3.18) como:
OE _1oC _10 10

o 2oy aav ATy A A AT (AT e
oyt OAY i o o pry O |
‘E{(A) AL (AT (A) (A S (A }
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Nota-se que como 8(A)' /Y =(0A'/Y)" a primeira parcela da soma é a transposta
da segunda, o que proporciona simplificagdes em termos de implementacdo computacional.

Conhecido o gradiente A" a partir da equacio (3.17), suas derivadas para os graus de

liberdade Y/, sendo « adirecdo (1, 2 ou 3, para o angulo) e B o no do elemento, séo escritas

como:.

1 [ 0_

aAﬂ _| % (3.43)
oy | 0 0]
oAl [ 0 O]

= 3.44

oY/ _¢ﬂ]§ 0_ (344)

—& 0 6, —& 0 —& 0
1 1 17¢0s(4, ()¢ﬂ(¢k,.§ k) nsen(g, ()¢ﬂ,§ sen(g, C)¢ﬂ
oA OA" | 2 2 2 (3.45)

v 80, | h h h
3 4 _5077(:03(@‘9()%' (@,fek) +Eoﬂsen(¢c9()¢ﬁ,é ?COS(@@C)%,

com somatdrio sobre os n6s ( e k do elemento (notag&o indicial).

Assim, a partir destas expressdes é possivel calcular as forgas internas F™ do elemento,
conforme indicam as equacgdes desde (3.32) a (3.40), por:

=i [ OU, 3 _OE
F _jvoﬁdv0 =], 8: 5V, (3.46)

Neste trabalho a integral acima é avaliada por meio de integracdo numérica com o0 uso

da quadratura de Gauss-Legendre pela seguinte expresséo:
= in . o=
P = by (5, 1,) == (6 11) Det | A°(Ggmi) | (3.47)

naqual w,, e w,; sdo os pesos de Gauss para os pontos de integragéo &, e , , respectivamente,

e os indices ig e jg indicam soma para a quantidade de pontos escolhida em cada direcéo.

3.3 Solugéo do Sistema Ndo Linear e Integracdo Temporal

Utiliza-se o algoritmo de Newton-Raphson para solucdo do sistema ndo linear de

equagdes conjuntamente as expressdes de Newmark para integracdo temporal. A equacéo (3.40)

é reescrita, agrupando-se as forcas externas conservativas em um unico vetor F , como:
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G=F"-F+M-Y+D-Y=0 (3.48)
Nesta expressdo § é um vetor nulo quando a posicao tentativa Y é a solucéo correta do

problema, caso contrério, este vetor representa o desbalanceamento mecanico do sistema. A
expressao (3.48) representa a equacao de equilibrio dinamico para qualquer instante de tempo.
De modo a resolvé-la inicialmente se escreve este equilibrio para um instante de tempo qualquer

t,,, como:

oIl

il - au,
S+1 a?

S+1 - aY

Fou+M-Y,,+D-Y,, =0 (3.49)

S+1
As aproximacdes de Newmark (NEWMARK, 1959) sdo dadas pelas expressoes abaixo,

sendo S e y 0s seus parametros usuais e At o incremento de tempo.

Vst ot (2-p o i @50

Yo, =Ys +At(1—7) Y + ALY, (3.51)

A integracdo temporal por meio dessa abordagem é amplamente conhecida da literatura

sobre analise dindmica linear de estruturas e pode ser encontrada em diversos livros textos
classicos como Hughes (1987) e Argyris e Mlejnek (1991), dentre outros. Adotando-se 0s
parametros $=0,25 e y=0,50, que correspondem a regra do trapézio para integracéo entre

dois instantes de tempo, e que implicam em aceleracdo média constante dentro desse passo de
tempo, obtém-se um algoritmo incondicionalmente estavel e com precisdo de segunda ordem
no caso linear, o qual conserva a energia do sistema.

Entretanto, para problemas ndo lineares a estabilidade do conjunto de aproximacdes de
Newmark ndo é garantida em todos os casos. Uma maneira de contornar esse problema é
alterando-se os parametros do método de maneira a introduzir dissipagdo numérica as altas
frequéncias do sistema. Todavia, essa alternativa pode modificar os resultados das anélises
transientes por diminuir a ordem de precisdo do método, além de necessitar de pequenos passos
de tempo (GERADIN; CARDONA, 2001).

Apesar da limitacdo do método ser reconhecida, seu uso se justifica por sua simplicidade
e direta aplicacdo em equacdes diferenciais de segunda ordem do tipo apresentado na expressao
(3.49). Sua caracteristica implicita, com o uso das informagdes somente de um passo de tempo
anterior, também ¢é bastante favoravel a implementagdo e ao desempenho computacional.

Desse modo, substituindo as expressdes (3.50) e (3.51) na equacao (3.49), chega-se a:
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oIl

_ ou,
g|S+l :W -

S+1 - aY_.

(3.52)
_ 4D .
+D-Ry +—-Y,,, —/AtD-T, =0
LAt
Na qual os vetores fs e ﬁs presentam as contribui¢des do instante de tempo passado tg
e séo escritos como:
LY, Y, (1
+ +| — -
t (28

S
S OpAt? pA
A equacéo (3.52) pode ser entendida simplesmente como g(\fm) =0 e é claramente néo

1}\75 e Ry =Y, +At(1-y)Y, (3.53)

linear em relagdo & Y,,,. De modo a resolver esse sistema pode-se expandir esta equagdo em
série de Taylor truncada na aproximacao de primeira ordem como:

G(Ys ) = G(V) + VG (V) - Ay, =0 (3.54)

No qual YSOH é uma posicao tentativa — usualmente a posigédo de equilibrio do corpo no

instante anterior — para o calculo de VM utilizado na equacéo (3.52).
Resulta desta ultima expressdo o procedimento de Newton-Raphson para solucdo do
sistema n&o linear como:
H-AY, =-g§(2,) e AV, =-H"-G(¥.,) (3.55)
Na qual a matriz hessiana H é dada pela segunda derivada da energia total como:

2 2]
H = Vg = on| _ oy,
aY oy

+|\/|+7/D

R (3.56)

S+1 S+1

Determinando-se AY;,, pode-se calcular a nova posicdo tentativa para Y;,, como:

Ysu :Y_tsou +AYS+1 (3.57)
Em cada iteracdo a velocidade é corrigida pela expressdo (3.51) e a aceleracdo pela

expressdo abaixo:

Yo =ﬁ—i (3.58)

O critério de parada para uma dada tolerancia TOL é satisfeito quando:

—Hg(vf*l)‘ <TOL
IF

sendo X a posicdo inicial da estrutura.

<TOL, (3.59)
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No item posterior sdo indicadas as expressdes para o calculo da hessiana H presente na
equacéo (3.55).

3.3.1 Hessiana do elemento de portico plano

Conforme indicado na equacdo (3.55), a hessiana H do elemento finito é o operador
tangente necessario ao processo de solucdo do sistema nao linear de equacges. Ela é dada, para
0 caso dinadmico, pela equacdo (3.56). Caso fosse necessaria uma analise estatica bastaria
desconsiderar as parcelas decorrentes da energia cinética e do amortecimento, tanto na
expressao da hessiana, quanto na equagdo do movimento.

Como a funcéo da energia especifica de deformacéo u, é continua, finita no dominio
V, do elemento e seu intervalo de integracdo possui valores constantes, a primeira parcela da

equacao (3.56) pode ser desenvolvida como:

VY Wovey  ° Mooy 0 N

2 2 = int 2
U, [ DUy, [ OF B.E 5. 9E (3.60)
NN ey

Nesta Gltima integral, a derivada do tensor de tensGes de Piola-Kirchhoff S/6Y em

relacdo as incognitas nodais é dada por:

0 0§

B3 o6l

@ZE{E% ZGEH}: oy oY (3.61)

o OY|2GE, EE, | |,.0E L0, | |
oY

oY

de modo que somente precisa-se das derivadas da deformacdo de Green, as quais sdo

conhecidas do calculo da forca interna F™ , equacéo (3.42).

Ainda € necessario calcular a segunda derivada da deformacdo de Green dada por:

2 t 1
aﬁEazl 2(A°)’t~@~i-(A°)’l+O+O‘ , (3.62)
oYoY 2 oY oY
com,
O°A
O=(A")"-(A) - ——= (A" (3.63)

oY oY
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Nestas expressdes todos 0s termos sdo conhecidos, exceto 6>A* /Y Y , entretanto este

assume valores ndo nulos somente para os graus de liberdade de giro (direcéo 3) resultando em:
O°Ar O°A!

oYy oYy 00,00,

_077{Sen(¢494)¢5¢; (¢k,§l9k) _COS(¢49£)[¢ﬂ¢§Y§ +¢ﬂ,§¢§ }} _h_20COS(¢£9()¢ﬂ¢C ) (3.64)
_h—2°77 {c05(¢c96)¢ﬂ¢; (@60 +5en($,0,)| 8,8, .+, -8, ]} —h—2° sen(¢,0, )44,

sendo £ e ¢ 0snos do elemento e com somatdrio sobre 0os nds ( e k do elemento (notagdo
indicial).

A integracdo da segunda derivada da energia de deformacdo, expressdo (3.60), é
realizada numericamente, de modo analogo a expressao das forcas internas, com o uso da

quadratura de Gauss-Legendre pela expresséo:

A,
aAaY* _b |g jg|: (é:lg 77]9) (é:'g 7719)

(3.65)

+8(&y M) !

G n,g)} Det| A"(&g.1,) ]

nhaqual w, e w, sdo os pesos de Gauss para os pontos de integracdo &, e n,,, respectivamente,

e os indices iIg e jg indicam soma para a quantidade de pontos escolhida em cada direcéo.

A matriz de massa, presente na equacdo (3.38), é integrada numericamente de modo

similar como:

M = bW W, 6 (&) ® (&, ) Det[ A°(&y.77,,) | (3.66)

A matriz de amortecimento, também presente na equacao (3.38), é obtida pelo fator de
proporcionalidade A, como D=A,M, conforme a equagdo (3.30). Nota-se que esta € a
parcela do amortecimento de Rayleigh proporcional a massa. Ndo se adota a parcela de

amortecimento proporcional a rigidez neste trabalho ja no caso ndo linear geométrico a matriz

de rigidez (operador tangente) € variavel com a analise.
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3.4 Célculo dos Esfor¢os Internos Seccionais

Para o calculo dos esforcos seccionais é realizada a integracdo das tensdes de Cauchy
sobre a area da secdo transversal da barra. A tensdo real o, ou de Cauchy, esta relacionada com
a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S pela expressdo (OGDEN, 1984):

1
Det A

o A-S-AY, (3.67)

sendo, A o gradiente da funcdo mudanca de configuracdo dado pela equacao (3.14).

Determinada a tenséo de Cauchy para o sistema coordenado global dado por vy, e vy,,
convenciona-se um sistema de eixos local definido pelo angulo ¢ =6€—-7x/2 no qual sua
coordenada local §, é perpendicular a secdo transversal e §, pertence ao plano da secdo, tal

como na Figura 8, sendo 8 o angulo da secéo.

Y, A

normal alinha
de referéncia

N secdo
transversal
linhade
referéncia

ho/2

»
>

Yi

Figura 8 — Sistema de eixos locais para o calculo das tensdes de Cauchy

A tensdo de Cauchy para o sistema de eixos local é obtida pela formula de rotacdo
(CHOU; PAGANO, 1992) como:

6=R'-¢-R, (3.68)

sendo, 6 o tensor de tensdes rotacionado para os eixos §, € ¥, e R a matriz de rotacdo dada

por:
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COS —Sen
R :{ v q (3.69)
seng  CoSg

Dessa maneira, o esforco normal N, o esforco cortante V. e o momento fletor M de

uma sec¢éo transversal da barra sdo dados pela integral das tensdes como:
N :Lﬁ GudA, V =LO G,,0A, =L0 5,08, e M =LU G, 9,0A, , (3.70)
sendo A, a area da segéo transversal, neste caso igual a area inicial.
Conhecidos os tensores de tensoes para os pontos de integracdo (&,,7,,) pode-se

avaliar os esforgos internos dados pelas expressoes (3.70) por meio da quadratura de Gauss-
Legendre. Sabendo-se que a relacdo entres os infinitésimos de comprimento na direcdo

transversal da barra do espago adimensional, dz, e do espaco real, dy,, é dada por
dy, :(h0 / 2)d77 , € que a base da se¢éo transversal tem valor constante b,, tem-se para cada

ponto de integracdo ig na direcdo longitudinal as seguintes expressdes para os esforcos

internos:
N, = %ng(}n(ég,mg) (3.71)
Vi =W, (G ) = AW G (6 ) 72)
M, = bo;‘g W G (Eqr ) (373)

sendo, w,, 0 valor do peso de Gauss para o ponto de integracéo 7, , e o indice Jg indicando

soma para a quantidade de pontos de integracdo adotados na direcdo transversal.
Considerando-se um caso particular no qual o nimero de pontos de integracdo na

longitudinal € igual ao nimero de nds do elemento finito, pode-se escrever qualquer esforgo

interno de um ponto de integracéo éig em funcéo dos esforgos nodais B, como:

B,=#(£,)8 ou B=®B (3.74)

Portanto, os esforgos internos nodais sdo calculados como:

B=d®"'.B (3.75)

Nestas expressdes, ¢,(&,) € a funcdo de forma don6 ¢ do elemento finito avaliada no

ponto de integracdo &, do espaco adimensional, ou @ em notacdo diadica, e B e B si0 0s
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vetores de qualquer dos esforgos internos para 0s nos e para os pontos de integragéo,

respectivamente.

3.5 Incorporacédo de Rotulas

A introducdo de juntas rotacionais (rotulas) aos elementos finitos de portico plano pode
ser feita com qualquer técnica de introducéo de restri¢cBes cinematica ao sistema estrutural como
0 método dos multiplicadores de Lagrange ou uma técnica de penalizacdo. Todavia, uma
maneira melhor, e mais simples, € por meio da compatibilidade cinematica dos graus de
liberdade no né rotulado.

O procedimento consiste em permitir que os componentes do sistema compartilhem um
no e seus graus de liberdade translacionais, liberando os relativos a rotagdo na montagem do
sistema de equages da estrutura. Os trabalhos de Simo e Vu-Quoc (1986¢), Park et al. (1991),
Greco e Coda (2006) e Coda e Paccola (2014) utilizam este método na implementacéo dessas
ligacoes.

Na Figura 9 indica-se de forma esquematica a renumeracdo dos graus de liberdade de
um n6 comum a dois elementos finitos quando em uma conexdo monolitica ou rotulada. Em
comparagdo a uma conexdo monolitica, na qual existem somente trés graus de liberdade para o
n6 compartilhado (duas translagdes e um giro), nota-se a criacdo de um grau de liberdade de

giro extra, o qual permite 0 movimento rotacional relativo entre os elementos.

Y, A Y,
| ; Yl1 Y12 | ; Y1
% 0, 0
a)
Y, Y,
v: 5
% 0,
b)

Figura 9 — Renumeracao dos graus de liberdade: a) conexdo monolitica e b) junta rotacional

Imaginando-se que 0 N6 comum aos elementos possua as seguintes matrizes, relativas a

cada um dos elementos:
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An A12 A13 Bll BlZ Bl3
H1 = A21 Azz Azs € Hz = le Bzz st ] (3-76)
A31 Asz Ass Bal Bez Bas

sendo as duas primeiras linhas e colunas relativas aos graus de liberdade de translac&o e a tltima
linha e coluna relativa ao giro. Para uma ligagdo monolitica tem-se a seguinte matriz global:
Ail + Bll Al2 + BlZ A.I.3 + BlS

HG = A21 + le Azz + Bzz A23 + st (3-77)
ASl + Bal Asz + Bsz A33 + Bea_

J& em uma ligacéo rotulada o espalhamento para a matriz global se torna:

A+B; A,+B, A; By, |

H. - A21 + le Azz + Bzz Azs st (3.78)
° Ay Ay, A; O
le Bsz 0 Bas N

na qual a penultima linha e coluna é relativa ao grau de liberdade de giro do primeiro elemento
e a Ultima linha ao giro do segundo elemento.

Essa mesma abordagem ndo se restringe somente a dois elementos, mas a qualquer
namero de elementos ou combinacdo entre ligacBes rigidas e articuladas conforme é

exemplificado na Figura 10.

\9\;\]‘\ T,

Figura 10 — Diversas conex0es rotuladas entre elementos graus de liberdade

3.6 Exemplos de Porticos com Ligagdes Monoliticas e Rotuladas

A seguir séo apresentados alguns exemplo de aplicacdo da formulacgéo apresentada neste
capitulo na solucdo de estruturas e mecanismos formados por pdrticos planos com ligacdes

monoliticas e rotuladas.
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3.6.1 Exemplo 1 — Flambagem elastica de uma coluna

Neste exemplo uma coluna esbelta de comprimento L =10,0m engastada na sua base
¢ submetida a uma forca compressiva F =1152,0N e a um pequeno momento fletor
M =0,96 N.m na sua extremidade livre tal como indicado na Figura 11. Este carregamento é

incrementado em 100 passos de carga de modo a se obter a trajetéria de equilibrio da
extremidade livre da coluna para os deslocamentos nas direcdes transversal, v, e axial, u, como

apresentado na Figura 12.

—s

AN\

Figura 11 — Coluna submetida a uma forca compressiva e pequeno momento fletor

De modo a se obter um grande indice de esbeltez, igual a 100,0, adotou-se uma secéao

transversal quadrada de lado b, = h, = 69,282 cm . Também foi adotado modulo de elasticidade

longitudinal E =1,0.10° Pa e médulo transversal G = 4,0.10° Pa.

A simulacdo numeérica realizada com 5 elementos finitos de aproximacéo cubica foi
comparada com a resposta analitica para o problema apresentada no trabalho de Goto,
Yoshimitsu e Obata (1990). A comparacdo dos resultados do deslocamento transversal
apresentados de forma adimensional na Figura 12 a) demostra a capacidade da formulagéo
utilizada para o pértico plano na adequada representacdo do comportamento ndo linear
geométrico da estrutura. De posse da trajetoria de equilibrio pode-se também verificar que a
estrutura apresenta a bifurcacdo do equilibrio quando a forca compressiva atinge a carga critica
de flambagem elastica, obtida pela teoria classica de Euler igual a 473,74 N, ou na forma
adimensional, utilizada nos graficos, igual a 2,467.

Nota-se ainda que a formulacdo leva em consideracdo o efeito de encurtamento da
coluna, Figura 12 b), e a deformac&o por esforco cortante, apesar desta ultima ndo prevalecer
dada a grande esbeltez da coluna. Na Figura 13 sdo apresentadas as configuracdes deformadas
da coluna para carregamentos com incremento de 5% a partir de uma carga que corresponde a

40% da carga final, valor proximo a carga critica. Nota-se que no inicio do processo de
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instabilidade 0 mesmo incremento de carga leva a grandes saltos de deslocamentos conforme

esperado do fendmeno da flambagem.

7,0 70
6,0 6,0
5,0 50
4,0 4,0

FLZEI
FLZEI

3,0 v 3,0
.-__..-—»”/ "
2,0 2,0
1,0 1,0
Numérico .
" Numérico
————— Analitico
0,0 L i 0,0 i i i
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 00 02 04 06 08 10 12
a) viL b) u/L

Figura 12 — Evolucéo dos deslocamentos a) transversal e b) axial da extremidade livre da coluna

40%

Legenda:
0,00000
I =1,00714
—2,01429
=3,02143
B -anzes7

-5,03571
—5,04285 45%

. =7.05000
—-8,05714

50% j

CERANNNE

95%
90%
65% 700 75% 80% 5% ’

Figura 13 — Deslocamentos transversais (m) da coluna para diversos niveis de carregamento
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3.6.2 Exemplo 2 — Portico diamante articulado

Este exemplo consiste na andlise estatica de um portico em forma de losango de lado
L=6,0 com rétulas em vértices opostos e sujeito a forcas concentradas nestes nds rotulados

conforme ilustra a Figura 14. Este portico foi proposto e resolvido analiticamente por Jenkins,
Seitz e Przemieniecki (1966), entretanto, no trabalho de Mattiasson (1981) encontram-se
valores tabelados os quais foram utilizados para comparagédo dos resultados.

Utiliza-se este problema para demonstrar a capacidade da formulacéo apresentada e do
programa desenvolvido na analise ndo linear geométrica, além da possibilidade do uso de
rétulas, ja que ndo foram utilizados artificios de simetria, 0 que poderia eliminaria a presenca

delas entre as barras.

lzp

Figura 14 — Geometria inicial e deformada do pértico

Para a simula¢do numérica da estrutura completa foram utilizados 12 elementos finitos
de aproximacdo cubica, trés elementos por lado do poértico. O mddulo de elasticidade

longitudinal adotado foi E=1,0-10" e o modulo transversal foi G =5,0-10°. Todas as barras

possuem secdo transversal retangular de base b, =0,20 e altura h, =0,60.
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Os deslocamentos e algumas configuracfes deformadas calculados para 20 passos de
carga sdo apresentados na Figura 15 para forca P de tracdo e na Figura 16 para forca de
compressao.

Conforme se observa das figuras, a formulacgdo apresentou excelentes resultados para o
problema. As pequenas diferencas que se encontram nos deslocamentos para cargas maiores se
devem em parte as diferentes cinematicas utilizadas. Na resolucdo analitica do problema foi
empregado a cinematica de Euler-Bernoulli enquanto neste trabalho utiliza-se a cinematica de
Reissner, portanto naquele ndo foram consideradas as deformacdes axiais ou transversais. Além
disso, a medida de deformacéo e a lei constitutiva empregadas no presente trabalho apresentam
valores ligeiramente diferentes da medida de deformacao néo linear de engenharia para grandes
valores de deformacdes. Por estes motivos encontram-se estas diferencas nos valores finais de

carga.

10,0
v (Numérico)
90 % u (Numérico) = |
' x v (Analitico)
80 3& * u(Analitico) ]
6,0 3 ———————
X& J
a 50 T,
4,0 \ j
3,0 N
\\ J
2,0 2
X
1,0 X%\X%\ 7

0,0
-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0
a) Deslocamento b)

Figura 15 - Tracéo: a) carga x deslocamento b) configuracbes deformadas



v (Numérico) %
u (Numérico)
x v (Analitico)
x U (Analitico) ‘i
\
X \
30 N %
2,0 \ }
1,0 f
0,0
-9,0 -6,0 -3,0 0,0 3,0
a) Deslocamento b)

68

Figura 16 — Compressdo: a) carga x deslocamento b) configuragdes deformadas

3.6.3 Exemplo 3 — Rotacdo de hélice flexivel

Este exemplo, apresentado aqui para verificacao dos resultados da formulacéo dinamica,

é amplamente utilizado na literatura como referéncia para programas de andalise dinamica de

estruturas flexiveis. Ele consiste em um mecanismo presente em hélices de helicdptero, antenas

de satélite e bracos robéticos dado por uma barra de comprimento L =10,0 submetida a uma

funcéo de giro w(t) prescrita no seu né vinculado, Figura 17, dada por:

2

pt)=93

—+
2

5 (=5

(6t—45) rad,

140,0
120,0
100,0
80,0
< 600
400
200

0,0

|

1

rad, 0<t<15
t>15
0,0 50 1000 150 20,0 250 30,0
Tempo

Figura 17 — Configuracao inicial e funcdo de giro
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Kane, Ryan e Banerjee (1987) foram os primeiros a apresentar uma solu¢do numeérica
para este problema levando em consideracéo os efeitos de enrijecimento centrifugo e vibracoes
decorrentes das forcas de Coriolis resolvendo-o por meio de analise modal. Simo e Vu-Quoc
(1986¢) resolvem este problema por meio de uma formulacéo lagrangeana total utilizando o
método de Galerkin e discretizacdo temporal com as aproximacdes de Newmark. Outros
trabalhos que apresentam a solugéo para o problema sao os de Christensen e Lee (1986), Hsiao,
Yang e Lee (1994), Elkaranshawy e Dokainish (1995), Greco e Coda (2006) e Coda e Paccola
(2014).

Para a simulacdo numérica foram utilizados cinco elementos finitos de aproximacao
clbica e incremento de tempo At=1,0.10"° com os pardmetros usuais de Newmark para

aceleracdo média constante, f=0,25 e »=0,50. Adotou-se para estrutura as mesmas

propriedades apresentadas nas referéncias: se¢do retangular de lado b, = h, =0,07746 , modulo

de elasticidade longitudinal E = 4,67.10°, mddulo transversal G = 2,0.10° e massa especifica
2, =200,0.

Séao apresentados resultados de deslocamentos e giro para a extremidade livre da hélice
a partir do seu movimento de corpo rigido conforme ilustra a Figura 18. A Figura 19 apresenta
0 deslocamento axial U, da ponta, nota-se que ap6s o periodo de aceleracdo, t <15, com
grande encurtamento da barra ha uma resposta estacionaria com alongamento constante igual a
5,14.10™. Este valor é o mesmo obtido da solucéo técnica para o problema analogo de uma
barra giratéria com velocidade angular constante «, sendo seu alongamento dado por
p,’L° 1 (3E) . Na Figura 20 apresenta-se o deslocamento transversal U, e na Figura 21 o giro
relativo « da ponta da hélice. Portanto, nota-se dos resultados boa concordancia com a

literatura e a adequabilidade da formulacdo apresentada e do programa desenvolvido para a

analise dinamica.

'_’::‘.S;-q

»

AN v,

Figura 18 — Configuracéo atual: deslocamentos medidos a partir do movimento de corpo rigido
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Figura 19 — Deslocamento axial da ponta da hélice
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Figura 20 — Deslocamento transversal da ponta da hélice
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Figura 21 — Rotacdo relativa da ponta da hélice
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3.6.4 Exemplo 4 — Mecanismo biela-manivela

Apresenta-se neste exemplo um mecanismo classico composto por uma biela e uma
manivela o qual é submetido a um momento no seu apoio fixo tal como ilustra a Figura 22.
Conforme os trabalhos de Escalona, Hussien e Shabana (1998) e Greco e Coda (2006) sdo
adotadas duas func¢des para a evolucdo do momento aplicado & manivela: M, (t) e M, (t) . Estas
séo dadas por:

M, (t) =0,01(1-e "***")N.m,

0, 01(1—e’“°'167) N.m, 0<t<0,7s
Mz(t) =
0, t>0,7s

M (1)

o

»
>
Xl

0,152 m 0,304 m
1 ¥

Figura 22 — Configuracéo inicial do mecanismo biela-manivela

j};\
:

Tanto a biela quanto a manivela possuem massa especifica p, =2770,0kg / m® e se¢do
transversal retangular de base b, =0,9069cm e altura h, =0,8660cm . De modo a considerar a
manivela como rigida adota-se modulo de elasticidade longitudinal igual a & =1,0GPa e para
a biela flexivel E =0,05GPa. O médulo de elasticidade transversal foi adotado como a metade
do longitudinal. Para a simulagdo do mecanismo foram adotados trés elementos finitos cibicos
para a manivela e seis para a biela. O incremento de tempo adotado foi At =1,0.10*s com os
parametros usuais do método de Newmark para aceleracdo média constante, £ =0,25 e
y=0,50.

A Figura 23 apresenta a evolucdo da posicao horizontal do apoio direito com o tempo
para as duas fun¢des de momento e para os valores obtidos das referéncias. Ressalta-se que no
trabalho de Escalona, Hussien e Shabana (1998) somente sdo apresentados resultados até 1,6 s.

Nota-se boa concordancia de resultados, especialmente para a segunda funcdo de momento a

qual solicita menos a manivela. As maiores diferengas observadas nos ciclos finais da simulagédo
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com a primeira funcao de carregamento sao decorrentes das distintas cinematicas e medidas de
deformacédo empregadas pelas referéncias — cinematica de Euler-Bernoulli e deformacao néo

linear de engenharia.

0,50

oo N 7RA
£ F X TN
S oz \ PN AN
8 020 AN SN 1 A

N

S

‘D N / ' \ / ll \
, W/ \ N
0,10 !
M (t) Ma(t)
005 F ---- Ml(t) GRECO; CODA, 2006 - = = = M_(t) GRECO; CODA, 2006
------------- 1(t) ESCALONA HUSSIEN SHABANA 1998 2(t) ESCALONA HUSSIEN SHABANA 1998
0,00 :

0,0010203040506070809101112131415161718192021222324252627282930
Tempo (s)

Figura 23 — Evolucéo da posi¢do horizontal do apoio direito

3.6.5 Exemplo 5 — Balango de trés barras

Apresenta-se um portico formado por uma viga flexivel rotulada nos seus extremos a
duas barras consideradas rigidas, Figura 24. No ponto médio da viga existe uma massa
concentrada m=0,5kg a qual é aplicado um pulso P(t) na direcdo horizontal. Essa estrutura
foi proposta por Bauchau, Damilano e Theron (1995) e utilizada na comparacdo entre um
algoritmo de integragdo temporal que conserva energia com o método « generalizado, o qual
introduz amortecimento numérico ao sistema para estabilizacéo de altas frequéncias presentes.
Esse mesmo exemplo também pode ser encontrado nos trabalhos de Ibrahimbegovi¢ et al.
(2000) e Leyendecker, Marsden e Ortiz (2008) os quais também apresentam alternativas para
integracdo numérica das equagdes do movimento.

Para simulacdo numérica foram adotados 0s mesmos parametros geométricos,
constitutivos e malha de elementos finitos apresentados nas referéncias. Todas as barras da

estrutura possuem massa especifica p, =2700,0kg / m* e secdo transversal retangular de base

b, =50mm e altura h,=1,0mm. A viga tem modulo de elasticidade longitudinal
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E=73,0GPa, coeficiente de Poisson v =0,30 e foi modelada com quatro elementos finitos

de aproximacgdo cubica. Para cada uma das barras rigidas utiliza-se um Unico elemento finito

cubico e modulo de elasticidade 100 vezes superior a viga. Foi utilizado o0 mesmo incremento

de tempo das referéncias At=5,0.10"s. Para integracio temporal utilizou-se os parametros

usuais do método de Newmark para aceleragdo média constante, =0,25 e y=0,50.

VA : 25
2,0
€ ~15
: SRV
S| OAX %10 / \
05
X r.n \P(t)
0 > 2 0,0
036m | 036m l 036m | 0,000 0,128 0,256
P P ) Tempo (s)

Figura 24 — Configuracdo inicial da estrutura e histérico de carregamento

Os resultados obtidos estdo em total concordancia com o que é apresentado na literatura.
A Figura 25 ilustra os deslocamentos horizontal e vertical de um ponto da viga localizado a ¥4
do comprimento do vao, a partir da rétula esquerda. Observa-se que a partir do instante de

tempo préximo a 0,64 s ha uma mudanca brusca no movimento da estrutura.
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Figura 25 — Deslocamentos de um ponto distante de ¥ do véo da rétula esquerda da viga

Da Figura 26, que apresenta configuracGes da estrutura a cada 0,1 s, e da Figura 27, que
ilustra a trajetdria de alguns pontos da viga, pode-se notar que a barra rigida da direita muda
sua direcéo de giro levada pelo movimento da barra da esquerda. 1sso causa grandes vibragoes

axiais na viga que se refletem em um salto no valor do seu esfor¢o normal, Figura 28, do mesmo
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modo como reportado nos trabalhos referidos. Nota-se, portanto, a capacidade da formulacéo

apresentada mesmo sabendo-se que a estabilidade do método de Newmark nao é garantida para

problemas néo lineares.

Legenda: ‘\ N\
0.39061 )
' 0.32581

0.26082
0.19582
0.13082
0.08583

0.00083

. -0.06418
-0.12816

Figura 26 — Deslocamentos verticais (m) para intervalos de 0,1 s
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Figura 27 — Trajetoria dos no6s da viga a cada 18 cm (linhas tracejadas) e configuracdes inicial e final da
viga (linhas continuas)
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Figura 28 — Esforco normal no ponto de integracdo imediatamente a esquerda da massa concentrada
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4. INTRODUCAO DE LIGACOES DESLIZANTES

Desenvolve-se nesse capitulo uma formulacdo para introduzir ligagdes deslizantes na
forma de juntas prismaticas e cilindricas ao elemento de pértico plano ndo linear geométrico
apresentado anteriormente.

Uma junta prismatica, ilustrada de maneira esquematica na Figura 29 a), restringe a
posicdo da extremidade de um elemento deslizante a se movimentar sobre um elemento da
trajetoria sem que exista rotacdo relativa entre esses elementos. A junta cilindrica também
restringe o deslizamento do né de extremidade do elemento deslizante, mas libera o giro entre

0s elementos, Figura 29 b).

AY, elemento da AY, elemento da

-1 g1 trajetoria s€) 1 &1 trajetoria s€)

RN RN

ol ‘]

trajetoria trajetdria

Sp = 8(&p) - elemento Sp = 8(Sp) elemento

deslizante deslizante

1 Junta 1 junta
prismatica g Vi cilindrica 8 Vi

a) b)

Figura 29 — Ligacdes deslizantes: a) junta prismatica, b) junta cilindrica

Descreve-se detalhadamente o equacionamento desenvolvido para a junta prismatica no
qual multiplicadores de Lagrange sdo utilizados para restringir a energia total do sistema em
relacdo as posicGes e angulos relativos do conjunto de elementos deslizante e trajetoria. Para a
junta cilindrica indicam-se de forma breve quais termos das equacGes que governam as
restricdes devem ser desconsiderados.

Uma vantagem importante na utilizacdo dos multiplicadores de Lagrange € a
simplicidade da técnica quando considerada a estacionariedade do funcional de energia e a
descricdo lagrangeana total.

Nota-se que, diferentemente do que se propde, os trabalhos consultados se baseiam em
formulac@es lagrangeanas atualizadas aplicadas a analise dinamica de sistemas de multicorpos
e, quando considerados elementos flexiveis, encontram-se duas alternativas para conexdes
deslizantes. A primeira considera uma direcdo de deslizamento fixa, de modo que os elementos

ndo sdo vinculados. A segunda considera a variavel livre como sendo a coordenada
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adimensional que descreve o comprimento do elemento da trajetoria e ndo seu comprimento
real. Esta Ultima alternativa cria dificuldades na interpretacdo das forcas e massas que realmente
existem no nd conectado. Indicam-se aqui os trabalhos de Cardona, Geradin e Doan (1991),
Jelenic e Crisfield (1996), Bauchau (1998), Bauchau (2000), Géradin e Cardona (2001),
Bauchau e Bottasso (2001), Garcia-Vallejo et al. (2003), Sugiyama, Escalona e Shabana (2003)
e Lee et al. (2008).

4.1 Restricdes Cinematicas por meio de Multiplicadores de Lagrange

A introducdo das ligacGes deslizantes entre elementos finitos de portico plano é
realizada por meio de um grupo de elementos finitos os quais definem uma trajetdria de
deslizamento para um no conectado a um elemento deslizante. A este nd, que é livre para se

movimentar sobre a trajetoria, denomina-se no deslizante.

No que segue a notacdo () é utilizada para os elementos pertencentes a trajetoria e
( ¢ ) para os elementos deslizantes, incluindo o n6 deslizante.

Avariavel s, =s (§P ) , ilustrada na Figura 29, define a posigéo curvilinea e a orientacdo
da secdo transversal de um ponto P, com coordenadas Y,?, sobre a trajetéria. Para juntas
cilindricas as coordenadas cartesianas Y,” do né deslizante P devem ser iguais as coordenadas

cartesianas do ponto P pertencente a trajetdria. Para juntas prismaticas, além da posicéo do

ponto, a diferenca entre os angulos de orientagdo da secéo transversal A&, calculada na

configuracao inicial (Figura 30), deve permanecer constante durante 0 movimento. Essas

restricdes sdo descritas por:

Y= (s () =V"(&(s))=V" (&) =¢ (&)Y paa  i=12,  (41)

AR =0,-4.(5)0,  ou V' =4(&)V +AG paa i=3, (42
sendo y™ a posicdo de um ponto da linha de referéncia do elemento ativo da trajetoria na

configuracdo atual. Ou, de forma genérica:

Y (50 (8) ) =4, (&)Y + 2085, (4.3)
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na qual o,, é o delta de Kronecker.

elemento da
trajetoria

\ it

elemento
deslizante

Figura 30 — Diferenca dos angulos para o mesmo né em elementos distintos

Durante o deslizamento a posi¢do curvilinea sp=s(§P), ou, inversamente, a

coordenada adimensional &, =£(s, ), ira variar. Ressalta-se que a variavel curvilinea s(&)

representa uma funcdo de comprimento de arco definida a partir de um parametro ¢ e das

coordenadas do elemento.
De modo a impor as restricbes cinematicas de uma junta prismatica por meio de

multiplicadores de Lagrange deve-se incluir o seguinte potencial a expressao da energia total:
(Y, 55, A) = 4 [V =4, (£(50)) V' —~AGES, |, (4.4)
na qual o termo entre colchetes é exatamente a restricdo cinematica dada pela equacéo (4.3),
A, sdo denominados multiplicadores de Lagrange para cada diregdo i (somatério implicito), e
Y, éum vetor que representa os graus de liberdade conectados, isto é, as coordenadas e angulos

do elemento da trajetéria e do elemento deslizante.

Na Mecénica, uma interpretacdo fisica interessante pode ser dada ao multiplicador de
Lagrange. O seu valor, quando atingida a situacdo de equilibrio, é a forga auto equilibrada (a¢do
e reacao) necessaria para manter ambas barras conectadas.

A nova energia total do sistema € escrita como:
I (Y, L) =T1(Y) +IL(Y,, L) (4.5)
na qual Y inclui todos os graus de liberdade, exceto 0os novos E:{/T,sp}, ja que VL esta
incluido em Y, e I1(Y) é dado a partir da equagdo (3.31). O principio de energia total

estaciondria pode ser aplicado a equacgéo (4.5) para encontrar as equa¢ées do movimento como:
S, =A1+5L=0 (4.6)
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Nesta, oIl foi detalhado nas secOes anteriores e inclui as variagbes da energia de

deformacéo, energia cinética, dissipacdo e forcas externas aplicadas em relagdo as posicdes
atuais Y .

Para completar a variacdo de HL(V, L) é preciso resolver a parcela SL . Isso é feito em

A

relagio a L :{Z,sp} eay, :{\Z",Y.P} como:

§L=%§Vm L Lspo ok SY* +@5Y2(P’ +@52,, +@5S(P) ,
oY, oL’ e NF o as,

4.7)

sendo, « 0s nds do elemento ativo da trajetéria e P 0 ndé com a ligacdo deslizante. Nota-se
que a como a variavel VL pertence a Y essa variacao resultara em termos a serem adicionados

ao vetor de forcas internas e a matriz Hessiana durante o processo de solucdo. Nesse ponto €
importante mencionar que a literatura consultada que lida com conexdes sobre elementos

flexiveis utiliza &, no lugar de s, como variavel principal. No entanto, o uso da variavel

curvilinea torna mais simples a determinacdo das forcas e massa presentes nas ligacdes.
Para juntas prismaticas, desenvolvendo-se as derivadas, é possivel se escrever de forma
aberta:

-1, (&)
A
SL=A-5{Y, L} = {6V oY 6% 54, 55, | 0, i=12,3 (4.8)
R A AR RS
_’Wc,: (SEP )W [ 3;

Nessa expressdo, 0s nos do elemento deslizante, exceto o n0 deslizante, s&o

representados pelo indice k de modo a simplificar a montagem do vetor de “forcas de
Lagrange” A.
Na equacéo (4.8) foi utilizada a seguinte propriedade:

ds,
ds, =J (&, )dé ou e J(&), (4.9)

na qual o jacobiano da transformacéo ¢é dado por:

1(&)=30 =[#. (&) T +[0. ()% | (4.10)

A nova equacdo do movimento com as restrices cinematicas, respeitando a

correspondéncia dos graus de liberdade, € reescrita a partir da equacéo (3.40) como:

E™ _FE4+M.Y+D-Y+A=0, (4.11)
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onde, se reunem todas as forcas externas no vetor F, Y & o vetor de velocidade, Y éa
aceleracdo da estrutura, M e D sdo as matrizes de massa e amortecimento Viscoso,
respectivamente.

Para a junta cilindrica utiliza-se do mesmo procedimento, lembrando-se que o angulo
relativo € livre, chega-se a:

. ()
A
SL=A-5{Y,, L} = {6V oY 6Y 5% 55, | 0, i=12 (4.12)
YF =4, (&)Y
A (&) 13,

4.2 Solucéo do Sistema N&o Linear e Integracdo Temporal

O conjunto de equac@es de equilibrio dinamico (4.11) também pode ser resolvido pelo
método de Newton-Raphson e com a utilizacdo das aproximacdes de Newmark conforme se
apresenta a seguir.

O vetor de desbalanceamento mecénico g, é escrito como:

g, (Y.[)=F" -F+M-Y +D-Y +K=0 (4.13)

Para um instante de tempo arbitrario t_,, utilizando-se das expressdes (3.50) e (3.51)

para integracdo temporal, chega-se a uma equacao analoga a obtida no capitulo 3 para o vetor

de desbalanceamento:

g, (Vs+1’ I_-’s+1) = Ifslitl - IE.s+1 Tz Y5, —M fs
(4.14)

Com as contribuigdes do instante de tempo anterior, T, e ﬁs , dadas conforme a equagéo
(3.53). Para um vetor solucdo tentativa {VSOH,E‘;H} a igualdade da equacdo (4.14) nédo se

mantém, portanto, uma expansao em série de Taylor até a primeira ordem e a nulidade é imposta

de onde se chega a:
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HL '{AY_.S+17 AI_-.S+1}t = _gL (Y_.so+1f |__2+1) (4-15)

- — t
Determinando-se {AYM,ALSH} pode-se calcular o novo vetor tentativa para

- ~0 .
[l ff] fo%) w1
LS+1 LS+1 AI‘SJrl

até que se respeite uma determinada tolerancia, tal como indicado no capitulo 3.

{Ysﬂ, LSH}t como:

Com a introducdo das restricbes cinematicas, tanto a matriz Hessiana quanto o vetor
tentativa contém as contribui¢fes usuais dos n6s conectados, e também dos nds desconectados,

além das novas contribuicdes de s, e A.. Entretanto, a determinago do valor de s, néo é

suficiente para atualizar A e a matriz Hessiana ja que a fungéo &, :g(sp) ndo é escrita de

maneira explicita. A solucdo desta etapa é descrita no item seguinte.

A nova matriz Hessiana H,_ é obtida pela segunda derivada do funcional de energia
restrito IT, (Y, L) em relagio aos pardmetros nodais e as novas variaveis s, e /,. Essa matriz
pode ser obtida pela soma de duas parcelas como:

H, =Vg, =H+H, (4.17)
sendo H a matriz Hessiana apresentada no capitulo 3 para o pdrtico com ligagdes monoliticas
e H*" a parcela relativa a conex&o entre os graus de liberdade dos elementos obtida por:

oL oL
oA oY oY oYL { 0 B}

Hon =22 - 4.18
©oolLy) | L &L | [B' R (4.18)

aloY,  aloL

ou, escrita de forma a identificar as variaveis correspondentes:

AY. 0 BJl[AY
Hem o b i=] L (4.19)
AL B R||AL

Naqual AY, :{A\Z“, AYS, A\fik} e AL ={AA, As,}.Ostermos de H®" sdo dados por:

_¢a (ép) _/ll¢a,§ (é:P)/‘]P
B= 1 0 e

0 0

R = 0 _ _¢z,§(§p)Y_i[/JP |
_¢6,5 (§P)Yi€ 13p Hspsp

(4.20)
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com,

1

Hspsp = /,li¢€,§ (gP )Y_I( [J_

4 2
VAL vy M N 1
O ESLR YER E CE
P
Nestas, a notacdo indicial € utilizada. O indice i corresponde as direcdes (1, 2 e 3 para
juntas prismaticas), k também representa as direcGes (1 e 2), e, {, m e n referem-se aos nos
do elemento da trajetéria ativo. Em juntas cilindricas i assume somente 1 ou 2. Os termos nulos

da matriz H{" j& foram calculados na matriz H e correspondem a segunda derivada das

energias de deformacdo, energia cinética e dissipacdo em relacdo as posi¢oes e angulos nodais

dos elementos conectados (elemento deslizante e ativo da trajetoria).
4.2.1 Comentarios sobre a integracao temporal

Do que foi desenvolvido nos itens anteriores, deve-se observar que a natureza da
equacdo do movimento com a introducdo das restricdes por meio de multiplicadores de
Lagrange, equacdo (4.11), é diferente da equagdo para o problema sem restricdes obtida no
capitulo anterior, equacdo (3.40).

Ambos sdo conjuntos de equacdes diferenciais ndo lineares de segunda ordem no tempo.
Entretanto, as restrices impostas pelos multiplicadores introduzem equacdes algébricas ao

sistema, relativas as novas variaveis s, e A..

Esse conjunto de equacdes diferenciais e algébricas possui caracteristicas que tornam
sua solucdo numérica mais complexa, podendo apresentar instabilidades e altas frequéncias de
oscilacdo originadas do método numérico escolhido para sua integracdo temporal conforme
advertem os trabalhos de Cardona e Geradin (1989), Bauchau, Damilano e Theron (1995),
Bauchau (1998), Jeleni¢ e Crisfield (2001), Laulusa e Bauchau (2008) e Bauchau e Laulusa
(2008).

As equacbes do movimento de sistemas estruturais flexiveis possuem a peculiaridade
de serem rigidas, isto &, para elas, incrementos de tempo menores sdo necessarios para se obter
estabilidade nos resultados, embora para precisdo da resposta incrementos maiores fossem
possiveis (BOYCE; DIPRIMA, 2001). De um ponto de vista fisico, a rigidez das equacdes esta
associada as altas frequéncias de oscilagdo dos graus de liberdade existentes em um sistema

mecénico flexivel, as quais se distribuem em uma ampla faixa de valores.
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Para o caso das equacdes com restri¢cdes introduzidas por meio de multiplicadores de
Lagrange hd uma dificuldade adicional: como as novas variaveis do problema ndo estéo
associadas a uma massa, seus autovalores geram frequéncias de oscilacdo com valores infinitos
(GERADIN; CARDONA, 2001).

Dessa maneira, 0 método numérico utilizado para solucdo do sistema mecéanico com
restricdes deve ser capaz de lidar com estas particularidades. Em relacdo a aplicabilidade do
método de Newmark na solucdo de sistemas de equacdes diferenciais e algébricas, Géradin e
Cardona (2001) provam que o método apresenta instabilidade fraca, para seus parametros
usuais que nao introduzem amortecimento numérico (regra do trapézio), em problemas com
restricdes. Entretanto, para qualquer valor de passo de tempo, essa instabilidade se propaga e
torna o método incondicionalmente instavel em periodos de analise mais longos.

Uma solucéo seria a adogao de pardmetros que introduzissem amortecimento numérico
de modo a filtrar as altas frequéncias de vibracdo e reestabelecer a estabilidade do método.
Todavia, as baixas frequéncias, que sdo importantes a solucdo, também séo dissipadas, o que
se traduz em uma rapida perda de energia do sistema e, assim, alteracdo dos resultados das
andlises por diminuir a ordem de precisdo do método (BAUCHAU; DAMILANO; THERON,
1995; BAUCHAU, 1998).

Diversas outras alternativas sdo apresentadas na literatura para contornar esses
problemas como o0 método « (HILBER; HUGHES; TAYLOR, 1977; HILBER; HUGHES,
1978), 0 método « generalizado (CHUNG; HULBERT, 1993), algoritmos formulados para
conservar a energia do sistema (LEYENDECKER; MARSDEN; ORTIZ, 2008; SIMO;
TARNOW; WONG, 1992; SIMO; WONG, 1991) e outros especificamente desenvolvidos para
decair a energia do sistema (BAUCHAU; THERON, 1996a, 1996b). Uma discusséo a respeito
dessas alternativas pode ser encontrada no trabalho de Géradin e Cardona (2001).

Neste trabalho o método de Newmark foi adotado para o problema com restri¢coes,
apesar das suas limitagGes, por ser possivel sua imediata extensdo a partir da formulagéo de
porticos planos com ligagcBes monoliticas e rotuladas apresentada por Coda e Paccola (2014) e
Reis e Coda (2014). Além disso, o0 estudo especifico de outros integradores temporais e de suas

préprias limitagbes foge do escopo deste trabalho, apesar de abrir campo para pesquisa futura.
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4.3 Variaveis Curvilinea e Adimensional

A definicéo da variavel curvilinea s, =s(¢&,), que é determinada diretamente pela

atualizacdo das variaveis, equacédo (4.15), no procedimento de solucdo do método de Newton-
Raphson, é de valiosa importancia para aplicacfes futuras, tal como a consideracdo de atrito

Seco.

Entretanto, o célculo da forca interna A, equacOes (4.8) ou (4.12), e da matriz Hessiana,
equacdo (4.19), associado a técnica dos multiplicadores de Lagrange é dependente da variavel

adimensional &, =£(s, ), que ndo é explicitamente determinada. Portanto, para sua obtencéo,
é preciso calcular &, de modo iterativo para uma posicéo tentativa. Isso € feito definindo-se o
seguinte sistema de equacdes nado lineares:

H(&)=Y"-¢ (&)Y =0, =12, (4.22)
0 qual é exatamente a restricdo cinematica presente na equacao (4.4), obviamente com valores
conhecidos de Y, e Y;‘, e representa, para as duas diregBes coordenadas, o residuo r(&)

quando do processo iterativo ou o valor nulo para a solucéo.

Como esse sistema é sobredeterminado, pode-se aplicar uma técnica de minimos
quadrados para sua solugcdo (NOCEDAL; WRIGHT, 1999). Para tanto, a seguinte fungéo
objetivo ¢ definida:

p(é) = 1 (&)r(4)] -0 (429

Esta pode ser expandida em série de Taylor de primeira ordem como:
p(&)=p(&)+Vp(&)As =0, (4.24)
sendo & um valor tentativa conhecido previamente. Como a técnica dos minimos quadrados

se baseia em minimizar a funcdo objetivo para encontrar o menor valor do residuo, é necessario

que Vp(&,)=0. A partir da expressdo (4.24) tem-se:

VP(&)=Vp(&)+V?p(&)As =0 (4.25)
Resulta desta expressdo o método de Newton aplicado a um problema de minimizagéo

ao se determinar A&, por:
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A&, =_M (4.26)

vep(£)
e atualizar-se a variavel incognita por &, =& +A&, até que ‘A§P/§§‘£TOL para uma
tolerancia TOL previamente estabelecida. Os termos da equacao (4.26) séo dados por:

VP(&) =4, & [ 4 (&) -V ] (4.27)

VID(& )= (G [ 4 (&I =Y 4[4, (&)Y ]

com somatorio em relacdo aos indices ¢ e m para 0s nés do elemento ativo da trajetoria nas

(4.28)

duas direcOes coordenadas i.

Conhecido o valor da coordenada adimensional &, para um valor de s , implicito nos
valores de \fip e Y., o processo global de solugéo prossegue conforme descrito pelas equagdes
(4.15) e (4.16). Nota-se que, conhecido o valor de &, , a transi¢do entre elementos da trajetoria

é direta.

4.4 Exemplos

Neste item sdo apresentados diversos exemplos de aplicacdo da formulagdo proposta
para ligacdes deslizantes em elementos de pdrtico plano ndo linear geométrico com a

formulacéo lagrangeana total exposta.

4.4.1 Exemplo 1 — Portico simples com junta prismatica

Esta é uma estrutura tipicamente utilizada na Engenharia Civil sendo constituida por
elementos pré-moldados. Ela consiste em um portico plano que possui uma junta prismatica
(engaste mdvel interno) na ligacdo entre um pilar e uma viga como ilustrado na Figura 31. A

estrutura estd submetida & uma carga concentrada P =1000N aplicada no meio do véo e a um

momento fletor M =500N.m na extremidade em balango. A secdo transversal de todas as
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barras é retangular com altura h;=0,6m e base b,=0,2m. O moédulo de elasticidade

longitudinal adotado é [E =20,0GPa e o mddulo transversal ¢ G =10,0GPa . Foram utilizados

8 elementos finitos de aproximacéo cubica para modelar a viga e 3 para cada pilar.

lP:lOOON M =500 N.m

)

30m

A AN
30m I 30m 20m |
1 1

Figura 31 — Pdrtico plano com junta prismaética

Os esforcos internos sdo ilustrados na Figura 32 e, para este nivel de carga, coincidem
com a resposta analitica linear obtida por uma analise de equilibrio.
Para ilustrar o aspecto ndo linear geométrico da formulagdo as dimensdes da secdo

transversal sdo reduzidas para uma altura h, =0,06m e base b, =0,02m, que corresponde a

0,01% do valor inicialmente adotado para a rigidez flexional e 1,0% da rigidez axial inicial. As
configuracdes finais para ambas secOes transversais sdo comparadas na Figura 33. Conforme
esperado, os deslocamentos para a nova secao transversal sdo muito maiores do que para a se¢do
inicial. Entretanto, o0 maximo valor do momento fletor, que continua no mesmo ponto, agora é

igual a —1363,47 N.m, diferindo 22,1% do valor inicial. Esses resultados demonstram a grande

diferenca obtida de uma anélise ndo linear forte mesmo para uma estrutura isostatica.

58333

-416.67 500

1750

583.33
416.67

Esfor¢o Normal (N) Esforgo Cortante (N) Momento Fletor (N.m)

Figura 32 — Diagramas de esforgos internos
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-

Figura 33 — Configuracdes finais para ambas sec¢des transversais (escala real)

4.4.2 Exemplo 2 — Carga modvel sobre viga biapoiada flexivel

Neste exemplo apresenta-se uma carga constante P =628,48N que se move

horizontalmente com uma velocidade v por sobre uma viga simplesmente apoiada de 4,0 m de

comprimento conforme a Figura 34.

Y,
vt P =628,48 N
| i R
AN WA
L 40m L
1 1

Figura 34 — Carga movel com velocidade constante sobre viga flexivel

A movimentagdo da carga é idealizada por meio de um elemento finito orientado
verticalmente com deslocamento imposto na dire¢do da velocidade e em contato com a viga
por meio de uma ligacdo deslizante. A carga concentrada é, entdo, aplicada ao n6 que possui a
ligagdo. Considera-se este elemento sem massa e com comprimento de 0,01% do comprimento
da viga.

A viga possui se¢do quadrada de lado 0,10 m, massa especifica de 8000,0 kg/m3, modulo
de elasticidade longitudinal de 207,0 GPa e modulo transversal de 103,5 GPa. Esta foi modelada
com 26 elementos finitos cubicos sendo que se concentram seis elementos finitos em um trecho
central com extensdo de 0,10 m. Apesar de ndo ser necessaria tal discretizacdo para obtencao
dos deslocamentos (Figura 35) ela foi adotada de modo a se obter maior precisao dos esforcos

internos (Figura 36 e Figura 37) do nd no meio do véo.
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Os dados desse problema foram adotados tal qual o exemplo apresentado por Hong e
Ren (2011) e comparados com a solucéo analitica do problema da carga movel apresentada por

Fryba (1972). Sdo analisadas trés velocidades distintas: 0,2v,, 0,4v, e 1,0v,, sendo

cr?

v, =115,33m/s a velocidade critica que impde deslocamento méximo durante o percurso da

carga na viga. A resposta ilustrada nas figuras é coincidente com a solugdo analitica

demonstrando, assim, a consisténcia da formulacéo proposta.

04
0,2 /
~ 00 — S
€ Rt i e
é 02 ?.1-\-\'\ i _/
e \ \-\_\ B /
[}
c -04
g pa— -
S -0,6
5 ' \.\.\I\
8 08 -\.\l\\.\ ﬂ/‘/ —
A0 Foooo = 0,2 ver (Analitico) = 0,4 ver (Analitico) = 10vcr (Analitico)
0,2 ver (Simulagéo) 0,4 ver (Simulagéo) 1,0 ver (Simulagéo)
1,2 i i i i i i
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
Posicao da carga (m)
Figura 35 — Deslocamento vertical no meio vao
300,0
100,0 e /_/-/
£ -100,0 EE—.\'\'\\ e
T -3000 N N o
o ——— e W
2 5000 e . ,./:/'/-
"c—) ' -<:: e s -‘I—<l—-l—;;=><;
S 7000
g /l/./ |
= -900,0 -
-1.100,0 | = 0,2 ver (Analitico) = 0,4 ver (Analitico) = 1,0ver (Analitico) ]
0,2 ver (Simulagéo) 0,4 ver (Simulacéo) 1,0 ver (Simulagéo)
_1.300’0 i i i i i i
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0

Posicéo da carga (m)

Figura 36 — Momento fletor no meio vao
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600,0
400,0 /‘/Jfrf”‘i\r\
g 200,0 M
= :
—
o
 -200,0 e
&
£ m: | M
G -400,0 Vi
-600,0 F = 0,2 ver (Analitico) = 04ver(Analitico) = 10ver (Analiticoy
0,2 ver (Simulagéo) 0,4 ver (Simulagéo) 1,0 ver (Simulagdo)
-800,0 L L L i i | f
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0

Posicdo da carga (m)

Figura 37 — Esforgo cortante no meio vao

4.4.3 Exemplo 3 — Flambagem de uma estrutura tracionada

A estrutura apresentada na Figura 38 € um exemplo interessante de bifurcacdo de
equilibrio em tracdo. Ela consiste em duas barras flexiveis de comprimento L=0,25m,
inicialmente alinhadas na direcdo horizontal, as quais é aplicado um deslocamento horizontal
u e medida a forga de tragdo reativa F . Estas barras sdo unidas por meio de juntas prismaticas
a uma barra rigida com comprimento suficiente para permitir o deslocamento da estrutura. Para
fins de simulacdo numérica foi adotado comprimento igual a 10,0 m.

A solucdo analitica e validacdo experimental do fenémeno da flambagem em tracdo foi
apresentada por Zaccaria et al. (2011). Para simulagdo numerica a secdo transversal adotada

para as barras flexiveis é retangular com altura h, =1,0mm e base b, =25,0mm. O modulo de
elasticidade longitudinal adotado é [E=200,0GPa e o médulo transversal é G =100,0GPa.

Para barra rigida adota-se se¢do quadrada de lado igual a 1,0 m e as mesmas propriedades do
material. Cada uma das trés barras foram modeladas com quatro elementos finitos de
aproximacéao cubica.
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Figura 38 — Configuracé@o deformada da estrutura

Para que se encontre a solucdo néo trivial do problema, é criada uma perturbacéo ao

sistema inclinando-se a barra rigida na configuragdo inicial com um angulo ¢,. Diversos

valores para o angulo inicial foram adotados para mostrar a convergéncia para a solucéo
analitica com angulos cada vez menores. A Figura 39 mostra a evolucgéo do angulo de inclinagédo
da barra rigida com a forca de tragdo adimensional 4FL?/El~z*. Ja a Figura 40 ilustra a
trajetoria de equilibrio para o deslocamento imposto a extremidade direita contra a mesma forca
de tracdo adimensional.

A partir dos resultados fica comprovada a capacidade da formulacdo proposta para

analise ndo linear geométrica de estruturas reticuladas planas com apoios deslizantes.

06 — : :
05 do= 0,0lk\\ ------ Analitico
do=1°
0,4 / —\\
/ A: Y

0,3

/ / do=10° \\
) / \
" ‘\
/ \
0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0
¢ (graus)

4FLY/(Elx?)

0,0

Figura 39 — Evolug¢do do angulo de inclinagdo da barra rigida
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Figura 40 — Evolucéo do deslocamento horizontal do apoio direito

4.4.4 Exemplo 4 — Linhas de influéncia de uma ponte — carga movel

Este exemplo é apresentado para demonstrar a capacidade da formulacdo proposta para
as ligacOes deslizantes na determinacdo das linhas de influéncia de qualquer secédo transversal
de estruturas genéricas. Ressalta-se que em aplica¢des ndo lineares o principio da superposicao
de efeitos ndo é valido para as linhas de influéncia nem sua envoltoria de modo que deve-se
resolver a estrutura separadamente para cada carregamento. Contudo, quando da ocorréncia de
pequenos deslocamentos a superposicao dos resultados é recuperada.

Particularmente para este exemplo, calculam-se as linhas de influéncia para a secéo
transversal central da ponte, ponto P, sujeita a um trem-tipo conforme ilustra a Figura 41. O
veiculo é modelado por um portico com 4,0 m de comprimento e 1,0 m de altura. O contato
entre o veiculo e a ponte € modelado por duas juntas cilindricas que permitem seu movimento
relativo. Uma forca vertical de 15 kN é aplicada no meio do vao do pértico mével e um

deslocamento horizontal u=26,0m, divido em 500 passos, &€ imposto a sua aresta esquerda. A

Figura 41 descreve a geometria da ponte e do veiculo para a configuracéo inicial.

%
u 15kN
-
Tlm P X
' A y JI’JI y ' / y
L | Ll L L Ll 7
Im2m 2ml1lm 10m 10m 6m

Figura 41 — Configuracéo inicial do veiculo e geometria
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Uma secdo retangular de base b, =1,0m e altura h, =2,0m ¢é adotada para a ponte e
uma se¢éo transversal quadrada de lado b, =h, =0,1m é adotada para o veiculo. O modulo de

elasticidade longitudinal e transversal da ponte sdo [E=20,0GPa e G=10,0GPa,

respectivamente. Para o veiculo as propriedades do material sdo dez vezes maiores. Para
modelar o pdrtico que representa o veiculo foram utilizados seis elementos finitos clbicos e 34
elementos para a ponte. Como 0 objetivo € avaliar os esforcos internos dois elementos finitos
de 1,0 mm de comprimento foram colocados em ambos lados do ponto P para evitar a
passagem de cargas concentradas pelo seu dominio. Isso é necessario dada a descontinuidade
dos esforgos internos e a natureza continua das funcdes de forma, inerentes ao método dos
elementos finitos.

A Figura 42 apresenta a linha de influéncia de deslocamento vertical para 0 meio véo
da ponte. Como esperado, o0 maior deslocamento de -0,55 mm ocorre quando o veiculo esta no
centro da ponte. A Figura 43 ilustra a linha de influéncia de momento fletor e a Figura 44 ilustra
a linha de influéncia de esforco cortante para a mesma sec¢do. Conforme se esperava, os valores

maximos dos esfor¢os ocorrem quando uma das juntas cilindricas (rodas) esta sobre o ponto P

0,01
0,00

-0,01

| N
-0,02
-0,03 \ //
-0,04 \\ /

-0,05
-0,06

Deslocamento vertical (mm)

—

30 50 70 90 110 13,0 150 17,0 190 21,0 23,0 250 27,0 290
Posicéo horizontal da carga (m)

Figura 42 — Linha de influéncia de deslocamento vertical do meio véo da ponte

Como se nota, os resultados representam o comportamento esperado e ndo existe
limitacdo para a geometria da ponte ou para o nimero de rodas do veiculo na formulacdo

apresentada, revelando, assim, a versatilidade da técnica para aplicacdes praticas.
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50
0,0

-5,0

100 N /
oo \ /

-25,0 \_—/

-30,0

Momento fletor (kN.m)

30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250 27,0 290
Posicéo horizontal da carga (m)

Figura 43 — Linha de influéncia de momento fletor do meio véo da ponte

8,0
6,0
4,0
2,0
0,0
-2,0
-4,0
-6,0
-8,0

Esforco cortante (KN)

~

30 50 70 90 110 130 150 170 19,0 210 230 250 27,0 29,0
Posicéao horizontal da carga (m)

Figura 44 — Linha de influéncia de esforco cortante do meio vao da ponte

4.4.5 Exemplo 5 — Mecanismo gerador de curvas

Outro uso interessante para ligacGes deslizantes estd em mecanismo capazes de
descrever algum tipo de geometria prévia, como maquinas que cortam rochas ou chapas
metalicas nas industrias civil e mecénica. Tais mecanismos sdo descritos em livros textos
classicos como Shigley e Uicker (1981) e Norton (2011), dentre outros. O modelo numérico
desse tipo de mecanismo é comumente realizado em uma versdo dinamica. Entretanto, se a
intencdo € ajustar a geometria a ser descrita, uma analise estatica € mais adequada. A Figura 45
descreve a configuragdo inicial de uma estrutura com uma junta prismatica que liga um braco
flexivel de 6,0 m de comprimento a uma barra suporte de 1,0 m de comprimento. Um giro v €
prescrito a alavanca que se liga ao bragco por meio de uma rotula. A rotacdo da alavanca impde

0 movimento do mecanismo conforme a Figura 46.
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Im

A .
3m 3m L

Figura 45 — Configuracéo inicial e geometria

Tendo em vista os graus de liberdade restritos e as condi¢bes de contorno, este é um
sistema articulado isostatico ndo flexivel. Consequentemente, durante a imposicdo do
movimento quase estatico nao se espera obter tensfes ou deformacgdes nas barras. Assim, as
dimensGes da sec¢éo transversal e as propriedades do material das barras envolvidas podem ter
quaisquer valores. De maneira a obter uma solucdo numérica, entretanto, adota-se para todos
os elementos secdo quadrada de lado igual a 0,1 m, mddulo de elasticidade longitudinal
E =2,0GPa e modulo transversal G =1,0GPa. Dezessete elementos finitos de aproximacédo
cubica sdo empregados na discretizacao.

A Figura 46 mostra a trajetoria da extremidade livre do braco para uma revolugdo

completa da alavanca e algumas configuracdes selecionadas séo apresentadas na Figura 47.

3,0

25

2,0 \'
15

/

Posigéo vertical (m)

1,0

—

0,5

4,0 45 5,0 55 6,0 6,5 7,0 75
Posi¢éo horizontal (m)

Figura 46 — Trajetoria do extremo livre do brago

O movimento do mecanismo foi divido em 250 passos e menos de quatro iteracdes sao
necessarias para convergéncia em cada passo. Deste modo, conclui-se que a formulacdo

apresentada funciona bem e pode ser aplicada em analises gerais.
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Figura 47 — Configuracdes selecionadas e trajetoria do extremo livre do braco

4.4.6 Exemplo 6 — Trajetoria de equilibrio de um arco abatido com manivela

Um arco abatido com uma manivela que impde seu movimento é apresentado nesse
exemplo. O arco é fixo por apoios que limitam os deslocamentos, mas ndo a rotacao, e possuli
vdo L=10,0m e altura h=1,0m. A manivela é submetida a um giro  =1,8rad dividido em
1000 passos. A ligacdo entre a alavanca e 0 arco € realizada por meio de uma junta cilindrica,
tal como ilustra a Figura 48. Na configuracao inicial as dimensdes indicadas na Figura 48 séo:
H=2,4606m, d, =1,6178m e d, =0,5523m.

Todos os componentes da estrutura sdo flexiveis e possuem sec¢do transversal quadrada
de lado 10,0 cm. Doze elementos finitos de aproximacao cubica foram utilizados para modelar
0 arco, que possui modulo de elasticidade longitudinal E=200,0GPa. A alavanca é
discretizada com cinco elementos finitos cubicos e tem modulo de elasticidade dez vezes maior
do que o arco. O médulo de elasticidade transversal é adotado como metade do valor

longitudinal para todos os elementos.

Figura 48 — Configuracao inicial da estrutura



95

QD
<
=

QD

o
2

0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1,6 18
10000 T T : r r :

@
8
=}

600,0 |

N A

o 88

© oo
T

00,0 ff L T
00,0 f

N

Momento fletor (kN.m)

& A
S
o
<}

)
3
$
@
-
%
’
)

O
~

y (rad)
8

o
o
o
)
o
~
o
o
o
-

[=)
-

[N
-

~

-

o
-
o)

200,0 : : : :
1500 | f f i
1000 |

)

0,0
-50,0 \

-100,0

-150,0 }

-200,0

Esforgo normal (kN)

v (rad)
0,0 02 04 06 038 1,0 1,2 14 16 1,8
15 , , . .

1,0
05 : : !
00 N S S S S SO S S
05 | |
1 S E— — U WS e .
_1,5 H H H H

o

Posigdo vertical (m)

Figura 49 — Trajetdria de equilibrio: @) momento fletor reativo e configuragdes da estrutura, b) esfor¢o
normal do no ponto médio da alavanca, c) posicao vertical do ponto central do arco

A evolucdo do momento fletor reativo necessario para movimentar a extremidade fixa
da alavanca é apresentado na Figura 49a) ao lado de algumas configuracfes deformadas do
sistema. A evolucdo do esfor¢o normal da alavanca é apresentada na Figura 49b) e a posicdo
vertical do ponto central do arco € ilustrada na Figura 49c). Nota-se a partir dessas curvas a
ocorréncia de instabilidades por pontos limites, indicadas pela mudanca de sinal do esforco
normal e do momento fletor. Nessas posi¢des 0 arco assume um configuracdo de equilibrio
indiferente.

Além disso, a partir da descontinuidade das curvas para rotacdo w =1,656rad é claraa

existéncia do fenémeno do snap-back. Todavia, como é sabido, ndo é possivel descrever o
equilibrio para esta situacéo utilizando o método de Newton-Raphson. O snap-back acontece
nesse caso porque a forma instavel do arco ndo € controlada. Para descrever esta parcela da

curva seria necessario o uso de um método de comprimento de arco na solucéo do sistema, o
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que esta além do escopo desse trabalho. Os resultados, as potencialidades da formulacao

proposta e sua consisténcia na avaliacdo do comportamento estrutural sdo evidentes.

4.4.7 Exemplo 7 — Mecanismo de retorno rapido

Apresenta-se um classico mecanismo de retorno rapido utilizado amplamente em
diversas maquinas como ilustrado na Figura 50. A configuracdo e as propriedades deste
mecanismo foram adotadas tal como em Bauchau (2000). O mecanismo € composto por um
braco AB de 1,00 m de comprimento que gira em torno do apoio B e € ligado a uma barra NA
de 0,25 m de comprimento. O movimento do sistema é imposto por uma manivela RS de 0,20
m de comprimento que gira em torno do apoio R com uma velocidade angular constante

Q=>5xrad /s e desliza sobre o brago por meio de uma junta cilindrica localizada no né S.

0,55m L | 0,50m

1 1 1
Figura 50 — Mecanismo de retorno rapido na configuracgao inicial

Todas as barras possuem secdo transversal quadrada de lado 6,0 cm e massa especifica
de 1724,82 kg/m?3 e sdo modeladas com elementos finitos de aproximacdo cubica. O brago é
modelado com 24 elementos finitos e possui médulo de elasticidade longitudinal igual a 47,04
GPa. As demais barras sdo modeladas com 2 elementos finitos e possuem mdédulo de
elasticidade longitudinal igual a 47,04.106 GPa de modo a simular um comportamento rigido.
O moddulo transversal é adotado como metade do valor longitudinal. Ainda sdo introduzidos
nos n6s N e S massas concentradas de 0,31 kg e 2,50 kg, respectivamente.

Foram simulados trés ciclos do mecanismo com incremento de tempo de 2,0.107°%s .

Os resultados indicados a seguir se referem ao terceiro ciclo. Na Figura 51 é ilustrada a

velocidade do apoio N na direcdo do eixo 1.
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A deflexdo da ponta do brago, n6 A, medida ortogonalmente a uma linha que acompanha
0 giro do braco no né B ¢ apresentada na Figura 52 e 0 momento fletor de um ponto do braco a

Y, do apoio é informado na Figura 53.

12,0 - -
100 | Presente ,/‘\k\
8o | ----- BAUCHAU, 2000 ,,/ N\
SN
6,0 //
4,0 ./
2,0 ,/ \‘
0,0 S M
20 b\ o A~
-4,0 \ /\V’\ A /\\N
’ AV \ \\//\V‘VI o \X
-6,0

Velocidade (m/s)

0,8 0,9 0,9 1,0 1,0 11 1,1 1,2 1,2
Tempo (s)

Figura 51 — Velocidade do apoio N na direcéo do eixo 1

Destas figuras nota-se boa concordancia dos resultados com a referéncia de modo que
0 comportamento do mecanismo foi bem representado. Presume-se que as pequenas diferencas
de fase entre as curvas se devam aos diferentes integradores temporais utilizados. Neste trabalho
o0 integrador de Newmark foi empregado com os parametros que definem aceleracdo média

constante dentro de cada passo de tempo (£ =0,25 e y=0,50). J& no trabalho de Bauchau

(2000) foi utilizado um esquema de estabilizacdo que realiza o decaimento da energia total em
cada passo de tempo, o qual, além disso, é variavel para toda a analise, acarretando as pequenas

diferengas notadas.
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Figura 52 — Deflex&o da ponta do braco
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5. CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvido e implementado um equacionamento para introdugéo
de ligagdes deslizantes na forma de juntas prismaticas e cilindricas em elementos finitos de
portico plano. A formulacgéo utilizada para analise ndo linear geométrica € lagrangeana total, se
diferenciando por ter como parametros nodais do elemento de pértico, além de giros, as
posicOes dos nds. No codigo computacional e na formulagdo desenvolvida os elementos finitos
sdo isoparamétricos e, portanto, podem ser curvos e com qualquer ordem de aproximacao
desejada.

O equilibrio dinamico do sistema foi obtido pelo principio da energia total estacionaria
utilizando-se da medida de deformacdo de Green-Lagrange e do segundo tensor de tensdes de
Piola- Kirchhoff, seu conjugado energético, para descricdo da lei constitutiva do material. Ja a
integracdo temporal foi realizada pelo método de Newmark que apresentou bons resultados nos
exemplos estudados.

As ligacBes deslizantes foram introduzidas pelo método dos multiplicadores de
Lagrange ao funcional de energia total do sistema de maneira simples e eficiente. A coordenada
utilizada para descrever 0 movimento das conexdes deslizantes existe no comprimento real da
trajetoria, e ndo no seu espaco adimensional como se encontra na literatura, o que simplifica
bastante a consideracdo de forcas e massas presentes no né conectado. Além disso, acredita-se
que essa concepgao facilitarad a futura incorporacao do atrito seco nas juntas.

Para solucdo do sistema nao linear resultante foi utilizado o classico método
incremental-iterativo de Newton-Raphson com os vetores de forcas e operador tangente obtidos
por meio de integracdo numérica a partir da quadratura de Gauss-Legendre.

A formulacdo apresentada foi utilizada para resolucdo de diversos exemplos de
estruturas e mecanismos demonstrando sua precisdo e versatilidade de aplicacbes. Grandes
deslocamentos e rotagdes foram corretamente modelados pelo elemento finito com as juntas

prismaéticas e cilindricas propostas tanto em simulacgdes estaticas quanto dinamicas.
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5.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros

Trabalhos decorrentes do apresentado podem se beneficiar com a introducdo de atrito
seco entre os elementos com ligacOes deslizantes, conforme mencionado anteriormente, como
também nas juntas rotacionais.

A introducdo de elementos finitos que funcionem como atuadores também é uma
possibilidade para ampliacdo dos tipos de mecanismos que podem ser modelados, como, por
exemplo: bragos roboticos, maquinarios com pistdes hidraulicos como retroescavadeiras,
hélices com didmetros variaveis em aeronaves, dentre outros.

Em relagdo ao integrador temporal de Newmark, como comentado no decorrer do
trabalho, apesar dos bons resultados obtidos, sabe-se das suas limitacbes em sistemas de
equacOes algébrico-diferenciais para simulacdes muito extensas. Desse modo, sugere-se a
utilizacdo de outros métodos para integracdo no tempo, como algoritmos formulados para
conservar ou decair a energia do sistema.

Por fim, sugere-se a extensdo da abordagem proposta para as ligagdes deslizantes em
elementos finitos tridimensionais de pdrtico e de casca, tanto em andlise estaticas quanto

dindmicas.
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APENDICE A - LIGACOES DESLIZANTES POR MEIO DE
ELEMENTOS MESTRE E ESCRAVO

Neste apéndice é apresentada uma formulacdo para introducgéo de ligacGes deslizantes
na forma de juntas prismaticas e cilindricas através da concepcdo de elementos mestre-
escravo. Apesar de desenvolvido seu equacionamento, esta abordagem nao foi implementada
dada a sua complexidade, como se observa a seguir.

Nesta construcdo, os graus de liberdade restritos do nd escravo, o qual possui
internamente o apoio deslizante, sdo removidos do sistema de equacdes por meio de relagdes
cinematicas com as posic¢des dos nds do elemento mestre. A cinematica das ligacGes deslizantes
é, entdo, introduzida simultaneamente a montagem do sistema de equacdes de equilibrio da
estrutura.

A introducdo de ligacOes deslizantes pela abordagem dos elementos mestre e escravo
tem como vantagem a reducdo do numero de graus de liberdade do sistema mecanico pela
utilizacdo do menor numero possivel de coordenadas para descricdo do seu movimento. Além
disso, ndo apresenta problemas numéricos de mau condicionamento do sistema de equacdes, 0
que pode ser vantajoso do ponto de vista da integracdo temporal.

Inicia-se pela descricdo das restricdes cinematicas que a ligacdo deslizante imp6e ao né
escravo seguido das alteragdes no sistema de equac¢des do movimento e sua solucdo e integragéo

temporal.

A.1 Restri¢cdes Cinematicas

A introducdo das ligacBes deslizantes, seja na forma de uma junta prismética ou
cilindrica, nos elementos finitos de pdrtico plano é realizada por meio da consideracdo de um
elemento escravo o qual possui um no restrito a se deslocar sobre outro elemento, chamado
mestre. O grupo de elementos mestres sobre os quais a ligacdo deslizante tem liberdade de
movimento é designado por trajetoria da ligacdo. A Figura 54 exemplifica um conjunto de
elementos mestre e escravo de aproximacdo cubica. Apesar dessa ilustracdo, a formulacdo

desenvolvida a seguir é valida para elementos finitos com qualquer nimero de nos.
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AY, elemento AY, elemento
-1 g1 mestre s€) 1 g1 mestre S€)
— > S o> S
/ /
trajetoria trajetoria
escravo 6 escravo
1 junta. 1 junta
prismatica 8 A cilindrica 8 A
a) b)

Figura 54 — Linha de referéncia para os elementos mestre e escravo com aproximagéo cubica

Nessa secdo, utiliza-se no que segue a notagéo ( ) para o elemento mestre e (& ) para

o elemento escravo, em analogia ao que foi apresentado no capitulo 4 para o método dos
multiplicadores de Lagrange.
Os parametros nodais (posicdo e giro) do né com a ligacdo deslizante, denominado né

escravo e referido pelo indice P, podem ser descritos em funcdo dos parametros nodais do
elemento mestre e da variavel S, =S(&;) . Essa Gltima indica a localizagdo do nd escravo sobre

0 comprimento da linha de referéncia de um elemento mestre a partir de um ponto arbitrario da

sua trajetdria. J4 a coordenada &, localiza o né escravo no espago adimensional de um

determinado elemento mestre.

A cinemética da ligacao deslizante é entdo escrita por meio das relagdes:
Y (se (DY (1)) = ¢ (&:(1)Y, (1)
Y (se ()Y (1)) = ¢ (& (1), (1) (A1)
0: (5p(1).0,(1)) =4, (&:(1))0,(1) + AB;

Sendo esse um problema dindmico, nas expressdes anteriores a varidvel t indica o

tempo decorrido a partir de um instante inicial. As demais varidveis sdo: i indica a direcdo
sobre 0s eixos y, ou Yy, ; { se refere aos nds do elemento mestre (notacdo indicial); \fip e ép
sdo as coordenadas e o giro do né escravo, respectivamente; ¢, séo as funcdes de forma do
elemento; Y, e 6, sdo as coordenadas e o giro dos nos do elemento mestre, respectivamente;

e AH§ é a diferenga, na configuracdo inicial, entre o angulo do nd escravo e o angulo do

elemento mestre no mesmo ponto P.
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A presenca de AdS na equagdo (A.1) se deve ao fato da variavel de giro ser medida a
partir do eixo horizontal no sentido positivo (de y, para y,) até o vetor normal de um ponto

da linha de referéncia, fazendo com que o valor do angulo dependa da disposicéo e orientacdo
do elemento finito no plano. Esse fato leva a diferenga existente entre o angulo do n6 escravo
e um angulo medido no elemento mestre no ponto P, que, apesar de ser 0 mesmo ponto do
plano, pertencem a elementos distintos.

Conforme se observa a partir da Figura 55, pode-se expressar a diferenca entre angulos
como A@ = é;’ ~62. O valor do angulo medido no elemento mestre 62 ¢é obtido pela

interpolacdo dos demais angulos desse elemento com as func¢des de forma. Assim, chega-se a

expresséo:
AQS = HS _¢€(§P)§[O (A2)
Ressalta-se que pelo proprio carater da junta prismatica (engaste movel) essa diferenca

se mantém constante durante o tempo, portanto seu valor obtido na configuracao inicial ndo se

altera com as mudancas de configuracdo do corpo.

elemento
mestre

Vv x

elemento
escravo

Figura 55 — Diferenca entre 0 dngulo do ponto P medido no elemento mestre e no elemento escravo (a seta
nos elementos finitos indica a orientagdo desses)

As equacbes (A.1) podem ser reescritas com uma notagdo mais conveniente

considerando-se que o giro de um n6 « qualquer € a terceira diregdo coordenada, de modo que

0, =Y, . Portanto:
YP (s.(0).Y (1) =4, (&(1)Y (1) +A85,, (A3)
sendo &, 0 operador delta de Kronecker, igual a unidade quando i =3 e zero caso contrario.

A equagdo (A.3) implica na diminui¢do do numero de graus de liberdade do n6 escravo

ja gue esses ndo sao mais as suas coordenadas e o0 giro, 0s quais passam a ser descritos
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completamente por meio da variavel s,. Desse modo, no caso de uma junta prismatica tém-se

um grau de liberdade nodal. Para uma junta cilindrica a hipdtese é a mesma, entretanto, é
liberado o giro, totalizando dois graus de liberdade no apoio deslizante. Isso é possivel
simplesmente desconsiderando-se a restricao cinematica para o giro.

A velocidade e a aceleracdo do n6 escravo sao importantes na determinacdo das forcas
de inércia e amortecimento viscoso presentes na estrutura. Assim, € fundamental determinar as
expressdes para essas grandezas.

Por brevidade na notacdo, dado que se sabe que todas as incognitas nodais sdo fungdes

do tempo, ndo se indica mais, a partir deste ponto, as variaveis como funcédo deste. Partindo da
expressao (A.3) obtém-se a velocidade do no escravo Y,P pela derivada total no tempo da sua
posi¢ao como:
yr_ 0¥ _dé.
dt  dt

Y*P_d¢( d_ég

i _Egp ds

Y+ (&) —

ds

) at Y; +¢((§P)Yi

P

V= GV 80 ()T (A4)

sendo: ¢, . a derivada para ¢ da funcéo de forma do n6 ¢ (notacdo indicial); Jo=J (§P) 0

jacobiano da transformag&o do espago adimensional da varidvel & para o comprimento da linha

de referéncia s avaliado no ponto P; s, avelocidade do grau de liberdade s, ;e Y,  a velocidade

dos graus de liberdade dos nds ¢ do elemento mestre na direcéo i .
Na expressdo da velocidade total do n6 escravo, equacao (A.4), pode-se perceber a

contribuicdo de duas parcelas. A primeira representa a velocidade tangencial desse n6 em
relagdo ao elemento mestre, ja que o termo ¢, . (ép)f‘/\lp indica o vetor tangente unitario ao
ponto P do elemento mestre enquanto $, é a intensidade dessa velocidade tangencial. J& a

segunda parcela evidencia a contribuicdo da velocidade do proprio elemento mestre na
velocidade total do no escravo.

O jacobiano da transformacéo dS:J(.f)dé da variavel paramétrica & do espacgo

adimensional para o comprimento S da linha de referéncia é obtido por:

J (é) = \/yl,gyl,g TY2eYoe (A.5)
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Nessa expressdo Y,. € a derivada da funcdo de mapeamento y, para a variavel
paramétrica. O mapeamento y,, ao contrario do apresentado previamente no capitulo 3,
equacOes (3.11) e (3.12), considera-se somente a parcela que descreve a linha de referéncia,
¢[(§)Yi[, desprezando-se 0 mapeamento da altura. Isso é possivel por considerar-se que a

ligagédo deslizante ndo pode se deslocar transversalmente ao eixo da barra. Desenvolvendo a

equacdo (A.5) para o ponto P chega-se a:

Jo= [0 (&N T 46 (&)Y T (A6)

Observa-se gue, nesse caso, 0 jacobiano é o modulo do vetor tangente a um ponto da

linha de referéncia.
A aceleragio do n6 escravo Y,” é obtida de modo analogo a velocidade. Partindo da

equacdo (A.4) e desenvolve-se a sua derivada total no tempo como:

o O _df ot ]dr, e
Yi o dt _dt|:¢é’§(§P)Yi ‘]P SP:|+dt|:¢Z(§P)Yi ]
chega-se a:
11 . — 1
¢(.§§('§P) J_J_SPSP+2¢(§(§P)Y| SP+¢!§(§P)Y| J_SP+
i P (A7)
1 (&)~ (&) Jl Jiapsp

sendo: ¢, .. a segunda derivada para & da funcdo de forma do no ¢ (notagdo indicial); §;, a

aceleracdo do grau de liberdade s, ; Y_,‘ a aceleracdo dos graus de liberdade dos nés ¢ do

elemento mestre na direcédo i; e JP =J (ép) a derivada do jacobiano no tempo avaliado no

ponto P. Essa Ultima pode ser expressa como:

() -2] - Jloute T+ @n T ),

que desenvolvendo as operagdes obtém-se:

L ORI A N LA A A |

p
Na expressdo (A.7) da aceleracdo total do n6 escravo percebe-se a existéncia de cinco

parcelas de aceleragcdo que contribuem para o valor total.
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A primeira parcela é a aceleracdo normal desse n6 em relacdo ao elemento mestre,

composta do produto da curvatura da linha de referéncia no ponto P pela velocidade S, ao

quadrado. A segunda parcela é um termo cruzado que tem origem na velocidade do grau de
liberdade e do elemento mestre.

De modo analogo ao que se observa na expressao (A.4) para a velocidade do né escravo,
a terceira parcela representa a aceleracdo tangencial desse n6 em relagdo ao elemento mestre e
a quarta parcela € a contribuicdo da aceleracdo do elemento mestre na aceleracédo total do nd
escravo.

Por fim, Gltima parcela da aceleracdo total envolve uma correcédo referente a taxa de
variacdo do jacobiano com o tempo, j& que esse é descrito a partir das coordenadas atuais do

elemento mestre e do grau de liberdade s, , 0s quais variam no tempo.

A.2 Alteragdes nas Equagdes do Movimento

A energia total do sistema mecénico, IT, compreendido pelo elemento mestre e escravo,

pode ser expressa como a soma da energia de deformagéo, U,, energia potencial das forcas
externas, P, energia cinética, K e a dissipagéo de energia por amortecimento viscoso, Q, de

cada um desses elementos separadamente.

De acordo com os desenvolvimentos do capitulo 3 para os elementos finitos de pértico
plano com ligagGes monoliticas, a aplicagdo da estacionariedade ao funcional de energia total,
utilizando como parametros os graus de liberdade do sistema, resulta na equacdo de movimento
do sistema mecanico, isto &, seu equilibrio dindmico ndo linear geométrico. Aquela equacao
pode ser escrita de um modo genérico como:

M =6U, —SP+5K+5Q=0 (A.9)

Ou ainda, mais explicitamente, derivando em relag&o as posi¢des e giros nodais Y, do

sistema:

o= e gy OF g0 0K o0 0Q o (A.10)
Y oY, oY;” oY”

Dada a arbitrariedade das variagOes e utilizando do principio do conjugado energético
também é possivel entender essa equacao em termos de equilibrio de forcas como:
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Fia,int _ Fia,ext + Fia,iner + Fia,amort — ola ’ (Al]_)

sendo, F“™ a forga interna, F** a forca externa, F“™" a forga inercial e F“*™"

a forca

devida a dissipa¢do por amortecimento, para cada dire¢do i dos nés « do sistema.
Como se observa das relacGes cinematicas do item anterior, para um conjunto de
elementos mestre e escravo que possuem uma ligacao deslizante ha uma reducédo do nimero de

graus de liberdade. Sabe-se, entdo, que o elemento mestre é descrito em funcéo das posigdes e

giros Y. dos nés y do préprio elemento, e que o elemento escravo é fungdo das posigdes e

giros Y,” dos seus nos independentes e do seu né escravo. Como decorréncia da equacéo
(A.3), 0 no escravo é descrito pela varidvel s, associada a0 movimento desse né sobre o

comprimento da trajetoria, mas também é funcdo das posicdes e giros do elemento mestre.
Fazendo, assim, com que o elemento escravo dependa dos parametros nodais do elemento

mestre.
E possivel, entfo, separar a energia total do sistema entre o elemento mestre, I, e 0
elemento escravo, I1, como:
M=11(Y7)+T1(Y" (s, %7).¥,") (A.12)
Logo, sabendo como os graus de liberdade de cada parcela do funcional de energia se
relacionam aos elementos mestre e escravo, é possivel utilizar do principio do conjugado
energético para encontrar as corre¢fes necessarias a equacdo do movimento, de modo a incluir

0 apoio deslizante. Essas correces sdo expostas a seguir, de modo independente para cada

guantia de energia.

A.2.1 Energia de deformacéo (vetor de forca interna)

Conhecida a energia de deformacdo dos elementos mestre e escravo, U, e U,

respectivamente, determina-se o vetor de forgas internas Fi”"‘”t do sistema a partir do
conjugado energético dos graus de liberdade nodais do conjunto Y, como:

Fon _ 8U§ _ 5U; N 5U; (A.13)
oo o,
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Para os graus de liberdade do elemento mestre \7{ , utilizando-se da equacdo (A.3),

desenvolve-se a expressao como:

ou, Y5 — i cem O _

—__& 4, "€ Ae _I :F_V,Int_i_':i_:’,lnt hel |:¢ (é; )Yé +A905- :|

i i i (i) 4 P) (i) P™(i)3
ov” oY’ Ny O o)

.7,int — alje alje _ _.;/,int

Em notacdo indicial, ¢ representa o somatdrio sobre os nos do elemento mestre e 0s

parénteses em i indicam ndo haver soma sobre essa dire¢do. Chega-se, entdo, a:
R =R +R™6,(5) (A14)

yint

sendo IEI a forca interna dos nés y, na direcéo i, do elemento mestre e Fip"”t a forca interna

do no escravo, na direcdo i, do elemento escravo. Esses valores sdo obtidos pelas respectivas
derivadas da energia de deformacéao de cada elemento como indicado no capitulo 3.

Para os nés independentes do elemento escravo, 0s quais ndo possuem a ligacdo

deslizante, é possivel escrever a forca interna dos seus graus de liberdade Y., com @

assumindo todos o0s nos do elemento exceto o nd escravo P. De modo anédlogo ao elemento

mestre, a expressdo se desenvolve como:

Fia),int :a_'{e 6_L3e :0+ Ifia),int
R
Fi(u,int _ Ifia),int (A15)

Como Fi“”int é a forca interna dos nos independentes na direcéo i, do elemento escravo,
nota-se que ndo ha nenhuma correcdo a ser feita nesses graus de liberdade no vetor do conjunto.

Considerando-se que os antigos graus de liberdade Y," do né escravo sdo, agora,

descritos completamente por s, determina-se a forga interna relativa a este grau de liberdade
F™ como:
P

Fint =aJe +aU +8LAJAE aYAlP =|£_P'imﬁaﬁ
¥ 0s, 0s, oYF os, ' 0& os,

€

in Z Pin 0 Y& 1
Fs,:t = FiP tg[@ (fp)Yil+A(9§5i3]J—

P

Fsi,,nt = Ifipymt¢f,§ (ép )Y_|[ Ji ) (A-16)
P
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com somatdrio sobre as diregdes i e os todos os nés ¢ do elemento mestre. Nota-se que a

equacdo (A.16) representa o produto interno entre o vetor de forcas internas Ifi"'int e 0 vetor

tangente unitério ¢, . (&)Y, /3, do ponto P da linha de referéncia do elemento mesre.

A.2.2 Energia potencial das forcas externas (vetor de forca externa)

A energia potencial das forgas, e momentos, externas, consideradas todas conservativas,

pode ser escrita para o sistema mecanico de elementos mestre e escravo como:
P=RY/ +RY " +RY +Ps,, (A17)
P
sendo: i o indice que representa as direcdes; I5i7 as forcas externas aplicadas aos nds y do

elemento mestre; P” as forgas externas aplicadas aos nés independentes @ do elemento

escravo; PiP a forca externa aplicada ao n6 escravo nas direcdes i ; e If’sp outra parcela de forca

externa do nd escravo, sendo que esta pode ser aplicada diretamente na dire¢cdo do grau de
liberdade s, . Considera-se que as forgas distribuidas ja estejam ai incluidas com seus valores

nodais equivalentes.

Conhecida a expressao do potencial das forgas externas, determina-se o vetor de forcas

externas F“** do sistema pelo principio do conjugado energético para os graus de liberdade
nodais do conjunto Y;* como:

oP
Foot=— (A.18)
8Y *
As operagdes realizadas para o potencial das forgas externas sdo analogas as realizadas

anteriormente para a determinacdo das forcas internas a partir da energia de deformacao.

Para os graus de liberdade \7] dos nos do elemento mestre, utilizando-se da equacéo

(A.3), desenvolve-se a expressdo da forca externa F”*** como:

F-y'eXt:@:ISiy"‘ 0 (PPY ) Py-l-Pp |:¢((§P Y(|)+A005(|)3:|

y U () (@)
i aY(u) (I)

com ([ representando o somatorio sobre os nés do elemento mestre e 0s parénteses em i

indicando ndo haver soma na diregdo. Chega-se, assim, a:

|:i;f,ext:|5iy+|;3ip¢y(§P) (A.19)
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Nota-se nessa expressdo, além da forca externa aplicada diretamente ao grau de

liberdade, uma parcela de forca proveniente do né escravo.
Para os graus de liberdade \f,”’ dos nos independentes do elemento escravo ndo resulta
nenhuma parcela de correcdo. A expressao da forca externa resulta em:
Foot =P (A.20)

Considerando-se agora o grau de liberdade s, do no escravo, pode-se escrever:

o OP 0 s s O ) .
Fe =5 "o, —(PVF)+B, =PRF a—(qﬁ[(gp)v +A085,)+P,
F* =PR’4,. (&)Y Ji P, (A.21)

com somatorio sobre as direcBes i e 0s todos 0s nés ¢ do elemento mestre. Observa-se que 0

primeiro termo da equacéo (A.21) representa o produto interno entre o vetor de forcas |3iP eo

vetor tangente unitario ¢, . (§P)\EC/JP do ponto P da linha de referéncia do elemento mestre

do mesmo modo que ocorreu para a forca interna desse grau de liberdade.

A.2.3 Energia cinética (vetor de forca inercial)

Para determinacdo do vetor de forgas inerciais do conjunto procede-se de maneira

anéloga ao vetor de forgas internas. Conhecida a energia cinética dos elementos mestre e

escravo, K e K, respectivamente, determina-se o vetor de forcas inerciais Fi”""‘EIr do sistema
a partir do conjugado energetico dos graus de liberdade nodais do conjunto Y;* como:

pore _ OK _ oK 0K A22)
N v v

Para os graus de liberdade W dos nés y elemento mestre, utilizando-se da equacao
(A.3), desenvolve-se a forca inercial como:

_ 74 < _ oYr
F7"ner=%+a%<=|:-y’mer+ 6K ~ () F7|ner+FP|ner ? |:¢((§p)Y +A905

S A A ) AN WYy, " e
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com ( representando o somatdrio sobre os n6s do elemento mestre e os parénteses em i

indicando ndo haver soma na dire¢do. Chega-se, assim, a:

Fi;/,iner — Ifiy,iner + IfiP,iner¢7(ggP ), (A23)

sendo Ifi”iner a forca inercial dos nos do elemento mestre e Fip’i"er a forca inercial do no escravo,
na direcao i .
Para um elemento finito com ligagdes monoliticas, de modo genérico, os valores das

iner

forcas de inércia F”"™ na dire¢do r de um n6 w séo obtidos pela derivada da sua energia

cinética em relacdo aos seus graus de liberdade. De acordo com o capitulo 3 essa operagao
resulta em:
Jjner __ 7<
F™ =M, Y7, (A.24)
sendo: ¢ um indice que indica somatdrio sobre todos os nos do elemento finito, M, . entradas
da matriz de massa, e Y'f a aceleracdo do no na direcédo da forca.

Dado que a inércia rotacional foi desconsiderada, a matriz de massa é calculada por:

jvo P, ¢ AV, se r=12

0, se r=3

M . =

ve (A.25)

sendo: p, a densidade do material do elemento finito medida no volume inicial V,, e, ¢, e ¢,

as funcdes de forma dos nés do elemento.

Nota-se da equacdo (A.24) que a forca inercial depende da aceleracdo dos graus de
liberdade e da matriz de massa, que é constante para o elemento finito com ligagdes monoliticas.
De modo a utilizar um método para a integragdo temporal da equacdo de movimento é
importante apresentar essa forca escrita em funcdo das aceleragbes dos graus de liberdade
incégnitos do sistema mecanico. Isso é especialmente relevante para o0 nd escravo, ja que nele
h& mudanca nos seus graus de liberdade.

Expressando a forca inercial para os graus de liberdade do elemento mestre, equacéo

(A.23), em funcdo das aceleragdes, com auxilio da equacgédo (A.24), ttm-se:
|:i7,iner _ MyﬂY._;ﬂ + MP(Y}C%(&P ), (A.26)
com somatério sobre os nés £ do elemento mestre e os n6s ( do elemento escravo. O

somatorio da segunda parcela da equacdo pode ser separado entre o0 nd escravo, P, e 0s nos

independentes, k, do elemento escravo como:

R =M%+ MY (&) + Mo, (4) (A27)
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De modo a explicitar a dependéncia com a aceleragéo $, , substitui-se na equagéo (A.27)

a equacéo (A.7) que descreve o valor de \fip , resultando em:

R = [ M+ Mond, (& ),(80) [V + Mo (&, )¢ﬁ,¢(§p)iﬂ%‘s‘p +

P

. (A.28)
+ Mg (& Y, +Meo, (5:)A,
com somatorio sobre os nés S do elemento mestre e os nds independentes K do elemento

escravo. E sendo A; um termo que ndo depende da aceleracdo, dado por:

-5 1 1 =5 1, -5 1 1 5
Ai = ¢ﬂ,§§ (§P)Yiﬂ J_J_SPSP + 2¢/3,§ (é:P)Yiﬁ J_SP _¢ﬂ,§ (sz)Yiﬂ J_J_‘JPSP (A.29)

P Vp P pYp

Para os nos independentes do elemento escravo € possivel escrever a forca inercial dos
seus graus de liberdade Y;” de modo analogo ao elemento mestre. A expressdo dessa forga se

desenvolve como:

w,iner 6]1_{ aK
Fi ' =—+—=
NG N

= w,iner
=0+F

Fiw,iner — Fiw,iner ’ (A30)
sendo Ifi“”iner a forca inercial dos nés independentes @, na direcdo i, do elemento escravo.

Expressando a equacdo (A.30) em funcdo das aceleracdes de acordo com a equagéo
(A.24) e separando as parcelas referentes ao né escravo, P, e 0s nos independentes, k, do

elemento escravo tém-se:

~

YP+M Y (A.31)

wP i

Fia),iner — M

A luz da equacgdo (A.7) é possivel reescrever essa equagdo como:

@,iner ) va 7 75 1 IRV 7
I:i e = MwP¢ﬂ (é:P)Yiﬂ + wa¢ﬂv§ (é:P)Yiﬁ J_SP + '\/Ikaik + MwPAil (A32)

P
com somatério sobre os nds S do elemento mestre e os nds independentes k do elemento

escravo. O termo A; é o mesmo dado na equacdo (A.29).
A forga inercial FS‘:‘” relativa ao grau de liberdade do n6 escravo s, € obtida com auxilio
da equacéo (A.3) como:

— A n P 7P
0K 0K _, 0KV _ e AN
oS, 05, oY.” 0s, 0&, 0,

iner __
R =
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iner = P,iner 0 YA 1
Fsp :Fip' ¥[¢6(5P)Yi[+A0}S§i3j|J_

P P
iner = Piner - 1

Fsp = I:iPY ¢6,§ (gP )Y| ‘ J_ ) (A33)
P

com somatério sobre as direcGes i e os todos 0s nds ( do elemento mestre. Nota-se que a

equacdo (A.33), tal como a equacdo (A.16) para a forca interna, representa o produto interno
entre um vetor de forcas, Ifip’iner , € 0 vetor tangente unitario ¢C'§ (é‘p )Vi‘/\lp do ponto P da linha

de referéncia do elemento mestre.

Expressando a equacdo (A.33) em funcdo das aceleracdes de acordo com a equacgéo
(A.24) e separando as parcelas referentes ao né escravo, P, e os nds independentes, k, do
elemento escravo tém-se:

1

Fsi:er_ PP¢(§(§P) J_i Pk¢f§(§P) Jii (A.34)

Substituindo nesta a equacéo (A.7), que determina o valor de \fip , tém-se, finalmente:

iner 1 Y& 1 va 0 o 1 vall 1.
Fsp = MPP¢£,§ (gp)YiK_% (é:P)Yiﬂ + MPP¢6,§ (é:P)Yi[ J_¢m,§ (é:P)Yi J_SP +
P P P

(A.35)

1 1
+Mpk¢45(§P)Y J_Y +MPP¢€§(§P) J_Ai

P P

com somatorio sobre as dire¢bes i, os n6s S, ( e m do elemento mestre e 0S nos

independentes k do elemento escravo. O termo A, é o mesmo dado na equagio (A.29).

A.2.4 Dissipacao por amortecimento viscoso (vetor de for¢a de amortecimento)

Para determinacdo do vetor de forgas de amortecimento do conjunto procede-se de
maneira analoga aos vetores de forcas internas e inerciais. Entretanto, para a dissipacao supde-

se conhecer somente sua taxa de variacao para a posicdo, que é o proprio vetor de forcas de

amortecimento F“*™" . Assim, para os graus de liberdade nodais do conjunto Y,“, tém-se:

ceamon_ 0Q _ 00 20
' 6Y°’ 8Y"‘ 8Y“

(A.36)
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Para os graus de liberdade \7/ dos nés y do elemento mestre, utilizando-se da equagédo

(A.3), desenvolve-se a forga de amortecimento como:

Fy,amort — a@ + a@ — Ify,amort a@ (|) F y,amort FP ,amort

‘ oy oYy ovp oYy, Wy

) ':¢[ §P (i) +A005(|)3:|

com ([ representando o somatorio sobre os ndés do elemento mestre e os parénteses em i

indicando ndo haver soma na direcdo. Chega-se, assim, a:

Fiy,amort _ Ifiy,amon 4 lfiP,amort¢y(§p ) 1 (A37)

sendo F7*™" a forga de amortecimento dos nés do elemento mestre e F”°™" a forga de

I
amortecimento do no escravo, na direcdo i .

Para um elemento finito com ligagdes monoliticas, de modo genérico, os valores das
forcas de amortecimento F”*™" na direcdo r de um né y sdo obtidos pela derivada da

dissipacdo em relagdo aos seus graus de liberdade. De acordo com o capitulo 3 essa operacao

resulta em:

Framt —p Y< (A.38)

|72

sendo: ¢ um indice que indica somatorio sobre todos os nos do elemento finito, D, entradas

da matriz de amortecimento viscoso, e Yf a velocidade do né na direcdo da forca.

As consideracGes realizadas no capitulo 3 para a dissipacdo de energia por
amortecimento viscoso resultam na consideracdo do amortecimento de Rayleigh proporcional

a massa. Assim, a matriz de amortecimento € dada por:

D, =4M, . (A.39)
sendo 4 um fator de proporcionalidade e M . dada pela equacao (A.25).

Como era esperado, da equacdo (A.38) observa-se que a forca de amortecimento
depende da velocidade dos graus de liberdade e da matriz de amortecimento, que é constante
para o elemento finito com liga¢gdes monoliticas. Semelhantemente ao que ocorre com a forca
inercial, para utiliza-se de um método para a integracdo temporal € importante apresentar a
forca de amortecimento escrita em funcdo das velocidades dos graus de liberdade incognitos
do sistema mecanico. 1sso é especialmente relevante para o n6 escravo, ja que nele ha mudanca
nos seus graus de liberdade.

Expressando a forga de amortecimento para os graus de liberdade do elemento mestre,

equacdo (A.37), em funcgéo das velocidades, com auxilio da equacédo (A.38), tém-se:
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R =D Y,” +D,Y/s,(&), (A.40)
com somatorio sobre os nds B do elemento mestre e os n6s ( do elemento escravo. O

somatorio da segunda parcela da equacdo pode ser separado entre o nd escravo, P, e 0s nos

independentes, k, do elemento escravo como:

F7#™" =D Y,” + DY, 0, (& )+ Dy Y g (&) (A41)

De modo a explicitar a dependéncia com a velocidade 3, , substitui-se na equagéo (A.41)

a equacéo (A.4), que descreve o valor de \fip , resultando em:

R =[5+ Dyndh (6 )& ) W + Do (6,2 (6% -5, +

P

. (A42)
+ Do, (& )Y
com somatério sobre os nds S do elemento mestre e os nds independentes k do elemento

escravo.

Para 0s nos independentes do elemento escravo € possivel desenvolver a forca de

A

amortecimento dos seus graus de liberdade Y;

Fm,amort _ a@ a@ —0+ Ifiw,amort

[
1

de modo analogo ao elemento mestre, como:

: =—=+—
aYi(U aYi(U

Fia),amort _ Fia),amort , (A.43)

sendo Ifi“’*amort a forca de amortecimento dos nos independentes @, na direcdo i, do elemento

escravo.
Expressando a equacdo (A.43) em funcdo das velocidades de acordo com a equacgéo
(A.38) e separando as parcelas referentes ao né escravo, P, e 0s nos independentes, k, do

elemento escravo tém-se:

I:iwYamort = I:A)a)PYAiP + I:A)a)kYAik (A44)
A luz da equacdo (A.4) é possivel reescrever essa equagdo como:
®,amor 3 va > 75 1. SV
I:i ' ‘= D(0P¢ﬁ (gP)Yiﬁ + DwP¢ﬂx§ (éP )Yiﬂ .J_ P + Da)kYik ' (A45)

P
com somatério sobre os nds S do elemento mestre e os nds independentes k do elemento
escravo.

A forga de amortecimento Fsim"” relativa ao grau de liberdade do n6 escravo s, é obtida,

com auxilio da equacéo (A.3) como:
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conon _0Q 00 _ QO _ punn N 05,
* 0y, OSp ) AR S o0&, 0sp

amor ,amol 1
Fe t—EP n@f |:¢f(§p)Y +A0 é"S}JP

amorf = P,amor -1
Fsp '= FiR t¢(,§ (‘fp )Yi( J_ ) (A.46)
P

com somatorio sobre as direcdes i e os todos os nés ( do elemento mestre. Nota-se que essa

expressdo, tal como a equacdo (A.16) para a forca interna e a equacdo (A.33) para a forca

inercial, representa o produto interno entre um vetor de forcas, Fip'am"”, e 0 vetor tangente

unitario ¢, . (ép)\fi‘/\lp do ponto P da linha de referéncia do elemento mestre.

Expressando a equacédo (A.46) em funcédo das velocidades de acordo com a equagéo
(A.38) e separando as parcelas referentes ao né escravo, P, e 0s nos independentes, k, do

elemento escravo tém-se:

amor 1 1
Fs ' = PP¢(§((§P) J_ i Pk¢r,§((§P) J_ i (A-47)
Substituindo nesta a equacao (A.4) que determina o valor de \fip , tém-se, finalmente:

amor 1 1 p 1
Fs ‘= PP¢4§(§P)Y[ ¢ﬁ'(§P)Y +DPP¢(§(§P)Y( ¢IB§(§P) J_SP +
1 ", (A48)
+ DPk¢/§(‘§P) J_Yi
com somatorio sobre as dire¢Bes i, 0s n6s S e ( do elemento mestre e 0s nos independentes

k do elemento escravo.
A.2.5 Novas equacdes do movimento

A partir das correcdes dos itens anteriores sobre o conjunto de elementos mestre e
escravo e possivel reescrever a equacéo (A.11), que representa o equilibrio dindmico do sistema

mecanico, como:

Fia,int _ Fia,GXt + M *;!?Y"jlf + D*i'}léVY.jéV +1_'Ia — Ola , (A49)
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sendo, i e | as diregBes (1,2 ou 3), @ e ¢ os nds do sistema, M* e D¢ as matrizes de

massa e amortecimento corrigidas para o conjunto, e I';’ um vetor de termos cruzados entre

velocidades advindo das correcdes sobre a energia cinética. Ressalta-se que, dadas as restricdes

cinematicas impostas, quando «, ou ¢, assumir a posic¢éo do no escravo o par de indices do
né com as direcdes i, ou j, somente pode se referir aum grau de liberdade, s, .
A equacdo (A.49) pode ser escrita de forma compacta em notacdo diadica como:
EM _Fe MY +D° .Y +T'=0 (A.50)
De modo a resumir as expressoes dos itens anteriores pode-se apresentar cada parcela

dessa equacdo em um formato matricial. Para tanto, convenciona-se nas expressdes seguintes

que os nds do elemento mestre serdo indicados por y, 0s n6s do elemento escravo por @ € 0
indice i representa as direcoes.

O vetor de forcas internas do conjunto F™ pode ser escrito como:

Fiy'im |Ei7’int + lfiP’im(éy (&)
lfint _ Fia;,int _ lfim,int , (A5]_)

Fint Apin _ 1
N R t¢[,§(é:P )Yi[‘]_
p

com ( indicando soma sobre 0s n6s do elemento mestre.
De maneira analoga o vetor de forcas externas do conjunto pode ser escrito

matricialmente como:

Fi%ext I:_)i}/ + If)ip¢y (é:P)
Eext _ Fi(u,ext _ If)lw , (A.52)
Fext n _ 1 A
TR (G R,
P

com ¢ indicando soma sobre os nés do elemento mestre.

Jé& o vetor de forcas inerciais do conjunto pode ser escrito pelo seguinte produto:
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) Fiy,iner
lfiner — M* Y" — Fiaz,iner —
Fsipner
M, 4 Mped, (5)8,(6) Mo, (&) Mo, (G061 (&)Y, = -
= M o, (&) M., M o8, . (&)Y, Ji \f.k
Sp
0 Vali 1 — 1 1 1
MPP¢/¢,§(§P)Yi J_¢/;(§P) Pk¢/§(§P)Y J_ PP¢/§(§P) ¢m§(‘§P) J_

(A.53)

sendo: ( e m indices que indicam soma sobre os nds do elemento mestre; Y,” as aceleragbes

dos graus de liberdade dos n6s S do elemento mestre; \fik as aceleracdes dos graus de liberdade
dos nds independentes k do elemento escravo; e &, a aceleracdo do grau de liberdade do né

escravo.
O vetor de forcas de amortecimento do conjunto pode ser escrito de modo similar como:

. .7 -amort
lfamort — D* Y_' — Fiw,amort —
Famort
B+ Duedh (E)4)(6) Dt (&) oo (01600 5 |,
- B0, (£2) B, B0 (&)V' = v
P s,
5t (201 Ji¢ () Bodc (6)V - Bunth (6007 s (607"

(A.54)

sendo: ( e m indices que indicam soma sobre os nés do elemento mestre; Y,” as velocidades

dos graus de liberdade dos n6s S do elemento mestre; \fi" as aceleracdes dos graus de liberdade

dos nos independentes k do elemento escravo; e §, a velocidade do grau de liberdade do né

escravo.
Por fim, o vetor de termos cruzados do conjunto pode ser escrito matricialmente como:
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Iy I\,/\IPP¢y(§P)Ai
[={I"}t= M A, , (A.55)
r

A — 1
% MPP¢C,§ (§P)Yi[‘]_Ai

P

como termo A, obtido da equagéo (A.29).

A.3 Solucdo do Sistema N&o Linear e Integracdo Temporal

Para encontrar a solucdo da nova equacdo do movimento, equacdo (A.50), procede-se
de maneira semelhante ao que foi desenvolvido no capitulo 3 para o elemento finito de pértico
com ligagdes monoliticas. Inicialmente reescreve-se essa equacao como:

G=F™—F*+M".Y+D"-Y+I'=0 (A.56)

O vetor § representa o desbalanceamento mecénico do sistema quando a posi¢ao

tentativa Y ndo é ainda a solugéo correta, e tem valor nulo caso contrario.

De modo a resolver a equacao de equilibrio dindamico e realizar sua integracéo temporal,

ela deve ser escrita para um instante de tempo arbitrario t;,, como:
= = int — ext * 7 * v - N
Osu =Fs—Fs Mgy, Yo+ Dy Yo+, =0 (A.57)
As aproximacgdes de Newmark podem ser aplicadas diretamente sobre as parcelas de
forca inercial e de amortecimento ja que os termos de velocidade e aceleragdo, Y, e Y., estdo

claramente separados das respectivas matrizes. Entretanto, aplicar essas aproximacoes sobre o

vetor T, que também é escrito em fungéo das velocidades, é uma tarefa de pouca praticidade
em virtude dos termos cruzados de velocidade.
Para evitar tal entrave algumas alternativas podem ser tomadas. Essa parcela pode ser

simplesmente desprezada da equag&o ou escrita para um instante de tempo anterior, t,, sendo

atualizada de modo ligeiramente atrasado. Ou ainda, levando em consideragdo que o sistema
ndo linear € resolvido por um processo iterativo, escreve-se essa parcela no instante de tempo

t.,, mas considera-se que seu valor é conhecido por ser tomado da iteragéo anterior, portanto,

deixando de ser incdgnita na iteracdo atual.
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Adotando-se esta Ultima alternativa, e valendo-se das expressdes de Newmark, equacdes

(3.50) e (3.51), aproxima-se a equacao (A.57) no tempo como:

*

* g * —

= M
int ext S+
93+1 FS+1 FS+1 YS+1 M3+1 'Ts + DS+1 ’ Rs +

BAY

7/D + * T N
ﬂstl YS+1 yAtDg,, - Tg +FS+1=0

Nessa equacdo, y e S sdo os pardmetros usuais do método de Newmark, At é o

(A.58)

incremento de tempo, 1:8+l indica o vetor no instante de tempo atual com o valor da iteragao

anterior, e os vetores T, e R, apresentam as contribuigdes do instante de tempo anterior, ts, e

sdo escritos como:

: :%+%+£i—1}i e R =Y, +At(1-y)Y, (A.59)

A equacédo (A.58) pode ser entendida simplesmente como Q(VSH) =0 e é claramente
n&o linear em relagdo a Y;_,. Para resolvé-la, € feita a expansdo do vetor de desbalanceamento
mecanico em série de Taylor até o termo de primeira ordem como:
G(Ys.0) = G(Y) +VI(Ya) - AY;, =0 (A.60)
Nesta expressdo Y., é um vetor de tentativa para o calculo de Y;,,, usualmente a
configuracdo de equilibrio do corpo no instante anterior, e AVH é o incremento das incdognitas
para as iteracdes. O termo V{,,, representa a matriz hessiana da energia total do sistema
mecénico de elementos mestre e escravo, obtida por:

o°T1
- oy oY |

—]
g S+1 — aY

=H,, (A.61)

As expressdes para a matriz hessiana sdo indicadas neste capitulo no item seguinte.
Resulta da expressdo (A.60) o procedimento de Newton-Raphson para solucdo do

sistema ndo linear como:
Hou AVey =-g(Y20) € AVey=—(Hgy) g0V (A.62)
Determinando-se AY,, pode-se calcular a nova posigéo tentativa para Y,, como:
Yo =You +AY, (A.63)

Em cada iteracdo a velocidade é corrigida pela expressdo (3.51) e a aceleragédo pela

expressao abaixo:
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= Yo, =
Y= ﬂztlz -Ts (A.64)
O critério de parada para uma dada tolerancia TOL ¢é satisfeito quando:
G(¥s.a) A,
M <TOL e | 2l <TOL (A.65)
[P X

sendo X a posicéo inicial da estrutura.

A.3.1 Hessiana do conjunto de elementos mestre e escravo

A matriz hessiana do conjunto de elementos mestre e escravo € obtida da derivada do
vetor de desbalanceamento mecénico, dado pela equacéo (A.58), para os graus de liberdade do
conjunto.

Entretanto, como o vetor de forgas externas e as matrizes de massa e amortecimento
corrigidas dependem das posices e giros estes também devem ser derivados. Como esse
procedimento é bastante dispendioso, tanto no desenvolvimento das expressdes quanto em

termos de implementacdo e custo computacional, utiliza-se da mesma alternativa que para o

vetor f3+1 , indicando o vetor de forcgas externas e as matrizes no instante de tempo atual com

o valor da iteracdo anterior. 1sso € possivel porque a hessiana nada mais é do que um operador
tangente do algoritmo de Newton-Raphson.

Assim, da equacdo (A.61), chega-se a seguinte expressdo para hessiana:

* *

M., 4D
Hy, = HI st sa (A.66)
BAC | pAL

Sendo a parcela HY', dependente exclusivamente da energia de deformagéo e escrita

como:

_ o,
avav ‘S+l

Hint _ aﬁint

= _ A.67
S+1 PY; ‘5+ ( )

1
De modo a obter as expressdes para 0 conjunto de elementos mestre e escravo €
realizada a operacao da equacao (A.67) para cada grau de liberdade do sistema utilizando-se da

expressao (A.3) quando necessario. Para indicar os nos referentes ao elemento mestre adota-se
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as variaveis y e u, enquanto que para os nds independentes do elemento escravo adota-se w

e ¢ . 0nd escravo é indicado pelo seu grau de liberdade s, .
Derivando a forga interna dos graus de liberdade Y,” referentes aos nés do elemento

mestre, expressao (A.14), em relacdo ao grau de liberdade \71.“ também do elemento mestre,

obtém-se a seguinte hessiana:

w OF7 & O O
yuint i y,int P,int 7/4 (i)
A _an'_aﬂ”[F' TR )] = W oy v ()

(1) (1)

=H/ +HE —= oy M ()Y +A9°5(,)3]¢7 (Se)
(1

Hy ™ = Hi + Hi78, (606, (%), (A.68)

sendo, H e H referentes as segundas derivadas da energia de deformacéo dos elementos mestre
e escravo, respectivamente, tal como indicado no capitulo 3.

Para a forca interna dos mesmos nos y do elemento mestre, mas agora derivando para

0s grau de liberdade Yf dos nos independentes do elemento escravo, tém-se:

H yg,int __ aFy 8

[Fr™+ R (&) |

! aY4 avf
Hie™ =H* ¢, (&) (A.69)
Derivando em relagéo ao grau de liberdade s, do n6 escravo tem-se:
R =S . 8FP” 2 pim 09, (S5)
H-}/ Jint — i F;/lnt FP,lnt =O F—P'mt 7 \DP
T —[ P, (%) ] (&) + RN =275
_OR"™ oY a¢, L ACY) agp
=— ¢,(5)+
oY, 0% 0sp 0&,  0Sp

op 1 2 p int 1
=H; g[@ &)Y/ +A6 5J3} P¢7(§P)+Fi @;(é)z

in q v ( 1 2 P,in 1
Hiyspv "= HiJF’P¢(,§ (gP)Yj{ J_¢y (gp) + Fip, t¢;/,§ (gp)\]_ J (A7O)
P P
com somatorio na direcdo j e nos nés ¢ do elemento mestre.
Para a forga interna dos graus de liberdade dos nds independentes \fl” do elemento

escravo, expressao (A.15), a hessiana em relacdo aos graus de liberdade Vj” dos nds do

elemento mestre, é dada por:
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; OF? o o~ . alf w,int aYP
opint _ 71 __ 7 [Rein (W _ H-wP Y +A005
ij an'“ an/“ ( [ ) 6Y(IJ:') aY( ;.t) ] 8Y u |:¢[ éP JS:I
H ™ = Hi76,(&) (A1)

Para a mesma forca interna dos nos do elemento escravo, mas agora derivando para 0s

préprios graus de liberdade YAf dos nés independentes do elemento escravo ndo constam termos
adicionais ja que:
Hfoi,imzﬂ 0 (lent)
! oyY: oY

]

Hesin = e (A.72)

ij ij

Derivando, entdo, em relag&o ao grau de liberdade s, do nd escravo tem-se:

o in aF 2] alf w,int alf w,int aYAP a w
HISP t _ i i — I"p i gP _ | P [¢( §p Y A905J3:|
0Sp 0Sp oY, 0%, 0s,

HL ™ =Hig, . (& )Y , (A.73)

com somatério na direcdo j e nos nés ¢ do elemento mestre.
Finalmente, a hessiana obtida a partir da expressdo (A.16) da forca interna do n6 escravo

para os graus de liberdade Vj" dos nos do elemento mestre, é dada por:

=~ T
_a@FYP:l”‘ b (&)Y P+|:F"nt ayﬂ[qﬁ(g(fp)\? i}
_aaF\::tZ\tz¢z:(‘fp)Y£i+Fplm{a\(”[¢“ )Y ] +¢'5(§P) 0% {ij}
L SR RS

O jacobiano J, dado pela equagéo (A.6) pode ser reescrito como:

1/2

3 =(TT)", k=12
sendo T, =¢, .(&)Y,” com somatdrio sobre os ndés ¢ do elemento mestre. Assim, a derivada do

jacobiano para os graus de liberdade Vj“ dos nos do elemento mestre é dada por:
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0J 0 /2 1 oT,
a\?ifzaw[(TT)l J(2-35) - 3, K N ar (%)

(1)

m(ép)v "B (E)0 5y (1= 62

¢,§(§P)Y(,)¢,,§<fp>( Siys)

Substituindo esse termo a hessiana resulta em:

H =, (6)0 ()T S+ FT™0,. (5) 3+
. 1P1 I , (A.74)
_Fplm¢4§(§P) J_‘]—I m,f(éP) (J)¢ﬂ§(§P)( (1)3)

com somatorio na direcdo i e nos n6s ¢ e m do elemento mestre. Os parénteses em torno do

indice ] indicam a auséncia de somatdrio para a variavel.
Para a mesma forca interna do né escravo, derivando para os graus de liberdade Yf dos

nos independentes do elemento escravo resulta em:

aF int a L _ 1
H { — ~ FP,Int Y-[
o ] aYé‘ aYJé‘ |: i ¢(,§ (é:P) i \]P:|
H, ¢ = vl (A.75)
sp ¢( & (gP) J ’ )
P

com somatario na direcdo i e nos nos ¢ do elemento mestre.

Por fim, derivando em relac&o ao proprio grau de liberdade s, do nod escravo tem-se:

aFint a 1
H — Sp P,int i
®e oS, as{ 9 (&)Y JJ
8Fpmt in _ 1
()T L 2 [m@p)wj—}
P Sp P
aF'P’mt aYJ' a‘fp P,int 77 1
= IA F Y -
N7 g as, PGV P[m(ép) i

P,int ( a 1
ET (&) 6SP(JPJ

m 1 Jin 1 1
:H” ¢m§(§P)Y ¢(§(§ ) i J_+FP t¢(§§(§P) J_J_+
P Vp
Api — 1 1 0]
_FP,Int Y-C__ P
i ¢f,§ (gP) i Jp Jp 88P

O jacobiano J, dado pela equagéo (A.6) pode ser reescrito como:
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1/2

3, =(TT)", k=12

sendo T, =¢, (&)Y, com somatdrio sobre os ndés ¢ do elemento mestre. Assim, a derivada do

jacobiano para o grau de liberdade do né escravo é dada por:

o, O 12 1_ 0T,
TT, —T, =
65 as [( ) } Jp as

J J, ¢f§(‘§P)Y ¢m§§(§P)Ykm’ k=12

Substituindo esse termo a hessiana resulta em:

1 o 1 Z P.in -1 1
Moo = AT (G )V s (G -+ RBP4 (ST -
" PP (AT6)

(1 111 - -
¢n,§ (gP )Yk ¢m,§§ (éP )Yk

_Fpmt¢(§(§P) i ‘]P ‘]P ‘]P ‘]P
com somatoério nas direcbes i e j (1,2 e 3) e nadirecdo k (Le2)enosnés £, me n do
elemento mestre.

As equacdes para a matriz Hessiana do conjunto de elementos mestre e escravo podem

ser resumidas de forma organizada como:

Grau de T u ¥

liberdade Y Y %
Y_iy H i}/,u,int H i?g,int HI;/SP ,int
(A.68) (A.69) (A.70)
e, in ¢ ,in @ ,in
Y"_a) Hij it Hij t HI Sp t
' (A.71) (A.72) (A.73)

# H ¢

SP Sp J Sp ] Sp Sp

(A.74) (A.75) (A.76)
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ANEXO A - POLINOMIOS DE LAGRANGE E SUAS
DERIVADAS

As funcdes de forma utilizadas para um elemento com ordem de aproximacdo n—1 sdo

obtidas por polinémios de Lagrange descritos pelo seguinte produtério:

_ " é:_éj
@(5)—1}}—@ =

no qual @, é a funcdo de forma para cada né { descrita por uma coordenada adimensional &

que assume valores no intervalo [-1,+1], e as coordenadas &, e §j descrevem a posicdo no

espaco adimensional dos n nos existentes.

Nota-se que estas funces possuem valor unitario sobre o nd associado e valor nulo nos
demais nds.

Em algumas passagens desse trabalho séo indicadas as derivadas da func¢do de forma,
portanto, suas expressdes sdo apresentadas a seguir.

A primeira derivada dessas fung¢bes pode ser obtida pelo artificio da diferenciacéo
logaritmica o qual resulta na seguinte expressao:

WE) gy

== > g

J& a segunda derivada é obtida utilizando-se a regra da cadeia para a expressdo acima,

resultando em:

_ A _dg - L L
$e) == 2= %Hﬂ ¢c(§)j§(§_§j)z

J£L



	1. Introdução
	1.1 Considerações Iniciais
	1.2 Motivação
	1.3 Metodologia
	1.4 Organização da Dissertação

	2. Revisão Bibliográfica
	3. Elemento Finito de Pórtico Plano
	3.1 Cinemática do Elemento Finito de Pórtico Plano
	3.1.1 Configuração inicial
	3.1.2 Configuração atual
	3.1.3 Mudança de configuração e gradiente

	3.2 Elastodinâmica Não Linear Geométrica Aplicada ao MEF Posicional
	3.2.1 Energia de deformação do elemento de pórtico
	3.2.2 Energia total e equilíbrio elastodinâmico
	3.2.3 Tensão de Piola-Kirchhoff e derivada da deformação de Green

	3.3 Solução do Sistema Não Linear e Integração Temporal
	3.3.1 Hessiana do elemento de pórtico plano

	3.4 Cálculo dos Esforços Internos Seccionais
	3.5 Incorporação de Rótulas
	3.6 Exemplos de Pórticos com Ligações Monolíticas e Rotuladas
	3.6.1 Exemplo 1 – Flambagem elástica de uma coluna
	3.6.2 Exemplo 2 – Pórtico diamante articulado
	3.6.3 Exemplo 3 – Rotação de hélice flexível
	3.6.4 Exemplo 4 – Mecanismo biela-manivela
	3.6.5 Exemplo 5 – Balanço de três barras


	4. Introdução de Ligações Deslizantes
	4.1 Restrições Cinemáticas por meio de Multiplicadores de Lagrange
	4.2 Solução do Sistema Não Linear e Integração Temporal
	4.2.1 Comentários sobre a integração temporal

	4.3 Variáveis Curvilínea e Adimensional
	4.4 Exemplos
	4.4.1 Exemplo 1 – Pórtico simples com junta prismática
	4.4.2 Exemplo 2 – Carga móvel sobre viga biapoiada flexível
	4.4.3 Exemplo 3 – Flambagem de uma estrutura tracionada
	4.4.4 Exemplo 4 – Linhas de influência de uma ponte – carga móvel
	4.4.5 Exemplo 5 – Mecanismo gerador de curvas
	4.4.6 Exemplo 6 – Trajetória de equilíbrio de um arco abatido com manivela
	4.4.7 Exemplo 7 – Mecanismo de retorno rápido


	5. Conclusões
	5.1 Sugestões para Trabalhos Futuros

	Referências
	Apêndice A – Ligações Deslizantes por Meio de Elementos Mestre e Escravo
	A.1 Restrições Cinemáticas
	A.2 Alterações nas Equações do Movimento
	A.2.1 Energia de deformação (vetor de força interna)
	A.2.2 Energia potencial das forças externas (vetor de força externa)
	A.2.3 Energia cinética (vetor de força inercial)
	A.2.4 Dissipação por amortecimento viscoso (vetor de força de amortecimento)
	A.2.5 Novas equações do movimento

	A.3 Solução do Sistema Não Linear e Integração Temporal
	A.3.1 Hessiana do conjunto de elementos mestre e escravo


	Anexo A – Polinômios de Lagrange e suas Derivadas



