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RESUMO

FERNANDES, J. W. D. Interação Fluido-Estrutura com escoamentos incompressíveis
utilizando o Método dos Elementos Finitos. 2016. 120 p. Dissertação (Mestrado em
Engenharia de Estruturas) – Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia
de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2016.

A interação entre fluidos e estruturas caracteriza um problema multi-físico não linear e está
presente numa grande variedade de áreas da engenharia. Este trabalho apresenta o desenvolvi-
mento de ferramentas computacionais com base no Método dos Elementos Finitos (MEF) para a
análise de interação fluido-estrutura (IFE) considerando escoamentos com baixas velocidades.
Dada a interdisciplinaridade do tema, se faz necessário o estudo em três diferentes assuntos: a
dinâmica das estruturas computacional, a dinâmica dos fluidos computacional, e o problema
de acoplamento. No caso da dinâmica das estruturas empregar-se um elemento finito que seja
adequado para a simulação de problemas de IFE, que claramente demandam uma análise não
linear geométrica, optando-se pelo emprego de uma formulação descrita em posições, a qual
evita problemas relativos à aproximação de rotações finitas. Quanto à dinâmica dos fluidos
computacional, é empregado um método estável e ao mesmo tempo sensível à movimentação da
estrutura, utilizando a descrição Lagrangeana-Euleriana Arbitrária (ALE). Os casos considerados
neste trabalho, assim como muitos dos problemas de engenharia, ocorrem com escoamentos
em baixas velocidades, implicando na incompressibilidade do fluido, o que demanda, para um
método estável, a utilização de elementos que atendam à condição de Ladyzhenskaya-Babuška-

Brezzi (LBB). Além disso, é necessário também o emprego de métodos que consigam neutralizar
as variações espúrias decorrentes da não-linearidade de possíveis escoamentos com convecção
dominante e que surgem com a aplicação do processo clássico de Galerkin. Para superar esse
problema, é aplicado o método Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), que adiciona
difusividade artificial na direção do escoamento, controlando a amplitude dos termos convectivos.
No que se refere ao acoplamento fluido-casca, buscam-se modularidade e versatilidade adotando-
se o modelo particionado. O modelo de acoplamento implementado garante ainda a utilização de
malhas do fluido e da estrutura sem a necessidade de coincidência de nós.

Palavras-chave: Interação Fluido-Estrutura. Descrição Lagrangeana-Euleriana Arbitrária. Esco-
amentos Incompressíveis. Análise Não-Linear Geométrica. Acoplamento Particionado.





ABSTRACT

FERNANDES, J. W. D. Incompressible Fluid-Structure Interaction using the Finite
Element Method. 2016. 120 p. Dissertation (M. Sc. In Structural Engineering) – Department of
Structural Engineering, School of Engineering of São Carlos, University of São Paulo, São
Carlos, 2016.

Interaction between fluids and structures characterizes a nonlinear multi-physics problem present
in a wide range of engineering fields. This works presets the development of computational tools
based on finite element method (FEM) for fluid-structure interaction (FSI) analysis considering
low speed flows (incompressible), as a great part of the engineering problems. Given the topic
multidisciplinary nature, it is necessary to study three different subjects: the computational
structural dynamics, the computational fluid mechanics and the coupling problem. Regarding
structural mechanics, we seek to employ a finite element adequate to FSI simulation, what clearly
demands a geometric nonlinear analysis. We chose to employ shell elements with formulation in
terms of positions, which avoids problems related to finite rotations approximations. Concerning
computational fluid dynamics, we employ a stable method, at same time sensible o structural
movements, which is written in the arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) description. The
flow incompressibility demands, for a stable method, the use of elements according to the
Ladyzhenskaya-Bbuska-Brezzi (LBB) condition. It is also necessary to employ methods able
to neutralize the spurious variations that appears from convection dominated flows when
applying the standard Galerking method. In order to overcome this problem, we apply the
Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) method, which adds artificial diffusivity to the
streamline direction, controlling spurious variations. Considering the fluid-shell coupling, we
seek modularity and versatility, adopting the partitioned model. The developed coupling model
ensure the use of fluid and structure meshes with no need for matching nodes.

Key-words: Fluid-Structure Interaction. Arbitrary Lagrangian-Eulerian Description. Incom-
pressible Flows. Geometric Nonlinear Analysis. Partitioned Coupling.
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LISTA DE SÍMBOLOS

Os significados dos símbolos estão descritos à medida em que aparecem no texto.

Foram utilizadas as notações indicial e diádica, quando convenientes, de modo que
símbolos em negrito representam vetores, matrizes ou tensores.





SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.1 Conceituação do problema de interação fluido-estrutura . . . . . . . . . 27
1.1.1 Problemas estáticos de resposta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.1.2 Problemas dinâmicos de resposta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.1.3 Problemas estáticos de estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.1.4 Problemas dinâmicos de estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2 Estado da arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.2.1 Dinâmica dos Fluidos Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.2.2 Dinâmica das Estruturas Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2.3 Problema de Acoplamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.3 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.4 Metodologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.5 Justificativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2 MECÂNICA DOS FLUIDOS INCOMPRESSÍVEIS . . . . . . . . . . . 39
2.1 Conservação da massa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Conservação da quantidade de movimento . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3 Conservação da energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.4 Definição do problema incompressível isotérmico . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 Equações governantes na descrição Lagrangeana-Euleriana Arbitrária

(ALE) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3 MECÂNICA DOS SÓLIDOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.1 Cinemática de um sólido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2 Equilíbrio de um sólido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3 Medida de deformação e lei constitutiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4 ANÁLISE NUMÉRICA DOS ESCOAMENTOS INCOMPRESSÍVEIS . 53
4.1 Forma fraca e aproximação pelo MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2 Estabilidade da formulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3 Integração temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.1 Integrador de primeira ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.2 Integrador de segunda ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.3.3 Procedimento para o avanço temporal da solução . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4 Exemplos de problemas de dinâmica dos fluidos . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4.1 Cavidade quadrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.4.2 Barragem rompida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.4.3 Escoamento em torno de um cilindro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5 ANÁLISE NUMÉRICA DA MECÂNICA DOS SÓLIDOS . . . . . . . . 79
5.1 A cinemática do MEF Posicional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.2 O MEF Posicional aplicado ao elemento finito de casca . . . . . . . . . . 81



5.3 Equilíbrio dinâmico do elemento de casca . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.4 Integração temporal e processo de solução pelo método de Newton-Raphson 84
5.5 Exemplos de verificação do programa existente . . . . . . . . . . . . . . 86
5.5.1 Viga engastada com carregamento distribuído uniforme . . . . . . . . . . 86
5.5.2 Casca cilíndrica com Snap-through dinâmico . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6 ACOPLAMENTO FLUIDO-CASCA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.1 Condições de acoplamento - transferência de forças e velocidades . . . . 91
6.2 Movimentação dinâmica da malha do fluido . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.3 Processo de acoplamento particionado fraco . . . . . . . . . . . . . . . . 96
6.4 Verificação do problema acoplado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.4.1 Cavidade quadrada com fundo flexível . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.4.2 Cavidade tridimensional com fundo flexível . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
6.4.3 Painel flexível sob a ação de vórtices gerados por um prisma de seção

quadrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

7 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113



25

CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Problemas de interação fluido-estrutura (IFE) são muito comuns, se manifestando nas
mais diversas áreas da engenharia. Na engenharia civil, por exemplo, tem-se a ação do vento sobre
estruturas, escoamentos em canais e vertedores, a água interagindo com barragens e estruturas
off-shore dentre outros. Sua presença estende-se ainda à engenharia aeronáutica, hidráulica e até
mesmo à bioengenharia na simulação de escoamentos cardiovasculares, por exemplo. Em todos
os casos supracitados é possível observar escoamentos com baixo número de Mach (razão entre
a velocidade característica do escoamento e a velocidade do som no fluido), isto é, podendo ser
considerados incompressíveis.

Os escoamentos incompressíveis são assim classificados por não apresentarem variação
significativa na massa específica do fluido. Seu estudo, também conhecido como hidrodinâmica,
em geral se concentra nos meios líquidos, sendo que para gases consideram-se incompressíveis
aqueles cujo número de Mach é inferior a 0,3 (POTTER; WIGGERT, 2009).

Nas últimas décadas, os avanços na ciência dos materiais tem proporcionado a execução
de estruturas cada vez mais esbeltas e flexíveis, capazes de desenvolver grandes deslocamentos
sem atingir a ruptura. Tais estruturas, no entanto, podem apresentar efeitos que muitas vezes
não são previstos ou considerados de forma inadequada na etapa de projeto quando expostos
a um meio fluido. Como exemplo, pode-se citar o amplamente conhecido colapso da ponte de
Tacoma Narrows em novembro de 1940, ilustrada na Fig.1.1 1, que ruiu devido a um fenômeno
conhecido como flutter.

Com o amplo desenvolvimento da simulação numérica, impulsionada principalmente
pela expansão da informática pós II Guerra Mundial, tanto a mecânica dos fluidos computacional
como a mecânica das estruturas computacional vêm ganhando destaque. Juntamente com o
aumento do desempenho das máquinas, a simulação computacional em problemas mecânicos
vem se mostrando cada vez mais vantajosa, não somente devido ao aspecto financeiro, mas
também pelo grau de confiabilidade dos resultados obtidos.

1 Disponível em: http://www.magnusmundi.com/tacoma-narrows-a-ponte-que-desabou/. Acesso em jan. 2016.
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(a) (b)

Figura 1.1: Ponte de Tacoma Narrows (a) instantes antes do colapso e (b) após a ruína.

Fonte: Magnus Mundi.

Neste trabalho, tem-se como propósito a investigação do problema de acoplamento parti-
cionado fraco entre fluidos incompressíveis e estruturas de casca que possam desenvolver grandes
deslocamentos, dando continuidade ao trabalho de Sanches (2011). Para tanto é desenvolvido
um código computacional com formulação baseada no método de elementos finitos para análise
de escoamentos incompressíveis em descrição Lagrangeana-Euleriana arbitrária (ALE), o qual
é acoplado a um programa já existente de análise dinâmica não-linear geométrica de cascas
(CODA; PACCOLA, 2009; SANCHES; CODA, 2013).

Para melhor compreensão do leitor acerca dos temas abordados neste trabalho, o texto
encontra-se organizado da seguinte maneira:

• Capítulo 1 - Introdução: Neste capítulo é realizada uma apresentação, bem como uma
breve revisão bibliográfica sobre os temas do trabalho. Tendo como base o Estado da Arte,
são delimitados os objetivos bem como a justificativa deste trabalho;

• Capítulo 2 - Mecânica dos fluidos incompressíveis: Inicialmente são apresentadas as
equações governantes da dinâmica dos fluidos em descrição Euleriana. Em seguida, o
caso incompressível isotérmico é particularizado e as equações governantes são finalmente
estendidas para a abordagem Lagrangeana-Euleriana Arbitrária;

• Capítulo 3 - Mecânica dos sólidos: Os fundamentos da mecânica dos sólidos são apresen-
tados, tais como a cinemática de um sólido deformável, bem como a relação que define
seu equilíbrio dinâmico;

• Capítulo 4 - Análise numérica dos fluidos incompressíveis: As equações governantes
dos escoamentos incompressíveis isotérmicos são resolvidas empregando-se o MEF e a
metodologia é investigada através da simulação de exemplos numéricos;
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• Capítulo 5 - Análise numérica da mecânica dos sólidos: O MEF posicional é aplicado ao
elemento de casca e testes numéricos são realizados para verificar sua eficiência;

• Capítulo 6 - Acoplamento fluido-casca: O modelo de acoplamento particionado fraco é
aplicado para realizar a interação fluido-casca, que tem seus resultados verificados por
meio da comparação com exemplos da literatura;

• Capítulo 7 - Conclusão: São feitas as considerações finais sobre o desenvolvimento do
trabalho, bem como as possibilidades de avanço da pesquisa.

1.1 Conceituação do problema de interação fluido-estrutura

Os problemas de interação fluido-estrutura no campo da aeroelasticidade foram descritos
por Collar (1946) considerando-se três tipos de forças: a primeira é resultante do escoamento,
sendo estudada pela mecânica dos fluidos (forças aerodinâmicas); a segunda se refere à mecânica
dos sólidos (forças elásticas); e, finalmente, a última força está relacionada à dinâmica das
estruturas (forças inerciais). Para compreender melhor a forma como estes três tipos de força são
consideradas na modelagem do problema físico, Collar (1946) propôs o diagrama apresentado
da Fig. 1.2.
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Figura 1.2: Diagrama de Collar

Através do Diagrama de Collar, observa-se que problemas envolvendo a ação de forças
aerodinâmicas e elásticas configuram caso estático de interação fluido-estrutura, que se mostra
interessante quando a movimentação do sólido é bastante lenta ou amortecida.

O estudo da associação de forças elásticas e inerciais, no entanto, se mostra importante
a partir do momento em que a interação com o meio fluido não é significativa, tal como nos
problemas de vibrações livres ou forçadas de estruturas robustas. A combinação de forças
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aerodinâmicas e inerciais, por sua vez, é relevante no estudo de rajadas e de carregamentos
aerodinâmicos.

Por fim, e mais importante para este trabalho, a combinação das três forças consiste num
problema dinâmico de interação fluido-estrutura. Em tais casos os deslocamentos da estrutura,
provocados ou não pelas forças do fluido, interferem no escoamento, acarretando num fenômeno
acoplado de grande complexidade.

Ainda sobre a classificação dos problemas de IFE, tanto os fenômenos estáticos quanto
os dinâmicos podem ser divididos em dois grupos: problemas de resposta ou de estabilidade.
No primeiro grupo, encontram-se aqueles efeitos que ocorrem para qualquer velocidade de
escoamento, ao passo que os problemas de estabilidade se manifestam a partir de determinada
velocidade, chamada de crítica (SANCHES, 2011). Para melhor esclarecimento, alguns exemplos
de problemas aeroelásticos são listados na Tabela 1.1, seguidos de uma breve abordagem sobre
como se manifestam.

Tabela 1.1: Classificação dos problemas aeroelásticos

Problema Estático Dinâmico

Estabilidade Divergência
Flutter
Stall Flutter

Resposta
Distribuição de Carregamento Resposta a rajadas
Efetividade de controle Resposta a comandos
Reversão de controle Buffeting

Fonte: Cunha (2004).

1.1.1 Problemas estáticos de resposta

Estes eventos ocorrem quando a estrutura sofre deformações estáticas tais que impeçam
o seu funcionamento correto. Um dos exemplos desse efeito é a reversão de controle em que, ao
ser inclinado, o ailerão da aeronave age no sentido de aumentar a sua sustentação. Quando esta
inclinação não é suficiente, ao invés de ganhar sustentação, a estrutura pode perdê-la, dependendo
de sua rigidez (HIRSCH, 1994).

Outro efeito que se enquadra nessa classificação é a Distribuição de Carregamento, em
que a deformação excessiva da estrutura pode levar a situações de carregamento não previstas
em projeto, ocasionando por vezes seu colapso.

1.1.2 Problemas dinâmicos de resposta

Como exemplo de problema dinâmico de resposta, o caso mais conhecido é o buffeting.
Esse fenômeno é caracterizado pelo regime de vibração forçada ocasionada pelo desprendimento
de esteiras de vórtices à montante da estrutura, como ilustrado na Fig. 1.3.
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Figura 1.3: Buffeting ou martelamento

Este fenômeno é de difícil modelagem, pois o desprendimento de vórtices pode ocorrer
de forma estocástica. No caso de vórtices com desprendimento periódico, a frequência com
que atua pode coincidir com uma das frequências naturais da estrutura, levando-a à ressonância.
Contudo, mesmo em casos onde a ressonância não é atingida, os problemas relativos à fadiga do
material mostram-se de grande importância (HIRSCH, 1994).

1.1.3 Problemas estáticos de estabilidade

Nesta categoria enquadra-se o fenômeno de divergência. Para exemplificá-lo, apresenta-
se na Fig. 1.4 um esquema estrutural simplificado comumente empregado no estudo de asas de
aviões. Neste caso, quando se tem uma velocidade U baixa e uma rigidez à torção Kθ alta, a
deflexão desenvolvida pela mola é muito pequena. Entretanto, para uma dada velocidade crítica
UD (velocidade de divergência), ocorre perda de estabilidade, sendo que qualquer perturbação
causaria a saída da configuração atual de equilíbrio (DOWELL, 2015).

linha de
sustentação nula

U

Kθ

Figura 1.4: Esquema estrutural simplificado de uma asa de avião

Fonte: Adaptado de Hodges e Pierce (2011).

1.1.4 Problemas dinâmicos de estabilidade

O exemplo mais comum deste tipo de fenômeno é o flutter, já destacado anteriormente
como o efeito que levou ao colapso da ponte de Tacoma Narrows. O flutter ocorre devido ao
acoplamento do movimento dinâmico da estrutura com o escoamento do fluido fazendo com que,
a partir de certo momento, a amplitude do movimento causado por uma pequena perturbação
aumente indefinidamente. De modo geral, em estruturas como pontes e asas, esse problema
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é caracterizado pela ação conjunta dos modos de flexão e torção, com a resposta dinâmica
dominada por vibrações torsionais. Diferentemente do efeito de buffeting, o flutter se manifesta
a partir de uma velocidade crítica de escoamento e depende pouco do amortecimento e muito da
geometria escolhida para a estrutura (HIRSCH, 1994).

1.2 Estado da arte

Para que o tema proposto nesta pesquisa seja melhor compreendido, é importante que se
tenha uma base teórica consolidada. Para tanto, deve-se ter em mente que a modelagem da IFE
necessariamente compreende a união de três problemas: a dinâmica dos fluidos computacional, a
dinâmica das estruturas computacional e o problema de acoplamento. Desse modo, é realizada a
seguir uma breve revisão bibliográfica sobre os avanços científicos ocorridos nas últimas décadas
em cada uma dessas áreas.

1.2.1 Dinâmica dos Fluidos Computacional

A diferença entre o comportamento mecânico dos sólidos e dos fluidos situa-se, essen-
cialmente, no fato de que os últimos não são capazes de resistir a tensões desviadoras quando
estão em repouso. Do ponto de vista da aproximação numérica, portanto, fica evidente que tanto
a mecânica dos sólidos quanto a mecânica dos fluidos possuem particularidades que necessitam
de atenção (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2005).

Muitos trabalhos dedicaram esforços significativos para desenvolver métodos estáveis
para a dinâmica dos fluidos computacional, principalmente no que diz respeito aos métodos
numéricos das Diferenças Finitas e dos Volumes Finitos. Mais recentemente, a partir da década de
1970 o MEF passou a ser mais estudado no contexto da mecânica dos fluidos por pesquisadores
renomados, resultando em um grande número de trabalhos de alto nível e ganhando espaço por
diversos aspectos, tal como a utilização de malhas não-estruturadas completamente arbitrárias que
podem facilitar na representação de domínios irregulares, além da simplicidade na imposição de
condições de contorno em fronteiras de alta ordem (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU,
2005; REDDY; GARTLING, 2010; CHUNG, 2002; ANDERSON, 1995).

Diferentemente da mecânica dos sólidos, o MEF sofreu certa resistência para começar a
ser utilizado na mecânica dos fluidos, sendo aplicado pela primeira vez à análise de escoamentos
viscosos incompressíveis em meados da década de 1970. Em problemas estruturais, é comum
que se trabalhe com elementos de treliça, viga, chapas, cascas etc., de modo que em poucos casos
necessita-se da resolução de problemas em meios contínuos e mesmo quando necessário, seu
tratamento é facilmente realizado por meio do MEF. No caso dos fluidos no entanto, exige-se uma
análise bidimensional ou tridimensional para que se tenha uma boa representação do fenômeno
em estudo. Além disso, algumas características das equações governantes da mecânica dos
fluidos fizeram com que a aceitação do MEF nesse contexto não fosse imediata (ZIENKIEWICZ;
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TAYLOR; NITHIARASU, 2005).
Nos problemas de elasticidade, tem-se um funcional de energia com princípio de mínimo

onde, dependendo do método variacional utilizado (ex.: resíduos ponderados, Princípio dos
Trabalhos Virtuais ou Método de Ritz para minimização do funcional de energia), se obtém
uma matriz de rigidez simétrica de boa aproximação. Ao contrário, muitos problemas na
dinâmica dos fluidos podem apresentar convecção dominante, com matrizes assimétricas e
o aparecimento de oscilações espúrias nos resultados quando da aplicação do esquema clássico
de Galerkin sobre uma descrição Euleriana (BROOKS; HUGHES, 1982; ZIENKIEWICZ;
TAYLOR; NITHIARASU, 2005; TEIXEIRA; AWRUCH, 2005; CHUNG, 2002; STRANG; FIX,
2008).

Esse problema é reduzido com o refinamento da malha. Entretanto, um método eficiente
deve ser capaz de tratar o problema de forma estável mesmo em uma malha pouco refinada.
Nesse sentido, foram desenvolvidas algumas alterações no processo de Galerkin, que em suma
consistem na adição de uma difusividade artificial ao problema, capaz de suprimir as variações
espúrias. Uma forma tradicional (métodos “upwind”) consiste em utilizar funções de peso de
ordem diferente das funções de interpolação (processo de Petrov-Galerkin).

Brooks e Hughes (1982) introduziram um processo desenvolvido totalmente a partir de
um princípio variacional chamado Streamline Upwind Petrov-Galerkin - SUPG, que consiste
no emprego do processo de Petrov-Galerkin, escolhendo funções ponderadoras que adicionam
difusividade na direção das linhas de corrente. Tezduyar e Senga (2006), Akin (2004), Catabriga
e Coutinho (2002) também apresentam estudos relevantes nesse tema, consolidando o SUPG
como uma técnica reconhecidamente eficiente em substituição ao processo de Galerkin.

Na simulação de escoamentos incompressíveis por meio do MEF existes diversas
formas de tratamento das equações governantes, seja pela substituição das variáveis primitivas
(formulações vorticidade-linha de corrente), ou ainda pela sua manutenção (formulação mista).
Na abordagem denominada "mista", o método de Galerkin é aplicado diretamente às equações
governantes mantendo-se suas variáveis primitivas: velocidade e pressão. Esta abordagem requer
a utilização de funções de interpolação diferentes para a aproximação das variáveis do problema
(velocidade e pressão) para evitar instabilidades, o que implica na condição de Ladyzhenskaya-

Babuška-Brezzi, ou LBB (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2005; CHUNG, 2002;
STRANG; FIX, 2008). Isso deve ser levado em consideração no momento da escolha do elemento
finito e do algoritmo de integração temporal a ser empregado.

Outro aspecto importante na análise numérica de dinâmica dos fluidos consiste nos
efeitos devido à turbulência. Desde que a discretização espacial contemple todas as escalas
que se deseja captar, as equações de Navier-Stokes são capazes de simular com precisão
escoamentos turbulentos. No entanto, o que se busca atualmente são métodos eficientes e
capazes de representar tais fenômenos com um menor custo computacional. Neste sentido,
algumas técnicas consistem na proposição de modelos de turbulência algébricos, que podem
ser baseados na hipótese de Reynolds (Reynolds Averaged Navier-Stokes-RANS), além das
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simulações de grandes vórtices (Large Eddy Simulation-LES) (LAUNDER; SPALDING, 1972;
WILCOX, 1993; BAZILEVS et al., 2007; NITHIARASU; LIU, 2006).

É importante ressaltar que nos últimos anos diversos métodos numéricos com base em
elementos finitos vêm sendo desenvolvidos para simulações em dinâmica dos fluidos. Como
exemplo, tem-se os métodos variacionais multiescala, de partículas (Particle finite element

methods - PFEM) e os métodos de Galerkin descontínuo (discontinuous Galerkin methods).
Os métodos variacionais multiescala, introduzidos por Hughes (1995), Hughes et al.

(1998), Hughes, Mazzei e Jansen (2000) e Hughes, Oberai e Mazzei (2001) propõem a decompo-
sição do problema físico em grandes e pequenas escalas, resolvendo-as separadamente. Como
os escoamentos turbulentos são caraterizados por um intervalo de escalas muito amplo, estes
métodos têm se mostrado bastante promissores nesta área, aliando-se também à conceitos da
simulação de grandes vórtices (Large-Eddy Simulation) (JOHN; KAYA, 2005; BAZILEVS;
KOROBENKO; YAN, 2015).

Em contraste com a tradicional abordagem Euleriana no tratamento de problemas de
dinâmica dos fluidos computacional, os métodos de partículas (PFEM), primeiramente proposto
por Gingold e Monaghan (1997) e desenvolvidos a partir dos métodos sem malha (meshless

methods), vêm sendo desenvolvidos em descrição Lagrangeana. Essa forma de tratamento das
equações governantes tem se mostrado favorável em análises de problemas cujo domínio sofre
alterações constantemente, tais como escoamentos com superfície livre, incluindo problemas de
IFE com condições complexas de contato (IDELSOHN; OÑATE; PIN, 2004; IDELSOHN et al.,
2008; DÁVALOS et al., 2015).

O método de Galerkin descontínuo, por sua vez, possui vantagem de não gerar matrizes
globais, o que além de reduzir o uso de memória necessária para a resolução do problema,
possibilita melhor aproveitamento de plataformas de programação paralelas. Entretanto, como
este método baseia-se na relaxação da continuidade entre os elementos, há um acréscimo no
número de graus de liberdade gerados para a resolução de um problema com o mesmo número de
elementos em relação a um método contínuo, por exemplo. Reporta-se também sua ineficiência
em termos de tempo de processamento para a resolução de problemas estacionários envolvendo
transferência de calor ou difusão em relação ao métodos contínuos (LI, 2006; ZIENKIEWICZ et
al., 2003).

1.2.2 Dinâmica das Estruturas Computacional

A utilização do método dos elementos finitos na solução de problemas remonta da década
de 1960. Sua aplicação à engenharia de estruturas parece ter sido uma escolha natural, uma vez
que os engenheiros da época já costumavam realizar a análises subdividindo-se a estrutura em
elementos e determinando seu comportamento localmente. O advento dos métodos numéricos,
no entanto, permitiu que se pudesse compreender melhor tanto os efeitos globais quanto em
regiões de interesse (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

Impulsionados por uma base algébrica bem consolidada por trabalhos como os de
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Malvern (1969), Ogden (1984), Belytschko, Schwer e Klein (1977), Argyris et al. (1978),
Argyris et al. (1979) e Crisfield (1991), por exemplo, o MEF veio a se tornar o método numérico
mais empregado para a simulação computacional de sólidos.

Com o amadurecimento do MEF, diversas abordagens foram desenvolvidas. Uma delas é
a corrotacional proposta inicialmente por Truesdell (1955) e que segundo Belo (2009) tem como
princípio descrever a cinemática do sólido decompondo os movimentos do corpo em rígido e
de deformação. Como exemplos de progresso da abordagem corrotacional, podem-se citar os
trabalhos de Hughes e Liu (1981a), Simo e Fox (1989), Ibrahimbegovic e Taylor (2002), Argyris
(1982) Battini e Pacoste (2006) e Bathe (1996).

Como nesta abordagem as rotações em torno de cada eixo são consideradas como
parâmetros nodais, apesar de eficiente para pequenos deslocamentos, em muitos casos não
se pode aplicar a comutatividade de rotações em grandes deslocamentos. Dessa forma, nas
formulações corrotacionais aplicam-se, por exemplo, as fórmulas de Euler-Rodrigues linearizadas
para giro finito (ver Coda e Paccola (2010) para maiores detalhes).

Neste trabalho, optou-se pela utilização de elementos finitos de cascas, uma vez a maioria
dos problemas estruturais de interesse podem ser simulados com a utilização destes elementos a
um custo computacional menor do que com elementos sólidos. Com relação ao MEF na análise
não linear geométrica de elementos de casca, os trabalhos de Hughes e Carnoy (1983), Hughes e
Liu (1981a), Hughes e Liu (1981b) e Brendel e Ramm (1980) também merecem ser destacados.

Mais recentemente, Bonet et al. (2000) e Coda (2003) introduziram uma alternativa
Lagrangeana e que contempla intrinsecamente os efeitos da não linearidade geométrica em
sólidos e estruturas. Ao contrário dos métodos tradicionais, a formulação dita posicional utiliza
as posições e inclinações finais de vetores inicialmente normais como parâmetros nodais ao invés
de deslocamentos e rotações, o que o torna bastante robusto, mas de simples implementação,
como atestam os trabalhos de Coda e Paccola (2007), Coda (2009a), Coda (2009b).

Por se tratar de uma abordagem Lagrangeana total e devido à forma como é realizado o
mapeamento para a configuração deformada, análises dinâmicas com base no MEF posicional
apresentam matriz de massa constante, o que permite a utilização do integrador temporal de
Newmark, garantindo conservação da quantidade de movimento e apresentando conservação de
energia suficiente para garantir estabilidade nos problemas usuais como atestam os trabalhos de
Coda e Paccola (2009) e Sanches e Coda (2013).

A análise de cascas através da formuação posicional foi apresentada por Coda e Paccola
(2007) e estendida para o caso dinâmico por Coda e Paccola (2009). Neste trabalho, também
pretende-se utilizar a formulação posicional, que mais recentemente vem sendo empregada em
problemas de IFE, como nos trabalhos de Sanches (2011), Sanches e Coda (2013) e Sanches e
Coda (2014), comprovando sua eficiência para esta aplicação.
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1.2.3 Problema de Acoplamento

Os problemas de dinâmica das estruturas caracterizam-se por desenvolverem deforma-
ções finitas. Assim, uma descrição Lagrangeana, ou material, se mostra bastante adequada, tendo
como incógnitas principais os deslocamentos ou posições. Por outro lado, os fluidos (Newtonia-
nos) não apresentam resistência às tensões tangenciais, podendo se deformar indefinidamente.
Desse modo, uma formulação Euleriana, ou espacial, com velocidades como variáveis principais
torna-se mais adequada para a maior parte dos problemas. Tais particularidades implicam na
necessidade de se acoplar duas descrições matemáticas distintas quando do estudo de problemas
de interação fluido-estrutura.

Uma estratégia bastante difundida é a resolução do fluido empregando-se a descrição
Lagrangeana-Euleriana arbitrária (ALE), onde o domínio físico (computacional) pode se mover
arbitrariamente e independentemente do movimento da partícula do fluido (DONEA; GIULIANI;
HALLEUX, 1982).

As análises de interação fluido-estrutura que se desenvolvem com base na descrição ALE
são também conhecidas como métodos de malhas conforme, assim denominadas por realizar o
acoplamento através de condições de contorno entre os domínios e necessitar que a malha se
ajuste às variações geométricas da interface. Nestes casos, além de resolver os problemas físicos
do fluido e do sólido, deve-se levar em consideração a movimentação da malha, o que se torna
uma desvantagem da técnica (HOU; WANG; LAYTON, 2012).

Um aspecto que deve ser levado em conta na modelagem da dinâmica dos fluidos em
domínios móveis é a lei de conservação geométrica (LCG), proposta inicialmente por Thomas e
Lombard (1979) e também abordada nos trabalhos de Lesoinne e Farhat (1996), Farhat, Lesoinne
e Maman (1995) e Koobus e Farhat (1999). Essa lei estabelece que as equações governantes
discretas num volume de controle devem ser conservativas no tempo, de modo que sua integração
temporal deve fornecer a solução exata para um escoamento uniforme. Contudo, Boffi e Gastaldi
(2004) e Formaggia e Nobile (2004) demonstram que o atendimento à LCG não é condição
necessária nem suficiente para a estabilidade, exceto em casos como o método de Euler. Para
alguns casos, Morton, Melville e Visbal (1998) demonstram também que os mesmos resultados
são obtidos respeitando-se ou não a LCG.

Quanto ao acoplamento, os problemas multi-físicos tais como o de interação fluido-
estrutura podem ser modelados por duas diferentes abordagens: monolítica ou particionada.
Na abordagem monolítica, utilizada em trabalhos como os de Blom (1998), Hron e Madlik
(2007) e Hübner, Walhorn e Dinkler (2004), ambos os domínios são integrados numa única etapa.
Nos métodos de acoplamento particionado, tais como os trabalhos de Felippa, Park e Farhat
(2001), Teixeira e Awruch (2005), Sanches e Coda (2010a), Sanches e Coda (2010b), Sanches
(2011) e Piperno (1997), as equações governantes são integradas no tempo separadamente e o
acoplamento entre os domínios é realizado por meio da transferência de forças e velocidades.

A principal vantagem dos métodos particionados em relação aos monolíticos encontra-se
na modularidade. Isso significa que há a possibilidade de avanço paralelo dos algoritmos de
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resolução do fluido e da estrutura, uma vez que um é completamente independente do outro.
Além disso, ao resolver um único sistema de equações, caso da abordagem monolítica, o custo
computacional é aumentado quando comparado a dois subsistemas (FELIPPA; PARK; FARHAT,
2001; HEIL; HAZEL; BOYLE, 2008).

Como desvantagem do esquema particionado, destaca-se a defasagem que pode ocorrer
entre as integrações temporais do fluido e da estrutura quando da atualização explícita das
condições na interface fluido-estrutura, o que não ocorre nos esquemas monolíticos, além de
instabilidades numéricas como o efeito de massa adicionada (added-mass effect) (FELIPPA;
PARK; FARHAT, 2001; BRUMMELEN, 2009).

Nos métodos particionados, o acoplamento entre os domínios é realizado pela transferên-
cia de condições de contorno entre os domínios. No esquema clássico de Dirichlet-Neumann, são
aplicadas condições de Dirichlet no fluido (velocidades, advindas da movimentação da estrutura)
e de Neumann no sólido (forças, advindas da variação nos campos de pressão e das tensões
viscosas). Podem ser ainda classificados em dois grupos: forte e fraco. O último caracteriza-
se pela escolha de um passo de tempo suficientemente pequeno para que o acoplamento
notoriamente explícito entre os domínios seja numericamente estável. Já nos métodos de
acoplamento particionado forte, para um mesmo passo de tempo são realizadas iterações de
correção, tornando o procedimento implícito (ROUX; GARAUD, 2009).

Como mencionado anteriormente, os métodos de acoplamento particionado estão sujeitos
à instabilidade denominada efeito de massa adicionada. Tallec e Mouro (2001) demonstram que,
para um escoamento governado essencialmente pelo campo de pressão, o fluido age na estrutura
como uma massa adicional, alterando sua inércia. Essa massa adicional geralmente não se mostra
significativa em escoamentos compressíveis de alta velocidade. No entanto, em escoamentos
incompressíveis, principalmente se as densidades do sólido e do fluido são próximas ou quando
a estrutura é muito esbelta, são observadas instabilidades quando da utilização de métodos de
acoplamento particionado fraco (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005; BRUMMELEN, 2009).

Uma técnica para contornar o efeito de massa adicionada desenvolvida recentemente
consiste em alterar o esquema de acoplamento do tipo Dirichlet-Neumann para condições de
contorno de Robin, isto é, combinações lineares das condições de Dirichlet e Neumann (CAUSIN;
GERBEAU; NOBILE, 2005; NOBILE; VERGARA, 2008; BURMAN; FERNÁNDEZ, 2014).
Essa técnica tem se mostrado bastante promissora, como é demonstrado por Badia, Nobile e
Vergara (2008) que obtiveram resultados estáveis utilizando um esquema Robin-Neumann, isto
é, alterando apenas as condições de contorno impostas ao fluido do tipo Dirichlet para Robin.

1.3 Objetivos

Este trabalho em como objetivo principal o desenvolvimento de ferramentas computaci-
onais de modo a contribuir para a formação de uma plataforma precisa e eficiente de solução
numérica de problemas de interação fluido-estrutura a baixas velocidades de escoamento com
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base no método dos elementos finitos. Dentro deste escopo, alguns objetivos específicos podem
ser listados como etapas a serem vencidas ao longo do desenvolvimento do trabalho:

i. Elaboração de revisão bibliográfica visando estudo aprofundado da dinâmica não linear
geométrica das estruturas, com enfoque em formulações com elementos de alta ordem
livres da aproximação de grandes rotações;

ii. Estudo aprofundado da dinâmica dos fluidos incompressível com ênfase em novas técnicas
de estabilização e desenvolvimento de algoritmo baseado em elementos finitos que seja
eficiente e permita acoplamento com sólidos flexíveis;

iii. Desenvolvimento de programa para análise tridimensional de escoamentos incompressíveis
em descrição ALE;

iv. Implementação de modelo de acoplamento particionado (fraco) entre o programa desen-
volvido para análise de escoamentos incompressíveis com o programa de dinâmica não
linear de cascas já existente, desenvolvido por Coda e Paccola (2007) e Coda e Paccola
(2008);

v. Estudo da eficiência do modelo implementado objetivando-se tanto a validação da meto-
dologia quanto a identificação de problemas de natureza numérica que possam afetar o
desempenho e a precisão;

1.4 Metodologia

Para se obter um programa estável em relação à mecânica dos fluidos e que permita
contornos móveis, são utilizados elementos finitos tetraédricos de aproximação quadrática para
velocidade e linear para pressão, com as equações em uma descrição Lagrangeana-Euleriana
Arbitrária (ALE). Além disso, a técnica SUPG (Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin) é utilizada
para a estabilização da formulação no que diz respeito às variações espúrias que podem ocorrer
quando do emprego do método de Galerkin sobre os termos convectivos.

Quanto à dinâmica não linear geométrica de cascas, uma abordagem Lagrangeana total
pelo método dos elementos finitos posicional é empregada. É adotada a cinemática de Reissner
para a descrição do elemento finito em uma técnica que substitui deslocamentos e rotações
nodais por posições e componentes de um vetor generalizado, com integração temporal realizada
por meio do método de Newmark-β .

O acoplamento fluido-casca implementado é do tipo particionado e ALE-Lagrangeano
de forma a garantir a modularidade do programa. Para a movimentação da malha do fluido,
desenvolve-se uma metodologia com base em uma malha grossa auxiliar de ordem cúbica com
deslocamentos distribuídos pela equação de Laplace.

No que se refere à implementação computacional, tanto o programa de dinâmica dos
fluidos quanto o de cascas dinâmicas foram implementados em linguagem de programação
Fortran 77 em ambiente LINUX. Em relação à análise não linear dinâmica de cascas, o programa
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utilizado foi desenvolvido de forma serial por Coda e Paccola (2008) e paralelizado por Kawabata
et al. (2009) em protocolo MPI (Message Passing Interface). O programa para análise dinâmica
de fluidos incompressíveis é implementado de forma sequencial utilizando-se a biblioteca HSL
(Harwell Subroutine Library), por meio do pacote HSL_MP42 para a solução do sistema linear
que também utiliza processamento paralelo com padrão de comunicação MPI.

Para a análise dos resultados, empregam-se os programas para visualização científica
Kitware ParaView e GNUplot.

1.5 Justificativa

A evolução das tecnologias computacionais nas últimas décadas vem dando destaque
à simulação numérica de problemas de engenharia. Com o advento de computadores cada vez
mais potentes, tem sido possível simular problemas cada vez mais complexos com tempo de
processamento e uso de recursos cada vez menor.

Contudo, os problemas de interação fluido-estrutura se mostram ainda mais desafiadores,
pois envolvem complexidades que vão além da resolução dos problemas de fluido e de sólido
separadamente. Além do mais, a grande maioria destes problemas não têm solução analítica
satisfatória. Os que possuem, demandam de simplificações exageradas gerando, muitas vezes,
resultados pouco confiáveis ou de baixa aplicabilidade, além de serem inviáveis quando se
possui um domínio de alta complexidade. Por outro lado, as análises experimentais são muito
dispendiosas, requerem espaço, equipamentos de ponta e possuem aplicação limitada ao tipo de
problema e geometria simulados.

Desse modo, este trabalho busca introduzir o estudo da interação fluido-estrutura incom-
pressível na recentemente criada linha de pesquisa em IFE do Departamento de Engenharia de
Estruturas (SET), dando sequência aos trabalhos de Sanches (2011), Sanches e Coda (2010a),
Sanches e Coda (2010b), Sanches e Coda (2013) e Sanches e Coda (2014).
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CAPÍTULO

2
MECÂNICA DOS FLUIDOS

INCOMPRESSÍVEIS

O comportamento dinâmico de um fluido é função de suas componentes de velocidade e
tensão, além da temperatura e massa específica ao longo do tempo. Neste capítulo, é feita uma
breve introdução à descrição matemática da dinâmica dos fluidos incompressíveis, primeira-
mente em descrição Euleriana, admitindo-se as hipóteses de meio contínuo e comportamento
newtoniano. Em sequência, as equações governantes também são descritas na forma Lagrangeana-
Euleriana Arbitrária, permitindo a análise de escoamentos contemplando a movimentação do
domínio de referência de forma arbitrária.

2.1 Conservação da massa

A lei de conservação da massa implica essencialmente na indestrutibilidade da matéria,
sendo admissível na grande maioria dos problemas de engenharia. Essa lei enuncia que a massa
de um sistema deve permanecer constante ao logo do tempo. Portanto, o balanço do fluxo de
massa entrando e saindo de um volume de controle (VC) qualquer, deve ser igual à variação da
massa dentro do VC ao longo do tempo:

Massa de fluido que

entra no VC (por

unidade de tempo)

-
Massa de fluido que

sai do VC (por

unidade de tempo)

=
Variação da massa de

fluido no VC (por

unidade de tempo)

, (2.1)

ou ainda, em termos da vazão mássica ṁ:

ṁentrada− ṁsaı́da = ṁ =
∂m
∂ t

, (2.2)

em que m é a massa de fluido contida no volume de controle e t é o tempo.
Tomando um volume de controle infinitesimal, como na Fig. 2.1, é possível determinar a
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x

y

z
dx

(x; y; z)

(x+dx; y+dy; z+dz)

dz

(ρu)|x+dx(ρu)|x

dy

Figura 2.1: Volume de controle infinitesimal e balanço do fluxo de massa

variação da massa ao longo do tempo em função da massa específica do fluido (ρ):

∂m
∂ t

=
∂ρ

∂ t
dxdydz, (2.3)

em que dx,dy e dz são as dimensões do volume de controle infinitesimal.
O campo de velocidades de um fluido pode ser representado vetorialmente como

u = (u)̂i+(v) ĵ +(w)k̂, com î, ĵ e k̂ indicando os versores normais e u,v e w as respectivas
componentes de velocidade nas direções cartesianas. Tomando apenas a direção horizontal x na
Fig. 2.1, pode-se determinar a vazão mássica nas faces de entrada e saída de fluxo como:

ṁx
entrada = (ρu)|x̄ dydz, ṁx

saı́da = (ρu)|x̄+dx dydz, (2.4)

ou ainda:

ṁx
saı́da =

(
(ρu)|x̄ +

∂

∂x
(ρu)|x̄ dx

)
dydz. (2.5)

Pela arbitrariedade de x̄, considerando as direções y e z e substituindo na Eq. 2.2, obtém-
se:

(ρu)dydz−
(

ρu+
∂

∂x
(ρu)dx

)
dydz+(ρv)dxdz−

(
ρv+

∂

∂y
(ρv)dy

)
dxdz

+(ρw)dxdy−
(

ρw+
∂

∂ z
(ρw)dz

)
dxdy =

∂ρ

∂ t
dxdydz.

(2.6)

Somando os termos comuns e dividindo a equação pelo volume dV = dxdydz, chega-se a
equação que descreve a conservação da massa, também conhecida como equação da continuidade:

∂ρ

∂ t
+

∂

∂x
(ρu)+

∂

∂y
(ρv)+

∂

∂ z
(ρw) = 0, (2.7)
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ou ainda, em notação indicial:

∂ρ

∂ t
+

∂ (ρui)

∂xi
= 0, com i = 1,2,3. (2.8)

2.2 Conservação da quantidade de movimento

A quantidade de movimento de um corpo é definida como o produto entre sua massa
m e velocidade u. A Segunda Lei de Newton, por sua vez, diz que um corpo tende a variar sua
quantidade de movimento quando submetido à ação de forças externas, isto é:

F =
DP
Dt

∣∣∣∣
sistema

, (2.9)

em que F é a força resultante, D( )/Dt é a derivada material, ou substancial e P é o momentum

linear do sistema, definido por

P =
∫

sistema
u dm. (2.10)

Ao substituir a Eq. 2.10 em 2.9, obtém-se a relação geral que define a conservação da
quantidade de movimento de um corpo qualquer:

∑Fs +∑Fg =
D(m ·u)

Dt
. (2.11)

em que a força resultante F é substituída pelos somatórios de forças de campo, ou de domínio Fg

e das forças de superfície Fs.
Em um volume de controle infinitesimal, como o ilustrado na Fig. 2.2, tem-se a variação

da quantidade de movimento para a componente de velocidade u, por exemplo, dada por:

D(m u)
Dt

∣∣∣∣
x̄
=

(
∂ (ρu)

∂ t

∣∣∣∣
x̄
+

∂ (uρu)
∂x

∣∣∣∣
x̄
+

∂ (vρu)
∂y

∣∣∣∣
x̄
+

∂ (wρu)
∂ z

∣∣∣∣
x̄

)
dx dy dz. (2.12)

Para simplificar a representação, denomina-se de gx a resultante das forças de domínio
na direção x. No caso das forças de superfície, são compreendidas as tensões de origem viscosa,
além da tensão hidrostática, ou pressão, atuando sobre o fluido. Realizando dessa forma o
somatório das forças na direção x, por exemplo, tem-se:

dFx|x̄ = [ρgx|x̄− (σxx)|x̄ +(σxx)|x̄+dx− (τxy)|ȳ +(τxy)|ȳ+dy

− (τxz)|z̄ +(τxz)|z̄+dz] dx dy dz,
(2.13)

ou ainda,

dFx|x̄ =
[

ρgx|x̄− (σxx)|x̄ +(σxx)|x̄ +
σxx

∂x

∣∣∣
x̄

−(τxy)|ȳ +(τxy)|ȳ +
τxy

∂y

∣∣∣∣
ȳ
− (τxz)|z̄ +(τxz)|z̄ +

τxz

∂ z

∣∣∣∣
z̄

]
dx dy dz,

(2.14)

Tomando a definição do tensor de tensões de Cauchy σσσ , tem-se:
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x

y

z
dx

dz
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(x; y; z)
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(ρu)|x+dx(ρu)|x

( )|xσx (σ )|x x+dx

(τ )|xy y+dy

(τ )|xy y

(τ )|xz z+dz

(τ )|xz z

Figura 2.2: Volume de controle infinitesimal e balanço do fluxo da quantidade de movimento

σσσ =

σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz

=

τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz

−
p 0 0

0 p 0
0 0 p

 , (2.15)

substituindo σxx em 2.14 e simplificando os termos comuns, tem-se:

dFx =

(
ρgx|x̄−

∂ p
∂x

∣∣∣∣
x̄
+

∂τxx

∂x

∣∣∣∣
x̄
+

∂τxy

∂y

∣∣∣∣
ȳ
+

∂τxz

∂ z

∣∣∣∣
z̄

)
dx dy dz. (2.16)

em que p é a pressão e τi j são as tensões desviadoras.
Por fim, substituindo-se as Eq. 2.12 e 2.16 em 2.11 e considerando a arbitrariedade de

x̄, ȳ e z̄, tem-se a relação que define a conservação da quantidade de movimento de uma partícula
de fluido para a direção x:

∂ρu
∂ t

+
∂ (uρu)

∂x
+

∂ (vρu)
∂y

+
∂ (wρu)

∂ z
= ρgx−

∂ p
∂x

+
∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂ z
. (2.17)

Repetindo o procedimento de forma análoga para as direções y e z, obtém-se por fim:

∂ρv
∂ t

+
∂ (uρv)

∂x
+

∂ (vρv)
∂y

+
∂ (wρv)

∂ z
= ρgy−

∂ p
∂y

+
∂τyx

∂x
+

∂τyy

∂y
+

∂τyz

∂ z
, (2.18)

∂ρw
∂ t

+
∂ (uρw)

∂x
+

∂ (vρw)
∂y

+
∂ (wρw)

∂ z
= ρgz−

∂ p
∂ z

+
∂τzx

∂x
+

∂τzy

∂y
+

∂τzz

∂ z
, (2.19)

ou em notação indicial:

∂ρui

∂ t
+

∂ (u jρui)

∂x j
= ρgi−

∂ p
∂xi

+
∂τi j

∂x j
, com i, j = 1,2,3. (2.20)
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2.3 Conservação da energia

A lei de conservação de energia, ou 1ª lei da termodinâmica, enuncia que a energia de
um sistema fechado deve permanecer constante ao longo do tempo. Dentre as diversas formas
de energia conhecidas, neste trabalho limita-se a realizar este balanço considerando apenas as
energias potencial, cinética e interna, resultando na seguinte relação:

∂ (ρE)
∂ t

=−
∂ (ρEu j)

∂x j
+

∂

∂xi

(
k

∂T
∂xi

)
−

∂ (pu j)

∂x j
+

∂ (τi ju j)

∂x j
+ρgiui, com i, j = 1,2,3, (2.21)

em que E é a energia específica, k é a constante de condutividade térmica e T é a temperatura
absoluta do fluido.

2.4 Definição do problema incompressível isotérmico

Ao analisar as equações governantes, pode-se perceber que para o caso tridimensional,
se possuem 5 equações: conservação da massa, conservação da quantidade de movimento para
cada uma das três direções cartesianas e a conservação da energia. Contudo, o problema possui
15 incógnitas, sendo elas pressão, massa específica, temperatura, 3 componentes de velocidade
e 9 componentes de tensão desviadora. Isso faz com que seja impossível resolver o problema
da forma como foi proposta até aqui. Assim, a estratégia que se adota é limitar o campo de
aplicações e, consequentemente, a simplificação da análise.

Nesse sentido, considerou-se primeiramente apenas o estudo de escoamentos incompres-
síveis isotérmicos. Um escoamento isotérmico é aquele em que a variação da temperatura do
fluido ao longo do tempo é desprezível. A propriedade incompressível, por sua vez, indica que a
massa específica do fluido não deve variar significativamente ao longo do tempo ou ainda, para
gases, que o número de Mach seja da ordem de 0,3 ou inferior:

M =
u∞

c
, (2.22)

onde u∞ é a velocidade de referência do escoamento e c a velocidade de propagação do som no
fluido.

Essa primeira hipótese faz com que as equações da conservação da quantidade de
movimento e da energia se tornem desacopladas, sendo desnecessária a resolução da última.
Com a consideração de massa específica constante, a Eq. 2.7 passa a assumir a seguinte forma:

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂ z

=
∂ui

∂xi
= ∇ ·u = 0, (2.23)

sendo que ∇ ·u representa a operação divergência sobre o vetor de velocidades u.
Por outro lado, este estudo contempla apenas fluidos Newtonianos, isto é, aqueles cujas

tensões viscosas são proporcionais à taxa de deformação por cisalhamento, ou angular, e a
viscosidade dinâmica do fluido (µ), de forma que a componente σi j do tensor de Cauchy é dada
por:
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σi j =−pδi j +λ
∂uk

∂xk
δi j +µ

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
, (2.24)

onde δi j é o delta de Kronecker e λ é um parâmetro constitutivo que segundo a hipótese de
Stokes vale −2/3µ . Ao observar a Eq. 2.23, no entanto, nota-se que fluidos incompressíveis
possuem divergência nula. Isso acaba por anular a parcela onde λ está inserido, fazendo com
que seu valor não tenha importância nesse caso.

Desse modo, a consideração das três hipóteses anteriores faz com que o problema de
escoamento incompressível isotérmico em descrição Euleriana tenha, para o caso tridimensional,
4 incógnitas (3 componentes de velocidade e pressão) e 4 equações: a conservação da massa
(Eq. 2.23) e a conservação da quantidade de movimento, também conhecidas como Equações de
Navier-Stokes, reescritas como:

ρ

(
∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+w
∂u
∂ z

)
= ρgx−

∂ p
∂x

+µ

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 +

∂ 2u
∂ z2

)
, (2.25)

ρ

(
∂v
∂ t

+u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+w
∂v
∂ z

)
= ρgy−

∂ p
∂y

+µ

(
∂ 2v
∂x2 +

∂ 2v
∂y2 +

∂ 2v
∂ z2

)
, (2.26)

ρ

(
∂w
∂ t

+u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+w
∂w
∂ z

)
= ρgz−

∂ p
∂ z

+µ

(
∂ 2w
∂x2 +

∂ 2w
∂y2 +

∂ 2w
∂ z2

)
, (2.27)

ou ainda, em notação indicial:

ρ

(
∂ui

∂ t
+u j

∂ui

∂x j

)
−ρgi +

∂ p
∂xi
−µ

∂

∂x j

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
= 0, com i, j = 1,2,3. (2.28)

2.5 Equações governantes na descrição Lagrangeana-Euleriana

Arbitrária (ALE)

Um dos desafios enfrentados ao trabalhar com problemas de interação fluido-estrutura
se dá pela necessidade de acoplamento de duas descrições matemáticas distintas. Como já
mencionado, o sólido, por possuir deformações finitas geralmente é descrito em uma formulação
Lagrangeana, ou seja, o movimento de cada partícula é acompanhado ao longo do tempo.
Entretanto, os fluidos podem se deformar indefinidamente por não possuírem resistência às
tensões tangenciais. Assim, a descrição Euleriana se mostra mais adequada, pois uma porção
do contínuo é mantida fixa e as velocidades de cada ponto são atualizadas ao longo do tempo
(SANCHES, 2011).

Diante disso, uma das maneiras de contornar esse problema é pela utilização da descrição
Lagrangeana-Euleriana Arbitrária (ALE), proposta inicialmente por Donea, Giuliani e Halleux
(1982). Para tanto, tomam-se três domínios: R,C(t0) e C(t), respectivamente domínios de
referência, contínuo no tempo inicial e final de acordo com a Fig. 2.3.

O vetor de coordenadas ζi de um ponto no domínio de referência está relacionado à
posição inicial da partícula e ao tempo através de uma lei de movimentação definida para o
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Figura 2.3: Cinemática da descrição ALE.

domínio de referência do tipo:

ζi = fi(ai, t). (2.29)

Desse modo, a descrição ALE propõe o mapeamento do domínio de referência com
relação à sua posição inicial, realizada matematicamente por meio da matriz Jacobiana J:

Ji j =
∂ζi

∂a j
, (2.30)

sendo que seu determinante J é chamado de Jacobiano da mudança de configuração e sua
variação com o tempo é definida por (ver Donea, Giuliani e Halleux (1982)):

∂J
∂ t

= J∇ ·ωωω, (2.31)

em que ωωω é o vetor velocidade de movimentação do domínio de referência, tal que ωi =
∂ζi
∂ t .

Se considerarmos uma propriedade física qualquer g(ζi, t), expressa na configuração de
referência igual a g̃:

g(ζi, t) = g[ fi(ai, t)] = g̃(ai, t), (2.32)

pela regra da cadeia, sua derivada com relação ao tempo é definida como:

∂ g̃(a, t)
∂ t

∣∣∣∣
a
=

∂g(ζ , t)
∂ t

∣∣∣∣
ζ

+
∂g(ζ , t)

∂ζi
ωi. (2.33)

Utilizando a regra do produto, pode-se definir que:

∇ · (gωωω) = g∇ ·ωωω +ωωω ·∇g. (2.34)
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Tendo em vista a Eq. 2.31, pode-se reescrever a regra do produto como:

J∇ · (gωωω) =
∂J
∂ t

g+ Jωωω ·∇g. (2.35)

Por fim, manipulando algebricamente a Eq. 2.35 chega-se a:

∂

∂ t
(Jg̃) = J

[
∂g
∂ t

+∇ · (gωωω)

]
. (2.36)

A Eq. 2.36 descreve o transporte de g na descrição ALE e é partindo dessa relação que
as equações governantes (Eq. 2.23 e 2.28) podem finalmente ser reescritas (ver Donea, Giuliani
e Halleux (1982)), agora na descrição ALE:

∂ui

∂xi
= 0 (2.37)

ρ

(
∂ui

∂ t
+u j

∂ui

∂x j

)
−ρgi +

∂ p
∂xi
−µ

∂

∂x j

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
= ρω j

∂ui

∂x j
. (2.38)

Como pode-se observar, quando a velocidade da malha (ωωω) é igual a zero, recupera-se a
descrição Euleriana. Em contrapartida, para ωωω = u, tem-se uma descrição Lagrangeana.
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CAPÍTULO

3
MECÂNICA DOS SÓLIDOS

Assim como os meios fluidos, os sólidos têm seu movimento governado por três leis
básicas: as conservações da massa, da quantidade de movimento e da energia. A partir da
hipótese de meio contínuo, este capítulo tem o objetivo de estabelecer uma relação de equilíbrio
dinâmico para um sólido em descrição Lagrangeana. Para tanto, o equilíbrio é descrito por meio
do funcional de energia mecânica total. Ao fim, aspectos relativos às medidas de deformação
e leis constitutivas, pertinentes à consideração dos efeitos de não linearidade geométrica são
apresentados.

3.1 Cinemática de um sólido

A cinemática é a área da mecânica que estuda o movimento, independente de sua
causa. À vista disso, toma-se um ponto arbitrário pertencente a um sólido com carregamentos e
vinculações quaisquer num instante de tempo t0 no que chamamos de configuração inicial, cuja
posição relativa ao sistema de referência é definida pelo vetor x, de acordo com a Fig. 3.1.

Decorrido certo tempo, no instante t o sólido se encontrará na chamada configuração
deformada, de modo que o mesmo ponto considerado anteriormente agora encontra-se na posição
y. Nota-se que é utilizado um único referencial para mapear a mudança de estado do ponto
escolhido, caracterizando uma descrição Lagrangeana total.

Deve haver, portanto, uma função vetorial ~f capaz de representar a trajetória de cada
ponto do domínio, que é função de sua posição na configuração inicial e do tempo, tal que:

y = ~f (x, t). (3.1)

Contudo, não é uma tarefa fácil determinar ~f de forma analítica. Desse modo, a utilização
de um método numérico eficiente se mostra bastante vantajosa.
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x ,y1 1

x ,y2 2

x ,y3 3

x

y

f

Ω0

Ω

configuração
inicial

configuração
deformada

Γ0

Γ

→

Figura 3.1: Cinemática de um sólido deformável.

3.2 Equilíbrio de um sólido

Tendo como base a Eq. 3.1, observa-se que a configuração deformada do corpo deve ser
um estado de equilíbrio dinâmico. Assim, é necessário escrever uma relação que permita deter-
minar essa configuração de equilíbrio, agora levando em consideração o estado de carregamentos
ao qual o sólido foi previamente submetido.

Para isso, escreve-se o funcional de energia mecânica total de um sólido qualquer (Π),
omitindo as parcelas geradas por forças dissipativas (amortecimento) ou de origem térmica:

Π = P+K+Ue. (3.2)

A primeira parcela da Eq. 3.2 corresponde ao trabalho realizado pelo carregamento
externo e é definida de acordo com:

P=−∑F ·y−
∫

Ω0

(b0 ·y) dΩ0−
∫

Γ0

(p ·y) dΓ0, (3.3)

onde F denota as forças concentradas e b0 e p representam, respectivamente, as forças de domínio
e de superfície. Nessa relação, o sinal negativo ocorre em virtude de as forças externas perderem
capacidade de realizar trabalho após exercerem deformação sobre o corpo.

A segunda parcela é referente à energia cinética do sólido e é expressa por:

K=
∫

Ω0

1
2

ρ0(ẏ · ẏ) dΩ0, (3.4)

em que ρ0 é a massa específica do sólido e o ponto acima da variável indica sua derivada
temporal, sendo válida a igualdade ẏ = ∂y

∂ t para a descrição Lagrangeana.
Por fim, tem-se a fração referente à energia de deformação, resultante da consideração
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do sólido como um meio elástico, definida por:

Ue =
∫

Ω0

ue dΩ0, (3.5)

sendo que ue é a energia específica de deformação, dependente da relação constitutiva definida
para o material.

Assim, o funcional de energia mecânica pode ser reescrito da seguinte forma:

Π =−F ·y−
∫

Ω0

(b0 ·y) dΩ0−
∫

Γ0

(p ·y) dΓ0 +
∫

Ω0

1
2

ρ0(ẏ · ẏ)dΩ0 +
∫

Ω0

ue dΩ0. (3.6)

Para a determinação da relação de equilíbrio dinâmico, aplica-se o princípio da estacio-
nariedade da energia potencial total, cujo enunciado estabelece que na configuração deformada
a primeira variação do funcional de energia deve ser nula para qualquer parâmetro de que Π é
dependente (LANCZOS, 1986).

Para realizar essa operação, as posições y são escolhidas estrategicamente como parâ-
metro de variação, pois já estão inserida nas duas primeiras parcelas do funcional e, como será
visto adiante no Capítulo 5, o emprego do MEF posicional permite que a energia de deformação
também seja determinada em função de y. Procedendo dessa maneira, tem-se:

δΠ =
∫

Ω0

[
1
2

ρ0
∂ (ẏ · ẏ)

∂y
·δy
]

dΩ0−
∂ (F ·y)

∂y
·δy

−
∫

Ω0

∂ (b0 ·y)
∂y

·δy dΩ0−
∫

Γ0

∂ (p ·y)
∂y

·δy dΓ0 +
∫

Ω0

[
∂ue

∂y
·δy
]

dΩ0 = 0.
(3.7)

Levando em consideração apenas a ação de forças externas conservativas, isto é, inde-
pendentes da trajetória do corpo, define-se, portanto, a relação de equilíbrio dinâmico de um
sólido em forma fraca como:

δΠ =
∫

Ω0

[
1
2

ρ0
∂ (ẏ · ẏ)

∂y
·δy
]

dΩ0−F ·δy

−
∫

Ω0

(b0 ·δy) dΩ0−
∫

Γ0

(p ·δy) dΓ0 +
∫

Ω0

[
∂ue

∂y
·δy
]

dΩ0 = 0.
(3.8)

3.3 Medida de deformação e lei constitutiva

Para demonstrar o funcionamento de algumas medidas de deformação existentes, Bonet
e Wood (2008) propõem a análise do caso unidimensional de uma barra com área constante
sendo tracionada por uma força uniforme, como ilustra a Fig. 3.2.

Considerando-se que as seções transversais permanecem planas, perpendiculares ao
eixo da barra e indeformáveis em seu plano, uma das formas mais intuitivas de se calcular a
deformação da barra, consiste na medida linear de engenharia:

εE =
L−L0

L0
=

∆L
L0

. (3.9)

Se, no entanto, a variação do comprimento (∆L) for dividida pelo comprimento final da
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L0

L

F

Figura 3.2: Elemento de barra sendo tracionado.

barra na Eq. 3.9, obtém-se a medida de deformação não linear de engenharia:

ε =
∆L
L

. (3.10)

Por outro lado, a soma dos pequenos incrementos de deformação realizada conforme a
barra se deforma, define a medida de deformação natural ou logarítmica:

εL =
∫ L

L0

1
s

ds = ln
(

L
L0

)
. (3.11)

Contudo, embora as medidas de deformação definidas anteriormente possam ser es-
tendidas para análises de sólidos tridimensionais, Bonet e Wood (2008) demonstram que sua
generalização além de complexa, é computacionalmente cara. Segundo os mesmos autores,
nesses casos, as medidas de deformação de Green (E) e Almansi (εA) se mostram vantajosas,
principalmente pela facilidade de extensão ao caso tridimensional:

E =
L2−L2

0

2L2
0

, (3.12)

εA =
L2−L2

0

2L2 . (3.13)

É facilmente verificável que quanto menores forem as deformações, isto é, L≈ L0, mais
próximos serão os valores obtidos por ambas as medidas. Entretanto, quando L� L0, cada
medida de deformação leva a um resultado completamente diferente.

Do ponto de vista da análise não linear geométrica, algo que se procura em uma medida
de deformação é a sua objetividade, ou seja, que os movimentos de corpo rígido não acumulem
valores. Este critério também é atingido pela deformação de Green, ou Green-Lagrange, cuja
generalização para o caso tridimensional leva à seguinte relação:

E =
1
2
(C− I), (3.14)

onde C representa o alongamento à direita de Cauchy-Green e I é o tensor identidade de segunda
ordem. Aproveitando o conceito de função mudança de configuração introduzido na seção
anterior, pode-se demonstrar que C relaciona-se ao gradiente de ~f (ver Ogden (1984)), tal que:

C = AT A. (3.15)
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onde A = Grad(~f ).
A deformação de Green-Lagrange, por sua vez, é conjugada energética do tensor de

tensões de Piola-Kirchhoff (S):

S = C : E, (3.16)

em que C é o tensor constitutivo de quarta ordem e (:) indica a operação de contração dupla entre
os tensores.

Além disso, em análises na mecânica dos sólidos, no que se refere à tensão, deseja-se
determinar o estado de tensões real, ou de Cauchy, o qual pode ser determinado a partir das
tensões de Piola-Kirchhoff de segunda espécie segundo:

σσσ =
1
J

A S AT , (3.17)

onde J é o Jacobiano da função mudança de configuração, isto é, J = det(A).
Quanto ao tipo de material, considera-se o sólido como um material isotrópico hipe-

relástico do tipo Saint-Venant-Kirchhoff. Segundo esta lei constitutiva, o tensor C definido
anteriormente é dado segundo a expressão:

Ci jkl =

(
κ− 2

3
G
)

δi jδkl +G(δikδ jl +δilδ jk), (3.18)

em que κ e G são, respectivamente os módulos volumétrico e de cisalhamento (ou de elasticidade
transversal), calculados a partir do módulo de elasticidade longitudinal (E) e do coeficiente de
Poisson (ν) por:

κ = λ +
2
3

G, (3.19)

G =
E

2(1+ν)
, (3.20)

λ =
νE

(1+ν)(1−2ν)
. (3.21)

A lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff estabelece uma relação linear entre o
segundo tensor das tensões de Piola-Kirchhoff e a deformação de Green-Lagrange:

uSV K
e =

1
2

E : C : E, (3.22)

ou ainda, levando-se em consideração a Eq. 3.16:

uSV K
e =

1
2

S : E. (3.23)

Esse modelo se propõe como uma alternativa para a descrição de materiais hiperelásticos,
porém deve ser usado apenas em casos de pequenas deformações, pois não impede a degeneração
do material quando submetido à grandes deformações de compressão (BAZILEVS; TAKIZAWA;
TEZDUYAR, 2013).
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CAPÍTULO

4
ANÁLISE NUMÉRICA DOS ESCOAMENTOS

INCOMPRESSÍVEIS

Como definido anteriormente, um escoamento incompressível isotérmico é governado
pelas leis de conservação da massa e da quantidade de movimento. Tais relações estabelecem
um sistema de equações não lineares e diversas estratégias de solução numérica vêm sendo
desenvolvidas nas últimas décadas.

Uma técnica bastante empregada consiste na substituição das variáveis primitivas do
problema (velocidade e pressão) por expressões contendo vorticidade e linha de corrente. Do
ponto de vista dos escoamentos incompressíveis, há um acoplamento forte entre as variáveis
primitivas e que pode trazer dificuldades à simulação numérica do problema devido à presença
apenas das componentes de velocidade na equação de conservação da massa, tornando a pressão
naturalmente implícita. Nesse sentido, a formulação vorticidade-linha de corrente se torna
vantajosa por eliminar completamente a pressão da formulação. Entretanto, como desvantagens,
tem-se a dificuldade de expansão da formulação para escoamentos tridimensionais, além da
maior complexidade na aplicação das condições de contorno em termos da vorticidade (REDDY;
GARTLING, 2010).

Outras técnicas, como a estudada neste trabalho, desenvolvem-se a partir das equações
governantes em sua versão primitiva, com velocidades e pressões como incógnitas. Mais
especificamente, utiliza-se a formulação mista, ou velocidade-pressão, obtida pela aplicação do
Método de Galerkin às equações governantes e assim denominado por restringir as variáveis do
problema numa única formulação.

Mais adiante, é realizada uma abordagem quanto à estabilidade e convergência do
procedimento de solução, bem como aspectos sobre seu avanço temporal. Por fim, a metodologia
implementada é submetida a alguns testes numéricos para verificação e validação dos resultados.
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4.1 Forma fraca e aproximação pelo MEF

De acordo com os desenvolvimentos do Capítulo 2 procura-se nesta seção inicialmente
a forma fraca das Eq. 2.37 e 2.38, isto é, relações integrais a partir das equações diferenciais
parciais (EDP’s) dadas. Partimos, desse modo, realizando sua integração sobre o domínio de um
elemento finito genérico (Ωe) segundo o método dos resíduos ponderados:∫

Ωe

∂ui

∂xi
Q dΩ

e = 0, (4.1)∫
Ωe

[
ρ

(
∂ui

∂ t
+(u j−ω j)

∂ui

∂x j

)
−ρgi +

∂ p
∂xi
−µ

∂

∂x j

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)]
Wi dΩ

e = 0, (4.2)

em queQ eWi são chamadas funções ponderadoras e são homogêneas nas condições de contorno
essenciais, ou de Dirichlet.

Em seguida, procede-se com a integração por partes e aplicação do teorema da divergên-
cia à Eq. 4.2, obtendo-se: ∫

Ωe

∂ui

∂xi
Q dΩ

e = 0, (4.3)

∫
Ωe

{
ρ

[
Wi

∂ui

∂ t
+Wi(u j−ω j)

∂ui

∂x j
−Wigi

]
+

∂Wi

∂x j

[
pδi j−µ

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)]}
dΩ

e−
∫

Γe
WTi dΓ

e = 0,
(4.4)

em que Ti é a componente i da força de superfície no contorno, resultante da integral por partes e
definida por:

Ti = µ

[
2

∂ui

∂xi
ni +

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
n j

]
− pni, (4.5)

e ni é a componente do vetor normal na direção i.
As Eq. 4.3 e 4.4 definem, portanto, a forma fraca do problema incompressível isotérmico.

Deste modo, tendo em vista a aproximação clássica de elementos finitos, tem-se a interpolação
de cada uma das variáveis do problema (velocidade e pressão) no domínio de um elemento finito
expressa por:

ui(x, t) =
M

∑
m=1

ψm(x)um
i (t) = Ψ

T ui, (4.6)

p(x, t) =
L

∑
l=1

φl(x)pl(t) = Φ
T p, (4.7)

em que ui e p são vetores que contém os valores nodais de velocidade (um
i ) e pressão (pl) e Ψ e

Φ são chamadas funções de forma ou aproximadoras, por sua vez definidas como:

Ψ
T =

[
ψ1I ψ2I · · · ψMI

]
e Φ

T =
[
φ1 φ2 · · · φL

]
, (4.8)

em que φi e ψi são as funções aproximadoras associadas ao i-ésimo nó do elemento finito e I é



4.1. Forma fraca e aproximação pelo MEF 55

o tensor identidade de dimensão dois ou três para análises bidimensionais ou tridimensionais,
respectivamente.

O método de Galerkin (ou Bubnov-Galerkin), por sua vez, propõe o emprego de funções
aproximadoras iguais às funções ponderadoras, isto é, Q= Φ eWi = Ψ.

Assim, substituem-se as relações definidas nas Eq. 4.6 e 4.7 em 4.3 e 4.4, de forma a
obter-se:

−
[∫

Ωe
Φ

∂ΨT

∂xi
dΩ

e
]

ui = 0, (4.9)[∫
Ωe

ρΨΨ
T dΩ

e
]

u̇i +

[∫
Ωe

ρΨΨ
T (u j−ω j)

∂ΨT

∂x j
dΩ

e
]

ui +

[∫
Ωe

µ
∂Ψ

∂x j

∂ΨT

∂xi
dΩ

e
]

u j

−
[∫

Ωe

∂ΨT

∂xi
Φ

T dΩ
e
]

p =

[∫
Ωe

ρΨgi dΩ
e
]
+

[∫
Γe
TiΨ dΓ

e
]
, (4.10)

em que o ponto superposto denota a derivada temporal.
As Eq. 4.9 e 4.10 representam, portanto, o problema incompressível isotérmico no

domínio de um elemento finito. Por facilidade de representação, o sistema de equações resultantes
pode ser reescrito numa notação compacta como:

−QTu = 0, (4.11)

Mu̇+C(u−ωωω)u+Ku−Qp = F, (4.12)

em que:

M =
∫

Ω

ρΨΨ
T dΩ; C(u−ωωω) =

∫
Ω

ρΨΨ
T (u j−ω j)

∂ΨT

∂x j
dΩ; (4.13)

K =
∫

Ω

µ
∂Ψ

∂x j

∂ΨT

∂xi
dΩ; Q =

∫
Ω

∂ΨT

∂xi
Φ

T dΩ; (4.14)

F =
∫

Ω

ρΨgi dΩ+
∫

Γ

TiΨ dΓ. (4.15)

Nas Equações 4.13, 4.14 e 4.15, M e K são chamadas, respectivamente, de matrizes de
massa e viscosidade (ou difusão). Q e QT representam os respectivos operadores gradiente e
divergente, C(u−ωωω) compreende os efeitos de convecção (ou advecção) além da movimentação
da malha segundo a descrição ALE e F contém os termos relativos às forças de corpo, ou de
domínio (primeira parcela) e de superfície (segunda parcela) aplicadas ao fluido.

Por fim, o sistema de equações resultante é representado matricialmente da seguinte
forma: [

M 0
0 0

]
·

{
u̇
ṗ

}
+

[
K+C(u−ωωω) −Q
−QT 0

]
·

{
u
p

}
=

{
F
0

}
. (4.16)

É interessante destacar que nessa formulação p equivale a multiplicadores de Lagrange,
com a função de impor a incompressibilidade do fluido (equação da continuidade) (REDDY;
GARTLING, 2010).
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No âmbito da aproximação numérica, a formulação mista possui algumas limitações.
Por exemplo, na Eq. 4.16 a matriz QT[K+C(u−ωωω)]Q, também chamada de complemento de
Schur, é positiva-definida somente se ker(Q) = {0}, ou seja, se o núcleo de Q for igual ao vetor
nulo {0}. Caso isso aconteça, a matriz da segunda parcela em 4.16 é não-singular e leva a uma
solução única e estável para os campos de velocidade e pressão. Caso contrário, pode-se até obter
um campo estável para a velocidade, porém o campo de pressão apresenta resposta oscilatória e
com variações espúrias (DONEA; HUERTA, 2003).

Para que se tenha um sistema estável, a condição de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi, ou
LBB, deve ser satisfeita. Essa condição matemática relaciona os espaços das funções utilizadas
para a aproximação das variáveis do problema (velocidade e pressão) e faz com que a escolha do
elemento não seja arbitrária e ainda, que a ordem de aproximação para cada uma das variáveis
seja diferente de modo a evitar o aparecimento de modos espúrios de pressão. Desse modo,
trabalhos anteriores como o de Zienkiewicz e Taylor (2000) e Donea e Huerta (2003) foram
tomados como referência por relacionarem algumas combinações de elementos finitos já testados
e que atendem à condição LBB, como ilustra a Fig. 4.1.

Nós que interpolam velocidade e pressão

Nós que interpolam velocidade

T3B1/3C T6/3C Q9/4C

Figura 4.1: Elementos finitos que atendem à condição LBB.

Fonte: Zienkiewicz, Taylor e Nithiarasu (2005).

Neste trabalho, optou-se pela utilização de uma versão tridimensional da combinação
T6/3C, que se trata de um elemento tetraédrico isoparamétrico com aproximação quadrática para
a velocidade e linear para a pressão, ilustrado na Fig. 4.2.

4.2 Estabilidade da formulação

O método clássico de Galerkin, utilizado anteriormente para a obtenção da Eq. 4.16,
tem sido empregado na simulação de uma grande variedade de escoamentos incompressíveis,
comprovando sua eficiência e robustez. O fato da equação da continuidade e da quantidade
de movimento estarem acopladas torna computacionalmente difícil a busca por uma resposta
estável, devido principalmente ao tamanho e à forma da matriz a ser invertida. Ao analisar a
Eq. 4.16, percebe-se que a matriz K+C(u−ωωω) é assimétrica, esparsa e positiva semi-definida.
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Figura 4.2: Elemento tetraédrico isoparamétrico de aproximação linear para pressão e quadrática
para velocidade.

Este tipo de sistemas lineares são característicos de pontos de sela, ou saddle-point problems,
problemas que historicamente demandam de grande estudo e esforço para sua resolução. O uso
de algoritmos clássicos para a resolução de sistemas lineares como a eliminação Gaussiana nem
sempre retornam respostas estáveis, principalmente devido à presença de zeros nas diagonais
que implicam em pivôs nulos (REDDY; GARTLING, 2010; BENZI; GOLUB; LIESEN, 2005).

Desse modo, as pesquisas nessa área vêm concentrando esforços na busca por métodos
iterativos e pré-condicionadores adaptados especialmente para esse problema como é o caso por
exemplo dos trabalhos de Nigro et al. (1998), Elman, Silvester e Wathen (2002), Melchior et al.
(2012), Elman, Silvester e Wathen (2005) .

Neste trabalho, a solução numérica do sistema é obtida a partir do uso da biblioteca
HSL (Harwell Subroutine Library). Mais especificamente, utilizou-se o pacote HSL_MP42, que
baseia-se na técnica multifrontal, otimizado para problemas envolvendo sistemas de elementos
finitos e implementado em uma plataforma paralela com protocolo MPI.

Em um escoamento qualquer, à medida em que sua velocidade diminui, diz-se que ele
passa a ser de viscosidade dominante. Isso ocorre porque os termos da matriz K se tornam
numericamente superiores aos da matriz C(u) e o sistema de equações resultante (Eq. 4.16) se
torna cada vez mais linear. Por outro lado, se a velocidade do escoamento aumenta, ele se torna
de convecção dominante e, consequentemente, cada vez mais não-linear.

O Método de Galerkin clássico faz com que surjam variações espúrias decorrentes da
não-linearidade dos escoamentos de convecção dominante. Para contornar tal problema, vários
métodos de estabilização vêm sendo desenvolvidos, sendo que um dos mais antigos e difundidos
é o Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), proposto inicialmente por Brooks e Hughes
(1982). Esse esquema é baseado totalmente na formulação variacional, utilizando o método
de Petrov-Galerkin com funções ponderadoras escolhidas de forma a incluir uma viscosidade
artificial atuante na direção da velocidade, controlando a magnitude dos termos convectivos
nessa direção.

Em termos práticos, essa estabilização consiste no acréscimo de uma parcela à Eq. 4.2:
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(4.17)

onde o termo entre colchetes no somatório é chamado de resíduo da Eq. 4.2, nel é o número de
elementos da malha e τSUPG é o parâmetro de estabilização da formulação, que é calculado de
acordo com os desenvolvimentos de Bazilevs, Takizawa e Tezduyar (2013), através das seguintes
relações:

τSUPG =

(
1

τ2
SUGN1

+
1

τ2
SUGN2

+
1

τ2
SUGN3

)−1/2

, (4.18)

τSUGN1 =

(
nen

∑
i=1
|u ·∇Ψi|

)−1

, (4.19)

τSUGN2 =
∆t
2
, (4.20)

τSUGN3 =
h2

RGN
4ν

, (4.21)

hRGN = 2

(
nen

∑
i=1
|r ·∇Ψi|

)−1

, (4.22)

r =
∇ |u|
‖∇ |u|‖

. (4.23)

Levando-se em consideração queWi = Ψ, repete-se o procedimento realizado anterior-
mente, na seção 4.1. Assim, as matrizes locais definidas nas Eq. 4.13, 4.14 e 4.15 podem ser
reescritas, desta vez na forma estabilizada de acordo com a técnica SUPG:
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(4.26)
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Finalmente, pode-se atualizar a Eq. 4.16, agora em uma versão estabilizada:
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0

}
. (4.29)

ou numa notação simbólica:

M · U̇+K ·U = F, (4.30)

com U̇ = {u̇1, u̇2, u̇3, ṗ}T e U = {u1,u2,u3,p}T .

4.3 Integração temporal

Como pode-se avaliar, a Eq. 4.30 representa um problema discreto no espaço e contínuo
no tempo. A estratégia de solução numérica de problemas transientes, no entanto, pode ser
realizada através do avanço gradual da solução, discretizada no tempo. Ao utilizar tais proce-
dimentos, deve-se levar em consideração aspectos de estabilidade e precisão. Nesse sentido,
Reddy e Gartling (2010) apontam que os métodos implícitos, apesar de aparentemente terem
maior custo computacional, apresentam vantagens sobre os explícitos ao resolver o problema de
escoamento incompressível, basicamente por três razões:

• Implicidade natural da pressão em um fluido incompressível;

• Limitações quanto ao passo de tempo necessário para se obter estabilidade nos esquemas
explícitos;

• Ao utilizar modelos explícitos, observam-se problemas de diagonalização e inversão da
matriz M, acarretando na perda de precisão dos resultados.

Desse modo, dois métodos implícitos foram empregados, um de primeira e outro de
segunda ordem, sendo que em ambos é utilizado um esquema de correção do vetor incógnita,
com o objetivo de reduzir o número de iterações necessárias para alcançar a convergência a cada
passo de tempo.

4.3.1 Integrador de primeira ordem

Uma forma eficiente de se resolver o problema de discretização temporal é o método de
Euler implícito para o avanço da solução, definido por:

Un+1(t) = Un(t)+∆tα(tn+1,Un+1), (4.31)

ou ainda,

Un+1 = Un +∆tU̇n+1, (4.32)

para um problema de valor inicial do tipo
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α(t,U(t)) = U̇(t), U(t0) = U0, (4.33)

em que Un e Un+1 representam os respectivos vetores incógnita nos tempos anterior e atual e ∆t

é o passo de tempo, isto é, o intervalo utilizado para a discretização temporal.
Ao substituir a Eq. 4.30 em 4.32, tem-se:

Un+1 = Un +∆tM−1 [F(Un+1)−K
(
Un+1)Un+1] , (4.34)

ou ainda, [
1
∆t

M+K
(
Un+1)]Un+1 =

1
∆t

MUn +F
(
Un+1) , (4.35)

Assim, a Eq. 4.35 define o avanço discreto do problema incompressível de acordo com o
método de Euler implícito. Como essa equação é não linear, pode-se recorrer, por exemplo, ao
método iterativo de Newton-Raphson para a busca da solução. Tal procedimento consiste em
igualar a Eq. 4.35 a um vetor resíduo Rn+1. Desde que a solução Un+1 satisfaça a Eq. 4.35, Rn+1

será igual ao vetor nulo. Como o que se busca é justamente Un+1, inicialmente Rn+1 6= 0:[
1
∆t

M+K
(
Un+1)]Un+1− 1

∆t
MUn−F

(
Un+1)= Rn+1 6= 0. (4.36)

Expandindo Rn+1 em Série de Taylor e truncando-a nos termos de segunda ordem,
tem-se:

Rn+1 = Rn +
∂Rn

∂Un ∆U+�����O(∆U2). (4.37)

Observando que a condição para que Un+1 satisfaça a Eq. 4.35 é de que Rn+1 = 0,
obtém-se portanto:

∂Rn

∂Un ∆U =−Rn. (4.38)

Sendo assim, recorre-se novamente à Eq. 4.36 para a determinação do operador tangente
∂Rn

∂Un , bem como de Rn. Realizando os cálculos adequados, obtém-se por fim:[
1
∆t

M+K(Un)+
∂K(Un)

∂Un

]
∆U = F(Un)−K(Un)Un− 1

∆t
M
[
Un−Un−1] . (4.39)

Deste modo, para um determinado passo de tempo, a partir da solução anterior Un

calcula-se, através da Eq. 4.39, um incremento ∆U, sendo possível atualizar o vetor solução da
seguinte forma:

Un+1
k+1 = Un

k +∆U, (4.40)

em que k representa o contador das iterações realizadas.
Este procedimento é repetido até que a variação no vetor solução seja muito pequena,

isto é ‖ ∆U ‖≤ tolerância. Uma vez atingida esta condição, as acelerações são atualizadas:



4.3. Integração temporal 61

U̇n+1 =
1
∆t

(
Un+1−Un) , (4.41)

e o processo é reiniciado para um novo passo de tempo utilizando-se a correção Un+1
p como

chute inicial de Un+1:

Un+1
p = Un +∆tU̇n. (4.42)

4.3.2 Integrador de segunda ordem

Para buscar uma solução ainda mais precisa, recorre-se a um integrador implícito de
segunda ordem, que consiste na utilização da Regra do Trapézio, com preditor de Adams-Bashfort
(ABP), cuja relação geral é definida por:

Un+1(t) = Un(t)+
∆t
2
[
α
(
tn+1,Un+1)+α (tn,Un)

]
, (4.43)

novamente para um problema de valor inicial do tipo:

α(t,U(t)) = U̇(t), U(t0) = U0, (4.44)

Analogamente ao caso do integrador de primeira ordem, para um passo de tempo
constante, ao substituir 4.30 em 4.43, obtém-se:

Un+1 = Un +
∆t
2

M−1 [F(Un+1)−K
(
Un+1)+ U̇n] , (4.45)

ou ainda, [
2
∆t

M+K
(
Un+1)]Un+1 =

2
∆t

MUn +MU̇n +F
(
Un+1) , (4.46)

onde novamente Un e Un+1 são, respectivamente, os vetores incógnita nos tempos anterior e
atual.

Aplicando-se o método de Newton-Raphson:[
2
∆t

M+K
(
Un+1)]Un+1− 2

∆t
MUn−MU̇n−F

(
Un+1)= Rn+1, (4.47)

e procedendo de forma equivalente ao integrador de primeira ordem, expandindo Rn+1 por
série de Taylor, truncando-a novamente nos termos de segunda ordem e, por fim, calculando o
operador tangente ∂Rn

∂Un , assim como Rn, obtém-se:[
2
∆t

M+K(Un)+
∂K(Un)

∂Un

]
∆U = F(Un)−K(Un)Un

+MU̇n−1− 2
∆t

M
[
Un−Un−1] (4.48)

Da mesma forma, para um determinado passo de tempo Un, calcula-se ∆U a partir da
Eq. 4.48, obtendo-se Un+1 de acordo com a Eq. 4.40. Esse procedimento é repetido até que a
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condição ‖ ∆U ‖≤ tolerância seja satisfeita.
Para que um novo passo de tempo seja calculado, a aceleração é atualizada por meio de:

U̇n+1 =
2
∆t

(Un+1−Un)− U̇n, (4.49)

e, analogamente ao caso anterior, utiliza-se o uma correção no vetor incógnita, neste caso o
corretor de Adams-Bashfort, para o início do processo iterativo:

Un+1
p = Un +

∆t
2
(
U̇n− U̇n−1) . (4.50)

4.3.3 Procedimento para o avanço temporal da solução

Para realizar o avanço da solução de um tempo tn para o tempo tn+1 seguem-se os passos
listados a seguir, também ilustrados na Fig. 4.3:

Monta o problema 
global e determina ΔU 

Início

Leitura 
de dados

Fim

Tempo final 
alcançado?

Sim

n+1Calcula U
. n+1Calcula Up

n+1U  é atualizado║ΔU║≤tolerância?

Não

Sim Não

Figura 4.3: Fluxograma do procedimento de avanço temporal da solução.

1. Os valores de aceleração nodais são atualizados de acordo com as Eq. 4.41 ou 4.49;

2. O vetor tentativa, ou chute da solução é calculado através das Eq. 4.42 ou 4.50, destacando-
se que as variáveis de pressão não estão inclusas neste cálculo;

3. A solução real Un+1 é calculada com base nas Eq. 4.35 ou 4.46 por meio do método de
Newton-Raphson;

4. Um novo passo de tempo é computado e o procedimento é repetido até que se alcance o
tempo final da análise.

4.4 Exemplos de problemas de dinâmica dos fluidos

Esta seção é dedicada ao teste da formulação numérica desenvolvida anteriormente por
meio de aplicações numéricas que possibilitem a verificação e validação de seus resultados.
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Apesar de o código desenvolvido permitir a análise de escoamentos tridimensionais, são
estudados apenas casos bidimensionais por serem exemplos confiáveis disponíveis na literatura.
Os exemplos escolhidos são amplamente utilizados na verificação e validação de metodologias
para análise de escoamentos incompressíveis além de demandarem menor custo computacional
por se tratarem de casos bidimensionais.

No primeiro deles, o caso clássico de uma cavidade quadrada com parede móvel é
simulado. Em seguida, testa-se o rompimento de uma barragem, em que se faz necessária a
utilização do esquema de movimentação do domínio pela descrição ALE. Por fim, estudou-se o
escoamento bidimensional sobre um cilindro.

4.4.1 Cavidade quadrada

Neste primeiro caso, estudou-se o comportamento de um fluido confinado em uma
cavidade cujo escoamento é induzido pelo deslizamento da parede superior, como ilustra a
Fig. 4.4. As paredes laterais da cavidade, por sua vez, são rígidas e com condição de não-
escorregamento. Já nas faces perpendiculares ao eixo z, prescreve-se apenas que a componente
de velocidade normal ao plano (w) é nula.

x

y

z

u,v,w=0 u,v,w=0

u,v,w=0

u=u ; v,w=0∞

Figura 4.4: Geometria e condições de contorno do problema da cavidade quadrada.

Devido à viscosidade do fluido, o deslizamento da parede localizada no topo da cavidade
provoca a formação de vórtices no interior da cavidade. À medida em que o valor de u∞ é variado,
altera-se o número de Reynolds (Eq. 4.51) do problema (para viscosidade, massa específica e
geometria constantes):

Re =
ρLu∞

µ
=

Lu∞

ν
, (4.51)
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em que ν é a viscosidade cinemática do fluido, u∞ a velocidade de referência e L é chamado
de comprimento característico do escoamento, neste caso igual ao comprimento ou a altura da
cavidade.

Neste trabalho foram testadas três diferentes malhas, ilustradas na Fig. 4.5 e cujos dados
são apresentados na Tabela 4.1.

(a) (b) (c)

Figura 4.5: Malhas de elementos finitos utilizadas: (a) malha 1, (b) malha 2 e (c) malha 3.

Tabela 4.1: Características das malhas utilizadas no problema da cavidade quadrada

Malha Elementos Nós - Pressão Nós - Velocidade Graus de liberdade
Malha 1 1844 632 3737 11843
Malha 2 5085 1791 10446 33129
Malha 3 9034 3140 18437 58451

A análise desse problema consiste em obter o estado estacionário, isto é, a análise é
levada até o momento em que o campo de velocidades e de pressões se torne constante. Como
parâmetros de entrada, utilizaram-se valores unitários de ρ e µ , variando-se o módulo de u∞.
Para todas as análises empregaram-se passos de tempo que variam de 1,00 a 0,01, com valores
menores para os casos com maior Re.

A seguir, são apresentados os resultados obtidos para quatro diferentes números de
Reynolds: 100, 400, 1000 e 3200. Tendo em vista que a origem do sistema de referência encontra-
se no centro da cavidade e que esta possui lado igual a duas unidades, apresentam-se na Fig. 4.6
as curvas da velocidades horizontal e vertical adimensionalizadas (u/u∞ e v/u∞) ao longo das
linhas centrais da cavidade em comparação com as obtidas por Ghia, Ghia e Shin (1982).

Para valores superiores de Re não obtiveram-se respostas estáveis. Ao explorar os gráficos
da Fig. 4.6, pode-se atestar a convergência da metodologia empregada para a solução teórica à
medida em que utiliza-se uma malha mais refinada. Contudo, mesmo para os casos com Re=400
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(a) Re=100, ∆t = 1,00.
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(b) Re=400, ∆t = 0,10.
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(c) Re=1000, ∆t = 0,10.
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(d) Re=3200, ∆t = 0,01.

Figura 4.6: Velocidades adimensionais em função da altura/largura da cavidade.

e 1000 uma resposta mais satisfatória demanda num acréscimo muito grande no número de graus
de liberdade do problema.

Isso ocorre porque à medida em que aumenta-se o número de Reynolds, maiores são
os efeitos turbulentos associados ao problema. As equações de Navier-Stokes são capazes de
representar satisfatoriamente estes efeitos, mas demandam de uma malha fina o suficiente para
captar as diversas escalas de turbulência.

Outros meios de se alcançar soluções com certa ordem de precisão sem estender o
número de graus de liberdade do sistema são pelo emprego de modelos de turbulência, que não
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fazem parte dos objetivos deste trabalho.
Por fim, apresentam-se nas Fig. 4.7 e 4.8 a comparação entre as linhas de corrente e de

pressão obtidas para a malha 3 em comparação com as de Glowinski (2003), onde é possível
verificar boa aproximação dos resultados.

(a) Glowinski (2003), Re=100 (b) Presente trabalho, Re=100

(c) Glowinski (2003), Re=400 (d) Presente trabalho, Re=400

(e) Glowinski (2003), Re=1000 (f) Presente trabalho, Re=1000

Figura 4.7: Linhas de corrente obtidas por Glowinski (2003) (à esquerda) e no presente trabalho.
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(g) Glowinski (2003), Re=3200 (h) Presente trabalho, Re=3200

Figura 4.7: Linhas de corrente obtidas por Glowinski (2003) (à esquerda) e no presente trabalho
- continuação.

(a) Glowinski (2003), Re=100 (b) Presente trabalho, Re=100

(c) Glowinski (2003), Re=400 (d) Presente trabalho, Re=400

Figura 4.8: Linhas de pressão obtidas por Glowinski (2003) (à esquerda) e no presente trabalho.



68 Capítulo 4. Análise numérica dos escoamentos incompressíveis

(e) Glowinski (2003), Re=1000 (f) Presente trabalho, Re=1000

(g) Glowinski (2003), Re=3200 (h) Presente trabalho, Re=3200

Figura 4.8: Linhas de pressão obtidas por Glowinski (2003) (à esquerda) e no presente trabalho -
continuação.

4.4.2 Barragem rompida

Neste segundo exemplo considerado, simulou-se o problema de uma barragem inicial-
mente em repouso cuja comporta se rompe no instante inicial da análise, permitindo o escoamento
do fluido. Escolheu-se realizar a simulação fazendo ui = ωi, ou seja, uma descrição puramente
Lagrangeana. Assim, as posições de cada nó da malha utilizada para a discretização espacial são
atualizadas com base nos próprios valores nodais da velocidade do fluido. É importante destacar
que nenhum método de suavização ou movimentação da malha a fim de evitar a distorção dos
elementos é aplicado. Tal assunto será abordado com maior detalhe mais adiante, no Capítulo 6.

Na Fig. 4.9 a geometria bem como as condições de contorno do problema são ilustradas.
Como o fluido encontra-se inicialmente em repouso e sob ação da força gravitacional g, sua
distribuição de pressão é hidrostática. Além disso, o fato de as paredes serem lisas implica na
restrição apenas da componente normal de velocidade nestes contornos. Novamente nas faces
perpendiculares à direção z restringe-se a componente normal de velocidades e consideram-se
superfícies livres nos demais contornos.
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Figura 4.9: Geometria do problema da barragem rompida.

A malha utilizada para a simulação é ilustrada na Fig. 4.10 e conta com 2593 elementos,
sendo que pressão e velocidade são interpoladas por 808 e 4961 nós, respectivamente, implicando
num total de 15691 parâmetros nodais. No canto inferior direito da malha adotou-se uma maior
densidade de elementos, por se tratar da região onde ocorre maior distorção.

Figura 4.10: Malha utilizada na simulação do problema da barragem rompida.

Para o fluido, adotou-se massa específica igual a 1,0 kg/m3, viscosidade dinâmica de
0,001 Pa.s, aceleração da gravidade igual a 1,0 m/s2 e ∆t = 5.10−4 s.
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Na Fig. 4.11 apresenta-se a o gráfico obtido para o deslocamento máximo do fluido em
função do tempo adimensional, comparando-se com os resultados experimentais de Martin e
Moyce (1952) e numéricos de Nithiarasu (2005), que simulou o problema utilizando uma análise
bidimensional com elementos finitos triangulares com base no algoritmo CBS (characteristic-

based split). No gráfico, L é a posição extrema do fluido, L0 = 0,35 m e t* é o tempo adimensional,
tal que t*=t

√
2g/L0.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4
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Presente trabalho

Figura 4.11: Deslocamento horizontal relativo em função do tempo adimensional.

Como pode-se perceber, os valores obtidos mostram concordância com as referências
utilizadas. A simulação foi realizada utilizando tanto o integrador temporal de primeira ordem
quanto o de segunda ordem, não sendo observadas diferenças significativas nos resultados.

Por fim, as Fig. 4.12, 4.13 e 4.14 apresentam as configurações deformadas da malha
bem como os campos de velocidade e pressão nos instantes de tempo t* iguais a 1,5, 2,5 e 4,0,
respectivamente.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.12: Instante de tempo t* = 1,5: (a) malha deformada, (b) pressão, (c) velocidade x e (d)
velocidade y.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 4.13: Instante de tempo t* = 2,5: (a) malha deformada, (b) pressão, (c) velocidade x e (d)
velocidade y.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 4.14: Instante de tempo t* = 4,0: (a) malha deformada, (b) pressão, (c) velocidade x e (d)
velocidade y.
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4.4.3 Escoamento em torno de um cilindro

Nesta aplicação, tem-se por objetivo a comparação das respostas transientes e esta-
cionárias obtidas em cada modelo de integração temporal proposto anteriormente. Trata-se
do escoamento bidimensional sobre um cilindro, cuja geometria e condições de contorno são
ilustradas na Fig. 4.15. Por se tratar de um escoamento viscoso, exceto para Re�1, há a formação
de vórtices à jusante do cilindro. Para valores de Re/40, observa-se a ocorrência de dois vórtices
simétricos. Já para um intervalo da ordem de 40 < Re < 200, é gerada uma esteira de vórtices
denominada esteira de Von Kármán. No entanto, nesse intervalo a esteira de vórtices é ainda
laminar. Para valores de Re superiores a 200, ocorre uma zona de transição e em seguida a
turbulência do escoamento.

u=u
v=w=0

¥

v=w=0

v=w=0

p=p¥

16D

8D D=1

4D

4D

parede rugosa

A

Figura 4.15: Geometria do problema de escoamento em torno de um cilindro.

Como não faz parte do escopo deste trabalho a avaliação de efeitos turbulentos, optou-se
por simular este problema com Re=100, obtidos fixando-se ρ = u∞=1,0 e µ=0,01. O problema
foi simulado para passos de tempo iguais a 0,1 e 0,05 com a malha apresentada na Fig. 4.16 (vista
frontal), que conta com 5195 elementos e 10427 nós que interpolam o campo de velocidade, dos
quais 1744 também aproximam o campo de pressão, num total de 33025 graus de liberdade.

Figura 4.16: Malha utilizada nas simulações de escoamento em torno de um cilindro.
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O primeiro parâmetro avaliado neste exemplo foi a componente vertical de velocidade
no ponto A (ver Fig. 4.15). Na Fig. 4.17 é apresentado sua evolução com o tempo utilizando-se o
integrador temporal de segunda ordem com ∆t=0,05 em comparação com o resultado reportado
em Sampaio et al. (1993), verificando-se boa aproximação.

−0.6
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 0.2

 0.4
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v

t 

Sampaio et al.
Presente trabalho

Figura 4.17: Componente vertical de velocidade no ponto A ao longo do tempo.

Para facilitar a comparação com trabalhos anteriores, calcularam-se também o número
de Strouhal (St) e os coeficientes de sustentação (CL) e arrasto (CD) atuantes no cilindro:

St =
f D
u∞

, (4.52)

CL =
FL

1
2ρu2

∞t
, (4.53)

CD =
FD

1
2ρu2

∞t
, (4.54)

em que f é a frequência de desprendimento dos vórtices, t é a espessura do cilindro e FL e FD

são, respectivamente, as forças de sustentação e arrasto calculadas por:

FL =
∫

S
(−pδ1 j + τ1 j)n jdS, (4.55)

FD =
∫

S
(−pδ2 j + τ2 j)n jdS, (4.56)

em que S representa a superfície do cilindro e n j a componente na direção j do vetor normal à S

e 1 e 2 indicam, respectivamente, as direções horizontal e vertical.
Desse modo, nas Fig. 4.18 e 4.19 são apresentados os comportamentos de CD e CL

observados para ∆t=0,1 e ∆t=0,05, respectivamente para ambos os integradores temporais.
Pode-se constatar uma grande diferença nos resultados obtidos, principalmente no que

diz respeito à amplitude e frequência de oscilação do coeficiente de sustentação e também no
valor médio do coeficiente de arrasto, mas que tendem a se aproximar à medida em que o passo
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de tempo é reduzido. Para avaliar melhor tais resultados, construiu-se também a Tabela 4.2,
apresentada a seguir.
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Figura 4.18: Coeficiente de (a) arrasto e (b) sustentação ao longo do tempo para ∆t = 0,1.
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Figura 4.19: Coeficiente de (a) arrasto e (b) sustentação ao longo do tempo para ∆t = 0,05.

Diante dos dados apresentados, excetuando-se o caso do integrador de primeira ordem
com ∆t=0,1, principalmente devido aos valores do coeficiente de sustentação, os demais testes
aproximam-se daqueles reportados na literatura. Comparando os integradores temporais, observa-
se uma maior proximidade com os resultados presentes na literatura para o integrador de segunda
ordem, o que se mostra coerente, uma vez que este possui uma ordem de aproximação maior.

Entretanto, apesar de o integrador de primeira ordem levar um tempo maior para atingir
o estado estacionário, apresenta resultados satisfatórios para ∆t=0,05 tanto para os coeficientes
de arrasto e sustentação quanto para o valor de St, quando comparados por exemplo com os
valores obtidos por Ding et al. (2004).

É importante destacar que a escolha do passo de tempo tem influência considerável na
resposta obtida. É notável também que a não-linearidade do problema torna a escolha de sua
magnitude parte de vital importância da etapa de pré-processamento.
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Tabela 4.2: Comparativo entre os valores de CD,médio, CL,máximo e St.

Trabalho CD,médio CL,máximo St
Presente - ∆t=0,1, int. 1ª ordem 1,32 0,14 0,167
Presente - ∆t=0,1, int. 2ª ordem 1,37 0,26 0,175
Presente - ∆t=0,05, int. 1ª ordem 1,36 0,23 0,175
Presente - ∆t=0,05, int. 2ª ordem 1,39 0,30 0,180
Najafi, Arefmanesh e Enjilela (2012) 1,47 0,38 -
Ding et al. (2004) 1,33 0,28 0,164
Kjellgren (1997) 1,34-1,37 0,25-0,29-0,30-0,33 0,17-0,16-0,17-0,16
Tezduyar et al. (1992) 1,38-1,40 0,35-0,38 0,169-0,170
Thomas, Nithiarasu e Bevan (2008) 1,50 0,32 -
Codina et al. (2006) 1,49-1,52-1,53 0,30-0,36-0,38 -
Gresho et al. (1984) 1,76 1,48 0,180

Finalmente, capturaram-se as disposições das linhas de corrente e de pressão no instante
de tempo t=100,0 para o integrador de segunda ordem com ∆t=0,05, cuja distribuição é
comparada com a apresentada por Najafi, Arefmanesh e Enjilela (2012) nas Fig. 4.20 e 4.21,
onde novamente observa-se boa aproximação dos resultados.

(a) (b)

Figura 4.20: Linhas de pressão em t=100,0 (a) Najafi, Arefmanesh e Enjilela (2012) e (b) Presente
trabalho.
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(a) (b)

Figura 4.21: Linhas de corrente em t=100,0 (a) Najafi, Arefmanesh e Enjilela (2012) e (b)
Presente trabalho.
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CAPÍTULO

5
ANÁLISE NUMÉRICA DA MECÂNICA DOS

SÓLIDOS

Neste capítulo, a cinemática de movimentação de um sólido, introduzida no Capítulo 3
é aplicada a elementos finitos de casca. O problema de equilíbrio dinâmico é discretizado no
tempo e o algoritmo desenvolvido por Coda e Paccola (2007) e Coda e Paccola (2008) com base
no Método dos Elementos Finitos Posicional é aplicado em exemplos de verificação.

5.1 A cinemática do MEF Posicional

Na Mecânica dos Sólidos e, mais especificamente, na mecânica dos sólidos computaci-
onal, a deformação de um corpo é calculada a partir da mudança de uma configuração inicial
(Ω0) para uma final (Ω). Em termos práticos, existe uma função vetorial ~f que pode mapear
essa alteração de estado. Quando se está trabalhando com o Método dos Elementos Finitos
(MEF), uma das estratégias que se usa para a determinação dessa função é a utilização de um
espaço adimensional, mapeado por coordenadas auxiliares ξ1,ξ2 (numa análise bidimensional),
cujas equações governantes são integradas empregando-se a regra de quadratura adequada, como
ilustra a Fig. 5.1 (CODA; PACCOLA, 2007).

A determinação das funções ~f 0 e ~f 1, por sua vez, se torna meramente numérica, de
acordo com o MEF, já que as incógnitas do problema são interpoladas por funções aproximadoras
(funções de forma) no domínio de um elemento finito.

Como já mencionado, o método dos elementos finitos posicional diferencia-se da
abordagem clássica por substituir os parâmetros nodais de deslocamentos por posições, ou
seja, os próprios valores das coordenadas nodais.

Tomando a discretização de um problema qualquer cujo elemento finito genérico é
representado na Fig. 5.1, pode-se realizar o mapeamento das posições nas configurações inicial e
deformada como:
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Figura 5.1: Cinemática do MEF Posicional.

Fonte: Adaptado de Coda e Paccola (2007).

f 0 = xi(ξ1,ξ2,ξ3,Xli) = Nl(ξ1,ξ2,ξ3)Xli, (5.1)

f 1 = yi(ξ1,ξ2,ξ3,Xli) = Nl(ξ1,ξ2,ξ3)Yli, (5.2)

em que xi e yi são as i-ésimas posições de um ponto genérico pertencente a Ω0 e Ω, respecti-
vamente. Xli e Yli são as coordenadas na direção i do nó l pertencente ao elemento finito em
questão e Nl é a função de forma associada ao nó l.

Para definir a função vetorial mudança de configuração ~f , cujo domínio é Ω0 e imagem
Ω, pode-se realizar a aplicação linear de ~f 1 sobre a imagem de (~f 0)−1, isto é:

~f = ~f 1 ◦ (~f 0)−1. (5.3)

Analogamente, tem-se o gradiente de ~f definido por:

A = A1(A0)−1, (5.4)

onde:

A0 = A0
i j = f 0

i, j =
∂Nl(ξ1,ξ2,ξ3)

∂x j
Xli, (5.5)

A1 = A1
i j = f 0

i, j =
∂Nl(ξ1,ξ2,ξ3)

∂x j
Yli. (5.6)

Desse modo, tem-se também o alongamento à direita de Cauchy-Green e a deformação
de Green dados por:
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C = AT A =
[
(A1)(A0)−1]T [(A1)(A0)−1] , (5.7)

e

E =
1
2
(C− I) =

1
2
(AT A− I) =

1
2

{[
(A1)(A0)−1]T [(A1)(A0)−1]− I

}
. (5.8)

As Eq. 5.7 e 5.8 demonstram que conhecendo-se as posições iniciais e finais de cada nó
da malha de elementos finitos pode-se determinar a deformação de Green do sólido também de
forma nodal e, a partir desta, sua energia de deformação e estado de tensões.

5.2 O MEF Posicional aplicado ao elemento finito de casca

As cascas são elementos estruturais tridimensionais definidos por uma dimensão muito
menor que as demais. Assim, pode-se desenvolver um modelo de movimentação descrito a partir
de sua superfície média, reduzindo o número de graus de liberdade do problema, em comparação
com elementos tridimensionais. Neste trabalho, a cinemática de Reissner para cascas é também
adotada, de modo a levar em consideração as deformações geradas por cisalhamento.

Na abordagem realizada anteriormente para exemplificar o funcionamento do MEF
Posicional, o elemento contava apenas com as posições nodais como graus de liberdade. O
elemento de casca empregado neste trabalho, por sua vez, é isoparamétrico, podendo ser
inicialmente curvo, triangular de 10 nós com aproximação por polinômios de Lagrange de
ordem cúbica, cuja cinemática é apresentada na Fig. 5.2. Tal elemento conta com 7 graus de
liberdade por nó: três correspondentes às coordenadas x,y e z do respectivo nó; três graus de
liberdade definindo as componentes do vetor g inicialmente normal à superfície média e não
necessariamente normal na configuração atual, de acordo com a cinemática de Reissner; e, por
fim, a taxa de variação linear da deformação ao longo da espessura a, adicionada à formulação
para se evitar o travamento pelo efeito de Poisson (CODA; PACCOLA, 2008).

O mapeamento das posições é realizado de forma análoga ao apresentado anteriormente,
de acordo com as Eq. 5.5 e 5.6 em que Xli e Yli correspondem às coordenadas dos nós, que agora
descrevem a superfície média do elemento xm

i e ym
i , respectivamente, nas configurações inicial e

deformada, de acordo com a Fig. 5.2.
A taxa de variação linear da deformação (a) é definida constante ao longo da espessura

do elemento (ξ3), e interpolada na configuração atual como:

a(ξ1,ξ2) = N j(ξ1,ξ2)a j (5.9)

onde a j é o valor da taxa no nó j.
Para completar o mapeamento do elemento de casca, assumem-se dois vetores, chamados

vetores generalizados, g0 e g1 definidos como a diferença entre um ponto fora da superfície
média e o seu correspondente pertencente à superfície média, como ilustrado na Fig. 5.2.

Sendo assim, a posição de um ponto qualquer no elemento pode ser definido pela adição
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Figura 5.2: Cinemática do elemento finito de casca.

do vetor generalizado ao seu correspondente localizado na superfície média, considerando
deformação constante na direção normal à superfície:

xi = xm
i +g0

i , (5.10)

yi = ym
i +g1

i . (5.11)

Tendo em vista que as posições xm
i e ym

i já foram anteriormente parametrizadas (Eq. 5.5
e 5.6), reescreve-se os vetores g0

i e g1
i como:

g0
i =

h0(ξ1,ξ2)

2
ξ3e0

i (ξ1,ξ2), (5.12)

g1
i =

h0(ξ1,ξ2)

2
NlḠli[ξ3 +aξ

2
3 ], (5.13)

em que h0 representa a espessura da casca na configuração inicial, e0
i é o vetor unitário normal

à superfície média inicial e Ḡli são os valores do vetor generalizado (incógnita) no nó i na
configuração atual.

Como o vetor e0
i é aproximado em termos das funções de forma, pode-se trabalhar

algebricamente nas Eq. 5.12 e 5.13 (ver Coda e Paccola (2007) e Sanches (2011)) de modo a
compor as funções de mudança de configuração f0 e f1 pela soma de cada uma das parcelas
referentes aos graus de liberdade definidos anteriormente para o elemento de casca:

f 0
i = xi = N j(ξ1,ξ2)X ji +

h0

2
ξ3N j(ξ1,ξ2)e0

i j, (5.14)
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f 1
i = yi = N j(ξ1,ξ2)Y ji +

h0

2
[ξ3 +N j(ξ1,ξ2)a jξ

2
3 ]N j(ξ1,ξ2)Ḡi j, (5.15)

5.3 Equilíbrio dinâmico do elemento de casca

O equilíbrio dinâmico do elemento de casca em formulação posicional é realizado
tomando-se como ponto de partida a Eq. 3.8, que define o equilíbrio dinâmico de um sólido
genérico em forma fraca:∫

Ω0

[
1
2

ρ0
∂ (ẏ · ẏ)

∂y
·δy
]

dΩ0−F ·δy

−
∫

Ω0

(b0 ·δy) dΩ0−
∫

Γ0

(p ·δy) dΓ0 +
∫

Ω0

[
∂ue

∂y
·δy
]

dΩ0 = 0.
(5.16)

Trabalhando-se inicialmente com a derivada parcial presente na primeira parcela, que
define as forças inerciais tem-se, agora em notação indicial:

∂ (ẏiẏi)

∂y j
=

∂ ẏi

∂y j
ẏi + ẏi

∂ ẏi

∂y j
= 2ẏi

∂ ẏi

∂y j
. (5.17)

Tendo em vista que a aceleração e a velocidade de cada ponto é definida por:

ÿi =
∂ ẏi

∂ t
e ẏ j =

∂y j

∂ t
, (5.18)

e que a derivada com relação ao tempo é unidimensional, tem-se que:

∂ ẏi

∂y j
=

ÿi

ẏ j
. (5.19)

Substituindo a Eq. 5.19 em 5.17 e atentando-se ao fato de que as posições são interpoladas
como yi = NkYki, a primeira parcela da Eq. 5.16 pode ser reescrita como:∫

Ω0

[
1
2

ρ0
∂ (ẏ · ẏ)

∂y
·δy
]

dΩ0 =
∫

Ω0

ρ0NiN jŸ ·δy dΩ0 (5.20)

em que Ÿ contém os valores nodais de aceleração.
Em contrapartida, como demonstrado anteriormente, a energia específica de deformação

para a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff pode ser escrita como função da deformação
de Green. Esta última, definida na Eq. 5.8, é dependente da posição do sólido. Assim, pode-se
aplicar a regra da cadeia à ultima parcela da Eq. 5.16, do que resulta:∫

Ω0

[
∂ue

∂y
·δy
]

dΩ0 =
∫

Ω0

[
∂uSV K

e
∂E

:
E

∂Y
·δy
]

dΩ0. (5.21)

Assim, o equilíbrio definido pela Eq. 5.16 pode ser reescrito, agora em termos do MEF
posicional da seguinte forma:
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∫
Ω0

[
ρ0NiN jŸ ·δy

]
dΩ0−F ·δy

−
∫

Ω0

(b0 ·δy) dΩ0−
∫

Γ0

(p ·δy) dΓ0 +
∫

Ω0

[
∂uSV K

e
∂E

:
E

∂Y
·δy
]

dΩ0 = 0.
(5.22)

Dada a arbitrariedade de δy, tem-se por fim o equilíbrio dinâmico expresso por:∫
Ω0

[
ρ0NiN jŸ

]
dΩ0−F−

∫
Ω0

b0 dΩ0−
∫

Γ0

p dΓ0 +
∫

Ω0

[
∂uSV K

e
∂E

:
E

∂Y

]
dΩ0 = 0, (5.23)

ou ainda, numa forma matricial tem-se:

MŸ+CẎ+Fint−Fext = 0 (5.24)

em que M é a matriz de massa (constante), Fext representa o somatório das forças de campo,
superfície e concentradas, Fint corresponde às forças elásticas e C é introduzida como a matriz
de amortecimento, adotada proporcional à M e K, segundo o modelo de Rayleigh.

5.4 Integração temporal e processo de solução pelo método

de Newton-Raphson

Para realizar o avanço discreto no tempo, optou-se pela utilização do método Newmark-β
de integração temporal, já comprovadamente eficiente para o elemento de casca resolvido pelo
MEF Posicional, como atestam os trabalhos de Coda e Paccola (2009), Sanches e Coda (2010a),
Sanches e Coda (2010b), Sanches e Coda (2013), Sanches e Coda (2014). Deve-se notar que
a formulação apresenta matriz de massa constante, ficando similar a um problema fisicamente
não linear porém geometricamente linear. Considerando isso, Sanches e Coda (2013) e Coda
e Paccola (2009) provam que para pequenas deformações, o método de Newmark conserva a
quantidade de movimento e apresenta conservação de energia para a maioria dos problemas de
engenharia (ver Sanches e Coda (2013) para maiores detalhes).

O método Newmark-β caracteriza-se por ser implícito, sendo que as velocidades e
posições nos instantes de tempo t +∆t são determinadas a partir de:

Yt+∆t = Yt +∆tẎt +

(
1
2
−β

)
∆t2Ÿt +β∆t2Ÿt+∆t , (5.25)

Ẏt+∆t = Ẏt +(1− γ)∆tŸt + γ∆tŸt+∆t , (5.26)

em que β e γ são parâmetros dependentes do comportamento assumido para a aceleração e ∆t é
o valor do incremento de tempo. Admitindo aceleração constante no intervalo de um passo de
tempo, adota-se γ = 1/2 e β = 1/4.

Aplicando-se as Eq. 5.25 e 5.26 à Eq. 5.24, tem-se para um instante de tempo t +∆t a
seguinte relação:
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∂Ue

∂Y

∣∣∣∣
t+∆t
−Ft+∆t +

M
β∆t2 Yt+∆t−MQt +CRt +

γC
β∆t

Yt+∆t− γ∆tCQt = 0, (5.27)

com Qt e Rt dependentes apenas de velocidades, acelerações e posições de passos anteriores e
iguais a:

Qt =
Yt

β∆t2 +
Ẏt

β∆t
+

(
1

2β
−1
)

Ÿt , (5.28)

Rt = Ẏt +∆t(1− γ)Ÿt (5.29)

Por se tratar de uma equação não linear, uma técnica numérica eficiente para a determina-
ção da solução da Eq. 5.27 é o processo iterativo de Newton-Raphson. Seu emprego é realizado
tomando-se a Eq. 5.27 e igualando-a a um vetor s, inicialmente diferente de zero, chamado vetor
de desbalanceamento mecânico:

∂Ue

∂Y

∣∣∣∣
t+∆t
−Ft+∆t +

M
β∆t2 Yt+∆t−MQt +CRt +

γC
β∆t

Yt+∆t− γ∆tCQt = s. (5.30)

Expandindo s em série de Taylor e truncando nos termos de segunda ordem, tem-se:

s = s|Yt
+

∂ s
∂Y

∣∣∣∣
Yt

∆Y+�����O(∆Y2). (5.31)

Tendo em vista que a Eq. 5.27 é satisfeita quando s = 0, o processo iterativo-incremental
fica definido por:

∂ s
∂Y

∣∣∣∣
Yt

∆Y =− s|Yt
. (5.32)

ou ainda,

H ∆Y =− s|Yt
. (5.33)

em que H é a chamada matriz Hessiana, assim denominada por uma de suas parcelas ser referente
à segunda derivada com relação à posição da energia específica de deformação. Como a lei
constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff adotada é uma função convexa, a matriz Hessiana é
positiva-definida.

Desse modo, H é determinada a partir da própria Eq. 5.30, tal que:

∂ s
∂Y

∣∣∣∣
t
=

∂ 2Ue

∂ 2Y

∣∣∣∣
t
+

M
β∆t2 +

γC
β∆t

. (5.34)

Sendo assim, o processo de solução, ilustrado no fluxograma da Fig. 5.3, consiste em
determinar o valor de Y de tal modo que s seja menor que uma tolerância estabelecida, isto
é, utilizar a configuração inicial como chute para o início do processo iterativo, seguido da
resolução da Eq. 5.32 atualizando Y através de:

Yi+1
t+1 = Yi +∆Y (5.35)
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em que i é o contador das iterações realizadas.

Início

Leitura 
de dados

Fim

Tempo final 
alcançado?

Sim i+1Y  é atualizado║ΔY║≤tolerância?

Não

Sim Não

Atualiza Yt

Calcula
Q  e Rt t

Calcula H e  
e determina ΔY 

g|Yt

Figura 5.3: Fluxograma do procedimento de avanço temporal da solução.

5.5 Exemplos de verificação do programa existente

Nesta seção são apresentados exemplos numéricos com o objetivo de verificar o modelo
numérico para análise não linear geométrica dinâmica de estruturas de casca proposto.

5.5.1 Viga engastada com carregamento distribuído uniforme

Este caso trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento distribuído
uniforme, como apresentado na Fig. 5.4, e foi introduzido por Bathe, Ramm e Wilson (1975).

superfície média

P(t)

25,40

2,54

2,54 

medidas em cm

Figura 5.4: Geometria e condições de contorno da viga engastada com carregamento distribuído
uniforme.

A viga possui seção transversal quadrada de lado igual a 2,54 cm e comprimento de 25,40
cm, além de estar submedida a um carregamento vertical constante ao longo do tempo e igual
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a -1,965 N/cm². A estrutura é composta também por um material com módulo de elasticidade
E= 82,74 MPa, coeficiente de Poisson ν = 0,2 e massa específica ρ = 1.0687.10−5 kg/cm³.

A modelagem por meio de elementos de casca é realizada discretizando-se a superfície
média da viga, destacada na Fig. 5.4. Para tanto, empregou-se uma malha com 40 elementos
finitos e 244 nós, num total de 1708 graus de liberdade, ilustrada na Fig. 5.5 com e =2,54 cm e
l =25,40 cm.

l

e

Figura 5.5: Malha de elementos finitos utilizada para a discretização da viga.

Cabe destacar que o carregamento distribuído é considerado do tipo não-conservativo,
agindo sobre a estrutura como uma pressão, perpendicular ao eixo da viga. Este tipo de
carregamento é introduzido na formulação modificando-se apenas a parcela correspondente
às forças externas na equação de equilíbrio.

Diante disso, apresenta-se na Fig. 5.6 o deslocamento adimensionalizado na extremidade
da viga em função do tempo obtida para um passo de tempo ∆t = 1,35.10−4 s em comparação
com os resultados de Bathe, Ramm e Wilson (1975).

−0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90

d
/l

tempo (n∆t) 

Bathe, Ramm e Wilson (1975)
presente trabalho

Figura 5.6: Deslocamento vertical da extremidade da viga em função do tempo.

As duas respostas se mostraram bastante semelhantes, notando-se uma diferença de fase
e ainda que a resposta da referência diminui sua amplitude devido ao amortecimento numérico.
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Isso deve-se provavelmente aos diferentes elementos e formulações adotados. Além disso, Bathe,
Ramm e Wilson (1975) simulam este caso utilizando apenas cinco elementos de chapa, ou seja,
uma discretização pobre em comparação com a empregada neste trabalho.

Mesmo assim, percebe-se que a abordagem posicional se mostrou bastante eficiente
para a reprodução deste problema claramente não linear geométrico, dada a amplitude dos
deslocamentos desenvolvidos pela estrutura.

Por fim, na Fig. 5.7 apresentam-se as configurações deformadas da viga para diferentes
instantes de tempo.

nDt=0

Deslocamento Y

15,24 cm 0,0

nDt=10
nDt=20

nDt=40

nDt=30

Figura 5.7: Configurações deformadas da viga engastada em diferentes instantes de tempo.

5.5.2 Casca cilíndrica com Snap-through dinâmico

Este exemplo foi proposto inicialmente por Kuhl e Ramm (1999), e vem sendo utilizado
como benchmark para a verificação de formulações não lineares dinâmicas de cascas finas.
Devido às não linearidades severas produzidas pelo efeito de snap-through, este caso é usado
para testar se o algoritmo possui amortecimento numérico suficiente para suprimir os modos de
alta frequência (ARGYRIS; PAPADRAKAKIS; MOUROUTIS, 2003).

O problema trata-se de uma casca cilíndrica submetida a uma carga concentrada central,
cuja geometria é apresentada na Fig. 5.8. O carregamento varia com o tempo, sendo aumentado
linearmente até atingir 0,2s até um patamar de 50000 kN e então mantido constante. Devido à
simetria, optou-se pela simulação de apenas um quarto do problema, utilizando-se uma malha
com 8 elementos finitos, 49 nós e 343 graus de liberdade.

Quanto às vinculações, as bordas curvas são consideradas completamente livres enquanto
que as retas tem seu deslocamento restrito em todas as direções. Em relação ao material
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60°
5 m

5 m

R(t) R

t
0,2 s

650.10  N

Figura 5.8: Geometria, discretização e comportamento temporal do carregamento para o exemplo
de snap-through dinâmico.

constituinte, possui módulo de elasticidade E=200GPa, ν=0,25 e ρ=10000 kg/m³. Além disso, a
casca possui espessura igual a 0,1 m.

Os testes foram realizados para três diferentes passos de tempo (1,0 ms, 0,25 ms e 0,0625
ms), cujos resultados para o deslocamento vertical no centro do vão são apresentados na Fig.
5.9, que podem ser comparados com os obtidos por Argyris, Papadrakakis e Mouroutis (2003),
ilustrados na Fig. 5.10.
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Figura 5.9: Deslocamento vertical no centro da casca em função do tempo.

Como pode-se perceber, os resultados estão de acordo com os de Argyris, Papadraka-
kis e Mouroutis (2003). Para todos casos analisados a estabilidade numérica foi preservada,
melhorando-se a precisão quanto menor o passo de tempo empregado.

Por fim, apresentam-se na Fig. 5.11 as configurações deformadas do problema pré e pós
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Fig. 16. Shell apex deflection response for different mass formulations.

J. Argyris et al. / Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 192 (2003) 3005–3038 3031

Figura 5.10: Resultados obtidos por Argyris, Papadrakakis e Mouroutis (2003) para o problema
da casca cilíndrica com snap-through dinâmico.

snap-through.

t=50 ms

t=100 ms

t=150 ms

t=160 ms

t=165 ms

Deslocamento Y

0,0 1,14

Figura 5.11: Configurações deformadas da casca para diferentes instantes de tempo.
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CAPÍTULO

6
ACOPLAMENTO FLUIDO-CASCA

A partir dos desenvolvimentos realizados nos capítulos anteriores, tem-se a base matemá-
tica suficiente para definir o problema de interação fluido-estrutura incompressível, utilizando o
esquema de acoplamento particionado fraco. As técnicas de transferência de forças e velocidades
e de movimentação da malha do fluido são introduzidas para domínios com nós não necessaria-
mente coincidentes. Em sequência, são apresentados exemplos de verificação da metodologia
proposta.

6.1 Condições de acoplamento - transferência de forças e ve-

locidades

Para exemplificar o problema de Interação Fluido-Estrutura, toma-se o domínio compu-
tacional Ω ilustrado na Fig. 6.1, composto pela união entre os domínios sólido Ωs e fluido Ω f

sendo, por definição, a interface fluido-estrutura Γ f s a sua intersecção: Γ f s = Ωs∩Ω f .

Ωs

Ωf

Γfs

x

y

z

Figura 6.1: Representação esquemática do domínio computacional Ω.
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Para que a interação fluido-estrutura seja corretamente modelada, são consideradas três
condições referentes à interface sólido-fluido:

i. Os deslocamentos devem ser iguais, ou seja, a malha que descreve o domínio computacio-
nal do fluido deve adaptar-se à movimentação da estrutura;

ii. As velocidades de ambos os meios devem ser iguais;

iii. Deve haver o equilíbrio de forças nessa região.

Nesse sentido, duas abordagens são amplamente difundidas na literatura: monolítica e
particionada. Na primeira, a interação e compatibilidade entre os meios é realizada em uma única
formulação. Apesar de a abordagem monolítica geralmente ser considerada mais robusta, tem-se
a desvantagem de que o método é computacionalmente mais caro em comparação com o modelo
particionado, sendo considerado muitas vezes inviável para problemas de larga escala (HEIL;
HAZEL; BOYLE, 2008).

O modelo de acoplamento particionado, adotado para este trabalho, apresenta por sua
vez maior versatilidade, facilitando o tratamento matemático completamente distinto empregado
para cada meio. A principal vantagem do método de acoplamento particionado é, para Badia,
Nobile e Vergara (2008) e Teixeira e Awruch (2005), a modularidade, uma vez que contempla a
utilização de métodos independentes para a resolução de cada um dos problemas físicos (sólido
e fluido), permitindo que o avanço do código seja contínuo e com possíveis modificações em
apenas um dos problemas físicos.

Ao empregar a descrição ALE para o fluido, a primeira condição de compatibilidade é
alcançada por meio da deformação da malha do fluido. Essa tarefa apesar de aumentar o custo
computacional, pode ser realizada também de forma independente dos processos de integração
temporal e será abordada com mais detalhes no item 6.2.

As demais compatibilizações realizadas na interface entre os domínio são feitas de forma
bidirecional: pela imposição das velocidades desenvolvidas pela estrutura nos nós da malha do
fluido pertencentes a Γ f s (condições de Dirichlet) e das forças advindas da pressão e viscosidade
do fluido à estrutura (condições de Neumann). A esse esquema é dado o nome de Dirichlet-
Neumann, uma vez que o acoplamento ocorre por meio da imposição de condições de contorno
desse tipo.

Algo que se deseja na implementação computacional é que os nós na interface Γ f s não
sejam necessariamente coincidentes, como ilustra a Fig. 6.2.

Ao resolver cada problema, o que se obtém são as soluções nodais tanto do fluido quanto
da estrutura, de modo que a imposição das condições de contorno também devem ser feita nó a
nó. Desse modo, para cada nó i f pertencente ao domínio Ω f , deve-se encontrar a localização de
um ponto Psi no domínio Ωs mais próximo de i f , tal que:

x(Psi) = x(i), (6.1)
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if

Pfk

ksPsi

Γ  - malha do fluidof

Ω  - malha da estruturas

Figura 6.2: Nós pertencentes à interface Γ f s.

Fonte: Adaptado de Sanches (2011).

em que x é o vetor de coordenadas cartesianas em relação ao sistema de referência.
Por outro lado, para um nó ks, pertencente a Ωs, também deve-se buscar seu ponto

correspondente P fk em Ω f , tal que:

x(P fk) = x(k). (6.2)

Assim, na etapa de pré-processamento, os pontos P fk e Psi são identificados para cada
nó da estrutura e nó do fluido pertencente à Γ f s, definindo um vetor de coordenadas locais
correspondente:

ξξξ i(Psi) = (ξ1,ξ2,ξ3), (6.3)

ξξξ k(P fk) = (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4). (6.4)

No caso de o escoamento ser viscoso e com condição de não-escorregamento em Γ f s, a
velocidade do nó i (u(i)) é então prescrita por meio de condições de Dirichlet igual a ẏ(Psi).

u(Psi) =
10

∑
j=1

(N jẏ j), (6.5)

em que N é a função de forma associada aos elementos de casca e ẏ é o vetor de velocidades do
sólido.

No caso de superfície lisa, apenas a componente normal é prescrita, conduzindo à
seguinte relação:

u(i) = u(i)+ [(ẏ(Psi)−u(i)) ·n]n. (6.6)

em que n é o vetor unitário normal à Γ f s

Já para a condição de Neumann do nó k da estrutura, as componentes de força no ponto
P fk são calculadas e aplicadas à estrutura, de acordo com:
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Fj(k) = [τ jlnl− pn j]P fk , com i e j = 1,2 e 3. (6.7)

6.2 Movimentação dinâmica da malha do fluido

Como mencionado anteriormente, a utilização da descrição ALE para o fluido adiciona
uma etapa à resolução do problema de interação fluido-estrutura: o processo de movimentação
dinâmica da malha do fluido.

Na simulação de problemas tridimensionais, esta tarefa acaba por demandar de um
grande custo computacional. Diante disso, o que se propõe neste trabalho é o emprego de uma
malha auxiliar composta por tetraedros de ordem cúbica com muito menos elementos do que a
utilizada para a discretização do fluido, cujo domínio Ωa é tal que Ω f ⊂Ωa e Γ f = Γa, como
ilustra a Fig. 6.3. Essa técnica justifica-se devido à movimentação da estrutura ser, em geral,
muito mais suave do que o escoamento o que implica numa discretização menos refinada para
captá-la.

J. W. D. Fernandes, S. A. P. Suárez, R. Carrazedo, R. A. K. Sanches
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Figure 9: Vertical displacements vs. time at x = 0.6m

Figure 10: Fluid pressure and shell displacements distribution for instant t = 0.1195 s (3D view)

(a) t = 0.119 s (b) t = 0.1255 s

Figure 11: Fluid mesh (black) and space mesh (red)
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Figura 6.3: Representação da discretização do fluido imersa na malha auxiliar

Na fase de pré-processamento, para cada ponto P pertencente à malha do fluido é
realizada a busca do elemento ela em que este encontra-se inserido, bem como suas coordenadas
locais (ξ a

1 (P),ξ
a
2 (P),ξ

a
3 (P) e ξ a

4 (P)).
À medida que a malha auxiliar é atualizada, com base nos deslocamentos da estrutura, as

posições (x f
i ) e velocidades (ωi) dos nós P são então interpoladas de acordo com:

x f
i (P) =

20

∑
j=1

Na
j (ξ

a(P))xa
i ( j), (6.8)

ωi(P) =
20

∑
j=1

Na
j (ξ

a(P))ωa
i ( j), (6.9)

em que Na
j representa a função de forma associada ao nó j da malha auxiliar, xa

i representa as
coordenadas dos nós que definem o elemento ao qual x f

i está contido e ωa
i é a i-ésima componente

de velocidade do nó j.
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Ainda é necessário deformar a malha auxiliar, de modo a acompanhar a movimentação da
estrutura. Diante disso, diversas técnicas vem sendo desenvolvidas para realizar o procedimento
de movimentação da malha de modo a garantir que a qualidade da discretização inicial seja
preservada. Nesse sentido, optou-se pela metodologia proposta por Kanchi e Masud (2007) que
realiza essa tarefa por meio de uma suavização Laplaciana (Laplacian smoothing).

Neste método procura-se determinar, para cada passo de tempo, o campo de deslocamen-
tos da malha auxiliar (d) tal que:

∇ · [(1+η)∇]d = 0, em Ωa, (6.10)

d = y em Γ f s e (6.11)

d = 0 nos demais contornos de Ωa, (6.12)

em que y representa o deslocamento da estrutura.
Como pode-se perceber, a equação de Laplace (Eq. 6.10) é ponderada por um fator de

restrição η . Para compreender sua função, considera-se uma malha qualquer que possua regiões
mais refinadas do que as outras com o objetivo de capturar os efeitos em pequena escala tais
como ondas de choque, desprendimento de vórtices, camada limite etc., normalmente próximas
a Γ f s. Nessas regiões, é necessário que a movimentação destes elementos seja feita com a
menor distorção possível, mantendo o bom condicionamento da malha para os passos de tempo
posteriores. Isso é alcançado com a utilização do fator η , definido pela equação 6.13, que provê
uma rigidez adicional aos elementos inversamente proporcional ao seu tamanho relativo na
malha:

η
e =

1−Vmı́n/Vmáx

V e/Vmáx
, (6.13)

em que Vmı́n e Vmáx são, respectivamente, os volumes do menor e maior elementos da malha e V e

é o volume do elemento em questão.
Para resolver o problema de valor de contorno definido pelas Eq. 6.10, 6.11 e 6.12, e

tendo em vista que η independe de d, aplica-se o método dos resíduos ponderados à equação de
Laplace: ∫

Ωe

α(∇2d)F dΩe = 0, (6.14)

em que F é a função ponderadora e α = (1+ηe).
Integrando por partes a Eq. 6.14, tem-se:∫

Ωe

α∇ · (F∇d) dΩe−
∫

Ωe

α(∇F ·∇d) dΩe = 0. (6.15)

Aplicando-se o teorema da divergência de Gauss à primeira parcela da Eq. 6.15, pode-se
reescrevê-la como: ∫

Γe

α(F∇d) ·n dΓe−
∫

Ωe

α(∇F ·∇d) dΩe = 0. (6.16)
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em que n representa o vetor normal a Γe.
Considerando-se a aproximação clássica de elementos finitos, tem-se que d é interpolado

em Ωe segundo:

d(xa) =
K

∑
k=1

[Na
k ]

T (xa)d̄k, (6.17)

em que K é o número total de nós da malha auxiliar, d̄ é o deslocamento nodal e, como definido
anteriormente, Na são as funções interpoladoras, tais que:

[Na]T =
[
Na

1 I Na
2 I · · · Na

KI
]
, (6.18)

e I é o tensor identidade de dimensão três.
Aplicando-se a Eq. 6.17 e o método de Galerkin (F = Na) à Eq. 6.16, tem-se o problema

de valor de contorno (PVC) definido por:[∫
Γe

α(Na
∇Na) ·n dΓe

]
d̄−

[∫
Ωe

α(∇Na ·∇Na) dΩe

]
d̄ = 0. (6.19)

Levando em consideração que o caso em questão trata-se de um problema de Dirichlet,
com valores prescritos em todos os contornos (Eq. 6.11 e 6.12), a primeira parcela da Eq. 6.19 é
nula, podendo-se reescrever: [∫

Ωe

α(∇Na ·∇Na) dΩe

]
d̄ = 0. (6.20)

Por fim, o problema de movimentação da malha pode ser reescrito de forma discreta com
abordagem pelo MEF e em notação matricial como:

B d̄ = 0, (6.21)

d̄ = y em Γ f s e (6.22)

d̄ = 0 nos demais contornos de Ωa, (6.23)

com as componentes de B dadas por:

Bi j =
∫

Ωe

α

(
∂Na

i
∂x

∂Na
j

∂x
+

∂Na
i

∂y

∂Na
j

∂y
+

∂Na
i

∂ z

∂Na
j

∂ z

)
dΩe. (6.24)

6.3 Processo de acoplamento particionado fraco

A principal vantagem do método de acoplamento particionado consiste na possibilidade
de resolução dos problemas físicos separadamente. Em alguns casos, é necessário que se utilizem
passos de tempo diferentes para o avanço temporal em cada um dos meios. No entanto, os
exemplos de interesse neste trabalho podem ser simulados com passos de tempo iguais para o
fluido e a estrutura.

O avanço da solução com o tempo através do método de acoplamento particionado fraco



6.4. Verificação do problema acoplado 97

do tipo Dirichlet-Neumann é realizado de acordo com o esquema apresentado na Fig. 6.4.

Resolve Sólido Resolve FluidoResolve Malha

t
F

t+Δt
F

t+2Δt
F

(d,d)
.

(d,d)
.

t

(y,y). t+

(y,y)
Δt.

3

4

5

2

1

Figura 6.4: Esquema de acoplamento particionado fraco.

Desse modo, para um determinado passo de tempo t, a integração temporal ocorre de
acordo com os seguintes passos:

1. A partir das tensões viscosas e pressões provenientes da análise prévia do fluido, são
calculadas as componentes de força (Ft) e, em seguida aplicadas à estrutura;

2. A estrutura avança no tempo, determinando-se sua nova configuração deslocada (yt) e a
velocidade no movimento (ẏt);

3. Uma nova configuração para a malha do fluido é calculada com base nas novas posições
(yt) da estrutura;

4. Com a malha atualizada e com base na velocidade da estrutura (ẏt), calculam-se ut+∆t e
pt+∆t ;

5. O fluido avança no tempo e retorna ao passo 1 até que se atinja o tempo final da análise.

6.4 Verificação do problema acoplado

Nesta seção, três exemplos de aplicação são apresentados com o intuito de verificar o
esquema de acoplamento implementado.

6.4.1 Cavidade quadrada com fundo flexível

Este exemplo trata-se da expansão do problema da cavidade quadrada, apresentado na
seção 4.4.1, agora considerando-a com fundo flexível e velocidade tangencial oscilatória. As
condições de contorno, bem como os parâmetros adimensionalizados são apresentados na Fig.
6.5. Observa-se que em z = 0 e z = e são aplicadas velocidade normal nula para o fluido e
engastamento móvel para a estrutura.

O perfil de velocidades oscilatório faz com que o número de Reynolds do escoamento
varie entre 0 a 200. De acordo com os resultados obtidos para a cavidade rígida, no item 4.4.1,
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x

u,v,w=0

base flexível

u=u(t); v,w=0

Casca
E=250
ρ =500s  

ν =0,0
h =0,0020

Fluido
u(t)=1-cos(0,4πt)
ρ =1,0f  

μ =0,01

y

z

0,9

1,0

A

e

Figura 6.5: Geometria e condições de contorno do problema da cavidade com fundo flexível.

para esta ordem de grandeza, as malhas 1, 2 e 3 empregadas previamente apresentaram bons
resultados e são novamente aplicadas a este exemplo para a discretização do fluido.

Para a casca, utiliza-se também a malha do exemplo 5.5.1, com 40 elementos e 244 nós,
l = 1 e e=0,1. Quanto à estrutura, encontra-se simplesmente apoiada nas extremidades.

No que concerne à movimentação da malha do fluido, utilizou-se a malha auxiliar
apresentada na Fig. 6.6. Tal discretização conta com 1468 nós e 222 elementos, caracterizando
o problema de movimentação da malha com um total de 4404 graus de liberdade. Em termos
comparativos, o mesmo procedimento empregando-se diretamente as malhas 1, 2 e 3 produziria
problemas de 11211, 31338 e 55311 graus de liberdade, respectivamente.

Figura 6.6: Malha auxiliar para movimentação do domínio do fluido.

Em relação ao avanço temporal, utilizou-se um passo de tempo de ∆t = 0,1. Um ponto
relevante sobre esse aspecto é o fato de que assim como reportado por Förster, Wall e Ramm
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(2007), não obtiveram-se respostas estáveis ao utilizar o integrador de segunda ordem, mesmo
para passos de tempo menores. Desse modo, apenas resultados para o integrador de primeira
ordem são apresentados.

Os resultados obtidos estão de acordo com os de Mok (2001) e Gerbeau e Vidrascu
(2003), de modo que a Fig. 6.7 apresentada as curvas de deslocamento vertical em função do
tempo do ponto A, localizado no centro da casca, para as três malhas.
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Figura 6.7: Deslocamento vertical do ponto A em função do tempo.

Como esperado, à medida que a qualidade da discretização aumenta, tem-se um resultado
mais próximo da referência, que no caso de Mok (2001), por exemplo, empregou uma malha de
32x32 elementos quadrilaterais do tipo Q1-Q1.

Por fim, as Fig. 6.8 e 6.9 apresentam as configurações do campo de pressão e das linhas
de corrente para diferentes instantes de tempo, bem como as configurações deformadas da malha
3 e da malha auxiliar. É possível observar também o regime de grandes deslocamentos ao qual a
estrutura é submetida, além do complexo funcionamento do fenômeno acoplado.

(a) t = 3,5 (b) t = 8,0

Pressão

-0,285

0,444

Figura 6.8: Distribuição de pressões e linhas de corrente para diversos instantes de tempo.
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(c) t = 14,0 (d) t = 21,0

Pressão

-0,285

0,444

Figura 6.8: Distribuição de pressões e linhas de corrente para diversos instantes de tempo -
continuação.

(a) t = 3,5 (b) t = 8,0

(c) t = 14,0 (d) t = 21,0

Figura 6.9: Configurações deformadas da malha 3 e da malha auxiliar para diversos instantes de
tempo.
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6.4.2 Cavidade tridimensional com fundo flexível

Neste exemplo, proposto por Mok (2001), a cavidade quadrada é expandida para o caso
tridimensional. A estrutura considerada anteriormente é substituída por uma placa quadrada,
apoiada nos quatro lados. Na face superior novamente uma velocidade oscilatória é aplicada
e quanto às laterais, duas se tratam de paredes com condição de não-escorrecamento e as
demais paredes sem atrito. Tanto a geometria quanto as condições de contorno e parâmetros
adimensionais do problema são apresentados na Fig. 6.10.

x

u,v,w=0

base flexível

u=u(t); v,w=0

Casca
E=250
ρ =500s  

ν =0,0
h =0,0020

Fluido
u(t)=1-cos(0,4πt)
ρ =1,0f  

μ =0,01

y

z

0,9

1,0

1,0

B

Figura 6.10: Geometria e condições de contorno do problema da cavidade 3D.

A casca que compõe a base da cavidade foi discretizada com uma malha contendo 242
elementos e 1150 nós, como ilustra a Fig. 6.11.

Novamente a velocidade tangencial aplicada à parte superior da cavidade varia entre 0
e 2, implicando num intervalo de 0 a 200 para o Número de Reynolds. Para a discretização do
fluido, empregou-se uma malha contendo 10176 elementos com 2364 nós interpolando pressões
e 16317 nós interpolando velocidades, ilustrada na Fig. 6.12a. A malha auxiliar, por sua vez
conta com 234 elementos e 1459 nós, e é ilustrada na Fig. 6.12b.

Em relação ao fluido, novamente utilizou-se o integrador temporal de primeira ordem
com passo de tempo ∆t = 0,1, de modo que a Fig. 6.13 apresenta a evolução do deslocamento
vertical no ponto C (centro da casca) com o tempo em comparação com os resultados de Mok
(2001) e Vázquez (2007).

Em relação ao deslocamento vertical é possível observar que em comparação ao exemplo
anterior, onde tinha-se um escoamento bidimensional, apesar de o comportamento da casca ser
muito semelhante, houve um aumento na amplitude de deslocamentos no trecho estacionário
de aproximadamente 0,06 para 0,09. Por outro lado, foram registrados valores menores para a
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Figura 6.11: Discretização da estrutura.

(a) Discretização do fluido. (b) Malha auxiliar.

Figura 6.12: Geometria e condições de contorno do problema da cavidade 3D.

amplitude máxima: 0,188 em relação a 0,212. Isso ocorre devido à restrição de deslocamentos
nos quatro lados da casca, que implica em efeitos tridimensionais no escoamento. Contudo, à
medida que se tenha uma estrutura mais retangular, maior será a proximidade da resposta com o
caso bidimensional e vice-versa.

Quanto à discordância com os resultados das referências, se devem ao fato de ambas não
especificarem com precisão todas as condições de contorno aplicadas ao fluido. Mesmo assim,
um comportamento parecido foi registrado.

Por fim, na Fig. 6.14 apresentam-se as configurações deformadas da estrutura para
diversos instantes de tempo e nas Fig. 6.15 e 6.16, as distribuições dos campos de pressão e
velocidade na seção média da cavidade.
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Figura 6.13: Deslocamento vertical do ponto B em função do tempo.

Deslocamento Y

0,0 0,188

t=0,0

t=5,0

t=13,0

t=16,0

t=20,0

Figura 6.14: Configurações deformadas da base flexível em vários instantes de tempo.

(a) t = 13,0

Pressão

-0,56

0,69

(b) t = 20,0

Pressão

-0,08

0,01

Figura 6.15: Vista da distribuição de pressões na seção central da cavidade.
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(a) t = 13,0

Velocidade

0,00

1,81

(b) t = 20,0

Velocidade

0,00

0,205

Figura 6.16: Vista da distribuição de velocidades na seção central da cavidade.

6.4.3 Painel flexível sob a ação de vórtices gerados por um prisma de seção

quadrada

O problema investigado nesta seção trata-se de um painel engastado a um prisma de
seção quadrada, ambos imersos em um meio fluido, como ilustra a Fig. 6.17. O escoamento
do fluido sobre o prisma gera vórtices que induzem a estrutura ao desenvolvimento de grandes
deslocamentos num fenômeno acoplado de grande complexidade.

120,061 p=p¥v,w=0

Casca
6E=2,0×10  g/(cm s²)

ρ =2,0 g/cm³s  

14,5

41

6,5

u=u¥

v,w=0

v,w=0

medidas em cm

Fluido
u =31,5 cm/s¥

-3ρ =1,18×10  g/cm³f  
-4μ =1,82×10  g/(cm s)

C 

Figura 6.17: Geometria e condições de contorno do problema do painel flexível.

Este exemplo foi inicialmente introduzido por Wall e Ramm (1998) e desde então
tem sido utilizado como benchmark para a verificação de códigos de interação fluido-estrutura
incompressível em diversos trabalhos. O caso estudado neste trabalho trata-se de uma modificação
do problema de Wall proposta por Hübner, Walhorn e Dinkler (2004), cuja velocidade de entrada
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do escoamento é de 31,5 cm/s, implicando num número de Reynolds de 204 (tomando o lado do
prisma como comprimento de referência).

Para efetuar as análises, empregaram-se as malhas apresentadas na Fig. 6.18. A dis-
cretização do fluido foi realizada por 8435 elementos, com 2975 nós aproximando pressões e
17341 nós interpolando velocidades. Já a malha auxiliar possui 257 elementos e 1628 nós. Para a
representação computacional do painel flexível, usou-se novamente a malha do exemplo 5.5.1,
que conta com 40 elementos e 244 nós.

(a) Discretização do fluido.

(b) Malha axiliar.

Figura 6.18: Vista frontal das malhas de elementos finitos empregadas na análise do problema
do painel flexível.

Para a escolha do passo de tempo, realizou-se um teste preliminar considerando-se a
estrutura rígida. Neste caso, verificou-se uma a frequência de desprendimento de vórtices do
fluido igual a 3,7 Hz, igual à obtida por Hübner, Walhorn e Dinkler (2004).

Devido à melhor eficiência do integrador de segunda ordem comprovada no exemplo
4.4.3, este modelo de avanço temporal foi aplicado a este exemplo com passo de tempo ∆t =

5.10−4s.
Como pode-se observar, o esquema estrutural faz com que a casca neste exemplo tenha

comportamento de uma viga engastada. Ao utilizar a teoria clássica de dinâmica das estruturas,
como a apresentada por Warburton (1976), tem-se as três primeiras frequências naturais da
estrutura iguais a f 1 = 0,61 Hz, f 2 = 3,8 Hz e f 3 = 10,6 Hz.
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Desse modo, como a frequência de desprendimento de vórtices do fluido sobre o sistema
rígido é muito próximo à segunda frequência natural da estrutura, é esperado que este modo de
vibração seja o dominante.

Em relação à estrutura, os nós na região do engaste tiveram todos os seus graus de
liberdade restritos e nas demais regiões, apenas as componentes z de posição e vetor generalizado.
Para este problema, realizaram-se ainda testes com dois diferentes valores para o coeficiente de
Poisson: ν = 0,0 e ν = 0,35, cujo deslocamento vertical da extremidade da estrutura (ponto C)
é apresentado na Fig. 6.19 acompanhado da envoltória do resultado obtido por Hübner, Walhorn
e Dinkler (2004).
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Figura 6.19: Deslocamento vertical do ponto C em função do tempo.

Como pode-se perceber, o resultado que mais se aproxima da envoltória é o de ν = 0,0,
o que de certo modo é esperado, uma vez que na referência foi utilizado um modelo de viga de
Euler-Bernoulli que, diferentemente da cinemática de Reissner, não considera deformações por
cisalhamento na estrutura.

Outra constatação é que a estrutura de fato teve o segundo modo de vibração como
dominante, entretanto a frequência do problema acoplado foi de 3,05 Hz para ν = 0,0 e 3,47 Hz
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para ν = 0,35. Esse resultado encontra-se novamente em pleno acordo com a referência, que
obteve uma frequência de 3,1 Hz para o fenômeno acoplado.

Quanto à amplitude de deslocamentos, os resultados também foram muito próximos
à referência, variando entre o intervalo de -0,8 cm e 0,8 cm para o caso de ν = 0,0. Já para
ν = 0,35, o intervalo de deslocamentos obtido gira em torno de -0,75 cm a 0,75 cm.

Por fim, tomou-se um ciclo da resposta estacionária obtida para ν = 0,0, cujo período é
igual a T . Sendo assim, as Fig. 6.20, 6.21 e 6.22 apresentam os perfis de velocidade e pressão,
bem como a configuração deformada da malha do fluido para seis instantes de tempo pertencentes
a este ciclo do movimento.

(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

Figura 6.20: Distribuição da componente X de velocidade em diferentes instantes de tempo.
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

Figura 6.21: Distribuição de pressão em diferentes instantes de tempo.
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(a) t = nT (b) t = nT + T
6

(c) t = nT + 2T
6 (d) t = nT + 3T

6

(e) t = nT + 4T
6 (f) t = nT + 5T

6

Figura 6.22: Configuração deformada da malha do fluido na região da interface com a estrutura
em diferentes instantes de tempo.
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CAPÍTULO

7
CONCLUSÃO

Neste trabalho uma abordagem pelo MEF posicional para a modelagem de cascas
dinâmicas considerando a não linearidade geométrica foi acoplada a uma metodologia com
base no MEF para a simulação de fluidos newtonianos em descrição ALE com o emprego de
elementos finitos de ordem quadrática para velocidade e linear para pressão. Além disso, uma
proposta de acoplamento sem a necessidade de coincidência dos nós dos domínios acompanhada
de um esquema de movimentação dinâmica da malha do fluido baseada na utilização de uma
malha auxiliar com elementos de ordem cúbica foi implementada com sucesso.

O tratamento do fluido por meio da formulação mista, ou velocidade-pressão, com
estabilização por meio da técnica SUPG se mostrou bastante apropriada para a simulação de
escoamentos laminares, produzindo resultados satisfatórios e em conformidade com a literatura.

Para a consideração da não linearidade geométrica das estruturas de casca, uma formula-
ção descrita em posições e que não interpola giros como graus de liberdade foi empregada. Esta
técnica se mostrou robusta e capaz de simular problemas de instabilidade dinâmica, tais como o
exemplo 5.5.2..

As dificuldades em trabalhar com descrições matemáticas distintas para os problemas
físicos (Lagrangeana para o sólido e Euleriana para o fluido) foram superadas pela adoção de
uma descrição Lagrangeana-Euleriana Arbitrária para o fluido, permitindo que seu domínio
computacional tenha movimento independente e arbitrário.

Quanto ao acoplamento fluido-estrutura, a compatibilização de deslocamentos entre os
meios deve ser realizada. O método adotado (baseado na descrição ALE) exige a movimentação
da malha do fluido, o que no caso tridimensional pode ser bastante custoso computacionalmente.
Nesse sentido, um esquema de movimentação do domínio computacional a partir de uma malha
auxiliar foi introduzido, mostrando-se efetivo tanto pela qualidade dos resultados obtidos quanto
pela redução do número de graus de liberdade do problema a ser resolvido. Cabe destacar que
o emprego da malha auxiliar torna o processo de movimentação da malha do fluido menos
suscetível à instabilidades causadas pela utilização de um método de suavização Laplaciana,
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como problemas relacionados à distorções excessivas ou inversão de elementos próximos à
interface fluido-estrutura.

O modelo de acoplamento particionado fraco em seu esquema clássico Dirichlet-Neumann
foi implementado e submetido a testes envolvendo grandes deslocamentos da estrutura, apresen-
tando resultados coerentes com as referências tomadas.

Cabe mencionar que ao buscar a simulação de problemas em que a densidade do fluido e
da estrutura em muito próximas, não foram alcançadas respostas estáveis, o que é esperado em
métodos particionados e atribuído ao efeito de massa adicionada. Para que estes casos possam
ser estudados com a metodologia deste trabalho, devem ser implementados avanços no esquema
de acoplamento, tais como o emprego de condições de Robin para a transferência de informações
entre os meios, ou ainda técnicas de acoplamento particionado forte.

Entretanto, dada a complexidade dos casos simulados, principalmente do exemplo 6.4.3,
comprova-se a eficiência e robustez da metodologia utilizada.

Para que se torne factível a simulação de problemas tridimensionais com maior precisão, o
código computacional deve ser expandido aplicando-se técnicas mais elaboradas de programação
paralela. Além disso, métodos mais eficientes para a resolução sistema não linear advindo da
formulação mista aplicada ao fluido devem ser estudados. Nesse sentido melhorias significativas
vêm sendo reportadas na literatura, tal como a utilização de métodos iterativos como o algoritmo
de Uzawa e o GMRES (Generalized Minimal Residual Method) aliados à precondicionadores do
sistema de equações.

Para o avanço da pesquisa, sugere-se o estudo de interação fluido-estrutura incompressível
com técnicas sem movimentação da malha do fluido, como as de contorno imerso. Além disso,
propõe-se o estudo de técnicas alternativas para o tratamento do problema de fluido, tais como
os métodos multiescala (VMS), de partículas finitas (PFEM) e de Galerkin descontínuo, além de
modelos de turbulência para a simulação de problemas com elevado número de Reynolds.
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