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RESUMO 

MESACASA JR., E. C. (2016). Aplicação da teoria generalizada de vigas à análise de 

pórticos metálicos planos com ligações semirrígidas. 158p. Tese (Doutorado) – Escola de 

Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2016. 

 

Sistemas estruturais constituídos por perfis de aço são, em geral, dimensionados de uma forma 

“indireta”, isto é, cada componente é analisado e verificado segundo suas capacidades teóricas 

individualmente, normalmente associando-se condições de extremidade e comprimentos teóricos 

para cada barra de modo a aproximar a sua capacidade portante sob a condição real. Contudo, 

importantes efeitos como a transmissão do empenamento entre as barras devido à torção e/ou 

distorção, as restrições localizadas impostas por sistemas de contraventamento ou componentes 

diversos, e também a compatibilidade de deslocamentos locais/globais entre barras conectadas não 

alinhadas entre si, são desconsiderados, uma vez que o estudo de tais efeitos envolve, normalmente, 

custosos trabalhos de modelagem através de elementos finitos de casca (e/ou sólidos), soluções 

numéricas complexas e demoradas, e/ou estudos experimentais caros e trabalhosos. Neste contexto, 

alguns recentes trabalhos apontam para um vasto campo de aplicações das inovadoras 

potencialidades da Teoria Generalizada de Vigas (GBT), permitindo, em particular, a análise de 

sistemas estruturais que consideram os diversos efeitos provocados por condições de apoio 

arbitrárias, diferentes posições do carregamento e efeitos decorrentes das ligações entre as barras. 

Contudo, apesar de tais recursos ampliarem as aplicações da GBT na análise de estabilidade de 

sistemas estruturais, apenas um conjunto limitado de problemas pode ser atendido, especialmente 

quanto às ligações entre as barras. Os recentes trabalhos envolvendo a aplicação da GBT para a 

análise de estabilidade de pórticos metálicos dedicaram-se ao estudo de alguns casos específicos de 

ligações rígidas, isto é, assumem a hipótese de transferência completa dos deslocamentos 

generalizados entre as barras. Assim, uma vez que a rigidez de tais ligações pode ser responsável 

por mudanças significativas no comportamento do sistema estrutural em questão, este trabalho 

procura fornecer uma solução capaz de considerar a semirrigidez das ligações metálicas associada 

aos parâmetros modais típicos da GBT. Além disso, dada a possibilidade de ampliar os tipos de 

ligações analisadas por meio da GBT, incluindo as configurações mais comumente utilizadas na 

prática, apresentam-se novos conjuntos de relações cinemáticas desenvolvidas para tal, assim como 

as referidas validações, que são realizadas por meio de análises utilizando o programa computacional 

ANSYS®. 

 

Palavras-chave: Pórticos metálicos. Ligações semirrígidas. Análise de estabilidade. Teoria 

generalizada de vigas. Elementos finitos baseados na GBT.



 

 
  



 

 

 

ABSTRACT 

 
MESACASA JR., E. C. (2016). Application of generalized beam theory to semi-rigid plane 

steel frames. 158p. (Doctoral thesis) – School of Engineering of São Carlos, University of São 

Paulo, São Carlos, 2016. 

 

Steel structural systems are usually associated with an "indirect approach", i.e., each component of 

the respective structure is analysed and verified according to its theoretical individual capacity. 

Normally, in order to approximate the real behaviour of the structural system, specific support 

conditions and effective length concepts are used to analyse each structural member separately. 

However, some important effects are disregarded in this procedure, like the warping transmission 

at frame joints (due to torsion and/or distortion), or those stemming from localized supports 

associated with bracing systems, as well as the local/global displacements compatibility of the 

cross-section walls at the joint region. Additionally, studies considering the above mentioned effects 

involves rather complicated and time-consuming numerical analyses using shell and/or solid finite 

elements, and/or expensive experimental investigation. On the other hand, some recent studies 

revealed a large field for application of the Generalized Beam Theory (GBT) in the context of the 

stability, first and second order analyses of structural systems, considering, particularly, the effects 

caused by arbitrary support conditions, different load positions, and the effects caused by 

connections between members. Nonetheless, all the recent works applying GBT for stability 

analysis of steel frames are focused on some specific cases of rigid connections, i.e., they assume 

the full transfer of the generalized displacements between the non-aligned members. Thus, given 

the well-known fact that the rigidity of connections may lead to considerable changes of the 

structural behaviour of steel structural systems, this work deals with the development of a solution 

to incorporate the semi-rigidity of the steel frame connections to the modal parameters of the GBT. 

Furthermore, given the possibility to expand the connection types analysed by means of GBT, 

including the most commonly used configurations adopted in practice, it is presented the related new 

kinematic relations developed, as well as the validation studies carried out in the software ANSYS®. 

 

Keywords: Steel frames. Semi-rigid connections. Stability analyses. Generalized Beam Theory. 

GBT-Based Finite Elements. 
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[RẐ] matriz de rotação em torno do eixo Ẑ 
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1. INTRODUÇÃO 

A vasta utilização de perfis de aço formados a frio na indústria da construção metálica está 

intimamente ligada à sua elevada eficiência estrutural, isto é, elevadas relações inércia/peso, 

facilidade de transporte e montagem, e baixo custo de estocagem. Além disso, sua considerável 

versatilidade de fabricação, que envolve equipamentos como prensas dobradeiras ou mesas de 

roletes, contribui para uma ampla gama de possibilidades de perfis, que são produzidos segundo 

critérios de resistência, economia e estética para cada projeto. Atualmente, sistemas estruturais 

inteiros têm sido concebidos com a aplicação desses perfis (e.g., galpões para usos gerais, e 

sistema de armazenamento – Fig. 1.1), cuja geometria destaca sua principal característica, que 

são as paredes da seção transversal tipicamente finas. 

                        
 (a)  (b) 

Figura 1.1 – Exemplos de estruturas constituídas por perfis de aço formados a frio: (a) galpões para usos 

gerais e (b) estruturas para armazenamento 

Contudo, é justamente devido a sua natureza esbelta que os perfis de aço formados a frio estão 

geralmente sujeitos a fenômenos de instabilidade por muitas vezes complexos, que são classificados 

primeiramente entre modos locais, distorcionais e globais, e estão sujeitos ainda a fenômenos de 

interação e acoplamento entre os mesmos, assim como problemas localizados de diversas naturezas, 

como esmagamentos da alma (“web crippling”) e outros relacionados às ligações. 

Dentre os sistemas estruturais compostos por perfis de aço formados a frio, os pórticos 

metálicos, na qualidade de estrutura principal em edificações, possuem fundamental 

importância e merecem especial atenção, e um dos aspectos mais relevantes nesse contexto é o 

dimensionamento das barras que compõem essas estruturas, que é feito de forma 
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majoritariamente indireta, isto é, a etapa de análise estrutural procura obter os máximos esforços 

internos solicitantes nas barras (segundo as normas atuais, em princípio, por meio de análises 

de segunda ordem), enquanto a verificação de fenômenos de instabilidade é feita individualmente 

(modos locais, distorcionais e/ou interações modais), e na maior parte das vezes, sem levar em 

consideração os efeitos das ligações e condições de contorno a que estão realmente submetidos. A 

título ilustrativo a Fig. 1.2 apresenta um pórtico formado por perfis do tipo I enrijecido, submetido 

a forças concentradas, contraventado fora do plano, e cujo modo crítico de instabilidade é 

influenciado pela configuração das ligações. 

(b)  

Figura 1.2 – Exemplo ilustrativo (a) de pórtico formado por perfis do tipo I enrijecidos, submetido a forças 

concentradas, (b) cujo modo crítico de instabilidade é influenciado pelo tipo de ligação 

Dentre os procedimentos normativos para o dimensionamento de perfis de aço formados a frio, 

merece destaque o recente Método da Resistência Direta – MRD, que integra grande parte das normas 

atuais (e.g.: ABNT NBR14762:2010; ANSI AISI-S100-12; ou AS/NZS 4600:2005). 

Diferentemente do clássico Método das Larguras Efetivas (MLE), o MRD requer a análise de 

estabilidade da barra em questão, de modo a identificar as forças/momentos críticos de estabilidade 

elástica, assim como os modos a que se referem, para que seja então determinada a capacidade 

resistente da barra por meio de curvas específicas de dimensionamento. 

Contudo, apesar do MRD ser mais promissor que o clássico MLE por tratar a barra 

analisada de forma mais adequada (superando aspectos aproximados do MLE, em especial a 

consideração da instabilidade local que dá nome ao método), os efeitos decorrentes das ligações 

entre as barras, assim como a compatibilização entre os deslocamentos das paredes da seção 

transversal na região da ligação, não são levados em consideração, juntamente com a 

transmissão do empenamento entre as barras, que é tratada de forma simplificada, conforme 

será visto mais adiante neste trabalho. 

De forma semelhante, a análise do sistema estrutural em questão admite simplificadamente, na 

grande maioria das vezes, um comportamento típico ideal para as ligações, e não trata a ocorrência 

de fenômenos localizados diretamente, dado que geralmente são utilizados para tal elementos 

finitos de pórtico, ou até mesmo soluções mais simples, advindas da análise matricial de estruturas.  

(a) 
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É importante destacar que os aspectos então relatados podem ser analisados de forma mais 

rigorosa e precisa, e dada a complexidade de sua representação, as soluções por meio de 

sistemas discretos são as únicas que podem ser aplicadas de forma ampla. Assim, dentre as 

possibilidades, o método mais popular é o método dos elementos finitos, e para a análise de 

perfis de paredes finas são utilizados, de forma geral, elementos finitos de casca (MEFc) e/ou 

(mais raramente) sólidos, eventualmente incorporando formulações de contato, restrições 

cinemáticas, entre outros (e.g., Krenk & Damkilde, 1991; Masarira, 2002; Tong et al., 2005). 

Evidente que para o estudo do comportamento das estruturas formadas por perfis de paredes 

finas, são aplicados não apenas métodos de simulação numérica, mas também análises 

experimentais, tanto de sistemas estruturais completos ou de partes isoladas (e.g., Dubina, 2008; 

Zhang & Rasmussen, 2014). Contudo, é inegável que, tanto as soluções numéricas por meio de 

MEFc, como os estudos experimentais, são de difícil e rara integração à rotina prática profissional 

(e por muitas vezes, mesmo em pesquisas acadêmicas), uma vez que ambas demandam tempo de 

estudo e execução, dispendiosos recursos em softwares de análise e/ou realização de 

experimentos, além de um complexo estudo na interpretação de resultados.  

Portanto, é diante deste contexto que se apresenta a atual busca por soluções alternativas mais 

simples, porém capazes de apanhar os fenômenos de instabilidade mais complexos, conforme as 

condições já citadas. Tais soluções, que estão intimamente relacionadas a métodos de 

dimensionamento mais modernos, como o MRD, justificam a realização deste trabalho. 

1.1. Métodos Numéricos para Análise de Estabilidade 

Para suprir as necessidades de eficiência, no que se refere tanto à preparação da análise 

(modelagem), quanto à interpretação dos resultados, procura-se tirar vantagem do fato de os 

sistemas estruturais metálicos serem formados, majoritariamente, por barras prismáticas, o que 

permitiu o desenvolvimento e a popularização de alguns métodos, dentre os quais* citam-se 

aqui (i) o método das faixas finitas (MFF), e (ii) a Teoria Generalizada de Vigas (GBT, do 

inglês “generalized beam theory”): 

 Método das Faixas Finitas: O MFF constitui uma variação do MEFc muito mais 

eficiente do ponto de vista computacional, pois utiliza um número de graus de liberdade muito 

                                                 

* Exemplos alternativos, podem ser consultados em Rasmussen (1997), Young & Rasmussen (1997), Zhang et 

al. (2015) e Rasmussen et al. (2016). 
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menor, uma vez que a discretização é feita apenas na linha média da seção transversal do perfil, 

que fica definido por um conjunto de faixas com o mesmo comprimento da barra, ligadas entre 

si por meio de “linhas nodais” (Fig. 1.3).  

Originalmente, o MFF convencional, como é chamado o método semianalítico, permitia 

somente a análise de barras submetidas a diagramas de esforços uniformes e condições de 

apoios simples, além da aplicação de restrições localizadas num ponto da seção transversal e 

contínuas longitudinalmente. Contudo, Li e Schafer (2010) ampliaram o seu domínio de aplicação 

para casos de barras envolvendo outras condições de apoio típicas (e.g., extremidades engastadas 

ou livres), o que foi feito por meio da aplicação de diferentes funções de forma longitudinais. 

    
 (a)  (b)  (c)  

Figura 1.3 – Discretização de uma barra em (a) um elemento finito de barra, (b) elementos finitos de casca, 

e (c) faixas finitas  

Além disso, há que se citar o Método das Faixas Finitas Restringidas (MFFr), que é a mais 

recente variação do MFF convencional, para o qual utilizam-se restrições específicas aplicadas 

as placas (faixas) que compõem a barra, de modo a se obterem modos de deformação pré-

definidos consistentes com modos típicos de instabilidade, o que permite a avaliação da influência 

de cada um desses modos (locais, distorcionais ou globais) na configuração deformada final da 

barra. No caso do MFFr, a aplicabilidade das funções de forma para condições de apoio típicas 

variadas também foi recentemente testada e validada por Li e Schafer (2013). 

(i) Teoria Generalizada de Vigas: Com popularidade ascendente na última década, a GBT 

emergiu como uma alternativa promissora no campo das análises de estabilidade de perfis de 

aço formados a frio, e tem se expandido com resultados satisfatórios em todo o campo de 

análises de primeira e segunda ordem de estruturas metálicas e materiais compósitos. De forma 

sucinta, pode-se dizer que a GBT se desenvolve a partir da ideia de aproximar o campo de 

deslocamentos através de uma combinação linear de “modos de deformação” previamente 

identificados, fazendo com que os graus de liberdade do sistema sejam os fatores de 

participação de cada um desses modos na configuração deformada final da barra. 

Para melhor introduzir tal conceito, parte-se da ideia de que as filosofias subjacentes à GBT 

e ao MFF sejam semelhantes no sentido de que ambas aproximam as variações do campo de 

deslocamentos ao longo da linha média de uma seção transversal e ao longo do comprimento 

da barra de formas distintas e independentes, i.e., um conjunto de funções descreve as 
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deformações da linha média da seção transversal, enquanto funções k(x) associam a amplitude 

das mesmas ao longo do comprimento da barra. No entanto, enquanto no MFF as funções da 

linha média da seção transversal são definidas sobre o domínio restrito da largura de cada faixa 

finita, na GBT tais funções são determinadas ao longo de toda linha média da seção através de 

uma sequência especial de procedimentos.  

Bebiano (2010) oferece um bom exemplo da distinção entre a GBT e o MFF, aqui 

apresentado na figura 1.4, que mostra uma seção transversal em U não enrijecido, com abas e 

alma discretizadas em uma faixa finita simples, para a qual mostra-se a seção deformada como 

a composição, em cada um dos métodos, das respectivas funções da linha média da seção, 

multiplicadas pelo fator de amplitude (grau de liberdade) relacionado. No caso da GBT, tais 

funções representam os chamados “modos de deformação”, e sendo que cada modo possui um 

significado físico distinto (e.g., flexão em torno do eixo de menor ou maior inércia, torção, etc.), 

o resultado da análise permite uma excelente compreensão do fenômeno apresentado pela 

estrutura, além do notável ganho na eficiência computacional devido ao número reduzido de 

graus de liberdade quando comparado a métodos como o MEFc. 

 

Figura 1.4 – Discretização dos deslocamentos de uma seção transversal de acordo com (a) o MFF 

(discretização nodal) e (b) a GBT (discretização modal) – Adaptado de Bebiano (2010) 

Portanto, é justificável que autores (e.g.: Dinis et al., 2006; Basaglia, 2010) descrevam a 

GBT como sendo uma teoria de barras (i.e., elementos unidimensionais – Fig. 1.3.a) cuja 

formulação integra conceitos de teoria de placas (elementos bidimensionais – Fig. 1.3.b), para 

a qual a deformação da seção transversal da barra é expressa como uma combinação linear de 

funções de forma (modos de deformação – Fig. 1.4.b).  

Além disso, é nesse ponto que a GBT se destaca de todos os demais métodos, e justifica-se 

como uma ferramenta especial, pois diferentemente do MFF, tem sido aplicada com sucesso na 

análise de sistemas estruturais, como pórticos planos e tridimensionais (Basaglia et al. 2006a;b; 

Basaglia et al., 2008; Basaglia et al., 2009), além de vigas contínuas (Basaglia et al., 2012a e 

Basaglia e Camotim, 2013a) e treliças (Basaglia e Camotim, 2011). E para ampliar ainda mais o 
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leque de aplicações do método, os trabalhos de Basaglia et al. (2010) e Basaglia e Camotim (2013b) 

concentram-se na aplicação de carregamentos e condições de apoio arbitrárias, tornando 

possível a aplicação da GBT para a análise de sistemas estruturais considerando a maioria dos 

fatores citados na introdução deste trabalho.  

Contudo, no que se refere à aplicação da GBT na análise de sistemas estruturais, os casos de 

ligações estudados com a GBT ainda são limitados a alguns tipos, que, dentre outras características, 

assumem apenas condições de transmissão dos deslocamentos de forma integral, ou nula, isto é, 

admite-se que a ligação em questão seja, para todos os efeitos, perfeitamente rígida em sua 

capacidade de transmitir qualquer deslocamento generalizado entre as barras conectadas. 

1.2. Estabilidade de Sistemas Estruturais 

São diversos os fatores que podem influenciar a estabilidade de estruturas metálicas. Para 

o caso de pórticos, por exemplo, Ziemian (2010) sugere uma lista de atributos bastante ampla, 

aqui reproduzida na tabela 1.1, que não tem a intensão de ser exaustiva, mas refere, em linhas 

gerais, boa parte dos principais fatores físicos relacionados à estabilidade dessas estruturas. Para 

além disso, uma outra “classe” de fatores também é citada pelo autor, que advém de hipóteses 

simplificativas sobre o comportamento das estruturas e também de parâmetros de modelagem 

(e.g.: resposta elástica linear; resposta geometricamente e fisicamente não linear; etc). 

Evidentemente, cada um dos parâmetros citados possui importância variável de acordo com o 

problema estudado, contudo, os parâmetros geométricos estão invariavelmente entre os fatores que 

mais influenciam a estabilidade de um sistema. Um exemplo clássico a ser citado são os próprios 

comprimentos das barras associados ao parâmetro de comprimento efetivo, largamente utilizado ao 

longo das últimas décadas (ASCE Task Committee, 1997). Além disso, hipóteses simplificativas 

quanto às ligações entre as barras, contraventamentos, ou condições de apoio também são 

parâmetros geométricos importantes para o condicionamento real de um sistema estrutural. 

Sobre o comportamento das condições de apoio e os vínculos adotados entre as barras nas 

análises, já é bastante conhecida a aplicação de apoios elásticos, desde os trabalhos de Prager (1936) 

e Chwalla (1938), além de inúmeros outros posteriormente incorporados em livros texto como Bleich 

(1952), Horne e Merchant (1965), Simitses (1976), e Chen et al. (1996). Contudo, trabalhos 

envolvendo problemas como a transmissão do empenamento entre as barras ou a compatibilidade de 

deslocamentos transversais das paredes da seção na região da ligação, que podem ter uma importância 

significativa, especialmente no caso de perfis de paredes finas, se mostram muito mais escassos.  
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Dentre os pioneiros neste tema, Vacharajuttphan e Trahair (1974), assim como Morrel (1979), 

apresentaram resultados sobre o comportamento de estruturas formadas por barras não alinhadas entre 

si, demonstrando os efeitos decorrentes da transmissão do empenamento entre as barras em função 

da configuração da ligação entre as mesmas. Posteriormente, Sharman (1985) investigou 

numericamente o comportamento de diversas ligações soldadas entre duas barras com seção 

transversal em I ou U, mostrando resultados quantitativos sobre a transmissão das deformações de 

empenamento devido à torção. Além disso, uma outra abordagem foi dada por Krenk (1990), e Krenk 

e Damkilde (1991), que propuseram uma formulação capaz de incorporar a rigidez da ligação e a 

transmissão do empenamento devido à torção para duas barras com seção transversal em I. 

Tabela 1.1 – Atributos que influenciam a estabilidade de pórticos metálicos (Ziemian, 2010) 

Geometria do pórtico 

Dimensões entre linhas de eixos 

Detalhes de ligações  

Fundações e condições de vínculo 

Conectores de cisalhamento 

Paredes de vedação ou elementos estruturais secundários 

Contraventamentos fora do plano 

Propriedades do material 

Módulo de elasticidade 

Eew 

Tensões de escoamento e/ou ruptura real e nominal 

Ductilidade e resistência à fratura 

Imperfeições geométricas  

Montagem fora de prumo/esquadro 

Eew 

Falta de retilineidade dos elementos 

Excentricidades adicionais nas ligações e/ou aplicação de forças 

Tensões residuais   

Oriundas de processos de fabricação  

Eew 

Oriundas do processo de montagem/sequência de construção 

Oriundas de variações térmicas  

Oriundas da fixação de suportes 

Carregamentos   

Magnitude e distribuição 

Taxa de carregamento da estrutura e duração 

 

Ainda neste contexto, é importante mencionar o recente trabalho de Basaglia et al. (2012b), que 

apresentam um conjunto bem definido de relações cinemáticas capazes de descrever a 

transmissão do empenamento devido à torção entre barras não alinhadas entre si, com seção 

em I ou U, e considerando configurações de ligação específicas conforme ilustrado na Fig. 1.5. 

Vale lembrar que tais ligações envolvem aquelas estudadas por autores de trabalhos 

antecedentes como Morrel (1979), Sharman (1985) e Krenk e Damkilde (1991), embora as 

relações propostas por Basaglia et al. (2012b), em casos como o ilustrado na Fig. 1.5.c, sejam 

aplicáveis para um número maior de barras concorrendo na mesma ligação. 



28 

 

 
 (a)  (b)  (c) (d) 

Figura 1.5 – Tipos de ligações estudadas por Basaglia (2010), para perfis I ou U, (a) sem chapas de enrijecimento 

na alma, (b) com chapa diagonal, (c) chapas paralelas (ligação em caixa), e (d) chapas paralelas e diagonal 

Por último, mas não menos importante, o trabalho de Shayan e Rasmussen (2014) propõe 

uma solução ampla, por meio da técnica de subestruturação (Han e Abel, 1984), associando os 

resultados obtidos por meio de elementos finitos de casca para a ligação desejada, com um 

conjunto de molas lineares ligado a elementos de viga unidimensionais que simulam as barras 

do sistema estrutural. Esta solução, mais consistente com a ideia de generalização das ligações 

a serem analisadas, apesar de fornecer resultados menos aproximados, exige em contrapartida a 

análise prévia da ligação em questão por meio do MEFc. 

1.3. Influência das Ligações  

Com relação às ligações metálicas, existe um leque de variáveis consideravelmente 

extenso, que está ligado às incontáveis configurações possíveis para cada caso em particular. 

Nesse contexto, é fato inegável, conforme bem demonstrado em trabalhos citados no item 

anterior, que as ligações podem alterar de forma significativa o comportamento de um 

determinado sistema estrutural, conforme a redistribuição que provoca nos esforços internos, e 

pela forma como transmite deslocamentos como o empenamento ou a flexão das paredes da 

seção transversal da região conectada. 

Um dos aspectos mais complexos a serem considerados na análise de ligações metálicas é a 

rigidez de cada um dos seus componentes, o que também é citado por Shayan e Rasmussen (2014) 

por ser uma fonte de incerteza nas aproximações propostas por autores que os precedem. De 

fato, a rigidez de alguns componentes pode, por exemplo, determinar a transmissão de 

deformações de empenamento, a qual é, na maioria das análises práticas realizadas com a ajuda 

de elementos finitos de barra, assumida como nula ou integral. Contudo, trabalhos como os de 

Dinno e Gill (1964), e Ojalvo e Chambers (1977), demonstram a dificuldade em se obter uma 

restrição efetiva do empenamento em barras com seção transversal em I, e muito embora os 

perfis de paredes finas possuam uma rigidez à torção (normalmente) baixa, é seguro afirmar 
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que a solução ideal deve tratar a transmissão do empenamento de forma a considerar restrições 

parciais, e levando em consideração a rigidez dos elementos que compõem tais ligações. 

Naturalmente, o estudo de ligações metálicas apresenta o conceito de semirrigidez para definir 

o comportamento nem perfeitamente rígido, nem perfeitamente rotacional, das ligações quanto à 

transmissão da rotação de flexão entre as barras conectadas. Conforme ilustrado na Fig. 1.6, a 

rigidez de uma ligação entre uma viga e um pilar pode ser definida a partir da rotação desta viga 

no plano (θv) em função da respectiva rotação do pilar (θp), junto à ligação.  

No caso de uma ligação idealmente rígida, as rotações θv e θp são idênticas, e o momento fletor 

é transmitido integralmente de um elemento para o outro. Um gráfico relacionando o momento 

fletor nesta ligação (Mj) com a rotação relativa entre os elementos conectados (i.e., θ = θv - θp), 

conforme a Fig. 1.6.a, ilustra bem esta situação. Por outro lado, sendo esta ligação perfeitamente 

flexível, a rotação de um elemento não é transmitida ao elemento adjacente, configurando uma 

situação de momento nulo na ligação, conforme a Fig. 1.6.c. Contudo, o que se tem em situações 

práticas é, normalmente, uma relação mais complexa entre momento fletor e rotação relativa 

(Jaspart 2002), situação esta que é tratada de forma simplificada por meio de uma semirrigidez 

associada à ligação (kj) – Fig. 1.6.b. 

 
 (a) (b) (c) 

Figura 1.6 – Classificação das ligações segundo a rigidez – (a) ligação rígida, (b) semirrígida e  

(c) flexível (rotulada) 

Para além dos aspectos relacionados à rigidez dos componentes das ligações metálicas, 

Hancock (1985) apresenta outro ponto a ser ponderado, que diz respeito mais particularmente à 

configuração de cada ligação. Segundo o autor, é possível visualizar as ligações de duas formas. 

A primeira, mais comum no caso de ligações rígidas, foi também a forma mais estudada entre os 

autores citados anteriormente neste trabalho, e envolve a vinculação completa da seção 

transversal, i.e., todas as paredes da seção são rigidamente vinculadas a chapas de enrijecimento 

ou as paredes do elemento adjacente (Fig. 1.7.a). Por outro lado, a utilização mais frequente de perfis 

de paredes finas tem sido associada a ligações menos rígidas, como se vê no exemplo da figura 1.7.b, 

onde dois perfis U seriam ligados por meio de uma chapa soldada à alma da seção transversal, 

deixando livres as mesas de cada perfil, o que caracteriza uma situação de empenamento livre em 

relação à alma, e descontinuidade na transmissão do bimomento pela ligação. 
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 (a)  (b)  

Figura 1.7 – Tipos de ligação (a) completa e (b) parcial. Adaptado de Hancock (1985). 

De forma geral, as ligações metálicas têm sido amplamente investigadas, abrangendo em 

muitos casos um número consideravelmente grande de publicações. Apenas em caráter geral, 

sobre a influência das condições de vínculo em barras, podem ser citados Chen (1980), Jones 

et al. (1980, 1982), Chapuis e Galambos (1982), Vinnakota (1982, 1983), Shen e Lu (1983), 

entre outros. Além disso, a análise de pórticos com ligações semirrígidas foi objeto de estudo de 

muitos autores, como Lui e Chen (1987, 1988), Nethercot e Chen (1988) Goto et al. (1993), King 

e Chen (1993, 1994), e Kishi et al. (1993a, b). Finalmente, vale citar também os livros originados 

de congressos internacionais sobre ligações metálicas, como Rhodes (1991), Hancock (1998), 

Yu (2000), Leon (2002), Bijlaard (2005), Bjorhovde (2008), e Dubina e Grecea (2013). 

Apesar disso, a consideração da influência das ligações na estabilidade geral (i.e., modos 

globais, distorcionais, locais, etc.) ainda é complexa e incomum, e um campo de aplicações 

especialmente relacionado à GBT permanece em aberto. Ligações completas, cujo 

comportamento, muitas vezes assumido como rígido, depende fundamentalmente de parâmetros 

geométricos e do material dos seus componentes (como as ligações parafusadas por meio de 

chapas de topo – Fig. 1.8.a-b), e ligações parciais, como as aquelas parafusadas e/ou soldadas em 

chapas gusset (Fig. 1.8.c-e) correspondem a exemplos de utilização prática muito comum, e cuja 

abordagem em análises de estabilidade se dá de forma majoritariamente aproximada. 

 
 (a)  (b)  (c) (d) (e) 

Figura 1.8 – Exemplos de ligações tipicamente semirrígidas, que são normalmente utilizadas em sistemas 

formados por perfis de paredes finas 
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1.3.1. Método das Componentes para Determinação da Rigidez Rotacional de Ligações 

Uma ferramenta importante a ser citada é o chamado Método das Componentes, que é 

um método geral para determinação da rigidez (informação de grande interesse no presente 

trabalho, conforme será visto) e capacidade resistente de ligações metálicas, presente na 

norma europeia (Eurocódigo 3, Parte 1-8 – CEN 2005c), e a sua publicação é resultado de 

décadas de investigação, como fica claro ao se consultarem trabalhos dedicados ao estudo de 

ligações metálicas, em especial às ligações semirrígidas, como o de Jaspart (1988), Jaspart e 

Maquoi (1990), Weynand, et al. (1998), Rhodes (1991), Hancock (1998), Chen (2000), Yu 

(2000), Leon (2002), Bijlaard (2005), e Bjorhovde (2008). 

Adicionalmente, muitos trabalhos poderiam ser citados no contexto das aplicações do 

Método das Componentes ao estudo de ligações semirrígidas, entretanto, no que se refere às 

ligações envolvendo perfis de aço formados à frio, não muitos apresentam estudos com a 

aplicação do método. De fato, o próprio Eurocódigo 3, Parte 1-3 (CEN, 2005b), apresenta os 

procedimentos apropriados à correta verificação de ligações envolvendo perfis de aço 

formados por chapas com espessura menor do que 4 mm, não recomendando a aplicação do 

Método das Componentes para esses casos. 

O trabalho de Bursi e Jaspart (1998), envolvendo ligações com chapa de topo estendida e 

perfis de paredes finas, demonstra que nesses casos, o modelo analítico subestima a capacidade 

da ligação (medida experimentalmente) em até 25%. Além disso, também são reveladas grandes 

diferenças nos resultados de rigidez inicial da ligação, a qual também é subestimada pelo 

método das componentes. 

Não obstante, outros trabalhos como o de Nagy et al. (2006), Lim (2001), Lim e 

Nethercot (2003, 2004 e 2004b), e Wrzesien et al. (2012), mostram que, com ajustes 

específicos, o Método das Componentes pode conduzir a resultados adequados para alguns 

tipos de ligações entre perfis de paredes finas. 

Segundo Jaspart et al. (1998), a aplicação do Método das Componentes segue três etapas:  

1. Identificação das componentes da ligação associadas a deformações significativas 

e/ou falha na ligação; 

2. Determinação da lei constitutiva para cada componente da ligação, o que pode ser 

feito analiticamente, experimentalmente ou numericamente; 

3.  Composição das componentes de modo a se quantificar a rigidez total (e 

resistência) da ligação. 
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Assim, a aplicação do Método das Componentes para uma ligação com chapa de topo 

ajustada, unindo uma viga a um pilar com perfis do tipo I, por exemplo, no que se refere à 

determinação somente da rigidez à rotação da ligação*, preconiza a consideração de seis 

componentes, das quais quatro são associadas a esforços de tração, uma é associada à esforços 

de compressão, e uma à esforços de cisalhamento, conforme identificado na Tabela 1.2. 

Tabela 1.2 – Componentes consideradas para determinação da rigidez à rotação de uma ligação parafusada 

com chapa de topo ajustada unilateral, de acordo com o Eurocódigo 3 – Parte 1-8 (CEN, 2005c). 

TIPO DE 

SOLICITAÇÃO 
REFERÊNCIA COMPONENTE REPRESENTAÇÃO 

Tração 

10 Parafuso à tração 

 

4 Mesas do perfil do pilar à flexão 

5 Chapa de topo à flexão 

3 Alma do pilar à tração 

Cisalhamento  1 Cisalhamento na alma do pilar 

Compressão 2 Alma do pilar à compressão 

1.4. Objetivos 

O desenvolvimento da presente tese baseia-se, fundamentalmente, na aplicação da GBT 

para análises de estabilidade (e primeira ordem) de sistemas estruturais metálicos, considerando 

os efeitos oriundos das ligações, bem como condições especiais de apoios e restrições de 

deslocamentos (tais como contraventamentos, peças estruturais secundárias, etc.). 

Adicionalmente, sobre este ponto, é importante lembrar que há um vasto campo de aplicações 

da GBT como possível solução de problemas relacionados a sistemas estruturais metálicos, e 

espera-se que, com este trabalho, se possa contribuir de modo a ampliar o domínio de aplicações 

possíveis, envolvendo tipos de ligações ainda não estudados. 

Em caráter específico, pode-se compor o objetivo geral com os seguintes itens parciais: 

 Acrescentar às formulações até então desenvolvidas para a aplicação da GBT na 

análise de pórticos e treliças metálicas (elementos finitos baseados em GBT), uma 

adaptação que permita considerar o comportamento semirrígido dos diferentes 

componentes das ligações em questão; 

                                                 

* Para a determinação do momento resistente da ligação, também devem ser consideradas as componentes associadas à alma 

e mesa da viga à compressão, alma da viga à tração, soldas entre a viga e a chapa de topo (tração e cisalhamento) e o 

cisalhamento vertical nos parafusos. 
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 Determinar, para ligações diferentes daquelas já aplicadas em trabalhos com a GBT, as 

relações cinemáticas capazes de transcrever o seu comportamento geral. Lembrando 

que essa tarefa deve ser feita conforme forem estudados os exemplos, segundo o 

entendimento prévio dos efeitos de eventuais transmissões de empenamento, 

compatibilização dos deslocamentos, e (des)continuidade na transmissão de 

deformações e esforços internos; 

 Demonstrar os resultados obtidos com as formulações propostas, em comparação com 

análises rigorosas, feitas através de MEFc, e incorporando também, quando necessário, 

elementos sólidos, molas, formulações de contato, etc.; 

 Com os exemplos, espera-se demonstrar o potencial das soluções através da GBT como 

propostas simples para a análise de problemas complexos, fornecendo uma possível 

ferramenta para o estudo futuro de problemas de estabilidade estrutural, com a ajuda de 

implementações computacionais de fácil utilização. 
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2. TEORIA GENERALIZADA DE VIGAS  

Este capítulo dedica-se à apresentação da Teoria Generalizada de Vigas, com seus 

conceitos e formulações. Contudo, é importante mencionar que todos os desenvolvimentos da 

GBT compreendem uma variedade consideravelmente ampla de aplicações, para além das 

análises de primeira ordem e de estabilidade elástica a serem abordadas neste trabalho. 

Exemplos disso são as análises geometricamente não lineares de barras isoladas (e.g.: Silvestre 

e Camotim 2003a; Silva et al. 2006, 2008a) e sistemas estruturais (e.g.: Basaglia et al., 2011, 

Basaglia et al., 2012a, e Basaglia et al., 2013a), análises fisicamente não lineares (e.g.: Abambres 

et al., 2013, 2014), vibração (e.g.: Silvestre e Camotim, 2006a,b; Bebiano et al., 2008a,b), 

análises dinâmicas (e.g.: Bebiano et al., 2013), além de formulações específicas para a análise 

de barras com seção transversal circular, elíptica, retangular ou poligonal (e.g.: Silvestre, 2007, 

2009; Basaglia e Camotim 2010, 2012; Bebiano et al., 2015; Gonçalves e Camotim, 2016), e 

barras não prismáticas (e.g.: Nedelcu, 2010; Nedelcu, 2011), dentre muitos outros. 

Assim, é importante mencionar o quanto é difícil ser exaustivo nas abordagens teóricas por 

meio da GBT. Portanto, muito contrariamente a este pensamento, apresentam-se nesta tese 

somente as formulações mais importantes utilizadas para o próprio trabalho, e, quando 

oportuno, são citados trabalhos com formulações mais amplas ou recentes, que podem ser 

utilizadas como alternativa para a implementação em questão. 

2.1. Aspectos Históricos 

O primeiro trabalho sobre a GBT foi publicado em meados da década de 60, em língua 

alemã, pelo Professor Richard Schardt da Universidade Técnica de Darmstadt (Schardt, 1966), 

sendo seguido por algumas pesquisas do mesmo grupo ao longo da década de 80 (Schardt, 1983 

e Schardt, 1989). Apesar disso, segundo Silvestre (2005), esta teoria permaneceu despercebida 

à comunidade científica internacional até o início da década de 90, uma vez que a maioria dos 

trabalhos publicados até então foi escrito em língua alemã, e teve um alcance limitado. Este 

cenário, no entanto, passou a mudar com a contribuição de Davies e seus colaboradores (Davies 

e Leach, 1994a,b e Davies, 1998), que são, reconhecidamente, os responsáveis por identificar 

as enormes potencialidades do método nos estudos da estabilidade de perfis de aço formados e 

frio, e divulgá-las mundialmente (em língua inglesa). 



35 

 
Apesar do elevado número de publicações empregando a GBT em diferentes campos de 

análise, especialmente na última década, faz-se aqui uma breve referência a alguns trabalhos 

importantes no âmbito da realização da presente tese, isto é, envolvendo análises de estabilidade 

elástica, elementos finitos baseados na GBT, e aplicações da GBT à análise de sistemas 

estruturais metálicos, dentre outros, cujas formulações mostram-se importantes na obtenção de 

soluções relacionadas, ou historicamente contribuíram para tal: 

(i) Silvestre e Camotim, 2002a,b,c: Foram os primeiros artigos do grupo orientado pelo Prof. 

Dinar Camotim, dando início a uma sequência de mais de uma centena de trabalhos 

envolvendo a GBT com diversos outros autores. Nesses três trabalhos, os autores 

apresentam as formulações para análises de estabilidade, primeira e segunda ordem de 

perfis com materiais isotrópicos e ortotrópicos, envolvendo seções transversais abertas e 

não ramificadas*; 

(ii) Silvestre e Camotim, 2003a,b: Trazem as primeiras formulações e implementações de 

elementos finitos baseados na GBT, e abrangem também o comportamento 

geometricamente não linear de barras com materiais compósitos. Vale destacar que a 

formulação não linear envolve também a consideração de modos de deformação da GBT 

ditos “não convencionais”, que são os modos de corte e os modos de extensão transversal, 

comentados brevemente no item 2.4; 

(iii) Camotim et al., 2006: Trabalho em língua portuguesa que condensa o estado da arte da 

GBT, envolvendo os principais desenvolvimentos até então para a análise de estabilidade, 

vibração, e análises geometricamente não lineares de barras com seções transversais 

abertas ramificadas arbitrárias, fechadas, e fechadas e ramificadas; 

(iv) Dinis et al., 2006: Trabalho que apresenta a primeira formulação geral para a análise de 

seções transversais abertas ramificadas arbitrárias. Esta formulação, devido ao seu caráter 

prático, e por ser aplicável a qualquer seção transversal, com exceção de seções fechadas 

(retangulares, poligonais, circulares, etc.), tem sido amplamente utilizada desde então em 

muitos outros trabalhos com a GBT; 

(v) Basaglia et al., 2006a,b: Trabalhos que marcam as primeiras implementações da GBT 

para a análise de estabilidade de pórticos metálicos. Ainda considerando apenas os modos 

globais, os artigos apresentam a formulação do elemento finito da GBT, e a 

compatibilização entre os graus de liberdade globais criada; 

                                                 

* Nas aplicações da GBT, as seções transversais dividem-se em (i) abertas e não ramificadas, (ii) abertas e ramificadas, 

(iii) fechadas (iii1) unicelulares e (iii2) multicelulares, e (iv) circulares/elípticas (vide mais no item 2.4). 
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(vi) Bebiano et al., 2007: Outra importante publicação no que diz respeito às possibilidades de 

aplicação da GBT. Os autores apresentam uma formulação capaz de incorporar os efeitos 

decorrentes das variações longitudinais de tensões. Em outras palavras, tornando possível 

a análise de barras com momento fletor variável, e considerando o efeito das tensões de 

corte (tangenciais) sobre a rigidez das mesmas; 

(vii) Bebiano et al., 2008b, 2013: A apresentação do programa computacional de livre 

utilização GBTUL (disponível em [www.civil.ist.utl.pt/gbt], e hoje em sua segunda 

versão, GBTUL 2, trouxe uma contribuição imensurável à popularização da GBT pelo 

mundo. Parte disso pode ser explicado pela popularização do Método da Resistência 

Direta, para o dimensionamento para perfis de aço formados à frio, proposto na norma 

americana (ANSI AISI-S100-12), o qual torna necessária a análise numérica de 

estabilidade dos elementos dimensionados, remetendo os engenheiros à utilização de 

métodos como o MFF, MEF, ou à GBT; 

(viii) Basaglia et al. (2007a, 2008): Primeiros trabalhos em revista científica demonstrando a 

aplicação da GBT nas análises de estabilidade de pórticos planos e tridimensionais. Os 

autores apresentam detalhadamente as estratégias utilizadas para promover a 

compatibilização dos deslocamentos globais entre as barras de pórticos metálicos, 

considerando, no entanto, apenas os 4 primeiros modos de deformação da GBT (modos 

globais). Esta mesma estratégia segue, atualmente, sendo utilizada para a compatibilização 

dos graus de liberdade globais, através do chamado “elemento de nó”; 

(ix) Camotim et al., 2010a,b: Dois trabalhos de revisão, que apresentam resumidamente os 

desenvolvimentos recentes da GBT, assim como suas perspectivas para os próximos 

desenvolvimentos. Em especial, são comentadas as aplicações da GBT (1) à análise de 

primeira ordem de tabuleiros de pontes compostos de aço e concreto, (2) na estabilidade 

e análises geometricamente não lineares com carregamentos e condições de apoio 

arbitrários, (3) na vibração livre, e sob carregamento, de barras com seção transversal 

aberta, e (4) na análise dinâmica de barras submetidas a carregamentos cíclicos e cargas 

móveis, entre outros tópicos; 

(x) Basaglia e Camotim (2010): Outro trabalho aplicando a GBT na análise de estabilidade 

pórticos metálicos, no entanto, este considerando barras com seções tubulares retangulares 

(Rectangular Hollow Section – RHS); 

(xi) Camotim et al., 2010c: Trabalho de revisão, condensando os principais desenvolvimentos 

relacionados à aplicação da GBT na análise de pórticos metálicos até então. A importância 

deste trabalho está relacionada à proposição de modelos de relação cinemática para 

http://www.civil.ist.utl.pt/gbt
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compatibilizar as deformações locais das paredes da seção transversal na região da 

ligação, e transmissão das deformações de empenamento devido à torção e distorção. Tais 

proposições foram baseadas em quatro tipos de ligação específicos, entre perfis I ou U 

enrijecido de iguais dimensões, soldadas, com continuidade na alma ou nas mesas, 

podendo ser (1) sem enrijecedores, (2) com enrijecedor na alma paralelo às abas (i.e., em 

forma de caixa), (3) com enrijecedor na alma em diagonal, ou (4) com enrijecedores na 

alma em caixa e diagonal; 

(xii) Basaglia et al. (2010, 2011): A aplicação de condições de apoio arbitrárias em análises de 

estabilidade (2010), e análises geometricamente não lineares (2011) são apresentadas pelos 

autores, assim como os efeitos de tais condições, juntamente com os efeitos causados pelos 

gradientes de tensões longitudinais nas barras (recorde-se o trabalho de Bebiano et al., 2007), 

para exemplos de pórticos metálicos planos e tridimensionais; 

(xiii) Basaglia e Camotim (2011): Trabalho apresentando a aplicação da GBT como solução na 

análise de treliças metálicas. Como técnica, um conjunto de equações de restrição é 

aplicado para garantir o comportamento da ligação analisada, conceitualmente não 

diferente da técnica utilizada nas soluções dos trabalhos anteriores envolvendo os pórticos 

metálicos. Um outro trabalho envolvendo treliças foi apresentado no ano seguinte 

(Basaglia e Camotim, 2012), contudo, voltado à aplicação de perfis RHS; 

(xiv) Basaglia et al. (2012a): A continuidade dos trabalhos dos referidos autores aqui avança 

no estudo do comportamento de estabilidade e geometricamente não linear de vigas 

continuas e pórticos metálicos, com foco também no dimensionamento dessas estruturas 

através de ajustes no Método da Resistência Direta; 

(xv) Basaglia et al. (2012b): Outro estudo específico de grande importância relacionado à 

análise numérica de sistemas estruturais metálicos. Os autores demonstram aqui um 

conjunto de relações cinemáticas capazes de descrever a transmissão das deformações de 

empenamento devido à torção entre barras não alinhadas entre si, para as mesmas ligações 

descritas no trabalho do item x; 

(xvi) Basaglia e Camotim (2013a): Neste trabalho, os autores focam no estudo do 

comportamento de estabilidade e geometricamente não linear de vigas contínuas, 

constituídas por perfis em U enrijecido, e apresentam equações de dimensionamento via 

MRD, comparando as previsões com resultados numéricos obtidos por meio de análises 

rigorosas com elementos finitos de casca; 

(xvii)   Basaglia e Camotim (2013b): Outro importante trabalho, onde os autores apresentam duas 

formulações possíveis para implementação de modo a permitir levar em consideração a 
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posição de aplicação do carregamento na seção transversal de uma barra. Resultados 

demonstrando os efeitos de tal consideração são demonstrados para barras isoladas e pórticos; 

(xviii) Camotim e Basaglia (2013): Artigo de revisão, onde os autores apresentam os recentes 

avanços da GBT relacionados à análise de sistemas estruturais constituídos por perfis de aço 

de paredes finas, assim como as aplicações práticas desenvolvidas até então. Importante 

mencionar que algumas das soluções apresentadas neste trabalho apresentam a aplicação de 

molas lineares como condições de apoio específicas para determinadas circunstâncias; 

(xix) Basaglia et al. (2013b): Neste trabalho, os autores aplicam apoios com molas lineares para 

simular as restrições provocadas pelas telhas em terças com seção transversal em U 

enrijecido e Z enrijecido. A aplicação de tais molas como condições de apoio não 

convencionais também é uma importante referência no desenvolvimento da presente tese; 

(xx) Camotim e Basaglia (2014): Outro trabalho que visa o dimensionamento de sistemas 

estruturais, tais como vigas contínuas e pórticos, através de procedimentos diretos baseados 

no MRD. Tal abordagem, apesar de não fazer parte dos desenvolvimentos da presente tese, é 

citada aqui por demonstrar como possíveis aplicabilidades diretas podem estar relacionadas 

às análises de estabilidade de sistemas estruturais aqui estudadas;  

(xxi) Basaglia e Camotim (2015): Um trabalho bastante completo, que aborda de forma 

detalhada algumas das aplicações da GBT para sistemas estruturais até então estudadas, 

nomeadamente (1) vigas contínuas pertencentes a estruturas de armazenamento (racks), (2) 

pórticos com duas águas (vigas inclinadas) de galpões industriais, (3) pórticos planos 

constituídos por perfis RHS, e (4) treliças de coberturas apresentando diferentes condições 

de apoio e carregamentos. Vale comentar, no entanto, que o referido trabalho se mostra mais 

voltado aos resultados das análises propostas, as quais envolvem estruturas 

consideravelmente mais complexas que aquelas analisadas por meio da GBT até então; 

(xxii) Casafont et al. (2015): Trabalho recente utilizando a GBT para a análise de perfis do 

tipo U enrijecido perfurados. Apesar das implementações não apresentarem relação com 

a GBT para análise de sistemas estruturais, os autores utilizam um conjunto de equações 

de restrição para unir o que seriam barras com seções transversais diferentes (umas sem 

furos, e outras com furos – onde as paredes na região do furo foram consideradas com 

espessura reduzida para permitir a simulação). As referidas equações são implementadas 

no sistema através da técnica de Multiplicadores de Lagrange, a mesma sugerida em 

publicações anteriores de outros autores para implementações da GBT para sistemas 

estruturais, e por isso vale aqui o registro. 
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Não obstante, também é importante citar os trabalhos que nortearam desde o início os 

processos de implementação da GBT no presente trabalho, que são, (i) a tese de doutorado de 

Silvestre (2005), que é a mais didaticamente detalhada, especialmente para a compreensão de 

etapas como a análise da seção transversal para a GBT (muito embora seja aplicável somente 

para seções transversais abertas), (ii) a tese de Bebiano (2010), que apresenta com riqueza de 

detalhes a implementação do elemento finito baseado na GBT, assim como as formulações que 

permitem considerar os efeitos dos gradientes longitudinais de tensões nas barras, bem como 

as formulações para a análise de seções transversais abertas ramificadas arbitrárias, e (iii) a tese 

de Basaglia (2010), única que trata da aplicação da GBT para sistemas estruturais metálicos, e 

de fundamental importância para a compreensão dos conceitos que permitem as 

implementações relacionadas a este fim. 

2.2. Conceitos Iniciais  

Este item segue a mesma metodologia apresentada em trabalhos como o de Bebiano (2010) e 

Basaglia (2010), no que se refere à apresentação de uma formulação unificada, aplicável à análise de 

estabilidade e primeira ordem de perfis metálicos com seção transversal aberta ramificada arbitrária 

(não aplicável a seções fechadas poligonais, circulares ou elípticas). Outros detalhes relacionados aos 

métodos utilizados são comentados conforme apresentada a formulação. 

Primeiramente, descreve-se o procedimento de uma análise por meio da Teoria 

Generalizada de Vigas, o qual segue, invariavelmente, três etapas, conforme apresentado 

ilustrativamente na figura 2.1. 

Dada uma certa seção transversal e propriedades do material que a constitui, a primeira etapa, 

denominada análise da seção transversal, deve ser realizada, que consiste na determinação dos modos 

de deformação. O processo relacionado a esta etapa constitui o cerne da GBT, uma vez que as 

variáveis que figuram nas equações de equilíbrio são relacionadas as funções de amplitude ϕ de cada 

modo de deformação k obtido nesta primeira etapa (recorde-se a Fig. 1.4.a). O aspecto mais 

importante a ser lembrado nesta etapa é que cada modo de deformação obtido possui um 

significado mecânico específico relativo ao comportamento da barra que aquela seção transversal 

constitui, i.e., pode representar, por exemplo, um modo de flexão da barra em torno do eixo de 

menor ou maior inércia da seção transversal, ou um modo de torção (puro), etc. 
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Figura 2.1 – Etapas de uma análise por meio da GBT. 

A Fig. 2.2 ilustra, para uma seção do tipo cartola, os nove primeiros modos de deformação 

da GBT divididos em modos globais (1 ao 4, são modos de corpo rígido, iguais aos 

representados pela teoria de Vlasov – Vlasov, 1961), distorcionais (quando existentes, pois 

dependem da geometria da seção transversal), e locais (cujo número de modos depende da 

discretização adotada para a seção transversal).   

  

Figura 2.2 – Configuração no plano da seção transversal dos 9 primeiros modos de deformação de uma 

seção tipo cartola. 

Uma vez determinados os modos de deformação, procede-se a determinação das equações 

de equilíbrio que constituem o problema a ser solucionado. Nesta etapa, outra grande vantagem 

da GBT apresenta-se pela possível “seleção modal”, i.e., podem ser levados em consideração 

apenas os modos de deformação de interesse na solução, desprezando-se os demais, o que 

permite uma redução considerável no número de graus de liberdade do sistema, otimizando o 

processo de análise consideravelmente. A solução do sistema de equações pode utilizar técnicas 

analíticas, em determinados casos de carregamentos e condições de apoio convencionais, ou, a 

solução mais tradicional e versátil, a técnica dos elementos finitos, utilizada e descrita 

oportunamente no presente trabalho. 

Finalmente, a solução é expressa em função de cada modo de deformação considerado 

inicialmente para a análise. De modo a exemplificar (de forma introdutória) o resultado de uma análise 

de estabilidade por meio da GBT, considere uma barra uniformemente comprimida com seção 

transversal do tipo cartola discretizada em um total de 6 segmentos de parede (6 nós naturais – dobras, 
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e 1 intermediário – no centro da mesa do perfil), conforme ilustra a Fig. 2.3.a, cuja análise da seção 

transversal conduz à determinação de 9 modos de deformação, que são observados na Fig. 2.2.  

Resolvendo-se as equações de equilíbrio que descrevem o problema de estabilidade 

relacionado, são obtidos os resultados que fornecem: (i) (Fig. 2.3.b) a variação, em função do 

comprimento L da barra (em escala logarítmica), das forças axiais de bifurcação Pcr relativas à 

cada modo de deformação (linhas pontilhadas e numeradas conforme o respectivo modo de 

deformação exibido na Fig. 2.2), e também relativas à possibilidade de ocorrência de todos os modos 

de deformação (i.e., com acoplamento modal), o que leva à identificação do “modo real” que rege a 

instabilidade da barra (curva cheia inferior); e (ii) (Fig. 2.3.c), o nível de participação de cada modo 

de deformação no modo de instabilidade para um determinado comprimento da barra. 

 

Figura 2.3 – Configuração no plano da seção transversal dos 9 primeiros modos de deformação de uma 

seção tipo cartola. 

Os resultados apresentados nas figuras 2.3.b-c permitem uma apreciação detalhada dos 

fenômenos de instabilidade envolvidos para a referida seção transversal, e demonstram algumas 

capacidades exclusivas da GBT, como a possibilidade de se investigar separadamente cada modo de 

deformação, bem como a sua contribuição em um modo de instabilidade, que pode ser representado 

por um grupo específico ou mesmo por todos os modos de deformação determinados através da 

análise da seção transversal.  

2.3. Formulação Básica  

Para dar início às deduções das equações de equilíbrio da GBT, considera-se uma barra 

prismática com seção transversal aberta ramificada genérica, e comprimento L, representada na 
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Fig. 2.4. Na mesma figura são ilustrados o sistema de coordenadas global X-Y-Z, sendo Y e Z 

os eixos principais no plano da seção transversal, e X o eixo longitudinal da barra, bem como o 

sistema de coordenadas local de cada parede que constitui a seção transversal s-z-x, sendo x 

paralelo ao eixo longitudinal da barra, s o eixo que define o plano central da parede em questão, 

e z o eixo ortogonal ao plano da referida parede. Para além disso, cada uma das np paredes que 

compõem a referida seção transversal possui espessura constante ei, e é constituída por um 

determinado material elástico linear isotrópico. Em um elemento infinitesimal de uma parede i 

qualquer, é possível observar, ainda, a decomposição do campo de deslocamentos, que no plano 

local tem suas componentes designadas por u, v e w.   

 

Figura 2.4 – Barra prismática com sessão transversal aberta ramificada arbitrária de paredes finas, 

juntamente com o campo de deslocamentos e sistemas de eixos global e local adotados. 

Como fundamentação para os problemas de primeira ordem e de estabilidade, envolvendo 

material elástico linear isotrópico, as seguintes hipóteses, também adotadas por Schardt, 1989, 

são mantidas: 

(i) Hipótese de Kirchhoff-Love (Brush e Almroth, 1975): válida para cada parede que compõe 

a seção transversal (de pequena espessura), estabelece que (i1) as fibras normais ao plano 

médio na configuração indeformada, permanecem retas, normais ao plano médio e 

inextensíveis (εzz=0, equivale a estabelecer para cada parede um estado plano de 

deformação), e (i2) as tensões normais na direção z (perpendicular ao plano médio) podem 

ser consideradas nulas (σzz=0, equivale a ter-se um estado plano de tensão); 

(ii) Hipótese de Vlasov (Vlasov, 1961): as fibras paralelas aos eixos x e s, pertencentes ao plano 

médio de cada parede, permanecem perpendiculares entre si após a deformação – 𝛾𝑥𝑠=0. 

Esta hipótese, segundo a teoria de flexão de vigas introduzida por Navier, implica em 

considerar as distorções de membrana no plano médio de cada parede – 𝛾𝑥𝑠
𝑀=0; 

(iii) Hipótese de inextensibilidade transversal: Assume-se que as paredes são inextensíveis 

transversalmente, i.e., as fibras paralelas ao eixo s pertencentes ao plano médio de cada 
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parede não sofrem extensão durante a deformação, o que equivale a dizer que a extensão 

transversal de membrana é nula – 𝜀𝑠𝑠
𝑀=0. Tal consideração se deve ao fato de se 

considerarem desprezíveis tais deformações em análises de primeira ordem e de 

estabilidade, muito embora, em análises de segunda ordem essas deformações possam ter 

significado. 

Com relação à cinemática, a Fig. 2.5 ilustra o perfil transversal, no plano xz, de uma placa 

nas configurações indeformada e deformada, onde admite-se que os pontos O (x, s, z=0) e P 

(x, s, z) pertencem a à mesma fibra normal ao plano médio, e (u, v, w) e (uP, vP, wP) são os 

deslocamentos de O e P, respectivamente. 

 

Figura 2.5 – Cinemática no plano xz de uma placa genérica, segundo as hipóteses de Kirchhoff-Love. 

Fonte: Silvestre (2005). 

Inicialmente, verifica-se que as hipóteses (i1) e (i2), que implicam na inextensibilidade de 

uma fibra normal ao plano médio da parede, conduzem a: 

 , 0P

zz zw    (2.1) 

Lembrando que na notação adotada, a vírgula como índice indica operação de derivação 

em relação à(s) variável(eis) que a segue(m), e.g., (. ),𝑧 = 𝜕(. )/𝜕𝑧). Com isso, wP torna-se 

independente de z, ou seja, 

 ( , , ) ( , )Pw x s z w x s        (2.2) 

Além disso, as hipóteses de Kirchhoff-Love também implicam que as distorções nos planos 

xz e sz sejam nulas, ou seja: 

 , , 0P P

xz z xu w     , , 0P P

sz z sv w        (2.3) 

Logo, introduzindo 2.2 em 2.3, e integrando em relação à z, obtém-se: 
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( , , ) ( , )P w
u x s z u x s z

x


 


 ( , , ) ( , )P w

v x s z v x s z
s


 


 (2.4) 

Assim, tem-se a decomposição do deslocamento axial u (num elemento infinitesimal de 

placa ds) nas parcelas de membrana u(x, s) e de flexão z(𝜕𝑤/𝜕𝑥), conforme ilustrado na Fig. 2.6. 

 

Figura 2.6 – Deslocamento axial num elemento de placa infinitesimal: decomposição em parcelas de 

membrana e flexão. Fonte: Silvestre (2005). 

As relações deformações-deslocamentos lineares associadas ao campo de deslocamentos 

(uP, vP, wP), são fornecidas por 

 ,

P

xx xu   ,

P

ss sv   , ,

P P

xs s xu v    (2.5) 

que, por sua vez, ao introduzir 2.2 e 2.4, passam a 

 
M F

xx xx xx     
M F

ss ss ss     
M F

xs xs xs     (2.6) 

onde, 

 ,

M

xx xu   ,

F

xx xxzw      

 ,

M

ss sv   ,

F

ss sszw      (2.7) 

 , ,

M

xs s xu v    ,2F

xs xszw     

sendo ( )M e ( )F, respectivamente, os termos de deformação de membrana e flexão. 

 

 

Não obstante, tem-se ainda as hipóteses (ii) e (iii), que implicam diretamente em assumir 

que 𝛾𝑥𝑠
𝑀=0, e 𝜀𝑠𝑠

𝑀=0. E para as aplicações relativas à análise linear de estabilidade, também a 

componente não linear da deformação de membrana é necessária, a qual pode ser definida a 

partir da equação 2.8, num ponto P genérico. 

      
2 2 2

, , ,2 NL P P P

xx x x xu v w      (2.8) 
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 Onde, ao se considerar um regime de pequenas deformações e rotações moderadas, 

pode-se admitir (𝑢,𝑥
𝑃 )

2
≈ 0, o que permite reescrever 2.8 como: 

   
2 2

, ,

1 1

2 2

NL P P

xx x xv w    (2.9) 

 Introduzindo a Eq. 2.2 e a parcela de membrana de 2.4 na Eq. 2.9, tem-se 

 2 2 .
, ,

1

2

NL M NL
xx x x xxv w      2 2

, , ,

1

2

M
xx x x xu v w     (2.10) 

 De forma semelhante, é necessária a componente não linear associada às distorções 

de membrana, que é dada por 

, , , ,
NL
xx s x s xw w v v    (2.11) 

Lembrando que, pela hipótese de Vlasov, tem-se ε,ss = 0 => v,s = 0, portanto,  

, ,
NL
xx s xw w   (2.12) 

Com isso, resumidamente, ficam definidas as relações cinemáticas (deformações – 

deslocamentos) mais relevantes conforme as equações 2.13. Uma abordagem mais detalhada 

sobre a definição de tais relações pode ser encontrada no trabalho de Bebiano (2010). 

.

,

M L

xx xu    . 2 2

, ,

1

2

M NL

xx x xv w    ,

F

xx xxzw     

0M

ss   ,

F

ss sszw     (2.13) 

. 0M L

xs   
.

, ,

M NL

xs s xw w   2F

xs xszw     

Para obter uma representação de deslocamentos compatível com a teoria clássica de vigas 

com seção transversal de paredes finas, cada componente de deslocamento (u(x,s), v(x,s) e 

w(x,s)) é expresso como uma soma de produtos entre dois tipos de funções: (i) uma que depende 

apenas de x (coordenada na direção do eixo longitudinal), e (ii) outra que depende apenas de s 

(coordenada ao longo da linha média da seção transversal), conforme apresentado nas Eqs. 2.14.  

 ,( , ) ( ) ( )i i xu x s u s x    

 ( , ) ( ) ( )i iv x s v s x   (2.14) 

 ( , ) ( ) ( )i iw x s w s x    
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Onde ζ

i 
(x) é uma função que descreve a amplitude para o respectivo perfil de deslocamentos 

ao longo do comprimento da barra. Além disso, é importante notar que a presença da derivada 

em ζ
i 
para u(x,s) está relacionada à hipótese de Vlasov (distorções de membrana nulas em cada 

parede – 𝛾𝑥𝑠
𝑀 = u,s + v,x = 0) – Silvestre (2005). Este fato faz com que as equações diferenciais de 

equilíbrio apresentem ordens de diferenciação distintas para a extensão axial (2ª ordem) e flexão 

e/ou torção (4ª ordem), e sendo ζ
i 
(x) uma função adimensional, o perfil ui(s) acaba por resultar 

com unidades (l2), de modo a garantir que u(x,s) tenha unidade de deslocamento. Tal solução é 

frequentemente utilizada em outras formulações, como, por exemplo, a do MFF (Cheung, 1976). 

Por fim, vale comentar que com relação às coordenadas (x), os deslocamentos longitudinais, de 

fato, são de uma ordem superior à dos restantes deslocamentos (u,s = –v,x).  

Recomenda-se ainda, como fonte de consulta mais completa sobre este tópico, o trabalho 

de Bebiano (2010), que apresenta as deduções matemáticas completas, e o trabalho de 

Gonçalves (2007), que discute mais a respeito das hipóteses simplificativas adotadas. 

Assim, mostra-se a representação na GBT, proposta inicialmente por Schardt (1989), das 

componentes de deslocamentos do plano médio de cada parede da seção transversal de uma 

barra u(x,s), v(x,s) e w(x,s), dadas por 

 
,( , ) ( ) ( )k k xu x s u s x    

 ( , ) ( ) ( )k kv x s v s x   (2.15) 

 ( , ) ( ) ( )k kw x s w s x    

onde, (i) uk (s), vk (s) e wk (s), são obtidos através da análise da seção transversal, apresentada 

no item 2.4 deste trabalho, e representam o campo de deslocamentos da seção para o modo k 

de deformação, (ii) ϕk (x) é a função que fornece a amplitude ao longo do comprimento da barra 

do modo de deformação k. Lembrando que aplica-se a convenção de soma ao índice k. 

 Portanto, as relações entre as componentes de deformações e deslocamentos definidas 

em 2.13, com a aplicação da representação dada em 2.15, passam a ser dadas por 

.

,

M L

xx k k xxu    .

, ,

1

2

M NL

xx k i k i k x i xv v w w     ,

F

xx k k xxzw     

0M

ss   ,

F

ss k ss kzw     (2.16) 

. 0M L

xs   
.

, ,

M NL

xs k s i k i xw w    , ,2F

xs k s k xzw     

e as correspondentes variações, dadas por 

.

,

M L

xx k k xxu    .

, ,

M NL

xx k i i k i x k xv v w w     ,

F

xx k k xxzw     
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0M

ss   ,

F

ss k ss kzw     (2.17) 

. 0M L

xs    .

, , ,

M NL

xs i s k i k x k x iw w      
, ,2F

xs k s k xzw     

A seguir, considere-se a relação constitutiva de materiais elásticos isotrópicos, baseada na lei 

de Hooke generalizada, e considerando um estado plano de tensão (σxz = σsz = σzz = 0), dada por 

. .

. .2 2

. .

2 2
. .

0 0 0

0 0
1 1

0 0
1 1

0 0 0

M L M L
xx xx

F L F L
xx xx

F L F L
ss ss

F L F L
xs xs

E

E vE

v v

vE E

v v

G

 

 

 

 

 
    
    
         
    
        

  

 (2.18) 

onde, (i) {σxx, σss, τxs} são as tensões axial, transversal e de corte, (ii) {εxx, εss, γxs} são as 

deformações homólogas, ambas referidas à componente linear (índice superior L) de flexão 

(índice superior F) ou membrana (índice superior M), e (iii) E, G, e v são o módulo de 

elasticidade, o módulo de distorção e o coeficiente de Poisson do material, respectivamente. 

É importante notar que, uma vez que 𝜎𝑠𝑠
𝑀.𝐿=0, nenhum efeito de Poisson é considerado com 

relação às tensões longitudinais de membrana 𝜎𝑥𝑥
𝑀.𝐿 (o trabalho de Ádány et al., 2009 discorre sobre 

a relevância desta hipótese). Além disso, a relação simplificada entre as tensões longitudinais de 

membrana e as respectivas extensões longitudinais, desprezando o efeito de Poisson, foi proposta 

ainda por Schardt (1989), para preservar a consistência entre a GBT e as teorias clássicas de vigas. 

Introduzindo as relações deformações-deslocamentos (2.16) na relação constitutiva (2.18), 

as seguintes relações tensões-deslocamentos são obtidas: 

.

,

M L

xx k k xxEu    .

, ,21

F L

xx k k xx k ss k

E
z w vw

v
    


  

0M

ss    , ,21

F

ss k k xx k ss k

E
z vw w

v
    


 (2.19) 

. 0M L

xs   
.

, ,2F L

xs k s k xzGw     

Resta escrever, no entanto, o sistema de equações de equilíbrio que descreve o 

comportamento de uma barra. Assim, para o esclarecimento desta questão recorre-se ao 

princípio de Hamilton, o qual pode ser expresso como 

 
2

1

0
t

t
T V dt    (2.20) 

onde T e V representam a energia cinética e a energia potencial se um sistema conservativo 

(L=T–V é a Função Lagrangeana), que evoluem ao longo de um determinado intervalo de tempo 
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[t1, t2] arbitrário. Decompondo a energia potencial no somatório entre a energia de deformação U 

e o potencial das forças externas Π, a equação 2.20 pode ser reescrita como 

 
2

1

0
t

t
U T dt       (2.21) 

Sabendo-se que a variação da energia cinética é nula nos problemas estáticos lineares (ou 

de estabilidade elástica), e que os termos restantes são invariantes no tempo, obtém-se a equação 

de equilíbrio que constitui o conhecido Princípio da Mínima Energia Potencial, dada por 

0V U       (2.22) 

No que se refere à variação da energia de deformação, esta pode ser obtida pela soma de 

(i) um temo linear UL, associado com a rigidez linear do sistema, e um termo não linear UNL, 

associado aos efeitos geometricamente não lineares, resultantes das forças externas. Portanto, 

a variação da energia de deformação pode ser expressa por 

L NLU U U     (2.23) 

Por sua vez, o termo linear δUL pode ser expresso pela combinação das componentes 

lineares de tensão 𝜎𝑥𝑥
𝑀.𝐿, 𝜎𝑥𝑥

𝐹.𝐿, 𝜎𝑠𝑠
𝐹 , e 𝜏𝑥𝑠

𝐹.𝐿, bem como as respectivas componentes de deformação 

𝜀𝑥𝑥
𝐿.𝑀, 𝜀𝑥𝑥

𝐹.𝐿, 𝜀𝑠𝑠
𝐹.𝐿, e 𝛾𝑥𝑠

𝐹.𝐿 (vide Eq. 2.18), conforme mostra a Eq. 2.24. 

 

. . . .

. . . . . . . .

L L M L F L F L F
xx xx ss xs

M L M L F L F L F L F L F L F L
xx xx xx xx ss ss xs xs

L S e

U U U U U

dz ds dx

    

       

   

     
 

(2.24) 

(2.25) 

onde L indica o comprimento da barra, e S a largura total da linha média da seção transversal. 

 Em seguida, introduzindo as equações 2.17, e 2.19, em 2.25, e procedendo as 

integrações sobre a seção transversal (i.e., na espessura e, e na largura S), obtém-se 

 , , , , , ,
L I II II

ik k xx i xx ik k x i x ik k i xx ki k xx i ik k i
L

U C D D D B dx                (2.26) 

ou, alternativamente, 

 , , , ,

, ,
0 0

L
ik k xx i xx ik k x i x ik k i

L

L L
II II
ik k i x ik k x i

U C D B dx

D D

      

   

   

    
   


 (2.27) 

onde 𝐶𝑖𝑘, 𝐷𝑖𝑘, 𝐷𝑖𝑘
𝐼 , 𝐷𝑖𝑘

𝐼𝐼 , e 𝐵𝑖𝑘, são tensores de segunda ordem que representam diferentes 

componentes de rigidez linear associados à barra. Lembrando que na GBT convencional é 
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comum definir os tensores 𝐶𝑖𝑘 e 𝐷𝑖𝑘, como (𝐶𝑖𝑘
𝐼 +𝐶𝑖𝑘

𝐼𝐼), e (𝐷𝑖𝑘
𝐼 –(𝐷𝑖𝑘

𝐼𝐼+𝐶𝑘𝑖
𝐼𝐼)), respectivamente, as 

expressões analíticas, juntamente com o principal significado físico associado a cada um dos 

tensores são apresentadas na Tabela 2.1 a seguir. 

Tabela 2.1 – Expressões analíticas e principais significados físicos associados aos tensores lineares de 

rigidez da GBT 

Matriz Expressão Principal Significado Físico 

I
ikC  i k

S
Ee u u ds  Empenamento primário generalizado 

II
ikC  

 

3

212 1
i k

S

Ee
w w ds

v
  Empenamento secundário generalizado 

I
ikD  

3

, ,
3

i s k s
S

Ge
w w ds  

Torção generalizada (rotação transversal da 

linha média das paredes 𝑤𝑘,𝑠(𝑠)) 

II
ikD  

 

3

,212 1
i k ss

S

vEe
w w ds

v
  

Efeitos de Poisson pela flexão transversal das 

paredes 𝑤𝑘,𝑠𝑠(𝑠))
* 

ikB  

 

3

, ,212 1
i ss k ss

S

Ee
w w ds

v
  

Deformações locais (flexão transversal 

generalizada em cada parede) 

 

Por sua vez, o termo não linear da energia de deformação 𝛿𝑈𝑁𝐿, que representa os efeitos 

geometricamente não lineares das forças aplicadas, equilibrados por uma distribuição de 

tensões normais 𝜎𝑥𝑥
0  e tangenciais 𝜏𝑥𝑠

0 , e que são necessários para a obtenção das equações de 

equilíbrio das análises de estabilidade elástica, passa a ser descrito como 

  0 . 0 .NL M NL M

xx xx xs

L

S

s

L e

x

NU dzdsdx                (2.28) 

onde 𝛿Π𝜎 e 𝛿Π𝜏 representam a energia potencial das tensões normais e tangenciais da solução 

fundamental, aqui referidas pelo termo mais popular, tensões de pré-flambagem. 

Neste ponto, incorpora-se à formulação, até então baseada nas proposições apresentadas 

por Silvestre (2005) e Camotim et al. (2007), a contribuição de Bebiano et al. (2007), que 

permite a consideração de distribuições variáveis de esforços ao longo da barra, uma vez que 

até então apenas problemas envolvendo esforços constantes eram analisados. 

                                                 

* Este termo envolve, mais especificamente, a rotação das fibras ao longo da espessura da parede devido ao acoplamento 

entre a flexão transversal da mesma (𝑤𝑘,𝑠𝑠(𝑠)) e os efeitos de Poisson. Note que no caso de se ter v=0, então 𝐷𝑖𝑘
𝐼𝐼=0. 
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Para tal, considere-se a resultante das tensões longitudinais como uma combinação advinda 

da força axial N(X), momentos fletores em torno dos eixos de maior MZ (X) e menor MY (X) 

inércia, e bimomento M (X), conforme mostra a equação 2.29. 

0 ( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) Y Z

xx

Y Z

N X M x M X M X
X Y Z Z Y

A I I I





       (2.29) 

Por outro lado, a figura 2.7 ilustra, para a mesma seção transversal utilizada no exemplo 

das Figs. 2.2 e 2.3, o campo de deslocamentos axiais ui (s) para os quatro primeiros modos de 

deformação da GBT, que estão associados à (i) extensão axial, flexão em torno dos eixos de (ii) 

maior e (iii) menor inércia, e (iv) torção. Baseado nisso, considere-se o respectivo campo de 

deslocamentos axiais, expresso como 

0
,( , , ) ( ) ( , )j j xu x s e u s x e  (2.30) 

onde, 𝜙𝑗
0 é a função de amplitude correspondente à contribuição do modo de deformação j. 

 

Figura 2.7 – Deslocamentos axiais ui (s) (fora do plano) para os 4 primeiros modos de deformação (1 ≤ i ≤ 4) 

de uma seção tipo cartola. 

Com base nas equações para 𝜀𝑥𝑥 em 2.16, 2.18, e a equação 2.30, a distribuição de tensões 

normais passa a ser dada por  

4 4
0 0 0

, ,

1 1

xx xx j j j xx

j j

Eu  
 

    (2.31) 

sendo 𝜎𝑥𝑥,𝑗
0  a distribuição de tensões longitudinais relativa ao modo j (1 ≤ j ≤ 4). Enquanto as 

resultantes associadas, segundo os trabalhos clássicos de Schard (1989) e Davies e Leach 

(1994a,b), são dadas por 

 0 0
. ,j j xx j jj j xx

S e

W u dzds C       (2.32) 

onde (i) W1(x)≡ –N(x), (ii) W2(x) ≡ MY(x), (iii) W3(x) ≡ –MZ(x), e (iv) W4(x) ≡ –M(x).  

Incorporando, então, (i) a equação de 𝛿𝜀𝑥𝑥
𝑀.𝑁𝐿 em 2.17, e (ii) as equações 2.31 – 2.32, no 

primeiro termo da equação 2.28, tem-se 
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 , ,

NL

j jik k x i x

L

U W X dx

      (2.33) 

para a qual, 𝑋𝑗𝑖𝑘
𝜎  (1 ≤ j ≤ 4), são as matrizes de rigidez geométrica relacionadas a cada resultante Wj. 

Quanto ao segundo termo da equação 2.28 – 𝛿𝑈𝜏
𝑁𝐿 – nota-se que devido à hipótese de 

Vlasov estabelecer que 𝛾𝑥𝑠
𝐿.𝑀 = 0, a distribuição de tensões 𝜏𝑥𝑠

0  relacionada não pode ser obtida 

por meio das relações constitutivas 2.18 (estado plano de tensões). Alternativamente, recorre-

se ao equilíbrio longitudinal de tensões para a obtenção dos valores de 𝜏𝑥𝑠
0 , portanto, na ausência 

de forças externas e para um estado plano de tensões o equilíbrio longitudinal é dado por  

 0 0

, , 0xx x xs s     (2.34) 

que, após um rearranjo, e tendo em consideração as equações 2.31 – 2.32, pode ser expressa em 

função de cada modo de deformação j (1 ≤ j ≤ 4), como 

 
,0

.

j j x

xs j j

jj

a EW
d u ds

C



   (2.35) 

onde aj é um multiplicador que corrige a validade da equação 2.35 para o caso de j=1, uma vez que 

o modo de extensão axial não envolve tensões tangenciais, i.e., 𝜏𝑥𝑠.1
0 = 0, portanto, aj=0 para j=1, 

e aj=1 para 2 ≤ j ≤ 4. Além disso, Wj,x representa o esforço cortante associado, para 2 ≤ j ≤ 3, aos 

momentos fletores em torno dos eixos principais de inércia, e para W4,x, ao bimomento, ou seja, 

 2, 2( ) ( )xW x V x   3, 3( ) ( )xW x V x   4, ( ) ( )xW x T x   (2.36) 

Outra contribuição importante a ser citada neste ponto é a de Basaglia et al. (2007b), que 

expandiu a formulação apresentada 2.34 – 2.36, que no trabalho de Bebiano et al. (2007) 

incorporava apenas as tensões tangenciais de pré-flambagem devidas à variação longitudinal dos 

momentos fletores, i.e., 2 ≤ j ≤ 3, permitindo considerar também as tensões tangenciais causadas 

pela variação longitudinal dos esforços associados à torção não uniforme. 

Como a determinação dos valores para 2.35 envolve ainda algumas propriedades que vale 

a pena detalhar, considere-se as figuras 2.8.a-e, que ilustram uma seção transversal em I 

enrijecido, pertencente a uma certa coordenada longitudinal x, e cujos eixos locais s apresentam 

orientações específicas para a análise.  

Muito embora as definições de orientação dos eixos locais s ainda sejam comentadas no 

item sobre a análise da seção transversal, considere-se aqui, como exemplo inicial, as 

orientações adotadas para uma seção do tipo aberta ramificada, na qual assume-se o ponto A(x, sA) 
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como origem do eixo que caracteriza o plano médio das paredes da seção transversal, e P(x, sP) 

um ponto genérico sobre o mesmo eixo em questão. O valor de 𝜏𝑥𝑠.𝑗
0 (𝑥, 𝑠𝑃), obtido por meio da 

integração da equação 2.35 ao longo da linha média da seção transversal, é dado por 

 
,0

. ( )
P

A

S
j j x

xs j j
S

jj

a EW
u s ds

C



    (2.37) 

ou, considerando a integral em 2.35 como 𝑆𝑗(𝑠) 𝑒⁄ , esta pode ser reescrita como 

 
,0

.

( )j j x j

xs j

jj

a EW S s

C e



   (2.38) 

onde, por conta da amplitude (normalmente) unitária* para u2 e u3, tem-se as funções S2(s) e 

S3(s) representando o momento estático da seção compreendida entre os pontos A e P, em 

relação aos eixos de maior e menor inércia, e devido à normalização do modo de torção (j=4) 

para uma rotação unitária, S4(s) passa a representar o momento estático setorial (em relação ao 

centro de corte da respectiva seção). 

Em caráter mais específico, considerando-se o exemplo da seção transversal exibida na Fig. 2.8 

como uma barra sujeita à flexão em torno do eixo de maior inércia (relacionado a um esforço 

cortante positivo V2>0), tem-se na Fig. 2.8.f a bem conhecida distribuição do fluxo de corte 

relacionada, e na Fig. 2.8.g, o diagrama (qualitativo) que mostra a distribuição de 𝜏𝑥𝑠.2
0 . É 

importante notar que o sinal da distribuição de tensões é definido de forma coerente com a direção 

do eixo s em relação ao fluxo de corte (vide sinal negativo para o trecho B-E).  

 Finalmente, incorporando a equação para 𝛿𝛾𝑥𝑠
𝑀.𝑁𝐿 (2.17), bem como 2.35, no segundo 

termo da equação 2.28, tem-se 

    , , ,

NL

j x jik i k x k x i
L

U W X dx

        (2.39) 

sendo 𝑋𝑗𝑖𝑘
𝜏  as componentes de rigidez geométrica associada às tensões tangenciais relativas à variação 

longitudinal dos momentos fletores e de torção atuantes, cuja expressão é exibida na Tab. 2.2. 

                                                 

* A amplitude dos movimentos de corpo rígido associados aos 4 primeiros modos de deformação da GBT é normalizada na 

etapa de análise da seção transversal (item 2.4). 
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Figura 2.8 – (a)-(e) Ordem adotada para o cálculo de 𝜏𝑥𝑠.𝑗
0 , conforme os eixos locais s, (f) fluxo de corte e 

(g) distribuição (qualitativa) de tensões 𝜏𝑥𝑠.2
0  consistente com a orientação de s.   

Por fim, da mesma forma como para os termos de rigidez linear apresentados 

anteriormente, apresenta-se na Tabela 2.2 as expressões analíticas obtidas para os termos de 

rigidez geométrica, associados às tensões normais e tangenciais, juntamente com o principal 

significado físico associado. 

Tabela 2.2 – Expressões analíticas e significados físicos associados às matrizes de rigidez geométrica da 

GBT (𝑋𝜎 e 𝑋𝜏). 

Matriz Expressão Significado Físico 

jikX 
  j i k i k

S
jj

Ee
u v v w w ds

C
  

Rigidez geométrica associada às tensões 

normais longitudinais 

jikX 
 ,

j
j i s k

S
jj

a E
S w w ds

C   
Rigidez geométrica associada às tensões 

tangenciais 

 

Finalmente, a equação de equilíbrio 2.22 lembra a necessidade de se definir a parcela 

relativa à energia potencial das forças externas 𝛱, as quais podem ser representadas por meio 

de um campo vetorial de tensões aplicadas no plano médio da seção transversal, tal como 

   

 
0

,

( , ) ( , )

( , )

x

s

z

Q x s

Q x s Q x s

Q x s

 
 

  
 
 

  (2.40) 

onde Qx, Qs e Qz representam as componentes longitudinal, transversal e normal das forças 

externas. Contudo, assume-se que a sua representação pode ser dada na forma 
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   

 

,

( , ) ( )

( , ) ( )

x x

s s

z z

Q x s q s

Q x s q s x

Q x s q s



   
   

   
   
   

  (2.41) 

na qual qx, qs e qz representam as componentes de força externa atuantes sobre a linha do plano 

médio da seção, conforme ilustrado na Fig. 2.9, e 𝜑(𝑥) é a correspondente função de amplitude 

longitudinal. Assim, define-se o potencial das forças aplicadas 𝛿Π, como 

    x u s v z w
L S

q q q dsdx           (2.42) 

que, após introduzir 2.15 e efetuar a integração, passa a ser dada por 

    ,

,

x s z

i i x i
L

q q dx        (2.43) 

onde 𝑞𝑖
𝑥 e 𝑞𝑖

𝑠,𝑧
, são vetores de forças aplicadas, cuja representação é dada na tabela 2.3. 

Tabela 2.3 – Expressões analíticas e significados físicos associados aos vetores de força da GBT (𝑞𝑖
𝑥 e 𝑞𝑖

𝑠,𝑧
). 

Matriz Expressão Significado Físico 

x
iq  x i

S
q u ds  

Resultante de forças aplicadas longitudinalmente, que produzem 

trabalho no modo i 

,s z
iq   s i z i

S
q v q w ds  

Resultante de forças aplicadas perpendicularmente (z) ou transversalmente 

(s) ao plano médio das paredes, que produzem trabalho no modo i 

 

 

Figura 2.9 – Força externa genérica sobre o plano médio da seção transversal, e suas componentes qx, qs e qz. 
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2.3.1. Equações de Equilíbrio para Análises de Primeira Ordem 

Considerando-se a aplicação da equação de equilíbrio apresentada em 2.22, obtida a partir 

da aplicação do princípio da energia potencial mínima, e inserindo-se as equações relativas à 

energia interna (2.26, 2.33 e 2.35), e à energia potencial das forças externas (2.42), obtém-se a 

forma fraca para as equações de equilíbrio, dada por 

   



, , , , , ,

,
, 0

I II II
ik k xx i xx ik k x i x ik k i xx ki k xx i ik k i

L

x s z
i i x i i

C D D D B

q q dx

         

 

    

  

   (2.44) 

enquanto o sistema de equações diferenciais de equilíbrio correspondentes, considerando as 

condições de contorno da barra em x=0 e x=L, é expresso como 

   ,

, , , 0x s z

ik k xxxx ik k xx ik k i x iC D B q q           (2.45) 

   
0

0
L

x

i i iW q        
, 0

0
L

i i xW     (2.46) 

onde 𝑊𝑖
𝜎 e 𝑊𝑖

𝜏 são as resultantes dos esforços generalizados, referentes às tensões normais e 

tangenciais, dados por 

   
,

II

i ik k xx ik kW C D      
,

xs

i i x iW W W     
,

xs I

i ik k xW D    (2.47) 

2.3.2. Equações de Equilíbrio para Análises de Estabilidade 

Para as análises de estabilidade elástica, a forma fraca das equações de equilíbrio é dada por 



 

, , , , , ,

, , , , , 0

I II II

ik k xx i xx ik k x i x ik k i xx ki k xx i ik k i

L

j jik k x i x j x jik i k x k x i

C D D D B

W X W X dx 

         

    

    

   

  

(2.48) 

ou, na forma forte, juntamente com as condições de contorno, tem-se que 

    , , , , , ,, ,
0ik k xxxx ik k xx ik k jik j k x jki j x k jik j x k xx x

C D B X W X W X W               (2.49) 

   , ,
0

0
L

i j jik k x j x jki k iW W X W X           
, 0

0
L

i i xW     (2.50) 

Lembrando que todas as matrizes e vetores da GBT que figuram nas equações 2.44 a 2.50 

são apresentados nas Tabelas 2.1 a 2.3. 
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2.4. Análise da Seção Transversal  

Como pôde ser visto na formulação básica da GBT (itens 2.3.1 e 2.3.2), as componentes 

tensoriais apresentadas (Tabelas 2.1 a 2.3) são definidas em função dos modos de deformação 

da GBT, os quais, por sua vez, são representados pelas funções ui (s), vi (s) e wi (s), e possuem, 

em geral, um significado físico associado, que é um dos aspectos mais atraentes na utilização 

da GBT frente a outros métodos tradicionais como o MFF ou o MEFc.  

Entretanto, como a definição dessas funções específicas exige uma série de procedimentos, 

que, historicamente, é dependente do tipo de seção transversal em questão, é importante 

destacar, como parte de uma nomenclatura tipicamente utilizada em trabalhos com a GBT, os 

tipos de seção transversal normalmente estudados. 

Primeiramente, classificam-se as seções transversais entre (i) abertas (Figs. 2.10.a-b) ou 

(ii) fechadas (Figs. 2.10.c-d). Para esta designação, entende-se que, se a seção transversal 

possuir pelo menos uma “célula fechada”, ela é designada então como fechada, do contrário, 

ela é dita aberta. O segundo aspecto, separa as seções transversais entre (iii) não ramificadas 

(Fig. 2.10.a) ou (iv) ramificadas (Fig. 2.10.b). A diferença básica entre elas é a presença de um 

nó, onde concorrem mais de duas paredes da seção transversal (dito “nó de ramificação”). Outra 

característica desse tipo de seção transversal, dentre as seções abertas, é que possuem um 

número de “nós de extremidade” (onde apenas uma parede da seção transversal é ligada) maior 

do que 2, que é um caso exclusivo das seções abertas não ramificadas. Portanto, entende-se que 

uma seção transversal pode ser aberta ou fechada, e ramificada ou não ramificada. 

 
 (a)  (b)  (c)  (d) 

Figura 2.10 – Seções de paredes finas: (a) abertas não ramificadas; (b) abertas ramificadas; (c) fechadas 

unicelulares não ramificadas, e (d) fechadas multicelulares ramificadas. Fonte: Basaglia (2010). 

Os primeiros trabalhos com a GBT, apresentados por Schardt e seus colaboradores (e.g., 

Schardt 1989; Leach, 1989), envolveram a análise de seções transversais abertas não 

ramificadas, e materiais isotrópicos, para análises de primeira ordem e estabilidade.  

Posteriormente, Möller (1982), Mörschardt (1990), e também Degée e Boissonnade 

(2004), ainda trabalharam a possibilidade de se considerar ramificações na seção, muito 

embora tenham se limitado a alguns casos mais simples, envolvendo uma seção aberta, com 
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um número arbitrário de ramificações constituídas por uma única parede, o que pode ser visto 

de forma semelhante no trabalho de Dinis et al. (2004). 

Contudo, foram Dinis et al. (2006) que apresentaram uma metodologia generalizando as 

propostas anteriores, e possibilitaram a análise de seções transversais abertas ramificadas 

arbitrárias, i.e., qualquer seção transversal, desde que não contenha células fechadas. A proposta 

de Dinis et al. (2006) foi amplamente utilizada posteriormente (e.g., Bebiano et al. 2008b, 2013; 

Basaglia et al., 2007a, 2008, 2010), e também é utilizada nos desenvolvimentos da presente tese, 

especialmente por ser consideravelmente ampla, e por envolver uma sequência relativamente 

simples de procedimentos, que serão apresentados em detalhes mais adiante neste capítulo. 

Outro aspecto relativo à sequência inicial de trabalhos envolvendo a análise da seção para 

a GBT, diz respeito à possibilidade de se analisarem seções fechadas, as quais apresentam a 

particularidade de não poderem ter as distorções de membrana desprezadas, i.e., a hipótese 

simplificativa de Vlasov não poderia, a rigor, ser satisfeita. Schardt (1989) então propôs uma 

metodologia baseada na adição aos modos convencionais da GBT, de um modo de torção 

envolvendo distorções de membrana. 

Com isso em mente, mais tarde, Silvestre e Camotim (2003a) apresentaram, de forma mais 

completa, outras duas famílias de modos de deformação, ou seja, para além dos (i) modos ditos 

convencionais (i.e., baseados nas hipóteses simplificativas apresentadas anteriormente), também 

foram definidos (ii) modos de corte e (iii) modos de extensão transversal, obtidos pela imposição 

unitária, em cada nó da seção, de deslocamentos axiais (u) e transversais (v), respectivamente. 

A necessidade de se considerar outros tipos de modos de deformação, violando as hipóteses 

simplificativas de Vlasov, está relacionada, principalmente, às análises geometricamente não 

lineares, e também aos casos envolvendo distribuições não uniformes de esforços internos, 

sobretudo decorrentes da aplicação de forças fora do centro de corte da seção transversal. 

Paralelamente, foi proposta por Bebiano et al. (2007) uma alternativa para possibilitar a 

consideração das distribuições não uniformes de tensões, sem a necessidade dos modos de corte 

para contabilizar os efeitos relacionados, que são considerados de forma direta, a partir de 

relações conhecidas da Resistência dos Materiais. Esta formulação já vem sendo considerada 

na presente tese a partir do item 2.3, e também é explicitada no item 2.5.1. Vale comentar, 

entretanto, que uma desvantagem direta da utilização deste método, é de que as forças são 

consideradas sempre sobre o centro de corte da seção, e com isso, os efeitos devidos à aplicação 

de esforços fora do centro de corte não são contabilizados de forma direta. 
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Por fim, também é importante citar aqui alguns trabalhos mais recentes, que oferecem uma 

alternativa para a análise da seção transversal: 

(i) Gonçalves et al. (2005, 2009): Propuseram uma nova abordagem geral para seções 

arbitrárias, permitindo inclusive a aplicação em seções fechadas unicelulares. Segundo os 

autores, a obtenção de novos modos de deformação associados às distorções de membrana, 

juntamente com os modos convencionais, permite a obtenção de boas respostas lineares de 

primeira ordem, assim como de estabilidade elástica, inclusive para elementos tubulares, 

como tabuleiros de pontes. Contudo, vale comentar que, para além da ausência de um 

significado físico evidente para os modos de corte, a impossibilidade de se isolar o modo 

de torção em seções poligonais fechadas, conduz à necessidade de se considerar sempre um 

número bastante elevado de modos de deformação; 

(ii) Silva et al. (2008b), Silva (2013): Propuseram uma alternativa interessante para a análise de 

seções transversais abertas ou fechadas arbitrárias. De forma semelhante aos elementos 

finitos de casca, os autores propõem uma imposição unitária para cada grau de liberdade 

nodal (anulando os restantes), bem como a utilização de funções de forma polinomiais em 

cada parede (e subparede). Posteriormente, as diagonalizações simultâneas das matrizes por 

meio de problemas de autovalores e autovetores dão origem aos modos (i) convencionais, 

(ii) de corte, (iii) de extensão transversal, e (iv) de fluxo de corte, sendo que esses últimos 

permitem o isolamento do modo de torção nas seções fechadas, que até antão era obtido 

pela combinação linear de outros modos; 

(iii)Gonçalves et al. (2010): Na sequência dos trabalhos anteriores, os autores apresentam uma 

alternativa inovadora para a determinação dos modos de deformação, baseada na imposição 

de hipóteses cinemáticas específicas, que culmina na obtenção de modos convencionais, de 

corte e de extensão transversal, sendo que desta vez, a torção no caso de seções fechadas 

pode ser caracterizada por um único modo; 

(iv) Bebiano et al. (2015): Neste recente* trabalho, os autores propõem o procedimento mais geral 

até então, visto que é aplicável às seções abertas ou fechadas (uni e multicelulares) ramificadas 

arbitrárias. O procedimento separa os modos de deformação, obtidos por meio de imposições 

cinemáticas específicas, em famílias de modos com significado físico bem definido, podendo 

ser implementadas computacionalmente, segundo os autores, de uma forma mais automatizada 

que nas propostas anteriores. O referido método é atualmente parte integrante da versão 2.0 do 

programa de uso livre para análises por meio da GBT (GBTUL 2.0 – Bebiano et al. 2014). 

                                                 

* Ainda mais recentemente, Gonçalves e Camotim (2016) apresentam um procedimento voltado às seções transversais com 

trechos curvos, que é tratada através de linhas poligonais. 
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2.4.1. Modos Elementares de Deformação 

Para a obtenção dos modos de deformação convencionais, que caracterizam o cerne da GBT 

em sua implementação e utilização, é necessário, primeiramente, a determinação dos chamados 

“modos elementares”, que são definidos por conjuntos de funções 𝑢𝑖
0(𝑠), 𝑣𝑖

0(𝑠) e 𝑤𝑖
0(𝑠). 

Assim, de modo a respeitar a hipótese de Vlasov, bem como da inextensibilidade transversal 

das paredes, que fundamentam a obtenção dos modos de deformação convencionais da GBT, 

os modos elementares, impostos em determinados nós da seção transversal, são separados em 

dois tipos básicos: (i) deslocamentos unitários axiais, e; (ii) deslocamentos unitários de flexão. 

De acordo com a metodologia proposta por Dinis et al. (2006), algumas designações 

iniciais auxiliam na correta determinação dos modos elementares. Assim, considere que uma 

dada seção transversal aberta ramificada arbitrária, é formada por um conjunto de nós e paredes. 

Essa formação, que constitui uma “discretização” particular para a seção, distingue-se pela 

consideração de três tipos de nós, os (i) naturais (nas intersecções entre as paredes), os (ii) de 

extremidade (nas extremidades livres das paredes), e os (iii) intermediários (ao longo das 

paredes) – repare que os nós naturais e de extremidade são naturalmente definidos pela 

geometria da seção transversal, enquanto os nós intermediários são determinados livremente. 

A rigor, os (i) modos elementares de deslocamento axial são associados aos (i1) nós de 

extremidade, e (i2) nós naturais, enquanto os (ii) modos elementares de flexão são associados 

aos (ii1) nós de extremidade e (ii2) nós intermediários. Contudo, para assegurar a 

compatibilidade com a hipótese de Vlasov, assim como da inextensibilidade transversal, os 

deslocamentos axiais não podem ser atribuídos livremente aos nós naturais e de extremidade. 

Portanto, conforme Dinis et al. (2006), fica necessário designar tais nós como “dependentes” ou 

“independentes”, o que significa, no primeiro caso, que o deslocamento axial no nó em questão 

é dependente do deslocamento axial do nó independente adjacente (que pode ser natural ou de 

extremidade). De forma esquemática, a Fig. 2.11.a-c ilustra como os nós da seção transversal são 

classificados, a simbologia utilizada para designar cada qual, e a(s) função(ões) elementar(es) a 

eles associada(s). 

No que se refere à classificação dos nós em dependentes ou independentes, alguns passos 

são necessários, os quais seguem algumas premissas básicas. Para isso, considere como exemplo 

a seção transversal exibida na Fig. 2.12.a, composta por 9 paredes, definidas por 10 nós, dos quais 

6 são de extremidade, e 4 são nós naturais. Os nós intermediários são atribuídos livremente. 

(i) O primeiro passo é a escolha de um “caminho principal da seção”, que deve respeitar as 

seguintes condições: (i) unir duas extremidades da seção, i.e., precisar ser delimitada por 



60 

 
dois nós de extremidade; (ii) afim de evitar que o ângulo relativo entre duas paredes 

adjacentes seja de 180º, o “caminho” precisa mudar de direção em cada nó natural, i.e., no 

caminho adotado, jamais existirão duas paredes adjacentes, definidas por nós naturais, 

partilhando o mesmo eixo local (s). Exemplificando tais conceitos, as Figs. 2.13.a-b 

apresentam caminhos principais da seção apropriados, enquanto as Figs. 2.13.c-d 

apresentam possíveis caminhos inválidos; 

(ii) Seguindo as mesmas regras, são definidos, então, todos os subcaminhos necessários, que podem 

ser secundários, terciários, e assim sucessivamente, até que toda a seção transversal esteja definida 

(vide Fig. 2.14.a-c). É importante reparar que, quanto mais nós naturais um caminho abranger, 

menos subcaminhos posteriores serão necessários, e por esse motivo, um caminho principal 

definido somente pelas paredes 4 e 8 (Fig. 2.12), por exemplo, é tido como pouco apropriado; 

  

Figura 2.11 – Esquema de discretização de uma seção transversal, com a (a) classificação, (b) simbologia 

adotada, e (c) as respectivas funções elementares. (Bebiano, 2010) 

 

Figura 2.12 – Seção transversal aberta ramificada, com 9 paredes, 6 nós de extremidade, e 4 nós naturais. 

 
 (a)  (b)  (c)  (d) 

Figura 2.13 – Definições de caminhos principais: (a) – (b) válidas, e (c) – (d) inválidas. 
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 (a)  (b)  (c)  

Figura 2.14 – Definições, para a seção transversal de exemplo, dos caminhos (a) principal, (b) secundários, 

e (c) terciário. 

(iii) Uma vez definidos os “caminhos” e “subcaminhos”, aqui chamados também por “seção, e 

subseção, não ramificada”, resta proceder a classificação dos nós, o que, nesta etapa, passa 

a ser uma tarefa simples. A começar pelos nós “dependentes”, basta olhar para cada 

subseção ora definida. São classificados como dependentes, todos os nós naturais ou de 

extremidade, situados imediatamente após o nó de ramificação, i.e., o segundo nó de qualquer 

subseção, é dependente. O número de nós dependentes nd em uma seção aberta ramificada, 

pode ser dado em função do número de nós de extremidade ne, sendo nd = ne – 2; 

(iv) Finalmente, sabendo quais são os nós definidos como dependentes, e sendo todos os demais, 

nós de extremidade ou naturais, independentes, a classificação final, a partir da qual são 

definidos os modos elementares fica definida. A Fig. 2.15.a ilustra, com base nas seções 

adotadas (Fig. 2.14.a-c), a classificação dos nós, bem como a adição (novamente, apenas 

com finalidade ilustrativa) de 2 nós intermediários na parede 2, e 1 nó intermediário em 

cada uma das paredes 3 e 6. Além disso, é importante referir a orientação do eixo local de 

cada parede, e a definição final de cada segmento de parede, ilustrados na Fig. 2.15.b. 

 
 (a)  (b)  

Figura 2.15 – (a) Discretização nodal, e (b) segmentos de paredes numerados, com respectiva orientação. 

O procedimento seguinte, segundo a proposta de Dinis et al. (2006), é definir (i) as 

funções elementares de deslocamentos axiais, e (ii) de flexão, baseando-se na classificação 

dos nós da seção transversal, e conforme definido esquematicamente na Fig.2.11.  
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2.4.1.1. Funções Elementares de Deslocamento Axial 

Os modos elementares de deslocamento axial estão associados a cada um dos nós 

independentes da seção (natural ou de extremidade). Assim, sem qualquer perda de generalidade, 

considere, por exemplo, o trecho de seção transversal ramificada ilustrado na Fig. 2.16. Na 

referida seção, o nó de ramificação (independente) r faz parte da definição de três paredes Pr-1, 

Pr, e Prd-1, e tem como nós adjacentes, os nós independentes r-1 e r+1 (caminho principal), e o 

nó dependente (início da ramificação) rd, que por sua vez seguido pelo sucessor independente 

rd+1. A orientação das paredes está definida pelas setas, sendo a inclinação de cada uma, 

medida no sentido horário, dada por 𝛼𝑟−1, 𝛼𝑟, e 𝛼𝑟𝑑−1 (vide Fig. 2.16.a). 

De forma sucinta, descreve-se a determinação das funções de deslocamentos axiais da 

seguinte forma: 

(i) As funções de deslocamento axial 𝑢𝑟
0(𝑠) são definidas pela imposição de um deslocamento 

axial unitário no nó r, (i.e., 𝑢𝑟
0(𝑠𝑟) = 1), deslocamento nulo nos demais nós independentes 

(i.e., 𝑢𝑟
0(𝑠𝑗) = 0, para 𝑗 ≠ 𝑟), e valores de deslocamento nos nós dependentes determinado 

particularmente, de forma compatível com a Hipótese de Vlasov, sendo a variação linear 

entre os respectivos nós; 

(ii) A imposição de deslocamentos axiais implica necessariamente em considerar os 

deslocamentos transversais de membrana (relembrando o início do item 2.3, em que se 

mostra a relação u,s = -v,x), os quais resultam uniformes em uma dada parede.  Uma vez que 

𝑢𝑟
0(𝑠) varia linearmente, pode-se demonstrar simplificadamente que, 
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onde ∆𝑢𝑃.𝑟 representa a diferença entre os valores de deslocamento axial nos nós que 

definem a parede P, devido ao deslocamento axial imposto no nó r, e bP é o comprimento 

da referida parede. Consequentemente, os deslocamentos transversais nas paredes Pr-1 e Pr 

(Fig. 2.16.a), são dados diretamente por 

 
0
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1

1
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v
b






  

0

.

1
Pr r
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v
b

   (2.52) 

Como o deslocamento transversal da parede Prd-1 depende da posição final do nó r, e das 

inclinações das paredes adjacentes e dela mesma, pode-se determinar pela geometria que, 

    
   
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1
cos sen

tan sen
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v
v v

v
 

 




  
     

   

  (2.53) 

onde 𝛼 = (𝛼𝑃𝑟𝑑−1 − 𝛼𝑃𝑟), e 𝛽 = (𝛼𝑃𝑟−1 − 𝛼𝑃𝑟).  
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Repare que no caso de 𝑣𝑃𝑟.𝑟
0 =0 um resultado inconsistente é obtido, nesse caso, sugere-se 

que sejam alternadas as paredes Pr e Pr-1, isto é, 

    
 

0 0

1. 1.

1
cos sen

tan
Prd r Pr rv v  


 

  
     

   

  (2.54) 

onde 𝛼 = (𝛼𝑃𝑟𝑑−1 − 𝛼𝑃𝑟−1), e 𝛽 = (𝛼𝑃𝑟−1 − 𝛼𝑃𝑟). 

Com isso, pode-se definir o valor do deslocamento axial final para o nó rd, dado por 

 0 0

1 1. 1( ) ( )rd rd r r Pr r rdu s u s v b      (2.55) 

A título ilustrativo, a Fig. 2.16.b e 2.16.c representam os deslocamentos axiais associados 

à imposição de deslocamento unitário axial nos nós r-1, e r, respectivamente.  

 

 (a)  (b)  (c)  

Figura 2.16 – Nó de ramificação r: (a) distribuição das paredes e nós adjacentes, e modos elementares de 

deslocamento axial associados aos nós (b) r-1, e (c) r. Fonte: Bebiano (2010). 

De forma análoga, também os deslocamentos de flexão nos respectivos nós são obtidos por 

relações geométricas, dados por (para 𝑣𝑃𝑟.𝑟
0 ≠ 0), 

 
   

0 . 1.
1.

sen tan

Pr r Pr r
Pr r

v v
w

 


    
   

0 . 1.
.

tan sen

Pr r Pr r
Pr r

v v
w

 
    (2.56) 
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0
0 0 1.

1. . 0

.

1
sen cos

tan sen

Pr r
Prd r Pr r

Pr r

v
w v

v
 

 




  
     

   

  (2.57) 

A título ilustrativo, a Fig. 2.16.b e 2.16.c representam os deslocamentos axiais associados 

à imposição de deslocamento unitário axial nos nós r-1, e r, respectivamente, e de modo 

complementar, a Fig. 2.17 apresenta os deslocamentos axiais (sem considerar as 

componentes transversais) associados a cada modo (a seta indica o nó em que é imposto o 

deslocamento axial unitário), para a seção transversal apresentada na Fig. 2.15. 
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Figura 2.17 – Deslocamentos axiais associados a cada modo elementar de uma seção ramificada. 

(iii) É certo que a imposição dos referidos deslocamentos axiais, bem como a determinação dos 

deslocamentos transversais associados, mantendo nulas as rotações nodais, conduz ao 

surgimento de momentos desequilibrados atuando em cada um dos nós. Assim, para a 

determinação das rotações nodais que asseguram o equilíbrio de momentos em questão, é 

necessária a utilização do Método dos Deslocamentos (Dinis et al., 2006); 

(iv) Somente com as condições de equilíbrio e compatibilidade entre as paredes da seção 

satisfeitos para cada modo elementar de deslocamento axial, é que ficam completamente 

definidos os modos elementares de deslocamento axial, que envolvem funções lineares para 

os deslocamentos axiais 𝑢𝑖
0(𝑠), constantes para os deslocamentos transversais de membrana 

𝑣𝑖
0(𝑠), e cúbicos para os deslocamentos transversais de flexão 𝑤𝑖

0(𝑠). 

2.4.1.2. Funções Elementares de Flexão 

As funções elementares de flexão são obtidas pela imposição de um deslocamento unitário 

de flexão em cada nó intermediário e de extremidade (Fig. 2.11), mantendo fixos os 

deslocamentos e rotações de todos os demais. A título ilustrativo, a Fig. 2.18.a-b mostra essa 

imposição em um nó intermediário, e em um nó de extremidade, respectivamente. 

Além disso, da mesma forma como no caso dos deslocamentos axiais, os deslocamentos 

unitários de flexão conduzem a uma situação de momentos transversais desequilibrados, cuja 

solução pode ser obtida por meio do Método dos Deslocamentos. 

 
 (a)  (b)  

Figura 2.18 – Imposição de um deslocamento unitário de flexão em (a) nó de extremidade, e (b) nó intermediário. 
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Para melhor ilustrar as funções elementares de flexão, a Fig. 2.19 apresenta, para a mesma 

seção transversal da Fig. 2.15, as configurações finais de cada modo, relativo ao nó em que 

foi imposto o deslocamento unitário (representado no desenho da seção por uma estrela). 

Neste caso, como existem 6 nós de extremidade, e 4 nós intermediários (Fig. 2.15.a), um total 

de 10 modos elementares de flexão são obtidos. 

 

Figura 2.19 – Funções elementares de flexão associadas a cada nó intermediário e de extremidade. 

2.4.2. Modos de Deformação da GBT 

Uma vez determinadas as funções elementares de deformação 𝑢𝑖
0(𝑠), 𝑣𝑖

0(𝑠) e 𝑤𝑖
0(𝑠), 

relativas a cada um dos modos de extensão axial e de flexão, podem ser determinadas as 

componentes das matrizes associadas às equações de equilíbrio da GBT (Eqs. 2.45 e 2.49), 

dadas pelas Tabelas 2.1 a 2.3. Entretanto, as referidas matrizes, aqui designadas 𝐵̅𝑖𝑘 , 𝐶𝑖̅𝑘 , 𝐷̅𝑖𝑘 , 

𝑋𝑗𝑖𝑘
𝜎
 e 𝑋𝑗𝑖𝑘

𝜏
, resultam, de modo geral, cheias, e qualquer interpretação de suas componentes não 

demonstra um significado físico aparente para os mesmos. De fato, isto evidencia um forte 

acoplamento entre as componentes dessas matrizes, dificultando a resolução de problemas, e 

também dificultando (ou mesmo impossibilitando) a interpretação dos resultados. 

Para solucionar essa questão, Schardt (1989), assim como a maioria dos pesquisadores 

seguintes (e.g., Davies e Leach, 1994; Dinis et al., 2006; Bebiano, 2010), utiliza um processo 

baseado na diagonalização simultânea de determinadas matrizes, procurando, dessa forma, obter 

uma base de coordenadas que possibilite o maior desacoplamento possível entre as componentes 

do sistema. Assim, uma vez que seja encontrada tal base, as funções que descrevem os modos 

de deformação 𝑢𝑖
0(𝑠), 𝑣𝑖

0(𝑠) e 𝑤𝑖
0(𝑠) podem ser transformadas, de modo que sua forma final 

esteja relacionada claramente a comportamentos específicos bem definidos, conforme 

exemplificado no item 2.2 deste trabalho. 

O procedimento utilizado para a diagonalização das matrizes da GBT é dividido em três 

etapas principais, cuja descrição é discutida com mais detalhes nos trabalhos de Silvestre (2005), 

Gonçalves (2007) ou Bebiano (2010). 
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A primeira etapa, que tem por consequência a identificação dos modos de deformação 

locais e distorcionais, envolve as matrizes 𝐵̅𝑖𝑘 , 𝐶𝑖̅𝑘  e 𝐷̅𝑖𝑘 . Primeiramente, recorde-se que 𝐵̅𝑖𝑘  e 

𝐶𝑖̅𝑘  são matrizes associadas com o empenamento e a flexão transversal das paredes da seção, 

respectivamente (Tab. 2.1), e são elas as primeiras matrizes no processo de diagonalização 

simultânea, ou seja, o primeiro problema de autovalores e autovetores generalizados é dado por, 

   0ik k ik kB C a    (2.58) 

onde 𝜆𝑘 representam os Nv autovalores (sendo que Nv=np+m+3, onde np e m são o número de 

paredes e de nós intermediários da seção transversal), e {𝑎𝑘}, os respectivos autovetores. 

Os resultados desta operação devem conter 4 autovalores nulos (𝜆𝑘 = 0, 𝑘 = 1,… ,4), e 

Nv – 4 autovalores positivos (𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 5,… , 𝑁𝑣). Segundo Silvestre (2005), aos primeiros 

quatro autovalores (nulos), corresponde um espaço vetorial definido por 4 autovetores 

associados a movimentos de corpo rígido da seção transversal (extensão axial, flexão em 

torno dos eixos principais de inércia, e torção). Aos demais autovalores, um espaço vetorial 

associado aos modos de deformação no próprio plano (sem empenamento), que são os modos 

locais, e, dependendo da geometria de seção transversal, também relacionados aos modos de 

deformação no próprio plano com empenamento, i.e., os modos distorcionais. 

Com isso, toma-se uma matriz formada pelos primeiros 4 autovetores da solução de 2.58 

(associados aos autovalores nulos), aqui designada 𝑇𝑖𝑘
𝐼 , e também as primeiras 4 linhas e 4 colunas 

das matrizes 𝐵̅𝑖𝑘 , 𝐶𝑖̅𝑘  e 𝐷̅𝑖𝑘 , para proceder a seguinte transformação, 

I I I

ik ki ik ikB T B T  I I I

ik ki ik ikC T C T  I I I

ik ki ik ikD T D T  (2.59) 

sendo importante referir que 𝐵̅𝑖𝑘
𝐼  resulta nula, enquanto 𝐶𝑖̅𝑘 , geralmente, resulta ainda numa 

matriz não diagonal.  

O passo seguinte, diz respeito à completa diagonalização de 𝐶𝑖̅𝑘 , e também à obtenção dos 

4 modos globais clássicos associados aos movimentos de corpo rígido da seção. Para isso, 

considere o problema de autovalores e autovetores formado pelas matrizes 4x4, 𝐶𝑖̅𝑘
𝐼  e 𝐷̅𝑖𝑘

𝐼 , 

  0I I

ik k ik kD C b   (2.60) 

cuja solução conduz à obtenção de 3 autovalores nulos (𝜆𝑘 = 0, 𝑘 = 1,… ,3), e 1 autovalor 

positivo (𝜆4 > 0). 
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Novamente, os três autovalores nulos obtidos estão associados aos movimentos de corpo 

rígido da seção, exceto pela torção, definida pelo quarto autovetor obtido na mesma operação. 

Assim, considere agora a matriz de transformação 𝑇𝑖𝑘
𝐼𝐼, de dimensão 4x3, formada pelas primeiros 

3 autovetores da solução de 2.60, bem como as matrizes anteriores 𝐶𝑖̅𝑘
𝐼  e 𝐷̅𝑖𝑘

𝐼 , de dimensão 4x4, 

para efetuar a transformação que resulta nas matrizes 3x3 𝐶𝑖̅𝑘
𝐼𝐼 e 𝐷̅𝑖𝑘

𝐼𝐼 , 

II II I II

ik ki ik ikC T C T  II II I II

ik ki ik ikD T D T  (2.61) 

onde 𝐶𝑖̅𝑘
𝐼𝐼 permanece como uma matriz não diagonal, e 𝐷̅𝑖𝑘

𝐼𝐼  é uma matriz nula. 

Neste ponto, repare que já foi obtida a base capaz de diagonalizar completamente 𝐵̅𝑖𝑘  e 

𝐷̅𝑖𝑘 , restando a determinação da mesma para a matriz 𝐶𝑖̅𝑘 . Desse modo, considere o terceiro e 

último sistema de autovalores e autovetores generalizado, definido por 

 .

1 0II II

ik k ik kX C c    (2.62) 

no qual, 

.

1 1

II II I I II

ik ki ki ik ik ikX T T X T T   (2.63) 

Para possibilitar a implementação de 2.63, lembre-se que 𝑋1𝑖𝑘

𝜎
 pode ser obtido por,  

 1 1

11

ik i k i k
S

Ee
X u v v w w ds

C

    (2.64) 

e considerando, necessariamente, que, devido à normalização dos modos em deslocamentos 

unitários, u1(s)≡u1=1, tem-se que 𝐶11 = 𝐸𝑒 ∫ 1
𝑆

𝑑𝑠 = 𝐸𝐴, onde A é a área total da seção transversal. 

Com isso, 2.64 pode ser simplificado para a obtenção de 𝑋1𝑖𝑘

𝜎
, de modo que, 

 0 0 0 0

1ik i k i k
S

e
X v v w w ds

A

    (2.65) 

Finalmente, tem-se, com a solução de 2.62, um único autovalor nulo (𝜆1 = 0), e dois 

autovalores definidos (𝜆2, 𝜆3 > 0), que correspondem, respectivamente, ao modo de extensão 

axial, e aos modos de flexão em torno dos eixos principais de inércia.  

Neste ponto, é possível a obtenção da matriz final de transformação Tik, que envolve o 

agrupamento dos autovetores obtidos em cada etapa, isto é, {𝑎𝑘}, {𝑏𝑘}, e {𝑐𝑘}, de forma que, 
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 

 

 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5ik Nv

c c c

b b b b

T a a a a a a







 
(2.66) 

E, por fim, os procedimentos definitivos de transformação associados às matrizes da GBT, 

por meio da matriz de transformação recém montada, são dados por, 

ik ki ik ikB T B T  
ik ki ik ikC T C T  

ik ki ik ikD T D T  
1 1ik ki ik ikX T X T   (2.67) 

0( ) ( )i ik ku s T u s  0( ) ( )i ik kv s T v s  0( ) ( )i ik kw s T w s  (2.68) 

Repare que todas as demais matrizes definidas nas Tabelas 2.1 a 2.3 podem ser obtidas já 

considerando as funções que definem os modos de deformação da GBT, dadas por 2.68. 

Alternativamente, as matrizes poderiam ser obtidas utilizando as funções elementares 𝑢𝑖
0(𝑠), 

𝑣𝑖
0(𝑠) e 𝑤𝑖

0(𝑠), e só então diagonalizadas. 

2.4.2.1. Normalização e Modos de Deformação 

Para demonstrar de forma mais clara os modos de deformação obtidos após o processo de 

diagonalização, deve ser considerado ainda um processo de normalização das funções de cada 

modo, de forma que resulte uma amplitude unitária para cada uma das funções dadas nas Eqs. 2.68.  

Particularmente, no que se refere aos modos globais, a normalização é aplicada de forma 

a garantir, (i) para o modo 1, um deslocamento axial (fora do plano) unitário, (ii) para os 

modos 2 e 3, um deslocamento unitário no plano, e (iii) para o modo 4, uma rotação unitária 

no plano, ou seja, 

 1 1( ) 1u s u   (2.69) 

2 2 2 2

2 2 2 2( ) ( ) 1v s w s v w     
(2.70) 

2 2 2 2

3 3 3 3( ) ( ) 1v s w s v w     
(2.71) 

4, 4,( ) 1s sw s w    (2.72) 

Para os modos locais (e distorcionais), aplica-se a mesma regra de deslocamento unitário 

no plano, ou seja, 

2 2max( ) ( ) ( ) 1i is v s w s  
 

, para i=5, ..., Nd.  (2.73) 
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Considerando a seção transversal apresentada na Fig. 2.15, são apresentados a seguir os 

modos finais de deformação da GBT, com suas configurações no plano (Fig. 2.20), e fora do 

plano (Fig. 2.21). 

 

Figura 2.20 – Modos de deformação da GBT para uma seção aberta ramificada: deslocamentos vi(s) e wi(s). 

 

Figura 2.21 – Modos de deformação da GBT para uma seção aberta ramificada: deslocamentos ui(s). 

2.5. Análise de Barras Isoladas  

Após concluir os procedimentos relativos à análise da seção transversal (item 2.4), e de 

posse das equações de equilíbrio da GBT (2.45 e 2.49) e das correspondentes condições de 

contorno (2.46 e 2.50), é possível proceder a análise da barra, cujas incógnitas são as funções 

de amplitude modal 𝜙𝑖(𝑥), as quais são dadas em número igual ao número total de modos de 
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deformação Nd considerados na análise, sendo que para seções abertas ramificadas arbitrárias, Nd 

é igual a np+m+3, onde np é o número de paredes, e m o número de nós intermediários da seção 

transversal. Ainda no que se refere aos modos de deformação considerados na análise, é de 

interesse comentar a possibilidade de envolver na solução somente alguns modos de 

deformação, bastando para isso resolver o subsistema relativo aos modos desejados. A resposta 

será dada, naturalmente, por uma combinação linear somente entre os modos envolvidos. 

Para a solução do respectivo sistema de equações, podem ser adotados tanto procedimentos 

semianalíticos*, como numéricos. Contudo, é uma realidade bastante comum no universo das 

análises de estruturas metálicas (e mesmo para outros tipos de estruturas), o maior apelo às 

soluções aproximadas por métodos numéricos, já que permitem a significativa ampliação do 

leque de aplicações das análises pretendidas. 

Apenas como referência, algumas soluções semianalíticas são demonstradas nos trabalhos de 

Silvestre (2005), e Bebiano (2010), entre outros. No entanto, a sua aplicação é limitada aos casos 

(i) em que um único modo de deformação da GBT é levado em consideração, i.e., envolvem a 

solução de uma única equação diferencial, (ii) casos de análise estática linear em que os termos não 

nulos da matriz Dik (para i≠k) podem ser ignorados, o que envolve a solução de um problema 

envolvendo Nd equações diferenciais desacopladas, ou (iii) casos de análises de estabilidade de 

barras simplesmente apoiadas e submetidas a distribuições uniformes de tensão, o que envolve o 

uso de funções sinusoidais conhecidas para a solução do problema de autovalores e autovetores. 

Por outro lado, no que se refere às soluções numéricas, várias alternativas utilizadas por outros 

autores podem ser citadas, como o método das diferenças finitas (e.g., Schardt 1989, Leach 1989, 

Davies e Leach (1994a,b) e Leach e Davies 1996), o método de Galerkin (Silvestre et al. 2001, 

Silvestre e Camotim 2002a) ou de Rayleigh-Ritz (Simões da Silva e Simão 2002). Entretanto, é 

a conhecida versatilidade e eficiência do MEF que se apresenta na grande maioria dos trabalhos 

com a GBT da última década, dado o trabalho pioneiro em sua implementação publicado por 

Silvestre e Camotim (2003b), aplicando a técnica às análises de 1ª ordem (geometricamente 

lineares), lineares de estabilidade (geometricamente não lineares) e de vibração livre. 

Naturalmente, os problemas envolvendo a aplicação da GBT às análises de sistemas 

estruturais, ou mesmo de barras isoladas, mas considerando condições de contorno não 

convencionais, justificam de forma clara a utilização do MEF, e por este motivo, todas as 

análises realizadas nesta tese recorrem ao referido método.   

                                                 

* Muito embora a solução do sistema de equações da GBT, i.e., a determinação das funções 𝜙𝑖(𝑥), possa ser dada, em alguns 

casos, de forma analítica, é preciso levar em consideração a etapa da análise da seção transversal, que envolve a 

discretização da seção para as respectivas soluções, portanto, a solução é dita semianalítica. 
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2.5.1. Elemento Finito Baseado na GBT 

De modo a apresentar a implementação do elemento finito baseado na GBT proposto no 

trabalho de Silvestre e Camotim (2003b), e posteriormente melhorado nos trabalhos de 

Bebiano et al. (2007) e Basaglia et al. (2010), convém primeiramente recordar o sistema de 

equações diferenciais de equilíbrio obtido a partir da equação 2.22, aqui reescrito por completo 

na forma fraca, dado por 



  

, , , , , ,

,

, , , , , , 0

I II II

ik k xx i xx ik k x i x ik k i xx ki k xx i ik k i

Le

x s z

j jik k x i x j x jik i k x k x i i i x i i

C D D D B

W X W X q q dx 

         

      

    

     

  

(2.74) 

sendo que 1 ≤ i, k ≤ Nd, 1 ≤ j ≤ 4, e a integração agora passa a ser realizada no domínio do 

comprimento do elemento finito Le.  

Dessa forma, as funções de amplitude modal 𝜙𝑖(𝑥) também passam a ser escritas em 

função do comprimento do elemento finito, de forma que ξ=x/Le (0 ≤ ξ ≤ 1), e são aproximadas 

por meio de combinações lineares (2.75 e 2.76) de polinômios cúbicos de Lagrange (2.80 e 

2.81) no que se refere ao modo 1 (extensão axial), e polinômios de Hermite (2.82 e 2.83) para 

os demais modos.  

A utilização de polinômios de Lagrange para o primeiro modo decorre do fato da equação 

diferencial de equilíbrio relativa ao modo de extensão axial não ser de 4ª ordem, mas sim de 2ª 

ordem (Eq. 2.15), i.e., os deslocamentos relativos a este modo são uma ordem de grandeza inferior 

aos deslocamentos transversais e de flexão. 

1, 1,1 1 1,2 2 1,3 3 1,4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )e L e L e L e L

x d d d d              (2.75) 

,1 1 ,2 2 ,3 3 ,4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )e H e H e H e H

i i i i id d d d              (2.76) 

onde,  

1,1 1, (0)e

xd   
1,2 1, (1/ 3)e

xd   
1,3 1, (2 / 3)e

xd   
1,4 1, (1)e

xd   (2.77) 

,1 , (0)e

i i xd   
,2 (0)e

i id   
,3 , (1)e

i i xd   
,4 (1)e

i id   (2.78) 

1 1 2 (1 )(3 1)(3 2)L          
2 9 2 ( 1)(3 1)(3 2)L           (2.79) 

3 9 2 (1 )(3 1)L         4 1 2 (3 1)(3 2)L         (2.80) 

3 2

1 ( 2 )H

eL        3 2

2 2 3 1H       (2.81) 

3 2

3 ( )H

eL      3 2

4 2 3H       (2.82) 
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Além disso, tem-se para as resultantes das tensões normais longitudinais associadas aos 

modos 1 (esforço normal), 2 e 3 (momentos fletores em torno do eixo de maior e menor inércia, 

respectivamente), e 4 (bimomento), a seguinte expressão (1 ≤ j ≤ 4): 

0 0 0 0 2 0 3

0 1 2 3j j j j jW W W W W       (2.83) 

Onde 𝑊𝑖𝑗
0 é o coeficiente do termo de ordem i, relativo ao modo j (j=1 a 4). A figura 2.4 

ilustra a aproximação obtida através dos polinômios (cúbicos) da Eq. 2.75. 

 

Figura 2.22 – Decomposição/aproximação dos diagramas não lineares de tensões. Fonte: Bebiano (2010). 

Finalmente, ao se substituir 2.75, 2.76 e 2.83 no sistema de equações diferenciais de 

equilíbrio 2.74, e conduzindo-se a integração para 0 ≤ ξ ≤ 1, são obtidas as matrizes de elemento 

finito, de rigidez linear [Ke], e geométrica [Ge], vetor de forças {f e}, e vetor de deslocamentos 

generalizados {de}, que possuem a forma 
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 (2.84) 
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 
 
 

  
 
 
 

 (2.85) 

onde os índices das submatrizes 4x4 em 2.84, ou dos subvetores 4x1 em 2.85,  identificam os 

modos de deformação envolvidos. Assim, assumindo {Ψ𝐿} = {Ψ1
𝐿(ξ), Ψ2

𝐿(ξ), Ψ3
𝐿(ξ), Ψ4

𝐿(ξ)},  e 

{Ψ𝐻} = {Ψ1
𝐻(ξ), Ψ2

𝐻(ξ), Ψ3
𝐻(ξ), Ψ4

𝐻(ξ)},  essas submatrizes e subvetores são dados por 

     
1

11 11 , ,
0

T
L L

x xK C d     (2.86) 

   
1

1 1
0

T
x Lf q d    (2.87) 
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             

       

1 1 1
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 (2.88) 
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e

G X W W W W d

X W W W d
L





   

  

        
  

 
          

 


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 (2.89) 

     
1 1

,

,
0 0

T T
x L s z L

i i x if q d q d         (2.90) 

Neste ponto cabe uma observação importante a respeito da participação do modo de 

extensão axial (k=1), que no contexto das análises de estabilidade de barras isoladas, pode ser 

normalmente desconsiderado, mas no que se refere às análises de estabilidade envolvendo duas 

barras ou mais, não alinhadas entre si, possui fundamental importância, e deve, 

necessariamente, fazer parte do conjunto de modos de deformação considerados, conforme será 

explicado com mais detalhes no capítulo 3 desta tese.  

Ainda no contexto do primeiro modo de deformação da GBT, o trabalho de Basaglia (2010) 

sugere a possibilidade de se aproximar a sua respectiva função de amplitude por meio dos 

polinômios de Hermite (Eqs. 2.81 a 2.82, e 2.88 a 2.90) em vez de utilizar os polinômios de 

Lagrange. Como resultado disso, segundo o autor, obtém-se uma uniformização do número de 

graus de liberdade envolvidos nas várias equações descritas pela Eq. 2.74, o que implica numa 

implementação computacional mais simples, porém engloba o “custo” de se ter um grau de 

liberdade adicional por nó, associado à função 𝜙1 = ∫𝑢, e que não possui significado físico 

bem definido (a extensão axial é representada pela derivada 𝜙1,𝑥 = 𝑢). 

Para auxiliar na visualização dos modos de deformação no contexto dos elementos finitos, 

Basaglia (2010) oferece também a seguinte interpretação, aqui reproduzida, de acordo com a 

Fig. 2.23, para os modos de deformação globais, distorcionais e locais: 

(i) Deslocamento associado ao modo de extensão axial (modo 1), e sua primitiva: 𝑢𝑎  (d11) e 

∫𝑢𝑎 (𝑑12), para x=0, e 𝑢𝑏  (d13) e ∫𝑢𝑏 (𝑑14), para x=Le; 

(ii) Deslocamentos transversais e rotações associados aos modos de flexão em torno dos eixos 

de maior e menos inércia (modos 2 e 3): va(d22+d32) e θa(d21+d31), para x=0, e vb(d24+d34) e 

θb(d23+d33), para x=Le; 

(iii)Rotação de torção e sua derivada associada ao empenamento (modo 4): ra (d42) e 𝑟𝑎
′
 (d41), 

para x=0, e rb(d44) e 𝑟𝑏
′(d43), para x=Le; 
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(iv) Deslocamento associado ao empenamento do(s) modo(s) distorcional(ais) (quando 

existente(s)) e sua(s) derivada(s) – (modos k = 5, ..., 5+Ndist –1, sendo Ndist o número de 

modos distorcionais): μa (dk2) e 𝜇𝑎
′ (dk1), para x=0, e μb (dk4) e 𝜇𝑏

′ (dk3), para x=Le; 

(v) Deslocamento associado ao(s) modo(s) local(ais) e sua(s) derivada(s) – (modos k =5+Ndist, ..., Nd): 

ηa(dk2) e 𝜂𝑎
′ (dk1), para x=0, e ηb(dk4) e 𝜂𝑏

′ (dk3), para x=Le. 

 

Figura 2.23 – Graus de liberdade nodais para cada modo de deformação.  

Adaptado de Basaglia (2010). 

Com isso, é possível proceder a montagem das matrizes globais de rigidez [K] e geométrica [G], 

assim como do vetor de forças {f}, relativos ao problema a ser analisado. Como parte deste 

procedimento, está a aplicação das matrizes de incidência (Zienkiewicz e Taylor, 2000), de 

acordo com a continuidade dos graus de liberdade modais em cada nó da discretização definida 

para a barra, e também de acordo com as condições de apoio da barra analisada. 

Alternativamente, este passo pode ser realizado por algoritmos computacionais específicos, e 

que, em geral, são computacionalmente mais eficientes (Savassi, 1996), já que eliminam a 

necessidade de um conjunto considerável de operações matriciais. 

As dimensões totais do sistema (sem as condições de apoio aplicadas) envolvem o número 

de modos de deformação Nd considerados na análise, e o número de elementos finitos Nef na 

discretização adotada, sendo dado por 2 × 𝑁𝑑 × 𝑁𝑒𝑓. Contudo, a maioria das análises não 

requer a consideração de todos os modos de deformação, o que permite que a solução seja 

obtida com uma significativa redução do número de graus de liberdade envolvidos. Não 

obstante, esta seleção modal é, obviamente, particular para cada caso em estudo. 

Finalmente, uma vez definidas as matrizes globais de rigidez e geométrica, e vetor de forças 

associado, a análise envolve somente a solução dos problemas clássicos linear e de estabilidade 

elástica, dados, respectivamente, por  

    K d f  (2.91) 

       0K G d   (2.92) 
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2.5.2. Condições de Apoio Não Convencionais 

Conforme visto no item anterior, a GBT é expressa em termos de seus graus de liberdade, 

que são, essencialmente, modos de deformação da seção transversal da barra em questão. Esta 

“natureza modal” é, de fato, bastante conveniente quando condições de contorno também se 

aplicam desta forma. Exemplos disso são particularmente comuns, especialmente no que se 

refere aos modos globais, como apoios envolvendo deslocamentos e/ou rotações em torno de 

um eixo principal de inércia, ou esforços como momentos fletores, aplicados na extremidade 

de uma barra, entre outros. 

Além disso, a linguagem modal da GBT permite tratar de forma simples e direta, os três 

tipos de apoios convencionalmente utilizados nas análises por meio de elementos de barra, que 

são: (i) engastes (valores e derivadas nulos); (ii) apoios simples (valores nulos e derivadas 

livres); e (iii) extremidades livres (valores e derivadas livres).  

Entretanto, uma vasta quantidade de condições de apoio não pode ser representada pelos 

modos convencionais (e.g., barras de contraventamentos, apoios em ligações parafusadas, etc. – 

Fig. 2.24), e para que possam ser incorporadas às análises feitas pela GBT, os trabalhos de 

Basaglia et al. (2007b), e Camotim et al. (2008), apresentam de forma pioneira a aplicação de 

uma metodologia geral, possibilitando considerar condições de apoio arbitrárias, rígidas e 

também elásticas, conforme descrito a seguir. Além desses trabalhos, vale citar também 

Basaglia et al. (2010), e Basaglia et al. (2011), que demonstram a mesma metodologia, porém 

aplicada às análises de estabilidade elástica de pórticos, e não linear geométrica de pórticos, 

respectivamente. 

 

Figura 2.24 – Exemplos de apoios não convencionais: restrições pontuais rígidas ou flexíveis.  

Fonte: Basaglia (2010). 

De modo geral, o procedimento pode ser aplicado para representar a restrição de um 

deslocamento (𝑑̅) ou rotação (𝜃̅) de um ponto P qualquer da linha média da seção transversal, 

desde que este ponto esteja representado por um nó da seção transversal, seja ele natural, de 

extremidade ou intermediário (Fig. 2.25.a). 
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Uma vez que o ponto em que se materializa a restrição desejada é definido por um nó 

qualquer da seção transversal, a condição de restrição passa a ser definida pela equação 

    0
T

P      (2.93) 

onde as componentes dos vetores {Δ} e {Φ} representam os valores, dos deslocamentos modais 

em P (𝑢𝑘(𝑠𝑃), 𝑣𝑘(𝑠𝑃) ou 𝑤𝑘(𝑠𝑃)), e da amplitude modal ou da sua derivada na posição x a que 

pertence o ponto P, respectivamente.  

Para mais bem ilustrar, considere-se um exemplo, o caso de uma restrição ao deslocamento 

transversal (normal ao plano da parede) aplicado na alma do perfil U ilustrado na figura 2.25.b, 

bem como, em um segundo caso, a restrição do mesmo ponto P somente à rotação (Fig. 2.25.c). 

Para aplicar a restrição no primeiro caso, todos os valores deslocamentos wi(𝑠𝑃) devem resultar 

nulos, portanto, a equação de restrição é escrita como 2.94. Por outro lado, para que o mesmo 

ponto tenha a restrição aplicada à rotação, as derivadas no mesmo ponto é que necessitam ser 

anuladas, conforme a equação de restrição 2.95. 

1

( , ) ( ) ( ) 0
dN

Z P P k P k P

k

d x s w s x


   (2.94) 

,

1

( , ) ( ) ( ) 0
dN

Y P P k P k x P

k

x s w s x 


   (2.95) 

Assim, tem-se de forma genérica, a possibilidade de se considerar, por meio de equações 

específicas, a restrição de qualquer nó da seção transversal, quanto aos seus deslocamentos 

u(𝑠𝑃), v(𝑠𝑃), e/ou w(𝑠𝑃). Ainda, segundo Basaglia (2010), uma das formas de se incorporar as 

equações de restrição em questão, é por meio de Multiplicadores de Lagrange (Zienkiewicz e 

Taylor, 2000), o qual consiste na resolução do sistema matricial 
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    
    
         

 (2.96) 

onde cada componente λLi é um multiplicador de Lagrange associado à condição de restrição i. 

Não obstante, Basaglia et al. (2007b) e Camotim et al. (2008), oferecem também um 

procedimento para a implementação de molas elásticas nos apoios em questão, tal como 

ilustrado nas Figs. 2.25.d-e. Para este procedimento considere-se a equação 2.93, dada em 
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função da constante elástica (k) de uma mola, e da força “nodal” generalizada no nó em questão 

(FP), dada por 

   
T P

P

F

k
      (2.97) 

Para incorporar esta condição nos sistemas de equações 2.91 – 2.92, os autores propõem 

dois procedimentos, dos quais apenas um é aqui apresentado, por serem equivalentes.  

Além disso, como é importante referir, o caso de apoios envolvendo molas elásticas requer 

o tratamento diferenciado do nó que incorpora a restrição elástica, uma vez que tal restrição não 

pode ser tratada diretamente na forma modal. 

Primeiramente, é necessário identificar o(s) nó(s) com restrição elástica, e transferir o(s) 

grau(s) de liberdade(s) associado(s) para um “elemento de nó”, onde são asseguradas as 

compatibilidades, através da transformação dos graus de liberdade modais da GBT em graus de 

liberdade nodais generalizados, com base em um sistema de eixos 𝑋̅- 𝑌̅-𝑍̅. Com esta 

transformação, pode ser incluído o coeficiente de rigidez elástica da mola na componente da 

matriz de rigidez linear associada ao deslocamento restringido. 

A transformação dos graus de liberdade modais em graus de liberdade nodais 

generalizados, é feita por meio de uma matriz de transformação Tb, que relaciona os graus de 

liberdade modais com graus de liberdade nodais generalizados com as restrições, e é dada por 
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 (2.98) 

onde {𝑑̅𝐺}, {𝑑̅𝐷} e {𝑑̅𝐿} são os subvetores dos deslocamentos generalizados, associados aos 

modos globais, distorcionais e locais, {𝑑𝐺}, {𝑑𝐷} e {𝑑𝐿} são os subvetores com os graus de 

liberdade modais da GBT, e as matrizes [R] e [L] são relacionadas às rotações e translação dos 

referidos graus de liberdade, de forma a contabilizar o a transferência dos deslocamentos nodais 

(onde são aplicadas as restrições elásticas), dos eixos que cruzam o centro de corte da seção 

transversal para o ponto onde é materializado o referido apoio elástico. 

Como a transformação aqui descrita é um passo que também integra o tratamento dado às 

ligações entre barras não alinhadas entre si, será descrita com mais detalhes, incluindo as 

componentes das matrizes [R] e [L], no Cap. 3 desta tese. 
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Com isso, a compatibilização dos referidos graus de liberdade é incorporada no sistema de 

equações do problema, por meio das transformações 

   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T

b bK G T K G T     (2.99) 

    bd T d  (2.100) 

    bf T f  (2.101) 

onde, [𝐾̅], [𝐺̅], [𝑓]̅ e[𝑑̅] indicam as matrizes transformadas, que possuem agora uma natureza 

“mista”, combinando graus de liberdade modais, e graus de liberdade nodais generalizados 

envolvidos nos apoios elásticos. 

Por fim, a inclusão dos valores de rigidez de mola km associados aos graus de liberdade (i) 

envolvidos no(s) apoio(s) elástico(s) na matriz de rigidez elástica [𝐾̅], de modo que o termo 𝐾̅ii 

passa a ser 𝐾̅ii+km, e com isso, fica definida a matriz de rigidez linear incluindo o(s) apoio(s) 

elástico(s) [𝐾̿], para a solução do problema, 

 
__

[ ] [ ] 0K G d
 

  
 

 (2.102) 

   
__

[ ]K d f  (2.103) 

Como 𝑑̅, definido pela solução dos problemas, possui natureza mista, é possível 

transformá-lo novamente para os graus de liberdade modais da GBT, por meio da operação 

inversa de 2.99, e com isso manter a representação modal clássica dos resultados da GBT. 

 

 (a)  (b)  (c)  (d) (e) 

Figura 2.25 – (a) Deslocamentos e rotações relativos ao ponto P, e alguns tipos de restrições aplicáveis: 

(b) deslocamentos e/ou (c) rotações fixas, ou molas (d) translacionais, e/ou (e) rotacionais. 
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3. GBT NA ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE PÓRTICOS  

De modo geral, conforme citado nos itens 1.2 e 1.3 desta tese, a estabilidade de sistemas 

estruturais está ligada a diversos fatores geométricos, de material e condições de contorno 

aplicadas. Assim, qualquer método que se proponha a analisar a estabilidade dessas estruturas 

deve, naturalmente, ser capaz de contemplar a influência dos principais fatores sobre o 

comportamento das mesmas. 

Do ponto de vista da formulação da GBT abordada nesta tese (Cap. 2), naturalmente 

envolvendo a sua aplicação por meio da técnica dos elementos finitos, parâmetros associados 

ao comportamento de barras isoladas de aço, como (i) a geometria da seção transversal (abertas 

ramificadas arbitrárias), (ii) os carregamentos uniformes ou não uniformes, e (iii) as condições 

de apoio convencionais ou não convencionais arbitrárias, podem ser considerados de forma a 

não implicar prejuízos aos resultados, entretanto, algumas condições colocam-se em destaque 

nos casos envolvendo a análise de duas ou mais barras conectadas e não alinhadas entre si. Entre 

os principais problemas, está a compatibilização dos deslocamentos relativos aos vários modos 

de deformação entre as barras, especialmente quando se trata de deformações de empenamento, 

o que, conforme também já citado no item 1.2 da introdução, tem sido tema de recentes trabalhos 

de investigação há algumas décadas (e.g., Vacharajuttphan e Trahair, 1974; Morrel, 1979; 

Sharman, 1985; Krenk, 1990; e Krenk e Damkilde, 1991). 

De forma a superar essas questões e demonstrar a viabilidade da aplicação da GBT nas 

análises de estabilidade em pórticos metálicos, Basaglia et al., 2006a,b apresentam de forma 

pioneira uma metodologia capaz de garantir a compatibilidade dos deslocamentos de barras 

conectadas e não alinhadas entre si, tirando proveito dos elementos finitos baseados na GBT. 

Posteriormente, vários trabalhos expandiram sistematicamente as aplicações do método nas 

análises de sistemas estruturais, conforme condensado nos trabalhos de Camotim et al. (2010c), 

Camotim e Basaglia (2013) e, mais recentemente, Basaglia e Camotim (2015). 

Assim, fundamentado nesses recentes trabalhos, este capítulo dedica-se à introdução e 

desenvolvimento dos conceitos necessários para permitir a aplicação da GBT na análise de 

estabilidade de sistemas estruturais, que no caso da presente tese, são ilustrados por meio de 

exemplos aplicados somente a pórticos planos, muito embora a mesma metodologia seja 

aplicável também a pórticos tridimensionais de qualquer dimensão. 
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3.1. Compatibilização dos Deslocamentos Entre Barras Não Colineares 

A aplicação da técnica dos elementos finitos para a solução de problemas de análise com a 

GBT envolve, naturalmente, a discretização da estrutura em um conjunto de elementos de barra. 

No caso de barras isoladas, conforme comentado no item 2.5.1, a incidência de cada elemento 

em relação aos elementos adjacentes é tratada de forma descomplicada, dada a continuidade 

dos graus de liberdade da GBT entre os respectivos elementos. 

Por outro lado, no caso de barras conectadas e não alinhadas entre si, a compatibilidade 

dos graus de liberdade da GBT deixa de ser algo trivial, pois depende, entre outros fatores, da 

geometria do conjunto de barras, e também do tipo de ligação entre elas. 

Para melhor expor os as variáveis em questão, primeiramente, tenham-se em consideração 

os modos de deformação da GBT como os graus de liberdade do sistema, que são dados, para 

cada barra, de forma desacoplada. Com isso, o que se tem é que o eixo de referência para cada 

um dos modos deve ser entendido separadamente. Considerando-se apenas os modos de 

deformação globais (modos de Vlasov), tem-se na Fig. 3.1.a, para duas barras não alinhadas 

entre si, os eixos globais de coordenadas para os quais os graus de liberdade da GBT de cada 

uma fazem referência. Os graus de liberdade são referenciados na Fig. 3.1.b, ou, para ilustrar 

de forma representativa (lembrando que a amplitude de cada grau de liberdade varia ao longo 

do eixo longitudinal – 𝜙𝑖(𝑥)), as Figs. 3.2.a-e mostram cada um dos referidos graus de 

liberdade em relação ao seu eixo de referência nas barras individuais. 

 

 (a)  (b)  

Figura 3.1 – (a) Eixos de coordenadas para cada barra individual, e (b) graus de liberdade da GBT relativos 

aos modos globais em relação aos respectivos eixos. 
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 (a)  (b)  (c)  (d) (e) 

Figura 3.2 – Representação gráfica dos graus de liberdade da GBT em relação aos seus respectivos eixos de 

referência para cada barra individual: (a) extensão axial; (b) derivada da flexão em torno do eixo de maior 

inércia; (c) valor de flexão em torno do eixo de maior inércia; (d) rotação de torção em torno do centro de corte; 

e (e) empenamento. 

Como fica claro ao observar as Figs. 3.1.a ou 3.2.a-e, para que os graus de liberdade 

possam ser compatibilizados e associados segundo uma dada ligação metálica, é necessário 

que os graus de liberdade de cada uma das barras sejam “transformados”, de modo que 

estejam relacionados ao mesmo ponto (nó de ligação). Essa transformação, exige a adoção de 

um “eixo longitudinal de referência” (Fig. 3.3), o qual pode ser, por questões de conveniência, 

coincidente com o centro de corte, ou centro de gravidade da seção transversal, sendo este 

último comumente adotado para o projeto de ligações metálicas. Este procedimento, 

referenciado no trabalho de Basaglia (2010), também é apresentado nos trabalhos de Baigent 

e Hancock (1982), e Papangelis et al. (1998), no contexto da análise de pórticos por meio de 

elementos finitos de barra baseados na Teoria de Vlasov. 

 

Figura 3.3 – Graus de liberdade relativos aos modos globais da GBT em relação a um eixo de referência . 

Não obstante, a transformação dos eixos de referência dos graus de liberdade das barras 

analisadas, conforme ilustrado anteriormente, conduz ao inevitável acoplamento entre os 

modos de deformação, antes desacoplados. Para contornar o problema, Basaglia (2010) propõe 

uma transformação pontual, isto é, os eixos de referência para os graus de liberdade relativos à 

flexão ou torção (ao longo de toda a barra), permanecem inalterados (Fig. 3.1.b), enquanto a 
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compatibilidade dos mesmos, para fins de sua ligação com graus de liberdade da barra 

adjacente, é tratada em um chamado “elemento de nó”. Com isso, os efeitos das excentricidades 

entre o eixo de referência e os demais eixos de origem de cada modo, que produzem o 

acoplamento modal citado, não necessitam de ser incorporados à matriz de rigidez dos 

elementos, uma vez que o referido elemento de nó trata da compatibilização dessas 

excentricidades para a ligação em questão, segundo eixos de coordenadas globais do sistema 

estrutural analisado 𝑋̂-𝑌̂-𝑍̂, conforme ilustrado pela Fig. 3.4.a-b. 

 

 (a)  (b)  

Figura 3.4 – (a) Discretização de um pórtico em elementos finitos de barra da GBT, e elemento de nó em cada 

ligação, (b) representado separadamente com seus eixos de referência. 

Adaptado de Basaglia (2010). 

Basicamente, o então definido “elemento de nó” se fundamenta na aplicação de uma 

matriz [N], que transforma os graus de liberdade da GBT na seção extrema dos elementos 

finitos que nele convergem (os quais se encontram referidos aos eixos de coordenadas locais da 

barra a que pertencem), em deslocamentos generalizados, segundo o sistema de coordenadas 

𝑋̂-𝑌̂-𝑍̂ do ponto onde se admite materializada a ligação, aqui designado 𝑂̂. A transformação é 

dada na seguinte forma: 
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     
  

 

 (3.1) 

Onde, (i) {ξ̂} é o vetor que contém os subvetores relativos aos deslocamentos generalizados 

associados aos modos globais {ξ̂
𝐺
}, distorcionais {ξ̂

𝐷
} e locais {ξ̂

𝐿
}, (ii) {d} é o vetor que 

contém os graus de liberdade da GBT associados aos modos globais {dG}, distorcionais {dD} e 

locais {dL}, e (iii) [N] é a matriz que contém as transformações na ordem em que devem ser 

aplicadas, as quais são designadas pelas submatrizes, (iii1) [𝑅𝑌̂+𝑍̂], que descreve a 

transformação associada a duas rotações sucessivas, sendo a primeira em tono de eixo 𝑍̂ e a 
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segunda em torno do eixo 𝑌̂, (iii2) [𝑅𝑋], que descreve a rotação em torno do eixo longitudinal 

da barra, (iii3) [I], que é uma matriz identidade associada ao empenamento devido à torção e 

aos modos de deformação distorcionais e locais, de dimensão qxq, onde q é dado por 

2(Ndist+Nloc)+1 (Ndist e Nloc são o número de modos distorcionais e locais incluídos na análise, 

respectivamente), e (iii4) [L], que está associada à translação que contabiliza os efeitos da 

transferência dos deslocamentos generalizados, dos eixos que coincidem com o centro de 

gravidade (CG) e com o centro de corte (CC) da seção transversal, para um ponto comum Ô. 

As submatrizes de {ξ̂} e {d̂} são dadas por, 

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ T

G X Y Z X Y Z X
U U U       (3.2) 

   
T

G Y Z X Y Z Xd u v v r r    (3.3) 

   5 5 5 1 5 1
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d d

T

D k k k N k N              (3.4) 
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d d

T

D k k k N k Nd              (3.5) 

   5 5
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

d d d d

T

L k N k N k N k N            (3.6) 

   5 5
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T

L k N k N k N k Nd            (3.7) 

enquanto, por sua vez, as componentes das matrizes [𝑅𝑌̂+𝑍̂], [𝑅𝑋] e [L], são dadas por 
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 (3.12) 

É importante notar que a transformação contida em [N] envolve uma sequência de rotações, 

e uma vez que as matrizes de rotação não são comutativas, deve seguir a sequência específica* 

para os ângulos de referência indicados, conforme ilustrado na Fig. 3.5.a-c, isto é, 

primeiramente executa-se uma rotação em torno do eixo longitudinal da barra X (Fig. 3.5.a), 

em seguida a rotação em torno do eixo global 𝑍̂ (Fig. 3.5.b) e do eixo global 𝑌̂ (Fig. 3.5.c). 

 
 (a)  (b)  (c)  (d) 

Figura 3.5 – Sequência de rotações para compatibilização dos graus de liberdade globais: (a) rotação em torno de X, 

(b) rotação em torno de 𝑍̂, (c) rotação em torno de 𝑌̂, e (d) os graus de liberdade resultantes. 

A Fig. 3.6.a ilustra um pórtico plano qualquer, discretizado em elementos finitos de barra da 

GBT, e para o qual a ligação, materializada nas seções extremas dos elementos finitos a e a+1 

(Fig. 3.6.b), é representada por um elemento de nó (Fig. 3.6.c). Assim, tem-se as transformações 

representadas pela Eq. 3.1, que conduzem à definição de um conjunto de (i) 7 graus de liberdade 

relacionados aos modos globais, e Ndist+Nloc graus de liberdade associados aos modos 

distorcionais e locais, para cada uma das respectivas seções extremas de barra. Esses graus de 

liberdade, que são dados em função do mesmo sistema de coordenadas global (elemento de nó), 

devem satisfazer as relações 

 
 

 
1

7 7ˆ ˆ
a a

x

m n

S
 



 
  

 
 (3.13) 

onde os índices m e n identificam as seções extremas dos elementos a e a+1, [S] é uma matriz 

diagonal cujas componentes Sii relacionam os deslocamentos e rotações relativos aos modos globais 

                                                 

* É natural que hajam diferentes sequências de rotação envolvendo outros ângulos de referência. 
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de cada seção extrema, e Π são condições de restrição associadas às compatibilizações entre os 

deslocamentos locais e distorcionais na ligação, isto é, aqueles deslocamentos que envolvem a 

flexão transversal das paredes das seções ligadas no nó. 

De forma específica, no que diz respeito às relações entre os modos globais, tem-se que  

1
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 (3.14) 

onde Γ é uma constante relacionada à transmissão das deformações de empenamento devido à 

torção entre as barras (i.e., relaciona a derivada das rotações de torção – modo 4). 

Paralelamente, as condições de restrição Π são particulares para cada tipo de ligação analisada, 

e são dadas em função dos nós naturais e intermediários pertencentes às paredes da seção 

transversal, onde são previstas as intersecções com as paredes da seção transversal da barra 

adjacente, sendo expressas de forma semelhante à 2.93, aqui replicada para o caso em questão, 

    0
T

P      (3.15) 

Sendo que as componentes do vetor {Δ} são valores das funções de empenamento ui(𝑠𝑃) ou 

de flexão transversal wi(𝑠𝑃) no ponto P, que é o ponto representado por nó natural ou 

intermediário onde é tradada a intersecção entre as paredes citadas. 

 

 (a)  (b)  (c)  

Figura 3.6 – (a) Pórtico discretizado em elementos finitos da GBT, com (b) detalhe da ligação, que é (c) 

representada pelo elemento de nó de pórtico da GBT. 
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Finalmente, uma vez que sejam determinadas, as relações expressas nas Eqs. 3.1 e 3.13 podem 

ser agrupadas em uma matriz de compatibilidade [Ω], de forma que  

    ˆd d   (3.16) 

onde {d} é um vetor de graus de liberdade da GBT de todas as seções extremas dos elementos, 

antes das compatibilizações no nós do pórtico, e {𝑑̂} é um vetor de graus de liberdade misto, 

que também envolve todas as seções extremas dos elementos, mas possui graus de liberdade 

modais (dki) sem alterações (nós interiores das barras), e graus de liberdade nodais (ξ̂) nos nós 

de ligação do pórtico. 

A determinação da matriz [Ω], por sua vez, permite que as operações de compatibilização dos 

elementos de nó possam ser diretamente aplicadas às matrizes globais de rigidez linear e geométrica 

[K] e [G], montadas de forma que as barras do sistema estrutural em questão não apresentem 

qualquer incidência entre si. Lembrando que a solução do sistema com as matrizes transformadas 

conduz à obtenção de uma solução mista, que deve ser transformada novamente por meio da matriz 

[Ω] de forma a se obterem as soluções modais típicas da GBT, de forma semelhante ao que se faz 

nos casos apresentados no item 2.5.2. 

3.1.1. Compatibilização dos Deslocamentos de Empenamento Entre as Barras 

Os deslocamentos associados ao empenamento devido à torção, de fato, constituem 

parcela muitas vezes fundamental no que diz respeito ao comportamento de um perfil 

metálico com seção de paredes finas, e a sua restrição ou não, pode conduzir a resultados de 

força crítica de estabilidade elástica bastantes distintos (e.g.: Dinno e Gill, 1964; Ojalvo e 

Chambers, 1977; Pignataro et al., 2009). A Fig. 3.7 ilustra as deformações envolvidas na 

torção livre de um perfil metálico do tipo I, bem como as deformações adicionais no caso de 

haver restrições ao empenamento nas extremidades, isto é, caso haja um impedimento capaz de 

restringir qualquer deslocamento longitudinal das mesas do perfil em ambas as extremidades.  

 

Figura 3.7 – Deslocamentos devidos à torção em um perfil I, (a) com empenamento livre, e (b) com empenamento 

restringido nas extremidades. Adaptado de Medland e Segedin (1985). 
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Não obstante, o tratamento do empenamento devido à torção no caso de barras não colineares 

ligadas entre si, se mostra consideravelmente mais complexo, pois o empenamento de uma barra é 

acoplado aos deslocamentos de torção de barra(s) adjacente(s), havendo também, em contrapartida, 

alguma restrição ao empenamento da barra carregada. Além disso, a forma como se dá a referida 

interação depende da geometria da seção transversal das barras, e da configuração da ligação entre 

as mesmas, o que complica consideravelmente a utilização de elementos de barra em análises. 

Habitualmente, a solução mais utilizada com relação aos elementos finitos de barra tem sido 

tratar a “transmissão do empenamento” entre as barras com a ajuda de um grau de liberdade 

adicional. Contudo, a dificuldade principal emerge, por exemplo, quando os deslocamentos de 

empenamento na extremidade de uma viga precisam ser compatibilizados com um pilar (ou 

situação qualquer análoga), exigindo a transformação do sistema de coordenadas local da viga para 

um sistema de coordenadas global. No caso de programas comerciais como o ANSYS® (SAS, 2015) 

ou ABAQUS (Dassault Systèmes, 2016), essa transformação é dada por um fator (associado a 

componente da matriz de transformação, pertencente à diagonal principal, que corresponde ao 

grau de liberdade de empenamento, enquanto as componentes fora da diagonal principal são nulas), 

tipicamente configurado para um valor nulo ou unitário, o que corresponde, respectivamente, ao 

impedimento dos deslocamentos de empenamento, ou continuidade dos mesmos. 

Trabalhos como o de Yang e McGuire (1984) ou Mohammed e Frank (1996), apresentam 

o uso de formulações contendo graus de liberdade relacionados ao empenamento, enquanto 

molas nas extremidades das barras promovem a compatibilização desses graus de liberdade. 

Entretanto, as ligações nos referidos trabalhos são tratadas de forma genérica. 

Entre os principais trabalhos a tratar de forma particular a transmissão do empenamento 

em função do tipo de ligação, pode-se citar Sharman (1985), que apresenta algumas relações 

cinemáticas para o caso de pórticos formados por perfis I ou U, com ligações do tipo 

apresentadas nas Figs. 1.5.b-c. Nomeadamente, no caso de ligações com enrijecedores de 

alma na forma de caixa (Fig. 1.5.c), o autor sugere a relação entre o empenamento das barras 

ligadas entre si como completa e inversa (Θ𝑋̂.𝑚𝑎

′ = –Θ𝑋̂.𝑛𝑎+1
′ ), enquanto no caso de ligações com 

enrijecedor em diagonal (Fig. 1.5.b) a relação passa a ser completa e direta (Θ𝑋̂.𝑚𝑎

′ = Θ𝑋̂.𝑛𝑎+1
′ )*. 

Corroborando com tais relações, o trabalho de Krenk e Damkilde (1991), que investigou quatro 

diferentes ligações entre perfis I, acrescentou ainda a configuração de enrijecimento em caixa 

                                                 

* Repare que para as relações cinemáticas descritas, equivale a dizer, segundo a Eq. 3.14, que Γ=–1, no caso de ligações com 

enrijecedores de alma na forma de caixa, ou que Γ=1, no caso de ligações com enrijecedor em diagonal, ou para 

ligações entre vigas não alinhadas entre si. 
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e diagonal (Fig. 1.5.d), a qual, segundo os autores, foi assumida como suficiente para impedir 

a distorção e o empenamento nas extremidades das barras conectadas.  

Outros trabalhos que vale relacionar neste tópico são o de Krenk (1990), Morrel et al. (1996), 

e não menos importante, o de Tong et al. (2005), sendo este último dedicado somente às 

ligações com enrijecedor em diagonal para pórticos com perfis I. Tong et al. (2005) 

demonstram que algumas considerações adotadas sobre a rigidez dos elementos finitos 

utilizados para simular os enrijecedores das ligações, tomadas em pesquisas anteriores, 

podem conduzir a resultados pouco precisos, demonstrando uma relação de transmissão 

incompleta de empenamento entre perfis I por meio da ligação exibida na Fig. 1.5.b. Os 

autores propuseram uma metodologia capaz de considerar a rigidez do enrijecedor em 

questão, mostrando bons resultados comparativamente às análises feitas por meio de 

simulações com elementos finitos de casca. 

Mais recentemente, com um trabalho bastante completo, Basaglia et al. (2012b) 

demonstram analiticamente, para seções transversais em I ou U, que devido à existência de um eixo 

de rotação (paralelo à alma desses perfis, cruzando por pontos de área setorial nula) em torno do qual 

os deslocamentos de empenamento de desenvolvem, sempre haverá transmissão completa de 

empenamento em ligações envolvendo perfis com essas seções, desde que não haja nenhuma 

deformação de flexão transversal na alma dos mesmos. Adicionalmente, Basaglia et al. (2012b) 

demonstram que as relações cinemáticas adotadas para as ligações entre perfis I ou U simples, 

também são válidas para perfis I ou U enrijecidos, pois embora o empenamento dessas 

paredes, em uma barra, provoque flexão transversal nas paredes respectivas da barra 

adjacente, nenhuma flexão transversal na alma desses perfis é verificada por conta do 

enrijecedor, o que, novamente, assegura a transmissão completa do empenamento. 

Para melhor compreender as relações cinemáticas avaliadas para os vários tipos de 

ligações entre perfis I ou U citados anteriormente, a tabela 3.1 ilustra, de forma resumida, o que 

é proposto nos trabalhos de Sharman (1985), Krenk e Damkilde (1991), Tong et al. (2005) e 

Basaglia et al. (2012b). Nomeadamente, são apresentados 5 tipos de ligações entre perfis I (com 

a mesma validade para perfis U), envolvendo a continuidade das mesas ou da alma, e as 

respectivas relações cinemáticas para transmissão de empenamento. Além disso, é ilustrada 

também a configuração deformada de cada caso de ligação, para as quais uma das barras é 

carregada com um binário de forças (momento de torção), e estando todas livres para 

deslocamentos de torção, as barras adjacentes à barra carregada se deformam unicamente devido 

aos deslocamentos de empenamento devidos à torção da barra carregada (deslocamentos de flexão 

no centro da ligação foram impedidos, segundo mesmo procedimento de Basaglia et al. (2012b)). 
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Tabela 3.1 – Relações de transmissão de empenamento em diversos casos de ligações com continuidade nas 

mesas ou na alma de perfis I ou U. 

Tipo de ligação 

Relações de 

transmissão de 

empenamento 

Condição deformada 

(i)  

Θ𝐶
′ = Θ𝐵

′ = Θ𝐴
′  

 

(ii)   

Transmissão 

incompleta 

 

(iii)    

Θ𝐵
′ = Θ𝐴

′   
(Basaglia et al. 

2012b) 

--------------- 

Transmissão 

incompleta 

(Tong et al. 2005) 
 

(iv)    

Θ𝐵
′ = −Θ𝐴

′  
 

Θ𝐶
′ = Θ𝐴

′  

 

(v)    

Transmissão  

nula 
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No que se refere à ligação i da Tab. 3.1, que envolve a continuidade das mesas dos perfis, 

trata-se, notavelmente, de uma ligação entre vigas de mesma seção transversal, e a relação 

entre o empenamento nas extremidades das barras conectadas é completa e direta, isto é, não 

ocorre nenhum tipo de flexão transversal na alma da seção transversal devido à torção, e os 

mesmos valores de empenamento são transmitidos da barra carregada às demais barras 

conectadas de forma integral, conforme ilustra a configuração deformada respectiva. 

Quanto às ligações com continuidade na alma, 4 diferentes configurações foram avaliadas 

pelos autores (ii a v). A primeira, que não apresenta qualquer tipo de enrijecimento (ligação ii), 

é um exemplo em que se pode notar as deformações de flexão transversal nas paredes da alma, 

e com isso, não é possível garantir a transmissão completo do empenamento, o que só ocorre nos 

casos em que a alma tem algum tipo de enrijecimento, seja através de chapas de enrijecimento 

em diagonal (lig. iii), ou de chapas de enrijecimento na forma de caixa (lig. iv). Repare que no 

caso de haver uma chapa em diagonal na ligação, alguns autores (e.g.: Krenk e Damkilde, 1991, 

e Basaglia et al., 2012b) sugerem uma relação de transmissão de empenamento completa e direta 

(i.e., Θ𝑋̂.𝑚𝑎

′ = Θ𝑋̂.𝑛𝑎+1
′ , ou Γ=1), enquanto Tong et al. (2005) sugerem que as deformações de flexão 

e torção da chapa do enrijecedor devem ser levadas em consideração, uma vez que esta pode 

não garantir a ausência de flexão na alma da seção na região ligação, caracterizando uma 

transmissão incompleta de empenamento. 

Paralelamente, quando a ligação envolve o enrijecimento pelo prolongamento das mesas 

internas dos perfis, até a mesa oposta, formando uma caixa (lig. iv), a compatibilidade entre 

arestas de cada parede que forma a caixa obriga que as rotações de paredes adjacentes tenham 

sentidos opostos, o que caracteriza a transmissão de empenamento inversa, a qual, segundo os 

autores citados anteriormente, se dá de forma completa (i.e., Θ𝑋̂.𝑚𝑎

′ = −Θ𝑋̂.𝑛𝑎+1
′ , ou Γ = –1). 

Contudo, uma vez que a ligação tenha, além da caixa, uma chapa em diagonal (lig. v), unindo 

arestas que se deslocariam em sentidos opostos, fica impedida qualquer transmissão de 

empenamento entre as barras*. 

Neste ponto, com base no que é exposto nos trabalhos citados anteriormente, parece lícito 

afirmar que, apesar da transmissão do empenamento entre as barras poder ser admitida como 

completa (direta ou inversa, dependendo do caso) para as ligações com enrijecedores em caixa 

ou em diagonal, existe uma dependência natural da rigidez das componentes que promovem 

o enrijecimento da alma da seção na região da ligação, e apesar do fato de a rigidez à flexão 

no plano das chapas de enrijecimento ser muito maior do que a rigidez de empenamento das 

                                                 

* A influência da chapa em diagonal na ligação com enrijecedores na forma de caixa é apresentada em pormenor por 

Basaglia et al. (2012b). 
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barras conectadas, espera-se que a transmissão do empenamento nunca seja, de fato, completa, 

embora, em alguns casos, possa se mostrar muito próxima disso. 

Para melhor ilustrar a questão acima, considere-se como exemplo um pórtico em L, 

formado por dois perfis I iguais, com dimensões da seção transversal e do pórtico indicadas 

conforme a Fig. 3.8 (em centímetros). As condições de apoio envolvem o engaste total (com 

empenamento também restringido) na base do pilar, e um vínculo de garfo (deslocamentos na 

direção 𝑋̂ e 𝑌̂, e rotação em torno de 𝑍̂, impedidos – e empenamento livre) na extremidade da 

viga, além disso, uma restrição no centro da ligação impede o deslocamento fora do plano. No 

que se refere à ligação entre as barras, 4 diferentes tipos são avaliados, (i) sem enrijecimento, (ii) 

com chapa em diagonal, (iii) em caixa, e (iv) em caixa e diagonal, conforme também indicado 

na figura (a espessura das chapas de enrijecimento é a mesma das mesas do perfil). Para avaliar 

a transmissão do empenamento, um binário de forças é aplicado no centro do pilar, e o material 

é considerado elástico linear com E = 210 GPa e v=0.3. 

 

Figura 3.8 – Pórtico em L com diferentes tipos de ligação para avaliação da transmissão do empenamento. 

Dimensões em centímetros. 

Para realizar as análises, dois metodologias são utilizadas, ambas com a ajuda do programa 

comercial ANSYS. A primeira, utiliza elementos finitos de barra tridimensional com 7 graus de 

liberdade por nó (BEAM188) – MEFb, dos quais um grau de liberdade é relacionado ao 

empenamento, enquanto a segunda análise utiliza elementos finitos de casca isoparamétricos 

(SHELL181) – MEFc.  

Naturalmente, a modelagem da região da ligação por meio de elementos de casca é feita 

conforme a geometria da mesma, contudo, no caso dos elementos de barra tridimensional, 
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equações de acoplamento entre os graus de liberdade nas extremidades das barras conectadas 

devem ser impostas, em especial no que se refere ao grau de liberdade relacionado ao 

empenamento. Esse acoplamento se dá de forma semelhante ao representado pela Eq. 3.14, e para 

o caso em análise, todos os 6 graus de liberdade relacionados às translações e rotações são 

diretamente acoplados (Sii = 1, para i=1, ..., 6), enquanto o grau de liberdade relacionado ao 

empenamento é avaliado conforme a relação de transmissão admitida para a ligação em questão. 

Com isso, e considerando-se o carregamento T de forma a produzir um momento de torção 

de 1 kN.cm, são obtidos os resultados da análise linear elástica, dos quais as Figs. 3.9 e 3.10 

exibem o perfil de rotação em torno do eixo longitudinal de cada barra, para os modelos com 

elementos finitos de casca (MEFc) relativos a cada uma das 4 ligações (linhas cheias), e para 

os modelos com elementos finitos de barra (MEFb) relativos a transmissão de empenamento 

completa direta (Γ=1), completa inversa (Γ= –1), e nula (Γ=0) (linhas tracejadas). 

  

Figura 3.9 – Rotação do pilar em torno do eixo longitudinal obtida por meio de elementos finitos de casca e elementos 

finitos de barra tridimensional, para quatro tipos de ligações, e três condições de transmissão de empenamento. 

  

Figura 3.10 – Rotação da viga em torno do eixo longitudinal obtida por meio de elementos finitos de casca e elementos 

finitos de barra tridimensional, para quatro tipos de ligações, e três condições de transmissão de empenamento. 
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Os resultados exibidos pelas Figs. 3.9 e 3.10 conduzem às seguintes considerações: 

a) Primeiramente, situam-se os resultados obtidos por meio do MEFb para cada condição de 

transmissão de empenamento. No caso do pilar, (a1) os perfis de rotação Θ𝑌̂ nos casos de 

transmissão completa direta e completa inversa de empenamento coincidem (Γ =1= –1), 

enquanto (a2) o perfil de rotação Θ𝑌̂ no caso de transmissão nula de empenamento exibe 

rotações consideravelmente menores (20% ao meio do vão). Conforme o esperado, os perfis 

de rotação Θ𝑍̂ da viga resultam (a3) iguais e opostos nos casos de transmissão de empenamento 

completa direta e inversa, e (a4) nulos no caso de transmissão de empenamento nula; 

b) Considerando-se o caso da ligação (i), sem qualquer tipo de enrijecimento, e para a qual 

espera-se uma transmissão de empenamento intermediária, verifica-se que para (b1) o pilar, 

os valores de rotação Θ𝑌̂ resultam bastante próximos dos resultados obtidos com MEFb com 

transmissão de empenamento nula. De fato, esta transmissão muito pequena de empenamento 

verifica-se com o perfil de rotações Θ𝑍̂ da viga, o que se deve às grandes deformações de 

flexão transversal que resultam na região da ligação na ausência de chapas de enrijecimento; 

c) O segundo tipo de ligação analisado por meio do MEFc, com uma única chapa de 

enrijecimento em diagonal (ii), apresenta resultados (c1) para rotação do pilar Θ𝑌̂ muito 

próximos com aqueles obtidos com MEFb para Γ=1, o que é esperado conforme as relações 

exibidas na Tab. 3.1, entretanto, (c2) o perfil de rotações Θ𝑍̂ da viga não apresenta valores 

de rotação tão próximos da condição Γ=1, sendo a maior diferença relativa no meio do vão, 

de aproximadamente 33%; 

d) No caso de ligação com enrijecedores em forma de caixa (iii), os resultados esperados de 

transmissão completa inversa de empenamento verificam-se com maior acerto. Tanto no (d1) 

caso do pilar, como no (d2) caso da viga, os perfis de rotações Θ𝑌̂ e Θ𝑍̂ obtidos por meio do 

MEFc são bastante próximos dos resultados do MEFb na condição Γ= –1, sendo a maior 

diferença verificada no centro do vão da viga, de cerca de 7%; 

e) Enfim, considerando-se o caso da ligação (iv), com enrijecedores em caixa e diagonal, para o 

qual, conforme discutido anteriormente, pode ser assumida uma transmissão nula de 

empenamento entre as barras, (i.e., Γ=0), duas constatações são notáveis. Primeiramente, (e1) no 

caso do pilar, as análises por meio do MEFc conduziram a resultados praticamente idênticos aos 

obtidos por meio do MEFb na condição de Γ=0, contudo, (e2) os resultados do MEFc para a viga 

ainda exibiram valores de rotações longitudinais significativas se comparadas à amplitude 

máxima possível, obtida com o MEFb na condição Γ=–1. Em outras palavras, ao invés de 

impedir por completo a transmissão do empenamento, a ligação ainda conduz a uma rotação da 

viga com cerca de 20% da amplitude máxima; 
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f) Não obstante, é importante notar que as rotações verificadas na viga resultam sempre uma 

ordem de grandeza menor do que aquelas verificadas no pilar, entretanto, a avaliação geral é 

feita comparativamente aos resultados em cada barra, obtidos com o MEFb sob condições de 

transmissão de empenamento perfeitamente completa ou nula. 

Para melhor compreender a influência das chapas de enrijecimento na transmissão do 

empenamento, de forma complementar ao que já foi apresentado pelos autores citados no 

começo deste subitem, as seguintes análises também foram realizadas. 

Considerando-se como variável principal o módulo de elasticidade dos elementos referentes 

às diferentes chapas de enrijecimento, é possível separar três variações características que 

permitem observar como a transmissão do empenamento entre as barras se altera em função de 

cada chapa. Para isso, diferentes definições de material são aplicadas a cada chapa que caracteriza 

uma determinada ligação, conforme ilustrado na Fig. 3.11, assim, pode-se considerar, por exemplo, 

um valor de rigidez muito pequeno para as chapas em diagonal, caracterizando o comportamento 

de uma ligação com enrijecimento somente em caixa, ou vice-versa, ou, ainda, sem nenhuma chapa 

de enrijecimento, e, naturalmente, valores intermediários entre essas condições. 

 

Figura 3.11 – Ligação com enrijecedores em caixa e diagonal, com definições individuais de propriedades de material. 

O gráfico da Fig. 3.12 ilustra a rotação máxima em torno do eixo longitudinal da viga Θ𝑍̂, 

normalizada em função do valor de rotação máximo respectivo obtido sob a condição de 

transmissão completa de empenamento (Γ=1, ou -1), segundo as três variações da rigidez das 

componentes da ligação da Fig. 3.11, que permitem, em seus extremos, as mesmas condições de 

ligação da Fig. 3.8. São essas variações:  

a) Da rigidez da chapa em diagonal (chapas A2 da Fig. 3.11), de modo que E/Ebarra=1 

caracteriza a ligação (iv), e E/Ebarra=0 resulta no comportamento da ligação (iii); 

b) Da rigidez das chapas A3 da Fig. 3.11, sendo que E/Ebarra=1 equivale à ligação (iv), 

enquanto E/Ebarra=0 caracteriza o comportamento da ligação (ii), e 
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c) Da rigidez de todas as chapas de enrijecimento (A2 e A3, da Fig. 3.11), sendo E/Ebarra=1 

característica da ligação (iv), e E/Ebarra=0 a representação da ligação (i). 

 

Figura 3.12 – Ligação com enrijecedores em caixa e diagonal, com definições individuais de propriedades de material. 

No caso dos resultados exibidos pela Fig. 3.12, alguns comentários podem ser elencados, 

conforme segue: 

a) Primeiramente, tomando-se como referência os valores extremos das três variações de rigidez 

analisadas, nota-se que os resultados que mais se aproximam das condições de transmissão 

completa, direta ou inversa, ou transmissão nula de empenamento, são aqueles que 

correspondem (a1) à ligação com enrijecedores em caixa, que resulta próximo da condição de 

transmissão completa inversa (diferença de 7%), (a2) à ligação sem enrijecedores, que não 

apresentou significativa transmissão de empenamento (diferença de 10%), e (a3) à ligação com 

enrijecedores em caixa e diagonal, que, embora com uma diferença maior do que a esperada 

(20%), se mostrou relativamente próxima da condição de transmissão nula de empenamento; 

b) Quando analisada a variação da rigidez da chapa em diagonal, de acordo com a variação (c), 

nota-se claramente uma tendência para a condição de transmissão completa direta de 

empenamento, entretanto, a variação de rigidez demonstra claramente que uma única chapa em 

diagonal não é suficiente para evitar as deformações de flexão transversal e/ou torção da alma 

na região da ligação para o caso em análise, o que faz com que esse tipo de ligação apresente 

uma transmissão incompleta de empenamento. Certamente, a depender da geometria da seção 

transversal e material que compõe as barras, haverá casos em que esta transmissão se 

aproximará mais do valor inteiro, entretanto parece lícito afirmar que não deve ser uma regra; 

c) Outra constatação relacionada à variação de rigidez (c), é relacionada à ligação sem qualquer 

enrijecedor. A partir deste caso, é razoável admitir que haverá sempre uma transmissão pequena 

de empenamento em situações envolvendo seções transversais mais esbeltas, mas, assim como 

no caso das ligações com enrijecedores em diagonal, não é possível afirmar isso genericamente, 

sendo, portanto, um caso dependente da geometria e material da seção transversal em questão; 
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d) Ainda no que se refere à influência da chapa em diagonal, as variações (a) e (c) permitem 

observar que, em valores absolutos, esta componente é igualmente responsável por uma 

contribuição na transmissão do empenamento, independentemente da ligação conter 

enrijecedores na forma de caixa ou não; 

e) Com base na variação (b), é possível constatar que os enrijecedores em caixa promovem uma 

grande influência na transmissão do empenamento, e uma vez que estas chapas de 

enrijecimento promovem a transmissão inversa, enquanto a chapa em diagonal promove a 

transmissão direta, existem condições de composição de rigidez das mesmas em que a 

transmissão de empenamento resulta nula. Para o exemplo aqui exposto, esta condição 

envolveu as chapas que formam a caixa com uma rigidez de 15% em relação ao valor da 

rigidez do restante do sistema (incluindo, naturalmente, da chapa em diagonal); 

f) Por fim, uma vez que todas as variações estão sob a influência da rigidez da chapa em diagonal, 

e mais especificamente, as ligações (ii) e (iv), que apresentam uma diferença significativa das 

condições de transmissão de empenamento esperadas, pode-se notar mais claramente como as 

deformações implicadas à alma na região da ligação não são suprimidas somente com esta chapa, 

o que acaba por resultar, nessas condições de enrijecimento, invariavelmente, em uma 

transmissão de empenamento parcial. 

Uma vez que as condições de transmissão de empenamento para o exemplo analisado não 

foram obtidas por conta do enrijecimento insuficiente promovido pela chapa em diagonal, um 

quinto tipo de ligação foi analisado, apenas para fins comparativos, no qual uma segunda chapa 

na diagonal oposta é inserida, de forma a promover o completo enrijecimento da região da 

ligação, e, com isso, conseguir uma condição de transmissão de empenamento nula. Portanto, 

considere-se a ligação (v) ilustrada pela Fig. 3.13, e os resultados obtidos pela análise linear 

elástica, exibidos pelos gráficos das Figs. 3.14 e 3.15, que mostram os perfis de rotações em 

torno do eixo longitudinal de cada barra, juntamente com os perfis de rotação obtidos por meio 

do MEFb, e as condições de transmissão de empenamento completa inversa, e nula, bem como 

o perfil de rotações obtido por meio do MEFc para as ligações (iii) e (iv), para fins comparativos.  

 

Figura 3.13 – Ligação com enrijecedores em caixa e dupla diagonal. 
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Figura 3.14 – Rotação do pilar em torno do eixo longitudinal obtida por meio do MEFc e do MEFb, para três 

tipos de ligações, e duas condições de transmissão de empenamento específicas, respectivamente. 

 

Figura 3.15 – Rotação da viga em torno do eixo longitudinal obtida por meio do MEFc e do MEFb, para três 

tipos de ligações, e duas condições de transmissão de empenamento específicas, respectivamente. 

O que se confirma com base nos resultados acima ilustrados, é que a presença de chapas 

adicionais na diagonal oposta contribui com o completo enrijecimento da região da ligação, de 

tal forma que não mais se verifica qualquer transmissão de empenamento, conforme se observa 

pelo perfil de rotações longitudinais da viga, na Fig. 3.15. Com relação ao perfil de rotações no 

pilar, uma variação muito pequena é constatada, sendo que os resultados do MEFc para a 

ligação (v) resultam em rotações cerca de 3% menores no meio do vão, em comparação com 

aquelas obtidas com o MEFb e Γ=0.  

Este resultado, já esperado devido ao óbvio impedimento das deformações da alma na região 

da ligação, corrobora com a demonstração analítica apresentada por Basaglia et al. (2012b) 
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sobre a relação entre essas deformações e a transmissão de empenamento, e complementa os 

resultados obtidos por Tong et al. (2005), de forma a clarificar as relações entre o empenamento 

das barras unidas por ligações de rigidez intermediária, entre as quais se inclui a ligação com 

enrijecedor em diagonal. 

3.1.2. Deslocamentos e Rotações na Região da Ligação  

A completa compatibilização dos deslocamentos e rotações, conforme a geometria da 

ligação adotada, exige não somente a relação entre os deslocamentos globais e de empenamento 

entre as barras conectadas, mas também um conjunto de compatibilizações relacionadas aos 

modos locais e distorcionais.  

Para além disso, conforme comentado no subitem anterior, alguns tipos de ligação entre as 

barras oferecem uma dificuldade maior, mesmo no que se refere às relações entre os deslocamentos 

e rotações globais (Eq. 3.14). Nomeadamente, foi demonstrado que as ligações com continuidade 

na alma, mas sem o devido enrijecimento da mesma, estão associadas à uma condição de 

transmissão parcial de empenamento, e, consequentemente, a compatibilidade entre as deformações 

de flexão e torção (globais) entre as barras conectadas também resultam incompletas. 

Dentre os casos de ligações entre perfis I com continuidade na alma analisados, 

especificamente aqueles sem enrijecedor ou com enrijecedores em diagonal, são exemplos em 

que os deslocamentos devidos à torção em uma barra não podem ser diretamente associados 

aos deslocamentos de flexão da barra adjacente, uma vez que se convertem em uma combinação 

de deformações locais, flexão e torção. Em caráter ilustrativo, a Fig. 3.16 possibilita a 

visualização de como os deslocamentos devidos a aplicação de um binário de forças em uma 

barra se distribuem pelas demais e pela região da ligação, no caso de não haverem enrijecedores 

na alma na região da ligação. Na análise ilustrada, a configuração deformada é mostrada em 

escala de cores para deslocamentos absolutos, e a configuração indeformada em cinza.  

Com isso em mente, apenas os deslocamentos permanecem com a compatibilização dada 

de forma direta, isto é, tomando-se um exemplo de ligação entre dois perfis I, com continuidade 

na alma e sem enrijecedores (Fig. 3.17.a), a compatibilidade entre os graus de liberdade na 

extremidade de cada barra (Fig. 3.17.b) deve respeitar as condições dadas pela Eq. 3.17. No 

que se refere às relações entre Θ𝑋̂, Θ𝑌̂ e Θ𝑋̂
′ , não podem ser quantificadas à priori, e sua 

compatibilização envolve um conjunto de condições de restrição explicados a seguir. Já a relação 

entre as rotações Θ𝑍̂, é admitida como direta (S66=1) para as ligações em questão (e também assim 

no trabalho de Basaglia, 2010), mas esta variável volta a ser comentada no Cap. 4 desta tese. 
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 (3.17) 

 

 

Figura 3.16 – Ligação entre perfis I com continuidade na alma e sem enrijecedores – configuração indeformada 

(cinza) e deformada (escala de cores). 

 

 (a)  (b)  

Figura 3.17 – (a) Ligação entre dois perfis I sem enrijecimento na alma, representada pelo elemento de nó, que 

permite a compatibilização entre os (b) graus de liberdade na extremidade de cada barra. 
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Uma vez que sejam definidas as compatibilidades entre os modos globais possíveis, a 

metodologia proposta por Basaglia (2010) para proceder os acoplamentos entre os 

deslocamentos devidos aos modos locais e distorcionais, bem como aqueles graus de liberdade 

globais que não puderam ter a sua relação definida à priori no elemento de nó, é semelhante 

àquela apresentada no item 2.5.2, para as condições de apoio arbitrárias, com a diferença que 

ao invés de equações de restrição de deslocamentos generalizados de nós específicos de uma 

seção transversal, têm-se equações de acoplamento (Π) dos deslocamentos generalizados entre 

dois (ou mais) nós pertencentes a uma seção transversal de cada barra em questão. 

Naturalmente, a definição destas equações de restrição depende da seção transversal das 

barras conectadas, e também da geometria da ligação em questão. Como exemplos da 

metodologia, embora não restritivos à aplicação da mesma, considere-se como exemplos os 

dois tipos de ligações a seguir. 

3.1.2.1. Ligação Entre Perfis I ou U com as Mesas no Mesmo Plano 

Para uma ligação entre dois perfis U simples (idênticos), com continuidade entre as mesas, 

para a qual admite-se transmissão direta e completa de empenamento (vide ligação (i) na Tab. 3.1), 

a compatibilidade entre as deformações devidas aos modos locais é dada por um conjunto de 

equações definidas em função da continuidade nos deslocamentos em determinados pontos de 

intersecção das seções transversais de ambas as barras conectadas. 

Segundo Basaglia (2010), a continuidade total nos deslocamentos locais das mesas em perfis 

do tipo U, pode ser verificada com a ajuda de análises por meio do MEFc, conforme apresentado 

pelos autores, aqui reproduzido na Fig. 3.18. Além disso, também é base para as relações a 

serem escritas, a notável ausência de flexão transversal na intersecção das almas dos perfis. 

 

          

Figura 3.18 – Análise pelo MEFc mostrando a continuidade nos deslocamentos locais e distorcionais entre dois 

perfis U enrijecidos e ligação com continuidade nas mesas. Fonte: Basaglia (2010). 
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Tendo em vista o comportamento exibido nas análises realizadas pelo MEFc, é possível 

então determinar as condições de restrição necessárias para a compatibilidade aproximada dos 

deslocamentos locais neste tipo de ligação, as quais podem ser separadas em dois grupos, um 

envolvendo a alma do perfil, e outro envolvendo as mesas. Para ambos, no entanto, é necessário 

que se compreenda a ideia de intersecção entre os perfis associados à ligação em questão.  

Para isso, a Fig. 3.19.a mostra a representação tridimensional de dois perfis U conectados, 

e orientados entre si segundo um ângulo α ≠ 0. Assumindo-se que o elemento de nó esteja 

representado no encontro dos eixos que interceptam o centro de gravidade (CG) da seção 

transversal das barras, é possível identificar o eixo 𝑌̂ do elemento de nó (em torno do qual a 

orientação α das barras pode variar), e juntamente com ele, os pontos de intersecção R’ e R’’, e 

Q’ e Q’’, onde se materializam as ligações de partes das mesas de ambos os perfis. Vale notar 

ainda que a intersecção entre a alma de cada um dos elementos (cuja representação 

tridimensional individual da extremidade está em linhas tracejadas), só existe no caso de α < 0.  

No que diz respeito às mesas dos perfis, diferenciam-se os pontos R’ e R’’, cuja intersecção 

entre as barras se dá na seção transversal mais extrema de cada barra, e os pontos Q’ e Q’’, os 

quais são localizados a uma distância f da extremidade de cada barra, e dependem 

geometricamente do ângulo α e da distância entre a posição do CG e a extremidade da mesa (g), 

conforme ilustrado na Fig. 3.19.c. Com isso, é importante notar a necessidade de uma 

discretização dos elementos finitos de barra da GBT tal que sejam providos, no mínimo, dois nós 

na extremidade de cada barra, conforme ilustrado na Fig. 3.19.b. 

a) Compatibilidade na alma: A restrição entre os deslocamentos da alma de cada perfil é dada por 

um conjunto de equações envolvendo os nós intermediários desta parede, segundo a 

discretização inicial da seção transversal (são necessários nós intermediários para esta 

compatibilização). Os referidos nós intermediários (mi, mi+1, ...) são tomados da seção 

transversal extrema de cada barra*, conforme ilustrado na Fig. 3.19.c, e as equações de restrição, 

que compatibilizam os deslocamentos transversais de cada um, são dadas por 

5

ˆ( ) 0
Nd

I

i k i k

k

w m 


    (3.18) 

b) Compatibilidade nas mesas: Para impor a condição de igualdade entre os deslocamentos e 

rotações de flexão na intersecção das mesas, faz-se uso dos nós intermediários representados 

por R’ e R’’, localizados na seção transversal extrema de cada barra, e dos nós de extremidade 

                                                 

* No caso de perfis U, a depender do ângulo α, tomar a referida compatibilização pelos nós pertencentes à seção transversal mais 

extrema de cada barra pode representar mais uma pequena aproximação, dada a posição longitudinal da mesma em relação à 

posição onde verdadeiramente se materializa a ligação. 
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Q’ e Q’’, localizados numa seção transversal localizada a uma distância f da extremidade da 

barra, conforme ilustra a Fig. 3.19.c. Assim, são dadas as seguintes equações de restrição: 

       .1

5 5

0
A B

Nd Nd

R k A k R k B k R

k k

w R x w R x 
 

      (3.19) 

       .2 , ,

5 5

0
A B

Nd Nd

R k A k x R k B k x R

k k

w R x w R x 
 

      (3.20) 

       .1

5 5

0
A B

Nd Nd

Q k A k Q k B k Q

k k

w Q x w Q x 
 

      (3.21) 

       .2 , ,

5 5

0
A B

Nd Nd

Q k A k x Q k B k x Q

k k

w Q x w Q x 
 

      (3.22) 

 tan / 2
A BQ A Qx L f x f g       (3.23) 

 

Figura 3.19 – (a) Ligação entre dois perfis U idênticos com continuidade nas mesas, (b) discretização em elementos 

finitos da GBT associada e (c) representação e localização dos nós onde é materializada a ligação. 
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A compreensão da metodologia proposta por Basaglia (2010) permite, naturalmente, a 

aplicação direta das equações de restrição de deslocamentos entre barras conectadas com 

continuidade nas mesas, formadas por perfis I (e também I enrijecidos). Neste caso, assim 

como em casos envolvendo um número maior de barras concorrendo na mesma ligação, os 

pontos onde se dá a intersecção das mesas deve ser identificado, conforme ilustra a Fig. 3.20. 

 

Figura 3.20 – Localização dos nós onde se inicia a intersecção das mesas, e materializam ligações entre dois e três 

perfis I com mesas no mesmo plano. Fonte: Basaglia (2010). 

3.1.2.2. Ligação Entre Perfis I ou U com a Alma no Mesmo Plano 

As ligações com continuidade na alma, por sua vez, envolvem três grupos de equações 

que se referem, especificamente, à compatibilidade (i) dos deslocamentos associados às 

mesas, (ii) dos deslocamentos associados à alma, e, como não puderam ser tratadas diretamente 

através da Eq. 3.17, (iii) também às rotações de torção e flexão lateral (globais). 

Assim, com uma metodologia semelhante à apresentada no subitem anterior, determinam-se 

os pontos de intersecção das projeções tridimensionais das barras que são ligadas entre si 

(Fig.3.21.a), e com o auxílio de nós de elementos finitos de barra da GBT devidamente 

posicionados (discretização mínima na região da ligação), e dos nós das seções transversais 

associados às posições de intersecção de interesse (Fig. 3.21.b), são escritas as equações de: 

a) Compatibilidade na alma: Diferentemente do caso relacionado às vigas, a compatibilização na 

região da alma no presente caso precisa ser dada em termos de deslocamentos e rotações (devido 

à ocorrência de flexão transversal). Assim, as equações de restrição, que devem envolver nós 

intermediários (aqui representados unicamente pelo nó R – Fig. 3.21.b), são dadas por 

       .1

5 5

0
A B

Nd Nd

R k A k R k B k R

k k

w R x w R x 
 

      (3.24) 

       .2 , ,
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 

      (3.25) 
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b) Compatibilidade nas mesas: Identificam-se como “pontos chave” para este conjunto de 

equações de restrição, os pontos P’ e P’’, e Q’ e Q’’, conforme ilustrado na Fig. 3.21.b. Neste 

caso, entretanto, é importante notar que os deslocamentos de flexão transversal da parede de 

uma barra, estão associados aos deslocamentos de empenamento da barra adjacente, e, 

assumindo-se que a união entre essas paredes é rígida, também as rotações de ambas as paredes 

devem ser acopladas, conforme as equações 

        
5 1

.1 ,

4 5

sen 0
dist

A B

N Nd

P k A k x P k B k P
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u P x w P x  
 
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      (3.26) 
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A BP A Px L f x f    

0
A BQ A Qx L x   

(3.30) 

Repare que as equações acima são apresentadas de forma genérica, isto é, P aplica-se a 

P’ e P’’, e Q aplica-se a Q’ e Q’’, e mais do que isso, podem envolver nós intermediários 

pertencentes às mesas em questão, sendo tão maior o número de equações, quanto maior o 

número de nós com deslocamentos e rotações compatibilizados. Além disso, sabe-se que para 

perfis I simples não há modos distorcionais, por isso apenas o empenamento devido à torção 

figura nas Eqs. 3.26 e 3.28. 

c) Compatibilidade de deslocamentos e rotações de flexão lateral e torção: A compatibilização 

dos deslocamentos e rotações associados aos modos globais que não pôde ser identificada de 

forma prévia (comentado no item 3.1.1), envolve a imposição de dois conjuntos de equações 

de restrição (ΠT e ΠΘ), sendo um relacionado aos deslocamentos transversais devidos à flexão 

lateral (global) e/ou à rotação de torção, e outro associado às rotações de flexão lateral. 

Primeiramente, define-se o acoplamento dos deslocamentos de flexão lateral, que se dão de 

forma direta envolvendo somente o ponto T, identificado na Fig. 3.21.b, assim, de modo que 

       
4 4

3 3
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A BT k A k T k B k T

k k
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      (3.31) 
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Por sua vez, a compatibilidade das rotações globais, devidas à flexão lateral e/ou torção, 

envolvem um comportamento complexo na região da ligação, e foi proposta de forma aproximada 

por Basaglia (2010), com base no comportamento típico verificado em análises por meio do 

MEFc. Assim, considere-se a ligação dada na Fig. 3.22.a, que facilita a visualização de 6 eixos 

de referência, orientados paralelamente ao eixo longitudinal das barras A e B. Os pontos de 

intersecção desses eixos, aqui identificados em função do número de cada eixo (e.g., [1,4], [1,5], 

[1,6], [2,4], ...), auxiliam a determinação das relações fundamentais, que são dadas para um 

caso envolvendo uma rotação de flexão na barra B, conforme ilustrado na Fig. 3.22.c. 

É importante mencionar, que as relações propostas pelo autor se fundamentam nos 

movimentos de corpo rígido das seções transversais que cruzam os eixos 1 e 6, e a partir disso 

é possível escrever que 

       3,6 2,6 1,6 1,5     (3.32) 

Uma vez que as simulações por meio do MEFc resultam em rotações Θ[3,4] muito pequenas 

(ou praticamente nulas – Fig. 3.22.c) comparadas às rotações Θ[3,6], e admitindo-se uma 

variação linear das rotações ao longo do eixo 3 (Fig. 3.22.b), tem-se que 

0,50 0[3,5] [3,6] [3,4]      (3.33) 

E assumindo outra variação linear entre as rotações Θ[1,5] e Θ[3,5] (eixo 5 – Fig. 3.22.b), tem-se 

0,75 0,75[2,5] [1,5] [2,6]      (3.34) 

 
 (a)  (b)  

Figura 3.21 – (a) Ligação entre dois perfis I com almas no mesmo plano, e (b) projeção lateral identificando as seções 

de intersecção entre as barras, bem como os nós a serem considerados em cada uma para a compatibilização. 
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Assim, com a normalização unitária (item 2.4.2.1), e as relações 3.34, as condições de 

restrição aplicadas às rotações de flexão lateral, dadas em função dos nós localizados na alma, 

nas intersecções [1,5], [2,5], e [2,6], para cada barra, podem ser dadas como 

   
   

3 ,

.1

3 ,

1

0,75
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
    (3.35) 
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3 ,
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3 ,

1
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B

B

B k x [2,6]

B k x [2,5]

w [2,6] x

w [2,5] x




    (3.36) 

 

Figura 3.22 – (a) Localização dos eixos para identificação dos pontos coordenados, (b) distribuição linear das rotações 

ao longo dos eixos 3 e 5, e (c) representação da condição deformada para a rotação de flexão lateral na Barra B. 

3.1.2.3. Ligação Entre Perfis I ou U enrijecidos com a Alma no Mesmo Plano 

A metodologia proposta por Basaglia (2010) para a compatibilização dos deslocamentos 

e rotações entre perfis I ou U simples, também se aplica de forma muito semelhante (pois 

segue os mesmos princípios) ao caso de seções em I ou U enrijecidos. 

Assim, a Fig. 3.23.a-d apresenta o exemplo de uma ligação entre dois perfis I enrijecidos, 

para a qual devem ser compatibilizados (i) os deslocamentos de flexão transversal e rotações 

na alma, (ii) os deslocamentos de flexão transversal e empenamento, e rotações nas mesas, 

(iii) os deslocamentos de flexão transversal e empenamento, e rotações nos enrijecedores, e, 

finalmente, (iv) as rotações de torção e flexão lateral globais. De forma resumida, portanto, 

podem ser determinadas as seguintes equações de compatibilidade: 
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 Compatibilidades na alma: Conforme ilustrado na Fig. 3.23.b, e sendo R=R’, ..., ou R’’’, tem-se 
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 Compatibilidades nas mesas: Conforme ilustrado na Fig. 3.23.c, e sendo Q=Qi’, Qi’’, Qe’, ou 

Qe’’, tem-se 

       
5 1

.1 ,

4 5

sen 0
dist d

A B

N N

Q k A k x Q k B k Q

k k

u Q x w Q x  
 

 

 
    

  
   (3.39) 

       
5 1

.2 ,

4 5

sen 0
dist d

B A

N N

Q k B k x Q k A k Q

k k

u Q x w Q x  
 

 

 
    

  
   (3.40) 

       .3 , ,

5 5

0
d d

A B

N N

Q k A k x Q k B k x Q

k k

w Q x w Q x 
 

      (3.41) 

 Compatibilidades nos enrijecedores: Conforme ilustrado na Fig. 3.23.d, e sendo T=Ti’, Ti’’, Te’, 

ou Te’’, tem-se 
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 Compatibilidade de deslocamentos e rotações de flexão lateral e torção: Segue as mesmas 

recomendações apresentadas para seções I ou U não enrijecidas, isto é, devem ser obedecidas 

as seguintes restrições, com base nos pontos indicados na Fig. 3.23.a: 
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Figura 3.23 – Ligação entre perfis I enrijecidos com alma no mesmo plano: Disposição, e nós para 

compatibilizações (a) globais, (b) das almas, (c) mesas, e (d) enrijecedores. 

 

3.1.2.4. Incorporação das Equações de Compatibilidade no Sistema de Equações da GBT 

Como pôde ser visto nos itens 3.1.2.1 a 3.1.2.3, um número variável de equações de restrição 

complementa a função do elemento de nó, na completa compatibilização dos deslocamentos entre 

as barras conectadas entre si por meio de determinadas ligações, conforme generaliza a Eq. 3.13. 

A incorporação deste conjunto de equações de restrição no sistema de equações da GBT, 

no entanto, diferentemente do que é indicado no caso de apoios não convencionais, pode 

conduzir a dificuldades na obtenção da solução, especialmente quando utilizada a estratégia 

baseada em Multiplicadores de Lagrange, recomendada no item 2.5.2.  

Uma alternativa mais estável, verificada ao longo das implementações das análises na 

presente tese, é a utilização de uma estratégia baseada em penalização, na qual a condição de 

restrição é obtida por meio de um fator de penalização ηP. Nesta estratégia, como existe uma 

dependência do valor adotado para o fator de penalização, existe a desvantagem de que este fator 
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pode, em algum caso, relaxar a condição de restrição em questão, ou, por outro lado, conduzir a 

dificuldades numéricas devido à sua ordem de grandeza, uma vez que o relaxamento da condição 

de restrição tende a anular-se no limite de ηP tendendo ao infinito, e isso faz com que valores 

elevados sejam adotados para o mesmo. Não obstante, verifica-se a vantagem de que as 

dimensões do sistema permanecem inalteradas, e as soluções de problemas envolvendo um 

número elevado de equações de restrição, no que se refere aos problemas analisados nesta tese, 

apresentam-se numericamente mais estáveis (exemplos de estudos comparativos sobre as 

diferentes estratégias podem ser consultados em Yeniay (2005) e Dong (2006)). 

Desta forma, para proceder a incorporação das equações de restrição [Π] no sistema de 

equações 2.91, basta considerar a matriz de penalização dada por [Π]T·[ηP]·[Π], de modo que, 

          0
T

PK G d       (3.48) 

onde [Π] é a matriz que contém as equações de restrição, e [ηP] é uma matriz diagonal que 

contém os fatores de penalização para cada grau de liberdade, sendo que se o mesmo valor 

for adotado igualmente, então [ηP]= ηP [I]. 
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4. ESTABILIDADE DE PÓRTICOS COM LIGAÇÕES 

SEMIRRÍGIDAS  

O tratamento dado às ligações analisadas no capítulo anterior se fundamenta em um 

conjunto de premissas que, naturalmente, procura dar uma representatividade suficientemente 

aproximada do comportamento típico dessas ligações. Contudo, algumas propriedades podem 

evidenciar uma limitação dos procedimentos apresentados, especialmente no que se refere à 

transmissão de alguns deslocamentos associados à rigidez das componentes dessas ligações, 

como, por exemplo, a rotação de flexão no plano. 

Conforme já comentado no item 1.3, a rigidez à rotação de flexão conduz à caracterização 

da ligação entre rígidas, semirrígidas ou flexíveis. No entanto, como na prática é muito difícil 

que qualquer ligação seja perfeitamente rotulada (flexível), ou perfeitamente rígida, diferentes 

critérios de classificação podem ser adotados, dentre os quais destaca-se o Eurocódigo 3, Parte 

1-8 – CEN 2005c, que classifica as ligações com base no chamado Método das Componentes. 

Na prática, uma grande parcela das ligações habitualmente empregadas em construções 

metálicas (em especial no caso de estruturas leves) poderiam ser classificadas como 

semirrígidas (Chen et al., 1996; Chan e Chui, 2000; e Faella et al., 2000). 

As Figs. 1.1.a-c ilustram três ligações distintas entre viga e pilar formados por perfis I com 

a alma no mesmo plano, em uma situação tal que sejam responsáveis pela transmissão de um 

momento fletor. A primeira ligação (a), que se distingue pela união apenas na região da alma 

da viga por meio de uma cantoneira auxiliar (solução amplamente conhecida), devido à baixa 

rigidez característica, faz com que a transmissão de momento fletor seja desprezível, e as 

rotações de flexão sejam visíveis somente no elemento carregado (comportamento típico de 

rótula). Por outro lado, (b) uma ligação rigidamente soldada, com chapas de enrijecimento em 

caixa e diagonal (enrijecedor de cisalhamento), tende a se comportar de forma 

consideravelmente mais rígida, sendo capaz de transmitir o momento fletor com muito mais 

efetividade. Contudo, a ausência de enrijecedores, caracterizando a ligação exibida em (c), faz 

com que a região da alma seja responsável majoritária pela transmissão dos referidos esforços, 

com a consequente deformação por cisalhamento significativa o suficiente para caracterizar um 

comportamento intermediário entre os casos (a) e (b), de transmissão parcial de momento fletor. 
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 (a)  (b)  (c) 

Figura 4.1 – Ligação viga-pilar unilateral (a) tipicamente flexível, (b) tipicamente rígida, e (c) semirrígida. 

Para além dos casos ilustrados nas Figs. 4.1.a-c, inúmeros outros exemplos típicos de ligações 

semirrígidas (e.g.: ligações parafusadas ilustradas na Fig. 1.8) têm aplicação comum na indústria da 

construção metálica. No que se referem aos perfis de aço formados a frio, algumas das ligações 

mais utilizadas são aquelas do tipo parciais, envolvendo chapas de ligação (Fig. 1.7.b), o que, 

embora caracterize, na maioria dos casos, a total ausência de transmissão de empenamento, 

também são comuns os casos de ligações cuja transmissão dos deslocamentos generalizados se 

dá de forma parcial (ligações semirrígidas) devido à baixa rigidez dos componentes da ligação.  

Com o objetivo de possibilitar nas análises da GBT, de forma mais ampla, a consideração 

do comportamento semirrígido das ligações, propõe-se neste capítulo a utilização de um 

conjunto de molas lineares associadas ao elemento de nó apresentado no capítulo 3, bem como, 

a depender do tipo de ligação em questão, novas condições de compatibilização dos 

deslocamentos entre as barras. 

Neste mesmo contexto, alguns exemplos de aplicação da GBT são apresentados, 

juntamente com resultados obtidos por meio de rigorosas análises por meio do Método dos 

Elementos Finitos de Casca e/ou Sólidos, considerando formulações de contato e acoplamentos 

necessários à simulação de cada tipo de ligação. Os detalhes das implementações com o Método 

dos Elementos Finitos são apresentados separadamente no item 4.2.4.  

4.1. Elemento de Mola 

A primeira inclusão de molas em análises por meio da GBT, apresentada em Schardt (1989), 

Heinz (1994) e Jiang e Davies (1997), deu-se com a ajuda de análises não convencionais da 

seção transversal de modo a incorporar a ação das molas em modos específicos de deformação. 

Posteriormente, e de forma menos limitada, os trabalhos de Basaglia et al. (2007b) e Camotim 

et al. (2008), apresentam duas formulações capazes de incorporar molas para representar apoios 

elásticos (uma das quais apresentada no item 2.5.2), assim como o mais recente trabalho, de 



112 

 
Basaglia et al. (2013b), apresenta sua metodologia para possibilitar a inclusão de apoios 

elásticos contínuos ou discretos, com a finalidade de analisar conjuntos de terças com as 

restrições impostas pelas telhas. 

Neste trabalho, apresenta-se uma metodologia distinta, com a finalidade de possibilitar a 

consideração das molas de forma a ligar dois ou mais elementos de barras da GBT, através de 

graus de liberdade globais e/ou locais. Para isso, considere-se um elemento finito de mola e 

comprimento nulo, tal como ilustrado esquematicamente na Fig. 4.2, unindo os elementos de 

barra da GBT a e a+1.  

O referido elemento finito consiste em duas molas, uma translacional (kjd) e uma rotacional 

(kjθ), que são associadas a cada um dos graus de liberdade da GBT incluídos na análise, e que 

representam valores e suas derivadas, respectivamente. 

 

Figura 4.2 – Representação esquemática de um elemento de mola de comprimento nulo conectando duas 

extremidades de elementos de barra da GBT em seus deslocamentos de rotações  do modo j. 

O sistema de equações de equilíbrio relacionado ao elemento de mola, associado a uma 

determinada seção transversal, e a um modo de deformação j específico, é dado por 

       
T

j j jj
k F   (4.1) 

onde [k]j é a matriz de rigidez do elemento de mola, e {Δ j} e {F j} são os vetores associados 

aos deslocamentos e forças generalizados associados à ação da mola para o modo de 

deformação em questão. A representação matricial da Eq. 4.2 é dada por, 
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 (4.2) 

sendo (i) kjd e kjθ os valores de rigidez translacional e rotacional da mola aplicada, e (ii) Δj e Δj,x 

os valores e derivadas dos deslocamentos associados ao modo de deformação j (uj(s), vj(s), wj(s) 

e/ou suas derivadas), que ocorrem nos pontos ma e na+1, os quais representam uma seção 

transversal no caso dos modos globais, ou ponto da seção transversal no caso dos modos locais 

e distorcionais, entre os quais se situa a mola em questão. Além disso, tem-se (iii) os valores 
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das amplitudes dos valores ϕj e derivadas ϕj,x relativos ao modo j, para a seção transversal ou 

ponto da seção transversal em questão, e (iv) as forças generalizadas Fj e Fj,x associadas à ação 

da mola entre as seções transversais ou pontos relacionados.  

É importante reparar que, uma vez que os elementos finitos da GBT são representados, 

para cada modo de deformação, por uma matriz de dimensão 4x4, a incorporação do elemento 

de mola no formato apresentado é trivialmente realizada por meio dos mesmos métodos 

utilizados na montagem das matrizes globais de rigidez da GBT para os sistemas estruturais. 

4.2. Aplicações da GBT com Ligações Semirrígidas 

Com o objetivo de ilustrar e validar algumas das possíveis aplicações da GBT na análise 

de pórticos com ligações semirrígidas, são apresentados alguns exemplos implementados com 

as formulações descritas até então, porém envolvendo tipos de ligações inéditas, conforme 

comentado nos casos particulares. 

Por questões de simplicidade, os exemplos implementados se fundamentam em duas únicas 

seções transversais ilustradas nas Figs. 4.3.a-b, que são uma seção em I enrijecido e I simples, 

respectivamente, definidas por um conjunto de 10 nós naturais e 10 intermediários no primeiro 

caso, e 6 nós naturais e 7 intermediários no segundo. Além disso, também as propriedades 

materiais são adotadas uniformemente, com E=210GPa e v=0.3. Assim, a análise de tais seções 

conduz a um total de 22 e 19 modos de deformação, respectivamente, dos quais os primeiros 9 

(sem contar o modo de extensão axial – 1) são ilustrados nas Figs. 4.4.a-b. 

Adicionalmente, refira-se ainda ao fato de que embora sejam seções transversais abordadas 

nos trabalhos apresentados no capítulo 3 desta tese, as ligações estudadas envolvem um 

conjunto de considerações particulares, que são apresentadas na introdução de cada exemplo. 

Finalmente, todas as análises são avaliadas comparativamente com resultados obtidos por meio 

das também comentadas implementações no programa comercial ANSYS. 

 
 (a)  (b)  

Figura 4.3 – Seção transversais em (a) I enrijecido, e (b) I simples, com respectivas discretizações . 
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Figura 4.4 – Primeiros modos de deformação obtidos para as seções transversais em (a) I enrijecido e (b) I simples.  

4.2.1. Pórtico com Pilares sob Compressão Apenas com Modos Globais 

Um dos casos mais triviais possíveis envolvendo não apenas a GBT, mas também outros 

métodos discretos, e cujos resultados podem ser comparados com valores exatos obtidos 

analiticamente, o pórtico plano envolvendo somente modos globais (extensão axial – 1, e flexão 

no plano do pórtico – 2) ilustrado na Fig. 4.5 permite verificar a implementação do elemento 

de mola para verificação do seu comportamento semirrígido, o que é feito por meio da 

associação da mola somente à rotação do modo global de flexão no plano do pórtico. 

Assim, sendo as dimensões do pórtico Lb 510 cm e Lc 410 cm, e as barras compostas por perfis 

do tipo I enrijecido conforme a Fig. 4.3.a, a mola rotacional com rigidez k passa a representar 

genericamente a ligação entre os elementos do pórtico, cujo carregamento P é aplicado somente 

nos pilares, e, portanto, não envolve nenhuma distribuição de momentos fletores. 

 

Figura 4.5 – Seção transversais em (a) I enrijecido, e (b) I simples, com respectivas discretizações . 

Para a compatibilização dos deslocamentos entre as barras, aplicam-se os conceitos 

referentes ao elemento de nó apresentados no item 3.1, mas com a facilidade de se considerarem 

apenas dois modos de deformação, a relação ilustrada pela Eq. 3.14 se reduz a 
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 (4.3) 

onde S33 representa um valor associado à transmissão da rotação de flexão entre os elementos 

conectados, e é representado pelo elemento de mola inserido na posição das ligações, ou seja, 

apenas os graus de liberdade associados aos deslocamentos 𝑈𝑋̂ e 𝑈𝑌̂ são diretamente 

compatibilizados pelo elemento de nó, enquanto a rotação Θ𝑍̂ são tratadas com a mola rotacional. 

Como resultado, a Fig. 4.6 ilustra graficamente a variação da força crítica de instabilidade 

elástica Pcr.k normalizada em relação ao valor obtido para o mesmo pórtico com ligações rígidas 

(𝑃𝑐𝑟.∞ = 𝜋2𝐸𝐼/(1,423 𝑐
2), onde I é o momento de inércia no plano do pórtico – Chajes, 1974)*, 

em função de um Fator de Rigidez 𝜌𝑘 = 1/(1 + 3𝐸𝐼/𝑘 𝑏), associado ao valor da rigidez 

rotacional k da ligação, conforme ideia apresentada no trabalho de Monforton e Wu (1963) – 

repare que o valor do fator de rigidez ρk representa uma relação entre a rigidez da viga que 

concorre na ligação, e da própria ligação, de modo que os valores desta relação variam entre 0, 

para uma ligação perfeitamente rotulada, e 1, para uma ligação rígida. Os valores intermediários 

representam a semirrigidez da ligação em questão. 

Com base, nos resultados obtidos, os seguintes comentários podem ser apresentados: 

(i) Primeiramente, conforme o esperado, os resultados obtidos por meio da GBT praticamente 

coincidem com aqueles obtidos por meio de elementos finitos de barra com a ajuda do programa 

computacional ANSYS. As Figs. 4.7.a-b ilustram a configuração deformada do pórtico para o 

caso de ligações perfeitamente rígidas (ρk = 1) e perfeitamente rotuladas (ρk = 0). Os casos de 

ligações semirrígidas, naturalmente, possuem um comportamento intermediário entre os 

dois extremos; 

(ii) Existe uma relação praticamente linear entre Pcr e ρk, e para o caso em particular, a variação 

da força crítica entre os dois extremos de ρk é de cerca de 185%; 

(iii) Apesar da simplicidade do exemplo, ele demonstra o funcionamento do elemento de mola 

proposto quando acoplado a um grau de liberdade global (no caso em particular, o elemento 

de mola é associado somente aos graus de liberdade relativos à rotação de flexão no plano 

do pórtico, i.e., derivada do modo 2). 

                                                 

* Para o pórtico com ligações rotuladas, a força crítica de instabilidade elástica passa a 𝑃𝑐𝑟.0 = 𝜋2𝐸𝐼/4 𝑐
2, uma vez que passa 

a se comportar como dois pilares com uma extremidade engastada e a outra livre. 
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Figura 4.6 – Variação dos resultados de força crítica de estabilidade elástica em relação ao fator de rigidez 

da ligação do pórtico. 

 

 (a)  (b)  

Figura 4.7 – Configuração deformada do pórtico plano nos casos de (a) ρk=1 e (b) ρk=0. 

4.2.2. Pórtico com Esforços Variáveis e Ligações com Chapa de Topo Ajustada 

Para o segundo caso, um pórtico semelhante àquele apresentado no item anterior é 

utilizado, com mesmas dimensões Lb e Lc, mas com o diferencial relacionado ao carregamento, 

que consiste em uma força concentrada no centro do pilar AB, com intensidade P, e outra força 

concentrada no centro da viga, com intensidade 0,8P. É importante mencionar, ainda, que foram 

consideradas restrições fora do plano do pórtico na posição das ligações B e C. 

 

Figura 4.8 – Pórtico simétrico sob combinação de carregamentos e molas rotacionais nos nós B e C . 
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Naturalmente, as condições de carregamento descritas envolvem uma combinação de 

momentos fletores e esforços de compressão, que são diretamente influenciados pela rigidez 

rotacional das ligações em B e C, que passa a ser representada neste conjunto de análises 

também pelo elemento de mola introduzido neste capítulo, ou seja, novamente o grau de 

liberdade relativo à rotação de flexão passa a ser vinculado ao elemento de mola. Neste 

contexto, as Figs. 4.9.a-b ilustram os diagramas de momento fletor para o pórtico em questão, 

considerando duas condições específicas para as ligações, uma totalmente rígida, e a outra 

totalmente rotulada. O que se verifica nos casos envolvendo ligações semirrígidas, 

naturalmente, é uma condição intermediária de distribuição dos referidos esforços. 

 
 (a)  (b)  

Figura 4.9 – Diagrama de momentos fletores (valores em kN.cm) para pórtico com ligações  

(a) perfeitamente rígidas – ρk = 1 e (b) perfeitamente rotuladas – ρk = 0. 

Adicionalmente, há que se considerar, na intenção de se avaliarem os possíveis efeitos das 

ligações semirrígidas sobre os modos de instabilidade distorcionais e locais das barras 

conectadas, o tipo de ligação em questão, para isso, introduz-se aqui o estudo envolvendo 

ligações parafusadas com chapa de topo, que são amplamente utilizadas na prática da 

construção metálica, e são associadas, tradicionalmente, a um comportamento semirrígido. 

As Figs. 4.10.a-c ilustram esquematicamente uma ligação com chapa de topo ajustada 

(conhecida do inglês por “flush end plate”), a qual envolve a união por solda entre o perfil da 

viga a uma chapa de topo, que, por sua vez, é unida ao pilar por meio de parafusos. 

 
 (a)  (b)  (c) 

Figura 4.10 – Representação esquemática de uma ligação entre viga e pilar compostos por perfis I enrijecidos, com 

chapa de topo e quatro parafusos – (a) montagem, (b) configuração final e (c) detalhe da chapa de topo. 
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Contudo, antes de apresentar as condições de compatibilidade utilizadas para a simulação 

da ligação em questão, algumas condições adicionais merecem especial atenção:  

a) Chapas de enrijecimento na alma do pilar: Tal como verificado nos estudos do Cap. 3 desta 

tese, e em trabalhos anteriores também citados, em se tratando de perfis com baixa rigidez, 

é sensível o efeito das chapas de enrijecimento da alma na região das ligações, 

especialmente no que se refere à prevenção de deformações de flexão transversal da alma, 

e rotação de flexão lateral do conjunto. Assim, com a intenção de se avaliar apenas o 

problema da transmissão das rotações de flexão no plano, evitando outros efeitos como os 

relacionados à transmissão do empenamento, as referidas chapas são mantidas em todas as 

análises, conforme ilustra a Fig. 4.9.a, podendo ser, no entanto, alterada a sua espessura;  

b) Chapas de topo: Normalmente é um elemento de espessura mais elevada, e entende-se que possua 

rigidez suficiente para provocar a restrição do empenamento devido à torção e/ou distorção da 

extremidade da barra, bem como o engaste de uma borda das paredes da seção a ela soldadas, o 

que influencia diretamente nos modos locais e distorcionais nessas extremidades. Nos exemplos 

aqui analisados, a espessura desta chapa é mantida em todos os casos com um valor elevado (2 

cm) comparativamente às espessuras das paredes das seções transversais analisadas, de forma 

a garantir a ausência de deformações de empenamento nos casos envolvendo instabilidades 

laterais com torção na viga, e permitir o estudo isolado dos fenômenos pretendidos; 

c) Parafusos: Dispostos conforme ilustra a Fig. 1.9.c, a uma distância e do eixo que cruza o CG 

da seção transversal da viga, os parafusos influenciam diretamente na rigidez rotacional da 

ligação, e por este motivo foram utilizados nas análises implementadas no programa ANSYS de 

forma a possibilitar a variação da rigidez rotacional da ligação e fornecer resultados 

comparativos àqueles obtidos por meio da GBT. De fato, esta variação na geometria da ligação 

é possível porque, nas análises propostas com a GBT, são desprezados os efeitos localizados na 

chapa de topo e na mesa do perfil do pilar*, bem como o comportamento dos próprios parafusos, 

tendo em vista que os efeitos decorrentes desses fatores são considerados por meio da rigidez 

rotacional do conjunto da ligação. Em outras palavras, o que se considera é que o diâmetro e 

posição (e) dos parafusos possam ser variáveis, de modo a possibilitar a variação da rigidez 

rotacional da ligação nas análises por meio do MEFc, enquanto nas análises pela GBT, esta 

variação é representada pelo valor de rigidez da mola rotacional associada ao modo 2. 

Com isso, apresenta-se novamente uma situação nas análises por meio da GBT, em que a 

compatibilização dos graus de liberdade entre as barras nas ligações é dada pelo elemento de 

                                                 

* Refira-se aqui ao fato de que possíveis falhas, como rasgamentos ou esmagamentos das paredes na borda dos furos, por exemplo, 

podem conduzir a um comportamento completamente distinto do previsto para o conjunto em análise. 
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nó, envolvendo somente os modos globais, pois são restringidos os deslocamentos e rotações 

das paredes da seção transversal junto às extremidades das barras. Desta forma, a Eq. 3.14, que 

bem permite visualizar a compatibilização dos deslocamentos globais nas extremidades das 

barras, passa a ser dada por 
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 (4.4) 

onde S33 e S33 são tratadas com as equações de restrição 3.35 e 3.36, e S55 é tratado por meio do 

elemento de mola associado uma rigidez rotacional, que é dada pela rigidez rotacional total da 

ligação em questão. 

No que se refere à metodologia detalhada utilizada para as análises realizadas no programa 

ANSYS, é apresentada no item 4.2.4, juntamente com os devidos comentários. 

Dessa forma, a tabela 4.1 apresenta os resultados obtidos com a GBT (Pcr.k.GBT) e com o 

ANSYS (Pcr.k.ANSYS) para diversas análises envolvendo valores crescentes de rigidez rotacional da 

ligação (k)
*. Além disso, para as análises realizadas com a GBT, também são dados os valores 

de krLb/EI, os quais servem como referência, uma vez que, nas aplicações mais comuns de 

ligações metálicas “rígidas”, esses valores costumam variar entre 10 e 50 (Gerstle, 1988), o que 

implica em dizer que a maior parte das ligações está associada a um fator de rigidez k entre 

0,77 e 0,95. Finalmente, também a natureza do modo crítico de instabilidade verificado na 

análise é referenciada (resultados obtidos tanto com a GBT quanto com o ANSYS). 

Além disso, a Fig. 4.11 apresenta o gráfico que mostra a variação da força crítica de 

estabilidade elástica obtida pela GBT e pelo ANSYS, normalizada em relação ao valor obtido 

por meio da GBT para ligações consideradas idealmente rígidas (Pcr.∞.GBT), em função do fator 

de rigidez das ligações  (k). As Figs. 4.12.a-d, e 4.13.a-d, por sua vez, ilustram os modos de 

instabilidade críticos obtidos (a) com o ANSYS e (b) com a GBT, assim como (c) o diagrama de 

participação dos modos da GBT para a barra na qual ocorre a instabilidade, e (d) a configuração 

dos respectivos modos na formação da configuração deformada final da seção transversal 

indicada, para casos de pórticos com ligações associadas a valores de k=1 (Figs. 4.12.a-d), e 

k=0,02 (Figs. 4.13.a-d). 

                                                 

* É importante justificar que, devido à intrínseca dificuldade para controlar com precisão a rigidez de uma determinada ligação por 

meio da metodologia utilizada para as simulações numéricas com o ANSYS, alguns resultados apresentam valores distintos de k 

em relação àqueles obtidos por meio da GBT, o que, no entanto, não prejudica o estudo comparativo dos resultados.  
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Figura 4.11 – Variação dos resultados de força crítica de estabilidade elástica (Pcr) em relação ao fator de 

rigidez da ligação do pórtico (k) exibido na Fig. 4.8. 

 

 (a)  (b)   

   

 (c)   

Figura 4.12 – Pórtico com k=1: Configuração deformada para o modo crítico de instabilidade obtido (a) com o 

ANSYS e (b) com a GBT, (c) funções de amplitude modal da GBT para o pilar esquerdo, e (d) correspondente 

composição da seção transversal mais deformada. 
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 (a) (b) 

 

 (c)   

Figura 4.13 – Pórtico com k=0,02: Configuração deformada para o modo crítico de instabilidade obtido (a) com 

o ANSYS e (b) com a GBT, (b) funções de amplitude modal da GBT para o pilar esquerdo, e (c) correspondente 

composição da seção transversal mais deformada. 

Tabela 4.1 – Resultados da análise de estabilidade elástica do pórtico ilustrado na Fig. 4.8.  

k.GBT krLb /EI 
Pcr.k.GBT 

(kN) 
k. ANSYS 

Pcr.k.ANSYS 

(kN) 
Modo de Instabilidade 

1,00 520, 178,5 1,00 173,5 D (pilar esquerdo) 

0,99 260, 178,3 - - D (pilar esquerdo) 

0,90 26, 174,5 0,94 172,4 D (pilar esquerdo) 

0,63 5,0 163,3 0,64 161,0 D (pilar esquerdo) 

0,46 2,5 154,4 0,46 152,4 D (pilar esquerdo) 

0,39 1,9 149,6 0,38 148,1 D (pilar esquerdo) / F-T-D (viga) 

0,15 0,5 129,2 0,34 144,7 F-T-D (viga) 

0,08 0,3 121,9 0,24 135,5 F-T-D (viga) 

0,02 0,1 114,9 0,02 112,4 F-T-D (viga) 

0 0 113,1 - - F-T-D (viga) 

*onde: D – distorção; F-T-D – Flexão, torção e distorção. 

Assim, a análise dos resultados obtidos com o ANSYS e com a GBT exibidos nas 

Figs. 4.12.a-d e 4.13.a-d, bem como os valores de força crítica e modos de instabilidade 

respectivos ilustrados na Tabela 4.1 e no gráfico da Fig. 4.11, permite as seguintes observações: 
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(i) Os resultados de força crítica de estabilidade elástica obtidos com o ANSYS e com a GBT 

apresentam-se muito próximos, com diferenças gerais inferiores a 3%, que foi verificada no 

caso de k=1, sendo os valores obtidos com a GBT sensivelmente maiores. Adicionalmente, os 

modos críticos de instabilidade apresentam grande similaridade*, com a diferença de que a GBT 

permite, ainda, uma compreensão profunda dos fenômenos que ocorrem em cada barra, por 

meio dos diagramas de amplitudes modais; 

(ii) Os pórticos associados às ligações rígidas (k=1) e rotuladas (a rigor, “praticamente” 

rotuladas, pois k=0,02), exibiram modos de instabilidade diferentes, sendo para o primeiro 

caso a instabilidade conduzida pelo pilar esquerdo (recorde-se a concentração de momentos 

fletores exibida na Fig. 4.9.a), e no segundo a instabilidade conduzida pela viga (diagrama 

de momentos fletores exibido na Fig. 4.9.b). Em termos dos resultados obtidos pela GBT, 

é possível dizer, ainda, que a instabilidade conduzida pelo pilar é governada pelos modos 

distorcionais 5 e 8, enquanto a instabilidade na viga é governada pelos modos de flexão em 

torno do eixo de menor inércia (3), de torção (4), e distorcionais (5 e 8); 

(iii) Verificou-se, ainda, que os modos de instabilidade pouco se alteram em termos de amplitudes 

nos casos das ligações semirrígidas. No entanto, ocorre uma mudança praticamente abrupta 

entre as instabilidades exibidas nas Figs. 4.12 e 4.13, conforme demarcado pela linha A-A’ 

no gráfico da Fig. 4.11, para valores de k em torno de 0,38 ou 0,39, no caso dos resultados 

obtidos com o ANSYS ou GBT, respectivamente. Além disso, para esses valores específicos 

de k, o modo de instabilidade envolve uma configuração deformada tanto no pilar esquerdo 

quanto na viga, como será comentado em detalhes mais adiante; 

(iv) Embora não muito claro, o gráfico da Fig. 4.11 evidencia também um comportamento 

praticamente bilinear para a variação das forças críticas de estabilidade elástica, sendo 

cada reta característica para um modo crítico de instabilidade, ora no pilar (0,39<k<1), 

ora na viga (0<k<0,39). 

Além dos resultados comentados acima, cabe melhor avaliar a questão relacionada à 

mudança praticamente abrupta na natureza dos modos de instabilidade, verificada para um valor 

de k ≈0,39, conforme ilustra o gráfico da Fig. 4.11. Neste contexto, buscando-se a condição 

mais próxima possível da transição, é possível verificar os fenômenos de instabilidade 

associados à viga (modo característico aos casos com ligações menos rígidas, i.e., com menor 

capacidade de transmitir momento fletor) e ao pilar (modo característico aos casos com ligações 

mais rígidas, i.e., com maior capacidade de transmitir momento fletor), no mesmo resultado. 

                                                 

* Recorde-se que as imagens obtidas pela GBT são representações tridimensionais obtidas a partir de um modelo de barras 

unidimensional. 
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As Figs. 4.14.a-d, apresentam os resultados obtidos nesta condição de transição, onde se nota, 

mais uma vez, resultados semelhantes para a configuração deformada obtida com o ANSYS (a) e 

com a GBT (b), os quais foram obtidos para valores de rigidez da ligação sensivelmente diferentes 

(no caso da GBT associado a k ≈0,39, enquanto os resultados do ANSYS são associados a k ≈0,38). 

Adicionalmente, a análise com a GBT oferece um resultado mais elucidativo do fenômeno 

analisado, conforme ilustra a Fig. 4.14.c, onde se tem as funções de amplitude modal para todas as 

barras do pórtico, que permitem visualizar a instabilidade governada pelo pilar, mas com 

amplitudes significativas para os modos 3, 4, 5 e 8 na região central da viga. A Fig. 4.14.d auxilia 

a compreensão deste gráfico ilustrando, para as seções mais deformadas no pilar (A-A’) e na viga 

(B-B’), a composição dos modos de deformação para a configuração deformada final. 

 (a)  (b) 

   

 (c)  (d) 

Figura 4.14 – Pórtico com 0,38 < k < 0,39: (a) Deformada do modo crítico de instabilidade obtido com (a) o ANSYS e (b) 

com a GBT, (c) funções de amplitude modal, e (d) correspondente composição das seções transversais mais deformadas. 
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4.2.3. Pórtico em L com Ligação com Chapa de Topo Ajustada 

Outro caso interessante é ilustrado pela Fig. 4.15.a-c, sendo um pórtico em L, formado por 

perfis I simples indicados na Fig. 4.3.b, com propriedades materiais E = 210 GPa e v=0,3, 

contraventado fora do plano no nó B, e sujeito a uma combinação de forças concentradas de 

amplitude 0,3P no meio do comprimento da viga e 0,7P na metade da altura do pilar. 

Adicionalmente, tal como nos casos anteriores, o pórtico também sofre a influência de uma 

mola rotacional na ligação do nó B, de tal forma que a distribuição de momento fletor varie 

entre os extremos ilustrados na Fig. 4.15.b, para o caso de uma ligação idealmente rotulada 

(ρk = 0), e Fig. 4.15.c, no caso de uma ligação idealmente rígida (ρk = 1). 

  

 (a)  (b)  (c) 

Figura 4.15 – (a) Pórtico em L, com carregamentos e mola rotacional no nó B, e seus respectivos diagramas 

de momento fletor para condições de (b) ρk = 0 e (c) ρk = 1. 

Além disso, este pórtico é avaliado considerando-se o mesmo tipo de ligação do exemplo 

apresentado em 4.2.2, isto é, parafusada com chapa de topo ajustada, conforme indica 

esquematicamente a Fig. 4.16. Além disso, mantêm-se válidas as premissas adotadas no 

item 4.2.2, de que em todas as análises considera-se a existência de chapas de enrijecimento da 

alma em caixa e diagonal, e uma chapa de topo de espessura elevada (2 cm), unida rigidamente 

à viga (solda), e unida à mesa do pilar por meio de 4 parafusos de diâmetro igual a 2 cm, 

espaçados a uma distância variável e, do eixo horizontal do CG da viga, sendo esta distância e, 

juntamente com a espessura das chapas de enrijecimento da alma na ligação, os fatores que 

permitem a variação do coeficiente de rigidez da ligação em questão sem que sejam alteradas as 

condições relativas às hipóteses adotadas para simulação por meio da GBT. 

Portanto, com as mesmas compatibilizações necessárias, a serem aplicadas pelo elemento 

de nó da GBT, daquelas apresentadas em 4.2.2, bem como a mesma metodologia aplicada nas 

análises com ajuda do programa ANSYS (item 4.2.4), a Tabela 4.2 apresenta os resultados 

obtidos com a GBT (Pcr.k.GBT) e com o ANSYS (Pcr.k.ANSYS) para diversas análises envolvendo 

valores crescentes de rigidez rotacional da ligação (representados por k=1/(1+4 EI/kLb). Da 



125 

 
mesma forma, também são apresentados valores de krLb/EI, e a natureza do modo crítico de 

instabilidade verificado. 

 
 (a)  (b)  

Figura 4.16 – Representação esquemática de uma ligação entre viga e pilar compostos por perfis I, com 

chapa de topo e quatro parafusos – (a) montagem e (c) detalhe da chapa de topo. 

Paralelamente, a Fig. 4.17 ilustra o gráfico com a variação da força crítica de estabilidade 

elástica, obtida pela GBT e pelo ANSYS, normalizadas em relação ao valor obtido por meio da 

GBT para uma ligação considerada idealmente rígida (Pcr.∞.GBT), em função do fator de rigidez 

das ligações (k). As Figs. 4.18.a-d a 4.20.a-d, apresentam, para pórticos associados a k=1 

(Figs. 4.18.a-d), k=0,03 (Figs. 4.19.a-d), e k=0,09 no caso da GBT e k=0,05 no caso do 

ANSYS (Figs. 4.20.a-d), os modos de instabilidade críticos obtidos com o ANSYS e com a GBT, 

bem como o diagrama de participação modal da GBT para a barra na qual ocorre a instabilidade 

(no caso da Fig. 4.20.c, pórtico completo), e a configuração dos respectivos modos na formação 

da deformada final da seção transversal indicada. 

Tabela 4.2 – Resultados da análise de estabilidade elástica do pórtico em L ilustrado na Fig. 4.15. 

k.GBT krLb /EI 
Pcr.k.GBT 

(kN) 
k. ANSYS 

Pcr.k.ANSYS 

(kN) 
Modo de Instabilidade 

1,00 5195,1 63,78 1,00 65,69 L (pilar) 

0,97 259,8 63,66 - - L (pilar) 

0,76 26,0 62,77 0,33 61,60 L (pilar) 

0,38 5,2 60,45 0,14 57,51 L (pilar) 

0,24 2,6 58,4 0,11 56,30 L (pilar) 

0,11 1,0 55,19 0,06 53,68 L (pilar) 

0,09 0,8 54,31 0,05 53,32 L (pilar) / L (viga) 

0,06 0,5 49,38 0,04 50,65 L (viga) 

0,03 0,3 44,85 0,03 48,46 L (viga) 

0,01 0,1 40,8 0,00 43,84 L (viga) 

*onde: L – local. 
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Deste modo, a observação dos resultados apresentados no parágrafo anterior, permite que 

sejam citadas as seguintes considerações: 

(i) Primeiramente, é possível identificar, com ajuda do gráfico da Fig. 4.17 e da Tabela 4.2, 

dois tipos de instabilidades que ocorrem para valores distintos de k. No caso de ligações 

mais rígidas, o modo de instabilidade preponderante é observado na metade da altura do 

pilar, com modos locais na mesa externa do perfil, enquanto no caso de ligações mais 

flexíveis, o modo característico observado (também do tipo local), ocorre na mesa superior 

da viga, ao longo da metade extrema do seu comprimento. As Figs. 4.18.a-b, e 4.19.a-b 

apresentam a configuração deformada obtida com o (a) ANSYS e (b) com a GBT, para ligações 

mais rígidas (k=1) e flexíveis (k=0,03), respectivamente, e demonstram a grande 

similaridade entre os respectivos resultados. Adicionalmente, a GBT oferece os diagramas 

que ilustram a combinação entre os modos locais 5, 6 e 9 (Figs. 4.18.c e 4.19.c); 

(ii) Em segundo lugar, no que se refere aos valores de Pcr obtidos, é possível apreciar resultados 

bastante próximos entre GBT e ANSYS. Não obstante, duas amplitudes na diferença entre 

as soluções são identificadas, associadas aos cada um dos modos de instabilidade do pórtico, 

sendo, no caso dos resultados associados à instabilidade local da viga, uma diferença 

máxima de 3%, e no caso de resultados associados à instabilidade local no centro do vão do 

pilar, uma diferença máxima de 7%, dentre os quais, os valores obtidos com a GBT resultam 

sempre menores do que aqueles obtidos com o ANSYS; 

(iii) Uma vez que ocorram dois tipos de instabilidade distintos, também a influência dos mesmos na 

força crítica do pórtico apresenta-se com impacto diferente, conforme facilmente pode ser 

identificado pelas curvas do gráfico da Fig. 4.17, em seus dois trechos que se interceptam para 

k=0,09 nos resultados obtidos com a GBT, e k=0,05 nos resultados obtidos com ANSYS. De fato, 

pode-se notar que a instabilidade governada pelo pilar apresenta o impacto mais significativo;  

 

 
Figura 4.17 – Variação dos resultados de força crítica de estabilidade elástica (Pcr) em relação ao fator de 

rigidez da ligação do pórtico (k) exibido na Fig. 4.15. 
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 (a)  (b)   

   

 (c)  (d)   

Figura 4.18 – Pórtico em L associado a k=1: Configuração deformada do modo crítico de instabilidade obtido 

(a) com o ANSYS e (b) com a GBT, (b) funções de amplitude modal da GBT para o pilar, e (c) correspondente 

composição da seção transversal mais deformada. 

(iv) A passagem entre os modos críticos de instabilidade verificados se dá de forma 

praticamente abrupta, sendo possível visualizar um fenômeno de transição somente para 

condições muito específicas de rigidez da ligação. No caso da GBT, esta condição é 

resultado de uma mola rotacional com rigidez igual a 45000kN.cm/rad (k=0,09), mas no 

caso das análises com o ANSYS, esta condição está relacionada a uma configuração de ligação, 

tal como complementarmente ilustrada na Fig. 4.21 (k=0,05); 

(v) Conforme as Figs. 4.20.a-d, a situação particular que conduz ao surgimento simultâneo dos dois 

fenômenos de instabilidade, representa nada mais do que a transição entre os mesmos. Onde, 

conforme a Fig. 4.20.c, para um valor de k=0,09 (resultados da GBT*), apresenta-se 

claramente a instabilidade governada pelos modos locais no centro do pilar (composição dos 

modos 5, 6 e 9), mas com amplitude não desprezível nos modos locais (5, 6 e 9) da viga. 

                                                 

* Naturalmente, apesar da grande semelhança verificada na configuração deformada dos modos de instabilidade obtidos com o Ansys e 

com a GBT (Figs. 4.20.a-b), a quantificação da participação modal apenas se aplica aos resultados da GBT. 
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 (a)  (b)   

 

    

 (c)  (d)   

Figura 4.19 – Pórtico em L associado a k=0,03: Configuração deformada do modo crítico de instabilidade 

obtido (a) com o ANSYS e (b) com a GBT, (b) funções de amplitude modal da GBT para o pilar, e (c) 

correspondente composição da seção transversal mais deformada. 
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 (a)  (b)   

 

 

 (c)  (d)   

Figura 4.20 – Pórtico em L associado a k=0,09 no caso da GBT e k=0,05 no caso do ANSYS: Configuração 

deformada para o modo crítico de instabilidade obtido (a) com a GBT e (b) com o ANSYS, (c) funções de amplitude 

modal da GBT para o pilar esquerdo, e (d) correspondente composição da seção transversal mais deformada. 
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Figura 4.21 – Detalhamento da região da ligação associado ao fator de rigidez resultantes de k=0,05. 

4.2.4. Análise pelo Método dos Elementos Finitos no Programa ANSYS 

O trabalho de modelagem e análise dos pórticos estudados, com as ligações descritas em 

4.2.2 e 4.2.3, no programa ANSYS, envolve, para além dos elementos finitos de casca 

tradicionalmente utilizados em análises de perfis de aço de paredes finas, também elementos 

sólidos, elementos de contato entre superfícies, e entre superfície e nós, e, ainda, elementos de 

viga tridimensional. Toda a formulação e detalhes associados a esses elementos finitos podem 

ser consultados no Manual de Referências do Programa ANSYS (SAS, 2009). 

Esquematicamente, a atribuição global dos referidos tipos de elementos finitos é ilustrada 

pela Fig. 4.22, e as seguintes observações detalham a metodologia adotada: 

(i) Dada a pequena espessura das paredes que compõem os perfis dos pilares e viga, é 

justificável a atribuição de elementos finitos de casca, sendo adotado, para isso, o elemento 

chamado Shell181 do programa ANSYS, que é um elemento isoparamétrico, definido por 4 

nós com 6 graus de liberdade por nó (3 translações e 3 rotações), e cuja formulação se 

fundamenta na teoria de cascas de Mindlin-Reissner; 

(ii) No que se refere à chapa de topo, as suas dimensões características, bem como interação 

com demais elementos da região da ligação, tornam elegível a aplicação de elementos 

sólidos, os quais estão sujeitos a malhas irregulares (devido aos furos dos parafusos), e por 

isso aplicou-se o elemento definido por 20 nós e 3 graus de liberdade por nó (com 

deslocamentos descritos por funções quadráticas) – elemento Solid164; 

(iii)Os parafusos foram simulados de forma menos rigorosa, por meio de elementos finitos de 

viga tridimensional, definidos por 2 nós com 7 graus de liberdade por nó (3 translações, 3 

rotações e 1 graus de liberdade dedicado ao empenamento), baseados na teoria de vigas de 
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Timoshenko considerando a deformação por corte, referenciados pelo nome Beam188 no 

ANSYS. Com uma seção transversal circular atribuída, de mesmo diâmetro do parafuso 

simulado, os referidos elementos tiveram seus graus de liberdade acoplados às bordas dos 

furos da chapa de topo e da mesa do pilar, de forma a serem capazes de transmitir os esforços 

de cisalhamento, tração/compressão, torção e momentos entre os elementos a eles acoplados; 

(iv) O contato entre a chapa de topo e a viga simula uma condição de acoplamento rígido (solda), 

i.e., envolve graus de liberdade de translação e rotação. Uma vez que os elementos sólidos 

da chapa de topo não possuem graus de liberdade de rotação a serem acoplados com 

respectivos graus de liberdade dos elementos de casca adjacentes, o programa oferece como 

solução uma formulação chamada MPC (“Multi point constraint”), que nada mais é do que 

um conjunto de equações de restrição internas envolvendo os nós adjacentes do elemento 

sólido ao qual está acoplado o elemento de casca, estabelecendo, assim, as relações 

cinemáticas adequadas à uma condição de engaste. Para esta aplicação foram utilizados os 

elementos de contato chamados Conta175 e Targe170; 

(v) Finalmente, o contato entre a chapa de topo e as mesas do pilar, para o qual não foi 

considerado atrito, foi simulado com a ajuda de pares de elementos de contato entre 

superfícies, nomeadamente, no ANSYS, elementos Conta174 e Targe170*; 

 

 

Figura 4.22 – Esquema de atribuição dos elementos finitos no modelo numérico implementado no programa ANSYS. 

Para a criação da malha de elementos finitos, além de buscar-se uma geometria 

suficientemente regular na sua distribuição, dimensões de no máximo 2 cm para os elementos 

dos pilares, e 1 cm para os elementos da viga, foram suficientes para conduzir a resultados 

                                                 

* Esse par de elementos de contato, apesar de sua finalidade óbvia na simulação da ligação em questão, teve suas propriedades 

alteradas em um único caso, envolvendo a simulação da ligação rígida (k ≈1). Neste caso, a condição de contato passou a 

envolver a técnica de MPC, de modo a obter uma condição de acoplamento rígido, que, embora irreal, foi necessária para 

que se conseguisse um valor de rigidez rotacional da ligação mais elevado. 
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adequados em todas as análises. A discretização da chapa de topo e dos elementos de viga 

associados aos parafusos apresentou pouca influência nos resultados. A Fig. 4.23 ilustra uma 

malha de elementos finitos típica para os modelos analisados. 

 

Figura 4.23 – Malha característica de elementos finitos na região da ligação. 

Conforme comentado anteriormente, para tornar possível analisar a variação da rigidez 

rotacional da ligação, sem alterar a sua topologia (i.e., de forma a manter válidas as mesmas 

condições assumidas para a análise com a GBT), foram modificadas apenas duas propriedades 

das ligações, conforme ilustram as Figs. 4.24.a-b, para dois casos de ligações associadas a dois 

valores de rigidez rotacional distintos. Como exemplo associado ao pórtico apresentado no item 

4.2.2, a configuração da ligação apresentada em (a) conduz a um fator de rigidez k=0,24, e a 

configuração apresentada em (b) conduz a k=0,38. 

 

 (a)  (b) 

Figura 4.24 – Detalhamento da região da ligação associado aos fatores de rigidez resultantes de (a) k=0,24 e (b) k=0,38, 

para o pórtico ilustrado na Fig. 4.8. 
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Para a determinação do fator de rigidez da ligação analisada por meio da metodologia 

apresentada, é necessária a determinação da rigidez rotacional em cada modelo. Para isso, 

buscou-se uma metodologia suficientemente aproximada para contabilização da 

deformabilidade associada a todos os componentes da ligação.  

Assim, considere-se dois eixos verticais como referência, um determinado pela linha central 

da alma da viga, na seção transversal extrema da mesma (conforme linha V1-V2 nas Figs. 4.25.a-b), 

e outro posicionado no eixo do pilar, iniciando na altura da mesa superior da viga, até a altura da 

mesa inferior (vide linha P1-P2 indicada nas Figs. 4.25.a-b). 

(a)  (b)  

Figura 4.25 – Eixos para determinação da rigidez rotacional da ligação. Condição (a) indeformada e (b) deformada. 

Com a aplicação de um momento fletor constante (unitário) na viga, e o pilar perfeitamente 

engastado, é possível, através dos deslocamentos medidos ao longo dos eixos V1-V2 e P1-P2, 

determinar a rotação relativa entre a seção extrema da viga e o eixo central da alma do pilar. 

Nesse sentido, o gráfico da Fig. 4.26 ilustra os deslocamentos horizontais de ambos os eixos a 

partir do ponto P2. 

Para facilitar a leitura dos valores obtidos, uma regressão linear é aplicada a cada perfil de 

deslocamentos (vide linhas tracejadas no gráfico Fig. 4.26), assim, aplica-se facilmente a Eq. 4.5, 

que permite obter o valor da rigidez associada à diferença relativa entre as rotações dos referidos 

eixos. Para o caso ilustrado nas Figs. 4.25 a 4.26, que se refere a um caso de ligação do pórtico 

apresentado no item 4.2.2 (Fig. 4.8) o valor obtido é de 123150 kN.cm/rad, que aplicado ao 

cálculo de 𝜌𝑘 = 1/(1 + 3𝐸𝐼/𝑘 𝑏), com base nas dimensões do pórtico e seção transversal 

utilizados no exemplo ilustrado pela Fig. 4.8, resulta em k=0,38. 
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Figura 4.26 – Deslocamento horizontal medido ao longo dos eixos V1-V2 e P1-P2, e respectivas regressões lineares. 

 viga pilar

M
k

 



 (4.5) 

onde kθ representa a rigidez rotacional da ligação, M é o momento fletor aplicado, e θviga e θpilar 

são as rotações medidas no eixo V1-V2 (viga) e P1-P2 (pilar), respectivamente. 

4.2.5. Aplicação do Método das Componentes na Determinação da Rigidez 

Rotacional das Ligações Analisadas 

Os exemplos apresentado nos itens 4.2.2 e 4.2.3 foram implementados por meio da GBT 

com a ajuda de molas rotacionais associadas somente aos deslocamentos de rotação de flexão 

no plano dos pórticos. Este fato, em uma primeira abordagem, foi pensado de modo que seja 

possível, por meio de um único fator (rigidez rotacional da ligação) simular a condição 

semirrígida característica da ligação em questão*. 

Neste ponto, o Método das Componentes se coloca como uma possível solução na 

aplicação conjunta com a GBT, uma vez que a determinação da rigidez das ligações pode ser 

realizada de forma analítica mas sem perda de generalidade, permitindo, de forma imediata, 

que vários tipos de ligações sigam uma abordagem semelhante. Esta abordagem envolve, 

basicamente duas etapas: (i) a determinação da rigidez rotacional da ligação analiticamente; e 

(ii) a análise do pórtico por meio da GBT para a ligação em questão (considerando o coeficiente 

de rigidez previamente determinado). 

                                                 

* A rigor, a utilização de um conjunto de molas associadas a diferentes componentes de uma ligação também pode ser utilizado, 

mas esta estratégia não foi implementada nesta tese, apesar de ser um estudo praticamente subsequente.  
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Considerando-se o caso das ligações apresentadas nos exemplos dos itens 4.2.2 e 4.2.3, 

nomeadamente, ligações unilaterais entre viga e pilar com perfis tipo I, parafusadas com chapa 

de topo ajustada, as componentes identificadas a serem consideradas são: (i) parafusos à tração; 

(ii) mesas do perfil do pilar à flexão; (iii) chapa de topo à flexão; (iv) alma do perfil do pilar à 

tração; (v) cisalhamento na alma do pilar; e (vi) alma do perfil do pilar à compressão. 

Entretanto, dentre as componentes supracitadas, aquelas associadas à alma do perfil do 

pilar (v e vi) são diretamente afetadas pela presença das chapas de enrijecimento, e, segundo as 

recomendações indicadas na Tabela 6.11 do Eurocódigo 3 – Parte 1-8 (CEN, 2005c), passam a 

ter um valor de coeficiente de rigidez infinito.  

Particularmente sobre este fato, as recomendações da norma europeia são pouco claras, 

uma vez que a influência da rigidez desses enrijecedores sobre a deformabilidade da alma do 

pilar devido ao cisalhamento ou devido à compressão sobre a mesma, não é levada em 

consideração. Naturalmente, considerando-se o caso das ligações entre perfis de paredes 

intermediárias a espessas, tem-se que a rigidez dessas chapas, devidamente dimensionadas 

segundo regras específicas também sugeridas normativamente, seja suficientemente grande 

para que as componentes associadas às deformações na alma do pilar passem a ser desprezadas. 

Contudo, qualquer variação na espessura ou material das chapas de enrijecimento, que seja 

suficiente para alterar a capacidade dessas chapas de restringir deformações na alma do perfil 

na região da ligação, não é tomada em consideração pelo procedimento do Eurocódigo. 

Outro aspecto relevante diz respeito à mesa do perfil do pilar à flexão. Conforme explicado 

em Simões da Silva e Santiago (2003), nos casos em que as mesas do pilar sejam finas em 

relação à chapa de topo e à resistência dos parafusos, é natural que o momento plástico da 

ligação seja condicionado pela resistência das mesas do pilar, bem como a capacidade de 

rotação da ligação, que é provida majoritariamente por esta componente. A Fig. 4.27 ilustra a 

condição deformada da ligação exibida na Fig. 4.21, em escala elevada para facilitar a 

visualização, onde claramente se nota a diferença na deformabilidade das mesas do perfil do 

pilar, muito maior que de todos as demais componentes. 

Demonstrando tais afirmações, a Tabela 4.3 exibe os valores obtidos para os coeficientes 

de rigidez das quatro componentes, do caso da ligação apresentada na Fig. 4.21, que são os 

parafusos à tração, mesas do perfil do pilar à flexão, chapa de topo à flexão, e alma do perfil do 

pilar à tração, cujas referências dizem respeito à Tabela 6.11 do Eurocódigo 3 – Parte 1-8 (CEN, 

2005c). Tais componentes conduzem, conforme procedimento descrito em detalhes pelo 

Eurocódigo, ao valor de rigidez inicial à rotação de 103 kN.m/rad.  
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Figura 4.27 – Condição deformada (em grande escala) da ligação exibida na Fig. 4.21 (associada a k=0,05) 

quando submetida a um momento fletor. 

Tabela 4.3 – Coeficientes de rigidez para as componentes da ligação exibida na Fig. 4.21, segundo o 

Eurocódigo 3 – Parte 1-8 (CEN, 2005c). 

REFERÊNCIA COMPONENTE 
COEFICIENTE DE RIGIDEZ 

(kj)* 

10 Parafusos à tração 12,1 mm  

4 Mesas do perfil do pilar à flexão 0,02 mm 

5 Chapa de topo à flexão 5,91 mm 

3 Alma do pilar à tração 3,47 mm 

* Aplicados a cada uma das duas linhas de parafusos. 

Para avaliar comparativamente este resultado, uma nova análise numérica com ajuda do 

programa ANSYS foi realizada, desta vez considerando o comportamento não linear do material, 

tendo em vista que o modelo analítico se baseia em mecanismos de plastificação para a 

determinação do momento resistente e rigidez da ligação. Assim, considerando-se um modelo 

bilinear com encruamento isotrópico associado a uma tensão de escoamento de 250 MPa, conforme 

ilustrado na Fig. 4.28, foi realizada a análise do pórtico em L, com a ligação ilustrada pela Fig. 4.21. 

 

Figura 4.28 – Modelo constitutivo bilinear com encruamento isotrópico. 
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Como resultado, a Fig. 4.29 ilustra, para a solicitação de momento fletor de 1 kN.m na 

região da ligação, a distribuição de tensões de von-Mises, onde é possível visualizar o 

mecanismo de plastificação em torno dos furos superiores na mesa do pilar. Além disso, a 

Fig. 4.30 apresenta o gráfico de deslocamento horizontal dos eixos da seção extrema da alma 

da viga e do centro da alma do pilar (V1-V2 e P1-P2, conforme ilustrado na Fig. 4.25.a-b), de 

onde se obtém a rotação relativa entre os perfis, e, com base no momento fletor aplicado, 

também a rigidez inicial da ligação de 160 kN.m/rad. 

 

Figura 4.29 – Distribuição de tensões de von-Mises na região da ligação (em MPa). 

 

Figura 4.30 – Deslocamento horizontal medido ao longo dos eixos V1-V2 e P1-P2 (Fig. 4.18), e respectivas 

regressões lineares. 

Com isso, a comparação entre os resultados numéricos e analíticos mostra que o Método das 

Componentes, de fato, subestima a rigidez inicial da ligação, com uma diferença de cerca de 35% 
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no valor obtido. Esta diferença, conforme comentado anteriormente, precisa ser compensada por 

meio de ajustes específicos para compatibilizar o Método das Componentes as ligações entre perfis 

de paredes finas. 

Adicionalmente, vale comentar que, segundo o que foi observado nos resultados 

apresentados, alguns fatores como a contribuição da rigidez das chapas de enrijecimento da alma, 

não são contabilizados, e podem conduzir a diferenças nos resultados. Além disso, o fator 

governante na determinação da rigidez subestimada está associado ao padrão de ruptura por 

escoamento nos furos das mesas do pilar submetida à flexão (vide resultado de coeficiente de 

rigidez da componente 4, na Tabela 4.3). Nomeadamente, este fator leva em consideração, dentre 

outros fatores, a distância entre o centro do furo e a borda das mesas do perfil do pilar, o que, 

conforme ilustrado nas Figs. 4.16, 4.21, e 4.24, trata-se de um valor elevado nos exemplos 

adotados, e não compatível com valores de espaçamento habitualmente utilizados. 

Naturalmente, a utilização de valores não habituais também pode ser origem de diferenças nos 

resultados. 
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5. CONCLUSÕES 

O desenvolvimento deste trabalho teve como objetivo a implementação de formulações da 

GBT para a aplicação em análises de primeira ordem e de estabilidade de pórticos metálicos 

planos, considerando os efeitos das ligações, bem como, com o estudo e aplicação das devidas 

adaptações, possibilitando atender a tipos de ligações de pórtico não estudadas até então.  

Para isso, o trabalho apresentado nesta tese compreendeu três etapas que são brevemente 

comentadas nesta conclusão: (i) Estudo e implementação das formulações da GBT para análises 

de estabilidade de pórticos metálicos; (ii) Implementação de um elemento de mola linear a ser 

incorporado nas soluções de problemas envolvendo ligações semirrígidas; e, (iii) Aplicação e 

validação da GBT para casos de ligações parafusadas com comportamento semirrígido. 

 Na primeira etapa, foram estudadas e implementadas as formulações existentes, associadas 

a um elemento finito de barra baseado na GBT, com a consideração dos mais recentes trabalhos 

sobre o assunto, necessários para a adequada compatibilização dos deslocamentos nas 

extremidades das barras conectadas.  

Ainda no que se refere à primeira etapa do trabalho, nomeadamente sobre a questão da 

transmissão do empenamento entre barras ligadas entre si e não alinhadas, foram avaliadas as 

relações cinemáticas que descrevem a transmissão do empenamento, sugeridas por autores 

como Sharman (1985), Krenk e Damkilde (1991) e Basaglia et al. (2012b). O estudo 

apresentado no item 3.1.1 da presente tese demonstra, tanto qualitativamente quanto 

quantitativamente, que embora as relações sugeridas pelos referidos autores tenham validade do 

ponto de vista do equilíbrio de bimomentos, é difícil que as chapas de enrijecimento da alma 

na região da ligação sejam, de fato, suficientemente rígidas para impedir o surgimento de 

deformações transversais na alma. Consequentemente, demonstra-se que, em casos de ligações 

com continuidade na alma e com enrijecedores (ligações ii, iii, iv e v da Tabela 3.1), é muito 

provável que sempre haja transmissão de empenamento com alguma amplitude (diferente de 

transmissão nula ou total), o que corrobora com o trabalho de Tong et al. (2005). 

Complementarmente, a influência da rigidez das chapas de enrijecimento da ligação pôde 

ser avaliada com a análise de uma ligação com chapas de enrijecimento em caixa e em x, ou 

seja, duas diagonais opostas conferindo rigidez transversal à alma da região da ligação, que 

conduz a uma transmissão de empenamento praticamente nula. 
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Quanto a segunda etapa do trabalho, foi apresentado no capítulo 4, de forma a permitir a 

maior contribuição desta tese, um elemento finito de mola linear elástico de comprimento nulo. 

Este elemento foi aplicado com foco na transmissão parcial das rotações de flexão no plano, a 

qual foi adotada em todos os trabalhos até então (envolvendo a aplicação da GBT em sistemas 

estruturais) como sendo uma transmissão completa. 

A compatibilidade do elemento de mola proposto com os elementos de barra da GBT é 

feita de forma simplificada, uma vez que apresenta o mesmo número de graus de liberdade de 

um elemento finito baseado na GBT para cada modo de deformação. Assim, o elemento de 

mola é facilmente associado aos modos globais, embora também possa ser associado como uma 

mola nodal generalizada, com a ajuda de uma transformação semelhante a que é aplicada em 

apoios não convencionais, conforme apresentado no item 4.5.2. 

Sobre a etapa de aplicação e validação da GBT em pórticos metálicos planos com ligações 

semirrígidas (terceira etapa citada no início deste item de conclusões), foram propostos alguns 

exemplos básicos, onde a influência da rotação de flexão no plano pode ser observada, tanto 

nos resultados de valores críticos de instabilidade, quanto nos modos críticos. Fato que se deve, 

principalmente, à alteração provocada pelas molas rotacionais sobre a distribuição dos esforços 

internos dos pórticos, principalmente momentos fletores. 

A ligação adotada para possibilitar os estudos de variação de rigidez à rotação foi do tipo 

parafusada com chapa de topo ajustada (Fig. 4.10), de modo que, com o ajuste da distância 

vertical entre as linhas de parafusos e o centro da chapa, foi possível variar a rigidez da ligação 

à rotação, sem alterar qualquer outra condição topológica da mesma, mantendo válidas as 

hipóteses adotadas na formulação implementada com a GBT. 

Sobre os exemplos apresentados, primeiramente, buscou-se uma análise simples, 

envolvendo apenas dois modos globais da GBT (comportamento global no plano) e uma mola 

rotacional em cada nó de um pórtico retangular com bases engastadas (exemplo apresentado no 

item 4.2.1). A validação deste exemplo é realizada de forma simples, por meio da aplicação de 

elementos finitos de barra e molas rotacionais, demonstrando bons resultados com a 

implementação proposta por meio da GBT.  

Por outro lado, os exemplos seguintes (itens 4.2.2 e 4.2.3), representam uma aplicação mais 

completa da GBT para pórticos com ligações semirrígidas, de modo que foi apresentado um 

conjunto de hipóteses para o modelo proposto de ligação, as quais fundamentam novas 

equações de relação cinemática aplicadas no sistema de equações da GBT, juntamente com o 

elemento de mola responsável pela transmissão parcial dos deslocamentos de rotação de flexão 

no plano do pórtico. 
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Para a validação destes exemplos, complexos modelos utilizando o método dos elementos 

finitos foram implementados no programa ANSYS, envolvendo a consideração de elementos 

de casca e sólidos, com formulações de contato e molas, conforme descrito no item 4.2.4. 

Não obstante, apesar da grande diferença na complexidade das diferentes soluções (GBT e 

MEFc), os resultados observados apresentaram uma ótima aproximação, sugerindo a boa 

aplicabilidade da GBT para este tipo de análise. 

De forma complementar, também foi estudada a possibilidade de se obter, por meio do 

conhecido Método das Componentes, do Eurocódigo 3, Parte 1-8 (CEN, 2005c), o valor da 

rigidez rotacional das ligações em questão (item 4.2.5), fato que simplificaria a obtenção do 

valor da rigidez rotacional de quaisquer ligações para aplicação conjunta com a GBT. No 

entanto, em consenso com trabalhos citados de outros autores (e.g.: Bursi e Jaspart, 1998; 

Nagy et al., 2006) o Método das Componentes acaba por menosprezar a capacidade (e rigidez) 

da ligação com perfis de paredes finas. 

Além disso, embora algumas pesquisas (e.g.: Nagy et al., 2006; Lim (2001); Lim e Nethercot, 

2003, 2004, e 2004b) têm se focado na possível adaptação do Método das Componentes para 

alguns casos de ligações envolvendo perfis de paredes finas (ligações diferente das que são 

abordadas na presente tese), ainda se trata de um tema consideravelmente insipiente, e a sua 

aplicação no contexto dos trabalhos apresentados nesta tese (i.e., análises de pórticos planos por 

meio da GBT, considerando valores de rigidez rotacional das ligações obtidos por meio do 

Método das Componentes) não pode ser recomendada. 

Por fim, conclui-se este trabalho dando destaque à GBT para análises de estabilidade de 

pórticos metálicos semirrígidos, uma vez que, em comparação com o MEFc (cuja aplicação 

depende de formulações de contato, molas, e de composições com elementos sólidos), se mostra 

uma ferramenta que, após implementada em um programa computacional, apresenta, 

invariavelmente, uma fácil aplicação e grande eficiência computacional, principalmente nas etapas 

de pré-processamento e análise (processamento), para além de oferecer as vantagens da 

interpretação modal dos resultados de fenômenos de instabilidade. 

5.1. Sugestões Para Trabalhos Futuros 

Algumas questões abertas no contexto dos tópicos abordados nesta tese se mostram 

interessantes, dentre as quais, citam-se aqui: 
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(i) Uma alternativa à aplicação de uma mola rotacional associada ao comportamento semirrígido 

do conjunto da ligação como um todo, é a partição da rigidez da ligação por meio das 

componentes associadas. Isto é, molas translacionais passariam a relacionar a flexão transversal 

entre as mesas do pilar e a chapa de topo, especialmente na região dos parafusos e do centro de 

compressão na altura da mesa inferior da viga, enquanto uma mola rotacional representaria a 

rigidez à flexão da chapa de topo em relação à viga. Em contrapartida, algumas condições de 

restrição precisam ser estudadas para simular o efeito das chapas de enrijecimento da alma do 

pilar e a parcela de rigidez conferida pela resistência da alma do pilar ao corte; 

(ii) A metodologia utilizada para consideração, por meio da GBT, dos efeitos de ligações metálicas 

diversas está intimamente associada à cinemática de cada ligação. Nesse contexto, é importante 

que cada ligação seja avaliada sob diferentes tipos de esforços, incluindo inversão dos mesmos, 

o que pode ser importante em análises dinâmicas, ainda não avaliadas no contexto da GBT no 

caso de pórticos. Portanto, parece lúcido afirmar que a aplicação da GBT em sistemas 

estruturais avança paralelamente a trabalhos de investigação focados no comportamento das 

ligações, o que garante que as aproximações adotadas não comprometem os resultados; 

(iii) A criação de um programa computacional envolvendo os tipos de ligações já estudados, além 

de difundir o método e estimular novos trabalhos, também é uma forma de se aprimorarem as 

relações cinemáticas propostas. Além disso, a utilização deste tipo de programa pode auxiliar 

importantes estudos voltados para a verificação da segurança de sistemas estruturais metálicos; 

(iv) Com a incorporação das componentes associadas aos efeitos das forças de inércia (matriz de 

massa), já presente em formulações da GBT, no tratamento de ligações com o elemento de nó, 

é possível também implementar análises de vibração e dinâmica em pórticos metálicos; 

(v) De modo mais amplo, a aplicação do Método das Componentes às ligações envolvendo perfis 

de paredes finas mostra-se um tópico de estudos com vasto potencial, e sua aplicação pode 

conduzir a novas metodologias no dimensionamento de ligações entre esse tipo de perfis. 
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