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RESUMO

PEDROSA, T. G. Otimizac¢ao estrutural sob incertezas considerando consequéncias
de falha. 2015. 102 f. Dissertacao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos,

Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2015.

Enfrentar situacdes de falha é o principal desafio do engenheiro estrutural. Parece
paradoxal, mas a fim de obter um projeto bem sucedido, o engenheiro estrutural deve
estudar e examinar todos os possiveis modos de falha de uma estrutura. Na otimizacao
estrutural ndo é diferente. Assim, na otimizacao estrutural deve-se considerar os custos
esperados de falha. No projeto de engenharia estrutural, economia e seguranca sao
aparentemente objetivos conflitantes. No entanto, quando custos esperados de falha sao
considerados, nota-se que investimentos em seguranc¢a sdo necessarios a fim de nao
arcar com os custos esperados de falha. O ponto ideal de compromisso pode ser
encontrado por uma otimizacao de risco, onde a fun¢ao objetivo inclui todos os custos
ao longo do ciclo de vida da estrutura: construcdo, opera¢do, manutenc¢do inspecao,
descarte e as consequéncias de falha esperadas. Este dltimo é um remanescente que nao
pode ser desconsiderado dos modos de falha contra os quais a estrutura precisa ser

projetada.

Esta dissertacdo aborda a otimizacdo de sistemas estruturais simples, considerando o
equilibrio entre modos de falha concorrentes, tais como escoamento (esmagamento),
flambagem e snap-through. O estudo mostra como os diferentes modos de falha,
associados a diferentes custos de falha, levam a diferentes projetos 6timos. Uma
estrutura de trelica plana é estudada como exemplo de aplicacdo. A forma (posicdes
nodais) e tamanho dos elementos sdo consideradas como variaveis de projeto.
Resultados mostram que projetos 6timos suficientemente diferentes sdo obtidos quando

o equilibrio entre modos de falha concorrentes € alterado.

Palavras-chave: Confiabilidade Estrutural, Otimizacdo Estrutural, Analise ndo linear.






ABSTRACT

PEDROSA, T. G. Structural optimization under uncertainties considering
consequences of failure. 2015. 102 f. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia

de S3o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos, 2015.

Defying failure is the primary challenge of the structural engineer. It sounds paradoxical,
but in order to achieve a successful design, the structural engineer must think about and
account for all possible failure modes of a structure. This is not different in structural
optimization. Hence, in structural optimization one has to consider the expected costs of
failure. In structural engineering design, economy and safety are apparently conflicting
goals. However, when expected costs of failure are considered, one notes that
investments in safety are necessary in order not to pay for the expected costs of failure.
The optimum point of compromise can be found by a risk optimization, where the
objective function includes all costs over the life-cycle of the structure: construction,
operation, inspection maintenance, disposal, and the expected consequences of failure.
The latter are an undeletable remainder of the failure modes that the structure needs to

be designed against.

This paper addresses the optimization of simple structural systems, considering the
balance between competing failure modes such as yielding (squashing), buckling and
snap-through. The study shows how different failure modes, associated to different costs
of failure, lead to different optimal designs. A plane truss structure is studied as
application example. The shape (nodal positions) and member size are considered as
design variables. Results show that quite different optimal designs are obtained when

the balance between competing failure modes is changed.

Keywords: Structure - Reliability. Structure - Optimization. Structure - Safety. Failure

Modes.
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1. INTRODUCAO

1.1  COMENTARIOS INICIAIS

A otimizacdo estrutural tem por objetivo cumprir determinada fung¢do estrutural com o
menor uso de recursos possivel. No entanto, ja é conhecido que esta otimizacao,
realizada de forma deterministica ndo é robusta em relacao as incertezas de solicitagdo e
resisténcia. Essa falta de robustez esta associada a conversdo das condi¢des de falha da
estrutura em restricdes de projeto e a consideracdo indireta das incertezas atraveés de
valores caracteristicos e coeficientes de seguranca. Tais considera¢cdes tém heranca na

metodologia de projeto baseada em normas técnicas, que por natureza nao é 6tima, pois

tal calculo geralmente exige aproximacdes feitas sempre em favor da seguranga.

Por outro lado, o projeto 6timo resultante de uma otimizagao deterministica, em virtude
da diminuicao das se¢des e da mudanca de forma, tem mais modos de falha projetados
“contra o limite” quando comparado a um projeto convencional “de norma”, no qual a
estrutura tem mais alternativas para resistir a solicitacdo. Portanto, a estrutura
resultante da otimizacdo deterministica pode ter sua seguranca comprometida em

comparacao a estrutura original ou ndo-otimizada.

Como exemplo, considere a estrutura ilustrada na Figura 1.1. Todos os pontos materiais
da estrutura Otima resultante estdo projetados contra o limite, chamado fully-stressed
design; logo, ndo ha caminhos alternativos para a solicita¢do, e a estrutura 6tima torna-
se mais propensa ao colapso. Nesta estrutura, qualquer perturba¢cdo como inclusées,
defeitos de micro-estrutura, trincas, defeitos de corrosao, ou uma pequena variacao no

carregamento poderia, teoricamente, levar ao colapso da estrutura.

. =5

Figura 1.1 - Problema Classico de otimizacio topolégica deterministica.
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A percepcdo de que a otimizacdo estrutural deve ser robusta em relacdo as incertezas

em resisténcias e solicitacdo levou ao desenvolvimento de diferentes metodologias:

a. Otimizacao robusta (Beyer; Sendhoff, 2006; Schueller; Jensen, 2008);

b. Otimizacao (ou programacao) fuzzy (Zimmermann, 1992);

c. Otimizacdo baseada em confiabilidade (RBDO) - Reliability-Based Design
Optimization - (Cheng;Xu;Liang, 2006).

Objetivos tipicos da otimizacdo robusta sdo a maximizacao da performance média do
sistema e a minimizacao da variancia. Em geral, trata-se de um problema de otimizacao
multi-objetivo (Sanchis et al., 2008; Ritto et al., 2010), cuja solu¢do envolve soma
ponderada (Das e Dennis, 1997), pontos de compromisso (frente de Pareto) entre

objetivos (Chen et al., 1999) e agregacao preferencial (Dai e Mourelatos, 2003).

Na otimizacdo robusta, uma vertente da otimizacdo estocastica, incertezas sao
representadas como varidveis aleatdrias ou processos estocasticos. J4 na otimizagdo
fuzzy, as incertezas sdo representadas através de nameros fuzzy. Enquanto a otimizacao
estocastica tem uma abordagem probabilistica, a otimizacdo fuzzy apresenta uma
abordagem possibilistica. Em geral, a quantidade de informacdo disponivel determina a

abordagem apropriada (Bastin, 2004).

Na RBDO busca-se a minimizacdo de uma funcio objetivo envolvendo volume de
materiais, custo (de manufatura) ou performance do sistema estrutural, sujeito a
restricoes probabilisticas envolvendo as condi¢cdes de falha da estrutura. A RBDO
endereca explicitamente as incertezas em acbOes e resisténcias, modeladas
probabilisticamente, e usa, como restricdes de projeto, probabilidades de falha
admissiveis associadas aos possiveis modos de falha. Portanto, esta formulacdo garante
que a seguranca da estrutura 6tima encontrada ndo serd comprometida. A Figura 1.2
ilustra um exemplo pratico, onde a estrutura a esquerda é resultado de um processo de
otimizacdo determinista, e a estrutura a direita é resultado da otimizacao baseada em

confiabilidade.
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Figura 1.2 - Comparagcio entre resultado de otimizagdo topoldgica deterministica (a) e otimizacdo baseada
em confiabilidade (b). (Fonte: Silva et al.,2010)

7

Na otimizacdo deterministica, a robustez dos elementos é determinada pelos
coeficientes de seguranca utilizados como restricdao de projeto. Na RBDO, a robustez dos
elementos é determinada pelas probabilidades de falha utilizadas como restri¢gdes. A
diferenca entre estas restrigdes é latente nos resultados da Figura 1.2. Considerando a
otimizacdo robusta e a RBDO, pode-se dizer que a consideracdao de incertezas na
otimizacdo estrutural ndo é uma novidade. No entanto, uma revisdo da literatura mostra
que na maioria dos artigos classicos de RBDO (Du e Chen, 2004; Tu, Choi e Park, 1999;
Cheng, Xu e Jiang, 2006; Youn e Choi, 2004; Agarwal et al., 2007; Yi, Cheng e Jiang, 2008;
Aoues e Chateauneuf, 2010; Valdebenito e Schueller, 2010), as consequéncias de falha

sao desconsideradas ou descartadas.

Uma funcdo objetivo utilizada com frequéncia é a minimizacdo da energia de
deformacao (compliance) da estrutura. Funcdes objetivo envolvendo custos também sao
encontradas, entretanto tais custos se referem ao volume de materiais ou a custos de
manufatura. Um termo de custo frequentemente desprezado na formulagdo de
problemas de otimizac¢do estrutural é o custo esperado de falha. Custo esperado de falha
€ o produto de um custo de falha por uma probabilidade de falha. Esta definicao coincide
com a defini¢do de riscol: logo, o custo esperado de falha pode ser entendido como risco
associado a cada modo de falha da estrutura. O custo esperado total é a soma dos custos
esperados de falha, para cada um dos possiveis modos de falha, somado aos custos
iniciais de construcao, de manutengdo e operagdo da estrutura. O custo esperado total de
um sistema estrutural é diretamente afetado pelo risco que a estrutura oferece a

usuarios, empregados, ao publico em geral e ao meio ambiente.

1 Definicdo de “risco” associado a um evento: produto da consequéncia do evento pela probabilidade de ocorréncia do mesmo.
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A otimiza¢do estrutural que leva em conta as incertezas juntamente com as
consequéncias de falha através da minimizacdo dos custos esperados totais da-se o
nome de Otimizacdo de Risco - Risk Optimization (RO) -. Tratada, entre outros, em Beck e
Verzenhassi (2008) e Beck e Gomes (2012), a formulagdo permite equacionar o
compromisso entre seguranca e custo de uma estrutura. Como confirmado no trabalho
de Beck, Gomes e Bazan (2012), que discute como a consideracdo de incertezas
epistémicas? afeta a robustez do projeto 6timo. Neste trabalho, conclui-se que resultados
da otimizacdo robusta mostram-se mais conservadores e caros, porém menos

susceptiveis a tais incertezas em comparacgao a otimiza¢des nao-robustas.

A Figura 1.3 compara o escopo da otimizagdo de risco com o escopo das otimizagdes

deterministica e RBDO.

Otimizagdo baseada em Confiabilidade— RBDO

N

Incertezas

—

L.

Otimiza¢ao deterministica— DDO 'v

Mecanica Estrutural,
Custos de material e
manufatura

L 4

Py
Probabilidade de falha

" J

$

Risco = P¢ * Cr

N
P ——

-

Custos de falha

Otimizagdo considerando consequéncias de falha
ou otimizagdo de risco - RO

e
\

Figura 1.3 - Comparacio do escopo de formulagdes de otimizacdo deterministica,
RBDO, e otimizagao de risco.

2 Incertezas epistémicas estdio relacionadas ao nivel de conhecimento do problema, podendo ser do tipo estatistica, de decisio, de
modelo e fenomenolégica. Tais incertezas podem ser reduzidas ou eliminadas através da coleta de mais dados sobre os processos

envolvidos ou através de melhor conhecimento do problema (Beck et al., 2012).
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Por outro lado, métodos de confiabilidade e otimizacao estrutural siao usados em
conjunto com métodos numéricos de resolucdo mecanica da estrutura.. Nao obstante, a
crescente busca por economia e aplicagdo otimizada de material gera a concepgdo de
estruturas extremamente flexiveis. Como consequéncia, a analise de equilibrio na forma
ndo-deslocada ndo é mais aceitavel para grande parte das aplica¢des. A inclusdo de um
modelo de comportamento mecanico com resposta nao linear geométrica e do material
visa, desta forma, representar com melhor precisdo o comportamento dessas estruturas,

sendo fundamental para representar falhas por instabilidade.

0 estudo de nao linearidades no método dos elementos finitos (MEF ou FEM -Finite
element method-) foi abordado por Crisfield (1991,1997) e Pimenta (1988 e 1996), que
tratam da ndo linearidade geométrica. Ja o estudo das nao linearidades fisicas fixou-se
na utilizacdo de materiais elasticos ndo lineares através da teoria da elasticidade. A
diferenca entre as andlises linear e ndo linear geométrica e fisica pode ser vista na
Figura 1.4, que mostra a posicdo deslocada ap6s aplicacdo de uma carga de compressao

de uma mesma trelica com alturas distintas.

r ys
h Anidlise
néo =«

Anédlise linear .
linear

*

"«
Anilise
linear

Figura 1.4 - Posicido deslocada de uma trelica em analises mecanicas linear e ndo-linear.

Diferentes modos de falha tém consequéncias distintas e diferentes custos associados.
Modos de falha frageis ou subitos, que ocorrem sem aviso prévio, tém consequéncias
mais graves do que modos de falha ducteis. Modos de falha ditos de servigo, que levam a
suspensdo (temporaria) do uso da estrutura, tém custos menores do que modos de falha
ditos ultimos, que levam ao colapso da estrutura. O estudo da relagdo entre forma da
estrutura e consequéncias de falha é relevante porque, além do material, a forma de
uma estrutura determina quais os modos de falha mais provaveis. Ja as proporg¢des da

estrutura, de modo geral, determinam qudo provaveis estes modos serao.
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Quando o custo dos diferentes modos de falha é levado em consideracao, o resultado
depende dos parametros do problema, em particular dos diferentes custos de
falha. Mais ainda, a solu¢ao seria um compromisso entre os custos dos diferentes modos
de falha. Para a configuracdao da esquerda, na Figura 1.4, os mecanismos relevantes sao
snap-through3 e instabilidade das barras comprimidas. Para a estrutura da direita, o
problema de snap-through foi eliminado e o modo de falha mais relevante (mais
provavel) é a instabilidade das barras comprimidas. Em ambos os casos também pode

ocorrer ruptura das barras tracionadas ou esmagamento das barras comprimidas.

A Figura 1.4 ilustra um problema cldssico em que existe uma relacio de compromisso
entre diferentes modos de falha. Cada configuracdo possivel favorece alguns e
desfavorece outros modos de falha. Encontrar o ponto 6timo de compromisso entre
estes modos de falha requer a quantificagio das consequéncias de falha. Estas sao
multiplicadas pela probabilidade de ocorréncia de cada modo de falha, obtendo-se os
custos esperados de falha para cada modo. Os custos esperados de falha sao incluidos na
funcdo objetivo, de forma a obter-se a configuragcdo 6tima como aquela que leva ao
menor custo esperado total. Em contrapartida, quando os diferentes modos de falha sdo
considerados como restricbes de projeto (otimizacdo deterministica ou RBDO), a

solucao do problema passa a ser determinada por estas restricdes.

1.2  OBJETIVOS

O objetivo principal desta dissertagdo é otimizar uma estrutura sob incertezas
considerando o custo esperado de falhas. Trés falhas serdo consideradas: falhas por
instabilidade de ponto limite e de bifurcacao (flambagem) e de tensdo admissivel. As nao
linearidades fisicas e geométricas podem ter um papel importante na ocorréncia dessas
falhas e serdo incluidas nesse estudo. Espera-se compreender como a quantificacdo das
consequéncias de falha afeta a forma 6tima de sistemas estruturais, obter a relacao de
compromisso entre diferentes modos de falha bem como a margem de seguranga 6tima

em relacdo a cada modo.

3 A falha por snap-through, que ocorre devido a mudanca brusca da configuragdo de equilibrio, sera
explicada em detalhes no item 4.1.
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1.3 METODOLOGIA

As analises sdo feitas em uma trelica de duas barras utilizando o modelo mecanico com
ndo linearidade geométrica e fisica. As variaveis de solicitacao, resisténcia e de modulo
de elasticidade sdo consideradas com distribui¢cdes probabilisticas. O equacionamento
das equacdes de estado limite é feito com falhas por tensao (esmagamento e
escoamento) e falhas por instabilidades (bifurcacdo e ponto limite). O calculo das
probabilidades de falha é feito através do programa Strand com a utilizacdo do FORM. A
funcdo objetivo é entdo montada somando-se as parcelas de custos esperadas de falha
para cada modo e o custo inicial. Tal custo inicial é dependente das variaveis de projeto
que sdo de forma (altura e comprimento do vdo) e de tamanho (caracteristicas da secao
transversal: didmetro e espessura). A otimizacao estrutural é feita através da procura
exaustiva do ponto de minimo para cada cenario de consequéncias de falha. Os
resultados sdo comparados entre os diferentes cenarios e entre a otimizagdo

deterministica e ainda com a alteragdo da constante de nao linearidade fisica.

1.4  ORGANIZACAO DO CONTEUDO

O capitulo 1 traz uma introducdo a dissertacdo abordando os principais conceitos a
serem trabalhados e também uma justificativa ao trabalho. Os objetivos principais e
secundarios, incluindo a metodologia utilizada no trabalho também estao inclusos neste

item.

O capitulo 2 apresenta a revisdo bibliografica, na qual sdo abordados os tépicos de
confiabilidade estrutural, otimizacdo estrutural deterministica e de risco, bem como

comportamento estrutural ndo linear, estados limites e modos de falha.

No capitulo 3 faz-se a modelagem da estrutura proposta considerando os aspectos de

analise ndo linear geométrica e fisica.

O capitulo 4 estuda as principais falhas associadas a estrutura definindo as equacoes de
estado limite para os modos de falha de snap-through, flambagem e falha por tensao

admissivel.

No capitulo 5 é aplicada a otimizacdo de risco, no qual é definida a funcao objetivo do

problema, as variaveis aleatorias e de projeto e realizado o calculo das probabilidades de
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falha. Por fim, os custos esperados totais sdo apresentados em analises em funcao de um

e dois parametros e discutidos de acordo com a variacao dos custos de falha.

O capitulo 6 realiza uma comparacdo entre a otimizacdo deterministica e a de risco

desenvolvida.

Por fim, o capitulo 7 traz as conclusdes observadas e sugestdes para continua¢do do

trabalho.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Sejam X e d dois vetores de parametros de um sistema estrutural. O vetor X representa
todas as variaveis aleatorias do problema, como dimensdes, propriedades de resisténcia
de materiais e de membros estruturais, e solicitacdes. Alguns destes parametros sao
variaveis aleatérias por natureza, outros ndo podem ser definidos deterministicamente

devido a diversas fontes de incerteza.

Tipicamente, variaveis de resisténcia sdo representadas como variaveis aleatorias e
acdes sao representadas como variaveis aleatérias ou processos estocasticos. O vetor d
contém as variaveis de projeto do sistema, ou variaveis de otimiza¢do, como coeficientes
parciais de seguranga, dimensdes, coordenadas nodais e mesmo alguns parametros

(deterministicos) dos modelos de distribuicao de probabilidade das variaveis X.

A existéncia de incertezas e de comportamento aleatério implica em riscos, isto é, na
possibilidade de respostas estruturais indesejadas. A fronteira entre respostas
estruturais desejadas e indesejadas é formulada através de equacgdes de estado limite

g(X,d) = 0 de tal forma que:

2 (d) = {x|g(X,d) < 0} é 0 dominio de falha. 21

N4(d) = {x|g(X,d) > 0} é o dominio de sobrevivéncia.

Cada funcdo de estado limite descreve um modo de falha possivel para a estrutura, em
termos de performance (estado limite de servico) ou em termos de capacidade ultima da
estrutura. A probabilidade de uma resposta indesejada, ou probabilidade de falha, para

cada modo de falha, é dada por:

Pr=P[X € Qp(d)] = | frGodx (2.2)
f

onde fx(x) representa a funcdo de densidade de probabilidades conjunta do vetor
aleatério X o e P[.] representa probabilidade. Probabilidades de falha para cada funcido
de estado limite bem como para falha do sistema sdo calculadas através de técnicas de

confiabilidade estrutural como o método de aproximacao de primeira ordem (FORM) -
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First Order Reliability Method-, o de segunda ordem (SORM) -Second Order Reliability
Method- ou simulacao de Monte Carlo (Melchers, 1999; Ang e Tang, 2007).

2.2 OTIMIZACAO ESTRUTURAL

2.2.1 Otimizacao estrutural deterministica
Um problema de otimizagao estrutural deterministica pode ser posto como:

d* = arg min[C(d):d € §] (2.3)

onde C ¢ a fungdo objetivo, d sdo as variaveis de projeto (coordenadas nodais, area dos
elementos, densidade dos elementos) e § = {g;(d) <0, 1<i<n.} é o espaco de
projeto admissivel formado pelas n. restricoes g; do problema de otimizacdo. Na
otimizacao determinista, as restrigdes g; correspondem as equacgdes de estado limite da
Eq. (2.1). No entanto, as varidveis aleatérias X sdo substituidas por valores
caracteristicos ou nominais das resisténcias e acdes, ponderadas por coeficientes

parciais de seguranca, todos valores deterministicos.

Funcdes objetivo usuais em otimizacdo de topologia sdo o custo, volume ou energia de
deformacao elastica (compliance) de uma estrutura. As restricoes geralmente utilizadas

sdo: rigidez minima, volume maximo ou ainda tensdo admissivel.

2.2.2 Otimizacao de risco

A otimizacdo de risco se distingue de outras formula¢des de otimizacdo estrutural por
levar em consideracdo o efeito de incertezas em termos de probabilidades e os custos de

falha.

O custo total esperado (Cesperado totar) d€ um sistema estrutural em um problema de

otimizacgao de risco é formado pelo somatério dos seguintes custos:

Ciniciai: Custo inicial ou de construgdo da estrutura;
Coperacao’ CUsto de operagdo;

Cinspegio e manutencio® CUstos de inspe¢des, manutengdo, reparo e substituicao;

s W

Chescarte: Custo de descarte.
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Somados aos custos esperados de falha, que vem a ser produto dos custos de falha pelas

respectivas probabilidades de falha (Beck e Gomes, 2012):
Cfalha esperado (d) = Cfalha (d)Pf (d) (24)

Custos de falha incluem custos de reparo ou de substituicio dos componentes
danificados, custo de reconstrucdo completa do sistema, custo de indenizagcdes pagas a
funciondrios e a terceiros em decorréncia de falha acidental, e outros. Para determinar o
custo esperado de falha é necessario quantificar o custo de falha em termos monetarios,
bem como determinar a probabilidade de falha. A probabilidade de falha é avaliada

utilizando-se a teoria de confiabilidade estrutural, definida segundo a Eq. (2.4).

Para cada modo de falha do sistema ou de componentes do mesmo haverd um
componente de custo esperado de falha. O custo esperado total do sistema é dado pela

soma de todos os termos parciais de custo:

Cesperado total (d)
= Cinicial (d) + Coperagﬁo (d) + Cinspegéo e manutengio (d) (25)

modos de falha

+ Cdescarte (d) + Zk—l Cfalha(d)Pf(d)

O custo inicial aumenta diretamente com o nivel de controle ou de seguranca planejados
em projeto. Os custos de inspecao, manutengdo, reparo e substituicdo variam conforme a
politica adotada. Em geral, gastos com estas acdes tem impacto na probabilidade de
falha do sistema, e, consequentemente nos custos esperados de falha. Portanto, gastos
com inspe¢ao, manuteng¢ao, reparo e substituicdo aumentam a terceira parcela da Eq.
(2.5), mas tendem a diminuir a parcela dos custos esperados de falha. Maiores
investimentos em inspecdo, manutenc¢do, reparo e substituicdo tém um efeito
aproximadamente linear nos custos diretos, Cipspecio e manutencior d@ Eq. (2.5)), mas um
efeito ndo-linear nas probabilidades de falha, conforme ilustrado na Figura 2.1. Segundo
Beck e Gomes (2012), isto ocorre porque, a partir de um determinado nivel de

investimento nestas a¢des, a probabilidade de falha ja ndo é mais afetada pelas mesmas.

A quantidade ideal de recursos a investir em politicas de inspe¢cdo e manutencao é

aquela que leva ao minimo custo esperado total. Esta quantidade pode ser encontrada
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através da solucdo do seguinte problema de otimizacdo de risco, também ilustrado na

Figura 2.1.

d*=arg min[cesperado total(d): deS] (2.6)

| BNLINL N N NN N N BN BN B B BN BN B BN BN BN NN BN B N BN R BN B BN SN B N S R BN SN N S |

2 ¢ a0, etc.
custo de inspegao, manutenga

custo em unidades monetarias

custo esperado de falha

N T T S T N T T T T N TN T O T N T O T T N T T T

1 2 3 4 5 6 7 8

Nivel de inspe¢do, manutencdo e controle.

Figura 2.1 - Composic¢ido do custo esperado total de um sistema
estrutural hipotético. (Fonte: Beck, 2009)

onde S = {din < d < d,,4} € 0 espaco de projeto admissivel e d,,;, € dyqx S30 0S
limites inferiores e superiores das varidveis de projeto (coordenadas nodais, area dos
elementos, densidade dos elementos). E importante observar que nesta formulagio as
restricoes correspondentes as equacgdes de estado limite foram incorporadas a fung¢do
objetivo. Nas otimizacdes deterministica e baseada em confiabilidade (RBDO), as
equacoes de estado limite representam restricdes de projeto, enquanto na otimizacao de
risco o problema esta livre: logo, esta ultima formulacao permite encontrar o balanco
adequado entre os modos de falha, ou as margens de seguranga apropriadas em relagdo
a cada modo de falha. Esta formulacdo é também chamada de otimizagdo de custos sobre
o ciclo de vida. No entanto, os custos de ciclo de vida nao precisam estar
necessariamente envolvidos, isto é, pode-se resolver o problema de otimizacdo de risco
envolvendo somente a primeira parcela, Cj,;qiq;, €  Ultima, referente ao custo esperado

de falha, do lado direito da Eq. (2.5).
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A otimizacao de risco pode ser realizada através do controle das probabilidades de falha
e/ou dos custos de falha. No entanto, a mitigacao de risco através de preparo, educagao,
treinamento e outros estdo fora do escopo desta investigacdo. Embora custos de falha
sejam constantes, é importante notar que esta formulagcdo permite um balanco entre
modos de falha conflitantes com custos de falha distintos. Consequentemente, os estados
limites ultimos e de servico, com seus diferentes custos de falha intrinsecos, sdo

facilmente representados na formulagao de otimizac¢do de risco (Gomes e Beck, 2013).

Deve-se ressaltar que a otimizac¢do de risco acima é bastante diferente da RBDO. Embora
esta separacdo nao seja sempre clara na literatura, artigos classicos de RBDO, como o de

Qu e Haftka (2004), referem-se ao seguinte problema:

d* = arg min[Ciiciai(d): d € S] (2.7)

onde Cinicia; € 0 custo inicial ou de producdo, que pode incluir custo de materiais

(calculados a partir do volume) e custos de mao-de-obrae Py . € arestricio em
admissivel
termos de uma probabilidade de falha admissivel. O espaco de projeto do problema de

otimizacdo torna-se § = {Pf(i)(d) <pW¥ 1<i< nc} , onde cada equagdo de

fadmissivel’

estado limite da origem a uma restricdo em termos de probabilidades de falha

admissivel.

Em problemas convencionais de RBDO, as incertezas sobre os valores dos parametros
de projeto sdo modelados como variaveis aleatérias. Um método eficiente de resolucao é
considerar as médias destas varidveis aleatérias como varidveis de projeto, assim a
funcao objetivo torna-se uma func¢ao deterministica. Ja nas restri¢cdes considera-se que a
probabilidade da restricdo ndo ser satisfeita deve ser inferior a certa probabilidade de
falha admissivel, escolhida apriori pelo projetista. Portanto, formula¢des classicas de
RBDO nao incluem custos de falha na funcdo objetivo. Isto gera diferencas significativas

nas estruturas 6timas encontradas, como evidenciado por Beck e Gomes (2012).

Na otimizacdo de risco, as analises de confiabilidade sdo repetidas centenas de vezes.
Portanto, o algoritmo usado para andlises de confiabilidade deve ser muito eficiente. O
FORM é razoavelmente preciso e bastante eficiente para problemas de alta e baixa

probabilidade de falha.
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No FORM, a Eq. (2.2). é resolvida, segundo Melchers (1999), através do mapeamento do
espaco de varidveis aleatérias X do espaco original para o assim chamado espaco

Gaussiano padrao.

u = T[x] gu(w,d) = g(T~*[ul,d) (2.8)

onde u representa um vetor? cujos componentes sdo varidveis aleatérias Gaussianas
padrao independentes e identicamente distribuidas. Este mapeamento pode ser
realizado pela transformag¢do de Nataf ou de Rosenblatt (MELCHERS, 1999). No espaco
Gaussiano padrdo, a fun¢do conjunta de probabilidades f (u) é rotacionalmente
simétrica e, portanto, o ponto u* na fungdo de estado limite g (u,d) =0 que é mais
préximo a origem representa o ponto de maior probabilidade de falha, também
conhecido como ponto de projeto. Essa caracteristica também permite que a busca pelo
ponto de projeto seja feita por um problema de otimizagdo com restricdo:

u* = arg min ||u|| (2.9)
sujeitoa g,(u,d) =0

Da Eq. (2.9), 8 = [lu|

¢é o indice de confiabilidade de Hasofer-Lind, que vem a ser a
distancia entre u* e a origem do espago padrdao. O FORM, portanto, consiste em
encontrar o ponto de projeto u* e aproximar a fung¢do de estado limite original g, (u) por
um hiper-plano tangente no ponto de projeto. A aproximacao de primeira ordem da

probabilidade de falha é dada por:

Pp(d) = P[g, (u,d) < 0] = &(—p) (2.10)

onde @ é a funcdo de distribuicdo cumulativa de probabilidades de uma distribuicao
normal com média nula e desvio-padrdo unitario, chamada de distribuicdo normal

padrao.

O calculo das probabilidades de falha pode variar de acordo com o método usado para a
sua determinacgdo. Sendo possivel utilizar simulacées de Monte Carlo para avaliar a

probabilidade de falha. A probabilidade de falha, via Monte Carlo simples (SMCS), é

4 A letra u em negrito se refere a um vetor do espaco Gaussiano padrio e ndo tem relagdo com os
deslocamentos u utilizados ao longo deste trabalho.
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obtida integrando-se sobre todo dominio o produto da fun¢do indicadora, I[x], pela
funcdo de densidade de probabilidade conjunta f,(x), por definicdo, esta expressdo

representa o valor esperado® da func¢ao indiciadora, E[I[x]].
Pr = fl[x]fx(x)dx = E[I[x]] (2.11)

Ja a amostragem por importancia (SMCI) procura deslocar os pontos de amostragem
para regides importantes do dominio de falha utilizando uma fun¢do de amostragem
hy(x). Uma das varias estratégias para a determinacdo da fun¢do de amostragem é

centra-la no ponto de projeto. A Eq. (5.5) mostra a alteragdo em relagdo ao SMCS:

p= | I[x]% ha(x) dx (212)
Problemas de otimizagdo de risco e RBDO envolvem analises de otimiza¢do internas
quando a probabilidade de falha é avaliada pelo FORM (Eq. (2.8)). Esta é uma dificuldade
importante, uma vez que analises de otimizacdo envolvem a realiza¢do de centenas de
respostas estruturais. Portanto, o custo computacional de resolver o modelo (via MEF) é
composto, pois o modelo deve ser resolvido centenas ou milhares de vezes. Muitos
atalhos foram desenvolvidos para problemas de RBDO, tais como a utilizacao
programacdo sequencial, fator de probabilidade e outros. No entanto, esses atalhos ndo
servem para problemas de otimizag¢ado de risco sendo, portanto, problemas de resolucao
mais trabalhosa. Além disso, foi observado que a formulagdo da Eq. (2.5), por incluir as
"restricoes" de projeto na funcdo objetivo, d4 origem a problemas de otimizacdo com

multiplos minimos locais (Beck e Gomes, 2012).

5 Nao confundir a expressdo de valor esperado com o mddulo de elasticidade do material de estudo.



Pagina 38 Pedrosa TG: Otimizagao Estrutural sob Incertezas considerando Consequéncias de Falha

2.3 COMPORTAMENTO ESTRUTURAL

2.3.1 Teoria da elasticidade nao-linear

O uso do modelo elastico nao linear abandona a hipdtese de pequenas deformacgdes e
obriga a usar um tensor deformacdo ndo-linear e nado-infinitesimal, dando maior
complexidade a lei constitutivas. Além disso, as equag¢des resultantes da anulagdo desta
hipétese incluem fend6menos de nao-linearidade geométrica (flambagem, abaulamento,

snap-through,...).

Considerando o material como um meio de resposta elastico-linear, a Lei de Hooke com
resume a relacdo constitutiva, sendo expressa, no caso unidimensional, pela seguinte

relacdo tensao-deformacao:

c=Ec¢ (2.13)

Nesta Eq. (2.13), o mddulo de elasticidade ou mdédeulo de Young, E, é entendido como

uma constante de proporcionalidade entre as duas grandezas: tensao (o) e deformacdo
(€).

Embora existam na literatura varias medidas de deformacdo, a medida de deformacao
quadratica ou de Green dada pela Eq. (2.14) serd adotada, dando origem a seguinte
relacdao de compatibilidade:

A7 -1 (2.14)
2

onde A é a razao entre o comprimento final e inicial do elemento. A Eq. (2.14) sera

& =

escrita, na sequencia, em funcao dos comprimentos, como é possivel ver na Eq. (3.3).
Resta a definicao da lei constitutiva que prescreva a variacdo do médulo de elasticidade
com o deslocamento. Admitindo-se a seguinte lei de variacdo, que ilustra tal

dependéncia, tem-se:

Ew) =Ey(1—negw))c/ n>0e0< ¢ S% ou0 < €< Enax (2.15)

A lei adotada, embora ilustrativa, é representativa de um caso de elasticidade nao-linear,
sendo &5, uma limitagdo que garante a restricdo do modelo ao regime de pequenas
deformagdes e n uma constante positiva limitada pelo inverso de &,,5, para que nao

resultem valores negativos do médulo de elasticidade.
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2.3.2 Aspectos de nao-linearidade

Uma estrutura tem seu comportamento dito linear quando as relagdes de equilibrio
tomam como referencia a configuracdo inicial da estrutura. Adotando hipoteses
consistentes com essa teoria, variacoes lineares e angulares associadas as deformacgdes
sao descritas adotando-se simplificacbes de natureza geométrica. Além disso, outras
restricdes sao necessarias para reproduzir uma resposta estrutural linear, como a
adoc¢do de uma relacao de proporcionalidade entre tensoes e deformacgdes e invaridancia

das condig¢des de contorno durante o processo de deformacao.

O regime de comportamento ndo linear de uma estrutura pode ser obtido através da
retirada de qualquer uma dessas hipoteses. A nao linearidade fisica surge da admissdo
de ndo proporcionalidade entre tensdo e deformacao; a ndo linearidade geométrica da
retirada das restricdes nas descricbes das mudancas de geometria. A variacao das
condi¢des de contorno, por sua vez, determina a ndo linearidade de contato, que nao

serd estudada neste trabalho.

Do ponto de vista mais geral, pode ocorrer mais de um fator indutor de comportamento
ndo linear, razdo pelas quais ambas as ndo linearidades fisica e geométrica serdo alvo
deste estudo. A ocorréncia de uma nio linearidade tem, no entanto, influencia sobre

outra, razao pela qual estudos de nao linearidades Unicas nao podem ser sobrepostos.

Na ndo linearidade fisica, procura-se considerar a resposta de certo meio além dos
limites do regime elastico linear idealizado. Quando ha uma relagdo constitutiva nao
linear surgem mudangas na resposta fisica dos materiais (distribuicdo das tensdes ao
longo da extensdo de uma barra, bem como ao longo dos eixos e das faces das suas
proprias secdes). A variacdo das leis constitutivas que governam o comportamento nao
linear material tem como inconveniente o fato das equagdes de equilibrio terem que ser
determinadas para estruturas cujas propriedades fisicas dependem da tensao, existindo

o problema de nao poderem ser conhecidas antecipadamente.

A ndo linearidade geométrica, também conhecida como “efeito de segunda ordem”,
surge devido a modificacdo da geometria de referéncia da analise ao longo do processo
de deformacdo do corpo. Pode ocorrer devido a grandes deformacdes, grandes
deslocamentos e rotacdes da configuracdo de referéncia, ou dos dois juntos. A estas

alteracdes somam-se acréscimos nos esforc¢os, resultado direto das novas e sucessivas
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excentricidades criadas pelos movimentos proprios da estrutura em deformacao
acompanhados de alteracdes da rigidez da estrutura gerada pelo significativo valor que
as forgas internas venham a assumir. A descri¢do geral da condi¢do de equilibrio na
posicdo deslocada é feita através do principio dos trabalhos virtuais (Paula e Proenca,

2008).

A consideracao geral de grandes deslocamentos e pequenas deformac¢des ou, de modo
mais geral, grandes deformacgdes deve ser usada com cautela, uma vez que em situa¢oes
particulares, como a de estruturas esbeltas abatidas, mesmo com pequenos
deslocamentos lineares e regime de pequenas deformagdes podem ocorrer fendmenos
de instabilidade estrutural, o que sé é convenientemente representado através da

correta descricao das rotagoes globais (Martins e Greco, 2013).

2.3.3 Comportamentos pos criticos

[lustram-se nesta secdo alguns dos processos de deformacdo ndo linear que uma
estrutura pode sofrer em comportamento pos-critico, devendo ainda em certos casos
falar-se de instabilidade, desde que em qualquer momento tenha existido uma perda de
equilibrio caracterizada por um valor minimo da rigidez da estrutura numa fase
intermediaria do processo. A Figura 2.2 mostra as curvas de carga versus deslocamentos

para o caso normal e de comportamento pds-criticos.

d

A J
v

Figura 2.2- Caso normal (esquerda) e caso de bifurcacio do equilibrio (direita).(Fonte: Martins e Greco, 2013)

O caso normal é caracterizado por alguma perda na rigidez e no aumento moderado da
deformacgdo. Neste caso existe uma relacdo univocidade entre cargas e deslocamentos,
isto é, existe uma unica deformag¢do associada a uma dada carga. Além disso, as
deformag¢des ndo necessariamente comprometem a utilizagdo no regime plastico. A

bifurcacdo de equilibrio é caracterizada por um comportamento essencialmente linear,
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até atingir um ponto a partir do qual entra-se em ampla ndo linearidade. O nome
bifurcagdo surge aqui, ligado a possibilidade de existirem duas trajetérias que passem
pelo mesmo estado de equilibrio, a partir do qual estas se tornam instaveis. E uma
situacdo em que deixa de haver univocidade entre a carga e o deslocamento no seu

ponto de aplicagao.

Os préximos comportamentos, mostrados na Figura 2.3, dizem respeito as instabilidades
causadas por inflexdao. Em ambos os casos, a mudanca entre as fases de perda e ganho de

rigidez é caracterizada por um ponto de inflexdo, dai a designagao do préprio fendmeno.

P
F }
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Figura 2.3- Caso de inflexdo da trajetéria de equilibrio: sem descontinuidade (esquerda); com
descontinuidade do tipo “snap-through” (direita acima) e com descontinuidade tipo “snap-back” (direita
abaixo). (Fonte: Martins e Greco, 2013)

No caso de inflexdo na trajetoria sem descontinuidade, a rigidez da estrutura apresenta
um valor minimo numa fase intermediaria do processo. Na situacao particular com
descontinuidade, chamada “snap-through”, os efeitos de nao linearidade, acompanhados
de uma diminuicdo da rigidez, vao-se acentuando com o aumento de carga,
prosseguindo até que a trajetdria alcanga um ponto de maximo, onde a rigidez se anula e
a estrutura se torna instavel. E entdo procurada uma nova configuragio de estabilidade
e a estrutura vé o seu equilibrio restituido, apés o aumento brusco de deformacao. A
energia potencial assim libertada estd associada a um fend6meno fortemente dinamico
que acompanha a variacdo profunda da geometria da estrutura. Um caso analogo, mas
em que se verifica adicionalmente uma diminuicdo transitéria em termos de

deslocamento é designado por “snap-back”.
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Como nocdo tedrica muito importante, nunca sera o valor absoluto desta carga-tipo que
fara variar o aspecto da curva carga-deslocamento. O valor dessa acdo s6 determinara
quao longo vai ser a extensdo total da linha representativa da relacdo carga
versus deslocamento, jamais a sua forma. Segundo Martins e Greco (2013), a aparéncia
da trajetéria estd intimamente ligada as propriedades geométricas e fisicas das secg¢des
dos elementos. Uma variacdo da inércia destas secdes, por sua vez, pode determinar
maior ou menor concavidade e convexidade do percurso (em que, no extremo, tem-se

uma situacao de instabilidade por inversdo de equilibrio).

Assim, nota-se que o grau de comportamento nido linear de uma estrutura, para uma
mesma geometria global, varia decisivamente com a rigidez dos seus membros.
Secundariamente o valor da carga-tipo assume importancia fundamental, sendo esta
mais relevante quando sua dimensao coloca a estrutura ja perto do colapso geométrico,

ou seja, na iminéncia da bifurcagdo de equilibrio.

2.3.4 Estados limites e modos de falha

A formulacdo das restricdes do problema de otimizagdo é feita através das equacgdes de
estado limite. Cada modo de falha da origem a um estado limite que corresponde a um
estado indesejavel da estrutura por ndo atendimento de um requisito de servico ou de
seguranca. Para ajudar a definir fronteiras entre estados desejavel e indesejavel sao
usadas, em termos matematicos, funcdes de estados limites. Os modos de falha e os
estados limites correspondentes representam modelos idealizados da falha de

estruturas.

Os estados limites podem ser divididos em ultimos e de servigo. Os ultimos levam ao
colapso ou dano grave e permanente da estrutura, correspondendo aos requisitos de
segurancga que envolve a capacidade maxima de carga ou de deformacao da estrutura. Os
de servico correspondem aos requisitos de servico da estrutura e a condigdes normais
de uso, que podem ser reversiveis ou irreversiveis. Como estes ultimos s6 caracterizam
falha ap6s um periodo prolongado de tempo ou de uma sucessao de ocorréncias ndao

serdo utilizados neste estudo.

Existe, no entanto, a probabilidade de que o sistema estrutural atinja um ou mais

estados limites. Essa probabilidade é ocasionada pela existéncia de parametros que sao
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variaveis aleatorias por natureza e de outros que ndo podem ser definidos
deterministicamente devido a fontes diversas de incerteza. Os resultados produzidos

quando um modo de falha ocorre sdao determinados como consequéncias de falha.

O conhecimento da relacao entre a forma de uma estrutura e a ocorréncia dos modos de
falha inerentes a mesma permite auxiliar nos aspectos de seguranca, aumentando o
nivel de confiabilidade da estrutura. Para determinar o quao critico é um modo de falha,
pode-se multiplicar a probabilidade de ocorréncia deste modo pela quantificacdo
monetdria das consequéncias da falha englobando tanto abrangéncia do impacto quanto

gravidade dos efeitos.
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3. EXEMPLO ANALITICO DE APLICAGAO: TRELICA PLANA

3.1  CONSIDERACOES INICIAIS

Trelicas sdo estruturas nas quais as for¢as nas barras sdo transmitidas ao longo do
comprimento dos elementos, sendo as forcas aplicadas somente nos ndés de modo
concentrado. No caso do elemento finito de trelica (barra), tem-se como graus de
liberdade as posi¢cdes finais dos dois nds extremos. A configuracao inicial ou
indeformada é presentada pelas coordenadas cartesianas e a atual ou deformada pode
ser representada pela soma dos deslocamentos aplicados as coordenadas iniciais (ver

Figura 3.1).

Yy

Y2

341

Figura 3.1 - Elemento de barra no estado deformado e indeformado. A barra em linha tragajada representa o
estado indeformado dado pelas coordenadas (xq,y;)e (x3,y2). Apoés a aplicacio de deslocamentos
horizontais (u) e verticais (v) as coordenadas iniciais e finais que definem o comprimento da barra
deformada sofrem os acréscimos de deslocamento (x; + uy,y; +v{)e (x; + u, ey, + v;). O comprimento
final da barra passa entdo a ser uma funcio em termo dos deslocamentos sofridos, 0 mesmo ocorre para o
angulo 0 de inclinacio.

A trelica de Von Misses, a ser estudada neste trabalho, é caracterizada por um sistema
mecanico com duas barras. Sua analise sera feita considerando nao linearidades fisica e
geométrica. A carga serd aplicada no ponto de jun¢do das barras produzindo uma
deformacgdo simétrica. Tal aplicagdo de carga pode produzir instabilidades a depender
do angulo entre as barras. Uma instabilidade ndo muito abordada é a instabilidade por
ponto limite, chamada fendmeno do snap-through. Nesta falha, a carga critica de
compressao faz com que a estrutura assuma uma forma de equilibrio reversa de modo
repentino, por isso, a designa¢do snap-through (movimento subito de um lado a outro)

Portanto, é possivel afirmar que a trelica de Von Misses possui comportamento
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biestavel. Com a diminui¢do do angulo entre as barras, e portanto, aumento da esbeltez
das barras, aumenta-se a probabilidade de ocorréncia de instabilidade por bifurcacao,
caracterizada pela flambagem do elemento estrutural. Tais instabilidades sdo tratadas
como falhas da estrutura sendo calculada uma probabilidade de falha a cada modo.
Trata-se ainda da falha por tensdo admissivel que é descrita por esmagamento ou

escoamento das barras a depender da solicitagao.

Para modelar o problema, sera feita uma solucdo analitica que trate o comportamento
nao linear fisico através de uma lei constitutiva de variacdo para o moédulo de
elasticidade, com o deslocamento e o comportamento nao linear geométrico através da

incorporacao da posicao deslocada na equacao de equilibrio do problema.

3.2 FORMULAGCAO: NAO LINEARIDADE GEOMETRICA

A formulacdo do problema com a consideracdo de ndo linearidade geométrica depende
da consideracao da posicdo deformada da estrutura, isto é, a posicao final da estrutura é
dada em funcdao dos deslocamentos sofridos a cada passo de carga. A principio, na
configuracdo (posicao) inicial, as barras formam, com a horizontal, um angulo 8, como
indicado na Figura 3.2. Com aplicacdo de uma carga, a configuracdo da estrutura é
alterada e a posi¢do deslocada é calculada a partir do equilibrio do né central, o qual é

feito segundo o balango de forcas nas dire¢des vertical e horizontal.

yv u(}’) IB + +

Figura 3.2 - Trelica de duas barras em posicio deformada. A direcdo de aplicacido da forca foi tomada como
positiva a fim de minimizar desgastes de calculos com deslocamentos negativos. Em casos de compressio o
moddulo da forc¢a e dos deslocamentos deve ser tomado como negativo. Os valores com indice ( representam
posicido indeformada ou inicial, os indices; representam posicées deslocadas apds aplicacio de passos de
carga.

Para obter o equilibrio do n6 central faz-se o detalhamento das forcas atuantes no né
B segundo a Figura 3.3 a direita, na qual é considerada a representacdo simétrica da

estrutura.
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Figura 3.3 - Trelica simples em representacido com simetria. O apoio que corretamente representa o
comportamento do né central é aquele que restringe movimentos horizontais e libera deslocamentos
verticais, objetivo do estudo.

Considerando a condi¢do de equilibrio de for¢as no ponto B na dire¢do vertical (y) e
admitindo-se que o angulo 6 é muito pequeno, tem-se:

Nh+u
P(u) =P, =Nsin6; = %) (3.1)
onde P, é a carga vertical aplicada, N é o esfor¢o normal na barra e o seno do angulo 6; é
dado na posicdo deslocada, considerando o comprimento final da barra e o

deslocamento vertical u(y).

O calculo do esfor¢o de compressdo normal (N) na barra representada na Figura 3.3
também é feito através dos esforc¢os internos, onde a normal é dada pela tensao aplicada
em uma determinada area; tal tensdo é dada pela lei de Hooke (deformagao por médulo

de elasticidade).

N=cA=EcA (3.2)

Dentre outras medidas de deformacao, emprega-se a medida quadratica ou medida de

Green definida por:

1/12—12

Considerando-se a geometria, os comprimentos envolvidos sdo escritos como:

Lo=+b2+h> e L=+b2+(h+u)? (3.4)

Sendo assim:
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‘. - 1(b*+ (h+u)? - % +hY)) 1<2hu + u2> (3.5)

2 b2 + h? 2\ Ly®
Sendo assim, de forma sucinta o esfor¢co normal nas barras é dado por:
N =E) g;(u) A, (3.6)

onde A, representa a drea nominal, ou inicial, da se¢do transversal. Ndo é considerado o

efeito de Poisson; portanto as areas inicial e final sdo equivalentes.

Em termos de ndo linearidade geométrica, a carga P escrita em func¢ao do deslocamento

u é dada por:

EA 3 1
P = —30(h2u +—hu® + —u3) (3.7)
3 2 2
ou
AN Tu 3,82 1,3 (3.8)
s =£4(p) [i+3G) +z ()]

A representacdo grafica das Egs. (3.8) e (3.7), ilustrada na Figura 3.4, mostra claramente
um comportamento ndo linear. Observa-se que, se as barras forem carregadas com uma
forca crescente —F, no ponto A, ndo seria possivel acompanhar a trajetdria real, e
poderia ocorrer um salto brusco para uma configuracao referente ao ponto C. A este
salto se associam efeitos dinamicos ndo despreziveis. Em situacdes como esta, faz-se
necessario o uso de estratégias adequadas a construcdo da trajetoria de equilibrio, tais
como métodos iterativos capazes de representar as solugdes em cada ponto dessa

trajetoria.

Figura 3.4 - Diagrama carga-deslocamento para trelica de duas barras. (Fonte: Crisfield, 1991)
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Segundo Crisfield (1991), a construgdo da curva com comportamento nao linear pode
ser feita através do conhecimento da inclinacdo tangente da mesma em varios pontos.

Esta tangente é a derivada da for¢a F em relacdo ao deslocamento u. Assim, tem-se:

t == g (h +3hu+2u
ou
EA [h\* u 3 u\2
=— (= )+ 2 (= (3.10)
Ke=7 (lo) [1+3(h)+2(h)]

onde K; é chamada de matriz de rigidez tangente. Na configuracdo inicial, ainda sem o
conhecimento do deslocamento u, a matriz de rigidez tangente € equivalente a matriz de
rigidez elastica linear, que depende somente da configuracdo geométrica inicial da
estrutura. Nas configuracdes seguintes, a matriz de rigidez tangente é a soma da matriz

de rigidez elastica e da matriz de rigidez geométrica.

3.3 FORMULACAO: NAO LINEARIDADE FiSICA

Adotando-se a validade do modelo para pequenas deformacdes descrito na Eq. (2.15)
com 1 = 100, tem-se &,4, = 1/1 = 0,01. A relagido tensido-deformagio para definir a

resposta constitutiva sdo dados pela igualdade:

o = Ey(1 —ne)e (3.11)

Na Eq. (3.11), a constante de ndo linearidade fisica n tem o papel de reger a infléncia da
ndo linearidade fisica no comportamento do material. A Figura 3.5 ilustra o grafico
obtido ap6s a adogdo de valores arbitrarios de deformacdo para obter a tensao

respectiva.
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Figura 3.5- Comportamento do material elastico nio linear idealizado.

Os pares positivos de tensdo-deformacdao gerados na Figura 3.5, no entanto, nao
representam o problema de aplicacio de for¢as de compressdao. No problema em
questdo, as deformagdes geradas nas barras sdo negativas, sendo o comportamento da
tensdo representado pela parabola com concavidade inversa. Para manter o médulo de
elasticidade positivo, tendo em vista deformagdes negativas em virtude da orientacao

dos deslocamentos, usa-se a Eq. (3.11) com sinal positivo.

3.4 ANALISE NAO LINEAR DA ESTRUTURA

A andlise ndo linear da estrutura pode ser feita de diversas formas. Primeiramente,
procurou-se resolver o problema variando a altura da trelica em software comercial
ANSYS. Em seguida, estratégias do programa comercial, como o uso do comprimento de

arco e dos incrementos de carga, foram implementadas em um algoritmo.

3.4.1 Definicdo das caracteristicas geométricas e do material

A estrutura a ser analisada consiste em uma trelica simples de duas barras sob forga
concentrada aplicada no né central e com material de resposta eldstico ndo-linear. Como
propriedades geométricas iniciais, adota-se um vao unitario, com 1 metro. Por se tratar
de uma estrutura simétrica, cada semi-vao tem 50 cm. A altura inicial adotada é igual a 5

cm, uma vez que estruturas abatidas apresentam instabilidade por ponto limite.

A forga aplicada P, = 50kN foi determinada de modo a ter intensidade suficiente para

causar os modos de falha a serem estudados, dire¢do vertical e sentido negativo e é
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aplicada no né central da estrutura. O mddulo de elasticidade inicial E, vale
20500 kN /cm?, as barras tem secdo circular com didmetro de 2,54 cm e area de secdo
transversal igual a 5,07 cm?, constante ao longo do comprimento das barras. O peso da

barra é 3,98 kg/m e o momento de inércia a flexdo é td*/64 = 2,043 cm*.

3.4.2 Resolucao em programa comercial ANSYS

Neste primeiro estudo foram feitas sucessivas analises no ANSYS com variagao na altura
da trelica. Considerou-se material nao linear elastico, regime de grandes deslocamentos
e os dados geométricos do item anterior. A Tabela 3.1 resume os dados de deslocamento
e forca normal em dois pontos da trajetdria de equilibrio e a Figura 3.6 mostra tal

variacdo em funcao da altura.

Tabela 3.1- Dados obtidos da analise nio linear no ANSYS.

Altura | U finat | N ormal | Ujnite Niim Carga Limite
2,0 -6,997 251,3 -0,968 | -90,258 -2,4
3,0 -8,246 239,6 -1,291 | -158,389 -7,6
35 -8,931 2315 -1,383 | -218,413 -11,5
3,8 -9,355 226,4 -1,488 | -238,931 -14,2
4,0 -9,645 222,9 -1,578 | -249,104 -16,2
4,5 -10,403 213,2 -1,689 | -253,437 -21,6
50 -11,217 | 203,0 | -1,717 | -259,835 -27,5
5,2 -11,535 198,9 -1,753 | -259,135 -30,0
55 -12,037 192,8 -1,948 | -258,765 -33,1
6,0 -12,901 182,8 -1,917 | -259,247 -39,7
6,5 -13,785 173,4 -1,825 | -259,439 -46,5
6,6 -13,963 171,6 -1,779 | -258,414 -47,9
6,7 -14,143 169,8 -1,746 | -235,850 -49,2
6,8 -1,556 -239,7 | -1,556 | -185,076 -50,0
7,0 -1,170 -215,8 | -1,170 | -156,882 -50,0
8,0 -0,711 -173,3 | -0,711 | -136,870 -50,0
9,0 -0,516 -149,5 | -0,516 | -122,768 -50,0
10 -0,398 -132,6 | -0,398 | -111,606 -50,0
11 -0,321 -119,7 | -0,321 | -90,258 -50,0
12 -0,267 -109,4 | -0,267 | -158,389 -50,0




Pagina 52 Pedrosa TG: Otimizagao Estrutural sob Incertezas considerando Consequéncias de Falha

Os valores Uginq € Normal representam o deslocamento total da estrutura e forga
normal da estrutura apds aplicacdo total da carga, considerando grandes deslocamentos
com comprimento de arco. Os valores que seguem sdo referentes ao ponto limite, ou
seja, o deslocamento imediatamente anterior a inflexdo das barras (Ujjmite), @ normal

nas barras neste dado momento (N;;;,,) e a respectiva carga aplicada na estrutura.

Na Tabela 3.1, é possivel ver que a partir da altura igual a 6,8 ja4 ndo se observa o
fendmeno do snap-through, sendo o deslocamento no ponto limite igual ao
deslocamento total e a carga neste ponto igual ao carregamento total. Nesta

configuracdo, a estrutura ja ndo apresenta uma forma tao abatida.

Segundo Lima e Venancio Filho (1992), quando a elevagao h é suficientemente pequena,
ou seja, tal que o angulo de inclinac¢do inicial das barras da trelica seja inferior a 5 graus,
as deformac¢des permanecem pequenas para todo o carregamento, verificando-se,

portanto®, A = 1. Assim, as medidas de deformacgao se confundem.

Para trelicas com inclinagdes superiores a cinco graus, os resultados de deslocamento
sdo coincidentes enquanto as deformacdes sdo ainda pequenas. Assim, tomar ‘a
priori’ 1 = 1 pode constituir uma aproximacao significativa, particularmente quanto a
determinacdo da carga limite. Vale observar que, para essas inclinacoes, pode ocorrer

bifurcacdo do equilibrio antes de atingir o ponto limite.

A Figura 3.6 mostra a variacdo dos deslocamentos ao final do carregamento U;¢q; €

imediatamente antes da inflexao (U;j,;te) €m funcdo da altura.
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Figura 3.6- Variacdo do deslocamento total e limite em fun¢io da mudanca da altura da trelica. Pontos de
deslocamento limite coincidentes se referem a configuracdes que nio sofreram inflexao.

6 A foi definido anteriormente no item 2.3.1 como a razio entre o comprimento final e inicial do elemento.
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E preciso lembrar que os deslocamentos limites sdo calculados com porcentagens
parciais do carregamento total. A irregularidade da curva de (Ujjnmite) pode ser explicada
pelo comportamento da matriz de rigidez tangente com relacdao a cada configuracao,

como sera visto na Figura 3.9.

3.4.3 Definicao da matriz de rigidez tangente algebricamente

A definicao da nao-linearidade do material permite expressar na Eq. (3.12) a forga
normal nas barras em funcdo dos deslocamentos. Tal equacdo é fundamental para a
resolucdo numérica, uma vez que a matriz de rigidez tangente depende da sua derivada

parcial em funcao dos deslocamentos.

N(u) = EqAp g6 (1 +ngg) = EpAy

l(M) +2<2h“_+“2)2] (3.12)

Utilizando o procedimento incremental iterativo de Newton-Raphson, que pode
empregar tanto for¢ca quanto deslocamento como pardmetro controlador, o residuo
dado pela equacdo de equilibrio na posicdo deslocada deve ser nulo. Assim, tem-se o

residuo dado por:

h+u
R@) = 2N(u)—( T )—P (3.13)
Impondo anula¢do deste residuo em u + Au:

R(u+ Au)=0 (3.14)

Expandindo a Eq. (3.14) em série de Taylor até a primeira ordem tem-se:

dR
R(u+ Au) = R(w) +—|, Au (3.15)
du
Onde a derivada parcial do resto em relacao ao deslocamento é conhecida como matriz
de rigidez tangente (K;) e, portanto:
Rw)+ K, Au=0 (3.16)
Considerando (3.13) em (3.14)

h+u
L

Aplicando a expansdo em série de Taylor até a primeira ordem do termo N(u + Au):

Au
2 N(u + Auw) +2N(u+Au)T—P=0 (3.17)
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h+u Au
N(u)+ |u Au +2[N(u)+ ot TP =0 (3.18)
A derivada de N em relacido ao deslocamento (u) é:
dN h+u
T ly Au = EyA, < T ) [Lo® + n(2hu + u?)]Au (3.19)
0

Assim, substituindo os termos (3.19) em (3.18):

Au
+ 2N(u)—

h+
2 N(u) I

h+u h+u
+ 2 EgAg | —5 [LO +n(2hu +u )]Au
Lo* (3.20)

h+u u?
+ EpAy | — X [Lo? +r](2hu+u2)]——P—O
0

Nesta etapa, as parcelas de segunda ordem sio desconsideradas, uma vez que Au? é

desprezivel. Separando as parcelas em funcdo de Au:

2 N(u)h

—P+2 [EOAO (hL+ > [Lo? + n(2hu + uz)] iy N(u) a=0 (3.21)

0

Agora, tomando a relacdo (3.16), termos em funcio de u formam o R(u) e termos

multiplos de Au sdo denominados componentes da matriz de rigidez tangente:

R = 2 N@) Y

—P
(3.22)
h+u h+u N(u
K, = 2{E,A, — | [Lo® + n(2hu + u¥)| ——+ Q)
Lo L L
Assim, o calculo iterativo de u é dado por:
u= K '(w) P (3.23)

onde a matriz de rigidez tangente (K;) é dada em fun¢do de h, b,n , u:

EoAo (4h*+4n*(B—2nu+6h2 (A —4nut+20hnu® —5nu*+2b2(2h%+ 6 hu+3u?)) (3 24)

K.(u,h,b,n) = 5
2(b?% + h?)2

3.4.4 Definicao do deslocamento final da estrutura

Para encontrar a equacao do deslocamento em fung¢do da carga aplicada, é necessario

resolver a equagao:

P(w)—P, =0 (3.25)

Substituindo P(u) na Eq. (3.25) tem-se:
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n(2hu + u?)? 2hu + u? h+u 3 3.26
2Eo 4o <4Sqrt[b2 + h2]* + 2Sqrt[b? + h?]? (Sqrt[b2 + hz]) ~Fa=0 ( )

onde utilizou-se valores caracteristicos do médulo de elasticidade (E,) e da carga
aplicada (P,) visto que a introducdo de variaveis aleatdrias inviabiliza o calculo das

raizes.

Como P(u) é um polinémio de quinto grau, a solucao é iterativa e dada, usando o
software Mathematica, pela seguinte formula:
u(P) > Root[2b* P /b2 + h2 + 4 b2 P h2\JbZ + h2 + 2 P h* \/b? + h2 + (=4 Ay b? Ey h? — 4 Ay EO h)#1
+ (=649 b2 Egh — 6 Ag EO h3 + 4 Ay Ey h3 n)#12 (3.27)
+ (=2 Ay b* Ey— 2 Ag EO h* + 8 Ay Eq h2 n)#13 + 5 Ay Eg hn #1* + Ag Eo 1) #1° &, i}
Cada raiz real corresponde a um ponto critico da trajetéria de equilibrio. Com base na
modelagem do problema, determinou-se a correlacdo das raizes aos deslocamentos:
total e limite. A variacdo do indice das raizes é dada pela alteracdo das raizes de
imaginarias para reais, basicamente o deslocamento procurado é sempre aquele
valor real mais préoximo a origem. Logo, a escolha da raiz é dada pelo menor valor em
maddulo entre as raizes reais. A Tabela 3.2 mostra o comportamento da fung¢do para trés
configuragdes cuja trajetéoria de equilibrio apresenta mudancgas significativas: a)
configuracdo de falha por instabilidade limite, b) configuracdo intermediaria e c)

configuracdo sem falha.

Tabela 3.2 - Raizes da equagio P(u)-P que exprime a resposta iterativa do problema.

Para h/2b=0,05 Para h/2b=0,07 Para h/2b=0,1
( {u - —-10.8232}, 1 ( fo—>—1449873, ] {{u—-»——%@—Z—lé%}}
4{1,&-»—5884924-5-44642-;” 4 {u - —1.17959}, $ { fa—>—10.7015), ¥
{u - —0.398863}
KN
1
WA
' 3 o vm 5\ 5"
—10 [
—xo L
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3.4.5 Estudo comparativo dos comportamentos nao lineares

Em busca de analisar os efeitos do comportamento nao linear fisico, a Figura 3.7 mostra
a comparacdo entre comportamento de um material com nao linearidade fisica e
geométrica e de outro material considerando apenas ndo linearidade geométrica. A
comparacao € feita para trés configuragdes representativas: a)sob falha, b)intermediaria

e c)sem falha.

u (cm)

a) “~ -7 60 b) ,

- - = ndo linearidade geométrica —— nio linear fisica e geom

Figura 3.7- Graficos de deslocamento em funcio da carga, para h/2b={5,5%,7,0%,10,0%}.

Observa-se que a desconsideracdo da ndo linearidade fisica do material altera o
comportamento da trajetéria de equilibrio da estrutura. Consequentemente, o calculo do
deslocamento final equivalente a 100% da carga aplicada (P, = 50kN) é alterado, como
é possivel observar com clareza na configuracao sob falha (Figura 3.7a). Em pequenos

deslocamentos, a diferenca entre os comportamentos nao lineares é desprezivel.

A Figura 3.8 mostra o comportamento da trajetéria de equilibrio obtida via ANSYS para
a mesma estrutura, porém com consideracoes diferentes de material e comportamento.
E possivel observar que a analise em pequenos deslocamentos com nio linearidade
fisica ndo apresentou falha por snap-through. Tal falha s6 ¢é visualizada com
consideracdo de ndo linearidade geométrica, ou seja, em andlise com grandes
deslocamentos. Nesta andlise, um material linear (mo6dulo de elasticidade constante)
captou falha com uma carga limite maior, aproximadamente 39kN contra os 27kN da

andlise com nao linearidades fisica e geométrica.
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N3o Linear Fisico

N3o Linear Fisico e Geométrico
= + =Ndo Linear Geométrico
1}
0,8
0,6
0,4
0,2
0
-0,2
-0,4
-0,6
-0,8

Carga Aplicada (%)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Deslocamento negativo (cm)

Figura 3.8- Variacdo da trajetdria de equilibrio de acordo com as nio linearidade adotadas para configuracao

h/2b=0,05. O eixo dos deslocamentos é representado em seu valor absoluto uma vez que todos os
deslocamentos listados sdo contrarios ao sistema de coordenadas adotado.

Claramente, a consideracdo diferenciada de ndo linearidades altera o comportamento
geométrico da estrutura e consequentemente sua configuracao final (deslocamento
total). A carga limite da estrutura, no entanto, diminui cerca de 30% quando a ndo

linearidade fisica é considerada na andlise em grandes deslocamentos.

Pode-se concluir que, naquelas configuracdes onde se observa falha, verifica-se uma
diminuicdo da rigidez global da estrutura e, portanto, a iminéncia de falha na
estrutura aumenta com a considerac¢ao de ambas as nao linearidades. A Figura 3.9
mostra a trajetéria de equilibrio de uma estrutura de trelica de altura (h/2b=0,05
e P, =50kN) em um grafico de for¢a versus deslocamento e a matriz de rigidez

tangente, para cada uma das andlises nao lineares individuais e em conjunto.
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Trajetéria de Equilibrio K, - Matriz de Rigidez tangente

F(N) Kt
100 . 100 -

»=: 1l linear geomeétrica = = 130 linear fisica —— ndo linear em conjunto

Figura 3.9- Trajetéria de equilibrio e matriz de rigidez tangente para configuragio h=5cm com trés
consideracoes de analise nao linear.

Observa-se que, de fato, a rigidez da estrutura com ambas as nao linearidades é menor,
em modulo, que em comparag¢do com a analise ndo linear geométrica. A comparagdo com
a analise nao linear fisica nao considera a posicdo deslocada da estrutura, e, portanto,

nao é capaz de representar o intervalo de falha da estrutura.

O calculo analitico da rigidez tangente mostra as relacdes entre as diferentes analises,

atentando-se as parcelas que se mantem com relacdo a andlise individual e conjunta.

Tabela 3.3- Comportamento de Ki(u) com nao linearidades.

Tipo de analise nao linear Rigidez tangente
Geométrica AoEy(h?) Nlu 2¢
 (AaBoll) Nl o 2e
LIZ L L
isi h+u (h
Fisica 240y —— (—) (1 + 2n¢)
Ly \Lg
Fisica + Geométrica N[u] h+uh+u
2| —— + Egdg—5——— (1 + 2n¢)
L 12 L

E cabivel salientar que a diferenca entre a K; (1) com nao linearidade geométrica e com
ambas ndo linearidades nao corresponde a matriz de rigidez tangente com consideragdo
da ndo linearidade fisica, uma vez que o calculo da rigidez é feito anulando-se o resto em

funcdo dos deslocamentos.

Por sua vez, a ndo linearidade fisica pode ser estudada através da variacdo da constante

de nao linearidade 1 do material. A Figura 3.10 mostra a trajetéria de equilibrio para
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uma dada configuracio h/2b= 0,09, sob trés valores de 1 (1,40 e 100) e sem
consideracdo de nao linearidade fisica. Neste ultimo caso, os efeitos da ndo linearidade
geométrica pura sdo observados, e equivalem a n = 0 na curva situada imediatamente
proxima da curva n = 1. Sendo assim, a formulacdo utilizando n = 1permite modelar o
comportamento ndo linear geométrico puro. Ao passo que o aumento de 7 modela
maiores influéncias da ndo linearidade fisica associada a geométrica, na qual sao
observadas mais regides de instabilidade reducdo da carga limite, ou seja, maior

iminéncia de falha.

For¢a
Néo Linearidade 200
geométrica pura

> 100 [
o
e
=
j<B)
' —£
-2 —15 0 -5 S
C
»
— s U
()

-0 t

Figura 3.10 - Alteracio da constante de nio linearidade fisica.

Tendo frisado a importancia da consideracdo das ndo-linearidades fisicas e geométrica
na descrigdo analitica do problema e, consequentemente, na descricdo da falha por snap-

through, passa-se agora a definicdo das equacdes de estado limite.
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4, EQUACOES DE ESTADO LIMITE

As equacdes de estado limite definidas aqui para os trés modos de falha estudados: snap-
through, flambagem e falha por tensdo admissivel serdo utilizadas para o calculo das
probabilidades de falha e custos esperados de falha ao longo de todo o estudo. Tais
modos de falha serdo analisados separadamente, devido ao objetivo de se mostrar o

efeito das diferentes consequéncias de falha na otimizagao estrutural.

4.1 ESTUDO DA FALHA POR SNAP-THROUGH

O fendmeno do snap-through pode ser destacado na trajetéria de equilibrio de uma

trelica comprimida, conforme a Figura 4.1:

P a "snap through" b/

equilibrio estavel

- — - equilibrio instavel

Figura 4.1 - Trajetoéria nio-linear de equilibrio de uma treli¢a simples.

O ponto [a], indicado na figura, determina a forga limite, isto é, a forca maxima que a
estrutura suportaria em regime estavel de equilibrio estatico. No entanto, neste ponto,
se a resposta estrutural for dada pelo processo de forca controlada e nao de
deslocamento controlado, um pequeno incremento na intensidade da forga aplicada
provoca um movimento dinamico violento do né6. Este movimento causa a inversao da
inclinacdo das barras e prossegue até o restabelecimento do equilibrio correspondente

ao deslocamento no ponto [b].

O movimento de [a] para [b] é chamado “snap-through”, onde o trecho tracejado reune
configuragdes de equilibrio instavel: uma pequena perturbacdo sobre qualquer delas
leva, por snap-through, a busca de configuracdes estaveis em correspondéncia ao mesmo
nivel de forca equilibrada. O ponto [a] é entdo, um ponto critico, que caracteriza a

chamada instabilidade por ponto limite.
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Esse ponto critico, onde a rigidez da estrutura diminui, pode ser usado para determinar

a forga limite em que a estrutura suporta o regime estavel de equilibrio estatico através
. . . ap o : ~
da imposicao = 0, substituindo o valor desta raiz na equacao de P(u) tem-se a carga

limite Py, .

4.1.1 Analise em programa comercial ANSYS

Com objetivo de verificar o comportamento da estrutura neste modo de falha foi feita
uma analise no software ANSYS. O material tem comportamento multilinear elastico e a
analise de grandes deslocamentos foi realizada com a estratégia do comprimento de
arco. A visualiza¢do da configuracao final da estrutura, Figura 4.2, ap6s a aplicacgdo total
de 50kN de forga, mostra o deslocamento maximo igual a 11,217 cm, superior a altura

inicial de 5 cm, representando uma situacdo de equilibrio oposta a configuracao inicial.

Figura 4.2 - Estrutura deslocada e indeformada.

A ado¢do do método do comprimento de arco permite a visualizacdo correta da
trajetoria de equilibrio com ambos os equilibrios estavel e instavel. A Figura 3.8, que
analisou a diferenca entre a ado¢ao de uma ou mais ndo-linearidades, mostra o
comportamento deste problema, identificado pela curva escura (de ambas nao
linearidades). Sabendo que o ponto limite é atingido com aproximadamente 55% do
carregamento total, tem-se o correspondente valor da carga limite e do deslocamento

limite.

Py = 0,55248 P = —27,624kN - uy;, = —1,77331 cm. (4.1)

Portanto, cargas inferiores a esta nao provocam falha. Tal carga corresponde a um
deslocamento vertical que é menor que a altura h; portanto, a utilizacdo da equacao de
estado limite (EEL) simpléria, por exemplo: g(X,d)=h+u, nio descreve

perfeitamente o fen6meno, além de ser contra a seguranca.

As trajetodrias de equilibrio da Figura 4.3 demonstram o comportamento do ponto limite.

Nas configuracbes em que ndo se observa falha, somente o equilibrio estavel é
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observado e o comportamento da estrutura (pequenos deslocamentos) se assemelha ao

linear.

g

L. —12,0 cm

S

= —3,0cm

=3

© w0 cm

oy

S 5,0 M
6,5cm

0 2 4 6 8 10 12 14
Deslocamento negativo (cm)

Figura 4.3- Trajetdrias de equilibrio para diferentes configuracées de h = {3,0;4,0; 5,0;6,5; 12,0} cm. Com o
aumento da altura da estrutura, o ponto limite se aproxima do passo de carga completo.

4.1.2 Calculo analitico do ponto limite

0 valor do deslocamento limite pode ser calculando utilizando-se de propriedades do
calculo diferencial. Para isso, é necessario formular adequadamente a equacdo que
descreve a trajetoria de equilibrio, ou seja, a equacdo de P em fungao dos deslocamentos
u. Substituindo a funcdo N(u) dada pela Eq. (3.12) na condig¢do de equilibrio em Eq. (3.1),

sem a consideracdo da simetria, tem-se:

1/2hu+u?\ 7n/2hu+u?\|/h+u
o) ey
0 0

No entanto, a utilizacio do valor de comprimento atualizado, L, aumenta a

complexidade? dos calculos, por ser L dependente de u, sendo assim sera usado o

7 A consideragdo do comprimento final atualizado aumenta o esfor¢o computacional, além de aumentar o nimero de raizes

imaginarias (ndo possuem sentido fisico). Conforme serd visto, a consideragdo do comprimento inicial retrata o problema de

maneira satisfatdria.
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comprimento L, sem detrimento da resposta final por se tratar de pequenas

deformacoes.

Com a equacgdo de forca em funcdo dos deslocamentos impde-se dP/du = 0 para
calcular os pontos criticos da trajetoria de equilibrio. Tal imposi¢do resulta na matriz de
rigidez tangente obtida na Eq. (3.24) dada por uma fung¢do polinomial de quarto grau

que tém quatro raizes negativas, sendo duas imaginarias e duas reais.

dP_K _ EgAg (4h*+4n*B-2nu+6h? (1 —4nu*+20hnu® —5nu*+2b2(2h*+ 6 hu+3u?)) (4.3)
du™ T 2(b? + h2)5/2

Anulando-se a Eq. (4.3) encontram-se as seguintes raizes:

—5hni«/§\/—3L02n+3h2n2in\/9L04—8h2L02n+4h4n2 (4.4)

Ulim = 5

Adotando-se os valores inicialmente adotados para o problema, as respostas numéricas

sado iguais a:
{{u > —8.33805}, {u > —5.-3.38269 i}, {u > —5.+3.38269 i}, {u > —1.66195}} (4.5)

As raizes negativas reais correspondem aos pontos criticos, ou de inflexao, da trajetéria
de equilibrio e as raizes da matriz de rigidez tangente. A Figura 4.4 confirma a
equivaléncia da matriz de rigidez tangente com a primeira derivada variacional da forca

em fun¢do dos deslocamentos.

F(KN)
Q0
— dP/du
— Kt(u) 0

0 \K_G _4/( _mt uem

Figura 4.4- K,(u) ou matriz de rigidez tangente em fun¢io dos deslocamentos e derivada parcial de P(u) para
valores definidos inicialmente para o estudo com h=5 cm. Os pontos em que as curvas cruzam o eixo x sdo
pontos criticos da trajetoéria de equilibrio.

Por se tratar de uma forca de compressdo, a carga limite é dada pela primeira raiz

negativa desta equacdo, isto é, o valor de deslocamento causado por carga de
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compressao mais préoximo do eixo, ou que ocorre primeiro. Embora a comparacao das
raizes exija valores numéricos para determinar qual raiz corresponde ao ponto limite de
interesse, as raizes explicitadas podem ser comparadas com os valores encontrados no
ANSYS. Esta comparacao permite verificar a validez do calculo para o intervalo de h em

estudo {2 < h < 15}

-25,000 Altura
120,000
* # Deslocamento limite
,3 -15,000 N A | I L A S | e | I I A Deslocamento final
£ . .7 Raiz 1
Il A FiN 4
8 Ve [ J X  Raiz 2
TC'J‘ A =
a -10,000 CTTTTT T T& T IH TR T T T T T { Raiz 3
A ¥ » i Raiz 4
L - Xx>e
-5,000 !
4 o SO0t T Wi+ L o+t
0,000 Ak & & & &
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 4.5- Comparacido dos pontos criticos encontrados analiticamente com resultados numéricos de
programa comercial. Os pontos cheios correspondem a deslocamentos totais e limites encontrados no ANSYS.
Ja os pontos em (+ e X) sdo raizes da primeira derivada da forca com relacdo aos deslocamentos.

As raizes 1,2,3 e 4 representadas na Figura 4.5 foram escolhidas de acordo com a

nomenclatura a seguirs:

{u1=A+\/§ B-m/C{,qu, = A+V5 B+ nWC \

{ $ (46)
lu3=A—\/§ B+r)\/_C, u2=A—\/§ B—n\/_CJ

A ndo ocorréncia das raizes 1 e 4 para valores de h < 7,14 cm se deve a valores

imagindrios. Conclui-se que a raiz que representa o deslocamento limite é a raiz 2.

Assim o valor de u;;,,, em func¢do de h, b e 1, ja considerando o sinal, é dado por:

8 As variaveis A, B e C representam polindmios descritos na Eq. (4.4). O foco é dado nos sinais que distinguem cada uma das raizes.
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—5nh+ \/g\/—3b2n—3nh2+3r]2h2+ n/ 9b*+18b2 h2 —8b2n hZ + 9 h* — 8n h* + 42 h* (4.7)

Uim = 51
Com o deslocamento do ponto limite definido, pode-se calcular, através da Eq. (4.2), o
valor corresponde de for¢a aplicada, imaginando-se a situacdao em que a forga aplicada

provoca compressao nas barras da trelica.

4.1.3 Equacgdo de estado limite

A ocorréncia de falha por instabilidade por ponto limite poderia, entdo, ser definida de
uma maneira simpléria pela diferenca entre o valor de deslocamento limite da Eq. (4.7)
e o valor de deslocamento ao final da aplicacdo do carregamento descrito na Eq. (3.27),

conforme Eq. (4.8):

g1 (X: d, 77) = Uiim — Ufinal (4'8)

No entanto, como u;;,, independe da carga aplicada, essa diferenca, que exprime a
distancia entre os dois deslocamentos (ver Figura 4.5), se mantém constante para
configuragdes que ndo apresentam falha. Para melhor representar a ocorréncia da falha

por snap-through utiliza-se um EEL em forca, descrita a seguir.

91X, d,1) = ~Pyp + P (49)

Neste caso, a EEL compara a forca limite Pj;,,, calculada pela substituicao de u;;,,, na Eq.
(4.2), com a forga total aplicada. A Figura 4.6 mostra os valores de ambas as EEL para os
dados do exemplo. Conforme dito, segundo a definicdo, valores negativos da EEL
indicam valores pertencente ao dominio de falha e valores positivos indicam valores

pertencente ao dominio de sobrevivéncia.
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01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
100,0

80,0
Altura
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-20,0

’

-40,0

Limite entre falha e sobrevivéncia

-60,0

Figura 4.6 - Equacdes de estado limite em forca e deslocamento,
para valores caracteristicos das VA envolvidas.

A Eq. (4.9) em forga é mais representativa, pois a EEL assume valores negativos (dentro
do dominio de falha) quando a estrutura estd mais abatida (menores alturas) e que
diminuem a medida que as alturas aumentam. Em seguida, a EEL apresenta valores
positivos (dentro do dominio de sobrevivéncia) cada vez maiores em virtude do

afastamento da configuracao abatida.

4.2 ESTUDO DA FALHA POR FLAMBAGEM

Para a consideracdao da instabilidade de barras comprimidas ou instabilidade por
bifurcacdo na analise da trelica é importante ressaltar que as barras sao biarticuladas e
submetidas exclusivamente a solicitacdo por for¢a normal. Nessa situacdo idealizada, de
forca normal perfeitamente centrada, e ainda considerando-se as barras livres de
defeitos de natureza geométrica e de material, para cada uma delas, isoladamente, pode-
se determinar uma solicitacdo critica de flambagem dada pela relagido de Euler:

m?El  m2Ey (1+ne)l (4.10)
12~ 12 '
0 0

Ner(w) =

onde o comprimento de flambagem coincide com o comprimento inicial da barra, para o

caso de barra biarticulada.

4.2.1 Equacao de estado limite

Para a determinacao da EEL do modo de falha de flambagem sera usada comparacao das

forcas normais atuantes e criticas. Verificando a Figura 4.7 é possivel ver que a forca
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normal atinge um limite maximo de compressdo. Para encontrar os valores de
deslocamento correspondentes as for¢as normais maximas devem-se calcular os pontos

criticos da curva N (u) anulando a sua derivada.
A derivada de N em relacdo aos deslocamentos u é dada por:

dN  AgEy(h + w)(b®> + K>+ 2hnu+ nu?) (4.11)
du (b2 + h2)2

Sendo uma equacao de terceiro grau, tém-se trés raizes. A depender das constantes
utilizadas, duas dessas raizes podem ser imaginarias fazendo com que a maxima
compressao seja encontrada em u = —h. Nos demais casos, a raiz u = —h determina um
valor de maxima tracdo local e as outras sdo simétricas e determinam um valor de

maxima compressao.

—1hn £-b%2n— h2n + h2n?
1

fu =-h}{u = (4.12)

Como a primeira ocorréncia da maxima compressado é a mais importante, temos:

—~1hn+—b2n + —h?n + h2n? (4.13)
n

A normal deve ainda ser analisada no deslocamento maximo sofrido pela estrutura apos

Ucomp =

aplicagdo total do carregamento, isto é, quando u = uf;,4. Pode-se, entdo, definir que a
maxima compressdo pode ocorrer em trés pontos, u = {—h, Ucomp, Urina1}, devendo-se

escolher maximo valor em mé6dulo da normal nesses pontos.

Apesar do valor da normal em Uy, (N (Ucomp)) ser maximo, ndo € possivel afirmar com
certeza que a diferenca entre as forcas normais (atuante e critica) seja a maxima, uma
vez que a normal critica ndo é constante. A Figura 4.7 mostra o comportamento da
normal atuante, da normal critica e da sua diferenc¢a durante o carregamento de diversas

configuragdes iniciais da estrutura.
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— Ncr(u)
— N()
—— N-Ncr

-0 -0
8% 10%

Figura 4.7 - Comparacao entre N e Ncr para h/2b={4,6,7,8,10}%. O minimo observado na curva N-Ncr
corresponde a maior distancia entre as normais.

0 calculo da EEL como a maxima distancia entre essas normais é mais preciso. Para
obter o valor do deslocamento correspondente a esse ponto, toma-se a raiz da derivada
parcial em funcao de u da diferenca N — Ncr igualada a zero, da qual temos:

d(N = N_,)
TCT = (EOAO(l + 7]8)8 +

7'[2E0(12+ 775)1>’ 0 (414)
LO

EOCh+w(Inm?+ A4, B +h?+2hnu+nu?))
b? + h?

(4.15)

=0

Isto resulta em trés raizes:

o —m) b —2A0hniJ4Agh2n2—4A0n(A0b2+A0h2+1nn2)} (4.16)

2A07m

Define-se como ponto critico a raiz que corresponde ao primeiro deslocamento sofrido,

ou seja, o de menor modulo.
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—2A40hn+ 4A3h?n? —4 Agn (Ao b® + A h> + 17 7?) (4.17)
Uerit = 24,1

Na pratica, a diferenciacdo entre Uiz € Ucomp NA0 traz mudangas ao calculo (ver Figura
4.9). Para definir a EEL, deve se ter em mente que a normal nas barras ndo deve
ultrapassar a normal critica, isto é, a falha ocorre se N > N, em médulo. Porém como

se trata de forgcas de compressao, —N > —N_,., isto é:

9.(X,d,n) = =N, (w) + N(u) (4.18)

onde o calculo da for¢a normal atuante é dado pela substitui¢do de u na Eq. (3.12). Cada

comparacao deve ser feita comparando normais (critica e atuante) no mesmo ponto.

A Figura 4.8 ilustra os comportamentos dos deslocamentos calculados até agora com a
variacdo da configuracdo inicial da estrutura. Tal comportamento delineia a analise de
deslocamentos feita na definicdo das equagbes de estado limite que se seguem

(flambagem e tensdo admissivel).

% o

-5,0 S —— Ufinal
—é— Ucomp
! i~

e —@—u=-h

-9,0 by :
~= =t Ucrit

-11,0 R
L

-13,0

Deslocamentos nos pontos extremos
-
o

-15,0 1
Configuracdo de Altura sobre Vdo total em %

Figura 4.8 - Comportamento dos deslocamentos dos pontos extremos em funcdo das configuragdes iniciais
adotadas de 2 a 15% de h/2b.

Primeiramente, tem-se a variagdo do deslocamento uy;g para as diferentes
configuragdes. O deslocamento ug;nq;, COMoO 0 nome se refere, € o ultimo deslocamento

sofrido pela estrutura diante da aplicacdo total do carregamento. Neste sentido,
deslocamentos de intensidade maior nao pertencem a trajetéria de equilibrio da

estrutura e, portanto ndo devem ser levados em conta nos calculos da EEL.
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Em segundo lugar, os pontos onde u¢ymp € Usre S30 nulos na Figura 4.8, correspondem
as raizes imagindrias. Nestas configuracdes, a curva de N(u) possui somente uma
concavidade para baixo, como na configuracao h/2b = 4% daFigura 4.7. Neste caso, os

dados sdo calculados somente em u = —h, a Gnica raiz real.

A for¢a normal nos pontos ressaltados, calculada através do equilibrio dos esforcos
internos, € mostrada na Figura 4.9 para as diversas configuragdes iniciais. A curva do
esfor¢o normal ao final do carregamento (uf;yq;) mostra a mudanga de comportamento
subita da normal devido a mudanga da configuracdo de equilibrio. A inflexdo da
estrutura faz com que a for¢ca normal ao final do carregamento seja de tracdo e nao de
compressdo. Como conclusdo, os valores de normal da Figura 4.9 devem ser usados em
conjunto com o comportamento dos deslocamentos da Figura 4.8 devido a delimitagdo

do calculo das normais de acordo com o deslocamento considerado.

] —@— N(Ufinal)

1Y —o— N({Ucomp)

—— N(-h)
[ /
£ ol === N(Ucrit)
=] /
2
o] /
e
=]
& 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
-100,0 [N
‘\_“ '.'IJ
-200,0 R o
L ARl o
-300,0

Configuracdo de Altura sobre Vdo total em %

Figura 4.9 - Comportamento do esfor¢o interno normal calculado nos pontos extremos para cada uma das
configuracdes iniciais adotadas.

A seguir, a Figura 4.10 mostra o comportamento da normal critica, calculada a partir da
Eq. (4.10), nos mesmos pontos. Nesta figura verifica-se uma diferenca significativa no
valor da normal critica calculada nas raizes (Ucomp € Ucric) indicando uma preferéncia a

utilizacao da raiz u.,;; por apresentar valores criticos menores.



Pagina 72 Pedrosa TG: Otimizagao Estrutural sob Incertezas considerando Consequéncias de Falha

150,0 ]
/ —@— Ncrit(Ufinal)

100,0 B ~—g— Ncrit(Ucomp)
5 50,0 . / ~f— Ncrit(-h)
2 : = e N crit{Ucirt)
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Configuracdo de Altura sobre Vdo total em %

Figura 4.10 - Comportamento da normal critica nos pontos ressaltados para cada uma das configuragdes
iniciais adotadas.

A regra utilizada para definir as equagdes de estado limite que definem o problema é:

Min[ufinal' Ucrits _h] = Ufinal
( NCT h’ uC'I"lt] + N[h’ uCTlt]):I}
X) = Mm[
9() = { (=N, [h, —h] + N[h, —h])

Max [ufinalr Ucrit) _h] = Ufinal
| .g(x) = {(_Ncr [h' ufinal] + N[h' ufinal])}

onde o comando which avalia cada teste (analise dos deslocamentos) e retorna o valor

which (4.19)

de g(x) em caso verdadeiro. Desta forma, escolhe-se o menor valor da g(x) no decorrer

da trajetoria de equilibrio da estrutura, inclusive durante o snap-through.

Na Figura 4.11 é possivel observar a correspondéncia da EEL que rege o problema com
as EEL individuais analisadas em cada ponto. Nas configuragdes iniciais, com falha por
snap-through, a EEL é avaliada em u = —h. Nas configura¢es intermediarias, a g(x) é

calculada em u = u,,j;. Ja em regime de pequenas deformagdes, utiliza-se o calculo em

U = Uginai-
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Figura 4.11 - Comportamento da EEL que define o problema.

A seguir, a EEL é extrapolada para configuracdes esbeltas. Nestas, o aumento do
comprimento de flambagem ocasiona decrescimento dos valores da EEL, caracterizando

falha por flambagem.

80,0
700 —e—=gx(Ufinal) —®—Equacdo de Estado Limite
60,0
50,0
40,0
30,0
20,0
10,0

0,0

Limite de Falha e Sobrevivéncia

-10,0
-20,0

Configuracdo de Altura sobre Vdo total em %

Figura 4.12 - Variacdo da EEL para trelicas de configurac¢ao esbelta.



Pagina 74 Pedrosa TG: Otimizagao Estrutural sob Incertezas considerando Consequéncias de Falha

4.3 ESTUDO DA FALHA POR ESMAGAMENTO E ESCOAMENTO

Materiais ducteis como o ac¢o, cobre, aluminio apresentam escoamento, isto é, atingido
um valor critico de tensdo oz, 0 material sofre uma grande deformacao plastica com
minimo aumento da carga aplicada. Essa deformacao desproporcional ao carregamento
faz com que a secdo transversal seja alterada devido a perda de resisténcia local. A esse
fendmeno é dado o nome de estriccdo. A tensdo oy correspondente a carga maxima
aplicada ao material é conhecida como tensdo limite de resisténcia e a tensdo o,

correspondente ao ponto de ruptura é chamada tensao de ruptura.

RpHsEssRnEe==g Ruptura

0:

Seguranga {

S o e - ————

O;
Escoamento
Trabalho { ! Recuperaqio Estricg_{;'o
i ,  do material | L

Figura 4.13 - Diagrama Tensio x Deformacio e defini¢do da Tensio admissivel.

No projeto de um elemento estrutural, a carga limite deve ser menor que o
carregamento admissivel, de trabalho ou de projeto. Nesta situagdo, a capacidade do
material é reservada para garantir condi¢des de utilizagdo segura. Geralmente, a tensao
admissivel é mantida na regido de deformacao elastica, em outros casos, visando
principalmente a reducao do peso de construcao ela pode estar na regidao de deformagao

plastica.

4.3.1 Equacao de estado limite

Para a andlise de esmagamento basta comparar a tensdo nas barras com a tensao
admissivel do material. Assim, a tensdo nas barras é dada por o em funcdo da normal

obtida da Eq. (3.1) conforme:
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_N(P,u) _ PL 4.20
O'—T e N(P,U.)—m ( )

Para determinar os valores de deslocamento para os quais a for¢a normal atinge seus
valores extremos, plotou-se o grafico da Figura 4.14 que mostra o comportamento da

normal para diferentes configuracdes.

kN
600
100}
200
L i |A[ J lj
20 = 0 E: 5
<]
—— h/2b=7,5% h/2b=6,5% h/2b=4%

Figura 4.14 - Comportamento da for¢ca normal para diferentes configuracdes. As linhas tracejadas mostram o
valor da normal ao final do carregamento (Tabela 3.1).

Conforme se observa na Figura 4.14, para h/2b = 4%, a maxima compressdo é
encontrada em u = —h e a maxima tragdo em U = Us;nq. Ja a segunda configuragdo,
igual a 6,5%, apresenta maxima compressdo em U = Ugyy,, € maxima tragdo em
U = Uping - A terceira configuracdo ja ndo apresenta snap-through para a carga aplicada,

obtendo somente maxima compressao em U = Ugjnq.-

Sendo assim, a maxima compressdo pode ocorrer em trés pontos, a saber,

U = {—h, Ucomp, Ufina}- Para a maxima forca de compressao, escolhe-se o valor minimo
(maximo em médulo).
Ncomp = Min[N[h, —h],N[h, ucomp]» Nnl[h, ufinal]] (4.21)
Ja a maxima tragdo pode ocorrer em u = {—h, Us;nq ). Por se tratar de forgas positivas, o
valor maximo é escolhido.
Nirqc = Max[N[h,—h], N[h, ufinal] (4.22)

No entanto, faz-se necessidade de uma comparacdo dos deslocamentos validos para a
definicdo da maxima for¢ca de compressao e de tracdo e utilizacdo de condicdes se e

sendo, representadas por [T] - True e [F] - False nas Eq. (4.23) e (4.24).
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No caso da compressao:

T N, = Min|N|h,—h],N|h, ’
If Min[ufinal:ucomp'_h] = Urinas [ ] = Neomp Ln[ [ ] [ ucomp]] ] (4_23)

[F] - Ncomp = N[h' ufinal]

e para tracao:

[T] > Nirae = Max|[N[h usinai), 0],

(4.24)
[F] > Nyoe = Max [O,N[h, —h],N[h, uﬁnal]]

If —Ufinal < h)

onde os valores de normal s3o calculados substituindo-se o valor de deslocamento na

Eq. (4.20). Portanto, a EEL de esmagamento ou escoamento é dada por:

g3(X' dﬂ?) = - O-adm'A + N(P, u') (425)

ou, em funcdo das normais de compressao e tracao tal como:

g3 (X: d: 77) = Min[(o-adm AO + Ncomp)' (Uadm AO - Ntrac)] (4'26)

A EEL é dada em forga, tal como nos demais modos de falha e N;yp, € Nipgo €Stdo em
funcao da carga aplicada a estrutura. A Figura 4.15 mostra a escolha do valor da EEL em
funcdo do maximo esforco na estrutura (compressdo e tracdo) que ocasionam,

respectivamente, as falhas de esmagamento e escoamento.

<@—gx de Compressdo —+—gx de Tracdo Equacdo de Estado Limite

300,0

250,0
200,0
150,0
100,0

50,0

0,0

16 17 18 19 20

Limite de Falha e Sobrevivéncia

-50,0 ¢

-100,0
Configuracdo de Altura sobre V3o totalem %

Figura 4.15 - Comportamento da EEL que define o problema em comparacio
com as EELs de compressao e tragio.
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4.4  COMENTARIOS GERAIS

Deslocamentos criticos como: Uy, € Ucomp foram calculados de maneira a efetuar o
calculo das equacdes de estado limite somente em situagdes especificas. Quando
efetuado nessas situagdes, probabilidades de falha maximas sdo obtidas, ndo havendo
necessidade de efetuar o mesmo calculo para todos os pontos do dominio da trajetéria

de equilibrio.

No entanto, para a maioria dos casos se desconhece a equac¢do da for¢a normal e o
comportamento da trajetéria de equilibrio. A definicdo da equacdo de estado limite
nesses casos pode depender da avaliacao de esfor¢cos normais e de deslocamentos ao
decorrer do carregamento, ou seja, ao final de cada avaliagio do MEF para um dado

passo de carga.

Para o modo de falha de snap-through, deve-se comparar a carga aplicada a carga limite,
que deve ser determinada com uma verificacdo de nulidade da matriz de rigidez. Para a
flambagem, o procedimento mais adequado é analisar a diferenca entre o esforgo
normal e a normal critica a cada passo, uma vez que ambas variam com o deslocamento.
J& no esmagamento/escoamento é feita a comparacdo com os esfor¢os normais das
barras, multiplicando-os pela area da secdo transversal da barra analisada com a tensao
admissivel. Neste caso, a probabilidade de falha estd associada aos valores extremos de
tensdo nas barras, uma vez que a tensao de escoamento é uma constante definida pelo

usuario.

A Figura 4.16 resume de maneira simplificada o calculo das EEL para cada modo de falha

tratado anteriormente.

Assim, tomando a andlise de um programa de MEF para estruturas de barras, um
elemento é definido pelas coordenadas (x,y) do seu né inicial e final, a sua secdo
(constante) e material sdo entdo definidas. Em seguida através da aplicacao de cargas
nos nods anteriormente definidos e da imposicdo dos deslocamentos em cada direcao

para cada no, é calculado o esfor¢o normal para cada barra (constante).
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Estruturas - Trelicas Planas

Modos de falha

Escoamento ou

Snap-Through Flambagem esmagamento

Para todos os deslocamentos da trajetdria de equilibrio

Ou para cada deslocamento obtido pelos passos de carga

Calcular a Tensao

Calcular a solicitagao -
Maxima nas barras

Calcular a forga limite. ”
normal e normal critica

Kt deve ser nula

Gx recebe minimo valor Gx recebe 0 minimo Gx recebe o minimo
entre forca limite e valor entre normal e valor entre as tensoes
forga aplicada. normal critica maximas e admissiveis

Figura 4.16 - Fluxograma para resolucao geral.

Cada configuracdo inicial é analisada através de um processo de controle de

carregamento. A cada passo de carga, um conjunto de esfor¢os normais, reagoes

externas e carregamento aplicado sdo gerados e analisados pelas equagdes de estado

limite. Posteriormente, as EEL sdo enviadas ao programa de analise de confiabilidade

para o calculo das probabilidades de falha.

Por fim, com os dados gerados é possivel formar um grafico com os custos esperados

totais em funcdo da variagdo de cada variavel de projeto. A escolha do ponto 6timo vem

da analise destes custos totais, mas também pode ser feita baseada na escolha da

configuragdo com menores probabilidades de falha, ainda que o custo esperado de falha

total ndo seja o minimo, mas préximo deste.
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5. OTIMIZACAO DE RISCO COM CONSEQUENCIAS DE FALHA

51  FUNCAO OBJETIVO

A otimizacgao de risco se distingue de outras formula¢des de otimizacao estrutural por
levar em consideracao o efeito de incertezas em termos de probabilidades e custos de
falha. Para determinar o custo esperado de falha é necessario quantificar o custo de
falha em termos monetarios, bem como determinar a probabilidade de falha. Assim, o

custo esperado de falha para cada modo de falha é dado por:

Cfalha esperado (@ = Cfalha (d)Pf (d) (5.1)

E de conhecimento geral que cada falha estd associada a um custo distinto. Falhas
frageis, que ocorrem sem aviso, tém consequéncias mais severas que falhas de origem
ductil. Falhas por limite de servico podem levar a suspensio temporaria de uso, que
geralmente representam custos menores que o colapso (falha por limite dltimo). Tal
custo pode ser calculado em funcdo da gravidade da falha englobando demais custos

como o de reparo, retirada de material danificado, etc.

A trelica simples de duas barras, aqui considerada, poderia ter diferentes aplicagdes,
portanto, os custos de falha nao sdo irrelevantes. Para ndo limitar o estudo a somente
uma possivel aplicacdo, os custos de falha sdo dados, de maneira genérica, proporcionais

ao custo inicial.

Supondo que a falha por snap-through tenha custo:

Cfalha snap = A Cinicial (5.2)
que a falha por instabilidade de barras comprimidas tenha como custo:

Cfalha flamb = B Cinicial (5.3)
e que a falha por tensdo admissivel tenha custo:

Cfalha taam = C Cinicial (5.4)

onde A, B e C sdo fatores de custos de falha a serem explorados na sequéncia.
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Para cada modo de falha do sistema ou de componentes do mesmo havera um
componente de custo esperado de falha. O custo esperado total do sistema é dado pela

soma de todos os termos parciais de custo:

modos de falha 55
Cesperado total (d) = Cinicial(d) + zk—l Cfalha(d)Pf(d) ( ) )

Assim, a funcao objetivo a ser minimizada pode ser dada por:

Cesperado total(d) = Cinicial(d) + Cfalha snapr snap + Cfalha flamb Pf instap T Cfalha t.aadm Pf tensao

Cesperado total(d) = Cinicial(d)(l + APf snap +B Pf instab T C Pftenséo )

(5.6)

Ciniciat(d) = 2 Lo Ag p 1000 Cypie = Crer Lo Ao (5.7)
onde C,.r € um valor de referéncia para custos, dado por 2000 p cyp;;. Ly € dado em cm e

a area A, em cm?. O custo inicial pode ser definido pelo volume de material multiplicado
pela sua massa volumétrica (7,86 g/cm®) e pelo preco unitario (3,50 R$/kg) . O volume
de material é V = 2Ly,A,. O custo inicial é, de maneira clara, funcdo das variaveis de

projeto.

5.2 VARIAVEIS ALEATORIAS E DE PROJETO

As variaveis aleatorias, trés no total, e seus parametros sdo mostrados na Tabela 5.1.

Portanto, o vetor de variéveis aleatérias X é dado por: X = {P,, Ey, g, }.

Tabela 5.1- Variaveis aleatorias e seus parametros usados no exemplo.

Variavel | Distribuicido Média (1) c.0.v. Desvio-padrao (o)
E* Log-Normal 20500 kN/cm? 0,05 1025 kN/cm?
oy, * Log-Normal 50 kN/cm? 0,05 2,5 kN/cm?
P, Normal 50 kN 0,10 5kN

O vetor de variaveis de projeto é dado por: d = {h,d, t, b}. Para realizar o calculo dos
deslocamentos utilizam-se variaveis de projeto (altura, diametro, espessura, vao) e
variaveis fisicas ou de comportamento do material (mddulo de elasticidade e constante
de nao linearidade fisica). Outras variaveis usadas, como a area, inércia sao calculadas
em funcdo das variaveis de projeto (didmetro e espessura). Ja, os calculos dos esforcos
normais e criticos sdo func¢do, além das varidveis de projeto, das variaveis aleatdrias

(carga aplicada, tensdo de escoamento e mddulo de elasticidade). As tabelas a seguir
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definem as variaveis de projeto (Tabela 5.2) e o calculo dos parametros geométricos da

sec¢do (Tabela 5.3).

7

O custo inicial, que depende do volume de material, também é obtido através das
variaveis de projeto. Por sua vez, o custo de referéncia é calculado utilizando a
densidade do material e seu custo unitario por peso de material. O custo final é dado em

reais. A Tabela 5.4 resume as constantes de custo adotadas.

Tabela 5.2 - Variaveis de projeto

Variavel Valor
Altura (cm) h =10.7
Diametro externo (cm) d =3.34
Espessura (cm) t= 034
Largura total do vao (cm) = 2b 2b =100

Tabela 5.3 - Valores calculados a partir das variaveis de projeto.

Variavel Valor
Didmetro interno di =de —2t
Area da secdo circular Ay = Pi(de? —di?) /4
Momento de inércia I = Pi(de* —di*)/64

Tabela 5.4 - Valores para calculo dos custos iniciais e esperados de falha

Variavel Valor
Densidade do material p =8.304(g/cm?)
Custo unitario por grama Cunit = 3.5* 1073 (R$/g)

5.3 PROBABILIDADES DE FALHA

O cdlculo das probabilidades de falha foi efetuado segundo as técnicas de confiabilidade
estrutural descritas na revisao bibliografica. 0 método de simulacdo SMC ndao mostrou
diferencas significativas quando comparado ao FORM, mesmo apés a inclusdo da nao
linearidade na EEL. Como conclusdo, a utilizacdo do FORM ¢ suficiente para a solugdo

deste problema de otimizacao de risco.
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5.3.1 Falha por snap-through

Com base na EEL da Eq. (4.9) efetua-se o calculo da probabilidade de falha via FORM
tendo em vista as variaveis aleatorias e de projeto. A curva de probabilidades de falha
em funcdo da razdo de configuracdo apresenta valores intermediarios entre 0 e 1 de
forma continua e suave. Tal variacao se deve aos valores proximos de zero da funcdo de

estado limite em torno da altura correspondente ao deslocamento limite.

5.3.2 Falha por flambagem

A variacao das probabilidades de falha devido a flambagem, por sua vez é discreta, ndao
possuindo valores intermediarios. Em configuracées abatidas, a flambagem ocorre,
principalmente, devido a for¢a de compressdo gerada durante a inflexdo da estrutura.
Além disso, tanto a normal critica quanto a de compressdo dependem da posicao
deslocada da estrutura, sendo fundamental o conhecimento do comportamento da
trajetéria de equilibrio da estrutura. Conforme a esbeltez da estrutura aumenta, o

comprimento de flambagem passa a ser fator decisivo.

5.3.3 Falha por esmagamento/escoamento

As probabilidades de falha causadas por esmagamento ou/e escoamento sao analisadas
em conjunto considerando tensdes de tracdo e compressdo. Sendo assim, existem
intervalos de predominancia de cada falha. A Figura 5.1 mostra o comportamento da
tensdo normal para quatro configuracdes iniciais diferentes, representadas pelas
diferentes curvas nomeadas. As razdes 3% e 5% representam estruturas que sofrem
inflexdo, enquanto que a curva 7% se refere a uma situacao intermediaria e a de 9% a
uma estrutura de configuragdo padrao. As setas indicam: 1) ponto de maxima tracdo em
Ufing; Na curva 3%; 2) maxima compressdo em u = —h na curva 5%; 3) maxima

compressao em Ugqmp Na curva 7%; 4) maxima compressao em Us;nq; Na curva 9%.

Assim como na flambagem, ocorre falha por esmagamento conforme as forgas normais

de compressdao aumentam em funcao da esbeltez.
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Figura 5.1 - Comportamento da tensdao normal para quatro configuracées iniciais h/2b={3,5,7,9}%.

5.4 OTIMIZACAO DE RISCO

Tendo definidas as probabilidades de falha para cada modo de falha e seus custos
associados, é possivel realizar o calculo dos custos esperados de falha. A soma destes
custos se dd o nome de custo esperado total (CET). Neste capitulo serdo analisados
problemas de minimizacdo de custo esperado total para uma série de propriedades
fisicas e geométricas. O intuito é mostrar o comportamento da curva e sua relacdo com

diferentes custos de falha associados.

5.4.1 Resultados para modos de falha concorrentes

Para diversas configuracées do problema, um (ou dois) modo(s) de falha é (sdo)
dominante(s) em relacdo aos demais. Dentro dos objetivos do presente trabalho, é
interessante trabalhar com uma configuracdo em torno da qual ocorra uma disputa
entre os diferentes modos de falha. Estudos preliminares, ndo apresentados aqui,
mostraram que a configuracao descrita na Tabela 5.2 com constante de ndo linearidade

fisican = 100 leva a modos de falha concorrentes.

7

Para que os modos de falha sejam concorrentes é necessario que a variacdo das
probabilidades de falhas esteja num intervalo préximo de configuracées. Para isso,
considerou-se secdo circular vazada de didmetro externo 3,34cm e espessura igual
3,4 mm e demais caracteristicas fisicas expressas na Tabela 5.1. Tais caracteristicas
conferem uma area 30% menor e inércia 80% maior quando comparadas a se¢do so6lida

de uma polegada.
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A variacao das probabilidades de falha e a composi¢cdo do CET sao mostradas na Figura

5.2. Neste caso, consideraram-se custos de falha unitarios (A = B = C = 1).

10 ‘ ‘ ‘ 06 —o— Cp Snap—Throughi
—e— Snap—Through 05 —s— Cgp Flambagem

08 | 51 ]
—=— Flambagem « 04 —— Cep Esmagamento

06 | e L ]

= —e— Esmagamento S osl —+— Cinicil
04 | °© CET A=B=C=1
02
021 01
00 0.0
80 85 9.0 95 100 105 110 8.0 85 9.0 95 10.0 105 110

Carfig . h/2b (%) Config. h/2b (%)

Figura 5.2 - Probabilidade de falha e Custo esperado de falha para modos de falha reunidos.

Como decorréncia desta concorréncia, o ponto de 6timo apresenta reservas de falha
minimas. O ponto de 6timo é encontrado, por busca exaustiva em h/2b = 10,7 % e tem
CET igual a 9,56 reais. Um dimensionamento abaixo do ponto 6timo pode significar

falha de todos os modos.

Para demonstrar a influéncia dos diferentes custos de falhas associados, trés
composicdes de custo diferentes sio comparadas com a versdo unitaria. Em cada
composicao foi adotado um custo dez vezes maior para cada falha separadamente. Os

resultados sdo mostrados na Figura 5.3.

0164 |
01643
0162
5 0164 C inicial
(@]
01610 A=B=C=1
A=10, B=C=1
0169 B=10, A=C=1
0168 | ‘ ‘ ‘ C:lO, A:B:1,
102 104 106 108 110 112 114

Canfig . Ratio h/2b (%)

Figura 5.3 - Custo esperado total para quatro diferentes consideracéoes de custo de falha.
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Como é possivel observar, a composicdo de 10 vezes o custo de snap-through e de
escoamento, tiveram alteragdo significativa no custo minimo em relagao ao observado
para a curva unitdria (A=B =C =1). A curva com custo maior de flambagem, no
entanto, ndo sofreu alteracdo, estando sobreposta a curva de custo unitaria. Conforme
esperado, a curva de custo com o modo de falha por escoamento predominante
apresentou maior alteracdo no ponto 6timo (h/2b = 11 %, C,/Cyef = 0,1642) devido a

queda menos acentuada das probabilidades de falha.

A Figura 5.4 mostra a funcao objetivo de CET em termos da razao de configuracdo
(h/2b) da estrutura (acima), do diametro (centro) e da espessura (abaixo) para
diferentes cendrios de custos de falha. Para cada grafico, as varidveis de projeto
restantes (ndo visualizadas no grafico) sao fixadas em d = 3,34 cm,t = 3,4mm,b =
50 cme h = 10,7 cm, que € a altura 6tima na configuracao de referéncia. Para o cenario
de custos de falha unitarios (A=B =C=1), C./Cref =0,1639. e os indices de

confiabilidade sdo: Bsnqp = 4,03, Briamp = © € Prensio = 3,29. Os valores de custo sdo

dados em func¢ao do custo de referéncia.

Conforme visto na Figura 5.4, as mudancas no custo de falha de snap-through e
esmagamento afetam a funcdo objetivo. Tais mudancas ndao sdo discrepantes, mas
mostram que diferentes pontos de equilibrio sdo obtidos entre modos de falha

concorrentes.

A Tabela 5.5 mostra as diferencas obtidas com relacdo a cada variavel de projeto. Os

valores maximos observados sdo de: 4,67% para h; 7,74% para d e 9,68% para t.
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Figura 5.4 - CET para diferentes cenarios de custos de falha em termos das variaveis de projeto {h,d,t}.

Tabela 5.5 - Variacio dos valores minimos de cada variavel de projeto.

A B C h/2b % d % t %
1 1 1 0,107 - 3,10 - 0,31 -
10 1 1 0,107 0 3,14 1,29 0,31 0
1 10 1 0,107 0 3,10 0 0,32 3,23
1 1 10 0,110 2,80 3,26 5,16 0,33 6,45
5 10 20 0,111 3,74 3,30 6,45 0,34 9,68
20 10 5 0,109 1,87 3,26 5,16 0,33 6,45
30 30 30 0,112 4,67 3,34 7,74 0,34 9,68
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5.4.2  Alterac¢do da constante de nao linearidade

Em alusdo ao item “3.4.5 - Estudo comparativo dos comportamentos nao lineares” foram
estudados diferentes valores de n a fim de verificar as diferencas do comportamento nao
linear do material na configuragdo 6tima e seu respectivo custo. A Tabela 5.6 sintetiza os
resultados obtidos para custos de falha unitarios (A = B = C = 1) e variagdo paramétrica

da razdo de configuragao.

Tabela 5.6 - Variacdo da razio de configuracido em virtude da alteracdo da néo linearidade do material.

Valor da constante de Razao de configuracao h/2b Cet/Cref
nao linearidade n otima (%)
1 10,5 0,1638
40 10,5 0,1638
100 10,7 0,1639
120 11,7 0,1647

Como se espera, o aumento da ndo linearidade do material resulta em configuracoes
otimas mais altas. Porém, o aumento excessivo da constante de nao linearidade afeta
negativamente a falha por flambagem e tensdo admissivel que tém seu intervalo de
ocorréncia aumentado resultando em configuracées Otimas ainda mais esbeltas. A
influéncia no custo esperado total no ponto de 6timo é infima uma vez que as

probabilidades de falha sao pequenas e foram tomados custos unitarios de falha.

Neste caso, relatado na Tabela 5.6, o CET esta diretamente relacionado ao custo inicial
ou volume de material. No entanto, caso o objetivo fosse definir uma estrutura étima
com uma probabilidade de falha definida (e, portanto, maior que a do ponto 6timo),
teriamos aumento dos custos esperados de falha. Tal aumento se refletiria em maiores
variagdes na razdo de configuracdo Otima, principalmente se levdssemos em conta

valores de custo de falha nio unitarios.
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5.4.3 Variac¢do multi paramétrica

Com a varia¢do multi-paramétrica, o problema de otimizagao sera tridimensional. Desta
forma, o custo esperado total minimo sera obtido em funcao de trés variaveis de projeto,
{h,d,t}. O comprimento do vdo e os parametros das variaveis aleatérias se mantem
inalterados. Tendo por base a configuracdo que gera modos de falha concorrentes,
determinou-se os intervalos: h/2b =[0,08; 0.12],d = [3,1; 3,5]et = [0,25; 0,43]. A

constante de nao linearidade usada é n = 100.

Primeiramente é realizado o calculo dos custos iniciais da estrutura, tal fun¢do de custo
é dependente das variaveis de projeto, devendo ser calculada a cada nova configuracao.
A Figura 5.5 mostra a representacdo tridimensional do custo inicial versus altura e
diametro, sendo a variacao das espessuras visivel através das diferentes superficies

geradas.

Razio de Config. h/2b (%)
¢ 9 10 11 12

t; = 0,43 cm

t, =0,34cm

Ciniciat/ Crey

t; =0,25cm

Figura 5.5- Custo inicial da estrutura para t = {0.25,0.34,0.43}cm e n = 100.

Os custos iniciais sdo diretamente proporcionais ao volume de material. Assim, o
aumento da espessura reflete no aumento do custo. O aumento do didametro, por sua vez,
pode ser observado na leve inclinagdo positiva ao fundo da superficie, em direcdo a
didmetros maiores. Tais comportamentos sdo compativeis, uma vez que os aumentos de
espessura, e do didmetro interferem proporcionalmente no calculo da area da secao
transversal. A variacdo da altura, por sua vez, tem menor influéncia, uma vez que esta

relacionada indiretamente através do comprimento da barra.

O custo inicial se faz necessario para a definicdo dos custos esperados de falha para cada

modo, dispostos na Figura 5.6. Nesta figura, observa-se ndo s6 a variacdo dos custos em
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funcdo da razdo de configuracdo (descrita no item 5.3), mas também em func¢do do
diametro e da espessura.
Diametro (cm)

31 32 3.3 3435
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Figura 5.6 - Custo esperado de falha para snap-through (acima), flambagem (centro) e
esmagamento/escoamento (abaixo)

Observa-se que o aumento da espessura, além da sua influéncia no aumento do custo
inicial, desloca e aumenta o intervalo de probabilidades de falha intermediarias,

produzindo inclina¢des mais suaves. Com relacao ao didmetro, quando mantida a altura
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constante, seu aumento determina custos de falha menores em funcao da probabilidade

de falha.

A seguir, os custos inicial e esperado de falha serdo somados para a constituicdo dos
custos esperados totais, necessarios para a definicdo da configuracdo 6tima. Na Figura
5.7, fixou-se o didmetro d = 3,34 cm. E possivel observar, que a variacao das variaveis
de projeto altera a concorréncia entre os modos. Razdo pela qual a configuragio
escolhida como referéncia (Tabela 5.2) nao é aquela de custo minimo global do intervalo

analisado. Para este didametro C,./C,.y = 0,157 e demais varidveis de projeto sdo

h/2b = 0,12; t = 0,25.

de Config. h/2b (%) ,
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Razao
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0.20
0151 ® Snap-Through
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| i Esmagamento
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0.05 |
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Figura 5.7 - Custos esperados de falha e CET de referéncia.

Em uma andlise com diversas espessuras, a configuracdo de menor CET unitario
observado no intervalo analisado corresponde a h/2b = 0,12; d = 3,5; t = 0,25; cujo
custo é Cer/Crer = 0,139. A Figura 5.8 mostra as curvas de nivel da fung¢do CET em
funcao do diametro e da razdo de configuracao. O comportamento da regido de minimo

custo pode ser visto para cada espessura.
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Figura 5.8 - Curva de nivel dos custos totais para cada espessura.

Para a espessura utilizada como configuracdo de referéncia (t, = 0,34 cm), o custo
minimo encontrado é C,./C,.r = 0,151 correspondente a configuracao com variaveis de
projeto h/2b = 0,115; d = 3,1. A Figura 5.8 mostra, ainda, o comportamento da regido
de minimo e a distancia do ponto de minimo local ao custo referéncia a configuracao

escolhida da Tabela 5.2, cujo custo é de C,./Cyef = 0,164.

A seguir, a Figura 5.9 mostra o comportamento da curva de custos esperados totais
termos da razdo de configuracao versus diametro (acima), razao de configuracdo versus
espessura (centro) e do didmetro versus espessura (abaixo) para diferentes cendrios de
custo de falha. Para cada grafico, a varidvel de projeto restante (ndo visualizada no

grafico) foi mantidaem d = 3,34 cm,t = 3,4 mm, h/2b = 0,107.

Em comparagdo a Figura 5.4, esta andlise tridimensional dos custos esperados totais
permite visualizar o comportamento em funcdo de duas varidveis de projeto do
problema. O intervalo utilizado mostra, principalmente, no grafico didmetro versus

espessura (abaixo) que se trata de uma fun¢do convexa com ponto de minimo.
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Figura 5.9 - CET para diferentes cenarios de custos de falha.
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6. COMPARACAO COM A OTIMIZAGAO DETERMINISTICA

6.1 CONFIGURACAO DE COMPARACAO

Em Fox (1971) considera-se uma trelica plana de duas barras semelhante ao problema
analisado neste trabalho. As constantes usadas em Fox (1971) sdo usadas como

referéncia nesta comparacao, e sdo apresentadas na Tabela 7.1.

Tabela 6.1 - Variaveis adotadas por Fox (1971).

Variavel Valor | Unidade Valor no SGI

P (carga aplicada) 2x33 kips 293,58 kN

2 b (vao total) 2x30 in 152,4 cm

t (espessura) 0,1 in 0,254 cm

oy (Tensio) 100 ksi 68,95 kN /cm?

E (mddulo de Elast.) 3x10* | ksi 20684,27 kKN/cm?
p (densidade) 0,3 Lb/in3 8,304 g/cm3

O problema resolvido por Fox, no entanto, considera material linear e pequenos

deslocamentos, sendo a tensao nas barras igual a:

PL
N F 4 PL B PL _ P (b2 +h*)'? 6.1)
CTAT - mh(@-(d,—202 nmht(d,—t) nmt hd '
4
A tensao critica de Euler para flambagem é calculada por:
2E 1 2E 2E (d? +t2
0t = T [ 4 0% + (A~ 002 = T T (62)

124 16(b?% + h?) 8 (b2 + h?)

A funcao objetivo do problema de Fox é dada em fung¢do do peso da estrutura:

Peso = pA2L = 2p(mdt) (b*+h¥)V/? (6.3)
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6.2 RESOLUCAO DETERMINISTICA E LINEAR DE FOX

Para o critério de maxima tensdo admissivel, a trelica otimizada é obtida com um
conjunto de valores candidatos. Desses valores minimos 6timos, mostrados na Tabela

6.2, somente alguns estdo acima da tensao critica de Euler.

Tabela 6.2 - Valores candidatos a ponto 6timo.

Diametro (cm) Altura(cm) Peso (kg)
5,08 48,26 6,07
571 40,64 6,54
6,35 35,56 7,08

Os valores riscados na Tabela 7.2 correspondem a configuragdes que levam a tensdes
superiores a tensdo critica de Euler e, portanto, representam configuragdes inviaveis. A
configura¢do 6tima, na solugdo deterministica de Fox (1971), corresponde a terceira
linha da Tabela 7.2, com d = 5,08 cm e h = 48,26 cm, cujo peso total é igual a 6,07 kg.
Utilizando o custo unitario de 3,5 1073 R$/g. A configuracio 6tima de Fox tem custo

igual a:

Crox = 6,07 kg (3,50 R$/kg) = 21,25 reais. (6.4)

6.3 OTIMIZACAO DE RISCO PARA MESMA CONFIGURACAO

Para a otimizacao de risco serdo utilizando os dados de entrada da Tabela 7.1 e o
diametro 6timo encontrado por Fox (1971). Para o didmetro cabe uma ressalva, uma vez
que Fox adota diametro médio igual a 5,08 cm. Neste trabalho sera utilizado o diametro
externo calculado por: d, =d,, +t = 5,334 cm, onde a espessura t é mantida em
2,54 mm. As médias e desvios padrdo das varidveis tomadas como aleatdrias sdo dadas
na Tabela 6.3. Os valores da largura total do vao (152,4 cm), densidade do material e

custo unitario sio mantidos conforme Fox.

Tabela 6.3 - Parametros das variaveis aleatdrias

Variavel | Distribuicao Média () C.0.V. Desvio-padrao (o)

E Log-Normal 20684 kN/cm? 0,05 1124 kN/cm?
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y Log-Normal

68,95 kN/cm?

0,05

3,4 kN/cm?

P, Normal

293,6 kN

0,10

-29,4 kN

6.3.1 Consideracao de linearidade fisica

Primeiramente, é feita uma otimizacdo de risco com variacdo do parametro de altura,

tendo em vista que sera utilizado o diametro 6timo encontrado por Fox (1971). Para

destacar os efeitos da nao linearidade geométrica no problema, a constante de nao

linearidade fisica é reduzida a n = 1. Como a consideracdo da posicdo deslocada

ocasiona o modo de falha por snap-through, o mesmo sera considerado adicionalmente

ao problema de Fox (1971). O comportamento da curva de CET é mostrado na Figura

6.1.

80

60

Custo(R$)
&

24,29
20

Pttt

Cinicial

C esperado  Snap —Through
C esperado Flanmbagem

C esperado Esmaganento
CespTotal 1+1x1x1

40

59,43 60 80
Altura

120

Figura 6.1 - Visualizacdo dos custos parciais e totais paran = 1.

Observa-se que a configuracdo 6tima da otimizacdo de risco é regida pela falha por

tensdo admissivel. O custo esperado total, segundo a Figura 6.1, apresentou um minimo

global em h = 59,43 cm com custo de 24,29 reais. Se considerarmos a falha por tensao

admissivel satisfatoria aos 48,26 cm, que equivale a Py = 46% € frensao = 0,09

obteriamos um custo de 31 reais. Tal custo tem cerca de 30 % de custo esperado de

falha.
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6.3.2 Considera¢ao de ambas nao linearidades

Na analise com ambas nao linearidades, utilizou-se constante de nao linearidade igual a
n = 100. Tal valor provoca comportamento altamente nado linear da estrutura, sendo
observada P; =1 para flambagem no dominio analisado. Sendo assim, decidiu-se
diminuir a constante de ndo linearidade em 60%. Tal valor permitiu a observagao de um
minimo global sem alterar diretamente as caracteristicas materiais e geométricas da
estrutura. O ponto de minimo global, caracterizado por probabilidades de falha
aceitaveis em todos os modos considerados, pode ser observado na curva de custo

esperado total da Figura 6.2.

Lo — —e— (inicial

—s— C esperado Snap —Through
=o— C esperado Flambagem
== C esperado Esmagamento

—¥— CespTotal 1+ 1:(;1’,/
¥

60

40

Custo(R$)

L% 5 A """
20 -

20 40 do 80
Altra 59,43

Figura 6.2 - Visualizacdo dos custos parciais e totais paran = 40.

Neste caso, 0 minimo custo esperado total foi encontrado em h = 59,43 ¢m com custo de
24,31 reais. Dentre outras diferencas, apds diminui¢do da constante de ndo linearidade,
destaca-se o comportamento da curva de flambagem que passa a exibir sobrevivéncia

em configuragdes maiores

6.3.3 Comparacao dos resultados

De forma geral, a mudan¢a do comportamento ndo linear do material idealizado

modifica os intervalos de ocorréncia de cada falha. Na Tabela 6.4, dispde-se um quadro
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comparativo da otimizacao de risco para as diferentes constantes de nado linearidade

fisica adotadas.

Tabela 6.4 - Comparacio das configuracdes 6timas com relacio as diferentes constantes

de nio linearidade fisica adotadas para diametro externo igual a 5,08 cm.

n h otim. de Custo Custo projetado para
risco Minimo h otim. de Fox (1971)
100 - - 89,5
40 59,43 24,31 54,5
1 59,43 24,29 31,5
Fox (1971) 48,26 21,25 -

Os custos projetados para a altura 6tima encontrada na otimizacdo deterministica
evidenciam a diferenga entre as otimiza¢des adotadas. Tal diferenga esta relacionada a
funcdo objetivo da otimizagao de risco, que leva em conta nao s6 a minimiza¢do do custo
em func¢do do volume, mas também os custos associados a cada modo de falha. Portanto,
0os custos projetados sdo claramente maiores que o custo Otimo deterministico
(21,25 reais) por incluirem custos esperados de falha. Por sua vez, as configuracdes
Otimas encontradas na otimizacao de risco sdo mais robustas devido a restrigdes de

falha e consideracdo das incertezas nas equacgoes de estado limite do problema. O custo

minimo, no entanto, é afetado basicamente pelo custo inicial ou de material.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho trata da otimizacao ndo linear de uma estrutura de trelica considerando os
efeitos dos custos esperados de falha. O modelo mecanico considera nao linearidades
fisicas e geométricas. Em termos de falha considerou-se falhas por tensdo de tragdo
(escoamento) e por tensdo de compressao (esmagamento), além de falhas por
instabilidades, sendo a de bifurcagao conhecida como flambagem e a de ponto de limite
ou chamada de snap-through. A selecao do problema, e de suas varidveis aleatérias e de
projeto, objetivou expor a concorréncia entre os modos de falha, para custos de falha
diferentes. As diferencas entre as configuragdes 6timas observadas sdo sutis; entretanto,
demonstram como a concorréncia entre modos de falha de custo distinto pode afetar a

configuracdo estrutural 6tima.

7.1 OBSERVACOES GERAIS

Com relacdo aos modos de falha, é possivel afirmar que a falha por snap-through
determina a mudang¢a de comportamento dos demais modos de falha, uma vez que a
configuracdo deslocada é levada em conta nas equacdes de estado limite, através da

consideracdo da nao linearidade geométrica.

A comparacdo da otimizacdo de risco com a otimizacdo deterministica chegou a
configuragdes com maior uso de material. Porém, com menor custo esperado total,
quando comparado ao custo de Fox (1971). A otimizacao deterministica de Fox (1971)
ndo levou em conta a posicdo deslocada (andlise ndo-linear) nem falhas relacionadas
com este comportamento. Tal resultado mostra a influéncia da consideracdo dos custos
de falha na otimizac¢do, propiciando nao so6 resultados de peso minimo (uma vez que o
custo é dado em func¢do do peso), como também mais seguros pela consideracdo de mais

modos de falha e incertezas.
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7.2 SUGESTOES DE PESQUISAS FUTURAS

Como desenvolvimento futuro da presente pesquisa cita-se a sua aplicagdo a otimizagao
topologica de estruturas redundantes planas e tridimensionais, bem como a utilizagdo

de algoritmos inteligentes para escolha dos modos de falha dominantes.

Com relacdo ao modelo mecanico, extensao para materiais de comportamento elasto-

plastico, mantendo a inclusao das andlises ndo lineares geométricas.

Com relacdo a solucdo de problemas de otimizacdo, cita-se o desenvolvimento de
ferramental (software) para otimizacdo topolégica de estruturas planas e
tridimensionais, considerando quantificagdo de incertezas e consequéncias de falha.
Sugere-se considerar modos de falha tradicionais, como falha ductil/fragil por sobre-
tensdo, falha por excesso de deformacdes; bem como falha por instabilidade elasto-
plastica, para problemas envolvendo estruturas de barras (trelicas e vigas) e para

problemas envolvendo elasticidade plana.
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