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RESUMO

CORDEIRO, S. G. F. Formulacbes do Método dos Elementos de Contorno aplicadas a
analise elastica e a fratura coesiva de estruturas compostas planas. 2015. 266 f.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Séo Carlos,
Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos, 2015.

O presente trabalho trata do desenvolvimento de formulagGes numéricas para avaliar o
comportamento mecanico de estruturas compostas planas, no contexto de elasticidade linear e
mecanica da fratura ndo linear. As formulacGes propostas sdo baseadas no Método dos
Elementos de Contorno (MEC), por meio das representacOes integrais singular e hiper
singular dos problemas elastostaticos. A técnica de multi-regides é considerada para acoplar a
interface de sélidos multifasicos. O MEC é uma técnica numérica robusta e precisa para
analisar o fendmeno da fratura em solidos. Esse método numérico apresenta uma natural
reducdo na dimensionalidade do problema, tornando mais simples a modelagem das
superficies de fratura. Além disso, essa reducdo de dimensionalidade faz também com que o
tratamento de interfaces materiais em estruturas compostas seja uma tarefa menos ardua. Com
0 uso da solucdo fundamental de Kelvin nas representaces integrais, materiais isotropicos
podem ser considerados para constituir as estruturas compostas. Por outro lado, utilizando a
solucdo fundamental de Cruse & Swedlow, também é possivel lidar, de maneira geral, com
materiais anisotropicos em estruturas compostas. Nessas estruturas, as fraturas sao assumidas
como ocorrendo ao longo das interfaces e o comportamento ndo linear € introduzido pelo
modelo coesivo de fratura, o qual é aplicavel a materiais quase frageis. Nessas analises, 0
sistema né&o linear de equacbes pode ser solucionado utilizando dois distintos algoritmos de
resolucéo iterativa. O primeiro sempre leva em consideracédo a rigidez elastica da estrutura e
é, portanto denominado Operador Constante (OC). J& o segundo é denominado Operador
Tangente (OT), pois considera uma rigidez tangente a resposta estrutural ndo linear, o que
resulta em melhores taxas de convergéncia em comparacdo ao OC. Como aplicacdes das
formulaces, estruturas compostas teoricas foram analisadas em regime elastico. Alem disso,
testes experimentais de fratura em espécimes de concreto e madeira também foram simulados.
A comparacdo dos resultados com as referéncias demonstrou que, as formulacfes foram
efetivas e precisas para avaliar respostas mecanicas de estruturas, seja em regime elastico

linear ou nos testes de fratura quase fragil.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Estruturas Compostas, Técnica de

Multi-regides, Meios Anisotropicos, Modelo Coesivo de Fratura, Operador Tangente.






ABSTRACT

CORDEIRO, S. G. F. Boundary Element Method formulations applied to elastic analysis
and cohesive fracture of plane composed structures. 2015. 266 p. Dissertation (M. Sc. in
Structural Engineering) — School of Engineering of So Carlos, University of S&o Paulo, Sdo
Carlos, 2015.

The present work deals the development of numerical formulations to evaluate the mechanical
behaviour of plane composed structures, in the context of linear elasticity and nonlinear
fracture mechanics. The proposed formulations are based on the Boundary Element Method
(BEM), through its classical singular and hyper singular integral equations. The multi-region
technique is adopted to couple the interfaces of non-homogeneous multiphase bodies. The
BEM is a robust and accurate numerical technique to analyse fracture phenomena in solids.
This numerical method presents a mesh dimensionality reduction, which makes easier the
modelling of cracks surfaces. Besides, this dimensionality reduction also makes the treatment
of interfaces in composed structures a less complex task. Considering the use of Kelvin
fundamental solutions at the integrals equations, isotropic materials can be represent as parts
of the composed structures. On the other hand, using Cruse & Swedlow fundamental solution
it is also possible to deal with general anisotropic materials. At the composed structures,
cracks can propagate along the materials interfaces and the cohesive crack model is
responsible for the nonlinear structural behaviour of the quasi-brittle failures. The nonlinear
system of equations at the fracture analyses is solved using two different algorithms for
iterative resolution. The first always takes into account the structure elastic strength and,
hence it is called Constant Operator (CO). On the other hand, the second is denominated
Tangent Operator (TO) due to the fact that it considers strengths at the tangent directions of
the nonlinear structural response. Therefore, convergence rates are faster when compared with
the CO. As applications, composed structures were analysed with the developed formulations
in linear elastic range. In addition, experimental fracture testes performed in concrete and
wood specimens were also analysed. The confront of obtained results with the reference ones
show that, the formulation was effective and accurate to evaluate the mechanical responses of
composed structures in linear elastic range, and also to perform nonlinear quasi-brittle fracture

tests.

Keywords: Boundary Element Method, Composed Structures, Multi-region Technique,
Anisotropic Medias, Cohesive Fracture Model, Tangent Operator.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

A humanidade, desde tempos antigos, transforma recursos disponiveis a sua volta de
modo a facilitar suas necessidades. Dessa maneira, 0 ser humano tem produzido moradias,
ferramentas auxiliares, meios de locomocédo, computadores e maquinas modernas em geral.
Com a evolucdo ao longo dos anos dos processos de concep¢do das manufaturas, os
conhecimentos empirico/cientifico adquiridos pelo homem na transformacéo dos recursos deu
origem a ciéncia, hoje conhecida como, engenharia. Em linhas gerais, a engenharia aplica

esses conhecimentos na producao de manufaturas.

Diversos foram os motivos que levaram o ser humano a questionar e investigar o
comportamento dos materiais. Entre esses, podem ser citados falhas estruturais que
ocasionaram perdas humanas e materiais, a otimizacdo de formas estruturais visando a
economia dos recursos e a adequabilidade do comportamento de diferentes materiais a
diferentes utilizag6es da humanidade. Nesse contexto surge a ciéncia/engenharia de materiais

e também a engenharia de estruturas.

A engenharia estrutural tem como um de seus principais objetivos a prevencdo de
falhas em estruturas que possam a ocasionar perdas humanas e materiais. Assim, por meio da
avaliacdo do comportamento mecanico das estruturas e de sua interagdo com o meio externo,
modelos matematicos foram desenvolvidos baseados em leis fisicas do comportamento de
solidos e fluidos. Esses modelos séo, de maneira geral, expressos em forma de equacdes
diferenciais e integrais e constituem parte de uma ciéncia conhecida como mecanica do
continuo. Podem ser citadas como derivacGes dessa ampla area de conhecimento, a mecanica
dos fluidos, a mecénica dos solidos, a teoria da elasticidade linear e a teoria da elasticidade

ndo linear.

Os modelos matematicos sdo aplicados na mecénica dos sélidos com o objetivo de
determinar as incognitas de seus problemas, que sdo geralmente os campos de deslocamentos,
tensdes e deformacBes dentro do dominio de um corpo, submetido a um conjunto de

condigdes de contorno. De acordo com 0s conceitos da teoria da elasticidade, esses campos
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estdo relacionados entre si pelas equacdes de equilibrio, relagbes de compatibilidade entre os
campos de deslocamento e deformacdo e lei constitutiva do material, a qual relaciona as
deformacdes as tensdes. Esse conjunto de equacbes, somado as condicBes prescritas no
contorno do corpo, ddo origem a um problema fundamental da mecénica dos solidos, o

problema de valor de contorno (PVC).

O equacionamento pode abranger comportamentos lineares, ndo lineares, modais,
transientes, isotropicos, anisotropicos (entre outros) de estruturas constituidas por materiais
elasticos, plasticos, viscosos, ducteis, frageis, quase frageis (entre outros) submetidas a
carregamentos dindmicos e estaticos. No entanto, sempre serdo assumidas simplificagcbes em
relagcdo ao problema real, cabendo ao engenheiro conhecer suas limitagdes. As simplificagdes
sdo feitas de maneira a possibilitar a obtencédo das incognitas do problema. Por fim, a solucao
pode ser determinada de maneira analitica ou numérica. Nem sempre é facil a obtencdo de
uma solucdo analitica dos modelos matematicos criados para representar os problemas.
Portanto, o nimero de problemas que podem ser resolvidos analiticamente € muito limitado,
uma vez que a geometria, as condi¢Bes de contorno e a resposta do material nos problemas
podem possuir consideravel complexidade. Portanto, para muitos problemas onde a solucéo
analitica ndo é conhecida, é possivel obter boas aproximacdes para a resposta via aplicacdo de

métodos numeéricos.

Apesar da evolucdo das teorias sobre o comportamento dos sélidos e fluidos, falhas
estruturais de maquinas, equipamentos e estruturas em geral ainda ocorrem. Entre essas falhas
podem ser destacados colapsos de pontes, falhas fatais em aeronaves e navios, fissuras em
usinas hidroelétricas e nucleares, falhas em plataformas submersas e muitas outras que
resultaram em perdas humanas e materiais. Um fator em comum em muitos acidentes foi a
propagacao de fissuras no material, a qual acarretava a falha da estrutura por fraturamento. A
fratura dos materiais € um fendmeno fisico que pode ocasionar colapsos estruturais. A
depender do tipo de fraturamento, os materiais aplicados na engenharia sdo geralmente
classificados em trés grandes grupos: Nos materiais frageis, como por exemplo, o vidro ou 0
ferro fundido, a fratura ocorre de maneira instdvel com perda total de rigidez praticamente
instantanea. Ja nos materiais ducteis como 0s metais, grandes deformacbes plasticas séo
verificadas antes do colapso por fraturamento. Por fim, os materiais denominados quase
frageis apresentam uma preferéncia por perder energia via fraturamento, ao invés de sofrerem
deformacdes irreversiveis como os metais. Porém, devido a alguns mecanismos resistentes

presentes nesses Ultimos materiais, a fratura pode ocorrer estavel ou instavelmente sendo a
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perda de rigidez da estrutura menos catastrofica em comparacdo aos materiais frageis. Alguns
materiais que se enquadram no terceiro grupo dessa classificacdo sdo concretos e outros
materiais cimenticeos, rochas, madeiras e também alguns polimeros sob a acdo de

determinados agentes quimicos.

Entre as falhas de estruturas ocorridas por fraturamento, podem ser destacados alguns
graves acidentes envolvendo barragens de concreto, os quais causaram a morte de um
significativo numero de pessoas (SOUZA, 2001). Em 1889, a ruina catastrofica da barragem
de concreto “South Fork” em Johnstown na Pennsylvania, Estados Unidos, causou a morte

2,2 mil de pessoas (pt.wikipedia.org/wiki/Inundacdo_de Jonhstown).

No dia 12 de marco de 1928, a barragem de Saint Francis, a 60 quildometros de Los
Angeles, ndo aguentou a pressdo do lago artificial e rompeu apenas dois anos depois de ter
sido inaugurada. Cerca de 450 pessoas morreram por causa da enxurrada

(http://super.abril.com.br/tecnologia/barragem-st-francis-686408.shtml).

A barragem Malpaset na Fran¢a chegou ao colapso matando cerca de 500 pessoas,
semanas depois de terem sido noticiadas as primeiras fissuras na estrutura. A Figura 1.1 traz

uma imagem da barragem ruida.

Figura 1.1 Barragem Malpasset ruida em 1959, Franca

(fonte: http://www.simscience.org/cracks/advanced/malpasset_current.html)

Além desses acidentes com barragens, pode também ser apontado o caso dos 2500
navios “Liberty”, produzidos para a Il guerra mundial, em que 145 partiram-se ao meio ainda

nas docas e 700 apresentaram danos que impossibilitaram sua utilizacao.


http://super.abril.com.br/tecnologia/barragem-st-francis-686408.shtml
http://www.simscience.org/cracks/advanced/malpasset_current.html
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O navio Schenectady, por exemplo, partiu ao meio em Janeiro de 1943 devido ao

crescimento de fissuras em seu casco. A Figura 1.2 a seguir ilustra o acidente.

Figural.2 Navio Schenectady fraturado ao meio em 1943

(fonte: http://inspecaoequipto.blogspot.com.br/2013/11/caso-050-fratura-fragil-dos-navios.html)

Esses e muitos outros acidentes ocorreram em estruturas cujo nivel de solicitagdo,
calculado a luz da teoria da elasticidade, estava muito abaixo da resisténcia mecanica do
material, despertando assim a curiosidade de diversos pesquisadores. Muitas dessas falhas
ocorreram devido & falta de conhecimento dos projetistas em relagdo a um importante
fendmeno, a concentracdo de tensdo. Tal fendmeno surge em regides de descontinuidade da
estrutura, como em furos e entalhes. As fissuras em corpos passaram entdo a ser entendidas
como descontinuidades de material. Nesse contexto, em paralelo a esses acidentes, se
desenvolveu uma nova teoria muito importante para a engenharia de estruturas, a mecénica da
fratura (MF). Devido ao fendmeno de concentracdo de tensdes nas proximidades das pontas
de fissura, sempre existe nessa regido uma porcdo de material degradado denominada na
literatura de Zona de Processos Inelasticos (ZPI1). Nessas regides, perdas significativas de
energia podem ocorrer ao longo do fraturamento, ocasionando respostas ndo lineares nas

estruturas.

Os primeiros conceitos da MF se iniciaram analisando falhas em materiais frageis para
0s quais, em estruturas de dimensdes recorrentes na engenharia, a ZPl é suficientemente
pequena para que possa ser considerada desprezivel. Nesse caso, a fratura pode ser avaliada
como elastica linear. J& no caso de outros tipos de materiais, como o0s dlcteis ou 0s quase
frageis, a zona degradada néo e desprezivel em relacdo as dimensdes das fissuras e das pecas
estruturais. Portanto, nessas circunstancias, mecanismos materiais resistentes comecam a
atuar na regido de degradacdo mecénica, ocasionando significativas perdas de energia ao

longo do fraturamento. Tais fraturas sdo denominadas na literatura fraturas néo lineares.
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Apesar do avanco da MF, acidentes envolvendo fratura de materiais ainda continuam a
ocorrer nos dias atuais, justificando assim o desenvolvimento de ferramentas para auxiliar
engenheiros em projetos estruturais. Entre tais acidentes, estdo os colapsos de edificios de
concreto armado ocorridos no Brasil na década de 90 e que ocasionaram um consideravel
namero de perdas humanas (SOUZA, 2001):

- Desabamento de edificio residencial em 1990 na Praia do Gonzaga, em Santos, Estado de

sdo Paulo;

- Ruina do Edificio Atlantico, em Janeiro de 1995, na cidade de Guaratuba, Litoral do Parana,

ocasionando a morte de 28 pessoas;

- Desabamento parcial do Edificio Palace Il, com 22 pavimentos, na cidade do Rio de Janeiro,
em Fevereiro de 1998, ocasionando a morte de 8 pessoas e desalojamento de 130 familias
(Figura 1.3);

Figura 1.3 Desabamento do edificio Palace 1l em 1998

(http://www.palace?.org.br/desaba05.html apud, SOUZA (2001))

Outro recente acidente que pode ser citado, foi a fratura em estruturas de concreto da
usina nuclear de Fukushima Daiichi, nas proximidades dos reatores da mesma. A usina sofreu
sob a acdo de um terremoto de magnitude 9 seguido por um tsunami, o qual atingiu seus
reatores em marco de 2011, resultando na contaminacdo radioativa do mar na costa leste

japonesa e no deslocamento de 270 mil pessoas.

Na Figura 1.4 € mostrado uma macro fissura proxima a um dos reatores da usina

(http://pt.wikipedia.org/wiki/acidente_nuclear_de Fukushima_I)


http://www.palace2.org.br/desaba05.html
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Figura 1.4 Macro fissura proxima a um reator da usina nuclear de Fukushima no Japdo em 2011
(fonte: http://www.ibtimes.co.uk/fukushima-nuclear-crisis-japan-faces-power-shortages-175089)

Esses e diversos outros acidentes envolvendo propagacdo de fissuras na histéria da
humanidade, comprovam a importancia de se estudar tal modo de falha. No entanto, 0s
problemas relacionados a MF sdo complexos o suficiente para inviabilizar o tratamento
analitico. No caso de chapas com trinca centrada submetidas a carregamentos especificos,
solucdes analiticas foram determinadas utilizando func@es de tensdo de origem complexa por
WESTERGAARD (1939). Porém, em estruturas reais constituidas de distintos materiais com
multiplas fissuras e geometrias complexas, a abordagem analitica se torna inviavel. Alem
disso, outras dificuldades podem aparecer nas analises. Respostas mecanicas anisotrépicas,
por exemplo, sdo muitas vezes observadas em materiais que constituem diversos problemas
atuais de engenharia. A substituicdo dos materiais classicos de engenharia por materiais mais
eficientes como os polimeros, por exemplo, tem crescido de forma significativa nos ultimos
anos. Segundo SANCHES (2006) e DAMASCENO (2010), a fratura fragil pode ocorrer em
estruturas poliméricas em servico causando significativas implica¢cbes na industria e na
economia. Principalmente em polimeros amorfos, tal falha é verificada quando a acdo de
elevadas tensdes mecanicas ocorre conjuntamente com a acgdo quimica de determinados
agentes em contato com a peca. A Figura 1.5 apresenta como 0 agente quimico em contato
com a peca pode alterar a resposta mecanica do Poli Tereftalato de Etileno (PET) de uma

falha ductil para uma fratura fragil.
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Figura 1.5 Influéncia de agentes agressivos na fratura do PET (SANCHES, 2006).

Alguns dos mecanismos de resisténcia a fratura verificados em materiais classicos da
engenharia, como a madeira, também sao verificados nos polimeros utilizados na industria.
Por exemplo, na Figura 1.6 sdo ilustradas fibras microscopicas transversais a frente de uma
fissura em um material polimérico, mecanismo esse que também é comumente verificado na

fratura em madeiras.

fissura + craze

fibrilas | escoamento e formacdo
” de Microvazios
ponta do
entaine

Figura 1.6 Imagens de fratura em polimeros (WRIGHT, 1996)

No presente trabalho pretende-se desenvolver uma ferramenta computacional para
avaliar estruturas compostas em regime eléstico e também a fratura ndo linear de pecas
estruturais. Para isso, um modelo ndo linear de fratura dos materiais quase frageis foi
acoplado a técnica de multi-regides do MEC, no intuito de reproduzir fraturas nas interfaces
de problemas compostos. Algumas aplicacdes em regime elastico de estruturas compostas
anisotropicas bem como aplicacbes de fratura em pecas de concreto e madeira sdo
apresentadas nos capitulos finais para validar o trabalho.

Devido a complexidade das analises mecanicas de estruturas reais, a abordagem mais

conveniente envolve a aplicacdo de algum método numérico. Os métodos numéricos podem
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ser divididos de forma ampla em dois grandes grupos, métodos de dominio e métodos de
contorno. No primeiro desses, sdo admitidas satisfeitas as condi¢bes de contorno do problema
e as aproximacOes se ddao no dominio. Podem ser citados como exemplos desse grupo o
Método dos Elementos Finitos (MEF), Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos
Elementos Finitos Estendidos (MEFE). Em contrapartida, no segundo grupo admite-se que a
equacdo que governa o problema é obedecida no dominio, e as aproximac6es inerentes ao
método sdo feitas no contorno. Nesse grupo se enquadra 0 método adotado nesse trabalho,
Método dos Elementos de Contorno (MEC), o qual possui grande aplicabilidade também em
outras &reas da fisica.

O MEC tem se mostrado uma técnica numérica robusta e precisa para a analise de
problemas da mecénica da fratura, mecéanica do contato e andlise de corpos multifasicos.
Devido ao fato de ser um método de contorno, o MEC apresenta uma reducdo na
dimensionalidade da malha, ou seja, a discretizacéo é feita apenas no contorno dos problemas.
Assim, a analise de problemas contendo fissuras, superficies em contato ou ainda interfaces
entre distintos materiais torna-se uma tarefa menos complexa. Isso porque as superficies a
serem analisadas nesses problemas possuem uma dimensdo a menos em relacdo ao dominio e,
portanto podem ser discretizadas por malhas de contorno. As vantagens da reducdo de
dimensoes séo verificadas também em problemas de propagacéo de fissuras internas uma vez
gue o remalhamento necessario fica restrito apenas as novas superficies de trinca que venham
a aparecer. Além disso, devido ao fato da aproximagdo se encontrar apenas no contorno, o
MEC é uma ferramenta muito precisa na determinacdo de problemas cujas grandezas de
interesse possuam elevados gradientes. SituacOes desse tipo sdo verificadas em problemas
estruturais como no caso da concentracdo de tensdes nas extremidades de fissuras, ou ainda
no caso de bruscas variacGes de tensbes e deformacdes em regiGes proximas a interfaces de
materiais com consideraveis diferencas de rigidez. Nas analises apresentadas no presente
trabalho, os materiais que constituem as estruturas compostas podem ser isotrépicos ou

anisotrépicos a depender da solugdo fundamental adotada na formulagéo integral do MEC.

Devido a suas caracteristicas, o0 MEC tem sido utilizado na literatura como uma
ferramenta para a analise de diversos problemas de engenharia. Apesar de sua ampla
aplicabilidade, o presente trabalho ser4 mais focado especificamente na analise de estruturas
compostas em regime elastostadtico e também no fraturamento quase fragil de pecas

estruturais.
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1.2 OBJETIVOS DO ESTUDO

O objetivo principal do presente estudo foi desenvolver formulagbes do MEC para
tratar estruturas compostas em regime elastico linear ou submetidas a fratura ndo linear. Para
as analises de fratura, o modelo coesivo foi acoplado a técnica de multi-regides introduzindo
comportamento n&o linear nos problemas. O sistema de equacdes néo lineares foi solucionado
usando o classico Newton-Raphson denominado Operador Constante (OC) ou ainda via o0
esquema Operador Tangente (OT) o qual converge mais rapidamente para a solucdo ndo
linear em comparacdo ao primeiro. Nas formulagdes integrais do MEC, primeiramente foi
utilizada a solucdo fundamental de Kelvin para representar o comportamento de materiais
isotropicos. Posteriormente, foi também incorporada as formulacGes, a solucdo fundamental
de Cruse & Swedlow para lidar com regides anisotropicas. Todas as formulacdes do trabalho
foram programadas em linguagem Fortran 90 sendo que, para alcancar o objetivo final, o

trabalho foi dividido em etapas especificas conforme a seguir apresentado.
- Revisdo bibliogréfica;

- Formulag&o singular do MEC para meios isotrépicos;

- Formulacéo hiper singular do MEC para meios isotrépicos;

- Técnica de sub-regides para modelar dominios ndo homogéneos;

- Acoplamento do modelo coesivo de fratura nas interfaces via OC;

- Formulag&o singular do MEC para meios anisotropicos;

- Formulag&o hiper singular do MEC para meios anisotréopicos;

- Implementacéo do OT para solucionar o sistema nao linear;

- Aplicagdes em regime elastico linear;

- Aplicages de fratura coesiva;

-Comparativo de eficiéncia entre 0 OC e 0 OT nas anélises de fratura.

No trabalho, todas essas etapas foram finalizadas e, a partir disso, foi possivel
apresentar uma discusséo dos resultados obtidos juntamente com conclus6es sobre aplicagoes
e limitacdes da presente formulacdo desenvolvida para problemas de engenharia.
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1.3 REVISAO DA BIBLIOGRAFIA

Na revisdo da bibliografia sdo abordados trabalhos que contribuiram para o
desenvolvimento das areas de conhecimento relacionadas a presente pesquisa. Por uma
questdo de organizacao, o texto da revisdo foi segmentado nos seguintes topicos: Mecéanica da
fratura, Método dos Elementos de Contorno e Aplicacbes do MEC e do MEF a fratura dos
materiais. Em cada um desses itens sdo abordados, cronologicamente, em um aspecto

histdrico, os trabalhos que subsequentemente foram ampliando essas areas do conhecimento.
1.3.1 Mecanica da Fratura

Conforme apresentado na introducdo, o desenvolvimento da MF se deu em paralelo a
falhas estruturais ocasionadas por propagacao de fissuras, as quais ndo podiam ser explicadas
pela teoria da elasticidade (ALLEN; BOOTH, JUTLA, 1988). A evolucdo dessa ciéncia
ocorreu, em grande parte, devido a diversos pesquisadores cuja contribuicdo, atraves de

importantes trabalhos, levou a melhor compreensdo do fendmeno da fratura em soélidos.

Em 1898, o engenheiro alemdo Kirsch resolveu analiticamente o problema de uma
chapa infinita tracionada com um furo circular em seu centro. Ele entdo observou que havia
uma concentracdo de tensdo na regido proxima ao furo, onde a intensidade chegou até a
valores trés vezes maiores do que a tensdo aplicada. INGLIS (1913) resolveu um problema
semelhante de elasticidade. Trata-se de uma chapa infinita tracionada com um furo eliptico
em seu centro. Novamente verificou-se o efeito de concentracbes de tensdes, porém ainda
mais significante do que no caso estudado por Kirsch. Dessa maneira, percebeu-se que a
medida que um dos raios da elipse se aproxima de zero e a geometria do furo se aproxima da
de uma fissura, o estado de tensdo a sua frente tende a ser singular. A partir desses pioneiros
trabalhos, o fendmeno da concentracdo de tensbes comecou a ser estudado por diversos
pesquisadores (SANFORD, 2003).

WESTERGAARD (1939) resolveu analiticamente o problema de um corpo infinito
sob tensdo contento uma fissura central, por meio de conceitos da teoria da elasticidade. Para
isso, 0 autor fez uso de funcdes de tensdo de origem complexa, as quais foram denominadas
funcbes de tensdo de Westergaard. No entanto, 0 equacionamento resulta em tensdes
singulares na extremidade da fissura, independentemente da intensidade finita de tensdo

aplicada. Portanto, a analise da previsdo de falha por fraturamento resultava inconsistente.
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Em 1950 a MF foi apresentada como uma disciplina pelo engenheiro George Irwin,
que trabalhava no Naval Research Laboratory (SANFORD, 2003). As primeiras ideias foram
desenvolvidas para materiais frageis como o vidro e alguns tipos de metais. Verificou-se que
em tais materiais, as dimensfes da ZPl sdo consideravelmente pequenas em relacdo as
dimensdes das estruturas analisadas. Portanto, a partir dos estudos desenvolveram-se alguns
dos principais conceitos da Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL) (SURENDRA et al.,
1995). Uma das ideias basicas da MFEL ¢é a de que, proximo a qualquer trinca de um corpo
constituido por qualquer material, a distribuicdo de tensdes tera o comportamento descrito
por:

o(r) = Cpr=1/2 (1.1)

Sendo r a distancia entre o ponto de analise e a ponta da trinca e Cr uma constante que
depende do comprimento da fissura, geometria estrutural e carregamentos. Tal conceito
novamente esbarra na inconsisténcia de tensdes singulares ja apontada anteriormente por
Westergaard, ou seja, ¢ — oo quando r — 0. Portanto, para resolver o impasse da previsao de
falha por propagacao da fissura, o problema foi tratado através de uma abordagem energética.
Nesse contexto, IRWIN (1957) propds o emprego de uma grandeza denominada fator de
intensidade de tensdo, K, a qual permite avaliar o processo de evolucédo das fissuras, prevendo
critérios para o fraturamento que ndo sejam baseados em estados de tensdo. No entanto, a
obtencdo dos fatores de intensidade de tensdo dependia de um custoso balanco energético

envolvendo toda a estrutura.

RICE (1968) introduziu a “Integral J”, uma formulacao capaz de quantificar o fluxo de
energia em um contorno fechado na regido préxima a ponta da fissura. Por meio da “integral
J”, os fatores de intensidade de tensdo podem ser determinados analisando-se apenas o0 campo
de tensdes e deslocamentos nas proximidades da fissura. Portanto, tal integral viabilizou as

simulagOes de fraturamento em materiais frageis para o caso de pequenas dimensdes da ZPI.

Posteriormente, os conceitos da MF se expandiram para a analise de corpos ddcteis e
também quase frageis. Em tais materiais, a zona de dissipacdo de energia, ou ZPIl, ndo é
desprezivel. Nos materiais ducteis, a dissipacdo de energia ocorre principalmente devido as
deformacdes plasticas, as quais sdo verificadas a frente da ponta da fissura. O colapso por
fraturamento nesse caso comega a ocorre quando ndo houver mais regides de material

disponiveis para se deformar plasticamente. J& nos ditos corpos quase frageis, a energia
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dissipada na ZPI nédo decorre das deformac6es plasticas, mas sim devido a outros mecanismos
resistentes. Em concretos e rochas, esses mecanismos de dissipacdo estdo relacionados a
coalescéncia de micro fissuras, intertravamento de particulas agregadas e friccdo das faces de
trincas (SURENDRA, 1995). J& em madeiras, alguns polimeros e compositos fibrosos, tais
mecanismos estdo relacionados principalmente a conexdo de fibras cruzantes a trinca
(SMITH, LANDIS e GONG, 2003).

Em alguns casos de estruturas com grandes dimens@es constituidas de materiais quase
frageis, como barragens de concreto por exemplo, os conceitos da MFEL podem ser aplicados
uma vez que a dimensdo da ZPl comeca a se tornar desprezivel em comparacao as dimensoes
da estrutura (SOUZA, 2001). Porém, em estruturas laboratoriais e estruturas civis usuais, 0s
conceitos da MFEL néo se aplicam no caso desses materiais, visto que os fenbmenos nédo
lineares na ZPI ndo podem ser desprezados na analise. Durante o fenbmeno da fratura quase
fragil, a concentracdo de tensdo nas particulas a frente da fissura, e também a presenca de
micro descontinuidades do material, provocam o fendmeno da localizagdo de deformacgdes o
acarretando a perda progressiva de rigidez. Durante o fraturamento, a energia dissipada na
ZP1 é empregada na degradacdo mecanica do material e, portanto, a frente da extremidade da

fissura, sempre existe uma regido de rigidez varidvel e inferior a do restante do corpo.

Nos processos de fraturamento, a taxa de energia total liberada devido aos
carregamentos aplicados no corpo é composta por duas parcelas. Uma é referente a energia
consumida na criacdo de novas superficies da fissura. J& a outra corresponde a energia
necessaria a fratura, ou seja, a energia para superar a resisténcia residual do material na ZPl,
permitindo a propagacdo da fissura. A partir desse balango energético é possivel obter
diferentes modelos para a previsdo do processo de fraturamento realizando aproximacgoes
sobre os mecanismos de dissipacdo energética. Os modelos que s@o aplicaveis a materiais
quase frageis podem ser classificados como de fissura ficticia ou de fissura elastica
equivalente. No primeiro desses grupos € assumido que a energia necessaria para a criacao de
novas superficies é desprezivel quando comparada a energia necessaria para separa-las. Ja no
segundo, é considerada apenas a energia necessaria para a criacdo das superficies da fissura e
a energia necessaria a fratura é desprezada. Ambos os tipos de modelo sdo capazes de
reproduzir resultados experimentais de fraturas em materiais quase frageis desde que as
propriedades de fratura sejam adequadamente determinadas (PLANAS; ELICES, 1990).
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Na presente pesquisa, optou-se por descrever o fendmeno da fratura através de um
modelo de fissuras ficticias. Nesses modelos, a ZPI a frente da ponta da trinca é substituida
pela fissura ficticia onde tensdes coesivas sdo responsaveis pela representacdo da rigidez
residual nessa regido degradada. Um dos modelos de fissura ficticia mais utilizados na
literatura € o modelo coesivo desenvolvido por HILLERBORG et al. (1976) para analise de
fratura em concreto e outros materiais quase frageis. Tal modelo tem sido utilizado com
sucesso em conjunto com formulacdes numéricas em diversos trabalhos da literatura para
representar o processo de fratura ndo linear dos materiais (SALEH & ALIABADI, 1995; LI et
al., 1998; BARPI & VALENTE, 1998; ALIABADI & SALEH, 2002; ELICES et al., 2002;
MAI, 2002; CARPINTERI et al., 2003; PLANAS et al., 2003; TVERGAARD, 2003;
PAZENCA, ZITO e TERRAVECCHIA, 2008, REYES et al.,2009; FERREIRA,
VENTURINI e HILD, 2011; e GALVEZ et al., 2013). Portanto, no presente trabalho optou-se
por incorporar o modelo de Hillerborg na formulagcdo do MEC para reproduzir resultados de

teste de fratura em pecas de concreto e madeira.

Modelos com tensBes coesivas foram apresentados pela primeira vez por DUGDALE
(1960) para a analise de propagacdo de fissuras em materiais dicteis. No trabalho, a zona
plastica foi representada por uma estreita fissura ficticia posicionada a frente da ponta da
trinca real. Nesse caso, a fissura ficticia esta sujeita a uma tensdo coesiva constante de valor

igual a tensdo de escoamento do material.

Para a fratura em materiais quase frageis, a primeira abordagem com tensdes coesivas
foi proposta por BARENBLATT (1962). Posteriormente esses modelos foram bastante
detalhados e estudados numérico e experimentalmente por HILLERBORG et al. (1976) para a
aplicacdo no concreto. Os autores propuseram o amolecimento do material na ZPI através de
tensbes coesivas variaveis em fungdo da abertura da trinca dando origem assim ao modelo

coesivo previamente mencionado.

Posteriormente, outros autores argumentaram e aplicaram tal modelo para a fratura
ndo linear em diferentes materiais, como por exemplo, concretos, plasticos reforcados com
fibras, rochas e materiais geolégicos, pecas de madeiras, pecas de alvenaria, interfaces de bi
materiais cimenticeos e materiais policristalinos (HILLERGORG, 1991; BOSTROM, 1992;
CERVENKA et al., 1997; GUINEA et al., 2000; DOURADO et al., 2008; BENEDETTI &
ALIABADI, 2013; LISJAK et al., 2014). Tal adequabilidade a fratura de distintos materiais
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foi um fator determinante para a escolha do modelo a ser utilizado na fratura das aplicacdes a

serem apresentadas nesse trabalho.
1.3.2 Método dos Elementos de contorno

O MEC é um dos mais conhecidos métodos numeéricos para a resolucdo de problemas
governados por equacdes diferenciais. Esse pode ser uma alternativa em relacdo a outros
métodos numéricos como o0 MEF ou MDF. O método possui uma rica formulacdo matematica
permitindo a resolucdo de diversos PVC na mecéanica dos soélidos. As origens da
implementacdo numeérica de equacdes integrais de contorno, as quais sdo a base do MEC, séo
observadas desde o inicio dos anos 1960, quando os computadores comecaram a se tornar
vidveis para tais andlises. Dessa data em diante tem se observado crescente 0 numero de
artigos publicados a respeito do tema. A seguir serd abordado um pouco sobre o contexto

histdrico do surgimento do MEC.

Sua formulacgdo é baseada na transformacdo de equacOes diferencias que governam
problemas fisicos em equacdes integrais escritas sobre o contorno do dominio de anélise. Para
isso, faz-se necessario conhecer uma solucdo fundamental para o tipo de problema a ser

analisado.

Em problemas elastostaticos, a solu¢do fundamental é a solugdo de um problema eléstico
de dominio infinito constituido pelo material de interesse nas analises e solicitado por uma forga
concentrada agindo em determinado ponto fonte. De acordo com LOVE (1944), para materiais
isotropicos esta solucdo foi desenvolvida por Sir William Thomson (Lorde Kelvin) em 1848 e

posteriormente ficou conhecida como solugédo fundamental de Kelvin.

Dessa maneira, as equacdes diferenciais que governam o problema fisico podem ser
ponderadas pela solucdo fundamental e integradas em todo o dominio. Através de
manipulagdes matematicas convenientes utilizando integragdo por partes e o teorema da
divergéncia de Gauss ou teorema de Green para o caso bidimensional, é possivel transformar

as equacOes diferencias ponderadas em equagdes integrais escritas sobre o contorno.

Nesse contexto, pode ser destacado o trabalho de ABEL (1823) que visando
solucionar o problema de um “péndulo isocrono” foi 0 primeiro a deduzir uma equagéo
integral. Depois de Abel, muitos estudos buscaram solucionar problemas fisicos por meio de

equacOes integrais. Dentre esses se destaca o estudo de FREDHOLM (1903) o qual
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desenvolveu as condi¢bes para determinacdo da existéncia e unicidade das solucBes de

equac0es integrais, atraves dos teoremas de Fredholm.

Os primeiros problemas fisicos formulados por equac@es integrais foram solucionados
via métodos indiretos. Nessa abordagem, as incdgnitas sdo variaveis ficticias associadas ao
contorno, obtidas por meio de condi¢Bes de contorno prescritas em um determinado numero
de pontos. As variaveis ficticias ndo possuem significado fisico, sendo essas utilizadas como
auxilio para obter as grandezas fisicas de interesse. Ainda no ambito dos métodos de
resolucdo das equac0es integrais, outros importantes trabalhos publicados por autores russos
fizeram com que o método das equagOes integrais se tornasse mais conhecido na Europa.
Destacam-se dentre esses autores os trabalhos de MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN
(1957), SMIRNOV (1964) e KUPRADZE (1965) os quais foram predecessores do trabalho
de KELLOG (1929), que foi o pioneiro na utilizacdo dessas equacgdes integrais para resolver
problemas governados pela equacdo fundamental de Laplace. Em seu trabalho, KUPRADZE
(1965) propés uma formulagdo por meio de equacgles integrais para determinar uma

aproximacao para deslocamentos em corpos sob regime elastico linear.

RI1ZZO (1967) foi o primeiro a resolver as equacOes integrais dos problemas de
elasticidade bidimensionais de maneira direta. Em seu trabalho, as varidveis resultantes da
solucdo eram os deslocamentos e as forcas de superficie sendo que o contorno do problema
foi discretizado por elementos de geometria reta. Vale também destacar que RIZZO e
SHIPPY (1968) sugeriram discretizar dominios em sub-regides para tratar problemas néo
homogéneos. A técnica consiste basicamente em impor condi¢cBes de compatibilidade de
deslocamentos e equilibrio das tensdes na interface das sub-regifes forcando assim a
continuidade das regides. A utilizacdo das sub-regides na discretizacdo de problemas de
engenharia tem sido adotada em diversos trabalhos da literatura envolvendo diferentes
formulagbes do MEC (RODRIGUES, 1986; PEREZ & ALIABADI, 2001; LOUKAS et al.,
2005; KALLIVOKAS et al., 2005; CRAVO, 2008). Conforme comentando anteriormente, tal
técnica serd bastante explorada no decorrer do presente trabalho.

Uma maior generalizacdo do metodo veio com a contribuicdo do trabalho de
LACHAT (1975) que parametrizou as funcdes de aproximacdo dos elementos de contorno
admitindo para as mesmas variacOes lineares, quadraticas e cubicas. Nesse trabalho, Lachat

resolveu as integragdes do método numericamente através da quadratura de Gauss.
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BREBBIA (1978) deduziu a formulacéo integral dos problemas da elasticidade a partir
da técnica dos residuos ponderados, a qual da suporte a outras técnicas numeéricas. Portanto, a
partir desse ponto, 0 método baseado nas equacfes integrais de contorno passou a possuir
uma raiz comum com outros métodos numéricos, como o0 MEF e o MDF. Desde entdo, a
combinacdo do MEC com outras formulacGes oriundas dos residuos ponderados comegou a
ser mais explorada. O acoplamento do MEC a outros métodos numéricos permite um melhor
aproveitamento das técnicas uma vez cada regido da estrutura pode ser representada pelo
método apresente as melhores vantagens. Também se deve a Brebbia a nomenclatura
“M¢étodo dos Elementos de Contorno” (BREBBIA, 1978) que até entdo vinha sendo

conhecido como Método das equagdes integrais.

Para tratar com o MEC materiais anisotrépicos, CRUSE & SWELDON (1971)
propuseram soluc6es fundamentais elasticas bidimensionais deduzidas a partir do formalismo
analitico das fungdes de tensdo de origem complexas de LEKHNITISKII (1963/1968).
Posteriormente WILSON & CRUSE (1978) desenvolveram solucBes fundamentais
anisotrépicas para tratar também problemas elasticos tridimensionais. Assim como a solucéo
fundamental isotropica de Kelvin, a solucéo anisotropica de Cruse & Sweldon também vai ser

utilizada nesse trabalho para analisar a resposta mecénica das estruturas.

AZEVEDO (2007) ao inves de recorrer ao formalismo das solugdes fundamentais de Cruse &
Swedlow apresenta uma formulacdo alternativa para analisar inclusGes anisotrépicas em
problemas planos. Para isso, o autor faz uso da solucdo fundamental de kelvin e também de
representacdes integrais com campo de tensdes iniciais. No trabalho, as regides do dominio
com propriedades anisotropicas sdo discretizadas em células triangulares. Nessas células, as
componentes do tensor de tensdes sdo definidas por meio de uma correcdo das tensoes

elasticas do material isotropico de referéncia procedida através de uma matriz de penalizagdo.

RICARDELA (1973) apresentou formulagdes do MEC para analise elastoplastica admitindo-
se materiais anisotrépicos a partir da solucdo fundamental de Swedlow & Cruse. VANALLI
(2004) também fez uso dessa solucdo fundamental e apresentou formula¢es do MEC e MEF

para a analise viscoplastica e viscoelastica de meios anisotrdpicos.

A partir da consolidagdo do método, diversas formulacbes do MEC foram
desenvolvidas para tratar diferentes problemas como os referentes a mecéanica dos solos e
rochas, interacdo solo-estrutura, mecanica dos fluidos, plasticidade, viscoplasticidade, meios

anisotrépicos, mecanica da fratura, mecanica do contato, problemas dindmicos entre outros
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(CHEN & MEI, 1974; RICADELA 1973; CODA 1990; PAIVA, 1993; KOMATSU, 1995;
ALBUQUERQUE, 2001; LEHMANN & ANTES, 2001; MESQUITA, 2002).

1.3.3 Aplicacdes do MEC e do MEF a fratura dos materiais

Conforme comentado nas consideragdes iniciais, para o tratamento de problemas
mecanicos envolvendo fratura de matérias uma boa abordagem é a utilizacdo de técnicas
numericas como o MEC, por exemplo. Atualmente na literatura pode ser encontrada uma
vasta quantidade de trabalhos importantes os quais utilizaram métodos numéricos para 0

tratamento de problemas de fraturamento.

HILLERBORG et al. (1976) em seu trabalho pioneiro sobre a fratura coesiva utilizou
uma formulacdo numeérica baseada no MEF para acoplar o modelo coesivo proposto e simular

a fratura em concretos.

Ja em relacdo a aplicacdo do MEC, um dos primeiros trabalhos que trataram da analise
de trincas foi de autoria de CRUSE & VAN BUREN (1971) na década de setenta. No trabalho
0s autores investigaram o campo de tensdes nas proximidades de trincas em modelos elasticos
tridimensionais. Pouco depois, CRUSE (1972) trabalhou com modelos bi e tridimensionais
gue aproximavam a geometria da trinca por uma elipse o que ocasionou significativos erros
na anélise (LEONEL, 2009).

Posteriormente, BLANDFORD, INGRAFFEA e LIGGET (1981) utilizaram a equagéo
integral singular do MEC em conjunto com a técnica de multi-regifes para o tratamento de

trincas. Nesse caso, as fissuras encontram-se ao longo das interfaces das regides.

CEN & MAIER (1992) utilizaram também a técnica de multi-regides com formulagéo
singular do MEC, porém acoplando o modelo coesivo nas interfaces para descrever o
fendbmeno da fratura quase fragil. A modelagem de fissuras com a técnica de multi-regides
apresenta 0 mesmo problema que o MEF classico. Em ambos 0s casos existe a necessidade de
se fazer previsbes sobre o caminho de propagacdo e o crescimento das trincas. Uma
alternativa para evitar as previsdes do caminho de fissuracdo é a utilizacdo de critérios de
propagacdo como o critério da maxima tensdo circunferéncia ou da maxima taxa de liberagdo
de energia (BROEK, 1986).
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No entanto, a utilizacdo de tais critérios nas analises de fratura com o MEF classico ou
a técnica de multi-regides do MEC faz com que um remalhamento do problema seja

necessario a medida que a fissura se propaga (LEONEL, 2009).

O remalhamento de problemas fraturados muitas vezes requer um elevado custo
computacional. Portanto, para evitar problemas dessa natureza, formulagdes alternativas do

MEF e do MEC foram propostas na literatura.

Baseados nos conceitos de particdo de unidade, BELYTSCHKO & BLACK (1999)
apresentaram uma formulacéo alternativa do MEF para problemas de fratura. A proposta foi
minimizar a necessidade de remalhamento com a adicdo de bases de funcdes descontinuas
para enriquecer as fungdes de forma classicas. Posteriormente, MOES et al. (1999) e
DOLBONW (1999) aprimoraram o método e o denominaram de Método dos Elementos
Finitos Estendidos (MEFE). Com o MEFE ¢ possivel analisar problemas com propagacdo de
fissuras sem que haja a necessidade do remalhamento. Tal formulacdo € apresentada
detalhadamente no livro MOHAMADI (2008) e em diversos artigos da literatura como em

MARINI & PEREGO (2003) que incorporaram a formula¢édo o modelo coesivo de fratura.

Para 0 MEC, duas principais alternativas em relacdo a técnica de multi-regides para

tratar a propagacao de fissuras sem remalhamento foram encontradas na literatura.

A primeira € mais conhecida das alternativas faz uso em conjunto das equacdes
integrais de deslocamentos (singular) e de forgas de superficie (hiper singular). Cada equacéo
é aplicada em cada uma das opostas faces de uma fissura. Assim, mesmo que os elementos de
ambas as faces da trinca estejam localizados na mesma posicdo geométrica, o sistema de
equac0es algébricas ndo se torna linearmente dependente visto que foram utilizadas diferentes
equacOes. Tal procedimento hoje em dia € bem difundido como o Método dos Elementos de
Contorno Dual (MECD) e foi introduzido nos trabalhos de WATSON (1986) e GRAY et al.
(1990) para problemas mecanicos bidimensionais e tridimensionais, respectivamente. Entre 0s
importantes trabalhos que ampliaram e difundiram a utilizacdo de tal técnica os seguintes
podem ser apontados PORTELA ALIABADI e ROOKE. (1992, 1993), Ml & ALIABADI
(1992, 1994, 1995), MELLINGS & ALIABADI (1994), SOLLERO & ALIABADI (1995),
SALEH (1997), CHEN et al. (1999). Andlises de coalescéncia de fissuras e localiza¢do foram
tratadas com mais facilidade atraves do MECD nos trabalhos de LEONEL & VENTURINI
(20104, 2010b, 2011) para problemas de fratura linear e néo linear.
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A segunda alternativa via MEC € aplicavel a propagacao coesiva de fissuras. Para isso,
um campo de tensdes inicias é empregado para corrigir o estado de tensdo na ZPI respeitando
uma lei coesiva pré-estabelecida. Tal campo de tensbes é oriundo do termo de dominio da
equacdo singular do MEC o qual é degenerado para atuar apenas em uma estreita faixa na
frente da fissura com espessura tendendo a zero. Tal procedimento da origem a uma nova
variavel denominada dipolo, responsavel por garantir o atendimento das condi¢des de
contorno. A técnica demonstrou-se bastante eficiente e pode ser encontrada em trabalhos
como VENTURINI (1994), LOPES & VENTURINI (1997), JIANG & VENTURINI (1998,
2000) e mais recentemente OLIVEIRA & LEONEL (2013).

Com as formulagdes alternativas do MEC, as fissuras podem ser modeladas no interior
dos dominios e, portanto o remalhamento é apenas necessario para inserir incrementos no
comprimento da trinca conforme ilustrado na Figura 1.7 (LEONEL, VENTURINI e
CHATEAUNEUF, 2011).
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Figura 1.7 Incrementos de fissuras via MEC (esquerda) versus analise convencional via MEF (direita)
(LEONEL, VENTURINI e CHATEAUNEUF, 2011).

Em contra partida, analises de propagacéo de fissuras nas interfaces das multi-regides
proporcionam um tratamento mais natural para sélidos multifraturados uma vez que lida mais
naturalmente com a evolucdo e coalescéncias das multiplas fissuras. Além disso, a técnica
também permite avaliar fratura em dominios compostos como é o caso do presente trabalho.
Nesse sentido, BENEDETTI & ALIABADI (2013) apresentaram uma formulacéo para tratar

a degradacdo inter granular e falhas em materiais policristalinos (Figura 1.8).
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Figura 1.8 degradacdo e fratura Inter granular em materiais policristalinos (BENEDETTI & ALIABADI, 2013).

Para modelar a iteracdo entre grdos ortotropicos os autores propuseram a técnica de
Multi-regides e a utilizacdo da solu¢do fundamental anisotrépica tridimensional. A geometria
e distribuicdo dos grdos na microestrutura do material foi representada por uma Voronoi
tesselation. A danificacdo do material é considerada por fratura nas interfaces das regifes via
modelo coesivo e o0 contato entre faces fraturadas também é avaliado via um modelo néo

linear de fricgéo.

Mais exemplos de fratura em meios anisotropicos abordados via MEC séo encontrados
nos trabalhos de SOLLERO E ALIABADI (1993, 1994). Porém, os autores trataram apenas
da determinacdo dos Fatores de Intensidade de Tensdo em chapas elastica lineares sem
considerar critérios de propagagdo. Problemas de fratura ndo linear quase fragil foram
abordados com o modelo coesivo para tratar a falha em pecas ortotrépicas de madeira nos
trabalhos de BOSTRON (1992), DOURADO et al. (2008) e DOURADO, MOURA e
MORAIS (2011). No entanto, os autores adotaram uma formulacdo baseada em elementos
finitos de interface com amolecimento bilinear por meio de uma sub-rotina do software
comercial ABAQUS. Além das madeiras, a falha por fraturamento coesivo em outros
materiais ndo isotropicos como argilas e alvenaria também foi analisada via formulagdes de
elementos finitos com o auxilio de sub-rotinas do ABAQUS (CERVENKA et al.,1997;
GUINEA et al. ,2000 e LISJAK et al., 2014).

Apesar dos trabalhos citados a cima, ainda ha muito a ser desenvolvido no contexto de
fratura ndo linear de estruturas compostas e anisotropicas. Nesse sentido, o presente trabalho
se apresenta como uma singela contribuicéo a essa linha de pesquisa.
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1.4 ESTRUTURA DO TEXTO

Para melhor compreensdo do trabalho, nesse tdpico apresenta-se como a estrutura do

texto foi dividida no decorrer de seus capitulos.

No Capitulo 1 foram apresentados a introducéo ao tema, a justificativa do estudo, 0s
objetivos da pesquisa e também uma revisdo bibliografica sobre as principais areas de

conhecimento da engenharia necessarias para a elaboracao dessa dissertagao.

Ja no Capitulo 2 sdo abordados alguns importantes fundamentos da teoria da
elasticidade linear. Retoma-se topicos como as equacOes de equilibrio, relacGes
deslocamento-deformacao, leis constitutivas elasticas lineares de materiais desde o caso mais
geral de anisotropia até o caso de corpos isotropicos. Além disso, também sdo brevemente
apresentadas as simplificacfes de problemas tridimensionais para os Estados Planos os quais

serdo considerados para as aplicagdes nos capitulos finais.

Nos Capitulos 3 e 4 sdo introduzidas as formulagdes singular e hiper singular do
Método dos Elementos de Contorno aplicados a analise mecanica de meios bidimensionais
isotropicos e anisotrépicos, respectivamente. Considerando meios isotropicos, no Capitulo 3,
as formulagdes procedem a partir da solugdo fundamental de Kelvin obtendo-se as equacGes
integrais de contorno em deslocamentos e forgas de superficie a partir de um processo limite.
Apresentam-se as discretizacdes adotadas no contorno a partir das quais chegasse ao sistema
de equacdes lineares que soluciona os Problemas de valor de contorno via MEC. No Capitulo
4, as mesmas ideias sdo retomadas, porém considerando como ponto de partida a solugéo
fundamental de Cruse & Swedlow para meios anisotropicos. Conforme sera discutido mais
adiante, tal solucdo ndo é aplicavel a meios perfeitamente isotropicos justificando assim o
desenvolvimento de ambas as formulaces isotrdpicas e anisotropicas. As integracdes
singulares inerentes a0 método sdo regularizadas através do Método de Subtracdo de
Singularidade possibilitando a utilizacdo de elementos de contorno polinomiais com
aproximacdes de alta ordem. Também € apresentada a técnica de multi-regibes para
modelagem de estruturas compostas constituidas por distintos materiais. Por fim, demostra-se
como as grandezas internas, tensdo e deslocamento, podem ser obtidas a partir das equacdes

integrais.

O Capitulo 5 é dedicado a uma revisdo sobre a mecanica da Fratura. Sao

primeiramente apresentadas as ideias que iniciaram o desenvolvimento de tal area da ciéncia,
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passando por topicos da Mecéanica da Fratura Elastica Linear (MFEL). Entre os tdpicos
destacam-se o tratamento analitico via fungdes de tensdo complexas, Os fatores de intensidade
de tensdo, critérios energéticos para propagacdo de fissuras e 0s modos bésicos de
fraturamento. Também é apresentada uma breve revisdo sobre a Mecénica da Fratura N&o
Linear (MFNL) sendo abordados conceitos como as curvas de resisténcia a fratura, a integral-
J e também modelos para representar a fratura em materiais dlcteis e quase frageis.
Especificamente em relacdo aos materiais quase frageis, o modelo coesivo de fratura, ou
modelo de fissuras ficticias, foi descrito mais detalhadamente uma vez que o mesmo foi
incorporado a formulacdo do MEC no presente trabalho para tratar fraturas em pecas de

concreto e madeira.

O ultimo capitulo tedrico, Capitulo 6, trata do acoplamento do modelo coesivo as
interfaces de estruturas discretizadas via técnica de multi-regides. O fenbmeno da fratura ndo
linear descrito pelo modelo coesivo representa uma néo linearidade fisica localizada ao longo
do caminho de fissuracdo. Como na formulacdo apresentada no capitulo a fratura ocorre nas
interfaces das multi-regides, uma ndo linearidade de interface é verificada nas analises de
fratura procedidas no trabalho. Dois distintos algoritmos de resolucdo iterativa sao
implementados para obter a solugéo ndo linear dos problemas. A primeira abordagem trata do
procedimento classico denominado no trabalho como OC. Ja a segunda abordagem é o
esquema OT o qual resulta em uma mais rapida convergéncia da solucdo. Por fim, vale
destacar que o comportamento coesivo das interfaces é regido por alguma lei coesiva que
relacione as tensGes as aberturas de suas faces. Em alguns casos, tal lei pode ser considerada
como uma propriedade do material em questdo a qual deve ser determinada através de ensaios

de fratura.

Os Capitulos 7 e 8 sdo, respectivamente, referentes a aplicacbes das formulagcbes
desenvolvidas para analisar estruturas compostas em regime elastico e ensaios de fratura em
pecas estruturais. Nas aplicacbes elasticas, as estruturas compostas sdo constituidas por
regides isotropicas e/ou anisotrdpicas. Ja nas aplicacdes de fratura, ensaios experimentais e
numéricos de pecas estruturais de concreto e madeira foram reproduzidos com as formulagc6es
ndo lineares de fratura do MEC. Nos capitulos os resultados sdo avaliados em relacdo aos
campos de deslocamento, campos de tensdes, resposta ndo linear das estruturas fraturadas e
tensbes coesivas nas faces das interfaces coesivas. Tais resultados sdo comparados com
respostas analiticas, numéricas e experimentais a fim de validar o cddigo desenvolvido nessa

dissertacdo. Em uma ultima aplicacdo é apresentada a falha por descolamento de uma
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estrutura composta tedrica proposta no presente trabalho. Por fim sdo avaliados os ganhos de
desempenho nas andlises de fratura obtidos com a ado¢do do OT em comparacao ao classico
OC.

O ultimo capitulo da dissertacdo, Capitulo 10, trata das considera¢es finais a respeito
do estudo desenvolvido ao longo da dissertacdo. S&o apresentados comentarios gerais sobre
os resultados obtidos e limitacdes da formulacdo desenvolvida. Também sdo apresentadas
propostas para pesquisas futuras e novas aplicacfes visando abranger uma maior gama de

problemas estruturais.
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

A teoria da elasticidade tem por objetivo descrever o comportamento mecanico dos
materiais quando solicitados em regime elastico. Essa se baseia na teoria classica do continuo
a qual assume que o dominio de um solido esteja homogeneamente preenchido por material.
Ou seja, a matéria esta continuamente distribuida e iteracdes mutuas agem em todos 0s pontos
internos como resultado de forcas de massa e forcas de superficie. Apesar de existirem
situacBes em que a analise além do regime elastico é necessaria, 0s conceitos da Teoria da
Elasticidade ainda sdo muitos importantes, pois fornecem subsidio a teorias mais abrangentes
que envolvem mudanca de rigidez material. Como exemplos de tais teorias podem ser citadas
a teoria da plasticidade, a mecanica do dano e a mecanica da fratura a qual € um dos focos do
presente estudo. Para a compreensdo da formulacdo do problema elastico, algumas
importantes relacdes serdo apresentadas na sequéncia desse capitulo. Essas relagdes também
sdo importantes para entender como a formulacdo do problema eléstico é abordada via
Método dos Elementos de Contorno. No entanto, maiores detalhes em relacdo a Teoria da
Elasticidade podem ser encontrados em obras classicas como TIMOSHENKO & GOODIER
(1980), Mecanica do Continuo em MALVERN (1969), enquanto que seu contexto histérico
pode ser consultado nos primeiros capitulos de LOVE (1944) e em TIMOSHENKO (1953).

2.1 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Considerando um corpo em equilibrio, o estado de tensdo em um dado ponto do
mesmo pode ser ilustrado de acordo com a Figura 2.1 onde o ponto € representado por um

cubo de dimensdes infinitesimais.
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Figura 2.1 Estado de tensdo em um ponto representado em coordenadas cartesianas (LEONEL 2011)

As nove componentes do estado de tensdo foram representadas considerando o sistema
cartesiano de coordenadas x,y,z. Na auséncia de torques pontuais no dominio do corpo, 0
equilibrio estatico de momentos no elemento infinitesimal representativo de um ponto
qualquer resulta na seguinte relacdo entre as componentes do tensor de tensoes:

Ty = i (2.1)

Sendo os indices i,j = x,y, z. Considerando os eixos cartesianos, a expressao indicial
acima representa trés equac6es de equilibrio. Considerando tais equacdes é possivel obter o
estado de tensdo em um dado ponto conhecendo apenas seis das nove componentes do tensor.
Outras trés equacdes de equilibrio podem ser obtidas do equilibrio de forcas do elemento
infinitesimal nas trés diregcdes. Essas Ultimas equacGes podem ser apresentadas de forma
indicial conforme a expressao abaixo:

O-ij,j+bi:0 (22)
Sendo o ; a derivada da componente ij do tensor de tensdes em relacao a diregao j,

ou ainda o divergente do tensor de tensdes, e b; a componente i da forca de volume no ponto

em analise.

Além dessas seis equagdes, 0 equilibrio também deve ser satisfeito no contorno do
corpo. Dessa maneira o estado de tensdo adjacente as superficies, ao ser decomposto na

direcdo normal ao contorno, deve se igualar as forgas de superficies atuantes no corpo.

Pi = 0j;Nn; (23)
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Sendo P; a componente i do vetor de forcas de superficie em um ponto do contorno

cujo cosseno diretor da direcdo j € apresentado como ;.

2.2 RELACAO DESLOCAMENTO DEFORMACAO

Em um sélido em estado de equilibrio os campos de deformacéo e deslocamento estdo
relacionados entre si. Visando apresentar essa relagdo, considere um ponto em um dominio
bidimensional livre de tensGes. Considere também que o mesmo pode ser representado por
um elemento quadrado de dimenses infinitesimais com arestas denominadas AB, AC, BD e
CD conforme apresentado na Figura 2.2. Apo6s a deformacdo devido a uma solicitacdo, o
mesmo ponto encontra-se em outra posi¢do para um dado referencial cartesiano. Além disso,

suas arestas na posi¢do deformada séo distorcidas e denominadas A’B’, A’C’, B’D’ e C’D”.

Ay

\ A

Figura 2.2 Representacdo das deformagdes para o caso bidimensional

A partir da representacdo da figura e do conceito de deformagédo de engenharia, 0s

alongamentos nas direcGes X e y podem ser apresentados como:
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- du
A'C" —AC (ux +a—xxdx+dx—ux>—dx aux 04
T T4 - dx ~ ox (24)

- ou,,
_A/B//_AB B (uy+Wdy+dy—uy)—dy_ auy
=74 dy ~ dy

(2.5)

Considerando a hipdtese de pequenas deformacdes e deslocamentos as deformacgdes

angulares podem ser definidas a partir da rotacdo da borda AB e AC:

Tg(a) = B o, = ou, (2.6)
(uy+Wdy+dy)—uy W-Fl
ou ou
Yallalll +—=2d ) — -
Te(B) = 5 = (uy ox )Y o @.7)
& A'C" ou, ou, '
ux+de+dx — Uy W-l-l
Novamente adotando a hipétese de pequenas deformacgdes temos:
ou,
ay aux
a=Tgla) = ~ 2.8
y
ouy
B ~Tg(B) = 25—~ —2 (2.9)
ou, 1 0x
0x

Desconsiderando as aproximagdes, a deformacgéo angular de engenharia pode entdo ser
definida como:

du, Ju,
Jdy  0x

Yoy =@+ = (2.10)

Como por definicdo &, = v, /2temos entéo que:
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1 (0uy N du,, (2.11)
v =3 dy = 0Ox '

Um procedimento semelhante pode ser apresentado para o caso tridimensional e de

maneira geral, para pequenos deslocamentos e deformagoes, a relagdo entre esses dois campos
pode ser apresentada de forma indicial como:

1
Si]' = E (ui’j + u]"l') (212)

Para regime de grandes deformacdes deve-se considerar o conceito de deformagdes

finitas e a relacdo entre 0s campos pode ser expressa por:

1
&j =5 (i j + uj + ugjuy ;) (2.13)

No entanto, a relacdo deslocamento-deformacéao passa entéo a ser ndo mais linear.
2.3 LEIS CONSTITUTIVAS ELASTICAS LINEARES DOS MATERIAIS

As equacdes até entdo apresentadas nos topicos anteriores ainda ndo séo suficientes
para resolver os problemas de equilibrio em corpos elasticos. Para tal, faz-se ainda necessario
apresentar uma relacdo entre as componentes de tensdo e de deformacdo do sélido. Em se
tratando de elasticidade linear, a lei que relaciona essas componentes é denominada Lei
Generalizada de Hooke em homonagem ao ciéntista experimental Robert Hooke (CHEN &
SALEEB, 1982). De acordo com a lei, as componentes de deformacgdo sdo combinacdes
lineares das componentes de tensdo. Por definicdo, um corpo é chamano de isotropico quando
suas propriedades elasticas sdo idénticas em todas as dire¢Ges e de anisotropico quando essas
propriedades sdo diferentes para diferentes dire¢fes. J& em relacdo a homogeneidade, um
corpo é chamado de homogéneo quando suas propriedades elasticas sdo identicas em todas as
direcdes paralelas passando por qualquer ponto no dominio do sélido (LEKHNITSKII et al.,
1968).

No caso de um corpo com anisotropia geral, considerando arbitrarias coordenadas

ortogonais x, y, z é possivel apresentar a Lei Generalizada de Hooke em notacao indicial:
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0ij = Dijki€n (2.15)

O tensor D; j; € denominado tensor de constantes de elasticidade ou ainda, em forma
matricial, matriz de rigidez. Admitindo-se naturalmente que |Dijkl| + 0, é possivel ainda

apresentar a Lei Generalizada de Hooke de maneira inversa:

&ij = CijriOki (2.16)

Em que o tensor C;j, € denominado tensor de compliancia ou ainda matriz de
flexibilidade. Formalmente, os tensores D;j,; € Cij, Sd0 constituidos de 81 constantes

elasticas uma vez que i,j,k, [ variam de 1 a 3 (direcBes x,y e z respectivamente). O tensor

D;jy, relaciona através de uma combinagdo linear cada uma das nove componentes do tensor
de deformagdo a cada uma das nove componentes do tensor de tensdo. Ja o tensor Cjy, faz a

relacdo inversa. Como o tensor de constantes elasticas para um sélido equilibrado é baseado
no conceito de valor estacionario da energia de deformacdo U, em relacdo ao tensor de

deformac0es, é possivel apresentar as seguintes relagdes:

U,
%0 = 3¢
OO'U an
U,  aU,
aeijaekl B aEklaSU

€kl
ij

Das relagdes 2.17 pode-se concluir que Djjx; = Dyy;j. Além disso, considerando a
simetria do tensor de tensdes, o;; = gj;, temos que D;j,; = Dj;y, € considerando também a
simetria do tensor de deformagdes, &; = &, temos por fim que D;j,; = D;j;,. A partir dessas
relagbes de simetria do tensor de constantes de elasticidade tem-se que de suas 81

componentes, apenas 21 sdo constantes independentes. As mesmas condi¢fes de simetria
também séo validas para o tensor de compliancia (VANALLI, 2004).

Dessa maneira, as nove expressoes que caracterizam a lei constitutiva linear podem ser
condensadas em apenas seis equacdes com seis termos cada. Assim, a Lei Generalizada de
Hooke e sua inversa, apresentadas nas Equacfes 2.15 e 2.16, podem também ser escritas em

forma matricial da seguinte maneira:



28y,
\2&x )

\ 2¢,, ;

2 Cxxyz

zcyyyz
2szyz
4Cyzy 2

=

XXXZ

o

yyxz

ZZXZ
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VZXZ
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XZXZ

2 CXXXZ

2Cyyxz
2szxz

4 Cyzxz
4Cyzxz

_Dxxxx Dxxyy Dxxzz
Dyyyy Dyyzz
Dzzzz

| sim.
_Cxxxx Cxxyy Cxxzz
nyyy nyZZ
szzz

SIM.

Dxxxy_ r Ex \
Dyysxy &y
DZZ.Xy gZ
Dyzxy 28372 (
szxy Zé‘xz
Dyyxy | \2&xy )

2 Cxxxy 1 Oy

2Cyyxy ( ay

2 szxy { (o

4C vzZXy Tyz

4y | |7

4C i
xyxy |
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(2.18)

(2.19)

Sendo que 2¢,,,, 2&,, e 2&,, podem também ser substituidos por vy, ¥x; € ¥xy. Pode-

se ainda introduzir uma notagéo reduzida apresentada por TING (1996):

o, = 0y
oy =0,
0, = 03
Tyz = Oy
Txz = Os
Tyy = Og

& =&

gy = 82

SZ = 83
28y, = &
2&,, = &
280y = &

(2.20)

Com essa notacdo, as leis constitutivas podem ser apresentadas da seguinte maneira:

Oq = Daﬁgﬁ

Eqg =

apIp

(2.21)

Onde a transformacao do Tensor de constantes elasticas D;j; para a Matriz de rigidez

Dqp pode ser procedida substituindo os indices ij ou kl por a ou 8 de acordo com a seguinte

regra:
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ij ou ki a
XX
yy
7z

yZ ou zy

XZ OU ZX

Xy OU yX

(o}
c
L)

A eing

Figura 2.3 Regra de indice na transformagdo de D;j, para Dy (TING, 1996)

Ja a transformagdo do Tensor de compliancia C;j,,; para a Matriz de flexibilidade C,z

segue também essa regra de indices, porém considerando ainda que:

Cijir = Cap seaef <3;
2Ciji1 = Cap seaoupf <3; (2.22)
4Cijiy = Cup seaef > 3.

Com essa notacgédo simplificada, podemos escrever a lei constitutiva direta e inversa da

seguinte maneira:

o4 D11 D1z D1z Dyy Dys Dig &
o, D33 Daz Dyy Dis Dygl e,
o3| _ D33 D3y D35 Dsg| | eg
Os Dys Dys Dye| |84 (2.23)
GSJ Dss  Dse| | %5
%’ | sim. Deel %6

0'1\
& Caz (3 Cay (o5 Cye | o2 |
l &3 L _ C33 C34 G35 (36|03 9 24
e Caa Cus Cye | %4 (2.24)
&s Css Cse| |5
€’ | sIM. Cosl 06

As constantes elasticas das matrizes de rigidez e flexibilidade variam de acordo com
os diversos tipos de materiais. A estrutura interna dos materiais pode apresentar planos de
simetria elastica. Essa simetria expressa o fato de que em cada ponto do solido existem
direcbes simétricas equivalentes com respeito as propriedades elasticas. Quando existem
planos de simetria elastica na estrutura interna do material, a lei constitutiva pode ser
simplificada conforme apresentado a seguir. Portanto, serdo apresentados nos proximos

topicos alguns exemplos de materiais com simetrias elasticas e suas classificacoes.
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2.3.1 Materiais com anisotropia geral

Em teoria, 0 caso mais geral de anisotropia se verifica quando a estrutura interna do
material ndo apresenta nenhum plano de simetria eldstica. Nesse caso, nenhuma das 21
constantes elasticas da lei constitutiva é nula. Dessa maneira, todos 0os componentes da Matriz
de flexibilidade podem ser escritos em func¢do de constantes de engenharia e a lei constitutiva,
Equacéo 2.24, pode ser apresentada como:

[ i “Vyx  TVax Nyzx MNxzx NMxyx |
Ex Ex Ex Ex Ex Ex
—Vxy i —Vzy Nyzy Nxzy Nxyy
[ €x Ey E, E, E, E, E, (gx \
&y —Vxz ~Vyz l Nyzz MNxzz Txyz a,
< & [ _ E, E, E, E, E E o, .
283’2 B Nxyz MNyyz MNzyz i Pxzyz Pxyyz lyz (2.25)
T
;::xz Gyz GyZ Gyz Gyz Gyz Gyz sz
\&€xy ) Nxxz MNyxz Nzxz Pyzxz 1 Pxy,xz Xy

GxZ Gx z Gx z ze ze ze
nx,xy 77y,xy 772,963/

| Gxy Gy Gy Gy Gy Gyy |

Pyzxy Pxzxy 1

Em que E; sdo os mddulos de elasticidade longitudinais, ou modulos de Young, em
tracdo-compressao nas diregdes i = x,y, z; G;; sao os modulos de elasticidade transversais, ou
maédulos de cisalnamento, para os planos paralelos aos planos coordenados e v;; sdo os
coeficientes de Poisson. As outras constantes que aparecem em 2.25 sdo nulas para corpos
isotropicos ou ortotropicos, porém, em se tratando de anisotropias gerais, as mesmas Sao
importantes uma vez que quantificam as influéncias de tensdes normais em deformacdes
tangenciais, de tensdes tangenciais em deformagdes normais e de tensdes tangenciais em
deformagdes tangenciais (MASCIA, 1991; VANALLI, 2001). As constantes 7;; Sdo
chamadas de coeficientes de influéncia mutua de primeira espécie. Esses caracterizam as
extensdes nas direcdes dos eixos coordenados "k" produzidas por tensfes tangenciais agindo
em planos coordenados "ij". Ja as constantes 7, j, sdo denominadas coeficientes de influéncia
matua de segunda espécie e expressam as deformacgdes tangenciais nos planos coordenados
"jk" causadas pelas tensGes normais atuantes nos eixos coordenados "i". Por fim, as
constantes p;; jx sdo chamadas de coeficientes de Chentsov e caracterizam as distorcoes em
planos paralelos aos planos coordenados produzidas por tensdes tangenciais atuando em
planos paralelos aos outros planos coordenados (LEKHNITSKII, 1963).
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2.3.2 Materiais com simetria elastica em um plano

Quando um solido possui simetria em sua estrutura interna, isso se reflete nos valores
das constantes de elasticidade. Assim, no caso de materiais com simetria elastica em um
plano, em quaisquer duas direcdes simétricas em relacdo ao plano, as propriedades elasticas
serdo equivalentes. Em corpos homogéneos, todos os planos de simetria que passam por
diferentes pontos sdo paralelos. Se considerarmos 0 eixo coordenado z como sendo
perpendicular ao plano de simetria, a Lei generalizada de Hooke, Equagdo 2.24, pode ser

simplificada da seguinte maneira:

" €11 C2 Gz 0 0 Ci 1,0,
&y Cpz Gz 0 0 Gy ay
&, _ C33 0 0 C36 g,

] 28y, ( Cua Cis O Tyz (2.26)
28y, Css 0 Txz

\2&xy) | sIM. Cool T*v

Nessa situagdo tem-se que os coeficientes de influencia mutua
Nyz0 Nyz,y Myz,2 Nxzpo Nxzy Nxzz Mxyz My,yz Nzyz Mxxz Myxz Mzxz € 05 coeficientes  de
Chentsov pyy .z, Pxy xz> Pyzxys Przxy SA0 NUlOS. Assim, o numero de constantes elasticas
independentes decai para 13. Cristais de simetria monoclinica como, por exemplo, “feldspar”

¢ “orthoclase” possuem esse tipo de simetria elastica (LEKHNITSKII et al, 1968).
2.3.3 Materiais com simetria elastica em trés planos (ortotropico)

Um corpo homogéneo referido em relacdo a eixos coordenados x,y, z é considerado
como ortotropico quando por qualquer um de seus pontos passam trés planos de simetria
elastica mutualmente perpendiculares entre si e com eixos de simetria paralelos aos eixos

coordenados. Nesse caso, a Lei generalizada de Hooke pode apresentada conforme a seguir:

&y [CGu Gz Gz 0 0 0 (%%
&y Cry Cyz 0 0 0 ay
& | Gz 0 0 0]]a,

260, 1= c 0 0|15 (2.27)
28y, Css O Lsz

\2&xy) | sIM. Cood \T2v

Nessa situacdo tem-se que todos os coeficientes de influéncia mutua e todos os
coeficientes de Chentsov sdo nulos. Dessa maneira, o0 nimero de constantes elasticas

independentes cai para 9. Esse tipo de simetria é considerada a mais importante uma vez que
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¢ a mais encontrada na pratica. (LEKHNITSKII et al., 1968). De acordo com MELESH
(1963), relacdes tensdo-deformacdo ortotropicas fornecem suficiente generalidade para

descrever a maioria dos materiais estruturais.
2.3.4 Materiais transversalmente isotropicos

Quando por todos os pontos de um corpo passa um plano no qual todas as direcdes séo
equivalentes em termos de constantes elasticas, o material do sélido é classificado como
transversalmente isotropico (LYAV, 1935). Arbitrando o eixo coordenado z como sendo
normal a tal plano de isotropia, a Lei generalizada de Hooke pode ser apresentada em termos
de constantes de engenharia como:

. Ex 1/E —v/E —Vv'/E' 0 0 0 Oy
&y 1/E —Vv'/E' 0 0 0 gy
& 1/E' 0 0 O o,

128z (T 16" 0 o0 |[\Te (2.28)
28y, 1/G' 0 Txz

\2&xy) | SIM. 1/G] \txy

Onde E, E’ sdo os modulos longitudinais no plano de isotropia e na direcdo normal a
ele respectivamente. Da mesma maneira, v,v' e G,G' sdo os coeficientes de Poisson e
maodulos transversais no plano de isotropia e na direcdo normal a0 mesmo respectivamente.
Além disso, nessa situacdo temos a seguinte relacdo entre as constantes da matriz de
flexibilidade C,p:

E

2(C11 —C13) = Co6 © G = m

(2.29)

Dessa maneira, apenas 5 constantes elasticas sdo independentes sendo que a
dependéncia do modulo transversal G em relacdo as constantes E e v indica a isotropia no

plano.
2.3.5 Materiais isotropicos

Em um corpo isotropico, todos os infinitos planos que passam por seus pontos s&o
planos de simetria eléastica. Nesse caso, a Lei generalizada de Hooke expressa em termos de

constantes de engenharia pode ser apresentada como:
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[ €x 1/E —v/E —Vv/E 0 0 0 ] (O'x \
Ey 1/E —-v/E 0 0 0 oy
& | 1/E 0 0 0 0,
128, (= 16 0 o 1\ Tye (2.29)
28y, 1/G 0 | [Pz
\2&xy) | SIM. 1/61 \xy

Sendo E o mddulo longitudinal, v o coeficiente de Poisson e G 0 modulo transversal,
todos validos para quaisquer direcdes ortogonais arbitrarias dos eixos coordenados x,y, z.
Visto que existe a dependéncia do modulo transversal em relacéo as outras duas constantes de
engenharia, G = E/2(1+v), apenas duas constantes elasticas sdo independentes para

problemas isotropicos.

De acordo com MUSKHELISHIVILI (1963), ndo existe na natureza corpos
idealmente isotropicos, no entanto, muitos materiais podem ser considerados como
suficientemente isotropicos. Entre esses podem-se citados por exemplo metais, 0s quais sdo
constituidos de microscopicos cristais anisotropicos distribuidos aleatoriamente no material

conferindo dessa forma a isotropia a macro estrutura do material.

Por fim, é valido apresentar também a Lei Generalizada de Hooke isotrépica em
notacéo indicial:
1+v v

Sij = TO'U' — Eakk(YiJ- (230)

Ou ainda, a relagdo inversa:
O-ij

T + A€y 6y (2.31)

Sendo §;; o delta de Kronecker e A = a constante de Lame.

_ve:
a+v)(1-2v)

2.4 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA ELASTICO

O problema mecanico elastostatico é definido quando um solido em estado de
equilibrio possui seu contorno submetido a um conjunto de condigdes de forgas de superficie
e/ou deslocamentos prescritos. As incdgnitas do problema sdo os campos de deslocamento,

tensdo e deformacdo que juntos compdem um total de 15 incdgnitas: 3 deslocamentos, 6
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tensdes e 6 deformacGes. Para solucionar os problemas utiliza-se as 3 Equacdes de equilibrio
definidas na Expressdo indicial 2.2, as 6 EquacOes definidas na Relacdo deformacéo-
deslocamento (2.12) e as 6 Equacdes definidas pela Lei Generalizada de Hooke. Assim, com
um total de 15 equagdes e 15 incAgnitas o problema eléstico, ou problema de valor de
contorno, pode ser solucionado desde que as condi¢cdes no contorno do sélido sejam impostas.

2.5 ESTADOS PLANOS

A depender da geometria do corpo em analise, muitas vezes os problemas elasticos
tridimensionais podem ser simplificados para situacdes bidimensionais. As analises
bidimensionais de solidos sdo denominadas problemas planos sendo que 0s mesmos podem
ser classificados como plano de deformacdes (Estado Plano de Deformacéo (EPD)) ou ainda

plano de tensdes (Estado Plano de Tenséo (EPT)).

Um problema pode ser tratado como plano em deformacdes quando uma de suas
dimensdes for muito maior que as outras duas como é o caso de barragens e tubulacdo. Nesses
problemas, os deslocamentos dos pontos pertencentes a uma dada secdo transversal do corpo
sdo vetores paralelos entre si. Assim, todos os pontos que antes da deformacdo situavam-se
sobre o plano, ap6s a deformagdo continuaram pertencendo ao mesmo. Nesse caso,
considerando o plano xy como o plano de corte de uma segéo, as deformacdes em relacdo ao
eixo axial, ou eixo z, sd@o nulas uma vez que muitas secfes do corpo se equilibram

individualmente ndo havendo cisalhamento entre sec¢des vizinhas.
Ezx T Exz T Ezy T Eyz = & = 0 (2.32)

Dessa maneira, as tenses cisalhantes o, = g, € 0y, = 0, também sdo nulas e a
tensdo normal a diregdo axial, g, fica sendo uma fungdo de o, e o,,. Portanto os tensores de
deformacdes e tensdes pode ser definido por apenas 3 componentes independentes ¢y, €, , &,
e oy, 0, , Oy, respectivamente. Nesse caso, a Lei generalizada de Hooke para materiais

anisotrépicos pode ser reduzida para:
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Ox Diy D1z Dig|( &
{03/} = Dy, Dy { &y } (2.33)
Txy) |SIM. Deg | \2€xy

E o, pode ser expressa em funcao de oy, 0, T,y COMO:

05 (D13C11 + D36Ci6 + D35C12)
O-Z = +O-y(D13612 + D36C26 + D32622) /(1 - D13C13 - D36C36 - D32€23)

(2.34)
+Txy(D13C16 + D36Ce6 + D32C26)

Caso o corpo em EPD possa ser considerado como isotropico, a Lei de Hooke pode ser
novamente expressa pela Equacdo 2.30 ou 2.31 sendo que nesse caso, a dependéncia de g, em

relacdo a outras tensfes normais pode ser apresentada como:

0, = v(ax + ay) (2.35)

Ja em corpos onde uma das dimensdes € muito menor do que as outras duas, 0
problema elastico pode ser simplificado para um problema plano de tensdo. A analise em EPT
€ muito comum para elementos estruturais como vigas-paredes e chapas. Considera-se nesses
casos que a distribuicdo de tensdo no corpo é essencialmente plana e paralela ao longo da
espessura. O carregamento € considerado composto por cargas paralelas ao plano formado
pelas duas maiores dimensdes. Nesse caso, ndo ha tensdes cisalhantes e nem normais em

relacdo a direcéo z.

Ozx = Oxz = Ozy = 0y, = 0, =0

(2.36)

Dessa maneira, no EPT as deformagGes ¢,, = €,, € €, = &,, também sdo nulas e o

alongamento &, se torna uma funcdo dos alongamentos nas direcBes x e y. Vale ainda
ressaltar que assim como no EPD os tensores de tensdo e deformacgdo também sdo definidos
apenas pelas 3 componentes independentes ndo nulas. Portanto, no caso de EPT, a Lei

Generalizada de Hooke para materiais anisotropicos pode ser reduzida para:

Ex Ci1 Gy Cie|(0x
{ €y } = Cz (e {UY} (2.37)
zgxy SIM CG6 T-xy

Sendo que:
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€x(C13D11 + C36D16 + C32D13)
g, = | +&/(Ci3Diz + C36Dz6 + C32D52) /(1 — C13D13 — C36D36 — C52D33) (2.38)
+264y,(C13D16 + C36Dg6 + C32D76)

Em se tratando de um sélido isotrépico em EPT a Lei de Hooke pode ser novamente

expressa pela Equagdo 2.30. No entanto, a relagéo inversa, Equagdo 2.31, assume a seguinte

forma:
E _
0jj = mfij + A€ by (2.39)
Verifica-se que a Equacdo 2.39 é praticamente igual a 2.31 com excecdo da constante
1 =—"  ser diferente da constante de Lamé A = ——=— Isso se deve ao fato do
a+v)(1-v) 1+v)(1-2v)

EPT ser um estado aproximado uma vez que para 0 mesmo a equacdo de compatibilidade de
deformac6es ndo é verificada. Quanto maior for a espessura do problema em relagdo as outras
duas dimensdes, mais grosseira sera a aproximacao do EPT. Por fim, pode-se apresentar a
dependéncia de &, em relacdo aos outros alongamentos normais para 0 caso de um corpo

isotropico em EPT:

v
&="% (ax + ay) (2.40)
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A MEIOS ISOTROPICOS

O MEC é um método numérico para a resolucdo de equacgdes integrais de contorno.
Portanto, 0 mesmo ¢ aplicavel em vérios campos da fisica e da engenharia como na acustica,
na elasticidade linear, na plasticidade, na viscoplasticidade, na mecénica dos fluidos, na
mecanica da fratura, no eletromagnetismo entre outros (OLIVEIRA, 2013). Nesse trabalho, o
MEC ¢é utilizado no contexto da elasticidade linear visando resolver os ditos PVC’s cuja
formulacdo foi apresentada no capitulo anterior. O equacionamento desse tipo de problema é
baseado em um conjunto de equacgdes diferenciais. Tais equagdes podem ser solucionadas
numericamente com a utilizacdo de um método de dominio como é o caso do MEF ou MDF.
Ou ainda, por meio do teorema da divergéncia de Gauss (caso tridimensional) ou teorema de
Green (caso bidimensional), as equagdes diferenciais que governam os PVC’s podem ser
transformadas em equacdes integrais de contorno desde que seja conhecida uma solugéo
analitica para um especifico problema elastico. Essa solucdo é denominada solucgédo
fundamental e é determinada para um problema com as mesmas propriedades materiais do
problema de interesse a ser analisado. Portanto a solugdo fundamental depende do tipo de
material envolvido. Com as equagdes integrais oriundas da formulagdo dos PVC’s, 0s
problemas elastostaticos podem entdo ser resolvidos numericamente através do MEC. No
presente trabalho, baseado nas solugdes fundamentais para materiais elésticos isotropicos e
elasticos anisotropicos, as formula¢fes do MEC sdo apresentadas e aplicadas em estruturas

compostas.

Nos proximos topicos desse capitulo pretende-se apresentar primeiramente
formulacGes do MEC aplicada a problemas isotrépicos nos quais a solugcdo fundamental é
denominada de solucdo fundamental de Kelvin. A partir dessa, as formulac@es integrais de
contorno singular e hiper singular serdo deduzidas para analisar problemas planos da

elasticidade linear.
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3.1 SOLUCAO FUNDAMENTAL DO PROBLEMA ELASTICO ISOTROPICO

Para introduzir a formulagdo do MEC em meios elasticos isotropicos é necessario
primeiramente conhecer a solu¢do fundamental para esses tipos de problema. A solucéo
fundamental é obtida considerando um dominio infinito constituido mesmo tipo de material
dos problemas que se deseja resolver submetido a uma solicitagdo concentrada e unitaria

aplicada em um ponto qualquer em uma arbitraria direcéo.

Considerando o caso de problemas elastostaticos, essa solu¢do é uma expressao que
fornece o deslocamento de qualquer ponto do dominio devido a atuacdo de uma forca unitaria
concentrada aplicada em um ponto qualquer de um solido homogéneo com dimensdes
infinitas. Para o caso isotropico, tal solucdo foi primeiramente apresentada por Sir Willian
Thomson e ficou posteriormente conhecida como solugdo fundamental de Kelvin. (LOVE,
1944). A solucdo fundamental de Kelvin pode ser obtida utilizando a técnica do vetor de
Galerkin conforme apresentado por BREBBIA & DOMINGUEZ (1989). No entanto, existem
ainda outras maneiras de se obter tal solu¢cdo como, por exemplo, a que é apresentada em
LOVE (1944). A deducgdo dessa solugdo fundamental por meio do vetor de Galerkin sera

brevemente apresentada a seguir.

A partir das Equac0es 2.2, 2.12 e 2.31 apresentadas no segundo capitulo pode-se obter
a equacdo de Navier. Essa representa o equilibrio do corpo escrito em termos de
deslocamentos englobando também a relacdo deslocamento-deformacdo e Lei de Hooke

generalizada para materiais isotrépicos em uma Unica expressao apresentada a seguir.

1 1
(1 - 21/) Wttt =0 G1)
Sendo:

E

“T2a+w

(3.2)

Como a solucdo fundamental é obtida para uma carga concentrada unitéria aplicada

em um ponto qualquer (i) na direcdo do versor e;, essa pode ser representada como:

b, = AWe, (3.3)
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Sendo A® a funcdo Delta de Dirac a qual é singular no ponto (i) e assume valor nulo

em qualquer outro ponto.

De acordo com a técnica do vetor de Galerkin, o vetor de deslocamentos procurado é

originado de um vetor G, da seguinte maneira:

1

Substituindo as Equacdes 3.3 e 3.4 na equacdo de Navier obtém-se:

1 .
Gimmyjj + Eﬂ(l)ez =0 (3.5)

Ou ainda

1 .
V2(V2G)) + EA(‘)el =0 (3.6)

Visando facilitar o desenvolvimento da equacdo bi harmonica acima, denomina-se

uma variavel auxiliar F, = V2G,. Assim, a equacdo diferencial a ser resolvida é:

1 ..
VZ(FI) + EA(l)el =0 (37)

Para problemas bidimensionais, a solugdo da Equagéo 3.7 é:

1 1
Fl = ﬁln <;> € (38)

Sendo r a distancia cartesiana entre o ponto da fonte concentrada e o ponto campo em
analise. A partir da Equacdo 3.8 € entdo possivel obter o vetor de Galerkin para o caso de
problemas planos:

G, = 8_71mr2 In (%) e (3.9)

E assumido que os deslocamentos ocorridos em um determinado ponto devido a
aplicacdo de uma carga unitaria aplicada em uma direcdo podem ser superpostos aos
deslocamentos ocorridos no mesmo ponto devido a aplicagdo de outra carga unitaria aplicada
em outra direcdo. Dessa maneira, cada carregamento unitario é tomado com independente um
do outro e, portanto a superposicdo de efeitos é valida. Nesses casos o0 vetor de Galerkin pode

ser apresentado novamente como:
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1 1
Gy = 5—r?In (;) 5 (3.10)

Sendo G;;, a componente k do vetor de Galerkin em qualquer ponto quando uma carga

unitéria é aplicada no ponto (i) na direcdo I.

A partir do vetor de Galerkin é possivel, com a Equacdo 3.4, escrever:

U = Guemm — m Gimkm (3.11)

Substituindo a Equacdo 3.10 em 3.11 a solucdo fundamental de deslocamentos pode
entdo ser obtida como:
1 1
Uy = 8l =) [(3 —4v)In (;) O + tl?jk] (3.12)
Sendo gue novamente os indices indicam que u;,* € 0 deslocamento na direcdo K em
qualquer ponto quando uma carga unitaria é aplicada no ponto (i) na direcdo . Ou ainda,

pode-se escrever da seguinte maneira:

U =uy e (3.13)

A partir da solucdo fundamental de deslocamentos é possivel proceder a derivada

direcional da expressdo em relacdo a dire¢cdo normal ao contorno do sélido. Considerando

também a relacdo deslocamento-deformacdo, a Lei de Hooke isotrdpica e a equacdo de

equilibrio de superficie apresentadas nas Equacdes 2.12, 2.31 e 2.3 € possivel obter a solugéo
fundamental para as for¢as de superficie do contorno.

1 or
plk* — m{% [(1 — 2V)5lk + Zﬁlr,k] + (1 - ZV)(mT,k - nkm)} (314)

Ou ainda:

Px” =D € (3.15)

As solucBes fundamentais 3.12 e 3.14 sdo validas para problemas planos de
deformacdo (EPD). Para o caso de EPT as solu¢Ges podem ser obtidas atraves das mesmas
expressdes com apenas simples modificacbes nos valores das constantes elésticas E e v

conforme seré apresentado mais a diante.
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3.2 FORMULAGCOES INTEGRAIS DE CONTORNO SINGULAR E HIPER SINGULAR

O Segundo BREBBIA & DOMINGUEZ (1989) a equacéo integral de contorno que
governa os problemas elastostaticos pode ser obtida a partir do conjunto de equacdes
diferenciais do PVC partindo-se do Método dos Residuos ponderados (MRP). O MRP é uma
técnica classica de resolugdo de problemas da engenharia sendo 0 mesmo a base da
formulacdo de outros diferentes métodos numéricos como o MEF e MDF.

Para introduzir a formulacdo, considere um solido continuo em estado de equilibrio
com dominio Q e contornos complementares I; e I, sujeito as seguintes condicdes de

contorno:

a) — Condicdes de contorno essenciais ou de Dirichlet: u; = u; em I

b) — Condicdes de contorno naturais ou de Neumann: p; = g;;n; = p; em I

A equacdo de equilibrio representa a forma forte do PVC e deve ser satisfeita para

atender ao estado de equilibrio do sélido:

O-jk,k + b] =0 em Q) (316)

Considerando uma aproximagdo numérica, a equacdo acima passa a nao ser atendida
em todos os pontos e, portanto restara um residuo ao se proceder o somatério dos valores
resultantes da equacdo em todos os pontos. Sendo assim, 0 MRP propde que tal residuo deve
ser minimizado sendo para isso necessario ortogonalizar o produto escalar entre a funcéo a ser
aproximada e a funcdo ponderadora. Utilizando entdo o MRP e tomando a solucgdo

fundamental w;* como fungéo ponderadora obtém-se:

(Gjne + bj,uj) = 0 & fﬂ (Gjkric + bj)ujd =0 (3.17)

Ou ainda;

f Ojrrcu ;A€ +J. bju;dQ =0 (3.18)
Q Q

Procedendo a integracdo por partes do primeiro termo do membro esquerdo da

equacao € possivel obter:
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f O'jknku;dr_f O}ku;,kdﬂ+j- bju;dQ =0 (3.19)
r Q Q

Utilizando a relacdo deslocamento deformacao e o equilibrio de forcas de superficie a

Equacéo 3.19 pode ser reescrita como:
Q QO r

Considerando o teorema de reciprocidade de Betti, 0;.€:." = €:,.0:. ", € integrando por
jk<jk jkYjk

partes o primeiro termo a esquerda da Equacéo 3.20 resulta:
Q Q r r

Note que os termos a direita da equacdo acima correspondem a integrais de contorno.
Considere ainda a subdivisdo do contorno em I, el,. Dessa maneira, € possivel reescrever a

equacdo como:

jaj”}(,kujdﬂ+j bju;dQ
Q Q

r

1 FZ Fl FZ

(3.22)

Na Equacdo 3.22, as barras em cima de p; e u; representam valores conhecidos da
solucdo. No intuito de retornar da Expresséo 3.22 para a 3.17 integra-se por partes duas vezes
0 primeiro termo da equacdo anterior. No entanto, como as condi¢BGes de contorno foram

impostas, a equacao resulta em:

f (Gjrrkc + by JujdQ2 = ] (pj —pj)wjdr + J (@ — w)pjdr (3.23)
Q Iy Iy

A Expressdo 3.23 corresponde a uma forma em residuos ponderados generalizada,
utilizada como ponto de partida para formulagdo integral. Em termos gerais, pode-se observar
que a solucdo aproximada deve ser tal que o residuo por ela gerado no dominio, ponderada
por uma funcdo peso, deve ser igual ao residuo por ela gerado no contorno, também
ponderado pela mesma funcdo peso. Desta maneira considera-se, por exemplo, que a funcao

peso ndo necessariamente seja homogénea nas condigdes de contorno.
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Definido o ponto de partida agora retornemos a Expressdo 3.22. Observe que devido

ao equilibrio, o integrante do primeiro termo da equacgéo pode ser apresentado como:

O = —AVe; (3.24)

Sendo que as solugdes fundamentais podem ser escritas como:

*

b e (3.25)
Pj =D €

u;;" e p;;”* sdo o deslocamento e a forgas de superficie na diregdo j em qualquer ponto

do problema devido a uma carga unitaria aplicada na direcdo [ em um ponto (i).
Considerando o ponto (i) localizado no interior do dominio, levando-se em conta as
propriedades do Delta de Dirac e substituindo a Equacao 3.24 na primeira integral da Equacao

3.22 obtém-se para uma particular direcdo:

j Ot dQ = —J ADeu;dQ = —u]@ej (3.26)
Q Q

Assim, a Equacdo 3.22, pode agora ser escrita em termo de componentes

independentes de deslocamento no ponto i:

u]@ +f p}kﬂde+f DjiUrdl =f
ry r

Prudl + f Prujxdl + f by, dQ (3.17)
2 Iy I Q
Onde uj(i) representa a componente j do deslocamento no ponto i devido a uma carga

unitaria aplicada na direcéo k.

Pode-se observar que quando uma carga unitaria € aplicada numa direcédo especifica j,
os deslocamentos e forcas de superficie tém componentes nas duas (ou trés) direcdes
enquanto que os termos do tipo gy, Sdo diferentes de zero apenas ao longo da direcdo j.
(BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989). A Expressdo 3.27 pode ser escrita de uma maneira mais

compacta como:

uJ@ +fr Pjxuxdl =fr u]’-‘,\,‘pkdl"+fQ Uy by d) (3.28)

A Equacao 3.28 é denominada identidade Somigliana em homenagem ao matematico
Carlo Somigliana ou ainda equacéo integral singular. Essa permite calcular os deslocamentos
em qualquer ponto do dominio desde que sejam conhecidos os deslocamentos e forcas de

superficie dos pontos de contorno, as forcas de dominio atuantes e a solucdo fundamental.
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Na auséncia de forcas de volume a identidade Somigliana pode ser apresentada como:

u}l) +fr Pjitkdl =fr U prdl (3.29)

Vale lembrar que essa equacdo é denominada singular devido a ordem de
singularidade 1/7 da solugdo fundamental p;,*. A partir da Equacédo 3.28, ¢ possivel resolver
0os PVC’s utilizando a entdo chamada formulacdo singular do MEC conforme sera

apresentado no topico seguinte.

No entanto, além da representacdo integral 3.28 dos problemas elastostaticos, é
possivel a partir da identidade Somigliana obter outra equagdo integral denominada de
equacdo hiper singular com a qual também é possivel solucionar os PVC’s da teoria da
elasticidade. Visando obter tal equagdo e valido lembrar que a Expresséo 3.29 é diferenciével
uma vez que os termos p;; " € u;;,* dependem unicamente da distancia r entre o ponto fonte e
0 ponto de interesse na andlise denominado ponto campo. Portanto, procedendo a derivacGes

obtém-se:

w + f Pjicithicdl’ = f UjieaPrcdl (3.30)
r r

Em 3.30, a diferenciacdo das solugbes fundamentais € referente a distancia I,
tomando como referéncia o ponto fonte. Introduzindo a relacdo deslocamento deformacéo e
lei constitutiva isotropica, Equacdes 2.12 e 2.31, é possivel entdo escrever a identidade

Somigliana em termos de tens6es conforme apresentado a seguir.

O'jk(i) + f Sjkluldr = f Djklpldl" (331)
r r

Onde os termos Sjy; € Dy, contém as derivadas das solugdes fundamentais pj. " € w;;*
em relacgdo a direcdo [ respectivamente. Admitindo que as solugdes fundamentais obtidas para

problemas em EPD os termos Sj;; e Dj;, podem ser apresentados como:

E
Sjkt = m{zm[(l = 2018 + V(i + 1850) — 4rrir] (3.32)

+2V(77,j7",k7",z + U,kTijT,z) +(1- ZV)(Zn,lr,jr,k + kb + 77,j5k1) -(1- 4V)77,z5jk}
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A Equacéo 3.31 é entdo denominada equacdo integral hiper singular. Isso devido a

maior ordem de singularidade da expressdo, 1/r2, a qual é encontrada no termo ;.

No caso de EPT, As solugbes fundamentais pj,* e u," e 0s nucleos Sy € Dy
permanecem iguais aos apresentados nas Equaces 3.12, 3.14, 3.32, 3.33, porém, as

constantes elasticas do material isotropico devem ser alteradas da seguinte maneira:

E*=E(1+2v)/(1+v)?

(3.34)
vi=v(1+v) (3.35)
k*=k=E/2(1+V) (3.36)

As equacdes integrais singular e hiper singular apresentadas nas Equagfes 3.29 e 3.31
sdo validas para pontos localizados no interior do dominio. Com elas é possivel calcular os
deslocamentos e tensdes em qualquer ponto interno desde que conhecidos os valores de u e p
no contorno. Portanto, antes de buscar a solucdo interna o problema precisa primeiramente ser
resolvido no contorno. Para isso, 0 MEC prop0e avaliar essas equacdes também para pontos
fonte localizadas sobre o contorno. Portanto, nos proximos topicos, ambas as equacdes serdo

avaliadas considerando os pontos fonte no contorno por meio de um processo limite.

3.3 EQUACAO INTEGRAL SINGULAR ESCRITAS PARA PONTOS NO CONTORNO

Para proceder as integracdes necessarias, no caso dos pontos fonte estarem localizados
no contorno, as singularidades dos termos nas equacdes integrais devem ser tratadas a
singularidade visto que nesse caso 0s pontos fonte encontram-se sobre o caminho de
integracdo, ou seja, r pode tender a zero. Para a equacao singular essa singularidade vem dos
termos w;,* e p;;” e € de ordem In(1/7) e 1/r respectivamente. O tratamento € na realidade
efetuar um processo limite para transportar o ponto fonte para o contorno. Assim, para o0 caso
bidimensional pode-se envolver o ponto fonte i em uma regido de dominio circular de raio ¢
com o ponto fonte localizado em seu centro para entdo avaliar 0 que acontece com a

identidade Somigliana quando esse raio tende a zero. A Figura 3.1 ilustra a situacao.
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Figura 3.1 Ponto fonte localizado sobre o contorno: caso bidimensional (Oliveira, 2013(Adaptado))

Considerando 0s novos contornos apresentados na Figura 3.1 e denominando o
incremento de dominio como £, é possivel realizar o tratamento limite da equacédo integral

singular ou identidade Somigliana:

1gi£%<uj<i>+ f  pjwdl = f  upedl + f u;kbkda> (3.37)
[-T¢+T, [-To+T, Q+Q,

O tratamento limite procede analisando termo a termo as integrais da identidade.

Considere primeiramente o primeiro termo do membro direito da equacao:

f Wi pdl = lim Wi pidl + limj Wi P dl (3.38)
r €20 Jr_r, €20 Jr,

No limite temos que:

lim [ u]’-‘kpde+lirnj Wi P dl =f ufkpkd[‘+limj Wi P dl (3.39)
£-0 r-T, &£-0 Ty r £-0 T,

Onde o traco na primeira integral do segundo membro simboliza a presenca de um
nucleo singular o qual deve ser tratado segundo o senso de Valor Principal de Cauchy (VPC).

Além disso, o seguinte limite remanescente também deve ser avaliado:
lgi_r)ré : Wi P dl = pi lgl_r)réjF Wi dl (3.40)

Como a singularidade de u;;,* € de In(1/¢) e o contorno de integracdo circular produz

0 termo € temos que:
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1
limeln (—) = —limeln(e) =0 (3.41)
& £-0

&-0

Como o limite tende a zero temos que:
Pk limJ updl =0 (3.42)
-0 T,

Portanto o termo em andlise da equacdo singular ndo se altera no processo limite sendo
apenas necessario considerar a integracdo no sentido de VPC. Agora considerando a analise

do primeiro termo a esquerda da identidade temos:

J pjx udl = limf pjx urdl + limf pjr ugdl (3.43)
r &0 r-T, &—-0 T,

Novamente, no limite a primeira integral se torna uma integral ao longo do contorno I’
a qual deve ser procedida no sentido de VPC. Ja a segunda deve ser avaliada uma vez que
existe uma singularidade da ordem 1/¢ em pj,* a qual multiplicada pelo & oriundo do
contorno de integracao resulta em um limite ndo nulo. Assim, ao considerarmos que 0 ponto

fonte encontra-se em um contorno suave, o limite da segunda integral resulta:

: \ 1
lgl_r)% . pjx udl = —§6jkuk =7y (3.44)
Portanto, depois de realizado o processo limite, a Equacdo 3.43 resulta:
* * 1
f Pk dl =f Pijxuxdl — S Y (3.45)
r r

Sendo a integral do segundo membro definida em termos de VPC.

Por fim, vale ressaltar que o processo limite ndo altera a integral de dominio da
identidade, pois no limite, Q + Q, = Q. Portanto, ap6s o processo limite a identidade

Somigliana, agora escrita para pontos no contorno, pode ser apresentada como:

cjx Dy ¥ +% Piridl = f wj,pidl + f U}y, by dQ (3.46)
r r Q
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Onde para o caso de pontos fonte i pertencentes a contornos suaves o termo livre cjk(i)

resulta 6;;, /2 ao se considerar o resultado da equagdo 3.45 somado ao termo uj(") original da
identidade. Caso o contorno ndo seja suave no ponto fonte, o valor do Limite 3.44 sera um
resultado diferente compreendido entre zero e menos um a depender da geometria do
contorno. Além disso, tal resultado é de dificil generalizacdo quando se trata de problemas
tridimensionais (BREBBIA E DOMINGUEZ, 1989). Para problemas bidimensionais com
pontos fonte localizados em contornos descontinuos, a expressdo do termo livre cj;, pode ser

encontrada em VENTURINI (1988).

3.4 EQUACAO INTEGRAL HIPER SINGULAR ESCRITAS PARA PONTOS NO
CONTORNO

Assim como realizado com a equacdo singular, o tratamento limite também pode ser
procedido para a equacdo hiper singular. Para isso considere novamente o0 contorno
apresentados na Figura 3.1. Assim, é possivel proceder com a Equacdo 3.31 da seguinte

maneira.

lim <O']k(l) +f _ Sjkluldr = f 3 D]klpldl") (347)
£-0 [-To+T, i S

Portanto, semelhantemente a avaliacdo da equacéo integral singular, o processo limite
sera procedido termo a termo. Tomando-se primeiramente o termo Dj,; para a analise €
possivel perceber que 0 mesmo possui uma singularidade da ordem 1/r. Para proceder entdo

o limite inicialmente considere que o termo possa ser reescrito da seguinte maneira:

£- r-T, £-0 T,

€20 Jr_To+T,
+llmf Djklpl(i)dl—‘ - llmf Djklpl(i)dr
-0 Fe -0 Fe

Ondep,” e p, sdo as forcas de superficie no ponto fonte e no ponto campo
respectivamente sendo que ambas agora estdo localizadas ao longo do caminho de integracao,

ou seja, no contorno. Rearranjando a equacgédo 3.48 pode-se escrever:



73

Te

€20 Jr_T,+r,
+p,® E_I’%Jr Djjdl’ + E_I’%Jr - Djjp,dl

Assumindo vélida a hipétese de continuidade de Holder para o campo de forcas de
superficie verifica-se que o primeiro termo do lado direito da Equacdo 3.49 é nulo. Ja o
segundo termo desse mesmo lado é integravel e resulta em um fator independente apos a
realizacdo da operacao limite. Tal fator € apenas funcdo das propriedades elasticas do material

e da geometria do contorno sendo 0 mesmo apresentado a seguir como:

p, lsi_r)% Djrdl’ = p DA (3.50)
Te

Por fim o ultimo termo do segundo membro da Equacdo 3.49 resulta uma integral
impropria que deve ser avaliada ao longo do contorno no sentido de Valor Principal de

Cauchy sendo representado como:

Ll_r)% B Djklpl dl = f Djklpldl" (351)
-Te r

Retomando a Equacgédo 3.47, o segundo termo do primeiro membro pode agora ser

analisado. Nesse, verifica-se a presenca de uma hiper singularidade oriunda do termo S, de

ordem 1/r2. Portanto, para proceder a analise do termo deve-se primeiramente efetuar a
expansdo dos deslocamentos, em torno do ponto fonte, em série de Taylor. Nessa expansao
apenas 0s dois primeiros termos da série sdo considerados, pois 0s demais termos se anulam
durante a execucgdo do processo limite. Dessa maneira, é possivel reescrever o limite do termo

Sjki €OMO:

&-0

lim Sjkluld[' = lim Sjkluldr + llmj SjkluldF (352)
[T+, €20 Jr_r, €20 Jr,

+ lgi_r)%.[ Sirtim® (om — 2, @) dl — lgl_r)%f Siraum® (xm — 2, P )al
Te Te

+lim fr SiuPdl — lim fr Sjrgu;Pdr
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Reorganizando os termos obtém-se:

lli% B Sjkluldr
€20 Jr_T 4T,

- !,:i—rg)f Sjkt [, D = 1wy = g (g, — %, )]l
T, (3.53)
+ ul(i) lim S]kldr
-0 r

e

+ ul‘m(i) llmj Sjkl (xm - Xm(l))dr + lim _ Sjkluldl"
£-0 r, -0 r-T,

Assumindo agora que a derivada do campo de deslocamentos possui continuidade de
Holder verifica-se que o primeiro termo do segundo membro da Equacdo 3.53 é nulo. J4 em
relacdo ao segundo e o quarto termo da expresséao, esses devem ser analisados conjuntamente.
Isso porque mesmo apOs o procedimento de integracdo, esses ainda resultam fatores
singulares. No entanto, as singularidades resultantes para o segundo e o quarto membro sdo de
mesma ordem e sinais opostos e, portanto se anulam (PORTELA, 1992). Assim, a expressao
resultante da soma dos dois termos considerados deve ser tomada no sentido de Parte Finita

de Hadamard (PFH) conforme apresentado a seguir:

lim {ul(i) f
£-0 r

Na equacdo, os dois tracos na integral do membro direito indicam que a integracéo

_l"e

Sjkldr + f Sjkluldr} = f Sjkluldr (354)
r r

e

deve ser procedida tomando-se somente a Parte Finita de Hadamard. Por fim, o terceiro termo
do segundo membro da Expresséo 3.53 é integravel e resulta outro termo independente apés a

execucdo do processo limite:

1 i i 3.55
uz,m(l) lgl_rgf Sjkl(xm - xm(l))dl“ = ul,m(l)Bjklm ( )
Te

Ainda segundo PORTELA (1992), os termos independentes provenientes da analise de

Djx; € Sj, podem ser adicionados de maneira a formar um dnico termo independente:

. , 1,
PO A = B = 5 03" (3.56)
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O fator 1/2 resulta da consideracdo de contornos suaves no posicionamento do ponto

fonte.

A partir das consideracdes apresentadas a equacdo integral para representacdo das

tensOes pode ser escrita para pontos no contorno como:

1 .
Eo-jk(l) +%F Sjklul =fr DjklpldF (357)

Utilizando a relacdo de equilibrio de superficie apresentada no segundo capitulo,
Equacdo 2.3, é possivel escrever a equacdo integral hiper singular para a representagdo de

forcas de superficie dos pontos no contorno conforme apresentado:

L : : 3.58
Epj(l) + Uk(l)4 Sjraty = Uk(l)f Djip,dl (3:58)
r r
A partir das equacdes integrais de deslocamentos e forcas de superficie escritas para o
contorno, Equacdes 3.46 e 3.58, é possivel entdo apresentar nos seguintes topicos como as
formulacdes singular e hiper singular do MEC propdem a introdugéo do contorno discretizado

em elementos e por fim a construcdo do sistema de equacdes algébricas caracteristico.

Vale ressaltar que como a equagdo hiper singular se origina da diferenciacdo da
equacdo singular, no equacionamento da mesma foram impostas condi¢des de continuidade
sobre os campos de deslocamento e forgas do contorno. Assim, Em se tratando da formulagao
hiper singular do MEC, para assegurar tal continuidade é necessario a utilizagdo de elementos

de contorno especiais 0s quais serdo brevemente apresentados a seguir no topico 3.8
3.5 FORMULAC}AO SINGULAR DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O Conforme apresentado no Tdpico 3.3, a equacédo integral singular pode ser escrita
para pontos localizados no contorno através de um processo limite. Assim, o MEC prope que
a resolucdo dessa equacdo integral deve ser procedida numericamente atraves de uma
discretizacdo do contorno em uma quantidade finita de elementos. Cada elemento possui uma

determinada quantidade de nds por onde os campos dos deslocamentos e for¢as de superficie
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do contorno serdo interpolados. Para isso, utilizam-se fungdes de forma polinomiais que
interpolam essas grandezas a partir dos valores nodais nos elementos. Dessa maneira,
considerando os nés do contorno como pontos fonte e aplicando a Equacdo 3.46 para cada um
desses nds, é possivel obter um sistema de equacges lineares algébricas. Uma vez aplicada as
condicBes de contorno nesse sistema, pode ser encontrada uma resposta Unica que contém o0s
valores incognitos dos deslocamentos e das forcas de superficie nodais os quais sdo usados

para construir a solugdo aproximada no contorno.

Adotando-se uma notacdo matricial é apresentada a seguir a interpolacdo de

deslocamentos e forcas de superficie em um elemento j com contorno T;.

u’l

s e
1
I|ﬂ|le
<

; (3.59)

Sendo u e p os deslocamentos e forcas de superficie em qualquer ponto do contorno I;

e u’ e p’ sdo vetores que contém os deslocamentos e forgas de superficie nodais do elemento

j nas diregdes x, y (caso bidimensional). Ja ¢ € a matriz de fungdes de forma do elemento j o

qual é composto por n nos:

[ 04 0 4 0 2.60)

0 4 0 ¢ .. 0 ¢4

Da mesma maneira as solu¢des fundamentais de deslocamentos e forcas de superficies

anteriormente apresentadas em notacdo indicial nas EquacbGes 3.12 e 3.14 podem ser
agrupadas em forma matricial conforme a equacéo a seguir:
. _ [u11* ulz*]

Upy™ Upp'

x _ P11’ P12*]
g [P21* D22"

(3.61)

Nessas matrizes, os coeficientes u;,* e p;,* sdo respectivamente os deslocamentos e
forcas de superficie na direcdo k devido a uma forca unitéaria aplicada no ponto (i) na direcdo
L.

Assim como os deslocamentos e forcas de superficie na Equacdo 3.59, as forcas de

dominio em qualquer ponto de Q também podem ser expressas de forma vetorial como:
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b= {Z;} (3.62)

A partir das defini¢Ges apresentadas em notacdo matricial a Equacéo integral singular

3.46 pode ser reescrita como:

e

Oy 4 f

dr = f u* pdl + J u’ bdQ (3.63)
r r —= Q

B*

Sendo que para contornos suaves

g@ = [162 (3.64)

/2
1/2
Na Equacdo 3.63, (i) é o ponto fonte de aplicacdo da carga unitaria. Levando em

consideracdo a discretizacdo do contorno proposta pelo MEC a Equacéo integral 3.63 pode

ser reescrita como:

NE NE M
cOu® + ]Z UF] p id[‘} W = ;UF; u' idr} p + Szzl {fﬂ u’ ng} (3.65)

O somatorio de j =1 até NE indica que a integral ao longo de todo o contorno
fechado € igual a soma das integrais nos I; de todos os NE elementos de contorno. O
tratamento da integral de dominio em 3.65 pode ser procedido por subdivisdo do dominio em
M células e entdo a integral pode ser calculada como o somatorio das integrais em cada uma
dessas unidades. No caso de forcas de volume com comportamento constante ou linear é
possivel ainda transformar a integral de dominio em uma integral de contorno através do

Método da reciprocidade dual.

As integrais da Equagdo 3.65 sdo geralmente calculadas numericamente devido as
dificuldades de solucdo analitica. Uma das técnicas de integracdo numérica que pode ser

utilizada nesse caso é a Quadratura de Gauss.

Para proceder a integracdo numérica no contorno dos elementos por Quadratura de
Gauss é necessario primeiramente correlacionar as coordenadas globais x,y dos pontos
pertencentes aos contornos I; com a coordenada adimensionais de Gauss ¢ cujo intervalo

varia de -1 a 1. A Figura 3.2 ilustra a parametrizacdo das coordenadas cartesianas.
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g
1]
p—

9
e ¢
Y

L ]

Figura 3.2 Mapeamento das coordenadas globais por coordenada adimensional de Gauss
A correlacdo entre coordenadas pode ser feita usando as mesmas fungdes de forma que
interpolam os campos de deslocamento e forcas de superficie no contorno do problema. As
coordenadas globais de qualquer ponto em um dado elemento podem ent&o ser expressas em

funcdo das coordenadas nodais como.

x(§) = ¢i(f)3§i
y(€) = ¢:i(O)y: (3.66)
Com a parametrizacdo das coordenadas, as integrais podem entdo ser procedidas
considerando o espaco adimensional. No entanto, é necessario levar em conta a transformacéo
dos valores adimensionais para as dimens@es do espaco real do problema. Isso é feito a partir

do Jacobiano cuja representacdo geometrica é apresentada na Figura 3.3.

{..—l

Figura 3.3 Interpretacdo geométrica do jacobiano (BREBBIA, TELLES, WROBEL, 1984 (Adaptado))

Considerando a figura é possivel calcular o Jacobiano [J(§)| como:

dr2(§) = l(d’g) (dg) l &2 (3.67)



79

O S+ (2 - v
are) = J(ld¢

Para calcular as derivadas de x e y em relacdo a ¢ basta utilizar a interpolacdo da
Equacéo 3.66 e proceder a derivagao:

dx d _
Z—Sc: [d—€¢'(f)]x -
ay .

Portanto, a Equacdo integral 3.65 pode ser reescrita em funcdo de coordenadas
adimensionais &, como:

Oy 4 2{

Il R‘
ME s,

@]Idz}gf

{j u gl]ld‘é}p] +Z{J u QLIdEdn} 3.69

Onde |L| representa outro jacobiano a ser definido no dominio.

1l
=

J

Com os limites de integracdo adimensionais de cada elemento definidos de -1 a 1

agora € possivel avaliar a integragao dos elementos I; numericamente utilizando a Quadratura
de Gauss.

NE NP
g(i)g(i) + z {Z (2*9) Ulwk}ﬂj
e y (3.70)
=22 ) v+ )3 (),
j=1 \k=1 s=1

Onde NP ¢é o numero de pontos de integracdo no contorno de um elemento, w; Sdo 0s

pesos de Gauss nesses respectivos pontos, r € o numero de pontos de integracao nas células e

w,, S30 0s respectivos pesos e as fungoes P, g*ﬂ e g*g devem ser avaliadas nos pontos de
integracao.

Uma vez procedida a integracdo numérica, a Equacao 3.70 resulta em:
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NE NE M
Dy 4 z A = Z Glpl + Z Bis (3.71)
- =1 =1 s=1

As matrizes HY e GY, calculadas para um ponto fonte i e um elemento j, sio

conhecidas como matrizes de influéncia dos elementos de contorno e para 0 caso
bidimensional sdo de ordem 2x2N, sendo N o nimero de nds pertencentes ao contorno do

elemento j. Tai matrizes podem ser calculadas como:

NP
J, 2roar =2 (ve) vio
NP

)
i =jr * bdr <g*g)k o

Jj k=1

dr

D
I

1ks

[

(3.72)

I
1S
IB=S

Il

Considerando agora a seguinte notacéo:

Ry
I
<

Sei#j

i (3.73)

I 1=
1) ||

Utc®  Sei=j

a Equacdo 3.71 pode ser escrita como:

HUW = > GUpl + > B (3.74)

Essa equacdo representa a contribuicdo de um ponto fonte i ao longo de todos os
elementos de contorno da estrutura. Adotando-se por vez cada ndé do contorno como ponto
fonte e somando a contribui¢do de todos os pontos fontes, o sistema de equacdes algébricas

global da estrutura pode ser apresentado em forma matricial conforme a seguir.

U=GP+B (3.75)

||
[

Onde os vetores U e P representam os vetores de deslocamentos e forcas de superficie
em todo o contorno e B é um vetor oriundo das forcas de volume. Aplicando as condicdes de
deslocamento e forcas prescritas no contorno do problema € possivel reorganizar o sistema
procedendo convenientes trocas de colunas de modo que todos os valores incégnitos do

contorno sejam agrupados em um vetor X. Assim, o sistema final do MEC pode ser

apresentado como.

(3.76)

[
[><
Il
=
+
IS
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3.6 FORMULACAO HIPER SINGULAR DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

De maneira analoga ao procedido com a equacéo integral singular, o MEC propGe que
a resolucdo numérica da equacao integral hiper singular, Equacdo 3.58, deve ser realizada
numericamente por intermedio de uma discretizagdo do contorno. Assim o sistema final de
equacdes é novamente obtido somando-se as contribuicdes de todos os pontos fontes do
contorno porém calculados considerando os nucleos hiper singulares n,Djy; € 17,Sjy;. Para

melhor apresentar o equacionamento, considere a notagdo matricial para os termos Djy;, Sjx; €

também para o cosseno diretor do ponto fonte i, n, ), conforme apresentado a seguir:

IS
I

S = S121 S122 (3,77)

Considerando também a notacdo matricial dos outros termos apresentada no topico
anterior € possivel reescrever a Equacdo 3.58 apds a discretizacdo do contorno em NE

elementos como:

NE NE
cOp® + E {n(") f §¢>dF}zj - E {n(i) f Q(bdl“}pf (3.78)
A A @ n" ) 2edp

j=1

Ly == j=1\" i

Procedendo numericamente a integragdo no contorno I por quadratura de Gauss

obtém-se:
NE NP NE NP
cOp® +Z{ﬁ<”z (s9), v 'wk}ﬂ" - Z{n(”z (o) v lwklef @79
B S = k j=1 7 k=1 —k

A partir de 3.79 é possivel proceder as integracGes numéricas e reescrever a Equacao

como:
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NE NE
cOp® + z Hijw = Z Glip) (3.80)
a =1 =1

Onde HY e GY SAo as matrizes de influéncia dos elementos em relagdo ao ponto fonte
i obtidas com a formulac&o hiper singular. Incorporando ainda o termo livre ¢© na matriz GY
temos:

b Sei+j

i _ Sei=j (3.81)

NI
<
|

S 11

Dessa maneira a Equacao 3.80 pode ser escrita como:

NE NE
> HIw = GUp) (3.82)
=1 =

Com a contribuicdo de todos os pontos fontes da estrutura o sistema de equagdes
global obtido via formulacgéo hiper singular pode ser apresentado em forma matricial como:

[l

U=GP (3.83)

Com o sistema montado, novamente basta impor as condi¢des de contorno do
problema e encontrar a solugdo Unica para os valores incognitos de deslocamentos e forcas do

contorno.

3.7 METODO DE SUBTRACAO DE SINGULARIDADE

Nos tdpicos anteriores as formulagbes singular e hiper singular do MEC foram
abordadas introduzindo o conceito de integracdo numerica por quadratura de Gauss. No
entanto, os nucleos integrais das formulacdes apresentam distintos tipos de singularidades
localizadas no ponto fonte. Considerando as Equacdes 3.69 e 3.78 é possivel perceber que
com a discretizacdo do contorno em NE elementos o ponto fonte estard localizado no
contorno I de algum dos elementos. Portanto, a integragdo numérica apresentada nos topicos
anteriores nao é valida para o contorno do elemento que contém o ponto fonte. Nesses casos,
como r — 0, os nacleos integrais da formulacdo se tornam singulares no ponto fonte e a
integral de contorno no sentido de Riemann deixa de ser valida. Conforme comentado

anteriormente nos Topicos 3.3 e 3.4, a integracdo nesses elementos deve ser procedida no
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sentido de Valor Principal de Cauchy ou ainda Parte Finita de Hadamard a depender do tipo
de singularidade apresentada. A seguir 0 procedimento para a integracdo dos elementos que
contém o ponto fonte sera descrito mais detalhadamente. Primeiramente serd abordado o
procedimento para os nucleos da formulagdo singular e posteriormente para 0s ndcleos da

formulacdo hiper singular.

Segundo ALIABADI (2002), uma maneira de tratar nlcleos de integracdo singulares
consiste em subtrair o ponto de singularidade dando origem a um novo nucleo regular e uma

nova integral singular a qual pode ser integrada analiticamente de uma forma mais simples.

Smgular Regular Smgular

1 1 1
f Fx)dx = f [F(x) — F*(O)ldx + f F* () dx (3.84)

—_ _1 —

Sendo que F(x) e F*(x) sao fungdes com a mesma ordem de singularidade, [F(x) —
F*(x)] é, portanto, um nucleo regular e o Gltimo termo é uma integral singular remanescente
o qual é menos complexa e pode ser resolvida analiticamente. A essa técnica da-se 0 nome de

Meétodo de Subtracdo de Singularidade (MSS).

Baseado nesse conceito, KZAM (2009) realiza a subtragdo das singularidades
presentes nos nucleos das formulagdes elastostaticas do MEC com ordens de singularidade
In(r), 1/r e 1/r2. Nesse caso, a nova integral que é somada e subtraida segundo o conceito
do MSS corresponde a integral dos nucleos do MEC sobre o contorno de um elemento
auxiliar de geometria linear o qual tangencia o elemento curvo em analise no ponto fonte. Tal
procedimento foi adotado no trabalho para tratar as integracdes singulares em elementos de

alta ordem curvos e sera apresentado em mais detalhes a seguir.

Para isso, considere um elemento curvo de contorno I' de ordem qualquer contendo
um ponto fonte. Considere também que esse ponto de singularidade sera designado pela sua

coordenada adimensional &.

As coordenadas cartesianas no elemento curvo podem ser escritas a partir da
parametrizacdo apresentada na equacdo 3.66. J& no caso das coordenadas no elemento
auxiliar, essas podem ser obtidas através de uma expansdo em série de Taylor nas vizinhangas

do ponto fonte conforme apresentado a seguir.
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x*(§) = x(&o) + x:(&o)e + 0(e™)
v (&) =y(&) + ye(&)e + o(e™)

Onde € =& — &, representa 0 raio da expansdo e o(e™) os termos de ordem

(3.85)

superior da série. Desconsiderando os termos de ordem superior as coordenadas cartesianas

no elemento reto podem ser calculadas como:

x*(§) = x(&o) + x£(§o)e
y (&) =y(&) +y:(&)e

De acordo com o0s conceitos da geometria analitica, a Equacdo 3.86 representa uma

(3.86)

reta tangente ao elemento curvo no ponto fonte. Considerando o intervalo de variacdo da
coordenada adimensional [—1,+1] pode-se representar o elemento auxiliar reto de

dimensoes finitas conforme apresentado na Figura 3.4.

§=+1¢ ]‘auxiliar

Figura 3.4 Elemento auxiliar de geometria reta (OLIVEIRA, 2013)

A distancia r medida entre um ponto qualquer de um elemento curvo singular e o

ponto fonte pode ser calculada como r = \/(x(f) — x(éo))2 + (y(8) - y(fo))2 onde x(§) e

y(&) podem ser obtidos de 3.66. JA no caso do elemento auxiliar, define-se como r* a
distancia entre um ponto qualquer desse elemento reto e o ponto fonte. No intuido de obter
uma expressao para r*, € possivel escrever a seguinte relacdo a partir da Equacdo 3.86 e

utilizando também 3.66.

x*(&) —x(&) = X,f(fo)f = ¢i,§(fo)xi€
(&) —y(&) =y:(o)e = die(Eo)yie

Assim, a distancia r* pode ser definida ao longo do elemento auxiliar como:

(3.87)
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rt= J (' ® = xE)" + (" (©) - y(E0)’
= |@ueoxie) + (Do)’ (3.88)
= (e’ + (Bum)’) e = Sl

Onde J(&,) representa 0 jacobiano anteriormente apresentado na Equacdo 3.67
avaliado no ponto singular. A definicdo dessa nova distancia é de fundamental importancia
para a subtracdo de singularidade, uma vez que nas proximidades do ponto fonte temos que
r* - r — 0. Portanto, no limite os termos singulares calculados sobre o elemento curvo se
confundem com aqueles calculados sobre o elemento reto e logo, quando subtraidos, resultam

ZEro.

Introduzindo esses conceitos € possivel entdo proceder o método da subtracdo de
singularidade para as integrais das formulacGes singular e hiper singular do MEC.
Primeiramente, considerando a equacdo integral singular, na auséncia das forcas de dominio,

da mesma pode Ser expressa como:

6 D ® _|_f

Djkurdl =f Wi P dl (3.89)
r

r
Nessa equacdo as singularidades encontradas nas integrais dos nucleos pj, e uj, sdo

de ordem 1/r e In(r) respectivamente. Para proceder a subtracdo da singularidade analisa-se

somente a porcdo de contorno I; do elemento j que contém o ponto singular. Para avaliar
primeiramente o termo com integrante wj, considere a transformagdo de coordenadas

cartesianas para coordenadas adimensionais e a aproximacao das forgas no contorno:

f 0o IO | pi™ (3.90)
1

ff/ updl =

L

*

Substituindo entao uj;, a expressao resulta:
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+1
f 1y In[r (89, E)]b1(E)m ()8,1:dE
f wdr =41 pilm (3.91)
T " f Ui ()7 (E)dE
-1

Sendo que u; = —(3 —4v)/[8rk(1 —v)] e u, = 1/[8nk(1 —v)] sdo constantes
definidas visando a facilitar a notacdo. O termo integral contendo u, é regular e, portanto
pode ser integrado numericamente por quadratura de Gauss. Ja o termo que contém u, possui

singularidade logaritmica e, Assim, no mesmo o MSS deve ser aplicado resultando em:

+1

s nlr o, 10 Oy
1

= [ {0 o, 101 (3

-1
= Il o, O1 (O (O)85Jd€
+f wy In[r* (80, )1, (E)m (§)8cdé

(3.92)

Em que ¢,"(&) = (&) + ¢ (§p)e + 0(e™) € a expansdo em forma de série de
Taylor das funcGes de forma. Tal expanséo representa portanto as fun¢des de forma escritas
sobre o elemento auxiliar. Para as singularidades de ordem In(r) e 1/r € necessario
considerar apenas 0 termo constante da expansdo para garantir a subtracdo da singularidade.

Incluindo a expansdo, a Expressdo 3.92 resulta:

+1
f g 1n[r (€0, )11 (E)m ()8, dE
-1

+1

= [ Il o 101 ()3

— uy In[r* (&, f)]¢z(fo)]m(fo)5jk}df
+f uy In[r* (8o, )1 o) (E0)81edE

(3.93)

Verifica-se que a primeira integral do segundo membro é agora regular uma vez que as
singularidades encontradas no limite & - &, ( r » r* — 0) se anulam. Por fim, a ultima
integral pode ser procedida analiticamente no sentido de Valor Principal de Cauchy conforme
apresentado a seguir:
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+1
f wy In[1* (&, )11 (E0))m (E0)8jxdE = Uy (E0)m (E0) 8 VPCIRT (3.94)
-1
Em que:
() _ —(&-¢o) +1
vPctn™ = lim { j 1 In[r*(&, £)]dé + j( f—So)ln[r (&, E)]df}
—c 1+&o
= lim { f_ 1_€Oln[r*(€0, g)]de + fe In[r* (&, S)]dE} (3.95)

= (1+ &) In[(1 + &) Jm(Eo)] + (1 — &) In[(1 — §6)/im ($0)]
—(1+&)+ A -¢&)

Relembrando que € = & — &, é o raio adimensional da expansdo de r*. Na Equacéo
3.95 ouve uma mudanca de varidvel de ¢ para € antes de proceder a integracdo e 0 processo
limite na obtencdo do VPCU"™). Portanto, a expressdo final que pode ser implementada
computacionalmente para o célculo da integral 3.90 sobre o contorno do elemento que contém
0 ponto singular é dada por:

J’ Wy “prdl’ =
Ly

{f uy {In[r(§o, $)11(E))m (&) — In[r™ (S0, )11 (§0)Jm (§0)}6jicdE (3.96)

-1

+1
+j Ui (714 (E)dE + u1¢z(fo)]m(fo)fsjkVPC(lm*)}Pklm
—1

Nessa expressdo as integrais podem ser entdo procedidas numericamente por
quadratura de Gauss, pois agora todos os integrandos sdo regulares. Ja no caso da integral do
termo p;* da Equacdo 3.89 sobre o contorno I; do elemento singular j, procedendo de
maneira semelhante a mesma pode ser implementada computacionalmente fazendo-se uso da

seguinte expressao:

. P Co, §) _ Pi(o)
frj piedr ={ [ [0 gy et - P25 )| as

(3.97)
+ d1(E)Djk (fo)VPC(l/s)} u ™
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Sendo:

—-(§-%0) 1 +1 1
1/8) — 71;
VPCTE = lim U R f@_fo) € -0 df}

—€ 1+$p
- {f Tde + f %de} =In(1 = &) —In(1 + &) (396)

#2015

e 0s termos pj (&p,€) = —[(1 — 2v)(1jn6jk +71in — nknj) + 27‘,,71",]-7‘,,{]/47'[(1 —v)e
ﬁjk(fo) = —{(1 —2v) [T,j(fo)nk(fo) - ﬁk(fo)rlj(fo)]}/‘}n(l — V).

Portanto, para resolver os problemas elastostaticos via formulacdo singular, as
expressoes 3.96 e 3.97 devem der adotadas para calcular as integrais dos elementos que

contenham as singularidades.

No intuito de utilizar também a formulacdo hiper singular para resolver os problemas
de elasticidade, os nucleos da equacdo integral hiper singular devem ser regularizados para a
integracdo do elemento que contém o ponto fonte. Assim, as singularidades de ordem 1/r e
1/r? presentes nos nlcleos Dj,; e Sj,; podem também ser tratadas via MSS. Para isso,

considere novamente a equagéo hiper singular do MEC.

L : : 3.99
Epj(l) + 7715”4 Sjraty = Uk(l)f Djxiprdl (3.99)
r r

Assim como no caso da equacdo singular, a subtracdo de singularidade sera procedida
termo a termo. Considere primeiramente o termo integral D;,, apresentado de acordo com a
seguinte notacao:

2

Dji”($o)

e Dju"(§o) = (20 E) (3.100)

Djkl1 (50' f)

Djkl(fo'f) = T(fo f)

Sendo:

1
Dja" (60, ) = 3 oy 1= 29 (817160, ©) + 860 ©) = By (0. ©)

420G OG0, D760, ©)) (310D

Djw,* (&) = m{(l —2v) (5jk7”,z*(fo) + 61" (o) — 5k17”,j*(fo))

(3.102)
+ th*(fo)ﬁk*(fo)nl*(fo)}
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Com essa notacéo, a integral do elemento que contém o ponto singular pode ser escrita

da seguinte maneira seguindo as premissas do MSS.

nk@o)f Dy (€0 )b () (E)py™ dE
-1

1
= (&) { f [ ”“@f‘;’f) PNGING 109
]kl2 (S;O)

- md’m (fo)]n(fo)l d¢

2
+1 ]kl (fo)
* % (0, &)

Novamente as fungdes de forma sdo expandidas em série de Taylor onde apenas o

¢m (fo)]n (fo)df} plmn

termo constante da expansdo foi considerado. Percebe-se também que o primeiro termo entre
chaves no segundo membro da Equacgdo 3.103 é agora regular. J& o ultimo termo precisa ser
integrado analiticamente no sentido de VPC. Considerando a expansédo das func¢des de forma,
a mudanca de variavel na integral (de & para &) e a defini¢do de r* apresentada na Equagao
3.88 temos que a integracdo analitica pode ser procedida no sentido de VPC da seguinte

maneira;

ne f r”‘(lfo(?) " E)n €
) ]kl (‘EO)

= ) 2 g ()
= (€0 Dy’ (§0) pm " (§0)VPC /)

Portanto, a integral do termo contendo o nucleo Dj,; na Equagdo 3.99 ao longo do

148 1 (3.104)

150

contorno I do elemento singular pode ser implementada computacionalmente fazendo uso da

seguinte expressao:

le(i)ff Djklpldr
r

] (3.105)

]kll(fo' f) _ Djklz(fo) * l
- nk(fo {f l (EOJ é—) d)m(f)]n(f) T*(fo;f) ¢m (fO)]n(EO) df

+ Mk (fo)Djklz(fo)(bm*(fo)VPC(l/s)}
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Por fim, 0 MSS também deve ser aplicado a integral do termo Sj;; na Equagdo 3.99.

Para isso considere um procedimento semelhante ao anterior onde se denomina:

S G0 o S 3106
(&0, $)? X (o) = 7*(&0,§)? 5109

Sendo que os termos Sjkll e Sjklz podem ser obtidos a partir da Equacdo 3.32

Sjkl(fo: f) =

considerando as expressoes de r e r* respectivamente. Vale ressaltar que o termo r,, ou ainda
dr/on, € nulo para o nucleo Sj,;*, pois 0 mesmo € escrito sobre o elemento auxiliar de

geometria reta, ou seja, n é constante ao longo do elemento. Assim, a integral do elemento

gue contém o ponto de singularidade pode ser tratada com o MSS da seguinte maneira:

7€) % Sy (€0, ©) b (O (O™
-1

1
= (&) { f [”‘éfﬁ? P (E)]n () 107
_ ]kl (S;O)

(20,02 P (fo)]n(fo)l dg

+1 2
Sik” (§o) } .
+% r*(&, E)z d)m (Eo)Jn(&o)dE tuy

Porém dessa vez, para proceder a subtracdo de singularidade de um nucleo hiper
singular 1/72 é necessario considerar na expansdo em série de Taylor das funcGes de forma

0s dois primeiros termos:

G (&) = dm(Eo) + Pme(€o)e (3.108)

Portanto, a Expresséo 3.107 resulta:

+1
nk@o)f Sy (E0r )b (O (O™ dE
-1

i’ (60,6 S’ (&)
_nk(io {f [ e S OR® — S5 S o)
]kl (50)

(&, 5)2 etz Pm S(fo)dn(fo)l a¢ (3.109)

+1 jkl (SZO)
% ~6 ik 50) () (Eo)dE

Jkl (fo) }
+f (EO, 5)2 d)mf(EO)g]n(fo)df
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Na Expressdo 3.109, a primeira integral entre chaves ndo é mais singular uma vez que
a hiper singularidade foi subtraida. Ja a segunda e a terceira integral devem ser procedidas
analiticamente no sentido de PFH e VPC uma vez que possuem singularidades de ordens
1/r% e 1/r respectivamente. Tomando a primeira dessas duas Ultimas parcelas podemos

proceder da seguinte maneira.

2 2
Sira” (§o) Sir” (§0) (1/€2) (3.110)
nk(fo)% e G Go)dE = 1) T b o) PEH
Sendo
1+&, 1
PFH(/€*) = parte Finita {lim [f —ds + f _zdel}
0 |)_y_g €2 € (3.111)

1 1 1
= Parte Finita [ ]}=— -
arte e a{gl_r)% & 1+€0 1_50 1+EO 1_60

Ao proceder as integracdes de todos elementos de contorno singulares para a

construcdo do sistema algébrico do MEC, a soma das partes singulares desprezadas no limite

da equacédo 3.111 se anulam desde que o contorno dos problemas seja fechados.

J& em relagdo a ultima integral da Equagdo 3.109, essa pode ser resolvida

analiticamente no sentido de VPC como:

(3.112)

nk(fo)f 5080 o e = mee) 2L ED g (e ywpcaro

r*(§0,§)? Jn(So)
Portanto, a integral do termo contendo o nucleo Sj,; na Equagdo 3.99 para no contorno
[; do elemento singular pode ser finalmente implementada computacionalmente fazendo uso

da seguinte expresséo:
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i S; 1(5 vf)
Mk )i Sjiau; = Uk(fo){ %(ﬁm(fﬂn(f) -

B Si” (&0)
7*(&0, §)?

T (60 2 S0)

Sita” (&o)

r*(fo; 5)2 ¢m(€0)]n (50)

d)m f(’fo)gjn (fo)l df

*($0)

Jn (o)
Sjta” (§0)

Jn (o)

A Expressao 3.113 esclarece o porqué é necessaria a utilizacdo de elementos especiais

(3.113)
P (&) PFH(/E)

(e 2 o) ¢m,§(fo)VPC(1/s)}ulmn

(elementos descontinuos) em se tratando de utilizar da formulacdo hiper singular do MEC
para solucionar os problemas. No caso de elementos continuos, em que &, = +1, a expressao
3.113 se tornaria singular inviabilizando assim a determinacdo da integral do termo Sy,
Portanto a formulacdo hiper singular ndo pode ser avaliada através de elementos continuos

convencionais.

Para a formulacdo singular do MEC os elementos continuos podem até ser utilizados
desde que alguns cuidados sejam tomados para que as Expressdes 3.96 e 3.97 possam ser

implementadas computacionalmente.

Por fim vale comentar que as Expressdes 3.96, 3.97, 3.105 e 3.113 permitem o uso de
quadraturas desde que se tenha a precaucgdo de escolher um nimero de pontos de integracéo
tal que nenhum desses coincida com o ponto fonte, pois nesse caso ter-se-ia uma situagédo
onde ¢ =&, # 1, o que anularia os raios r e r*gerando um mau condicionamento do

sistema de equacdes algebricas.
3.8 ELEMENTOS DESCONTINUOS

Para viabilizar a utilizacdo da formulagdo hiper singular foram adotados na
discretizagdo dos contornos elementos descontinuos. Nesses elementos, 0os nds de
extremidade ¢ = +1 sdo levemente deslocados para o interior do elemento. Dessa maneira é
possivel aplicar condicdes de forcas prescritas distintas em elementos adjacentes sem que haja
uma descontinuidade no campo de tal grandeza ao longo do contorno. A Figura 3.5 alustra o

procedimento.
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P,
e NG interno Continuidade

o N6 indeslocado

® NG deslocado

Figura 3.5 Continuidade de forgas ao longo dos elementos descontinuos

Além disso, quando elementos adjacentes formam cantos angulosos, o contorno deixa
de ser suave no ponto de intersecdo dos elementos. Nessa situacdo a utilizacdo de elementos
descontinuos também ¢é interessante pois, 0s nds da intersecdo sdo afastados do ponto
descontinuo do contorno evitando assim a necessidade de calcular um termo livre c;;, que seja

diferente de 6;,/2. A Figura 3.6 apresenta o esquema para tratar os cantos angulosos com

elementos descontinuos.

Figura 3.6 Esquema para pontos de cantos em elementos descontinuos (BREBBIA, TELLES, WROBEL, 1984).

Quando existem singularidades nos problemas como no caso da mecanica da fratura
por exemplo, a utilizacdo dos elementos descontinuos pode proporcionar boa convergéncia
para os resultados. (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989). Devido as tais vantagens, no presente
trabalho optou-se por discretizar o contorno dos problemas utilizando apenas elementos

descontinuos.
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3.9 TECNICA DE MULTI-REGIOES

Através da técnica de multi-regides é possivel analisar estruturas compostas
constituidas por distintos materiais. Essa técnica foi inicialmente proposta por RIZZO &
SHIPPY (1968). A Figura 3.7 a seguir ilustra a discretizacdo de um dominio composto pela

abordagem de multi-regides:

o Nd de contorino
e NO interno

o Parde nos de interface

Figura 3.7 Discretizagdo de um dominio composto através da técnica de multi-regides (GAO, GUO e ZHANG,
2007 (Adaptado))

Para cada elemento que discretiza uma porcdo de interface existe outro na mesma
posicdo geométrica com coordenadas nodais sdo equivalentes, porém sua orientacdo contraria.
Cada um desses elementos coincidentes representa uma das faces das duas regibes
interligadas pela interface. Vale destacar que os elementos do contorno das sub-regides devem
ser orientados no sentido anti-horario de maneira que o versor normal & superficie aponte para
fora em cada regido. A Figura 3.8 ilustra os elementos coincidentes de interface por onde as

grandezas de deslocamento e tensdes de superficie sdo interpoladas.

17 - versor normal
Iiversor tangente

A

face esquerda: e uy; k,
i e y° Jace esquerda: e
e X

Deslocamentos Tensdes

Figura 3.8 Elementos de interface
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Através da discretizacdo da estrutura em multiplas regides € entdo possivel utilizar a
equacdo singular ou hiper singular e obter os nicleos H;, G; para cada regido i = 1--- N,
sendo N, 0 numero total de regides em que a estrutura composta foi dividida. Com esses

nucleos é possivel arranjar um sistema global de equacgdes algébricas conforme apresentado a

seguir:
H 0 00 Uy G; O 0 0 P1
0 H, 0 0 U, 0 G, 0 O P2
. U rd
o0 -~ O : oo - O :
0 0 O Hy,|\Ung 0 0 0 Gy,l\Pn, (3.114)
Ny Ny
zHiiuizzGiipi
i=1 i=1

Onde os vetores u;e p; contém os deslocamentos e as tensdes de superficie dos nés do
cada sub-regido i. Considerando a localizacdo dos pontos de colocacdo, Contorno (c) e

interface (i) (face esquerda (e) e face direita (d)), a Equacdo 3.114 pode ser reescrita como:

NN, NN /2 NN{//2
Z H; iUi + Z Z Hk uk + z Hk uk =
NN, NN,J/z NN,J/z (3'115)

ZGLP1+Z Z Ge°pr® + z G i

Sendo NN, o niimero de nés do contorno, NI o niimero de interfaces e NN, o niimero
de nds da interface j. u,° e py¢ sdo os vetores de deslocamentos e tensdes dos nds da face
esquerda da interface e u,% e p,® os deslocamentos e tensdes dos nds da face direita da
interface conforme ilustrado na Figura 3.8. Impondo as condig¢des de contorno para 0s NN,

pontos de colocacao do contorno obtém-se:

NN, NI /NNJ/2 NN /2
Z AiXi + Z Z eruke + Z deukd
= ¢
NN,1/2 NN,J/z (3'116)

—F+Z Zkak-l'z G pi?

Onde A; é uma matriz composta pelas colunas de H; e G; referentes as variaveis
incdgnitas do contorno as quais foram coletados no vetor X;. O vetor F é obtido multiplicando

as colunas de H; e G; referentes as variaveis prescritas no contorno pelo vetor contendo tais
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variaveis. No entanto, ndo é possivel resolver o sistema impondo apenas as condi¢cdes de
contorno uma vez que nos nos pertencentes a interface nao sédo conhecidos os valores nem de
deslocamentos e nem de tensdes de superficie. Para ser entdo possivel resolver o sistema é
necessario levar em consideracdo as seguintes condicbes de compatibilidade de
deslocamentos e equilibrio das tensdes nos nés de interface:

u® = ut

el = 0 (3.117)

Impondo as condic¢des 3.117 no Sistema 3.116 e reorganizando chega-se a:
NN, NN/ /2 NN /2

ZAX +2 Z (He® + He ) Z Z (G - G Dpes|=F  (3.118)

Apos todas as condi¢des serem impostas, o Sistema 3.118 pode ser resolvido juntando

os valores incognitos do contorno com os de interface obtém-se:

-1

(NN, NN /2 ]
X ZAL, Z z (H® + H,?)
j=1\ k=1
{Z:} ] NI (NNJ/2 3 (3.119)
| J=1 \ k=1 i

Assim, todos os valores de deslocamento e forgas/tensdes de superficie do contorno e

das interfaces podem ser encontrados e o problema composto pode ser resolvido.

3.10 GRANDEZAS INTERNAS

Depois de conhecidos os valores dos deslocamentos e das forcas de superficie no
contorno, grandezas de interesse podem ser determinadas no interior do dominio. Os
deslocamentos e tenses nos pontos internos, por exemplo, podem ser obtidos empregando-se
as equac0es integrais singular de deslocamentos e hiper singular de tensdes para a construgdo
de novos nucleos H e G obtidos considerando os pontos internos como sendo pontos fontes.

Adotando a discretizagdo do contorno em elementos e escrevendo as equacdes integrais na
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forma matricial para pontos internos essas podem ser apresentadas, desconsiderando as forcas

de dominio, como:

NE NE

u@t 4 ZU p' fdr@f = ZU u* fdr}gf (3.121)
A Wl

g<pti)+2{ f EQdF»EjZZ{ f D er}gf (3.122)
=\ = =V

Onde os termos livres ¢ P sio iguais & matriz identidade uma vez que o ponto fonte

é interno ao dominio e os termos u®*) e ¢ @ representam os deslocamentos e o tensor de

tensdes escrito vetorialmente no ponto interno pti.

o, Pt
(pti) o.. (pti)
(i) — | Hx oty — %%y
wt = {u (pti)} e gFr =0 (3.123)
y yx
;
ay(p 0

u’ e p/ sdo vetores com os deslocamentos e forgas dos contornos I; os quais devem

ser previamente conhecidos para a determinagdo das grandezas internas.

Vale ressaltar que como o ponto fonte ndo esta mais localizado no contorno, néo existe
mais nenhum elemento que possua singularidade. Dessa maneira as integracdes em todos 0s

contornos I; podem proceder numericamente por quadratura de Gauss sem a necessidade de

utilizar o MSS. Integrando numericamente os contornos dos elementos é possivel obter:

NE NE

WPt = z Grtidpl — Z HPthiy (3.124)
= =
NE NE

g@t) =y prtiipi ) gptijyi (3.125)
= =

Onde as matrizes HPt"/, GPtJ, SPthi ¢ DPLJ s3o obtidas da integragdo numérica dos

ndcleos u*, p*, S e D respectivamente sendo o ponto fonte considerado como o respectivo

ponto interno no qual se deseja conhecer as tensdes e deslocamentos.

A partir das tensbes, deformacBes nos pontos internos também podem ser obtidas

aplicando a Lei Generalizada de Hooke.
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4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A MEIOS ANISOTROPICOS

Conforme apresentado no capitulo anterior, formulacdes do MEC podem ser
desenvolvidas desde que se conhegca uma solucdo fundamental para o tipo de material
desejado na andlise. Nesse sentido, pretende-se apresentar nesse capitulo formulagdes do
MEC aplicada a problemas anisotrépicos deduzidas a partir da solucdo fundamental
apresentada por CRUSE & SWEDLOW (1971). A partir dessa solucdo fundamental, as
formulacdes integrais de contorno singular e hiper singular serdo apresentadas nos préximos
topicos desse capitulo para analisar problemas elastostaticos anisotropicos. Além disso,
através da técnica de sub-regides possivel analisar estruturas compostas constituidas por

diferentes materiais 0s quais possuir desde anisotropias gerais até isotropicas ideais.
4.1 SOLUCAO FUNDAMENTAL DO PROBLEMA ELASTICO ANISOTROPICO

A solucdo fundamental anisotropica, apresentada primeiramente por Cruse &
Swedlow, foi desenvolvida fazendo-se uso do formalismo de LEKHNITSKII (1963) e da
teoria das funcdes complexas. A seguir pretende-se brevemente detalhar o desenvolvimento
dessa solucdo fundamental. Para isso, considere o tensor de tensdes escrito em termos da

funcéo de tensdo de Airy, F(x,y), conforme a seguir:

oy =Fy, +v
0y = Fyy +v (4.1)

Tay = —Exy
Sendo v uma funcdo potencial primitiva das forcas de volume a qual pode ser
considerada nula para analises de problemas estaticos na auséncia de forcas volumétricas.
Para solucionar os problemas, as Equacdes 4.1 devem satisfazer as equacdes de equilibrio

conforme a seguir:

Oxx T Txyy = 0 (4.2)
Tyxx T Oyy = 0
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Considere ainda que a equacdo de compatibilidade de deformacdes para problemas
planos, Equacdo 2.14, também deve ser satisfeita para garantir a existéncia e unicidade de um

campo de deslocamentos compativel com as deformacdes:
Exxyy T Eyyxx = 28xyxy = 0 (4.3)

A partir da Lei Generalizada de Hooke para problemas em EPT, Equacédo 2.37, e das
Relacdes 4.1 com v = 0, é possivel escrever as componentes do tensor de deformacdo em

termos da funcgéo de Airy:

Ex = C11Eyy + ClZF:xx - C16F,'xy
&y = CipFyy + CopFyy — CyFyy (4.4)
ngy = C16P,'yy + CZGF:xx - C66Exy
Com as Relacgdes 4.4 e a Equacdo 4.3 de compatibilidade em deformacdes é possivel
apresentar a equacao diferencial que rege os problemas anisotrépicos em termos da funcao de

tensdo de Airy F(x,y) (LEKHNITSKII, 1963).

CllF - 2C16F,'xyyy + (2612 + C66)Exxyy - 2C26F,‘xxxy + CZZF,'xxxx =0

Yyyy (4.5)
Ou ainda:
C11j}7i_2616%+(2c12 +C66)£+yz_ 263?;—23, 223471;= 0 (4.6)
A fim de solucionar essa equacdo diferencial a seguinte notagéo é introduzida:
F(x,y) =F(2), z=x+uy 4.7)

Sendo u = a + ib um nimero complexo em que a e b sdo constantes reaise i = v—1
é a unidade imaginaria. Substituindo a Notacdo 4.7 na equacao diferencial e utilizando a regra

da cadeia, € possivel reescrever 4.6 considerando as derivadas em relacao a z:

04F
Py [Crip* = 2Ci6p° + (2C15 4 Coe)pt® — 2Co61 + Cop] = 0 (4.8)

o ~ . . 0%F , , .
Buscando uma solucdo ndo trivial para 4.8, ou seja Pyl 0, € necessario que a

seguinte equacao caracteristica seja satisfeita:

Ciap* = 2C164° + (2C1p + Co)pt> — 20361+ Cpp = 0 (4.9)
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De acordo com LEKHNITSKII et al. (1968), as quatro raizes da Equacdo 4.9 séo
sempre complexas ou imaginarias puras, nao resultando em raizes reais para qualquer caso de
materiais reais nos quais temos sempre 0s termos C;q, (2C;, + Ceg) € C,, COMO Sendo
constantes reais finitas e diferentes de zero. As raizes dessa equacdo sdo designadas como
U1, Uz, 1y € fI, Sendo fi; a raiz complexa conjugada de y; com i = 1,2. Nessas circunstancias,
dois casos de combinacdes de raizes sdo possiveis a depender dos valores das constantes

elasticas:

Caso 1: quatro raizes distintas:

p=a+p.0, uy=y+6.i, ly=a—pL.i, g =y —26.1 (4.10)

Caso 2: As raizes sao pares conjugados

Wm=p,=a+pf.ie = =a—p.1i (4.11)

Onde a, B,y e § sdo constantes reais. LEKHNITSKII et al. (1968) ainda demonstra

que devido a consideracdes termodinamicas 8 > 0 e § > 0. As raizes p, e u, sdo conhecidas
por parametros complexos 0s quais podem ser considerados como nimeros que caracterizam
0 grau de anisotropia em problemas planos. Portanto, a partir de seus valores, é possivel
avaliar o quanto um dado corpo anisotropico difere de um isotropico para o qual se tem p, =

pz = i€, portanto |u| = [uz| = 1.

Para obter a solucdo F(x,y) ou ainda F(z), é necessario entdo proceder a mudanca da
orientacdo cartesiana x,y no plano real do dominio Q para orientacdes Imaginarias-Reais

Im, Re em planos complexos conjugados conforme ilustrado na Figura 4.1:

Figura 4.1 Mudanca da orientagéo cartesiana para os planos complexos (FERNANDEZ, 2012)
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Diferentemente da representacdo no plano real, onde os pontos geométricos séo
mapeados pelos pares coordenados x e y, nos planos complexos conjugados Im?!,Rel e
Im? Re? a posicdo dos pontos do problema é mapeada pelas coordenadas z, e z,

respectivamente, sendo:

Zi=x+ Wy e z,=x+ Uy (4.12)

Considerando as coordenadas complexas é possivel reescrever a forma geral das
funcdes de tensdo F(x,y) para problemas anisotropicos como uma combinacdo linear de

fungdes de tenséo complexas:

F(x,y) = 2Re[F;(z,) + F,(z;)] (4.13)
Onde Re é a designacdo para a parte real de qualquer expressdo complexa. A partir da

funcdo de tensdo, € possivel determinar as componentes de tensdo com as Relacfes 4.1 da

seguinte maneira:

o, = 0%F /0y?
o, = 0°F /0x* (4.14)
Tyy = — 0%F /0x0y
Para diferenciar 4.13 em relagdo a x e y, é necessario considerar novamente a regra da

cadeia:

OF, _dFydz  dFydz, _dF,

0x dz; dx dz,dx dz
0F, dF,dz, N dF,dz, dF,

0x dz; dx dz, dx dz,
6F1 _ dFl le dFl de _ dFl (415)

dy dz; dy + dz, dy # dz,
0F, dF,dz, dF,dz,  dF,

oy dz, dy @ dz, dy 1?4z,

Portanto, as componentes de tensdes podem ser escritas como:

d?F, d?F,
0x = 2Re [Mz 7 T 1*

dz, dz,*
d2F, dZF,
6, = 2Re |—= + —=
dz,”  dz (4.16)

d’F,  d°F,
Txy = —2Re 251 dz 2 + Uy dz 2
1 2
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A partir da Equacédo 4.14, da Lei de Hooke anisotropica, Equacdo 2.37, e da relagdo
deslocamento-deformacdo, Equacdo 2.12, é possivel obter uma equacdo diferencial escrita

para os campos de deslocamento wu, (x, y) e u, (x, y):

ou, d2F1
&= T = 2Re [(Cy1pq° + C1p — C16#1)
’ (4.17)
d F. 417
+ (C11#22 + Gy — C16l12) 2]
dz,*

ou,, d*F,
g, = —==2Re |(Cia11? + C, — C —
y dy l( 12M1 22 26H1) d212
d?*F, (4.18)
+ (Clz.uzz + Cyy — Cze.“z)—zl

dz,

Integrando-se as Expressoes 4.17 e 4.18 e desprezando-se as parcelas de
corpo rigido obtém-se os deslocamentos:

dF, dF,
x = 2Re [%1 dz, + 412 dz, ]

dF, dF, (4.19)
= 2Re [%1 L+ 22 —5— iz 2

Em que:

Cyipg® + Cip — C16Hk]
— (4.20)
T Ciolty + Cop/ g — Cz6

€ uma matriz de parametros complexos.

As Equagdes 4.16 e 4.19, em conjunto com condi¢Bes de contorno constituem o
problema matematico a ser resolvido para determinar a solucdo de qualquer sélido elastico

linear anisotrépico submetido a solicitagbes mecénicas em seu contorno.

Considerando o problema fundamental, onde uma forca concentrada na direcdo j é
aplicada em um ponto fonte i de um dominio infinito, as equagdes de equilibrio podem ser

escritas da seguinte maneira:

O+ Tjryy = =0

A0 (4.21)

Tiyxx 1 Ojyy =
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Sendo &j;, o Delta de Kronecker e A®a funcio Delta de Dirac centrada no ponto i.

Integrando as Expressdes 4.21 em um dominio real Q que contenha o ponto fonte i é possivel

a partir das propriedades da funcdo Delta de Dirac escrever:

f (G + Txyy) 4 = =55, = f (G111 + Tjxynz)dl = =6,
Q r

(4.22)
L (Tiyax + Tjyy) Q= =5, = fr (Tjyatts + Gjym2)dl = =6,

As Equacdes 4.22 podem ser escritas de uma maneira incompleta visando descobrir
suas primitivas (WYLIE & BARRET, 1995):

j ajxdy—f Tixydx = —0jy
L L

(4.23)
jL Tjyxdy _IL jydx = —bjy

onde L € um limite hipotético. Considerando as expressdes das componentes de

tensdo, Equacdo 4.16, pode-se escrever:

d?F, d2F,,
f 2Re [ulz — + 1y —’l dy
L

dz, dz,”
+j 2R [ % | dZszld ) (424
e X =—0;
; H—— le U2 dZ2 Jjx
f 2R [ 4°F)x -+ dZFjZld
- e
) M7 .2 1 a7 y
d%F,, d°F (4.25)
—f 2Rel ]2+—]22 dx = — &),
L dz, dz,

Com as diferenciacbes apresentadas em 4.15 € possivel escrever as primitivas das
integrais 4.24 e 4.25 como:
dF]2

dF1 dF

2Re |-+ 2| + i+

dFj, dFJZ] ) dP}l dF]
le de le de Jy

(4.27)
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Segundo ALBUQUERQUE (2001), como nas expressdes acima o limite de integracao

ndo esta bem definido, uma melhor representacdo pode ser apresentada da seguinte maneira:

2R|[ Py deZ]]— )
€ ||U1 dz, |2%) dz, = jx (4.28)
dF;; dF;
P
Z1 4z (4.29)

Em que o duplo colchete indica que o valor primitivo esta sendo avaliado no contorno
fechado da integracdo. Nos planos complexos conjugados, a posi¢cdo do ponto fonte i =

(x0, o) € denominada z° e pode ser calculada como:

0
0o_ (% Xo t U1Yo
= = 4,
z {Zzo} {xo + HzJ’O} (4:30)

Portanto, a solucdo das Equacgdes 4.28 e 4.29 tem a seguinte forma:

T hyInz — 1)

dz, AT A (4.31)
dF;

ZJ2_ g _ 0

dZZ — 4152 ln(Zz Zy ) (432)

Em que 4j,, sdo constantes complexas a serem determinadas.

Adotando o ponto fonte como sendo a origem do problema, z° = 0, chega-se a:

B g
d_21 = Aj; In(z,) (4.33)
dFj, B |
z, - An@) (4.34)
Ao substituirmos as Equacdes 4.33 e 4.34 em 4.28 e 4.29 obtém-se:
HZRQ[‘ulA]l ln(Zl) + ‘llejz ln(ZZ)]]] = _6].9(? (435)
[2Re[A;; In(zy) + Aj; In(2,)]] = 6y (4.36)
A avaliacdo fechada de In(z) é dada por WYLIE & BARRET (1995) como:
— 1 — y
[In(2)] = 3€ ;dzj = 2m.i (4.37)

L -



106

A partir de 4.37, as Expressoes 4.35 e 4.36 podem ser reescritas como:

2Re(2mipy Ay + 2mipyAj,) = —6jy

(4.38)
2Re(2midjy + 2mid,) = &)y (4.39)
Fazendo-se uso da seguinte propriedade das fun¢fes complexas:
zZ+z
Re(z) =—— (4.40)

Sendo z e Z fungbes complexas conjugadas, é entdo é possivel reescrever as Equacgdes
4.38 e 4.39 da seguinte maneira:
—8jy

MiAj — 1A + ppAj — A, = i (4.41)

A A =Y
Ap —Ap + 4j — Ay 27 (4.42)

Considerando o sistema composto pelas Expressoes 4.41 e 4.42, tém-se duas equagdes

e quatro constantes incdgnitas Ajl,Ajz,/lee /sz. Portanto, para que seja possivel resolve-lo é

necessario ainda obter mais duas equagdes. Essas podem ser encontradas a partir da equacéo
de unicidade de deslocamentos (ALBUQUERQUE, 2001).

u,dlL =0
jgr k (4.43)

Os deslocamentos do problema fundamental, w;,*, podem ser expressos substituindo
as Expressoes 4.31 e 4.32 nas Equac0es 4.19 e 4.20:

u;," (2% 2) = ZRe[qllAj1 In(z; — 2,°) + q124;, In(z, — Zzo)] (4.44)

uj,"(2° 2) = 2Re(q21A;1 In(z1 — 2,°) + q224), In(z, — 2,°)] (4.45)

Considerando novamente o ponto fonte como a origem, z° = 0, e substituindo 4.44 e

4.45 na Equacéo 4.43 de unicidade de deslocamentos é possivel escrever:

2Re[q114j1 In(21) + 12452 In(2,)] = 0 (4.46)

2Re[[q21Aj1 In(z1) + 2242 ln(Zz)]] =0 (4.47)

Fazendo uso novamente das propriedades de funcdes complexas apresentadas nas

Equacdes 4.37 e 4.40, as Equacdes 4.46 e 4.47 ser reescritas como:



107

41141 — 6_1111‘Ij1 + q124j2 — 6_1121‘sz =0 (4.48)

42141 — 6_1211‘Tj1 + G224, — C_Izszjz =0 (4.49)

Finalmente, com as Equacdes 4.48, 4.49, 4.41 e 4.42 é possivel compor o Sistema

complexo 4.50 apresentado a seguir por meio do qual é possivel determinar os valores de
Ajm:

1 -1 1 -17(%) [ 8,/2m

My _121 2] _IZ2 ij _ ) =0/ 2mi
911 —G11 12 —Giz| | 4jy 0 (4.50)
21 G211 422 —Q22 _jy 0

Vale destacar que o Sistema 4.50 se torna singular para o caso de materiais
isotropicos, nos quais se tem u, =u, =i (CRUSE & SWEDLOW, 1971). Portanto,
Problemas elastostaticos de corpos isotropicos devem ser tratados com as formulagdes do
MEC apresentadas no capitulo anterior.

Determinados os valores de A;,, a partir do Sistema 4.50, as Expressoes 4.33 e 4.34 se
tornam solucdes de equilibrio e compatibilidade geométrica do problema anisotropico plano
escritas em funcGes de tensdo. Por fim, a solugdo fundamental de deslocamentos u;,* pode ser

apresentada como:.
ujk*(Zo:Z) = 2Re[Qk1Aj1 In(z; — 2z,°) + qk24j2 In(z, — Zzo)] (4.51)

Substituindo as Expressdes 4.33 e 4.34 nas Expressdes 4.16 das tensdes e aplicando o
equilibrio de superficie de Cauchy € possivel também determinar a expressdo da solucao

fundamental de forgas de superficie pj; "

1
+*(z° 2) = 2R [— —1n,)A;
pjr"(2°,2) e (le_zlo)gkl(ulm n2)4j1

__ —n)A:
+ (Zy — 2,°) Ir2 (a1 — 12) ]2]

(4.52)

Em que 7, sdo as componentes do versor normal ao exterior do corpo e:

_[H M
gkm_[_1 -1 (4.53)
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4.2 FORMULAGCOES INTEGRAIS DE CONTORNO SINGULAR E HIPER SINGULAR

A partir da solugdo fundamental anisotropica de Cruse & Swedlow, é possivel obter a
identidade Somigliana para problemas elastostaticos anisotrépicos. Para isso, parte-se da
equacao de equilibrio em tensBes ponderada agora pela nova solucdo fundamental e por meio
do MRP e de relacbes da teoria da elasticidade determina-se a identidade através de
manipulacfes matematicas convenientes. Tal procedimento ja foi apresentado no Item 3.2 do
capitulo anterior, porém considerando a solucdo fundamental de Kelvin dos problemas
isotropicos como funcdo ponderadora. Para problemas anisotropicos a identidade Somigliana

pode ser escrita como:

u]@ +JF P i dl =JF U}y, pidl (4.54)

Sendo i o ponto fonte de aplicagdo da carga unitaria e uj, € pj, as solucGes

fundamentais de Cruse & Swedlow para deslocamentos e forcas de superficie apresentadas
nas EquacGes 4.51 e 4.52 respectivamente. Novamente a identidade Somigliana é denominada
equagdo integral singular devido agora a singularidade 1/z observada no termo p;,.. Por meio
da mesma é possivel calcular os deslocamentos de qualquer ponto interno a um dominio
anisotropico desde que sejam conhecidos os deslocamentos e forcas de superficie no

contorno.

A partir da equacdo integral singular de deslocamentos é possivel obter a equacao
hiper singular com a qual determinam-se as tensdes em qualquer ponto no interior de um
dominio anisotrépico. Para isso, a Equacdo 4.54 deve ser diferenciada em relagdo a z°

resultando em:

u]g,il) - f p;k,lukdr = _f u;k,lpkdl—' (455)
r r

Note que como a diferenciacdo foi procedida em relagdo a z°, ao invés de z, os termos
integrais da equacao inverteram os sinais (CRUSE & SWEDLOW, 1971). Além disso, 0s

mesmos autores ainda apresentam as derivadas das solu¢Ges fundamentais como:
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1
Djky = —2Re mRugm(Mﬂh —12)Aj
1 1

1 (4.56)
T lezgkz (u2mq — rlz)Ajz]
ujk,z = 2Re [lelqklAjl + mRIquZAjZ] (457)
sendo:
1 1
R, = [ ]
b ke (4.58)

Considerando que para pequenos deslocamentos e deformacdes temos
2650 = (u;; Y +u;;*) e utilizando também a Expressdo 4.55 pode-se escrever as

componentes de deformagéo:

281'(11) = fr (Pjis + Pl Jwrdl — fr (wfier + ugy ;) predl (4.59)

Considerando os problemas planos de tensdo, a Lei de Hooke anisotropica, Equacao

2.23, pode ser reescrita como:

D14 Dj57
7 D 7
Oy 2¢&,
T _ | D16 De; 2¢
xy( = |—— D66 E— xy (460)
Oy 2 2 2¢e,
Do D
) 26 o |

em que Dy € a matriz de rigidez do material anisotropico. A partir das Expressoes

4.59 e 4.60 é possivel entdo escrever as componentes de tensdo em qualquer ponto interno a

partir de integrais de contorno:

01(? = j [D11(Pik1) + D16(Pirz + Pir1) + Dia(Pik2) Jurdl
r (4.61)

- j [Dll(uik,l) + D16(u;k,2 + UZk,1) + D12(u*2k,2)]Pde
r

01(? = f [D16(pIk,1) + Dos(Pikz + Pok1) + Das(Pir2) Jurdl
. (4.62)

- J- [D16(u;k,1) + D66(uzk,2 + uzm) + Dze(u*zk,z)]Pde
r
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01(? = j; [D12 (Pikk,1) + Dze(PIk,z + P;k,1) + Dy, (pék,z)]ukdl“

(4.63)
- f [D12 (uipq) + D26(u;k,2 + uzm) + DZZ(u*Zk,Z)]pkdr
r
Em notacdo indicial, as Equagdes 4.61 4.62 e 4.63 podem ser resumidas em:
r r

Sendo que os termos Sj; € Dj, 0s quais contém as Derivadas das solucdes

fundamentais anisotropicas 4.56 e 4.57, podem ser apresentados como:

S11 = —[D11(Pi11) + D1 (Pi12 + Poxs) + D12 (P312)]
Si21 = Sou = —[D16(Pi11) + Des(Pi12 + Pai1) + D26(P312)] (4.65)
Sya1 = —[D12(Pi11) + Das (P12 + Pik1) + Da2(P312)]

Dy = _[D11(u;z,1) + D16(uIl,2 + uzm) + Dy (uéz,z)]
Dy = Dyqy = _[D16(u;l,1) + Dee(u;z,z + u;l,l) + Dze(”éz,z)] (4.66)
Dyy = —[D12(u;l,1) + D26(uil,2 + uék,l) + Dzz(“%l,z)]

Buscando-se evitar confusdo de notacdo, é valido lembrar que nas equacdes acima, 0
termo Dj,; € um tensor de terceira ordem o qual esta presente em um dos integrandos da
equacdo hiper singular. Ja o termo D, € 0 pseudo tensor denominado Matriz de Rigidez

oriundo do tensor de quarta ordem das constantes de elasticidade D jy;.

As solugOes fundamentais e suas derivadas apresentadas nas Equagdes 4.51, 4.52, 4.56
e 4.57 foram obtidas considerando problemas em EPT. Segundo LEKHNITSKII (1968), a Lei
Generalizada de Hooke apresentada na Equacéo 2.37 para problemas planos de tensdo pode

ser reescrita para o caso de EPD da seguinte maneira:

Ex €11 Ciz' Cig | (0x
{ €y }: sz* Cze* {03’} (4.67)
2exy) | SIM. Cos” | Ty

Sendo Caﬁ* = Cqp — Co3Cp3/C33, COM @, =1,2,6, 0s coeficientes da Matriz de
flexibilidade corrigidos. Portanto, as solu¢des fundamentais e suas derivadas podem ser
calculadas para problemas planos de deformacdo pelas mesmas expressdes apresentadas
anteriormente, porém considerando agora parametros matérias complexos obtidos a partir da

equacdo caracteristica corrigida, Equagéo 4.9 com coeficientes C,z trocados por Cpp".
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4.3 EQUACAO INTEGRAL SINGULAR ESCRITA PARA PONTOS NO CONTORNO

A equacdo integral singular apresentada em 4.54 é valida para quando o ponto fonte
encontra-se no interior do dominio. Caso 0 ponto se encontre sobre contorno do problema, a
singularidade z — z, é verificada, pois o0 ponto singular se encontrara sobre o caminho de
integracdo (no contorno). Para a equacao singular essa singularidade vem dos termos w;,” e
pjx" € é de ordem In(z) e 1/z respectivamente. Tal singularidade deve ser tratada a partir de

um processo limite onde o ponto fonte, (i) ou z,, é levado para o contorno. Para isso 0
mesmo € envolvido por uma regido de dominio adicional com contorno circular cujo raio &
tende a zero no processe limite. A Figura 4.1 ilustra o procedimento para um ponto fonte

localizado sobre um contorno suave.

v =

Figura 4.1 Processo limite para levar o ponto fonte z, para o contorno

Para obter a equacdo integral singular escrita para pontos fonte no contorno, o limite

¢ — 0 deve ser avaliado de maneira semelhante ao procedido no Capitulo 3.

g+ |

[T+l

Djrurdl = f u]’-‘kpkdr‘> (4.68)

[-T¢+T,
O tratamento limite é entdo procedido analisando termo a termo as integrais da

Expresséo 4.68. Considere primeiramente o termo:
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l_l_I)% o, Pjxudl = !ei_l)l(l) fr—Fe Pjurdl + £1_r)1(1) jre Djxurdl

(4.69)
=/f p]’fkukdl“+limj Djrkurdl
r -0 Te

O resultado de 4.69 indica que a integracao do nucleo pj, ao longo do contorno deve
ser procedida no sentido de VPC devido a singularidade 1/z verificada no mesmo. Além
disso, deve ser avaliado também o limite da integral ao longo do contorno circular adicional
I, de onde resulta um termo livre. Baseado na Figura 4.1, considere a mudanca de coordenada
cartesiana de x,y para coordenadas cilindricas €, 8. No caso do contorno circular T,, tem-se

que dI' = edB. Além disso, como z, € adotado como a origem, é possivel escrever:
(UmM1 = 12) = (fm c05(6) + sin(6)) (4.70)
Zm = X + pmy = (i sin() — cos(8)) '
Dessa maneira, a solucao fundamental anisotropica de forgas pj, pode ser apresentada
como:

N1 —12)

m—a
£-0 r, £-0 —a

Zm

Considerando 4.70, a expressdo pode ser reescrita como:

(4.72)

=% (u,, cos(@) + sin(H))
li H I'=2R Aiqli
£50 jre Pjicthid € [gkl i10% j_a (U, Sin(8) — cos(8)) 01

Como a integral do segundo membro de 4.72 ndo depende de &, a expressdo resulta:

Gadss f”"“ (U, cos(B) + sin(6)) l ) 4.73)

o (msin(8) — cos(9))

A integral em relacdo a df contida em 4.73 pode ser rearranjada e procedida conforme
apresentado em CRUSE & SWEDLOW (1971):

limf Piurdl = 2Rel
£-0 T,

— . . n—a
jn “(u cf)s(e) + sin(6)) 4 = i [tan‘l < B sm(@). )l 4.74)
—o¢ (Umsin(@) — cos(6)) cos(8) — a,, sin(6) a
Substituindo os limites de integracdo, a Expressao 4.74 resulta:
% (U cos(@) +sin(0))
£a<%mmm—wxmﬂ9‘m (®.15)
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Portanto 4.73 pode ser reescrita novamente como:
lgl_rgfr Pjkurdl = ZRe[gklAjl(in)]uk (4.76)

A partir da definicdo de gy, Equagdo 4.53, é possivel escreve 4.76 em forma

matricial:

i | pjanr

_ [2Re[uA11(im) + pupAs,(im)]  2Re[Aq;(—im) + Ayp(—im)]
B 2Re[py Az (im) + Ay (im)]  2Re[Ay1 (—im) + App(—im)] e

(4.77)

Sendo /le,/sz € fiy, il 0s conjugados complexos de Ajy, A, € uy, 4p. COMo se tratam

de valores complexos conjugados, as seguintes relacdes sdo validas:

2R3[H1Aj1(iﬂ) + 1247 (iﬂ)] = Re[(i”)(lhAjl - ﬁ11‘Tj1 + 1242 — ﬁzgjz)] (4.78)

2Re[Aj;(—im) + Ajp(—im)] = Re[(—in) (Ajy — Ay + Ajz — 4})] (4.79)

Aplicado as Propriedades 4.41 e 4.42 de A;,, nas Equacbes 4.78 e 4.79 as mesmas

resultam:
2Re[,u1Aj1(i7T) + U2Aj; (in)] = Re [_;Sjl] (4.80)
2Re[Aj1(—i7T) + Ajz(—in)] = Re [_gjz] (4.81)

Por fim, baseado em 4.80 e 4.81, retorna-se ao limite 4.77 que agora pode ser escrito como:

: . _[-1/2 0 T Ojg
!61_1;% . pjrurdl = [ 0 _1/2] W =~ Uk (4.82)
Ja em relagdo ao termo uj, presente na equagdo singular, O processo limite pode ser

conduzido da seguinte maneira:
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lim U prdl = limf Ui prdl + limj Ui Prdl
€20 Jr_To+T, e €0 Jr_r, K =0 Jr, 7k

(4.83)
= f u;kpkdr + £1_I>%J u]*kpkdr
r e

Novamente, na integracdo no contorno circular I, tem-se dI' = ed6. Considerando a
solucdo fundamental de deslocamento, Equacdo 4.51, essa integracdo pode ser apresentada

como:

m—a
lim [ wjpdl = 2Re lqkmAmllimf In(z,,) sdHl Uy,
£-0 Te e-0 —a
m—a
= 2Re lqkmAmllir%j In(&(pm, sin(8) — cos(6))) ed@l (4.84)
E—
—-a

m—a
= 2Re lqkmAmllir%f (In& + In(u,, sin(8) — cos(0))) ed@l
£
—-a
Reorganizando 4.84 tem-se:

£-0

lim | ugpedl
r

e
mT—a

= 2Re {qkmAm1 le In €lim do (4.85)

5
eO_a

+¢ lgi_r)r(l) jn_aln(cos(O) + Uy, sin(6)) dﬁl}

Procedendo o limite na Expressédo 4.85 antes mesmo de proceder as integrais chega-se

.prdl =0 (4.86)

Portanto, considerando-se 4.69, 4.82, 4.83 e 4.86, é possivel entdo escrever a
identidade Somigliana para pontos fontes localizados sobre o contorno:

cjk(i)uk(i)+f p;fkukdf‘:f W P dl (4.87)
r r
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Em que o termo livre, ¢j, = 6;;/2, € obtido para contornos suaves somando-se 0

resultado de 4.82 ao termo 6jkuk(i) original da identidade.

4.4 EQUACAO INTEGRAL HIPER SINGULAR ESCRITA PARA PONTOS NO
CONTORNO

Para avaliar as contribui¢fes dos pontos fontes no contorno via equacao integral hiper
singular (Equacdo 4.64) é necessario proceder novamente o processo limite ilustrado na
Figura 4.1 uma vez que singularidades séo verificadas nos termos da equacao para o0 ponto
z = z, sobre o caminho de integracdo. As singularidades nesse caso séo oriundas dos termos

Sjk1 € Dji; e s@o de ordem 1/z* e 1/z respectivamente. Por simplicidade o processo limite

ndo serd abordado detalhadamente nesse topico. No entanto, segundo SOLLERO &
ALIABADI (1995) a equacdo hiper singular ap6s o processo limite resulta em:

Cik i +% Skt =f Djyypydl (4.88)
r r

Sendo que os tragos duplos e simples nas integrais de 4.88 indicam integragédo no
sentido de Parte Finita de Hadamard e Valor Principal de Cauchy respectivamente. Ao

contrario da formulagdo singular onde o termo livre C;, resultava somente da avaliacdo do

termo com singularidade 1/z, nesse caso, 0 mesmo resulta da avaliacdo de ambos os termos

Siki € Dji;. Novamente segundo SOLLERO & ALIABADI (1995), para contornos suaves o

termo livre resulta Cj = 8;,/2. Aplicando o equilibrio de tensdes na superficie, a Equagao

4.88 pode ser reescrita como:

1 . 4.89
Ep}.u)ﬂ,ku)éf (4.89)

Siau = Uk(i)f Djjpidl
r

r
A Equacdo 4.89 € a equacdo integral hiper singular escrita em termos de forcas de

superficie e sera utilizada no presente trabalho para tratar os problemas elastostaticos.
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45 FORMULACOES SINGULAR E HIPER SINGULAR DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

De modo semelhante ao apresentado nos Topicos 3.5 e 3.6, € possivel proceder a
segmentacdo do contorno dos problemas em elementos e reescrever as equacdes integrais

singular e hiper singular em forma discretizada considerando também as aproximacdes

adotadas para os campos do contorno:

NE

NE
g(i)g(i)+2{ f D gmdz}y =2{ f u glfldz}gf (4.90)
c 2,22 L ue

j=1 J

NE NE
c®p® +Z{n(") f £¢dF}z" = Z[n(” f qudF}pj (4.91)
- - = — F] —— = = l“] —= -

Integrando os contornos I; dos elementos por quadratura de Gauss, obtém-se:

g(i)g(o + f: {f: (B*Q)k |]|wk} W = f: {f: @9)]{ Ulwk} p/ (4.92)
j=1 - = =

k=1 =1 \k=1
NE NP NE NP
c®p® +Z{gﬁ>2 (s0) |1|wk}y‘ = Z{g@Z(g@) |J|wk}gf (4.93)
- = S FET S S = R

Procedendo as integracfes numéricas, encontra-se a contribuicdo do ponto i para o

sistema global da estrutura. Considerando a contribuicdo de todos os pontos fonte do contorno

e incluindo os termos livres ¢(Pno sistema matricial é possivel chegar entdo ao ja conhecido

sistema de equacdes algebricas final do MEC:

(4.94)

s

g:

[

P

Ap0s determinado os valores de deslocamentos e forcas de superficie do contorno é
possivel determinar também os deslocamentos e tensdes de pontos internos. Para isso
procede-se de maneira analoga ao apresentado no Topico 3.11 do capitulo anterior, porém

utilizando os ndcleos oriundos da solucéo fundamental anisotrépica de Cruse & Swedlow.
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46 METODO DE SUBTRACAO DE SINGULARIDADE

Assim, como as solugdes fundamentais de kelvin, as solu¢Ges fundamentais
anisotrépicas também apresentam singulares. Portanto, para integrar um elemento de contorno
[; que contenha o ponto singular, a quadratura de Gauss ndo resulta na correta solugdo.
Portanto, alguma técnica de regularizacdo como o MSS, por exemplo, deve ser adotada para
proceder a integracdo dos elementos singulares. No caso dos termos integrais das equacoes
singular e hiper singular anisotrépicas, as singularidades verificadas quando z — z, sdo de
ordem In(z — zy) , 1/(z —zy) e 1/(z — z,) 2. Para determinar as expansdes em série das
coordenadas complexas z; e z, que serdo utilizadas pelo MSS considere primeiramente que

tais coordenadas podem ser escritas em funcao da coordenada adimensional ¢:

z1(&) = x(§) + w1y (§)
75(&) = x(&) + uy(§) (4.95)

Considerando o elemento auxiliar reto que tangencia o elemento singular no ponto
fonte € possivel, através da expansdo em série de Taylor das coordenadas x(&) e y (&)
apresentadas em 3.86, escrever coordenadas complexas z,,*(¢), com n = 1,2, para o elemento

auxiliar:

20" (§) = x(&0) + 1Y (o) + (€ — &0) (x£(80) + ay £ (§0)) =

2 (&) + (€ = &)J (o) (£1(&0) + pnt2 (&) = (4.96)
zn (&) + (€ — &) (€0) (un1(&0) — m2(&0))

sendo &, a coordenada adimensional do ponto fonte, J(&,) 0 Jacobiano da
transformacdo de dimensdes reais para adimensionais e t;(&,),t2(&) 11(&) ,n2(&y) as
componentes dos versores tangente e normal ao contorno no ponto fonte. Portanto é possivel
escrever as distancias entre o ponto fonte e os pontos no elemento auxiliar reto para os planos

complexos conjugados como:

71" (§) — 21(§p) = (§ — fo)](fo)(#ﬂh(fo) - 772(50))
2, (&) — z,(&) = (£ — Sco)](fo)(ﬂzm(sco) - 772(50)) (4.97)

A partir de 4.97 é entdo possivel proceder a subtragdo de singularidade para as

integrais singulares das equacdes integrais que regem o0s problemas elastostaticos
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anisotropicos. Considerando primeiramente o termo u;, da formulagdo singular integrado ao

longo do contorno I do elemento singular, temos:

+1
/fr uj-‘kpkdl“zlf (&0, )1 ()] (O)dE [ pi™ (4.98)
j -1

Em 4.98, o campo p,, é novamente aproximado através das funcGes de forma ¢;(¢) e
a transformacgdo de coordenadas adimensionais para coordenadas reais € feita através do
Jacobiano /,,(¢). Considerando a solucdo fundamental w;,* apresentada em 4.51 e aplicando

0 MSS em 4.98, é possivel obter:

* _ 1 2Re[CIknAjn ln(zn - Zno)]gbl(f)]m(g) >
fr,. Pl = U (—ZRe[qknA,-n In(za’ — 22|61 EMm (&)

g (4.99)
+}; 2Re|qinAin (2" — 2,°)|$1(€0)Jim (&o) df} pe'™
-1

Para o caso da singularidade de ordem In(z), foi necessario considerar apenas o termo
constante na expansdo das funcdes de forma, ou seja, ;" (¢) = ¢;(&,). A primeira integral do
membro esquerdo da Expressao 4.99 é agora regular e pode ser integrado numericamente por
quadratura de Gauss. Ja a segunda integral deve ser avaliada analiticamente de acordo com o

limite do VPC. Considerando 4.97, € possivel escrever a integral irregular da Expressédo 4.99

da seguinte maneira:

+1
f 2Re[QinAjn In(20" — 2,9)] 1 (€0)] (€€

-1

= ¢:1($o)/ (Eo)f’ 2Re | Qi In (€ = £0) (§0) (a1 (S0) (4.100)
- 12(0)))| dé

Adotando a mudanga de variavel de ¢ para ¢ = & — &, e considerando que gy, e Aj,

séo constantes materiais independentes de & temos:
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f 2Re[GronAin (20" — 2,%)] (€0 (€0)dE
- (4.101)
—¢l(fo>1(fo)2Re{qkn ,nf In[e (&) (ntis (&) — 12E0))] d }

A integral na expressdo complexa 4.101 pode ser avaliada no sentido de VPC

resultando em:

+1
qknA,-nf In[e] (60) (s (&) — 12(E0))] de = Guond;nVPCIED) (4.102)
-1

Sendo:

—&

ypCcWnzn") = !ei_r)% {f ln[gj(fo)(ﬂnrh (§o) — 12 (50))]d£

-1-&o

1-¢
+ f ln[gf(fo)(llnm(fo) - Uz(fo))]dg} =

}.:i—{% {[s In (Ef(fo)(.unm(fo) - 772(50))) - g]:g_fo

+ [8 In (g](fo)(ﬂnm(fo) 7]2(50))) - E] SO}

(4.103)

Substituindo os intervalos de integracdo e procedendo o limite em 4.103, a integral

irregular da Equacéo 4.99 resulta em:

+1
f 2Re[QrnAin Iz — 2|1 (Eo)m (Eo) dE
-1
= 2Re[Qk1Aj1VPC(ln(Zl*)) + kaAszPC(ln(Zz*))](f)l(fo)]m(fo)

(4.104)

Em que VPCUnz D) o ypcn(z)) sjo valores principais de Cauchy complexos

calculados como:

VPCIN@ED) = (1 + &) In[J (&) (=1 — &) (um1 (&) — 12(&0))]
+(1-¢&) ln[](fo)(l - fo)(ﬂﬂh(fo) — N2 (fo))] -2 (4.105)

vPCcn(z2") = (1+¢&,) ln[](fo)(—l - fo)(#z’h(fo) -1 (fo))]
+ (1 = &) I[J(E) (L — &) (ami (&) — 12(60))] — 2 (4.106)
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Vale ressaltar que a funcdo In z, sendo z uma variavel complexa qualquer, é definida
para todo z, tal que z # 0, incluindo também os valores negativos (MAOR, 2003). Portanto,
ndo é necessario considerar valores em mddulo ao substituir os limites de integracdo da
Equacéo 4.103.

Assim, a integragdo do ndcleo contendo o termo uj, ao longo do contorno [ do

elemento singular pode ser implementada computacionalmente fazendo uso da seguinte

expressao:

f Wi P dl
r

{f+1< ZRe[leAjl In(z; — Z10) + CIszjz In(z, — Zzo)]ﬁbl(f)]m(f)
_ZRe[leAjl In(z;* — z,°) + qr24;2 In(z," — Zzo)]¢l(fo)]m(fo

+ 2Re[Qk1Aj1VPC(ln(Zl*D + kaAjzvpc(ln(zz*))]qbl(Eo)]m(sco)} p'™

)) dé  (4.107)

-1

Em relagdo a integragcdo do nlcleo contendo o termo pj, (apresentado na Equagdo

4.52) ao longo do elemento singular T}, aplicando o MSS ¢é possivel obter:

f DjrUrdl

T
{]+1( ZRe[gkn(ﬂnnl - nz)Ajn/(Zn - Zno)]qbl(f)]m(f) >df
_ZRe[gkn(Mnrll(fO) — N2 (50))Ajn/(zn* - Zno)](pl(go)]m(fo)

+ f/ 2Re[gkn(unn1(fo) -1 (fo))Ajn/(Zn* - Zno)]d’l(fo)]m(fo) df} uklm
1

(4.108)

-1

Para subtrair a singularidade 1/z contida em p;,.*, novamente foi considerado apenas
0 termo constante da expansdo das funcdes de forma. Regularizada a primeira integral do
membro esquerdo em 4.108, agora faz-se ainda necessario proceder a integral irregular
remanescente no sentido de VPC. Considerando a expressao de z*,, é possivel apresentar tal

integral como:
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+1

f 2Rl gen (i 60) = 12 60)) A/ " = 20060V 60)
- (4.109)

+1
= @(%)f 2Re[GunAin/ (€ — £0)]dE
-1

A partir de 4.109, adotando novamente a mudanca de variavel e =& —-¢&, e

procedendo analiticamente a integragdo chegasse a:

A 2Re[gin(ians o) = 126 A/ (" = 2] Bu(60) 60)

—€ 1-$o
= ¢1(0)2Re {gknAjn lim l f Laet L % del} (4.110)

-1-&, &
= ¢,(&0)2Re[gynA;jnVPCA/]

Em que VPC1/® corresponde ao mesmo valor j& apresentado anteriormente na
Equacdo 3.98 do capitulo anterior. Portanto, a expressdao que pode ser implementada

computacionalmente para o calculo da integral do termo pj, ao longo do contorno singular T;

é apresentada a partir de 4.108 e 4.110 como:

f Dk dl
r

j i1 (am1 — 772)Aj1/(Z1 —z° +l
_ f“ 2ke I Py Uz)Ajz/(Zz - 2,°%) P () \‘ ds
-1 \—ZRe ngl (1am1(&0) —12(€0))Ajn /(21" — 7y

0) +
4111
Ik2 (.“2771(50) - Uz(fo))Ajz/(Zz* —z,%) l (pl(EO)]m(EO)/ ( :

+ ¢1(£0)2Re| g1 A VPCA/D + gip AV PCY ”]l W

Com as expressoes 4.107 e 4.11 é possivel calcular as integrais singulares necessarias

para construir o sistema algébrico do MEC a partir da equagéo integral singular.

Considerando agora a equagdo hiper singular, o0 MSS pode ser aplicado também para

os nlcleos integrais Djy; e Sj; 0s quais apresentam singularidades dos tipos 1/z e 1/z?
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respectivamente. A integracao do primeiro desses ndcleos ao longo do elemento singular pode

ser apresentada como:

Uk(fo)jf; ]klpldr

{ J [(Z:d “ ¢m(€)]p(€)—(7’l“_—@%¢m(€o)1p(€o) dé  (4112)

”qu oy € )df}pm”
-1 (Zn*_zno) m>0p>0 :
Em que: Ejkln = D" (2, — 2z,°) é a parte ndo singular do ndcleo. Depois de
regularizada a primeira integral do lado esquerdo em 4.112, a segunda integral deve ser

avaliada analiticamente no sentido de VPC uma vez que a mesma permanece irregular:

1 Djg" (§0) D (£0)
o Pm d m(§0)d
o1 (@ —z,° )¢ ol Go)dd = fl E(Hnrh(fo) 772(50))45 (So)de
(4.113)
D G0) . r ywpcaso

- (ﬂn’h(fo) - 772(50))

Assim, a integral do termo Dj, no elemento singular pode ser implementada

computacionalmente fazendo-se uso da Expresséo 4.114 a seguir.

Mk(€o){ Djrpidl’ =

T
nk(fo {f l(zjkl (E) d)m(f)]p(’f) (ﬂ:lf(jog)¢m(fo)]p(’fo)l df (4-114)
]kl (fo) 1/ )}
m VPC\/€ mp
(ﬂn’h(fo) V) (fo)) Pm(So) P

Por fim, a dltima integral singular que precisa ser avaliada € a integral do nGcleo Sy,
Devido a hiper singularidade 1/z2 encontrada nesse nicleo, é necessario considerar a
expansdo das funcbes de forma até o termo linear para que a singularidade possa ser

subtraida. Dessa maneira a aplicagdo do MSS para esse nucleo resulta em:
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Nk (o) % JkluldF

w (€ S."
= 7o) J Lz] Gy @@ _ S G0 e e

(z,* — 2,0)2
S "
_ %‘pm,é’(fo)(f - fO)]p(§0)l dé (4.115)
S (&)
e (anm—o())z¢m(fo)]p(fo)df

TGO N I
L (= 2,92 mé §0)(€ fo)]p(sco) E}ul

Sendo s:jkln = Sjii" (2, — 2,°)* a parcela néo singular do ndcleo. Considerando a
expansdo das funcgdes truncadas no termo linear é entdo possivel subtrair a singularidade da
primeira integral a esquerda na Equacdo 4.115. Porém, ainda €é necessario integrar
analiticamente as duas Gltimas integrais as quais ainda permanecem irregulares conforme
indicam os tracos nas mesmas. Devido as singularidades 1/z e 1/z% apresentadas nessa
ultimas integrais, as integracbes do segundo e do terceiro nucleo devem ser procedidas
analiticamente no sentido de VPC e de PFH respectivamente. Tomando-se primeiramente a
integral a ser analisada via VPC, procedendo-a analiticamente obtém-se:

15" (&)

-1 (zn* — 7,0%)?

P (§0)(§ = $0)J (§o)dS

-1 ) S G B (60)E

- m, 0

G ) ~mE)) (4116)
Sjkl (EO) Z(l)m'f(fo)VPC(l/g)

) ](fo)(llnTh (&o) — 772(50))

Ja a integral hiper singular a ser procedida como PFH pode ser calculada como:
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1S (&) Sitt (&)
e fm(§)] () = b (E0)dE
B flev(fo)(unnl(fo) nE))
jkl (EO) Zd)m(EO)PFH(l/EZ) (4.117)

) ](EO)(ﬂnnl (&o) — 12 (fo))

Sendo que a expressdo para a PFH (1/¢%) também ja foi apresentada no Capitulo 3 na
Equagdo 3.111. Portanto, para implementar a integracdo do termo Sj, da equacao hiper

singular ao longo do elemento singular utilizou-se a seguinte expresséo:

Nk (o) % ]kluldF

]

= e (&0) { f [( S (6) a7 $m(p(©)

- Lfo))z P o)l (&)
- I (6 - (6| d o
G Sy b o) & = Sl (Go) |
n Sjkl (EO) 2¢m(€0)PFH(1/SZ)
](fo)(l«lnm(fo) — N2 (fo))
Sitt (&)

+

b (€ )VPC“/@}u P
7€) (i (o) — 12 (E))” " l

A subtracdo de singularidade procedida para 0s nucleos integrais das equages
singular e hiper singular do MEC aplicadas a meios isotropicos e anisotropicos foram
apresentadas nos Toépicos 3.7 e 4.6. Com a regularizacdo foi possivel analisar as integrais
singulares em elementos de aproximacdo polinomial curvos, ou seja, de alta ordem. Além
disso, devido ao fato da formulacdo hiper singular ndo ser definida para campos de forca de
superficie descontinuos, nas analises procedidas nesse trabalho foram adotados apenas

elementos descontinuos os quais forma apresentados no Topico 3.8 do capitulo anterior.
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5 MECANICA DA FRATURA

A mecéanica da fratura € uma ciéncia que estuda as falhas das estruturas por
fraturamento induzidas por propagacgédo de fissuras. As fissuras podem se propagar em um
solido de infinitas maneiras. No entanto, toda propagacdo pode ser descrita como uma
combinacdo de trés modos basicos. Considerando um corpo inscrito em um sistema de
coordenadas cartesianas, 0s modos basicos de fraturamento podem ser apresentados conforme

ilustra a Figura 5.1.

Modo I Modo I Modo IIT
Abertura Deslizamento Rasgamento

A

Figura 5.1 Modos de fratura (BROEK, 1986)

Quando as solicitagdes na estrutura forcam uma abertura normal das faces da fissura
no plano tem-se a propagacdo em modo I de fratura (“modo de abertura” ou “openning
mode”). O modo II (“modo de cisalhamento” ou ‘“shear mode”) ¢é caracterizado pela
propagagdo no plano devido ao deslizamento entre as faces da fissura na dire¢do de seu
comprimento. Por fim, o modo III (“modo de rasgamento” ou “tearing mode”) pode ser
apresentado como a propagacdo devido ao deslizamento entre as faces da fissura no espaco,
ou seja, na direcdo normal ao comprimento da fissura. Em problemas planos, como é o caso

dos problemas analisados no presente estudo, somente os modos | e Il podem ocorrer.

O modo | é o principal responsavel pela propagacao de fissuras em estruturas reais.
Isso se deve ao fato de que os outros dois modos raramente ocorrem isoladamente sendo que
em geral, os modos Il e Il ocorrem em combinacdo com o0 modo I. (SOUZA, 2001). Além
disso, segundo BROEK (1986), se no carregamento, os modos estiverem combinados em

fase, as fissuras rapidamente escolherdo crescer na diregéo de propagacdo do modo I, pois
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nesse modo a energia potencial do corpo é dissipada mais rapidamente. Dessa maneira muitos

dos casos combinados podem ser naturalmente reduzidos ao primeiro modo de fraturamento.

Os modos de fratura descrevem as possibilidades geométricas para a propagacdo de
fissuras. No entanto, para compreender o fendmeno € necessario entender como uma fissura
em um meio continuo pode alterar a distribui¢do tensées no mesmo. Ainda mais importante
do que as tensdes é determinar critérios que permitam avaliar quando as falhas por
fraturamento irdo ocorrer em estruturas fissuradas devido as solicitagdes mecanicas. As falhas
estruturais dependem fortemente das propriedades dos materiais que as constituem. Baseado
na resposta tensdo-deformacdo, a maioria dos materiais usados na engenharia podem ser

classificados quanto ao fraturamento como: Frageis, DUcteis e Quase Frageis.

Visando entender melhor como ocorre a falha por fraturamento em cada um desses
tipos de materiais, considere uma chapa infinita submetida a uma tenséo de tracdo, contendo
uma falha inicial representada por um furo eliptico de raios a, e a, conforme apresentado na
Figura 5.2. A presenca do furo altera a distribuicdo de tensdes de uma maneira que a maxima

tensdo, g,,4,, € Maior do que a tensdo o aplicada no contorno distante da chapa.

S S S S S S S S S S S S S ST S S S S
Cow = 1o C e = ) o1 oo = f f
2::1 E;H:II‘THT 2a, ZPI [ 2a, lZPI

v I EEEE R

W

Alongamento ﬂongmnemo —1fangamema

C
a

Figura 5.2 Falhas estruturais em diferentes tipos de materiais: (a) Falha fragil, (b) Falha pléstica, e (c) Falha
quase fragil (Adaptado de Surendra, Swartz e Ouyang (1995))

Segundo SURENDRA, SWARTZ e OUYANG (1995), No caso de materiais
perfeitamente frageis, caso (a), a maxima tensdo pode ser obtida como: ¢, = (1 +
2a,/a,)o. Para esse tipo de material, a falha da chapa ocorre catastroficamente quando o
valor de g,,,4, atinge a resisténcia a tracdo f;. Por outro lado, caso a chapa seja constituida de

material elastoplastico perfeito com tensdo de escoamento f,,¢, 0 carregamento aplicado pode
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continuamente crescer depois de o,,4, = f,s devido a redistribuicdo de tensGes plasticas.
Nesse caso, a falha ocorre quando a tensdo normal em toda a se¢cdo A-A da chapa atingir a
tensdo de escoamento. Por fim, no caso da chapa ser constituida de material quase fragil, uma
ZPI se desenvolve na porcdo material onde as tensGes elasticas teoricamente superariam a
resisténcia a tracdo f;. Nessa regido o material sofre uma gradativa degradacdo mecanica e a
falha ocorre quando a resisténcia coesiva das particulas a frete da fissura for esgotada. O
desenvolvimento da ZPl geralmente resulta em um amolecimento po6s-pico na resposta

carregamento-deformagéo conforme observado na Figura 5.2 (c).

Nos préximos itens desse capitulo, serdo apresentados alguns conceitos da mecanica
da fratura desenvolvidos para tentar descrever o fendmeno do fraturamento nos materiais. As
primeiras teorias da MFEL serdo introduzidas para a previsao de falhas em matérias frageis.
Posteriormente, serdo apresentadas teorias da MFNL para lidar com as regiées ndo lineares
observadas durante a propagacao de fissuras em materiais ddcteis e quase frageis.

5.1 MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR

Os primeiros conceitos da MF comecaram a ser desenvolvidos analisando o fenémeno
de fraturamento em materiais frageis. Considerando um material perfeitamente fragil, a partir
da Figura 5.2 (a) percebe-se que para uma trinca real, onde geometricamente temos a, — 0, 0
estado de tensdo na ponta da mesma tende a ser singular, g,,5, = . Como nenhum material
pode resistir a uma solicitagdo infinita, nenhum material real é perfeitamente fragil e, portanto
sempre existe uma ZPI na frente de trincas. Porém, no caso de muitos materiais como vidros e
alguns metais, por exemplo, a ZPI é suficientemente pequena para que os efeitos dessa regido
possam ser desprezados na analise. Assim, para esses tipos de materiais, o fraturamento pode
ser aproximado pelos conceitos da MFEL. No entanto, nesse caso 0s critérios de falha escritos
em tensdes se tornam mal postulados uma vez que qualquer solicitacdo gera esforcos

singulares.

Segundo SURENDRA, SWARTZ e OUYANG. (1995), as primeiras analises sobre a
fratura de estruturas contendo trincas foram provavelmente desenvolvidas por GRIFFITH
(1921) baseada em consideracdes energéticas. O conceito generalizado das ideias de

GRIFFITH (1921) pode ser apresentado a partir do potencial energético total de um sistema
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composto por um corpo contendo uma fissura de comprimento a, sujeito a carregamentos

externos que provocam a propagacao da trinca. Tal potencial pode ser escrito como:

N=U+0+W-F—-Q (5.1)

Sendo IT o total energético, U a energia potencial de deformacdo, O a energia cinética

do corpo, W a energia dissipada na formacao da fissura, F o trabalho realizado pelas for¢as de
um carregamento mecéanico e Q o trabalho realizado por carregamentos térmicos. Segundo a
12 lei da termodinamica a variacdo do potencial energético em relacdo ao tempo, II, deve ser
nula. Em muitos problemas de engenharia, a propagacdo de fissuras em corpos pode ser
considerada de forma quase estatica. Nesses casos a variacdo da energia cinética, O, pode ser
considerada como desprezivel na analise. Além disso, como carregamentos térmicos ndo sao
o foco do presente estudo, a propagacao da trinca pode ser considerada como ocorrendo em
condicbes adiabaticas. Assim, a variacdo do trabalho térmico, Q, pode ser também
desconsiderada. Como a variagdo do potencial energético ao longo do tempo, II, para a
analise de fratura é causada por variacdes no comprimento da fissura (a), a 12 lei da

termodinamica pode ser apresentada como:

. oIl oF odoU oW
N=0->—=0->——-—

- — 5.2
da da da aa_>G Ge (52)

Na Equacdo 5.2, o termo dW /da representa a energia necessaria para a formacéo de
novas superficies de fissura. Em se tratando de materiais frageis a fratura, o valor desse termo
pode ser considerado como uma propriedade material independente, a qual é constante ao
longo do fraturamento (SURENDRA, SWARTZ e OUYANG, 1995). Esse termo também é
denominado na literatura como resisténcia a fratura do material (W /da = G.), uma vez que
a fissura ndo cresce caso a energia disponivel na estrutura seja menor do que a energia critica
de fratura G.. Ja o termo G a esquerda de 5.2 representa a energia disponivel na estrutura para
propagar a fissura sendo a mesma funcdo do carregamento, da geometria da estrutura e das
condicGes de contorno. A energia disponivel para o fraturamento é composta pela variagao de
energia 0F /da decorrente do crescimento da fissura devido ao carregamento externo menos a
perda de energia potencial da estrutura dU /da oriunda também da variagdo no comprimento
da fissura. Dessa maneira, a Equacdo 5.2 representa uma condicdo necesséria para o estado de
equilibrio da estrutura durante a propagacao de uma fissura.
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De acordo com o critério energético de Griffith, para um material perfeitamente fragil
o fraturamento ira ocorrer de maneira instavel caso a energia disponivel para o fraturamento
na estrutura atinja o valor da energia necesséria a fratura do material G.. Portanto, para
determinar se a propagacao ira ocorrer ou ndo € necessario calcular a energia G a qual é um
parametro global da estrutura. A depender das condi¢cdes de contorno, essa energia pode ser
calculada de diferentes maneiras. Para o caso do fraturamento ocorrer devido g um

carregamento externo aplicado em forma de deslocamento prescrito u, tem-se:

- (5.3)

oU(a,u)
6=- [_
Ja no caso do fraturamento ocorrer com um carregamento externo aplicado em forma

de forca constante p, obtém-se:

6 =[5 1F ) - UG pl]

_ |9t (a,p)
da _[ da L (5.4)

p

Sendo que os subscritos u e p indicam que as derivadas devem ser calculadas
considerando hora u ou hora p como constantes. Segundo SURENDRA, SWARTZ e
OUYANG (1995), a energia de deformacéo U(a,u) e a energia complementar de deformacéo

U*(a, p) podem ser calculadas como:

U =f Uy(a,&)dVv U* =f Uy (a,0)dV (5.5)
14 %4

Sendo V o volume do corpo e Uy(a, &) e U; (a,0) as densidades de energia de
deformacéo e de energia complementar de deformacéo, respectivamente. De acordo com a
Figura 5.3, tais densidades podem ser obtidas a partir da curva tensdo-deformacéo do material

conforme o ilustrado:
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G A

dU; =adc a1 /

I
o+ dg’ —\—Q— U, .

Figura 5.3 Densidades de energia de deformac&o e energia de deformagdo complementar para um material
perfeitamente fragil

Uy(a,¢) =f o(a,&)de U;*(a,0) =j e(a,0)do (3.6)

Vale ainda mencionar que para materiais frageis, U;(a,&) = U;"(a,o) conforme

observado na Figura 5.3.

Apesar da eficicia do balanco energético de Griffith na determinacdo da propagacao
de fissuras, verifica-se que a sua obtencdo é uma ardua tarefa. 1sso porque o termo G reflete
um estado energético global da estrutura envolvendo assim uma integracdo ao longo de todo o

volume da mesma.

Em relacéo a distribuicdo de tensdes em corpos fraturados, WESTERGAARD (1939)
e posteriormente MUSKHELISHVILI (1953) propuseram uma solucdo para o campo de
tensdo proximo a ponta de fissuras para alguns problemas especificos denominados problemas
fundamentais de Griffith. Os problemas fundamentais de Griffith tratam de uma chapa
homogénea isotropica de dimensdes infinitas contendo uma trinca de comprimento 2a
submetida puramente a cada um dos trés modos basicos de fraturamento conforme apresenta a

Figura 5.4.
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(a) (2) (c)

Figura 5.4 Problemas fundamentais de Griffith para os modos de fratura: (a) modo I, (b) modo I, (c) modo 111

WESTERGAARD (1939) empregou fungbes de tensdo de origem complexa para a
determinacdo do campo de tensdo nas proximidades da fissura. A deducdo das expressoes
para as componentes de tensdo pode ser encontradas em livros de mecanica da fratura como
PAPADOPOULOS (1993). A seguir, as Equacdes 5.7, 5.8 e 5.9 apresentam essas solucdes
em coordenadas cilindricas, r e 8, centradas na ponta das trincas conforme indicado na Figura
5.4.

Modo I:

cos=(1—sen—sen—
2nr 2 2 2

_ovma 9( 7] 36)

= =(1+ sen=sen—
O'y 27TTCOSZ senzsen >

_ovma 0 2] 30 (5.7)
Ty = — sen > cos > cos >

ovra 6( 0 39)
Oy =

Modo II:

= =2+ cos = cos =
(% >y Sel'l2 COSZCOS >

wWma @6 0 36
o, = sin=cos = cos —

Y \21r 2 2 2
T na( 0 36)

_ —Twma 6( 0 39)

Tyy = 1 —sen—sen—

S sen (5.8)

2nr
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Modo Il1:
_ —Twma 0
Tyxz = \/2_7'[1‘ Senz (59)
—TVTa 0
Tyy = — cosz

Percebe-se que as expressdes das componentes do estado de tensdo nas proximidades
da fissura s&o singulares de ordem r~1/2 conforme previsto pelos conceitos iniciais da MFEL.
Com o estado de tensdo singular os critérios de falha escritos em tensdes se tornam
inconsistentes. Nesses, casos 0 balango energético de Griffith pode ser utilizando para prever
a propagacdo. No entanto, como esse balanco requer uma analise global da estrutura, o

processo se torna ineficaz e custoso uma vez que as fissuras sao de fato um fendmeno local.

Visando simplificar as analises de fratura, IRWIN (1957) prop6s uma nova grandeza
denominada fator de intensidade de tensdo K. A partir de K pode-se avaliar localmente de
maneira correta o campo de tensdes a frente da extremidade da fissura. Assim, o estado de
tensdo na frente de uma trinca submetida a um modo de fratura pode ser escrito de maneira
indicial como:

o5 = F;;(6) (3.10)

K
V2mr

Sendo F;;(8) uma funcéo apenas da coordenada cilindrica 8, a qual depende da geometria da
estrutura e das condicdes de contorno, e K o fator de intensidade de tensdo do modo de fratura
em que a trinca foi solicitada. K além de depender da geometria e condi¢cdes de contorno
depende também do comprimento da trinca. Observando as Expressdes 5.7, 5.8 € 5.9 dos
problemas fundamentais de Griffith, é possivel afirmar que para chapas de dimensdes

infinitas, os fatores de intensidade de tensdo dos trés modos basicos de fratura sdo:

K, = ovma, K;; = tWna e K;; = tWna (5.11)

O Fator de Intensidade de Tensdo pode ser entendido como um fator que associa o
campo de tensdes a frente da fissura com a singularidade das tensfes. Por meio desse, é
possivel anunciar um critério de propagacdo de fissuras mais eficiente o qual envolve apenas
uma analise local nas proximidades da fissura. Segundo o critério, a fissura ira se propagar
quando o Fator de Intensidade de Tensdo atingir um valor critico K. que corresponde a uma

propriedade material denominada tenacidade a fratura. Em problemas planos solicitados aos
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modos basicos de fratura, os valores das propriedades materiais K;. e K;;. S0 as respectivas

tenacidades a fratura do material em modo | e modo II.

Existem diversas maneiras de determinar os Fatores de Intensidade de Tens&o em
problemas de fratura. Dentre essas, destacam-se: Via metodos tedricos como o0s de
Westergaard e métodos energéticos; via métodos numéricos como o MEF e o0 MEC ou via
métodos experimentais como foto-elasticidade, métodos 6ticos e extensométricos (LEONEL,
2009). O valor do fator de intensidade de tensdo para diversos problemas com geometrias e
carregamentos especificos pode ser obtido em “handbooks”, como MURAKAMI (1987), ou
mesmo em livros dedicados ao estudo de mecénica da fratura como BROEK (1986) e
SURENDRA, SWARTZ e OUYANG (1995).

Tomando-se, por exemplo, o problema de uma chapa solicitada puramente a modo I, é
possivel verificar que of = K;./vma, sendo o, a tensdo de fraturamento, ou seja, a tensdo

aplicada na chapa necessaria para a mesma falhar catastroficamente por fratura. Na Figura 5.5

é apresentada a curva da tensdo de fratura versus o comprimento de trinca:

A
o
\ MFEL néo valida
f; L_ _“\ ________________
! MFEL valida
l
; o, = K
=
| aa
| g
|
: >
a: a

Figura 5.5 Tenséo de fratura versus dimensdo de trinca em solicita¢cdo modo |
Analisando a curva pode-se observar que quando a tensdo de fratura o da chapa
supera a resisténcia a tracdo f; da mesma para pequenos comprimentos de trinca, a < a., 0S
conceitos da MFEL deixam de ser validos sendo necessario considerar efeitos ndo lineares nas

analises de fratura.

Como tanto a taxa de liberacdo de energia G e o fator de intensidade de tenséo K
podem ser usados para previsdo do fraturamento, uma relagcdo entre 0S mesmos deve existir.

Assim, IRWIN (1957) ainda demostrou que se uma fissura tem seu comprimento aumentado
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de uma extensdo infinitesimal da, o trabalho realizado pelo campo de tensdes local na
extremidade da fissura durante seu crescimento € equivalente a mudanga na energia de
deformacdo G.da. Dessa maneira, é possivel relacionar os fatores de intensidade de tensao as

taxas de liberacdo de energia para os trés modos basicos de fratura:

(5.12)

Em que E’ = E para problemas planos de tenséo e E' = E/(1 — v?) para problemas
planos de deformacdo. Apesar da relacdo entre os valores criticos, o critério de propagacao
baseado nos fatores de intensidade de tensdo leva vantagem em relacdo ao balanco energético
de Griffith uma vez na obtencdo desses é necessaria apenas uma analise local do campo de
tensdes a frente das fissuras e ndo um balanco de energia global como no caso da energia

disponivel para a fratura G.

Em problemas envolvendo modos mistos de fratura é valida a superposi¢do dos
campos de tens@o nas proximidades da ponta de uma fissura, ou seja, para um modo misto | e

I1, por exemplo, a seguinte relacdo é valida:

O—L'j = O'l'jl + O'l'j” (513)

No entanto, a superposi¢édo de efeitos ndo é valida para os fatores de intensidades de
tensdo de diferentes modos de fratura. Tipicamente, cada modo de fratura possui seu préprio e
independente valor critico de fator de intensidade de tenséo, K;., K. e Kjj;c, € a fissura se
propaga quando qualquer um desses valores criticos forem alcangados (SMITH, LANDIS e
GONG, 2003). Ja a taxa de liberacdo de energia pode ser superposta no caso de modos mistos
de fratura, ou seja, G = G; + G;; + Gy;;. Por fim, vale ressaltar que a superposicao de fatores
de intensidade de tenséo s é vélida para quando os problemas a serem superpostos tratarem

do mesmo modo puro de fratura.
52 MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR ANISOTROPICA

Em relacdo a MFEL aplicada a materiais anisotropicos SIH et al. (1965) apresentaram
uma solucdo analitica para 0 campo de tensdo préximo a ponta da trinca nos problemas
fundamentais de Griffith dos modos | e Il de fratura considerando a anisotropia do material.
Para isso, novamente foram utilizadas funcbGes de tensdo complexas que satisfazem as
condicdes de descontinuidades impostas pela trinca. As expresses analiticas das

componentes de tensdo deduzidas por SIH et al. (1965) sdo a seguir apresentadas em funcgéo
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dos parametros complexos de anisotropia u, e y,, dos fatores de intensidade de tenséo

K; e K;; e das coordenadas cilindricas r e 9:

Modo I:
_ K; [ 2] ( Uz H1 )
Oy = Re -
2mr [#1— B2 \\/cos O + u,send  \/cos O + p send
K l 1 < M U >l
oy = Re -
2nr H1 — U2 \/cos 0 + u,senf \/cos 0 + pisenf
K; R [ H1l2 < 1 1 >l (5.14)
Tyy = e -
Voo 2mr iy Jcos6 + uysend  \[cos6 + u,send
Modo I1:
_ K [ 1 < Ha Hq >l
Oy = Re -
2mr M1~ M2 \\/cosO + p,send  \/cosO + p send
K, 1 1 1
oy = Re — (5.15)
2mr (1 — B2 \\/cosO + u,send  /cosO + p send

S K Re [ 1 < Hq _ U )l
Voo \2mr | i JcosO + uysend  \/cos8 + p,send

Vale lembrar que problemas de modos mistos de fratura podem ser avaliados com a
superposicdo dos campos de tensdo. No entanto, os fatores de intensidade de tensdo podem
ser determinados analiticamente apenas para alguns casos de geometrias e carregamentos
especificos. Assim, uma maior gama de problemas de fratura pode ser alcancada via metodos
numéricos. Em materiais isotrépicos, a propagacdo ocorre sempre na dire¢cdo que maximiza a
taxa de liberacdo de energia G uma vez que a resisténcia a fratura R € igual para todas as
direcbes. No entanto, em materiais anisotrépicos, a dire¢do de propagacdo é governada nao
somente pela direcdo que maximiza G como também pelos planos naturais de fraqueza

material onde a resisténcia a fratura R é minimizada.
5.3 MECANICA DA FRATURA NAO LINEAR

No caso de estruturas constituidas de materiais ndo lineares, as dimensdes da por¢éao
de material degradado na frente de uma fissura ndo sdo geralmente despreziveis em relacéo as

dimensbes da estrutura. Em se tratando de MFEL, é assumido que toda a energia de
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deformacéo da estrutura disponivel € utilizada para a propagacéo da fissura. No entanto, em
muitos materiais existem inumeros outros mecanismos de degradacdo mecanica que Sdo
capazes de dissipar a energia potencial. Portanto, a energia disponivel ndo € utilizada apenas
na propagacdo da fissura, mas também é utilizada na degradacdo mecénica do material nas
proximidades da ponta da fissura. Tais mecanismos, em geral, dificultam a propagacdo da
fissura e por isso podem ser chamados de mecanismos de resisténcia a fratura. Entre os
mecanismos mais comuns estdo a deformacdo plastica nas proximidades das pontas de
fissuras em materiais ddcteis, microfissuras e friccdo em concretos e rochas ou ainda “fibre

bridging” em madeiras e alguns compositos.

Em materiais elasticos lineares frageis, qualquer propagacdo de fissura representa
uma falha catastrofica por fraturamento. No entanto, para materiais nao lineares, devido aos
mecanismos resistentes uma fissura pode propagar estavelmente até a trinca atingir um dado
comprimento critico que leva ao fraturamento instavel. Os mesmos conceitos introduzidos por
Griffith de taxa de liberacdo de energia G podem também ser utilizados para descrever a
propagacdo de trincas em materiais ndo lineares como é o caso dos materiais dlcteis, quase
frageis e elasticos ndo lineares. Novamente a condicdo de equilibrio para a propagacdo de
uma fissura em uma chapa é de que a derivada do potencial energético IT com respeito ao
comprimento da fissura a deve ser igual a zero. Portanto € possivel escrever essa condi¢do de
equilibrio como G = G, ou ainda G = R em que a energia necessaria ao fraturamento G,
também pode ser entendida como uma resisténcia a fratura R. Para materiais elasticos
lineares, essa resisténcia pode ser considerada uma propriedade do material que depende
apenas da geometria e permanece constante no decorrer do crescimento da fissura. Ja em
materiais ndo lineares, quando 0s mecanismos resistentes séo mobilizados os mesmos fazem
com que a resisténcia a fratura R aumente com o aumento do comprimento da fissura a.
Dessa maneira, podem ser tragadas curvas de resisténcia versus o comprimento da fissura ao
longo do processo de fraturamento as quais sdo denominadas na literatura de curvas-R.
Também pode ser tragada a energia potencial disponivel para o fraturamento G como uma
funcdo do comprimento da fissura. Assim, as curvas resistentes, ou curvas-R, podem ser
consideradas como envoltoria para as curvas solicitantes de energia disponivel G. Um
exemplo desse tipo de envoltoria é ilustrado na Figura 5.6 para avaliar o processo de

fraturamento em materiais a partir de uma fissura inicial de comprimento a,.



137

G(o)
A G, R R (mareriais ndo lineares)
0, <0, <0, Glo,)
Glo,)

R (materiais frageis)

>

|

Co

| | |

| ] ]
aD al az a

Figura 5.6 Curvas-R e curvas de energia disponivel G ao longo do fraturamento dos materiais

No caso de materiais frageis, como os efeitos dos mecanismos resistentes sdo
praticamente despreziveis, o trecho ndo linear da curva resistente € muito pequeno em
comparacdo ao comprimento da fissura. Portanto a curva-R permanece constante. J& nos
materiais ndo lineares, 0s mecanismos resistentes fazem com que a resisténcia a fratura
aumente ao longo do fraturamento. No entanto, caso as fissuras apresentem dimensdes muito
grandes, mesmo em materiais ndo lineares a curva resistente também tenderd a ser constante
podendo os conceitos de MFEL serem novamente aplicados. Em relagdo as curvas de energia
disponivel para o fraturamento, essas dependem da geometria da estrutura, do carregamento o
e também sdo fungbes crescentes com o aumento do comprimento da fissura. Conforme
apresentado anteriormente, a condicdo para a fissura crescer é G = R. No entanto, como
existe a possibilidade da curva-R ndo ser mais constante, esse critério se torna um pouco mais
complicado. Em materiais ndo lineares, quando uma fissura cresce a propagacéo pode ocorrer
estavel ou instavelmente a depender das variagfes das curvas G e R em relacdo as variacdes
no comprimento da fissura. Dessa maneira, pode ser apresentado um critério mais abrangente

para prever a estabilidade da propagacédo ao derivar-se novamente o potencial energético em

relacdo a a:
(OR 0G p 5o estével
2 50" 9a ropagacao estave
0“1l OR 0G
94z = 3 72 <34 Propagagao instavel (5.16)
OR 0G . L
— = — Propagacdo estacionaria

\da da
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Baseado no processo de fraturamento dos materiais ilustrado na Figura 5.6, é possivel
perceber que uma dada solicitacdo a; nao € o suficiente para propagar a fissura uma vez que
G < R. Ja a solicitacdo o, gera uma propagacdo a qual € instavel para o caso de materiais
frageis porém, é estavel para o caso de materiais nao lineares. Nessa segunda hipotese, caso o
carregamento permaneca constante, a fissura ird se propagar somente até atingir um
determinado comprimento (por exemplo a;) em que G < R novamente. Nessa circunstancia a
fissura ndo iré se propagar a menos que haja um aumento da tenséo solicitante. Por fim, caso a
tensdo aumente para o5 a fratura se propagara até um comprimento critico a,. Nessa situacdo
temos novamente a condicdo G =R e dG/da = dR/da. A partir desse ponto, qualquer
aumento na fissura pode ocasionar na propagacao instavel onde a fissura crescera mesmo que

a tensdo solicitante permanega constante ou mesmo diminua.

A determinacdo da taxa de liberacdo de energia G ao longo do fraturamento é uma
ardua tarefa uma vez que envolve o balanco global de energia da estrutura. Além disso, o
problema pode complicar mais ainda quando se trata de materiais ndo lineares. Uma
alternativa para a determinacdo de G foi proposta por RICE (1968) e envolve apenas uma
analise local préxima a ponta da fissura. O autor propds que, para materiais elasticos, a taxa
de liberacdo de energia é igual a integral-J. J é uma integral ao longo de um contorno T'
arbitrario, girando no sentido anti-horario, e circundante a ponta da fissura localizada no
interior de um solido submetido a tensGes. A Equacdo 5.17 e a Figura 5.7 apresentam a

definicdo dessa integral cujo valor independe do caminho I" de integracéo interno ao solido.

Lou
Ji =]F IUd(a, e)dy — padsl (5.17)

Figura 5.7 Contorno ao redor da fissura para a integral-J.
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Apesar de ser muito utilizada, a integral-J também possui suas limitacdes. A igualdade
G =] sO é valida para materiais elasticos os quais podem ser lineares ou ndo lineares.
Portanto, a independéncia do caminho T' para o valor de J s6 é valida caso a curva tensao-
deformacdo do material durante o carregamento seja igual a curva tensdo-deformacdo no

descarregamento. Nessas circunstancias, a integral coincide com o valor de G.

Para grande parte dos materiais reais a independéncia do caminho na integral-J ndo é
atendida e, portanto G # J. Entre esses materiais incluem-se os ducteis e quase frageis nos
quais uma vez mobilizados os mecanismos nao lineares, danos irreversiveis na micro estrutura
sdo verificados. Portanto, a taxa de liberacdo de energia sé pode ser aproximada pela integral-
J em materiais onde a ZPl é pequena em comparacdo a regido interna ao contorno de

integracdo T

Como a integral-J possui muitas limitacdes e a analise das curvas G e curvas-R
requerem uma ardua andlise global, outros modelos foram propostos para descrever o
fraturamento dos materiais ducteis e quase frageis. Para isso, estudiosos propuseram
diferentes maneiras para modelar macroscopicamente 0sS mecanismos resistentes
microscopicos que ocorrem na ZPl de tais tipos materiais. Em geral, sabe-se que uma
representacdo coerente da ZPI leva a uma coerente representacdo global do material. Nesse
sentido, é conveniente agora diferenciar a fratura ndo linear em materiais ducteis da fratura
ndo linear em materiais quase frageis. Até entdo, ambas vinham sendo tratadas como fraturas
em matérias ndo lineares. No entanto, os processos inelasticos que ocorrem na ZPI dessas
duas classes sdo muito diferentes e influenciam crucialmente no fendmeno do fraturamento.
Interiormente a ZPI existe uma regido de alta concentracdo de tensdes 0 que leva o material a
perder sua forma integra. Essa regido € denominada zona de processo de fraturamento. Em
materiais ducteis como metais, tal regido é pequena em comparagdo com a dimensdo total da
ZPl. Assim, nesses materiais 0 mecanismo ndo linear de plastificacdo se manifesta
primeiramente em relacdo a propagacdo de fissuras sendo o principal responsavel pelo
colapso do material. J& em materiais quase frageis, a zona de processos de fraturamento ocupa
quase totalmente a ZPI. Isso faz com que esse tipo de material manifeste a propagacéo das
fissuras em detrimento a outros mecanismos ndo lineares de dissipacdo de energia
(KARIHALOO, 1995). A seguir, a Figura 5.8 ilustra esquematicamente a ZPI englobando a

zona de fraturamento para o caso de materiais frageis, ducteis e quase frageis.
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R

(a) (b) (c)

Figura 5.8 Caracteristicas da zona de fraturamento F em relagéo & zona de processos néo lineares N e a regido
linear L para diferentes materiais: (a) Frégeis, (b) Ducteis, (c) Quase frageis. (KARIHALOO, 1995)

As ideias pioneiras em relacdo a representacdo da ZPI surgiram aplicadas a materiais
ducteis. Nesses materiais, quase toda a ZPI corresponde a uma zona de deformagdes plasticas.
Basicamente, existem quatro principais abordagens para a representacdo da zona plastica em
metais: A abordagem de Irwin por meio da qual é assumida uma forma pré-concebida para a
zona plastica, o modelo coesivo proposto por DUGDALE (1960) e BARENBLATT (1962) e

a abordagem baseada em critérios de resisténcia via analise por métodos numéricos.

Apesar dos trabalhos desses autores tratarem da fratura em materiais ddcteis, suas
ideias inspiraram outros estudiosos a desenvolverem modelos que representassem a zona de
fraturamento em materiais quase frageis. No modelo proposto, a fissura e a respectiva zona
plastica desenvolvida em sua ponta durante o fraturamento sdo tratadas como uma fissura
ficticia efetiva de comprimento maior com tensdes em suas faces no sentido de fecha-las. A
Figura 5.9 a seguir ilustra 0 modelo coesivo de DUGDALE (1960) para uma chapa infinita

solicitada a modo | de fratura.
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Figura 5.9 Comprimento efetivo de fissura para representar deformacdes plasticas na ponta de trincas.
Conforme ilustrado, a dimensdo p da zona plastica é considerada como a diferenca
entre 0 comprimento a ., da fissura ficticia menos o comprimento a da fissura real. Além

disso, a tensdo atuante nas pontas da fissura ficticia, ou tenséo coesiva, é constante e igual a

tensdo de escoamento o,; do material. Para impor o comprimento da fissura ficticia e

consecutivamente determinar o comprimento da zona plastica p, DUGDALE (1960) prop6s
que esse comprimento deve ser tal que faga com que o Fator de Intensidade de Tensédo do

modo | de fratura valha zero na ponta da fissura ficticia.

O fator de intensidade de tensdo para o problema da Figura 5.9 pode ser obtido
superpondo dois problemas mais basicos: O de uma fissura livre de tensées com comprimento

igual a a,fetivo SOlicitada por uma tenséo remota o e outro onde a fissura € solicitada em suas

faces nas regides proximas as pontas por uma tenséo constante a,,;. Os fatores de intensidade
de tensdo para ambos os casos sdo, respectivamente, K;° =on(a+p) e K, =

20yscos™'(a/a + p)y/a + p/m. Portanto, p é determinado a partir da seguinte condiéo:

n?c%a nK
K°+K%=0-p= !

= A
80,52 80,2 (5.18)

E vélido mencionar que na Equagdo 5.18, o termo cos~'(a/a + p) foi expandido em

série e os termos de ordem superior foram desprezados para obter uma expressao direta de p.

Baseado nessas ideias, HILLERBORG et al. (1976) desenvolveram um modelo de
fissura ficticia similar ao de DUGDALE (1960) e BARENBLATT (1962) para representar a
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zona de fraturamento em materiais quase frageis como o concreto e a madeira. Nas proximas
secdes desse capitulo esse modelo sera melhor apresentado para tratar da fratura em tais
materiais uma vez que o mesmo foi incorporado na formulacdo de multi regiées do MEC para

simular ensaios de fraturamento em pecas de concreto e madeira.

5.4 MECANICA DA FRATURA APLICADA AO CONCRETO

Os primeiros estudos em relacdo a fratura de materiais quase frageis foram voltados
para a andlise de concretos. O concreto é um material heterogéneo o qual pode ser
considerado macroscopicamente como composto por trés fases: Pasta cimenticia, agregados e
zona de transicdo entre a pasta e os agregados. A zona de transi¢do constitui a fase mais fraca
do material. Devido principalmente a elevada concentracdo de dgua, nessa zona podem ser
encontradas diversas micro falhas materiais antes mesmo de qualquer carregamento mecanico
atuar sobre a estrutura. O comportamento mecénico do concreto estrutural submetido a
diferentes carregamentos é governado principalmente pela propagacdo dessas micro falhas.
Vale destacar que, apesar da heterogeneidade do concreto, devido a distribuicdo aleatdria de
suas trés fases, o mesmo pode ser muitas vezes considerado, em uma abordagem

macroscopica, como um material aproximadamente homogéneo e isotropico.

A falha do concreto quando submetido a tracdo ocorre em niveis de tensdo muito
inferiores aos encontrados na falha por compressdo. Segundo SURENDRA, SWARTZ e
OUYANG (1995), a resisténcia a tragdo do concreto é cerca de 8 & 15% do valor da
resisténcia a compressdo. Para um concreto submetido a esforcos de tracdo, as fissuras se
propagam de forma geral na direcdo perpendicular a tenséo de tragdo. Ja no caso de um corpo
de concreto submetido a uma compressao axial pura, as fissuras se propagam principalmente
na direcdo paralela ao carregamento aplicado. No caso de um carregamento misto geral, em
pecas ndo armadas de concreto, a falha por tracdo ¢ muito mais comum do que a falha por

compressdo uma vez que a mesma ocorre em niveis de tensdo muito inferiores.

Em um ensaio de tracdo uniaxial é possivel dividir a resposta tensdo-deslocamento do
corpo de concreto em quatro fases. A Figura 5.10 a seguir ilustra o ensaio padrdo e as

diferentes fases observadas:
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Figura 5.10 Relagéo tensdo-deslocamento em diferentes estagios de fissuragao.

Na primeira fase a resposta do concreto é aproximadamente elastica linear conforme
observado no trecho inicial da curva até o ponto A. Portanto, os trés medidores que detectam
0s deslocamentos registram os mesmos valores. Esse ponto geralmente corresponde a cerca de
30% da carga de ruptura gy sendo que até tal nivel de tensdo, a propagagdo das micro falhas
do material podem ser consideradas como despreziveis. A segunda fase corresponde ao trecho
do ponto A ao ponto B no qual geralmente se tem uma tensdo da ordem de 80% de or. Nessa
fase as fissuras comegam a se propagar estavelmente a partir das micro falhas. Até o ponto B,
as fissuras estdo distribuidas de maneira mais ou menos aleatérias no concreto. Depois desse
ponto, uma banda estreita de fissuras comeca a se concentrar entre as tomadas de medidas do
medidor 2. Tal fendmeno € conhecido na literatura por “localizagdo de deformagdes”. Na
terceira fase, com o aumento da carga, o comprimento dessa banda de fissuras concentradas
comeca a aumentar de maneira estavel até a carga de ruptura oy. Nessa carga de pico, a banda
de fissuracdo atingiu seu comprimento critico e a partir desse momento comeca a ultima fase
da curva denominada amolecimento ou “Softening”. Nessa fase, os deslocamentos dos
medidores 1 e 3 comegcam a diminuir caracterizando um descarregamento composto por
parcelas de deslocamento elésticas e irreversiveis. J& 0 deslocamento do medidor 2 aumenta
rapidamente devido a fratura que ocorre na banda de fissuragdo. Para a caracterizacdo da
ultima fase é necessario que os deslocamentos sejam controlados durante o ensaio em fungéo

das aberturas do medidor 2. Dessa forma é possivel capturar o descarregamento do corpo ao
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longo de seu fraturamento. Caso o ensaio ndo seja procedido de tal forma, apos a carga de

pico, a banda de fissuracdo se propaga instavelmente inviabilizando as medicdes.

No contexto da MFNL, a banda de fissuragdo pode ser representada por uma macro
fissura discreta seguida pela zona de fraturamento a sua frente onde 0os mecanismos resistentes
atuam no sentido de impedir o crescimento instavel da fissura. Segundo SURENDRA,
SWARTZ e OUYANG (1995), diversos pesquisadores estudaram a zona de fraturamento em
concretos via scanners de microscépios elétricos. Em geral, pode-se dizer que 0s mecanismos
resistentes que dissipam a energia potencial nessa regido sdo mais complexos do que as
deformac0es plasticas em metais. Os principais mecanismos s&o a seguir ilustrados na Figura
5.11.

Fissura Fissur Agregados
principal Microfisswas p;-éffiré;gg Agregado 5
— e —
-
{a} ({5} [C)
Fricgdo entre Fissura L.
faces principal Vazio Ramificagdo

(@) (e) (5)

Figura 5.11 mecanismos resistentes na zona de fraturamento em concretos (SURENDRA et al., 1995
(Adaptado))

Devido as elevadas tensdes nas proximidades das pontas de uma fissura, essas regioes
apresentam microfissuras distribuidas randomicamente em relacdo a orientacdo da trinca
principal, Figura 5.11 (a). Tais micro falhas dissipam uma boa parte da energia externa
causada pelo carregamento aplicado. Além disso, a presenca de agregados rigidos pode fazer
com que ocorra a deflexdo da fissura principal buscando um caminho menos resistente
conforme ilustra a Figura 5.11 (b). Um dos mais importantes mecanismos é ilustrado na
Figura 5.11 (c). Trata-se da interconexdao de grdos os quais conectam as faces da fissura
transmitindo esfor¢os. Além desses, outros mecanismos que interferem na propagacdo da
fissura s@o a friccdo entre faces, Figura 5.11 (d), a suavizagdo da ponta da trinca devido aos
vazios, Figura 5.11 (e), e a ramificacdo da fissura principal, Figura 5.11 (). Vale destacar que
a friccdo é um dos fendbmenos governantes na fase de amolecimento da curva tensdo-

deslocamento do concreto.
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Para a representacdo da zona de fraturamento em concretos, duas sdo as principais
abordagens encontradas na literatura: O Modelo de fissura ficticia introduzido por Hillerborg
e 0 Modelo de fissura elastica equivalente introduzido por JENQ & SHAH (1985). Segundo
PLANAS & ELICES (1990), desde que os parametros materiais de fratura sejam obtidos
experimentalmente com precisdo, ambos 0s modelos sdo capazes de produzir boas
aproximacdes para a resposta experimental de pecas fraturadas de concreto. No presente
trabalho adotou-se 0 modelo de fissura ficticia, ou modelo coesivo, para analisar a fratura em

concretos e outros materiais quase frageis.

HILLERBORG et al. (1976) comprovou através de simula¢fes em Elementos Finitos
e ensaios experimentais que seu modelo de fissura ficticia resulta em uma boa aproximacao
para a influéncia da zona de fraturamento no processo de fratura dos concretos. Em seu
trabalho, a zona de fraturamento é representada por uma fissura ficticia cujo comprimento
engloba a fissura real e a regido micro fissurada a frente. Além disso, foi proposto que os
mecanismos resistentes dessa regido degradada (zona de fraturamento) podem ser
representados por uma tensao coesiva atuando no sentido de fechar a ponta da fissura ficticia.
No entanto, ao contrario do modelo de Dugdale para metais, a distribuicdo da tensdo coesiva
ndo € constante ao longo da zona de fratura. A Figura 5.12 a seguir ilustra o modelo
Hillerborg, também conhecido por modelo coesivo de fratura.
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Figura 5.12 Modelo coesivo de fratura (PANZECA, ZITO e TERRAVECCHIA, 2009 (Adaptado))
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A regido onde atua a tensdo coesiva o. € 0 comprimento ao longo do qual os
mecanismos resistentes da zona de fraturamento ainda sdo capazes de transmitir esforgos.
Sabe-se que o méximo esforgco que o material integro consegue transmitir € igual a sua
resisténcia a tracdo f;, a qual pode ser obtida no ensaio de tragdo uniaxial (Figura 5.10) onde
o = f¢. Em seu modelo, HILLERBORG et al. (1976) propds que a tensdo coesiva fosse uma
funcdo da abertura da fissura ficticia, ou seja, o, = a.(Au). Assim, quando essa abertura
atinge um valor critico Au,,., ndo ha mais transmisséo de esforcos entre as faces da fissura e,

portanto a tensdo coesiva cai a zero.

A distribuicdo de tensdo coesiva ao longo da zona de fraturamento pode ser
nominalmente mensurada a partir do ensaio de tragdo uniaxial apresentado na Figura 5.10.
Simulando a banda de localizacdo de fissuras por uma fissura ficticia, a tensdo o aplicada
pode ser relacionada com as tensdes coesivas o.. Subtraindo as deformacgoes elésticas da
medida de deslocamentos do medidor 2 é possivel obter uma curva da tensdo coesiva g, em
funcdo do alongamento da secéo fraturada (abertura Au da fratura). A Figura 5.13 ilustra o

comportamento geral das curvas coesivas obtidas em laboratdrio para corpos de concreto.

c. A F,
o =1\
\ = Au

Figura 5.13 Curva tensdo coesiva g, versus alongamento da se¢do fraturada, ou, Au, para concretos.

A energia necessaria a fratura em modo | (G¢) pode ser determinada para espécies de

concreto através do ensaio de tracdo calculando-se a area abaixo da curva conforme

apresentado na Figura 5.13. Portanto, temos que:
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Aucr
Gr = fo o(Au)dAu (5.18)

E assumido para 0 modelo coesivo que Gy € um parametro material do concreto. No
entanto, BAZANT e PLANAS (1998) demostraram experimentalmente que tal parametro
depende do tamanho da espécie ensaiada. Como 0s mecanismos resistentes na zona de fratura
tem uma maior influéncia em pecas pequenas, esses tendem a acarretar em uma maior

resisténcia a fratura em relacdo ao caso de pecas grandes.

A curva coesiva da Figura 5.13 pode ser considerada, para uma dada faixa de
dimensGes estruturais, como uma lei constitutiva que rege o comportamento das tensdes no
concreto apds o inicio da degradacdo mecanica. Entre as varias curvas de tensdo coesiva
disponiveis na literatura para representar o comportamento a fratura do concreto, no presente
trabalho escolheram-se trés por serem as mais frequentemente utilizadas: lei linear, lei bilinear
e lei exponencial (OLIVEIRA, 2013).

A lei constitutiva linear é apresentada na Figura 5.14 e expressa as tensdes na zona de
fraturamento em fungdo da abertura da fissura ficticia por meio de uma relagdo linear

apresentada abaixo:

o(e) = Ee sea > f;

o(Au) = f,(1 — Au/Au,,) se 0 < Au < Auy, (5.19)

oc(Au) =0 se Au > Au,,
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Figura 5.14 Lei constitutiva do concreto considerando curva coesiva linear.

Considerando a lei constitutiva bilinear (Figura 5.15), as tensdes no concreto podem

SEr expressas como:

o(e) = Ee seag > f;

—fi' se 0 < Au < Au”
O'(Au) = ft - <ftA—”t) - Au

" (5.20)
(ha) ' (Au + 20u" — Aug,) se Au" < Au < Au,,

u =
? A" — Aug,
o(Au) =0 se Au > Auy,

Figura 5.15 Lei constitutiva do concreto considerando curva coesiva bilinear.
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Por fim, a lei constitutiva exponencial a ser considerada é apresentada na Figura 5.16.
As relacGes das tensdes elasticas com as deformacdes e das tensdes coesivas com as aberturas

Au s&o apresentadas para a lei na Equacéo 5.21 a seguir.

o(e) = Ee se o > f,
~fip
o(dw) =f,-e%r se Au =0 (5.21)

Figura 5.16 Lei constitutiva do concreto considerando curva coesiva exponencial.

O modelo coesivo desenvolvido por HILLERBORG et al. (1976) foi proposto para
avaliar a fratura do concreto em modo | onde as tensdes no plano de fraturamento sé@o
predominantemente de tracdo. Ao se tratar de modos mistos, deve-se avaliar também a
influéncia das tensBes cisalhantes no plano de fraturamento. Para prever a direcdo de
propagacdo em modos mistos, alguns critérios de interacdo podem ser utilizados como o caso
da méxima tensdo circunferencial, minima densidade de energia de deformacdo e maxima
deformacéo circunferencial. No presente trabalho, como as fissuras se propagaram ao longo
das sub-regides, o caminho de propagacédo deve ser previamente estabelecido para as analises.
Dessa maneira, os critérios de interacdo ndo sdo utilizados nas andlises do presente trabalho.
Segundo SURENDRA, SWARTZ e OUYANG (1995) existe um consenso entre a
comunidade de pesquisadores do concreto que em casos de estado plano de tensdo, modos

mistos de fratura (modos I e 1) podem ser modelados utilizando apenas parametros materiais
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de resisténcia a fratura em modo | uma vez que 0os mesmos sdo consideravelmente maiores

que os obtidos para o modo II.

Apesar do modelo de fissuras ficticias ter sido introduzido para a analise de espécies
de concreto, 0 mesmo também € aplicavel a outros materiais quase frageis como é o caso de
ceramicas, rochas, madeiras e materiais compositos. Para que o modelo coesivo possa gerar
uma boa aproximacédo para a fratura desses materiais € necessario que a curva coesiva tedrica
adotada seja condizente com as curvas de tensdes resistentes na zona de fratura obtidas

experimentalmente.
5.5 MECANICA DA FRATURA APLICADA A MADEIRA

A madeira ¢ um material ndo homogéneo que naturalmente apresenta em sua estrutura
defeitos de continuidade e rigidez em diversas escalas: macro, meso, micro e até nano escala.
Isso faz da homogeneiza¢do do dominio uma &rdua tarefa para o caso de pecas de madeira.
Além disso, devido ao desenvolvimento natural do material durante o crescimento do tronco
das arvores, fibras longitudinais ao longo do eixo do tronco podem ser observadas. Entre os
principais defeitos e heterogeneidades verificados na madeira destacam-se 0s nds, as

microfissuras, 0s poros e as ligagdes entre as paredes das fibras longitudinais.

As fibras longitudinais, assim como outros fatores na morfologia do material,
influenciam substancialmente o comportamento mecénico e os modos de falha da madeira.
Isso porque a interface dessas fibras € considerada fraca em relacdo a resisténcia de suas
paredes celulares. Devido a essa fragilidade e também a outros defeitos do material o
fraturamento é o principal modo de falha verificado nas estruturas de madeira. Isso faz com
que, entre as teorias de falhas aplicadas a madeira, a Mecanica da Fratura seja a que melhor se
enquadre as analises uma vez que a mesma € capaz de relacionar explicitamente defeitos
materiais a rigidez estrutural (SMITH, LANDIS e GONG, 2003).

No entanto, as teorias da MF foram desenvolvidas primeiramente para lidar com
materiais homogéneos ou, pelo menos, materiais heterogéneos cuja aproximagdo por um
continuo homogéneo fosse ainda uma boa representacdo. Bons exemplos desses casos sdo 0s
metais e 0 concreto cujos principais defeitos que governam as falhas mecénicas sao
verificados em uma nédo tdo abrangente variacdo de escalas dimensionais quanto a verificada

nas madeiras.
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Devido a evolucdo material da madeira ao longo do crescimento das arvores, as
propriedades de elasticidade e também de fratura sdo dramaticamente diferentes a depender
da orientacdo das pecas estruturais e das solicita¢cbes. Segundo BODIG & JAYNE (1982) e
BOSTRON (1992), de maneira geral a madeira pode ser considerada como um material ndo
homogéneo de estrutura complexa, geralmente ortotropico e cujo comportamento a fratura
pode ser muitas vezes classificado como quase fragil. Assim, dado o contexto do presente
trabalho, a ideia de aplicar a formulacdo desenvolvida para a andlise de fratura em pecas de
madeira surgiu naturalmente. Em relacdo ao plano de propagacdo de uma fissura, seis
diferentes orientacGes de fratura podem ser definidas em relacdo aos eixos de crescimento da
madeira: Longitudinal (L), Radial (R) e Tangencial (T). A Figura 5.17 ilustra as seis

orientacdes:

_ ~ anél de crescimento
raio celular ]
1 l
TL RL LR
e
TR RT LT

Figura 5.17 Orientagdes de fratura em relagdo ao eixo de crescimento da madeira (BENABOU & SUN, 2014
(Adaptado))

De acordo com o esquema, nas orientagdes LR, LT, RL, RT, TL e TR a primeira letra
indica a direcdo perpendicular ao plano de fratura e a segunda indica a dire¢do da extens&o da
fratura. Para cada uma dessas orientagOes, parametros de resisténcia a fratura, como f; e Gf
por exemplo, podem ser significativamente diferentes. Grandes varia¢cdes dessas propriedades
também sédo verificadas para diferentes espécies de madeiras. Além disso, Como em teoria
cada uma dessas orientagdes pode estar submetida a diferentes modos de fratura (modos I, I,
Il e mistos), existe um grande numero de casos diferentes de fratura em estruturas de

madeira.

Como a madeira € um material natural, variacdes de propriedades também podem ser
verificadas em pecas oriundas de uma mesma espécie. No entanto, tais variacdes tendem a ser

mais irrelevantes estatisticamente. Tendo em vista todas essas incertezas, a complexidade da
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estrutura da madeira e a grande quantidade de casos de fratura, aplicacbes da MF para casos
gerais de falhas por fraturamento em estruturas de madeira ainda sdo muito limitadas. Assim,
o desenvolvimento de estudos relacionados a area é de muito interesse para a comunidade

cientifica.

Na pratica, a propagacdo em modo | de fratura nas orientagbes RL e TL s&o
geralmente os primeiros focos de estudo. 1sso porque a propagacdo na direcdo longitudinal
(L), ou propagacdo com tensdo paralela as fibras, € o caso mais propicio a ocorrer em
madeiras. O fenbmeno se deve ao fato de que, nessas orientacfes, a indu¢do do modo |
proporciona uma situacdo em que o plano de fraqueza do material, ou seja, plano de menor
resisténcia a fratura R, coincide com o plano de méxima taxa de liberacdo de energia G.
Portanto, em testes de fratura em modo | com propagacdo induzida na direcdo paralela as

fibras ndo ha davidas em relacdo ao caminho de crescimento da fissura.

A madeira muitas vezes € considerada como um material compdsito sendo a ligacao
entre suas fibras longitudinais entendida como uma interface fraca. Ao analisar a propagacéo
de fissuras na direcdo perpendicular as fibras (Orientagdes LR e LT), verifica-se uma
resisténcia a fratura significativamente mais elevada do que as observadas nas direcbes RL e
TL. Esse fendbmeno pode ser explicado pela fragilidade das interfaces entre as fibras
longitudinais. Além disso, na propagacdo paralela as fibras, um fendmeno mecénico
conhecido como mecanismo de Cook-Gordon explica a elevada resisténcia a fratura
observada na propagacao perpendicular as fibras (SMITH, LANDIS e GONG, 2003).

O efeito Cook-Gordon é verificado em materiais compoésitos quando existe uma
interface perpendicular ao caminho de crescimento da fissura. O estado de tensdo a certa
distancia na frente da ponta de uma fissura que se propaga em modo | é geralmente de tragcdo
em ambas as direcOes, paralela e perpendicular ao plano de fratura. No caso de interfaces
fracas, as tensdes de tracdo fazem com que a interface falhe antes mesmo da fissura cruza-la.
Essa degradacdo da interface dissipa energia potencial a qual poderia estar sendo utilizada na
propagacdo da trinca principal. Além disso, a interface descolada também suaviza a ponta da
fissura quando a mesma intercepta a interface. Todos esses fatores fazem portanto com que a
resisténcia a fratura aumente para orientacoes de fratura perpendiculares a interfaces fracas. Ja
ao contrario, no caso de interfaces fortes, a fissura atravessa a mesma sem que haja
consideravel dissipacdo de energia (SMITH, LANDIS e GONG, 2003). Ainda segundo 0s
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autores, a resisténcia a tracdo perpendicular as direcdes R e T em madeiras € geralmente de 10

a 30% da resisténcia a tragdo perpendicular a diregéo L.

O mecanismo de Cook-Gordon € comumente verificado em pecas de madeira fletidas

conforme ilustrado na Figura 5.18.

Fratura em Modo misto Fratura inicial em Modo 1
paralelo as fibras transversal as fibras

Figura 5.18 Cook-Gordon mecanismo em pecas fletidas de madeira (SMITH, LANDIS e GONG, 2003).

A ocorréncia frequente desse fendmeno nas estruturas de madeira se deve
principalmente ao fato dos engenheiros projetarem pecas fletidas com orientacdes das fibras
paralelas as méximas tensdes de tracdo evitando assim a situacdo mais critica para o
fraturamento que é a de tracdo perpendicular as fibras. Vale ainda comentar que o mecanismo
Cook-Gordon atrapalha testes experimentais que visam a obtencdo das propriedades a fratura
em modo | nas orientacdes LR e LT. Tal mecanismo dificulta propagacgdes puras de modo |

gerando muitas vezes modos mistos de fratura conforme ilustrado na Figura 5.18.

Os primeiros trabalhos a tratarem falhas em madeiras via MF comegaram a aparecer
por volta dos anos 60 e utilizavam conceitos de fratura elastica linear (SMITH, LANDIS e
GONG, 2003). Apesar de existirem indicios da presenca de significativos mecanismos nédo
lineares durante os testes de fratura em madeiras, a auséncia de teorias sobre o assunto fez

com que os conceitos da MFEL fossem adotados nos primeiros estudos.

Nesses trabalhos, foram realizados ensaios no intuito de obter pardmetros de
resisténcia a fratura como a tenacidade a fratura K, e a taxa de liberacdo de energia critica G,
via integral J. De acordo com a MFEL, esses valores deveriam ser propriedades materiais
independentes das dimensdes das pecas ensaiadas desde que a espécie de madeira ensaiada
fosse a mesma. Apesar de algumas variacfes serem estatisticamente aceitaveis tendo em vista
o caréater natural do desenvolvimento da madeira, as variagdes significativas observadas nos

laboratérios apontavam para uma dependéncia geométrica. Em outras palavras, para uma
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mesma espécie de madeira, diferentes geometrias de pecas ensaiadas resultavam em
diferentes propriedades de fratura mesmo que ambos 0s ensaios solicitassem o0 mesmo modo
de fratura na mesma orientacdo de eixos naturais da madeira. Essas discrepancias em parte
estavam relacionadas ao fato de ser experimentalmente dificil obter modos puros de fratura
em pecas de madeira. Porém, a principal razdo para essas dependéncias dimensionais eram 0s
indicios da presenca de uma zona de processos ndo lineares cujas dimensGes podem ser

consideraveis a depender da geometria dos copos ensaiados.

Tais indicios levaram a um consenso que hoje € generalizadamente aceitado, a fratura
em madeiras de dimensdes laboratoriais € um fendmeno ndo linear. As estimativas de
propriedades de resisténcia a fratura da madeira eram obtidas considerando os resultados de
ensaios até a carga de pico das curvas de forca versus deslocamento conforme prediz os
conceitos de MFEL. No entanto, nessas estimativas subestimavam a real resisténcia da fratura
uma vez que desprezavam 0s mecanismos de dissipacdo de energia mobilizados ap6s o pico

da curva.

Os ensaios para estimar a resisténcia a fratura focavam alguns casos especificos de
interesse: modos | e Il com fibras orientadas na dire¢do de propagacdo, modo | com fibras
perpendiculares a direcdo de propagacdo e fratura em angulos arbitrarios em relacdo a
orientacdo das fibras. Nesses Ultimos casos, mesmo que o carregamento solicite uma fratura
em modo |, como a orientacdo das fibras é inclinada em relagdo a direcdo que se deseja
induzir o crescimento da fissura, a fratura tendera a propagar na orientacdo das fibras. A
Figura 5.19 ilustra a situacdo onde é possivel verificar que a fissura prefere se propagar em
modo misto seguindo a orientagdo das fibras. Porém, com potencialidade de pular entre os
caminhos paralelos de fraqueza material no intuito de aliviar a energia de deformacdo

acumulada.
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Caminho
de fratura

Figura 5.19 Modo misto de fratura (SMITH, LANDIS e GONG, 2003)

Apesar das limitagbes da MFEL, em ensaios de pegas com dimensOes
consideravelmente grandes, os conceitos de fratura linear podem ser aplicados para obter boas
aproximacdes para a resisténcia a fratura em madeiras. Além disso, nesses casos 0s campos de
tensdo nas proximidades da fissura oriundos de diferentes modos puros podem ser
superpostos para compor o campo de tensdes em problemas de modos mistos. No entanto, em
termos de critérios de propagacdo, MALL, MURPHY e SHOTTAFER (1983) concluiram
através de ensaios experimentais que os modos puros ndo sdo independentes. Dessa maneira,
critérios de propagacdo devem ser baseados na interacdo entre os modos de fratura. Ainda
segundo 0s mesmos autores, um critério razodvel para prever a propagacdo em modo misto
nas madeiras € o critério de Wu o qual € citado frequentemente como sendo um critério geral
de propagacdo de fratura para compdsitos anisotropicos. Esse critério pode ser apresentado

em termos de fatores de intensidade de tensdo como:

K K \?
Sy (J) _1 (5.22)
ch KIIC

Devido aos indicios de ndo linearidade no fenémeno do fraturamento, no final dos
anos 80 os conceitos de MFNL comecaram a ser aplicados para as analises de pecas de
madeira (SMITH, LANDIS e GONG, 2013).

De maneira semelhante a outros materiais quase frageis, foi verificado em ensaios de
fratura das madeiras que existe uma parte ndo linear de encruamento na curva de forga versus
deslocamento gerada pelo fendmeno de localizacdo de dano. Além disso, ap6s a carga de
pico, é verificado um amolecimento na curva o qual € resultante da mobilizacdo de alguns

mecanismos resistentes. Porém, para obter as curvas de amolecimento é primeiramente
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necessario proceder testes que levem a propagacéo estavel da fissura. A Figura 5.20 apresenta
0s principais ensaios de fratura modo | propostos na literatura para as madeiras com 0s quais €
possivel obter propagac6es paralelas as fibras estaveis produzindo assim as curvas completas

de amolecimento (forga versus deslocamento).
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(5)
Figura 5.20 Ensaios para a obtencdo da energia de fratura G em modo | com propagacdo paralela as fibras
A partir desses ensaios, a energia de fratura Gy pode ser calculada como a area w sobre
a curva de forca-deslocamento sobre a nova area A de faces de fissura criada durante o
fraturamento. Para materiais frageis, onde a influéncia dos mecanismos resistentes é
desprezivel, o valor de G € equivalente a taxa de dissipacdo de energia critica G.. Porém,
considerando os ensaios experimentais da Figura 5.20, foi verificado que a depender das
dimensdes da pecas de madeira, consideraveis discrepancias entre os valores de Gf e G,

podem ocorrer. A diferenca entre esses valores pode indicar o quanto o comportamento a

fratura do material varia em relacdo aos conceitos de fratura elastica linear.

STANZL-TSCHEGG, TAN e TSCHEGG (1995) acharam valores de Gy entre 10 e
100% maiores do que os valores de G, para a espécie de madeira “Spruce” na orienta¢do de
fratura RL submetida a um ensaio “Wedge-splitting”. No entanto, na orientagdo TL, as
diferencas entre G, e G, encontrada pelos autores foi desprezivel. Ja no trabalho de VASIC,
SMITH e LANDIS (2002), analisando a mesma espécie de madeira também submetida ao
ensaio de Wedge-splitting, os autores encontraram valores de G, aproximadamente 2 vezes

maiores do que os valores de G. para ambas as orientacbes RL e TL. A discrepancia dos
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resultados deve-se ao fato de que apesar de se tratar do mesmo tipo de ensaio, os tamanhos
das espécies utilizadas foram diferentes. No trabalho de STANZL-TSCHEGG, TAN e
TSCHEGG (1995) as espécimes eram cerca de 5 vezes maiores do que as espécimes
ensaiadas por VASIC, SMITH e LANDIS (2002). Assim, os resultados apontam para uma
ZP1 maior na direcdo RL do que na direcdo TL sendo que a depender das dimensdes da peca

ensaiada os efeitos dessa zona, principalmente na direcdo TL, podem se tornar despreziveis.

Apesar de diversos trabalhos apresentarem resultados de G, para diferentes espécies de
madeira e diferentes orientacdes de fratura, ainda ndo existe um teste padrdo para obter tais
propriedades das madeiras. Nesse sentido, mesmo com todos os cuidados que podem ser
tomados durante os ensaios, variacbes de umidade, taxa de carregamento e dependéncia
geométrica podem afetar os resultados. Portanto, a obtencdo das propriedades de fratura de
espéecies de madeira deve ser procedida com cautela comparando-se resultados obtidos em

diferentes laboratorios.

STANZL-TSCHEGG, TAN e TSCHEGG (1995) ainda fizeram analises paramétricas
variando a espessura e a dimensao disponivel para a fratura crescer (comprimento a frente do
entalhe até o final da chapa) nas pecas ensaiadas. O autor verificou em seus ensaios que para a

independéncia de dimensdes no resultado de G, foi necessaria uma espessura superior a 30

mm e um comprimento disponivel para a fratura de pelo menos 70 mm. Aumentando-se as

dimensGes das pegas verifica-se tanto a dimensdo da ZPI quanto o valor de G tendem a ficar

constantes. Portanto, para grandes dimensdes a influéncia da ZPl no processo de fratura

comeca a se tornar desprezivel e os valores de G e G, comegam a se aproximar.

Além da geometria das pecas, orientacOes das fibras, modos de solicitacdo e diferentes
especies de madeira, ainda existem outros fatores cuja influéncia nas propriedades de fratura é
ainda mais significante. Dentre esses fatores estdo o teor de umidade da madeira, a historia de
secagem, a densidade e a temperatura. Tais parametros afetam ndo somente as propriedades
de fratura, mas também outras propriedades mecéanicas como, por exemplo, as constantes
elasticas da matriz de flexibilidade. Assim como em muitos materiais, na madeira também
verifica-se que quanto maior a rigidez da mesma maior é sua fragilidade a fratura. Geralmente
tal regra € valida desde que o teor de umidade da madeira esteja abaixo de 18%. Em relacdo a
temperatura, o que € verificado € que geralmente 0 aumento da temperatura faz com que a

resisténcia a fratura diminua.
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O modelo de fratura ndo linear mais comumente empregado para a analise de madeiras
é modelo coesivo de fratura proposto por HILLERBORG et al. (1976). Conforme apresentado
no topico anterior, 0 modelo introduz a ZPI nas proximidades da ponta da fissura através de
uma fissura ficticia com tensBes coesivas em suas faces. Assim, para se propagar, uma fissura
deve ndo somente superar a resisténcia a fratura do material, mas também as tensdes atuantes
na zona coesiva. Semelhantemente a fratura do concreto, para as madeiras 0 modelo propde
que o fraturamento pode ser caracterizado considerando que a deformacao ou alongamento de
um corpo uniaxialmente tracionado deve ser decomposta em duas parcelas: deformacao
elastica e abertura da fissura (Crack Opening Displacement) Au conforme ilustra o esquema

na Figura 5.21.

=~

Tensdo

[/ .

Alongamento Deformacgdo Abertura de fissura, Au

—»

v

Figura 5.21 Alongamento total: deformagdo elastica e abertura de fissura (SMITH, LANDIS e GONG, 2003)

Antes do pico da curva, a deformacdo é composta praticamente por sua parcela
elastica. JA no pos pico, a deformacdo elastica desaparece e a deformacdo total ocorre
principalmente devido as aberturas Au. No modelo, a fun¢do o(Au) é considerada como

sendo uma propriedade material constante assim como a energia de fratura G.

As simulac¢des computacionais de fratura em madeira até entdo procedidas focaram a
utilizacdo do modelo coesivo acoplado a softwares de Elementos Finitos para avaliar fraturas
induzidas em modo | principalmente. Nesse ponto, vale destacar que na revisdo da literatura
ndo foram encontrados trabalhos que utilizavam o MEC para avaliar a fratura em pecas de

madeira.

Aparentemente, BOSTROM (1992) foi a primeira pessoa a aplicar o modelo de
Hillerborg para pecas de madeira. O autor prop6s que os efeitos dos mecanismos resistentes a
fratura na madeira atuavam de maneira semelhante ao verificado em outros materiais quase

frageis proporcionando assim a caracteristica curva de amolecimento. Portanto, a partir de
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testes controlados de tracdo e cisalhamento, o mesmo determinou parametros de
amolecimento e a energia de fratura para a espécie de madeira Scots Pine (Pinus Sylvestris)
submetidas a modo | de fratura com propagacdo paralela as fibras. No entanto, o trabalho

aponta as dificuldades experimentais envolvidas na determinacgéo de tais parametros.

Devido as dificuldades experimentais, STANZL-TSCHEGG, TAN e TSCHEGG
(1995) propuseram o protocolo “wedge-splitting test” o qual descreve como esse tipo de
ensaio (apresentado na Figura 5.20) deve ser procedido para se obter uma propagacao estavel
em modo |I. Em ambos os trabalhos de BOSTROM (1992) e STANZL-TSCHEGG, TAN e
TSCHEGG (1995) foi assumido um amolecimento bilinear para as tensGes coesivas em
funcéo da abertura Au conforme ilustrado na Figura 5.22. Além disso, foi proposto também
que a energia de fratura é dissipada principalmente por dois mecanismos resistentes: as
microfissuras verificadas na frente da ponta da trinca principal e a conexdo de fibras

secundarias transversais a propagacao as quais se encontram pouco atras da ponta da fissura.

c A

G - (Componente de
¢ - - -
microfisswas "microcracking")

floo__ G . (Componente de conexdo de
’ fibras " fiber bridging")

Figura 5.22 Lei bilinear o (Au) para madeiras e influéncia de seus mecanismos resistentes

Nos estudos, os parametros da lei bilinear sdo calibrados para a espécie de madeira de
interesse através de uma comparacdo iterativa entre andlises envolvendo modelos de
elementos finitos e respostas experimentais de carga versus deformacdo. E interessante
ressaltar que, para a orientacdo de fratura RL, 0S mecanismos de “conexao de fibras” tem uma
influéncia muito maior na energia de fratura total G, em comparagdo ao observado para a
orientacdo TL. Segundo SMITH, LANDIS e GONG, (2003), isso reflete a presenca das
células radiais da madeira cujas fibras sdo normais ao plano de propagacédo da fissura no caso
da orientacdo RL.
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Considerados os conceitos basicos sobre 0 modelo coesivo e sua aplicabilidade para
materiais como a madeira e 0 concreto, no proximo capitulo pretende-se apresentar uma
formulacdo de fratura ndo linear do MEC baseada no acoplamento desse modelo a técnica de

multi-regides.
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6 FRATURA COESIVA NA INTERFACE DE MULTI-
REGIOES

Nesse capitulo serdo apresentadas solucdes para acoplamento do modelo coesivo de
fratura, ou modelo de fissuras ficticias de Hillerborg, as interfaces de problemas de multi-
regides. Conforme visto no capitulo anterior, uma das alternativas para tratar o fendbmeno do
fraturamento em materiais quase frageis, como o concreto e a madeira, € via 0 modelo
coesivo. Com o acoplamento das técnicas, € entdo possivel avaliar fraturas nas interfaces de
estruturas compostas. A Figura 6.1 ilustra a incorporacéo desse modelo de fratura na interface
dos dominios compostos.

Forgas de interface

Tangencial Normal
D
f:
p,(coD)
>
& &, CoD,, cop

Tensoes

Figura 6.1 Modelo coesivo incorporado a interfaces de dominios compostos
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Na figura, p,, e p; sdo, respectivamente, as tensées normal e tangencial a interface, o é
o estado de tensdo em um ponto do corpo, cujas componentes independentes sao oy, g, e Ty,
COD ¢ a abertura normal das faces de interface (Crack Opening Displacement) e CSD o

deslizamento relativo entre essas faces (Crack Sliding Displacement).

No trabalho serdo realizadas analises de fratura impondo condi¢des de contorno de
deslocamento prescrito, u = u, e forcas nulas, p = 0. As solicitagcbes sdao impostas dessa
maneira para que a propagacao da fratura ocorra de forma estavel, permitindo a obtencéo do

trecho de amolecimento nas curvas de forgas versus deslocamento.

Nas analises, as componentes de tensdo nos pontos internos ao dominio e nos pontos
do contorno sdo governadas, até o limite eléstico p,, = f;, pela Lei Generalizada de Hooke, a
qual pode ser isotropica ou anisotrdpica. Ja em relacdo aos pontos nas interfaces, as tensoes
normais e cisalhantes sdo governadas pelas leis coesivas apresentadas no capitulo anterior.
Aqui vale destacar que a condicdo p,, = f; € um caso especifico de envoltoria resistente para
quando se tem p, = 0. Para o concreto, um critério mais geral foi utilizado por GALVEZ et

al. (2002) no qual a envoltoria pode ser anunciada como:

F(pn,pe) = pe* — 2ctan ¢f (ft — pn) — tan® ¢f (pnz - ftz) (6.1)
Sendo F(p,, p:) = 0 o critério que define o limite elastico, ¢ a coesdo, f; a resisténcia

a tragdo e ¢, o angulo de atrito entre as faces da fissura. Apesar do critério de Galvez et al.

(2002) ser mais geral, para fraturas ocorrendo em modo I, temos na interface p; < p,, e,
portanto o critério simplificado pode ser adotado. Além disso, 0 concreto possui um
comportamento consideravelmente mais fragil ao cisalhamento em comparacédo a fratura por
tracdo. Sendo assim, mesmo em fraturas em modo misto, temos que o critério simplificado,
F(p,,p:) =0 =p, — f;, € capaz de reproduzir bons resultados para o comportamento de
pecas de concreto (LEONEL, 2009). No presente trabalho apenas o critério simplificado de

fratura foi implementado.

Apo6s atingido o limite elastico em pelo menos um né da interface, passam a ser
observadas descontinuidades de deslocamento nas proximidades do mesmo. Essas
descontinuidades podem ser decompostas em aberturas normais COD e deslizamentos
relativos CSD conforme ilustra a Figura 6.1. Devido a adogdo do critério simplificado de
resisténcia, assume-se que uma vez excedido o limite elastico, as faces da fissura estdo livres

para deslizar umas sobre as outras sem qualquer resisténcia de friccdo, ou seja, p, = 0. Em
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outras palavras, o comportamento das tensdes cisalhantes na interface é considerado como

perfeitamente fragil.

J& em relagdo as tensbGes normais p,,, apos o limite p,, = f; ser alcancado, as tensdes
passam a ser governadas por uma lei coesiva, a qual relaciona as mesmas as aberturas normais
COD. Como as tens@es resistentes ndao sdo mais capazes de manter o material integro, uma
abertura COD é observada. As tensdes normais nas porcOes degradadas de interface sdo
governadas pela lei coesiva e dependem das aberturas COD. Por sua vez, tais aberturas
também dependem da resposta da estrutura em relacdo as condi¢des de contorno impostas.
Tal resposta é obtida via MEC por aproximacdo do equacionamento da teoria da elasticidade.
Portanto, caso alguma regido de interface seja degradada, o equacionamento do problema

passa a ser nao linear devido as interdependéncias mencionadas.

Para solucionar o problema nédo linear, dois algoritmos de resolugéo iterativa foram
incorporados na formulacdo do presente trabalho. No primeiro desses, as corre¢fes do vetor
de tensdes ndo equilibradas sdo impostas sempre considerando a rigidez elastica da estrutura,
e portanto, 0 mesmo € denominado Operador Constante (OC). J& o segundo, prople a
atualizacdo da rigidez da estrutura na diregdo tangente para que a convergéncia do vetor de
tensdes ndo equilibradas seja alcancada com menos iteragdes. Esse segundo € portanto
denominado Operador Tangente (OT). Ambos os algoritmos serdo mais detalhadamente
apresentados a seguir. Porém, antes de introduzi-los, serdo abordados alguns detalhes sobre a

modelagem das interfaces coesivas.

6.1 MODELAGEM DAS INTERFACES COESIVAS

O comportamento das interfaces na fase elastica é avaliado através da técnica de
multi-regides do MEC. Assim, em todas as interfaces existem elementos coincidentes com
orientacBes contrarias. Os pares de elementos coincidentes modelam o contorno das sub-
regibes que compdem a respectiva interface. No caso de analises elasticas, condicdes de
compatibilidade de deslocamento e equilibrio de tensbes podem ser impostas no sistema de
equacdes algébricas, conforme apresentado no Item 3.9. JA no caso de comportamento
coesivo, quando o limite p,, = f; ¢ alcancado, a compatibilidade de deslocamento u¢ = u®
ndo é mais atendida em todos os nos de interfaces, impossibilitando a resolucéo do sistema.

Para solucionar o problema deve-se recorrer a uma lei coesiva.
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Cabe comentar que a solucéo de tensdes e deslocamentos na interface, resultantes de
uma analise via MEC, é escrita em fungéo de suas componentes p,, py e uy, u, para um dado
sistema cartesiano x, y. Assim, para obter as tensdes normais p,,, tensdes tangenciais p; e as

d 7 - - -
aberturas COD (u,,®, u,®), € preciso rotacionar as respostas de py,py, Uy, u,. A Figura 6.2

ilustra a rotacdo das tensdes e dos deslocamentos nos nés dos elementos coincidentes de

interface.
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Figura 6.2 Rotacdo das grandezas de interface para a analise coesiva

Para rotacionar as grandezas é necessario conhecer as componentes x,y dos versores
normais e tangenciais n°,n% e t°,t% as faces esquerda (e) e direita (d) da interface. Em cada
ponto, as grandezas da face esquerda, por exemplo, podem ser obtidas conforme apresentado

{19 e} 17 e t 6] {19 e} {1[ e} 77 e t e] {1[ e}

A depender do nivel de solicitacdo, trés diferentes respostas estruturais das interfaces
podem ser verificadas. A primeira dessas é a resposta elastica linear, a qual prevé que as
componentes de tensdo normal e tangencial, p,, e p;, sdo tais que fazem com que o campo de
deslocamentos seja continuo. A segunda resposta ocorre logo apdés o limite p, = f; ser
atingido. Nessa situacdo, a componente tangencial cai a zero, permitindo o livre deslizamento
entre as faces, e a componente normal passa a ser governada pela lei coesiva. A ultima

resposta ocorre quando toda capacidade dos mecanismos resistentes é esgotada e a tensdo
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normal também cai a zero. Portanto, nessa condicdo, a interface encontra-se totalmente

desconectada, ou ainda fraturada, com suas faces livres de tensodes.

Durante as analises, as regides de interface nas quais nao existem descontinuidades de
deslocamento sdo denominadas de Interfaces Elasticas (IE). Ja as regides cujo comportamento
das tensdes normais é governado pela lei coesiva sdo denominadas de Zonas Coesivas (ZC)
ou ainda fissura ficticia. Por fim, as regides de interface livres de tensdes sdo denominadas
Interfaces Livres (IL) ou ainda fissura real. A Figura 6.3 apresenta uma ilustracdo onde os

trés comportamentos podem ser verificados em uma estrutura composta fraturada.

IE : interface elastica
Z(C: zona coesiva

IL : interface livre

Figura 6.3 Classificacdo da interface em relagdo ao comportamento mecanico
Para capturar o comportamento néo linear ao longo do fraturamento, foi proposto que
as condicdes de contorno u = u em I, e p = 0 em [}, fossem impostas incrementalmente em

N etapas no intuito de reduzir os erros de aproximacdo numerica:

U=NAu e p=NAp=0 (6.3)
A solucéo final do problema é obtida acumulando-se as solugdes incrementais Au™ e
Ap™ das n = 1--- N etapas da analise.

u =MD + Au@ + .. 4 Ay

p = ap® + Ap® 4 e APW) (6.4)

Com as analises incrementais & possivel obter solugdes intermediarias entre a

configuracdo inicial da estrutura e a configuracdo final fraturada. No entanto, as solucdes
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incrementais Au™ e Ap™ devem ser obtidas de um sistema de equacdes algébricas que pode
ser linear ou ndo linear a depender da intensidade das tensdes normais p,, na interface e da
resisténcia a tracdo f;. A Equacdo 3.116 do terceiro capitulo apresenta um sistema que pode
ser montado para problemas de multiplas regiGes impondo-se apenas as condicdes de

contorno. Denominando p,°, p.®eu,® u,® as tensdes e deslocamentos normais e
tangenciais nas faces esquerdas (e) e p,? p.*eu,? u,? as tensdes e deslocamentos

normais e tangenciais nas faces direitas (d) das interfaces, é possivel reescrever 3.116 como:

NNI;/2 NNI;/2

NN, NI / 2 Hppe e + Z Hefug +\

ZAX +Z NNI]/Z NNIJ/Z |
= z Hyp unkd + Z Hy "ug

NNI;/2 NNI;/2 (6.5)
NI Z Gr/k Dyi + Z Ger“Pex® +
=F +Z NNIJ/Z NNI]/Z

j=1
\ Z G P + z Gtkdptkd/
k=1 k=1

As condicdes de compatibilidade de deslocamentos e equilibrio na interface,
apresentadas nas EquagOes 3.117, podem ser reescritas para as componentes normais e

tangenciais como:

u,® = —u,?

n n

1y = —y (6.6)
p e_p d =0
;te _Pzd =0 (6.7

Percebe-se que em relacdo a 3.117, houve uma mudanca nos sinais das Condicoes 6.6
e 6.7. Isso se deve ao fato da rotacdo das grandezas nas faces de uma interface ser procedida
considerando os versores n et em ambos os lados direito (d) e esquerdo (e), 0s quais

naturalmente sdo opostos.

Para um dado passo incremental n, Caso em nenhum dos nés k localizados nas
interfaces as tensGes normais excedam a resisténcia a tragdo, ou seja, p,°® = pnd <f: as

Condig0es 6.6 e 6.7 podem ser impostas no problema. Nessa situagdo, o sistema 6.5 se torna
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linear e as solugdes incrementais de deslocamento e tensdes Au™ e Ap™ podem ser obtidas

da seguinte maneira:

(AX™
Au e(n)
n
< Aute(n) >
Ap €(n)
n
LAp,e™ )
[NN¢ NI NNIj/Z NI NNIj/Z 17t (68)
> 4 Z Z (o = Hoge®) | DD (Ha = He®)
i=1 j=1 \ k=1
B NI /NN{/2 NI /NN /2 {AF}
Z (Gnk +Gnkd) Z Z (Gtke+Gtkd)
j=1 j=1 k=1

Sendo AF o vetor obtido multiplicando as contribuicdes referentes as variaveis
prescritas no contorno por um vetor contendo os valores incrementais das mesmas. Ja no caso
da tensdo normal acumulada exceder a resisténcia a tracdo f;, a condicdo 6.6 ndao é mais
valida para todos os pontos de interface. Assim, nos ndés em que o limite foi excedido, a

seguinte condicdo pode ser adotada.

—u,® — u,* = COD
ute + utd = CSD (69)

A partir de 6.9, s&o introduzidas as aberturas COD e CSD no sistema substituindo os

deslocamentos u,* = —u,® — COD e u,* = CSD — u.®. Além disso, impondo a dependéncia
das tensGes normais em funcéo das aberturas COD, tem-se: p,° = p,® = p,(COD). Por fim,

impondo também o comportamento fragil das tensGes tangenciais, p.¢ = p,% = 0, é possivel

apresentar o sistema de equacdes da seguinte maneira:
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[ NN/ /2 NN /2
NN, Z (Hr]ke - Hr]kd)unke - Z andCODk
k=1
Z AXi + Z NN /2 NN,J/z
+ 2 (Hu® — HyeH)ug + z H..% CSD, (6.10)
- k=1 k=1 _

NI NNp//2

=F + Z Z (Gyi® + Gpi°®)pn(CODy)
j=1 k=1

Reescrevendo 6.10 para uma etapa incremental n e isolando os valores incdgnitos

obtemos:
( AX™ )
(D]
Au,,e
) ACOD™
Aute(n)
ACSD™
\Ap, ™ (acoD™))
NN, NN/ /2 NI NN/2 1!
ZAU 2 Z (Hp® — Hpe®) | Z Z Hoi (6.11)
NI /NN[/2 NI NNI]/Z
= +Z Z (Hy® — Hy?) Z Z H.“t, {AF}
j=1 \ k=1 j=1 k=1
NI /NN[/2
Z (Gtke+Gtkd)
L j=1 k=1 |

E possivel observar em 6.11 a interdependéncia entre as incognitas ACOD™ e

Ap, ™ (ACOD™) ocasionando a nao linearidade do sistema e tornando inviavel a resolugio
direta do mesmo. Para solucionar os problemas ndo lineares utilizou-se os algoritmos de

resolucdo iterativa OC e OT.

Resolvendo o Sistema linear 6.8 é possivel encontrar um incremento de solugéo Au®™
e Ap™ para uma etapa n linear em que a tensdo normal n4o excedeu a resisténcia em nenhum
no de interface. Ja a resolucdo do Sistema néo linear 6.11 via os algoritmos Newton Raphson
permite determinar um incremento de solugdo para uma etapa néo linear n na qual todos 0s

nos da interface estdo em regime coesivo. Em uma etapa intermediaria onde nem todos 0s nos
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de uma interface j superaram o limite el&stico, 0s nds que estdo em regime coesivo devem
satisfazer as condi¢Bes do Sistema 6.11, enquanto que os nds em regime elastico devem
satisfazer o Sistema 6.8. Mesmo que nem todas as regifes de interface estejam em regime
coesivo, a imposicao feita em 6.11 para os nds que superaram o limite elastico altera a

resposta de todos os outros pontos da estrutura.
6.2 ALGORITMO NAO-LINEAR COM OPERADOR CONSTANTE

O algoritmo de resolucéo iterativa Operador Constante (OC) prop6e que a solugdo nao
linear Au®™ e Ap™ do Sistema 6.11 para uma etapa incremental ndo linear n seja encontrada
iterativamente através de uma previsao inicial somada a uma etapa de correcdes. As correcdes
séo impostas reaplicando o vetor de tensdes ndo equilibradas na estrutura de modo a encontrar
uma configuragdo equilibrada onde as tensdes na interface respeitem as condi¢des impostas

pela lei coesiva do material.

A previsdo inicial sempre considera que a solucdo incremental pode ser obtida
resolvendo o Sistema linear 6.8. Ao acumular essa previsao inicial elastica, pode ocorrer das
tensGes normais acumuladas violarem o critério p,, < f; em alguns nés de interface. Nessa
situacdo, a condicdo COD = CSD = 0 ndo é mais valida. Portanto, a resposta incremental
obtida de 6.8 ndo é a solugdo do problema e deve ser corrigida através de um procedimento
iterativo. Com o procedimento é possivel fazer com que as tensbes normais a interface
convirjam para um ponto de equilibrio na curva coesiva do material. A previsdo inicial
somada as correcOes interativas resulta uma resposta incremental que satisfaz as condi¢des do
Sistema 6.11 dentro de uma dada tolerancia. Em uma etapa ndo linear n + 1 séo realizadas I;
iteracBes para a obtencao da solugo incremental Au™+D e Ap™+1 do sistema 6.11. Em cada
iteracdo i, 0 vetor de tensfes normais ndo equilibradas Ap,,"e(i) deve ser reaplicado nos nés
coesivos da estrutura para que a resposta acumulada se aproxime da solugdo ndo linear do
Sistema 6.11. Tal vetor é obtido para a iteragdo i como a diferenga entre as resisténcias

coesivas p,°(CODW) previstas para as aberturas acumuladas COD® e as tensGes normais

acumuladas p,,) nos nés de interface em regime coesivo.

Apnne(i) = pp¢(CODD) = p,® (6.12)

No caso da etapa incremental n + 1 ser a primeira etapa ndo linear, a solugéo
acumulada da etapa anterior ndo apresenta nenhuma abertura ou deslizamento nos nés de

interface. Dessa maneira, na primeira iteracdo (Previsdo inicial) da primeira etapa néo linear,
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temos que as resisténcias coesivas de toda a interface ainda s@o iguais a resisténcia a tracdo do
material intacto, ou seja, p,“(COD = 0) = f;. A Figura 6.4 ilustra como a configuracéo

equilibrada da etapa incremental n + 1 é alcancada acumulando-se as corregdes iterativas.

resposta acumulada

p,(cop"=0) = f,

u =1+ o —Ap, =P )
Oy,
A, Ht%\-\l
/ \ / = /) +
/ . /
£ E)
Equilibrio etapa n +1 Previsdo eléstica (Iteragdo 1)

F esposm acmmsfada
. resposta. acremufada

; \\’/k p, (cop™))

cop !

A . p,f(cop'™)~ pf
ne(T-1) 7S, N
Ap, %/ /
+ ! pn N %f\ .r
|' I\ Equilibrio
//
Iteragao 2 Iteragao I,

ne(i)

Figura 6.4 CorrecGes iterativas via reaplicacdo dos vetores de tensdes néo equilibradas Ap;,
Conforme ilustrado, em uma iteracdo i + 1, a reaplicacdo do vetor de tensdes normais
néo equilibradas da iteragdo anterior, Apn"e(i), faz com que as aberturas normais acumuladas
aumentem de COD® para CODU*Y, e as tensGes normais acumuladas diminuam de p,®
para pn(i“). Com as novas aberturas, € possivel determinar os novos valores de resisténcia

coesiva p,°(CODU+Y) através de alguma lei coesiva. O novo vetor de tensdes nao

equilibradas pode ser entéo calculado como a diferenga entre a nova resisténcia coesiva e as
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tensdes acumuladas na interface: Ap,"*“*V = p,¢(CODWD) — p, +D_ A partir desse vetor

parte-se para uma nova iteragdo i + 2. O procedimento continua até a itera¢do /; para a qual

ne(n;)

tem-se Ap, ~ 0 e portanto, as tensdes normais acumuladas se encontram em um ponto

de equilibrio na curva coesiva, ou seja, p,*V ~ p,°(CODWD). A resisténcia coesiva
pnC(COD(iH)) foi calculada nos exemplos considerando a expressao analitica de uma das

trés leis coesivas apresentadas para o concreto, no item 5.4, ou ainda através de uma lei

bilinear qualquer que represente a curva coesiva de alguma espéecie de madeira.

Para reaplicar os vetores de tensdes ndo equilibradas nas regides que violaram o
critério de resisténcia coesiva, ndo sdao mais impostas condi¢des de compatibilidade de

deslocamento, mas sim condic¢des de forcas prescritas. Em uma iteracdo i, o vetor de tensoes
excedentes ndo equilibradas Ap,,”e(i) é reaplicado na interface da estrutura como forcas

prescritas cujas contribuicdes sdo arranjadas no vetor AF(® do sistema. Caso a iteracio i n&o
seja a previsdo inicial, as condi¢Bes de deslocamentos prescritos no contorno sédo assumidas
todas iguais a zero, u = 0, pois o incremento de deslocamento dessas regides do contorno ja
foi considerado na previsdo inicial. As incognitas determinadas na iteracdo com a resolucédo
do sistema sdo as variacdes de aberturas ACOD D as quais devem ser acumuladas em COD

para serem utilizadas no calculo do vetor de tensbes ndo equilibradas da iteracdo seguinte,

ne(i+1)

Apy

Como o algoritmo OC néo altera a rigidez da estrutura no sistema de equagOes
algébricas, a reaplicacdo do vetor ndo equilibrado resulta em aberturas COD™*D constantes
em relacdo a curva coesiva. A Figura 6.5 apresenta uma interpretacdo geométrica do OC

ilustrando como as correcdes iterativas determinam a posicéo de equilibrio na curva coesiva.
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-
COD Equilibrio CODC}‘ COD

Figura 6.5 Interpretacdo geométrica das correcdes iterativas via OC
De acordo com a Figura 6.5, quando a tensdo normal p,, supera a resisténcia coesiva
inicial p,°(COD™ =0) = f, (Ponto A), o primeiro vetor ndo equilibrado Ap,™*™ ¢
calculado e reaplicado na estrutura no sentido de provocar uma variacdo de abertura normal
na interface (Linha BC). Assim, essa variagdo ACOD®, com inclinagdo constante em relacio
a curva coesiva, pode ser obtida e acumulada na solucdo COD®. O novo valor da resisténcia

coesiva p,¢(COD@) ¢ entdo calculado (Linha CD). Ap0s essa primeira iteragdo, é calculado
0 novo vetor de tensdes desequilibradas Apn”e(z) 0 qual deve ser também reaplicado na

estrutura (Linha DE). Como resultado, uma nova variacdo de abertura ACOD®) com
inclinacdo constante ¢ obtida e acumulada em COD® para calcular a nova resisténcia coesiva
pnC(COD(3)) (Linha EF). Esse procedimento iterativo continua até que o vetor de tensdes ndo

ne(l

equilibradas A ) na iteracdo I; seja suficientemente pequeno para que possa ser
q Py

considerado desprezivel de acordo com o critério de convergéncia adotado.

6.3 ALGORITMO NAO-LINEAR COM OPERADOR TANGENTE

Assim como no caso do OC, a solucdo ndo linear Au™ e Ap™ de uma etapa
incremental é determinada iterativamente através de uma previsdo inicial somada a corre¢des

iterativas. Porém, essas etapas sdo procedidas considerando uma rigidez tangente da estrutura.
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Para isso, aproveita-se o fato da expressdo analitica da curva coesiva ser conhecida (linear,
bilinear ou exponencial) e, por meio da diferenciacdo do Sistema 6.10, a resposta ndo linear
de 6.11 pode ser obtida levando em conta informacg6es provenientes da primeira derivada da
curva coesiva. Assim, em uma iteracdo i, ao reaplicar o vetor de tensdes ndo equilibradas

Ap,,"e(i) na estrutura, as aberturas CODU*D sfo determinadas considerando a inclinago

tangente da curva coesiva no ponto de equilibrio anterior p,,° = p,¢(CODW). A interpretacéo
geométrica de como as correcdes iterativas via OT determinam a posicdo de equilibrio na

curva coesiva é ilustrada a seguir na Figura 6.6.

A
P
pqequif:’brio
cop™ -0 >
COD Equilibrio CODC}‘ COD

Eguilibrio

cob = cop™'+ Acop™

Figura 6.6 Interpretacdo geométrica das corregdes iterativas via OT

Como o sistema de equacgdes via OT incorpora as informacgdes tangentes da curva
coesiva, ao reaplicar o vetor de tensdes ndo equilibradas a solucdo é determinada na direcéo
K, tangente a curva coesiva e, portanto o ponto de equilibrio é determinado com menos
iteracdes. No caso de lei coesiva linear, como K; é constante, a reaplicacdo apenas do

ne(1)

primeiro vetor de tensdes nao equilibradas Ap, ja é o suficiente para determinar a

abertura de equilibrio, COD¢a%ibTio ' conforme apresentado na Figura 6.6.
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Para determinar as aberturas tangentes, considere novamente o Sistema nao linear
6.10. Como a solugdo néo linear a principio ndo é conhecida, esse sistema pode ser reescrito

em forma de um funcional Y do erro:

Y(X,u,® COD,u.®, CSD,F)

NN, NI NNJ/2
— Z AiXi + Z z (ane —_ and)unke
i=1 j=1 k=1
NI NNJ/2 NI NNJ/2
=D HyCoD+ Y Y (Hu — Hu e
=1 k=1 =1 k=1 (6.13)
NI NNj//2
+2 2 H,.2 CSD,
j=1 k=1
NI NN{J/2
e d I ne
—Z Z (G + G ){pnC(CODY) + Ap, "¢} — F
j=1 k=1

Em 6.13, as tensGes normais p,,(COD,) do Sistema 6.10 sdo consideradas como a
soma das tensdes coesivas p,,“ (COD,) mais o vetor de tensbes ndo equilibradas Ap, ™, o qual
pode ser prescrito na interface coesiva na forma de forcas de interface. A contribuicdo do

NN /2

vetor de forcas prescritas, YN, 3 =1/ (G, ® + Gpi®)Ap,™, pode ser contabilizada no vetor

F de condigdes prescritas e assim 6.13 é reescrito como:

Y(X,u,® COD,u.®, CSD,F)

NN, NI NN /2

_ e d e

= Z AiXi + Z Z (an - an )unk
i=1 j=1 k=1
NI NNp//2 NI NNp//2

- Z Z H, 2 COD, + Z z (Hoe® — Hou®uen® (6.14)
j=1 k=1 j=1 k=1
NI NNpJ/2 NI NNJ/2

+ Z H,,d CSDy, — z Z (Gyi® + G )paC(CODY) — F
j=1 k=1 j=1 k=1

=0

Considerando hipoteses de continuidade sobre o funcional de erro, o sistema algébrico
do OT pode ser obtido por uma expansdo em série de taylor considerando apenas o termo

linear.



oY (X,u,®, COD,u®, CSD,F)

Y(var + Avar) = Y(var) + Toar
v (X, ...) oY (., uy, .0)
=Y+ ——AX Au,®
T Tox T g
aY(...,COD,...) Y (oo, us®, .0.)
ACOD
t—%cop APt
Y (...,CSD) oY (..., F)
—_— —AF =0
* dCSD oF
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Avar

(6.15)

e

Na expansao 6.15, o erro Y é diferenciado em relacdo as suas variaveis. Visto que 0s
termos H e G s@o constantes e as variaveis, com excec¢édo de pnC(COD), sdo independentes, 0

sistema algébrico pode entdo ser apresentado como.

NN, NI NN /2 NI NN[/2
Z AAX; + z z (Hp® — Hy®) Ay ® — Z Z H, *ACODy,
i=1 j=1 k=1 j=1 k=1
NI NNJ/2 NI NN{//2
+ Z Z (Hoe® — Hue) D + Z Z Hy,d ACSD, (6.16)
j=1 k=1 j=1 k=1
NI NN{/2
d
- Z (Gyi® + Gy )<6COD )ACODk = AF
j=1 k=1
O Sistema 6.16 pode entdo ser resolvido como:
NN, -1
>
NN,J/z
Z Z (Hop® = Hyp)
AX
(Au e\ NI /NN1’/2 \
n d
QACOD ¥ = Hyie" + (Gpie” + G )<aCOD ) {AF} (6.17)
LAuteJ j=1\ k=1 k
ACSD NN /2
Z Z (He® = Hee" )
NI NN{/2
> Hy
j=1 k=1

Para uma etapa incremental n, a solugdo nao linear de 6.11 é obtida via OT resolvendo

iterativamente o Sistema 6.17. Para isso, a cada iteracdo i, a contribuicdo do vetor de tensdes
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ndo equilibradas Apn"e(i) dos nos coesivos deve ser considerada no vetor AF. Além disso, a

rigidez da estrutura deve ser atualizada na dire¢do tangente da curva coesiva pelos termos

op,¢/acop®.

Antes de iniciar o processo iterativo de um novo passo de carga, € necessario estimar
quais o0s nos de interface que entraram no regime coesivo. Para isso, foi proposto que em cada
novo passo de carga, o sistema 6.8 fosse resolvido antes do processo iterativo do OT e sua
solucdo fosse acumulada na resposta da estrutura para determinar em quais nés de interface
Pn = f:- Assim, € possivel obter uma estimativa inicial para 0 comprimento da regido coesiva.
Determinada a estimativa, a solucdo de 6.8 € subtraida da resposta acumulada do problema e

inicia-se entdo o processo iterativo via OT do respectivo passo de carga.

No caso de leis coesivas lineares, a tangente dp,,/dCOD é constante e, portanto o
Sistema 6.17 se torna linear. Nessa situacdo, a solucao incremental que satisfaz o sistema 6.11

é obtida com apenas uma iteracdo do sistema do OT.

Caso a lei coesiva ndo possua inclinacdo constante, podem ser necessarias mais

iteracdes para que a resposta convirja para a solugéo do problema. Dentro de cada interacéo i

€ necessario computar a contribuigdo do vetor de tensbes ndo equilibradas Apn”e(i) no vetor

{AF®} e considerar as tangentes dp,,© /3coD™ para aberturas COD® dos nés coesivos de
interface na referida iteracdo i. Com isso, a solugdo de 6.17 resulta entdo nos valores

incognitos de contorno AX®+D e nos deslocamentos e aberturas incrementais da interface

Au,,‘f(i“),Aute(”l), ACODU*D para a iteragdo seguinte i+ 1. Tais valores devem ser

acumulados na resposta da estrutura antes de continuar com a proxima iteracao.

Entretanto, as tensfes incrementais na interface ndo sdo obtidas diretamente de 6.17.
Para isso, € necessario novamente recorrer ao sistema classico do MEC HAu = GAp, escrito
agora para valores incrementais de deslocamentos e tensdes de superficie apenas de pontos
localizados na interface. Entrando no sistema com todos os deslocamentos de interface

Au@*D previamente determinados, é possivel obter as tensdes de interface Ap,*Y.

Acumulando na resposta da estrutura também as tensdes Ap,, (i+Dg possivel obter os valores

de pn(i“). Com todas as grandezas acumuladas na iteracdo (i + 1), 0 novo vetor de tensdes

ne(i+1)

ndo equilibradas Ap, pode ser calculado usando 6.12 e assim dar continuidade ao

procedimento iterativo. As iteragcdes terminam quando o vetor ndo equilibrado Apn"e(’i), em
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uma dada iteracdo I;, for pequeno o suficiente para ser considerado desprezivel de acordo com

um critério de convergéncia.

Em se tratando de leis coesivas descontinuas, como é o caso da lei bilinear, nos pontos
de inflexdo deve-se tomar o cuidado de atualizar o termo tangente dp,,¢/0COD do Sistema
6.17 considerando a nova inclinagdo da curva coesiva. Para isso, as aberturas COD s&o
monitoradas a cada iteragdo de um passo de carga. Caso a abertura supere o valor do ponto de
inflexdo da curva, a resposta que foi acumulada na iteracdo € subtraida, retrocedendo assim a
solucdo. O Sistema 6.17 é entdo resolvido novamente, porém agora considerando a nova
tangente nos nos cuja abertura superou o ponto de inflexdo. A Figura 6.7 apresenta o esquema
adotado para lidar com os pontos de inflexao.

pﬁequi(:’brio ————————— —t — / kS

cop COD,, cop

Figura 6.7 Detecgdo de pontos de inflex&o e atualizagéo do OT

Conforme o esquema, apos o limite elastico ser superado, o excedente é reaplicado na
direcdo tangente e 0 passo converge no ponto C. Apds mais um passo incremental o algoritmo
OT segue novamente a inclinagdo tangente dp,€/dCOD = k,* chegando ao ponto D. No
entanto, como as aberturas sdo monitoradas, verifica-se que em D o valor de COD ja superou
a abertura da inflexdo. Nesse caso, essa iteracdo € subtraida da resposta acumulada da
estrutura, retornando-se ao ponto C. Para determinar o novo incremento, o Sistema 6.17 €
solucionado novamente considerando agora, para 0 ponto em questdo, a nova tangente
dp,£/0COD = k,* e também o excedente de tensdo CE relativo & projecdo da nova tangente
no ponto de equilibrio anterior. Dessa maneira, ao acumular a nova solucéo de 6.17, chega-se

ao novo ponto de equilibrio F.
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6.4 CRITERIO DE CONVERGENCIA DOS ALGORITIMOS

Em ambos os algoritmos apresentados anteriormente, a resposta do sistema néo linear
da estrutura é obtida através da resolucdo iterativa de caracteristicos sistemas lineares. O
critério que define em qual iteragdo a solugdo acumulada convergiu para a solu¢do néo linear
do problema se baseia na norma do vetor de tensdes ndo equilibradas Apn“e(i). Quando em
uma iteracdo i = I; a norma do vetor for menor do que uma tolerancia estipulada, as tensdes
ndo equilibradas ndo precisam mais ser reaplicadas na estrutura uma vez que as mesmas Sao

suficientemente pequenas.

Para calcular o escalar de norma do vetor {Apn”e(i)} € necessario somar o quadrado de
cada uma de suas componentes, ou seja, somar o quadrado das tensdes normais ndo
equilibradas em todos os nés em regime coesivo. O escalar de norma em uma dada iterag&o i

¢ calculado como:

NI NNZC]

en O = 3 (4, ) 617
j=1 k=1

Sendo NI o nimero total de interface, NN,. 0 nimero de nds pertencentes & zona

coesiva da interface j e Apnk”e(i) 0 termo k do vetor de tensGes normais ndo equilibradas
{Apnne(i)}.

Por fim, é importante ainda mencionar que apds as iteragdes necessarias para a
convergéncia das tensfes na zona coesiva, ainda € necessario monitorar os valores de tensdes
normais nos nos de interface que supostamente estdo em regime elastico. Nesses ultimos, é
possivel que ao final das correcdes iterativas, algum deles apresente uma tensdo superior a
resisténcia f;. Quando isso ocorre, 0 passo de carga ainda ndo convergiu, pois o tamanho da
zona coesiva deve ser maior do que o estimado inicialmente incluindo também os novos nés
que violaram o critério elastico. O excedente de tensdo nesses nds é reaplicado na estrutura

dando continuidade ao processo iterativo de busca da solugéo equilibrada.
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7 APLICACOES EM REGIME ELASTICO

Nesse capitulo sdo apresentas 5 aplicacGes de estruturas compostas e/ou anisotrépicas
em regime elastico linear, analisadas via as formulagdes singular (MEC S) e hiper singular
(MEC HP) dos elementos de contorno. Em todas as aplicagfes foram considerados elementos
de contorno descontinuos, garantindo assim as hipdteses de continuidade da formulagcdo MEC
HP. Nas quatro primeiras aplicacdes foram considerados os dois estados planos, EPT e EPD,
sendo as respostas obtidas com o MEC comparadas com respostas de elementos finitos via o
software Ansys. Ja na Ultima aplicacdo, o problema foi tratado em EPT e as respostas foram
comparadas com referéncia da literatura. Todas as estruturas planas foram consideradas com
espessuras unitarias. A primeira aplicacdo € referente a uma chapa fletida composta por
regides isotropicas. A segunda aplicacdo traz um anel anisotropico sob flexdo, discretizado
com elementos de contorno curvos. O terceiro exemplo se refere a uma viga composta
constituida de uma regido isotropica e outra anisotropica. Ja o quarto exemplo traz uma chapa
anisotrépica com inclusdes isotropicas rigidas. Nos exemplos 3 e 4 avaliam-se estruturas
cujos sistemas algébricos foram obtidos via MEC com distintas solu¢des fundamentais. Por
fim, o quinto exemplo elastico se refere a determinagdo do fator de intensidade de tensdo em
uma chapa ortotropica com trinca central solicitada a modo | de fratura. Os resultados dessa
ultima aplicacdo foram comparados com respostas numéricas obtidas em outros trabalhos da
literatura. Antes de analisar os exemplos do presente capitulo, trés problemas homogéneos
anisotropicos foram avaliados no intuito de validar as formulagbes do MEC baseadas na
solucdo fundamental de Cruse & Swedlow. Para tais exemplos, a solucdo analitica é
conhecida e, portanto, foi possivel confrontar os resultados numéricos com os analiticos para
a validacdo do codigo. Esses trés exemplos encontram-se no Anexo do presente trabalho apos

as referéncias bibliogréficas.

7.1 CHAPA NAO HOMOGENA

No primeiro exemplo, considere uma chapa retangular cujo dominio é composto por

trés diferentes materiais isotropicos. Considere ainda que na chapa sdo impostas condi¢des de
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contorno de deslocamento nulo em uma de suas faces, e condi¢cdes de contorno de forgas
prescritas em outras duas faces. A Figura 7.1 ilustra o problema apresentando sua geometria,

as propriedades elasticas dos trés materiais e também as condic¢des de contorno.

Ay
-  P=50MPa -
1 AN SN Y S S A S SN N N N NN N N |
- |
— E=30GPa E=10GPa [ 1
— v=02 e ocp v=02 —J|
= - “ | P=500MPa
~ = v=02 |
— _
- | X
,i | >
15m 1.5m
3m

Figura 7.1 Chapa ndo homogénea engastada
Para solucionar o problema com a técnica multi-regides, o contorno e as interfaces

materiais do chapa foram discretizados com uma malha de 40 n6s e 10 elementos de contorno

de aproximacdo cubica conforme apresentado na Figura 7.2.

o =750cm o =450cm
° °
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2
* 3 7 *
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5
A
[} [}
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v - - - - - - - -
@ =900 cme >
®»=0 @ =300cm

® Ponto fonte Ponto interno

Figura 7.2 Malha com elementos de contorno cibicos

O exemplo foi processado tanto com a formulacdo MEC S quanto com a MEC HP
para posterior comparacdo dos resultados com a anélise em elementos finitos. A estrutura foi
avaliada em Estado Plano de Tensdo (EPT) e em Estado Plano de Deformacdo (EPD). Ja a

discretizacdo em elementos finitos adotada no Ansys € composta por 1001 nos e 464
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elementos do tipo “PLANE 183” triangulares de aproximacdo quadratica. Além disso, a
discretizacdo foi planejada de tal forma que alguns dos nos pertencentes ao contorno
coincidam em coordenadas com os pontos fontes da malha do MEC facilitando assim a

comparacgéo de resultado. A Figura 7.3 abaixo ilustra a discretizagcdo adotada no Ansys.

k& LN NN A

Figura 7.3 Discretiza¢do em elementos finitos triangulares de aproximagao quadratica
Para comparar os resultados do MEF, MEC S e MEC HP foram primeiramente
analisados os valores de deslocamentos nos 24 pontos fonte da malha de contorno. Para a
comparacdo foi adotada uma coordenada w a qual contorna a chapa com origem no canto
inferior esquerdo, w = 0, e fim no mesmo ponto, w = 900cm. A Figura 7.2 esquematiza essa

coordenada. Com os resultados foram apresentados nos graficos da Figura 7.4 para comparar
0s campos de deslocamento no contorno.

Deslocamento x Deslocamento y
14 ~

Ux (cm)
Uy (cm)

_12 T T 1
0 300 600 900
o (cm)
ANSYS EPT O MECSEPT B MECHS EPT ANSYS EPT O MECSEPT B MECHSEPT
______ ANSYS EPD A MECSEPD MEC Hs Epp| === == ANSYS EPD A MECSEPD MEC HS EPD

Figura 7.4 Resposta de deslocamento no contorno: MEC versus Ansys
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E possivel verificar as semelhancas do campo de deslocamentos obtido com ambas as
técnicas numéricas. Porém, para melhor assegurar a validade dos resultados, foram também
avaliadas as tensoes oy, gy, g, € T,, em 9 pontos internos da estrutura. Os pontos internos
foram numerados conforme ilustrado na Figura 7.2 sendo que cada sub-regido contém 3

desses pontos. A resposta em tensdes é ilustrada nas Figuras 7.5 e 7.6.

_ Tensdo sigmay
Tensao sigma X 150 -
750 -
< 650
S _
=
= _
P
© 550 - i
450 T T T T T T = T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ponto Interno Ponto Interno
ANSYSEPT O  MECSEPT B MECHSEPT ANSYSEPT O MECSEPT B MECHSEPT
------ ANSYS EPD A MEC S EPD MECHSEPD| _____. ANSYS EPD A MEC S EPD MEC HS EPD.
Figura 7.5 Resposta de tensdes normais independentes: MEC versus Ansys
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______ ANSYS EPD A MEC S EPD MEC HS EPD| =====*ANSYS EPD A MEC S EPD MEC HS EPD,

Figura 7.6 Resposta de tenséo cisalhante e tenséo cz: MEC versus Ansys

Assim como para o campo de deslocamentos, um comportamento semelhante entre os

campos de tensdes encontrados via Ansys e via MEC é também verificado. Portanto, é
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possivel concluir que as formulagcbes MEC S e MEC HP resultaram solucdes satisfatdrias

para o respectivo problema mecanico.
7.2 ANEL ANISOTROPICO

Para o segundo exemplo considere um anel com comprimento de arco de 90 graus,
onde uma de suas extremidades encontra-se engastada e a outra tracionada. O dominio do
problema é composto por um material anisotropico cujas constantes elésticas foram
apresentadas por FERNANDEZ (2012) como sendo: E, = 124,04GPa, E, =10,09GPaq,
Gyxy = 6,03GPa, vy, = 0,344, 1yy, = 1,255 € 71y, = —0,031. A analise foi procedida
considerando os dois estados planos, EPT e EPD. No caso de EPD, foram ainda consideradas
as constantes elasticas na direcdo z: v, = 0,25, v, = 0,40 e n,,, = 0,50. A figura 7.7

ilustra a geometria do problema apresentando também as condic¢des de contorno impostas.

0.6m

p
thevebep_16Pg

0.6m 0.3m

Figura 7.7 Anel anisotropico submetido a flexao.

O exemplo foi discretizado com uma malha de contorno composta por 24 elementos
curvos de aproximacdo quadratica, totalizando 72 nds. Na analise dos resultados, novamente
foi adotada a coordenada de contorno aberto w conforme o esquema da Figura 7.8 o qual

também traz a malha de contorno da estrutura.
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Figura 7.8 Malha de elementos de contorno e coordenadas de contorno aberto

O problema foi entdo processado considerando as formulagdes MEC S e MEC HP. A
discretizacdo adotada para andlise via Ansys é composta por 1357 nds e 630 elementos do
tipo “PLANE 183” triangulares de aproximacdo quadratica. Além disso, assim como no
primeiro exemplo, a discretizacdo foi planejada de tal forma que as coordenadas de alguns dos
nés do contorno coincidam com os pontos fontes da malha do MEC. A Figura 7.9 abaixo

apresenta a discretizagdo adotada no Ansys.

Figura 7.9 Discretizagdo em elementos finitos triangulares de aproximagao quadratica
Com as analises foi entdo possivel comparar as solugbes do MEF com as do MEC.
Primeiramente foram comparados os resultados de deslocamentos nos 72 pontos fonte

pertencentes ao contorno do problema através dos graficos ilustrados na Figura 7.10.
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Figura 7.10 Resposta de deslocamentos no contorno: MEC versus Ansys

Observando os resultados € possivel perceber que ambas as formulacdes do MEC,

para ambos os estados planos, foram capazes de reproduzir com boa preciséo 0 mesmo campo

de deslocamentos encontrado via Ansys. Para melhor assegurar a validade dos resultados

foram ainda avaliadas as tensoes oy, gy, g, € T4, em 7 pontos internos da estrutura. Os pontos

internos foram numerados de 1 a 7 conforme ilustrado na Figura 7.8. Os graficos com as

respostas em tensdes séo apresentados a seguir nas Figuras 7.11 e 7.12.
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-200 -
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ANSYS EPT a MEC S EPT ] MEC HS EPT
------ ANSYS EPD A MEC S EPD MEC HS EPD

Tensao sigma 'Y

ANSYS EPT

ANSYS EPD

2 3 4 5
Ponto Interno
m] MEC S EPT [ |
A MEC S EPD

MEC HS EPT

MEC HS EPD

Figura 7.11 Resposta de tensGes normais independentes: MEC versus Ansys
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Figura 7.12 Resposta de tensédo cisalhante e tensdo cz: MEC versus Ansys

Novamente verificam-se bons resultados demostrando a acurdcia de ambas as
formulacdes do MEC para a anélise de problemas anisotropicos em regime eléstico. A malha
de contorno deformada obtida para os dois estados planos é apresentada na Figura 7.13 com

deslocamentos em escala um para um.

V4

y —e— Indeformada
v —e— Deformada EPT
Deformada EPD

Figura 7.13 Configuracdo indeformada e malha deformada: EPT e EPD
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7.3  VIGA NAO HOMOGENEA ANISOTROPICA

No terceiro, 0 comportamento elastico linear de uma viga composta por sub-regides
isotropica e anisotropica é simulado através das formulacbes MEC S e MEC HP. Para isso, 0
contorno da regido superior foi avaliado a partir da solucdo fundamental de Kelvin, e o
contorno da regido inferior a partir da solucdo fundamental de Cruse & Swedlow. A
compatibilidade de deslocamentos imposta pela técnica de multi-regibes garante a
continuidade dos deslocamentos na interface dos materiais. O problema foi avaliado
considerando os estados planos EPT e EPD. A Figura 7.14 apresenta a geometria e a
solicitacdo da viga composta bem como as propriedades elasticas da regido superior
isotropica. A regido inferior foi considerada constituida por um material laminado
apresentado por VANALLI (2004) cujas laminas sdo assumidas homogéneas ortotropicas e
estdo dispostas inclinadas de 30 graus no sentido anti-horario em relacdo ao eixo x. Nessas
condicbes, a regido inferior da viga apresenta uma anisotropia geral com as seguintes
constantes elasticas:  E, = 19,681GPa, E, = E, = 11,248GPa, Gy, = Gy, = Gy, =
7,933GPa, vy, = 0,529, Nyy, = —1,224 € 1,,,,, = —0,042. No caso de EPD, foram ainda

consideradas as constantes elasticas na dire¢éo z: v,, = 0,30, v,, = 0,15 e n,,,, = 0,75.

Ay
L B P = IE]M'PG o o
e el
-
i E =25GPa HI
= v =025 =
o
IP =10 MPa
_.I
E Laminado = “I
orientagdo _'|
das laminas _'| x
' >

3m

Figura 7.14 Viga composta submetida a flexao.
Cada uma das duas sub-regides foi discretizada com uma malha de contorno composta

por 12 elementos de aproximacao quadratica. Portanto, a discretizagdo de todo o contorno e
também da interface do problema totalizou 72 nds. A Figura 7.15 traz a malha adotada
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apresentando o esquema de coordenada de contorno aberto e também 10 pontos internos ao

longo da altura da secéo onde serdo avaliados os campos de tensoes.

@ =800cm @ =500cm

\ 4
@ =1000cm o >

0=0 @ =300cm
¢ Ponto fonte  # Ponto interno

Figura 7.15 Malha de elementos de contorno e coordenadas de contorno aberto

O problema foi modelado em elementos finitos utilizando o Ansys para ser possivel
uma comparacdo de resultados. A discretizacdo do Ansys, apresentada na Figura 7.16, adota
19521 noés e 6400 elementos do tipo “PLANE 183” triangulares de aproximacao quadratica.
Mais uma vez a discretizacdo foi planejada de tal forma que as coordenadas de alguns dos nés

do contorno coincidissem com os pontos fontes da malha do MEC.
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Figura 7.16 Discretizacdo em elementos finitos triangulares de aproximag&o quadrética
As solugdes de deslocamento no contorno e tensdes ao longo da altura y nos pontos

internos séo apresentadas nas Figuras 7.17, 7.18 e 7.19. As respostas obtidas com o Ansys e

com as formulacdes do MEC foram entdo comparadas para a validacao dos resultados.

4 Deslocamento X Deslocamento Y

0 200 400 600 800 1.000 -8
® (cm) 0 200 400 600 800 1.000
o (cm)
ANSYS EPT [m] MEC S EPT ] MEC HS EPT ANSYS EPT a MEC S EPT ] MEC HS EPT
------ ANSYS EPD A  MECSEPD MEC HSEPD| =====- ANSYS EPD A MECSEPD MEC HS EPD

Figura 7.17 Resposta de deslocamentos no contorno: MEC versus Ansys
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Figura 7.18 Resposta de tensdes normais independentes: MEC versus Ansys
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Figura 7.19 Resposta de tensédo cisalhante e tensdo cz: MEC versus Ansys

Com os graficos, percebe-se a precisdo do MEC e da técnica de multi-regibes para
tratar problemas elasticos compostos. Mesmo com uma malha de contorno pouco refinada, a
descontinuidade das tensbes ao longo da altura foi precisamente capturada, conforme
apresentado nos resultados acima. Além disso, verifica-se que ambas as formulacdes MEC S
e MEC HP foram capazes de reproduzir os campos obtidos via Ansys para os deslocamentos
do contorno e as tensdes nos pontos internos em ambos os estados planos EPT e EPD. Na
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Figura 7.20 as configuracdes indeformada, deformada em EPT e deformada em EPD da viga

composta sdo apresentadas considerando os deslocamentos 10 vezes ampliados.

—e— Deformada EPT
Deformada EPD

Figura 7.20 Configuracdo indeformada e malha 10 vezes deformada: EPT e EPD

7.4 CHAPA ANISOTROPICA COM INCLUSOES RIGIDAS

Na quarta aplicacdo a precisdo do MEC é avaliada quanto a obtencdo de campos de
tensdo com elevados gradientes oriundos de bruscas mudancas de rigidez material. Para isso,
uma chapa contendo nove inclusdes rigidas isotropicas foi avaliada. A chapa é constituida
pelo mesmo material anisotropico adotado na segunda aplicacdo desse capitulo. As inclusdes
consideradas possuem geometrias circulares de raio igual a 2 cm e estdo localizadas no eixo
da estrutura espagadas de 8 em 8 cm. As constantes materiais adotadas para as inclusdes
foram E = 300GPa e v = 0,2. Portanto, tais inclusdes sdo quase trés vezes mais rigidas do
que a maior rigidez da chapa que se da na direcdo x, E,, = 124,04GPa. A estrutura composta
encontra-se engastada em uma extremidade e tracionada na outra conforme apresenta a Figura

7.21 a qual também traz mais dados geométricos do problema.
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Figura 7.21 Chapa anisotrépica com incluses rigidas.

Na discretizacdo do contorno da chapa adotou-se 28 elementos de aproximacéo
quadrética. Ja no caso das inclusdes, cada uma foi discretizada com 8 elementos de contorno
curvos também de aproximacao quadratica. Para a insercéo das inclusdes foi necessario ainda
discretizar o contorno de furos na chapa. Assim os deslocamentos do contorno desses furos
podem ser compatibilizados com os do contorno das inclusdes por meio da técnica de multi-
regides. Cada furo também foi discretizado com 8 elementos de contorno quadréticos iguais
aos do contorno da inclusdo correspondente, porém com orientacdo contraria, ou seja, no
sentido horario. Com a orienta¢do contraria, o versor normal ao contorno dos furos aponta
para o centro dos mesmos, indicando que naquela regido ndo existiria material caso nao

houvesse a inclusao.

Vale destacar que a formulacdo do MEC capita naturalmente furos ao adotar-se
orientacdo contraria para os elementos uma vez que, com isso, as contribuigdes dos furos sao
de sinais contrarios aos de inclusdes. Portanto, a rigidez dos dominios de furos é subtraida das

matrizes H e G do sistema algébrico.

Considerando os elementos adotados no contorno da chapa, nos nove furos e nas nove
correspondentes inclusdes, a malha totaliza 172 elementos e 516 nos. J& na discretizacdo do
dominio por elementos finitos, via Ansys, foi adotada uma malha com 8673 nos e 4236
elementos do tipo “PLANE 183 triangulares de aproximacdo quadratica. Tal refinamento foi
necessario uma vez que, utilizando uma malha com aproximadamente metade da quantidade
de nos, o resultado das tensdes ndo foi tdo proximo do resultado do MEC quanto o esperado.
Portanto, fica evidente a vantagem em termos de custo computacional do MEC em relagéo ao
MEF para problemas elasticos contendo inclusdes, geometrias complexas ou ainda trincas. A
Figura 7.22 apresenta as malhas de dominio e de contorno e também 19 pontos no eixo do
problema onde os campos de tensdes serdo avaliados.
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Figura 7.22 Comparag&o entre as discretizagdes de contorno e de dominio

As analises foram procedidas considerando novamente os dois estados planos EPT e
EPD e as duas formulacbes MEC S e MEC HP. As solucdes de tensdes, ao longo dos 19
pontos internos do eixo da peca, obtidas com as formulagdes desenvolvidas sdo apresentadas
nas Figuras 7.23 e 7.24 onde as mesmas sdo comparadas com a resposta numérica do Ansys.
Observando os resultados verifica-se que mesmo com as consideraveis oscilacGes de tensao
ao longo do eixo da chapa, novamente a resposta do MEC foi téo precisa quando a do Ansys,
porém com muito menos graus de liberdade a serem analisados. Sendo assim, em problemas
onde a precisdo dos campos de tensdo € necessaria para regides especificas de uma estrutura,

como € o caso das regides proximas de trinca, 0 MEC pode ser uma alternativa muito valiosa.

Apesar da propagacdo de fissura no presente trabalho ser procedida ao longo de
interfaces pré-estabelecidas, vale destacar que a precisdo do MEC para capturar a resposta de
tensbes € de extrema valia em anélises onde o caminho de fissuragdo ndo é conhecido. 1sso
porque, com a precisdo do campo de tensdes é possivel determinar boas aproximacgdes para 0s
Fatores de Intensidade de Tensdo, por meio dos quais muitos critérios de propagacdo sao

formulados.
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Figura 7.23 Resposta de tensdes normais independentes: MEC versus Ansys

s Tensdo tau xy Tensdo sigma Z
30 -
3 .
25 - AN
s R RERhA A,
S F 20 4 orb oy iy b N
S, i ANERERENEREREN AN
= TR AR R AR AR RS
S -1 - N Prrnbaa b Y r v
e © AT TR A A N A
2 R T T T T T
] " (1) \ \ ! " \
3 S_A'AAAAAAA'A'A
'4 T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 O -~ ot} o o e e
0O 10 20 30 40 50 60 70 80
X(cm) X(cm)
ANSYS EPT [m] MEC S EPT ] MEC HS EPT ANSYS EPT [m] MEC S EPT n MEC HS EPT
------ ANSYS EPD A MEC S EPD MEC HS EPD| =====. ANSYS EPD A MEC S EPD MEC HS EPD

Figura 7.24 Resposta de tensdo cisalhante e tenséo oz: MEC versus Ansys

Além dos valores das tensdes no eixo da chapa, os campos dessas grandezas ao longo

de todo o dominio também foram avaliados via MEC. Para isso, determinaram-se as tensoes

em 1804 pontos internos distribuidos na chapa. Visando comparar a resposta dos campos de

tensdo obtidos com MEC e com Ansys, foram montados graficos em escala de cores para a

resposta de tensées do MEC com o auxilio do software AcadView. Para montar a escala de

cores foi necessario conectar os pontos internos formando 1701 elementos de dominio
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quadrilaterais de aproximacdo linear, utilizados pelo AcadView para interpolar os 1804
valores de tensdes oy, gy, 0, € T,,. Vale mencionar que, ao contrario do MEF, com o0 MEC a
precisdo da resposta das grandezas internas depende apenas do refinamento da malha de
contorno ndo importando a quantidade de pontos internos da analise. A comparagéo entre 0s
campos das tensdes obtidos com ambos os métodos numéricos € apresentada a seguir nas
Figuras 7.25, 7.26 e 7.27.

9. MEC

134 83200

125 36256
11578311
106 22367
A6 B5422
a7 05473
751533
67 84559
58 37644

45 80700

48.807 67.946 B7.085 106.223
58.377 TT.515 96.654 134.932

Figura 7.25 Campo de tensdo ox: MEC versus Ansys
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6, MEC
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Figura 7.26 Campo de tenséo cy: MEC versus Ansys
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-6.748 -2.361 2.023 6.408 10.733

Figura 7.27 Campo de tensdo txy: MEC versus Ansys
A semelhanca dos campos de tensdo do MEC e do Ansys é mostrada pela comparacao

das figuras 5.25, 5.26 e 5.27. As pequenas diferencas provavelmente se devem ao fato da
resposta do Ansys ter sido interpolada em 8673 nos enquanto que a do MEC foi interpolada
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em apenas 1804 pontos internos. Por fim, as configuracdes indeformada, deformada em EPT
e deformada em EPD do contorno da chapa s@o apresentadas na Figura 7.29 considerando os

deslocamentos ampliados em escala 10 vezes maior.
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Figura 7.25 Configuracdo indeformada e malha 10 vezes deformada: EPT e EPD

7.5 OBTENCAO DO FATOR DE INTENSIDADE DE TENSAO EM MODO |

No dltimo exemplo desse capitulo, a resposta do MEC para problemas com elevado
gradiente de tensdo € avaliada pela determinacdo do fator de intensidade de tensdo em uma
chapa ortotropica tracionada com uma trinca interna central. Para dominios anisotrdpicos,
SNYDER & CRUSE (1975) foram os primeiros a abordarem a determinagdo de fatores de
intensidade de tensdo. Os autores utilizaram uma solucdo fundamental também baseada na
solucdo de Cruse & Swedlow, porém ja considerando a influéncia de uma fissura com faces
livres de tensdes em um dominio infinito anisotropico. VANALLI (2004) por sua vez também
analisou uma das chapas estudadas por SNYDER & CRUSE (1975) atraveés da mesma
solugdo fundamental anisotropica implementada no presente trabalho. Nessa aplicacdo, a
chapa foi analisada em EPT visando a determinacgéo do fator de intensidade de tensdo K; para
modo | de fratura. A chapa € constituida por um material laminado, reforcado com fibras de
grafite epoxi distribuidas em uma orientacdo de 90 graus. Para essa distribui¢do, as constantes
elasticas sdo apresentadas por SNYDER & CRUSE (1975) como sendo E, = 11,95GPa,
E, = 147,57GPa, Gy, = 9,84GPa, vy, = 0,21. AFigura 7.29 ilustra o problema.
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Figura 7.29 Chapa ortotropica com trinca central

Devido a simetria geométrica, apenas 1/4 da chapa foi discretizado. Para isso, as
condicdes de contorno foram impostas conforme apresentado em 7.29. A estratégia
empregada nesse exemplo para a extragdo de K; é simples e foi a mesma adotada por
VANALLI (2004), o qual se baseou nos trabalhos de MACIEL (2003) e PARIS & CANAS
(1997). O esquema consiste em obter as tensfes em trés pontos afastados a certas distancias
da ponta da trinca. Para 0 caso anisotrépico, os pontos adotados foram r =
a/30,a/40 e a/50 conforme ilustrado na Figura 7.30.
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___________ | L | . . .
] | . . . >
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= ] [ d
a'40 N
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Figura 7.30 Pontos de extracdo para a analise anisotropica (VANALLI, 2004)
Com a tensdo o, nesses pontos, extrai-se um valor de K; em cada ponto através da

Equacgdo 5.14 para o caso 6 = 0, ou seja, K; = a,,v2mr. O valor final do fator de intensidade
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de tensdo modo | é calculado como a média aritmética dos valores obtidos nos pontos de
extracdo. Como a discretizagdo do problema foi procedida considerando apenas 1/4 da chapa,
esses pontos acabaram caindo no contorno do problema. No caso especifico desse exemplo,
para os pontos de contorno a frente da fissura, tem-se que o, = —p,. Porém, vale mencionar
que o estado de tensdo completo nos pontos do contorno pode ser obtido a partir das forgas e
deslocamentos dos elementos de contorno. Para isso, deve-se ainda recorrer a derivada do
campo de deslocamento ao longo dos elementos, a relacdo deslocamento deformacéo e a lei
constitutiva (MESQUITA, 2002). Assim como nos trabalhos dos outros autores, trés
comprimentos de fissura foram avaliados, a = 4mm, 6mm e 8mm. As malhas adotadas para
cada um dos casos foram compostas de 54, 59 e 63 elementos de aproximacdo quadratica. Na
face da fissura foram empregados elementos de 0,5mm. Ja nas proximidades da ponta,
tomou-se o cuidado de fazer coincidir os pontos de extracdo de K, com 0s pontos
intermediérios dos elementos quadraticos descontinuos. Na Figura 7.31 sdo apresentadas as

configuracoes deformada e indeformada das malhas com deslocamentos ampliados em 10%.
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Figura 7.31 Configuracdes indeformada e deformada das malhas

Em Mecanica da Fratura Elastica Linear, o Fator de Intensidade K; para uma fissura

solicitada em modo | pode ser obtido como:

K; =Yoa (7.1)

Sendo Y um fator de corre¢do o qual, segundo SNYDER & CRUSE (1975), para o
caso de chapas isotrdpicas pode ser calculado com como:
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Y =+r +0,227(a/W) —0,51(2a/W)? + 0,27(2a/W)3

E interessante mencionar que para o caso de chapas infinitas, onde 2a/W — 0, o
valor de Y independe da anisotropia do material e tende a ser igual a v/z. Portanto nesse caso,
a partir de 7.1, verifica-se que K; = ay\/ﬁ conforme prevé a teoria classica da MFEL
apresentada no Capitulo 5. Os resultados de K; obtidos com as analises sdo apresentados na
Tabela 7.1 para os casos 2a/W = 0,4, 2a/W = 0,6 e 2a/W = 0,8. Nessa tabela, também &

apresentada uma comparacdo entre os fatores de correcdo, Y = K,/ay\/E, obtidos com a

presente formulacdo e os encontrados nos trabalhos da literatura.

Tabela 7.1 Comparacéo entre resultados de Fator de Intensidade de Tensdo K

(7.2)

KI Y Y Y Erro
22w (MEcs) (MEC S) (Vanalli [2004]) (Snyder & Cruse [1975]) (%)
0,4 3,892 1,946 1,911 1,971 1,83
0,6 5,681 2,319 2,244 2,288 3,34
0,8 9,141 3,232 3,076 3,111 5,07

A Figura 7.32 traz um gréafico para comparar os resultados da tabela 7.1 com a curva

analitica 7.2.

Fator de corregdo Y

O

0,8

3,5
°
3,0 /@
U4
4
4
2,5 - ot
d
A
rd
2,0 - E.f/

1,5 T T T T T T T 1
00 01 02 03 04 05 06 07
2a/lw
[Snyder & Cruse, 1975] A [Vanalli, 2004]

MEC S = === |sotropico

Com os resultados conclui-se que mesmo sem a utilizacdo de elementos de contorno

especiais para a andlise de fissuras, ou procedimentos de integracdo como a integral J, a

técnica adotada produziu

Figura 7.32 Comparac&o do fator de corre¢éo Y

boas aproximac@es para os valores de K;.
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8§ TESTES DE FRATURA COESIVA

Nesse capitulo oito aplicacbes de fratura coesiva sdo apresentadas sendo nas sete
primeiras, os problemas foram tratados como planos de tensdo e na ultima como plano em
deformacbes. Nos dois primeiros exemplos, as leis coesivas aplicaveis ao concreto sdo
adotadas para tratar a fratura de chapas tedricas tracionadas onde a solucdo analitica é
conhecida. No primeiro, a chapa é considerada homogénea, j& no segundo, a chapa é

composta por dois materiais isotropicos com distintas propriedades mecanicas.

A terceira aplicagéo trata de uma viga de concreto com um entalhe inicial sob flex&o
em trés pontos (modo | de fratura) onde resultados experimentais e numéricos séo fornecidos
na literatura. O quarto e quinto exemplo sdo vigas de concreto submetidas a ensaios de
cisalhamento (modo misto de fratura) contendo um e dois entalhes, respectivamente. Para tais

vigas, resultados experimentais e numericos também sdo fornecidos na literatura.

Os dois exemplos seguintes sdo referentes a fratura em modo | de pecas de madeira
cujo comportamento de amolecimento foi representado por leis coesivas bilineares propostas
em trabalhos experimentais da literatura. A ortotropia do material foi abordada considerando
propriedades elasticas para as espécies de madeira em questdo, as quais estdo disponiveis em
trabalhos anteriores. A partir das analises, novamente as solu¢cdes numeéricas puderam ser
confrontadas com as respostas experimentais da literatura no intuito de validar a formulagao
de fratura. Nos ensaios experimentais encontrados na literatura, os deslocamentos prescritos
na estrutura foram controlados em funcéo de aberturas CMOD dos entalhes iniciais das pegas,
por intermédio de clip gages instalados nessas regides. O ultimo exemplo trata se de um
problema tedrico, proposto no presente trabalho para ilustrar a aplicabilidade da formulacéo
para tratar do descolamento de pecas estruturais. No mesmo é apresentado o descolamento de
placas constituidas por distintos materiais unidas por um adesivo coesivo. Por fim, vale
destacar que em todos os exemplos do capitulo foram adotados apenas elementos de contorno
descontinuos. Além disso, efeitos de ndo linearidade geométrica foram desprezados nas

analises.
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8.1 CHAPA HOMOGENEA TRACIONADA

No primeiro exemplo, considere uma chapa isotropica homogénea de espessura
unitaria em EPT dividida em duas regides por uma interface coesiva. Em uma de suas faces a
chapa encontra-se engastada enquanto que na face oposta uma tragdo € aplicada em forma de
deslocamento prescrito na diregdo x. A resisténcia a tracdo da interface f; e a energia
necessaria a fratura G, sdo apresentadas na Figura 8.1 junto com as propriedades elasticas e

dados geométricos da chapa.

Ay

|
|
< E =30GPa E =30GPa | -
£ b0 b0 IH=2aﬂ
|
L
2m 2m

— Interface coesiva f, =3MPa G,=15KN/m

Figura 8.1 Chapa homogénea tracionada
A andlise coesiva foi procedida uma tolerancia de 10™*MPa e um nimero de passos
incrementais igual a 25. O dominio do problema foi composto de duas maneiras: por duas e
por quatro sub-regides sendo cada uma dessas discretizada por quatro elementos de contorno

lineares conforme apresentado na Figura 8.2.

Malha 1 Malha 2

Figura 8.2 Composicéo e discretizacdo do dominio da chapa

As leis coesivas linear, bilinear e exponencial, apresentadas no Capitulo 5 para pecas
de concreto, foram consideradas para representar a degradacdo das interfaces. O sistema néo
linear de equacbes foi resolvido considerando os algoritmos Operador Constante (OC) e
Operador Tangente (OT). O esperado ganho de eficiéncia com a ado¢do do OT foi mensurado

através numero de iteracGes procedidas durante a analise. Tal comparacdo é apresentada na
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Tabela 8.1 a seguir. Além disso, as duas formulacbes MEC S e MEC HP foram testadas sendo
que com ambas o resultado foi praticamente o mesmo. Dada a simetria do problema, a
degradacdo mecanica é homogénea ao longo de toda a interface vertical. Ja4 a interface
horizontal, no caso da composi¢do com quatro sub-regides, ndo é degradada pela solicitacéo
uma vez que essa nao estd sendo tracionada. Assim, o grafico ilustrado na Figura 8.3
apresenta a resposta de tensdes na interface vertical em funcdo da abertura normal relativa de
suas faces (COD) considerando as trés leis coesivas. Além dos resultados numéricos, as

curvas analiticas das leis também foram plotadas.

w
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Tensao coesiva na interface (MPa)

0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
COD (mm)
® Linear Bilinear M Exponencial == Analitico

Figura 8.3 Resposta de tensdes coesivas na interface vertical

A partir dos resultados verifica-se que ambos os algoritmos OC e OT e ambas as
formulagbes do MEC foram capazes de reproduzir o comportamento coesivo das tensdes na

interface vertical.

Tabela 8.1 Comparacéo de iterages: Exemplo 1

. . Operador Constante Operador Tangente Economia no numero
Lei Coesiva . N . o . o
(iteragdes) (iteracoes) de iteragoes (%)
Linear 62 26 ~58%
Bilinear 79 27 ~66%

Exponencial 79 57 ~28%
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Com a Tabela 8.1 é possivel afirmar que, em relacdo ao nimero de iteracdes durante a
analise, o OT demonstrou ser consideravelmente mais eficiente que o OC, principalmente
quando a lei coesiva adotada é composta por trechos lineares. 1Sso porque nesses casos, a
tangente da curva coesiva, com exce¢do dos pontos de inflexdo, é constante permitindo que o

algoritmo tangente determine a resposta do passo incremental com apenas uma iteracao.
8.2 CHAPA NAO HOMOGENEA TRACIONADA

O segundo exemplo desse capitulo trata de uma chapa composta por dois distintos
materiais isotropicos divididos por uma interface coesiva. A chapa foi tratada em EPT
considerando uma espessura novamente unitaria. A geometria do problema e as condi¢des de
contorno sdo as mesmas do exemplo anterior. No entanto, o material da regido com
extremidade engastada foi adotado como sendo 30 vezes mais rigido que o material da outra
regido. A Figura 8.4 apresenta a geometria do problema junto com as propriedades materiais e

0s parametros coesivos da interface.

- |
|
< = E =30GPa E =1GPa |
= v=0 v=0 I t=6em
|
-
2m 2m

— Interface coesiva f, =3MPa G,=45KN/m

Figura 8.4 Chapa ndo homogénea tracionada

Para o comportamento das tensdes na interface, foram consideradas novamente as
trés leis coesivas aplicaveis ao concreto. A analise foi procedida com 15 incrementos sendo a
tolerancia adotada para o processo iterativo igual a 10 *MPa. Foi assumida a mesma
discretizacdo do exemplo anterior para o caso de duas sub-regides. A Figura 8.5 apresenta a
malha indeformada e a evolugéo da deformada em escala ampliada para os incrementos 2, 4 e

6 considerando a lei coesiva bilinear do concreto.



Etapa indeformada Incremento 2

Incremento 4

Figura 8.5 Evolucao da deformagéo da estrutura em escala ampliada ao longo da anlise incremental

205

Observando as deformacdes da estrutura é possivel perceber a maior flexibilidade da

regido a direita. Porém, ao final da analise incremental, como a interface encontra-se muito

degradada, ambas as regides retornam a configuracao inicial. Nesse caso, dada a completa

separacao do corpo, a regido onde foi imposta a tracdo apresenta movimento de corpo rigido

enquanto a regido engastada retorna a posic¢do inicial. Os resultados encontrados para a

resposta das tensdes coesivas na interface sdo apresentado na Figura 8.6 juntamente com as

correspondentes curvas analiticas.

w
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Tensdo coesiva na interface (MPa)

o
o

® Linear

2,0 4,0 6,0
COD (cm)

Bilinear MW Exponencial == Analitico

Figura 8.6 Resposta de tensdes coesivas na interface

Vale notar que as diferentes rigidezes materiais podem alterar a tensdo elastica na

interface, no entdo, a partir do momento em que o limite elastico € atingido, 0 comportamento

das tensdes de interface passa a depender apenas dos parametros coesivos. Assim como no
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exemplo 1, uma comparacdo de eficiéncia no nimero de iteracdes entre o0 OC e o OT ¢

apresentada na Tabela 8.2 a baixo.

Tabela 8.2 Comparacéo de iteracfes: Exemplo 2

. . Operador Constante  Operador Tangente  Economia no nimero
Lei Coesiva

(iteracdes) (iteracdes) de iteracgdes (%)
Linear 51 16 ~69%
Bilinear 63 17 ~73%
Exponencial 64 45 ~30%

Novamente significativos ganhos de eficiéncia no nimero de iterac6es sao verificados
com a adocdo do OT em detrimento ao OC.

8.3 VIGA DE CONCRETO SOB FLEXAO EM TRES PONTOS

O terceiro exemplo trata-se da fratura coesiva de uma viga de concreto com entalhe
inicial, submetida a um ensaio de flexdo em trés pontos realizado experimentalmente por
SALEH (1997). A mesma viga foi simulada numericamente por OLIVEIRA (2014) com uma
formulacdo alternativa do MEC. Nesse exemplo, como a fratura ocorre em modo I, a fissura
cresce verticalmente ao longo do ensaio. Dessa forma, para simular a propagacéo, foi adotada
uma interface coesiva acima do entalhe inicial por onde a fissura podera crescer. A Figura 8.7
ilustra 0 exemplo apresentando os dados geométricos, as propriedades mecanicas do material

e 0s parametros coesivos da interface.
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u=0.22mm
60mm
S |
& £ =30000MPa | £ =30000MPa
& v=0.15 | v=0.15
30mm ‘ § 30mm ¥
s}
AN VAN
400mm 400mm
— Interface coesiva  f,=3MPa G,=75N/m —— Deslocamento prescrito

Figura 8.7 Viga de concreto sob flexdo em trés pontos
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Para a analise do problema foram adotadas trés diferentes discretiza¢cdes do contorno.
Essas discretizagdes foram denominadas de malhas 1, 2 e 3 em ordem crescente de
refinamento. Assim, foi possivel verificar a convergéncia da solu¢do com a evolucdo do
refinamento da discretizagdo. Em todas as malhas, o lado esquerdo do entalhe foi modelado
com um elemento cubico de 3 cm e um quadratico de 2cm, ja o lado direito foi modelado com
dois elementos quadraticos de 2,5cm. Dessa maneira, 0os pontos fonte nos dois lados do
entalhe ndo estdo na mesma posicdo geométrica e, portanto, o codigo implementado nédo
impbde nem a técnica de multiplas regides nem o modelo coesivo sobre os mesmos. Esses
pontos sdo entdo considerados como pertencendo a contornos do problema com forgas de

superficie nulas.

Na malha menos refinada (Malha 1), cada lado da interface foi modelado com 15
elementos quadraticos de 1cm. O mesmo tipo de elemento foi adotado para as regides
proximas aos contornos com deslocamento prescrito. O restante do contorno foi modelado
com elementos lineares de maiores comprimentos. No total, a malha é composta por 30
elementos quadraticos para representar a interface, 20 elementos quadraticos para regides
préximas a contornos com deslocamentos prescritos, 1 elemento cubico mais 3 quadraticos
para o entalhe e mais 16 elementos lineares para o contorno remanescente totalizando 195 nos
para a malha.

J& na Malha 2, os lados da interface foram modelados com 15 elementos cubicos de
1cm os quais tambem foram utilizados na discretizagdo dos contornos de regifes com
deslocamentos prescritos. Ja o contorno remanescente foi modelado com elementos
quadraticos. A malha é entdo composta por 30 elementos cubicos para a interface, 24
elementos cubicos nas regides de deslocamento prescrito, 0s mesmos quatro elementos da
malha anterior para discretizar o entalhe e 26 elementos quadraticos na discretizagdo do

contorno remanescente totalizando 307 nos.

Por fim a discretizacdo adotada na Malha 3 é praticamente igual a da Malha 2 com
excecdo de que os lados da interface ndo foram mais modelados com 15 mais sim 40
elementos cubicos. Dessa forma, a malha 3 € composta no total por 507 nés. A Figura 8.8

ilustra as trés malhas na situacéo indeformada.
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Malha 1 Malha 2

Malha 3
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Figura 8.8 Malhas adotadas para a discretizacdo da viga

O deslocamento foi imposto em 100 etapas incrementais e a tolerancia para o processo
iterativo foi de 107°MPa. No exemplo foram consideradas novamente as trés leis coesivas
aplicaveis ao concreto e também os algoritmos nao lineares OC e OT. Em relacédo as equacdes
integrais do MEC, o problema foi analisado de duas distintas maneiras. A primeira decorre da
adocdo da equacdo singular para todos os pontos fonte do problema sendo, portanto,
denominada de formulacdo MEC S. Ja a segunda maneira adota a equacdo hiper singular para
os pontos fonte da interface e singular para os pontos restantes. A essa Ultima abordagem se

d& o nome de formulagcdo MEC S-H.

Foram entdo avaliados os resultados de forca equivalente na face superior da viga
versus deslocamento vertical na face inferior, sendo 0os mesmos comparados com 0s
resultados numericos e experimental dos trabalhos citados anteriormente. A forca equivalente
foi calculada para cada passo de carga por integracdo numérica das forcas de superficie
resultantes nos elementos da face superior da viga. Ja para o deslocamento vertical, adotou-se
a média entre os deslocamentos dos nds mais inferiores do entalhe em ambos os lados. O
gréfico da resposta ndo linear da estrutura é apresentado na Figura 8.9 para uma espessura

unitaria de viga considerando cada uma das trés leis coesivas.
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Figura 8.9 Resposta néo linear da estrutura

A partir do gréfico foi possivel perceber que a formulagdo coesiva de multi-regi6es foi
capaz de simular o comportamento ndo linear da estrutura. Assim como na formulacao
apresentada por Oliveira, os resultados numéricos apresentaram um valor de carga ultima
proximo ao experimental. Vale também mencionar que no inicio das curvas, os modelos

numeéricos apresentaram comportamento mais rigido que o experimental.

A anélise de convergéncia por refinamento de malha demostrou que, a partir do
refinamento da malha 2, a resposta ndo linear da estrutura praticamente ndo se altera
reproduzindo assim as curvas apresentadas no grafico 8.9. Em relacdo as formulacdes, tanto a
MEC S quanto o MEC S-H foram capazes de reproduzir novamente as curvas observadas do

grafico de resposta néo linear.

Além da resposta ndo linear, também é apresentada, na Figura 8.10, a forma
deformada final da estrutura. As malhas deformadas s&o apresentadas considerando as

coordenadas dos pontos fonte e os deslocamentos 100 vezes ampliados.
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Malha 1 Malha 2

Malha 3

Figura 8.10 Configuracéo deformada com deslocamentos 100 vezes ampliados

Assim como os deslocamentos do contorno, deslocamentos internos também foram
avaliados em 1722 pontos. Tal resultado foi apresentado na Figura 8.11 em escala de cores
com o auxilio do software AcadView. Para criar tal escala foi necessario conectar os pontos

internos formando 1620 elementos de dominio quadrilaterais de aproximacé&o linear.

-

H}.
D= 0.02253
014327

-0.01365
016664

0.13501 Deslocamento x
010337 -0.12234

007174 — Jp—
004010 -
l 000847 l o
~002316 g

o

Deslocamento v

-0.04941
-0.0se12

Figura 8.11 Campos de deslocamento dos pontos internos

E possivel observar claramente em 8.11 a descontinuidade do campo de deslocamento
X na regido de fraturamento da peca. A resposta coesiva também foi avaliada para o primeiro
ponto fonte pertencente a interface da Malha 2. Os resultados de tenséo coesiva versus COD
para 0 ponto séo entdo presentados na Figura 8.12.
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Figura 8.12 Resposta de tensdes coesivas na interface
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Foi também realizada uma comparacdo de eficiéncia entre 0 OC e o OT. Ambos 0s

operadores nao lineares foram capazes de reproduzir os mesmos resultados. No entanto, com

o0 OT foram necessarios menos iteracGes ao longo da analise em comparacdo com o OC. A

Tabela 8.3 a seguir traz a comparacdo de eficiéncia desses operadores apresentando a

economia relativa no nimero de iterages.

Tabela 8.3 Comparacéo de iteragdes: Exemplo 3

. . Operador Constante  Operador Tangente Economia no nimero
Lei Coesiva . o . o . N
(iteracGes) (iteracoes) de iterag0es (%)
Linear 2150 180 ~92%
Bilinear 2157 199 ~91%
Exponencial 2067 468 ~77%

A partir da Tabela 8.3, novamente percebe-se o ganho de eficiéncia obtido com o OT

em relacdo ao numero de iteracdes. Porém, nesse exemplo, a economia no numero de

iteracBes foi consideravelmente mais significante do que nos exemplos anteriores chegando

até a 92% para o caso da lei coesiva linear. A menor economia relativa é novamente

verificada para o caso de lei exponencial, porém mesmo nesse caso ainda alcangou um valor

de 77%.
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Outro parametro importante monitorado ao longo da anéalise foi o numero de condicao
da matriz A para cada passo incremental convergido. O Numero de Condi¢do (NC) de uma
matriz é definido como sendo o produto da norma da mesma pela norma de sua inversa, ou
seja, NC(A) = ||A]l.||A~2||. Tal parametro permite avaliar o qudo estavel é o sistema de
equacOes a ser resolvido numericamente pelo computador. A Figura 8.13 apresenta graficos

do NC versus o deslocamento vertical da estrutura considerando os algoritmos OC e OT.
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Figura 8.13 Avaliacdo do ndmero de condigdo da matriz A ao longo da analise: Exemplo 2

Percebe-se que em ambos os casos OC e OT, ndo houve significativa alteracdo na
ordem de grandeza do NC ao longo da andlise. Portanto, pode-se dizer que a condi¢do dos
sistemas de equacdes se manteve aproximadamente constante ao longo da analise. No
entanto, é possivel perceber que com o OT, a inclusdo das informagdes tangentes na matriz A
fez com que houvesse uma maior sensibilidade nas varia¢cées no NC. J& no Caso do OC, como
nenhuma informacéo das leis coesivas é incorporada diretamente no sistema de equacdes, 0S

resultados para as trés leis foram praticamente os mesmos.

Para entender melhor como os algoritmicos OC e OT buscam a solucdo nédo linear
através de previsdes iniciais e correcOes, a resposta ndo linear € mais uma vez apresentada,
porém agora apenas para os resultados de 10 em 10 passos incrementais. Além disso, foram
também monitorados os resultados de forca versus deslocamento ndo apenas para 0s passos
convergidos, mas sim para todas as iteracdes das analises. Esse resultado é apresentado a

seguir na Figura 8.14 para ambos os operadores ndo lineares.
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Figura 8.14 Modelos de busca da solugéo néo linear: OC e OT

Na busca pela solugdo nédo linear, o algoritmo OC a cada novo passo incremental
recorre a uma previsao elastica. Isso é de fato verificado ao observarmos o primeiro gréafico da
Figura 8.14. Para o OC, a inclinacdo da previsdo s6 comeca a se diferenciar da tangente
elastica-linear original quando a fissura real comeca a crescer e consecutivamente um maior
entalhe é considerado. J& no caso do OT, a incorporacdo direta das informag6es tangentes da
curva coesiva no sistema de equacgdes faz com que a tangente da previsao inicial seja diferente
da elastica-linear. Portanto, a busca a cada passo incremental é baseada na tangente do passo

convergido anterior.

84 VIGA DE CONCRETO SUBMETIDA A ENSAIO DE CISALHAMENTO:
ENTALHE UNICO

No quarto exemplo, a fratura em modo misto de uma viga de concreto com um entalhe
central submetida a um ensaio de cisalhamento é analisada. Os resultados e dados
experimentais podem ser encontrados no trabalho de GALVEZ et al. (1998). Tal viga
também foi simulada numericamente por OLIVEIRA (2014) no qual a propagacéo da fissura
foi procedida de acordo com o critério de evolugdo da maxima tensdo principal. J& utilizando
a formulacdo de multiplas regides, o caminho por onde a fissura ird se propagar deve ser

conhecido. Baseado na fratura experimental foi entdo proposta uma interface linear inclinada
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por onde a fissura devera se propagar. O inicio da interface coincide com o final do entalhe
inicial da peca e o ponto final da mesma foi adotado de acordo com o caminho experimental
da fissura. A Figura 8.15 ilustra o exemplo apresentando os dados geométricos, as

propriedades mecanicas do material e os parametros coesivos da interface.
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Figura 8.15 Viga de concreto com um entalhe submetida a modo misto de fratura (1 e I1)

De acordo com o modelo de fratura proposto, a lei coesiva rege somente o
comportamento das tensdes normais a interface, desconsiderando assim a resisténcia ao
cisalhamento apds o limite elastico. No entanto, como o concreto € um material que possuli
comportamento fragil ao cisalhamento, um resultado semelhante ao experimental é esperado

para a analise numérica.

Duas diferentes composic¢des de multi-regides foram adotadas para a analise mecanica
da estrutura. Em ambas as composi¢des o entalhe inicial foi discretizado da mesma maneira
que no exemplo de flexdo em trés pontos. A primeira delas divide o dominio inteiro em 2
regides dividas pela interface que estd posicionada ao longo do caminho de fissuracdo. Essa
composicdo foi discretizada com 52 elementos cubicos nos contornos com deslocamentos
prescritos, 10 elementos cubicos para cada lado da interface e 20 elementos quadraticos para o
contorno complementar. Ja a segunda composicéao divide o dominio em 13 regides conectadas
por 18 interfaces as quais foram discretizadas por 194 elementos cubicos. Nas regides do
contorno com deslocamento prescrito, adotou-se 16 elementos cubicos e no contorno
complementar da estrutura foram adotados com 18 elementos quadraticos. Somando o0s
quatro elementos que comp®e o entalhe nas composicdes 1 e 2, as malhas totalizam 361 e 907

nos respectivamente. A Figura 8.16 apresenta as duas composic¢des consideradas na analise.
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Malha 1 Malha 2

Figura 8.16 Malhas adotadas para a discretizacdo da viga

O deslocamento vertical prescrito no topo da viga foi aplicado em 100 incrementos e a
tolerancia para convergéncia do processo iterativo foi de 107®MPa. As analises foram
procedidas considerando novamente as trés leis coesivas do concreto, as duas formulagGes
MEC S e MEC S-H apresentadas e também considerando os dois algoritmos ndo lineares OC
e OT. A Figura 8.17 apresenta a configuracdo deformada de ambas as composi¢des com

deslocamentos amplificados 100 vezes.

Malha 1 Malha 2

*

Nova Fissura

Figura 8.17 Configuracdo das composic¢des deformadas com deslocamentos 100 vezes ampliados

Observando as configuracfes deformadas € possivel perceber que, para a Malha 2,
uma nova fissura de menor proporcao se formou no canto inferior direito da estrutura. Isso é
um indicativo de que no ensaio experimental pode ter ocorrido a degradacdo mecénica de uma
porcdo de material proximo a essa regido onde micro fissuras podem também ter se

propagado.

Novamente os deslocamentos internos foram avaliados com o auxilio do AcadView.
Dessa fez 416 pontos foram adotados no interior do dominio da malha 2. Para plotar o grafico
em escala de cores, tais pontos foram conectados formando uma malha de dominio com 375
elementos quadrilaterais de aproximacdo linear. A Figura 8.18 apresenta os campos de

deslocamento em escala de cores a partir da resposta do MEC para 0s pontos internos.
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Figura 8.18 Campos de deslocamento dos pontos internos

Novamente é possivel observar claramente a descontinuidade dos deslocamentos na

regido de fratura que ocorre, nesse caso, para ambos os deslocamentos x e y.

Os resultados de forca equivalente versus deslocamento vertical do ponto de aplicacao
da carga foram comparados com os dados experimentais e numéricos dos trabalhos
previamente citados. Esses resultados sdo apresentados a seguir no grafico da Figura 8.19
levando em conta a espessura da viga que é de 50mm.
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Figura 8.19 Resposta ndo linear da estrutura
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No gréafico, as curvas de resposta ndo linear foram plotadas somente até o passo
incremental onde os algoritmos OC e OT ainda convergiam para as mesmas respostas. No
caso da lei linear, bilinear e exponencial esses passos foram 86, 72 e 75, respectivamente. Os
resultados a partir desses passos incrementais serdo mais adiante discutidos levando-se ainda
em consideracdo a evolucdo do NC ao longo das analises. Em relagdo a comparacdo das

formulacGes MEC S e MEC S-H, ambas apresentaram a mesma resposta até o final da analise.

A partir do grafico 8.19 é possivel perceber que todos os modelos numéricos se
comportam de maneira mais rigida em relacdo ao real. Tal fato pode ser explicado uma vez
que se tenta reproduzir infinitos graus de liberdades por meio de um namero discreto de
pontos sobre o contorno. Além disso, ainda é possivel que na estrutura real, onde as
possibilidades de caminhos para a fissuracdo sdo infinitas, a regido proxima a nova fissura
apresentada na Figura 8.17 pode ter sido degradada mecanicamente justificando o
comportamento menos rigido da estrutura no laboratdrio. Pode-se dizer que em termos gerais
0 comportamento nédo linear foi capturado pela formulacdo do presente trabalho e o valor da

carga de ruptura para as trés leis coesivas foi proximo ao experimental.

Em relagdo a comparacgdo de eficiéncia OC e o OT, como os dois algoritmos ndo
convergiram para a mesma resposta até o final da analise, a Tabela 8.4 apresenta o nimero de

iteracdes até o passo em que ambos 0s operadores ainda convergiam para a mesma resposta.

Tabela 8.4 Comparacéo de iteragBes: Exemplo 4

Operador Constante  Operador Tangente Economia no nimero

Lei Coesiva (iteracdes) (iteracBes) de iteragdes (%)
Linear 966 107 ~89%
Bilinear 847 87 ~90%

Exponencial 1081 226 ~79%

Novamente houve uma consideravel reducdo no nimero de iteracdo com a utilizacdo

do OT a qual ficou entre cerca de 80 a 90% a depender a lei coesiva adotada.

Visando ainda analisar os resultados a partir dos passos de divergéncia dos dois
algoritmos ndo lineares, apresenta-se a Figura 8.20 a qual traz o grafico de resposta ndo linear
da estrutura até o final da analise para os operadores OC e OT e as trés leis coesivas.
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Figura 8.20 Resposta ndo linear da estrutura: OC versus OT

Conforme observado no gréfico, a curva experimental da estrutura apresenta uma
instabilidade conhecida como snap back instability. Tal fendmeno é caracterizado por uma
perda de rigidez tdo catastrofica que faz com que haja uma regressao dos deslocamentos na
curva apos a carga de pico. Essa instabilidade s6 consegue ser capturada experimentalmente
devido ao fato dos deslocamentos prescritos na estrutura terem sido controlados em funcéo da
velocidade de abertura do entalhe da peca. Os algoritmos nao lineares OC e OT
implementados no presente trabalho sdo algoritmos baseados no método de Newton-Raphson.
Devido ao modelo de busca da solu¢do nédo linear adotado nesses algoritmos, ndo é possivel
reproduzir esse tipo de instabilidade com os mesmos. Uma alternativa para resolver tal
problema poderia ser o desenvolvimento de um algoritmo complementar baseado no metodo
de arc length, semelhante aos casos conhecidos da Teoria da Plasticidade. Outra possivel
maneira, indicada por VENTURINI (1995), é o rearranjo das equacdes do sistema ndo linear
de modo que se possa ter outra varidvel guia que ndo seja o deslocamento, como a abertura de
fissura, por exemplo.

Em relacdo as diferencas nas solucbes dos operadores OC e OT, acredita-se que essa
perda de rigidez catastrofica seja o principal motivo que levou a tal discrepancia dos

resultados. E claramente observada na curva do OT da Figura 8.20 uma perda de estabilidade
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numérica apos a carga de pico. Novamente monitorando o NC da matriz A ao longo da
analise e possivel avaliar algum tipo de mal condicionamento do sistema de equacdes que
tenha levado a essa perda de estabilidade do algoritmo. A seguir a Figura 8.21 traz os graficos

do NC versus o deslocamento vertical da estrutura para ambos os operadores ndo lineares.
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Figura 8.21 Avaliacao do nimero de condi¢do da matriz A ao longo da analise: Exemplo 3

E possivel perceber que no caso do OT, o NC comeca a apresentar um aumento
exponencial na mesma etapa da analise em que a curva de resposta ndo linear comeca a perder
a estabilidade. Dessa maneira, pode ser concluido que ao tentar acoplar as informacGes
tangentes na matriz A, por se tratar de uma situacéo de perda de rigidez catastrofica, o sistema
de equacdes passa a apresentar de alguma forma um mal condicionamento. Ja no caso do OC
tal problema ndo ocorre visto que, ndo sao incorporadas diretamente na matriz A as
informacdes tangentes das leis coesivas. Mesmo assim, a resposta experimental apds a carga

de pico ndo poderia de qualquer maneira ser obtida com o OC devido ao efeito snap back.

Por fim, foi ainda avaliada a resposta de tensdo coesiva do nd de interface que

primeiro entrou no regime coesivo. Esse resultado € apresentado a seguir na Figura 8.22.
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Figura 8.22 Resposta de tens@es coesivas na interface

Com o resultado é possivel identificar nas curvas da Figura 8.22 que os longos trechos
sem pontos de respostas numericas correspondem aos passos da analise logo apés a carga de
pico quando a estrutura apresenta a perda catastrofica de rigidez. Tal fato complementa a ideia
de que o algoritmo OC baseados no deslocamento como variavel guia ndo é capaz de lidar
com esse tipo de instabilidade.

85 VIGA DE CONCRETO SUBMETIDA A ENSAIO DE CISALHAMENTO:
ENTALHE DUPLO

O ultimo exemplo de fratura em pecas de concreto trata da propagacéo de fissuras em
modo misto em uma viga com dois entalhes iniciais, a qual € submetida ao ensaio de
cisalhamento. Para essa viga ndo se tem resultados experimentais, no entanto a mesma foi
simulada por CARPINTERI (1994) com uma formulagdo para analise de fratura coesiva
baseada no MEF. Além disso, o exemplo também foi simulado numericamente por SALEH &
ALIABADI (1995) com a formulacdo do MECD estendida para a analise da fratura ndo linear

no concreto.

Ao contrério do exemplo passado, nesse caso a fratura se dd em modo misto ao longo
de todo o ensaio. No exemplo anterior a fissura sé alterava sua dire¢cdo no comeco da analise
guando ainda estava proxima ao entalhe. Depois disso, uma direcdo preferencial de fratura foi
observada e a fissura continuou a se propagar, porém em modo I. Nesse exemplo, a direcao

de fissuragdo se altera durante toda anélise. Portanto, para simular a viga com a formulagéo de
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multi-regides foi necessario adotar interfaces curvas com elementos de alta ordem seguindo o
mesmo caminho de fissuracdo verificado na simulacdo de SALEH & ALIABADI (1995). A
Figura 8.23 apresenta o problema trazendo os dados geométricos, as propriedades mecanicas

do material e os pardmetros coesivos da interface.

Ay
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L 4
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[ |
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L >
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— mterface coesiva  f,=2MPa G,=100N/m — deslocamento prescrito

Figura 8.23 Viga de concreto com dois entalhe submetida a modo misto de fratura (1 e I1)

O modelo numérico foi analisado considerando uma malha refinada o suficiente para
gue a resposta do problema convergisse. Nessa malha, o dominio da viga foi dividido em 3
regides. Para os contornos com deslocamentos prescritos adotou-se 16 elementos cubicos. Ja
nas interfaces, adotaram-se 56 elementos cubicos sendo 28 para cada interface e 14 para cada
lado das mesmas. Cada um dos dois entalhes foi discretizado com dois elementos quadraticos
de 20 mm de um lado e um elemento quadratico de 40 mm do outro lado. O contorno
remanescente foi entdo discretizado com mais 24 elementos quadraticos. Na malha foram
entdo utilizados 72 elementos cubicos e 30 elementos quadraticos, totalizando assim 378 nds.

A Figura 8.24 apresenta a malha na configuracdo indeformada e também a malha deformada

com os deslocamentos 500 vezes ampliados.

Malha indeformada Malha 500 x deformada

Figura 8.24 Malha indeformada e malha deformada com deslocamentos 500 vezes ampliados
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Gréaficos em escala de cores obtidos com o AcadView foram mais uma vez utilizados
para representar os campos de deslocamento dos pontos internos. Dado que as dimensdes da
viga sdo as mesmas do exemplo 8.3, 0s mesmos 1722 pontos internos foram adotados
aproveitando também a mesma malha com os 1620 elementos quadrilaterais lineares. A
Figura 8.25 traz mais uma vez os campos de deslocamento em escala de cores a partir da
resposta dos pontos internos obtida com MEC. Assim como nos exemplos anteriores,

percebem-se claramente as descontinuidades de deslocamento devido a fratura da viga.
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Figura 8.25 Campos de deslocamento dos pontos internos

O deslocamento prescrito foi imposto em 100 etapas incrementais e a tolerancia
adotada para o processo iterativo foi de 10 ®MPa. Apesar de nos trabalhos de CARPINTERI
(1994) e SALEH & ALIABADI (1995) o problema ter sido analisado considerando apenas a
lei coesiva linear, nesse exemplo os resultados foram obtidos para as trés leis coesivas do
concreto. As duas formulagdes MEC S e MEC S-H e os dois algoritmos néo lineares OC e OT

também foram considerados na analise.

Para ser possivel comparar os resultados obtidos com os outros trabalhos, a resposta
ndo linear da estrutura foi avaliada em termos de forca e deflexdo adimensionalizadas.
Denominando o ponto de aplicacdo de deslocamento do canto esquerdo de Ponto 1 e o outro
ponto de aplicagdo de deslocamento de Ponto 2, a forca adimensionalizada pode ser calculada
como F,ym = (P, + P,)/(f;-d.t). Onde P, e P, sdo as forcas equivalentes nos pontos 1 e 2,
ft = 2MPa € a resisténcia a tracdo, d = 200mm ¢é a altura da viga e t = 1mm é a espessura

unitaria. Ja a deflexdo adimensional foi calculada como D4, = (56; + 8,).10%*/(6d) sendo
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&, e 8, 0s deslocamentos dos pontosl e 2. O gréafico da figura 8.26 apresenta os resultados

obtidos com as trés leis coesivas e também os resultados numéricos dos outros dois autores.

P
N
o

J

o

(o)

o
1

0,40 -

Carga adimensional (P1+P2)/ft*d*t

0,00 T T T T T T T T 1
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0

Deflexdo adimensional (561+62)*10000/6*d
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Figura 8.26 Resposta ndo linear da estrutura

Com as curvas, percebe-se que a resposta obtida com a lei linear foi a que apresentou
0 comportamento mais semelhante as curvas numéricas dos outros autores. Isso porque 0s
mesmo também utilizaram esse tipo de lei. Ambas as formula¢bes do MEC e ambos os
operadores nédo lineares foram capazes de reproduzir estavelmente as mesmas curvas plotadas
na figura a cima. A carga de pico foi um pouco menor em comparagdo aos valores obtidos

pelos outros autores.

Assim como nos exemplos anteriores, a resposta de tensdo versus abertura COD do
primeiro par de pontos de interface que entrou no regime coesivo foi monitorada e

apresentada na Figura 8.27.
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Figura 8.27 Resposta de tensBes coesivas na interface

A comparacéo de eficiéncia entre 0 OC e o OT desse exemplo ¢é apresentada na tabela

8.5 a seguir visando verificar a economia no numero de iteracdes.

Tabela 8.5 Comparacéo de iterages: Exemplo 5

) . Operador Constante  Operador Tangente  Economia no niimero
Lei Coesiva

(iteragoes) (iteragoes) de iteracdes (%)
Linear 1281 100 ~92%
Bilinear 3346 220 ~93%
Exponencial 3527 579 ~84%

Novamente € observada uma grande reducdo no numero de iteragbes chegando até a
ser, para o caso da lei bilinear, 93% menor do que o0 nimero de iteracfes necessarios para a

andlise convergir com o OC.

Ao contréario do exemplo anterior, ndo houve perda de estabilidade da solugdo durante
a analise com os operadores ndo lineares. Como 0s dois Ultimos exemplos tratam de fratura
em modo misto, tal fato demostra que a formulacdo desenvolvida é capaz de avaliar fraturas
em modo misto desde que ndo haja perdas catastroficas de rigidez da peca. A analise da
estabilidade da solugdo foi verificada através do grafico de NC versus deflexdo adimensional
apresentado na Figura 8.28 a seguir.
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Figura 8.28 Avaliacdo do nimero de condicdo da matriz A ao longo da analise: Exemplo 4

Conforme o esperado, ndo houve significativa alteracdo na ordem de grandeza do
namero de condicdo durante as analises com ambos os operadores OC e OT. Assim é possivel

concluir que os sistemas numéricos novamente nao apresentaram perdas de estabilidade.

8.6 COMPACT TENSION TEST EM CHAPA DE MADEIRA (PINUS SILVESTRIS)

O sexto exemplo do capitulo retoma uma chapa de madeira que foi submetida ao
Compact Tension test por BOSTRON (1992). Em seu doutorado, o autor foi o primeiro a
aplicar o modelo coesivo de fratura para tentar simular o amolecimento de espécimes de
madeira ao longo do processo de fratura. Portanto, o presente exemplo trata-se de um
“benchmark”. No teste, foi apenas considerada a orientacdo de fratura RL onde a fissura se
propaga em modo | na direcdo das fibras longitudinais (direcdo preferencial de fratura). A
espéecie de madeira analisada foi o Pinus Silvestris cujas propriedades elasticas e parametros
de fratura foram aferidos pelo autor a partir de resultados experimentais de trabalhos
anteriores. A Figura 8.29 apresenta a geometria de um dos corpos ensaiados por BOSTRON
(1992) trazendo também as propriedades elasticas da espécie Pinus Silvestris e também os

parametros coesivos de fratura considerando uma lei bilinear.
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Figura 8.29 Compact Tension Test para a chapa de madeira Pinus Silvestris

Outros parametros importantes que influenciam as propriedades de fratura da madeira
também foram majorados pelo autor, como € o caso do teor de umidade da peca u = 13%, da
densidade py,3 = 410Kg/m?® e da taxa de aplicacdo do carregamento, 0,06mm/minuto.
Além dos resultados experimentais de resposta ndo linear da estrutura, Bostron (1992) fez
ainda uso dos parametros materiais do Pinus Silvestris para fazer uma simula¢do numérica do
problema. Para isso, o mesmo utilizou uma formulacdo de Elementos Finitos a qual
incorporava 0 modelo coesivo de fratura. A resposta de forgca versus deslocamento foi
avaliada considerando a for¢a equivalente atuante no furo superior da chapa e a abertura das

faces do entalhe no ponto de tomada de deslocamentos (Figura 8.29).

No caso das analises com o0 MEC, novamente ambos 0s operadores nao lineares OC e
OT foram utilizados para a obtencdo da resposta ndo linear. Além disso, as formulacbes MEC
S e MEC S-H também foram levadas em consideracdo. A malha adotada na discretizacdo da
chapa foi composta por 82 elementos quadraticos totalizando 246 nos. Desses 82 elementos,
40 foram utilizados para discretizar a interface (20 de cada lado), 3 para cada lado do entalhe,
10 para cada um dos furos da chapa, sendo os deslocamentos impostos em 2 desses 10
elementos, 2 elementos para a regido do apoio de restricdo de deslocamento horizontal e por

fim, 14 elementos para o contorno remanescente. A Figura 8.30 apresenta a malha na
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configuracdo indeformada e também a malha deformada com os deslocamentos 10 vezes

ampliados.

Malha indeformada

Q .

@, .

|

Malha 10 x deformada

Figura 8.30 Configuracdo indeformada e malha 10 vezes deformada

Assim como nos exemplos de fratura no concreto, os deslocamentos internos foram

avaliados com o auxilio do AcadView. Para isso, foram adotados 514 pontos no interior do

dominio do problema. A Figura 8.31 traz os campos de deslocamento dos pontos internos

plotado em escala de cores com o auxilio de uma malha de dominio que conecta tais pontos

formando 459 elementos quadrilaterais de aproximagé&o linear.
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Figura 8.31 Campos de deslocamento dos pontos internos

Mais uma vez é possivel observar claramente a descontinuidade do campo de

deslocamento na regido do fraturamento a qual nesse exemplo ocorre para os deslocamentos

emy.
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Os deslocamentos foram impostos dessa vez em 80 etapas incrementais e a tolerancia
para o processo iterativo foi de 10"®MPa. As respostas de forca versus abertura de entalhe
obtidas com as formulagdes MEC S e MEC S-H n&o apresentaram discrepancia. Ja em relacao
aos operadores OC e OT, para o caso de 80 etapas incrementais ambos convergiram para a
mesma resposta. Essa é apresentada a seguir na Figura 8.32 junto com os resultados
experimentais e numéricos de BOSTRON (1992) levando se em conta que a espessura da

chapa € de 20mm.
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Figura 8.32 Resposta ndo linear da estrutura

A partir das curvas, percebe-se que a resposta obtida com a formulagdo de multi-
regides foi de maneira geral capaz de reproduzir os resultados de resposta ndo linear obtidos
numericamente e experimentalmente pelo autor. A carga de pico foi um pouco menor em
comparagdo com os valores obtidos por BOSTRON (1992) e na regido de amolecimento, 0s
resultados com o MEC mostraram-se um pouco menos rigidos. Mesmo assim, pode ser
concluido que para esse exemplo os resultados foram satisfatorios e 0 MEC foi capaz de

simular a fratura coesiva na madeira.
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Assim como nos exemplos de fratura anteriores, a resposta de tensdo versus abertura
COD do primeiro par de pontos de interface que entrou no regime coesivo foi monitorada e

apresentada na Figura 8.33.
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Figura 8.33 Resposta de tensdes coesivas na interface

A comparacao de eficiéncia entre 0 OC e 0 OT do exemplo é apresentada a seguir na

tabela 8.6 para verificar a economia no nimero de iteracoes.

Tabela 8.6 Comparacdo de iteracGes: Exemplo 6

Operador Constante  Operador Tangente  Economia no numero

Lei Coesiva (iteragBes) (iteragdes) de iteracdes (%)

Pinus Silvestris 6269 217 ~97%

Novamente é observada uma grande reducdo no numero de iteracdes. Nesse exemplo
foi verificado o maior ganho de eficiéncia em relacdo as outras aplicacdes de fratura,

chegando até a faixa dos 97%.

Para a analise com 80 etapas incrementais, ndo houve perda de estabilidade da solucéo
com ambos os operadores ndo lineares. A anélise da estabilidade da solug&o foi mais uma vez
avaliada através do grafico de NC versus deslocamento da resposta ndo linear conforme

apresentado na Figura 8.34.
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Figura 8.34 Avaliacdo do nimero de condigdo da matriz A ao longo da analise: Exemplo 6

Apesar de no caso do OT o nimero de condicdo ter aumentado ao longo da anélise,
ndo houve uma evolugdo exponencial como no exemplo 8.4. Portanto, ndo houve significativa
alteracdo na ordem de grandeza do nimero de condi¢do garantindo assim que ambos 0s

operadores obtivessem a mesma resposta até o fim das 80 etapas.

Apesar do resultado estavel, vale destacar nesse exemplo a sensibilidade em relacéo ao
tamanho do incremento. Apesar de com 80 etapas o resultado de ambos os operadores OC e
OT terem convergido para a mesma resposta, a depender do numero de passos incrementais, 0
algoritmo OT pode perder a estabilidade apds a carga de pico. Alguns testes foram feitos com
10, 30, 80 e 130 etapas incrementais. Ambos os algoritmos convergiram para a mesma
resposta nos casos de 30 e 80 etapas. Para os casos de 10 e 130 etapas, apenas o OC foi capaz
de reproduzir a resposta esperada até o final da analise. Nesses casos, 0 OT conseguiu bons
resultados até pouco depois da carga ultima. Apos isso, houve uma perda de estabilidade

semelhante a aquela verificada no quarto exemplo desse capitulo.

8.7 VIGA COMPOSTA DE PECAS DE MADEIRA (NORWAY SPRUCE) SOB
FLEXAO EM TRES PONTOS

O penaltimo exemplo do trabalho trata da fratura em modo | de uma viga de madeira
com entalhe central fletida sob trés pontos, a qual foi ensaiada experimentalmente por
DOURADO et al. (2008). Os autores analisaram duas espécies comumente usadas em

estruturas de madeira, Maritime Pine e Norway Spruce. Porém, nesse exemplo, apenas 0s
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resultados para Norway Spruce foram analisados. Isso porque para a outra especie,
DOURADO et al. (2008) ndo capturou todo o trecho de amolecimento da resposta
experimental de forca versus deslocamento. Nas analises experimentais, o teor de umidade foi
mantido em peca 12%. A densidade da madeira Norway Spruce foi caracterizada para esse
teor de umidade como sendo p, 1, = 420Kg/m>. A madeira foi cortada longe o suficiente
da medula do tronco para consentir com as orientacGes anatomicas R, L, T. Para montar as
vigas ensaiadas, as partes cortadas da madeira foram coladas com adesivo epoxi de acordo

com a disposicao de eixos anatdmicos e dimensdes apresentadas na Figura 8.35.

| 3h | 4L h | | 3Ih |
l? S| L

.-\ ay _

;R
\R T

Entalhe inicial

Figura 8.35 Cortes e colagem das partes da viga apresentando a orientagdo dos eixos anatomicos e as dimensées
h=70mm, b =40mm e a, = h/2 (DOURADO et al., 2008).

Essa configuracdo de colagem e o corte do entalhe inicial foram baseados, segundo o
autor, em trabalhos da literatura no intuito de conduzir a fratura em modo | na orientagdo TL.
O ensaio foi realizado em 12 vigas de cada uma das duas espécies de madeira onde as
condigdes de teor de umidade, velocidade de carregamento e geometria foram mantidas
constantes. A velocidade de carregamento foi tal que atingia a carga Ultima em 3 + 1 min
evitando assim, a influéncia de efeitos viscosos na madeira. A Figura 8.36 ilustra o ensaio
realizado por DOURADO et al. (2008).

Figura 8.36 Ensaio experimental realizado com as pegas de madeira (DOURADO et al., 2008)
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As curvas experimentais de forca versus deslocamento monitoraram o deslocamento
do proprio ponto de aplicacdo de carga utilizando barras metalicas rigidas como referéncia,
para evitar erros devido a rotacdo da peca. Assim, os deslocamentos plotados na resposta
foram obtidos como: § = 8 — (6; + 8,)/2. Além dos ensaios experimentais, o autor
também simula numericamente as vigas de madeira. Para isso, 0 mesmo faz uso de uma sub-
rotina do software Abaqus para uma formulacdo de elementos finitos de interface onde a
rigidez os elementos é controlada de acordo com a lei coesiva. O autor entdo considera uma
lei coesiva bilinear cujos parametros sdo aferidos através de uma analise inversa baseada nos
resultados experimentais. J& em relacdo as propriedades elasticas, essas foram obtidas em

outros trabalhos da literatura que utilizaram as mesmas espécies de madeira.

Para simular tal ensaio com a formulacdo de multi-regides, foi necessario discretizar
0 problema em quatro regides com orientagdes x,y = L, T e x,y = T, L conforme apresentado
na Figura 8.37. Um entalhe inicial foi modelado abaixo da interface entre as duas sub-regides
centrais. A interface foi adotada como vertical por onde a fratura pode se propagar em modo
I. Nas interfaces com adesivo epdxi foi considerada uma resisténcia f; suficientemente grande
para que ndo ocorre-se fratura. As propriedades elasticas ortotrépicas da madeira em questao
e 0s parametros coesivos da lei bilinear sdo também apresentados na Figura 8.37. Mais uma
vez ambos os operadores ndo lineares OC e OT foram utilizados para a obtencéo da resposta

ndo linear, assim como também ambas as formula¢cdes MEC S e MEC S-H.

NO]'WCI}’ spruce

E, =9900MPa E.=410MPa E,=730MPa

A A

Ay B G, =610MPa G, =500MPa G,, = 22MPa
uw=Lmm o013 v, =002 v, =0306
i +3,5mmi
E; | E,
: e f
S j:t £y j:‘: E,
- 3,5mm I:‘:.:ET :‘:‘:ETI § ) 3,5mm
uwy
] | <
| 175mm 35mm | 35mm 175mm T
— Interface coesiva £ =L66MPa G, =14481N/m

— Deslocamento prescrito S, =030MPa  Au, =0,09mm

Figura 8.37 Viga de madeira colada com entalhe central submetida a flexdo em 3 pontos.
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A malha de contorno adotada é composta por 124 elementos de aproximacdo
quadratica totalizando 372 nods. Desses elementos, 6 foram utilizados em contornos com
deslocamento prescrito, 35 foram utilizados para cada lado da interface coesiva, 2 para cada
lado do entalhe e os 44 restantes para discretizar o contorno remanescente e as interfaces de
adesivo epoxi. A configuracdo indeformada e também a malha deformada séo apresentadas

na Figura 8.38 considerando deslocamentos 30 vezes ampliados.

Malha indeformada Malha 30 x deformada

Dessssssnss
Jummese
Bessssenene
i

Figura 8.38 Configuracdo indeformada e malha 30 vezes deformada

Os campos de deslocamentos internos do problema foram avaliados em 390 pontos no
interior do dominio via MEC. Esses campos sdo apresentados em escala de cores na Figura
8.39 plotados com o auxilio do AcadView através de uma malha de dominio a qual conecta 0s

pontos internos formando 350 elementos quadrilaterais de aproximag&o linear.

u, u

¥

1.12386 008867
I 095947 I 011184

0.79508 L - 031234

0.63069 -051285

Deslocamento x

046630 -071335

0.3019 -0.91336

013752 -1.11437

-002657 —1.31487
. -013126

-1.51538

Deslocamento v

Figura 8.39 Campos de deslocamento dos pontos internos

Novamente a descontinuidade de deslocamentos é verificada na regido do
fraturamento, nesse caso especificamente para o campo de deslocamentos na direcdo x. Além
disso, € observado que ndo houve a fratura das interfaces com adesivo epdxi uma vez que 0s

campos de deslocamentos sdo continuos nessa regiao.
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O deslocamento prescrito no topo da viga foi imposto em 100 etapas e a tolerancia
para o processo iterativo foi de 10"®MPa. As respostas de forca versus abertura de entalhe
obtidas com as duas formulagdes do MEC e com os dois operadores OC e OT praticamente
ndo apresentaram discrepancia. A resposta do MEC e também as respostas experimental e

numérica do referido autor sdo apresentadas a seguir na Figura 8.40.

150 -+
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100 -

75 4

50 A )

Forca equivalente (N)

25 -

0 ; ; .
0,0 0,5 1,0 1,5
Deslocamento (mm)
m OC oT

e a» o [Dourado et al.,2008] Experimetal

[Dourado et al.,2008] Numérico

Figura 8.40 Resposta ndo linear da estrutura

As curvas obtidas com a formulacdo do presente trabalho foram de maneira geral
capazes de reproduzir bons resultados para a resposta ndo linear da estrutura obtida
numericamente e experimentalmente por DOURADO et al. (2008). Em relacdo a carga de
pico, essa foi praticamente a mesma em todas as andlises. Os valores obtidos com a
formulacdo de multi-regides, com 0s ensaios experimentais e com a simulacgdo via elementos
finitos foram 138,38; 138,71 e 142,14 respectivamente. Assim como nos outros exemplos de
fratura, no trecho ascendente da curva, a resposta obtida no presente trabalho foi um pouco
mais rigida em relacdo a experimental. Na regido de amolecimento, as curvas obtidas com o
MEC se mostraram menos rigidos em comparacdo as experimentais. Portanto, de maneira
geral, pode ser concluido que os resultados foram satisfatorios e a formulacdo desenvolvida

foi capaz de simular a fratura coesiva na madeira.
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Na Figura 8.41 é apresentada a resposta de tensdo versus abertura COD do primeiro

par de pontos de interface que entrou no regime coesivo na anélise.

n
o

P~
U

Tensao coesiva na interface (MPa)
U
o

0,5
0,0 T T T T 1
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500
COD (mm)
m OC OT  ==[Dourado et al., 2008] Teotrico

Figura 8.41 Resposta de tensdes coesivas na interface
A resposta coesiva reproduziu a curva teorica proposta por DOURADO et al. (2008)
conforme o esperado. Além disso, assim como nos outros exemplos onde ndo ocorreu perda
catastréfica de rigidez, ndo houve grandes espacamentos entre os pontos de equilibrios

apresentados na curva da Figura 8.41.

Em relagdo a comparacgéo de eficiéncia OC e o OT, a Tabela 8.7 a seguir traz os dados

de nimero de iteracdes processada até o final de ambas as analises.

Tabela 8.7 Comparacdo de iteracGes: Exemplo 7

Operador Constante  Operador Tangente Economia no nimero

Lei i . o . o
ei Coesiva (iteragdes) (iteragoes) de iteragoes (%)

Pinus Silvestris 4999 224 ~96%

Uma consideravel reducdo de 96% no numero de iteragdes com o OT em relacéo ao

OC é novamente verificada.

A avaliacdo da estabilidade do sistema de equacGes no decorrer da andlise foi
novamente avaliada através do grafico de NC versus deslocamento da resposta ndo linear

conforme apresentado na Figura 8.42.
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Figura 8.42 Avaliacdo do ndmero de condigdo da matriz A ao longo da analise: Exemplo 7

Novamente no caso do OT ouve um certo aumento do nimero de condi¢do no decorre
da anélise. Apesar disso, ndo houve uma evolucdo exponencial como a verificada no quarto
exemplo. Portanto, é possivel afirmar que a analise foi estavel até o final. Nesse exemplo, um
fato que deve ser destacado é em relagdo a sensibilidade da resposta ndo linear da estrutura a
depender das dimensdes dos trés pontos de apoio. Os resultados apresentados na Figura 8.40
foram obtidos considerando um comprimento de apoio de 3,5mm. Para ilustrar essa
sensibilidade, a Figura 8.43 a seguir traz as respostas ndo lineares obtidas considerando os
apoios com dimensdes de 3,0mm, 3,5mm e 4,0mm. Portanto, considerando as dimensdes da
viga que sdo 420 mm e 70 mm, pode-se dizer que pequenas alteracdes no comprimento de

vinculacdo podem levar a consideraveis diferencas na resposta ndo linear do problema.

= = =
o N w1
o (] o

Forca equivalente (N)
~
(03]

50
25
0
0,0 0,5 1,0 1,5
Deslocamento (mm)
e OC-30mm OC - 3,5mm
= OC-4,0mm e» e o [Dourado et al.,2008] Experimetal

Figura 8.43 Influéncia da dimenséao dos apoios na resposta ndo linear
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8.8 DESCOLAMENTO DE PLACAS ESTRUTURAIS

A Ultima aplicacdo apresentada trata-se de um problema teérico de descolamento em
uma estrutura composta. Ligagdes estruturais de distintos materiais através de adesivos epoxi,
por exemplo, sdo corriqueiramente utilizadas em problemas reais de engenharia como é o
caso das interfaces “skin-stiffener” na induastria aerondutica. Apesar desse exemplo néo
abordar especificamente nenhum ensaio de componentes estruturais reais, a partir do mesmo é
possivel sugerir a aplicabilidade da presente formulacdo para a analise de descolamento de
pecas em estruturas compostas. Para ilustrar o problema, considere duas placas, constituidas
de diferentes materiais, coladas por meio de um adesivo epdxi cujas propriedades coesivas
sdo f; = 3MPa e Gy = 70N /m. Foi proposto por tanto uma lei linear para representar a perda
de capacidade de colagem do adesivo. Considere ainda que as placas possuem grandes
comprimentos em relacdo as dimensdes de sua se¢do transversal de tal forma que o problema
possa ser tratado em EPD. O material da placa inferior € composto pelo mesmo material
laminado do exemplo 7.3. Ja a placa superior é constituida por um material isotropico cujas
constantes el&sticas sdo apresentadas na Figura 8.44 a qual ilustra a secdo transversal do

problema.

]/7
T 42 mm 4dmm Idmm

S %‘u =0,15mm
S
=t

S E=25GPa  v=025
é 30mm 20mm 30mm
= . 30°
S Laminado —1
— orientacdo das laminas 'ﬁ
=
3
1u=0,15mm s
38mm 4dmm 38mm

80mm

Adesivo epoxi

Figura 8.44 Secdo composta por placas coladas

Conforme apresentado, o adesivo epdxi encontra-se uni as se¢@es das distintas placas
apenas nos 30 primeiros milimetros das extremidades. As placas encontram-se entdo
tracionadas no sentido de romper a ligacdo adesiva. Nas analises o deslocamento prescrito foi
imposto em 50 etapas incrementais e a tolerancia adotada para o processo iterativo foi de

10~°MPa. Para a solucionar o problema ndo linear novamente ambos os operadores nio
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lineares OC e OT foram utilizados. A malha adotada para o problema é composta por 101
elementos de contorno de aproximacao quadratica totalizando 303 nds. Desses elementos, 2
foram utilizados em contornos com deslocamento prescrito, 15 foram utilizados para cada
uma das 4 faces com adesivo epoxi e os 39 elementos restantes foram utilizados no contorno
remanescente. A configuragdo indeformada e também a malha deformada para os

incrementos 34 e 50 sdo apresentadas na Figura 8.45 considerando deslocamentos 50 vezes

ampliados.
Indeformada Passo 34 Passo 50
.‘.nooooooc--.
.'................n..........2 ............ ‘;
i H : ssnsoes i
H L] % .
: : ',é.......»-: B
..............U..‘..........' i ..........
LRI R N T Ty nou

Figura 8.45 Malhas indeformada e deformada nos incrementos 34 e 50

Na figura, a deformada no passo incremental 34 foi apresentada uma vez tal passo foi
0 Ultimo antes do descolamento total da ponta direita do problema. O descolamento da ponta a
direita é consistente com o problema proposto devido a excentricidade das saliéncias
tracionadas na estrutura ilustrada em 8.44. A resposta néo linear da estrutura é apresentada em
forma de um grafico de forca versus deslocamento do ponto de aplicacdo de carga na regido
superior da sec¢do. A figura 8.46 a seguir traz essa resposta obtida numericamente com os dois

algoritmos de resolucdo OC e OT.
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Figura 8.46 Resposta ndo linear da estrutura
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O resultado apresentado na figura acima ilustra uma tipica curva de fratura coesiva
com um trecho ascendente néo linear, uma carga de pico e um trecho de amolecimento. No
entanto, ao final da analise ouve uma brusca perda de rigidez da estrutura a qual foi capturada
pela resposta via OC. Tal fenGmeno ocorre justamente entre 0s passos incrementais 34 e 35
quando é verificado o descolamento total das faces com adesivo epOxi a direita da estrutura.
Portanto, o resultado numérico do problema apresenta-se consistente uma vez que a brusca
perda de rigidez ocorre devido ao descolamento estrutural conforme o esperado
intuitivamente para o problema. Vale ainda destacar que o OT foi eficaz na captura da curva
ndo linear at¢ o0 momento em que o fendmeno do descolamento total foi observado. Nesse
ponto da analise, o algoritmo apresenta perda de estabilidade semelhantemente ao ocorrido
em outros exemplos onde bruscas perdas de rigidez sdo observadas. Além da resposta de forca
versus deslocamento, também é apresentada a resposta de tensfes coesivas em um ponto
intermediario da face com adesivo a esquerda da secdo. A Figura 8.47 apresenta esse
resultado numérico junto com a curva analitica linear de amolecimento proposta para o

adesivo.
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Figura 8.47 Resposta de tensfes coesivas no adesivo epoxi

A partir do grafico é novamente possivel perceber o fendBmeno do descolamento total a
partir do longo trecho linear sobre o eixo das abcissas com auséncia de resultados numericos.
Além disso, ainda € possivel observar que o algoritmo OT ndo foi capaz de avaliar a resposta

do problema até o final da analise devido a sua perda de estabilidade.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Neste ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes e também algumas discussdes
pertinentes as aplicagdes. Essencialmente, o estudo abordou o desenvolvimento de
formulacdes do MEC para a analise mecanica de sélidos planos em regime elastico ou
sujeitos a testes de fraturamento. Nas aplicaces, materiais isotropicos e anisotropicos foram
adotados para compor estruturas homogéneas e compostas. Para as aplicacfes de fratura ndo
linear, embora existissem outras abordagens, o modelo coesivo adotado demostrou ser
adequado para representar a fratura quase fragil dos materiais e reproduzir o comportamento

global ndo linear de estruturas ao longo do fraturamento.

Os topicos a seguir estdo relacionados a discussdes sobre as aplicacBes em regime
elastico e os testes de fraturamento. Sdo também feitas sugestGes para a continuacdo da
pesquisa visando demonstrar que uma maior gama de problemas pode ser abrangida com o

continuo desenvolvimento da formulagéo.

9.1 CONSIDERAGCOES SOBRE AS APLICACOES ELASTICAS

Em relacdo as aplicagcOes elésticas, foi possivel observar que, de maneira geral, o
comportamento mecéanico de estruturas compostas foi capturado satisfatoriamente pelas
formulac@es singular e hiper singular dos elementos de contorno. Para assegurar a validacéo,
0s campos de deslocamento no contorno e tensdes internas, obtidos com o0 MEC em analises
planas EPT e EPD, foram comparados com respostas numéricas obtidas em elementos finitos
via 0 software Ansys. Além disso, a técnica de multi-regides se mostrou satisfatoria para
descrever dominios compostos. Nesses problemas, as bruscas variaces das tensdes devido a
mudanca de rigidez material foram precisamente capturadas pelo MEC conforme apresentado

nos exemplos 7.3 e 7.4.

Com as aplicagdes, foi ainda possivel perceber o quanto a reducdo da
dimensionalidade da malha simplifica a discretizacdo de estruturas compostas em comparacgao
as discretizacbes de dominio do MEF. Apesar da simplicidade das malhas de contorno, a
precisdo da resposta numérica para as grandezas internas pode ser tdo boa quanto as de uma

malha muito refinada de elementos finitos.



242

Por fim, com o exemplo 7.5, destaca-se a facilidade de se obter os Fatores de
Intensidade de Tens@o em problemas de trincas utilizando o MEC. Mesmo sem a adogéo de
nenhuma técnica sofisticada, os valores de Fator de Intensidade de Tensdo modo | foram

obtidos com relativa boa precisao.

9.2 CONSIDERACOES SOBRE OS TESTES DE FRATURA

Considerando agora as aplicacdes envolvendo fratura, pode-se concluir que as
formulagdes ndo lineares do MEC conseguem satisfatoriamente impor o comportamento
coesivo para as tensbes na interface. Dessa forma, as estruturas apresentam um
comportamento mecanico altamente ndo linear o qual foi ilustrado no trabalho com as curvas

de forca versus deslocamento em pontos especificos dessas mesmas.

Em se tratando de fratura em pecas de concreto, com o Exemplo 8.3 foi possivel
perceber que a formulacdo de multi-regides é capaz de reproduzir satisfatoriamente problemas
envolvendo fratura em modo 1. Ja 0 Exemplo 8.5 demostra que a formulagdo também pode ser
utilizada para simular a fratura em modo misto no concreto desde que o caminho de
propagacdo seja conhecido. No entanto, € importante atentar-se para o fato de que o0s
operadores adotados, OC e OT, ndo séo capazes de reproduzir instabilidades como o efeito

snap back em que perdas catastréficas de rigidez sdo observadas como no Exemplo 8.4.

Com relacdo a fratura em pecas de madeira, as aplicacGes sdao mais limitadas. Portanto,
apenas exemplos de propagacdo nas orientagOes de fratura RL e TL foram apresentados.
Nesses casos, a fratura ocorre ao longo da direcdo longitudinal em um plano de fraqueza do
material. Para tais aplicagcOes, os Exemplos 8.6 e 8.7 apresentaram resultados novamente
satisfatorios com boa aproximacdo do comportamento ndo linear e da carga Gltima da
estrutura. Deve-se ainda salientar sobre a sensibilidade da resposta estrutural em relagdo a
pequenas mudangas nas condi¢cdes de contorno em problemas anisotropicos. Através do
Exemplo 8.7 foi possivel perceber essa sensibilidade uma vez que a resposta ndo linear do

problema é fortemente influenciada pelas dimens6es dos apoios.

Em relacdo as comparagOes de eficiéncia dos operadores ndo lineares, pode-se notar
uma grande economia no namero de iteragdes com a adocdo do OT em detrimento ao OC.

Nos exemplos, o numero de iteracbes com o OT chegou a ser até 97% menor do que com 0
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operador classico sendo que a resposta obtida com ambos foi praticamente a mesma. Ressalta-

se como excecdo o Exemplo 8.4 onde problemas de instabilidade foram verificados.

Por fim, no exemplo tedrico de descolamento, apesar de ndo ser possivel a
comparacdo com referéncias de literatura, a consisténcia dos resultados demostra a
aplicabilidade da formulagdo desenvolvida para tratar falhas devido a descolamentos em
pecas estruturais compostas.

9.3 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

As formulacdes tratadas no presente trabalho foram capazes de reproduzir bons
resultados para algumas interessantes aplicagdes mecanicas sugeridas nos Capitulos 7 e 8. No
entanto, muito ainda pode ser aprimorado no intuito de torna-las mais robustas para a analise
de problemas de fratura em estruturas compostas. Nesse sentido, a seguir sdo apresentadas

algumas sugestfes para futuras pesquisas.

Uma vez que ambas as formulagdes singular e hiper singular foram propostas no
presente trabalho, é possivel desenvolver a formulagdo dual do MEC para lidar com fissuras

internas em meios isotropicos e anisotropicos.

Além disso, € possivel ainda aprimorar o codigo para lidar com a propagacdo de
fissuras sem a necessidade de adotar caminhos preestabelecidos como € o caso da fratura nas
interfaces. Para isso, critérios de evolugcdo aplicaveis aos materiais de interesse: Concreto,
Rochas, Madeiras, Metais e Compositos, por exemplo, devem ser incorporados na

formulacao.

Outro tema interessante de investigacdo é a avalicdo de propagacdo de fissuras

internas em dominios compostos transpassando ou ndo as interfaces entre distintos materiais.

Pode também ser proposta a analise de sélidos compostos anisotropicos com
propagacdo de maltiplas fissuras tendo em vista os processos de coalescéncia e bifurcacdo. O
estudo de dominios reforgados com fibras utilizando o acoplamento MEC-MEF sujeitos a

processos de fraturamento pode também ser outro foco de estudo para pesquisas futuras.

A abordagem dinamica dos problemas mecanicos considerando a possibilidade de
falha por fraturamento também pode ser alvo de trabalhos pesquisas. Para tanto, acredita-se
gue com algumas modificacdes nas formulacdes do MEC, acrescentando termos inerciais, €

possivel chegar as expressdes algébricas necessarias para tais analises.
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No ambito de efeitos dependentes do tempo, formula¢cdes do MEC considerando
modelos mecanicos viscosos podem ser implementadas para avaliar propagacéo de fissuras ao

longo do tempo em materiais que estejam suscetiveis a deformacdes por fluéncia.

Em relacdo a resolucdo dos sistemas de equacdes nao lineares, um recurso de valia que
pode ser investigado é o uso do arc length como algoritmo complementar. Com o0 mesmo,
espera-se que em problemas onde ocorram perdas catastroficas de rigidez e instabilidades
como o snap back venham a ocorrer, as respostas ndo lineares sejam obtidas com precisao e

ndo ocorram perdas de estabilidade do algoritmo.

Por fim, visto que a aproximacao por estados planos muitas vezes ndo é possivel para
problemas reais de engenharia, formulagdes tridimensionais do MEC podem ser
desenvolvidas para tratar a fratura em estruturas e pegas mecénicas com geometria mais

complexas por exemplo.
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ANEXO

CHAPA ANISOTROPICA SOB TRACAO UNIFORME

O primeiro exemplo do anexo trata de uma chapa sob tracdo uniforme em EPT
constituida pelo mesmo material anisotropico do segundo exemplo do Capitulo 7. A Figura

A.1 ilustra o problema apresentando as dimensodes e carregamentos.

»

AV

P=-100 Aﬂl’a P=100 MPa

T
.
T

=

0.5m

Figura A.1 Chapa anisotropica sujeita a tragdo uniforme.

A solucdo analitica geral para esse problema foi apresentada por LEKHNITSKII

(1968) em termos de deslocamentos como sendo:

Uy = C11.0.x + Ci4.p0- Y
Uy, = Cyp.p.y (A.1)

Em termos de deformacgdes e tensdes, tem-se:

& = C11.D, &, = Cy2.p, 284y = Ci6.D
Oy =D, Oy =Ty =0 (A.2)

Sendo C,,, C;, e Ci, constantes elasticas da matriz de flexibilidade do material. Na
discretizacdo do problema foram adotados dois elementos quadraticos para cada uma das
faces horizontais e um elemento quadratico para cada uma das faces verticais. Nesses Ultimos,

a tragcdo uniforme foi imposta através de deslocamentos prescritos para evitar a singularidade
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oriunda dos problemas puros de Neumann. A Figura A.2 traz a malha adotada no problema e

também as coordenadas de contorno aberto que serdo utilizadas na apresentacdo dos

resultados.
o =120cm o =T0cm
<
[ [
’ s A
[ [
A\ . . . - . .
@ =140ecm o >
=0 ® = 50¢cm
@ Ponto fonte

Figura A.2 Malha de elementos de contorno e coordenadas de contorno aberto

O exemplo foi procedido considerando a solucdo fundamental anisotrdpica para as

equacdes integrais singular (MEC S) e hiper singular (MEC HP). Os resultados numéricos de

deslocamento e forcas ao longo do contorno aberto foram entdo comparados com a solucgéo

analitica nas Figuras A.3e A.4.

Deslocamento X
0,060 -
0,045 -
s
£ 0,030 -
X
>
0,015 -
0,000 T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140
o (cm)
— Analitico m MECS MEC HP

Ux (cm)

0,0000 -

-0,0015 -

-0,0030 -

-0,0045 -

Deslocamento Y

-0,0060
0

Analitico

20 40 60 80 100 120 140
o (cm)

m MECS MEC HP

Figura A.3 Resposta de deslocamentos no contorno: MEC versus analitico
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150 . Forcade superficie X Forca de superficie Y
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150 o R 0 zlo 4|o 6IO slo 1(|)o 150 1210
0 20 40 60 80 100 120 140
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Analitico B MECS MEC HP —Analitico ® MECS MEC HP

Figura A.4 Resposta de forgas de superficie no contorno: MEC versus analitico.

Os resultados mostram que houve uma boa concordancia entre as solugdes numéricas
e analiticas do problema. A Figura A.5 a seguir traz também a configuracdo deformada da
chapa com deslocamentos 100 vezes ampliados. E interessante verificar que devido a
anisotropia do material, uma tracdo uniforme pode geral uma distor¢cdo conforme observado

na deformada da estrutura.

. . . . .
C ® L L L L
@Indeformada Deformada

Figura A.5 Configuracéo indeformada e malha 100 vezes deformada

CHAPA ANISOTROPICA SOB CISALHAMENTO PURO

O segundo exemplo trata exatamente da mesma chapa da aplicacdo passada também

em EPT, porém agora submetida ao cisalhamento puro conforme ilustra a Figura A.6.
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t =100MPa

—"—>» —» ——— —— —> ——> ——>> ——> ——> ——> ——>
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- 4 4 4+ 4t 4+ 4/ 4+ 4+— t— 4+—
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Figura A.6 Chapa anisotropica sujeita ao cisalhamento puro

Assim como no exemplo anterior, a solucdo analitica desse problema também existe e

foi também apresentada por LEKHNITSKII (1968). Em termos de deslocamentos, a solugédo

pode ser escrita como:

ux = C16' t.x + C66' t.y
uy == C26't'y

Em termos de deformacdes e tensdes, a solucdo fica:

Ex = C16' t, gy = C26' t, ngy = C26' t
Ty = t, ox=0,=0

(A.3)

(A.4)

Visando evitar a singularidade caracteristica dos problemas puros de Neumann,

novamente foram impostos nas faces verticais deslocamentos prescritos respeitando a solucao

analitica. Foi adotada a mesma discretizacdo do exemplo anterior para o contorno do

problema. A simulagdo foi procedida novamente com o0 MEC S e MEC HP e os resultados

numéricos de deslocamento e forcas ao longo do contorno aberto foram comparados com a

solucdo analitica nas Figuras A.7 e A.8 a seguir.
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Figura A.7 Resposta de deslocamentos no contorno: MEC versus analitico
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Figura A.8 Resposta de forcas de superficie no contorno: MEC versus analitico

Novamente, ambas as formulacdes do MEC obtiveram boas aproximacfes para a

solucdo analitica do problema. A configuracdo deformada da estrutura é apresentada na

Figura A.9 com deslocamentos 100 vezes ampliados.
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®Indeformada Deformada

Figura A.9 Configuracdo indeformada e malha 100 vezes deformada

VIGA ORTOTROPICA SOB FLEXAO PURA

O dltimo exemplo do anexo trata de uma viga de madeira em EPT sob flexdo pura.
Segundo FERNANDEZ (2012), a madeira em questdo pode ser considerada um material
ortotropico cujas constantes elasticas dessa madeira séo: E, = 9,81GPa, E, = 0,41GPa,
Gyxy = 0,74GPa, vy, = —0,01. O autor ndo informa qual a espécie de madeira. A Figura A.10

ilustra o problema apresentando as dimensdes da viga e também os carregamentos de flex&o.

AY
P=10MPa P=10MPa
- —
lfS!. ‘\:, E, X 57
Tk He A
= o

L=2m L=2m

Figura A.10 Viga ortotrépica de madeira sujeita a flexdo pura

Novamente em LEKHNITSKII (1968) € possivel encontrar a solucdo analitica para o

exemplo em questdo. A solucdo analitica de deslocamentos nesse caso é:

Uy = (Zp/h)cllxy (A 5)
u, = (p/h)(Ci2.¥? = Ci1.%* + Cy1.L7) '

Ja em termos de deformacdes e tensdes, a solucdo pode ser apresentada como:

& = (2.p/h)Cy1.y, &y = (2.p/h)Cy3.y, 284y = (2.p/h)Cyg.y
o, = (2.p/h).y, Oy =Tyxy =0 (A.6)
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Sendo h e L as dimens0es ilustradas na Figura 7.16 e p = 10MPa a maxima forca de
superficie nas faces verticais onde foi imposta a flexdo. Para evitar singularidades, foram
impostos deslocamentos prescritos nas faces verticais da viga baseados na solugdo analitica
do problema. A malha adotada é composta por dois elementos quadraticos para cada uma das
faces superior e inferior e um elemento quadratico para cada uma das faces verticais onde foi

imposta a flexdo. A Figura A.11 apresenta essa malha e também as coordenadas de contorno

aberto.
= 850cm @ = 450cm
-«
L ] - - - - - - L ]
® o A
v L ] L ]
©=900cm i - i - i
o P
@ =0 = 400ecm

o Ponto fonte

Figura A.11 Malha de elementos de contorno e coordenadas de contorno aberto
Para analisar o problema as duas formulag¢Ges anisotropicas MEC S e MEC HP foram

adotadas. As Figuras A.12 e A.13 trazem uma comparacao entre respostas numéricas de

deslocamentos e forgas no contorno com a solucgéo analitica de Lekhnitskii.
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Figura A.12 Resposta de deslocamentos no contorno: MEC versus analitico
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Figura A.13 Resposta de forgas de superficie no contorno: MEC versus analitico

A partir dos gréaficos percebe-se que as formulagdes foram capazes de obter boas
aproximagdes para a solugdo no contorno do problema. Na Figura A.14, a configuragdo

deformada da estrutura é apresentada considerando os deslocamentos 500 vezes ampliados.

®Indeformada Deformada

Figura A.14 Configuracdo indeformada e malha 500 vezes deformada



