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RESUMO

NOGUEIRA, G. V. Formulagio de elemento finito posicional para modelagem numérica
de porticos planos constituidos por compositos laminados: uma abordagem nao linear

geométrica baseada na teoria Layerwise. Dissertacao (Mestrado em Engenharia de Estruturas) —

Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade
de Sio Paulo, Siao Carlos, 2015.

A analise de compdsitos laminados apresenta grandes desafios, pois, diferentemente dos materiais
isotropicos homogéneos, os compositos laminados sao constituidos de materiais heterogéneos e
anisotropicos. Além disso, as distribui¢oes de tensdes interlaminares obtidas com as formulagdes
convencionais sao descontinuas e imprecisas. Sua melhoria, portanto, ¢ imprescindivel para
buscar e modelar critérios de falha relacionados as estruturas formadas por compositos
laminados. Diante disso, este trabalho se concentrou no desenvolvimento e implementagao
computacional de um elemento finito posicional de poértico plano laminado cuja cinematica é
descrita ao longo da espessura do laminado de acordo com a teoria Layerwise. A formulagao do
elemento considera a ndo linearidade geométrica, originada pela ocorréncia de grandes
deslocamentos e rotacdes, e admite deformacdes moderadas, em funcido da lei constitutiva de
Saint-Venant-Kirchhoff. O desenvolvimento deste trabalho se iniciou com uma preparagiao
tedrica sobre mecanica dos solidos deformaveis e métodos numéricos para que fossem
adquiridos os subsidios tedricos necessarios ao desenvolvimento de cédigos computacionais, a
interpretacao dos resultados e a tomada de decisdes quando das analises numéricas. A formulagao
desenvolvida ¢ Lagrangiana total com emprego do método dos elementos finitos baseado em
posic¢oes. Inicialmente o elemento finito posicional de portico plano homogéneo é proposto, uma
vez que sua cinematica possibilita uma expansiao natural para o caso laminado. Os graus de
liberdade sao compostos por posicdes nodais e por vetores generalizados que representam o giro
e a variacdo na altura da secdo transversal. A eficiéncia do elemento é constatada através de
analises realizadas em problemas de poértico sujeitos a grandes deslocamentos e rotagdes. Os
resultados obtidos apresentaram excelente concordancia com solugdes numéricas e analiticas
disponiveis na literatura. Uma expansio natural da cinematica é empregada na formulagao do
elemento laminado. Os graus de liberdade do elemento sido as posi¢des nodais e as componentes
de vetores generalizados associados as se¢oes transversais de cada lamina. Dessa forma, as
laminas tém liberdade para varia¢do de espessura e giro independente das demais, mas com as
posi¢coes compatibilizadas nas interfaces. Os resultados de analises numéricas realizadas em varios
exemplos demonstram a eficiéncia da formulagdo proposta, pois as distribuicbes de
deslocamentos e tensdes ao longo da espessura do laminado apresentaram excelente
concordancia com as obtidas a partir de analises numéricas utilizando um elemento finito
bidimensional em uma discretizagao bastante refinada. Os exemplos analisados contemplam
problemas com se¢ao laminada fina ou espessa.

Palavras-chave: Compésito laminado. Teoria Layerwise. Nao linearidade geométrica. Elemento
tinito posicional. Pértico plano.






ABSTRACT

NOGUEIRA, G. V. Positional finite element formulation for numerical modeling of
frames made of laminated composites: a geometric nonlinear approach based on Layerwise

theory. Dissertacao (Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Departamento de Engenharia de
Estruturas, Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2015.

The analysis of laminated composites presents challenges because, unlike homogeneous isotropic
materials, the laminated composites are made up of heterogeneous and anisotropic materials.
Moreover, the distribution of interlaminar stresses obtained with conventional formulations are
discontinuous and inaccurate. His improvement is therefore essential to check and modeling
failure criteria related to structures formed by laminates. Thus, this work focused on developing
and computational implementation of a positional finite element of laminated plane frame whose
kinematics is described throughout the thickness of the laminate according to Layerwise theory.
The formulation element considers the geometric nonlinearity, caused by the occurrence of large
displacements and rotations, and admits moderate deformation, in the constitutive law function
of Saint-Venant-Kirchhoff. The development of this work began with a theoretical preparation
on mechanics of deformable solids and numerical methods for the acquired of the theoretical
support needed for the development of computational codes, interpretation of results and
decision-making when of the numerical analyzes. The developed formulation is total Lagrangian
with use of the finite element method based on positions. Initially the positional finite element of
homogeneous plane frame is proposed, since their kinematic enables a natural expansion for the
laminate case. The degrees of freedom are composed of nodal positions and generalized vectors
representing the spin and the variation in the height of the cross section. The efficiency of the
element is verified through analyzes performed in frame problems subject to large displacements
and rotations. The results showed excellent agreement with numerical and analytical solutions
available in the literature. A natural expansion of the kinematics is used in the formulation of the
laminate element. The degrees of freedom of the element are the nodal positions and
components of the generalized vectors associated to cross-sections of each lamina. Thus, the
laminas are free for the thickness variation and for independent spin, but with the positions
matched in the interfaces. The results of numerical analysis performed in various examples show
the effectiveness of the proposed formulation, since the distributions of displacements and
stresses through the thickness of the laminate agreed well with those obtained from numerical
analysis using a discretization with two-dimensional finite elements in a very refined. The
examples discussed include problems with thin or thick laminated section.

Keywords: Composite laminate. Layerwise theory. Geometric nonlinearity. Positional finite
element. Plane frame.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Generalidades

De acordo com Carrera (2002), qualquer teoria para analise de compositos
laminados, bem como um elemento finito desenvolvido com essa teoria, deve considerar os
seguintes aspectos complexos de uma estrutura laminada: anisotropia no plano do laminado,
heterogeneidade transversal, efeito Zig-Zag e continuidade interlaminar.

A anisotropia no plano do laminado surge quando as propriedades fisicas e
mecanicas se modificam conforme a dire¢do considerada no plano. Laminados constituidos por
compositos de fibras apresentam elevada resisténcia e rigidez ao longo das fibras, mas essas
propriedades sao menores na direcao transversal, pois praticamente s6 ha a influéncia da matriz
do compdsito. Isso leva, segundo Carrera (2002), a uma elevada flexibilidade na direcao
transversal, tanto em relacdao ao cisalhamento como em relacdo as tensoes axiais.

De acordo com Jones (1999) e Reddy (2004a), uma consequéncia mais relevante da
anisotropia no plano das laminas diz respeito ao acoplamento entre as deformagdes normais e
cisalhantes que aumenta muito as dificuldades nos procedimentos de solucio de estruturas
laminadas. Jones (1999) e Reddy (2004a) também relatam que essa anisotropia pode produzir um
acoplamento adicional entre as deformagées contidas no plano e fora dele, levando a ocorréncia
de grandes deslocamentos mesmo para baixos niveis de carregamento.

A heterogenecidade transversal representa a mudanca das propriedades fisicas e
mecanicas ao longo da espessura devido aos materiais diferentes empregados em cada lamina.
Nas interfaces, essa heterogeneidade produz descontinuidade da primeira derivada do campo de
deslocamento em relagao a coordenada z (ou 3), localizada ao longo da espessura do laminado.
Este comportamento é conhecido por efeito Zig-Zag como pode ser observado na Figura 1 para

o caso de uma estrutura composta por trés laminas (CARRERA, 2002).
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Deslocamentos Tensoes transversais
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Figura 1 — Deslocamentos e tensoes transversais ao longo de uma se¢ao homogénea e laminada

Fonte: Carrera (2002).

Segundo Reddy (2004a), a continuidade interlaminar surge do equilibrio de forgas
entre as diversas laminas do compdsito (Figura 2), fazendo com que as tensOes transversais sejam
continuas. HEssa condicio de continuidade leva a uma descontinuidade das deformacoes

interlaminares desde que os materiais de laminas adjacentes sejam distintos.

/

X

lamina £

lamina £+1

Figura 2 — Equilibrio de tensoes intetlaminares

Fonte: Reddy (2004a).

Carrera (2002) denomina o efeito Zig-Zag e a continuidade interlaminar como

- 0,0 . , .
condi¢des de classe ¢ (C . — Requeriments). Ele também alerta que o atendimento a essas
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condi¢des é imprescindivel para o desenvolvimento de qualquer teoria adequada a analise de
estruturas formadas por compositos laminados.

Quando o objetivo da analise de estruturas laminadas de espessura fina a moderada ¢é
a obtencgao de respostas globais como deslocamentos, cargas criticas de flambagem e frequéncias
de vibragao, por exemplo, as teorias de camada tnica equivalente (Equivalent Single Layer — ESL),
que analisam o laminado considerando uma camada tunica com propriedades mecanicas
equivalentes, fornecem aceitavel precisio nos resultados. No entanto, essas teorias apresentam
aplicacao limitada quando se trabalha com laminados espessos ou quando ha a necessidade de
uma avaliagdo no nivel das laminas e de suas interfaces para identificar o processo de falha do
compésito como, por exemplo, por delaminagao ou deslizamento. Essa limitacio ocorre porque
as teorias ESL nao sao capazes de representar com precisao a distribuicao das tensdes ao longo
da espessura e nas interfaces do compdésito laminado (REDDY, 2004a).

Como visto anteriormente, devido a continuidade interlaminar, a anisotropia no
plano das laminas e a heterogeneidade transversal, as distribuicGes de tensdes sao continuas e as
deformagoes sio descontinuas nas interfaces do laminado. As teorias ESL representam esse
comportamento justamente de forma contraria, pois, ao tratar o laminado como uma unica
lamina equivalente, as deformagGes obtidas ficam continuas e as tensdes descontinuas.

Assim, teorias que diferenciam as laminas sao mais adequadas, pois viabilizam o
. N .~ 0 . . ,
atendimento as condicdes de classe € (CARRERA, 2002). Uma teoria bastante conhecida é a

Layerwise cujas hipoteses cinematicas consideram campos de deslocamentos independentes em
cada lamina, mas compatibilizados nas interfaces (REDDY, 2004a). Essas hipoteses geram uma
distribuicao de deformagdes transversais descontinuas nas interfaces, tornando possivel a
representacao de tensdes mais realistas principalmente para o caso de laminados espessos.

Outras questdes importantes sobre os laminados dizem respeito aos efeitos nao
lineares. Os materiais compositos laminados sao leves e possuem elevada resisténcia e rigidez
especificas. Assim, hd uma tendéncia em se ter estruturas esbeltas e sujeitas a grandes
deslocamentos e rotagoes. Como consequéncia, a analise do equilibrio na configuragao
indeformada nio é mais aceitavel, tornando-se imprescindivel o emprego de formulagdes que
realizem a analise na configuraciao deformada da estrutura (nao linearidade geométrica).

A hipétese de um comportamento linear para a relagao tensao-deformacio é bastante
aceita e amplamente usada na engenharia, pois os materiais compésitos sao fortemente lineares
longe da situagdo de ruptura, com linearidade geralmente superior a dos metais (MENDONCA,
2005). No entanto, quando o objetivo da analise ¢ identificar a falha do material, os efeitos da nao

linearidade fisica podem ser importantes para a identificagao realista desse fenomeno.
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Diante de tudo que foi discutido, conclui-se que a analise de compésitos laminados
apresenta grandes desafios, pois as distribui¢oes das tensdes nas formulagdes convencionais sao
descontinuas e imprecisas e sua melhoria é imprescindivel para definir eficientes critérios de falha
relacionados as estruturas compositas laminadas. Portanto, justifica-se o emprego de uma teoria
discreta por laminas além da consideragao de efeitos nao lineares, visto que a busca por uma
formulagio numérica que consiga representar de forma realista as distribui¢oes de tensées ao
longo da espessura e nas interfaces de um laminado deve considerar também a presenca desses
efeitos.

Neste trabalho, a formulagdo desenvolvida segue uma cinematica semelhante a
adotada pela teoria de laminados Layerwise e utiliza o método dos elementos finitos posicional
(CODA; PACCOLA, 2007; CODA, 2009; CODA; PACCOLA, 2011; PASCON; CODA, 2013;
SAMPAIO, 2014) para a analise de porticos planos laminados considerando a nao linearidade
geométrica. Dessa forma, espera-se obter uma distribui¢do de tensdes mais realista ao longo da
espessura e nas interfaces. A nao linearidade fisica nao é considerada, ficando como proposta
para trabalhos futuros.

O método dos elementos finitos posicional ¢ uma formulaciao de elementos finitos
que trabalha com graus de liberdade em posicio no lugar dos tradicionais deslocamentos. A
formula¢do posicional possui como caracteristicas relevantes o emprego de uma descri¢io
Lagrangiana total e da medida de deformacao de Green-Lagrange cujo conjugado energético ¢ o
tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Essa medida de deformagio é objetiva
e adequada para representacio de problemas sujeitos a grandes deslocamentos e rotagdes. O
emprego da formulacdo posicional também ¢ justificado porque seu desenvolvimento faz parte
de uma importante linha de pesquisa do Grupo de Mecanica Computacional (GMEC)
pertencente ao Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos — USP.

Uma solugdo possivel para a analise de porticos laminados seria o emprego de
elementos finitos bidimensionais comumente chamados como elementos de chapa. No entanto, a
discretizagao das laminas com esse elemento pode provocar o mau condicionamento matricial do
sistema de equagdes de equilibrio no modelo discreto. Isso ocorre em virtude da presenga de
laminas finas e longas, mesmo em laminados espessos, e devido a variacdo brusca e significativa
nas propriedades elasticas de uma lamina para outra. Assim, o refinamento da discretizagdo é
necessario para evitar a presenca de elementos muito distorcidos que provocam esse mau
condicionamento, mas a quantidade de graus de liberdade e, consequentemente, o custo

computacional podem se tornar inviaveis por conta da maior quantidade de elementos.
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Nos Itens 2.2.3 e 2.3, apresenta-se descricdo sobre as teorias de laminados, com
énfase na teoria Layenwise. Identifica-se uma importante abordagem em deslocamentos da teoria
Layerwise encontrada no trabalho de Reddy (2004a) que consiste em representar o campo de
deslocamentos através de uma combinagio linear do produto de polinémios unidimensionais de
interpola¢ao ao longo da espessura com polinémios de interpolagdo bidimensionais no plano do
laminado.

O desenvolvimento de um elemento finito para analise de pérticos planos laminados
com cinematica correspondente a da teoria Layerwise de Reddy (2004a) podem nao ser eficientes,
pois os elementos finitos utilizados para representar as laminas se tornam semelhantes aos
elementos finitos bidimensionais Lagrangianos. Portanto, sio sujeitos aos problemas de mau
condicionamento discutidos anteriormente.

Assim, a proposta de um elemento finito com caracteristicas dos modelos de portico,
mas com a possibilidade de giro independente e variacao de espessura para a se¢dao das laminas se
torna interessante, pois ¢ esperado que a analise de problemas com pequena ou moderada
espessura, como no caso de barras de portico homogéneas e laminadas, e de problemas com
secao transversal espessa laminada ou nao, como no caso de vigas paredes e vigas sanduiche, nao
fique sujeita ao problema de mau condicionamento matricial. Com isso, torna-se possivel o
emprego de uma quantidade menor de elementos finitos, mas com uma qualidade equivalente
dos resultados em deslocamentos e em tensoes se comparado aos obtidos com os elementos de

chapa através de uma andlise que utilize uma discretizagao bastante refinada.
1.2 Objetivos

Diante das questoes acima, o objetivo principal deste trabalho ¢ desenvolver um
elemento finito de poértico plano laminado baseado na formulagdo posicional cuja cinematica
possibilite giros independentes e variacio de espessura das laminas em uma extensao da teoria
Layerwise.

Pretende-se, assim, obter um elemento capaz de realizar analises nao lineares
geométricas em estruturas de porticos planos constituidos por materiais compositos laminados
com segdo transversal fina ou espessa. Dessa forma, espera-se que os resultados de distribuicdes
de deformagoes e tensoes sejam mais realistas ao longo da espessura e interfaces, visando futuras
modelagens do processo de falha do laminado por delamina¢ao ou deslizamento.

Em funcio desse objetivo, os seguintes objetivos especificos sao definidos:
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a) desenvolver a formulacdo matematica do elemento finito de poértico plano
homogéneo com graus de liberdade compostos por posigdes nodais e por vetores
generalizados que representam o giro e a variagao na altura da se¢ao transversal;

b) expandir a formulagdo desse elemento para considerar uma segdo transversal
composta por varias laminas de materiais diferentes, com independéncia de giro e
variacdo de espessura, em uma extensao da teoria Layerwise;

c) avaliar a eficiéncia do elemento de portico plano laminado em relagao aos
elementos finitos bidimensionais, comumente chamados como elementos de
chapa;

d) realizar andlises em casos de interesse.
1.3 Metodologia

O desenvolvimento deste trabalho se iniciou com uma preparagao tedrica no estudo
da mecanica dos sélidos deformaiveis, dos métodos numéricos e da anilise nio linear de
estruturas para a aquisicdo dos subsidios tedricos que possibilitassem o desenvolvimento de
cédigos computacionais, a interpretacio dos resultados e a tomada de decisdes quando das
analises numéricas. Essa preparagao tedrica foi obtida cursando diversas disciplinas oferecidas no
Departamento de Engenharia de Estruturas — SET, na Escola de Engenharia de Sio Carlos —
USP.

Realizou-se também uma revisao bibliografica dividida em duas partes. A primeira
parte se concentrou em uma fundamentagao tedrica sobre materiais compodsitos em geral e sobre
as diversas teorias empregadas para analise de estruturas constituidas por compositos laminados.
A segunda parte da revisdo foi voltada ao estudo das diversas formulagoes disponiveis para a
realizacdo de analises nao lineares em estruturas.

A conclusao das disciplinas da fase de preparacdo tedrica forneceu os subsidios
necessarios para o desenvolvimento e implementa¢ao computacional do elemento de poértico
plano homogéneo, mas ainda sem a possibilidade de acoplamento entre barras com dire¢cdes
diferentes. Analises numéricas em problemas de vigas foram feitas para verificar a formulaciao do
elemento e as implementagoes realizadas.

O elemento de portico plano homogéneo possui graus de liberdade constituidos por
posi¢oes e vetores generalizados nodais. A funcio de mapeamento posicional empregada ¢é

semelhante a proposta por Coda e Paccola (2011) para analise de porticos tridimensionais nao
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laminados. Essa cinematica corresponde a uma cinematica de Reissner-Timoshenko e, portanto,
nao inclui a possibilidade de giros independentes para laminados.

Inicialmente, o elemento finito posicional de poértico plano homogéneo foi
desenvolvido, uma vez que sua cinematica possibilita uma expansao natural para o caso laminado.
Esse elemento ¢ semelhante ao elemento de portico laminado constituido por uma unica lamina.
Dessa forma, os resultados de analises em problemas homogéneos forneceram uma avaliagao
prévia da eficiéncia da cinematica proposta.

A adaptagao dessa formulagao para laminados é baseada na teoria Layerwise com a
possibilidade de giros independentes e variagio da espessura das laminas. Entretanto, as
formula¢Ges baseadas nesta teoria sao utilizadas em geral para analise de problemas lineares, nos
quais a superposicdo de giros é possivel. Na proposta desta pesquisa, um procedimento
semelhante a do elemento de poértico plano homogéneo foi seguido para considerar a analise nao
linear geométrica.

A formula¢do matematica do elemento de poértico plano laminado foi desenvolvida,
seguida por sua implementacido computacional em linguagem de programagao FORTRAN. Com
isso, analises numéricas foram realizadas em exemplos de vigas homogéneas e laminadas. Os
resultados obtidos foram comparados a solugdes analiticas e numéricas quando disponiveis e
principalmente aos resultados obtidos a partir de andlises com elementos finitos bidimensionais
em diferentes niveis de discretizagao. O software utilizado para essas analises foi o Ansys®, pois é
um software que facilita a modelagem numérica dos problemas e cujos resultados obtidos com as
analises sdo bastante confiaveis. Outros softwares também poderiam ser empregados desde que
esses dois aspectos fossem garantidos.

Com a verificagiao do elemento finito laminado, a formulacio do acoplamento entre
elementos foi desenvolvida e implementada em ambos os programas, possibilitando a existéncia
de ligacOes rigidas, articuladas e semirrigidas. Apos isso, analises numéricas em exemplos de
porticos planos homogéneos encontrados na literatura e em exemplos propostos de porticos
planos laminados foram realizadas.

Os desenvolvimentos matematicos necessarios foram realizados manualmente e
utilizando-se eventualmente os recursos de softwares de manipulagao simbdlica disponiveis. A
programacao da formulacio foi feita em linguagem FORTRAN visando futuras generalizagdes
para elementos finitos de casca, consideragiao de nao linearidade fisica e paralelizacio do cédigo
com o proposito de permitir aplicagdes gerais.

Por fim, o fechamento da pesquisa ocorreu com a redagao do presente texto e sua

subsequente apresentagao.
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1.4 Organizagiao do texto

A organizacio dos diversos topicos deste trabalho ¢é descrita neste item a fim de
esclarecer a sequéncia logica utilizada e apresentar os conteudos que compdem cada capitulo
deste trabalho.

Uma revisido bibliografica contendo os aspectos gerais dos materiais compositos é
apresentada na primeira parte do Capitulo 2. Sio abordadas questoes relativas ao conceito de
material compésito e a classificacio dos diversos tipos existentes. Atencao maior foi despendida
para os compositos laminados. Os nfveis de abordagens existentes na avaliagio do
comportamento mecanico de estruturas constituidas por esses materiais sio identificadas, o que
permitiu a localizacdao da formula¢ao desenvolvida neste trabalho.

Um resumo das principais teorias para analise de laminados, englobando suas
hipéteses e limitagSes, também ¢é apresentado. Por fim, um item aborda o assunto de falhas em
compodsitos laminados, sendo dada énfase aos principais aspectos que precisam ser considerados
em uma analise mais realista visando a identificagdo precisa desse fenomeno. Neste item, sao
apresentados também os critérios de falha existentes.

Todo o conteddo desta primeira parte da revisao bibliografica foi escrito para
fornecer uma visao geral sobre os materiais compésitos ao leitor que nao possua uma formagao
académica basica nessa area da engenharia. Muito do que esta escrito neste item foi extraido de
literaturas bastante conhecidas da Engenharia de Materiais, tais como os livros de Jones (1999),
Reddy (2004a), Vinson e Sierakowski (2004), Mendonga (2005), Daniel e Ishai (2006), entre
outros.

A segunda parte da revisao bibliografica apresentada no Capitulo 2 busca identificar e
caracterizar as principais teorias existentes para analise de compésitos laminados tanto em regime
linear como em nao linear. Sdo discutidas as hipoteses, aplicacdes e limitagoes de cada teoria. O
intuito desse capitulo ¢ localizar a formula¢ao do elemento finito laminado desenvolvido neste
trabalho em relagdo as demais formulagoes existentes. A maior parte do conteudo foi extraida de
artigos cientificos tais como o de Ghugal e Shimpi (2001, 2002), Carrera (2002), Kreja (2011), Lo
et al. (2011), entre outros.

O Capitulo 2, portanto, delimita este trabalho dentro do campo de conhecimento
relativo aos materiais compositos. Feito isso, os proximos capitulos do texto descrevem as
formulacoes dos elementos finitos desenvolvidos.

Inicia-se, no Capitulo 3, com uma apresenta¢ao da formulagdo matematica peculiar

aos elementos finitos posicionais aplicados a problemas que permitem uma simplificacio ao
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dominio bidimensional. No primeiro item deste capitulo, ha a revisdo bibliografica sobre as
principais formulagdes destinadas a analise nao linear de estruturas. A formulacdo posicional é
identificada dentro das formula¢Ges com descricao Lagrangiana total como pode ser observado
no item referente a defini¢cdo da fun¢do mudanga de configuragao. A medida de deformagao e a
lei constitutiva adotada sao apresentadas em seguida. Como a formulag¢ao posicional é
desenvolvida por meio de uma abordagem energética, as parcelas que compdem a energia
potencial total do problema sao identificadas. O capitulo é concluido com a descri¢do do
processo de solugao empregado para resolver o sistema de equagdes nao linear, que é baseado no
método de Newton-Raphson. Como se vera, o conjunto de operagdes matematicas apresentado
no Capitulo 3 ¢ independente do tipo de elemento desenvolvido.

Dessa forma, os Capitulos 4 ¢ 5 foram organizados com a mesma sequéncia logica
que consiste em descrever inicialmente a cinematica adotada através das fun¢des de mapeamento
posicional das configurac¢Ges inicial e atual seguida pela apresentagiao dos aspectos particulares de
cada elemento finito desenvolvido. Esses aspectos sdo relacionados principalmente a
determinagao dos termos que compoem os diversos vetores e matrizes da formulagdao posicional,
identificados no Capitulo 3. No penultimo item, sao apresentados os resultados obtidos em
analises numéricas de exemplos. Esses resultados sio comparados a outros analiticos e numéricos
disponiveis na literatura ou obtidos em analises realizadas no Ansys®. As consideragoes referentes
a verificacao da formulagdao constam no final de cada capitulo.

Finalmente, conclusdes e sugestoes para a continuacao desta pesquisa estao descritas

no Capitulo 6.






CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Introdugao

Muitos avangos tecnoldgicos relevantes em diversas areas do conhecimento somente
se tornaram possiveis em virtude do desenvolvimento e utilizagdo dos materiais compositos.
Apesar da aplicacao desses materiais estar sempre referida a tecnologia de ponta, a origem dessa
importante classe de materiais se remete aos chamados compodsitos naturais presentes nas
madeiras, nos ossos e¢ nos tecidos musculares (HULL; CLYNE, 1996). Historicamente, o
emprego dos compositos ¢ muito antigo. Por exemplo, palhas eram usadas pelos Israelitas para
aumentar a resisténcia de tijolos e os Egipcios ja trabalhavam com madeira laminada para
melhorar o desempenho mecanico, aumentar a resisténcia as expansoes térmicas e reduzir a
absor¢io de umidade (JONES, 1999). Nas aplicagdes modernas, os primeiros empregos dos
materiais compositos surgiram na construcao de veiculos espaciais durante a dltima metade do
século passado (CARRERA, 2002).

Os compositos podem ser projetados para apresentar inumeras propriedades
vantajosas frente aos materiais que constituem as estruturas monoliticas tradicionais. Dentre elas
podem ser listadas, por exemplo: maior resisténcia e rigidez, menor densidade, maior tempo para
ocorrer fadiga, maior resisténcia ao desgaste e a corrosio, maior estabilidade dimensional
relacionada a agdes térmicas e higroscopicas, entre outras.

Segundo Daniel e Ishai (20006), esse desempenho superior somente é possivel porque
os materiais constituintes dos compodsitos possuem caracteristicas que aumentam  as
possibilidades para o desenvolvimento de uma configuracio 6tima do material em funciao das
restricdes de uma aplicagdo especifica. As principais propriedades que os compdsitos apresentam
e que garantem um ganho de desempenho sio: elevada resisténcia especifica (relacio entre
resisténcia e densidade), elevada rigidez especifica (relagao entre rigidez e densidade) e

propriedades anisotrépicas e heterogéneas.



38
Capitulo 2 — Revisao Bibliografica

As aplicacdes dos materiais compositos vao desde objetos simples como o botao de
uma camisa até objetos extremamente complexos como um Onibus espacial. O uso inclui
aplicagdes nas areas aeroespacial, aeronautica, naval, de energia, de infraestrutura e construcio
civil, militar, biomédica e de produtos esportivos.

Na area aeroespacial, os materiais precisam ter uma grande estabilidade dimensional,
pois sdao expostos a condigoes ambientais severas. Assim, materiais compositos com coeficientes
de expansio térmica e higroscopica proximos de zero sio projetados e empregados nas estruturas
dos onibus e instalagdbes espaciais, em antenas, em espelhos e em instrumentos Opticos
(DANIEL; ISHAI, 2000).

Nas aplicacées em aeronaves militares e em aviagao civil, é desejavel que os materiais
apresentem alta rigidez, alta resisténcia e baixa densidade. Dessa forma, o emprego de materiais
compoésitos cresceu de forma significativa nas dltimas décadas. Como exemplo, pode-se citar o
Airbus A380 que é o maior avido comercial do mundo e utiliza uma grande quantidade de
compositos: formado por 22% de plasticos refor¢ados com fibras de carbono, vidro e quartzo e
3% de laminado sanduiche com faces constituidas por laminas de aluminio ou de laminado
polimérico com fibras de carbono e nucleo composto por fibras de vidro em uma matriz de
epoxi. Outro exemplo é o avido militar B-2 que ¢ feito quase inteiramente por compodsitos como
o constituido de carbono com epoxi (VINSON; SIERAKOWSKI, 2004; DANIEL; ISHAI,
20006).

O uso de materiais compositos em automoveis, onibus, caminhoes e veiculos sobre
trilhos se deve a leveza e resisténcia desses materiais que sio empregados de diversas formas
como em: portas, cap0Os, para-choques, isolantes térmicos, blindagem, revestimentos internos,
tetos, carenagens, entre outras. Os compositos sao usados, por exemplo: na substituicio de pecas
metalicas por pecas mais leves, como nas molas feitas de fibras de vidro com epéxi; nos assentos
de trens e metros, fabricados com resinas termofixas autoextinguiveis; em partes da carenagem,
que utilizam painéis sanduiches; na utilizagdo de SMC (composito de resina termofixa e fibras de
refor¢o) em carenagens de automoveis para redu¢ao de peso; em blindagens feitas a partir de
compdsitos de alto desempenho, como o compésito de resinas termofixas com fibras de aramida;
entre outras (ABMACO, 2008; VINSON; SIERAKOWSKI, 2004; DANIEL; ISHALI, 2000).

A inddstria nautica é uma das principais usudrias de compositos no mundo e se
aproveita das vantagens desses materiais, tais como: isolamento térmico, menor custo de
fabrica¢ao, baixa necessidade de manutengao, maior resisténcia a corrosao e menor peso. Muito
usado na construcao de barcos sdo os painéis sanduiche hibridos que sio formados por faces

espessas de um laminado polimérico refor¢cado com fibras de vidro e carbono e um nucleo
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preenchido com espuma de PVC. Esse material é usado, por exemplo, no navio suico
Corvette YS - 2000. Nas embarcagdes menores como lanchas, barcos de pesca e catamaris, o casco
¢ totalmente fabricado com resinas reforcadas com fibra de vidro (ABMACO, 2008; VINSON;
SIERAKOWSKI, 2004; DANIEL; ISHAI, 2000).

Na industria de energia, o emprego de materiais compodsitos ocorre, por exemplo,
nas pas de turbinas edlicas e em risers de perfuragiao de pogos de petréleo em alto mar. As pas sao
produzidas com resinas de poliéster ou de epdxi reforcadas com tecidos e mantas de fibras de
vidro e de carbono (ABMACO, 2008; DANIEL; ISHAI 2006). O uso de rsers de material
composito ¢ uma excelente alternativa aos risers de ago, pois sio mais leves, mais resistentes a
fadiga, mais resistentes a corrosao e melhores isolantes térmicos. Para confecgao dos 7isers, sao
utilizadas estruturas hibridas compostas de fibra de carbono e fibra de vidro numa matriz de
epoxi (SOUSA; PINA FILHO; DUTRA, 2007).

Os materiais compositos (carbono com epdxi ou carbono com polisulfona, por
exemplo), também, podem ser encontrados em produtos da area biomédica como proteses,
membros artificiais, cadeiras de rodas, muletas e em produtos esportivos, que necessitam de
materiais leves e resistentes, como raquetes, tacos de golfe, varas de pesca, skis, pranchas e
bicicletas. As bicicletas profissionais, por exemplo, podem ser fabricadas com resinas termofixas
reforcadas com fibra de carbono, apresentando elevada rigidez e leveza.

Na construcio civil, as aplicagdes de materiais compositos sao bastante extensas. Os
principais produtos sdo: caixas d’agua, telhas, marmores sintéticos, coberturas, mobilidrios
urbanos, entre outras (ABMACO, 2008). Em infraestrutura, a quantidade de aplica¢cdes também ¢é
extensa como, por exemplo: tubulacdes de agua e esgoto, tanques, pisos e perfis pultrudados em
geral. Nessa area, o uso de materiais compositos tem crescido principalmente em recuperagdes e
reforcos de pontes, na substituicao de tabuleiros e de estais (VINSON; SIERAKOWSKI, 2004).
No Brasil, a constru¢ao civil e a area de infraestrutura lideram a demanda por materiais
compdésitos, sendo responsavel por 40% do consumo segundo dados de 2008 fornecidos pela
ABMACO.

Os setores da construgiao civil e de infraestrutura sao também os principais
consumidores do concreto simples e do concreto armado que sio os materiais compodsitos mais
empregados no mundo. O concreto simples é um composito formado a partir de particulas
inertes, representadas pelos agregados de origem pétrea, com uma matriz a base de cimento
Portland. Suas aplicacbes sao para fins nao estruturais como em alguns elementos pré-moldados
e para estruturas cujas tensoes de tragio permanecem baixas como em barragens, pavimentos e

blocos de fundacao.
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O concreto simples resiste bem a esfor¢os de compressao, mas possui baixa
resisténcia a esforcos de tragdo. Assim, para aumentar a resisténcia a tragdo, barras de aco siao
inseridas em uma disposi¢ao predefinida, formando o concreto armado. Este é vastamente
empregado para fins estruturais como na construcao de estruturas de edificios e de pontes.

Como pode ser visto, o uso de materiais compositos ocorre em diversas areas tanto
em aplicagdes nao estruturais como em estruturais. Isso se deve a viabilizagio de um projeto
otimizado e eficiente para o material e, consequentemente, para a estrutura.

A seguir, sao abordados os aspectos gerais sobre os materiais compodsitos como:
defini¢ao, classificacdo, tipos de constituintes, comportamento mecanico, tipos de analises
estruturais possiveis e formas de falhas. Esses aspectos contribuem para a justificativa e
contextualiza¢ao da formulagao numérica apresentada neste trabalho, bem como, fornecem uma

visao geral sobre os materiais compodsitos e mais especificamente sobre os compositos laminados.
2.2 Aspectos gerais sobre materiais comp9sitos

Um material é denominado compésito quando dois ou mais materiais siao
combinados em uma escala macroscopica para formar um terceiro material que apresenta
propriedades superiores a dos seus componentes individualmente (JONES, 1999; REDDY,
2004a; VINSON; SIERAKOWSKI, 2004). Quando essa combinacio se di em uma escala
microscopica, como nas ligas metalicas, o material formado nao é considerado compésito.

Basicamente podem ser identificadas trés fases em um composito, a matriz, o reforgo
e a zona de transicdao (Figura 3). Dependendo da aplicacio do compdsito, a funcao dessas fases
pode variar. Em compésitos de baixo a médio desempenho, a matriz é o principal elemento
resistente e o reforco contribui para a rigidez. J4 em compésitos de elevado desempenho, o
reforco determina a rigidez e a resisténcia do material, enquanto a matriz tem a funcio de
proteger o reforco de danos superficiais e de agentes agressivos ambientais, manter o
espacamento e orientagdo e transmitir as tensdes entre os elementos de reforco. A zona de
transicdo tem importante influéncia nos mecanismos de falha e sobre o comportamento tensao-
deformagdo do material (DANIEL; ISHAI, 2000).

Na sequéncia deste item, uma classificagio para os diferentes tipos de materiais
compositos é apresentada, sendo identificado o grupo ao qual pertencem os laminados. Os niveis
de abordagens existentes para determinar o comportamento mecanico dos compodsitos sao
descritos e a formulagdo desenvolvida neste trabalho ¢ enquadrada nesses niveis. Por fim, as

teorias para analise de compositos laminados e os principais critérios de falha existentes sdao
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apresentados. O objetivo ¢ identificar os fatores relevantes que precisam ser considerados em
qualquer formulagdo cuja proposta seja a determinagao mais precisa da distribuicao de tensdes

com vistas a identificacao do processo de falha de um compdsito laminado.

_Fibra

_——Matriz

Zona de
~ Transigdo

Figura 3 — Fases de um material compésito

Fonte: Daniel e Ishai (2000).

2.2.1 Classificagao dos materiais compositos

Reddy (2004a) classifica os materiais compdsitos em compositos de particulas,
compdésitos de fibras e compésitos laminados. Além dessas trés, Jones (1999) inclui uma quarta
classificacdo correspondente a um grupo de compositos formados pela combinagao dos trés tipos
anteriores, os compositos hibridos. Outra divisio que pode ser encontrada em Levy Neto e
Pardini (2000) se refere a divisao em compositos naturais e sintéticos. Esses autores propoem o
diagrama de classificagdo ilustrado na Figura 4, definido em fungdo dos tipos e arranjos dos
reforcos.

Obviamente qualquer classificagio que se pretenda fazer nao sera geral o suficiente
para englobar a grande quantidade de combinagdes possiveis dos materiais compositos. Essas
combinagdes surgem em virtude da flexibilidade que esses materiais possuem para o
desenvolvimento de propriedades 6timas diante de um conjunto de solicitagdes especificas.
Dessa forma, foram incluidas na classificagao hierarquica de Levy Neto e Pardini (2000)
(Figura 4) algumas modificages (destacadas na cor vermelha) para indicar outras combinagoes
possiveis e encontradas na Engenharia Civil. Algumas dessas combinag¢bes e seus compositos

resultantes estao convenientemente identificados nos topicos seguintes.
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I Materiais Compdsitos I

Compésitos reforcados

Compaositos reforcados o
F - < Hibridos X
com fibras com particulas

I

| I

Multiaxial

Camada unica

Multicamadas

Fibras continuas

|

Fibras curtas

Aleatorias

Orientadas

segenda:

-------- Removido

I—lﬁ

Unidirecionais

Bidirecionais Aleatirias Orientadas

—— Adicionado

Figura 4 — Classificacdo dos compésitos em fungido do tipo de refor¢o (adaptado)

Fonte: Levy Neto e Pardini (2000).

a) Compositos de particulas

Os compoésitos de particulas sao formados por um ou mais tipos e formas de
particulas suspensas em uma matriz de outro material. Na maioria dos casos, a distribui¢ao das
particulas é aleatéria podendo considerar o material homogéneo e isotropico em uma escala
macroscopica. Ao todo, sao possiveis quatro combinag¢des para os compositos de particulas.

A composi¢io mais comum ocorre entre particulas e matriz ndo metalicas. O
compdsito mais famoso dessa categoria é o concreto simples, formado por uma matriz cimenticia
(ceramica) reforcada com particulas de origem pétrea. Outros exemplos sao: vidro refor¢ado com
flocos de mica, polimeros frageis refor¢ados com particulas de borracha, ceramica refor¢ada com
particulas de ceramica e um nano compésito entre polimero e argila. Neste dltimo exemplo, as
particulas sao orientadas levando a um comportamento anisotropico (DANIEL; ISHAI, 2000).

Podem ser combinadas também particulas metalicas em matriz nao metalica.
Exemplos dessa categoria sao: compodsito composto por particulas de aluminio dispersas em
borracha de poliuretano que é empregado em propelentes de foguetes; solda fria que ¢é
constituida de um pé metalico suspenso em uma resina e compodsito de cobre com epoxi que
aumenta a condutividade elétrica. A inclusio de particulas metalicas em plasticos aumenta a
condutividade térmica, reduz o desgaste e diminui o coeficiente de expansio térmico (JONES,
1999).

Outra categoria de compésitos com particulas pode ser obtida entre particulas e
matrizes metalicas. Nesse tipo de material compdsito, as particulas nao estdo dissolvidas na

matriz e isso o diferencia das ligas metalicas. O compodsito comum dessa categoria é formado pela
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adicdo de particulas de chumbo em ligas de cobre ou ago para melhorar a usinagem. Outro
exemplo envolve o processo chamado sinterizacao liquida, que consiste na adi¢ao de particulas de
metais frageis em matrizes metalicas duicteis formando um compésito ductil e com elevadas
propriedades térmicas (JONES, 1999).

Por fim, podem ser combinadas particulas ndo metalicas em matrizes metalicas. O
composito mais comum ¢é formado por particulas ceramicas de 6xidos ou carbetos suspensas em
matriz metalica. Esses compositos sao utilizados em aplicagdes nas quais é importante haver
clevada rigidez, elevada resisténcia a corrosao, a abrasdo e, também, em aplicagdes sujeitas a

elevadas temperaturas (JONES, 1999).

b) Compositos de fibras

Os compositos de fibras sao constituidos por fibras (material de refor¢o) inseridas
em uma matriz. Basicamente podem ser identificadas duas classificacbes: os compositos com
fibras descontinuas e os compdsitos com fibras continuas. O primeiro tipo é formado por fibras
curtas ou por whiskers, que sao fibras muito curtas e com didmetro da mesma ordem de grandeza
do cristal constituinte. Apesar do pequeno comprimento, essas fibras apresentam uma alta razao
de aspecto (razao comprimento por diametro). Na matriz, as fibras curtas podem ser dispostas de
forma aleatdria ou orientadas em uma direcdo especifica. O segundo tipo sao os compdsitos com
fibras longas (da mesma ordem de grandeza dos elementos estruturais) que podem ser do tipo
unidirecional e do tipo bidirecional com fibras cruzadas ou formando um tecido. Esses
compdsitos sao muito mais eficientes estruturalmente do que os compositos formados por fibras
curtas (DANIEL; ISHAI 2006; LEVY NETO; PARDINI, 2006; VINSON; SIERAKOWSKI,
2004).

Os compositos de fibras também podem ser classificados em relagao aos materiais
constituintes. Essa classificagao ¢ definida em fungao do tipo de matriz, podendo ser polimérica,
metalica, ceramica ou de carbono. Os compdsitos de matriz polimérica sio constituidos por
polimeros termofixos ou termoplasticos e fibras de vidro, carbono, aramida ou boro. Sua
aplicagao se restringe a baixas temperaturas. Os compositos de matriz metalica sao constituidos
por metais ou ligas metalicas e, em geral, fibras nao metalicas de boro, carbono ou ceramica. Os
compositos de matriz ceramica tem sua aplicacido destinada principalmente a ambientes sujeitos a
elevadas temperaturas e suas fibras sdo constituidas por materiais ceramicos como carbeto ou
nitreto de silicio e alumina. Os compésitos de carbono sao formados por matriz de carbono ou

grafite e refor¢co com fibras ou tecidos de grafite. Sao compésitos de elevada rigidez e resisténcia



44
Capitulo 2 — Revisao Bibliografica

(DANIEL; ISHAI, 20006). Os tipos de materiais mais comuns que formam os compésitos de

fibras estao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Compésitos com fibras: materiais constituintes mais comuns

Tipo de matriz Fibra Matriz

Polimero vidro E, vidro S, carbono epoxi, fenolica, poliimida
(grafite), aramida (Kevlar), bismaleimida, poliéster,
boro poli-éter-éter-cetona,

poliamidas, polipropileno

Metal boro, carbono (grafite), aluminio, magnésio, cobre,
carbeto de silicio, alumina titdnio, aco, tungsténio, berilio
Ceramica carbeto de silicio, alumina, carbeto de silicio, alumina,
nitreto de silicio nitreto de silicio, ceramica vitrea
Carbono carbono carbono

Fonte: Daniel e Ishai (2000).

¢) Compositos laminados

Os compositos laminados sao formados pelo empilhamento e unido de laminas de
materiais diferentes. A unido das laminas ¢ realizada de maneira tal que garanta o trabalho
solidario entre elas. Assim, as propriedades dos materiais constituintes de cada lamina sio
combinadas e formam um material com melhores propriedades tais como maior resisténcia,
maior rigidez, menor peso, maior resisténcia a corrosao e ao desgaste, entre outras.

Em um laminado, as laminas sao a unidade basica e podem ser constituidas por
materiais compositos como os reforcados com fibras. Estes sao os mais empregados quando ha
necessidade de elevado desempenho mecanico (JONES, 1999; REDDY, 2004a).

O composito laminado é produzido segundo um esquema de laminagao pré-definido
em funcao das propriedades desejadas para o material e isso constitui a principal proposta de um
laminado (JONES, 1999). Desta forma, podem-se ter dire¢Ges principais do material em termos
de resisténcia e rigidez orientadas ao longo das dire¢des mais solicitadas (caminho das cargas).

O esquema de laminagao possui como possibilidades a variacio do numero, da
espessura, da sequéncia, das propriedades mecanicas e da orientagao das fibras de cada lamina.
Assim, os compositos podem ser fabricados de maneira a obter projetos altamente otimizados
em cada situacio especifica (TEOFILO et al., 2008).

A nomenclatura empregada para especificar o esquema de laminagao é do tipo
[t,a/t,a,/ ..t o  /t,a)], na qual [#,2,,.. 2,2 ¢ [a,a, ... a ,,a] representam a

espessura das laminas e o angulo de orientagao das fibras nas laminas, respectivamente
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(BELO, 2006). A sequéncia de numera¢ao das laminas ¢ realizada seguindo a dire¢ao positiva do
eixo X, e o angulo de inclina¢ao das fibras obedece ao sentido positivo da rotagao no sistema de

referéncia adotado (regra da mao direita), como pode ser visto na Figura 5.
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Figura 5 — Nomenclatura do esquema de laminacio

Fonte: Belo (2006).
O angulo de inclina¢ao das fibras nas laminas pode variar de —90° a 90°. O

esquema de laminac¢io ¢ denominado cruzado (cross-ply) quando essa inclinagao for sempre 0° ou

90° e é denominado angular (angle-ply) quando as fibras apresentarem outras inclina¢oes. Mais
uma observagao importante com relagdo ao esquema de laminagao se refere a distribuicdo das
laminas em relacio a superficie média do laminado que pode ser simétrica, antissimétrica ou

assimétrica. A Figura 6 contém exemplos de esquemas de laminagdo com suas denominag¢des

especificas.
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Figura 6 — Exemplos de esquemas de laminagao

Fonte: Belo (2006).



46
Capitulo 2 — Revisao Bibliografica

d) Compositos hibridos

Segundo Jones (1999), os compdsitos hibridos sdo materiais formados a partir da
combinagdo de materiais pertencentes as outras trés categorias de compoésitos (de particulas, de
fibras e laminados). Daniel e Ishai (2006) afirmam que a combinagiao de diferentes tipos de fibra
em uma mesma lamina pode ser vantajosa em alguns casos. Dessa forma, os autores classificam
os compositos  hibridos em trés tipos: de intracamada, de intercamadas e de
intracamada/intercamadas.

Um exemplo claro de compdsito hibrido é o concreto armado. Esse material ¢é
constituido por concreto simples, que pode ser classificado como um compésito de particulas, e
por barras de aco, que representam as fibras. Entdo, o concreto armado pode ser classificado
como um compésito de particulas e de fibras.

Outras possibilidades identificadas para um compésito hibrido sio a utilizagio de
fibras ou matrizes diferentes em um compésito laminado e a combinag¢ao de laminas de
compositos diferentes. Neste ultimo caso, podem ser identificados, por exemplo, a combinagio
de laminas metalicas com laminas de compésitos, estruturas de concreto armado refor¢adas com
fibras de carbono, estruturas compésitas tipo sanduiche, entre outras.

Os denominados compésitos sanduiche sio um importante tipo de compositos
hibridos formados a partir de duas finas laminas de um material rigido localizado nas faces e um
nacleo central leve, espesso e de baixa resisténcia (Figura 7). Esse laminado apresenta elevada
rigidez a flexdo e baixa densidade.

Os principais componentes responsaveis pela resisténcia do compésito sanduiche sao
as faces e o material da interface de ligacdo. A fungao das faces ¢ a de suportar tensées axiais de
compressao, de tracdo e tensoes de cisalhamento coplanares geradas por esfor¢o de flexdo. O
material da interface de ligacao absorve tensoes axiais e cisalhantes interlaminares. O nuicleo tem
a funcdo de manter o afastamento das faces, garantindo um alto momento de inércia
(MENDONCA, 2005).

Na constituicdo de um compésito sanduiche, o nicleo pode ser preenchido com
espumas de plasticos expandidos, madeiras, plasticos, corrugados e colmeias. Os corrugados e
colmeias sio comuns em embalagens, em portas e em divisorias e os materiais usados podem ser
papel, papelao, algodao, tecidos impregnados e laminas de aluminio ou ago. Nas faces, as laminas
finas sao, em geral, constituidas por laminados de polimeros termofixos ou termoplasticos
reforcados com fibras de vidro ou de carbono. Folhas de metal sio também comumente

empregadas. A ligacdo entre o nucleo e as laminas das faces é realizada com adesivos ou com
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componentes metalicos (MENDONCA, 2005; LEVY NETO; PARDINI, 2000).
Os diversos modos possiveis de falha em um compdsito sanduiche sio escoamento
ou ruptura das faces, cisalhamento do nucleo, flambagem global do painel, deflexao excessiva,

enrugamento das faces, flambagem intracelular e esmagamento do nicleo (MENDONCA, 2005).

B

Figura 7 — *Compésito do tipo sanduiche: (A) painel, (B) faces e (C) nicleo em forma de colmeia

2.2.2 Comportamento mecanico

Os materiais compositos sao frequentemente heterogéneos e ortotrépicos ou
anisotropicos. O material é heterogéneo quando ha variagao de suas propriedades de um ponto
para outro e o material ¢ anisotrépico quando essas propriedades dependem da diregao
considerada. A ortotropia ocorre se existem trés planos de simetria perpendiculares entre si cuja
intersecao define os eixos principais do material. Todas essas caracteristicas dependem da escala
de observacao. Quando essa escala decresce da dimensao macroscopica para a microscopica, um
mesmo material pode ser considerado homogéneo ou heterogéneo, isotrépico, ortotrépico ou
anisotropico (DANIEL; ISHAIT, 2000).

Em funcio das caracteristicas heterogéneas e da escala do comportamento mecanico
de interesse, a andlise dos materiais compositos pode ser dividida em duas abordagens:
micromecanica e macromecanica. Segundo Jones (1999), na abordagem micromecanica, o estudo
do comportamento mecanico do composito ocorre no nivel das interagoes entre os constituintes.
Ja na abordagem macromecanica, o estudo ¢ realizado em uma escala macroscopica e assume-se
um material homogéneo equivalente. A influéncia dos constituintes do compdsito é considerada
na forma de propriedades médias para o material como um todo. Um esquema das abordagens

em um composito ¢ ilustrado na Figura 8.

“Disponivel em : http://en.wikipedia.otg/wiki/File: CompositeSandwich.png Acesso em: 06 de jan de 2014.
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¥ > MICROMECANICA
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§ > MACROMECANICA
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§ > ANALISE ESTRUTURAL
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Figura 8 — Niveis de analise em estruturas formadas por materiais compositos

Fonte: Daniel e Ishai (20006).

De acordo com Daniel e Ishai (2006), a abordagem micromecanica é importante para
o estudo dos mecanismos de resisténcia, dos mecanismos de falha (falha nas fibras, na matriz ou
na zona de transi¢ao), da tenacidade a fratura e do tempo de ocorréncia da fadiga. Além disso, a
micromecanica permite estabelecer o comportamento médio no nivel das laminas a partir de seus
constituintes. Ja a abordagem macromecanica é recomendada para o estudo do comportamento
global do laminado e da estrutura. Nessa abordagem, critérios de falha podem ser estabelecidos
em termos de tensoes e forcas médias na lamina.

A determinagdo do comportamento mecanico global da estrutura e das tensées ou
forcas médias no nivel das laminas, em uma abordagem macromecanica, pode ser obtida a partir
do acoplamento das teorias de laminados com o método dos elementos finitos. Essas teorias
levam em consideragao as propriedades médias das laminas e o esquema de laminagdo. Ainda
dentro da macromecanica, as teorias de laminados trabalham basicamente considerando dois
nfveis de abordagem: uma na qual o laminado ¢é analisado como uma unica lamina homogénea
equivalente e outra na qual a analise considera uma discretizagao das laminas.

Neste trabalho, as formula¢oes desenvolvidas empregam esta ultima abordagem.
Conforme discutido anteriormente no Capitulo 1, a discretizac¢ao das laminas permite representar
o comportamento Zig-Zag para o campo de deslocamentos ao longo da segdo transversal,
possibilita a continuidade interlaminar das tensoes transversais e considera a heterogeneidade

transversal devido a mudanga de material lamina a lamina. Esses aspectos sao fundamentais para

' KOITER, W. T. A Consistent First Approximations in the General Theory of Thin Elastic Shells. In: First
Symposium on the Theory of Thin Elastic Shells, 1959, Amsterdam. Proceedings ... Amsterdam: 1960. p.12-
23.
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a obten¢ao de uma resposta em tensoes mais precisa com vistas a verificagdo do processo de

falha do laminado.

2.2.3 Teorias de laminados

Segundo Reddy (2004a), os principais modelos para analise de compdsitos laminados
podem ser divididos em:

a) Modelos baseados na teoria de camada unica equivalente (Eqguivalente Single Layer -

ESL):
e Teoria classica (Classical Laminated Theory - CLT);
e Teoria de primeira ordem em relagio a deformagio de cisalhamento
(Eirst order Shear Deformation Theory - FSDT);
e Teoria de alta ordem em relagdao a deformagao de cisalhamento (High
order Shear Deformation Theory - HSD'T);
b) Modelos baseados em teorias tridimensionais:
e Teoria Layerwise;
e Teoria da elasticidade tridimensional;

¢) Modelos baseados em teorias multiplas.

Os modelos baseados na teoria ESL assumem um conjunto de hipéteses em relagao
ao campo de deslocamentos ou de tensdes que transformam o problema tridimensional em um
problema bidimensional (placas e cascas) ou unidimensional (barras). Jd4 os modelos baseados em
teorias tridimensionais analisam um compésito laminado tratando cada lamina como um sélido
tridimensional (REDDY, 2004a).

As teorias ESL transformam um compésito laminado heterogéneo em uma tnica
lamina estaticamente equivalente e composta por um material homogéneo cuja lei constitutiva é
definida em fungao das leis constitutivas dos materiais que compoem o laminado.

Dentro das teorias ESL, a mais simples ¢ a teoria classica (CLT), pois ¢ uma extensao
das hipdteses de Euler-Bernoulli para o caso de barras, de Kirchhoff para o caso de placas e de
Cauchy-Poisson-Kirchhoff-Love para o caso de cascas. Segundo essa teoria, seg¢des planas e
normais a uma superficie de referéncia permanecem planas e normais a essa superficie no estado
deformado do laminado (JONES, 1999; REDDY, 2004a). Com esta hipétese, portanto, tanto as
deformagdes normais ao plano do laminado como as deformacdes de cisalhamento transversais

sao desprezadas.
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Seguindo uma ordem crescente de complexidade dentro das teorias ESL, tem-se a
teoria FSDT que considera para os compositos laminados uma extensao das hipéteses de
Reissner-Timoskenko para o caso de barras e de Reissner-Mindlin para o caso de placas. Segundo
essa teoria, secOes planas e normais a uma superficie de referéncia permanecem planas no estado
deformado do laminado, mas nao necessariamente normais a essa superficie de referéncia
(CARRERA, 2002). Com esta hipdtese, portanto, uma deformagao transversal de cisalhamento
constante ¢ considerada, mas deformag¢des normais continuam sendo desprezadas.

A teoria FSDT necessita de um fator de corregdo para o cisalhamento, pois, com a
hipétese adotada, as deformagdes de cisalhamento permanecem constantes na se¢ao transversal.
Segundo Reddy (2004a), esse fator de corregdo é de dificil determinacdo e deve considerar nao
somente os parametros geométricos e de lamina¢ao, mas também as condi¢des de contorno e de
carregamento.

As teorias de alta ordem (HSDT) atendem as conhecidas recomendagoes de
Koiter '(1960 apud CARRERA, 2002, p. 99). Essas recomendagdes afirmam que qualquer
refinamento das teorias de analise de compésitos laminados deve considerar de forma simultanea
os efeitos das deformacgdes normais e de cisalhamento transversais. Para isso, as teorias HSDT
utilizam polindmios de alta ordem (grau maior ou igual a dois) para representar todas as
componentes dos deslocamentos ao longo da espessura do laminado (REDDY, 2004a).

Uma teoria de alta ordem bastante conhecida ¢ a chamada por Carrera (2002) de
Teoria Vlasov-Reddy (VRT). Na VRT, a descricdo do campo de deslocamentos apresenta uma
expansao com um polindmio de terceira ordem ao longo da espessura e condi¢des de contorno

em forgas sao aplicadas para garantir o atendimento as tensoes de cisalhamento transversais no
topo e na base do laminado (0, (i b/ 2) = 0). Segundo Reddy e Phan (1985), o atendimento

das condi¢bes de contorno em forgas na superficie do laminado leva a obten¢ao mais precisa das
frequéncias de vibracao e das cargas de flambagem de placas laminadas se comparado as teorias
CLT e FSDT. Reddy (2004a) afirma que as teorias de terceira ordem produzem uma melhora na
precisio dos resultados fornecidos por analises em compésitos laminados, mas com aumento no
custo computacional e ainda sem garantir a continuidade interlaminar das tensoes, pois, ao adotar
um campo de deslocamentos unico para todo o laminado, as deformagdes ficam continuas nas
interfaces, quando deveriam ser descontinuas.

A ilustragdo da Figura 9 permite fazer uma comparagao entre as cinematicas adotadas
nas teorias CLT, FSDT, HSDT e entre os campos de deformagdes e de tensdes obtidos com as

teorias FSDT e VRT.

I KOITER, W. T. A Consistent First Approximations in the General Theory of Thin Elastic Shells. In: First
Symposium on the Theory of Thin Elastic Shells, 1959, Amsterdam. Proceedings ... Amsterdam: 1960. p.12-
23.
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Figura 9 — Cinematica das teotias CLT, FSDT e HSDT (esq.) e deformagoes e tensGes das teorias FSDT e VRT (dir.)

Fonte: Carrera (2002).

Quando se esta trabalhando com laminados espessos e quando é necessario
determinar a distribuicdo de tensio e de deformacio no nivel das laminas individualmente,
principalmente proximo a descontinuidades de geometria e de material ou em regides de
aplica¢ao de carga, os modelos baseados nas teorias de camada unica equivalente apresentam
resultados imprecisos. Nesses casos, formulagdes baseadas na teoria da elasticidade sio mais
adequadas, pois modelam o laminado como um soélido tridimensional. No entanto, essas
formulag¢bes fornecem solugoes analiticas lineares de aplicagao restrita, as vezes muito complexas,
e podem levar a um elevado custo computacional quando empregadas em conjunto com

métodos numéricos como o método dos elementos finitos.
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Uma alternativa é o emprego de teorias de alta ordem associadas as laminas
individualmente. Segundo Carrera (2002), a forma natural de representar o efeito Zig-Zag que
ocorre nos campos de deslocamentos de compositos laminados é por meio da aplicagao das
teorias ESL (CLT, FSDT, VRT, HSDT) no nivel das laminas. Isto significa tratar cada lamina de
forma independente, o que constitui a abordagem da teoria Layerwise. De acordo com essa teoria,
as equagoes de equilibrio sio estabelecidas para cada lamina individualmente e condi¢oes de
interface sdo introduzidas como restricdio em termos de deslocamentos para garantir a
compatibilidade entre laminas adjacentes. (CARRERA, 2002; REDDY, 2004a).

Uma abordagem axiomatica dessa teoria com variaveis em deslocamentos pode ser
encontrada em Reddy (2004a). Nesta, o campo de deslocamentos para cada lamina [ ¢

representado ao longo da espessura através de uma combinagao linear do produto entre

e A s . ~ 1 I . <, ~
polindmios de interpolacio de Lagrange F, (x3) e variaveis constituidas por fungoes

i . .
1 (X1, xz) que definem os deslocamentos de todos os pontos localizados em um determinado

plano £ contido na lamina I. A quantidade de planos £ definidos na lamina depende do grau do
polinomio de interpola¢io empregado.

Na Figura 10, ¢ ilustrado como a componente do deslocamento na dire¢ao de x, ¢
aproximada ao longo da espessura do laminado para o caso de interpolagio linear. A interpolagao
dos deslocamentos ao longo da espessura pode ser refinada através do emprego de mais

subdivisoes (refinamento 4) ou com aumento do grau do polindémio interpolador (refinamento p).

Figura 10 — Interpolagio linear dos deslocamentos na teoria Layerwise

Fonte: Reddy (2004a).
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A ilustragdo mostrada na Figura 11 permite comparar as diferencas obtidas com as
formulagbes que empregam a teoria ESL e a teoria Layerwise na representagaio do campo de
deslocamentos no plano das laminas ao longo da espessura do laminado. Como pode ser
observado, as laminas apresentam giros independentes umas das outras nos campos de
deslocamentos obtidos segundo a teoria Layerwise. Essas mesmas laminas apresentam giros
continuos nas interfaces para os campos de deslocamentos obtidos segundo a teoria ESL. A
ocorréncia de giros independentes é um fenémeno presente nos compositos laminados por conta

da continuidade das tensdes interlaminares, da anisotropia e da heterogeneidade entre laminas

adjacentes.

Layerwise
alta ordem

Figura 11 — Deslocamentos no plano das laminas ao longo da espessura segundo as teorias ESL e Layerwise

Fonte: Kreja (2011).

Por fim, as teorias multiplas empregam diferentes modelos matematicos (teoria ESL
e teoria tridimensional) e diferentes niveis de discretizagdo para modelagem de sub-regides da
estrutura. A combinac¢do desses multiplos modelos em uma analise global e local é realizada de
forma simultanea ou de forma sequencial.

Quando realizada de forma simultanea, a estrutura ¢ modelada, discretizada e
analisada com emprego de diferentes modelos matematicos e diferentes niveis de discretizagao:
modelos baseados na teoria ESL sio empregados nas regides onde ¢é suficiente uma analise global
e modelos baseados na teoria Layerwise ou em elementos finitos tridimensionais sio empregados
onde ¢ necessaria uma analise local mais refinada.

Quando empregada de forma sequencial, uma analise global de toda a estrutura é
realizada com emprego da teoria ESL e uma subsequente analise local em regides criticas é
realizada com a teoria Layerwise ou com elementos finitos tridimensionais. A grande vantagem dos
modelos multiplos ¢ a possibilidade de analisar uma grande variedade de problemas em

laminados com maxima eficiéncia e minimo custo computacional (REDDY, 2004a).
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2.2.4 Falhas em compdsitos laminados

Em um nivel micromecanico, as falhas em um compésito laminado podem ocorrer
no dominio da matriz, na forma de fissuras e esmagamento; no dominio do reforco (fibra), na
forma de ruptura e flambagem; e no dominio das interfaces que pode ser entre as laminas, entre a
fibra e a matriz ou em uma falha originada de um defeito. A falha nas interfaces é caracterizada
na forma de propaga¢iao de fissura, delaminagdo ou deslizamento. Quando a falha ocorre na
lamina, costuma-se identifici-la como intralaminar e se a falha ocorrer na interface entre as
laminas, a denominacdo adotada ¢é de interlaminar (VINSON; SIERAKOWSKI, 2004).

Os critérios para definicio de falha em um compésito laminado podem ser
estabelecidos no nivel dos constituintes das laminas (critérios micromecanicos) ou no nivel das
laminas e do laminado (critérios macromecanicos). Mesmo sendo precisa a detec¢ao do inicio da
falha em pontos criticos das laminas, ¢é dificil definir a resisténcia do laminado quando sujeito a
um carregamento geral, pois o processo de falha em um laminado ocorre gradualmente em
virtude da falha de uma lamina causar a redistribuicao de tensoes entre as laminas remanescentes.
Assim, a definicdo de critérios macromecanicos ¢é preferfivel em relagio aos critérios
micromecanicos (DANIEL; ISHAI, 20006).

Como as laminas sio em geral anisotropicas, a determinagao da resisténcia destas
depende da defini¢ado completa do estado de tensao. Assim, os métodos de analise de laminados
devem ser capazes de fornecer essa informacao. Segundo Daniel e Ishai (2000), os critérios de
falha para as laminas podem ser classificados em trés grupos:

a) Teorias nao interativas: o critério de falha ¢ definido simplesmente a partir da

comparagao das tensdes ou das deformagdes com as tensdes ou deformagdes
ultimas. Nao ha intera¢do entre as diferentes componentes de tensio e
deformacio. Neste grupo, estio os critérios das tensoes e das deformagdes
maximas;

b) Teorias interativas: todas as tensoes sao consideradas no critério e a falha niao ¢é
associada a um modo particular. Neste grupo estao os critérios de Tsai-Hill e de
T'sai-Wu;

c) Teorias parcialmente interativas: critérios diferentes sio estabelecidos para as
fibras e para as matrizes e interfaces. Neste grupo, estio presentes os critérios de
Hashin-Rotem e de Puck.

O processo de falha do laminado é muito mais complexo do que a falha das laminas

individualmente, pois muitos outros fatores influenciam na resisténcia do laminado, tais como:
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esquema de laminacao, rigidez e resisténcia das diversas laminas, processo de fabricagio (produz
tensoes residuais), forma da falha (é mais provavel haver danos dispersos em vez de danos
localizados), entre outros. A resisténcia da lamina é importante para a determina¢ao do inicio e
do progresso da falha no laminado (DANIEL; ISHAI, 2000).

Assim, os critérios de falha para os laminados podem ser divididos no critério da
primeira lamina com falha e no critério de falha dltima. No primeiro critério, considera-se que a
lamina trabalha da mesma forma tanto individualmente como em um laminado. A partir da
analise do composito laminado, o estado de tensao atuante nas laminas ¢é verificado com relagao
aos critérios de falha de laminas individuais. Em geral, os resultados obtidos com esse critério siao
conservadores. No segundo critério, observa-se o fato da falha em um laminado ocorrer por
meio de um processo de dano progressivo. Como isso é muito mais complexo para determinar,
nao ha uma definicdo bem estabelecida sobre o que caracteriza a falha dltima. Alguns critérios
estabelecem a falha quando se atinge a carga maxima suportada, outros definem uma deformagao
limite, outros ainda definem a falha a partir do processo de degradagiao da rigidez. Por conta
dessa incerteza, os laminados projetados com esse critério utilizam maiores coeficientes de
seguranca do que os projetados com o critério da primeira lamina com falha (DANIEL; ISHAI,
2000).

Logo, para a determinagao precisa da resisténcia tltima de um laminado, é necessario
obter o estado de tensdes tridimensionais atuante nas laminas e em suas interfaces. Também ¢
necessario conhecer as propriedades relativas a tenacidade das laminas e a resisténcia das
interfaces. Vale ressaltar que a separa¢do (delaminacdo) e o deslizamento das laminas sio um
importante modo de falha que ocorre comumente em bordas livres e em regides de
descontinuidade geométrica ou de carregamento (REDDY, 2004a).

Para a determinacao de uma distribuicao de tensdes mais precisa nas laminas e nas
interfaces, é necessario o emprego de métodos de analise de laminados mais refinados como os
baseados na teoria da elasticidade tridimensional ou na teoria Layenwise. Portanto, neste trabalho, a
cinematica adotada para o desenvolvimento do elemento finito laminado permite a rotagao
independente da segdo transversal das laminas e a varia¢ao da espessura destas, em uma extensao
da teoria Layerwise.

As principais diferencas da cinematica proposta em relacio a da teoria Layerwise sio o
emprego de posicdes no lugar de deslocamentos como graus de liberdade e o carater de portico

do elemento.
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2.3 Formulagdes para analise de estruturas constituidas por
compositos laminados

Neste item, uma revisio bibliografica dos trabalhos que tratam sobre anilise de
estruturas constituidas por compositos laminados é apresentada. Nesta revisio, pretende-se
identificar e descrever sucintamente como a teoria Layerwise vem sendo empregada nas
formula¢oes destinadas a analise linear e nao linear de estruturas constituidas por compositos
laminados. No fim da revisido, a formulagio proposta neste trabalho é delimitada dentre as
formulacOes existentes para analise compositos laminados que empregam a teoria Layerwise como
base para seu desenvolvimento.

Como os compésitos laminados sao aplicados principalmente em estruturas de placas
e cascas, a quase totalidade dos trabalhos identificados nesta revisao bibliografica se destina ao
estudo desses tipos de estruturas. Apesar disso, as formulagoes desenvolvidas nos trabalhos
relacionados a analise de placas laminadas podem ser diretamente aplicadas aos poérticos planos
laminados, bastando desconsiderar uma das dimensdes no plano da placa.

Nas teorias ESL, o laminado ¢ representado por uma tnica lamina equivalente cujas
propriedades sao obtidas através de uma média ponderada das propriedades mecanicas de cada
lamina que compoe o laminado ou por meio de técnicas de homogeneizagao (KREJA, 2011). As
variaveis (deslocamentos, tensdes ou deslocamentos e tensdes) podem ser aproximadas ao longo
da espessura de todo o laminado segundo uma descricio axiomatica com fungdes do tipo

(REDDY, 2004a):
f(xwxpxz):fz( 1’X2)‘Fz'(x3)’ :=1..N. )

na qual f (Xl,xz,x3) ¢ a func¢ao assumida para representar a variavel do problema em todo o
laminado, f,( 1,X2) sao as funcdes que descrevem a variavel do problema no dominio

bidimensional e F/(X3) sao as fungdes que realizam a expansio dessa variavel ao longo da

espessura do laminado.

Como apresentado no capitulo anterior, as teorias ESL podem ser classificadas
basicamente em trés tipos: a teoria classica CLT (Classical Lamination Theory), a teoria de primeira
ordem FSDT (First order Shear Deformation Theory) e a teoria de alta ordem HSDT (High order Shear
Deformation Theory). Uma ampla revisao bibliografica sobre as formula¢des que empregaram essas
teorias bem como suas hipoteses basicas podem ser encontradas em Reddy (1993), Ghugal e
Shimpi (2001, 2002), Carrera (2002), Reddy (2004a), Kreja (2011) e Lo et al. (2011). As hipbteses

basicas dessas teorias sao descritas de forma sucinta em seguida.
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A teoria CLT se baseia na hipétese de que se¢Oes planas e normais a uma superficie

de referéncia permanecem planas e normais a essa superficie no estado deformado do laminado.
O modelo utilizado na descri¢io do campo de deslocamentos ﬂ(X1,X2,X3) para o caso de
placas, por exemplo, ¢ dado por (CARRERA, 2002):
u, (X1,X2,X3)=ﬂ? (xl,xz)—x3 ts,; (xl,xz) ,com 7=1¢e?2
u, (Xl,XZ,X3):ﬂ;) (xl,xz) .

&

com #, e #, indicando deslocamentos em dire¢oes contidas do plano e #,, na espessura.

A teoria FSDT considera a hipdtese de que se¢oes planas e normais a uma superficie
de referéncia permanecem planas no estado deformado do laminado, mas nao necessariamente
normais a essa supetficie de referéncia. O modelo utilizado na descrigdio do campo de

deslocamentos (#) para o caso de placas, por exemplo, é dado por (CARRERA, 2002):
u, (x1 ,xz,x3) = ﬁ/? (X1 ,xz)—x3¢3j (x1 ,xz) ,com 7=1e?2

_ 0
", (x1,x2,x3)—ﬂ3 (xl,xz) ,

)

com ¢, (X1 , X, ) =1y, (xl ,XZ)—]/3Z- (X1 ,xz) e Vs (X1 ,Xz) sendo a deformacio de cisalhamento.

As teorias de alta ordem (HSDT) surgiram para representar melhor a distribuigao das
tensoes de cisalhamento transversais e para considerar as tensoes axiais transversais. De acordo

com essas teorias, a descricao do campo de deslocamentos para o caso de placas, por exemplo, é

dado por (CARRERA, 2002):

u (x1,x2,x3):ﬂ? +(X3)ﬂ; +(>c3)2 ”12 +...+(X3)Ni ﬂ;\ri, com 7=1,2e3 “)

i

sendo #/ (xl,xz), comj=0,...,N,, os coeficientes do polinémio e IN, a ordem de expansio
do campo de deslocamento na direcao

Conforme discutido antetiormente, as distribuicbes de tensbes axiais e de
cisalhamento transversais devem ser continuas nas interfaces de um laminado devido ao
equilibrio de forcas e os deslocamentos devem ser compativeis desde que nao haja falha do
material. Por conta disso e da mudanca de propriedades do material de uma lamina para outra, é
necessario haver uma descontinuidade das deformacgdes transversais nas interfaces das laminas,
gerando deslocamentos no plano do laminado com um comportamento Zig-Zag ao longo da
espessura.

Esse comportamento Zig-Zag ¢ bem pronunciando em laminados espessos e quando

ha uma variagdo brusca das constantes elasticas do material das laminas. Isso pode ser constatado

nas solugdes analiticas obtidas a partir da teoria da elasticidade tridimensional encontradas em
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Pagano (1969, 1970), Pagano e Hatfield (1972), Noor (1973) e Piskunov, Sipetov e Tuimetov
(1990), para o caso de flexdo de placas laminadas, e em Ren (1987b) e Varadan e Bhaskar (1991),
para o caso de flexdo de cascas cilindricas.

Uma cinemdtica mais correta para o campo de deslocamentos em laminados espessos
pode ser obtida com a teoria Layerwise, pois o comportamento Zig-Zag dos deslocamentos no
plano do laminado é representado. Ao contririo dos modelos ESL, nos quais, ao longo da
espessura do laminado, o campo de deslocamentos é de classe C ' e, portanto, produz
continuidade de deformacgdes e descontinuidade de tensées nas interfaces, a cinematica adotada
na teoria Layerwise permite representar um campo de deslocamentos de classe C". Isso gera um
campo de deformagoes descontinuo nas interfaces das laminas e torna possivel a continuidade
das tensoes interlaminares. Reddy (2004a) afirma que a teoria Layerwise é bem aceita quando ¢
necessaria uma representacdo mais precisa das distribui¢cGes de tensdes para, por exemplo,
identificar o inicio da falha nas laminas e interfaces, bem como, seu progresso ao longo do
laminado como um todo.

A ideia essencial da teoria Layerwise é representar as variaveis do problema
(deslocamentos, tensdes ou deslocamentos e tensoes) através de fungdes independentes em cada
lamina. Para os casos de placas e cascas, nos quais essa teoria ¢ mais aplicada, as variaveis do

problema sdo assumidas, por exemplo, como fung¢oes do tipo:
f(/e)(xn X2 Xs) = fz(k)(xn Xz)Fz‘(k)(D%)a :=1.N ®)

A ¢ a funga id idvel do probl lami

na qual /"(x,, x,, x5 ) éa funcdo assumida para representar a variavel do problema na limina
£ ~ N . o y

(/é), fl.( )(xl,xz) sao as fungodes bidimensionais que descrevem a variavel do problema no

;. . . AL s £k ~ ~ . ~
dominio de planos 7 contidos na lamina, E! )(X3) sao as fungoes que realizam a expansao

i
dessa variavel ao longo da espessura da lamina e N é o numero de nés distribuidos ao longo da
espessura da lamina. As condi¢des de compatibilidade em deslocamentos e de continuidade das
tensOes transversais interlaminares podem ser satisfeitas com a imposicao de restricoes nas
interfaces (CARRERA, 2002).

Segundo Reddy (2004a), a teoria Layerwise baseada em deslocamentos pode ser

classificada em parcial ¢ completa. Na teoria Layerwise parcial, a componente do campo de
deslocamentos na direcao transversal — 5 (Xl,XZ) — ¢ considerada constante ao longo da
espessura e a expansao discreta por laminas ocorre apenas para as componentes do campo de
deslocamentos nas diregdes contidas no plano das laminas — #, (x1 Xy x3) e u, (x1, Xy, X3).

Ja na teoria Layenwise completa, a expansao discreta por laminas ocorre para as trés componentes
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do campo de deslocamentos — #, (xl, X5, XS), u, (x1, X, x3) e U (xl, Xy, x3).

Consequentemente, as tensdes de cisalhamento transversais sao consideradas tanto na teoria
parcial como na completa, mas as tensoes axiais transversais sao desprezadas na teoria parcial e
consideradas somente na teoria completa.

Outra divisao interessante foi proposta por Ghugal e Shimpi (2002) para classificar as
teorias Layerwise aplicadas a placas. Essa divisao, entretanto, pode ser estendida para as teorias
Layerwise aplicadas a outras estruturas laminadas como vigas e cascas. Segundo esses autores, o
namero de incégnitas das teorias Layerwise pode depender ou nao do nimero de laminas que
compde o laminado. Dessa forma, tém-se as teorias Layerwise dependentes e as teorias Layerwise
independentes.

Diante dessas duas classificagdes para as teorias Layerwise, os trabalhos consultados
nesta revisdo bibliografica serdo apresentados e ordenados nas seguintes categorias: teoria
Layerwise parcial dependente, teoria Layerwise parcial independente, teoria Layerwise completa
dependente e teoria Layerwise completa independente.

Alguns trabalhos que empregam a teoria Layerwise parcial dependente do numero de
laminas sdo encontrados em Srinivas (1973), Reddy *(1987 apud REDDY, 2004a) e Barbero,
Reddy e Teply (1990). Srinivas (1973) apresentou uma formulagao /ayerwise parcial para analises
estaticas e dinamicas de placas laminadas. De acordo com essa formulagao, os deslocamentos no
plano do laminado sio aproximados a partir de uma expansio /zyerwise linear. Ja o deslocamento
transversal é assumido constante na espessura. Uma generalizagdo da teoria /ayerwise parcial para
representacdo do campo de deslocamentos foi apresentada por Reddy *(1987 apud REDDY,
2004a) para analise de placas laminadas. Barbero, Reddy e Teply (1990) estenderam a ideia para
cascas laminadas cilindricas. A teoria é baseada na interpola¢ao do campo de deslocamentos em
cada lamina. Na proposta dos autores, a representacio dos deslocamentos na espessura é
realizada através de elementos finitos Lagrangianos unidimensionais que se mostraram bastante
convenientes, pois qualquer grau de aproximac¢ao ¢ facilmente empregado. Os resultados de
deslocamentos, tensdes e frequéncias naturais obtidos se aproximaram bem de solugdes analiticas
tridimensionais.

Os modelos baseados na teoria Layerwise parcial sao mais realistas do que os modelos
de camada unica equivalente (ESL), pois consideram o comportamento Zig-Zag para o campo de
deslocamentos no plano das laminas e, consequentemente, produzem um campo de deformacdes
de cisalhamento transversal descontinuo na espessura. Uma limitagdo da teoria parcial esta
associada a desconsideragao de uma variagao do deslocamento transversal ao longo da espessura

do laminado, desprezando, assim, as tensdes axiais transversais. Dessa forma, nio ¢ possivel

2 REDDY, J. N. A generalization of two-dimensional theories of laminated composite plates. Communications in
Applied Numerical Methods, v. 3, p. 173-180, 1987.
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satisfazer as condi¢bes de contorno na base e no topo do laminado com tensdes normais
aplicadas e ndo se obtém uma distribuicao de tensoes realista na regiao de bordos livres sujeitos a
tensoes de cisalhamento transversais. Os modelos baseados na teoria Layerwise parcial fornecem
resultados imprecisos em regides descontinuas como aberturas, bordos livres e frentes de
delaminacao. Isso se deve a desconsideragao das tensOes axiais transversais que sao significativas
nessas regioes. Uma alternativa para contornar essa limitagao ¢ realizar uma expansao /layerwise,
também, para o deslocamento transversal, o que constitui a proposta da teoria Layerwise completa
(REDDY, 2004a).

FormulacGes que empregam a teoria Layerwise completa e possuem a quantidade de
variaveis dependentes do nimero de laminas podem ser encontradas nos trabalhos de Epstein e
Huttelmaier (1983), Huttelmaier e Epstein (1985), Cho, Striz e Bert (1990), Cho, Bert e Striz
(1991), Lee e Liu (1992), Gaudenzi (1992), Gaudenzi, Barboni e Mannini (1995), Negishi e
Hirashima (1997), Zhu e Lam (1998) e Reddy (2004a).

As formulac¢ées de Epstein e Huttelmaier (1983) e de Huttelmaier e Epstein (1985)
apresentam caracteristicas semelhantes a formula¢do desenvolvida no presente trabalho.
Empregando um mapeamento vetorial, Epstein e Huttelmaier (1983) e Huttelmaier e Epstein
(1985) apresentaram uma formulagao baseada no método dos elementos finitos para analise de
placas e cascas laminadas, respectivamente. Na proposta, um elemento finito bidimensional
quadrangular isoparamétrico com quatro nés fica localizado em uma superficie de referéncia e o
mapeamento na espessura ¢ realizado ao longo de cada um de seus nés. Todo esse mapeamento é

realizado a partir de um sistema de referéncia adimensional. Para isso, sio empregados vetores

posicdo t que localizam os nés do elemento na superficie de referéncia e vetores diretores d;
que, em conjunto com uma coordenada adimensional g;, mapeiam todos os pontos na espessura
de cada lamina I. Os graus de liberdade do elemento sao constituidos por vetores u e €; que

representam o deslocamento de um n6 do elemento e variacio do vetor diretor d; nodal,

respectivamente. Dessa forma, consideram-se tanto as tensoes de cisalhamento transversais como

as tensoes axiais transversais. A determinagao de u e €; ¢ realizada aplicando o Principio dos

Trabalhos Virtuais (PTV). A formulacio emprega uma cinematica semelhante a expansao /ayerwise
de primeira ordem, pois as se¢des de cada lamina apresentam giros constantes ao longo da
espessura e independentes, permanecendo retas, mas nao necessariamente normais a superficie
de referéncia. Esta formulagao teve origem no trabalho de Epstein e Glockner (1977) para analise

nao linear de cascas laminadas.
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As formulacées de Epstein e Glockner (1977), Epstein e Huttelmaier (1983) e
Huttelmaier e Epstein (1985) sio um dos poucos trabalhos encontrados com esse apelo vetorial
para representar a cinematica de um laminado. Todos os demais trabalhos consultados utilizam
funcbes matematicas que representam os campos de deslocamentos e/ou de tensdes.

Nesse sentido, Cho, Striz e Bert (1990) e Cho, Bert e Striz (1991) assumiram um
campo de deslocamentos de alta ordem para os trés deslocamentos e apresentaram uma solugao
analitica para o problema de flexdo cilindrica com carregamento senoidal e para a vibragio em
placas laminadas simplesmente apoiadas. Nessa solucdo, os deslocamentos no plano e o
deslocamento transversal de cada lamina sdo aproximados por fungdes de terceira e segunda
ordem na coordenada ao longo da espessura, respectivamente. Na proposta de Lee e Liu (1992),
para analise de vigas laminadas, polinomios cubicos de Hermite foram empregados para a
interpola¢ao independente dos deslocamentos longitudinal e transversal ao longo da espessura. A
fim de garantir a descontinuidade de deformagdes transversais, giros distintos nas laminas
adjacentes a uma interface sio admitidos.

Através de uma expansdo do campo de deslocamentos na diregdo da espessura
utilizando série de poténcias de alta ordem, Gaudenzi (1992) prop6s uma formulagao geral para
analise de placas laminadas. Casos particulares de modelos Zig-Zag e modelos de camada unica
podem ser obtidos a partir dessa formulacio geral. Gaudenzi, Barboni e Mannini (1995)
estenderam essa proposta para uma formulagdo baseada no método dos elementos finitos.
Negishi e Hirashima (1997) também utilizaram uma expansio com série de poténcias para
desenvolver uma formulagao geral que utiliza o principio de Hamilton e relaxamento das
condi¢des de compatibilidade dos deslocamentos nas interfaces para a analise estatica e dinamica
de compdsitos laminados sujeitos ao deslizamento.

Uma alternativa ao uso de fun¢des de Hermite é o emprego de fungdes de
interpolacao do tipo spline. Essa ideia foi utilizada por Zhu e Lam (1998) para a determinagao de
tensoes locais em compositos laminados. Uma distribuicdo de tensdes precisa foi obtida com o
emprego de funcgdes spline cibicas para a interpolacdo do campo de deslocamentos de cada
lamina na espessura e com a imposicao de condi¢oes de compatibilidade e continuidade de
tensOes transversais nas interfaces. O método de solugao de Rayleigh-Ritz também foi
empregado.

Em busca de uma generalizagao da teoria Layerwise, Reddy (2004a) apresentou uma
formula¢ao baseada no método dos elementos finitos que é desenvolvida a partir da composi¢ao
entre elementos bidimensionais, responsaveis pela interpola¢ao dos deslocamentos no plano da

lamina, e elementos unidimensionais Lagrangianos para a interpola¢ao, com qualquer grau de
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aproximacao, dos deslocamentos ao longo da espessura. Dessa forma, teorias Layerwise completas
de baixa a alta ordem podem ser desenvolvidas facilmente.

Os elementos desenvolvidos com essa generalizagdo se assemelham aos elementos
finitos 3D, no entanto, Reddy (2004a) afirma que os elementos /ayerwise possuem algumas
vantagens, tais como: manuten¢ao de uma estrutura de dados do tipo 2D semelhante a estrutura
de dados das teorias ESL, levando a uma reduc¢ao do volume de dados de entrada se comparado
aos elementos 3D, e maior flexibilidade com relagio ao refinamento da malha no plano do
laminado e na direcdo transversal, pois é possivel realiza-lo independentemente um do outro.
Nos elementos finitos 3D, ndo ha essa independéncia, uma vez que ¢ necessaria a reformulagao
completa do elemento.

A estrutura de dados 2D permite uma formulagao mais eficiente para a matriz de
rigidez do elemento, pois as integracdes de volume podem ser realizadas por meio de integracdes
numéricas separadas com relacio a coordenada ao longo da espessura e com relagdo as
coordenadas no plano. Uma unica integragao ao longo da espessura pode ser utilizada para todos
os pontos de Gauss nas integracdes no plano. Essas integracGes separadas reduzem
significativamente a quantidade de operagbes matematicas necessarias para o calculo da matriz de
rigidez do elemento /ayerwise se comparado as operacOes matematicas para o calculo da matriz de
rigidez de um elemento finito 3D (REDDY, 2004a).

As teorias Layerwise dependentes podem se tornar limitadas quando o custo
computacional passa a ser excessivo devido ao aumento do numero de laminas na composi¢ao de
um laminado. Nesse sentido, as teorias Layerwise independentes sao vantajosas, pois o numero de
incognitas nao aumenta com o numero de laminas. Além disso, outro aspecto importante a ser
ressaltado esta relacionado a continuidade interlaminar das tensGes transversais. Muitas
formulagbes baseadas nas teorias Layerwise dependentes satisfazem somente o comportamento
Zig-Zag para o campo de deslocamentos enquanto a maior parte das formulagdes baseadas nas
teorias Layerwise independentes satisfazem, também, a continuidade interlaminar das tensoes
transversais. Essa condi¢do ¢ utilizada justamente como uma restricio adicional para reduzir a
quantidade de incégnitas, tornando a formulagao independente do nimero de laminas.

Dentre as teorias Layerwise independentes, as mais conhecidas e que tem recebido
maior aten¢ao dos pesquisadores sao as chamadas por Sciuva (1986) de teorias Zig-Zag. Segundo
Reddy (2004a), um campo de deslocamentos parcial adotado por essas teorias para aplicagdes

estaticas assume uma forma do tipo:
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u, (xl,xz,x3)=ﬂ? (xl,xz)—x3 %2}1. (X1>X2)+Ji](‘x3) ¢j( 1,X2)Comz',j=1 e?2
©)

_ 0
”3(X1>X2>X3)_”3(X1:X2) '
sendo fl/(x,)) e ¢/.(xl,x2) funcbes determinadas tais que os deslocamentos e as tensoes

transversais sejam continuos nas interfaces das laminas.

Uma excelente revisio bibliografica sobre as teorias Zig-Zag ¢ apresentada por
Carrera (2002). Este autor cita trés modelos principais que originaram essas teorias: o modelo
Lekhnitskii-Ren, o modelo Ambartsumian-Whitney-Rath-Das e o modelo Reissner-Murakami-
Carrera.

Segundo Carrera (2002), o modelo Lekhnitskii-Ren foi proposto por Lekhnitskii
’(1935 apud CARRERA, 2002) para vigas e foi estendido por Ren (1986a, 1986b, 1987a) para
analise de placas laminadas ortotropicas e anisotropicas. A formulagao de Ren (1986a, 19806b,
1987a) é baseada em tensbes e uma expansio /ayerwise de segunda ordem ao longo da espessura
foi adotada para as tensdes de cisalhamento transversais, que satisfazem condigdes de
continuidade nas interfaces. A partir da integragao das relagoes deformaciao-deslocamento e da
imposicao de compatibilidade nas interfaces, uma expansao /ayerwise ciibica é determinada para
representar os deslocamentos no plano do laminado.

Com relagdo ao modelo Ambartsumian-Whitney-Rath-Das, Carrera (2002) afirma ter
sua origem devida aos trabalhos de Ambartsumian *(1958a, 1958b, 1961, 1962, 1969 apud
CARRERA, 2002) que foram estendidos para placas anisotrépicas por Whitney (1969 apud
CARRERA, 2002). Este tltimo teve seu trabalho estendido para cascas laminadas por Rath e Das
(1973) cuja formulagao é baseada em tensGes com uma expansao /ayerwise de segunda ordem ao
longo da espessura para as tensoes de cisalhamento transversais. Impondo a continuidade
interlaminar dessas tensdes e a partir da integracido das relagdes deformagao-deslocamento, um
campo de deslocamentos /ayerwise de quarta ordem compativel nas interfaces foi determinado. O
deslocamento transversal é considerado constante na secao.

Por fim, Carrera (2002) afirma que o modelo Reissner-Murakami-Carrera ¢ originado

a partir de uma abordagem variacional mista conhecida como Teorema Variacional Misto de

3 LEKHNITSKII, S. G. Strength calculation of composite beams. Vestnik Inzhen. i Tekhnikov, n. 9, 1935.

+ AMBARTSUMIAN, S. A. On a theory of bending of anisotropic plates. Investiia Akad. Nauk SSSR, Ot. Tekh.
Nauk., n. 4, 1958a.

+ AMBARTSUMIAN, S. A. On a general theory of anisotropic shells. PMM, v. 22, n. 2, p. 226-237, 1958b.

*AMBARTSUMIAN, S. A. Theory of anisotropic shells. Fizmatzig, Moskwa, 1961; Translated from Russian,
NASA TTF-118, 1964.

+ AMBARTSUMIAN, S. A. Contributions to the theory of anisotropic layered shells. Applied Mechanics Review,
v. 15, p. 245-249, 1962.

+ AMBARTSUMIAN, S. A. Theory of anisotropic plates, Translated from Russian by T. Cheton and Edited by
J.E. Ashton Tech. Pub. Co, 1969.

5 WHITNEY, J. M. The effects of transverse shear deformation on the bending of laminated plates. Journal of
Composite Materials, v. 3, p. 534-547, 1969.
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Reissner (RMVT — Reissner’s Mixed VVariational Theorens). Nesse modelo, os deslocamentos e as
tensoes transversais sao aproximados de forma independente por fungdes parciais (piecewise
function) ou fungdes layerwise. Através da minimizagao do funcional de energia potencial total, as
incognitas sao determinadas. Condi¢oes de compatibilidade e continuidade de tensdes
interlaminares sio impostas no funcional de energia a partir de técnicas como a dos
multiplicadores de Lagrange. Um exemplo de trabalho que empregou este modelo foi o de
Toledano e Murakami (1987). Neste trabalho, uma funcido parcial (pzecewise function) foi adotada
para aproximar todos os deslocamentos. Essa fung¢do é constituida por polinomios de Legendre

de primeiro, segundo e terceiro graus e por uma parcela Zig-Zag. Essa parcela Zig-Zag ¢
N . £ . .
composta por uma fun¢ao que contém o termo (— 1) com £ sendo o numero da lamina.

Independentemente, as tensoes de cisalhamento transversais e a tensao normal transversal foram
aproximadas em uma expansao /zyerwise utilizando polindmios de quarto e quinto graus,
respectivamente.

Alguns trabalhos importantes para o desenvolvimento das técnicas de analise de
compositos laminados utilizaram formula¢Ges baseadas na teoria Layerwise parcial com
independéncia do numero de laminas. Estas formula¢Ses podem ser classificadas como teorias
Zig-Zag e foram propostas por Spilker (1980), Sciuva (1986), Owen e Li (1987a, 1987b), Lee et
al. (1990, 1994), Soldatos (1992), Xavier, Lee e Chew (1993) e Xaxier, Chew e Lee (1995).

Spilker (1980) propos uma formulacio de elemento finito hibrido para analise de
placas laminadas. O elemento proposto é desenvolvido a partir da adogdo de uma expansiao
layerwise de alta ordem ao longo da espessura do laminado tanto para os deslocamentos quanto
para as tensoes. CondicOes de compatibilidade e equilibrio sao satisfeitas nas interfaces do
laminado, assim como as condigdes de contorno em tensoes nas faces superior e inferior.

No trabalho de Sciuva (1986) surgiu o nome teoria Zig-Zag. Problemas de flexao,
amortecimento e flambagem em uma placa espessa quadrada, constituida por trés laminas
simétricas e simplesmente apoiadas foram analisados. Com o uso de fun¢des de Heaviside,
satisfazendo condi¢des de equilibrio e de compatibilidade nas interfaces das laminas e
empregando enriquecimento nas deformacoes, Sciuva (1986) propds uma fungdo linear parcial
(piecewise function) para os deslocamentos no plano. O modelo adotado foi chamado de teoria Zig-
Zag, pois o comportamento Zig-Zag dos deslocamentos ao longo da espessura foi representado.

Modificando uma proposta apresentada por Reddy *(1987 apud REDDY, 2004a),
Owen e Li (1987a, 1987b) propuseram uma formulacao de elementos finitos para andlise de pro
blemas estaticos, de vibracao e de estabilidade em placas laminadas. A formulacao apresenta os

deslocamentos no plano do laminado representados ao longo da espessura por uma funcao linear

2 REDDY, J. N. A generalization of two-dimensional theories of laminated composite plates. Communications in
Applied Numerical Methods, v. 3, p. 173-180, 1987.
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parcial (piecewise function). Aplicando separadamente a primeira variagao do funcional de energia
em relagao aos graus de liberdade dos nés contidos no corpo da lamina e em relagao aos graus de
liberdade dos nds contidos na face superior da lamina, as variaveis dos nés no corpo do elemento
foram obtidas em fungdo das variaveis pertencentes aos nés contidos na interface superior da
lamina. Owen e Li (1987a, 1987b) chamaram essa técnica de subestruturacio (substrucuture). Por
meio dela, a quantidade de variaveis da formulag¢ao ficou independente no niumero de laminas.

Outros trabalhos com ideias diferentes que empregam uma expansio /lgyerwise de
primeira ordem parcial e independente sio o de He, Chou e Zhang (1993) e de Botello, Onate ¢
Canet (1999). Para reduzir e tornar a quantidade de variaveis independente do numero de
laminas, He, Chou e Zhang (1993) adotaram uma hipétese de que as deformacdes de
cisalhamento transversais de quaisquer duas laminas sao linearmente dependentes uma da outra e
Botello, Ofiate e Canet (1999) usaram técnicas de condensagao durante a montagem da matriz de
rigidez do elemento finito proposto.

Em vez de trabalhar, como nas formulacoes anteriores, com os deslocamentos no
plano do laminado variando segundo uma funcdo linear ao longo da espessura, Lee,
Senthilnathan e Chow (1990) e Lee, Lin e Chow (1994) propuseram uma formula¢dao mais precisa
adotando uma variagao ctbica para esses deslocamentos em cada lamina. Empregando condicoes
de compatibilidade e continuidade de tensoes interlaminares, o comportamento Zig-Zag ao longo
da espessura foi satisfeito e o numero de incognitas da formula¢do se tornou independente do
numero de laminas e igual ao das formulag¢des baseadas na teoria FSDT. Esses trabalhos se
destinaram a analise de placas laminadas. Xavier, Lee ¢ Chew (1993) e Xaxier, Chew e Lee (1995)
estenderam a formulagao para analise de cascas laminadas.

Muitas formulag¢ées sio desenvolvidas considerando uma expansio /ayerwise parcial
do campo de deslocamentos a partir de uma variagao /ayerwise cibica superposta com uma
variagao linear parcial (piecewise function). Impondo compatibilidade de deslocamentos e
continuidade das tensoes transversais nas interfaces, a quantidade de variaveis do problema se
torna independente do numero de laminas. Trabalhos ja citados com essas caractetisticas sao os
de Ren (1986a, 1986b, 1987a) e de Toledado e Murakami (1987). Outros trabalhos sio os de
Sciuva (1992) e Cho e Parmeter (1992), que superpuseram uma expansio /layerwise de terceira
ordem com fungoes de Heaviside, e de Icardi (1998), que adotou um campo de deslocamentos
semelhante ao de Sciuva (1992) e de Cho e Parmeter (1992) para propor um elemento finito
curvilineo com oito nés para analise de placas laminadas.

Uma formulagio geral de alta ordem foi apresentada por Soldatos (1992). Sua teoria é

adequada para analises estaticas e dinamicas de placas laminadas e baseia-se na adogao de um
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campo de deslocamentos expandido na espessura com emprego de séries de poténcias e funcoes
de Heaviside. Com o uso de multiplicadores de Lagrange em conjunto com o principio de
Hamilton, as equagoes diferenciais do problema foram obtidas e suas solu¢des levaram a um
campo de deslocamentos que satisfaz a compatibilidade dos deslocamentos e a continuidade das
tensoes de cisalhamento transversais nas interfaces das laminas.

Em vez de adotar variacbes polinomiais ou em séries de poténcias ao longo da
espessura como em muitos trabalhos, Karama et al. (1998) considerou uma expansao /ayerwise
parcial do campo de deslocamentos empregando fungdes trigonométricas superpostas com
funcoes lineares e fungdes de Heaviside. Esta dltima funcdo garante o comportamento Zig-Zag
do campo de deslocamentos que independe do numero de laminas.

Da mesma forma como na teoria Layerwise parcial, formulagoes independentes do
numero de laminas sao desenvolvidas para teorias Layerwise completas. As condigdes de
continuidade das tensbes transversais e de compatibilidade dos deslocamentos nas interfaces
continuam constituindo as principais restricoes utilizadas para tornar o numero de incégnitas
independente do numero de laminas. Além disso, as condi¢des de contorno, também, siao
impostas e atendidas nessas formulagoes.

Muitas formulagoes da teoria Layerwise completa independente apresentam expansoes
de alta ordem. Moazzami e Sandhu (1993) propuseram uma formulagio baseada em uma
expansao de segunda ordem para os deslocamentos no plano e uma expansao linear para o
deslocamento transversal. Ja Wu e Kuo (1992) ¢ Wu e Hsu (1993) adotaram uma expansao
polinomial cubica para os deslocamentos no plano e uma expansao polinomial quadratica para o
deslocamento transversal. As condi¢bes de compatibilidade e continuidade de tensdes nas
interfaces foram introduzidas dentro do funcional de energia potencial total por meio de
multiplicadores de Lagrange. Um trabalho baseado em tensoes foi apresentado por He e Zhang
(1997, 1999) que adotaram uma expansao cubica para as tensoes transversais. A fim de tornar a
formulagio independente do nimero de laminas, além das condi¢oes de restricdo citadas
anteriormente, a hipétese de que as deformagdes de cisalhamento transversais de quaisquer duas
laminas s3o linearmente dependentes uma da outra foi adotada. A partir da integracao das tensodes
transversais, uma variagao cubica na espessura foi determinada para a tensao transversal normal e
para os campos de deslocamentos.

A maior parte dos trabalhos citados até aqui sio dedicados a analise de estruturas
formadas por compdsitos laminados sujeitas a pequenos deslocamentos, pequenas deformagdes e
constituidas por material elastico linear. Nesses casos, uma analise linear é suficiente para

fornecer resultados satisfatorios.
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No entanto, como os compositos laminados possuem elevadas resisténcia e rigidez
especificas (relagoes resisténcia/densidade e rigidez/densidade, respectivamente), as estruturas
sao na sua grande maioria leves, esbeltas e suscetiveis a grandes deslocamentos. Outra
caracteristica relevante dos compésitos laminados é a anisotropia, que pode ser controlada com a
mudanca de orientacdo e sequéncia de empilhamento das laminas. Isso permite a otimiza¢ao das
propriedades mecanicas do material, mas, como cada lamina tende a trabalhar de forma
independente, surgem concentra¢ées de tensoes nas interfaces para garantir a compatibilidade de
deslocamentos. Essa anisotropia, também, leva a um complexo acoplamento entre as
deformacdes no plano das laminas e as deformagoes transversais as laminas. Assim, devido a
essas caracteristicas, um comportamento nao linear é observado tanto em estruturas sujeitas a
pequenos deslocamentos como em estruturas sujeitas a grandes deslocamentos (GRUTTMANN
et al., 1993; CETKOVIC, VUKSANOVIC, 2011).

Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos considerando-se analises nao lineares de
estruturas formadas por compositos laminados. A maior parte considera somente a nao
linearidade geométrica com a estrutura sujeita a pequenas ou grandes deformagoes e alguns dos
problemas estudados sao a deteccao de falhas como a delaminacao, analise do comportamento
ap6s a flambagem e analise de estruturas formadas por compésitos contendo materiais
piezoelétricos.

Alguns trabalhos dedicados a andlise nao linear de placas laminadas sao os de
Barbero e Reddy (1991), Reddy Y. e Reddy J. (1992), Icardi (1994), Schmidt e Librescu (1994),
Zinno e Barbero (1994), Reddy Y., Moorthy e Reddy J. (1995), Kam, Sher e Chao (1996), Sciuva,
Icardi e Villani (1998), Reddy (2004a), Andrade, Awruch e Morsch (2007), Toudeshky, Hosseini e
Mohammadi (2010), Cetkovié¢ e Vuksanovi¢ (2011), Choudhary e Tungikar (2011), Kishore,
Singh e Pandit (2011), Kapoor e Kapania (2012). Para analise nao linear de cascas laminadas,
trabalhos relacionados sao os de Epstein e Glockner (1977), Gruttmann et al. (1993), Chaudhuri
e Hsia (1998), To e Liu (2001), Reddy (2004a), Kim e Chaudhuri (2005), Andrade, Awruch e
Mortsch (2007), Isoldi et al. (2008), Moreira, Sousa e Valente (2010). Por fim, até onde essa
pesquisa bibliografica se estendeu, somente o trabalho de Vo e Lee (2010) trata da analise nao
linear em barras (vigas) laminadas.

O procedimento numérico mais utilizado para o desenvolvimento de formulagoes
adequadas a realizacao de analises ndo lineares em estruturas formadas por compdsitos laminados
¢ o método dos elementos finitos, pois este ¢ uma ferramenta que facilita a manipulacdo
numérica desses problemas e viabiliza a implementagao computacional (CHAUDHURI, HSIA,
1998). Assim, Reddy (2004a) afirma que duas abordagens tém sido seguidas para o
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desenvolvimento de modelos com emprego do método dos elementos finitos para analise nao
linear de compositos laminados. Essas abordagens dao origem aos elementos finitos laminados e
aos elementos finitos continuos.

Os elementos finitos laminados sao obtidos com emprego das teorias de laminados
ESL que reduzem o problema tridimensional para um problema bi ou unidimensional a partir de
um conjunto de hipéteses cinematicas ¢ de homogeneizacio ao longo da espessura. As
formulagées nao lineares que utilizam esses elementos sao empregadas em analises de estruturas
sujeitas a pequenas deformagoes e grandes deslocamentos. As deformagdes empregadas sao as de
von Karman (REDDY, 2004a; CETKOVIC, VUKSANOVIC, 2011). O emprego dos elementos
finitos laminados pode ser encontrado nos trabalhos de Reddy Y. e Reddy J. (1992), Kam, Sher e
Chao (1996), Sciuva, Icardi e Villani (1998), Reddy (2004a), Isoldi et al. (2008), Vo e Lee (2010),
Kishore, Singh e Pandit (2011), Kapoor e Kapania (2012) e Singh e Shukla (2012). As
formulagbes propostas nesses trabalhos sio adequadas quando o interesse esta relacionado ao
comportamento global de laminados com espessura fina ou moderada.

Como discutido nos itens anteriores, as formulacdes baseadas na teoria ESL ndo siao
capazes de representar o comportamento Zig-Zag dos deslocamentos no plano das laminas e nao
conseguem satisfazer a continuidade de tensoes interlaminares. Assim, quando é necessatio
avaliar aspectos locais como a distribui¢ao de tensdes ao longo da espessura para prever o inicio e
o progresso da falha do laminado por delaminacdo, deslizamento ou fissuragdao, as teorias
Layerwise sao reconhecidas por fornecerem bons resultados para as distribui¢oes de tensdes e
deslocamentos no nivel das laminas.

Nesse sentido, os elementos finitos continuos sao mais adequados, pois se baseiam
em uma formulagio continua tridimensional, na qual hipéteses cinematicas sao introduzidas em
uma aproximac¢ao também tridimensional. A essa abordagem pertencem os elementos obtidos a
partir das teorias Layerwise ¢ os elementos finitos tridimensionais. As formulagoes nao lineares
que utilizam esses elementos sao empregadas em analises de estruturas sujeitas a pequenas ou
grandes deformacdes e grandes deslocamentos. Consideram-se medidas de deformagbes nao
lineares completas ou as deformagdes de von Karman (REDDY, 2004a; CETKOVIC,
VUKSANOVIC, 2011). Formulaces baseadas nos elementos finitos continuos com emprego
das teorias Layerwise podem ser encontradas em Epstein e Glockner (1977), Barbero e Reddy
(1991), Icardi (1994), Schmidt e Librescu (1994), Reddy Y., Moorthy e Reddy J. (1995),
Chaudhuri e Hsia (1998), To e Liu (2001), Kim e Chaudhuri (2005), Icardi (2007), Moreira, Sousa
e Valente (2010), Toudeshky, Hosseini ¢ Mohammadi (2010), Cetkovi¢ e Vuksanovi¢ (2011),
Choudhary e Tungikar (2011), Eijo, Ofiate e Oller (2014) e Yazdani, Ribeiro e Rodrigues (2014).
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Devido ao maior custo computacional, uma menor quantidade de trabalhos se baseia em
elementos finitos continuos com emprego de elementos finitos tridimensionais. Somente os
trabalhos de Zinno e Barbero (1994) e de Andrade, Awruch e Morsch (2007) foram encontrados
com essa formulacio.

Diante de tudo que foi apresentado, a formulacdo desenvolvida neste trabalho
apresenta uma cinematica semelhante a da teoria Layerwise completa com aproximagiao de
primeira ordem para o campo de deslocamentos em cada lamina.

Conforme ¢ apresentado no capitulo referente ao elemento finito laminado, um vetor
tangente a secdo transversal de cada lamina é empregado para representar o giro e a varia¢ao de
espessura da lamina. Com essa proposta, o comportamento Zig-Zag ao longo da espessura para
os deslocamentos no plano do laminado ¢ possivel ser representado, mas a continuidade das
tensoes interlaminares nao ¢ satisfeita. A distribuicao de tensio pode ser melhorada através do
aumento da discretizagdo na segao transversal, o que eleva o nimero de graus de liberdade, pois a
cinematica proposta para o elemento finito laminado é dependente do nimero de laminas.

Como discutido, a consideragio das nao linearidades é muito importante para a
obtencao mais precisa de uma distribuicao de deslocamentos, deformagdes e tensdes no nivel das
laminas. Assim, a presente proposta considera a nao linearidade geométrica com a estrutura
podendo apresentar grandes deslocamentos, grandes rotagdes e pequenas deformacdes. A
formulacdao ¢ Lagrangiana total com emprego do método dos elementos finitos baseado em
posicoes. O material constituinte das laminas se comporta de acordo com a lei constitutiva
energética de Saint-Venant-Kirchhoff que relaciona as deformagdes de Green com o tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Dentro das formulagées voltadas a analise nao
linear de laminados, o elemento finito proposto nessa pesquisa pode ser enquadrado como um
elemento finito continuo.

Em relagio as formulacGes encontradas na literatura que se baseiam na teoria
Layerwise, a formulacao deste trabalho se diferencia principalmente pelo carater de elemento de
portico. Assim, sdao evitados problemas de mau condicionamento matricial que podem surgir
quando se emprega elementos finitos baseados na teoria Layerwise apresentada por Reddy (2004a)
ou elementos finitos bidimensionais para analisar pérticos planos laminados constituidos por
laminas finas e com elevada variagdo nas propriedades dos materiais que constituem essas

laminas.






CAPITULO 3

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
POSICIONAL APLICADO A MODELOS
BIDIMENSIONAIS

3.1 Introdugao

O método dos elementos finitos posicional apresenta como principal caracteristica o
emprego de graus de liberdade em posi¢oes, o que justifica o nome do método, em vez dos
tradicionais graus de liberdade em deslocamentos.

Todo o desenvolvimento do método ¢ realizado a partir da determina¢do de uma

funcdo mudanga de configuracio (f) que define a configuragao atual, ou de equilibrio, a partir de
um dominio fixo e representado pela configuracio inicial, B, — > B com B, eBeR’. Por

empregar uma configuracio de referéncia fixa e coincidente com a configuragdo inicial, a
formulacdo posicional é caracterizada como Lagrangiana total.

A nao linearidade geométrica é considerada de forma natural, pois ndo sdo impostas
quaisquer simplificacOes relativas a ordem de grandeza dos deslocamentos e rotacdes sofridos
pelo corpo na definicao de f . Isso se deve ao emprego da medida de deformacio de Green que
¢ uma medida de deformacio objetiva e adequada para a solugido de problemas envolvendo
grandes deslocamentos e rotagoes. O conjugado energético da deformacio de Green € o tensor
de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (OGDEN, 1984).

A solugao aproximativa dos elementos finitos posicionais é representada por uma
interpolacao das posi¢des nodais com emprego de polinomios de Lagrange. Para a determinagao
dessas posi¢des nodais, o principio da energia potencial total estacionaria ¢ utilizado. Ao impor a
nulidade da primeira variagio do funcional de energia potencial total, um sistema de equagdes
nao linear ¢ obtido (OGDEN, 1984; CHOU; PAGANO, 1992; HOLZAPFEL, 2004; BONET;
WOOD, 2008). A resolucao desse sistema de equagdes ¢é realizada por meio de uma estratégia

baseada no método de Newton-Raphson (CRISFIELD, 1991).
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O método dos elementos finitos posicional teve origem nos trabalhos de Bonet et al.
(2000), Coda e Greco (2004), Greco et al. (2006) e Coda e Paccola (2007, 2008, 2011) que
demonstram sua precisao e facil entendimento. O desenvolvimento deste método faz parte de
uma importante linha de pesquisa do Grupo de Mecanica Computacional (GMEC) pertencente
ao Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos.

O presente capitulo descreve a sequéncia de opera¢des matematicas necessarias ao
desenvolvimento de elementos finitos posicionais aplicados a problemas bidimensionais. Essa
sequéncia independe do tipo de elemento a ser desenvolvido. Inicia-se, no Item 3.2, com uma
revisao sucinta sobre as diversas formulagdes existentes para a analise nao linear de estruturas. Na
sequencia, Item 3.3, apresenta-se a maneira como a fun¢ao mudanga de configuragao é definida a
partir de posi¢cdes. A medida de deformagao e a lei constitutiva empregadas sido descritas no
Item 3.4. As diversas parcelas que compoem o funcional de energia potencial total sdo descritos
nos Itens 3.5, 3.6 e 3.7. Por fim, a estratégia empregada para resolver o sistema de equages nao

lineares ¢ apresentada no Item 3.8.

3.2 Analise nao linear de estruturas

A andlise de um problema estrutural é linear quando o modelo estrutural
desenvolvido assume como hipdteses basicas: ocorréncia de pequenos deslocamentos, material
com comportamento elastico linear e condi¢oes de contorno constates durante a aplicagao das
solicitacOes externas.

Em um modelo discreto baseado em deslocamentos, o problema estrutural pode ser

resolvido a partir da solu¢ao de um sistema de equagoes lineares de equilibrio do tipo:

; )

no qual K ¢é a matriz de rigidez da estrutura, u ¢ o vetor contendo os graus de liberdade
incognitos do problema e F ¢ o vetor de forgas externas.

Devido as hipoteses adotadas nas analises lineares, a relagdo deformagao-
deslocamento ¢é linear e a matriz constitutiva da relacio tensio-deformacio e as condi¢oes de
contorno ficam constantes. Em consequéncia, K e F sio independentes do deslocamento u e
todas as integrais que surgem no modelo matematico podem ser avaliadas em relagdo a

configuracio inicial da estrutura (COOK et al., 2002).
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Sempre que o problema estrutural puder ser modelado de forma realista adotando as
hipéteses empregadas nos modelos lineares ¢é preferivel utiliza-las, pois as solugdes sido mais
simples e com menor custo computacional se comparadas as solu¢des obtidas através de analises
nao lineares. Uma das razoes para isso ¢ a validade do principio da superposi¢ao de efeitos.

Quando as hipéteses do problema linear nio podem ser assumidas, a analise do
problema estrutural passa a ser ndo linear. Nesse tipo de analise, o principio da superposicio de
efeitos ndo é mais valido e para cada situagao de carregamento é preciso empregar uma analise
particular. Além disso, a histéria ou a sequéncia do carregamento devem ser consideradas.
Segundo Reddy (2004b) e Bonet e Wood (2008), a analise nao linear se torna imprescindivel em
alguns casos, tais como: (a) no projeto de estruturas de alto desempenho encontradas, por
exemplo, nas industrias aeroespacial, aeronautica e nuclear e que empregam intensamente
materiais compositos; (b) no estudo do comportamento mecanico do corpo humano; (c) na
avaliagdo da funcionalidade de estruturas que sofreram algum tipo de dano e falha; (d) na analise
de estruturas em situacao de estado limite ultimo; () no estudo da estabilidade, entre outras.

A impossibilidade de atender a quaisquer das hipdteses basicas adotadas nos modelos
lineares define os trés tipos principais de analises nao lineares existentes, que sio: analise nao
linear geométrica, analise nao linear fisica e problema de contato (CRISFIELD, 1991; BATHE,
1996; COOK et al., 2002; REDDY, 2004b; BONET; WOOD, 2008).

A anilise nao linear geométrica é aquela que considera o efeito de grandes
deslocamentos sobre o comportamento da estrutura. A expressao nao linearidade geométrica
surge justamente em virtude da incorpora¢ao da mudanga de geometria no modelo. Apesar de
haver grandes deslocamentos, muitas estruturas podem ainda apresentar pequenas deformagdes.
Assim, a andlise nao linear geométrica pode ser realizada com a consideracio de pequenas ou de
grandes deformag¢oes (PARENTE JR, 2012).

Nos problemas nio lineares geométrico, nao ha limitacbes as mudangas de
geometria. Isso aumenta as dificuldades para se realizar a analise estrutural porque as equagdes de
equilibrio devem ser escritas com relacio a geometria deformada, que nao é conhecida com
antecedéncia. A configuragdo geométrica inicial ou indeformada sé é uma configuragdo de
equilibrio quando nao ha agdes externas sendo aplicadas a estrutura (COOK et al., 2002;
BONET; WOOD, 2008).

A importancia das analises nao lineares geométricas tem crescido significativamente.
Um dos motivos para isso é o desenvolvimento de materiais de alto desempenho, como os
materiais compositos, que tem possibilitado o projeto de estruturas mais eficientes e muitas vezes

leves e esbeltas. Em consequéncia, a analise estrutural na condi¢ao indeformada niao é mais
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suficiente para fornecer resultados confiaveis sobre o comportamento da estrutura e, portanto, a
incorporagdao de efeitos nio lineares devidos a ocorréncia de grandes deslocamentos se torna
imprescindivel.

Os modelos utilizados para representar o comportamento do material sio chamados
na literatura de modelos constitutivos e a relacdo matematica entre tensiao e deformacio de um
determinado modelo é denominada lei constitutiva do material (BATHE, 1996; HOLZAPFEL,
2004; BONET; WOOD, 2008). Cada modelo constitutivo pode englobar diversas leis
constitutivas, pois é possivel haver diferentes materiais com um comportamento condizente as
caracteristicas de um determinado modelo constitutivo, mas com uma relagao tensao-deformacao
especifica.

Nas analises lineares, o material apresenta um comportamento de acordo com o
modelo constitutivo elastico linear cuja relagdo tensio-deformagiao pode ser expressa pela lei
constitutiva de Hooke. No entanto, em muitas situagdes, a analise precisa considerar um modelo
mais realista para representar um comportamento nao linear do material. Essa é outra fonte
importante de nao linearidade e, quando esse comportamento nao linear do material ¢
incorporado na analise, tem-se a chamada analise nao linear fisica.

A terceira hipdtese basica adotada nas analises lineares trata das condig¢oes de
contorno do problema estrutural. Na pratica, nem sempre essas condigdoes sao constantes,
principalmente quando o problema envolve o contato entre dois ou mais corpos deformaveis
como no caso da analise estrutural envolvendo a interaciao entre o solo e a estrutura.

Os problemas estruturais cujas condigbes de contorno nao sio constantes
constituem os chamados problemas de contato. Esses problemas sio outra importante fonte de
nao linearidade e surgem quando estruturas diferentes ou superficies diferentes de uma unica
estrutura entram em contato, separam-se ou deslizam uma sobre as outras. As forgas de contato,
como, por exemplo, as forcas de atrito, podem aumentar ou diminuir e devem ser determinadas
para que se possa avaliar sua influéncia no comportamento da estrutura. Além disso, a localizagao
e extensao do contato nao sio conhecidas com antecedéncia e também devem ser determinadas
(COOK et al, 2002). A presenca de condi¢oes de contorno dependentes do estado de
deformagio e tensio correntes do corpo introduz um comportamento nao linear a estrutura cuja
analise ¢ bastante complexa. Outros exemplos desse tipo de problema sio o contato entre pneus
e pavimentos e os que envolvem rolamentos e juntas (BATHE, 1990).

O estudo dos problemas nao lineares ¢ complexo e existem poucas solucoes
analiticas. Em geral, essas solu¢des sdo restritas a casos de carregamento e estruturas simples.

Solugbes analiticas podem ser encontradas, por exemplo, para alguns casos sujeitos a nao
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linearidade geométrica como em problemas de vigas engastadas (BISSHOPP; DRUCKER, 1945;
MATTIASSON, 1981) e em quadros articulados e rigidos (MATTIASSON, 1981). Algumas das
dificuldades para a proposicio de solugdes analiticas estao relacionadas a nao validade do
principio da superposi¢do, ao fato de poder haver mais de uma condigao de equilibrio para um
dado carregamento atuante e a necessidade de resolu¢ao de um sistema de equagdes nao lineares.

Diante disso, as solugdes numéricas sio uma alternativa viavel para a analise
estrutural de problemas sujeitos a complexos efeitos nao lineares, sendo o método dos elementos
finitos, a técnica numérica predominantemente empregada (BONET; WOOD, 2008). Gadala e
Oravas (1984) apresentam vasta revisio sobre as diversas formulacées baseadas no método dos
elementos finitos para a solugio de problemas da mecanica do continuo nao linear. Outros
trabalhos que ilustram as diferencas entre as diversas formulagdes existentes sao os de Wong e
Tin-Loi (1990), Crisfield (1991), Bathe (1996), Greco (2004), Felippa e Haugen (2005) e Felippa
(2014).

Segundo Gadala e Oravas (1984), as formulagoes numéricas podem ser classificadas
em quatro grupos denominados de descri¢ao material, referencial, relativa e espacial. No entanto,
uma classificagdo mais simples foi dada por Bonet e Wood (2008). Esses autores resumiram as
formulagdes numéricas em apenas duas classificagdes: as descrigoes materiais ou Lagrangianas,
que englobam as descri¢oes material, referencial e relativa de Gadala e Oravas (1984), e as
descrigbes espaciais ou Eulerianas.

As descri¢goes materiais ou Lagrangianas se referem ao comportamento de uma
particula material do corpo e as grandezas fisicas de interesse sao representadas por meio de uma
funcio f(X,7), na qual as varidveis independentes sio o tempo # e a posicio X ocupada pela
particula em relagiao a uma configuracio de referéncia. Ja as descrigdes espaciais ou Eulerianas se
referem a uma posicao do espago e ao que acontece com o corpo naquela posicao. As grandezas
fisicas de interesse sio representadas através de uma funcio f(x,7), na qual as varidveis
independentes sao o tempo 7 e a posicao x em relagdo a configuragcao espacial ou atual
(BONET; WOOD, 2008).

Formulagoes com a descricio Euleriana sao bastante empregadas nos problemas
envolvendo fluidos, pois, em geral, o interesse ¢ na condicao do fluido em uma regido fixa do
espaco. Nos problemas envolvendo grandes deformagoes, essa descri¢do também ¢é bastante
encontrada uma vez que as malhas de elementos finitos nao ficam sujeitas as distor¢oes elevadas
(FOUCARD et al,, 2015). Exemplos de trabalhos com emprego de formulacées Eulerianas

aplicadas a problemas de fluidos sio os de Hughes, Liu e Zimmermann (1981), Donea et al.
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(2004) e Ritcher (2013) e aplicadas a problemas envolvendo grandes deformagdes sio os de
Gadala, Oravas e Dokainish (1983), Demarco e Dvorkin (2005) e Foucard et al. (2015).

Formula¢ées do método dos elementos finitos baseadas na descricdo Lagrangiana
sa0 as mais vastamente empregadas na analise de problemas nao lineares da mecanica dos
solidos, pois o interesse maior se concentra na determina¢ao do comportamento das particulas
materiais que compoem o sélido (BONET; WOOD, 2008). Segundo Gadala e Oravas (1984) e
Foucard et al. (2015), as principais vantagens desse tipo de descricdo sio a simplicidade na
descri¢ao de uma cinematica e o calculo de grandezas fisicas em relagio a uma configuragao de
referéncia fixa e conhecida. As formulagdes Eulerianas empregadas para uma descricdo material
do solido se tornam mais complexas, pois a configuracao de referéncia é desconhecida a prior,
levando a operagdes matematicas mais complicadas (a variavel posicao x da configuracio atual
passa a ser uma funcao implicita do tempo 7).

Outras vantagens apontadas, no caso da descri¢ao Lagrangiana, sio a implementagao
computacional mais simples, o menor custo e a facilidade de tratamento de condi¢des de
contorno, nao sendo necessario o emprego de técnicas de rastreamento de interface. No entanto,
desvantagens surgem quando o sélido sofre grandes deformagdes, devido as distor¢des de malha,
e quando as condi¢bes de contorno sao variaveis, como em problemas de contato e de
propagagao de fissuras. Para contornar essa limitagao, algumas estratégias podem ser empregadas
como a atualizacao da configuracio de referéncia ou o emprego de técnicas de remalhamento
(GADALA; ORAVAS, 1984; FOUCARD et al., 2015).

Segundo Crisfield (1991) e Bathe (1996), a descricio Lagrangiana utiliza duas
abordagens distintas para a escolha da configuracio de referéncia: a Lagrangiana total e a
Lagrangiana atualizada. Felippa e Haugen (2005) também inclui a abordagem corrotacional como
uma descri¢ao Lagrangiana.

Na identificacio da configuracao de referéncia ¢ importante distinguir mais duas
configuracdes: a de base ou inicial e a atual ou corrente, conforme ilustra a Figura 12.

Na descricao Lagrangiana total, as configuragoes base e de referéncia se confundem e
permanecem fixas durante todo o processo de solucio (Figura 13). Segundo Gadala e Oravas
(1984), essa descricio permite o desenvolvimento de formulagdes simples com relacio as
operagbes matematicas envolvidas e implementa¢des computacionais. Por empregar uma
configuracio de referéncia fixa, a representacao de questdes cinematicas e de condigdes de
contorno ¢ realizada de maneira relativamente facil. As principais limitagdoes desse tipo de

descrigao estio relacionadas a resultados imprecisos e dificuldades de convergéncia do processo
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de solugao em problemas envolvendo grandes deformagoes devido as distor¢des significativas na

malha de elementos finitos. Problemas de contato também sao mais dificeis de serem resolvidos.

Configuragiao Atual

Configuragio Base

N

Configuragio de Referéncia

Figura 12 — Configura¢des importantes para identificacio das descricbes Lagrangianas

Fonte: Felippa e Haugen (2005).

Dessa forma, formulagGes baseadas na descricio Lagrangiana total sio bastante
convenientes para a solucio de problemas ndo lineares sujeitos a grandes deslocamentos e
rotacoes, mas com condicdes de contorno constantes e moderadas deformacdes. Formulacoes
que trabalham com a descricao Lagrangiana total podem ser encontradas nos artigos de Mondkar

e Powell (1977), Surana (1983), Schulz e Filippou (2001) e Coda e Paccola (2007, 2008, 2011).

_—

Configuragio Atual

Configuragiao Base =
Configuragio de Referéncia

Figura 13 — Configura¢des na descricdo Lagrangiana total
Fonte: Felippa ¢ Haugen (2005).

Uma alternativa as limitagdes da descricio Lagrangiana total ¢ a descri¢io
Lagrangiana atualizada, na qual a configuracao base permanece fixa e a configuracao de referéncia
¢ continuamente atualizada durante o processo de solucio (Figura 14). Nesse tipo de descrigao,
condi¢des de contorno variaveis e grandes deformagdes podem ser mais facilmente tratadas.
Além disso, a atualizacdo da configuracio de referéncia simplifica algumas expressoes

matematicas da formulagdo como a da matriz de rigidez tangente (GADALA; ORAVAS, 1984).
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Exemplos de trabalhos que utilizam formulagdes com descricao Lagrangiana atualizada podem
ser encontradas nos artigos de Gadala, Dokainish e Oravas (1984) e Meek e Tan (1984) e Gattass
e Abel (1987).

Uma variacdo dessa descricio é a chamada Lagrangiana parcialmente atualizada na
qual a atualizagdo ocorre somente a cada incremento de carga. Portanto, dentro de um mesmo
incremento, a configuracdo de referéncia permanece fixa como na descricao Lagrangiana total.
Segundo Wong e Tin-Loi (1990), isso reduz significativamente a quantidade de operacoes
matematicas envolvidas no processo de atualizagao da configuracio de referéncia. Exemplos de
trabalhos com a descricdo Lagrangiana parcialmente atualizada podem ser encontrados nos

artigos de Peterson e Petersson (1985) e de Wong e Tin-loi (1990).

Configuragio Atual

Configuragio Base

N

(constantemente ou parcialmente)

Atualizagio

Configuragio de Referéncia

Figura 14 — Configura¢Ges na descri¢do Lagrangiana atualizada

Fonte: Felippa e Haugen (2005).

Outra abordagem da descrigao Lagrangiana é a corrotacional (FELIPPA; HAUGEN,
2005). Nessa abordagem, o movimento do solido é separado em duas parcelas, a parcela devido
ao movimento de corpo rigido e a parcela devido a deformacao. Conforme ilustra a Figura 15, a
configuracio de referéncia é composta tanto pela configura¢io base como pela chamada
configuracido corrotacional. A configuracao base ¢é utilizada como referéncia para definir o
movimento de corpo rigido e a corrotacional acompanha continuamente o sélido (ou o elemento
finito) e ¢é utilizada como referéncia para a determinagao de deformagdes e tensoes (CRISFIELD,
1991; FELIPPA, 2014).

As formulagGes corrotacionais permitem considerar grandes deslocamentos e
rotagbes de uma forma simples e computacionalmente eficiente, além de simplificar a
consideragio da nao linearidade fisica (PARENTE JR et al, 2014). As formulagdes
corrotacionais, no entanto, se restringem a problemas com pequenas deformagdes, conforme

alerta Felippa e Haugen (2005) e Felippa (2014). Isso se deve ao emprego de relagdes lineares
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para a determinacao das deformacdes entre a configuracao atual e a configuracao corrotacional.
O emprego dessas relagoes lineares ¢ viavel, uma vez que o movimento de corpo rigido é
explicitamente separado do movimento total do sélido. Dessa forma, é possivel trabalhar com a

medida de deformagao linear de engenharia, mesmo sob o regime de grandes deslocamentos.

Configuragao Atual

Configuragio Base -

\ *+ ./ Deformacio
Movimento de .

corpo rigido

Configuragdo Corrotacional "

Configuragio de Referéncia = Base + Corrotacional

Figura 15 — ConfiguracSes na descri¢cio corrotacional

Fonte: Felippa e Haugen (2005).

Exemplo de formulagoes corrotacionais podem ser encontrados em Crisfield (1990),
Crisfield (1991), Ibrahimbegovi¢ (1995), Battini (2002), Yshii (2002), Monteiro (2004) e Parente
Jr. et al. (2014).

A formulacio desenvolvida neste trabalho adota uma descricio Lagrangiana total
com emprego do método dos elementos finitos posicional. Como comentado anteriormente, essa
formulagio é chamada de posicional, uma vez que os parametros empregados nio sio os
tradicionais deslocamentos e giros, mas posi¢oes ¢ vetores generalizados nodais. Os vetores sao
empregados no mapeamento da se¢do transversal.

Os problemas tratados estdo sujeitos a grandes deslocamentos e rotagoes, mas com
deformagdes moderadas em fungdo da lei constitutiva empregada. As condi¢des de contorno sao
constantes e o material é representado por um modelo constitutivo Hiperelastico com a lei
constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff que relaciona a medida de deformacio de Green ao seu
conjugado energético, o tensor de tensées de Piola-Kirchhoff de segunda espécie
(OGDEN, 1984). De acordo com essa lei, o material apresenta comportamento elastico-linear,
podendo ser isotrépico, ortotrépico ou anisotrépico, e a relagao tensao-deformagao ¢ definida

por uma funcao energia potencial de deformacao especifica. O emprego dessa lei constitutiva é o
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fator que restringe a aplicabilidade da formulagio desenvolvida neste trabalho ao regime de
deformacoes moderadas.

Aplicagbes e desenvolvimentos do método dos elementos finitos posicional podem
ser encontrados na resolucdo de diversos problemas nio lineares, tais como: analises ndo lineares
geométricas de porticos 2D e 3D, placas e cascas em pequenas deformagoes (CODA;
PACCOLA, 2007; CODA, 2009; CODA; PACCOLA; SAMPAIO, 2013) e em grandes
deformacdes (PASCON, 2012; PASCON; CODA, 2013), analises nao lineares fisicas e
geométricas considerando materiais elastoplasticos, viscoelasticos e viscoplasticos (PACCOLA,
2004; VANALLI, 2004), problemas de contato envolvendo impacto (GRECO, 2004;
CARRAZEDO; CODA, 2000), interacio solo-estrutura (SILVA, 2014) e fluido-estrutura
(SANCHES, 2011; SANCHES; CODA, 2014), analises nao lineares dinamicas (MACIEL;
CODA, 2010, CODA; PACCOLA, 2011), analise de estruturas sujeitas a agOes térmicas
(CARRAZEDO, 2009; CARRAZEDO; CODA, 2010), analises nao lineares geométricas de
materiais compositos reforcados com fibras e laminados (SAMPAIO, 2014; SAMPAIO;
PACCOLA; CODA, 2015), entre outros. Os diversos trabalhos citados acima demostram a
capacidade das formulagdes posicionais em analisar com eficiéncia e precisao os mais variados
tipos de problemas nao lineares. Todos esses trabalhos fazem parte de uma importante linha de
pesquisa do Grupo de Mecanica Computacional (GMEC) pertencente ao Departamento de
Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos — USP.

Feita essa revisao inicial sobre os problemas nao lineares e sobre as principais
estratégias para sua solu¢io, prossegue-se com a descri¢io das operagdes matematicas envolvidas
no desenvolvimento da formulagao posicional aplicada a problemas de estruturas representadas

por modelos bidimensionais.
3.3 Funcio mudanga de configuragao

Para uma melhor compreensio deste item, ¢ importante observar inicialmente a

Figura 16 que contém uma ilustragio dos mapeamentos empregados para descrever as
. 0 1 . :
configuracoes inicial f (51,9‘!2) e atual f (fl,gtz) a partit de um sistema de coordenadas

paramétrico adimensional. Também estao ilustrados a fungao mudanca de configuracio f(X) eo

sistema de coordenadas global que define as posi¢oes em ambas as configuragoes.
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Configuragio f(x)
Inicial _— »
Configuragio
u Atual
9
D)
4 Q@:}’”
X35 )2
E.tzll
LY (L1)
o
Xy =é
1

(-1-1) (1,-1)

Figura 16 — Fun¢ées de mapeamento das configuracoes inicial e atual

Fonte: Coda (2006).

Nas formulacoes de elementos finitos tradicionais baseados em deslocamentos, a
f(X) ¢ diretamente determinada com a obten¢ao dos graus de liberdade em deslocamentos do
elemento, que sio empregados para compor a solucdo aproximada para o campo de
deslocamentos u(x), Como se observa na Figura 16, a f(X) representa uma fun¢io que fornece

a posicdo y da configuracao atual e cujo dominio ¢ a configuracao inicial. Assim, pode-se

escrever f(X) como:

f(x):y - f(x)zu(x)+x. (8)
No padrio empregado nas formulagdes de elementos finitos paramétricos, a

0 . . . . o . .
f (é"l,é:z) ¢ definida a partir de um sistema de coordenada paramétrico adimensional (51,52) e

representa 0 mapeamento das posicdes X na configuracao inicial. Logo, tem-se que:

x=1'(£.£). ¥

Com a mudanca de coordenadas, a f(X) fica definida por:

f(x)=ulx)of"(&,&)+£"(£.8,). (10)
Como afirmado anteriormente, nido ha graus de liberdade em deslocamentos na

formulagdo posicional, pois se trabalha diretamente com as posi¢oes y ocupadas na configuragao

atual, ndo sendo possivel, portanto, definir a f(X) conforme a Equacao (10).

Apesar disso, uma solugdo aproximativa para o mapeamento da configurac¢ao atual

1 . . . . .
f (51,62) a partit de um espaco adimensional pode ser determinado e, diferentemente das
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formula¢Ges paramétricas de elementos finitos baseados em deslocamentos, a defini¢ao da f(X)
nao envolve a solu¢do aproximativa para o campo de deslocamentos U(X). Observando a
Figura 16, verifica-se que a f(X) pode ser determinada através de uma composi¢ao de funcoes

entre a f 1(61 ,/:,:2) cainversada f' (51,952), conforme esta representado na Equagao (11).

f(x):fl(glsgz)o[fo (51352 )}1 . (11)

Como sera mostrado nos itens posteriores, a fun¢ao mudanca de configuragao e seu

gradiente, A =Vf sio essenciais para a determinagio das deformacdes e, consequentemente,
das tensdes e da energia especifica de deformacgiao. Nesse ponto do trabalho, é conveniente

chamar atencdao ao emprego da configuracao inicial como a configuragdo de referéncia para a
definicado da fun¢ao mudanca de configuragao f(X). Mostrando, portanto, que a formulagao
adota uma descri¢ao do tipo Lagrangiana total.

Observando a composi¢ao de fungodes estabelecida na Equacao (11), o Calculo

Diferencial estabelece que A ¢ dado pelo produto entre o gradiente de 1(51,52), A' =Vf' ,ea

inversa do gradiente de f 0(51 .6, ), [AO F = [Vf ’ ]71 . Assim, A pode ser expresso pot:

A=A'(&,8)[A(&.8)] (12)

Os elementos que compdem A" e A' sio obtidos a partir das expressoes do
mapeamento posicional adotado na definicio do elemento finito. Esses mapeamentos estao
apresentados nos capitulos seguintes para o elemento de poértico plano homogéneo e para o
elemento de portico plano laminado.

As fungdes do mapeamento posicional sio fungdes vetoriais definidas do sistema de
coordenadas bidimensional e adimensional (51,52), variando no intervalo [— 1,1], para o sistema

de coordenadas também bidimensional das posi¢oes inicial ou atual. Essas fungdes sao

representadas por:
fU 6 ’§ :{Xl(é:l’gz)} fl é ’5 :{J](él’gz)} (13)
( 1 2) X2(§1,§2) ( 1 2) Jz(é:laé:z) ’
na qual X; e X, sdo as posi¢oes da configuracao inicial nas dire¢oes 1 e 2, respectivamente. De

forma analoga, referem-se ), e J, para a configura¢ao atual.
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Observando a Equacio (13), os gradientes A" ¢ A' sio definidos por matrizes de

ordem dois, conforme as equagoes seguintes:

0 0 0 0
Ao(élaétz): 8512 agi Al(éaé:z): ajil @% , (14)

o0& &, og, 06,

cujas componentes siao particularizadas oportunamente apos a definicdo dos mapeamentos

posicionais dos elementos de portico plano homogéneo e laminado nos capitulos seguintes.
Estabelecido o significado das fun¢des de mapeamento posicional, de mudanga de

configuracio e seus respectivos gradientes, prossegue-se para a definicio da medida de

deformagdo empregada nas formulagoes deste trabalho, bem como, da lei constitutiva.
3.4 Medida de deformacgao e lei constitutiva

A medida de deformaciao empregada nas formulagdes aqui desenvolvidas ¢ a de
Green-Lagrange. Essa medida de deformacao ¢ objetiva, conveniente para o desenvolvimento de
formula¢bes com descri¢ao Lagrangiana e adequada para o tratamento de problemas nao lineares
geométricos sujeitos a grandes deslocamentos e rotagoes (CRISFIELD, 1991; REDDY, 2004b).

A deformagao de Green é derivada diretamente do gradiente da fun¢ao mudanga de
configuracio. Para defini-la, consideremos inicialmente dois pontos P, e P, separados de uma
distancia infinitesimal nas configuragdes inicial e atual (Figura 17). A posicdo relativa entre os
pontos na configuragio inicial ¢ dada pelo vetor dx=x, —x, . Ap6s a deformagio, a posicio
relativa passa a ser dy =y, —y, . Aplicando a regra da cadeia, verifica-se a relagdo entre os
vetores dx e dy estabelecida pelo gradiente da fun¢ao mudanca de configuracio:

— af —
yﬂ_ypo-’_&.dx - dy—AdS( (15)

Esse gradiente pode ser expresso em termos do vetor deslocamento do corpo.
Partindo de f=u+x e aplicando a primeira derivada em relagdo a posi¢ao inicial, obtém-se

(REDDY, 2004b):

gz@-{-% — A=Vu+I. (16)
Oox Ox Ox
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y = ()

A

Configuracao
X5 )2 Inicial
Configuracao
Atual
O
X

Figura 17 — Mudanga de configuracio

Fonte: Coda (2006).

De acordo com Reddy (2004b) e Ogden (1984), a deformacio de Green pode ser
deduzida a partir do célculo das distancias entre os pontos P, e P, nas configuracdes inicial e
atual. Essas distancias sio obtidas com o produto escalar entre os vetores posi¢oes-relativa:
2 2
(dx)” =dx-dx (dy) =dy' -dy . (17)

Considerando as Equagdes (15) e (17), tem-se que:
(dy)z:dyf.dy:dx’.A’-A-ak:dx’-C-ak , (18)

sendo C=A"-A o tensor alongamento 2 direita de Cauchy-Green (OGDEN, 1984). Nas
formulacSes posicionais, o gradiente da fun¢ao mudanca de configuracao é definido conforme a

Equacao (12). Assim, C pode ser expresso por:
C=A"A=(A")"-(A") -A"(A")", (19)

na qual -7 representa a transposta da inversa.
A mudanc¢a no quadrado do comprimento de um infinitésimo ao passar da
configuracdo inicial para atual pode ser relacionada ao comprimento original. Observando as

Equacoes (17) e (18), temos que essa diferenca ¢ dada por:

242 gt~ g gt g gt (e~ TN A z'(C_I)_
aj/ dx’ =dx’ - C-dx—dx' -dx =dx (C I) dx = 2dx 5 ax (20)

na qual o termo entre colchetes ¢ denominado tensor de deformagao de Green-Lagrange ou,

como mais comumente chamado, tensor de deformagao de Green (REDDY, 2004b). Portanto:

1
&’ —dx’ =2dx' -E-dx , com E=E(C—I) : 1)
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Considerando a Equag¢io (16), pode-se escrever o tensor de deformacio de Green
em fungao do vetor deslocamento como na Equagao (22) e verificar que E ¢é simétrico. Além
disso, da Equagao (21), observa-se que a diferenca entre os quadrados das distancias relativas nas

configuracGes atual e inicial é nula, se e somente se, E for também nulo, mostrando a

objetividade da medida de deformagao (REDDY, 2004b).
E:%(A’ 'A—I):%[(Vu)l +Vu+(Vu) -Vu . (22)

Nos problemas sujeitos a pequenos deslocamentos, o produto entre os gradientes

dos vetores de deslocamentos tende a zero. Portanto, desprezando (Vu)l ‘Vu na Equagao (22),

a medida de deformacio linear é recuperada, conforme Equagao (23), e a formulagdo posicional

descrita aqui se torna naturalmente restrita ao caso linear geométrico.
1 :
=7 (Vu) +Vu | . (23)

O tensor de deformagao de Green apresenta como conjugado energético o tensor de
tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (OGDEN, 1984). A relagao entre eles ¢ definida
pela lei constitutiva do material que, neste trabalho, apresenta como caracteristicas:
homogeneidade, isotropia e modelo hiperelastico representado pela lei constitutiva de Saint
Venant-Kirchhoff.

Os materiais compositos sao fortemente lineares longe da situagiao de ruptura, com
linearidade geralmente superior a dos metais. Assim, a hipétese de uma relagao tensio-
deformagdo com essa caracteristica é bastante aceita e amplamente usada na engenharia
(MENDONCA, 2005).

A lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff ¢ a mais simples dentre as leis para o
modelo de material Hiperelastico, pois estabelece uma relagao tensio-deformacao linear que se
confunde com a lei constitutiva de Hooke quando as deformagdes sio pequenas. Essa lei é
adequada para problemas sujeitos a grandes deslocamentos, mas com o material trabalhando no
regime de deformagdes moderadas.

Em funcio das hipdteses cinematicas assumidas para os elementos finitos
desenvolvidos neste trabalho, os problemas analisados sdo restritos aqueles sob um estado plano
de tensao. Em vista disso, a energia especifica de deformacao para a lei constitutiva de Saint-
Venant-Kirchhoff pode ser expressa por:

1 E
%g=— 5
21-v

1-v
‘:(En )2 + (EZZ)Z +2VE11E22 +T(E12 + E21)2:| > (24)
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com E correspondendo ao médulo de elasticidade longitudinal, v o coeficiente de Poisson . O

modulo de elasticidade transversal G se relaciona com E e v por:

1 E
) )

A primeira derivada da energia especifica de deformagdo em relagdo as deformacdes
de Green E fornece as tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S. Observando a
Equacao (24), tem-se:

E
S =—2(E11 +VE22)

S, = E, +VvE
S:aﬂ‘f N 2 1—1/2( 2 11) 26

Sy = G(Elz +E21)

S :G(E12 +E21)

Definidas a medida de deformacio e a lei constitutiva a serem empregadas no
desenvolvimento da formulagao dos elementos finitos de pértico plano homogéneo e laminado, é
possivel agora estabelecer as relacdes para determinar a funcdo de energia potencial total. Para
problemas estaticos, a energia potencial total é constituida pela energia potencial de deformagao

e pela energia potencial associada as agdes externas.
3.5 Energia potencial de deformagao

Antes de apresentar o procedimento para o calculo da energia potencial de
deformagao, consideremos inicialmente o caso simples de uma mola unidimensional submetida a
acao de uma forca interna 1:1(”1) e cujo diagrama forca-deslocamento é elastico nao linear

(Figura 18). O objetivo desse exemplo simples ¢ ilustrar a relagdo energeticamente conjugada

entre for¢a interna e posi¢ao da mesma forma que ocorre entre forca interna e deslocamento.

£(0)
F, A
Xy
F,(u)
&) Fy(n)
J
: dn, ; ,

Figura 18 — Mola unidimensional elastica nio linear

Fonte: Coda (2000).
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Observando essa figura, verifica-se que a energia de deformagao acumulada na mola

¢ numericamente igual a area sob o grafico forca-deslocamento e é dada pela seguinte integral:
U:_I[_E(”l )]d”1 . 27)
0

Se for realizada a derivada na Equagao (27) em relagao ao deslocamento #;, obtemos

a forca aplicada na mola:

= —F ().
o () (28)

Das Equagoes (27) e (28), conclui-se que #; e E(%l) sao conjugados energéticos
(CODA, 20006). Até aqui, tanto a energia de deformagdo da mola como a for¢a aplicada estdo
estabelecidas como uma fungdo do deslocamento sofrido pela extremidade livre. Para

transformar a variavel deslocamento na variavel posi¢ao, basta observar que o deslocamento ¢

dado pela diferenca entre a posicao atual J; e a posicao inicial X, da extremidade da mola.

Dessa diferenca, estabelece-se também a relacdo diferencial entre ), e #;:
u=g, =X > dn =dy,. (29)

Aplicando a regra da cadeia na Equagao (28) para modificar a variavel da derivada,
mostra-se que a posi¢ao atual e a forca aplicada também sdo energeticamente conjugadas

(CODA, 2006):

AU dU 4 dU I
20, F(G)== e U=-[FEG) (30)

F,
1(%) du,  dy, du, ay,

X1
na qual os limites de integracio sio dados pela posicio X, da extremidade da mola na

configuragio inicial e a sua posi¢ao J; =X +#,; na configuracio atual.

No caso bidimensional, essa ideia é expandida com a definicao da fungao mudanca
de configuracio f a partir das posi¢oes ocupadas pelo solido na configuragio atual, conforme
apresentado no Item 3.3, e do calculo da energia de deformagao através da determinagao de uma
densidade de energia, chamada energia especifica de deformacao.

O modelo constitutivo considerado para o material é o hiperelastico. Para esse tipo
de material, ¢ valido o principio da conservacido da energia. Assim, a denominagdo energia
potencial de deformacao é adequada, pois s6 ha dependéncia do estado de deformacao atual, nao
importando a forma como ocorreu a mudanca de configuragio do  sdlido

(CHOU; PAGANO, 1992).
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Para determinar a energia potencial de deformacao, deve-se proceder a integracao da
energia especifica, apresentada na Equacgao (24), em relagdo ao volume inicial do elemento, pois
como ja mencionado anteriormente, a formulac¢ao segue uma descrigao Lagrangiana total. Assim,
tem-se que:

U= J.%edVO .

(31)
Vo

Conforme apresentado no Item 3.3, as formulagdes posicionais adotam um sistema
de referéncia paramétrico adimensional para descrever a funcao mudanca de configuracio e as
fun¢des de mapeamento posicional das configuragdes inicial e atual. Assim, os tensores
deformagdo de Green E e alongamento a direita de Cauchy-Green C foram escritos, via
Equacdes (11), (12), (13), (14), (19) e (21), como funcdes nas variaveis adimensionais (&,,&,).
Consequentemente, a energia especifica de deformacao fica, também, escrita em fungao dessas
variaveis.

Dessa forma, a integral da energia especifica no volume inicial (V) na Equagio (31)
pode ser realizada em relagio ao dominio adimensional por meio da seguinte mudanca de
variaveis:

11
U:bjj”e(§1’§2)](§1s§z)d§1 g, (32
-1-1
na qual & ¢é a largura de uma se¢do retangular ou largura média de uma secio trapezoidal e

J (51,52) ¢ o Jacobiano da transformacio do sistema de coordenadas da configuracao inicial

(xl,xz) para o sistema de coordenadas da configuragcdo de referéncia adimensional (g‘l,@).

Esse  Jacobiano é dado  pelo  determinante da  matriz A’ ou seja,
Ox, Ox, Ox Ox,
05, 08, 0%, 08,

Realizando uma série de operagdes matriciais para a obtencao da deformagao de

](51:52):

Green e substituindo na Equagdo (24), é possivel chegar a uma func¢do escalar para a energia
especifica de deformacio. Essa fun¢io depende apenas das coordenadas adimensionais (&,,&,) e
das posi¢cdes da configuracao atual, pois as posi¢des da configuracdo inicial e os parametros
elasticos da lei constitutiva sao conhecidos e constantes.

No entanto, a expressao matematica dessa fungdao escalar é bastante extensa,
dificultando sua integracao analitica na Equagdo (32). Felizmente, é possivel realizar a integracao
numericamente com o emprego, por exemplo, da quadratura de Gauss, que ¢ utilizada neste

trabalho. Logo, nao ha necessidade de obter uma expressao analitica para a fungao escalar energia
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especifica de deformacdo, podendo-se trabalhar diretamente com os valores numéricos

. . 0 1 . - , .
assumidos pelos gradientes A" e A, na determinagdo de C e E. Esses valores numéricos

b
dependem das coordenadas adimensionais dos pontos de Gauss e das posi¢oes da configuragao
atual, que assumem valores conhecidos durante a solu¢iao do problema nao linear baseado em um

processo iterativo de tentativa e correcao. Assim, a integral na Equagdo (32) é determinada

numericamente por:
U=bu, (fll.g,fzﬁ )](fllg,é‘zg )w(@)u/(/g) com g=1,...,n,e jg=1...,n,, (33)

que representa um somatorio dos produtos entre os valores numéricos assumidos por

”e(§1’§2) e ](51,52) em cada ponto de Gauss e os respectivos pesos de integracao. Na

Equacao (33), 951@ e gz/g representam as coordenadas adimensionais dos pontos de Gauss, 7,

e () representam os pesos de integragio e #, ¢ 7, sao a quantidade de pontos distribuidos a0

longo da dire¢do longitudinal e transversal, respectivamente. Nos elementos desenvolvidos neste
trabalho, essa integragao numérica ocorre em dominios retangulares.

Para calcular a energia potencial de deformacao, é necessario ainda determinar os

termos que compdem os gradientes A’ e A'. Esses termos dependem da cinematica adotada no
mapeamento posicional para os elementos finitos de pértico plano homogéneo e laminado, cujas
defini¢oes ocorrerao nos dois capitulos seguintes.

Analogamente a0 caso simples da mola unidimensional (Equagdo (30) e Figura 18), a
forca interna pode ser obtida através da derivada da energia de deformagao em relagao a posi¢ao
atual. Define-se um vetor de forca interna em vez de uma unica componente de forga interna e a

derivada é substituida pelo gradiente em relagao ao vetor de posi¢des atuais. Assim, tem-se que:

O,

VU(y)=E, < FE, =[VudV,=]—=dN, . (34)
\

nt
) \T(J
Com a definicao da energia de deformagao, resta somente descrever a segunda

parcela da energia potencial total que ¢ relativa as agoes externas.
3.6 Energia potencial relativa as agdes externas

As agoOes externas consideradas sio constituidas por forgas concentradas, forgas
distribuidas e momentos concentrados. Assume-se que todas as forgas externas sao

conservativas, ou seja, o trabalho realizado depende apenas das posi¢oes inicial X e atual y, ndo
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dependendo da trajetéria realizada pela for¢a durante o movimento. Assim, a integral de linha
que define o trabalho realizado pela forca externa E_ a0 longo de uma trajetdria de

deslocamento C se transforma em uma integral nas posi¢oes ocupadas pela forca na

configuracio atual e inicial:

W=[E, (u)-d - W=|E, d, 3

na qual a forga, por ser conservativa, independe do deslocamento ou da posi¢ao e a integral nao

esta relacionada a trajetéria C, mas apenas as posi¢oes inicial X e atual y. A mudanca de
coordenadas é possivel considerando a relagio entre deslocamento e posi¢ao atual:
u=y-x — du=dy. (36)
Para forcas conservativas, atribui-se uma energia potencial e sua relagio com o
trabalho ¢ dada por:
AQ(u) =W . (7
Considerando a Equacio (35) e a caracteristica conservativa da forga, tem-se que:
AQ(u)= Q(y)—Q(x)
(38)
y
Qy)-Q(x)=—[E.-dy o Qy)-Q(x)=—(E, y-F, x).
Do ponto de vista fisico, apenas variagoes de energia potencial sao relevantes. Assim,
pode-se definir uma energia potencial nula na origem do sistema de referéncia global, tal que:
Q(0)=0. (39)

Considerando uma mudanga na posicio da forca desde a origem em x=0 até a

posicdo atual y, determina-se a fun¢do energia potencial associada 2 forca externa E

Qy)=-FE.,y - Qy)=—(F.,n+F.n). (40)

na qual a parcela da direita ¢ restrita a0 caso bidimensional, com J; e J, representando as
posi¢des atuais do ponto de aplicagao da for¢a nas dire¢des globais 1 e 2, respectivamente.
O gradiente da energia potencial em relagdo ao vetor posi¢do fornece o negativo da

forga aplicada:
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VQ(y)=-F, . @1)

ext

As Equagées (40) e (41) acima mostram que, assim como o deslocamento, a posi¢ao
também ¢ energeticamente conjugada a forga.

Para completar a definicdo da energia potencial associada as agbes externas, resta
determinar na Equagio (40) o vetor posi¢ao y. Nos dois capitulos seguintes, estao definidos os
elementos finitos posicionais de poértico plano homogéneo e laminado. Para cada elemento, o

vetor posi¢ao y ¢é descrito por uma fun¢ao que mapeia as posi¢oes no elemento a partir de uma

interpolagio das posicoes nodais y; . Dessa forma, a energia potencial das agdes externas fica

escrita como um produto de forcas nodais externas concentradas ou equivalentes e parametros
nodais representados por posi¢oes e vetores generalizados. A Equagdo (40) passa a ser

representada, entdo, por:
Q(y)=-FE,'y., < Q(y)=—F,. . 42)

naqual E_, ou F_ | em notagio indicial, é o vetor de for¢as nodais externas ou equivalentes e

ext >
Y., ou J,, € o vetor posicio nodal, com 7 representando os graus de liberdade nodais e £ o noé.

Com isso, resume-se o calculo da parcela de energia devida as agbes externas
simplesmente pelo negativo do produto entre a forca externa e sua posicao atual. Juntamente
com a parcela da energia potencial de deformacao, pode-se escrever a energia potencial total

associada a problemas estaticos.
3.7 Energia potencial total e equagdes de equilibrio

Como relatado anteriormente, a energia potencial total serda composta pelas parcelas
da energia de deformacao mais o potencial das agdes externas atuantes. Portanto, para um unico

elemento finito, a energia potencial é dada por:
elm . elm . elm ;
N(y;)=0(y )+ alr), (43)

elm ) elm .
sendo H( y;) a funcao energia potencial total, U( ]/Zg) a energia potencial de deformacio, dada

elm

pelas Equagoes (31), (32) e (33), Q( ];) a energia potencial das ac¢Oes externas, dada pelas
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Equacoes (40) e (42), e y; ¢ o vetor contendo as posi¢coes (graus de liberdade) nodais do

elemento.

Em uma analise estrutural baseada no método dos elementos finitos, o continuo é
discretizado em varios elementos formando uma malha. Como a energia potencial é uma
grandeza escalar, a energia potencial total da estrutura pode ser obtida simplesmente pela soma
das contribui¢oes de cada elemento individualmente.

Para a realizacdo dessa soma, a incidéncia nodal deixa de ter uma referéncia local do
elemento e passa a ter uma incidéncia global como esta ilustrado na Figura 19 para o caso de dois
elementos finitos constituidos por quatro nés cada.

O numero do né global £ ¢ utilizado como referéncia para a montagem dos diversos

vetores e matrizes presentes no desenvolvimento da formulagao. Na Figura 19, o vetor posi¢ao
nodal y, esta associado a0 né global £ e os graus de liberdade deste né estio representados

pelo indice sobresctito 7, cuja quantidade depende do tipo de elemento finito representado. Os
aspectos de montagem dos diversos vetores e matrizes, bem como, a identificagdo dos graus de
liberdade serdo detalhados nos capitulos seguintes referentes a descri¢ao dos elementos finitos de
portico plano homogéneo e laminado.

Ap6s a soma das contribui¢oes energéticas de cada elemento finito e considerando a
Equacio (42), referente a parcela do potencial externo, a energia potencial total da estrutura pode

ser esctita como:
() =00 )= Fui i - (44
Nessa equagio, o vetor de posi¢des nodais j/,i ¢ a solucdo do sistema de equagoes nao lineares de

equilibrio, obtido a partir da condigio de estacionariedade da energia potencial total 11 ( )/; ) .

O (]4'4) (J{ ) Oh)

Figura 19 — Associa¢ao de dois elementos finitos

Fonte: Coda (2006).
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Através do principio da energia potencial total estacionaria ¢ possivel encontrar um
sistema de equagOes cuja solucdo é constituida pelas posi¢des de equilibrio na configuragao atual.
De acordo com esse principio, a energia potencial total assume valor estacionario quando a
configuracao deformada satisfaz as condigbes de equilibrio e atende as condi¢oes de continuidade
e de contorno (CHOU; PAGANO, 1992). Matematicamente, a estacionariedade é representada
pela nulidade da primeira derivada da fungdo de energia potencial total ou, de forma equivalente,
pela nulidade de seu gradiente. Na formulagdo de elementos finitos posicional, esse gradiente é
calculado em relagao as posigdes nodais, ou seja:

na qual a representa os nos globais dos elementos e f, os graus de liberdade nodais.
Considerando as Equacdes (41) e (44), a Equagao (45) resulta em:

ouly
@(5 ) -F./=0. (46)

Nessa equagao, a primeira parcela representa o vetor de forgas internas, conforme ja

ilustrado na Equacao (34) para uma representacio mais geral, ¢ a segunda parcela é o vetor de

forcas externas cht . » resultantes de forgas concentradas e de forgas nodais equivalentes geradas

por forgas distribuidas. Assim, a Equacao (46) nada mais é do que a representacao de um sistema

de equagoes de equilibrio cujas incognitas sio as posicdes nodais y, . Portanto, tem-se que:

aU(gi) F/=0 > FE()-F,’=0. 7)

@} ext o int ext o
o

As componentes dos vetores de forca constituem conjugados energéticos dos graus
de liberdade S pertencentes ao né . Como se vera na descriciao dos elementos finitos, os graus
de liberdade sio representados por posi¢oes do né e por vetores generalizados da segao.

As forgas externas sao consideradas conservativas e nao dependem das posi¢des de

aplicacao. Ja as forcas internas dependem das posi¢oes da configuragao atual, representadas pelas

ico dai funca t'lFﬂ(j)’ft te ndo li C t t
pOSl(;OCS no alS, c a 111’1(;210 vetoria int o .J/,é ¢ rortemente nao near. OnSCunﬂ cmen c, a

relagao obtida na Equagio (47) constitui um sistema de equag¢ées também nao linear.
Considerando o calculo da energia potencial de deformagdo apresentado na

Equagao (32), a expressﬁo do vetor de forgas internas na Equac¢ao (47) se torna:

RAGD-25 i) =1 Ia” Cuta) (e 2)az az,. @



94

Capitulo 3 — Método dos elementos finitos posicional aplicado a modelos bidimensionais

que ¢ calculada utilizando quadratura de Gauss, ficando, entao:

. aue(ﬁl.,g )
F ﬁ(ﬂk):b 81;5 =

nt g

J{ER (49)

Nessa expressio, o termo ainda indefinido é a derivada parcial da energia especifica
de deformacgiao. Observando a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff na Equagiao (24) e
aplicando a regra da cadeia, pode-se escrever:
Ou, Ou, OE, oE,
s Il
Ve OE, Oy D,

(50)

na qual E_ sio as deformagdes de Green e S representa o tensor de tensdes de Piola-

Kirchhoff de segunda espécie, dado pela Equagao (26). Utilizando a defini¢io da deformacao de
Green (Equagido (21)), a primeira derivada da energia especifica de deformacao pode ser escrita
como:
ou, . OE,0C, 1 _ 0C,
o 0C, oy 27 o7

(51)

na qual C representa o tensor alongamento a direita de Cauchy-Green, cuja primeira derivada
pode ser obtida levando em consideracaio a Equacao (19). Deve-se atentar que somente o
oradiente A' (Equagdes (13) e (14)) ¢ funcio das posicdes atuais )//i ocupadas pela estrutura,
pois o gradiente A" (Equacdes (13) e (14)) depende somente das posicoes iniciais X; , que sao

valores conhecidos e constantes. Assim, a primeira derivada do tensor alongamento a direita de

Cauchy-Green resulta em:

oC 0\’ o(A t 1 0\ 0\’ ¢ OA' 0\
e PG SNPGRS PO &

; . . 0 1 .. . . ~
na qual os indices das matrizes C, A" e A" foram omitidos para simplificar a notagdo. Como a

derivada da transposta ¢ igual a transposta da derivada, a Equacio (52) pode ser simplificada para:

oC _ o\’ 1Y aAl 0 l 0\’ 1Y aAl 0
2O ) ) D) ) () ) e
Do Do Da
OA' o o . .
com 57 sendo o unico termo dessa expressio ainda nao determinado, pois depende das
Da

hipéteses cinematicas representadas na fun¢ao de mapeamento posicional da configuracao atual
(fl,fz) cuja definicdo consta nos capitulos referentes a descricio dos elementos finitos

posicionais de portico plano homogéneo e laminado. Nestes capitulos, os termos que compoem
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OA' .
57 sao identificados. A excecdo disso, o sistema de equacbes de equilibrio na Equagao (47)
Da

esta totalmente definido.
Como comentado anteriormente, esse sistema ¢é nao linear e, portanto, ha
necessidade do emprego de um processo de solugio baseado em uma estratégia incremental-

iterativa.
3.8 Processo de solugiao

A estratégia de solucdo adotada é baseada no método de Newton-Raphson que
consiste em um processo incremental-iterativo com variagao controlada de incrementos de forga
e por uma solucdo iterativa do sistema de equagdes nao lineares correspondente a esses
incrementos acumulados. O processo iterativo consiste basicamente na ado¢ao de uma tentativa
inicial para a solu¢ao do sistema seguida pelo calculo de corregoes sobre essa tentativa inicial. A
iteracdo ¢é encerrada quando critérios de convergéncia sao satisfeitos.

O método de Newton-Raphson é a estratégia mais empregada para solugio de
sistemas de equacOes nao lineares e tem como principais vantagens a convergéncia quadratica e a
possibilidade de determinagao da trajetéria de equilibrio da estrutura (CRISFIELD, 1991;
BATHE, 1996; COOK et al., 2002).

Durante o processo de solugio, como as posicdes atuais y, dos nds do pértico ndo

sio conhecidas, posi¢des-tentativa y, . sdo atribuidas a y,. Quando essas posi¢des nio

verificam o equilibrio nodal representado pela Equacdo (47), gera-se um residuo que corresponde

a0 vetor de desbalanceamento mecanico:

Bl .7 _ B . B
RD! (jé tentativa ) - Eﬂta ktentativa )_ P;Xta . (54)

Assumindo que esse vetor representa uma fungdo vetorial continua para posicoes

s 17 . ~ -~ . 7 . .
proximas ao equilibrio, corregoes para as posigoes-tentativa y, . podem ser obtidas por meio

da linearizacdo de R,;’f ( D cnain ) com série de Taylor truncada em dois termos e forcando sua
entativa

nulidade. Esse procedimento esta descrito nas equagoes a seguit:

Bl i
P I A BN -
D,

i
)y
Jktenttiva
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RE (Yt S i) 35 =0
HE (Do) = RE ) (55)

AJ/;/ = [ _)//étentan\a):l Rﬂ(]ktentan\a)

ORY (Jk)

0. ¢ a matriz Hessiana calculada nas posi¢Oes-tentativa.
Dy

ktentama)

na qual Hﬂg(j

Jkenmiva

Essa matriz é calculada numericamente e apresenta ordem dada pelo produto entre o numero de
nos da discretizagdo da estrutura e o nimero de graus de liberdade nodais correspondente ao
elemento finito empregado. De acordo com Coda (20006), a Hessiana se torna positiva definida
quando as posi¢oes-tentativa se aproximam das posi¢coes de equilibrio da estrutura. Isso significa
que a funcgdo energia potencial total se aproxima de um ponto estacionario, podendo representar

um equilibrio estavel (ponto de minimo local) ou instavel (ponto de maximo local).
o c . o . .. .
Na Equagio (55), Ay; € uma corregio a ser acrescentada as posigOes-tentativa para a

obtencdo de posi¢oes mais proximas da solucao do sistema nao linear. Assim, tem-se que:

-)/itentativa (Corrigida ) = ‘)};tentﬂﬂvﬂ + Ay; (56)

na qual os indices da corre¢ao foram compatibilizados com os indices das posi¢oes-tentativa.
Obtidas novas posi¢Oes-tentativa, o vetor de desbalanceamento mecanico ¢
recalculado e corre¢des sio novamente determinadas através da repeticio do procedimento
descrito na Equagao (55). O controle sobre esse processo iterativo ¢ feito por meio de critérios
de convergéncia que consistem em comparar os erros relativos em posi¢io e em forca a
tolerancias pré-estabelecidas (Equagao (57)). A tolerancia é um valor arbitrado e pequeno que

define quando o equilibrio ¢ atingido de forma satisfatéria (CODA, 2000).

E

ext &

A 7
Ve ..
< tolerancia

;
Xt

Para finalizar a definicdo do processo de solugdo, resta somente determinar a

— < tolerancia (57)

expressao para o calculo da matriz Hessiana. HEsta matriz é dada pela derivada do vetor de

i ) GRf(y;)

. ~ . . . ¢
desbalanceamento mecanico em relacio as posi¢oes atuais Hﬁ ( . Y
Jy

. Observando a

Equacao (54), pode-se verificar que para agOes externas conservativas somente o vetor de forgas
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internas depende das posicoes atuais  y,. Logo, a matriz Hessiana fica restrita a

Hﬂ((}z ): aFimg (J/;)

ol Da Equacio (48), temos que:

Dy
pe( i aU
HI Ul

(58)

IW'iﬂjaé?(g@@ﬁ%

Da mesma forma como no calculo do vetor de forgas internas na Equacao (49), essa

integral ¢ obtida numericamente via quadratura de Gauss, ficando transformada no seguinte

somatorio:

HZ, ()= A TN,

7o JE & s - (59)

Nessa expressao, ¢ necessario calcular a segunda derivada da energia especifica de
deformagao em relagao as posi¢Ges nodais atuais. Para isso, aplicando a regra da cadeia sobre a
primeira derivada ja calculada na Equagao (50), tem-se:
*u 0 ( OF, j 88, OF, 0°E.

ol i\l ) ol ol oloyl

(60)

A derivada do tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie pode ser

definida a partir da Equagao (26), resultando em:

os, E (oE, oE,
=T 2| A VAL
@/f 1=v2{ 9 9,

as, E (0E, OFE,

% AN @/621_ 2[@/5 +V@/CJ

o; / T (61)
oS

?:G(ﬁE , OBy
9y, o 0

8y _ %y, 2y
al
H %

Nas Equagdes (60) e (61), surge a primeira derivada das deformagdes de Green em

relagdo as posigdes nodais atuais. Essa derivada ja foi determinada nas Equagdes (50) a (53).
Portanto, o primeiro termo da Equagao (60) esta totalmente definido, restando apenas
determinar a segunda derivada das deformacées de Green no segundo termo. Considerando a

defini¢ao dessas deformagdes na Equagao (21), tem-se que:
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O’E, 182
5}@7 2@@%

(62)

Partindo agora da Equacdo (53), tem-se que a segunda derivada do tensor
alongamento a direita de Cauchy-Green, com os indices omitidos para simplificar a notagdo, fica

definida assim:

82 ~ o _,.a(Al)t'a;Al. o\ ot 1’.82A1 a0y
@a@}y (A ) @/f @/f (A ) +(A ) (A) @/f@/}{ (A ) +
(63)
L oA j OA' - - + O°A' -
a0y S ) ) ) S )
sendo os termos a;—lg todos nulos, pois a primeira derivada de A' nio depende das posigoes
D20,

. . ~ .. 1
nodais atuais, uma vez que as fungées de mapeamento posicional f dependem apenas
linearmente do vetor posicio nodal y,. Isso serd ressaltado nos dois capitulos seguintes

referentes a definicao dos elementos finitos de portico plano homogéneo e laminado.
Assim, a segunda derivada do tensor alongamento a direita de Cauchy-Green fica

definida pela seguinte expressao:

22C » a(A])l OA! B = a(Al)[ OA! _
5707 - (") .W.@.(AO)l +(a%) .W.%.(AO)1 (T

Com esse ultimo termo, a matriz Hessiana na Equagio (58) esta totalmente
determinada. Vale ressaltar novamente que essa matriz resulta em uma matriz numérica,

Equacio (59), para um par (£,,&,) de coordenadas adimensionais correspondente aos pontos de

Gauss utilizados na integra¢io numérica e para um vetor de posi¢des-tentativa y, . adotado.

Com isso, fica definido completamente o processo de solucao, sendo possivel agora
encontrar a configuracdo atual da estrutura para cada incremento associado as ag¢oes externas e,
assim, determinar a trajetoria de equilibrio da estrutura. Um fluxograma basico que resume todo
o processo de solu¢iao baseado no método de Newton-Raphson esta apresentado na Figura 20.

Nos capitulos seguintes, estdo descritos os dois elementos finitos desenvolvidos
neste trabalho. Os aspectos particulares que a formulagao posicional assume em cada elemento
sao identificados e os resultados de analises numéricas realizadas em exemplos de verificagao sao

apresentados a fim de demonstrar a consisténcia, a eficiéncia e a robustez da formulagao.
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Adota posigdo tentativa:
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Calcula o desbalanceamento mecinico
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I

Calcula a matriz Hessiana

HE (3 i) = aR; L)
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Obtém corregdo para o vetor posigdo tentativa

NS = [Hﬂ s R200 )

Jkenniva

®
Corrige vetor posigdo tentativa:
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Verifica convergéncia
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.

Verdadeiro

Figura 20 — Fluxograma bésico do método de Newton-Raphson






CAPITULO 4

ELEMENTO FINITO DE PORTICO PLANO
HOMOGENEO

4.1 Introdugao

Neste capitulo, a formulagdo do elemento finito de pértico plano homogéneo é
apresentada e detalhada. Suas caracteristicas gerais sdo idénticas aquelas apresentadas no capitulo
anterior e, portanto, somente os aspectos particulares sao apresentados. Alguns trabalhos que
deram origem a formulagao desse elemento sao os de Coda (2009) e de Coda e Paccola (2010,
2011).

Os porticos planos sio modelos bidimensionais empregados para representar
estruturas reticuladas cuja caracteristica mais marcante ¢ a geometria de seus elementos os quais
apresentam um eixo longitudinal bem definido e com dimensdo pelo menos uma ordem de
grandeza superior as dimensdes da secdao transversal. Devido a essa caracteristica, o modelo
estrutural assume hipdteses cinematicas que permitem analisar um sélido tridimensional por meio
da unido de barras unidimensionais localizadas no eixo longitudinal dos elementos e contidas em
um plano comum. As ag¢des externas sao aplicadas diretamente sobre as barras e também estao
contidas no mesmo plano da estrutura (MARTHA, 2010).

Nesse sentido, ¢ adequado classificar o elemento finito desenvolvido neste capitulo
como um elemento de poértico plano, pois as hipoteses cinematicas adotadas permitem que as
posicoes de qualquer ponto da barra sejam determinadas a partir da interpolagdo polinomial dos
graus de liberdade nodais pertencentes a uma linha de referéncia posicionada no meio da segao
transversal. Os graus de liberdade sio constituidos pelas posi¢coes dos nds e por vetores
generalizados que definem o plano dessa se¢ao.

O elemento também ¢ denominado homogéneo, pois a barra é constituida por um
unico material homogéneo. O modelo utilizado para representar o comportamento do material é
aquele apresentado no Item 3.4. A denominacao de elemento homogéneo também ¢ adotada

para diferenciar do elemento finito de portico plano laminado, descrito no capitulo seguinte.
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Além da descricao do elemento finito, pretende-se também realizar analises nao
lineares geométricas em exemplos de porticos planos que possuem resultados numéricos e
analiticos disponiveis na literatura. Para isso, um cédigo computacional foi desenvolvido com a
implementacio da formulagdo em linguagem de programacao FORTRAN. Os resultados das
analises sdo fornecidos pelo programa por meio de dois arquivos de saida de dados que permitem
a constru¢ao de trajetorias de equilibrio e a visualizagdo das barras nas configuracGes atuais
utilizando o software de pos-processamento AcadView.

Busca-se com isso, verificar a consisténcia, a eficiéncia e a robustez da formula¢ao no
que diz respeito a sua capacidade de representagao do comportamento nio linear geométrico de

diferentes problemas envolvendo modelos estruturais de porticos planos.

4.2 Mapeamento posicional das configuragdes inicial e

atual

De acordo com Coda e Paccola (2011), o mapeamento do elemento finito de portico
plano é realizado a partir da interpolagao das posi¢oes e dos vetores generalizados de pontos
nodais localizados em uma linha de referéncia. A partir dessa interpolacao, ¢ possivel definir as
posicdes de qualquer ponto contido ou nao na linha de referéncia. Esse mapeamento ¢ utilizado
tanto para configuracdo inicial como para a configuracio atual. Na configuracdo inicial, os
vetores generalizados sio unitarios, normais a linha de referéncia e podem ser obtidos a partir do
vetor tangente. A Figura 21 ilustra a ideia do mapeamento posicional para um elemento com

interpolagdo cubica.

Ve
Jd/

&

Figura 21 — Mapeamento posicional do elemento de pértico plano homogéneo

Fonte: Coda e Paccola (2011).



103

Capitulo 4 — Elemento finito de pértico plano homogéneo

O mapeamento posicional para a configurac¢ao inicial pode ser escrito como:

£6,6)=x(608) ¢ ¥ (6.8)=2(6)x + L e, (6

com =12 e £=1,2,34,

(65)

na qual f ! (51,52) representa a funcdo de mapeamento posicional da configuracio inicial

x(&,,£,) a partir do espaco adimensional, x’ (afl ,é‘z) representa a posi¢ao inicial na dire¢ao / de

2

um ponto qualquer localizado no elemento, x,i ¢ a posicao na direcio / do nd £, 7/; éa
componente na dire¢ao 7 do versor pertencente ao plano da se¢ao transversal passando pelo no £,
h, é a altura dessa secio e D, (fl) ¢ a funcao de forma constituida por um polindémio ctubico de
Lagrange, associada ao né 4. Nesse mapeamento, a primeira parcela identifica as posi¢coes de
todos os pontos pertencentes a linha de referéncia e, dado um ponto dessa linha de referéncia, a

segunda parcela identifica as posicdes de todos os pontos da segao transversal. Na Figura 22,

ilustra-se o mapeamento de um ponto qualquer de coordenadas adimensionais (fl =a,&, =b).

i 1 2
W= ()

®, (a) = + %b@,{ (),

Figura 22 — Mapeamento posicional de um ponto qualquer na configuracio inicial

Na Equagio (65), as informagdes geométricas conhecidas sdo as posi¢oes nodais x

e a altura 4. Os versores nodais v, sdo determinados a pattir dos vetores nodais tangentes 7, 2

linha de referéncia. Aplicando os conceitos do Calculo Diferencial na primeira parcela da

Equacio (65), as componentes dos vetores tangentes nodais sao expressas pot:

. dD _
t, :ﬁ x'  come=1234, (66)

£ )
(’151 &,
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sendo &, a coordenada & correspondente a0 n6 £, #, a componente na direcio / do vetor

tangente a0 n6 £ e x, a posicio inicial na direcio 7 do né ¢ cuja fungio de forma associada ¢é

,(£).

A partir da nulidade no produto escalar, as componentes do versor normal ficam

determinadas como:

1 _f/i 2 f; 67)
v, = v, = ,
](5(/@) ) ](f(é))
na qual 0,16 e Pz representam as componentes nas dire¢oes 1 e 2 do versor normal a linha de

referéncia no né ke | (f( ,6)) ¢ o médulo do vetor tangente nodal com & =&,. | (&) também

corresponde ao Jacobiano da transformacido do espaco adimensional para a configura¢ao inicial

da linha de referéncia. Esse Jacobiano ¢ dado por:

JE) =A@ E) o Je)=er-er . (68)

Para a configuracio atual, um mapeamento semelhante é empregado, mas as

posi¢des e as componentes dos vetores generalizados associados aos nés do elemento finito nao
sao conhecidas e constituem as incognitas do problema nao linear.

O mapeamento posicional para a configuragao atual pode, entdo, ser escrito como:

P66)=y(6:8) ¢ o (6.:6)=0,E ) + L Ew, 6

com /=12¢ £=1234,

(69)

na qual o significado dos termos sio analogos ao do mapeamento da configuracdo inicial, mas

referenciados agora a configuraciao atual. Nesse mapeamento, o elemento cubico possui ao todo

dezesseis graus de liberdade incégnitos, quatro em cada nd, que sio as duas posicdes y, e as

duas componentes do vetor generalizado g,. E importante ressaltar novamente que a primeira

parcela identifica as posi¢oes de todos os pontos pertencentes a linha de referéncia atual e, dado
um ponto dessa linha de referéncia, a segunda parcela identifica as posi¢des de todos os pontos
da secao transversal. Na Figura 23, ilustra-se o mapeamento de um ponto qualquer de

coordenadas adimensionais (&, = 4,&, =4) na configuracio atual.
Apesar de ter sido mantido 4, constante na Equagio (69), a altura da se¢io

transversal se modifica, pois o vetor generalizado pode deixar de ser unitario na configuragao

atual. Assim, a altura de uma segdo transversal na configuragao atual passa a ser:
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b(&)=ho, (&)e.] - (70)

Figura 23 — Mapeamento posicional de um ponto qualquer na configuracio atual

O mapeamento descrito na Equacdo (69) gera uma cinematica cujas se¢oes
transversals apresentam variagao de altura e permanecem planas, porém nao ortogonais a linha de
referéncia. O nivel em que a se¢io deixa de ser ortogonal a linha de referéncia esta associado as
tensoes de cisalhamento envolvidas e a0 médulo de elasticidade transversal.

A cinemitica representada por esse mapeamento considera o efeito de Poisson no
plano que contém o elemento e resulta em uma distribuicdo de tensao de cisalhamento
transversal linear e de tensdo axial transversal constante, portanto, ¢ uma cinematica mais precisa
do que as formulagdes baseadas nas hipdteses cinematicas de Euler-Bernoulli e de Reissner-

Timoshenko.

4.3 Particularidades do elemento de poértico plano
homogéneo

No Capitulo 3, toda a sequéncia de operagdes matematicas da formulagao posicional
aplicada a problemas bidimensionais foi desenvolvida e, no item anterior, descreveu-se a
cinematica do elemento de pértico plano homogéneo. Logo, para definir completamente a
formula¢ao do elemento finito, fica faltando apenas identificar os termos que dependem da

funciao de mapeamento posicional empregada. Isso esta apresentado nos itens seguintes.
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4.3.1 Gradiente das fungdes de mapeamento posicional

Com a definicio dos mapeamentos posicionais, a fungao mudanca de configuracao

pode ser determinada através da composicao de fungdes especificada na Equacao (11) e ilustrada

. . 0
na Figura 16. Portanto, resta apenas descrever as componentes dos gradientes A (981,52) e

A (51 ,52) que dependem das fun¢des de mapeamento apresentadas nas Equagdes (65) e (69),

respectivamente. Os termos desses gradientes foram identificados na Equagao (14) e, observando

as func¢des de mapeamento, ficam expressos por:

h h
CDM (51 )X/zla +_0§2@k,1 (51)”114. _Onge. (51)”/6
A'(g.¢)= h K , )
(‘Dm (51 )X: +EO§2@/6,1 (51)”2 EO@/e (‘51)”14
I v, b by 1
1 (I)k,l (61 )J’/é +E§2€Dk,1(§l )g/é E@/e (‘fl)gxe
Al(E,8)= ; ; , (72)
®k,1 (951 )JZ‘ + ?Oégzqs/e,l(é )g/i ?Oq)k (51)<g2

09, (£,)

com @, (fl)z—. Vale ressaltar que nao ha necessidade de explicitar as equagdes que

g,

-1
compdem o gradiente A=A (51,52)'[1\0 (51,52)] , pois a as operagOes matematicas

envolvidas sao realizadas numericamente.

4.3.2 Energia potencial de deformacgio

Com os gradientes A’ (fl,fz) e A (é,é‘;) definidos, a energia potencial de

deformagao do elemento pode ser calculada conforme o procedimento descrito no Item 3.5.
Outra observagao a ser feita esta relacionada a integracao numérica da energia de deformacao na

Equacao (33). Para o elemento de aproximacao cubica, sio empregados doze pontos de Gauss

distribuidos em quatro pontos na dire¢io de &, e em trés pontos na direcio de &, .

4.3.3 Energia potencial relativa as agdes externas

Na parcela da energia potencial relativa as agdes externas, sao consideradas as

contribui¢des de forgas e momentos concentrados e de forcas distribuidas. A energia associada a
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essas duas ultimas agbes é contabilizada por meio de forcas nodais equivalentes. No caso do
elemento de pértico plano homogéneo, todas as acdes externas sao consideradas aplicadas na
linha de referéncia, pois os problemas analisados sdo todos constituidos por barras esbeltas, que é
um dos pré-requisitos para o emprego de modelos de portico.

As agoes externas sao consideradas conservativas e, conforme mostrado no Item 3.6,
a relagdo entre forca e posicio ¢ energeticamente conjugada. Assim, uma energia potencial
externa pode ser definida, sendo calculada pelo negativo do produto escalar entre o vetor forga
externa e o vetor posi¢ao atual do ponto de aplicagao dessa forca (Equagao (40)).

No caso das forcas distribuidas, sio determinadas forcas nodais equivalentes de

forma a manter a mesma energia potencial. A Figura 24 ilustra essa transformagao:

Figura 24 — Carga distribuida e forcas nodais equivalentes

Fonte: Coda (2006).

Assim como as posi¢oes da linha de referéncia, a forca distribuida ¢’ também ¢

representada por uma fungio de interpolagio polinomial dos valores ¢, nos nés do elemento.

Portanto, tem-se que:
9 (£&)=2.(5)q (73)

sendo ¢’ o valor assumido pela forca distribuida no né ¢=1,2,3,4, com componentes nas
direcoes globais 7 =1,2.

Utilizando a Equac¢ao (73) e a primeira parte da Equagdo (69) que representa o
mapeamento da linha de referéncia na configuragao atual, a parcela da energia potencial externa

devido as forgas distribuidas é determinada por:

Q:_Iqj(gl)]i(gl)](§1)d§1 > (74)
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1

Q=-][,(¢) ¢ ] [®.(5)01]1(&) 4é,

Qz—{}l[QDe (é) gj:l I:(D/« (é:l )] ](51) ﬂ'é}ﬁ;, (74)

Q=-0, 7.
na qual /| (51) ¢ o Jacobiano da transformacio do espago adimensional para a linha de referéncia
na configuracio inicial (Equacio (68)) e O, = fl:(l)e (fl) q;} [CD . (é‘l )] ] (fl) d&, é a forca
4

nodal equivalente atuante no n6 £=1,2,3,4 com direcao 7 =1,2. A integral para calculo de (Q,i

¢ resolvida numericamente com a quadratura de Gauss, ficando representada pelo somatorio

seguinte:

,Q/i = [CDE ( lig )q; ] [q)/e (élzg )]](gl(zg))w(;g) > (75)

sendo &, a coordenada &, do ponto de Gauss com peso ) .

No modelo discreto de elementos finitos, a a¢ao de um carregamento distribuido
aplicado sobre uma pequena regido nodal pode ser considerada por meio de uma forca
concentrada equivalente aplicada diretamente sobre o né. Dessa forma, faz sentido estabelecer
uma energia potencial associada a forcas concentradas aplicadas nos nés do elemento. Essa

energia ¢ definida por:
Q=-P/y,, (76)

sendo P, o vetor forca externa aplicado no né £ = 1,2,3,4 com componentes nas direcdes

globais 7 = 1,2 ¢ j/,i o vetor posi¢ao nodal.

Portanto, a energia potencial de um elemento finito sujeito a agao de for¢as externas
concentradas e distribuidas fica determinada simplesmente pela soma das contribuigoes das

Equagoes (74) e (76):

Q=-(p/+0)). @

Os momentos concentrados representam outra agdo externa que surge nos modelos
estruturais de porticos. Como nao ha parametros de giro associados a se¢ao nodal, o efeito de

momentos concentrados ¢ levado em consideracao através de um par de forgas formando um
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binario aplicado perpendicularmente ao vetor generalizado nodal, conforme esta ilustrado na
Figura 25.

No Item 3.6, mostrou-se que for¢a e posi¢ao sao energeticamente conjugadas. Assim,
uma energia potencial equivalente associada ao binario pode ser definida pelo negativo do
produto escalar entre o vetor for¢a que compoem o binario e o vetor posi¢ao atual do ponto de

aplica¢ao (Equagao (40)). O uso do termo equivalente ficara claro quando for mostrado que a

forca do binario ndo é conservativa.

Figura 25 — Binarios correspondentes a0 momento concentrado

Observando a Figura 25, a energia potencial equivalente pode ser escrita como:

Q:_[B/é : (Y/e +gé)]_[(_B/6)' YE] © Q=-B,-g,=-Byg, (78)
sendo y, o vetor posi¢ao atual do né £ onde esta aplicado o momento, g, o vetor generalizado
da se¢io nodal e B, a forca que compde o binirio com componentes nas direcoes globais
=12,

Para determinar o vetor forca do binario, é necessario definir seu modulo e direcao.
O sentido pode ser observado na Figura 25. O médulo de B, é obtido de forma que seu produto
com o médulo do vetor generalizado nodal corresponda a0 momento concentrado M, aplicado

no no 4. Logo, tem-se que:

M, ; M,
”B/« ”_ ” ” © B(k) B(k.) - (79)
8 N &
A diregio de B, ¢é dada pelo versor ortogonal ao vetor generalizado g, :
1 1

n, =H(—£2a£;) < n =_—j(—£Z,<€i). (80)
s 8(x) 8(k)
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Definidos o médulo e a direcao da for¢ca que compde o binario, pode-se, entao,

representar o vetor B, como:

M M
B, :”Bk ”n»é < B, = ”g ﬁz (_g(Z/é)’g;xa.)) < B, = g{%) ;//6 (_g(z/é)’g(lk))' (81)
. :

Retornando a expressio da energia potencial equivalente na Equagao (78),

e . » . . 1 2
identificam-se os conjugados energéticos associados as componentes g, e g, do vetor

generalizado pertencente a0 né6 com momento concentrado aplicado. Da Equagao (81), esses

conjugados sao dados, respectivamente, por:

(82)
= ﬁgék) conjugado de g2 .
E(k) (k)
Como pode ser observado na Equacio (82), os conjugados energéticos B, e B} nio

~ ~ . . . 1 2 .
sa0 uma agao externa conservativa, pois dependem dos valores assumidos por g, e g,. Assim,

se justifica o termo equivalente atribuido a energia potencial associada as for¢as que compdem o

binario. O artificio de definir uma energia potencial equivalente ¢ utilizado somente para
o . . 1 2
identificar os conjugados energéticos de g, ede g, .

Portanto, como a formulacdo aqui desenvolvida emprega agbes externas
conservativas que permitem definir uma energia potencial associada, a forma de considerar o

efeito desses conjugados energéticos nao conservativos ¢ inseri-los diretamente nas equagoes de
1 . 1 2 . . :

equilibrio correspondentes aos graus de liberdade g, e g, do n6é onde o momento esta aplicado.

Assim, para satisfazer o equilibrio considerando a presenca do momento, os conjugados

, . 1 2 ~ . . ~ ~
energéticos B, e B, sio atualizados a cada iteragio durante o processo de solu¢io

(CODA; PACCOLA, 2011).
Esse procedimento voltara a ser esclarecido nos Itens 4.3.4 e 4.3.5, referentes as

equagdes de equilibrio e ao processo de solugao, respectivamente.
4.3.4 Energia potencial total e equagdes de equilibrio

A energia potencial total do elemento finito é composta pelas parcelas da energia de

deformagdo mais o potencial das agdes externas atuantes (Equacio (43)). Em um modelo
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discreto, varios elementos finitos sio empregados para modelar a estrutura e a energia potencial
total é dada pela soma das contribui¢des de cada elemento individualmente.
Para simplificar a contribui¢ao de varios elementos finitos na energia potencial total,

a seguinte associagao ¢ adotada para identificar os graus de liberdade:

1

g/1 ‘N - Je
2y, >
dyg o 4 o

2 4

.08 - & -

(83)

na qual £ =1,2,3,4 identifica localmente o n6, / = 1,2,3,4 identifica o grau de liberdade. Os
graus de liberdade 1 e 2 representam as posicOes, 3 e 4 representam as componentes g; ( gi) e
2 ( gZ) do vetor generalizado que sao, entao, identificadas como )/Z e jz.

Utilizando essa identificagdo, um vetor posicio local j/,i do elemento finito
contendo os dezesseis graus de liberdade é definido. A localizagao de um dado grau de liberdade

nesse vetor posi¢do ¢é determinada com auxilio do numero do n6é £ e do proprio grau de

liberdade nodal 7. A regra para localizagao no vetor é dada por:

7 (grau de liberdade )

Y (n6local) - 4(’é_1)+i : (84)

Uma identificagdo analoga a Equagao (83) também é empregada para definir o vetor

. i 7
de forgas internas F_, e o vetor de forgas externas F, ;, do elemento. Nesses vetores, os termos

com 7 igual a 1 e 2 sao componentes de forgas nodais atuantes nas dire¢oes globais 1 e 2,

respectivamente, e 0s termos com 7 igual a 3 e 4 s3o conjugados energéticos das componentes
1 2 . .
& (4)e & (g,) do vetor generalizado nodal, respectivamente.
Nos modelos discretos, ha muitos elementos finitos e um mesmo né pode pertencer

. . i . i
a varios elementos. Assim, definem-se vetores posicio J,, forca interna F, | e forca externa

F .. globais que recebem contribuicio de todos os elementos utilizados na discretizacio da

estrutura. Para a montagem desses vetores globais, a mesma regra de identificagdo apresentada
nas Equagdes (83) e (84) é empregada, mas a numeracao do n6 £ deixa de ser local e passa a ser a
numerag¢ao global atribuida durante a gera¢ao da malha, conforme ilustra a Figura 26. A relacdo

da Equagao (84) passa a ser:

7 (grau de liberdade)

) —  4(k—1)+i/ com i=1,23,4ek=1,..,N (85)

sendo N o numero de nés da discretizagio.



112

Capitulo 4 — Elemento finito de pértico plano homogéneo

Assumindo a relagio da Equagao (85), a soma das contribui¢des de cada elemento
finito na funcdo de energia potencial total da estrutura pode ser realizada. Considerando a parcela

de energia das a¢Oes externas (Equacao (77)), pode-se reescrever a Equagao (44) como:

M(0s)=U(00) - (B +20) i 86)
na qual I1 ( j/;) representa a funcao de energia potencial total cuja determinacao depende apenas

do vetor posigio atual J, que contém os graus de liberdade de todos os nés utilizados na

discretizacio. A determinacio de y, ¢é feita através da solucio do sistema de equacdes nio

lineares definido na Equacao (47), que tem o significado fisico de equilibrio nodal.
Na Equacio (80), nao ha a parcela de energia equivalente devida a momentos

concentrados. O efeito desses momentos é considerado somente na equagao de equilibrio com a

contribuicio do binario correspondente B, dado pelas Equacdes (81) e (82) no vetor de forgas

externas.
bl 0/ 9088 0s5:%:%) (/.88
3 2)3 253 % @ ® ® 12 1 2
S ® o Ur:88)
2 2 D 2 2 Z
@J&&b 4 E‘T\\7
1 2 1 2
Oh % 2%)

@

Figura 26 — Associagdo de dois elementos finitos de portico plano homogéneo

Fonte: Coda (2000).

As equagoes de equilibrio foram obtidas por meio do principio da energia potencial
total estacionaria e estao definidas na Equacdo (47). Considerando a fung¢ao de energia potencial
total do elemento finito de poértico plano homogéneo, determinado na Equagio (86), e os
conjugados energéticos das Equagdes (81) e (82) devido ao efeito de momentos concentrados, as

equagoes de equilibrio podem ser escritas como:

EA ()| R+ 2l +B(5)]=0. (87)
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Nessa equagao, o vetor de forgas internas foi definido na Equacdo (48) e calculado
com quadratura de Gauss na Equaciao (49). Para o elemento de pdrtico plano homogéneo
descrito aqui, sao empregados doze pontos de Gauss em todas as integragdes numéricas. Esses
pontos sao distribuidos em um dominio retangular com quatro pontos ao longo da direcao
longitudinal e trés pontos ao longo da dire¢ao transversal.

Na ocasiao da defini¢do do vetor de forgas internas no Item 3.7, ficou pendente a

oA’
descricdo dos termos que compdem ——5 na Hquagio (53), pois dependem da funcio de

a

mapeamento posicional adotada. Com a definigio de f' (&,,&,) na Equagio (69), de A'(&,,¢,)

1

na Equacao (72) e considerando a notacao apresentada na Equacao (83), Evi fica representada
a

por matrizes constituidas de termos diferentes dependendo do grau de liberdade ao qual a

1

derivada estd sendo avaliada. Assim, os termos de 5,7 ficam definidos conforme pode ser
Va

observado nas equagoes a seguit:

8A1 (§1>§2) — _@a,l (gl) O_
@ L 0 0]
oA'(G.e) [ 0 0]
@/2 _®a,l (51) O_
b b | (88)
ne.e) [Leo, @) Do)
% 0 0
_ 0 0
oA'(5.8) |, ),
@/2 E§2®a,1(§1) Egpa(‘fl)
Vale ressaltar que os termos dessas matrizes nio dependem das posi¢ées nodais
. 0’A
atuais y,. Assim, sua derivada segunda S FA 7> que surge na definicdo da matriz Hessiana na
V.

Equacio (63), é nula. Definidos todos os termos necessarios para calcular o vetor de forgas

. B( i . - o
internas  F,_ 0|7, ), o problema agora se resume em determinar as posi¢des atuais y, que

satisfazem a Equacao de equilibrio (87).
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4.3.5 Processo de solugao

O processo de solugao empregado neste trabalho ja foi apresentado no Item 3.8.
Aqui sao apresentados apenas alguns detalhes que dependem da formulagao do elemento finito

desenvolvido.

Durante o processo de solucio, as posicdes atuais y, dos nds do portico ndo sio

conhecidas e posi¢oes-tentativa y, . sdo atribuidas. Como essas posi¢des nio verificam o

equilibrio nodal representado pela Equacio de equilibrio (87), gera-se um residuo que

corresponde ao vetor de desbalanceamento mecanico:

RE (] i) = Fol )= (22 + 02 4 B2 (i) (89)

Apesar de nao ter sido definida uma energia potencial devida a momentos
concentrados, a parcela Bf ( y;mmm) ¢ adicionada no calculo do vetor de desbalanceamento
mecanico para que as posi¢oes de equilibrio encontradas considerem o efeito desses momentos.

A matriz Hessiana H ff ( y ) do elemento de poértico plano homogéneo

apresenta dimensao igual 4N, com N sendo o nimero de nés da discretizagao e 4 o numero de
graus de liberdade nodais. A localizacio dos termos dessa matriz ¢é feita seguindo uma regra de
atribuicdo semelhante a apresentada na Equacgdo (84), no caso da Hessiana do elemento, e na

Equacio (85), no caso da Hessiana global da estrutura. A atribui¢do global segue a regra abaixo:

Linha: 4(a—1)+

m =123 4cacy=1..N. 0
Coluna: 4(y—1)+¢ com feg caer

BS (i
Ha 14 (J}ktentativa )

Essa matriz é determinada numericamente conforme apresentado na Equagao (59) e
a quantidade de pontos de Gauss empregada ¢ a mesma utilizada para obter o vetor de forgas
internas na Equacao (49).

Antes das analises numéricas para verificagao da formulagdo, é necessario descrever
como ¢ realizada a ligacio entre elementos com direcSes diferentes. E ébvio que para elementos
colineares nao é necessario realizar a ligacdo, pois o vetor generalizado que representa a se¢ao
transversal ¢ o0 mesmo para ambos os elementos.

Como niao ha graus de liberdade de giro no mapeamento empregado, um
procedimento especial de acoplamento entre elementos com direg¢oes diferentes é necessario.

Esse procedimento ¢ baseado na técnica de penalizacio.
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4.3.6 Ligagdes entre elementos ndo colineares

O acoplamento entre elementos com dire¢Oes diferentes ¢ realizado através de um
modelo de molas que permite representar ligacoes rigidas, semirrigidas e articuladas. O modelo
desenvolvido permite acoplar todos os graus de liberdade nodais. Para as posi¢ées, a mola
trabalha com deslocamento relativo entre os nés dos elementos e, para o vetor generalizado, a
mola trabalha com o giro relativo entre os vetores generalizados dos elementos. Na Figura 27,

ilustra-se o modelo de acoplamento e apresenta a nomenclatura adotada para identificar os

parametros de rigidez.

\ ()/11/ ’,)/ﬂ_?)

Figura 27 — Modelo de acoplamento entre elementos

Com esse modelo, é possivel representar diferentes formas de acoplamento entre os
elementos e sempre com a possibilidade de ter a rigidez da ligagdao variando desde articulada até
perfeitamente rigida. Também ¢é possivel representar condicdes de contorno flexiveis. Algumas
possibilidades de acoplamento estdo ilustradas na Figura 28.

Do ponto de vista matematico, esse modelo de acoplamento entre barras nada mais é
do que o emprego de uma técnica para imposicao de restricoes conhecida como penalizagao.
Alguns modelos semelhantes aplicados a formulagdes posicionais podem ser encontrados em
Coda e Paccola (2014), Reis e Coda (2014) e Silva (2014) que demostram a simplicidade e

eficiéncia dessa técnica.
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ol fod od Pl fod P
i

Figura 28 — Exemplos de possibilidades para ligacio entre elementos

Fonte: Adaptado de Coda e Paccola (2014).

Apresentado o modelo de acoplamento, resta determinar as expressoes para o calculo
da energia de deformagdao acumulada nas molas e, dessa forma, considerar sua contribui¢io na
energia potencial total, expressa na Equagao (86).

A energia acumulada nas molas depende de grandezas relativas entre os nés dos
elementos acoplados. As molas de acoplamento das posi¢cdes nodais relacionam forca e
deslocamento relativo e a energia de deformagao acumulada pode ser obtida por:
2

>

U =%K;,, (A7) 1)

na qual Ay’ e Ay, sio as componentes na direcio 7 =1,2 dos deslocamentos nodais de a e &,
respectivamente. K, ¢é a rigidez da mola ou fator de penalizagio correspondente a direcio 7
(Figura 27). Ay! e Ay, sio obtidos pela diferenca entre a posi¢io do n6 na configuragio atual e a
posi¢ao na configuragao inicial:
i i i
N, =), =x,
o (¥2)
A
Ay, = 9, =,
As molas de acoplamento dos vetores generalizados relacionam momento e rotagao

relativa entre os vetores. A energia potencial de deformacio acumulada pode ser obtida por:
1 2
U=—K’(’a,—"at ) , 93
2 ab ( b a ) ( )

na qual ‘@, e ’@, sio as rotagdes acumuladas dos vetores generalizados g, ¢ g,,

respectivamente, desde a configuracao inicial até a configuracao correspondente ao incremento
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de carregamento p. K{ ¢é a rigidez ou o fator de penalizagio (Figura 27). As rotacdes
acumuladas sao calculadas por:

‘o, =" +0,,
94)
‘a, = "o, +6,,

-1 —1 ~ ~ . .. , ~
sendo ”"'a, e '@, as rotagdes acumuladas desde a configuracio inicial até a configuragio

cotrespondente a0 incremento de carregamento anterior p—1. 6, e 6, sio as rotacdes
ocorridas entre os passos de carregamento. Na Figura 29, ilustram-se essas rotagdes para o vetor
generalizado g, . A identificacdo ¢é analoga para o vetor g, .

~ : -1 -1 -1 -1 ~ :
Na Equagio (94) e na Figura 29, "', ", 7 "'g, e 7' g, sio valores conhecidos
do incremento de carregamento anterior. Assim, para determinar ‘@, e ‘a@,, é necessario
calcular as rotagdes 6, e 6, ocorridas entre os incrementos anterior e atual. Uma relagio para

calcular @, e analogamente para 8, , pode ser obtida considerando os produtos vetorial e escalar

. -1
entre os vetores generalizados ”"'g e “g, .

Figura 29 — Identificacdo das rotagdes de um vetor generalizado nodal

A partir do produto vetorial, pode-se expressar o seno de 8, :

Mg xtg =(g Pg = g e

-1 b
|78, x"g,

=[""e.] |"&.] sent, ©3)

1 1 p 2 p-l
L &

-1
g.

o s,
7.

send, =

b
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sendo €; o versor da diregao 3 com sentido positivo saindo do plano. Na expressao do seno, o
numerador fornece o sinal correspondente ao sentido da rotacao de g, entre os incrementos de
carregamento p—1 e p. Utilizando a mesma ideia e o produto escalar, pode-se expressar o

cosseno de G, :

1 2 p 2

Mgt =g g g g

-1 -1
|7, - "g.|=]""e.| |2.] cose, (96)
-1 1 p 1 p-1 2 p 2
+
cosf, = La [Hga pgﬂ Sa
g [
Conhecido o seno e o cosseno, a tangente pode ser calculada por:
p1 1 p 2 p1 2 p 1
nd, = ©7)
L T&TT & 4
e o angulo @, fica determinado pela inversa:
P11 p 2 pl 2 p ]
- T
0, =arctan ﬁ_l‘gf pg‘l’ P_l‘g; pg; com |0 |<—. (98)
L& &L L 2

Para que o angulo fornecido pela func¢ao arco tangente seja coerente com a rotagao

do vetor g, entre os incrementos de carregamento p—1 e p, é necessario que a dimensdao

desse incremento ndo resulte em uma rotacio fora do intervalo —7/2<6, <7/2. Com essa
restricao, a funcio arco tangente fornece o valor correto do angulo, pois o denominador assume
sempre valores positivos e o numerador fica com o sinal coerente ao sentido da rotagdo (positivo
se anti-horario e negativo se horario). Isso nao constitui uma limitagao importante, pois o proprio
processo de solugao incremental-iterativo ja exige o emprego de incrementos de carga adequados

para que haja convergéncia. Analogamente 6, é dado por:

Flgl pg2 g2l x

_ b & b &

0, =arctan| —5=—=——=""——7| com |6’b|<5. 99)
& &L 8 8

Definidos todos os termos necessarios para calcular a energia potencial de
deformagao das molas de ligacao nas Equagoes (91) e (93), pode-se determinar a contribui¢ao no
vetor de forca interna e na matriz Hessiana globais da estrutura. Considerando inicialmente as

molas de acoplamento das posi¢des nodais, a contribuicio no vetor de forgas internas pode ser
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obtida com a derivada da energia de deformacio (Equacao (91)) em relagao as posi¢oes nodais

acopladas. Logo, tem-se que:

ou

Fl="—= —> FE/=-K)(& -&))
%,
(100)
; 8U i i 2 i .
inth = a - Entb = K:Eb) (Ayb _A.yt/) com ¢ :132 y
b

na qual se observou a Equacgao (92) para definir a derivada. A contribui¢ao dessas componentes
no vetor de forc¢a interna segue a mesma regra de atribui¢do apresentada na Equacgio (85).

Para determinar a contribui¢ao na matriz Hessiana, aplica-se a segunda derivada na
energia de deformagido em relacio as posicdes nodais acopladas. Considerando a primeira
derivada calculada na Equagdo (100) e observando novamente a Equacao (92), chegam-se aos

termos nao nulos da matriz Hessiana:

o OF * o .
(i) _ inta (i) _ ’
H;; =50 H,~ =K,
o OF ' % :
=T S -k
)/11
- (101)
i(i) __ th i) _ gt
HM —@}—l:l.) —> H;,/, —Kg/a
b
. OF ! " :
HY=—2 5 HY=-K com i=12.
CooY o
a

A contribui¢ao desses termos na matriz Hessiana é realizada de acordo com a regra
de atribuicao apresentada na Equagao (90).

Em relacio as molas de acoplamento dos vetores generalizados nodais, a
contribuicdo no vetor de for¢a interna global da estrutura pode ser obtida com a derivada da
energia de deformagao (Equacgao (93)) em relagao as componentes dos vetores generalizados do
incremento de carregamento atual p. As forcas internas resultantes das molas de acoplamento
dos vetores generalizados constituem conjugados energéticos desses vetores. Assim, deve-se
considerar a associagao apresentada na Equacao (83) para identificar os graus de liberdade nodais
no elemento de portico plano homogéneo e a regra da Equagao (85) para a atribui¢ao no vetor de
forca interna global.

A fim de simplificar a notagao, os vetores generalizados referentes ao incremento de

~ ~ . . 1 2
carregamento p serdo representados nas equagoes seguintes simplesmente por g, = (g, , £,) €

g =(g,84)
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Para calcular a derivada, é importante salientar que os vetores generalizados do

incremento anterior p—1 sdo valores constantes, conhecidos e, portanto, nio sio incognitas do

problema. Além disso, devem ser observadas as Equagoes (94), (98), (99) e a aplicagao da regra da

cadeia. Por exemplo, o cilculo do conjugado energético referente a componente g, ¢ obtido por:

; oU_oU , 0U 0’a, 00,
inta = _3 = _1 A Enta = 1 (1 02)
U, %, 0'a, 06, 2,
observando a expressao da energia na Equagao (93) e a da rotagao na Equagao (94), tem-se:
u 00
Fo=—K; (', ~"a,)— (103)

1
0.
De forma analoga, procede-se para os demais conjugados energéticos. Ficando todas

as componentes expressas por:

Enti = _KZ) ( ])ab - paa ) 20;1

&

00

mtj = _KZJ (])ab - Paa) ag;

3 » p 06, (104)

inth = Kab ( a!) - az/ )E
b
b

As derivadas de 8, e 8, em relacio as componentes dos vetores generalizados

podem ser determinadas a partir de suas Equagdes (98) e (99), respectivamente. Essas derivadas

sao dadas por:

00 3 gj 06 gi

a a __

% el % Jel
(105)
2 1
26, ___ & 26, __ &
% el % el

que substituindo na Equagao (104), resultam nas expressoes finais para os conjugados energéticos

dos vetores generalizados acoplados:

2

Fo.=K;(’a,~"a,) ggﬂz (106)
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Entz = _K:Z ( pab - paa )ﬁ#
g

1

int2 = Kgab ( pab - Paa )g—kZ :
2]

(106)

A contribuicio da mola de acoplamento dos vetores generalizados na matriz

Hessiana ¢ obtida a partir da segunda derivada da energia de deformacao (Equagio (93)) em

relagao as componentes dos vetores generalizados do incremento de carregamento atual p. Os

resultados da primeira derivada ja estdo representados na Equagao (106). Novamente, a

contribuicdo na matriz Hessiana global da estrutura se faz de acordo com a regra de atribuigao

apresentada na Equacao (90).

Considerando a Equagiao (106) e observando as Equagdes (94), (98) e (99), os termos

nao nulos da Hessiana devidos a2 mola de acoplamento dos vetores generalizados podem ser

. . . 35
determinados. Tomemos, por exemplo, o termo da matriz Hessiana H :

OF > OF°

H33 _ inte inta

aa @}3 ag]

a a

H33:—Ka% gj + a(p b_pad) ‘ ag;

2 ab

o0’a
1

a

00

a

Através da regra da cadeia, a derivada

~ ¢ expressa pof:

o0’a, 0'a, 06,
oz, 06, 0,

0’a,
agl le

a a

Considerando a Equagio (105), obtém-se:

ola, g

le_|

P
a

g,

Para completar a definicdo da Equagao (107), a derivada

por:

1

a

2

olg,

(107)

(108)

(109)

pode ser expressa
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2

+ 9 () +(2) ]

Oe.l _ Jle. oy (110)
oz, oz, oz, .
com isso, 0 termo H:z fica determinado por:
K’ 2
H32=”g—/4[(gf) —Zgng(P%—’”%)] (111)

Operando de forma analoga, todos os termos da matriz Hessiana devidos a mola de
acoplamento dos vetores generalizados podem ser determinados e estao representados pelo
conjunto de Equagdes (112).

a

= (2] 20 (e e

a

a

e R [ P R S

g,
N =———t—4'g e H=H
ga gb”
. Sy S S L
ga g/?”
= () +20 8 (Y- e ) |
g,
(112)
. S P R = T
ga g/?”
H44 :_—aoliglgl e H44 =H44
ab aSh ba ab
AN

a

H === (4] 4248 (Yo - 0a) |
e

a

it =y e () () [P —a)] ¢ mit-n
b

a

H = (g)) 20040 (P, - a) |
e |

A fim de verificar a formulacio do elemento de portico plano homogéneo, varios
exemplos foram analisados e os resultados obtidos siao apresentados no item seguinte e

comparados aos resultados de solugdes analiticas e numéricas encontradas na literatura.
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4.4 Exemplos numéricos

Neste item, sao apresentados os resultados de analises realizadas em exemplos com
solugoes analiticas e numéricas disponiveis na literatura. Os exemplos foram organizados em trés
conjuntos de forma a avaliar diferentes aspectos da formula¢ao aqui desenvolvida.

No primeiro conjunto, analisa-se uma viga com extremidades engastada e livre
submetida aos trés tipos de agoes externas possiveis de serem consideradas na formula¢io do
elemento, que sao: for¢a concentrada, momento concentrado e forc¢a distribuida. O objetivo
principal ¢é verificar a capacidade da formulacio de resolver problemas submetidos a esses
diferentes tipos de agoes externas. Além disso, também se faz uma analise de convergéncia para
avaliar a eficiéncia do elemento finito.

No segundo conjunto, trés porticos com geometria simétrica sao analisados. Os
porticos sao o losango com nos articulados e rigidos, o quadrado com todos os nos rigidos e o
arco achatado senoidal. O interesse maior na analise desses porticos reside em verificar a
capacidade de solugdo de problemas com diferentes geometrias e condi¢des de contorno.

Por fim, o terceiro conjunto de exemplos é formado por um pértico com dois niveis
ou pavimentos. Diferentes analises sdo realizadas nas quais as condi¢bes de contorno sao
constituidas por apoios simples, apoios com rigidez elastica a rotacdo e engastes. As ligacoes
entre as barras sao consideradas rigidas e semirrigidas com trés valores diferentes para a rigidez a
rotagdo. Dessa forma, espera-se verificar principalmente a capacidade da formulagio em
representar o comportamento de porticos formados por ligagdes semirrigidas.

Os resultados obtidos sio comparados com solugdes analiticas e numéricas
encontradas na literatura, bem como, com resultados numéricos fornecidos por analises
realizadas no software Ansys®. O elemento finito BEAM188 com fungoes de forma cubicas foi
empregado para modelar as barras do poértico. A formulagao do BEAM188 adota as hipoteses
cinematicas de Reissner-Timoshenko que correspondem as mesmas hipoteses do elemento
desenvolvido neste trabalho. O elemento de acoplamento COMBIN40 com comportamento
linear-elastico para as relacdes rotacao-momento e deslocamento-for¢a foi empregado para
modelar as ligagdes semirrigidas.

Buscam-se com essas analises verificar os diversos aspectos da formulagao do

elemento de portico plano homogéneo e também avaliar sua eficiéncia e consisténcia.
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4.4.1 Exemplo 4.1: Viga em balango solicitada por agdes externas variadas

Neste primeiro exemplo, analisa-se uma viga em balango sujeita a trés tipos de agoes
externas, conforme esta ilustrado na Figura 30. As caracteristicas geométricas da se¢ao transversal
e os parametros elasticos do material também estio representados na referida figura.

Em todas as analises, as a¢oes externas foram aplicadas em 10 incrementos iguais e o
processo de solu¢ao baseado no método de Newton-Raphson foi controlado por meio dos
critérios de convergéncia em posicio e em forca com tolerancias de 107 e 10 respectivamente. A
fim de avaliar a capacidade de convergéncia da formulagao, a viga foi discretizada com um

namero de elementos finitos variando entre 1, 2, 4, 8 ¢ 16.

[4
7
P M
l N
] | )
I 1
| L=10m | | L=10m | | L=10m |
| | | | | l
— /) = (),1 m — /= ()] m — ) = ()] m
hb=1m h=1m h=1m
E=12x10 kN/m E=12x10 kN/m E=12x10 kN/m
v=10,0 v=00 v=0,0

Figura 30 — Geometria, carregamento e pardmetros elasticos do Exemplo 4.1

Os resultados das analises sao apresentados através das trajetorias de equilibrio
referentes aos deslocamentos horizontal (u) e vertical (v) do n6 da extremidade direita (Figura 31,
Figura 32 e Figura 33). Para comparagio e verificagio dos resultados obtidos com o elemento
desenvolvido neste trabalho, sio mostrados nas curvas de equilibrio os resultados das seguintes
solucbes:
e analitica apresentada por Mattiasson (1981) para o caso com forga
concentrada na extremidade direita (Figura 31);
e analitica de Hsiao (1987) para o caso com momento concentrado na
extremidade direita (Figura 32);
e numérica de Wang, Lee e Zienkiewicz (1961) e de Yang (1973) para o caso
com forca distribuida (Figura 33).
Em todos os casos, também foram realizadas analises numéricas no Ansys® e os

resultados estdo representados nas trajetérias de equilibrio. A viga foi discretizada com dezesseis

elementos BEAMT188.
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11
1,04
’ —— 1 clem —O— Mattiasson (1981)
0.9 1 —4&—2elem —€— Ansys
" ——4 elem
0s —e— 8 clem
o —&— 16 elem
0,74
0,6 4
Z 4
= 05
044
034
0.2
0.1+
00 . . . : . : . , . , .
1] 1 2 3 4 5 6
u (m)
1.1
1,0 4 A
o —— 1 elem —O— Martiasson (1981) L:‘l ’F
0.9 —A—2clem —€— Ansys A /
: 1 —— 4 elem fl /
0.8 4 —e— B clem 43
’ —=— 16 elem f‘

P kN)

v (m)

Figura 31 — Trajetéria de equilibrio para a viga com forg¢a concentrada

6 —&—1elem —o— Hsiao (1987) ; A

—A—2clem —€— Ansys
A —o— 4 elem A

5 —e— § clem
—&— 16 elem

M (kN.m)
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——1elem —o— Hsiao (1987)
—A—2elem —0— Ansys
——4 elem

—a— 8§ elem
—=— 16 elem

M (kN.m)

v (m)

Figura 32 — Trajet6ria de equilibrio para a viga com momento concentrado

0,11
0,10
0,09 -
0,08 -
0,07 4
g 006
R i
2005
S
o
0,04 -
0 4 —— 1 elem —0— Yang (1973)
0.02 1 /4 —&— 2elem —%— Wang, Lee e Zienkiewicz (1961)
= —O— 4 clem —0— Ansys
0.01 —e— 8§ elem
o —&— 16 clem
0,00 - T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
u (m)
0,11
0,10 A ,
s Fa /C
0,09 - 75/
0,08 - £
0,07 4
fg 0,06 o
= ]
é 0,05
= ]
0,04 4
0,03
] —&— lelem —O0— Yang (1973)
0.02 4 —A—2elem —%— Wang, Lee e Zienkiewicz (1961)
] —C—4elem —0— Ansys
0,01 - —&— 8 clem
] —&— 16 elem
000 EZ—r—-er—a—-r—-—1—7"—T1—"
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

v (m)

Figura 33 — Trajetéria de equilibrio para a viga com forga distribuida
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Os resultados das analises para os trés casos de carregamento considerados neste
exemplo apresentaram excelente concordancia com os diversos resultados analiticos e numéricos

utilizados como referéncia. Apenas o caso com forg¢a distribuida apresentou uma diferenga

significativa em relagdo aos resultados obtidos com o Ansys® que representaram um
comportamento bem mais flexivel. Apesar disso, as comparagoes com os resultados numéricos
de Wang, Lee e Zienkiewicz (1961) e de Yang (1973) verificam a consisténcia da formulagao
posicional.

Uma verificagdo sobre o procedimento correto para aplicagio do carregamento

distribuido foi realizada e nido foi encontrado nenhum erro na forma como o exemplo foi

modelado no Ansys®. A justificativa para a discrepancia significativa dos resultados exige,
portanto, uma investigacao mais criteriosa sobre a forma como a forga distribuida ¢ transformada
em forcas nodais equivalentes na formulagio do elemento BEAMI188, nio sendo objetivo da
presente pesquisa.

Diante da 6tima concordancia dos resultados apresentados pelo elemento de pértico
posicional com os resultados analiticos e numéricos de referéncia, considera-se verificada a
capacidade da formulagdo em representar corretamente o efeito das principais agOes externas
presentes nos modelos de poérticos. Em relagdo a analise de convergéncia, observou-se uma
convergéncia quadratica do refinamento h realizado e praticamente nao houve melhora
significativa na resposta a partir de uma discretizagao com quatro elementos finitos.

Na Figura 34, estiao representadas diversas configura¢oes deformadas da viga com os
deslocamentos correspondentes as dire¢oes globais 1 e 2 ilustrados por meio de um esquema de

cores. As imagens foram obtidas com o software de pos-processamento AcadView.

Deslocamento (m) na diregao 1 Deslocamento (m) na dire¢io 2

a) Viga com forca concentrada.

Legenda: Legenda:
0.00000 0.00000
I -061677 I -0.80051 \ P=0,1
-1.23354 -1.80161
-1.85031 -2.70242
-2 46709 -3B0323 P=02
-3.08356 -4 50404
-3.70053 -5.40454
-4.31740 P =04 -5 30565 P=04
-4.83417 -7 20645
. -5 55054 S . -5.10726 P=0
P=1| =0 P*l\ \

... continua
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... conclusao

Deslocamento (m) na direcio 1 Deslocamento (m) na dire¢ao 2

b) Viga com momento concentrado.

Legenda: Legenda: yd W M = 0,65
0.00000 0.00000

I -1.35198 I —-0.34858
-2.70396 -0.69716 - ~
-4.05593 ~1.04574 M = 5.85
-5.40791 ~1.39432
—-B.75859 —1.74280 ~—_
-3.11187 M = 3,90 M=195 _a.00148 M = 3,90
-9.46365 -2.44006 / M =195
1081583 -2 78664

o ~12.16780 | —3.13722

c) Viga com forga distribuida.

Legenda: Legenda: q=10,01
0.00000 0.00000

I -0.38191 I -0.77810 q= 003
-0.76383 -1 55620
~1.14574 -2.33429
-1.52766 - -3.11239

q=0,06 q=0,06

-1.90857 -3.59043
-2.29148 -4 BRESA
-2.67340 -5 446G
-3.05531 q=0,1 \ -B.22475 q=01 \

o -3.43723 . -7 00266

Figura 34 — ConfiguracGes deslocadas das vigas em balanco para alguns incrementos de carga

4.4.2 Exemplo 4.2: Pérticos planos com diferentes geometrias e condigdes
de contorno

Neste segundo conjunto de exemplos, dois quadros com formas de losango e de
quadrado sdao analisados. A geometria, o carregamento e os parametros elasticos dos materiais
empregados estio representados na Figura 35. Devido a dupla simetria, somente um quarto dos
quadros foi considerado, o que possibilitou a representagao de diferentes condi¢bes de contorno.

Um terceiro pértico cuja forma é representada por um arco achatado senoidal
também ¢é analisado. Neste exemplo, avaliam-se principalmente: o acoplamento rigido entre
elementos com dire¢oes diferentes, a representagdo aproximada de uma geometria senoidal a
partir de uma geometria polinomial ctbica e a solugiao por meio de um procedimento no qual a
posicao é controlada em vez da forga. Na Figura 35, também estdo ilustradas as caracteristicas do

arco.
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h=0,1m

h=0,1m

bh=1m b=1m
,Fi':‘],le(fl(N/I’n3 E=12x 10" kN/m’
v =100 T v=0,0

L=10m 2P L=10m

v AY |
f | ok
= S - S Sl - AL
——
Hh=0,1m h=0,1m
b=1m b=1m )
op E=12x10"kN/m’ op E=12x10"kN/m’
v =100 v=10,0

;#{ L=10m ;2—1‘ L=10m

b=1,3273x10"m

Py l\' =0,254m
| h=15554x10" m

E = 6,8948 x 10" kN/m’
v =00

| 24 | | 27 | x = 0,127 sen (mx,/2,54)

—
=4
0,127m|
),127m|

Figura 35 — Geometria, carregamento e parametros elasticos do Exemplo 4.2

Nas analises dos quadros, o processo de solu¢ao baseado no método de Newton-
Raphson ¢ empregado. A forga concentrada ¢é aplicada em 10 incrementos iguais e os critérios de
convergéncia adotados sio em posicio e em forca com tolerdncias de 10” e 10 respectivamente.

Duas situacoes sao consideradas: uma com a forga positiva (tracionando) e uma com
a forca negativa (comprimindo). Os resultados das analises sao apresentados através das
trajetorias de equilibrio referentes aos deslocamentos horizontal (u) do né direito e vertical (v) do
n6 superior (Figura 36 e Figura 37). Além disso, os resultados da solucao analitica fornecida por

. P L. . ® , ~
Mattiasson (1981) e das analises numéricas realizadas no Ansys também estao representados nas

trajetorias de equilibrio para possibilitar uma avaliagao da resposta obtida. No Ansys®, a estrutura

foi novamente discretizada com o elemento BEAM188.
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Na analise do arco achatado senoidal, o processo de solugao com controle de posicao
¢ realizado por meio da restricdio da posicao vertical do né superior. Nesse processo, um
deslocamento prescrito de 0,254m ¢ aplicado em 10 incrementos iguais e, a cada incremento, o
método de Newton-Raphson é novamente empregado para a determinacdo das posi¢cGes na
configuracio atual dos demais nos livres. O controle de posi¢io é necessario porque as
configuracées atuais do arco achatado apresentam pontos limites e trechos alternados de
equilibrio estavel e instavel, caracterizando o fenoémeno de snap-through. Os critérios de
convergéncia adotados sao os mesmos dos quadros.

Esse problema foi apresentado por Meek e Tan (1984) cujos resultados numéricos
sao empregados como referéncia para compara¢ao. Além disso, os resultados de uma analise
numérica realizada no Ansys® com o elemento BEAM188 também sdo utilizados. A comparagio
e avaliagdao dos resultados obtidos com o elemento posicional sao feitas a partir da trajetéria de
equilibrio referente ao deslocamento vertical (v) do né superior, conforme esta ilustrado na
Figura 38.

A fim de avaliar a capacidade de convergéncia da formulacio, todos os casos foram
analisados variando a discretizagdo em 1, 2, 4, 8 e 16 elementos finitos por barra ou trecho.
Novamente, identificou-se convergéncia dos resultados a partir de 4 elementos. Dessa forma,
essa ¢ a discretizacdao adotada.

Analisando as curvas de equilibrio para os trés problemas considerados, verifica-se
uma excelente concordancia entre os resultados obtidos com a formulacio posicional do
elemento de portico plano homogéneo e os resultados analiticos e numéricos empregados como
referéncia. Assim, fica demonstrada a robustez do elemento finito para modelar e solucionar
problemas de poérticos planos com geometrias e condigdes de contorno diversas.

O processo de solugao com controle de posicio também mostrou ser bastante
eficiente para resolver problemas cujas configuracdes atuais passam por pontos limites e por
equilibrios estaveis e instaveis. Além de tudo isso, pode-se verificar que as configuragdes atuais
obtidas e representadas na Figura 39 sio qualitativamente coerentes com o comportamento

estrutural esperado em func¢ao da geometria e do carregamento atuante nas estruturas analisadas.
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—L— Postetonal
—— Mlathiasson (1981)
—#— Ansys

T T T T T T T T T T
1,0 15 2,0 25 3,0 3,5 40 45 5,0

Deslocamento (m)

—&— Posteional
—— Mattiassen [(1981)
—#— Ansys

Deslocamento (m)

Figura 36 — Trajetéria de equilibrio para o quadro em forma de losango
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P (k)

P (2D

Figura 37 — Trajetéria de equilibrio para o quadro em forma de quadrado

0,5

0,4 4

0,3 4

0,24

0,14

()

0,0

—— Posteional
—— Mattiasson (1981)
—%— Ansys

)

1 M 1 M 1
2,0 25 30

Dieslocamento (m)

3,5 4,0 45

P <0

—&— Posicional
—— Mattiasson (1981)
—#— Ansys

25

5 G 7
Dreslocamento (m)

20 S

15 4

—#&— Posidenal
—— Mecke Tan (1984)
—#— Ansys

0,00

T
0,05

T
0,10

T
0,15
w7 ()

T T T T
0,20 0,25

Figura 38 — Trajetéria de equilibrio para o arco achatado senoidal
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Deslocamento (m) na direcio 1

Deslocamento (m) na dire¢ao 2

Quarta parte do quadro em forma de losango (P < 0)

Legenda:
241452
I 182754
1 44065
085372
I 046675
-0.02015
-0.50708

—0.88403
I —1 48046
—1 86740

Legenda:

0.00000

-1.43294
-2 86559
-4 295333

P=-0,1

el e
=7 16472

859786 p—_(2

>
1003060 e
11 46355

-12.89645
P=-03

¥
P=-05
/
P=-08
p=-1 P=-0,8
P=-1
Quarta parte do quadro em forma de losango (P > 0)
Legenda: Legenda: \
0.00000 241752
I -051352 I 2.14891
102703 1.88029
154055 151168
I —2.05406 1.34307
-2 56758 1.07445
~3.08109 0.60554
-359461 053723
I ~4.10812 0.25851
-4 52164 0.00000
Quarta parte do quadro em forma de quadrado (P < 0)
Legenda: __,/"‘" Legenda:
050834 P=-0,04 /\" 0.00000
) - - \1 P=- 0,04
044705 __— | -1 28393 /\
0.38577 P=.012 ﬂ'.\. -258787 I
0.32443 N -388180 ’
I 0.26320 /\ o I -5.17573
020182 -5 46966 ™~
014083 _ -7.76360
P=-0,24 P=-024
007935 -9.05753 >
I 0.01506 -10.35146
-0.04323 -11 64540

P=-04

continua ...
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... conclusao

Deslocamento (m) na direcio 1 Deslocamento (m) na diregdo 2

Quarta parte do quadro em forma de quadrado (P > 0)

Legenda: Legenda:
P=04
0.00000 467693
I -0.39289 I 4.12291 P =0,24
-0.78579 3 56589 _
P =0,12
-1.17868 301467
P =0,04
-1.57157 2 46086 - SR
-1 96445 190654
-235736 1.35282
—a75025 079380
. —3.14314 . 024475
-3.53604 -0.30924

Arco achatado senoidal

Legenda:
01.00000
-0zERe
I Py v = 10,0254 - .
0.0846? v =0,0762
: v =0,1270
-0.11289
014111 v =0,2032 I —
-0.16933 v =0,2540
015756

. -0.22575
-0.25400

Figura 39 — ConfiguragGes atuais dos quadros e do arco para alguns incrementos de carga ou posicao

4.4.3 Exemplo 4.3: Portico com ligagdes semirrigidas

No exemplo anterior, verificou-se a eficiéncia da formulagio para representar
problemas com diferentes condi¢oes de contorno e com ligagoes articuladas ou rigidas entre as
barras do poértico. Como mostrado no Item 4.3.6, qualquer relacio elastica linear para as ligagdes
e para os apoios podem ser modeladas com a técnica de penalizacdo. Nesse sentido, este ultimo
conjunto de exemplos avalia principalmente este aspecto.

Para isso, trés problemas de porticos com ligagoes semirrigidas sao estudados. Os
porticos apresentam geometria e carregamentos semelhantes, modificando-se apenas as
condig¢bes de contorno, que sao formadas por apoios simples no primeiro problema, por apoios

simples com uma rigidez elastica a rotagdo no segundo e por engastes no terceiro. No segundo

problema, a rigidez a rotacao do apoio é de 1990,7kNm que corresponde a O,l(EI/ L)

pilar '
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Em cada um dos pérticos, quatro analises sao realizadas: uma considerando as
ligagoes rigidas e as outras trés considerando as ligagoes semirrigidas com rigidez a rotagao de
4491kNm, 9730kNm e 30705kNm, respectivamente.

Estes problemas constituem uma importante referéncia encontrada na literatura e
foram propostos originalmente por Liu e Chen (1988). Alguns trabalhos que os utilizaram para
verificagao das formulagdes propostas sao os de Chan e Chui (2000), de Pinheiro e Silveira (2005)
e de Reis e Coda (2014).

Liu e Chen (1988) consideraram relagdes momento-rotagao nao lineares para as
ligacOes semirrigidas. No presente trabalho, essas relagoes sao consideradas elastico-lineares e,
portanto, somente os resultados para o caso estudado por esses autores com ligacoes rigidas
foram utilizados como referéncia para comparagao.

Para os problemas com ligagdes semirrigidas, e também com ligacao rigida, sao
utilizados os resultados obtidos de andlises realizadas no Ansys® com emprego do elemento
BEAM188 para modelagem das barras e do elemento de acoplamento COMBIN40 para
modelagem das ligagdes semirrigidas. O processo incremental-iterativo empregado foi idéntico ao
das analises com a formulagdo posicional que consistiu em aplicar incrementos iguais de 50kIN até
a perda de estabilidade do portico. As configuragdes atuais correspondentes a cada incremento
foram determinadas através do método de Newton-Raphson com tolerancias de 10” e 10 para
os critérios de convergéncia em posi¢ao e em forga, respectivamente.

A geometria, 0 carregamento e os parametros elasticos dos materiais empregados

estao representados na Figura 40. Liu e Chen (1988) consideraram sec¢Oes transversais

correspondentes aos perfis metilicos W14x48 (I =2,0146x10"*m"*, A =9,0968x10" m” )

para as vigas ¢ W12x96 (1:3,4672x10*4m4, A:1,8194><10*2m2) para os pilares. Nos

modelos estruturais de portico, as se¢oes transversais podem ser representadas por parametros
geométricos gerais como a inércia e a area. Assim, todas as analises consideraram se¢des
transversais retangulares com dimensdes tais que a inércia e a area sao equivalentes a dos perfis
metalicos empregados por Liu e Chen (1988).

Diante dos resultados dos dois exemplos anteriores, a discretizagdo adotada para
modelagem dos porticos é composta de quatro elementos finitos por trecho nos pilares e seis
elementos finitos nas vigas. Essa quantidade de seis elementos foi utilizada somente para manter
a mesma propor¢ao dimensional dos elementos finitos dos trechos de pilares, pois quatro

elementos por barra ja conduz a resultados convergentes.
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P P P
0,001P __ 001P
e o e
P Pl = P
0,002P Y 0,002P
e ] e
£
A A T A

6,096m

AONE L) e

6,096m

P \ P P l .
Pilar
Dot _ | h=47821x10" m
Y b= 38045x 10"
K (:m _Ejf\ a K u\@\ Z i R 22X m
:Q EC | h =5,1604 x 101' m
Pl = P P{ - bh=1,7628x 10" m
| op02p L E=21x10"kN/m’
K,}EL 'di\’ M K oY v=0 ‘
E g 4491kNm
iz o K “=]9730kNm
= ey 30705kNm
J \Rigido

ey

6,096m

Figura 40 — Geometria, carregamento e parametros elasticos do Exemplo 4.3

Como dito anteriormente, o carregamento foi incrementado até a desestabilizacao

dos pérticos que foi identificada pela formagao de trechos com rigidez muito baixa nas trajetorias

de equilibrio referentes ao deslocamento horizontal do né superior esquerdo. Essas trajetorias

estao ilustradas na Figura 41, Figura 42 e Figura 43 e foram representadas até um deslocamento

correspondente a 0,30m. Para esse nivel de deslocamento, é possivel identificar a perda de

estabilidade em todos os casos estudados.

3500
3000
2500 o
2000 <
—
Z, /U
=2 F
a 150041 &

1000 o ?Jv&&ﬂ

500 - ;a”v"’( -

(" = 30705kN.m I

-

9730kN.m

& Posicional
—&— Ansys
— Liu e Chen (1988)

0,00

0,20 0,25 0,30
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3500

3000 +

P (kN)

- & Posicional

A
J K" = 4491kN.m I —— Ansys
—— Liu e Chen (1988)
0 T T T T T T T T T

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
u (m)

Figura 41 — Trajetérias de equilibrio para o portico com apoios simples (superior). Trecho inicial (inferior)

4000
1 [ 1Y
e

3500 s Rigidas

3000 H

2500 K" = 30705kN.m I

/'&/)7_&_, -
— v
b 2000 ,\P/ﬁ
=)
P . K" = 9730kN.m
00 <
S K" = 4491kN.m
1000 Was
* -
o S -
o ~=— Posicional
500 —A— Ansys
— Liu e Chen (1988)
0 T T T T T T T T . T .
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
u (m)

4000

3500

3000 —

2500 4
g 2000
=8 | |: 7:|_ :

1500 K~ =9730kN.m

1000 o

500 4 ~-m- Posicional
£— Ansys
1 Liu ¢ Chen (1988)
0 T T T T T T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
u (m)

Figura 42 — Trajetérias de equilibrio para o pértico com apoios simples com uma rigidez elastica a rotagao (superior).

Trecho inicial (infetiot).
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0,04

0,05

12000
et el
Ligagoes Rigidas
10000
8000 - K" = 30705kN.m
— — - T
o e
o000 g A K" = 9730kN.m I
= -
~ < -~ A
4000 —1;; &_/c/ S S”
L -
J %{1 K" = 4491kN.m
2000 — ; & Posicional
§ —— Ansys
1 —— Liu e Chen (1988)
4§
0 T T T T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
u (m)
12000
10000 —
8000 —
2 6000
4
(=W
4000 —
2000 i & Posicional
" —&— Ansys
‘!l —— Liu e Chen (1988)
0 T T T T
0,00

0,03

u (m)

Figura 43 — Trajetérias de equilibrio para o poértico com apoios engastados (superior). Trecho inicial (inferior).

Os resultados obtidos com a formulagao posicional foram bastante coerentes, pois,
em todas as andlises, os porticos apresentaram maior capacidade de carga a medida que a rigidez
das ligaces foi aumentada. Além disso, a0 compararmos os resultados das analises de uma
mesma rigidez da ligagdo, observa-se maior capacidade de carga com o aumento da rigidez a
rotagdo dos apoios. Portanto, a influéncia significativa da rigidez das ligagdes e dos apoios para
estabilidade de um poértico ndo contraventado foi verificada e esta em conformidade com as
conclusdes analogas constatadas por Liu e Chen (1988) e por Chan e Chui (2000).

Em todas as trajetorias de equilibrio, os resultados da formulagao posicional

. .. . .. ® Lo
praticamente coincidem com os obtidos utilizando o Ansys , mostrando a consisténcia da

formulacdo. Apesar disso, os resultados fornecidos por Liu e Chen (1988) para o caso de ligacoes
rigidas representaram um comportamento um pouco mais flexivel nos trechos onde ha perda de

estabilidade. No entanto, as diferencas nas forgas aplicadas representam um erro maximo, em
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relagao aos resultados de Liu e Chen (1988), de 0,4%, 1,3% e 0,5% para os casos com apoio
simples, apoio elastico a rotagdo e apoio engastado, respectivamente. Esse erro, portanto, ¢é
pequeno diante dos seguintes aspectos:
e caracteristicas bastante distintas entre a formulagao posicional e a formulacao de
Liu e Chen (1988) que ¢é corrotacional com emprego da cinematica de
Euler-Bernoulli e da lei constitutiva de Hooke e que adota um elemento finito
hibrido para modelar as barras com ligacdes semirrigidas;
e n3o identificagdo das tolerancias empregadas nos critérios de convergéncia, bem

como, do processo incremental adotado por Liu e Chen (1988);
e representagdo da secdo transversal na formulagdo posicional e nas analises

realizadas no Ansys® com uma segao retangular equivalente.
4.5 Consideragoes

A andlise dos trés conjuntos de exemplos mostrou que a formulagao posicional do
elemento de pértico plano homogéneo proposta neste capitulo ¢ bastante consistente, eficiente e
robusta para resolver problemas estruturais representados com modelos de pértico plano sujeitos
a efeitos nao lineares oriundos da ocorréncia de grandes deslocamentos e rotagdes. O elemento
apresenta um grau de liberdade a mais (4 por né) se comparado as formulacSes que trabalham
com o giro da se¢ao nodal como grau de liberdade. No entanto, as distribui¢des de tensées de
cisalhamento e tensOes axiais na dire¢ao transversal podem ser representadas de forma mais
precisa e justificam plenamente um possivel aumento de custo computacional gerado por esse
grau de liberdade a mais.

A capacidade de representar diferentes tipos de carregamentos como forgas e
momentos concentrados e forgas distribuidas foi verificada no primeiro conjunto de exemplos.
Mostrou-se também a convergéncia a partir de uma discretizagao em quatro elementos por barra.
Os resultados obtidos foram excelentes, pois praticamente coincidiram com os resultados
analiticos e numéricos encontrados na literatura.

No segundo conjunto de exemplos, diferentes tipos de condi¢cdes de contorno e o
acoplamento entre elementos com dire¢oes diferentes foram avaliados. Os resultados novamente
foram 6timos. O processo de solugio com controle de posi¢ao foi empregado para resolver o
problema do arco achatado senoidal e se mostrou eficiente para determinar configura¢oes de

equilibrio criticas e instaveis, tipicas do fenomeno de snap-through.
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Por fim, o foco se concentrou na avaliacio da consisténcia da técnica de penalizagao
adotada para realizar o acoplamento entre barras e também para representar ligagoes semirrigidas
e apoios flexiveis com comportamento elastico linear. Os resultados das analises dos trés porticos
com diferentes condi¢des de contorno e diferentes rigidezes das ligagdes foram bastante
consistentes e representaram coerentemente o efeito das ligagoes e das condi¢oes de contorno no
comportamento estrutural. Os resultados obtidos com o Ansys® praticamente coincidiram com
os resultados da formulag¢ao posicional.

Diante de todas essas observagoes, pode-se afirmar que a formulagido tem elevada
capacidade de solucionar problemas nio lineares geométricos de modelos estruturais formados
por porticos planos submetidos a a¢Oes externas diversas e constituidos por ligacSes rotuladas,
rigidas ou semirrigidas e diferentes condi¢des de contorno, podendo ser rigidas ou flexiveis. F
importante ressaltar também que a implementacio computacional realizada em linguagem

FORTRAN foi feita corretamente e, portanto, esta verificada.



CAPITULO 5

ELEMENTO FINITO DE PORTICO PLANO
LAMINADO

5.1 Introdugao

Neste capitulo, a formulagdo do elemento finito de poértico plano laminado ¢
detalhada. Suas caracteristicas gerais sao idénticas aquelas apresentadas no Capitulo 3 e, portanto,
somente os aspectos particulares sao descritos.

A cinematica do elemento laminado ¢ semelhante a do elemento homogéneo quando
a se¢do transversal é composta por apenas uma lamina. No caso de se¢bes laminadas, uma
expansao da cinematica do elemento homogéneo ¢ realizada de forma a permitir que as laminas
tenham a possibilidade de giro independente e variagdo de espessura, mas com posi¢oes de
interface compatibilizadas. Isso é feito atribuindo vetores generalizados nodais independentes a
secao de cada lamina.

O mapeamento posicional do elemento nas configuragdes inicial e atual é realizado a
partir das posi¢coes de uma linha de referéncia que pode estar localizada em qualquer lamina.
Dessa forma, os graus de liberdade do elemento sao constituidos pelas posicdes dos nés na linha
de referéncia e por vetores generalizados que definem o plano da se¢io de cada lamina.

O elemento desenvolvido possibilita haver diferentes materiais homogéneos e
isotropicos em cada lamina e o modelo constitutivo utilizado para representar o comportamento
desses materiais é aquele apresentado no Item 3.4.

Nos Capitulos 1 e 2, foram descritos os aspectos importantes a serem considerados
nas formulagoes para analise de laminados com vistas a detecgao do processo de falha. Como
comentado, a teoria Layerwise assume hipoteses que permitem a representagao da anisotropia no
plano do laminado, da heterogeneidade transversal, do efeito Zig-Zag e da continuidade
interlaminar.

O elemento finito proposto neste trabalho apresenta uma cinematica baseada na
teoria Layerwise, mas com posi¢coes compatibilizadas intrinsecamente pelas proprias fungoes de
mapeamento posicional. A formula¢io é nao linear geométrica com a possibilidade de ocorréncia

de grandes deslocamentos e rotagdes e a cinemdtica proposta permite representar o efeito
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Zig-Zag ¢ a heterogeneidade transversal. A anisotropia no plano do laminado nao é considerada,
pois o modelo estrutural ¢ de pértico plano.

Distribui¢oes de tensao axial na dire¢ao longitudinal e principalmente de tensao axial
e de cisalhamento na dire¢ao transversal sio obtidas com excelente precisio. A continuidade
interlaminar das tensdes transversais nao é garantida, mas a descontinuidade é menor, pois as
deformagoes transversais ficam descontinuas devido ao giro independente das laminas. Essa
descontinuidade das tensoes transversais pode ser reduzida aumentando a discretizag¢ao da secao,
ja que o numero de laminas do modelo numérico ¢ independente do nimero de laminas que
compde o laminado. Feito isso, a continuidade interlaminar ¢ facilmente recuperada calculando a
média das tensoes obtidas para as laminas adjacentes a uma dada interface.

O elemento proposto permite a analise de porticos planos constituidos por
laminados finos ou espessos, nao ficando sujeito a problemas de mau condicionamento matricial
para esses tipos de problemas. O mau condicionamento surge na modelagem de laminados finos
e devido presenca de laminas finas, mesmo em laminados espessos. Grandes variagcdes de
propriedades elasticas dos materiais constituintes das laminas podem também levar a problemas
de mau condicionamento matricial.

Assim, quando sao empregados eclementos finitos bidimensionais ou elementos
finitos desenvolvidos com base na teoria Layerwise de Reddy (2004a) para analisar porticos planos
laminados, imprecisdes nos resultados para as distribuicdes de tensdao, principalmente as
transversais, podem surgir, exigindo um refinamento excessivo da malha de elementos finitos
para evitar o mau condicionamento.

O elemento finito proposto neste trabalho ¢ uma alternativa, pois com malhas bem
menos refinadas é possivel obter resultados precisos para as distribuicées de deslocamentos e
tensoes ao longo da seg¢do transversal do laminado, viabilizando, portanto, futuras modelagens do
processo de falha por delaminagao ou deslizamento.

Além da descrigao do elemento finito neste capitulo, sdo apresentados também os
resultados de analises ndo lineares geométricas realizadas em exemplos de vigas laminadas que
possuem resultados numéricos e analiticos disponiveis na literatura. Exemplos de pérticos planos
laminados também siao propostos e analisados. Em todos os exemplos, sio feitas analises
numéricas no software Ansys® utilizando elementos finitos bidimensionais. O objetivo ¢ verificar
os resultados obtidos com o elemento proposto neste trabalho e comparar sua eficiéncia em
relacdo aos elementos finitos bidimensionais. Além disso, as analises sdao realizadas a fim de
verificar a consisténcia, a eficiéncia e a robustez da formulagdio no que diz respeito

principalmente a representagao correta das distribui¢oes de tensoes.
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Um cédigo computacional foi desenvolvido com a implementacao da formulagao em
linguagem de programacio FORTRAN. Os resultados das analises sio fornecidos pelo programa
por meio de arquivos de saida de dados que permitem a construgao de trajetorias de equilibrio, a
visualizacdo das configuracdes atuais e a visualizacdo das distribuicoes de deslocamentos,
deformagoes e tensdes. O software de pos-processamento AcadView é empregado para a

visualizacao dos resultados.

5.2 Mapeamento posicional das configuracdes inicial e
atual

O mapeamento do elemento finito de pértico plano laminado ¢é realizado a partir da
interpolagao das posi¢oes de pontos nodais localizados em uma linha de referéncia (/ - com
letras minusculas) e dos vetores generalizados tangentes aos planos nodais de cada lamina. Com
essa interpolagao, ¢ possivel definir as posi¢cdes de qualquer ponto do elemento.

O mapeamento posicional ¢é realizado de maneira tal que a linha de referéncia pode
ser atribuida a qualquer lamina e nao ha necessidade de estar localizada no centro da lamina Essa
liberdade para escolha do posicionamento da linha de referéncia permite atribuir restricio nas
posicoes de nods localizados em qualquer ponto da secio transversal do elemento e ndo somente
no centroide da se¢io como no caso do elemento de portico plano homogéneo.

A configuracao inicial e a configuracao atual tém suas posicoes mapeadas de maneira
semelhante. Na configurac¢ao inicial, a localizagdo da linha de referéncia e as posi¢gdes dos nos sao
informagoes fornecidas durante o pré-processamento. Os vetores generalizados sio unitarios,
normais a linha de referéncia e podem ser obtidos a partir do vetor tangente.

Na configuragao atual, as posicdes dos noés da linha de referéncia e os vetores
generalizados de cada lamina constituem os graus de liberdade do elemento, sendo as incégnitas
do problema nio linear. Na Figura 44, ilustra-se a ideia do mapeamento posicional para um
elemento constituido por cinco laminas e grau ctibico para a interpolagao polinomial longitudinal
empregada.

Para permitir a localizacio da linha de referéncia em qualquer lamina e em uma
posi¢ao qualquer dentro desta lamina, o mapeamento posicional de uma determinada lamina nas
configuracOes inicial e atual depende se essa lamina coincide com a Lamina de Referéncia (LR -
com letras maitsculas) ou se esta acima ou abaixo desta. Dessa forma, trés expressoes distintas

para o mapeamento posicional sio necessarias.
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Figura 44 — Mapeamento posicional do elemento de portico plano laminado

Seja £ uma lamina a ser mapeada na configuragao inicial. As equacbes do

mapeamento posicional ficam expressas por:

a) Mapeamento para a lamina £ igual a Lamina de Referéncia (LK):

(6.6)="x(8.4)
(&8 =l @ 6]+ {[d/ @, (&) + %gz}[k”; @, (&) (113)

com7=12e j,w=1, ... ,(gr+1).

Nessa equacio, “f 0(/;1,952) representa a func¢ao de mapeamento posicional da
configuracio inicial “x (51,52) a partir do espago adimensional para a lamina £ = LK,
“a! (fl ,52) representa a posi¢ao inicial na direcao 7 de um ponto qualquer localizado em £, X;
¢ a posicao na dire¢do / do ndé ; localizado na linha de referéncia (/7), 4, ¢ a distancia entre o

P . . ~ . A s £ , A . £
n6é ; na linha de referéncia e o centro da lamina 4, "¢ ¢ a espessura da lamina &, "v

w

componente na dire¢do / do versor pertencente ao plano da se¢do transversal da lamina £

passando pelo n6 w e CDW(ggl) ¢ a funcao de forma associada ao né w constituida por um

oA R ., ki . .
polinémio de Lagrange com grau correspondente a varidvel gr. Os versores “») notmais ao eixo

localizado no centro das laminas sao obtidos de forma analoga aos versores do elemento de
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portico plano homogéneo, conforme apresentado no Item 4.2. As laminas sao consideradas
sempre paralelas na configuragio inicial, assim o versor de cada lamina ¢é idéntico ao versor
normal a linha de referéncia.

Nesse mapeamento, a primeira parcela identifica as posi¢cdes de todos os pontos
pertencentes a linha de referéncia e, dado um ponto dessa linha de referéncia, a segunda parcela

identifica as posi¢des de todos os pontos da secao transversal da lamina £ Quando &, =—-1 o

2, @ ()]

ponto esta localizado na interface inferior de 4, , quando &, =—-2=-——— o ponto esta
“e

localizado na linha de referéncia, quando &, =0 o ponto esta localizado no centro de £ e quando
&, =1 o ponto esta localizado na interface superior de 4. Na Figura 45, é ilustrado o

mapeamento de um ponto qualquer de coordenadas adimensionais (&, = 4,&, =b).

{0 @) {00

Figura 45 — Mapeamento posicional de um ponto qualquer da Lamina de Referéncia na configuracio inicial

b) Mapeamento para as laminas £ abaixo da Lamina de Referéncia (LR):

£0(8.6,)="x(&,.8,)
vea)-boels ol o)

SIS R O

m=k+1

com /=12e/,w=1 ... ,(gr—l—l).

(114)
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~ IR IR i o~ o
Nessa equagdo, ¢ e v, sdo a espessura da LR e a componente na dire¢io 7 do versor

i

pertencente ao plano da secio transversal da LR passando pelo né w, respectivamente. "¢ e “»

w
sdo andlogos para as laminas inferiores a LR, ou seja, da lamina £+1 a2 LR—1 . As demais
variaveis tém descri¢ao semelhante a da Equacio (113).

No mapeamento representado na Equagao (114), a primeira parcela identifica as
posicdes de todos os pontos pertencentes a linha de referéncia e, dado um ponto dessa linha de
referéncia, a segunda parcela identifica a posi¢do do ponto localizado na interface inferior da LR
e a terceira parcela localiza o ponto na interface inferior da lamina imediatamente superior a
lamina mapeada. Por fim, a quarta parcela mapeia todos os pontos da se¢ao transversal da lamina

k. Quando &, =—1 o ponto esta localizado na interface inferior de £, quando &, =0 o ponto
esta localizado no centro de £ e quando &, =1 o ponto esta localizado na interface superior de 4.
Na Figura 46, ha uma ilustragdo do mapeamento de um ponto qualquer com coordenadas

adimensionais (& =a,&, =b).

IR

0,0]- <[ 0.0)

[LR-1

— Z "e [”ﬁi@/(a)]

m=k+1

e [’&yi@,.(a)]b?%l

L

Figura 46 — Mapeamento posicional de um ponto qualquer na configuracdo inicial de uma lamina inferior a Lamina
de Referéncia.

¢) Mapeamento para as laminas £ acima da Lamina de Referéncia (ILR):
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/efo(fwégz):/gx(é’%gz)
X (&)=l @) + {[d ® a]+—}[”“ @, ()]

(115)

+ ime['”p;@/(fl)] + ke[ (D 51 ]52 1

m=1R+1
com /=12ej,w=1 ... ,(gr+l).

m i

Nessa equagio, "¢ e "», sdo, para cada lamina » de LLR+1 a k-1, a espessura e a

w
componente na diregdo 7 do versor pertencente ao plano da se¢io transversal da lamina » no
plano nodal », respectivamente. As demais variaveis tém descri¢ao semelhante as descri¢oes das
Equagoes (113) e (114).

Nesse mapeamento, a primeira parcela identifica as posi¢cdes de todos os pontos
pertencentes a linha de referéncia e, dado um ponto dessa linha de referéncia, a segunda parcela
identifica a posi¢ao do ponto localizado na interface superior da LK e a terceira parcela localiza o
ponto na interface superior da lamina imediatamente inferior a lamina mapeada. Por fim, a quarta

parcela mapeia todos os pontos da secdo transversal da lamina £ Quando &, =—1 o ponto esta
localizado na interface inferior de 4, quando &£, =0 o ponto esta localizado no centro £ e
quando &, =1 o ponto estd localizado na interface superior de 4. Na Figura 47, ha uma

ilustracao do mapeamento de um ponto qualquer com coordenadas adimensionais

(‘)::1 =a,6, = b)‘

> e[0 )

m=LR+1

o0l Sl 0.0]

Figura 47 — Mapeamento posicional de um ponto qualquer na configura¢io inicial de uma lamina superior a Lamina
de Referéncia.
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O mapeamento posicional para a configuracio atual é totalmente analogo ao

- Lo .. . P E i ;
mapeamento da configuracdo inicial, bastando substituir as posigdes iniciais “x' e x', pelas

s~ . ki i IR 7 m i k7 . IR 7
posi¢des atuais © )° e )’ e osversores v, "v, e v, pelos vetores generalizados g s
m i ki ~

g, e'"g, em todas as expressdes de mapeamento.

Dessa forma, os mapeamentos das laminas na configurac¢ao atual ficam expressos
por:

a) Mapeamento da lamina £ igual a2 Lamina de Referéncia (LLR):

/cfl(gn'fz):/cY(gl’%gz)
Sea)bioel ol ol 019

com /=12ej,w=1, ... ,(gr+1).
b) Mapeamento das laminas £ abaixo da Lamina de Referéncia (LR):

éf1(§1>§2)=/€3’(§1a§2)

IR

See)=lr o @)+ {[d_/ @)~ 76} g, (6)

1R ) (117)
- Ynelge @] o @l
com/=12ej,w=1 ... ,(gr+1) .
¢) Mapeamento das laminas £ acima da Lamina de Referéncia (LR):
kf1(§1>§2):é)'(§1s§2)
Staa)biols ol o)
(118)

+ ime mg;@/(é )] + ‘e ég;@/ (51 )]52 +

m=LR+1 2

com/=12ej,w=1 ... ,(gr+l) .
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Nessas expressoes, as posicoes atuais dos noés localizados na linha de referéncia,
/ . ~ . A . £ 1
representadas por ', e os vetores generalizados das se¢des nodais de cada limina " g

constituem os graus de liberdade do elemento finito laminado. O elemento foi desenvolvido de
forma a permitir o emprego de qualquer nimero de laminas para compor a secao transversal e
qualquer grau para as func¢oes aproximadoras polinomiais. Assim, o numero de graus de liberdade
(ngh) do elemento fica escrito em funcao da quantidade de laminas utilizadas no modelo numérico

(nlam) e do grau de aproximagao empregado:

ng/=2(gr+l)(ﬁ/am+l) , (119)

na qual ( gr+1) representa o nimero de nés do elemento e 2 (#am+1) o nimero de graus de
liberdade por né.
£ . . N
Apesar de d, e "¢ terem sido mantidas constantes nas expressées do mapeamento

da configuracio atual, o elemento permite a variagio da posicao da linha de referéncia (7) e da

espessura das laminas, pois o vetor generalizado pode deixar de ser unitario na configuragao

atual. Assim, a distancia D (fl) da linha de referéncia (/) ao centro da Lamina de Referéncia (ILR)

A k N
e a espessura das laminas " E (51) na configuracio atual passam a ser:

D(&)=[4,0,(2)] {|"e

@, (&)}

(120)

‘EE)=" {'e]e. )}

com j e w=1,..., (gr+1) representando os nés do elemento.

O mapeamento descrito nas Equag¢oes (116), (117) e (118) gera uma cinematica cujas
secOes transversais permanecem planas apenas nas laminas o que permite representar o efeito
Zig-Zag peculiar aos compositos laminados. O nivel em que as segdes das laminas deixam de ser
ortogonais a linha de referéncia (/) esta associado as tensdes de cisalhamento envolvidas e ao
modulo de elasticidade transversal do material de cada lamina. Esse mapeamento corresponde a
uma cinematica semelhante a das teorias Layerwise completas, pois, além do efeito Zig-Zag, a
variacao de espessura nas laminas ¢ considerada.

Definidas as fungdes de mapeamento posicional das configuragées inicial e atual para
o eclemento laminado, prossegue-se para a descricao dos aspectos da formulagio geral

apresentada no Capitulo 3 que dependem dessas fun¢des de mapeamento.
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5.3 Particularidades do elemento finito de portico plano
laminado

No Capitulo 3, toda a sequéncia de opera¢oes matematicas da formulagao posicional
aplicada a problemas bidimensionais foi desenvolvida e, no item anterior, descreveu-se a
cinematica do elemento de poértico plano laminado. Logo, para definir completamente a
formulagio do elemento finito, fica faltando apenas identificar os termos que dependem da

funcao de mapeamento posicional empregada. Isso esta apresentado nos itens seguintes.
5.3.1 Gradiente das fungdes de mapeamento posicional

No Item 3.3, a funcao mudanga de configuraciao foi determinada a partir de uma
composicio entre as fungdes de mapeamento das configuragoes inicial e atual (Equagao (11)).
Como visto no item anterior, as fun¢des de mapeamento sao definidas para cada lamina. Assim,
tanto a fun¢do mudanca de configuracio f como seu gradiente A sio definidos também para
cada lamina 4. Isso é uma diferenca importante em relagao ao elemento de pértico plano
homogéneo, que apresentava f e A calculados para toda a barra.

Da mesma forma como as fung¢des de mapeamento posicionais, os gradientes
0 1 ~ . . . A
A (fl ,fz) e A (fl,fz) sao especificados em trés grupos: para a Lamina de Referéncia (LK),

para as laminas abaixo de LR e para as laminas acima de LLR. Os termos das matrizes que
compdem esses gradientes sao calculados observando a Equacio (14) e as fungdes de
mapeamento da configuracao inicial (Equagdes (113), (114) e (115) e da configuracio atual

(Equagodes (1106), (117) e (118)). Assim, os termos desses gradientes ficam expressos por:

a) Gradientes da lamina 4 igual a Lamina de Referéncia (LR):

(o (&) ]+[a0, )] e (&)] .

k [, (4)
+{[d/@/(é)]+f§2}[ 0, (&) 2

kAO(fl’gz): (121)
[ (E)] [0, ()] e ()] k

Ao @ allvo, @] @]
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‘AN(6.4)=

I ﬂm] 49

i
Lo (6056 [ do.
[J’iqj/,l (& )J [d/qj/l (& )][kgiqu (& )}
oo, @) 56 o, )]

&)l w()]

2

k

2o, ()]

36’[ kgiq)w (51 ):'

(122)

b) Gradientes das laminas £ abaixo da Lamina de Referéncia (LLR):

‘A'(S.6)=

‘AN(6.8)=

x| "0, (£)]- 2

m=k+1

|: J /1 ]+|:d/q)/1

L

)]- 2
_D/ o, (&)]+d,0,(&
(£)]- 3

)
X [ LRgiqju/,l (51
(

[kazq)

m=k+1
k 1
k 2

[1}11

[J/3®/,l (él :|+|:d/(p/ 1

L

?11

13

)]
Eg[kg}qj/ S )]
)]

k
Ee[kgi(pj (51

mg['”p1Q)

J o

(&)]+ [ M

&)]

el

LRWZCD fl +[

2
"y D

//1

), (£)]+ ﬁj@Aéﬂ—

me[ g/ ia 981)]

LR 2

)]

[g/ /151

]-I-/ie[/iy )

o)

//1

/1

[ g}@ﬂ (51 )J i

o @] 00, o (e ] )] o)

52_1

} (123)
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¢) Gradientes das laminas £ acima da Lamina de Referéncia (LR):

[0, (&)]+ (40, (&)] o, (;)]{[4@/(;)]&}

i, @] $ o, @) [V, (6)]5

m=LR+1

“A" (é:néz):
[/ /1(951)] [/ il(fl)J[LR @ ('fl)i|+{|:d/@/(§1)]+7€} (125)

X[LR”inwJ(é)]"' /62_1 m"[m §®/1(‘§1)]+ e[%i@j1(§1ﬂ§2+l

m=LR+1

E[%i’®/ (951 )]

Ee[kquj/ (é )}

[J/ gl 61 ] /'gD/}l (él)J[LRg; w ('fl):|+{[d/®/ (é)}i_%}

x| " g, @ w1 ]"' z me[ g, /1(‘/:1)] [g/ /1(51)]§2+1

m=LR+1

kA1(§1:§2):
(o, (¢ ]+Wsﬂ ) RN ) 18 ) [ S
XI:LRgi w,1 51 + we[ g/ /1(51)] [ g/ /1(51):|

x5
Sl @)
)]

£
E[ g/ /

+1

k

O6) |, (o). 00lE)

Nas Equagdes (120) a (125), @, (&)= (&)=
1 ¢, g,

~ : £ AO
Vale ressaltar, que apesar dos termos que compoem os gradientes ~ A (‘fl,fz) e

kAl ~ . ~ L
A (fl,fz) nas equagbes acima serem bastante extensos, as operacOes matematicas que

envolvem esses gradientes ficam facilitadas, pois sao realizadas numericamente. Assim, nio ha

necessidade de explicitar as equagdes que compdem o gradiente

A=A (§1a§2)'[éA0 (glaéz):'_l-
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5.3.2 Energia potencial de deformagao

No Item 3.4, a lei constitutiva do material foi descrita. No caso do elemento
laminado, essa lei ¢ atribuida no nivel das laminas que podem ou nao apresentar parametros
elasticos distintos das demais. Dessa forma, a energia especifica de deformagdo descrita na

Equacio (24) é agora aplicada para cada lamina separadamente.
Com os gradientes FA" (é ,fz) e ‘A (51 ,fz) definidos para qualquer lamina 4 do

laminado, a energia potencial de deformacdo da lamina pode ser calculada conforme o
procedimento descrito no Item 3.5. Partindo das Equagdes (24), (31) e (32), a energia potencial

de deformagao de uma lamina £ pode ser escrita como:

e B G e O L )

RETRCy

‘U= [*ud™, (127)

/be.J. 51’52 ](fnfz)d@gl dé:Z >

-1-1

na qual a repeticio do indice £ nao implica em somatério. Hssa integral ¢ calculada
numericamente com a quadratura de Gauss de forma analoga a Equagao (33).

A energia calculada na Equacgao (127) se refere a uma unica lamina 4. Como energia é
uma grandeza escalar, a energia de deformacao do elemento laminado pode ser obtida por meio

de um simples somatério das energias de cada lamina. Logo, tem-se que:

elm nlam
U="u. (128)
£=1

5.3.3 Energia potencial relativa as agdes externas

Na parcela da energia potencial relativa as ac¢les externas, sao consideradas as
contribui¢des de forcas e momentos concentrados e de forgas distribuidas. A energia associada a
essa ultima agao ¢ contabilizada a partir de forcas nodais equivalentes.

A formulagdo do elemento de poértico plano laminado foi desenvolvida de forma a
permitir a aplicagdo de forgas externas em qualquer posi¢ao do elemento, pois os problemas
analisados abrangem desde laminados finos a espessos. Principalmente nos laminados espessos, é

importante considerar a forca na posi¢ao correta para que as distribui¢oes de tensdes obtidas
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sejam mais precisas e também para possibilitar uma melhor comparacio com os resultados
obtidos a partir de analises utilizando elementos finitos bidimensionais.

Essa é uma caracteristica interessante e que constitui uma contribui¢io do elemento
finito proposto. Apesar de ser um elemento de pértico plano, a formulagao apresenta uma
flexibilidade na aplicagdo de carregamentos semelhante a dos elementos finitos bidimensionais.

As agdes externas sio consideradas conservativas e a relagiao entre forca e posi¢ao é
energeticamente conjugada. Assim, uma energia potencial externa pode ser calculada pelo
negativo do produto escalar entre o vetor for¢a externa e o vetor posi¢ao atual do ponto de
aplicacao dessa for¢ca (Equacao (40)).

As forgas concentradas sio consideradas aplicadas em qualquer ponto ao longo de
uma se¢ao nodal. Como o mapeamento das posi¢des varia se a lamina corresponde a Lamina de
Referéncia (LK) ou se esta abaixo ou acima desta, a energia potencial associada fica dependendo
de qual lamina a forga esta sendo aplicada. Além disso, como a for¢a pode ser aplicada em uma
posi¢ao nao coincidente com o no localizado na linha de referéncia (/), surgem conjugados
energéticos equivalentes e associados as componentes dos vetores generalizados das laminas.

Considerando as fung¢ées de mapeamento posicional da configuragao atual
apresentadas nas Equacgoes (116), (117) e (118) e substituindo @, (fl =¢, ) =1 para a fungao de

forma associada ao n6 7 cuja seciao contém a forga aplicada e zero nas demais fungées de forma,
a energia potencial relativa a uma for¢a concentrada pode ser calculada com as seguintes

expressoes:

a) Forca aplicada na lamina 4 igual a Lamina de Referéncia (LK):

Q =-P - ky (glnﬁan)

n

3
Q=-P/y, | P/|d,+—&, ||a
2 (129)

Q=-Py,-"M,"g

n

com =12

b) Forca aplicada em uma lamina £ abaixo da LLamina de Referéncia (LR):
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Q :_Pn ) ky (‘fms‘fzn)

Q= _Pj_)/i _ Pi d _2 T‘Rgl‘ _ L§1 |:(_Pz we) ”/gz':|_ Pz' ke 62;7 -1 /egz'
n n n n 2 n P n n n 2 n (130)
o . . LR-1 . . Pk
Q=-B/y, ="M, Mg = 2 ("M, g )= "M g,

com/=12.

¢) Forca aplicada em uma lamina £ acima da Lamina de Referéncia (LR):

Q =-P,- /ey (éwéﬂ)

LR _
Q=-Py - {P (d,, + fﬂ g - mii;l [(P "e)" g, } - {P ("'e—é”; 1 ﬂ ‘g

Q:_Pljz _IRpp LR(gi _ k’i (mMi m(gi)_kM;' kg;

nn ” " ”
m=1LR+1

(131)

com7=12.

Nessas expressoes, a repeticao dos indices £ e # nao implica em somatério. Os
termos escritos com a letra M sao os conjugados energéticos associados aos vetores generalizados
das laminas da se¢do nodal 7 que contém a forca concentrada e &,, é a coordenada adimensional
correspondente a posi¢ao na espessura da lamina £ na qual a for¢a esta aplicada.

O procedimento para consideragdo de forgas distribuidas é semelhante ao
apresentado para o elemento de portico plano homogéneo (Item 4.3.3). Entretanto, no elemento
laminado, a forga distribuida pode estar aplicada em qualquer posi¢ao e ndo somente na linha de
referéncia (/7). Assim, a energia potencial associada pode ser calculada conforme a Equagao (74),
mas com a consideracao do mapeamento das posi¢oes da forca distribuida em uma determinada

lamina 4. O ponto de aplicagao da forca em relagao a espessura da lamina ¢ identificado através
do célculo da coordenada adimensional &, =&, ;-

A expressio para calculo da energia potencial fica escrita como:
1
Q=—Iéq’(§1) (&8, ) T(E)dE, , com i=1,2, (132)
—1

na qual kq[(c_fl) ¢ a forga distribuida, representada por uma interpola¢ao polinomial conforme a

Equacio (73), “ 5’ (51 ¢, q) ¢ o mapeamento das posi¢des atuais da forca distribuida na lamina 4
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e’ J (fl) ¢ o Jacobiano da transformac¢io do espaco adimensional para a linha de mapeamento
dessas posi¢cdes na configuracao inicial, calculado conforme a Equagao (68). A repeticio do
indice £ nao implica em somatorio.

Ao aplicar a forca distribuida em uma posigao fora da linha de referéncia (/), além
das forgas nodais equivalentes, surgem conjugados energéticos equivalentes associados as
componentes dos vetores generalizados das laminas influenciadas pela for¢a e em todas as se¢des
nodais. Da mesma forma como no caso de forcas concentradas, é necessario considerar as
possibilidades de a forca distribuida estar aplicada na LLamina de Referéncia (LK) e abaixo ou
acima desta. Para cada uma dessas trés situagoes, devem ser empregadas as correspondentes
funcoes de mapeamento posicional da configuracao atual (Equagdes (116), (117) e (118)) e de

mapeamento posicional da configura¢ao inicial (Equagdes (113), (114) e (115). Estas dltimas sao

- o . k
necessarias para a determinagio do Jacobiano * | (tfl )

Para isso, basta definir as componentes do vetor tangente a linha de aplicagao da
forca distribuida na configuragao inicial, conforme pode ser observado na Equagiao (68). Essas

componentes sao obtidas com a derivada da posicao inicial em relagdio a coordenada
adimensional &,

dkxj (é:] > 524 )
ds,

sendo kfi(fl) a componente na dire¢do / do vetor tangente a linha de aplicacio da forga

(&)= ,com /=12, (133)

distribuida localizada na lamina £ e éxi(fl,fz q) ¢ a funcao de mapeamento dessa linha na
configuracao inicial.

Portanto, as expressdes para a determinacdo da energia potencial relativa a forca
distribuida aplicada em uma lamina £ do elemento, bem como das derivadas da Equagio (133),

sao definidas por:

a) Paralamina £ igual a Lamina de Referéncia (LK):

d*x’ (51) ézq)

e @ e @] 0. 6)]

+{[4ch/. (£)] +%‘§2q}[é”;®ml (¢)]

(134)
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Q= _{j‘[/ﬁq;(pw (é:l)}Qj (Ggl)k](é)dé}];

-1

-{f [a,(&)] {[dz@z (& >]+%gzq}@,,, (a)ﬁ(a)d;} ‘g

-1 (134)
Q=-0y,-"M,"g,
com 7/ =12ej,wz =1 ... ,(gr+l).
b) Para laminas £ abaixo da Lamina de Referéncia (LK):
d*x (651 éZq) IR i Mo
T I: J /1((381)] I: J /1((;:1)][ piv(DW(é:l):I_F I:d/qj/(éjl):'_7
} LR-1 2 _l
Lo (@] 2 e )]s [, )]
Q= _{J.[kq;(pw(é)}(p/(51)/6](51)‘{51}J/j
_{I[kqﬁ@/ (681)]{[”’ @ (951)] } (51) (65 )dégl}mgi/
J; 1 (135)
- Z{ {J[ (6)] e -(a)kf(;)dé}'”g;}
—{I[%@(;)J (&)‘“’Z ](é‘l)dé}
Q=g =M 3 (07)- 0
com /=12e/,mwz=1 ... ,(gr+l).
c) Paralaminas £ acima da LLamina de Referéncia (LLR):
d'' (6,8, .
T [ J /1(951)] [ j®/'1(§1):||: 2,9, (51)]+ [d/q)/ (951)]+7
! . (136)

X[L ] z [ Yj /1 )] [ Yj /1(51)J§24+1
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@
I

{ iy u,<§1>]@,/(a)’v(m;}y
{f[%/ e)){[a.(6))+ 5 0. (0) f(:i)d;}mg;
5 { 0. )] "'e@/(;>v<z:1>d;}'”g;

| (136)
{j 4.0 W(a)]’ee@/(;)éq (;)d;} v

1—

-1

k=

Q=g ="M, Mg 5 (M78)-"M

com ;=12e/,mz=1 ... ,(gr+l).

Nessas expressoes, a repeticao do indice £ niao implica em somatério. Os termos
escritos com as letras O e M representam as forcas nodais equivalentes e os conjugados
energéticos equivalentes associados aos vetores generalizados das laminas, respectivamente.
Todas as integrais acima sao calculadas numericamente através da quadratura de Gauss.

Diante de tudo isso, pode-se determinar a energia potencial externa do elemento
finito laminado sujeito a agdo de forgas concentradas e distribuidas aplicadas em uma posi¢ao
qualquer do elemento como a soma das parcelas definidas nas Equagdes (129), (130) e (131) para
forcas concentradas e definidas nas Equacées (134), (135) e (136) para forgas distribuidas. Uma

forma resumida para representar a energia potencial relativa as a¢oes externas € a seguinte:
_ i i i maAgiom i 137
Q=—(P/+0})y,-"M,"s, (137)

. . i i
na qual 7=1le?2, j—l,...,(gr+l) e m=1,...,nlam . Pj e Qj representam as forcas
concentradas e as for¢as nodais equivalentes, respectivamente, com componentes nas dire¢oes 7
aplicadas no né ; localizado na linha de referéncia. O termo "M’ representa os conjugados

energéticos associados aos vetores generalizados das laminas 7.

Como podem ser observadas, todas as agdes externas sao conservativas, pois sao

independentes da configuragao atual representada na Equacdo (137) pelas posi¢oes nodais )// e

. m i
pelos vetores generalizados ™ g .

Além dessas agdes externas, também ¢é possivel considerar a agdo de momentos

concentrados (M) aplicados em uma determinada se¢ao nodal 7. Como a secdo transversal é
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laminada, a parcela de momento atribuida a cada uma das liminas &£ (“M,) é definida pelo

. . Ak
produto do momento concentrado por um fator igual a razdo entre a espessura da lamina ("¢) e a

espessura total do laminado (4,). Assim, tem-se que:

k
M o=M 2 (138)
bO

Feito isso, a consideracio do efeito dos momentos concentrados em cada lamina é
inteiramente analoga ao procedimento apresentado para o elemento finito homogéneo
(Item 4.3.3). Dessa forma, os conjugados energéticos definidos na Equagdao (82) passam a ser

escritos como:

()
kB; = 0 fVI(}Zi) - kgj conjugado de /egi,

by 80 &) 139
k2 “y M(”) £ 1 . £ 2
B, =— g, conjugadode " g, .

comi=1e2 e k£=1,...,nam. O indice 7 se refere a secdo nodal na qual o momento esta sendo
aplicado.
Esses conjugados energéticos nao sao conservativos como os definidos para as

o . : k1 k2
forcas concentradas e distribuidas, pois dependem dos valores assumidos por “g, e " g .

Portanto, para satisfazer o equilibrio com a presenca do momento, os conjugados energéticos
Enl Ep2 ~ . ~ . . . -
B, ¢ "B sio considerados apenas na equagio de equilibtio, sendo atualizados a cada iteracio

durante o processo de solugao.
5.3.4 Energia potencial total e equagdes de equilibrio

Conforme foi definida na Equagao (43), a energia potencial total do elemento finito é
composta pelas parcelas da energia de deformac¢ao mais o potencial das a¢Oes externas atuantes.
Em um modelo discreto, varios elementos finitos sao empregados para analisar a estrutura e a
energia potencial total é dada pela soma das contribui¢coes de cada elemento individualmente.

A representagdo empregada para considerar a contribuicio de varios elementos nos
diversos vetores de posicio e forgas ¢é andloga aquela apresentada para o elemento finito
homogéneo. A mudanga esta relacionada apenas a quantidade de graus de liberdade. Dessa
forma, a sequéncia do texto é bastante semelhante a apresentada no Item 4.3.4 referente ao

elemento homogéneo.
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A contribui¢ao de varios elementos finitos na energia potencial total pode ser feita

assumindo a seguinte associa¢ao para identificar os graus de liberdade:

1
LA A A §
2

‘g/ :-)} - -)/ / i rau de liberdade

o £ ’ £ 1 2441 - ((i(a l:calh)l ) (140)

Loiat - e : /
Eopns & &, J;

/3 k2 2k+2

Lot " L - g
sendo ;7= l,...,(graﬂ+l) o numero do né local, £=1, ... ,nam o numero da lamina,

=1, ... ,Z(ﬂ/am+1) o grau de liberdade nodal. A interpretacao dada para 7 é a seguinte: 1 e 2

se referem as posi¢coes do né localizado na linha de referéncia, 2&£+1 e 2&+2 se referem as
. koook 1k k2 . :
componentes dos vetores generalizados ~ ¢, ("¢;) e 4, (" g;) de cada lamina, respectivamente.

Essa mesma regra ¢ empregada também para o vetor de posi¢des na configuragio inicial x' .

Utilizando essa identificacio, um vetor posicio local y, do elemento finito

contendo todos os graus de liberdade pode ser definido. A localizagio de um dado grau de
liberdade nesse vetor posigao é determinada com auxilio do nimero do né local j e do préprio

grau de liberdade nodal 7. A regra para localizagao no vetor é dada por:

7 (grau de liberdade )
J (ndlocal)

= 2(nlam+1)(j-1)+i . (141)
Uma identificagao analoga a Equac¢ao (140) também ¢ empregada para definir o vetor

i
e o vetor de forcas externas F_ ' do elemento. Nesses vetores, a

. 7
de forcas internas F )

int /

interpretacdo dada para 7 ¢ a seguinte: 1 e 2 se referem as componentes de for¢as nodais atuantes

nas dire¢oes globais 1 e 2, respectivamente, ¢ os termos com /7 igual a 2&+1 e 2&£+2 sdo

. . . ko k1 k £ 2
conjugados energéticos das componentes dos vetores generalizados ¢ ("g;) e & (7g;) de

cada lamina, respectivamente.

Nos modelos discretos, ha muitos elementos finitos e um mesmo né pode pertencer

, . . o~ i . i
a viarios elementos. Assim, definem-se vetores posicao J;, forca interna E

', € forca externa

F ' globais. Esses vetores recebem contribuicio de todos os elementos utilizados na

ext j
discretizagdo da estrutura. Para a montagem desses vetores globais, a mesma regra de
identificacdo apresentada nas Equagoes (140) e (141) é empregada, mas a numeraciao do né ;
deixa de ser local e passa a ser a numeragdo global atribuida durante a geragao da malha. A

relacdo passa a ser:
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7 (grau de liberdade)
J (n6 global)

- Z(ﬂ/am+1)(/'—1)+z' com j=1,....N (142)

sendo N o numero de nés da discretizagio.

Assumindo a relagao da Equacdo (142), a soma das contribui¢coes de cada elemento
finito na funcdo de energia potencial total da estrutura pode ser realizada. Considerando a parcela
de energia de deformacio (Equagoes (127) e (128)) e de energia das agdes externas

(Equagao (137)) adaptada a relacio da Equagio (142), pode-se reescrever a Equac¢ao (44) como:
() =U()=(P+g+ar)y, (143)
na qual H( ]Z/) representa a func¢ao de energia potencial total cuja determinagao depende apenas

do vetor posi¢do atual j; que contém os graus de liberdade nodais de todos os elementos finitos

utilizados na discretizacio. A determinacio de j// ¢ feita a partir da solu¢io do sistema de
equagdes nao lineares definido na Equagao (47) que tem o significado fisico de equilibrio nodal.
Os termos P/l e Q; representam as forgas concentradas e as forgas nodais equivalentes,
respectivamente. Essas forcas sao diferentes de zero apenas para os graus de liberdade 7igual a 1
e 2. O termo M; representa os conjugados energéticos associados aos vetores generalizados das
laminas, oriundos da aplicagao de forcas concentradas e distribuidas fora da linha de referéncia
(/. O termo M’/ ¢ nao nulo apenas para os graus de liberdade 7 diferente de 1 e 2.

Na Equacio (143), nao ha os conjugados energéticos gerados pela agao de momentos
concentrados, pois nao sao conservativos. O efeito desses momentos ¢ considerado somente na
equagao de equilibrio por meio da contribui¢io do conjugado energético calculado com a
Equacao (139).

As equagoes de equilibrio foram obtidas com base no principio da energia potencial
total estacionaria e estao definidas na Equagao (47). Considerando a fungao de energia potencial
total do elemento finito de pértico plano laminado, determinada na Equaciao (143), e os
conjugados energéticos da Equacio (139) devido ao efeito de momentos concentrados, as

equagdes de equilibrio podem ser escritas como:

F ()| B +0f + M+ B (1)) ]=0.. (144)

Nessa equacdo, o vetor de forgas internas ¢é calculado conforme definido na

Equacio (48), mas, como a energia de deformagio no elemento de poértico plano laminado é
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definida para cada lamina (Equagao (127)), a Equacdo (48) se transforma em um somatério de

integrais. Logo, tem-se:

; nlam 11 aé% (5 ,é: )

Fut())=2 {bH T (608) 48 42, |, (145)
S ey

que ¢ calculada utilizando quadratura de Gauss, ficando, entao:

/ £ ‘ ¢ 5;‘0’5'
Emg()/,i):; % %(ajjﬂ 2/g)

](5“2’952/!4) @ (k) |- (146)

Na ocasiao da defini¢ao do vetor de forgas internas no Item 3.7, ficou pendente a

. (oA oA ~ ,
descricio dos termos que compdem 8_ﬁ—) 5.7 na Equacao (53), pois dependem da
D Da

funcdo de mapeamento posicional adotada. No caso do elemento laminado, o gradiente

“A (51,52) varia se a lamina ¢ a L.amina de Referéncia ou se ¢ uma lamina abaixo ou acima

desta, conforme foi definido nas Equagoes (122), (124) e (126). Considerando a notagao
EAL

apresentada na Equacido (140), a derivada do gradiente 5 fica representada por matrizes

a

cujos termos dependem tanto da lamina considerada como do grau de liberdade ao qual a

N
derivada esta sendo avaliada. Assim, um conjunto de possibilidades para 5 sao identificadas

a

conforme pode ser observado nas equagoes a seguir:

a) Lamina £ igual a Lamina de Referéncia (LK):
e Para f=1e2:

M:[@a,&é) 8} M:{ Oé) 8}

7P 0 7

gDa,l

e Para f=2k+1e 2k+2,com £=LR:

—aéAl (é:l ’52) = I:d].@»/’l (981 ):I 2, (é:l)+{|:d/'®/' (51 )]+%9&2}®a,1 (51) Eecpa (é )_ (47

@2[&1

0“A(&,8) )
aﬂ/i/ﬁz I: J ol (é:1 ):I (Da ('51 )+{|:d;/(pj (é:l )]+E€§2}®a,l (él) 36)@0! (581 )_
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e Para os demais graus de liberdade (f#1,2 e f #2.R+1,2I.R+2):

oA (&.5) [0 0 (147)
of Lo of

b) Laminas £ abaixo da Lamina de Referéncia (LR):

e Para f=1e2:
5/3A1(§1,§z):{®a,1(§1) o} a’@Al(a,éz):[ 0 0}
U, 0 0 o ,.(&) 0]

e Para f=21.R+1 e 2I.LR+2

LR

0'AN(S.E) _|[4,,(8)]. (4 )+{[d/@/ (¢)] —f}@m (&) o

a 21.R+1
]O{ O O

0 0
aéAl(gl,gz) IR

5 [0, )[40, @] o) of

2

e Para 2(+1)+1< B<2(LR—1)+2:

M{—’”@m(é) 0} akAl(eﬂ,é):{ 0 0}

@/imﬂ 0 0 ajimz _”1€®a,l (51) 0l (148)

com £+1<m<I.R—-1,

e Para f=2k+1e2k+2:

kAl £ ) -1 lﬁg
M — D, (51)5 5 E@a (951)
ayi/eﬂ O O
0°A'(&.8,) _ ’ 5t s !
e, ()P S eE)|

e Para os demais graus de liberdade (f#1,2, f<2&+1 e f>2].R+2):

a’ﬁAl(;,gz):{o o}

o o of
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¢) Laminas £ acima da Lamina de Referéncia (LLR):

{@a,lo &) 8} ’

e Para f=1e2:

akAl((:l,fz):[@a,l(él) o} o'A(E,E)
0, 0 0 o

e Para f=2I.R+1 e 2I.LR+2

0°A'(£.5) _|[d,,(&)]e. (& )+{[d/q5j ()] +%}®W (&) 0
a\)}iLR+l O O

oa(5s) | : ., :
5|4 e)]e )+ {00, )]+ 5 o (6) o]

e Para 2(LR+1)+1< B<2(k—1)+2:

a‘fAl(gl,gz):reqsa,l(g) 0} O A (&.L,)
0 0

|

_{ 0
e, (4)

@/imﬂ ajimz (149)
com ILR+1<m<k—1,
e Para B=2k+1c2k+2:
i +1 4 ]
oA (6.8) | R, ()2 L, (8)
W— 2 2
Ve I 0 0 |
_ 0 0 _
8/€A1 (§1a§2)= é: +1 %
a)’ilﬁz kecpa,l (51) - E€®a (51)

e Para os demais graus de liberdade (f#1,2, f<2L.R+1 e B>2k+2):

0°A'(&.,8,) [0 0
1o ol

g
.
Vale ressaltar que todos os termos das matrizes acima nao dependem do vetor de posi¢oes nodais

hoy;

atuais ). Assim, a segunda derivada que surge na definicio da matriz Hessiana na

Equagao (63), é nula.
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Definidos todos os termos necessarios para calcular o vetor de forgas internas
F, ﬂ( i) o problema agora se resume em determinar as posicoes atuais ). que satisfazem a
int o .)}j b p g p (.; jj/ q

Equacio de equilibrio (144).
5.3.5 Processo de solugao

O processo de solugao empregado neste trabalho ja foi descrito no Item 3.8. Aqui

sao apresentados apenas alguns detalhes particulares do elemento finito laminado.

Durante o processo de solucio, as posi¢oes atuais y, dos nds do pértico nio sio

conhecidas e posicoes-tentativa y, . sdo atribuidas. Como essas posi¢des nio verificam o

equilibrio nodal representado pela Equacio de equilibrio (144), gera-se um residuo que

corresponde ao vetor de desbalanceamento mecanico:

Rf (J;tcntativa ) = Fimg (J/;tcntativa )_ |:P aﬂ +0Q5 + Mf + Bf (J’;‘tcnmm ):| : (150)

Apesar de ndo ter sido definida uma energia potencial devida a momentos

¢é adicionada no calculo do vetor de desbalanceamento

ﬁ( [ )
ncentr rcela B :
concentrados, a parcela By \y;

mecanico para que as posi¢oes de equilibrio encontradas considerem o efeito desses momentos.

) para o elemento de portico plano laminado
/ tentativa

A matriz Hessiana H” ( y
apresenta dimensao igual 2(nlam+1)N, sendo N o nimero de nés da discretizacao e 2(nlam+1) o
namero de graus de liberdade nodais. O calculo dessa matriz ¢ realizado a partir de um somatério

da Equacido (58) aplicada em cada lamina do elemento. Assim, tem-se que a Hessiana é obtida
por:
] ﬂ/am 62 5 g )]
ﬂ§ i 5
H ( jj 8 ﬂﬁlg : ](51352)‘151 dgz . (151)
A locahzagao dos termos dessa matriz é feita seguindo uma regra de atribuicao

semelhante a apresentada na Equac¢ao (141) no caso da Hessiana do elemento e na Equagao (142)
no caso da Hessiana global da estrutura. A atribui¢io global segue a regra abaixo:
Linha: 2(nlam+1)(a—1)+

Hﬂ§
() o) Coluna: 2(nlam+1)(y —1)+¢ (152)

com Bed =1,...2(nam+1) e xey=1,.,N.
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Essa matriz é determinada numericamente conforme apresentado na Equagao (59)
aplicada para cada lamina e a quantidade de pontos de Gauss empregada é a mesma utilizada para
obter o vetor de forgas internas na Equacao (140).

Os dltimos aspectos particulares da formulagao posicional do elemento laminado sao

relativos ao emprego da técnica utilizada para fazer a ligacao (acoplamento) entre barras.

5.3.6 Ligagdes entre elementos ndo colineares

O procedimento para realizar a ligagao entre elementos laminados com dire¢oes
diferentes é semelhante ao procedimento apresentado no Item 4.3.6 para o elemento de poértico
plano homogéneo. A dnica diferenca é que agora ha uma quantidade de molas de acoplamento

dos vetores generalizados igual ao numero de laminas do elemento. Na Figura 48, ha uma
ilustra¢ao da ligagdo para um caso particular de cinco laminas. Nessa figura, Kjb (7=1,2)
representa a rigidez da mola de acoplamento das posicdes j' e y, dos nés a e b localizados na
linha de referéncia e “K“ representa a rigidez da mola de acoplamento dos vetores generalizados

i

£ ki A .
g e g, dasliminas £=1,...,mam pertencentes aos dois elementos acoplados.

Figura 48 — Modelo de acoplamento entre elementos laminados

A contribui¢ao das molas no vetor de forgas internas e na matriz Hessiana globais ¢é

feita com a mesma regra de atribui¢ao apresentada na Equacio (142).
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Apds a determinacdo das posi¢oes na configuragao atual, prossegue-se com a

descricao do procedimento necessario para calcular deslocamentos, deformagoes e tensoes.
5.4 Pos-processamento

Com a determinacao das posi¢des da configuracao atual para um dado incremento de
carregamento, os resultados de deslocamentos, deformagdes e tensoes s6 dependem das
coordenadas adimensionais (&,&,) correspondentes a um ponto qualquer do elemento.

Para avaliar os resultados das analises, foram implementadas rotinas de pOs-
processamento que calculam deslocamentos, deformagdes e tensdes em pontos localizados nas

secoes nodais do elemento, & =& com ; representando os nds, e nas interfaces e meio das
J

laminas cujas coordenadas adimensionais sio dadas por & =—1, Oel. Os resultados sio
organizados em arquivos de saida que permitem a montagem de trajetérias de equilibrio e de
distribuicoes de deslocamentos, deformagoes e tensoes ao longo de uma secdo transversal. Além
disso, sio gerados arquivos de dados que permitem a visualizagdo das imagens da estrutura na
configuracao atual com um mapa de cores para representar os resultados. O software AcadView
foi utilizado para geracao das imagens.

A seguir, apresentam-se as sequéncias de passos necessarios para calcular os
resultados de deslocamentos, deformacoes de Green e tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda

espécie em um dado ponto de uma lamina £ do elemento com coordenadas adimensionais

(51’52)'

/6”1 (51’62) .
k”Z (51552) .

o Deslocamentos ku(fl &, ) =

a) Determinagio da posicdo inicial “x’ (é’l,fz) com auxilio das funcdes de
mapeamento da configuracao inicial, Equag¢oes (113), (114) e (115;
b) Determinacio da posi¢io atual *y’ (é,é) com auxilio das funcdes de

mapeamento da configuragao atual, Equacdes (116), (117) e (118);

c) Calculo do deslocamento por meio da diferenca
“u (é ,52): /ﬁj’i (4:1 >§2)_ “x! (é ’é:z) 5
e Deformagdes de Green “E(&, <, ):

a) Determinacio de “A”(&,&,) através das Equagdes (121), (123) e (125);
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b) Determinacio de “A' (&, &, ) através das Equagdes (122), (124) e (126);

¢) Determinacio do gradiente da fun¢do mudanca de configuragio /cA(fl ,fz)
conforme a Equacio (12);
d) Determinagao do tensor alongamento a direita de Cauchy-Green
“C(&,,&,) conforme Equagio (19);
e) Calculo das deformacées de Green conforme sua definicio na
Equacao (21);
e Tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie “S(¢,,&,):
a) Conhecidas as deformagées de Green, basta substituir os valores obtidos na
lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, representada na Equacao (20).
Essas tensoes utilizam a configuragao inicial como referéncia. Como um dos
objetivos deste trabalho ¢ obtenc¢do de uma distribuicio de tensGes mais precisas com vistas a

representacao da falha do laminado, ¢ importante determinar também as tensoes reais conhecidas

como tensdes de Cauchy "T(;,éz) que utilizam a configuracido atual como referéncia.

Conhecidos  “A(&,,¢,) e “S(&,&,), as tensdes de Cauchy sio determinadas por
(OGDEN, 1984):

|:/€A(§1’§2):|[ ’ ks(éaé:z)' /EA(§1>§2)
J(6.¢) (153)

éT(‘/:Zl’é:Z):

com “J(&.&)=det| “A(£.£)].

Nessa equagio, “A(&,&,), “S(&,E,) e “T(&,,&,) constituem matrizes de ordem dois.

[k‘A(é,é‘z )]f ¢ a matriz transposta de “A(&,&,). A repeticio do indice £ ndo implica em

somatotio.

Todos os resultados calculados acima sio relacionados as direcdes do sistema de
referéncia global. No entanto, ¢ interessante obter esses resultados também no sistema de
referéncia local do elemento para facilitar a interpretagao fisica. Nessa referéncia, é possivel
identificar as componentes de deformagdoes e tensdes na dire¢io longitudinal e transversal do
laminado.

Na Figura 49, ilustram-se os sistemas de referéncia global e local para um elemento

na configuracao inicial:
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Figura 49 — Sistemas de referéncia local e global no elemento laminado

Com excegdo da tensao de Cauchy, os demais resultados sao relativos a configuragao
inicial. Assim, pode-se obter uma matriz de rotacio do sistema global para o local a partir do
mapeamento da linha de referéncia do elemento na configuragio inicial (Equagao (113)). O

versor tangente t ; ao elemento ¢ dado por:

X; (‘DJ’J (51 )
V0. )] (&)]

com a,7=1e2 representando a diregdo e j,w,z=1,...,(<gmﬂ+l) representando os nés do

Hal (E,0)=x0, (&) - (&)= (154)

elemento.
O versor normal v, ¢ obtido de forma que o produto vetorial com o versor tangente

t  resulte sempre na direcao do versor saindo do plano. Com isso, tem-se que:

v (551)=(_f2 (é)J] (951)) (155)

A matriz de rotacio fica, entdo, escrita como:

7(&) 7 (&)
R@*L@)fﬁﬂ o

Assim, os deslocamentos, as deformacSes de Green e as tensoes de Piola-Kirchhoff
de segunda espécie obtidos nas diregoes globais podem ser rotacionados para as diregdes locais

do elemento, respectivamente, por meio de:

ku(gl’éz )hm - R(él)' ku(él,fz )global
“B(6.8),. =R(&) “E(6.5),,., [R(E)] (157)
ks(éaé )local :R(é)' /@S(é .S )global 'I:R(§1 )]i :
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A fim de verificar a formula¢io do elemento de poértico plano laminado, varios
exemplos foram analisados e os resultados obtidos sio comparados aos resultados de solugoes

analiticas e numéricas encontradas na literatura.
5.5 Exemplos numeéricos

Ao todo foram analisados cinco exemplos que possibilitaram avaliar diferentes
aspectos da formulacdo. Os resultados obtidos com o elemento finito proposto neste trabalho
sao comparados aos resultados obtidos a partir de solugdes analiticas e aos resultados obtidos
através de analises numéricas, com elementos finitos bidimensionais, realizadas no software
Ansys®. Neste ultimo caso, o elemento finito empregado foi o PLANE42. Esse ¢ um elemento
finito bidimensional retangular com quatro nés que emprega fungdes de forma lineares para
interpolar os deslocamentos nodais.

Nas analises realizadas no Ansys®, foi empregada uma discretizagao bastante refinada
cujos resultados sao utilizados como referéncia para comparagao. Além disso, também foram
realizadas analises com discretizagdes equivalentes as discretizagoes utilizadas nas analises feitas
com o elemento finito laminado. Para isso, um numero de elementos PLANE42 igual a0 nimero
de laminas foi adicionado entre dois nés da discretizagio com o elemento de portico plano
laminado. Buscou-se com isso, comparar o desempenho do elemento proposto neste trabalho em
relacio aos elementos finitos bidimensionais que podem apresentar problemas de mau
condicionamento matricial quando utilizados na analise de porticos planos laminados. Isso pode
levar a necessidade de refinamento da malha de elementos finitos bidimensionais e
consequentemente ao aumento do custo computacional.

O objetivo com a analise dos quatro primeiros exemplos ¢é verificar os diferentes
aspectos da formulagdo. Assim, o primeiro exemplo é constituido por uma viga biapoiada
homogeénea sujeita a agao de um carregamento distribuido uniforme. Nesse exemplo, o principal
objetivo ¢ verificar a convergéncia da discretiza¢do tanto em relagdo ao numero de elementos
quanto em relagdo ao numero de laminas empregadas para representar a segao transversal. O
problema foi analisado para trés situagdes com a relacdo entre vao e altura da viga (§ = L//)
assumindo os valores de 2, 4 e 10. Em todas as andlises, verificam-se as distribuicdes de
deslocamentos e tensoes ao longo da secao transversal em diferentes pontos da viga.

No segundo exemplo, analisa-se uma viga sanduiche biapoiada com carregamento
distribuido uniforme aplicado na face superior. A viga é semelhante a do primeiro problema e

também foi analisada para as trés relagdes vao e altura (§ = 2, 4 e 10). O objetivo principal com



171

Capitulo 5 — Elemento finito de pértico plano laminado

esse exemplo ¢ verificar a precisao das distribui¢oes de deslocamentos e tensoes ao longo da
secdo transversal para o caso laminado, bem como avaliar a eficiéncia do elemento em problemas
cuja relagao § varia desde fina até espessa. Além disso, a possibilidade de aplicagio de forgas
distribuidas fora da linha de referéncia ¢ verificada.

No terceiro exemplo, uma viga sanduiche biapoiada semelhante a dos dois casos
anteriores foi analisada. Uma tnica relagdo entre vao e altura da viga (5§ = 4) foi considerada,
porém trés combinagoes entre o médulo de elasticidade das laminas nas faces e da lamina do
nucleo foram consideradas: modelos AAA, ABA e ACA. A viga é submetida a agdo de uma forga
concentrada aplicada na face superior da secdao localizada na metade do vao. Nesse exemplo,
verifica-se a capacidade do elemento em representar com precisao as distribuicoes de
deslocamentos e tensdes a medida que o modulo de elasticidade do nucleo é reduzido
(A —B—C). Além disso, os resultados obtidos permitem avaliar a eficiéncia da formula¢ao na
consideragao de forgas concentradas aplicadas fora da linha de referéncia.

O quarto exemplo ¢é destinado a verificar a técnica empregada para realizar o
acoplamento entre barras. Para isso, o problema do poértico com ligagdes semirrigidas ja estudado
utilizando o elemento de portico plano homogéneo (Item 4.4.3) é novamente analisado. Como o
objetivo deste exemplo é verificar a técnica de acoplamento entre barras, foi considerada uma
discretizagdo da se¢do em cinco laminas de mesmo material. Apenas o caso cujos apoios possuem
rigidez elastica a rotagao foi analisado. Os resultados obtidos sio comparados aos ja apresentados
na Figura 42.

Verificada a formulacdo nos exemplos anteriores, dois porticos constituidos por um
e por cinco pavimentos, com se¢des laminadas, foram propostos e analisados. Os resultados das
distribui¢oes de deslocamentos ao longo da segao transversal de alguns pontos siao apresentados.

Até onde prosseguiu a revisao bibliografica deste trabalho, nio foram encontrados
exemplos de porticos planos laminados na literatura. Todos os problemas encontrados se
restringiam a vigas laminadas analisadas no regime linear. Assim, este exemplo contribui com
resultados que poderdo ser empregados em verificagoes futuras de formulacdes que tratem do
problema de analise nao linear geométrica de poérticos planos laminados.

Em resumo, buscou-se, com essas analises, verificar os diversos aspectos da

formulac¢do do elemento de portico plano laminado além de avaliar sua eficiéncia e consisténcia.

5.5.1 Exemplo 5.1: Viga homogénea biapoiada com forga distribuida

Neste primeiro exemplo, analisa-se uma viga simples biapoiada e homogénea sujeita
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a agao de um carregamento distribuido uniforme, conforme ilustra a Figura 50. As caracteristicas
geométricas da segdo transversal e os parametros elasticos do material também estdo

representados na referida figura.

q
‘lllllllll J‘-Z{h_Sm

; g=25kN/m
. F=12x10 kN/m’
:I'l ~ T 19=25kKN/m
o &= /=0lm . fh=1m
L=10m $=100 = 0,15 kN/m

Figura 50 — Geometria, carregamento e parametros elasticos para o problema do Exemplo 5.1

Em todas as analises, a for¢a distribuida foi aplicada em um tnico incremento, pois o
valor da forga considerada ¢ baixo para manter o problema no regime de pequenas deformagoes
e para permitir uma compara¢ao com a solu¢ao analitica obtida a partir da Teoria Classica de
Vigas (TCV) que se baseia nas hipéteses cinematicas de Euler-Bernoulli. Além disso, um
coeficiente de Poisson (V) nulo também ¢ adotado. Vale ressaltar que a forga distribuida é
aplicada na face superior da viga enquanto a linha de referéncia esta localizada na face inferior,
onde estao 0s apoios.

O problema foi analisado para trés situagdes com a relagiao entre vao e altura da viga
(§ = L/h) assumindo os valores de 2, 4 e 10. Buscou-se, com isso, verificar a capacidade da
formulacio em representar com precisio as distribuicdes de deslocamentos e tensdes para
problemas com relagbes entre vao e altura correspondentes a vigas esbeltas e a vigas altas (vigas-
parede).

A fim de avaliar a capacidade de convergéncia da formulagao, a viga foi discretizada
com um numero de elementos finitos cubicos variando entre 2, 4, 8 e 16. Foram empregadas 20
laminas para discretizar a se¢ao transversal, pois essa foi a quantidade de laminas que forneceu
uma boa distribui¢do para a tensao de cisalhamento transversal. Isso foi verificado para o caso da
viga com § = 10, que foi analisada através de uma discretizagao composta por 4 elementos finitos
e por um nimero de laminas que variou entre 1, 2, 4, 8, 20 ¢ 40.

O processo de solucio baseado no método de Newton-Raphson foi controlado por
meio dos critérios de convergéncia em posicio e em forca com tolerancias de 10”7 e 10°
respectivamente. A quantidade de pontos de Gauss empregada nas integracdes numéricas do
vetor de forcas internas e da matriz Hessiana foi de 4 x 20 (vao x altura) em cada lamina. Essa

quantidade de pontos de Gauss foi adotada apés um estudo comparativo dos valores obtidos
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para o deslocamento horizontal # da face inferior da sec¢ao localizada a 2,5 m do apoio da
esquerda, do deslocamento vertical » e da tensao axial S11 da face inferior da se¢ao localizada no
meio do vao da viga. Nesse estudo, as integragoes numéricas foram realizadas com a quantidade
de pontos de Gauss variavel até um limite de 20 x 20.

Esse estudo foi realizado para a viga do caso § = 10, discretizada com 4 elementos
finitos e com um ndmero de laminas que variou entre 1, 2, 3, 4, 8 e 20 laminas. Os resultados
obtidos estao resumidos na Tabela 2. As seguintes observacdes podem ser apontadas:

e 1nos trés primeiros blocos da referida tabela, somente a quantidade de pontos ao
longo da direcao transversal foi variada. Quanto maior o nimero de laminas, as
variages nos resultados foram maiores 2 medida que numero de pontos de Gauss
é aumentado;

e na parte esquerda do ultimo bloco da tabela, somente a quantidade pontos de
Gauss ao longo da direcao longitudinal variou. Nao se observa mudanga
significativa nos resultados a partir de 4 pontos. O caso com 4 pontos de Gauss

consta na parte direita do terceiro bloco;

e na parte direita do dltimo bloco, foram variadas as quantidades de pontos de
Gauss em ambas as diregdes. Nao se observam diferencas significativas em
relagdo aos resultados apresentados na parte direita do terceiro bloco, na qual
somente os pontos de Gauss ao longo da dire¢ao transversal foram variados.

Dessas observagdes, é razoavel assumir que 4 pontos de Gauss ao longo da diregao
longitudinal ¢ suficiente para o elemento finito com grau de interpola¢do ctubico e que mais
pontos de Gauss ao longo da direcio transversal sao necessarios quanto maior o nimero de
laminas adotado.

A forma como foi realizada a implementacio computacional da formula¢iao nio
permite a adogdo de quantidades diferentes de pontos de Gauss em cada lamina. Assim, nao foi
possivel identificar se ha diferencas na quantidade de pontos de Gauss necessaria para as laminas
proximas a Lamina de Referéncia e para as laminas distantes desta.

Dessa forma, para garantia de uma integragdo numérica correta e como os problemas
apresentados neste trabalho nao possuem uma quantidade de graus de liberdade elevada, foram

adotados 4 x 20 pontos de Gauss em todas as analises realizadas.
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Tabela 2 — Avaliacdo da quantidade de pontos de Gauss necessaria para as integracées numéricas do elemento de

portico plano laminado no Exemplo 5.1

11amina 4 laminas
Pontos Pontos
de Gauss # (m) » (m) S11 de Gauss # (m) » (m) S11
(kN/m?) (kN/m?)
4x2 -0,002144 -0,019961 113,737024 4x2 -0,002548 -0,025574  135,495750

4x3 -0,002144 -0,019961  113,737010 4x3 -0,002375 -0,022548  126,297080
4x5 -0,002144 -0,019961  113,737010 4x5 -0,002248 -0,021030  119,572011
4x10 -0,002144 -0,019961  113,737010 4x10 -0,002179 -0,020327  115,932967

4x20 -0,002144 -0,019961  113,737010 4x20 -0,002159 -0,020135  114,881454

2 laminas 8 1Aminas
Pontos Pontos

de Gauss # () » (m) " 1311/;2) de Gauss # (m) » (m) (k 1511/;2)

4x2 -0,002099 -0,021158  111,449269 4x2 -0,003101 -0,030401  165,169914

4x3 -0,002124 -0,020207  112,807079 4x3 -0,002612 -0,024656  139,076808
4x5 -0,002143 -0,020040  113,784196 4x5 -0,002332 -0,021803  124,188458
4x10 -0,002147 -0,020012  114,014730 4x10 -0,002202 -0,020543  117,249456

4x20 -0,002147 -0,020007  114,029694 | 4x20 -0,002167 -0,020207  115,364708

3 laminas 20 1Aminas
Pontos Pontos

de Gauss # (m) » (m) " gl/}’nz) de Gauss 4 (m) » (m) " h511/}]12)

4x2 -0,002334 -0,023585  124,035986 4x2 -0,003692 -0,035329  196,978881

4x3 -0,002264 -0,021541  120,352736 4x3 -0,002813 -0,026404  149,917355
4x5 -0,002204 -0,020622  117,158811 4x5 -0,002396 -0,022374  127,620487
4x10 -0,002166 -0,020202  115,168208 4x10 -0,002218 -0,020688  118,123628

4x20 -0,002154 -0,020087  114,557295 4x20 -0,002171 -0,020248  115,631889

Pontos 20 1aminas Pontos 20 laminas
de Gauss # (m) » (m) (kl\sj}jnz) de Gauss # (m) » (m) (klg}jnz)
3x3 -0,002575 -0,026522  114,567676 3x2 -0,003158 -0,035440  120,956560
5x3 -0,002813 -0,026404  149,917515 5x3 -0,002813 -0,026404  149,917515
8x3 -0,002813 -0,026404  149,917515 8x5 -0,002396 -0,022374  127,620609

10x3 -0,002813 -0,026404  149,917515 | 10x 10 -0,002218 -0,020688  118,123734

20x3 -0,002813 -0,026404  149,917515 | 20x20 -0,002171 -0,020248  115,631992

Na Figura 51, constam os resultados de uma analise de convergéncia para o caso da
viga cuja relagao entre vao e altura (§) ¢ igual a 10. A viga ¢é discretizada com 4 elementos cubicos

e apenas o numero de laminas ¢ variado. Como pode ser observado, a partir de 1 lamina na
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discretizagdo da se¢ao, os resultados para o deslocamento # e para a tensao axial S11 ja coincidem
com a solucao analitica e com a solugao numérica obtida no Ansys® a partir de uma discretizagao
bastante refinada. No entanto, a tensio de cisalhamento S12 somente foi representada de forma
razoavel a partir de uma discretizagdo com 8 laminas. De 20 para 40 laminas, a melhora na
representacao da tensao S12 s6 ocorreu nas faces inferior e superior, onde os valores sio os mais
baixos.

Como nao houve ganho significativo nas distribui¢des de tensdes apos o aumento de
20 para 40 laminas, em todas as demais analises realizadas neste exemplo e nos Exemplos 5.2, 5.3
e 5.5, uma discretizagao da se¢ao com 20 laminas foi adotada. Para os Exemplo 5.4, somente 5

laminas sdao adotadas, pois apenas os deslocamentos globais dos nés sao avaliados.

a) Deslocamento na dire¢do 1 (#) para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo

1,04

(0,8 -

0,6

Espessura (m)

0.4

® v

O Ansys - Malha Refinada
—A—Pos -4 eleme 1 lam
—A— Pas - 4 clem ¢ 2 lam
—&— Pos - 4 elem ¢ 4 lam
—d—Pos - 4 elem e 8 lam
—#— Pos - 4 elem ¢ 20 lam
—— Pos - 4 clem ¢ 40 lam

0,0 . pra

T T T T v T ¥ T
305107 20x107 Lox10™° 0,0 1L0x10” 20x10° 305107

b) Tensao axial S11 para sec¢do localizada no meio do vio

@ TV

1,0 o O Ansys - Malha Refinada
—A— Pos - 4 elem e | lam
—— Pos - 4 elem e 2 lam
—h— Pos - 4 elem e 4 lam
—d— Pos - 4 elem ¢ 8 lam
0,8 - —#— Pos - 4 elem € 20 lam
—— Pos - 4 elem ¢ 40 lam

04 -

Eispessura (m)

‘ , . . . .
-130 -100 =50 [ 50 100 150
S11 (kN/m?)
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¢) Tensio de cisalhamento S12 para secido a 2,5 m do apoio esquerdo

® TCV- Equilibrio
- Malha Refinada
4eleme 1 lam

S T
4 elem e 2 lam
v - 4 elem ¢ 4 lam
s - 4 clem ¢ 8 lam
s - 4 elem e 20 lam.

0,8

s - 4 clem e 40 lam

0,6

Eispessura (m)

04 4

0 1 2 3 4 5 6

S12 (kN/m?)

Figura 51 — Resultados do Exemplo 5.1 para uma discretiza¢do com 4 elementos cubicos e variacio do nimero de

laminas (Caso com § = 10).

Apresentada a analise de convergéncia para o numero de laminas, as analises das
vigas com uma relagao entre vao e altura (§) iguais a 2, 4 e 10 foram realizadas variando apenas o
numero de elementos finitos (4, 8 e 16 elementos). Os resultados das distribuicdes de
deslocamento horizontal #, de tensao axial na direcao longitudinal S11, de tensao axial na dire¢ao
transversal S22 e de tensio de cisalhamento S12 sio apresentados nas Figura 52, Figura 53,
Figura 54 e Figura 55, respectivamente. Todas as tensOes representadas sio médias entre
elementos e a continuidade interlaminar das tensdes é representada calculando a média dos
valores obtidos nas interfaces das laminas adjacentes. Nessas figuras, também constam os
resultados médios obtidos através de analises numéricas realizadas no Ansys® com emprego do
elemento finito bidimensional PLANE42. A equivaléncia entre as malhas do elemento finito
posicional e do elemento PLANEA42 foi feita de forma a haver um elemento PLANEA42 entre
dois nés e um em cada lamina. O ndmero de graus de liberdade também ¢ conservado. Essa
equivaléncia resulta na seguinte associagao:
e Posicional com 4 elementos cubicos e 20 laminas <> PLANE42 com malha de
12 x 20 elementos;
e Posicional com 8 elementos cubicos e 20 laminas <> PLANE42 com malha de
24 x 20 elementos;
e Posicional com 16 elementos cibicos e 20 laminas <> PLANE42 com malha

de 48 x 20 elementos.
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Os resultados analiticos obtidos a partir da TCV (somente para o caso com § = 10) e
os obtidos por meio de analises no Ansys® utilizando uma discretizagao bastante refinada
também sdo apresentados e adotados como referéncia para avaliar a precisdo dos resultados
obtidos com o elemento de portico plano laminado.

As distribuicbes de deslocamentos apresentadas na Figura 52 foram obtidas
corretamente ja com uma discretizagio em 4 elementos finitos. A forma da segio foi
representada em conformidade com os resultados da solugao analitica baseada na TCV, no caso
com S8 = 10, e da solucio numérica obtida no Ansys® com uma malha refinada. Vale ressaltar,
que o elemento finito proposto foi capaz de representar a forma curva da se¢do para o caso da
viga com § = 2.

Observa-se também que os resultados obtidos com as malhas equivalentes no
Ansys® demonstram alguma influéncia do mau condicionamento matricial sofrido pelo elemento
finito bidimensional. Para a viga com § = 10, os elementos PLANE42 possuem maior distor¢ao
e houve diferencas na distribuicio de deslocamentos obtida. Ja para a viga com § =2, os
elementos PLLANE42 sio menos distorcidos devido a maior altura da viga e praticamente nao ha
diferencas na distribui¢ao de deslocamentos. Todos esses aspectos apontados acima sao também
verificados para a distribuicao de tensoes axiais S11 na direcdo longitudinal, como pode ser visto
na Figura 53.

Conforme apresentado nas Figura 54 e Figura 55, as distribui¢oes de tensao axial S22
e de tensao de cisalhamento S12 exigiram uma discretizagdo maior (8 elementos finitos) para uma
representacao aceitavel. No entanto, uma boa concordancia com os resultados da solugao

analitica baseada na TCV, no caso com S = 10 e tensio S12, e da solu¢io numérica obtida no
® . : o .
Ansys com uma malha refinada foi alcan¢ada para uma discretizagdo com 16 elementos finitos.

Apesar da exigéncia de uma maior discretizacdo, os resultados obtidos no Ansys®
com malhas equivalentes nao foram melhores do que os obtidos com o elemento de portico
plano laminado. Isso é observado principalmente para as distribui¢des de cisalhamento S12 no
caso das vigas com § = 4 ¢ § = 10. Nessas vigas, o elemento bidimensional PLANE42 parece
sofrer com problemas de mau condicionamento matricial devido a uma maior distor¢ao do

elemento gerada pela discretizagao equivalente e pela menor altura das vigas.
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a) Viga com § =2
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Figura 52 — Resultados do Exemplo 5.1: Deslocamento na dire¢do 1 (#) pata se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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a) Viga com §' =2
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Figura 53 — Resultados do Exemplo 5.1: Tensdo axial S11 para se¢do localizada no meio do vao.
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a) Viga com § =2
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Figura 54 — Resultados do Exemplo 5.1: Tensdo axial S22 para se¢io localizada no meio do vao.
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a) Viga com §' =2
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Figura 55 — Resultados do Exemplo 5.1: Tensao de cisalhamento S12 para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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Para ilustrar os deslocamentos e as tensdes obtidos com o elemento de pértico plano
laminado na viga completa, imagens com os mapas de cores dos resultados para a viga esbelta

(§ = 10) discretizada com 16 elementos e 20 laminas sao apresentadas na Figura 56.

a) Deslocamento horizontal # (m)

Legenda:

0.00327
000255
000182
000104
000036
—0.000:36
-0.00103

-0.o01g2
I -0.00255
-0.00327

b) Deslocamento vertical » (m)

Legenda

000000

-0.00227
-0.00454
-0.00831
—0.00405
001135
-0.01362

-0.01588
I -0.01817
-0.02044

¢) Tensio axial longitudinal S11 (kN/m?)

Legenda:

11380543
88 592490
6328032
AT HETTS
12E5517
-12 63741
~37 96933

-53.28057
I -88.59515
-113.80773

d) Tensio axial transversal S22 (kN/m?)

Legenda

2335229

1 E3629
—20.07470
=41 79570
-B3511649
-5 22764
- 106 84365

- 126 63965
I -150 37567
—-172 09167
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e) Tensao de cisalhamento S12 (kN/m?)

Legenda:
4179527
I 32 50976
2322128
13 93276
I 454425
-4 F44z25 q
-13.93276
-23.22126
I -32.50876
-41.79527

Figura 56 — Resultados do Exemplo 5.1: Mapa de cores para os deslocamentos e tensoes na viga com S = 10.

5.5.2 Exemplo 5.2: Viga sanduiche biapoiada com forga distribuida

A mesma viga do exemplo anterior ¢ analisada, mas agora a se¢ao é composta por
trés laminas formando um compésito laminado do tipo sanduiche. As laminas das faces possuem
espessura correspondente a 5% da altura total e médulo de elasticidade igual a 100 vezes o
moédulo de elasticidade da lamina que compde o nucleo. As caracteristicas geométricas da se¢ao

transversal e os parametros elasticos do material estdo representados na Figura 57.

9
TN EE. h, = 0,05h

h/E /v, FaceiE =12x10" kN/m’
- b /E, /v, v,=0
' =0,9h
: h/E /V- i " »
il :I'I .. T Naeleos E =12x 10° kKN /m”
== = )=01m -
L=10m v, =0
. h=5m . h=25m _ h=1m
i=2 {q=0,15kN/m i lq=0,1kN/m $=101 = 0,05 kN/m

Figura 57 — Geometria, carregamento e parametros eldsticos do problema: Exemplo 5.2

O problema foi analisado novamente para trés situagdes com a relagiao entre vao e
altura da viga (§ = L/hy) assumindo os valores de 2, 4 ¢ 10. Buscou-se, com isso, verificar
também para o caso de uma viga laminada a capacidade da formulacio em representar com
precisao as distribuicbes de deslocamentos e tensoes em problemas com diferentes relagoes de
esbeltez. A viga foi discretizada com 16 elementos finitos e 20 laminas (Figura 58), estando 4 na

lamina da face inferior, 12 na lamina do nicleo e 4 na lamina da face supetior (notagio: 4/12/4).
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Essa discretizagao foi adotada em func¢ao das observagoes extraidas das analises de convergéncia

realizadas no exemplo anterior.

a) Malha de elementos finitos posicionais (16 elementos, 20 laminas e 2058 graus de liberdade)

Elemento finito laminado

b) Malha equivalente de elementos finitos PLANEA42 (960 elementos e 2058 graus de liberdade)

¢) Malha refinada de elementos finitos PLANEA42 (20000 elementos e 40602 graus de liberdade)

Figura 58 — Malhas de elementos finitos empregadas no Exemplo 5.2 para o caso com § = 2
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Em todas as analises, a forca distribuida foi aplicada em um unico incremento e o
processo de solucio baseado no método de Newton-Raphson foi controlado por meio dos
critérios de convergéncia em posi¢io e em forca com tolerancias de 107 e 107, respectivamente.
A quantidade de pontos de Gauss empregada nas integragoes numéricas do vetor de forcas
internas e da matriz Hessiana foi de 4 x 20 em cada lamina da discretizacio.

Os resultados das analises sao apresentados através das distribui¢des de
deslocamento horizontal # (Figura 59), de tensdao axial longitudinal S11 (Figura 60), de tensdao
axial transversal S22 (Figura 61) e de tensdo de cisalhamento S12 (Figura 62). Todas as tensodes
representadas sao médias entre elementos e a continuidade interlaminar da tensdo axial S11 entre
laminas de mesmo material e das tensOes transversais S12 e S22 entre quaisquer laminas ¢
representada calculando a média dos valores obtidos nas interfaces das laminas adjacentes.
Nessas figuras, também constam os resultados médios obtidos a partir de analises numéricas
realizadas no Ansys® com emprego do elemento finito bidimensional PLANEA42. A equivaléncia
entre as malhas do elemento finito posicional e do elemento PLANE42 (Figura 58) foi feita de
forma analoga a do exemplo anterior. Essa equivaléncia resulta na seguinte associagao:

e Posicional com 16 elementos cubicos e 20 laminas (4/12/4) < PLANE42

com malha de 48 x 20 elementos, sendo 20 distribuidos em 4/12/4.

Os resultados obtidos a partir de analises numéricas realizadas no Ansys® utilizando
uma discretizagao bastante refinada (Figura 58) também siao apresentados e adotados como
referéncia.

Dessa forma, a precisio dos resultados obtidos com o elemento de pértico plano
laminado foi excelente, pois uma oOtima concordancia com os resultados de referéncia foi
alcancada conforme se observa na representagao do deslocamento horizontal # da tensao axial
longitudinal S11, da tensao axial transversal S22 e da tensao de cisalhamento S12 nas Figura 59,
Figura 60, Figura 61, Figura 62, respectivamente.

Os resultados obtidos no Ansys® com emprego do elemento finito bidimensional
PLANEA42 através de uma malha equivalente apresentaram menor precisao para as tensoes S11 e
S12 na regido em torno das interfaces entre as laminas. Essa menor precisio ¢é atribuida a um
possivel mau condicionamento matricial gerado tanto pela distor¢ao do elemento PLANEA42
como também pela mudanga das propriedades elasticas do material na regiao de interfaces.

Em fun¢do do desempenho alcancado, a possibilidade de aplicagaio de forgas
distribuidas fora da linha de referéncia do elemento pode ser considerada consistente. Todas
essas observacOes ressaltam a adequabilidade e a eficiéncia do elemento proposto para analisar

problemas planos esbeltos (porticos) ou nao (chapas), constituidos por compésitos laminados.
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a) Viga com § =2
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Figura 59 — Resultados do Exemplo 5.2: Deslocamento na dire¢do 1 (#) para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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a) Viga com §' =2
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Figura 60 — Resultados do Exemplo 5.2: Tensdo axial S11 para se¢o localizada no meio do vao.
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a) Viga com § =2
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Figura 61 — Resultados do Exemplo 5.2: Tensio axial S22 para sec¢do localizada no meio do vao.
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a) Viga com §' =2
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Figura 62 — Resultados do Exemplo 5.2: Tensao de cisalhamento S12 para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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Para ilustrar os deslocamentos e as tensdes obtidos com o elemento de pértico plano
laminado na viga completa, imagens com os mapas de cores dos resultados para a viga alta

(§ = 2) sao apresentadas na Figura 63.

a) Deslocamento horizontal # (m)
e Com valores maximos:

Legenda:

000360
000250
000200
000120
0.00040
-0.00040
-0.00120

=0.00200
I ~0.00280
~0.00360

b) Deslocamento vertical » (m)
¢ Com valores maximos:

Legenda

000000

~0.00270
-0.00541
-0.00311
-0.01052
-0.01352
001623

-0.013493
I -0.02163
-0.02434
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¢) Tensao axial longitudinal S11 (kN/m?)
e Com valores maximos:

Legenda:

156 52233
125 92682
9133532
5874182
2614831
-6 445149
-39.03370

=71.EE2z0
I —-104 22570
—-136.81921

e Com valores em um intervalo selecionado:

Legenda:

2614831
1890531
11 BE231
441931

-2 62368
— 1006670
—17.30970

—24 55270
I =31.79570
-39.03370

d) Tensio axial transversal S22 (kN/m?)
e Com valores maximos:

Legenda:

212761
0.7 4654
—-19.73044
—-40.30971
—B0,53095
—ii1 36526
-101.89753

—-122 42681
I —142 95603
—-163 48535
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e Com valores em um intervalo selecionado:

Legenda:

074884
-1.53219
381322
-B.09425
-8.37528
-10E5632
-12.83735

1521838
I -17.49841
—-19.74044

e) Tensao de cisalhamento S12 (kN/m?)
e Com valores maximos:

Legenda

5502137
4273440
3056743
1334045
6113449
-B.11343
-18.34046

-30.56743
I —42.78440
-55.02137

e Com valotes em um intervalo selecionado:

Legenda:

6113449
475494
360
205753
0E7928
-0.67928
-2.03783
—3.39635
-4 75444
-B.11343

Figura 63 — Resultados do Exemplo 5.2: Mapa de cores para os deslocamentos e tensées na viga com § = 2.

—
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5.5.3 Exemplo 5.3: Viga sanduiche biapoiada com forga concentrada

Neste terceiro exemplo, uma viga sanduiche semelhante a do exemplo anterior
submetida a agao de uma for¢a concentrada aplicada no topo da sec¢ao localizada no meio do vao
e com relagdo vao e altura § igual a 4 ¢ analisada. Sdo consideradas trés situagbes (AAA, ABA e
ACA) nas quais o médulo de elasticidade da lamina que compde o nucleo é dividido por 100
comecando com um moédulo igual ao do material das laminas localizadas nas faces. As
caracteristicas geométricas da se¢do transversal e os parametros elasticos do material das laminas

estao representados na Figura 64.

P

| h/ &) Face: :h/ =0,125m
E I wf b om0 Material A
ol n N T .
:l.l ] h,(A) Nucleo: b, = %’25 m
AN A =01 m Material A, B ou C
| | >
10 m |
|
Modelo AAA: P = 10 kN E,=12x10"kN/m’,v, =0
Forca: { Modelo ABA: P =1 kN Material:{ i =12 x 10" kN/m’, v, = 0
Modelo ACA: P = 0,02 kN F.=12x10'kN/m’, v, =0

Figura 64 — Geometria, carregamento e parametros eldsticos do Exemplo 5.3

As analises realizadas nessas trés situagoes permitiram verificar a capacidade da
formulagio em representar com precisio as distribuicdes de deslocamentos e tensdes em
problemas com variagdes significativas do médulo de elasticidade das laminas, situacio comum
principalmente nos compésitos laminados do tipo sanduiche. Isso pode conduzir a problemas de
mau condicionamento matricial do modelo discreto de elementos finitos devido a mudanca
brusca de rigidez entre elementos (laminas) adjacentes. Os resultados do exemplo anterior ja
indicaram haver esse problema para as analises realizadas no programa Ansys® utilizando o
elemento PLANEA42 (com discretizagao equivalente), pois na regido em torno das interfaces entre
laminas os resultados obtidos apresentaram maiores discordancias.

Além de tudo isso, o problema analisado permitiu avaliar a capacidade da formulagio
em considerar outro tipo de agdo externa: uma for¢a concentrada aplicada em um ponto

localizado fora da linha referéncia do elemento.
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Novamente a viga foi discretizada com 16 elementos finitos e 20 laminas (Figura 65),
estando 4 na face inferior, 12 no nucleo e 4 na face supetior (notacio: 4/12/4). Essa

discretizagao foi adotada em fungdo dos resultados alcangados nos exemplos anteriores.

a) Malha de elementos finitos posicionais (16 elementos, 20 laminas e 2058 graus de liberdade)

Elemento finito laminado

b) Malha equivalente de elementos finitos PLANE42 (960 elementos e 2058 graus de liberdade)

¢) Malha refinada de elementos finitos PLANEA42 (40000 elementos e 81002 graus de liberdade)

Figura 65 — Malhas de elementos finitos empregadas no Exemplo 5.3 para o Modelo ABA

Em todas as analises, a for¢a concentrada foi aplicada em um udnico incremento e o
processo de solu¢ao baseado no método de Newton-Raphson foi controlado por meio dos
critérios de convergéncia em posicio e em forga com tolerancias de 10” e 10, respectivamente.
A quantidade de pontos de Gauss empregada nas integragoes numéricas do vetor de forgas
internas e da matriz Hessiana foi de 4 x 20 em cada lamina empregada na discretizagao.

Os resultados das analises sdo apresentados através das distribui¢oes de
deslocamento horizontal # (Figura 66), de tensao axial longitudinal S11 (Figura 67), de tensao
axial transversal S22 (Figura 68) e de tensdo de cisalhamento S12 (Figura 69). Todos os resultados
sao referentes a se¢dao localizada a 2,5 m do apoio a esquerda. Da mesma forma como no
Exemplo 5.2, as tensoes representadas sio médias entre elementos e a continuidade interlaminar

da tensao axial S11 entre laminas de mesmo material e das tensdes transversais S12 e S22 entre
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quaisquer laminas foi representada calculando a média dos valores obtidos nas interfaces das

laminas adjacentes. Nessas figuras, também constam os resultados médios obtidos a partir de
analises numéricas realizadas no Ansys® com emprego do elemento finito bidimensional
PLANE42. A mesma equivaléncia entre as malhas do elemento finito posicional e do elemento
PLANE42 foi empregada (Figura 65). Os resultados obtidos a partir de analises numéricas
realizadas no Ansys® utilizando uma discretiza¢ao bastante refinada sao novamente apresentados
e adotados como referéncia.

Os resultados fornecidos pelo elemento de poértico plano laminado sao considerados
satisfatorios, pois as diferencas observadas sdo pequenas mesmo para o caso ACA com maior
variacio dos moédulos de elasticidade entre face e nacleo. Essas diferencas foram bem menores
do que as observadas para os resultados obtidos no Ansys® com emprego do elemento finito
bidimensional PLANE42 através de uma malha equivalente. A influéncia do mau
condicionamento matricial ocasionado pela mudancga brusca no médulo de elasticidade entre a
lamina das faces e a lamina do nucleo foi perceptivel com o aumento das discordancias nos
resultados obtidos em ordem crescente para os modelos AAA, ABA e ACA.

O desempenho verificado nos resultados obtidos com o elemento proposto é um
indicativo de sua eficiéncia para analisar estruturas constituidas por compésitos laminados, pois
nao foram identificados problemas de mau condicionamento matricial mesmo em casos mais
extremos com grande variagao de médulo de elasticidade entre as laminas, comum em laminados
do tipo sanduiche.

A possibilidade de aplicar uma for¢a concentrada fora da linha de referéncia do
elemento também se mostrou consistente.

Vale ressaltar que os resultados satisfatorios alcangados com o elemento de portico

plano laminado empregaram uma quantidade bem menor de elementos finitos e graus de
. L. . ®
liberdade do que os empregados nas analises realizadas no Ansys  com uma malha refinada,

conforme se constata quando se comparam as malhas ilustradas na Figura 65.
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a) Modelo AAA
" &
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Figura 66 — Resultados do Exemplo 5.3: Deslocamento na dire¢do 1 (#) para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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a) Modelo AAA

2,54
—»— Ansys - 4/12/4 lam
1 Ansys - Malha Refinada
—— Ansys - 4/12/4 lam
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b) Modelo ABA
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Figura 67 — Resultados do Exemplo 5.3: Tensdo axial S11 para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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a) Modelo AAA
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Figura 68 — Resultados do Exemplo 5.3: Tensao axial S22 para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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a) Modelo AAA
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Figura 69 — Resultados do Exemplo 5.3: Tensao de cisalhamento S12 para se¢do a 2,5 m do apoio esquerdo.
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Para ilustrar os deslocamentos e as tensdes obtidos com o elemento de pértico plano
laminado na viga completa, imagens com os mapas de cores dos resultados para a viga com maior

varia¢ao no modulo de elasticidade das laminas (modelo ACA) sio apresentadas na Figura 70.

a) Deslocamento horizontal # (m)
e Com valores maximos:

Legenda:

000187
000145
000104
000062
000021
-0.00021
-0.00052

-0.00104
I -0.00145
-0.00187

b) Deslocamento vertical » (m)

e Com valores maximos:

Legenda
0.00000
-0.00377
-0.00754
-0.01131

-0.01385
-0.02639
I -0.03015
-0.03382

-0.01503
-0.02262

¢) Tensao axial longitudinal S11 (kN/m?)
e Com valores maximos:

Legenda:

456 B7542
3605833
2044137
1452435
4 207353
~E.40970
-17 02672

—-27 64374
I =35 26076
4387773

Legenda:

e Com valores em um intervalo selecionado:

25 44137
2072263
16 00402
1128534
G SEEBE
154799
-2 87063
=7 58937
—12.30804
—-17 02672
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d) Tensao axial transversal S22 (kN/m?)
e Com valores maximos:

Legenda:

0.533053

0.04051

-0.245870
-053832
-0.52734
-1.11756
-1.40717

~-1 B9E79
I —1.98641
-2 27602

Legenda:

e Com valores em um intervalo selecionado:

0.04051

-0.05563
-0.15217
-0.24571
-0.34525
044178
-053832

-0 63486
I -0.73140
~0.52794

e) Tensdo de cisalhamento S12 (kN/m?)

e Com valores maximos:

Legenda:

1.42425
110775
078125
0.47475
015325
-0.15325
-0.47475

079125
I -1.10775
—-1.42425

Legenda:

e Com valores em um intervalo selecionado:

047475
036925
0.26375
0.15825
0.05275
-0.05275
-0.15825
-0.26375

I -0.36925 i

-0.47475

Figura 70 — Resultados do Exemplo 5.3: Mapa de cores para os deslocamentos e tensdes do modelo ACA.
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5.5.4 Exemplo 5.4: Pértico homogéneo com ligagoes semirrigidas

Até este ponto, os exemplos analisados nio exigiram o emprego da técnica de
penalizacao apresentada no Item 5.3.6 para o acoplamento entre elementos. Dessa forma, neste
exemplo, retoma-se o problema do poértico com ligagoes semirrigidas analisado no Item 4.4.3. Na
ocasido, a técnica de acoplamento mostrou ser eficiente para o caso do elemento de pértico plano
homogeéneo.

A fim de avaliar a técnica para o caso laminado, o portico com apoios elasticos a
rotagdo foi novamente analisado. No entanto, a se¢ao é considerada constituida por 5 laminas de
igual espessura, mas com o mesmo material, pois a se¢ao é homogénea. A mesma discretizagdo
empregada nas analises realizadas com emprego do elemento de pértico plano homogéneo foi
adotada, ou seja: 4 elementos finitos por trecho de pilar e 6 elemento finitos em cada viga,
totalizando 28 elementos. No caso do elemento laminado, uma discretizacio com 4 elementos
finitos por barra também ¢ suficiente para a obtencio de uma resposta adequada em
deslocamentos conforme se observou nas analises de convergéncia apresentadas no Exemplo 5.1.

A geometria, o carregamento e os parametros elasticos dos materiais empregados

estao representados na Figura 71. A rigidez a rotagao do apoio ¢ de 1990,7kNm que corresponde

a O,l(EI/L)pM. Quatro analises sao realizadas: uma considerando as ligacOes rigidas e as outras

trés considerando as ligacOes semirrigidas com rigidez a rotacio de 4491kNm, 9730kNm e
30705kNm, respectivamente. Para definir a rigidez da liga¢do associada a cada lamina, a rigidez
total da ligacao foi ponderada pela razao entre a espessura da lamina e a espessura total da segao.

Os resultados apresentados no Item 4.4.3 (Figura 42) obtidos por Liu e Chen (1988)
e a partir de analises numéricas realizadas no Ansys® com emprego do elemento BEAM188, para
modelagem das barras, e do elemento de acoplamento COMBIN40, para modelagem das ligacoes
semirrigidas, sio novamente utilizados como referéncia para avaliagdo dos resultados obtidos
com o elemento de pértico plano laminado. Além disso, os resultados obtidos com o elemento
de portico plano homogéneo sao também apresentados, permitindo avaliar o efeito gerado pelo
aumento do nimero de graus de liberdade associados a se¢ao transversal (giros independentes e
variagdo na espessura de cada lamina).

Da mesma forma como no Item 4.4.3, o carregamento foi incrementado (passos de
50 kN) até a desestabilizacio dos porticos que foi identificada pela formagio de trechos com
rigidez muito baixa nas trajetérias de equilibrio referentes ao deslocamento horizontal do né
superior esquerdo. Essas trajetorias estdo ilustradas na Figura 72 e foram representadas até um

deslocamento de 0,30m.
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p P
0,001 § | Pilar |
—Fy ~ S h=47821x10. m
K° K° b=38045x10" m
r\% Viga
p pl & h=51604x10 m
0.002D “ b=17628x10 m
’ :":e, \a: —+ E=21x10"kN/m’
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g k@ = | 9730kNm
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® f;_\ A1 Rigido
AN

6,096m |
|

Figura 71 — Geometria, carregamento e parametros elasticos do Exemplo 5.4

O processo de solugiao baseado no método de Newton-Raphson é empregado em
todas as andlises e os critérios de convergéncia adotados sao em posicao e em forca com
tolerancias de 107 e 107, respectivamente. Todas as integracdes numéricas foram realizadas com
emprego de 4 x 20 pontos de Gauss em cada lamina da discretizagao.

As trajetorias de equilibrio obtidas com o elemento de portico plano laminado
representaram o comportamento da estrutura de forma coerente com os resultados utilizados
como referéncia. Assim, a técnica proposta para o acoplamento entre elementos laminados é
verificada e considerada consistente.

O comportamento foi apenas um pouco mais flexivel do que o apresentado para o
elemento homogéneo em virtude do maior nimero de graus de liberdade presentes na
discretizacao da secao transversal do elemento laminado. A influéncia disso ¢é identificada no
aumento das diferencas a medida que a rigidez da ligacao cresce.

Nos casos com rigidezes de 4491kNm e 9730kNm, a flexibilidade gerada pelas
ligagbes parece ser predominante sobre a flexibilidade gerada pelo aumento do nimero de graus
de liberdade e as trajetérias de equilibrio dos elementos homogéneo e laminado praticamente
coincidem.

Ja nos casos com rigidez de 30705kNm e ligacao rigida, a flexibilidade causada pela
ligacao foi menor e o efeito do aumento do nimero de graus de liberdade foi mais significativo
sobre o comportamento do portico. Assim, uma diferenca maior ¢é identificada em relagio as
trajetorias de equilibrio obtidas com o elemento homogéneo. Apesar disso, os resultados sao
bastante satisfatorios, pois as diferencas somente refletem uma coeréncia com a cinematica de

ambos os elementos.
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Figura 72 — Trajetérias de equilibrio para o pértico com ligagSes semirrigidas analisado com o elemento laminado

(superior). Trecho inicial (inferior)

Para ilustrar a coeréncia no comportamento obtido, as formas dos poérticos na
configuracio deformada referentes ao ultimo incremento de forca aplicada sao apresentadas na

Figura 73. As legendas e o mapa de cores se referem ao deslocamento horizontal # (m).
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a) Pértico com K* = 4491kNm

Legenda:

pedl=inecd
I 25824
284657

243490
202322
161155
1.194955
078320
0.37653
003514

b) Pértico com K* = 9730kNm

Legenda:

019342
I 01719
015039

012855

I 010737
008585
006434
004252

002131
~0.00020

c) Pértico com K* = 30705kNm

Legenda:

187428
I 1 66442
1.45455

1.24465
1.03452
052445
0E1508
0.40521
019534
-0.01452
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d) Pértico com ligacoes rigidas

Legenda:

039602
I 035187
030772
026357
021942
017527

013113
005698

. 004283
-0.00132

Figura 73 — Resultados do Exemplo 5.4: ConfiguracGes atuais no dltimo passo de carga.

5.5.5 Exemplo 5.5: Porticos laminados

Diante dos resultados satisfatorios obtidos nas analises realizadas nos problemas dos
quatro exemplos anteriores, tanto a formulagdao do elemento de portico plano laminado quanto
sua implementa¢do computacional estao verificadas. Assim, neste dltimo exemplo, dois porticos
laminados foram analisados e os resultados sio apresentados na forma de distribuicdes de
deslocamentos ao longo de segoes transversais localizadas em alguns pontos especificos dos
porticos.

Como dito anteriormente, os exemplos ilustrativos apresentados aqui irdo contribuir
com resultados que possam ser utilizados como referéncia para a verificagao de formulagoes
futuras. Dos trabalhos consultados na revisio bibliografica, a grande parte deles continha
exemplos de placas ou cascas laminadas e somente alguns poucos continham exemplos de vigas
laminadas. Problemas de porticos planos laminados nio foram encontrados. Além disso, os
exemplos disponiveis se restringiam ao regime de linearidade geométrica.

Dito isso, os dois problemas propostos sio o portico com cinco pavimentos e o
portico simples com um pavimento, ambos com apoios engastados, ligagoes rigidas e submetidos
a acao de forcas concentradas e distribuidas. Os poérticos apresentam segoes transversais
laminadas constituidas por cinco laminas. A geometria, propriedades elasticas dos materiais e
carregamento estao descritos na Figura 74.

Para o exemplo do pértico com cinco pavimentos, todas as barras foram
discretizadas com 4 elementos e 20 laminas distribuidas em 2/2/12/2/2. Somente 4 elementos
foram utilizados porque sdao apresentadas apenas as distribuicoes de deslocamentos nas se¢oes

transversais S1, S2, 83, 84, S5 e S6. Ja no exemplo do poértico com um pavimento, os pilares
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foram discretizados com 6 elementos e a viga com 10. A segao foi discretizada também com 20
laminas distribuidas em 2/2/12/2/2. Distribui¢oes de deslocamentos sdo apresentadas para as
secoes transversais S1 e S2.

As trajetérias de equilibrio referentes ao deslocamento horizontal do né superior

esquerdo sao também ilustradas para ambos os porticos.

S6 500 kN/m

ON T T T Ty Iy - . PILAR
1,25m; C 0,03 m
P B 0,005 m
- ~ j\ 0,22m h=03m
Y g
© 0,005 m
KN/ B ) 0,03 m
1000 kN/m )
WON T T T T 777 717 | b=03m
VIGA
C 0,03 m
. B 0,005 m
(2]
100 1o b S4 1000 KN/m A 043m  h=05m
N IFHEEEEEEEEEE hE
" 2sm -
B
- b=0,14m
83——A— & . . .
ik Discretizacio: 12 laminas Discretizagio: 2 laminas
. 1000 kN/m Lamina A:{ 7 = 26072 x 10" kN/m’ Lamina C:{ £ = 2,6072 x 10" kKN/m”
AN R R R NN 1 v =025 v =025
Discretizacio: 2 laminas
Lamina B:{ £ = 21 x 10" kN/m’
€ v=03
o
00 kN S2 1000 kN /m 3000 kN §2 3000 kN/m
NN IR TR NN RN NN R N T T T T T T T T T T .
" 11,25m T 1.0m
£ 8
§1——A—— E §1——A—— E
| I T ] I T
| S5m | | >m |

Figura 74 — Geomettria, carregamento e parimetros eldsticos dos porticos laminados.

O carregamento foi incrementado em 4 passos iguais e o processo de solugao
baseado no método de Newton-Raphson foi empregado em todas as analises com critérios de
convergéncia em posigio (tolerincia de 10”) e em forca (tolerincia de 10°). Todas as integragdes
numéricas foram realizadas com emprego de 4 x 20 pontos de Gauss em cada lamina da

discretizacio.
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Os resultados obtidos para os dois exemplos sao apresentados nas Figura 75,

Figura 76, Figura 77, Figura 78 e Figura 79.
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Figura 75 — Distribui¢do de deslocamentos longitudinais # (m) para algumas se¢Oes transversais do pértico com

cinco pavimentos. Resultados para o dltimo incremento de carga.
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a) Deslocamento horizontal # (m)
Legenda:
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Figura 76 — Deslocamentos globais do pértico com cinco pavimentos. Resultados para o ultimo incremento de carga.

a) Secdo S1 b) Secao S2
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Figura 77 — Distribuicao de deslocamentos longitudinais # (m) para algumas se¢Ges transversais do pértico com um

pavimento. Resultados para o dltimo incremento de carga.
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a) Deslocamento hotizontal # (m)
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Figura 78 — Deslocamentos globais do pértico com um pavimento. Resultados para o ultimo incremento de carga.
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Figura 79 — Trajetérias de equilibrio referente ao deslocamento horizontal # (m) do né superior esquerdo.

Nesses exemplos propostos, resultados em tensido nao sio apresentados porque ja

foram exaustivamente verificados e apresentados nos exemplos anteriores.
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5.6 Consideragoes

A analise dos cinco exemplos permitiu avaliar diversas caracteristicas da formulacao
do elemento de portico plano laminado. Os resultados obtidos foram satisfatérios e tanto a
formulagio do elemento como sua implementacio computacional realizada em linguagem de
programac¢ao FORTRAN foram verificadas.

Dos resultados obtidos no Exemplo 5.1, verificou-se que uma malha de elementos
finitos mais refinada é necessaria para a obtencio de uma representagdo adequada das
distribuicoes de tensdes ao longo da secao transversal, particularmente as tensdes de
cisalhamento. Com relagdao aos deslocamentos, uma discretizagdo bem menor ja converge para os
valores adotados como referéncia. Outra observagao importante é que um numero crescente de
pontos de Gauss distribuidos ao longo da espessura das laminas é necessario a medida que se
aumenta a quantidade de laminas utilizadas na discretizagdo da segao.

Nos Exemplos 5.2 e 5.3, a possibilidade de aplicagao de forgas distribuidas e forgas
concentradas fora da linha de referéncia do elemento foi avaliada, sendo considerada consistente,
uma vez que resultados satisfatorios foram obtidos para as distribuicdes de deslocamentos e
tensoes nas segoes transversais. Nesses exemplos, também se verificou que o emprego, no

programa Ansys® do elemento bidimensional PLANEA42 apresenta problemas de mau

)
condicionamento matricial causados pela distor¢ao dos elementos e pela variagio brusca nas
propriedades elasticas do material de uma lamina para outra. Esse fato nao é observado no
elemento de portico plano laminado, demostrando sua eficiéncia para analisar problemas planos
(esbeltos ou nao) constituidos por compositos laminados.

A técnica de penalizagio empregada para realizar o acoplamento de elementos
também se mostrou eficiente, conforme resultados do Exemplo 5.4. Verificou-se sua
versatilidade diante da possibilidade de representar ligacbes com qualquer rigidez.

Por fim, resultados das distribui¢oes de deslocamentos ao longo da secio transversal
foram apresentados para dois exemplos de portico propostos. Dessa forma, uma contribuicio é

dada para reduzir a dificuldade em encontrar resultados de analises nao lineares geométricas em

exemplos de porticos planos laminados, vislumbrando aplicagoes de trabalhos futuros.
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As formulagoes de dois elementos finitos posicionais foram desenvolvidas,
implementadas computacionalmente e verificadas através da analise de problemas com solugdes
analiticas e numéricas disponiveis na literatura ou encontradas a partir de analises numéricas
realizadas no software Ansys®.

O primeiro elemento desenvolvido foi o de portico plano homogéneo com graus de
liberdade compostos por posi¢oes nodais e por vetores generalizados que representam o giro € a
variagao na altura da secdo transversal. Problemas com caracteristicas variadas de geometria,
carregamento, contorno e rigidez das ligacbes entre barras foram analisados. Os resultados
obtidos confirmaram a consisténcia, eficiéncia e robustez da formulagao do elemento, pois uma
excelente concordancia com resultados de referéncia foi verificada.

Assim, o elemento ¢ adequado para realizar analises nao lineares geométricas em
modelos estruturais de poérticos planos cujas configuragdes atuais podem apresentar grandes
deslocamentos e rotagbes, mas com comportamento elastico linear para o material que deve
exibir deformacSes moderadas.

Como propostas de trabalhos futuros relacionados a esse elemento, podem ser

apontadas:

e inclusio da nao linearidade fisica por meio da consideracio de modelos
constitutivos elastoplasticos tanto para o elemento como para as ligacoes;

e implementa¢ao do método de solucao baseado na estratégia do comprimento de
arco, cuja formulacio matematica ja foi desenvolvida, restando apenas sua
implementacao computacional e verificagao através de exemplos numéricos;

e cxpansio da formulagio para modelos tridimensionais com desenvolvimento de
uma estratégia para representar secoes transversais quaisquer.

Diante do bom desempenho apresentado pelo elemento de portico plano
homogéneo, uma expansao natural de sua cinematica foi utilizada para o desenvolvimento do
elemento de portico plano laminado.

A eficiéncia do elemento laminado foi comparada em relagdo ao elemento finito
bidimensional com uma discretiza¢ao equivalente e mesmo numero de graus de liberdade. Foram

identificados nos elementos bidimensionais, problemas de mau condicionamento matricial pro-
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vocados por distor¢des nos elementos e por variagoes elevadas e bruscas nas propriedades
elasticas das laminas. Por conta disso, um refinamento da malha foi necessatio.

Esses problemas nao foram verificados no elemento laminado e, portanto, redu¢oes
do custo computacional sao possiveis, pois resultados satisfatorios sio alcangados com
consideravel menor nimero de elementos e graus de liberdade se comparado a uma malha
refinada de elementos bidimensionais.

Uma vez que nido foram encontradas na literatura aplicagdes dos elementos
laminados para analise nao linear geométrica de poérticos planos, atrelando a este fato ainda a
possibilidade da presente formulagao de considerar o carregamento aplicado fora da linha de
referéncia dos elementos, pode-se considerar que os desenvolvimentos aqui apresentados para o
elemento de poértico plano laminado sdo contribui¢oes alcangadas no presente trabalho.

A formulagao posicional proposta para o elemento permite considerar uma sec¢ao
transversal composta por varias laminas de materiais diferentes, com independéncia de giro e
variagao de espessura. Com essa cinematica, a heterogeneidade transversal e o efeito Zig-Zag
presente nos laminados sdo representados. Além disso, é importante ressaltar que a
compatibilidade de posi¢ao nas interfaces é atendida de forma intrinseca pelas fungdes de
mapeamento posicional empregadas.

Os resultados obtidos para os exemplos considerados demostraram a capacidade do
elemento em realizar analises ndo lineares geométricas em estruturas de porticos planos
constituidos por materiais compésitos laminados com segdao transversal fina ou espessa.
Distribui¢oes de tensio axial na dire¢ao longitudinal e principalmente de tensdo axial e de
cisalhamento na dire¢ao transversal foram representadas com excelente precisao.

Portanto, a cinematica e o elemento propostos sio considerados consistentes e
eficientes, viabilizando futuras expansdes para modelos estruturais de casca e modelagens do
processo de falha de laminados por delamina¢ao ou deslizamento.

Algumas propostas de trabalhos futuros para a otimizagdo do cédigo computacional
implementado e para o desenvolvimento do elemento e da formulagio posicional aplicada a
solu¢ao de problemas constituidos por compdsitos laminados sdo os seguintes:

‘A

e Modificagdao do cédigo para calcular as matrizes A’ (51 ,fz) e a—ﬁ
Da

sempre que

necessario e nao armazena-las no inicio do processamento;
e Modificagao do cédigo computacional implementado no sentido de permitir um
numero independente de laminas em cada elemento e uma quantidade diferente

de pontos de Gauss utilizados para integragdo numérica de cada lamina;
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Emprego de técnicas baseadas em matriz esparsa para solu¢ao do sistema de
equagdes responsavel por determinar corre¢oes sobre as posigoes-tentativa;
Paralelizacao do cédigo;

Consideracio de acbes dinamicos, comuns nas estruturas construidas com
compdsitos laminados;

Expansio da formulagdo para modelos tridimensionais de poértico e casca;
Adequacao da formula¢do para permitir a consideragao de materiais ortotropicos;
Inclusio da nio linearidade fisica por meio de modelos constitutivos
elastoplasticos tanto nas laminas como nas ligagoes;

Desenvolvimento da modelagem do processo de falha por delaminagao ou

deslizamento.
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