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RESUMO

PEREIRA, D. de P. Analise nao linear geométrica de sdlidos elasticos tridimensionais
reforcados com fibras através do método dos elementos finitos. 2015. 85 p. Dissertagao
(Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola
de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2015.

O presente trabalho tem por finalidade estudar e implementar um modelo numérico de
andlises cinematicas de sélidos tridimensionais via método dos elementos finitos posicionais,
com consideracao de fibras longas ou curtas inseridas de maneira aleatéria ou ndo no dominio
da andlise. O modelo numérico considera material isotrépico para a matriz ¢ nao linearidade
geométrica. O dominio do s6lido € discretizado por meio de elementos finitos tetraédricos de
ordem qualquer, cujos parametros nodais sdo suas posicdes. A medida de deformacdo
utilizada é a de Green, associada a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, referenciada
pela configuracdo inicial do corpo, caracterizando o sistema de espaco como Lagrangiano
total. O cdlculo da posicdo de equilibrio € baseado no principio da minima energia potencial
total. Para a resolucdo do problema ndo linear geométrico, adota-se o método iterativo de
Newton-Raphson. A insercdo das fibras no dominio da andlise € feita com a associacdo das
mesmas com elementos finitos unidimensionais curvos de ordem qualquer, cujas posi¢oes
nodais sdo dadas em fungdo das posicdes dos nés dos elementos de s6lido. Essa abordagem
tem como vantagem o fato de ndo aumentar o nimero de graus de liberdade do sistema, ao
mesmo tempo em que ndo limita as posi¢Oes das fibras dentro do dominio por nio ser
necessdria a coincidéncia das malhas. Exemplos sdo apresentados para validagdo dos

desenvolvimentos e implementacdes realizadas.

Palavras-chave: Elemento Finito Posicional. Materiais Compdsitos. Andlise Nao Linear de

Estruturas. Sélidos refor¢cados com fibras. Fibras aleatdrias.






ABSTRACT

PEREIRA, D. de P. Geometric nonlinear analysis of fiber reinforced tridimensional
elastic solids using finite element method. 2015. 85 p. Dissertation (M. Sc. In Structural
Engineering) — Department of Structural Engineering, School of Engineering of Sdo Carlos,
University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2015.

This study aims to develop and implement a numerical model of kinematic enrichment, to
analyze tridimensional solids based on positional finite element method, considering long and
short fibers random distributed inside the domain. The numerical model considers isotropic
material and geometric nonlinear behavior for both matrix and fibers. Tetrahedral finite
elements with any order of approximation are used to discretize the solid domain, with
positions as nodal parameters. Green strain and Saint-Venant-Kirchhoff constitutive law are
used, referenced in initial configuration of the body, characterizing the developed formulation
as total Lagrangian. The equilibrium is obtained with the application of Total Potential
Energy Principle, adopting the Newton-Raphson method to solve the resulting nonlinear
system of equations. The fibers are considered in the formulation using curved one-
dimensional finite elements with any order of approximation, and the nodal positions of the
fibers are related with the nodal positions of the solid elements. The coupling method adopted
does not increase the number of degrees of freedom of the system, and does not limit the
positions of the fiber nodes to be coincident with solid nodes. Examples are presented in order

to validate the developed and implemented formulations.

Keywords: Positional Finite Element. Composite Materials. Nonlinear Structural Analysis.

Fiber Reinforced Solids. Random Fibers.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentadas consideragdes iniciais relacionadas ao tema, as
motivacdes e 0s objetivos da pesquisa e, por fim, apresenta-se como foi organizada a

dissertacdo na estrutura de capitulos.

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

A ideia de se combinar dois materiais diferentes para obter um terceiro material
com propriedades afins superiores € relativamente simples, visto que por volta de quatro
mil anos atrds a antiga civilizagcdo egipcia ja fazia uso de tijolos de barro reforcados com
palha picada na constru¢@o de pequenas estruturas como casas ou armazéns (EXODO-5:7;
MENDONCA, 2005). Materiais como este sao denominados compostos ou compositos, e
tém por defini¢cdo a combinag@o de dois ou mais materiais de maneira multifdsica (sob o
ponto de vista macroscopico), a fim de dar origem a um novo material (multifdsico) com
propriedades mecanicas melhoradas, se comparadas as dos materiais que deram origem ao
composito (CALLISTER, 2005). A vantagem dos materiais compdsitos em relacdo aos
materiais homogéneos, é que as propriedades desejaveis de diferentes materiais podem ser

aproveitadas no mesmo componente estrutural (PASCON, 2012).

Embora esta ideia seja antiga, de acordo com Riul (2009) a primeira patente de um
composito estrutural data de 1916, porém sé na década de 40, durante a segunda guerra, o
tema foi popularizado mundialmente, isto porque as estruturas das aeronaves até entao
eram baseadas em ligas metdlicas, que sofriam com o peso e corrosdo. A necessidade de
aeronaves mais leves e resistentes a corrosao impulsionou as pesquisas para a obtengao de
novos materiais que pudessem substituir os vergalhdes de aco e outros componentes
estruturais. Em 1949, com o advento da fibra de vidro, se deu inicio ao desenvolvimento

dos compdsitos modernos, e a partir dai gradativamente os compdsitos estao substituindo
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as pecas de ligas leves nas aeronaves. Hoje a estrutura de uma aeronave tipica ja possui

uma parcela significativa de compositos.

B R Total dos Materials utilizados

Fibra de vidro B Laminado de fibra de carbono ! emmassa
B Aluminio I Painel sanduiche de fibra de carbono :
Aluminio/agoftitanio : Outros

Ago 5% Compésitos
10% 50%

15%

Aluminio

Para comparagdo, o 777 utiliza 12%
de compésitos e 50% de aluminio

Figura 01 — Boeing 787. Fonte: Boeing.com

No desenvolvimento deste tipo de material se busca principalmente a melhoria de
propriedades mecédnicas como, por exemplo: rigidez, tenacidade e resisténcia as
solicitacdes. Devido a grande possibilidade de combinagdes que pode dar origem a um
composito, este tipo de material deixou de ser exclusivo da indistria aerondutica e passou
a ser uma alternativa muito interessante para vdrias outras dreas da inddstria como:
automobilistica, de eletroeletronicos, de equipamentos esportivos, petroquimica, etc

(GAY, 2003).

Na construgdo civil o uso de materiais compdsitos ja € bastante recorrente, como
por exemplo, o concreto armado, que tem como principal vantagem o ganho de resisténcia
a tracdo proporcionada pelo ago, estruturas mistas, protendidas, etc. Porém, com a
necessidade de se projetar e construir estruturas cada vez mais arrojadas, novos
compdsitos passaram a ser considerados, e dos muitos tipos de compdsitos se destaca o

reforcado por fibras, objeto de estudo deste trabalho.
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1.2 MATERIAIS COMPOSITOS

Material compésito é aquele criado apds a combinacdo de dois ou mais
constituintes, ou fases. A cada fase € dado um nome conforme seu desempenho na

finalidade das propriedades do material final.

z

Em geral, um material compdsito € constituido por uma fase denominada de
matriz, componente continuo, mas nem sempre em maior quantidade, de baixas
propriedades mecanicas, mas de facil moldagem, cujo objetivo € transmitir as solicitacdes
para os materiais da fase de reforco e manter os mesmos ligados entre si; podendo a fase
de refor¢o ser na forma de fibras, particulas ou laminas, cuja finalidade é aprimorar uma

ou mais propriedades mecanicas da matriz.

Por vezes ainda é considerada uma terceira fase distinta, localizada entre as fases

matriz e refor¢o, e denominada interface ou zona de transigao.

Refor¢o
(fase dispersa)

Matriz

(fase continua) ~ Zona de

transicao

Figura 02 — Fases de um material compdsito (DANIEL;ISHAI,2006)

Segundo Daniel e Ishai (2006) esta fase tem o papel de proporcionar a correta
transmissdo de esforcos entre a matriz e o refor¢o, ou seja, para uma transmissao eficaz de
esforcos deve-se garantir uma boa adesdao entre a matriz € o reforco, e por vezes é
necessario um tratamento superficial no material reforcante. A formulacdo desenvolvida
neste trabalho considera aderéncia perfeita entre as fases, em outras palavras, durante o
processo de deformacdo a fibra ndo desliza em relacdo a matriz, ndo sendo, portanto,

modelada a interface ou zona de transicao.

Devido a grande variedade de materiais e inimeras combinacdes que dao origem
aos compdsitos, surgiu a necessidade de classificd-los. Neste sentido, Mendonga (2005)
classifica os materiais compoésitos de acordo com as suas caracteristicas geométricas que

podem ser particulados, fibrosos ou laminados. Ja Hull (1988) classifica os compdsitos em
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dois grandes grupos, os naturais, que provém de combinag¢des de materiais criados pela
natureza e os sintéticos, que sao fabricados pelo homem, portanto, de natureza artificial.
Ainda segundo Hull (1988) os compdsitos sintéticos podem ser subdivididos em
macroscopico, materiais em que suas fases sdo macroscopicas, ou seja, podem ser
distinguidas a olho nu, e os microscépios, materiais em que suas fases sé podem ser

distinguidas com o auxilio de microscopia.

Tabela 01 — Classificagdo dos materiais segundo seus constituintes (HULL, 1988).

NATUREZA DOS MATERIAIS EXEMPLOS
- Madeira:
Naturais - Ossos
Materiais - Musculos:
Compoésitos Microcompdsitos - Plastico reforgado:
Sintéticos | Macrocompositos - Concreto Armado:

Os compésitos ainda podem ser classificados como refor¢cados com particulas,
refor¢ados com fibras e hibridos (CALLISTER 2005), podendo ser subdivididos conforme

apresentado na Figura 03.

|
I | ]

Particulas Fibras Hibridos
Reforcantes Reforgantes
Particulas Particulas Continua Descontinua I Laminados I I Sanduiches l
Grandes Pequenas (alinhada) (picada)
|

| orientada I aleatéria

Figura 03 — Classificagdo dos materiais compdsitos com destaque para fibras reforcantes

(ADAPTADO de CALLISTER 2005)

Callister (2005) define um compdsito com particulas reforgantes, como aquele em que
o material de refor¢co € equiaxial, ou seja, possui dimensdes aproximadas em qualquer direcdo

que se meca. Ja o termo grande (Figura 03) se refere as particulas de um tamanho suficiente



23

para que as interagdes matriz—reforco ndo possam ser tratadas em um nivel atbmico, ao invés
disso, a mecanica do continuo deve ser aplicada. Em geral, neste tipo de compdsito a fase
particulada é mais dura e mais rigida que a matriz, restringindo a movimentacdo da mesma
em suas vizinhangas, j4 a matriz essencialmente transfere parte da tensdo aplicada as

particulas.

Para que em um compdsito particulado o reforco seja eficaz, se deve obter uma
disposicao homogénea das particulas e que as mesmas sejam pequenas, “...pois quanto menor
o volume de um material também é menor a chance do mesmo possuir algum defeito”
(ROESLER et al., 2007). Um exemplo deste tipo de material € o concreto, composto de
cimento (a matriz) e de areia e brita (os particulados), em que ambos os materiais, matriz e

refor¢o s@o ceramicos.

Ainda segundo Callister (2005), é considerado um compdsito hibrido aquele que nao
depende somente das propriedades dos materiais, mas também do projeto geométrico dos
varios elementos estruturais. Dentre os compdsitos estruturais, os mais comuns Sa0 O0S
laminados e os painéis sanduiche. Um compésito laminado € composto por 1aminas ou painéis
bidimensionais que possuem uma direcdo com alta resisténcia, sendo as laminas empilhadas e
unidas umas as outras de tal modo que a orientagdo da direcdo com alta resisténcia varie de
uma camada para outra. Desse modo, um compésito laminado em qualquer dire¢cdo do plano
bidimensional possui uma resisténcia relativamente alta, no entanto, a resisténcia em qualquer
direcdo é menor que no caso de todas as fibras estarem orientadas naquela direcdo
(CALLISTER 2005). Os comp6sitos laminados podem ser planos em formas de placas ou
curvos em formas de cascas (SAMPAIO, 2014).

Um compésito sanduiche é obtido por uma jung¢do de duas camadas, ou laminas,
externas resistentes, separadas por um ntcleo adesivo e mais leve, este nicleo fornece um
aumento na espessura do conjunto, trazendo um ganho de rigidez ao mesmo tempo em que
ndo aumenta consideravelmente o peso da estrutura (VALENTE, 2012). Este material
geralmente é projetado como painéis e vigas de rigidez, com resisténcia relativamente

elevadas e baixo peso (CALLISTEER, 2005).

Compésitos reforcados com fibras sdo aqueles em que o material de reforco se
manifesta na forma de fibra. “Tecnologicamente os compoésitos reforcados com fibras sdo os
mais importantes.”(CALLISTEER, 2005), isso devido as inimeras aplicacdes que este tipo de

compdsito tem nas varias areas da industria.
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Segundo Hyer e White (1998) uma fibra se forma seguindo a orientagcdo preferencial
das ligacOes atomicas e moleculares em sua dire¢do longitudinal, o que promove as fibras
melhores propriedades mecanicas naquela dire¢cdo. Quando hd mais de um tipo de fibra como

material de refor¢co o compdsito recebe o nome de misto (HYER e WHITE, 1998).

Pode-se definir como fibra, todo material reforcante que possui uma dimensdao muito
maior que as outras duas. A “American Society for Testing Materials — ASTM, Committee
D30” define fibras como materiais alongados com a maior dimensao na razao de, pelo menos,
10/1, em comparacdo com as outras, com uma secdo transversal de 5x107 mm? e espessura

maxima de 0,25 mm (JUVANDES et al., 1996).

Ja Callister (2005) define fibra, como um material de pequeno didmetro e muito mais
resistente que o mesmo material em dimensdes volumétricas. Segundo Griffith (1921), as
fibras apresentam propriedades muito superiores as dos materiais que as originaram na forma
macicga, o referido autor também constatou que o vidro na forma macica apresentava tensdes
de ruptura de cerca de 170 MPa, enquanto fibras de vidro com cerca de 20 um de diametro,
chegavam a tensoes de ruptura de 3500 MPa, tendo concluido que o uso de fibras é uma das
principais razdes para a grande melhoria nas caracteristicas mecanicas dos compdsitos. Como
a fibra possui uma rigidez maior que o material volumétrico (matriz), fica claro que € esta

quem suportard as cargas transferidas da matriz (TITA, 1999).

Com relagdo a distribuicdo, as fibras podem ser continuas e alinhadas, descontinuas e
alinhadas ou descontinuas e desalinhadas (CALLISTER, 2005). Conforme ja foi dito, uma
fibra possui propriedades mecanicas melhores na direcdo longitudinal, logo um compdsito
fibroso, com as fibras alinhadas, ird suportar carregamentos mais elevados quando os mesmos
atuarem na direcdo das fibras. Todavia, as fibras dispostas numa direcio normal ao
carregamento atuante podem promover até mesmo reducdo na resisténcia do compoésito

(HULL, 1988; CALLISTER 2005).

As principais fibras utilizadas como reforcos hoje em dia sdo: Fibra de vidro, Fibra de
Carbono, Aramida (ou Kevlar), Fibra de Boro e Carbeto de Silicio. (GAY, 2003; Juvandes et
al., 1996).

Ainda se pode destacar as fibras de origem vegetais por trazerem outros tipos de
vantagens, como financeira, e por se tratar de um recurso praticamente ilimitado e renovéavel,
portanto sustentdvel do ponto de vista ambiental. Por exemplo, em se tratando de construcao
civil, tem-se que a mesma ja utiliza compésitos reforcados por fibras naturais na construgao

de grades de protecao em pontes de rodovias (DWEIB et al., 2004).
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1.3 MOTIVACAO E OBJETIVOS DA PESQUISA

Os compdsitos reforcados com fibras atualmente representam uma grande parte de
toda a exploracdo comercial de compdsitos, pois como ja mencionado, estes se tornaram uma
alternativa interessante para diversas dreas da industria. Isso porque refor¢os com fibras
geralmente sdo fdceis de confeccionar e baratos, além de melhorar varias propriedades de
diferentes tipos de matrizes, como, por exemplo, matrizes poliméricas, que quando reforcadas
com fibras de carbono tendem a possuir uma tenacidade e resisténcia a diferentes tipos de
solicitacdes mecanicas melhoradas, inclusive em diferentes temperaturas (CALLISTER
2005), tornando possivel a aplicagdo deste tipo de compdsito desde a fabricacdo de varas de

pesca até partes especificas de uma aeronave.

Ja matrizes frageis (geralmente ceramicas) quando refor¢cadas com fibras, melhoram
consideravelmente as propriedades de tracdo e flexdo, que no caso particular do cimento,
significa uma alteracdo das propriedades reoldgicas da mistura fresca, um controle da
fissuracdo do concreto e uma mudanca do seu comportamento a fratura, conferindo maior
capacidade de carregamento apds o aparecimento das primeiras trincas (HANNANT, 1978).
Com isso, o refor¢co com fibras passa também a ser interessante para diferentes elementos de

uma estrutura de construcdo civil.

Portanto, pela grande aplicabilidade comercial, € estratégica a correta previsao do grau
de solicitacio maximo que um composito reforcado com fibras pode suportar, ou seja, para a
aplicacdo segura deste material, deve-se, de antemao, prever com certa eficiéncia quando e
como a ruptura acontecerd. Tal previsdo € essencial, para se obter com determinado grau de
confianga e seguranca o dimensionamento estrutural (PASCON, 2012). Em um compdsito
reforcado com fibras, a falha pode acontecer na matriz, na fibra, ou pelo deslocamento entre a

fibra e a matriz (DANIEL; ISHAI 2006).

z

A previsdo de falha é obtida principalmente de duas maneiras: uma empirica e
experimental, que fornece por meio de ensaios, o grau de solicitagdo maximo que um
determinado material pode suportar; e outra matemdtica, analitica para casos simples, ou
numérica para casos mais gerais. Esta formulacao € obtida principalmente durante a tentativa
de entender o porqué da falha, e a partir dai prever falhas futuras por diferentes tipos de

solicitacOes. A estas previsoes se dd o nome de critérios de falhas, ou critério de resisténcia.
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Em geral, ensaios mecanicos sdo onerosos, tanto em termos financeiros, quanto no que
concerne ao tempo. Portanto, os engenheiros, na tentativa de prever a falha de um material,
tém recorrido aos métodos numéricos, com destaque ao Método dos Elementos Finitos, que
quase sempre sdo aplicados com o auxilio de computadores. Isso pode ser visto, por exemplo,
na industria automobilistica, a qual vem substituindo seus ensaios de impacto de carro com

anteparo rigido por simula¢des computacionais. (PASCON, 2012).

Os mecanismos de falha de um material compdsito variam bastante com suas
propriedades e com o tipo de carregamento (COSTA et al., 2010), mas em geral para a
determinagdo da falha de um material usando qualquer critério, deve-se conhecer o campo de
tensdes ou deformagdes do mesmo, ou seja, para a determinacdo da falha de um material,
antes deve-se conhecer seu comportamento mecanico e a partir dai aplicar um critério de falha

adequado.

Segundo Sampaio (2014), resolver o problema de comportamento mecanico consiste
principalmente em se obter a posicdo de equilibrio de uma estrutura, os campos de
deslocamento, tensdes e deformagdes. Em casos onde a estrutura sofre grandes deformacodes e
deslocamentos, ou seja, a posi¢do de equilibrio da estrutura se afasta muito da posicao inicial,

a consideracdo da ndo linearidade geométrica nas formulagdes utilizadas se faz necessaria.

Em se tratando de sélidos refor¢cados com fibras, vérias formulagdes sdao propostas
para a andlise estrutural, algumas dessas sdo citadas no Capitulo 02. Estas formula¢des podem
ser organizadas em pelo menos quatro grandes grupos: os modelos em que o meio compdsito
heterogéneo € substituido por um homogéneo equivalente; os modelos em que tanto a matriz
quanto as fibras sdo discretizadas com elementos sélidos tridimensionais; os modelos em que
a matriz € discretizada com elementos simplificados como chapas ou casca e as fibras com
elementos de barra; e os modelos em que a rigidez das fibras € distribuida na rigidez do
elemento finito de sélido (BARUT et al., 2000). Em geral, estes modelos ou dificultam a
andlise do problema de forma local ou aumentam consideravelmente o numero de graus de
liberdade (incégnitas) do sistema de equagdes resultante, e/ou exigem a coincidéncia dos nos
da malha das fibras com os nés da malha da matriz na discretizagdo do problema.

(SAMPAIO, 2014).

Diante disso o objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma formulagdo
alternativa, com parametros posicionais, considerando a ndo-linearidade geométrica para
andlise do comportamento mecanico de sélidos tridimensionais refor¢cados com fibras. O meio

continuo € discretizado em elementos tetraédricos e as fibras em elementos de barras,
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podendo ou nao ser curvas, sendo que para ambos permite-se adotar qualquer grau de
aproximacgao para as varidveis envolvidas na andlise. A fim de aliviar o custo computacional
inerente a formulagdo tridimensional, as fibras sdo introduzidas no sistema de uma maneira

em que ndo se aumente o nimero de graus de liberdade do problema.

Nos tltimos anos, diversas formula¢des foram desenvolvidas e implementadas no
grupo de pesquisa no qual se insere o presente trabalho, tanto relacionadas a andlise nao linear
geométrica de barras e sélidos bidimensionais e tridimensionais, quanto a simula¢do do
comportamento de compositos particulados, laminados e refor¢ados por fibras (VANALLLI,
2004; GRECO, 2004; CODA e GRECO, 2004; PACCOLA et al., 2008; CODA e PACCOLA,
2007, 2008; MACIEL, 2008, PASCON, 2012; SAMPAIO, 2014; MOURA, 2015;
NOGUEIRA, 2015). Esses trabalhos, de uma forma geral, serviram de base para os

desenvolvimentos aqui apresentados.

A metodologia adotada para se alcancar os objetivos propostos na presente pesquisa
permitiu um gradual aprendizado dos conhecimentos aplicados, possibilitando um melhor

entendimento da formulacdo em cada etapa desenvolvida, conforme apresentado a seguir:

¢ Formulacdo e implementacdo de elemento finito de barra simples (treliga),
bidimensional e tridimensional, com consideracdio de ndo linearidade
geométrica, usado posteriormente para simular trechos de fibras continuas e/ou

fibras curtas inseridas no continuo, Figura 04;

>

Figura 04-Elementos finitos de barra simples (2D /3D)
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Formulacdo e implementacdo de elemento finito de chapa, com consideracio
de ndo linearidade geométrica e possibilidade de se adotar qualquer grau de
aproximagdo para as varidveis nodais. Este cdédigo serviu de base para as
implementagdes do elemento finito tridimensional, utilizado para simular o

continuo na presente pesquisa, Figura 05;
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Figura 05— Elemento finito de chapa.

Formulacao de elemento finito tridimensional (tetraédrico), com qualquer grau
de aproximacgdo para as varidveis nodais e consideracdo de ndo linearidade
geométrica, partindo da formulacdo do elemento de chapa mencionada no item

anterior;

Adaptacdo do codigo de trelica para consideracdo de diferentes graus de
aproximacdo para o elemento de barra simples, permitindo a utilizacdo de

fibras retas e curvas;

Implementacdo do acoplamento entre os elementos de sdlido e de fibra,
seguindo estratégia apresentada em Vanalli (2004) e Sampaio (2014),
adaptando a ideia para chapas, placas e cascas utilizada pelos referidos autores

para o caso tridimensional da presente pesquisa;

Desenvolvimento de gerador automadtico de fibras curtas aleatérias e longas

para a andlise de dominios eldsticos tridimensionais;
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Os cdédigos computacionais foram desenvolvidos integralmente durante a pesquisa em
linguagem de programacgdo Fortran. Utilizou-se também, para a solucdo de sistemas lineares
esparsos e  simétricos, o co6digo denominado de MA27 disponivel em
http://www.hsl.rl.ac.uk/ipopt. Os exemplos de sélidos bidimensionais desenvolvidos na etapa
inicial tiveram suas malhas criadas empregando-se o pré-processador de acesso livre
AcadMesh2D (PIEDADE NETO, D.; FAGA JUNIOR, R.; PACCOLA, R. R, 2012)
disponivel em: http://www.set.eesc.usp.br/portal/pt/softwares, ja para sélidos tridimensionais
as malhas sdo criadas empregando-se o pré-processador do software comercial Ansys® e
depois modificadas com a adi¢do de nds a fim de se representar a aproximacdo de varidveis
desejadas na simulacdo. Para visualizar os resultados obtidos, os cddigos desenvolvidos foram
acoplados a um programa de acesso livre para pos-processamento em elementos finitos 2D e
3D, denominado AcadView (PACCOLA, R. R.; CODA, H. B, 2005), que se encontra

disponivel em: http://www.set.eesc.usp.br/portal/pt/softwares.

1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Para apresentar a formulagao desenvolvida e o resultado da pesquisa, este trabalho esta
organizado em cinco capitulos conforme descrito a seguir.

No Capitulo 1 apresenta-se uma introdug@o ao trabalho, descreve-se o que é o material
compdsito e suas classificacdes, apresenta-se o compdsito com fibras e sua importancia, bem
como demais justificativas e objetivos desta pesquisa. Também se faz um breve comentario
sobre a metodologia adotada para o desenvolvimento da formulagao.

No Capitulo 2, apresenta-se uma breve revisdo bibliogrdfica com os artigos mais
importantes encontrado pelo autor. Na revisdo se faz um breve relato sobre o
desenvolvimento de estudos com fibras como refor¢o estrutural, apresenta-se alguns trabalhos
de simulacdes numéricas que considerem matrizes reforcadas por fibras, e também ndo
linearidade geométrica, por fim se faz um breve relato sobre o desenvolvimento do método
dos elementos finitos posicional.

No Capitulo 3 descreve-se o problema de equilibrio estdtico ndo linear geométrico, e
apresentam-se algumas considera¢des para embasamento matemético do método adotado para
andlises numéricas neste trabalho. Também se descreve as formulacdes para os elementos de

sélidos tetraédricos e de fibras.
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No Capitulo 4, sdo apresentados 5 exemplos para validar a formulag¢do desenvolvida e
implementada na presente pesquisa, além de mostrar o potencial de aplicacdo da mesma.
No Capitulo 5, tem-se as conclusdes deste trabalho, consideracdes finais sobre a
aplicabilidade da formulagdo e sugestdes de pesquisas futuras.
Por fim, listam-se, em ordem alfabética, as referéncias bibliograficas consultadas para

o desenvolvimento deste trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo € apresentado um breve relato sobre a evolucao dos estudos e aplicacao dos
materiais reforcados com fibras, além de alguns trabalhos desenvolvidos no que se refere as
formulacdes computacionais para descrever o comportamento de sélidos, reforcados ou ndo

com fibras, sujeitos as solicitacdes mecanicas.

2.1 EVOLUCAO DOS ESTUDOS DE REFORCOS COM FIBRAS

Durante o século XX, a investigacdo na drea da ci€ncia dos materiais proporcionou
aos engenheiros explorarem uma nova gama de materiais que permitiriam a confec¢do de
estruturas com propriedades mecanicas mais eficazes, leves, e por vezes mais baratas. A esta
nova classe de materiais foi dado o nome de compdsitos. Dentre os vérios tipos de compositos

se destacam os materiais refor¢cados com fibras (BERNARDI, 2003).

O conceito de reforco com fibras nos materiais de construcdo nao € algo novo. As
fibras t€m sido aplicadas em construcdes desde o inicio da histéria do homem; exemplos se
referem a tijolos de adobe reforcados com fibras vegetais na Babilonia e Pérsia, pélos de
animais utilizados como reforco em argamassa de enchimento de paredes, tijolos de barro
produzidos pelos egipcios com argila cozida e reforcados com palha. Entretanto, a adi¢ao de
fibras para refor¢co do concreto € uma técnica de construcao relativamente nova. O emprego
de fibras descontinuas adicionadas ao concreto desenvolveu-se a partir de 1960
(LUBIN,1982), quando surgiram no mercado novos produtos tais como fibras metdlicas,

minerais € de vidro.

No Brasil, a utilizagdo de fibras vegetais com a finalidade de refor¢co de matrizes
comegou na PUC-Rio em 1979 (BRESCANSIN, 2003), onde foram realizados estudos com
fibras de coco reforcando argamassa de cimento. O interesse pelo uso das fibras naturais

como reforco esta vinculado ao seu baixo custo, disponibilidade e por questdes ambientais e
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econOmicas, j4 que os materiais tradicionais de constru¢do apresentam um custo bastante
elevado, explicado pelo alto consumo de energia na fabricagdo e também ao transporte. Este
interesse se confirma ao se observar a evolugdo das publicacdes no que diz respeito ao estudo
das fibras naturais na Figura 06. Os estudos relacionados as fibras naturais passaram a ser tao
significativos que alguns autores adotaram o nome deste material como ECO - Compdsito

(MADGE, 1993). Hoje tanto fibras naturais quanto as sintéticas sdo largamente utilizadas.

& -

Figura 06 — Evolucdo do depdsito de patentes internacionais relacionadas a fibras de sisal.

(Scopel, F.; Faria, L.I.L.; 2013)

Virios trabalhos relacionados a melhora de propriedades mecénicas alcancadas com a
utilizacdo de fibras em diferentes matrizes sdo encontrados na literatura especializada, sendo
mais comum trabalhos com aplicacdo de matrizes de cimento (GUIMARAES, 1982; RYDER,
1970; BERNARDI, 2003). As fibras, em quantidades adequadas, modificam as caracteristicas
da matriz fragil e, de acordo com fatores como seu altissimo mddulo de elasticidade, elevada

resisténcia a tracdo e pequeno coeficiente de Poisson, podem promover no compdsito

(GUIMARAES, 1982):

e Acréscimo na resisténcia a tragdo e flexao;
e Acréscimo na resisténcia ao impacto;
e Controle de fissuragdo e mudanga de comportamento na ruptura, conferindo aumento

na capacidade de carregamento apds a fissuracdo da matriz.
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No entanto, essas melhorias podem ser, geralmente, acompanhadas por diminui¢do na
resisténcia a compressdo. Quando bem controlada, essa queda na resisténcia pode ndo

comprometer o desempenho do compésito em servico (GUIMARAES,1982).

Com o desenvolvimento de formulagdes dos compdsitos propriamente ditos,
percebeu-se que os materiais reforcados com fibras poderiam ser aplicados em reparacdo de
estruturas. Os primeiros registos comerciais utilizando compdsitos em técnicas de reparacdo
para estruturas tradicionais ocorreram no Japao na década de 80, e na Suica em 1991

(MEIER, 2000).

Desde entdo, centenas de reparagdes com compdsitos refor¢cados com fibras foram
realizadas em estruturas por todo o mundo (MEIER, 2000), sendo alguns exemplos: pontes
(RIZKALLA, 1999; HAYES, 2000), parques de estacionamento (RIZKALLA, 1999),
estruturas de aboboda (BARBONI, 1997) e ferrovias em madeira (JACOB, 1997). Assim,
verifica-se que estes materiais se aplicam de maneira muito eficaz na reparacdo, reforco e

modernizacdo de estruturas pré-existentes (KARBHARI, 1998).

Com o passar do tempo, os materiais compdsitos reforcados com fibras passaram a ser
importantes nas diversas indudstrias de confeccdo, no entanto, o comportamento mecanico
destes materiais € obtido principalmente com métodos empiricos o que leva em larga escala
ao desperdicio, e por vezes a um alto custo, como no caso da industria aerondutica,
automobilistica e biomecanica. Neste sentido, surgiu a necessidade de se desenvolver

formulacdes numéricas mais realisticas para prever o comportamento desses materiais.

2.2 SIMULACAO NUMERICA DE COMPOSITOS REFORCADOS COM
FIBRAS

O estudo da condi¢do de equilibrio considerando os deslocamentos ocorridos durante
o processo de mudancga de configuracdo é conhecido como anélise nao-linear geométrica e seu
principal objetivo € descrever a trajetdria de equilibrio de uma estrutura, ou seja, representar
as configuracdes equilibradas correspondentes aos sucessivos niveis de forca aplicada,
identificar pontos criticos em que ocorre mudanca da condi¢do de equilibrio de estdvel para

instavel e analisar a condi¢do de estabilidade do equilibrio associada a cada configuragdo

(CRISFIELD, 1991).
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Para a consideracdo da ndo-linearidade geométrica na andlise de estruturas através do
Método dos Elementos Finitos, de maneira geral, duas formulacdes podem ser utilizadas: a

Formulacdo Lagrangiana e a Formulag@o Euleriana (BATHE, 1982; CHAN, 1982).

Para a mecanica dos sélidos a formulacao mais utilizada € a formulacido Lagrangiana,
pois no processo de solucdo, analisa-se com base na posicdo inicial, 0 comportamento de
todas as particulas que constituem a estrutura, desde sua configuracdo inicial, t=0, até a
configuracdo atualizada t+At, onde € possivel estabelecer o equilibrio. Logo na formulagao
Lagrangiana as varidveis s@o relacionadas a uma configuragdo conhecida (inicial). Outra
formulagdo seria a formulagdo Euleriana, que é normalmente utilizada na Mecénica dos
Fluidos. Simplificadamente pode-se dizer que na formulacdo Lagrangiana, as varidveis sdao
sempre referenciadas a configuracao inicial (formulag¢do Lagrangiana Total), j4 na formulacao
Euleriana tais varidveis sdo sempre referenciadas a configuracdo final ou atual do corpo

(CHAN, 1982).

Dentro das Formulag¢des Lagrangianas, duas metodologias se destacam: a Formulagdo
Lagrangiana Total (FLT) e a Formulacdo Lagrangiana Atualizada (FLA). Na FLT todas as
varidveis estdticas e cinemadticas sao referenciadas a configuracdo inicial, no tempo t=0. Na
FLA estas varidveis sdo referenciadas a dltima configuracao equilibrada, tempo t, no qual, por

exemplo, ocorre um incremento de carga.

A formulacdo Langrangiana, seja ela Total ou Atualizada € comum em trabalhos
envolvendo comportamento mecanico de sélidos (MONDKAR e POWELL,1977; SURANA,
1983; LIAO e REDDY, 1990 ; GUMMADI e PALAZOTTO,1997; GRECO, 2004; CODA e
GRECO, 2004; CODA e PACCOLA, 2007, 2008; PACCOLA et al. 2008; SAMPAIO, 2014;
MOURA, 2015; NOGUEIRA, 2015).

Ja a formulagdo Euleriana é mais comum em formula¢des envolvendo fluidos
(NOLETO, 2010; DETTMER e PERIC, 2008; DONEA e HUERTA, 2003), porém pode ser

encontrada em trabalhos relacionado ao comportamento de sélidos também (PAULA, 1997).

Descrever o equilibrio considerando os deslocamentos inerentes do processo de
deformacdo passa a ser significativo em estruturas esbeltas, em que pelo menos uma
dimensao € bem superior as demais. Assim sendo, ndo é muito comum encontrar na literatura
problemas de ndo-linearidade geométrica envolvendo sdlidos tridimensionais na sua forma
mais pura, ou seja, sem que haja nenhuma hipétese simplificadora para representar essas

estruturas, como o caso de cascas, placas, ou mesmo porticos tridimensionais, por exemplo.
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Isto devido ao alto custo computacional que elementos finitos tridimensionais geralmente

impdem a solucdo (SAMPAIO, 2014).

Porém, com o aumento da capacidade de processamento dos computadores aliado a
necessidade de se estudar corpos em que nenhuma das dimensdes se destaca, trabalhos
envolvendo este tipo de elemento passaram a ser desenvolvidos, dentre os quais podem ser

citados:

Elwi e Hrudey (1989) apresentaram um modelo de acoplamento de sélidos 2D e 3D
com elementos de barras de trelicas. Tal modelo foi denominado pelos autores como
incorporado, onde a geometria da fibra é consistente com a geometria da matriz, resultando
em um Unico campo de deslocamentos no dominio do elemento, pois os segmentos das barras
estdo referenciados aos nds dos elementos da matriz implicando em uma aderéncia perfeita
entre a matriz e a fibra. A mesma estratégia é encontrada em outros trabalhos (PRATES JR.,
1992; CLAURE, 1994; MARTINELLI, 2003; VITORETTI, 2003; MEDEIROS, 2006). Uma
estratégia semelhante pode ser encontrada nos trabalhos de Vanalli (2004), em Vanalli,
Paccola e Coda (2008) e Sampaio (2014) os quais os autores utilizaram o método dos
elementos finitos posicional com consideracdo de ndo linearidade fisica e (ou) geométrica

para as modelagens.

Vanalli, Paccola e Coda (2008) e Sampaio (2014) observaram que uma ligacdo ndo
conforme ocorre na interface fibra-matriz quando se acoplam elementos finitos de barra
(fibra) e chapa (matriz) de graus diferentes de aproximacdo para as varidveis nodais. Neste
sentido, para uma conformidade entre os diferentes dominios, faz-se necessaria a utilizagao de
aproximacoes para os graus de liberdade das fibras no minimo iguais as utilizadas para a

matriz.

Mesehke e Helnwein (1994) apresentaram uma formulagdo numérica de um elemento
finito hexaédrico de 20 nés enrijecido com elementos de barras em algumas direcdes para
andlise de materiais hiperelasticos sofrendo grandes deformacdes. Tal formulacdo foi
confrontada com modelos constitutivos neo-Hookeanos e de Saint Venant-Kirchhoff

previamente estabelecidos, obtendo-se resultados satisfatorios.

Duarte et al. (2000) desenvolveram uma formulacao linear geométrica para elementos
finitos tetraédricos generalizados, comparando os resultados da formulacdo com a teoria
classica de elementos finitos, mostrando que, como era esperado, para os elementos finitos

generalizados foram necessarios menos elementos para se alcancar os resultados esperados.
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Yang et al. (2000) discutiram os elementos finitos tridimensionais como uma proposta
geral para problemas arbitrarios da mecénica dos sélidos, destacando vantagens destes tipos
de elementos, como formulacdo numérica simples, pois a utilizacdo de elementos sélidos
tridimensionais evita a necessidade de introdug¢do de rotacdes finitas como varidveis no
problema, necessdrias em algumas formulacdes para a andlise de cascas finas. Esses
elementos permitem a aplicacao direta de equacdes constitutivas tridimensionais, além de ndo
apresentarem travamento em andlises de elementos muito finos, o que possibilita andlises de
estruturas de placas e cascas através do uso de elementos de sélidos. A desvantagem neste

caso fica por conta do custo computacional.

Medeiros (2006) desenvolveu em linguagem Fortran 90 elementos finitos
tridimensionais hexaédricos de primeira e segunda ordem, com elementos finitos de barra de
trelica acoplados a matriz para representar a armadura. Tal formulacdo foi aplicada em
andlises ndo-lineares de estruturas de fundacdes e interagdo solo-estrutura. Embora a
formulacdo apresentada seja simples, o autor relata problemas com a velocidade de

processamento em computadores com arquitetura de memoria em 32 bits.

Hron e Madilk (2006) desenvolveram uma formulacdo acoplando fluido-estrutura
aplicada a problemas de biomecanica, utilizando elementos finitos sélidos tetraédricos de 10
nos.

Maciel (2008) apresentou uma formulagdo nao-linear geométrica de elementos finitos
de sélidos 2D e 3D de primeira e segunda ordem com elementos triangulares, quadrilaterais,
tetraédricos, hexaédricos e prismaticos, validando a formulacdo obtida com solucdes

analiticas encontradas na literatura.

Manzoli et al. (2008) descreveram uma metodologia para modelar elementos
estruturais de concreto armado tridimensionais (tetraédricos), com descontinuidade
incorporada no contexto da aproximagao continua de descontinuidades fortes, para simular a
propagacdo de fissuras no meio continuo. Ja Shinya et al. (2009) estudou em termos de
elementos finitos tridimensionais a eficiéncia dos refor¢os com fibras em préteses de partes
fixas. O autor concluiu que para cargas aplicadas lateralmente a efici€ncia € baixa, porém em

cargas axiais o refor¢co com fibra se mostrou bastante eficaz.
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2.3 ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL APLICADOS EM COMPOSITOS
REFORCADOS COM FIBRAS

O método dos elementos finitos posicional, como o préprio nome sugere, apresenta
como principal caracteristica o emprego de graus de liberdade em posicdes, ao invés dos
tradicionais deslocamentos. Os primeiro trabalhos relacionados ao MEFP sio os de Bonet et

al (2000) e Coda (2003)

AplicacOes e desenvolvimentos deste método sdo encontrados na resolucdo de
diversos problemas ndo lineares, tais como: andlises ndo-lineares geométricas de poérticos 2D
e 3D, placas e cascas (CODA; PACCOLA, 2007, CODA, 2009; CODA; PACCOLA;
SAMPAIOQO, 2013); anélises nao-lineares fisicas e geométrica de solidos tridimensionais com
consideracdo de leis constitutivas hipereldsticas (PASCON, 2012; PASCON; CODA, 2013);
andlises ndo-lineares fisicas de chapas, placas e cascas, homogéneas e laminadas (PACCOLA,
2004; VANALLI, 2004); problemas de contato em elementos finitos de barra geral e chapa
(GRECO, 2004; CARRAZEDO; CODA, 2006); interacdo solo-estrutura (SILVA, 2014) e
fluido-estrutura (SANCHES, 2011; SANCHES; CODA, 2014; NOGUEIRA, 2015); analises
dinamicas em elementos finitos de sdlidos tridimensionais e barra geral tridimensional
(MACIEL; CODA, 2010; CODA; PACCOLA, 2011); andlises de materiais compdsitos
reforcados com fibras e laminados (SAMPAIO, 2014; SAMPAIO; PACCOLA; CODA, 2015)
e andlise de compositos particulados (MOURA, 2015). Estes trabalhos exemplificam a grande
capacidade da formulacdo posicional de resolver os mais diversos tipos de problemas e foram
desenvolvidos no ambito do Grupo de Mecéanica Computacional - GMEC/SET/EESC/USP,

grupo de pesquisa no qual se insere o presente trabalho.
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3 ELEMENTO FINITO DE SOLIDO
TRIDIMENSIONAL REFORCADO POR FIBRAS

Neste capitulo s@o apresentados os conceitos necessdrios para o desenvolvimento da

formulacao numérica implementada na presente pesquisa.

3.1 PROBLEMAS ELASTICOS TRIDIMENSIONAIS

O problema central da elasticidade nao-linear tridimensional consiste em encontrar a
posicao de equilibrio de um corpo eldstico, que apds ser submetido a um conjunto de forcas
aplicadas passa de uma configuracio de referéncia Q° a uma configuracio deformada Q,
caracterizada por um mapeamento ¢ chamado de fun¢do mudanca de configuragcdo

(CIARLET, 1988).

Desta forma, seja Q% configuracdo inicial de referéncia indeformada de um corpo, Q a

configuragdo atual e deformada apds sofrer qualquer tipo de solicitacdo mecanica (Figura 07).

----- L]
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Figura 07 — Referencial Lagrangiano para a mudanca de configuracdo — adaptado de Sampaio (2014)
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Na Figura 07, se observa que o espago vetorial de referéncia € considerado fixo. A este

modelo se da o nome de Lagrangiano Total.

Sob a acdo das forcas externas, o corpo se deforma e se desloca e os pontos
pertencentes a configuracio inicial Q° passam a ser representados por pontos pertencentes a
configuracdo final () caracterizando a mudanca de configuragdo do corpo. Para o
desenvolvimento da formulacdo parte-se do principio que existe uma funcdo ¢ que, embora
desconhecida, seja capaz de descrever esta mudanga de posi¢do e forma que o corpo apresenta

apos sofrer as solicitagdes.

O processo de mudanga de configuragdo é governado pela primeira lei da
termodindmica (TAUCHERT, 1974), o sistema € adiabdtico, portanto conservativo. A

expressdo do potencial total de energia do sistema € dada por:

n=uv+T 3.1

Sendo II o potencial total de energia do sistema, U a energia de deformacao do corpo, que sera
descrita posteriormente neste trabalho, e T a energia potencial das forcas externas, que é dada

por:

T = —FY, (3.2)

sendo F;as forcas externas aplicadas e Y; as coordenadas que determinam a posicdo de

aplicacdo das referidas forcas.

Entre o instante em que as cargas sdo aplicadas até o corpo encontrar a posi¢do de
equilibrio, ocorre uma variacdo do tempo. Logo, o corpo desenvolve também uma parcela de
energia cinética. Neste trabalho, tanto a variacdo do tempo quanto a parcela de energia
cinética contida no processo sdo desprezadas, portanto, o processo é estitico. Em Maciel
(2008) ¢ encontrada a formulacdo dinamica, via Método dos elementos finitos posicional,

para s6lidos tridimensionais.

Segundo Tauchert (1974), para a posicdo de equilibrio a energia potencial total passa
por um valor estaciondrio, se este valor for um ponto de minimo o equilibrio é dito estdvel, tal

principio € conhecido como Principio da Estacionariedade.
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Com isso para a posi¢cao de cada né referenciado em cada dire¢do no equilibrio se tem:

ol adu
G —_

i—ﬁzﬁ_FizFiINT_Fizo (33)
l l

Na Equacio (3.3), F/NTrepresenta o vetor de forgas internas do problema, uma vez que
ao se derivar a energia de deformac¢do em relacdo as dire¢des se encontram forgas, e Y; sdo as

posicdes dos nds incognitas do problema.

Em qualquer situacao para a posicdo atual Y; que ndo a de equilibrio, o vetor G passa a
nao ser nulo, se tornando um vetor de desbalanceamento. O sistema de equacOes para
encontrar as posi¢coes de equilibrio para o corpo € ndo-linear, aplicando-se para tanto o
método de Newton-Raphson para resolu¢do do sistema. Neste método a resoluc@o acontece a
partir de uma posi¢io atual conhecida ¥;°. Expandindo-se o vetor de desbalanceamento G em

série de Taylor e truncando no primeiro termo se obtém:

0 a G]
Gi(Y) = G)+ 5| AV =0 (3.4)
0Yclyo

Pode-se isolar o incremento de posi¢ao AY:

-1
) G0 (35)

aGi| . ) ) ) ) )
O termo # €2 matriz Hessiana do problema, também denominada matriz de
kly,
L

rigidez, melhor ilustrada na Equacgéo (3.6).

_ 0%
yo 00

oG, (3.6)

oY,

Yio
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Ap6s se definir a corre¢do da posigcao AYy, se corrige a posi¢do tentativa conforme a

Equacio (3.7) e se reinicia o processo.

Y, =Y + AY, (3.7

A cada vez que a posicdo tentativa € corrigida, o médulo do vetor de correcdo AY
diminui, e o critério de parada para a atualizacdo da posi¢do € baseado neste valor,

comparando-se a uma tolerancia pré-estabelecida, ou seja:

||

1|

< tolerancia — Equilibrio (3.8)

3.2 CINEMATICA PARA O MEIO CONTINUO

A cinemdtica descrita neste item, embora resolva qualquer sélido continuo foi
particularizada para o elemento finito tetraédrico, o qual foi utilizado neste trabalho. Aspectos
tedricos relativos a cinemdtica, no dmbito da Mecéanica Nao Linear do Continuo, podem ser
encontrados, por exemplo, em Coimbra (1981), Ogden (1984), Ciarlet (1988), Khan e Huang
(1995), Belytschko, et al. (2000), Crisfield (1991), Holzapfel (2000), Pascon (2008; 2012).

Segundo Holzapfel (2000), a grandeza fun¢do mudanga de configuracdo é uma funcao
em um campo vetorial que associa os infinitos pontos materiais do sélido as suas respectivas
posi¢cdes no espago. Tal associagdo deve ser feita em relacdo a um referencial, que ¢ um
conjunto de eixos cartesianos com origem fixa. As posi¢des iniciais e atuais sao
representadas, respectivamente, pelos campos vetoriais X e Y. Além disso, a descri¢do
adotada aqui é a Lagrangiana, isto €, a posicdo de referéncia € sempre a inicial (X)

indeslocada e indeformada.

Para mapear as configuracdes inicial e final do elemento finito tetraédrico, €

empregado o mapeamento posicional duplo, usado em Coda e Paccola (2007) e Pascon
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(2008). Assim sendo, as configuragdes inicial e final sd@o parametrizadas por meio dos valores

nodais de um espago auxiliar adimensional, representado por &.

Figura 08 — Espaco adimensional (§) do tetraedro — adaptado de Pascon (2012)

As posicdes (Xq,X;,x3) de um ponto qualquer na configuragdo inicial Q° sdo
relacionadas as coordenadas adimensionais (§;,&,,&3) do ponto através das funcgdes de forma
?(&1,&,,&3) e dos valores das posicdes (X4, X5, X3) dos [ nds pertencentes ao elemento finito

onde o ponto se encontra, como apresentado na Equacgao (3.9).

xi = 0, (&1, 52’53))(; (3.9)

Um raciocinio anédlogo € utilizado para mapear as posicdes do ponto da configuragao

atual (), como:

yi= 0, €%, &)Y (3.10)

As funcdes de forma de ordem qualquer assumem valor unitdrio para o né onde foram
definidas e zero nos demais nds do elemento e podem ser determinadas para qualquer grau de
aproximagdo adotado para as varidveis nodais seguindo ideia apresentada no trabalho de

Pascon (2012).

A fungdo mudanca de configuragio @ que mapeia os pontos com coordenadas X} da
configuracdo inicial Q°e os pontos com coordenadas Y;' da configuracio atual Q, &

desconhecida. Tal fungiio pode ser escrita como uma composi¢io dos mapeamentos @°, da
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configuracdo auxiliar Q! na configuracio inicial Q° e ¢!,da configuracio auxiliar Q! na
configuracdo atual (), pela expressdo (3.11), e exemplificado na Figura 09, que, embora

represente um sélido bidimensional, possui um raciocinio andlogo para o caso tridimensional.

®= @ (e")" (3.11)

AN /Al 1
A0\ -1\ o 0, A
((P') \\ 0,1) &

1
Q
(0.0) (1,0)

Figura 09 — Mapeamento no espago adimensional (§). (SAMPAIO, 2014)

Para analisar a mudanga de forma de um corpo emprega-se o tensor gradiente da
fun¢do mudancga de configuragdo, também chamado simplesmente de gradiente (PASCON,
2008). Na Figura 09 se assume que ¢ (X) é uma funcdo matematica, portanto € possivel

conhecer pontos a vizinhanga de um ponto inicial conhecido ¢ (Xj).

L) L) L)
X1,X2,X3) = @(X1y, X2, X3 —| AX1+—| AX2+ —| AX3 )
o( ) = 9(X1p,X20,X30) + ox1ly, + ax2ly, + ax3ly, (3.12)

Como € uma relagdo diferencial, AX — 0, portanto a relagdo pode ser escrita:

dY = Grad |y, dx (3.13)

Os gradientes dos mapeamentos @°e ¢! sdo designados, respectivamente, como A° e

A, e compdem o gradiente A da fungio mudanca de configuragio ¢, sendo:
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L I
A = a—E,Xik,A?j = a—E_Yik (3.14)
] ]

O gradiente da fun¢do mudanca de configuracao pode ser escrito como:

Aij = A:llk AO)_lkj (315)
Partindo da expressao (3.13) pode-se deduzir que:
dY = AdX - dY® = dX'A" > dY? = A'A dX? (3.16)

Segundo Coimbra (1981), a mudanga de configuracdo € de corpo rigido quando o
produto AtA resulta na matriz identidade I. Ao produto A*A se da o nome de C, tensor de
alongamento a direita de Cauchy-Green. O tensor C é sempre positivo e simétrico, em outras
palavras o material jamais sofre aniquilamento. Conforme afirmado em Coimbra (1981), esse
tensor € uma medida de desvio entre uma determinada mudanga de forma e um movimento de

corpo rigido.

Por definicdo a medida de deformacao da lei constitutiva de Saint—Venant—Kirchhoff é

expressa por:
1
E = E(C -y (3.17)

A esse tensor (E) se d4 o nome de tensor de deformacdes de Green-Lagrange.
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3.2.1 ENERGIA DE DEFORMACAO

A energia especifica de deformacgao na lei eléstico linear de Saint—Venant—Kirchhoff é

calculada de maneira andloga a da lei de Hooke:
1
u= E(E:K:E) (3.18)

Onde K é um tensor de quarta ordem que representa as constantes eldsticas da lei
constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff. A energia de deformagao U € obtida ao se integrar a

energia especifica de deformacao no volume do corpo.

sz udv, (3.19)

A energia especifica de deformacgdo € obtida tendo como referencia o volume inicial
do corpo V,, formulacdo Lagrangiana Total. Pode-se utilizar o espaco adimensional como

mapeamento da configuragdo inicial assim sendo:

U= f f f U B B)-J (B, B Es) dE, dEpdE, (3.20)

O escalar J € o jacobiano presente na mudanga de varidveis ocorrida quando se mapeia

da configuracdo inicial para o espago adimensional:
J=14° (3.21)

Obtém-se o resultado da expressdao (3.20) através de uma estratégia de integracdo
numérica (Quadratura Gaussiana), onde a energia de deformacdo de um tnico elemento

tetraédrico é expressa por:
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N.P. de Gauss

U= > uGuEnJGutEn By (3:22)

n=1

A integral € substituida por um somatério dos valores de u calculados em pontos pré
determinados chamados de pontos de Gauss, e multiplicados pelos respectivos pesos de
integracdo P,. A energia de deformacao total do meio continuo pode ser obtida somando as

parcelas de todos os elementos finitos que compdem o modelo em andlise.
3.2.2 CONSIDERACOES PARA O SOLIDO

As forcgas internas nodais do sé6lido sdo obtidas a partir da primeira derivada da energia

de deformacao, dadas por:
o du
Fint =[] 5305 dtrdiads (3.23)

Nota-se nas equacdes (3.17) e (3.18) que para se derivar a energia de deformacgdo em
termos das posicdes nodais se faz necessario o uso da regra da cadeia, logo a Equacdo (3.23)

também pode ser expressa por:

. ou O0E 0C
Fint; = fﬂ-ﬁ ac a_Y]I](El' §2,83) d&,dE,dE; (3.24)

Ao se desenvolver os termos contidos na integral, se pode escrever o termo diferencial

da Equacdo (3.23) como:

(3.25)
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Sendo S € o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Pode-se ainda

ac
desenvolver o termo 541 Como:
J

1\T 1
% = (AO)‘T.% AL (AO)‘1 + (AO)‘T. (Al)T.%. (AO)‘1 (3.26)
J J ]

Para resolver o sistema resultante € necessario calcular a segunda derivada em termos
das posicdes nodais, obtendo-se a matriz Hessiana, ou matriz de rigidez tangente,

completando assim todas as varidveis do processo.

02U 10U 9C oC 1du 09°%C

0YJoYK ~ 40EAE oYX ov] * 20E YKoy

HESSI]KL =

2
A Equagao (3.27) € obtida a partir da derivada da Equagao (3.23), onde a?a_aUE € o tensor
2

C £
r obtém-se:

o ]
constitutivo do problema. Desenvolvendo-se o termo e
L 9Yj

a(Ah" a(ah)
CoYK oy

92C a(Ah" a(ah)

e = (AT . (4971 3.28
ovFor; ~ Moy avF ") 528

(A% + (40T

3.2.3 CONSIDERACOES PARA AS FIBRAS

Ao se simular elementos de sélidos de alta ordem com fibras de baixa ordem gera-se
um modelo nio conforme, ou seja, ndo se garante a total conformidade entre as os elementos
de fibra e s6lido (SAMPAIO, 2014). Portanto neste trabalho foi deduzida uma formulagao

para fibras de ordem qualquer.
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Figura 10 — Mapeamento das fibras no espago adimensional (§). (SAMPAIO, 2013)

Assim como apresentado para o elemento tetraédrico, emprega-se 0 mapeamento

posicional duplo para mapear as configuragdes inicial e final da fibras, Figura 10.

x = O (X} (3.29)

yi= O QY (3.30)

O vetor tangente, e respectivo médulo, a um determinado ponto do elemento de fibra é

dado por:
0P, (® ,
TiBO = az Xll )

(3.31)

2

o e ® T (0w, ®.,,\ (00, ® .,
1= ( T X*)*( o Xf)*( T Xl)
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Em termos das posi¢des atuais:

2

0D, (5) . oD AT © (o0
7o = 0L ® e ( 52@Yll> +( $E<E)le> +( 52@ ) (3.32)

De maneira similar a Equacdo (3.21), para o caso das fibras o jacobiano pode ser

€XPresso por:
J = |T%° (3.33)

A partir dos médulos dos vetores tangentes nas configuragdes inicial e atual dados nas
Equagoes (3.31) e (3.32), define-se a medida de deformacdo de Green E em funcdo das

posi¢des nodais do elemento finito de fibra curvo:

2
po ML (3.34)
2\ |

ou em sua forma expandida:

0%, (&) 0% (&) 5q>z (E)
_1[(5%)+(5Y1)+ l

2[00 0, (® a@ Oy
(250 + () + (20

(3.35)

0%

Ainda para a fibra, utiliza-se lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, logo a energia
especifica de deformacdo € a mesma definida na Equacdo (3.18). A energia de deformacgao
total do elemento finito de fibra também € obtida integrando-se a energia especifica no
volume da fibra. Segundo Hyer e White (1998) uma fibra deve possuir uma dimensio que se

destaca sobre as outras duas. Logo € concebivel afirmar que as dreas da secdo transversal da
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mesma sao suficientemente pequenas e constantes, assim a energia de deformacao € expressa

por:
l

U= fu.A.dl (3.36)
0

onde A é a drea da secdo transversal da fibra no seu volume inicial e ]l seu comprimento

inicial. Pode-se descrever a Equacdo (3.36) em termos do espago adimensional por:
1
U= j u. A.|T?°|. dg (3.37)
-1
Ja as componentes do vetor de forgas internas nodais sao definidas como:

o ou
Fmt]=—

=f1KEa—EA|TB°|dE (3.38)
avi = ) KBy AT :

OE . .
O termo P pode ser expandido da seguinte forma:
J

(acbl ® Yi) P; (¥)
oE _\Uow U) e (3.39)

De maneira andloga ao sélido a matriz de rigidez tangente da fibra € expressa como a

segunda derivada da energia de deformagao, ou seja:

F(INT);  9%U
avk — ovlayK
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Desenvolvendo-se a derivada a partir da Equacao (3.38) obtém-se:

HESS; k1, = (fl K 0®p (¥) vE 0P, (8) 9P, (8) v 0%; (%) CKE D, ()0, (%)

B A A A A ‘5“<>A-'TB°'-d% (3.41)

3.24 ACOPLAMENTO FIBRA - SOLIDO

Vanalli (2004) apresentou um procedimento para inserir fibras em qualquer dominio
sem aumentar a ordem do sistema de equagdes resultante, a0 mesmo tempo em que os nés das
fibras ndo necessitam coincidir com os nds dos elementos da matriz. A mesma estratégia foi
adotada neste trabalho e consiste em descrever as posi¢des dos nés dos elementos de fibras
em funcdo das posi¢des dos nés dos elementos de sélidos onde elas estdo imersas, como

mostra a Equacdo (3.42).
Xivra = @1 (&1, 85, DX (3.42)

Sendo Eif sdo as coordenadas adimensionais do né da fibra, ¢; , as fun¢des de forma do

elemento tetraédrico e X} as posi¢des dos nés do elemento tetraédrico. Em termos de posi¢des

atuais:

Vipra = @1 (€], 5, EDY} (3.43)

A energia especifica de deformac¢do do material reforcado por fibras, passa a ser a

soma das energias especificas de deformagao da matriz e da fibra.

Ur = Uy + U (3.44)
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Portanto, o vetor de for¢as internas do material reforcado, pode ser explicitado pela

Equacao (3.45).

0(Uy + Up)

7 = Fint] (3.45)

Pode-se escrever a Equacdo (3.45) em funcdo das posicdes nodais, onde observa-se

que a energia de deformacdo das fibras € escrita em funcdo das coordenadas nodais da matriz.

oUy+ U oUy(YM OU(YF(YM
Fint} = (M—,F)zj Mdvmj i S ) (3.46)
aY; vo 0 vo aY;
O primeiro termo da Equacao (3.46) pode ser expandido.
U, (YM) 1 a(AH" a(A) (3.47)
— =-S5 (AT —= AL AT T (AT —=. (4"
ST = 2 5@ AL AT T @Y ()

Ja o segundo termo, € obtido a partir da regra da cadeia, e pode ser expandido da

seguinte forma:

[oL] 0D,
AU (YF(YM)) OUR(YF(YM))dYED ( 5@Yzb) L
_ a“ _ kg 3 g

ay/ dYFP ay/ o |TBO|2

& (880 G49)

De maneira andloga se obtém a segunda derivada da energia de deformacdo, como a
somatoria das segundas derivadas das parcelas da matriz e do reforco:

2 2
O°Uu(YM) , 0°Ur(YF(YM)) .\,

HESS, =
T Ivo aylay aYjoyy

(3.49)
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O primeiro termo da Equacdo (3.49), estd expandido na Equacio (3.27), ja o segundo

termo € expandido da seguinte forma:

?Up(YF(YM))  0°Up aYbaaYba+ 02Up OYLOYS N 92Uy ayjayba+ 02Up aY§oys (3.50)
avlayX —  avraviav/ovX T avgovgay/ovk © avfovgay/avk  avfovg oyl ovk ’

A Expressao (3.50), resulta em uma matriz quadrada de ordem 3(GPA+1), onde GPA
€ o grau de aproximacdo adotado para os polindmios das fibras, e para acoplar esta matriz a

matriz do continuo, se adota antes uma estratégia de expansao da mesma.

[Hg]3NT(GPA+1) x3nTGPA+1) = [PlanT(GPa+1) x 3(6PA+1)- [HF]3(GPA+1) x3GPa+1) [Pl3(6Pa+1) x sNT(GPA+D) (3'5 1)

Sendo NT o numero de nds do tetraedro, [HF ] a matriz hessiana das fibras, [HE] a matriz

hessiana das fibras expandidas e [®] a matriz das fun¢Ges de forma expandida.

@1 0 0 Py 0 0 000 00 0
0 @ 0 0 @F 0 00 00 0 0
0 0 @ 0 0 Dy 000 000
[@]36Pa+1)x3NT(GPA+T) = : : (3.52)
000 00 0 dyr 0 0 Py 00
00 00 0 0 0 @3 0 - 0 &% 0
000 00O 0 0 @} O 0 DFy

Para se obter a matriz citada na Equacdo (3.52) € necessario conhecer as coordenadas
adimensionais & das fibras em termos dos nés do sélido. Isto € possivel pela resolu¢do de um

processo iterativo de varredura (VANALLIL 2004; VANALLI; PACCOLA; CODA, 2008).

Parte-se da ideia de que se pode descrever o né da fibra em fun¢@o dos nés da matriz:

Xiipra = o (8,8, €)X} (3.53)
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Sendo X as coordenadas reais dos nés da matriz, X, as coordenadas reais dos nés das

fibras, ®; as funcdes de formas do sdlido e & as coordenadas adimensionais das fibras e

incégnitas do problema. A Equacao (3.53) pode ser expandida em série de Taylor, e truncada:

o (8, &5, €)X}
f

J SRR

Xhipra = @ (885, EDX] = o8, 8, 85)X] + AE; (3.54)

Sendo &5, &5 as coordenadas tentativas do problema, tem-se o sistema de equacdes

resultante.

b ,
Xifl ra _ Xiftentatwa_l_ CijAEj (3.55)

A corregdo Ag; € obtida resolvendo o sistema apresentado na Equagdo (3.55), que
pode ser ndo linear, cujo critério de parada, se adotado como, é a comparagdao do valor da

norma do vetor A§; com uma tolerancia pré-estabelecida.

A partir dai pode-se também determinar as coordenadas atuais dos nés das fibras,

garantindo assim a perfeita aderéncia entre a fibra e a matriz.

Yipra = @ (&],5,E)Y} (3.56)
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4 EXEMPLOS DE APLICACAO

Neste capitulo sdo apresentados 05 exemplos de aplicacdo da formulacao
implementada com o objetivo de validar e apresentar as potencialidades da referida

formulacao.

A formulacdo do elemento finito posicional tetraédrico, como dito anteriormente,
segue a ideia apresentada em Maciel (2008). Neste sentido, para validar a formulagcdo de
elementos finitos sélidos, sdo apresentados os dois primeiros exemplos, sugeridos por Maciel
(2008). O primeiro exemplo trata-se de viga engastada e livre, submetida a um carregamento
concentrado na extremidade livre. Para este exemplo, os resultados analiticos podem ser
encontrados em Mattiasson (1981). O segundo exemplo trata de uma coluna engastada e livre,
submetida a uma for¢a concentrada de compressao na extremidade livre buscando representar
o comportamento da flambagem eldstica de Euler. Os resultados sdo confrontados com o

valor da carga critica para o primeiro modo de flambagem.

No que se refere ao refor¢co com fibras, a formulacdo da presente pesquisa, também
como dito anteriormente, se baseia nos trabalhos de Vanalli (2004), Sampaio, Paccola e Coda
(2013) e Sampaio (2014). Assim, os exemplos 3 e 4 deste capitulo foram extraidos do
trabalho de Sampaio (2014) com a finalidade de validar a formulacdo de elementos finitos
solidos refor¢cados com fibras, ou seja, verificar o comportamento acoplado dos elementos
finitos tetraédricos e de barra simples. O terceiro exemplo simula o comportamento de uma
viga engastada e livre, refor¢cada com 4 barras ao longo do comprimento e submetida a um
carregamento uniformemente distribuido na face superior. Os resultados em deslocamentos
sao comparados com os resultados apresentados em Sampaio (2014) para a extremidade livre
da viga. O quarto exemplo trata-se uma placa quadrada, simplesmente apoiada e submetida a
um carregamento uniformemente distribuido. Novamente, os resultados em deslocamentos

sao comparados com os resultados apresentados em Sampaio (2014) para o centro da placa.
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Finalmente, o quinto exemplo apresenta as potencialidades da formulagdo no que se
refere a utilizacao de fibras curtas distribuidas aleatoriamente no continuo. Apresentam-se 0s
resultados de deslocamentos para uma viga bi-apoiada e submetida a um carregamento
uniformemente distribuido na face superior. Sdo colocadas fissuras ao longo do comprimento

da viga para averiguar a real contribui¢ao das fibras na rigidez do conjunto.

A formulacdo apresentada nos capitulos anteriores permite o desenvolvimento de
elementos finitos de ordem qualquer tanto para o sélido quanto para a fibra. No entanto,
desenvolvimentos recentes do grupo de pesquisa no qual este trabalho se insere mostram que,
no que se referem a obtencdo dos campos de tensdes e deslocamentos, aproximagao cuibica
para a matriz e linear para a fibra sdo suficientes para uma boa representacao desses campos
(PACCOLA; SAMPAIO; CODA, 2015). Portanto, em todos os exemplos foram utilizados
elementos tetraédrico cubicos para modelagem da matriz e elementos de barra simples
lineares para modelagem do refor¢o. As malhas de elementos tetraédricos foram geradas com
aproximacdo linear no programa comercial Ansys® e posteriormente adaptadas para inclusdo
dos nds necessdrios para consideracdo de aproximacao cubica de posi¢des. Os resultados sdo
apresentados fazendo-se uso do programa de pds-processamento AcadView (PACCOLA, R.

R.; CODA, H. B, 2005).

4.1 EXEMPLO 1: VIGA ENGASTADA SUBMETIDA A CARREGAMENTO
CONCENTRADO

Este primeiro exemplo apresenta a andlise de uma viga engastada e livre, submetida a
um carregamento concentrado na extremidade livre, tal como apresentado na Figura 11. A
viga tem comprimento L = 10 m e secdo transversal quadrada, com drea de 2,391x10” m* e
momento de inércia 4,764x10”7 m*. O material adotado na modelagem da viga tem mdédulo de

elasticidade 210 GPa e v = 0,0. O carregamento foi aplicado em 20 passos.

P=10kN
N |
N — v
& XU L=10m
YV
vz,w

Figura 11: Geometria e condi¢des de contorno do Exemplo 01
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Os resultados de deslocamentos u e w, nas dire¢des x e z, respectivamente, foram
obtidos para o ponto de aplicacdo da carga considerando 3 malhas diferentes, buscando com

isso uma andlise de convergéncia para os resultados. Os resultados de tal andlise sao

apresentados na Figura 12.

0.9-
0,8068 0,8105
0s] 018 o -
- o
~ ~ <
o 0.7 o D —
5 S S 2
£
8 0.6
o 0,5458 0,5526 0,55505
g o————"—"—"= O
O 054
0.4

1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
Graus de liberdade
Figura 12: Andlise de convergéncia: deslocamentos u e w na extremidade livre da viga para 3

malhas diferentes

Assumindo que a malha com 2.910 graus de liberdade foi a malha que convergiu, com
base nos resultados apresentados na Figura 12, adotou-se esta malha para comparagcdo dos
resultados numéricos com os resultados analiticos apresentados em Mattiasson (1981). As
comparacdes dos valores de deslocamentos na extremidade livre da viga, nas direcdes x (u) e

z (w), para diferentes niveis de carregamento, sdo apresentadas, respectivamente, nas Figuras
13 e 14.

— Mattiasson (1981)
6 o Presente trabalho

PL?/EI

T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
u/L

Figura 13: Deslocamento da extremidade livre da viga na dire¢@o x (u) para diferentes niveis

de carga.
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10+

Mattiasson (1981)
o Presente trabalho

PLY/EI

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
w/L

Figura 14: Deslocamento da extremidade livre da viga na direcdo z (w) para diferentes niveis

de carga.

A concordancia observada nas Figuras 13 e 14 entre os valores analitico
(MATITIASSON,1981) e os obtidos na presente pesquisa validam as implementacdes do
elemento finito tetraédrico para grandes deslocamentos. Vale lembrar que as solucdes
analiticas apresentadas em Mattiasson (1981) foram obtidas para o caso de problemas de

grandes deslocamentos em porticos planos.

A Figura 15 apresenta a configuracdo deslocada da viga para diferentes niveis de

carga, dentro do total de 20 passos aplicados.

|\

Figura 15: Deslocamento na direcdo z (w) em centimetros para diferentes niveis de carga.
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4.2 EXEMPLO 2: FLAMBAGEM ELASTICA DE EULER

Este exemplo apresenta o comportamento de uma coluna engastada e livre, Figura 16,
submetida a uma for¢a concentrada de compressdo na extremidade livre, buscando-se
representar a instabilidade inerente ao problema, conhecido na literatura como flambagem
elastica de Euler. A coluna possui se¢do transversal quadrada, com comprimento L = 2 m,
area de 1,75x10'2 m’ e momento de inércia 2,552)(10'5 m*. O material adotado na modelagem
da coluna tem mddulo de elasticidade 210 GPa e v = 0,0. O carregamento foi aplicado em 100

passos. Os resultados sdo confrontados com o valor da carga critica para o primeiro modo de

flambagem. Neste caso, a carga critica € dada por P = ( Elx? ) / sz, sendo o comprimento
de flambagem para a configuracdo de vinculacao apresentada na Figura 15 € [, = 2L. Assim,

o valor da carga critica ¢ P_ = 3.305,82 kN. Adotou-se uma defasagem (defeito) de L/1000

entre as secOes engastada e livre de tal forma a se garantir a perda de estabilidade em primeiro

ekp =37.100 kN

modo.

L=2m

S

77

Figura 16: Geometria e condi¢des de contorno do Exemplo 02

A malha de elementos tetraédricos de aproximagdo ctbica é composta por 415 nés e
60 elementos, totalizando 1.245 graus de liberdade. Os valores de deslocamento lateral na
extremidade livre para os diferentes niveis de carga sdo apresentados na Figura 17,

representando a trajetéria de equilibrio para o referido ponto. Apresenta-se na mesma figura
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uma linha horizontal correspondente ao valor da carga critica de flambagem. Observa-se que
a perda de estabilidade verificada na Figura 17 corresponde ao valor da carga critica

calculada.

40000

35000

30000 —— Carga critica
—e— Presente

25000
Z 20000+
=3

o 15000+

10000

5000

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18
Deslocamento lateral

Figura 17: Deslocamento lateral e metros na extremidade livre para diferentes niveis de carga

A Figura 18 apresenta a configuracdo deslocada e mapa de cores de deslocamento
lateral para diferentes niveis de carga. Nota-se que a perda de estabilidade ocorreu entre os
niveis 8% (2.968 kN) e 9% (3.339 kN) de carga como esperado, uma vez que a carga critica
determinada para o problema corresponde a 8,91% (3305,82 kN) da carga total de 37.100 kN.

Legenda:

17057610
l 151.62320
132.67030
113.71740
15% 94.76450
. 7581160
56.85870
37.90580
18.95290
0.00000

)
o
X

I

S 40%

160%
100%
Figura 18: Configuracio deslocada e mapa de cores de deslocamento lateral em centimetros

para diferentes niveis de carga
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4.3 EXEMPLO 3: VIGA REFORCADA ENGASTADA SUBMETIDA A
CARREGAMENTO DISTRIBUIDO

Este terceiro exemplo simula o comportamento de uma viga engastada e livre,
reforcada com 4 barras ao longo do comprimento e submetida a um carregamento
uniformemente distribuido na face superior q = 25 MN/m®”. A viga tem comprimento L = 3 m
e secdo transversal b = 0,20 m e h = 0,60 m, Figura 19. O material adotado para a matriz
possui médulo de elasticidade 21 GPa e v = 0,0. As barras de reforco possuem moddulo de
elasticidade 210 GPa e drea de secdo transversal de 2x10* m*. O carregamento foi aplicado

em 20 passos. O cobrimento “c” adotado para as barras de reforco € de 3,8 cm.

q
BN 3 3 i y y 3 y S
\ Y ¥ 4 ¥ Y Y Y Y 4 Y A k Y v \ 4 'y g P
N — XU 4 barras de reforco "
|* _!'C
YV V2w L=3m b=0,2m

Figura 19: Geometria e condi¢des de contorno do Exemplo 03

A malha de elementos tetraédricos de aproximacdo cubica, para simular o
comportamento da matriz, ¢ composta por 23.401 nés e 4.278 elementos, totalizando 70.203
graus de liberdade. Cada uma das 04 barras de reforco foi modelada com 201 nés e 200
elementos finitos de barra simples com aproximac¢do linear, totalizando 804 nés e 800
elementos, vale lembrar que os graus de liberdade das fibras ndo aumentam o nimero de

graus de liberdade do problema.

Os resultados em deslocamentos sdo comparados com os resultados apresentados em
Sampaio (2014) para a extremidade livre da viga, considerando 4 diferentes formulagdes: (a)
barra geral 3D com cinemdtica de Reissner-Timoshenko, Coda (2009); (b) soélido
bidimensional refor¢cado com fibras, Sampaio, Paccola e Coda (2013); (c) cascas laminadas,
Coda, Paccola e Sampaio (2013) e (d) cascas reforcadas com fibras, Sampaio (2014). A
Tabela 02 apresenta os valores de deslocamento maximo obtido na extremidade livre da viga,

na direcdo z (w), para o presente trabalho e para as quatro diferentes formulagdes citadas.
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Tabela 02: Valores de deslocamento na direcdo z para a extremidade livre (cm)

(a) (b) (©) (d) Presente

57,894 62,949 58,472 57,917 63,292

Os resultados apresentados na Tabela 02 confirmam o bom desempenho da
formulagdo para problemas acoplados considerando grandes deslocamentos. As diferencas
encontradas entre as formulacdes sdo justificadas pelas particularidades de modelagem
adotadas em cada uma delas. Como era esperado, o modelo sélido da presente pesquisa se
mostrou mais flexivel que os demais, uma vez que a representacdo do problema é mais
adequada com este tipo de formulacdo, onde ndo se aproximam deslocamentos relativos ao
longo da espessura por um valor de rotacdo na secdo transversal, ou seja, ndo sdo impostas

condic¢des cinematicas através de hipoteses simplificadoras.

A Figura 20 apresenta a configuracdo final deslocada da viga refor¢ada. As barras de

N

refor¢o sdo apresentadas separadamente da matriz e associadas a malha de tetraedros na

configuragdo inicial indeformada.

Legenda

O\

Figura 20: Configuracdo deslocada e mapa de cores de deslocamento na direcio z (w) em

centimetros.

4.4 EXEMPLO 4: PLACA REFORCADA SIMPLESMENTE APOIADA

Neste exemplo apresenta-se o comportamento de uma placa quadrada, simplesmente
apoiada e submetida a um carregamento uniformemente distribuido. A placa foi analisada
primeiramente sem refor¢co e posteriormente com duas configuragdes de distribuicdo de

reforco: unidirecional (fracdo volumétrica de 1,25%) e bidirecional (fracdo volumétrica de
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2,50%). Novamente, os resultados em deslocamentos sdo comparados com os resultados
apresentados em Sampaio (2014) para o centro da placa, onde os valores foram obtidos
utilizando-se formulacdo de casca com camada homogénea e com barras de reforco discretas.
Apenas Y da placa foi analisado em fun¢do da dupla simetria do problema. A condi¢do de
vinculagdo foi aplicada nos nds correspondentes a superficie média da placa para o problema

tridimensional analisado, tal como se faz tradicionalmente nas formulagdes de placa e casca.

A placa possui lado L = 4 m e espessura h = 0,16 m. O material adotado na
modelagem da placa tem mddulo de elasticidade 21 GPa e v = 0,25. Para o reforco, o médulo
de elasticidade adotado € de 210 GPa, sendo barras com drea de se¢do transversal de 2 cm> O
carregamento uniformemente distribuido de q = 1 kN/m?” foi aplicado na face superior da
placa em um tnico passo. A Figura 21 apresenta a geometria e distribuicao do refor¢o para os

casos analisados.

I 1 1 Aa
Sem reforgo — ————-AiAh=0,16 m
At B
- % Z, W ™
7 44
L=4m
I /l/ i q I /l/ i q
A — yz. 77
- J'. P ’ 'y
) /,‘1'/ i‘ J:' Y /,517 /l‘ :jv" v
D ————— Z (e Z T 2T Z 7T
Reforgo unidirecional Reforgo bidirecional

Figura 21: Geometria e distribui¢do do reforco

A malha de elementos tetraédricos de aproximacao cubica é composta por 11.556 nds
e 1.877 elementos, totalizando 34.668 graus de liberdade. Para o caso de refor¢o unidirecional
foram utilizadas 20 barras de reforco igualmente espagadas, discretizadas num total de 620
n6s e 600 elementos. No caso do refor¢o bidirecional, repetiu-se a discretizacdo para o caso
unidirecional para as duas direcOes que formam a malha de reforco, totalizando 40 barras,
1.240 nés e 1200 elementos. O elemento finito utilizado na discretizacdo do refor¢o é o de
barra simples com aproximagao linear. Vale lembrar novamente que os graus de liberdade das

fibras nao aumentam o nimero de graus de liberdade do problema.

Os resultados em deslocamentos sdo comparados com os resultados apresentados em
Sampaio (2014) para o centro da placa, tanto para o caso de ldmina equivalente quanto para o

caso de laminado reforcado com fibras. A Tabela 03 apresenta os valores de deslocamento
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maximo obtido no centro da placa, na direcdo z (w), para o presente trabalho e obtidos em
Sampaio (2014).

Tabela 03: Valores de deslocamento na direcao z para o centro da placa (cm)

. Sampaio (2014) 0,0141
Placa Homogénea

Presente trabalho 0,0142
) lamina equivalente 0,0127

L Sampaio (2014) _
Refor¢o unidirecional refor¢o com fibras 0,0135
Presente trabalho 0,0136
) lamina equivalente 0,0122

o Sampaio (2014) i
Reforco bidirecional refor¢o com fibras 0,0129
Presente trabalho 0,0130

Os resultados apresentados na Tabela 03 confirmam o bom desempenho da
formulagdo para problemas acoplados, validando assim a formulacdo implementada.
Novamente, as diferengas encontradas entre as formulagdes sdo justificadas pelas

particularidades de modelagem adotadas em cada uma delas.

A Figura 22 apresenta a configuragdo final deslocada da placa para os 3 casos
analisados na presente pesquisa. As barras de reforco sdo apresentadas separadamente da

matriz permitindo a visualizacdo das mesmas na configuragdo deslocada.

Sem reforgo
0.00010
l -0.00149
-0.00308
-0.00467
-0.00626
. -0.00784
-0.00943

-0.01102
l -0.01261
-001420

Reforgo unidirecional

1>t
5
=
=
=

a

S AVAVAVAVA =~
-0.00302
S
—

0.00000
—gp e, -0.00151 —
L= \WAVAY.
O A VAT AT A
SvAvS -0.00453 —

—
. -0.00604 —
—

-0.00756 —
-0.00907

-0.01058
l -001209
-0.01360
Reforgo bidirecional
0.00000
l -0.00144
-0.00289
-0.00433
-0.00578
. -0.00722
-0.00867

-0.01011
I -0.01156

-0.01300

Figura 22: Configuracio deslocada e mapa de cores de deslocamento transversal,

direcdo z (w) (cm).
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4.5 EXEMPLO 5: VIGA REFORCADA COM FIBRAS CURTAS
ALEATORIAS

Este ultimo exemplo foi proposto para demonstrar a potencialidade da formulagdo no
que se refere a utilizacdo de fibras curtas distribuidas aleatoriamente no continuo. Apresenta-
se o comportamento de uma viga bi-apoiada e submetida a um carregamento uniformemente
distribuido na face superior da viga. Sdo introduzidas 7 fissuras igualmente espagadas e
distribuidas ao longo do comprimento da viga para averiguar a real contribui¢do das fibras na
rigidez do conjunto, Figura 23. Cada fissura, com espessura de 0,1 cm, se estende por toda a
largura (b) da viga e, partindo da face inferior, atinge 2/3 da altura (h) da mesma. A imposi¢cao
de deslocamentos nulos nas 3 direcdes foi aplicada nos nds das extremidades da viga,
posicionados ao longo da largura b e na face superior. A viga foi analisada primeiramente sem
reforco e posteriormente com uma fracdo volumétrica de 1,25% de fibras curtas
aleatoriamente distribuidas ao longo dos 2/3 inferiores de h, porcdo onde se encontram as
fissuras. Além disso, foram obtidos também resultados para a viga integra e com a
distribuicdo aleatéria de fibras curtas, além de outras combinagdes, podendo-se assim

verificar a real influéncia das fibras no comportamento do conjunto.

A viga possui comprimento L = 4 m, largura b = 0,10 m e altura h = 0,30 m. O
material adotado na modelagem da matriz tem mdédulo de elasticidade 21 GPa e v = 0,0. Para
as fibras aleatdrias, o moédulo de elasticidade adotado € de 210 GPa, sendo fibras com
comprimento de 3 cm e drea de secdo transversal de 0,1 cm?®. O carregamento uniformemente
distribuido q = 50 MN/m? foi aplicado na face superior da viga dividido em 5 passos. A
Figura 23 apresenta a geometria, distribuicdo das fissuras e condi¢cdes de contorno para a viga

analisada.

vinculagao

A A 4 A A 4 Y A A 4 Y A A
v A\ A A \4 \ A \ \ \ \ A A \ \ A
T z /1 3 z -

AV %! (w) L=4m fissuras

Figura 23: Geometria, fissuras e condi¢des de contorno

A malha de elementos tetraédricos de aproximacgdo cubica, quando se consideram as

fissuras discretizadas, € composta por 9.164 nés e 1.468 elementos, totalizando 27.492 graus
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de liberdade. No caso da viga integra, ou seja, sem as fissuras, sdo 10.171 nés e 1.776
elementos tetraédricos, totalizando 30.513 graus de liberdade. Para as fibras aleatdrias, foram
utilizados 10.000 nés e 5.000 elementos de barra simples com aproximacdo linear para
representar a fracdo volumétrica desejada. Vale lembrar novamente que os graus de liberdade
das fibras ndo aumentam o ndmero de graus de liberdade do problema. Do total de 5.000
fibras curtas distribuidas, apenas 168 efetivamente interceptam as fissuras. Neste sentido,
foram processadas andlises onde apenas as referidas 168 fibras sdo levadas em consideragdo,
bem como onde estas foram desconsideradas e levadas em conta apenas as fibras posicionadas

inteiramente no dominio.

A Tabela 04 apresenta as combinagdes entre fibras e fissuras consideradas nos 6
modelos analisados, bem como o maximo deslocamento na dire¢do z (w) obtido em cada um

desses modelos.

Tabela 04: Modelos analisados: fissuras, fibras e deslocamentos maximos

<

-
ol ol ol 2 -
o & SIEE £ | E NS ) .
SIEIFER: TR L Discretizagio: Continuo e fibras
SR gl 5 z

=
I{S|IN| N | N (10,9933

2|S|N| S S (10,6704

3|IN|S| N | N |238126
4|N|[S| s | S [13,8332]}
5|N[S| S | N |236846]
6 [N|S| N | S [140617 %i%w%@v

Nos modelos 1 e 2 as fissuras ndo sdo consideradas, sendo que a diferenca entre esses
modelos € a consideracdo das 5.000 fibras distribuidas aleatoriamente para o modelo 2,
justificando um menor deslocamento para este, Tabela 04. Embora tenha sido menor o
deslocamento, os resultados mostram que para a viga sem fissuras, a contribuicao das fibras €
muito pequena em virtude dos valores adotados de médulo de elasticidade para as duas fases e

da area das fibras.

Nos modelos 3, 4, 5 e 6 as fissuras foram consideradas na modelagem. O modelo 3

nido considera a contribuicdo das fibras aleatérias, obtendo-se para este caso, como era
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esperado, o maior deslocamento dentre os casos analisados. J4& o modelo 4 considera a
contribuicdo das 5.000 fibras distribuidas ao longo de toda a viga. O modelo 5 considera
apenas a contribuicdo das 4.832 fibras posicionadas inteiramente no dominio e o modelo 6

considera apenas a contribuicio das 168 fibras que efetivamente interceptam as fissuras.

Os resultados apresentados na Tabela 04 para os modelos 3 e 5 corroboram a
conclusido obtida da comparagdo entre os modelos 1 e 2, ou seja, a influéncia das fibras
totalmente inseridas no dominio oferecem pouca contribui¢do para a rigidez do conjunto. Ja
os modelos 4 e 6 demonstram a eficiéncia alcancada pela utilizacdo das fibras ligando as faces
das fissuras. Os resultados em deslocamentos reduziram significativamente para esses dois
modelos, quando comparados aos equivalentes sem fibras interceptando as fissuras. Este fato
leva a conclusdo de que a utilizacdo de fibras dispersas aleatoriamente no dominio deve

realmente contribuir para a diminuicao da fissurac@o nos elementos estruturais.

A Figura 24 apresenta a configuragdo final deslocada da viga para os 6 casos
analisados. E possivel observar a real contribuicio das fibras nos modelos onde as fissuras sdo

consideradas associadas as fibras posicionadas sobre as mesmas (modelos 4 ¢ 6).

N NN SN
YaVaviraS A%A%V?% i s
AVAVAVAVAVAVAVAVAWA OVNAVAVAVAAVAYA

] VAV AN
NN TN ﬁ?ﬁnﬂ"’:’é"
2 TAVAVAVAY, AVAVAVL SHAVAVAY.TAVAVAAV KK

A
ANNNININSINSAS mﬁlﬁnwm'ﬂ
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-21.09999
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Figura 24: Configuracio deslocada e mapa de cores de deslocamento na direcao z (w) em

centimetros
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5 CONCLUSOES

Neste udltimo capitulo, sdo apresentadas as conclusdes e algumas observacdes
pertinentes em relacdo aos temas abordados. Sdo feitas sugestdes para a continuagdo da
pesquisa e indicacdo para elabora¢do de novas pesquisas as quais este trabalho pode servir

como base.

5.1 CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo deste trabalho é contribuir no desenvolvimento das formulagdes
elementos finitos posicionais de sélidos tridimensionais reforcados por elementos de fibras
curvas para analises de problemas estiticos com ndo linearidade geométrica. A formulagdo
Posicional, primeiramente apresentada em por Bonet et al (200) e Coda (2003), tem como

varidaveis do problema as posi¢des nodais ao invés dos deslocamentos.

A formulacdo Posicional para solidos reforcados com fibras mostrou resultados
satisfatorios ao ser comparado com andlises apresentadas na literatura especifica, inclusive
para estruturas esbeltas, a0 mesmo tempo em que se mostrou objetiva e simples na
implementacdo de sua linguagem matemadtica, principalmente ao se considerar o problema

ndo linear geométrico.

A estratégia de se acoplar os elementos de fibras atrelados aos graus de liberdade do
sOlido, seguindo a ideia apresentada em Vanalli (2004) e Sampaio (2014), mostrou-se eficaz
no sentido de que a consideracdo do reforco de fibras, seja ele distribuido aleatoriamente ou
nao no continuo, ndo provoca aumento no ndmero de graus de liberdade do sistema. Esta ideia
permite analisar um problema de sélido reforcado, com um sistema que contenha 0 mesmo
nimero de incdgnitas de um sistema com apenas o sélido, portanto seria interessante
comparar esta resolu¢do com outras no que diz respeito a beneficios quanto ao tempo de

processamento.
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Para possibilitar a inclusdo das fibras de forma livre, sem coincidéncia dos nds das
fibras com os nds das discretizagdes da matriz, criou-se algoritmo que identifica a qual
elemento finito um ponto qualquer da fibra pertence e quais sdo as coordenadas adimensionais
deste ponto relativas ao elemento finito detectado. Este algoritmo foi testado com sucesso nos

trés ultimos exemplos apresentados no Capitulo 4.

A formulacdo apresentou bons resultados para grandes deslocamentos, como se
observa no Exemplo 1, e até para casos de instabilidade como visto no Exemplo 2. Quando
comparados os resultados da formulacdo tridimensional com resultado de formulagdes
bidimensionais, o presente trabalho se mostrou mais flexivel, o que era esperado visto que
simplificacdes matemdticas na cinemdtica de formulacdes com dimensdes reduzidas

enrijecem o dominio.

Os resultados em deslocamentos apresentados no Exemplo 5 do Capitulo 4 levaram
também a conclusdo de que a utilizagdo de fibras dispersas aleatoriamente no dominio deve
realmente contribuir para a diminuicao da fissuragdo nos elementos estruturais, tendo em vista
a significativa reducdo de deslocamento obtida quando da considerag¢do das fibras passando

pelas fissuras introduzidas no modelo proposto.

5.2 PROPOSTA DE TRABALHOS FUTUROS

Considerando-se a abrangéncia dos temas que esta pesquisa aborda, como por
exemplo, ndo linearidade geométrica, materiais compdsitos, elementos finitos sélidos e de
barras, a potencialidade da formulacdo proposta, como pdde ser observado nos exemplos,

sugere-se para trabalhos futuros, os quais esta pesquisa pode servir de base:

¢ (Consideracdo de ndo linearidade fisica na fibra e na matriz;

¢ (Consideragdo de deslizamento entre fibra e matriz;

e (Consideragdo de distribui¢do de tensao nas fibras;

¢ Inclusdo de comportamento dindmico nas fases;

e Paralelizacdo do cédigo devido ao alto custo computacional que problemas de
solido com grandes refinamentos podem causar, além do custo atribuido ao
nimero excessivo de fibras no caso de modelos com fibras curtas

aleatoriamente distribuidas.
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