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Resumo

Rocha, Fabio Carlos da Formulagdo do MEC considerando efeitos microes-
truturais e continuidade geométrica G!: tratamento de singularidade e anilise
de convergéncia. 320 p. Tese de doutorado — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, 2015.

Neste trabalho, uma abordagem micromecanica com aproximacao da geometria dada
por funcoes de Bézier triangulares com continuidade geométrica G* é inserida ao Método
dos Elementos de Contorno, o qual é aplicado em problemas da elastostatica tridimensi-
onal. Para consideragao do efeito microestrutural, foi utilizado a teoria gradiente elastica
simplificada de Aifantis, a qual é uma particularizacao da teoria geral de Mindlin. Nesta
teoria, um argumento variacional é estabelecido para determinar todas as possiveis con-
di¢oes de contorno, classica e nao-classica, para o problema de valor de contorno geral.
A partir deste argumento, a solucao fundamental da elasticidade gradiente é explicitada
e com o auxilio da identidade integral reciproca é construido a representacao integral de
contorno. Para tornar o problema de valor de contorno bem-posto, em adi¢ao a represen-
tagao integral de contorno para deslocamento, uma segunda representacao integral para
derivada normal do deslocamento foi utilizada. Expressoes integrais para deslocamento e
tensdao em pontos internos sao apresentadas. Todos os niicleos das equagoes integrais sao
explicitamente desenvolvidos. Para a discretizacao do MEC foram utilizados elementos
triangulares curvos, aproximados tanto para a geometria quanto para os parametros fisi-
cos por fungoes de Proriol (com caracteristicas espectrais) e por fungoes aqui chamadas de
Polinomiais, onde esta tltima ¢é construida a partir de uma base nodal equidistante e pela
imposicao da particao da unidade. Entretanto estas fungoes aproximadoras garantem ape-
nas continuidade C° entre os elementos triangulares, ou seja, a garantia da continuidade
do plano tangente nao necessariamente ¢ satisfeita. Com o objetivo de anular o termo de
integral de linha presente na formulagao microestrutural, a hipotese de superficie suave se

faz necessaria e assim funcoes de Bézier com continuidade geométrica G, a qual depende



apenas da posicao e das normais dos nés nos vértices da malha triangular é utilizada.
Para auxiliar na obtencao das coordenadas e das normais nodais para geometrias com-
plexas foi utilizado o software de computacao grafica Blender™™ 2.7, o qual foi acoplado
ao programa do MEC elastostatico gradiente. Na sequéncia foi verificada, por meio de
exemplos, a suavidade na interseccao entre os elementos triangulares G! e estes foram
comparados com as aproximacoes de Proriol e Polinomial. Em seguida, as singularidades
presentes nas solugoes fundamentais foram tratadas através da expansao em série de Lau-
rent aplicada a técnica de subtragao de singularidade. Condigoes necessérias e suficientes
para a convergéncia das expansoes em série das solugoes fundamentais, estimador do erro
para estas expansoes, assim como, a correlagao matematica entre o tamanho da malha e
o parametro micromecanico g foram estabelecidos. Expressoes explicitas da série de Lau-
rent dos nicleos das integrais singulares e hipersingulares do MEC classico e nao classico
foram apresentadas. A verificagdo do tratamento da singularidade aplicado a elementos
triangulares curvos foi realizada, tanto na dire¢ao radial quanto na direcao angular. E
pode ser observado que ocorre uma perda de eficiéncia no tratamento da singularidade
na direcao angular, devida a presenca do efeito de camada limite para elementos curvos
distorcidos. Entretanto, este efeito de quase singularidade pode ser amenizado por meio
da abordagem micromecanica, uma vez que foi observado menor presenca do efeito da
camada limite a medida que o parametro g é diminuido. Por tltimo, foi desenvolvido
um programa na linguagem FORTRAN 11.0, o qual contempla as abordagens cléssica
e micromecanica com continuidade geométrica G*'. Sua validacao foi feita por meio de

exemplos considerados Benchmarks.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno (MEC) micromecénico. Conti-
nuidade geométrica G!. Tratamento de singularidade. Série de Laurent. Andlise de

convergencia..



Abstract

Rocha, Fabio Carlos da BEM approach considering microstructural effects
and geometric continuity G': treatment of singularities and convergence analy-
sis. 320 p. Ph.D. Thesis — Sao Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo,
2015.

In this work, a micromechanical approach with approximation of geometry solved
by Bézier triangular functions that guaranty continuity G! is inserted to the Boundary
element Method (BEM). This formulation is applied in three-dimensional elastostatic
problems. The simplified elastic gradient theory proposed by Aifantis, which is a particu-
larization of the general theory of Mindlin is used to consider the microstructural effect.
In this theory a variational argument is established to determine all possible boundary
conditions, classical and non-classical, for the general boundary value problem. From
this argument, the fundamental solution of the gradient elasticity is explicited and by the
reciprocal integral identity the boundary integral representation is achieved. In addition
to the boundary integral representation for dispacement, a second integral representation
regarding its normal derivative is used to make the well-posed boundary value problem.
Integral expressions for displacement and stress on internal points are also presented. All
kernels in the integral equations are explicitly developed. Curved triangular elements
are used for the discretization of the BEM. The approximation of both the geometry
and physical parameters is performed by Proriol functions (with spectral characteristics)
and by Polynomial functions. The last is built from an equidistant nodal basis enforcing
the partition of unity. However these approximating functions ensure only C° continuity
between the triangular elements, that is, the tangent plane continuity assurance is not
necessarily satisfied. In order to cancel line integral terms in the microstructural appro-
ach, the hypothesis of smooth surface is required and thus Bézier function with geometric
continuity G*', which depends only on the position and the normal of the nodes at the

vertices of the triangular mesh is used. In this study the computer graphics software



called Blender™ 2.7 is used to assist in obtaining coordinates and normal vectors at
nodes when complex geometries are analyzed. Blender™ 2.7 is coupled to the gradient
elastic BEM program. The smoothness of the resulting mesh using G' elements is com-
pared to Proriol and Polynomial approximations by means of examples. The singularities
present in the fundamental solutions are treated by employing the expansion in Laurent
series and the singularity subtraction technique. Necessary and sufficient conditions for
the convergence of expansions in series of fundamental solutions, error estimator for these
expansions, as well as the mathematical correlation between the size of the mesh and
the micromechanical parameter, g, are established. Explicit expressions of Laurent series
of the classical and micromechanical kernels for the singular and hypersingular BEM in-
tegrals are presented. Treatment of singularity, both in the radial direction and in the
angular direction, applied to curved triangular elements is verified. It can be observed
that there is a loss of efficiency in the treatment of singularity in the angular direction,
due to the presence of the boundary layer effect for distorted curved boundary elements.
However, this nearly singularity effect could be alleviated by micromechanics approach,
since minor boundary layer effect was observed as the parameter g is decreased. Finally,
using FORTRAN 11.0 language, a computational code is developed, which includes the
classic and micromechanics approach with geometric continuity G!, and its results are

validated by means of Benchmark examples.

Keywords: Micromechanical BEM. Geometric continuity G'. Treatment of singularity.

Laurent series. Convergence analysis..
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31

CAPITULO

Introducao

No capitulo intitulado A Introducao as Teorias da Mecanica de Campos Nao-Linear
(SYNGE; TRUSDELL; ERICKSEN, 1965), Truesdell e Noll afirmam que "...E muito difundida,
por aqueles que formulam teorias do continuo, a ideia errada de que a matéria realmente
seja continua, negando a existéncia de moléculas. Isto ndo é assim. A Fisica do conti-
nuo nada presume sobre a estrutura da matéria. Limita-se a relacoes entre os fenomenos
grosseiros, negligenciando a estrutura do material presentes em uma escala menor. Se a
abordagem do continuo € justificado, em algum caso particular, é uma questdo, nao para a
filosofia ou metodologia cientifica, mas para teste experimental...". Esta afirmacao é moti-
vada devido ao fato que as teorias da mecanica do continuo usam modelos idealizados que
se baseiam na hipétese de um distribui¢ao continua da matéria, ao contrario das teorias
da mecanica estatistica que sdo baseadas na suposicao de uma distribuicao discreta da
matéria. Atualmente, ainda ha controversas entre aqueles que acreditam que as quanti-
dades, as quais sao consideradas na descri¢cao do continuo, devam ser vistas como médias
de propriedades microscopica subjacentes do material, e os que nao aceitam este ponto de
vista (EXADAKTYLOS; VARDOULAKIS, 2001). No d&mbito da teoria do continuo, quantida-
des, tais como tensao e deformacao, representam valores estatisticos médios tomados em
um intervalo de volume muito pequeno. Consequentemente, as teorias do continuo nao
podem fornecer previsoes satisfatorias para o comportamento do material dentro deste
intervalo muito pequeno, caso ocorra gradientes elevados de tensao e deformacao. Dentro
do campo da resisténcia dos materiais a restricao ocasionada pela presenca de altos valo-
res de gradientes, tais como a ocorréncia de concentracao de tensao em superficies curvas
(furos, entalhes e fratura), faz com que a teoria classica da elasticidade informe valores

médios para os altos valores de tensao e deformacao.

A teoria classica da elasticidade requer que as forgas entre os atomos satisfagam uma
condicao muito forte, a de que o alcance destas forcas atomicas tém que ser suficiente-
mente pequena, de modo que a tensao (deformagao) medida no ponto dependa apenas da
aproximacao da tensdo (deformagao) no elemento de volume em torno deste ponto. No

entanto, caso as forcas interatomica alcancem maior distdncia do que a entre dtomos, a
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interferéncia do gradiente da micro-deformacao estara presente, e, portanto, surge a du-
vida em se saber o quao grande é o efeito da dependéncia deste gradiente aos resultados
da elasticidade classica.

E diante da ideia bésica de considerar ndo s6 a primeiro ordem, mas também, outras
ordens de gradientes de deformacgao na expressao da funcao de energia de deformacao que
esta tese estd inserida. No que segue, é apresentado a motivagao, a(s) contribuicao(oes)

inovadora(s) e a metodologia para alcangar o(s) objetivo(s) deste trabalho.

1.1 Motivacao

A teoria da mecanica dos sélidos do meio continuo classica, tal como elasticidade li-
near, nao-linear, dano e plasticidade, tem sido amplamente utilizada em aplicagoes nas
Engenharias Civil, Quimica, Elétrica, Mecanica e também em diversos outros campos
da Fisica e Ciéncias da Vida. Essa teoria foi inicialmente desenvolvida para descrever
fenomenos de deformacao e processos que podem ser observados a olho nu, ou seja, pro-
blemas em escalas que vao de milimetro a metro, no entanto, no século passado essa foi
utilizada para descrever fenémenos que envolviam desde escalas atomisticas até escalas
terrestres (falhas e terremotos). Mais recentemente, observagoes em ética avancada e em
microscopia eletronica tém sido interpretados através da teoria da mecanica do continuo
classica, e nos ultimos anos, esta teoria tem sido utilizada para descrever deformacoes na
nano-escala (ASKES; AIFANTIS, 2011).

E nesse regime de micro e nano-escala que as dimensdes da estrutura tornam-se com-
paraveis ao tamanho da microestrutura do material e os efeitos microestruturais e do
tamanho nao podem ser desprezados. Situacao idéntica ocorre quando em problemas de
propagacao de ondas, o comprimento da onda fica do tamanho do reticulado do meio.
Diversas sao as aplicagoes em que o efeito do tamanho da escala afeta a analise, dentre
estas, podem-se citar as andlise em peliculas e placas finas, em micro-vigas, em dispositi-
vos microeletronicos e micromecanicos, assim como em fenémeno de propagacao de ondas
em materiais, tais como, policristais, polimeros, ossos e compositos reforcados por fibras
ou por particulas (POLYZOS; FOTIADIS, 2012).

Devido a falta de parametros de comprimento de escala interno, a teoria classica
da elasticidade linear falha na tentativa de descrever tais comportamentos dos materi-
ais nessas escalas. No entanto, é possivel contornar esta deficiéncia da teoria classica
da elasticidade com o uso de teorias elasticas melhoradas, em que os parametros intrin-
secos que correlacionam a micro-estrutura com a macroestrutura estao envolvidas nas
equacoes constitutivas assim como na equacao do movimento do continuo elastico consi-
derado. Tais teorias melhoradas sao conhecidas na literatura como teoria geral elastica
de Cosserat (COSSERAT; COSSERAT, 1902), teoria de Cosserat com rotagdes restringidas
ou teoria de tensao conjugada (MINDLIN; TIERSTEN, 1962; KOITER, 1964), teoria eldstica
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multipolar (GREEN; RIVLIN, 1964), teoria gradiente de deformagao (TOUPIN, 1964), teoria
elastica gradiente de deformagao de alta ordem (MINDLIN, 1964; MINDLIN, 1965b; MIN-
DLIN, 1965a), teorias eldsticas micropolar, microestiramento e micromérfica (ERINGEN,
1999) e, por fim, teoria da elasticidade nao local (ERINGEN, 1992).

Motivado pela deficiéncia que a teoria classica da elasticidade possui em analisar pro-
blemas quando sua dimensao é compativel com a escala microestrutural, este trabalho
objetiva contribuir para o avanco na modelagem numérica, via Método dos Elementos de
Contorno, utilizando a teorias da elasticidade melhorada, a qual contempla parametro

microestrutural.

1.2 Inovacao

A presente tese estd inserida no campo da mecanica do continuo generalizado, mais
especificamente, nas teorias da elasticidade gradiente de deformacao de alta ordem. No
ambito do Departamento de Estruturas (SET) da EESC-USP esta é a primeira vez em
que se aplica a teoria da elasticidade considerando efeitos microestruturais ao MEC. Al-
guns trabalhos anteriores fizeram uso da teoria nao local aplicada a modelos de Dano e
Elastoplasticos, entretanto, ainda considerando a teoria classica da elasticidade, sem con-
templar parametros micromecanicos, ou seja, sem inser¢ao de comprimento caracteristico
a formulagao. Dentre estes trabalhos podem ser citados Fudoli (1999), Botta (2003),
Driemeier (1999) e Balbo (1998). No dmbito internacional, a primeira implementagao da
teoria da elasticidade considerando a microestrutura ao MEC foi realizada por Tsepoura
et al. (2003). Na formulagao realizada por Tsepoura et al. (2003), somente uma constante
gradiente elastica foi utilizada para representar o comprimento caracteristico que corre-
laciona a micro com a macroestrutura. Apds essa primeira implementacdo, vieram os
estudos de Tsepoura e Polyzos (2003), Polyzos et al. (2003a), Polyzos, Tsepoura e Beskos
(2005), Karlis et al. (2007) e Karlis et al. (2008) que objetivaram descrever problemas
da mecanica da fratura 2D e 3D utilizando a teoria gradiente elastica, sempre usando
elementos triangulares e/ou quadrangulares de continuidade C° e de baixa ordem.

Como Propostas inovadoras para a presente tese podem ser citadas:

a) aplicagdo de elementos triangulares de continuidade geométrica G' ao Método dos

elementos de Contorno classico e microestrutural tridimensional;
b) acoplamento do software de computagio grafica Blender™ ao MEC G';

c) aplicagao de elementos triangulares de alta ordem com continuidade C°, interpo-

lagao de Proriol e Polinomial, ao MEC tridimensional;

d) estudo comparativo entre as fungoes aproximadoras G e C° quanto a capacidade
de representar superficies suaves quando considerada geometrias paramétrica e nao

paramétricas (complexas);
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e) desenvolvimento de expressoes explicitas para o tratamento de singularidade tanto

para formulagao classica quanto microestrutural do MEC;
f) andlise de convergéncia das expansoes em série para os nicleos integrando do MEC;

g) correlagdo matematica entre o pardmetro microestrutural, g, e o tamanho do ele-

mento para que seja garantido a convergéncia;

h) implementagao numérica da teoria do continuo com consideragoes microestruturais

via MEC e considerando elementos com continuidade C° e G*.

1.3 Objetivo

1.3.1 Objetivo Geral

Desenvolver e implementar computacionalmente a formulacao do Método dos elemen-
tos de Contorno considerando efeitos microestruturais e continuidade entre os planos
tangentes na interface dos elementos quando aplicado a problemas elastostatico tridimen-

sional.

1.3.2 Objetivos Especificos

Analisar desempenho quanto a representagao da geometria por meio das aproximagoes
obtidas por polindomio ortogonal e por polinémio completo nao ortogonal, quando a estas
duas aproximagoes é imposta a particao da unidade. Neste trabalho, essas duas aproxi-
macoes sao chamadas de Proriol e Polinomial quando ¢ adotado o polinémio ortogonal
ou nao, respectivamente.

Analisar o desempenho das fungoes de Bézier para dominios de validade triangulares
que possuem continuidade dos planos tangentes. Para tanto, realizar a distin¢ao entre
continuidades C° e G' e em seguida desenvolver procedimento de criacio de elementos
G', os quais dependem apenas das posicoes e das suas normais nos vértices dos tridngulos
planos da malha.

Realizar um estudo comparativo entre as funcoes de Proriol, Polinomial e G* quanto
ao desempenho na representacao tanto da geometria quanto da sua suavidade, sendo
esta ultima caracteristica avaliada por meio da unicidade da normal na interface entre
elementos.

Realizar as expansoes em série de poténcia para as solu¢oes fundamentais e analisar
as condigoes de convergéncia para que possa determinar a correlacao entre o tamanho
do elemento e o pardmetro microestrutural utilizado, g. Ainda na anélise de convergén-
cia, tem-se o objetivo de determinar um estimador para o erro das expansoes em séries

adotadas.
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Realizar o tratamento da singularidade, por meio da técnica de subtracao de singu-
laridade. Para tanto se faz necessario explicitar os nicleos (hiper)singulares em série de
Laurent, os quais sdo escritos em coordenadas polares. Desta forma, objetiva-se determi-
nar as expressoes explicitas das séries de laurent para o tratamento de singularidade de
problemas elastostaticos tridimensional classico e com consideragao da microestrutura.

Realizar a verificagao do tratamento da singularidade dos niicleos das integrais do MEC
obtidos pela formulagao classica e microestrutural. Analisar a influéncia da abordagem
microestrutural na subtragao de singularidade.

Fazer a validagao por meio de exemplos Benchmark, presentes na literatura, da imple-
mentagao computacional do MEC classico e microestrutural considerando fungoes apro-
ximadoras de Proriol, Polinomial e de Bézier G' aplicados a problemas elastostéticos

tridimensionais.

1.4 Metodologia

Para obter precisao, em dominios triangulares, a medida que o grau da interpolacao é
elevado, optou-se por utilizar elementos espectrais. Esta terminologia espectral significa
que o erro numérico diminui mais rapida do que qualquer poténcia 1/p, onde p é a ordem
da expansao polinomial. Para tanto, o desenvolvimento tedrico é alicer¢ado na teoria da
interpolagdo de fungoes polinomiais ortogonais. A partir destes polindmios, é gerada a
base de pontos nodais, os quais sdo os zeros dos polindmios ortogonais e em seguida é
utilizado um polindémio como interpolante. Para o polindmio ortogonal gerador da base
nodal, neste trabalho, optou-se pelo polindémio de Lobatto e como interpolante foi esco-
lhido o polinémio de Proriol, uma vez que, este conjunto Lobatto-Proriol proporcionam
melhor condicionamento a matriz de Vandermond (POZRIKIDIS, 2005). Para comparativo
de eficiéncia, foi utilizado a aproximag¢ao mais comumente utilizada, que sao constituida
pela base nodal equidistante, e nao por zeros de polindmios ortogonais, e como interpo-
lante é imposto a particio da unidade em polinomio completo. Este procedimento de
geracao de aproximacoes com base nodal equidistante é chamando, neste trabalho, de
aproximacao Polinomial.

Para inserir os efeitos microestruturais a elasticidade, foi utilizado a teoria de Mindlin
(MINDLIN, 1964) na sua forma simplificada, uma vez que sua teoria geral proporciona uma
quantidade grande de parametros que necessitam de validagao experimental. Assim, para
contornar esse problema, foi utilizado uma teoria simplificada de Aifantis (1992a) onde
apenas um unico parametro microestrutural é associado a macroestrutura, o que torna a
teoria aplicavel. Em seguida é empregado o Método dos Elementos de Contorno a teoria
de Mindlin simplificada, para tanto é tomado como referéncia o trabalho de Polyzos et al.
(2003a). Com o intuito de simular superficies suaves, e assim, nao calcular a integral de

linha presente no trabalho de Polyzos et al. (2003a), esta tese referenciou-se ao trabalho
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de Walton e Meek (1996) para a construgao de fungoes que proporcionam continuidade
dos planos tangentes entre elementos triangulares adjacentes (continuidade G'), ou seja,
proporcionam normais Unica na linha de interface entre os elementos. Cabe ressaltar que
o trabalho de Walton e Meek (1996), por estar inserido na drea da computagao grafica, e
objetivando em representar superficies aparentemente suaves, ou seja, superficies que por
efeito de jogo de luz (ferramenta grafica) proporcione suavidade, ndo possuia finalidade
de aplicacao aos métodos numéricos. No entanto, verificou-se que o trabalho de Walton e
Meek (1996) possui potencial para aplicacdo na andlise numérica e garantia de unicidade
dos planos tangente na interface dos elementos triangulares.

Apos aplicado o MEC a teoria micromecanica, segue o tratamento de singularida-
des tanto para a formulacao classica quanto para a formulag¢ao microestrutural tomando
como base a técnica de subtracao de singularidade proposta por Guiggiani et al. (1992).
Cuidados adicionais foram tomados uma vez que as func¢oes de Bézier, utilizadas neste
trabalho, nao sao analiticas nos vértices do dominio triangular. Para iniciar o tratamento
da singularidade, optou-se por expandir em séries de poténcia as solucoes fundamentais e
assim tornando claro o grau de singularidade e proporcionando maior eficiéncia numérica
para o seu calculo. Em seguida é realizada a expansao em série de Laurent, em coordena-
das polares, para os niicleos integrandos (hiper)singulares. Entretanto, ndo é para todo
dominio que é valido a representacao em série de poténcias das solu¢oes fundamentais,
assim neste trabalho ¢ analisado a regiao de convergéncia destas séries, que acabam pondo
restricoes matematicas ao parametro micromecanico, g. Em seguida ¢é realizada a vali-
dacao da subtracao de singularidade, tanto na direcao radial quanto na dire¢do angular
para elemento triangular curvo.

Por fim, é realizado a implementacao do MEC considerando efeitos microestruturais,
ou nao, com funcdes aproximadoras C° e G'. E seus resultados, aplicados a proble-
mas elastostaticos tridimensional, sao validados por benchmark fornecidos no trabalho de
Tsepoura et al. (2003).

1.5 Divisao da tese

A tese é constituida por 8 capitulos e esta dividida da forma que segue.

No Capitulo 2 é realizado uma revisao bibliografica, no qual é contemplado uma dis-
cussao sobre a Mecanica do Continuo Generalizada (MCG), uma revisao histéria da teoria
gradiente e a aplicacdo do Métodos dos elementos de Contorno considerando efeitos mi-
croestruturais em problemas da elastostatica tridimensional.

No Capitulo 3 sao abordados os conceitos da teoria da elasticidade de Mindlin, a
qual considera efeitos microestruturais. Neste capitulo sao mostradas a cinematica, as
equacgoes de equilibrio, as condi¢oes de contorno e as equagoes constitutivas desenvolvidas

por Mindlin.
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O Capitulo 4 apresenta a forma direta do Método dos elementos de Contorno aplicados
a problemas elastostaticos tridimensionais pela teoria gradiente de deformacao, a qual
constitui uma combinacao das teorias de Mindlin e Aifantis. Ainda neste capitulo é
apresentada a discretizacao utilizada na anélise numérica. No Capitulo 5 sdo apresentadas
as interpolagoes de Proriol, base nodal de Lobatto, e Polinomial, base nodal equidistante,
utilizadas para aproximar a geometria e as incognitas fisicas presentes na formulagao do
MEC.

Com objetivo de anular o termo da integral de linha presente na formulacao do MEC
com efeito microestrutural (Capitulo 4), a hipdtese de superficie suave faz necessario.
Para impor suavidade na formulacdo do MEC, no Capitulo 6 é utilizado elementos com
continuidade geométrica G, os quais dependem das coordenadas geométricas dos nos e
de suas normais. Para auxiliar na obtencao das posi¢oes e das normais nos vértices dos
triangulos da malha para geometrias complexas, é utilizado o software de computacao
grafica Blender™ 2.7 acoplado ao programa do MEC elastostéatico gradiente. Por fim,
ainda no Capitulo 6, é verificado, por meio de exemplos, a suavidade na intersecgao
entre os elementos triangulares G' e estes sdao comparados com os elementos obtidos pela
expansao Polinomial e Espectral apresentados no Capitulo 5.

No Capitulo 7 é apresentada a técnica de subtracao de singularidade que foi aplicada
as solugoes fundamentais do MEC cléssico e, também, para a formulagao nao-classica (mi-
cromecénica). Neste capitulo sdo desenvolvidas expressoes explicitas em série de Laurent
para os ntucleos das integrais singulares e hipersingulares do MEC cléssica e nao-classica.
E por ltimo ¢é analisado as condi¢oes de convergéncia para os termos da série e verificado
a precisao da técnica de tratamento de singularidade em elementos curvos regulares e
distorcidos.

No Capitulo 8 sao apresentados os resultados da implementacdo computacional do
MEC com efeito micromecanico e classico, considerando superficies suaves, e comparado-
os aos resultados, considerados Benchmark, de Tsepoura et al. (2003). E por fim, sdo

relatados os principais resultados desta tese e as propostas para trabalhos futuros.
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CAPITULO

Revisao Bibliografica

2.1 Mecanica do Continuo Generalizado

Em recente coléquio, ocorrido em 2009, foi apresentado uma visao histérica do desen-
volvimento da chamada Mecanica do Continuo Generalizado (MCG). A tese apresentada
foi de que a generalizacao ocorre quando sao abandonadas, sucessivamente, as hipdte-
ses basicas da mecanica do continuo classica de Cauchy , como por exemplo, quando é
realizada a introdugao de tensbes conjugadas e de rotagoes rigidas da microestrutural
(continuo de Cosserat), ou quando faz-se a introdugao de deformagdo da microestrutura
(corpos micromorficos) ou, ainda, quando sao inseridos os conceitos de hiper-tensao e
comprimentos caracteristicos (teorias gradientes), fazendo, assim, com que a nogao de
tensao de Cauchy seja perdida.

A evolugdo para se chegar ao consensos do que é MCG foi marcada por diversos
artigos e reunides cientificas importantes, das quais podem ser citadas as reunides de
Freudenstadt (1967), de Udine (1970), a de Warsaw (1977) e por ultimo o coléquio em
Paris no ano de 2009, sendo este ultimo organizado por Maugin e Metrikine (MAUGIN,
2010). Esta breve revisao serd substanciada em trabalhos, discussoes e conclusoes obtidas
no coléquio Paris 2009. Dentre as diversas conclusoes desse evento, tem-se a consideracao
da publicacdo dos irmaos Cosserat em 1909 (COSSERAT; COSSERAT, 1902) como o marco
inicial da chamada mecanica do continuo generalizado, assim, esta revisao se detera aos
trabalhos realizados a partir desta publicacao.

Para melhor entendimento da MCG, ¢é definido como classico padrao o modelo basico,
considerado por Engenheiros, da mecanica dos sélidos e da teoria das estruturas. Esta
é essencialmente a teoria do continuo estabelecido por A. L. Cauchy no inicio do século
XIX para solidos elasticos homogéneos e isotropicos em pequenas deformagoes. A teoria
do continuo classico é fundamentada nos axiomas de Cauchy e nas hipdteses de trabalho:

a) postulado de Cauchy: as forcas de superficie T? que atuam em um ponto ma-

terial P de um meio continuo segundo um plano de normal unitaria n, depende

unicamente do ponto P e da norma n a este. Assim, pode ser escrito as forgas de
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superficie em funcao do tensor tensoes e da normal, ou seja,

Td = N;0y4j. (2].)

)

Com ¢ sendo o tensor de tensdao do ponto P;

b) Entendendo-se que tanto o espago fisico (de Newton) quanto a variedade material
(o conjunto de particulas materiais que constituem o corpo) sdo Euclidianas e

conectadas, a nogao de deslocamento u = {u;} fica bem definida;

c) Hipéteses de trabalho

— Nao existem conjugados aplicados tanto no volume quanto na superficie;

— Nao existe descri¢ao da microestrutura por graus de liberdade interno adicionais;

De acordo com os dois dltimos itens e devido a aplicagao do balanco do momento

angular, o tensor de tensao de Cauchy é simétrico, isto €,

oc=o". (2.2)

Desta forma, as mais variadas generalizacoes da mecéanica do continuo consistem em

relaxar um dos itens acima.

2.1.1 Algumas generalizacoes

As principais generalizagoes da mecanica do continuo ocorre em duas situagdes prin-
cipais. A primeira é quando o tensor de tensao de Cauchy torna nao simétrico e a outra é
quando se perde a validade do postulado de Cauchy. A seguir sdo apresentadas algumas
condigbes em que o tensor de tensao da elasticidade classica perde a simetria (ALTENBACH;
EROFEEV, 2011).

2.1.1.1 Razoes para a nao-simetria do tensor de tensao de Cauchy

A nao-simetria pode ser devida:
a) a existéncia de conjugados de corpo (body couples), por exemplo, tal como em
eletromagnetismo

M x H. (2.3)

Em que M e H denotam a magnetizacdo de volume e campo magnético, respecti-

vamente;

b) a existéncia de conjugados de superficies (introdugdo de um novo tipo de forga
interna chamada de tensdo conjugada); o meio possui graus de liberdades internos

que modificam o balan¢co do momento angular;
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¢) a existéncia de graus de liberdade interno (de natureza ndo-mecénica, por exemplo,
inércia de polarizagdo em ferroelétricos e rotagdo interna em ferromagnétismos
(MAUGIN, 1988));

d) a existéncia de graus de liberdade interno, de natureza mecanica; podendo neste

item ser inserido o modelo de Cosserat.

Na classe das microestruturas rigidas, em que outros trés graus de liberdade corres-
pondente a rotacgao adicional em cada ponto material (independente da vorticidade) sao
considerados na MCG, podem ser destacado os trabalhos de Mccullagh (1839) e Lord Kel-
vin (WHITTAKER, 1953). Também, pode ser citado o trabalho Duhem (1893) que propds
a introducao da triade de diretores (vetores unitdrios) para representar essas rotacao ri-
gidas. Outra forma de inserir essas rotagoes é por meio dos conceitos modernos da Fisica
que abrange os angulos de Euler, quaternions e espinores (ALTENBACH; EROFEEV, 2011).
Mas, é com a teoria de Cosserat que realmente foram introduzidos graus de liberdade
do tipo rotacional (este é o continuo micropolar no sentido de Eringen (1999), Eringen
(2001)) e o conceito dual de tensao conjugada, couple stress.

Um moderno conhecimento deste campo (MCG) apenas ocorreu apds os trabalhos
realizados, na Franga, pelos cristalégrafos Corre (1956), Laval (1957a), Laval (1957b),
Laval (1957¢c), na Russia, por Aero e Kuvshinskii (1961), Palmov (1964), na Alemanha
por Schaefer (1967), Ginther (1958), Neuber (1964) e na Italia por Grioli (1960) e Capriz
(1989). Embora sejam observados alguns sucessos da representacdo da microestrutura
por diretores, como por exemplo, nos estudos de cristais liquidos (ERICKSEN, 1960; LES-
LIE, 1968; STOKES, 1984) e na cinemética de deformacao para corpos delgados (GREEN;
NAGHDI, 1967), as melhores formulagoes da MCG foram obtidas considerando campo de
transformagoes ortogonais (rotagoes) e nao via diretores, podendo citar os trabalhos de
Eringen (1968a), Kafadar e Eringen (1971), Nowacki (1986).

Contudo, em meados dos anos de 1960, o ressurgimento da mecanica generalizada
do continuo ganhou forca e diversas formulag¢oes considerando efeitos microestruturais,
com linhas de pensamentos semelhantes as de Cosserat, foram desenvolvidas. Podendo
citar como referéncia os trabalhos de Mindlin (1964), Mindlin e Tiersten (1962), Mindlin
e Eshel (1968), Green e Rivlin (1964), Green e Naghdi (1967), Toupin (1962), Toupin
(1964), Truesdell e Toupin (1960), Truesdell e Noll (1965), Eringen e Suhubi (1964a),
Eringen e Suhubi (1964b).

Em seguida serao ilustradas as principais, ou pelo menos as mais difundidas, gene-
ralizagoes. Sera dada, nestas ilustragoes, maior relevancia para a forma das equagoes

constitutivas de cada teoria.
a) Elasticidade de Cosserat (micropolar)
A teoria de Cosserat da elasticidade (COSSERAT; COSSERAT, 1909) incorpora a

rotacao local dos pontos, as translagoes, estas quais ja sao consideradas pela elas-

ticidade cléssica, a tensdo conjugada (torque por unidade de drea) e as tensoes de
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forgas (forga por unidade de drea). A tensao de forga é referida simplesmente como
tensao na elasticidade classica, na qual nao existe nenhum outro tipo de tensao. A
ideia de tensao conjugada pode ser acompanhada durante o periodo de formacao
da teoria da elasticidade (VOIGT, 1887a; VOIGT, 1894). Eringen (ERINGEN, 1968b)
incorporou micro-inércia e renomeou a elasticidade de Cosserat de elasticidade mi-
cropolar. No so6lido de Cosserat isotropico existem seis constantes eldsticas, em
contraste a elasticidade classica dos sélidos em que existem apenas duas (constan-
tes de Lamé). As equagoes constitutivas para sélidos eldstico isotrépico de Cosserat

sdo, em notacao de Eringen (1968b):

Okl = AerpOkt + (20 + K) € + K€kim (T — Om) (2.4)

My = 0y Okl + Bor s + Yok (2.5)

A convencgao de soma para indices repetidos e a convencao de virgula para repre-
sentar diferenciacdo com respeito as coordenadas sdo utilizadas. oy; é a tensado de
forca, o qual é um tensor simétrico na formulagao classica da elasticidade e anti-
simétrico na Eq.(2.4). my; é a tensdo conjugada, couple stress, ex = (ug; + upg)/2
é o tensor para pequenas deformagoes, u; é o deslocamento e €y, é o simbolo de
permutacdo. A micro-rotacao ¢, na elasticidade de Cosserat é cinematicamente
distinta da macro-rotagdo, rx = (€pmums)/2 , obtida do gradiente do desloca-

mento.

Em trés dimensoes, o sélido elastico isotropico de Cosserat necessita de seis cons-
tantes (A, u, o, 8,7 e k) para sua descrigao. Algumas comparages entre simbolos
usadas por diversos autores foram apresentadas por Cowin (1970b), no entanto,
em termos de percepcao fisica, as seguintes relagoes entre as constantes sao mais
interessantes (ERINGEN, 1968a; GAUTHIER; JAHSMAN, 1976):

Médulo de Young E = (21 + k) (3A+2u+ k) / (2N + 21 + k),
Médulo de cisalhamento G = (2u + k) /2,

Coeficiente de Poisson v = A/ (2A + 2u + k),

Comprimento caracterfstico para torcao I, = [(8 +7)/(2u + £) ]2,

Comprimento caracterfstico para flexdo I, = [v/2 (2u + r) |2,

Ntimero de acoplamento N = [k/2 (u + x) |V/?,

Coeficiente polar ¥ = (84 v)/(a+ 8+ 7) .

A abordagem cléassica para sélidos é recuperada quando «, 3,7, k desaparecem. O
caso N =1 ¢é conhecido como teoria das tensdes conjugadas, couple stress theory,
(MINDLIN; TIERSTEN, 1962; COWIN, 1970a).
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b)

Elasticidade de dilatagao (Elasticidade com vazios)

A teoria dos materiais elasticos com dilatacao (ou com vazios) (COWIN; NUNZIATO,
1983) incorpora a mudanga de volume, ao invés de rotagao, como uma varidvel cine-
matica adicional. As equagoes constitutivas para o caso elastico (sem dependéncia

de taxas) sdo as seguintes:

Okt = NeppOiy + 2p€8 + Bddw, (2.6)
hk - a¢,k) (27>
g=—8p— Bep, (2.8)

com o sendo a tensao, h como o vetor tensao equilibrado, A e u como as constantes
elasticas classicas de Lamé, g como a forca de corpo intrinseca equilibrada, ¢ como
a mudanga de volume e ¢ como o gradiente da mudanca de volume. A mudanca

de volume pode ser interpretada como uma dilatacao dos pontos do continuo.
Elasticidade Nao-local

Em um solido nao-local isotrépico, os pontos podem somente sofrer movimentos
de translagoes assim como no caso cldssico, mas a tensao no ponto depende da
deformagdo em uma regiao préxima a este (KRSNER, 1967; ERINGEN, 1972). A
equacao constitutiva para tensao o;;, em termos do vetor posicao x dos pontos no

solido, ¢ escrita da seguinte forma
03 (%) = [ M1 =) ey () 8+ 20 (K = x]) &y () dV (). (29)
Uma representagao alternativa mais simples é (ERINGEN, 1992):
03 (%) = [ a (X =x|) ey () 8y + 2us ()] AV (), (210)
com o nicleo nao-local « (|x|) sujeito a

/Va(|x|)dV —1, (2.11)

mostrando que o nicleo necessita ser um membro da sequéncia do delta de Di-
rac. Assim, no limite, quando a distancia nao local de influéncia ou comprimento
caracteristico, a, torna-se cada vez menor é recuperada a lei de Hooke (equacao
constitutiva do continuo elastico classico). Alguns exemplos para o nicleo « (|x])
sdo mostrados (LAKES, 1995):

Para « (|x|) de alcance finito

a(|x]) = {

(1 — %) , para |x| < a,

(2.12)

O o=

para |x| > a
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para ntcleo infinito

1 —|T|/a
a (|x]) = 5oe ke, (2.13)

e para um nucleo finito simples

1
o) = 4 para |x| < a, (2.14)
0 para |x|> a.

Os comprimentos caracteristicos podem ser definidos, na elasticidade nao-local, em

termo do alcance efetivo associado com o nucleo.
d) Elasticidade microestrutural (micromérfico)

Na elasticidade microestrutural (MINDLIN, 1965¢) ou micromérfico (ERINGEN, 1968a),
os pontos no continuo dos sélidos podem deformar microscopicamente, assim como,
podem transladar e rotacionar. Nesta abordagem da elasticidade, existem 18 cons-
tantes elasticas no caso isotropico. As equagOes constitutivas para elasticidade

microestrutural isotrépica sao:

Tpg = AOpg€ii + 21Epq + 910pgYii + G2 (Vpg + Vap) » (2.15)

Opg = glépq’yii + 2925pq + blépq%‘i + bQ’qu + b3’7qpa (216)

Hpgr = Q1 (giip(sqr + griiépq> + as (giiqépr + fm‘(qu) + a3€iir5pq + a4£pii6qr +
as (gqiiapr + é'ipi(sqr> + a’8€iqi6p’r’ + alogpqr + ary (grpq + §qrp) + a13§prq +
a14§qpr + CLlf)grqp- (217)

Onde 7,4 € 0 tensor de tensao simétrico de Cauchy, o,, ¢ o tensor de tensao relativo
assimétrico e fi,q € 0 tensor de tensdo dual. Os termos ¢'s, b's, a’s assim como A
e {1 sdo constantes eldsticas. A parte anti-simétrica (com respeito aos dois tltimos
indices) da tensao dual representa a tensao conjugada, couple stress, da elasticidade
de Cosserat. ¢ é o tensor deformacao, v é a macro-deformacao menos a micro-
deformagao e £ é o micro-gradiente da micro-deformacao, cuja parte anti-simétrica

corresponde ao gradiente da rotagdo na elasticidade de Cosserat.

Elasticidade microestrutural inclui a elasticidade de Cosserat e a teoria de dilatacao
(vazios) como caso especial. Elasticidade cldssica é um caso especial da elasticidade

de Cosserat e da teoria de dilatagao (vazios).

2.1.2 Teorias gradiente

Atualmente é constatado que as teorias gradiente sdo abundantes na Fisica e que co-
mecaram praticalmente juntas com todas as teorias do continuo, no século XIX. Desta

forma, eletromagnetismo de Maxwell é uma teoria de gradiente de ordem um (gradientes
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dos potenciais eletromagnéticos), a teoria de Korteweg para fluidos (KORTEWEG, 1901) é
uma teoria constituido pelo primeiro gradiente da densidade, a teoria de Einstein da gra-
vitagdo (EINSTEIN, 1916; EINSTEIN, 1956) é uma teoria se segundo gradiente da métrica
do espago-tempo curvado e Roux (1911) publica, o que seria a primeira exposigao, da te-
oria de gradiente ordem 2 para o deslocamento da elasticidade em pequenas deformacoes
(formulagao variacional). Diante de diversas formulagoes existentes, teorias baseando-se
no principio da energia virtual foi utilizada para deduzir, de forma elegante e inequivoca,
entretanto algumas vezes tediosas, as condi¢oes de contorno e introduzir a nogao, clara, de
forgas internas de ordem superior (GERMAIN, 1973a; GERMAIN, 1973b; MAUGIN, 1980).
Teorias fenomenoldgicas envolvendo gradientes de outros campos fisicos, além de deslo-
camento ou densidade, foram estudado por Maugin (1971), em sua tese de doutorado na
universidade de Princeton, para materiais ferro-eletromagnético. Neste trabalho, Maugin
(1971) realizou uma abordagem microscépica, ou seja, o continuo foi aproximado por uma
rede cristalina com consideracoes das interagoes de médio alcance, além de considerar giros
magnéticos distribuidos ou dipolos magnéticos permanentes. No que segue, exemplos de
teorias que envolvem gradientes sao apresentados pela dependéncia da energia potencial

W por unidade de volume para pequenas deformacoes:

a) Le Roux (ROUX, 1911; ROUX, 1913) apresenta a energia potencial
W=W (ui,jv Ui ks - - ) y (218)

onde u;; denota o gradiente de ordem 1 do deslocamento e u; j;, o gradiente de

ordem 2 do deslocamento.

b) Forma moderna da energia potencial (TOUPIN, 1962; MINDLIN; TIERSTEN, 1962;
TOUPIN, 1964; MINDLIN, 1964; SEDOV, 1966; MINDLIN; ESHEL, 1968):

W :W(Eij,é"ij’k,...), (219)

onde ¢ ¢ o tensor de deformagao.

Algumas caracteristicas interessantes destes modelos, com insercao de gradiente, sao
(MAUGIN, 2010):

a) Introdugdo dos comprimentos caracteristicos;

b) aparecimento dos chamados efeitos de capilaridade (tragao superficial) devido a

intervengao explicita da curvatura da superficie;

c) correlativos efeitos da camada limite;

Para maiores detalhes, das caracteristicas acima relatadas, sugere consultar os tra-
balhos de Germain (1973a), Tiersten (1969), Fleck e Hutchinson (1993), Fleck, Muller e
Hutchinson (1994) e Lazar e Maugin (2004).
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2.1.2.1 Breve revisao da teoria gradiente

Alguns esforgos esporadicos com a intencao de enriquecer as equagoes da elasticidade
classica do continuo tiveram inicio no século XIX. Neste periodo derivadas de alta ordem
foram adicionadas as equacoes na tentativa de captar o efeito da microestrutura. Ja em
1850, Cauchy sugeriu o uso de derivadas de alta ordem nas equagoes do continuo, além de
inserir parametros constitutivos adicionais ao tamanho do volume elementar, com o ob-
jetivo de modelar, com maior precisao, comportamento discreto de estruturas cristalinas
(CAUCHY, 1850a; CAUCHY, 1850b; CAUCHY, 1851). Pouco mais tarde, Voigt desenvolveu
uma descricao abrangente para cinematica, leis de balango e relagoes constitutivas de
modelos de redes discretas para cristais. Neste modelo Voigt incluiu tanto a rotagao e
deslocamento molecular quanto forgas conjugadas (VOIGT, 1887a). Entretanto, as equa-
¢oes diferenciais resultantes desta formulacao de Voigt eram bastante complicadas e as
solugoes dos problemas de valor de contorno eram apenas obtidas apdés assumir diversas
hipdteses (VOIGT, 1887b; VOIGT, 1887c). No inicio do século XX, estd drea de pesquisa
foi ampliada através do trabalho dos irmaos Cosserat. Neste trabalho, os Cosserat inseri-
ram na cinematica, do continuo tridimensional, trés componentes de deslocamentos, trés
micro-rotagoes e incluindo, ainda, o conceito de tensao conjugada (COSSERAT; COSSERAT,
1909).

Apesar de algumas atividades isoladas ocorrerem na primeira metade do século XX,
foi a partir da década de 1960 que o renascimento das pesquisas na MCG ocorreram. Este
renascimento ocorreu, aproximadamente ao mesmo tempo, tanto no lado oeste quanto no
lado leste europeu. Do lado leste europeu pode ser citado como artigos marco da escola
soviéticas, os trabalhos de Aero e Kuvshinskii (1961), Palmov (1964), Kunin (1966),
Vdovin e Kunin (1966) e um pouco mais tarde vindo o trabalho de Levin (1971). Da
escola do oeste europeu, os artigos mais renomados sdo os de Toupin (1962), Toupin
(1964), Mindlin e Tiersten (1962), Mindlin (1964), Mindlin (1965b), Mindlin (1965a),
Mindlin e Eshel (1968), Kroner (1967) e Green e Rivlin (1964).

Inicialmente, o foco desses estudos era desenvolver extensoes da teoria de Cosserat,
assim como, extensoes das teorias de tensdo conjugada (TOUPIN, 1962; MINDLIN; TIERS-
TEN, 1962; TOUPIN, 1964), no entanto, estas extensdes tomaram determinadas proporgoes
até serem estendidas em elaboradas teorias gradiente (GREEN; RIVLIN, 1964; MINDLIN,
1964; MINDLIN, 1965b; MINDLIN; ESHEL, 1968). Muito desses tltimos estudos possuem
uma teoria bastante complicada e que objetivam a geragao e inclusao de um conjunto
matematico amplo de gradientes de alta ordem, ao invés de ser concentrado em conjuntos
mais limitados de gradientes que objetivem descrever os fenomenos fisicos de interesse.

Um segundo ressurgimento ocorreu a partir da década de 1980, com o trabalho de
Erigen, o qual desenvolveu uma simples teoria de tensao-gradiente por meio de sua teoria
integral nao-local (ERINGEN, 1983), no entanto, permaneceu inativo, até o final da década

de 1990, o interesse neste trabalho. Por outro lado, inspirado por estudos anteriores em
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plasticidade (AIFANTIS, 1984; ATFANTIS, 1987), Aifantis e co-autores formularam teorias
da elasticidade gradiente para deformagoes finita (TRIANTAFYLLIDIS; AIFANTIS, 1986)
e deformagoes infinitesimais (ATFANTIS, 1992a; ALTAN; ATFANTIS, 1992b; RU; AIFANTIS,
1993). Subsequentemente, essas teorias foram estendidas a partir da insergao de termos
adicionais que consideraram o efeito de superficie (VARDOULAKIS; EXAKAKTYLOS; ATFAN-
TIS, 1996; EXAKAKTYLOS; VARDOULAKIS; ATFANTIS, 1996). Comparando com as teorias
mais elaboradas da década de 1960, essas ultimas formulagoes sdo muito mais simples
e contém menos termos gradiente de alta ordem, a qual é manifestada pelo menor ni-
mero de constantes constitutivas que necessitam validacao experimental. Na verdade, o
foco principal na formulacao dessas tltimas teorias tem sido incluir somente os termos

gradientes da ordem necessaria para descrever o fendémeno fisico em estudo.

Com o aumento do uso dos métodos computacionais para simulagao, a implementagao
da elasticidade gradiente tornou-se o foco de alguns estudos, especialmente, na aplicacao
do Método dos elementos Finitos a elasticidade gradiente que tendem a ser nao-trivial
devido a maior complexidade das equagoes diferenciais parciais que governam o problema.
Enquanto alguns pesquisadores tém focado na implementacao de teorias mais completas
(e mais complicadas) da década de 1960 (SHU; KING; FLECK, 1999; AMANATIDOU; ARA-
VAS, 2002; ZERVOS, 2008; PAPANICOLOPULOS; ZERVOS; VARDOULAKIS, 2009), outros tém
explorado a simplicidade oferecida pela teoria de Aifantis, a qual tem conduzido a mais
simples implementacao em elementos finitos (TENEK; AIFANTIS, 2002; ASKES; MORATA;
ATFANTIS, 2008; ASKES; GITMAN, 2009).

Um outro método numérico bastante utilizado para resolver varios tipos de problemas
de Engenharia tem sido o Método dos elementos de Contorno (MEC). Este método pos-
sui a vantagem, em comparagao a outros métodos numéricos, de possui a capacidade de
reducao da dimensionalidade do problema por um. Assim, problemas tridimensionais sao
precisamente resolvidos por apenas discretizando a superficie bidimensional que limita
o dominio de interesse. Em casos onde o problema é caracterizado por uma geometria
assimétrica, o MEC reduz mais ainda a dimensionalidade do problema, necessitando ape-
nas a discretizacao ao longo da linha mediana do corpo. Essas vantagens, em conjunto
com a auséncia da necessidade de continuidade C!, torna o MEC ideal para anilise de
problemas gradiente eldstico (BESKOS, 1987; BESKOS, 1997). Tsepoura et al. (2002) foi
o primeiro a usar o MEC para resolver problemas elastostaticos dentro da estrutura da
elasticidade gradiente de Mindlin. Em sequéncia ao trabalho de Tsepoura, foram publi-
cados alguns outros artigos utilizando o MEC, tais como os estudos de Tsepoura et al.
(2003), Polyzos et al. (2003a), Polyzos, Tsepoura e Beskos (2005), Polyzos (2005), Karlis
et al. (2007), Karlis et al. (2008), os quais abordam solugoes via MEC para problemas bi-
e tridimensional elastostatico, dinamicos e da mecanica da fratura usando a teoria gradi-
ente eldstico. Em Karlis, Charalambopoulos e Polyzos (2010), o MEC foi utilizado, como

ferramenta numérica, para modelar materiais com consideragao do efeito microestrutural
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e no contexto da teoria elastica gradiente de Mindlin na Forma-II. Neste trabalho, Kar-
lis (KARLIS; CHARALAMBOPOULOS; POLYZOS, 2010) desenvolve a solugao fundamental da
equagao diferencial de equilibrio e em seguida sao escritas as duas equacoes integrais, uma
para deslocamento e outra para a derivada normal do deslocamento. O contorno global
do dominio analisado é discretizado em elementos quadrilateral e por linhas quadraticas
para problemas 3D e 2D, respectivamente. Além de Karlis (KARLIS; CHARALAMBOPOU-
LOS; POLYZOS, 2010) considerar, em sua formulagoes, contornos nao suaves, este também
traz como diferencial a aplicagdo da teoria elasto-gradiente mais geral, uma vez que os
efeitos da dilatagdo e deformagoes cisalhantes sao consideradas de forma distinta. Por
outro lado, aparece nesta formulagao uma forma mais complexa para a tensao conjugada,
o que torna os niucleos integrandos presentes na representacao integral mais complicadas
do que as que foram adotadas nos trabalhos de Polyzos et al. (2003b) e Tsepoura et al.
(2003).

2.2 Geracao de superficies a partir de sistema CAGD

Nesta secao é realizada uma breve revisao histérica, assim, como as contribui¢oes
realizadas para a integragao da Analise dos Elementos de Contorno com sistema CAGD

(Projeto geométrico auxiliado por computador).

2.2.1 Revisao historica do CAGD

O primeiro uso, registrado, de curvas no ambiente de produgao, no caso especifico na
construgao naval, aparece desde os tempos Romanos. O primeiro avango na criagdo de
navios, os quais eram feitos de madeira, foi a producao de novas embarcagoes com base em
modelos reutilizaveis. Desta forma, a geometria basica de navios podiam ser armazenados,
sem ter a necessidade de serem recriados a cada vez. Na sequéncia, os venezianos do século
XIIT ao século XVI aperfeicoaram a técnica de producao de navios baseados em modelos,
contribuindo na construcao das costelas das embarcacoes definidas em termos dos arcos
circulares continuos tangentes - NURBS em linguagem moderna (FARIN, 1990). Ja para
a geometria do casco dos navios, estas eram obtidas para diferentes formas das costelas,
sendo considerada uma manifestacao precoce da defini¢bes de superficies por produto de
tensores dos dias atuais. Até entao nao existiam desenhos para definir os cascos dos navios,
apenas no século XVII foram desenvolvidos e popularizado os projetos para cascos. A
primeira mengao a spline na sua forma classica, que era uma viga de madeira usada para
desenhar curvas suaves, aparece a partir de 1752 (MONCEAU, 1752). J& no século XX,
desenvolvimentos mais modernos que ligam as técnicas de construgao naval ao sistema
CAGD podem ser encontrados nos trabalhos de Berger et al. (1966), Mehlum e Sorenson
(1971), Rogers e Satterfield (1980) e Theilheimer e Starkweather (1961).
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Apébs os primeiros desenvolvimentos dos projetos das geometrias para embarcagoes,
foi a vez da area aerondutica contribuir para o avango do que viria a ser CAGD. Um dos
grandes colaborador para este avanco foi R. Liming com a publicagdao, em 1944, do livro
intitulado Geometria Analitica com Aplicagoes a Aeronaves (LIMING, 1944), e dos escritos
realizados, por este, para a empresa de avia¢do norte-americana NAA (North American
Aviation), fabricante do legenddrio Mustang durante a segunda guerra mundial. Neste
livro, métodos de desenhos classicos foram combinados, pela primeira vez, com técnicas
computacionais. Tradicionalmente, as construgoes tanto de aeronaves quanto de navios
encontraram o seu avango nas mesas de trabalhos dos desenhistas, na forma de projetos
(blueprints) que serviram como defini¢ao basica do produto. Desta forma, Liming perce-
beu que era uma alternativa mais eficiente armazenar um projeto em termos de niimeros ao
invés de serem armazenadas curvas tracadas manualmente, motivando assim, a tradugao
dos desenhos classicos das construgoes em algoritmos numéricos. A grande vantagem dos
algoritmos numeéricos era a de poder armazenar tabelas inequivocas e nao deixar margem
a interpretacao individual dos desenhistas. Com estas contribuigoes, Liming tornou-se
muito influente na década de 1950, e sendo o seu armazenamento numérico de desenhos
amplamente adotado por empresas de avides norte-americanas. De forma paralela, o
professor S. Coons também dedicava suas pesquisas, desenvolvidas no MIT e que mais
tarde ganhariam fama, para a realizacao da transicao dos desenhos de aeronaves para o
armazenamento numérico (COONS, 1947). Outra influéncia para a criagdo do CAGD, foi
o advento em 1950 dos primeiros computadores capazes de gerarem instrugdes numéricas
para controlar maquinas de usinagens na producao de moldes e estampas para pecas de
chapas metalica, o que foi chamado de controle numérico. Com o surgimento do controle
numérico, veio a criagdo de linguagens de programacao, e para finalidade das maquinas
de usinagens, veio a linguagem APT desenvolvida no MIT. Entretanto um problema se
manteve: toda a informagao que era armazenada na forma de blueprints nao se sabia, ou
nao se era claro, como poderia realizar a comunicagao entre essas informacoes e os compu-
tadores que controlavam as maquina de fresagem. Algumas tentativas neste sentidos nao
foram bem sucedidas, tais como, o ajuste de curvas aos pontos obtidos diretamente das
blueprints usando técnicas, ja conhecidas, como interpolagdo de Lagrange. Assim surgia
uma grande necessidade de novos conceitos que fossem capazes de realizar a transferén-
cia das blueprints para computadores. Avancos significativos, neste sentido, ocorreram
na Franca, com os trabalhos De Casteljau e Bézier que permitiram que os projetistas

abandonassem todos os processos manuais de desenhos (FARIN, 1983).

Em outras partes do mundo, avangos no controle numérico ocorreram. Nos Estados
unidos, além dos trabalhos do pesquisador S. Coons do MIT, pode ser citado os desenvol-
vimentos de J. Ferguson na empresa americana Boeing e o desenvolvimento do primeiro

sistema CAD/CAM, pela General Motors (GM), chamado DAC-I (Projeto Aumentado

por Computador), o qual contemplava técnicas fundamentais de curvas e superficies, fruto
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do trabalho dos pesquisadores C. Boor e W. Gordon (FARIN, 1990). No Reino Unido, os
trabalhos iniciais em curvas e superficies foi devido a A. R. Forrest, que em sua tese
de PhD (Cambridge) desenvolveu o trabalho de classificacdo das formas ctibicas, cibicas
racionais e as generalizagoes dos patches de Coons (FORREST, 1968). Ainda no Reino
Unido, trabalhando para uma empresa de aeronaves britanica (British Aircraft Corpora-
tion), M. Sabin desenvolveu o sistema CAD chamado Numerical Master Geometry. Neste
trabalho, Sabin desenvolveu diversos algoritmos, os quais seriam mais tarde "reinventa-
dos", tais como o algoritmo de offsets (SABIN, 1968b), continuidade geométrica (SABIN,
1968a) e Spline em tensdo (SABIN, 1970).

Praticamente todas essas abordagens ocorreram na década de 1960. Por algum tempo,
estes estudos, por diversas partes do mundo, existiram em isolamento até os anos setenta,
quando, a partir de entdo, comecou a ocorrer uma confluéncia de diferentes métodos de
investigagoes que culminou na criagdo de uma nova disciplina chamada de CAGD (Projeto
Geométrico Auxiliado por Computadores). Sem o advento dos computadores a disciplina
CAGD nao teria surgido, nem tanto devido ao calculo de formas complexas, pois este
nao era o objetivo inicial dos computadores, mas simplesmente por produzir informacoes
necessarias para controlar maquinas de fresagem. Essas informagoes eram tipicamente
obtida via fita perfurada, feitas por computador, e em seguida eram transferidas para a
unidade de controle das maquinas de fresagem.

Entretanto, o principal interesse dos designeres nao era tanto a maquina de fresagem e
sim, preferencialmente, uma plotagem que pudesse rapidamente graficar os conceitos dos
projetistas. Na época, os plotters existentes eram do tamanho de uma mesa de bilhar,
ou maior, no entanto, esse tamanho era natural uma vez que a maioria dos desenhos das
pecas automotivas eram produzidos em escala. A partir destas necessidades, seja de ar-
mazenamento de desenhos ou seja na geracao de formas gréaficas que pudesse automatizar
a produgao de projetos, o surgimento dos computadores foi um marco no desenvolvimento
e criacdo do CAGD.

Ainda na contextualizacao histérica, faz-se necessario destacar, o que nao foi feito
ainda com devido mérito neste trabalho, os desenvolvimento, em CAGD, devido a De
Casteljau e Pierre Bézier. Desta forma a secao subsequente suprird esta lacuna e dara o

destaque que estes dois pesquisadores merecem.

2.2.2 De Casteljau e Bézier na histéria do CAGD

Em 1959, a empresa de automoveis francesa Cintrén havia contratado um jovem mate-
matico, chamado Paul de Faget De Casteljau que tinha acabado de concluir seu doutorado,
para resolver alguns problemas tedricos que surgiram a partir do desafio da migracao dos
projetos manuais (blueprints) para os computadores. De Casteljau comegou a desenvol-
ver um sistema que visava principalmente os projetos de curvas e superficies ao invés de

se concentrar na reprodu¢do de modelos (blueprints) existentes. Desde o inicio dos seus
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trabalho, De Casteljau usou os polindomios de Bernstein para definir suas curvas e superfi-
cies, em conjunto com o que ¢é hoje conhecido como algoritmo De Casteljau (CASTELJAU,

1963).

A caracteristica inovadora de De Casteljau foi devido ao uso de poligonos de controle
(Courbes a pdles), uma técnica que nunca havia sido usado. Em vez de definir uma
curva (ou superficie) através de pontos sobre ela, um poligono de controle que utiliza
pontos préximos as curvas é utilizado. Assim, ao invés de mudar a curva (ou superficies)
diretamente por seus pontos, modifica-se o poligono de controle e, como consequéncia, a
curva (superficie) é alterada. Conceitos semelhante para poligonos de controle ja haviam
sido desenvolvidos desde 1923 (BLACHKE, 1953) na area da geometria diferencial, no

entanto, nenhum impacto havia ocorrido quanto a possibilidade de aplicagoes.

Como sempre ocorre no ambiente industrial, o trabalho de De Casteljau foi mantido
em segredo pela Cintroén por um longo tempo. A primeira menc¢ao piblica do algoritmo
de geracao de curvas e superficies (embora nao incluindo a citagdo do inventor) foi a pu-
blicacao de Krautter e Parizot (1971). Entretanto, foi no final dos anos setenta que W.
Boehm descobriu este algoritmo, a partir dos relatorios técnicos de De Casteljau, o que
fez criar o termo algoritmo de De Casteljau. Proporcionando desta forma o devido reco-
nhecimento a De Casteljau perante a comunidade cientifica. A partir de 1989 Casteljau

deixou a Cintroén e se dedicou as publica¢oes cientificas.

Ainda em paris, outra empresa automobilistica contribuiu para o avanco do CAGD,
desta vez, foram os trabalho originados na Rénault. Durante o inicio da década de
1960, Pierre de Bézier, que chefiava o departamento de projetos da Rénault, percebeu
a necessidade de representagoes, via computador, das pecas mecénicas. Os esforcos de
Bézier foram influenciados pelo conhecimento desenvolvido por sua concorrente Cintroén,
mas ele continuou de forma independente seus estudos. A ideia inicial de Bézier era
representar curvas basicas a partir da interseccao de dois cilindros elipticos, os quais eram
definidos dentro de um paralelepipedo. Mais tarde, a partir dos conceitos iniciais de
transformacao afim para curvas, Bézier migrou seus estudos para formulagoes polinomiais
e dedicando seus esforgos para andlise de polindmios de graus mais elevados. O resultado
acabou por ser idéntico aos das curvas de De Casteljau, apenas a mateméatica envolvida

era diferente.

Devido a ampla publicacao dos trabalhos de Bézier (BéZIER, 1977; B6ZIER, 1967; Bé-
ZIER, 1968; BéZIER, 1974; VERNET, 1971), os seus estudos acabaram chamando a atengao
do meio cientifico, e em particular, a de A. R. Forrest. Forrest comecou a analisar os
trabalhos de Bézier e percebeu que as curvas geradas por ele poderiam ser expressas em
termos dos polinémios de Bernstein, ou seja, na forma em que De Casteljau tinha de-
senvolvido desde o final dos anos cinquenta. O artigo de Forrest sobre curvas de Bézier
(FORREST, 1972) foi muito influente e ajudou a popularizar tais geometrias. Tao grande

foi o desenvolvimento que as curvas de Bézier tornou-se base do sistema CAD/CAM da
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Rénault, chamado de UNISURF. Na sequéncia foram influenciadas outras areas industri-
ais, desta vez a aerondutica, e como representante, tem-se a empresa francesa Dassault, a
qual havia desenvolvido seu proprio sistema chamado EVE. Este sistema seria mais tarde
evoluido para o CATIA (Computer Aided Three-dimensinal Interactive Application), o
qual ¢é até hoje utilizado no setor aeronautico do mundo inteiro. Outra contribuicao de
Bézier foi o desenvolvimento de um método capaz de deformar conjuntos inteiros de su-
perficies, as quais sdo incorporadas a um cubo e, em seguida, é deformado a partir de
tri-variaveis, ficando assim chamado de cubos de Bézier (B6ZIER, 1967; B6ZIER, 1978).

2.2.3 Superficie de Bézier aplicada a Equacao Integral de Con-

torno

Tradicionalmente, projetos geométricos e Anélise de Elementos de Contorno (AEC)
sao tratados como médulos separados, exigindo diferentes métodos e representagoes, que
incluem modelos paramétricos continuos e modelos discretos. NURBS (Non-Uniform Ra-
tional B-Splines) (PIEGL; TILLER, 1997), as quais sdo modelos paramétricos continuos, sdo
muitas vezes utilizados para o projeto geométrico em sistemas CAD, enquanto que malhas,
modelos discretos, sao utilizados na analise de elementos de contorno. Devido a incompa-
tibilidade entre diferentes modelos e representagoes envolvidas, o pds-processamento no
projeto geométrico ou o pré-processamento na andlise de elementos de contorno é essen-
cial. Portanto, a conversao e remodelagao sdo necessarias para a iteragoes entre o projeto
geométrico e o MEC. Os erros sao inevitavelmente introduzidos durante a conversao e
remodelagao. Tornando assim a integragao entre o projeto geométrico e o MEC cada vez

mais importante.

Uma das maneiras de realizar a integracao entre os componentes CAD e CAE ¢é usando
diretamente o modelo CAD para posterior aplicacio do CAE. Portanto, modelos CAD
diretamente utilizaveis e precisos sdo altamente desejaveis para o ciclo de projeto geomé-
trico e AEC. No entanto, os ambientes CAD/CAE sao geralmente heterogéneos devido
aos componentes de atividades altamente dependentes com os correspondentes modelos
matematicos. Os requisitos para as propriedades dos objetos e dos modelos matematicos
sao diferentes a depender da areas de aplicagao, como por exemplos, na area de geracao de
grid se diferem das exigéncias da AEC (ANDREY; THOMAS, 1999). Além disso, os modelos
CAD com representacao do contorno podem conter erros, tais como lacunas, topologia
incorreta e curvas cortadas. Na maioria dos casos, os problemas desses erros do CAD
nao afetam a eficiéncia das aplica¢Oes graficas porque esses erros sao demasiadamente
pequenos para serem observados visualmente. No entanto, os principais problemas sao
encontrados na criagdo dos modelos matematicos do CAE tais como em malhas de elemen-
tos finitos/elementos de contorno, as quais requerem a continuidade global do contorno

do objeto. Portanto, um modelo matematico CAD do objeto deve ser pré-processado para
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atender as exigéncias especificas na posterior analise por elementos de contorno.

Diante da necessidade de atencao entre o acoplamento dos modelos CAD, com foco
nas superficies de Bézier, e o MEC, abaixo sao apresentado os poucos trabalhos que se
dedicam, seja na integracao quanto na aplicagao dos modelos geométricos na analise por

elementos de contorno.

Schlemmer, Rucker e Richter (1994) apresenta um método para calcular problemas
estacionarios e dependentes do tempo usando elementos de contorno de Bézier com conti-
nuidade C*'. Neste trabalho é discutido a aproximacao da solucao e o elemento de Bézier
quadrilateral, com 16 pontos de controle. O método é validado por meio de um problema
biomédico, cujos resultados sao comparados com solugoes analiticas de um modelo es-
férico do térax humano excitado por um tunico dipolo dentro do coracao. Investigacoes
adicionais foram realizadas sobre a dispersao de ondas eletromagnética transitoria para
corpos de formas simples usando representacao isoparamétrica de Bézier Spline tanto para
geometria quanto para a solucao. No caso de equagao integral de segunda ordem, os auto-
res mostram que a suavidade da solucdo ¢ melhorada devido & continuidade C! da funcao
de forma. Além do que as equacoOes integrais de primeira ordem sdo passiveis, segundo
os autores, de aplicacao direta do MEC com derivagdo do nuicleo dentro da integral e no

ponto de colocacao

Em Meihe e Zesheng (1996), um Método dos Elementos de Contorno é aplicado para
animacoes em tempo real de objetos deforméaveis. Para tanto, os autores fazem uso das
superficies B-Spline, com incorporacao dos seus pontos de controle na equacao dinamica do
MEC, para representar a superficie exterior visivel do objeto no processo de deformacao.
Por fim, Meihe e Zesheng (1996) aplica o método desenvolvido, considerando B-Spline, &
simulagao anatdémica. Um modelo pituitério (pequeno corpo oval, na fossa da esfenoide)
do cérebro humano, que é reconstruido a partir do conjunto de se¢ées anatomicas, €
selecionado como exemplo de objeto deformavel quando submetido & acao de ferramentas
virtuais, tais como bisturi ou sondas. O modelo proposto, segundo os autores, produz
bom realismo grafico e alta velocidade de desempenho. Os resultados apresentados neste
artigo mostram que o MEC nao sé tem menor tempo computacional quando comparado
ao método dos elementos finitos, como também é um método conveniente para combinar
com reconstrugao 3D para modelagem de superficies, uma vez que este permite a reducao

da dimensionalidade do problema por um.

Nowak, Nowak e Wrobel (2002) discute em seu artigo a identificacao da frente de mu-
danca de fase na modelagem continua. O problema ¢ formulado a partir da abordagem da
geometria inversa e resolvido por uma série de solugoes diretas, que gradualmente aborda
com precisao a posigdo frontal. A superficie entre as fases sélida e liquida é modelada
por dois segmentos de spline de Bézier. A grande vantagem, apresentada pelos autores,
é o pequeno nimero de varidveis de projeto (e, em consequéncia necessarias medicoes)

no problema de geometria inversa. O artigo deixa claro a importancia da utilizacao do
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MEC na modelagem do problema, uma vez que, devido a mudanga de geometria no pro-
cedimento iterativo, torna-se mais facil a utilizacao de um método numérico que construa
malhas apenas ao longo da fronteira do corpo. Além disso, a dependéncia dos resultados
finais quanto ao niimero, localizacao e posicao das medigoes foram investigadas. Para ob-
ter as medigoes, os autores, utilizaram termopares e/ou cdmeras de infra-vermelha, cujos

resultados obtidos por estes dois métodos foram comparados.

Em Wang (2009) ¢é realizado a integragdo do CAD com a andlise dos elementos de
contorno através dos métodos de subdivisao. Neste estudo, Wang estende conceito da
computacao grafica, tais como método de subdivisao de superficies, a aplicagoes para
desenhos mecénicos e a analise por elementos de Contorno (AEC), fazendo com que ocorra
uma perfeita integracao entre CAD e AEC, seja no modelo quanto na representagao.
Tradicionalmente, projetos geométricos e AEC sao tratados como modulos separados,
necessitando de diferentes representagoes e modelos. A transi¢cao do projeto geométrico
para a AEC exige um esfor¢o substancial e erros sao inevitavelmente introduzido durante a
transi¢ao. Neste trabalho de Wang (2009), a integracao do CAD para o AEC é apresentado
via método de subdivisao, chamando atencao por ser esta a primeira vez em que este
problema é tratado por este método. Ainda no trabalho de Wang (2009) é criado um
modelo comum ou uma representacao unificada para o projeto geométrico e para a analise
de elementos de contorno, além do mais, geragdo de malhas automatica para projeto

geométrico e AEC foram desenvolvidas via método de subdivisao.

Em Boltuc e Zieniuk (2011) é apresentado uma forma de resolver problemas de con-
torno modeladas pela equacao de Navier—Lame com forcas de corpo. Para resolver nume-
ricamente o problemas, os autores, utilizaram a versao modificada das equagoes integrais
de contorno, as quais foram chamadas de sistema de equacdo integral paramétrica (ZIE-
NIUK, 2001). Nesta versdo modificada foram incluidas, analiticamente, a geometria do
contorno por meio de curvas apropriadas. Neste estudo os autores consideraram domi-
nios de formas complexas, especialmente com lados curvos, aproximadas por superficies
quadrangular de Bézier, as quais sao bem conhecidas da computagao grafica. Devido
a complexidade geométrica, teve-se a necessidade de utilizar patches de Bézier de grau
maiores que um para modelar areas, além do mais, fez-se necessario utilizar quadratura
de alta ordem para integrar neste dominio. Os autores compararam os seus resultados
com a solugao analitica e/ou com os resultados obtidos pelo MEC e chegaram a conclusao

que a abordagem proposta é confiavel e eficaz para uma variedade de problemas praticos.

Tomografia de capacitancia elétrica é uma técnica de visualizacdo promissora para a
imagem da distribuicdo da permissividade interna usando medigoes de capacitancia de
contorno. Devido as suas vantagens de nao ser invasiva, nao instrutiva, sem radiacao e de
baixo custo, esta técnica de visualizagao tem sido aplicada com sucesso em muitos proces-
sos industriais. Segundo Ren et al. (2013), os algoritmos atuais mais comum na utilizagao

em tomografia de capacitancia elétrica sao baseados em pixel/volume com parametrizagao
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da permissividade. No entanto, quando a permissividade é constante por partes, torna-se
dificil o aumento da resolugao espacial (REN et al., 2013). Com base nestas informagoes,
Ren et al. (2013) apresenta um algoritmo baseado na forma para a reconstrugao direta da
configuragao geométrica da interface suave entre suas camadas de materiais. Para tornar
suave a interface entre os materiais, Ren et al. (2013) utiliza a superficie de Bézier e para
determinar a forma incégnita da geometria é utilizado, de forma iterativa, o método de
Levenberg-Marquadt. Para melhorar a eficiéncia computacional, o problema externo é
resolvido usando uma equacao integral de contorno e um método de calculo rapido do Ja-
cobiano ¢ desenvolvido usando o teorema da reciprocidade, além, de algumas técnicas de
transformagao integral. Ren et al. (2013) demonstra que o método apresentado, usando
superficies de Bézier, tem capacidade de reconstruir as interfaces tridimensionais suaves
e continuas com boa precisao e elevada convergéncia.

Em Zieniuk e Szerszen (2013) a representacao da superficie para problemas de contorno
3D é obtida por meio das superficies de Bézier triangulares. Neste caso, os autores afirmam
que o contorno pode ser descrito por uma quantidade relativamente pequena de pontos
de controle necesséarios para a criacao da superficie de Bézier. Andlogo ao problema 2D
analisado em Zieniuk (2001), a proposta de ndo utilizar elementos para representar a
forma e, sim, inserir a representacao do contorno dentro do formalismo das PIES (sistema
de equagbes integrais paramétricas), a qual tem sido usada para resolver problema de valor
de contorno em 3D foi utilizada. Os autores focaram em analisar problemas potencial 3D
modelado por equagoes diferenciais parcial de Laplace. Estas equacgoes diferenciais foram
escritas na forma alternativa, com a ajuda das PIES e os autores concluiram, entre outras
coisas, que as superficies triangulares de Bézier parecem ser uma ferramenta eficiente
para modelagem do contorno 3D e em conexao com PIES fornecem uma maneira facil de

resolver problemas de valor de contorno tridimensionais.
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CAPITULO

Teoria de Mindlin para Elasticidade

com Efeito Microestrutural

3.1 Introducao

Da elasticidade classica, sabe-se que todas as quantidades fundamentais (constantes
dos materiais, deslocamentos, tensor de tensao e deformagao) sao valores médios obtidos
ao redor de um ponto qualquer x de um pequeno volume elementar, entretanto, este
volume elementar deve ser suficientemente grande quando comparado com a escala da
microestrutura do material. Para ilustrar a hipotese de localidade e a necessidade de
enriquecer a teoria classica, Exadaktylos e Vardoulakis (2001) apresentam um exemplo
do continuo unidimensional, no qual é considerado um pequeno volume elementar, [,

centrado no ponto = (ver Figura 3.1) e cujos valores médios do deslocamento é dado por:

1/2
Mo = l/ (X + €)de. (3.1)

1/2
Realizando a expansdo em série de Taylor para u(x 4+ £) em torno do ponto X e

truncando a série no termo constante, é possivel obter com o auxilio da Eq.(3.1):
()] = u(X). (3:2)

A partir da Eq.(3.2), fica evidente que o valor local u(X) e o valor ndo local (u)l,,

coincidem. Na teoria de campos, e neste caso especifico o de deslocamento, os valores

=y

«—

Figura 3.1 — Representacgao do continuo unidimensional
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Figura 3.2 — Continuo unidimensional (a) com deslocamento variando quadraticamente e (b) considerando
elementos de menor tamanho.

locais identificados pela média dada na Eq.(3.2) sdo chamados de teoria simples ou teoria
local. O mesmo carater local acontece quando o termo linear da expansao de Taylor é

considerado, isto é,

ou(x)
Ox

u(X +&) = u(X) + £ = (W), = w(X), (3-3)

=X

Quando é considerado o campo de deslocamento variar quadraticamente (Figura 3.2),
a expansao em série de Taylor ao redor do ponto X deve ser considerada, no minimo, até

o segundo termo, ou seja,

Ju(x) 1 0%u(x)

_ L 2
w(X + &) =u(X)+ o xzxf + 5 5.2 xzxﬁ ) (3.4)
Aplicando a Eq.(3.4) na Eq.(3.1) chega-se:
1> 0%u(x)
<u>|l;$ - U<X) + ﬂ o2 x:X‘ (35)

A partir da Eq.(3.5), observa-se que a regra definida pela Eq.(3.1) incorporou o gradi-
ente de segunda ordem ou regra 2-grade, que contempla, neste caso, o efeito da curvatura.
Teorias de campo que sao fundamentadas em regras de média que incluem parcelas gra-
diente de alta ordem sao chamadas teorias ndo local ou gradientes de alta ordem. A
generalizacao da Eq.(3.5) para duas e trés dimensoes é obtida pela substituigao da deri-
vada de segunda ordem pelo operador Laplaciano.

Observagoes importantes podem ser realizadas com referéncia a Eq.(3.5) (KARLIS,
2009):

a) o valor médio do campo de deslocamento nao é igual ao valor do deslocamento

no ponto X. Entretanto, para ser considerado os valor médio e local do ponto X
iguais, faz-se necessario considerar campos de deslocamentos lineares (como visto
pelas Eq.3.3 e Eq.3.4), o que pode ser aproximado se for considerado elementos, [,
cada vez menores como mostrado na Figura 3.2b. Mas a medida que é diminuido o
tamanho do elemento, este torna-se comparavel com o tamanho da microestrutura
e a hipotese de que o tamanho de | deve ser suficientemente grande em comparagdo

com a microestrutura do material é violada;
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2
b) o termo adicional %f)
x

classica nao é capaz de satisfazer a exigéncia nao local representada por este termo;

_ da Eq.(3.5) revela que a localidade da elasticidade

12 0%u(z)
c) o termo g5; 53

pode ser resolvida se gradientes de deformagoes de alta ordem forem considerados

< indica que a discrepancia entre a localidade e a nao localidade

na expressao da densidade de energia potencial elastica;

d) finalmente, a observagao mais interessante é a presenca do pardmetro [ na Eq.(3.5).
Na verdade, [ é um parametro de escala para o comprimento interno, o qual fornece
uma comparacao entre a micro e a macroestrutura.

Diante do exposto, a descricao de problemas da elasticidade classica, em que ocorrem
mudancgas abruptas da intensidade dos campos de deslocamentos, deformagoes e tensoes,
necessita ser enriquecida por termos gradientes de alta ordem e por parametros de es-
cala de comprimento interno. Na tentativa de contornar este problema, neste capitulo
é apresentado a teoria da elasticidade generalizada considerando efeito microestrutural

proposta por Mindlin, a qual serd o alicerce para o desenvolvimento deste trabalho.

3.2 Teoria da elasticidade gradiente de deformacao

3.2.1 Cinematica

Em 1964, R. D. Mindlin (MINDLIN, 1964) desenvolveu a teoria eldstica do meio conti-
nuo que leva em consideragao a propriedade de rede cristalina por meio da incorporagao
de célula unitaria, a qual pode ser interpretada como uma molécula de um polimero, ou
como de um cristalite ou, ainda, como de um grao dos materiais granulares.

Em seu trabalho, Mindlin considerou um macro-volume V, limitado por uma superficie
S, e um micro-volume V’ € V. A partir destas consideracoes, foram definidos os macro

e micro-deslocamentos, respectivamente, por:

U/i = xli — X/i. (37)

Com i = 1,2,3, X; e z; sendo as componentes dos vetores posicdo material e espacial,
respectivamente, de uma particula material com respeito a uma origem fixa. J& as compo-
nentes, x’; e X'; representam a posicdo material e espacial, respectivamente, com relacao
ao sistema de coordenadas retangulares que tem sua origem fixada na particula.
Definido os macro e micro-deslocamentos, Mindlin considerou que os gradientes dos
deslocamentos fossem pequenos em comparacao com a unidade (|0u;/0X;| << 1 e também
|0u';/0X';| << 1), 0 que resultou em
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8u’i 3u’i
aX/i ~ 8$/i = a’iu'i. (39)

Assumindo a expressao dos micro-deslocamentos como uma soma dos produtos de z/;
com outra fungao, 1, dependente da posi¢ao x; e ¢t (tempo), é possivel escrever o micro-

deslocamento da forma:
Ulj = x/kwkj- (310)
Onde a funcao 1y, representa a micro-configuragao. Derivando a Eq.(3.10) com relacao a

posigao, obtém-se o gradiente do deslocamento dado pela Eq.(3.11):
8/2'U/j == ¢ij (311)

onde a micro-configuracao ¢ considerada homogénea no micro-volume e nao homogénea
no macro-volume.

O tensor 15, cujas componentes sao 1;;, pode ser separado nas partes simétricas e
antissimétrica, definido assim a micro-deformagao ;) e a micro-rotagao vy, respecti-
vamente. Alem disso, os tensores macro-deformagao (£) e maro-rotagao (&) sao definidos

conforme a elasticidade cléssica,

1
Eij = 5 (&u] + @uz) y (312)

wij = ;(@‘Ua‘ — Oju;) . (3.13)

A partir dos tensores micro-configuracdo e o tensor gradiente do macro-deslocamento,

define-se as componentes do tensor configuragao relativa (3) por

Por tltimo, o gradiente da micro-configuracao (&) foi definido por Mindlin como o

macro-gradiente da micro-configuracao, cuja representacao matematica é:

Observando as Eq.(3.12-3.15) é possivel verificar que os trés tensores &, 4 e k sdo inde-
pendentes das micro-coordenadas ;.

A Figura 3.3 ilustra a atuacao dos tensores definidos acima, associando um macro-
elemento referenciado a sistema de macro-coordenadas x; — xy ao micro-elemento no

sistema de micro-coordenadas x’'; — 2.

3.2.2 Equacgoes de equilibrio e condi¢coes de contorno

Para representar o micro-meio, considere um paralelepipedo com volume V' e com

. . . ~ . / ~ .
lados de comprimento 2d;, cujos cossenos diretores com relagao aos eixos x; sao ;;. Seja,
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Figura 3.3 — Representacao de algumas componentes de d;u;, Vi € 7ij

Fonte: Mindlin (1964)

ainda, :z;;' as coordenadas cartesianas obliquas paralelas aos lados d; (com i = 1,2,3),
respectivamente. Assim, (JEFFREYS, 1950)

T = i, (3.16)

V/ = 8\/ [[(pijgoik]]dldgdg, (317)

dV' = 8/ [wijei]dr) drydasy. (3.18)
Nota: [o] representa o determinante de o.

Seja py; a massa do macro material por unidade do macro volume e considere p' para
representar a massa do micro material por unidade do macro volume. Fazendo uso de py,
e p', define-se a densidade de energia cinética (energia por unidade do macro volume):

L. rrl.. N y '
T = 5Py + v / 2P (j + ;) (1 + 1;)dV, (3.19)
V/
onde ¢ representa a derivada de o com relagao a variavel tempo. Substituindo a Eq.(3.10)

e as Fq°.(3.16-3.18) na Eq.(3.19) e realizando a integragao, tem-se

1 . 1. .
T'=5piji; + &p g ui s, (3.20)
onde
p=pu+p, (3.21)
diyy = dypdy (0p10g1 001001 + 52002082012 + Opsgsorsiors) = diy. (3.22)

E ¢;; representa o delta de Kronecker. No caso particular de um cubo com os lados de

. . !
comprimento 2d e paralelos aos eixos z,,

ij = 0ij, di = dy = d3 = d. (3.23)
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Com as simplificagoes da Eq.(3.23), o segundo termo do lado direito reduz-se a % 0 d2¢ij¢ij.
Se o material é composto inteiramente por células unitarias, pp; = 0 e portanto p' = p.
Para a densidade da energia potencial (energia potencial por unidade de macro volume

- W), tem-se uma func¢ao dependente de Eij> Vij € Kijk:
W = W(gijy Yij» ’iijk)‘ (324)

As Eq®.(3.10), (3.19) e (3.24) sdo os pressupostos minimos necessarios para a formulacao
da teoria de Mindlin. O desenvolvimento das equacoes que seguem, foram adotadas
células unitarias em forma de paralelepipedo para representar as células unitarias da rede
cristalina. No entanto, nada impediria a utilizacdo de outra forma geométrica para as
células unitdrias, apenas alteraria o tensor dz;.

Para desenvolver a equagao variacional de movimento é utilizado o principio de Ha-
milton (MINDLIN, 1964) para variacoes independentes de du; e d1);; entre os limites fixos

u; e 1;; no intervalo de tempo [to, 1]:

t1 t1
5 [(S -+ [ onde =0, (3.25)

to to

onde 0N, é a variacao do trabalho realizado por forcas externas, & é a energia cinética e

N é potencial total, tal que
%z/TﬂQNE/MMV (3.26)
1% 1%
Fazendo uso da Eq.(3.20) e Eq.(3.26) ¢ obtido

t1 t1
5 %ﬁ:—/
to

to

“ 1y
[;(mu&%-%gpd;wm&%g>dv}dt (3.27)

Em Mindlin (1964) é definido as seguintes quantidades

OW
= =T 3.28
Tij Dz, Tj ( )
OW
= 7 3.29
SJ 8713 ( )
OW
= —— 3.30
:ujk a/{'ijk‘ ( )
0ij = Tij + Sij, (3.31)

o qual corresponde a tensao de Cauchy, tensao relativa, tensao conjugada e tensao total,

respectivamente. O primeiro indice do subscrito p;; = % designa a normal a superficie
ij

a qual as componentes atuam, enquanto o segundo subscrito representa a orientagao do

braco entre as forgas e o terceiro subscrito fornece a orientagao da for¢a. O comportamento

da tensao conjugada pode ser explicitada pela Figura 3.4.
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Figura 3.4 — Componentes do tensor de tensdo conjugado fi

Fonte: Mindlin (1964)

A variacao da funcao de densidade de energia potencial W é escrita por

OW = Tijégij + Sij(S’}/ij + ,uijké/iijk = Tij&-éuj + Sij (81(516] — 51%) + /lejkaldwjk
= 0; [(7ij + si5) 6ug] — 0i (7ij + i) Ouy — 8i00i5 + O (pijudin) — Oiprijudtbje.  (3.32)

Aplicando o teorema da divergéncia, a energia potencial total pode ser escrita como

ON = / oWdv = —/ 8, (Tij + Sij) (5ujdV — / (@Mz‘jk + Sij) 5¢Jkdv +
\%4 \% \%

Onde n é o vetor unitario normal a superficies S.

A forma da Eq.(3.33) é a motivacao para a adogao da equagao variacional do trabalho

realizado por forgas externas, dada por:

oN, = /v Fydu;dV + /V 00 dV + /S t;8u;dS + /S TypovpdS,  (3.34)

onde F} ¢é a forca de corpo por unidade de volume, t; é a forga de superficie por unidade
de area (vetor tensdo ou traction), as componentes ¢;; sao interpretadas como forga con-
jugada por unidade de volume (LOVE, 1927) e T} sdo as componentes da forga conjugada
por unidade de area. Os termos da diagonal de ¢;;, e T}, sao forcas conjugadas sem mo-
mento e os termos fora da diagonal sao forcas conjugadas com momento. Em ambos ¢
e T}, o primeiro subscrito representa a orientagao do brago entre as forcas e o segundo

subscrito fornece a orientacao das forgas.
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Substituindo as E¢®.(3.27, 3.33, 3.34) na Eq.(3.25) é possivel escrever a equagao vari-

acional do movimento:

. I
/V (8¢7’Z’j + @-sij + F} — ,Ouj) 5quV + /V <@Z,u”k + Sik + ijk — 5,0 d?l¢lk> 5@/13de +

A partir da Eq.(3.35), segue imediatamente as doze equagoes do tensor de tensao do

movimento:
0; (135 + sij) + F; = pil;, (3.36)

1,
Oifbiji + Sk + Pjr = 3P RS (3.37)

E as doze condigoes de contorno das forgas por unidade de area:

tj =N, (Tij -+ Sij) s (338)

T = Nifbijk- (3.39)

3.2.3 Equacgoes constitutivas

A fim de obter as equagoes constitutivas, Mindlin (1964) considerou para a fungao

densidade da energia potencial a seguinte expressao:
1 1 1
W = icijklgijgkl + ibijkl%'j%cl + §aijklmn/<ijk/ﬁmn + §dijk:lm7ij"’€k:lm +
1

1
§fz‘jklmﬁijk€zm + §gz‘jk1%‘j€kl. (3.40)

A partir de uma analise da Eq.(3.40), obtém-se a quantidade de %.42.43 = 903 termos

independentes de um total de 42.42 = 1764 termos, que sao obtidos pelas relagoes:

Cijkl = Crlij = Cjir = 9.9 — 60 = 21,
bijer = briij © 9.9 — 36 = 45,
ijkimn = Qmnijk @ 27.27 — 351 = 378,
Aijrim = 9227 = 243,
fijkim = fijemi @ 9.27 — 81 = 162,
Gijkl = Gijik = 9.9 — 27 = 54,

total = 903 (3.41)

Fazendo uso da Eq.(3.40) e Eq.(3.28-3.30), as seguintes expressoes sao obtidas:

Toq = Cpgij€ij t Gigpg Vis t Fihkpgtiji, (3.42)
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Spq = Gpqij€ij + bijpgVij t dpgijkiji (3.43)

Ppgr = Spqrij€ij + dijpgrVij + pgrijkKije, (3.44)

No caso de material isotropico, os tensores de ordem impar, tais como os coeficientes
dijiim € fijeim, desaparecem. Os demais coeficientes devem ser considerados homogéneos
e fungoes lineares de produtos de delta de Kronecker. Desta forma, tém-se (MINDLIN,
1964):

Cijkl = A0ij0k1 + M10ik051 + 12040, (3.45)
bijri = 01040k + b20ik 051 + 3030, (3.46)
Gijki = 91030k + G20i051 + 9300k, (3.47)

Qijkimn = @10;0%10mn + 020;;0kmOni + @30;j0kn01m +
@4050i10mn + 5010imOni + A60;50inOtm +
705i010mn + a80%i0jmOni + A90ki0jpOtm +
@100310jm Ok, + @110;10km0in + @120k10im,0jn, +

13010 jnOkm + @140;10k10im + 015051000 jym,- (3.48)

E finalmente, as condigoes da Eq.(3.41) necessitam das seis relagoes abaixo (MINDLIN,
1964):

T ="m=K g2=4g3 a1 = as, A2 = A9, G5 = a7, A11 = A12.

Assim, a densidade da energia potencial fica reduzida para dezoito coeficientes indepen-

dentes
1 1 1 1
W = S Aciigyj + neieiy + 5b1viis + 5027 Y + 50375750 +

1
G1Yii€j5 + 92 (Vij + Vji) €15 T Q1Rikkkgj + Qokikkjrg + §a3f€iikﬁjjk +

1
o Q4kijjhikk + as5KijjKkik + o A8Hijikikjk + o5 10KijkHRijk + a11KijkRjk; +
1 1 1
§a13/€ijk/€ikj + §G14Hijk/<«'jik + §a15/€ijk/ikji, (3.49)

e as equacgoes constitutivas tornam-se

Tpqg = )\5pq€ii + 2M€pq + 91E€pqTij + ga (’qu + ’qu) s (350)

Spq = 910pgii + 2G2€pq + b10pgVii + b2Vpg + b3Vgps (3.51)
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Hpgr = Q1 (K'iipéqr + '%riié‘pq) + ag ('%iiq(spr + /ﬁiri(qu) + GSK'iiT(Spq + a4/{pii5rq +
as (ini(spr + 'Liipidqr> + GSHiqidpr + a10Kpgr + a (Hrpq + "iqrp) +

A13Kprq + A14Kgpr + A15Krgp- (352)

A teoria de Mindlin nao se limita a materiais homogéneos, uma vez que se poderia
considerar, por exemplo, os coeficientes elasticos e a fungoes de densidades como perié-
dicas de periodo 2d, medida que ¢é igual ao comprimento do lado da célula unitaria, a
qual descreve a estrutura cristalina. No entanto, este procedimento aumentaria a com-
plexidade do modelo e o tornaria de dificil tratamento. Para contornar este problema
Mindlin (1964) considerou o macro material homogéneo, levando em consideracao que
para comprimento de onda maiores que as dimensoes das células unitarias esta seria uma
aproximacao suficientemente boa para demonstrar as principais caracteristicas de sua
teoria.

A partir da consideragao da isotropia do macro material e substituindo a Eq.(3.12),
Eq.(3.14) e Eq.(3.15) nas equagoes constitutivas e, em seguida, inserindo nas equagoes
Eq.(3.36) e Eq.(3.37), é possivel escrever as equagoes de equilibrio em termo dos desloca-

mentos:

(,u + 2g2 + bg) Ojajui + ()\ + u+ 291 + 292 +0b + b3) aiajuj - (91 + bl) 8i1/}jj -
(g2 + b2) 0j1b5i — (g2 + b3) Oj2bi; + F; = piiy, (3.53)

(a1 + as) (OkO1Vridij + 0:0;Ukk) + (a2 + a11) (0;0k ki + 0:0ktji) +
(as + a14) 0;0kVr;j + @40k OkVudi; + (as + ais) 00Kk + a100k0kij +
a130k0kVji + g10kuk0ij + g2 (O;u; + Oju;) + by (Okur — Vik) 0i5 +

1., .-
by (Oiuj — i) + b3 (Ojui — i) + by = 37 d*ty;. (3.54)

A base tedrica, integridade e riqueza da teoria da elasticidade de Mindlin com micro-
esturura nao pode ser subestimada. Entretanto, ela também deve ser reconhecido que
para fins praticos o uso da Eq.(3.49) é limitada, uma vez que necessita a quantificagio,
seja experimentalmente ou de alguma outra forma, os 16 coeficientes adicionais. Com
o objetivo de contornar este complicador, Mindlin também formulou versoes mais sim-
ples de sua teoria geral da elasticidade com microestrutura. Nestas versoes mais simples
algumas hipdteses sao feitas para permitir expressar a densidade de energia de deforma-
¢do somente em termos dos deslocamentos macroscépicos, fazendo com que as equagoes
Eq.(3.20), Eq.(3.40) e Eq.(3.49) percam o carater multi-escalar. Estas hipéteses foram
denotadas por Forma I, II e I1I, e estas se diferem de acordo com a relagao assumida entre
o gradiente da configuracdo microscépica k;j;, e o deslocamento macroscépico u; (ASKES;
AIFANTIS, 2011):

a) forma I: o gradiente da configuragao microscépica é definida como o segundo gra-

diente do deslocamento macroscépico, isto é ki, = 0;0;us;
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b) forma II: o gradiente da configuragao microscépica é assumido ser o primeiro gradi-

ente de deformacao macroscépico, isto é k;jp = 0;cji OU Kyji = % (0;0;uy, + 0;0Ku;);

c¢) forma III: a tltima forma é um pouco diferente na medida em que divide os efeitos

da configuracao microscopica em duas partes. Uma parte é a devido ao gradiente

da rotacao macroscopica R;j = %ejlm@ﬁlum (onde €y, € 0 tensor permutagao de

Levi-Civita) e a outra parte é devido a parte simétrica do segundo gradiente do
deslocamento macroscopico, ki = % (0;0ku; + 0;0Ku; + 0;05ux,).

Apesar das diferencas teéricas entre as trés formas acima apresentadas, as equagoes

de movimento destas sdo idénticas tanto em termos de deslocamentos (MINDLIN, 1964)

quanto em termos de tensdes (MINDLIN; ESHEL, 1968).
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CAPITULO

Formulacao do MEC considerando

efeitos microestruturais

4.1 Introducao

Nesta secao ¢é apresentada a forma direta do MEC para resolver problemas elastos-
taticos pela teoria da elasticidade gradiente de deformacao, a qual constitui uma combi-
nacao das teorias de Mindlin (MINDLIN, 1964; MINDLIN, 1965b; MINDLIN; ESHEL, 1968)
e Aifantis (ALTAN; AIFANTIS, 1992b; RU; AIFANTIS, 1993), sendo esta tltima uma parti-
cularizacao da primeira. Sao apresentadas, neste capitulo, as formulagoes explicitas para
deslocamento, deformacao e tensdao tanto para pontos internos quanto para o contorno
na analise de problemas bidimensional e tridimensional. Em sequéncia é apresentada as
equagoes constitutivas, condi¢des de contorno, solucao fundamental e identidade integral

para elasticidade gradiente seja para pontos internos ou nao.

4.2 Equacoes constitutivas e condicoes de contorno

Nesta secao é apresentado os detalhes da equacao de equilibrio e as correspondentes
condigbes de contorno da teoria da elasticidade gradiente de Aifantis (ALTAN; AIFANTIS,
1992b; RU; AIFANTIS, 1993), a qual deve ser satisfeita por qualquer material linear con-
siderando o efeito microestrutural. Uma vez que a teoria de Aifantis é um caso especial
da teoria gradiente de deformacdo de Mindlin (GUTKIN, 2000), o desenvolvimento tanto
da equagao de equilibrio quanto das condi¢oes de contorno é realizado por meio da pri-
meira varia¢ao da energia de deformacao proposta por Mindlin (MINDLIN, 1964; MINDLIN,
1965b; MINDLIN; ESHEL, 1968) e em seguida é feito uso da equagao constitutiva proposta
por Aifantis (ALTAN; AIFANTIS, 1992b; RU; AIFANTIS, 1993).

Seja um corpo elastico linear de volume V' limitado pela superficie S. A geometria

deste corpo, em um sistema de coordenada cartesiana com origem localizada no interior de
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V', é descrita com a ajuda do vetor normal unitério 72 em S. De acordo com a Eq.(3.32) e
considerando o tensor deformacgao macroscopico igual ao da micro configuragao, a energia

de deformacao armazenada torna dependente do tensor deformacao e do seu gradiente,

N = /v (Tijeij + pijrOigje) AV = / (? CE+ (ﬂ)3215Vé> dv. (4.1)

\%

Onde 7 é o tensor simétrico de tensao, € é o tensor de deformacao, V é o operador
gradiente e fi ¢ o tensor de tensao conjugada com 27 componentes ji;j;,0s quais ja foram
explicados no capitulo anterior. Finalmente, a operagao com dois e trés pontos na Eq.(4.1)
representam o produto interno chamados de contragao dupla e tripla, respectivamente,

de acordo com a regra

(a®b):(c@d)=(b-c)(a-d),
(@@bem) (I®cd) =m-I)(b ) (a-d)), (4.2)

onde a, b, ¢, d, m, I sao vetores no espaco tri-dimensional e ® representa o produto

tensorial. O simbolo (0)**' é definido como
(a®@bRc)* =(cab®a). (4.3)

A partir do tensor de deformagao & = % (Vu + uV), tomando a variacao da energia de

deformagao pode ser escrita em termos do vetor deslocamento
N — / ( 6+ ( )3215vv5a) qv. (4.4)
Fazendo uso das identidade (BRAND, 1996):

V[0 va) = (V- p)" s va+ (3) v va,
VAV -a =V (V@] -a+ (Vi)' Va,
V- (F-4)=(V-7)-u+7: Vi, (4.5)

com (O)T representando a transposta de (o), e usando a relacao de simetria do tensor de

tensao conjugado

pigr = parg ou (i)' = i, (4.6)
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a Eq.(4.4) torna

= (% Vi + ﬁ3215VV(5u) av,

o (5080099604 9 [ 5] -

V(Y- i) - dul 4+ [V - (V- )] - dudV,

SN — / (F-0u) = (V-7)-0u+V-[i:Vou] —

V-(V-p)-o6u] + [V - (V- )] - da)dV,

(m:/v{v.[(%_v.ﬂ)-5@]—V-(%—V-/1)~5ﬂ+7

V- (ji: Vou)dV,

R = /V {05 [(mj1 — Bupige) Sun] — 05 (jh — Dupage) Siag+
8; (111 0k00;) }dV. (4.7)

Aplicando o teorema da divergéncia (BRAND, 1996) na Eq.(4.7), tem-se
/{V (T—V-i)- 5u}dV+/ (T =V -pn)-éuldS +
/S A (i : Vom)ds,
- /V 0;(i1 — Dspuizn) 0TV + /S 7y (T — Ouptsjn)0TrdS +
/S 7 (10040, )dS. (4.8)

Como ja observado no trabalho de Mindlin (MINDLIN, 1964), os termos V(du) e du sao
dependentes em S, entretanto, ja os termos 7.- V(du) e du sao independentes na superficie
S. Desta forma, o operador gradiente do tltimo termo do integrando da Eq.(4.8) é

decomposto na parte tangencial e normal a superficie S na seguinte forma:
- L L0
n-f:V(ou)=n-f: (Vs+n%)5u,

onde

e I representa o tensor identidade. Fazendo uso da Eq. (4.10) é possivel reescrever o tltimo

termo integral da Eq.(4.8) da seguinte forma:

/g[ﬁ-ﬁ:V(éﬂ)]dS:/g[ﬁ~ﬂ: (Vs+ﬁ£l)5u]d5,
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ou
/S[n.u;v<5a)]d5:/s(n-u.n).[n.V(5a)]ds+/S<n.u) . V(8)dS,

A Eq.(4.12) pode ser, ainda, melhor trabalhada utilizando as identidades (BRAND,
1996)

Vs (™ (113)
e a relagdo de simetria da Eq.(4.6), a ultima integral da Eq.(4.12) torna
i Volas = [ {Vs-[(a-p) -6 = (V) : fi+ - (Vs (1)) - 6uds,
/Sﬁiﬂijijéﬂde = /S{Dj(ﬁz‘/lz‘jk(Sﬂk) — (D) pijwdti + 1i Djpijedtig] }dS(4.14)

Contudo, como é provado no Apéndice A, o primeiro termo do integrando do lado

direito da Eq.(4.14) pode ser expresso na forma

Vs [(A-p)-6ul = [(Vs-2) (A @n) : fi] - 0u+n-{Vsx [ x (- - 6u)l},
Djﬁilﬁijkéak = (Dlﬁl)ﬁjﬁi,uijkéﬂk + ﬁqEqpmap(emljﬁlmuijkéﬂk). (415)

Ainda no Apéndice A é provado que a integral [¢7 - {Vg X [ X (A - 1 - 0u)]}dS desapa-

rece quando a superficie S é suave, enquanto que para contornos nao suaves tem-se

[Sﬁ-{vs x [A x (7~ i 0a)]}dS = Z]{ (|t ®a) : | - a}dC,
/Sﬁqeqpmap(emljﬁlﬁiﬂijkéﬂk dS = Z%C {HﬁZm]/,LUkH 5ﬂk}d0 (416)
Coq a

Onde C, sao as linhas da borda formada pela intersec¢ao de duas porgoes de superficies
S1 e Sy de S, ja o vetor unitario m é definido por m := § X i com § sendo o vetor unitario
tangente a C,. O simbolo ||o|| indica a diferenga dos valores das quantidade interna, o,
calculadas na interface das superficies S; e Sy. Para problemas 2D a integral da Eq.(4.16)
é sempre igual a zero (APENDICE A).

Inserindo a Eq.(4.15) e Eq.(4.16) na Eq.(4.14), e em seguida, fazendo a substitui-
¢ao desta inser¢ao na Eq.(4.12), pode-se reescrever a Eq.(4.8) da variacdo da energia de

deformacao da seguinte forma:

5N:—/V[V-(%—V-,a)-5ﬂ]d\/+/s(ﬁ-ﬁ-ﬁ)[ﬁ-V(éﬂ)]dS+
/S{ﬁ-%—(m@ﬁ) g'Z—n (Vs-fi) —n-[Vg- ()%} - sudS +

/S[(vs-ﬁ)(mm):,z— (Vs) : i 5uds+274 (I @a) : 4| - datdC, (4.17)
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ou
0N = — [ 1037y — iz )0aJdV + [ usijpuze DTS +
/S (#0755 — At Dptigr, — v it — 7D + (g Dyivg — Dy e St dS +
%ﬂ: 2 (Uil S }dC. (418)
A variagdo do trabalho realizado por forgas externas em V' é devido a forga de corpo

f, as forcas de superficie externa (tractions) P, a tensdao conjugada de superficie R e a

tensao ressalto de superficie E. Assim, a Eq.(3.34) pode ser escrita como (MINDLIN, 1964)

o = [ f-ouav + [ R-[a-V(u)s + [ P- 5uds+274 (E - 63)dC,

Oy = /ka'M’“dv+[ngD5ade+/ngaade+27{cv (Erdug)dC  (4.19)
Ca @

A partir do fato que 6N = §X; e relacionando a Eq.(4.18) com Eq.(4.19), o equilibrio

para corpos elasticos gradiente, 2D e 3D, pode ser descrita pela equagao:

V-(7-V-@)+f=0,
9;(jk — Oifuije) + fr = 0. (4.20)

Juntamente com as condi¢oes de contorno para forca de superficie e deslocamento, pre-
sentes na formulagao classica da elasticidade mas com a incorporagao da microestrutura,

sao, respectivamente:

op

P=n-7—(A®n): %—” (Vs fi) — i [Vs- (1)) +
(Vs -n)(h@n): g—(Vsn): f,
Py, = 7, — iy D — 200 Dipuigr, + Rt Doty — D) g, (4.21)
T (4.92)

e as condigoes de contorno ausentes na formulagao classica (tensdo conjugada de superficie
e tensao ressalto de superficie) e presente na formulacao da elasticidade gradiente com

efeito microestrutural (formulagdo nao cldssica) sado escritas por

R = ﬁﬂ - = RO (Rk = ﬁiﬁjﬂz‘jkz = Rg),
. . Ou . _
n-V(du) = e qy (D(6u) = oy (ou) = q,g), (4.23)
E=|(m®@n): [l =E (Bx = Al = Ep). (4.24)

Onde Py, ug, Ry, q, e Eq representam valores prescritos.
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Fazendo uso das consideragoes para material isotrépico adotadas por Mindlin (1964), o
tensor deformagao macroscopico coincidente com o tensor micro configuragao, as Eq.(3.50-

3.52) podem ser expressas por

Gd="T+5 (055 = Tij + Sij),

)
7 =208 + NV - 0) (1) = 2p1i; + N(Oui) ),
)
)

ij
s (Vu —;— uV) (61 = (0;u; + dju;) |
—[2ucsV%E + At IVA(V - 1) + )\CQVV( -a)],

Sij = —[2M033laz€ij + Ac10;;0,0,(Ox i) + Ac20;0;(Okuy))- (4.25)

Onde V? é o Laplaciano, & é o tensor deformacdo, & é o tensor de tensdo total, 7 e 3
sao chamados tensor de tensdo de Cauchy e tensor de tensao relativo, respectivamente.
O tensor tensao total estd correlacionado com o tensor de deformacao e ao gradiente do
tensor deformagao através de cinco constantes material independentes (A, p, ¢, co € ¢3)
sendo os dois primeiros conhecidos como constante de Lamé (MINDLIN, 1964).

A equacao constitutiva mais simples e matematicamente mais facil de manipulacao
é proposta por Aifantis e co-autores (ATFANTIS, 1992a; ALTAN; AIFANTIS, 1992b; RU;
ATFANTIS, 1993), em que eles correlacionam o tensor de tensdo conjugado, fi, com o

tensor de tensao relativa, §, de acordo com as relagoes

i = §°V7, pije = 90T,
§=-V-ji=—-¢’V -Vi=—-¢*V*5
= —g alaﬂ'ij. (4.26)

Onde g2 é o coeficiente de energia do gradiente de deformacdo volumétrica, a tinica cons-
tante que relaciona a microestrutura com a macroestrutura. Pode-se ver (GUTKIN, 2000)
que esta teoria simples é obtida da teoria geral de Mindlin, para tanto, é necessario con-
siderar ¢; = c3 = ¢g* e co = 0 na Eq.(4.25).

Adotando as simplificagoes da teoria de Aifantis e inserindo a Eq.(4.26) na Eq.(4.20),
obtém-se a equacao de movimento para elasticidade gradiente do meio continuo em termos

do campo de deslocamento wu:

uV2u+ A+ p)VV - a — ¢*V2[uVia + (A + p)VV - a] + f =0,
/L@j@jﬂi + (/\ + ,U)aiakﬂk — gQGtﬁt[uajE)jﬁi + ()\ + u)@@kak] + fz = 0. (427)

4.3 Solucoes fundamentais da elasticidade gradiente

bi- e tridimensionais

Nesta segdo sdo apresentadas as solugoes fundamentais bidimensional (2-D) e 3-D

para problemas elastostatico gradiente. Estas solugdes fundamentais sao definidas como
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solugao, particulares, das equagao diferencial parcial

Lu*(r) = —-A(y — x)1. (4.28)

Onde A é a fungao delta de Dirac, y é o ponto campo de deslocamento, Lu*(r) = —A(y —
x)f , devido a forga unitaria aplicada no ponto z, r é a distancia entre o ponto campo e o

ponto fonte (r = |y — x|) e L é o operador linear
uVZ 4+ (A + ) VV - —g* V2 [V + (A + ) VV. (4.29)

De acordo com a decomposi¢ao de Helmholtz aplicada a campos tensoriais (DASSIOS;
LINDELL, 2001), a solucdo fundamental Lu*(r) = —A(y — x)I pode ser decomposta nas

partes nao rotacional e solenoidal, ficando
w*(r) = VVI(r) + VV x A(r) + V x V x G(r), (4.30)

onde ¥(r) é uma funcio escalar, A(r) é uma funcio vetorial e G(r) uma funcio tensorial.
Substituindo a Eq.(4.30) na Eq.(4.28), considerando a relacao

Vz(v(r)) = —A(r), (4.31)
e a identidade
V2=VV--V x Vx, (4.32)
a Eq.(4.28) torna-se

VVL{A+2u)[V2I(r) — g*V*I(r)]} + VV x {(A+2u)[VZA(r) — ¢*VAA(r)]} +
V x V x {u[V2G(r) — ¢*V*G(r)]} = VVu(r) = V x V x (v(r)I), (4.33)

onde

v(r) = {5 1?’1“ para 21, (4.34)
. bara 3D.

Levando em consideracio a natureza irrotacional e solenoidal de 9(r) e G(r), respecti-
vamente, e também o fato que A(r) é um vetor dependente de r, sem maiores dificuldades,
é possivel ver que a Eq.(4.33) é identicamente satisfeita se A(r) =0 e 9¥(r), G(r) sdo so-
lugoes das equagoes

(A +2u)[V2I(r) — g*V*I(r)] = v(r), (4.35)

p[V2G(r) — *VAG(r)] = —v(r)]. (4.36)

Para problemas 3-D, as funcoes escalares 9(r) e tensorial G(r), que satisfaz a Eq.(4.35) e
a Eq.(4.36), respectivamente, tem a forma (APENDICE B)

1 rog>  g* _ 4
)= —— [+ L) 2L 4.37
(r) A (A + 2u) <2+7’+7’€ +r’ ( )
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Glr) = ——— (g + “Cf + fe—w) - C;Qf, (4.38)
onde ('} e (5 sao constantes nulas. Uma observagao interessante é feita quando é substi-
tuida as Eq.(4.37-4.38) na Eq.(4.30), e fazendo g* = 0 é recuperada a solucao fundamental
da teoria da elasticidade classica.

Para o problema 2-D, a funcio escalar 9(r) e tensorial G(r) tém a forma

d(r) = _47T(A1+ 7 [;(lnr — 1)+ ¢*lnr + ¢°K, (;)] : (4.39)
G(r) = 271r7“ [T;(lnr — 1)+ ¢*Inr + ¢* Ky <;)1 I, (4.40)

em que Ky(o) é fungao de Bessel modificada do segundo tipo com ordem sero.
Inserindo as equagdes Eq.(4.37-4.40) na Eq.(4.30) e adotando A(r) = 0, obtém-se a
solugdo fundamental da Eq.(4.28):

1 -
a*(r, p,v,g) = W[T(T, v,g)I — x(r,g)F @ 7],
1

Uy = m[r(ﬁ v, 9)0i; — x(r, g)7if;]. (4.41)

Na Eq.(4.41), v é o coeficiente de Poisson, 7 é o vetor unitario do raio r e, por fim, YT e

X sdo funcgoes escalares dado por:

1 2 2
T<T7V7.g> :(3_4y);+2<1—2V) [_'7% (g+7‘?2> €T/91 +

r3
2 2
g g 9 1\ -
(r,9) L 69" _ (69° + 89 4 2) o (4.43)
T = —— - — T - |€ :
X9 roor3 s r2 oy '
para problemas 3-D e
44* r r
T(r,v,g9) = =23 —4v)Inr+ — =23 —4v)Ko | = | = 2Kz | - |, (4.44)
r g g
(o) — —2+ 0 g, (” (4.45)
r,g) = — — - :
X\, g r2 2 g )

para problemas 2-D. Na Eq.(4.44) e Eq.(4.45), Ky(o) e Ky(o) sao as fungdes de Bessel de
primeira e segunda ordem, respectivamente.

Quando é considerado o coeficiente gradiente g sendo nulo, pode-se provar que

—2(3—4v)Inr para 2D,

(4.46)
(3—4v): para 3D,

T(r,v) = {
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—2 para 2D,
r) = 4.47
xr) {—i para 3D. ( )

Estas duas ultimas equagoes expressao a solucao fundamental da elastostatica classica
(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992).
Utilizando as expansoes

r T2 7“3 7’4

-r/g _
A T S S A
g 2lg> 3lg3  4lg*

A TR 0V N el 17 s
" <9> 2senfn) [ fi—n © TR-w ] ’
™ n _2—n(1/g)n B 2—2—n(1/g)2+nr2 -
2sen(nm) [ [[1 + n] T[2 + 7] . ] 7 (4.48)

com I" sendo a fung¢ao gama, pode-se ver que, fazendo o limite quando r — 0, as fungoes

T e x dada pelas Eq.(4.42-4.45) sdo regulares de acordo com as relagoes assintéticas

Y(r,v) = O(1), x(r) = O(lnr) para 2D,
Y(r,v) =0(1), x(r) = O(r) para 3D. (4.49)

4.4 Identidade Integral para elasticidade gradiente

Para proceder o desenvolvimento da representacao integral para problemas da elastici-
dade gradiente, a identidade integral reciproca deve ser desenvolvida, andloga a identidade
reciproca de Betti para a elasticidade cldssica (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992). O objetivo
neste item é mostrar o desenvolvimento analitico de uma identidade reciproca valida para
o presente caso da elasticidade gradiente obtida em Polyzos et al. (2003a).

Counsidere o vetor
w=06-u"—o"-u, (4.50)

onde ¢ e u é o tensor de tensao total e o vetor deslocamento do corpo elastico gradiente
de volume V' e superficie S, respectivamente. Os pares (7, u) e (6%, u*) sdo dois estados de
deformacao e tensao do mesmo corpo. Fazendo uso das Eq.(4.25) e Eq.(4.26), o divergente

de w pode ser escrito como:

V-w=V-[g-u]-V-[c"u],
Vow=V-[(f+3) u]-V-[7+35)- ],
V-w=V-[(7-V-p)-u]-V-[(7"=V- i) -u]. (4.51)

Fazendo uso da equagdo V- (7-u) = (V-7)-u+7 : Vu, a Eq.(4.51) pode ser re-escrita:

Vo=V (F-V-Q)]-a [V (F—V-3)] a+
(F—=V-p): V' — (7 = V- i) : Vi (4.52)
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Prova-se no Apéndice C que
7:Vu" —7":Vu=0, (4.53)
assim a Eq.(4.53) torna-se

Vew = [V (7= V) a = [V (7 = V)]
V- Vi + V- it Va. (4.54)

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss para w em um volume V', e utilizando
a Eq.(4.50) e Eq.(4.54), pode-se escrever

i) - @} dS. (4.55)

Uma vez que ambos os campos (7,u) e (6%, u*) satisfazem a equagao de equilibrio

Eq.(4.20) com forgas de corpo f e f*, respectivamente, a Eq.(4.55) torna-se

/V{f*-ﬂ—f-ﬂ*}dVJr/v{(V-ﬂ*):Vﬂ—(V-ﬂ):Vﬂ*}dV

- /S {t-a —t*-a}ds, (4.56)

ondet=n-(7—V-p),t*=n-(7"— V- [i*) sao os vetores forga de superficie (tractions)
correspondente ao tensor de tensdo toral (6 =7 —V e d* =7 — V- *) atuando no
contorno S do corpo V.

Usando a Eq.(4.26), a equacdo acima pode ser reescrita (APENDICE C)

/V{f*-ﬂ—f-ﬂ*}dvqt/s{(ﬁ-ﬁ*):Vﬂ—(ﬁ-ﬂ):va*}ds

:/S{t-a*—t*-a}ds. (4.57)

A expressao anterior pode ser ainda modificada a partir do uso das equagoes Eq.(4.12-
4.17), e lembrando do fato que o tensor Vu nao é independente de w em S,mas sua

componente normal 7 - Vu é independente de u. Assim, temos a equacgao integral final:
/ {f*-a—f.a*}dv+/ (P*-a—P-@}dS
1% S

owr . i
—/S{R- 5 — R -an}dS,
| = fwyav+ [ (P oa— Reayds
\% S
:/S{Riﬁj((?jaj)—Rjﬁj(ﬁjai)}ds, (4.58)
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para contorno S suave, e
/{f*-a—f-a*}dv+/S{P*-a—P-a*}ds
|4
o o
— . _R*. 2 E-u —E* -1
/S{R R 8n}ds+§]{ca( a i) dC,

on
J A= fiewydv + [ (P a— P} as
\%

— [ {Riis (055 — Ry (0,0} dS + Y §. (B — Efig) dC, (4.59)
s o /Ca
para contorno S nao suave e as forgas de superficie P,R e E tem a forma
o o A _
P=n-7—(h®n): 8%—71~(V5~u)—n~ [VS-(,M)QB} +

(Vs-n)(h@n): p— (Vsh): fi,
Py = 17y — iy D g — 1 Dipiggi — T Djprgs + (efy Difyy — Dy ) e, (4.60)

R

E=|(m®n): i,
E; = ||fueri il - (4.62)
Das Fq¢°.(4.26, 4.58-4.60), torna-se evidente que para ¢> = 0 a Eq.(4.58) e Eq.(4.59)

sao reduzidas a identidade reciproca de Betti
/ {f*-a—f-a*}dVJr/S{t*~a—t-ﬂ*}d5:0,
1%
J A= e wdv + [ g =t ahds = (463)
v

com t sendo o vetor da forga de superficie (traction) definido por t =7 - 7.

4.5 Representacao integral de contorno para proble-

mas da elasticidade gradiente

Neste tépico é desenvolvida a representacao integral em fungao do contorno para pro-
blemas da elasticidade gradiente a partir da identidade reciproca (Eq. 4.59) desenvolvida
no item anterior.

Considere um corpo 3-D de volume V' e limitado pela superficie .S, por simplicidade,
sera assumida duas superficies suaves e cuja interseccao seja formada pela linha C'. As-
sume ainda que o campo de deslocamento u*, que aparece na Eq.(4.59), seja resultado de

uma excitagdo ocasionada no segundo estado de deformacao (u*,¢*) na forma

f =A(y — 2)é, (4.64)
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com A sendo a fun¢ao delta de Dirac e € é a direcao da for¢a unitaria atuando no ponto x.
O campo de deslocamento u* pode ser representado pelo tensor deslocamento fundamental

u*(z,y) dado pela Eq.(3.41), de acordo com a relagao

u*(y) = u*(x,y) - é. (4.65)

De forma analoga, pode-se escrever as relagoes

P*(y) = P*(x,y) - &,
R*(y) = R (z,y) - &,
E*(y) = E*(z,y) - &. (4.66)

Inserindo a Eq.(4.65) e Eq.(4.66) na Eq.(4.59), tem-se
JABw =2 aly) - 1) [ (2, y) -} av +
[A[P )] - 5(w) - Pl) - [ ) -1} s,
-/ { Ry 2T ] P } a5, +

8nyb ony,

3 f, (Bl [0 (@,an) €] = (o) alun)) dCy (4.67)

ou, de forma mais simplificada,
{/V {A(y —2)uly) — fly) - @"(z,y)} dV} o4
{/s { []5*(3[;, yb)}T ~u(yp) — P(yp) 'ﬂ*(x,yb)} dSyb} )

= {/S {(W)T - R(ys) — (R*(wayb))T' 8;5‘3:’) dSyb} e+

{Zj{ () — (E*(z, )" - u(yb)) d(be} L é. (4.68)

>

Considerando que a Eq.(4.68) é vélida para qualquer diregao é e devido a simetria da

solucao fundamental @*, é obtida a equacao integral de contorno
~ — D* ro_ ~ %
o) @)+ [{[P)] il @ @) - P ds,,
ou* (z, yp - T Ou(yy)
- [( ) )~ () G

as,, +

on b

> ]{ (i, ) - E(s) — (B* (2, )" - ) G, +
Cq
/V [ (,y) - f(y)]dV (4.69)

onde z, y e ¥y, representam o ponto fonte, ponto campo e o ponto campo no contorno do

corpo, respectivamente. O tensor ressalto ¢(x) é o mesmo usado no caso da elasticidade
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classica (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992):

é(z) =0, sex e (R*-V),
éx)y=1, sex eV,
é(v) =i, sex € S. (4.70)

. - = _ - 5\ L o~ T
Usando os simbolos ¢, U*, Q , R e E ao invés de Ju(y,)/0n,, , 0", (P*) , (0u*/on,, )",
(}?*)T e (E*)T, respectivamente, a Eq.(4.69) torna-se:

() @)+ [P () aw) — 0" w) - Pl | S,
1@ @) Rl = R ) - aln)] 45y, +
(U v) - Elw) — B (w) - alw) ) dC,, +

[0 @) - £w)] av,

cijlly + / U; Py} dS,, = / Q3R — Riq;) dS,, +

272 (V3B = i) dCy, + [ Ugfydv. (4.71)
Ca

No caso de contorno, S, suave ou de dominio bidimensional, além de considerar ponto

fonte no contorno e a auséncia de forga de corpo, a Eq.(4.71) reduz para:

o)+ [P ) - atw) — 0@ Pl s,

= [ [@ @) R~ B @) - atw)] ds,.

1 - D* — *
50ty + /S [Pyu; — U;P;) ds,, = / (Q1,R, — Rq; dS,,. (4.72)

Todos os niicleos kernels) que aparecem nas Eq.(4.71) e Eq.(4.72) sdo apresentados no

Apéndice D.

A Eq.(4.71) possui cinco incognitas de campo (considerando auséncia de forga de
corpo), isto é, u(ys), P(ys), 9(vs), R(ys) € E(yp). Tem-se ainda, trés condigoes de contorno
e a necessidade de uma equacao integral adicional a ser incorporada para encontrar todas

as incégnitas de campo. Esta equagao adicional é obtida aplicando o operador diferencial
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0/0n, a Eq.(4.71) e desconsiderando a forga de corpo,

o) G+ [ {ap D) gy — O Et0) P<yb>} 5,

3@ x Z/b aé*(%yb)
—/[ on, ‘R(yb)—T'Q(yb) dSy, +
oU*(z, ) OF (x,1)
>, ( T ) - S g ) dc,

ou
¢;;Di; + /S [(DF;)w — (DU;) B ) ds,

= / DQ;} R' — (DR;) Qj} dSy, +

Para contorno S suave e z € S, a Eq.(4.73) é torna-se:

1,00 g { OP (e oy 00 (). P@b)} is,

_ 7 [0Q @) IR (x.y5)
B Sy,,[ ony, Eye) on, 9w | Sy,

ou

;@jpaﬁ /S {(DP;)u; — (DU) P} dS,, = / [(DQ;;) R; — (DRy;) ¢;] dS,,. (4.74)

Os nucleos du(x)/on, , 852* (x,yp)/Ony | op (x,yp)/On, | 8}:%*@, Yp)/On, e aé*(x, Yp)/Ons
que aparecem nas FEq.(4.71) e Eq.(4.74) sao fornecidos no Apéndice E.

Considerando a auséncia de forga de corpo nas Eq.(4.71) e Eq.(4.73), juntamente com
as condigoes de contorno classica (u ou P prescrita) e as condigoes de contorno nao classica
(g ou R e FE prescrito) formam a representacao integral do problema de valor de contorno

da elasticidade gradiente.

4.6 Representacao integral das deformacoes e ten-

soes no interior do corpo elastico gradiente

De acordo com a Eq.(4.25) e Eq.(4.26) e com o auxilio do campo de deslocamento dada
pela Eq.(4.71), o desenvolvimento das equagoes integrais para os tensores de deformagao,

de tensao de Cauchy, de tensao conjugada e de tensao total, sdo escritas, respectivamente,
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da seguinte forma:

() {5 [Voe) + (V)] } = e(e) -2
L AP @) ) = Ts(x) - P() } S, +
[ { Q% (@.m) - R(w) = Ry, (e,00) - alys) } dS,, +

S F (0@ - Blw) - B, (@) - i) dCy,
Cq a

\l\’)\»—t

ou
1 — = :* — F Tk
Ckj {2 [0u; + &»uj]} = i T TG / { Pv ,m.uj - (Uvm),m.jpg} dSy, +

/S {(é*v””)kinj - (é*w)kij%} A5, + %: ?{Ca <(va>kijEj B (E*Vm)kijﬂj> dCy,, (4.75)

&(x) - {M [qu(x) (Viu(z)) 1} + ANV, - a(z)] j} = &(x) -7
/s{ TP (x,yp) - u(yp) — T(U*)(x,yb) ) p(yb)} ds,, +
/s{ (z,m) - Rys) — T (2, ) - Q(yb>} ds,, +

;f ( (2, 4) E@b)—T(E*)(w,yb)ﬂ(yb)) dCy,

ou

Ckj {H [@'IL + 81123] + A ((9,5?]15) 531} = Ck;Tj; = — /S {Tk(zfj*)a] Tk(m }dSyb +

E*) —
/S {Tkg )R] T kij q] dSyb + Z% kzg ] Tl&z] )u]> dCyb (476)

&) {g*Ve [ (Vati(w) + (Vati(0)™) + M (Vo - a(2)) ]} = &) - i
B _92/3 (VT (@, y) - almn) = VT (@, 0) - P(yn) } dSy, +
92/5 {VaT @ @) - Rlys) = VT (w, ) - als) } A5, +

q* Z j’é (VxT(U*)(Ia ) - E(yp) — VIT(E*)@7 ) - a(yb)) ac,,
Cq a

ou
Ck]92 {M [3 Oitlyy, + 0jOp ;] + A (0;04tUr) Sim } = Chjfhjim,
=g / ak zmj - ak zr(r{j )P } dSyb + 92/ akirzm] - akﬂmj QJ} dSyb +

2y 72 Ty E —ak:rﬁ] ;) dC,y,, (4.77)
Ca a
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V2T (2, ) - ) — VTV (@, 4) - P) } dS,, +

_g2é{v2T(Q*>(x,yb).R(yb) —Vif(R*>(%yb)-q(yb)}dsber

ou
CkmSmi = —Ckm ]H’]ml = 92 8 @T,g:;)ﬂm — OjOka(m }

f/'aan%% — 0,0,1{")q,.} dS,
f}:ﬂ (00,1 E —@@Qma@d@b (4.78)
Ca a

C/)

El)

— —/S [T(P*)(l’,yb) — ¢*V2TF )z, yb)} - u(yp)dS,y, +
/ [T(U*)(x,yb) - 92V§T(U*)($7yb)} - P(yp)dSy, +
/S [T(Q*)(fv,yb) — 92V3T(Q*)($79b)} - R(yp)dSy, —

/S T — VAT (@, )| - q(ys)dSy, +

)
[T — V20 (@, )] - E(y)dC,, —
§ (10 = 2920 @) ),

ou

CkmOmi = Ckm (Tmi + Smi)

= [l ~ o0, — (15— 0,018 Pu} s,

} dS,

/{ﬁﬁj G001 | Ry — [T — 420,0,T%) ] g
| En J

Z% kwrj 28 a Tkzm [T(E* 28 a Tlgfn

kim
onde os nucleos sao

P%x (ZL’, yb) - [VIP ([L‘, yb) +

ds
) . (4.79)

7N

V$_F:)*(x, yb)) 213] |
)

—~
<
8
h
*
]
<
=
~—

0%95 (I, yb) = va*(x7yb> +

1 —

é*vm (x7yb) - vxé*<x>yb) + (vxé*(x7yb)
é*vz(l’,yb) = Vwé ('I>yb) + (

B, (o) = |VaE (@) + (V.2 (. 0)
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. ~x 213 -

TE) (2, y) = p [pr (x,yp) + (V P (, ?/b)) + A (V P (x,yp)
TV (2, 4) = {V O (x,3) + (Vo0 (2, )

T@Q) (2, ) = 41 | V. Q

T(R*) (.1'7 yb)

14 Vm}:‘?

TE) (@, y) = 4 |V, E

I, (4.80)

e A =2ur/(1 —2v). Os nicleos acima sao explicitados no Apéndice F.

4.7 Discretizacao numérica da formulacao integral para

deslocamento e forcas de superficie no contorno

Nesta se¢ao ¢ apresentada, em detalhes, a formulacao do elemento de contorno, assim

como, o procedimento de solugao para problemas elastostatico gradiente tridimensional
descrito pela Eq.(4.71) e Eq.(4.74).

Neste trabalho, o objetivo da metodologia do MEC é resolver numericamente o pro-
blema de valor de contorno bem-posto constituido pelo sistema de equagbes integrais
fornecido pela Eq.(4.71) e Eq.(4.73) juntamente com as condigoes de contorno presente
nas Fq®.(4.21 - 4.24). Para esta finalidade, a superficie suave S é discretizada em E ele-
mentos de contorno triangulares de ordem qualquer. Para um ponto nodal k, a Eq.(4.71)
e Eq.(4.74) tém a forma:

b
—~

uJ
~

/1 11 ]5* 7951752)) N(&, &) J (&1, E2)d&1dSs - ug +

1

M
_I_
M=

o
Il
—
)
Il
—

Ale) 1 1 o~

Z / 1 R (xk, y(&1, 52)) N(&, &) (&, &2)déndEs - qf
=1

—1.J—

T

b
—

)
~

->>/ 1 0" (2", y(61,€)) N*(€1, ) (€1, &)d61dEs - Py +

e=1 a=1

Z /1/11 é* (;ﬂf’y(fl,&)) N (&, &) (&, &)dEdEs - R (4.81)
—17/—1J=
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1 . E A(e) . 1813* x’“,y(&,&)
L s ¥ )

1/ ong,

N(&1,62)J (€1, &) dErdSy - ug, +

EAQ o OR (ahy(6 €
Z Z /11 /11 <$ay( 1 2)> NEy, &) T (&1, E)dErdEs - ¢f

e=1 a=1 Ny

A9 i oU* (*,y(61,6))

—1J-1 ong,

E Ale) /1 86* (mk,y(&,fz))

N(&1,82)J (61, &2)dErdS, - Py +

N(&1, &) (61, &)dErdEs - Ry, (4.82)

e=1a=1""17-1 anl’
ou(zk , , - .
Com ¢ (xk> = 8(71” ), A(e) o niimero de nés do elemento corrente e, N sao as fungdes

de forma de um elemento triangular, J o Jacobiano da transformacdao do sistema de
coordenada global (X7, X5, X3) para local adimensional (&;,&;) e, por fim, @S, ¢, P,
R¢ sao os valores nodais das correspondentes fungdes de campo. Por simplicidade, serd
utilizada a numeragao global para os nds, ou seja, cada par (e, a) serd associado a um

numero 3. Desta forma a Eq.(4.81) e Eq.(4.82) sdo re-escritas da seguinte forma:

IS PRIE P NS
p=1 B=1 B=1 B=1
1 & L N 5 L _ L i 5 L . ,
S0 T SE YTt =V PP S W R (4.84)
p=1 p=1 B=1 B=1
onde L é o nimero total de nds e
1l =x
HE = /_1/_1P (xk,y(&,&)) N (&, &) J (&1, &)dEdEs, (4.85)
1 1l ~x
KE = /_1/_1}% (xk,y(€17§2)) N(&, &) (&, &2)déndEs, (4.86)
1,1
G = /_1 /_1 U (", y(&1,&)) N°(61, &) (61, &) dEadés, (4.87)
1 ~ %
LZ:L /11Q (2,46, )) N*(1, &) (61, €0)d do, (4.88)
U 0P (aMy(6,6)
Slg :/—1 /4 ( Ong, = )N (&1, €2)J (&1, £2)d&1dEs, (4.89)
L OR (aMy(6.6)
T[I; :[1 /4 ( Oong, = >N (&1, €2)J (&1, £2)d&1dEs, (4.90)
1o OU (aF,y(6r, &)
Vﬂk :‘/_1 /_1 ( an$ 1,82 )NG(£17§2)J<§1,§2)d§1d§2, (491)
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GQ* (xka y (&1, fz))

Wi = e N GR AR CRALSUE (4.92)

Realizando a substituigdo, dos L pontos de colocagdo, na Eq.(4.83) e na Eq.(4.84) é

possivel obter o seguinte sistema linear de equagoes algébricas

AR e

onde as submatrizes H, K, S, T, G, L, V e W contém a consulta aos pontos de colocacio

I+H K
I+T

N =

G L
VoW

N

1
2

para as expressoes nas £¢°.(4.85 - 4.92), respectivamente. Em seguida, aplicando as
condigoes de contorno Eq.(4.21 - 4.24) e rearranjando a Eq.(4.93) é possivel escrever o

sistema linear final da seguinte forma

Y

X = B, (4.94)

onde os vetores X e B contém todas as incognitas e valores prescritos das componentes

nodais do campo do contorno, respectivamente.

4.8 Discretizacao numérica da formulacao integral para

deslocamento, deformacao e tensao interna

A partir do procedimento descrito na se¢ao anterior, sao calculados os valores dos
deslocamentos u, das forcas de superficie (traction) P, do gradiente normal do desloca-
mento g e das forcas de superficie conjugada R, todas no contorno do problema definido.
Em seguida, faz-se necessario conhecer estes valores (u, P, ¢ e R) dentro do dominio
a ser analisado. Assim, fazendo uso da Eq.(4.73) e com ¢(z) = 1 é possivel calcular os

deslocamentos internos da seguinte forma

L L L L
=3 Gy P =3 Hy-u'+ > Ly-RP -3 Kj-q° (4.95)
B=1 B=1 B=1 B=1

Para o célculo das deformagoes interna, nos pontos ¢, é utilizada a Eq.(4.75) (com c(x) =
1), a qual pode ser reescrita como:

-

213
-uP 4

Mh

zLj [vag + (vag)m} pi [v H + (V. H})

—

)
ki
o

Mh

zLj {szg + (meg)m} R

=1

[v K+ (V. Kﬁ)m] e } (4.96)

=
Il
—_

B

onde

v Hﬂ_/ / Ve ﬁ x y&’g?)) N*(&1,&2)J (&1, &2)dE1dEs, (4.97)
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VoK = /_11 /_11 VoR (0, 5(6,6)) N*(61, &) (61, 2)d61dbs, (4.98)
. 1 1 - .
V.G = /_1 /_lva* (xla?/(fh&)) N(&1,82)J (€1, &) dErdS, (4.99)

. 1 1 ~ % .
Voli = [ [ V.0 (¢ 06 0) N6 ©) (6 ©)dde. (4100

Por fim, os tensores de tensao de Cauchy 7, o de tensao conjugada fi, o de tensao relativa
5 e o de tensao total & calculados no ponto interno z¢ sao obtidos a partir das equacoes

integrais Fq°.(4.76 - 4.79), respectivamente, para c¢(x) = 1, como segue:

FoST(G) P oS () o+ ST (5) B - ST (K)o (4101)

B=1
zLj VT (L) - R° = > VT (K}) - qﬁ} , (4.102)
p=1 B=1

p=1 B=1
EL: V2T R (ng) q® - ZL: V2T(@) (LZB) : RB} : (4.103)
p=1 B=1
o= (7435 = {XL; T (Gh) — g*V2T W) (G3)] - PP
B=1
(7 (1) 937 (1))
B=1
327 (1)~ v (1)) -
B=1
> T (K;) - g*var™) (K5)] qﬂ}, (4.104)
B=1
onde
L 1ol
T(65) = [ [ 7O (¢35, €) N*(61, ©)J (61, &)d61d, (4.105)

T (1) = /11 /11 TP (2',(61,&)) N(&1, &) ] (&1, &) d€1dés, (4.106)
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)= [ [ T (g6, 8) N6 )T (6, ) dades
)= [ [T (6, 6) N6, )T (6, &) dEnd,
)= [ [ VT (o, 560, 6) V(60,676 E)dEdes
/f L/“ VLT (a4 (61,6) ) N*(61, ) T (61, Ea) dndée,
)= [ [ VT (o4 60,6) N (6,66, )t
)= [ [T (o 460, 6) N6, €T, £
VI (#g) = [ [ I (246, 6)) N6, )T (6, )6,
VIO () = [ [ O (o4 (60,6) V(60,6 T(6, E)drdo
VI (K3) = [ [ ) (24060, 6)) N6, 6(6, ©)d6udes

vﬁma@:ﬁfyﬁM@wm¢MW@@w&@®@.

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

Os nucleos integrando das £¢®.(4.105 - 4.116) sdo obtido com auxilio da Eq.(4.80).
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CAPITULO 5

Interpolacao de ordem qualquer

No desenvolvimento da formulacao do MEC para problemas elastostdticos gra-
diente, realizado no Capitulo 4, foram utilizadas funcgoes, as quais foram cha-
madas de fungoes de forma, para aproximar tanto a geometria do problema
quanto para aproximar as fungoes de campo. Entretanto, nenhum comentdrio
adicional foi feito quanto as caracteristicas destas tais fungoes. Assim, este
capitulo se deterd a apresentar as fungoes de forma espectral e as fungoes aqui
chamadas de Polinomiais, as quais sao utilizadas no desenvolvimento deste
trabalho.

5.1 Introducao

Neste capitulo é apresentada e analisada determinadas sequéncias de pontos de in-
terpolacao para elemento triangular. Com o intuito de alcancar convergéncia uniforme e
permitir alta precisao na interpolacao, as sequéncias destes pontos sao refinadas a medida
que a ordem da aproximacao é elevada. Ha duas principais estratégias de aumentar a
precisao: a primeira é chamada de refinamento h, onde é diminuindo o tamanho do ele-
mento triangular, h, enquanto mantém a ordem da interpolagao polinomial fixa; a segunda
¢ chamada de refinamento p, onde é aumentada a ordem da aproximagao polinomial e
mantido fixo o nimero de elementos da discretizacdo. A combinacao destas duas estraté-
gias de refinamento produz o chamado refinamento-hp. Nesta se¢ao serd dado énfase ao
refinamento-p, pois este esta associado a convergéncia espectral, ou seja, o erro numérico
da aproximacao é diminuido mais rapidamente do que qualquer poténcia 1/p , onde p é a
ordem da expansao polinomial (POZRIKIDIS, 2005).

Na prética, o objetivo é usar expansoes polinomiais de baixa ordem em regioes onde a
solucao ¢é esperada variar suavemente e usar expansoes de alta ordem nas outras regioes,
onde a solucao é esperada variar rapidamente. Além do mais, objetiva-se alcancar a melhor
precisao possivel para o mesmo nuimero de nés de interpolacao, ou seja, tentar buscar
melhores distribuigoes de pontos de interpolacao que minimizem o erro da aproximacao.

Da teoria do erro da interpolagao polinomial, mostra-se que, dado o niimero de nés de

interpolacao a ser distribuido ao longo do elemento, a maior precisao da interpolacao é
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obtido quando os nés interiores sao colocados nas posi¢oes correspondentes aos zeros de
certas familias de polindmios ortogonais (POZRIKIDIS, 2005). Quando é assim distribuido
os nés de interpolacao, obtém-se uma expansao espectral para o elemento e associa-se,
assim, ao método do elemento espectral.

Diante do exposto, serd apresentado na se¢ao 5.2 a expansao triangular de alta ordem,
na secao 5.3 ¢ apresentada a base polinomial de Proriol e em seguida, na secao 5.4, é
apresentada a distribuicao nodal de alta ordem e espectral para elementos triangulares.
Sao estudadas duas distribuigbes nodais: a distribuigdo uniforme (secao 5.4.2) e a de
Lobatto (segao 5.4.3).

5.2 Expansao triangular de alta ordem

Tomada a decisao de aproximar a solugao, f (&1, &), sobre o elemento [ por um polind-
mio de grau m, faz-se necessario realizar uma expansao polinomial completo de ordem m

sobre a drea de um tridngulo padrao no plano paramétrico & — & mostrado na Eq.(5.1):

f(&,&) = ap +
a10&1 + ap s +
a0t + a1&ia + apés +
az083 + a9 &3& + 126163 + agsés +
m (m—1) o (m—1) m 5.1
o€l + agm-1161 S+ aim-1§iéy + aomés". (5.1)

Pode-se observar que a soma dos indices ¢ + j dos coeficientes a;; ¢ constante em cada
linha da Eq.(5.1) e o nimero de nés necessarios fica determinado pelo nimero total de

coeficientes a serem determinados, os quais sao:

(m+1)(m+2)
5 .
Uma das vantagens importantes da expansao completa de ordem m em comparacgao

N=14+2+434+--+m+(m+1)= (5.2)

com a expansao incompleta, onde alguns termos da Eq.(5.1) estdo ausentes, é que a
funcao, f, é um polinémio completo de ordem m ao longo das bordas do triangulo (em &;
ou em &), por conseguinte, é garantida a continuidade C° entre as bordas dos elementos
triangulares pela presenca dos m + 1 nés dos elementos compartilhados, incluindo os nés
dos vértices e das arestas (POZRIKIDIS, 2005).

Para formalizar a expansao de ordem m, é denotado os produtos monomiais da Eq.(5.1)
por

My (61,62) = 68, (5:3)

e assim a expansao polinomial pode ser escrita da seguinte forma

f(§1,§2) = i [

m—i

]aijMij (51762)] . (54)

=0
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Para implementar o método dos elementos de contorno foi selecionado o polinémio de
ordem m, o que introduz N nés de interpolagao (Eq.5.2) sobre a drea e ao longo dos lados
do tridngulo. Por defini¢do, a funcdo de interpolagdo cardinal para o né i, ¥; (§1,&2), é
um polindémio completo de ordem m nas varidveis & e & que satisfazem as N condig¢oes

de interpolacao
v (¢, 6) = 0y, (5.5)

comj=1, 2,..., N e d; sendo o delta de Kronecker. Assim, a expansao nodal sobre o
triangulo paramétrico pode ser escrito,
N
F(6n&) =37 (el €) v (¢l 2). (5.6)
j=
envolvendo os valores nodais especificados ou a priori incognitos, f ( {, fé)

A funcao de interpolagao cardinal correspondente a um né pode ser expresso na forma
polinomial mostrada na Eq.(5.4) e os N coeficientes, a;;, podem ser calculados resolvendo
um sistema de equagoes lineares proveniente da condi¢ao de interpolagao cardinal dada
pela Eq.(5.5).

Em abordagem mais geral, as fungoes de interpolagao sao apresentadas como combi-
nacoes lineares de um conjunto de N polinémios independentes, ¢; (&1,£2), que formam
uma base completa da expansao de ordem m no plano & — &, para 7 =1, 2,..., N da

seguinte formas:

Vi (&1,&) = engr (§1,&) + env12 (§1,62) + -+ + c2dn—1 (&1, &) + aon (§1,&) . (5.7)

Onde ¢; corresponde um conjunto de N coeficientes da expansao para o né <. Por exemplo,
identificado a fungao de base como os produtos monomiais mostrados na Eq.(5.3), pode-se

escrever

(bl :M00: 17 ¢2 :Mloth ¢3:M01 :€27

On-1 = Mign-1) =&&" ", on = My, = 5" (5.8)

Diversas sao as escolhas possiveis para a base polinomial, ¢;, melhores escolhas sao forne-
cidas pelas familias de polindmios semi-ortogonal e ortogonal de Appel e Proriol, respecti-
vamente (POZRIKIDIS, 2005). Neste trabalho sera apresentado e utilizado o polinoémio de
Proriol, pois estudos realizados por Blyth e Pozrikidis (2005) mostram melhores resultados
deste polindémio quando comparado com o polinémio de Appel.

Independente da escolha da funcao base, impde-se a condicao de interpolagao cardinal

para obter o sistema linear

Vi.c=e,, (5.9)
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onde o superescrito T' denota a matriz transposta,

61(6,8) 618 - o (&)

G| mEE) m@d o) (5.10)

on (61,8) on(.8) - on (N, &)

¢ a matriz de Vandermonde generalizada N N com componentes V, = ¢; ( {, 5%),

CN
c={" (5.11)
Co

&1

¢é o vetor contendo os coeficientes da expansao e

e =11 (5.12)

¢ o vetor unitario do espago de N dimensoes associado com o noé . Por conseguinte,

~1
c= {V¢T } - e; e a i-ésima funcao de interpolagao nodal é dada por

Vi = ¢ (&1,&2) - [VJ]_I <€, (5.13)

onde ¢ (&1,&) é o vetor das fungoes de base. Aplicado a Eq.(5.13) para todos os nds,

obtém-se a funcao nodal do vetor de interpolacao

U (6,&) = Vel (6.&), (5.14)

o qual pode ser rearranjado no sistema linear

Vo ¥ (§1,8) = ¢ (&,&); (5.15)

Para polindmios de alta ordem, a solugao do sistema linear para as fungoes de inter-
polacao nodal é encontrada por métodos numéricos, no entanto, para assegurar que os
coeficientes da matriz sejam bem-condicionada, é importante empregar fungoes de base
que sao parcialmente ou inteiramente ortogonais, tais como as fornecidas pelos polinémios
de Appel e Proriol (BLYTH; POZRIKIDIS, 2005), sendo este ultimo discutido na préxima

sec¢ao.
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s

Figura 5.1 — Mapeamento do tridngulo para o quadrado padrao usando a transformacao de Duffy

5.3 Base polinomial de Proriol

A base mais desejavel é constituida pelo polinémio de Proriol, o qual é totalmente
ortogonal sobre a drea do tridngulo (PRORIOL, 1957). Para introduzir este polinémio,
inicialmente ¢ mapeado o triangulo padrao a partir do plano & — & para o quadrado
padrio —1 < & <1, =1 < &, < 1 (Figura 5.1), usando a transformacio de Duffy

(1+&)(1-&) (1+&)

— == -/ 5.16
gl 4 ) 52 2 ) ( )
e sua inversa
’ 251 ’
& = -1, & =26 -1 (5.17)
1—¢&

O polinémio de Proriol é dado por

1-6)\"
PRkl = Lk (5;) ( ) 2) Jl(2k+1,0) (5'2)

= Li (&) 1= &)" 2 (g), (5.18)

Jl(QkH’O) ¢ o polinémio de Jacobi (PRORIOL, 1957).

onde Ly é o polindmio de Legendre e
Pode ser observado na Eq.(5.18) que o fator (1 —&)" cancela o denominador de
Ly (51) resultante da fracdo do lado direito da regra de transformagao para 51 mostrada
na Eq.(5.17). Assim, o polinomio de Proriol, PRy, envolve mondmios da forma &7 §§k_p +a)
com ordem k + g combinadaecomp=1, 2, ..., keq=1, 2, ..., L
Substituindo as expressoes dos polindmios de Legendre e de Jacobi na Eq.(5.18), pode-

se reescrever o polinomio de Proriol:

() () @]
IR ICONCOIRE

l4+2k+1 l N e\

( ' j ' ) (z-y) (=) (%) ] (5.19)

|

I
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A forma explicita para os primeiros termos do polinémio de Proriol sdo:

PRy = 17
PRyp =25 + & — 1,
PRy =36 — 1,

PRy = 667 + 66,6 + &5 — 68 — 26 + 1,
PRi1 =26+ & —1) (5% —1),

PRy, = 1062 — 8¢, + 1. (5.20)
Pela Eq.(5.20) é possivel observar que PRoy, PRy, PRosa, ... sdo polindmios apenas na
variavel &, enquanto que PR, PRsy, PR3, ... sao polindmios nas variaveis &; e &. As

propriedades dos polindmios de Jacobi garantem que os polindomios de Proriol satisfazem

a relacao de ortogonalidade
/ PRy, PRyde dé; = 0, (5.21)
T

para i # k e j # . Assim como para o calculo dos coeficientes de Fourier, os coeficientes
da expansao ortogonal de Proriol pode ser calculado por projecdo. A auto-projecao é
dada por (POZRIKIDIS, 2005):

1
2(2i+1)(j+i+1)

Ly = / / PR;; PRjdé dé, = (5.22)

Seja uma fungdo qualquer f(&;,&;) definida sobre o tridngulo padrao no plano & — &,
esta funcao pode ser aproximada por um polinédmio completo em &; e &, de grau m, de

acordo com a Eq.(5.4):

m

m—j
(&, &)~ Z [Z aj; PRj (51752)]- (5.23)
=0

Multiplicando a Eq.(5.23) por PR;;, integrando sobre a superficie do tridngulo e usando
a propriedade da ortogonalidade, encontra-se que os coeficientes da expansao podem ser

dados por:

o= [ 168 PRy (6.6 derdes (5.24)

onde ¢;; é definida pela Eq.(5.22).

Para converter uma serie de produto monomiais para a serie de Proriol equivalente,
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Figura 5.2 — Distribui¢do dos nés de interpolagao no tridngulo padrao a partir da distribui¢do nodal na
linha (unidimensional)

faz-se uso das expressoes:

1= PRO(),

1
51:6(3PR10—PR01+2),

1
& == (PRyn+1),

3
1
£ = 3 (5PRyy — 3PRy; + 3PRyy — 4PRy, + 12PRyg +5) ,
1
16 = . (=3PRyy + 6PRy; + 6PRyg+ 2PRyo + 5),
1
fg = % (3PR02 + 8PRoy + 5) . (525)

5.4 Distribuicoes nodal de alta ordem e espectral

Na secOes anteriores, discutiu-se como calcular as fungoes de interpolagao nodal no
elemento triangular, mas nada foi dito sobre como pode ser distribuido os nés na area
triangular do espago fisico x — y ou paramétrico & — &». Assim, esta se¢do objetiva tornar
a Eq.(5.10) bem-condicionada e o erro de interpolagdo o minimo possivel a partir de

distribuicao 6tima dos nos nos elementos triangulares.

Para garantir que o niimero de nés de interpolacao seja igual ao niimero de coeficientes
a ser determinados na expansao completa de ordem-m, pode-se distribuir os nés como
mostrado na Figura 5.2. Pontos nos eixos &; e & sao colocados nos noés da distribuicao
unidimensional definida pelo conjunto de m + 1 pontos, v;, onde i = 1, 2,..., m + 1

e estao submetidos as condig¢oes v; = 0 e v,,.1 = 1. Assim, as linhas de nés vertical e
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horizontal sao descritas por
gi = Uy, g% =1- Um+2—j, (526)

para i, j =1,..., m+ 1. Os nés ao longo da hipotenusa do tridngulo estao localizados
pelo movimento vertical para cima a partir dos nés no eixo &, ou horizontalmente para
a direita a partir dos ndés no eixo &. Os nods interiores sdo colocados na interseccao
das linhas vertical e horizontal produzindo os pares (£i,€4), onde @ = 1,...,m + 1 e
j=1,...,m+ 2 —1. Neste trabalho é apresentado a métrica adotada para quantificar o
erro da interpolacao, assim como, ¢ discutido a duas opcoes de distribuicao para os nos

de interpolacao.

5.4.1 A constante de Lebesgue

Um conjunto nodal completo é composto por N nés de interpolacao, onde N estd
relacionado a ordem do polindmio, m, através da Eq.(5.2). Para avaliar o quanto melhor
um conjunto nodal completo é em relacao a outro, necessita-se de uma medida, dada
por uma funcgao objetiva, que quantifique este grau de superioridade entre os conjuntos
nodais. Uma generalizacao heuristica da teoria da interpolacao unidimensional conduz a

fungao de Lebesgue em duas dimensées como tal fungao objetiva (POZRIKIDIS, 2005),

N
Ly (&,&) =) v (&, &), (5.27)
i=1
e a sua constante associada chamada de constante de Lebesgue é dada por
Ay = Maz [Ly (&1,8&)], (5.28)

onde Max [o] significa o maximo da funcao objetiva sobre a area do tridngulo e, da teoria
de interpolacao, tem-se que quanto menor o valor de Ay melhor é a distribuicao nodal

ois proporciona menor erro da interpolacao.

5.4.2 Distribui¢cao nodal uniforme no triangulo

Com o objetivo de obter nés distribuidos igualmente espagados, como mostrado na

Figura 5.3, os pontos adimensionais v; tém os valores

w:(%—U7 (5.29)

comi=1, 2,..., m+ 1. As linhas das diagonais correspondem a valores constantes da
coordenada baricéntrica {3 = 1 — & — &, variando de &5 = 0 a &5 = 1 dentro da area do

triangulo. Cada linha diagonal é identificada pelo indice

k=m+3—i—j (5.30)
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Figura 5.3 — Ilustracdo da distribuicao igualmente espagada dos nés sobre o triangulo.

o qual decresce a partir do valor 1, ao longo da hipotenusa, até o valor de m+1 na origem.

Para cada n6 (i, j) formado pela intersecgdo entre as linas, i, verticais e as horizontais,
J, como pode ser visto na Figura 5.3, a expressao da fungao de interpolagao pode ser escrita

como o produto de trés fungoes,

i (€1,&) ==V (&) HY V(&) - 287V (&), (5.31)

onde:

=D (&1) é um polinémio de grau (i — 1) definido por

:(1] (gl) = 17
1) o\ (&1 —v1) (§ =) (&1 —vig) (61— vi1)
- <£1) N (vi — 711) (Vi —v2) -+ (v; — Uz‘—2) (Vi —vi1) 7 (5'32>
parat =2, 3,..., m+ 1.
H J(j - (&) é um polinémio de grau (j — 1) definido por
HY (&) =1,
(—1) C(Ga—v) (S —v2) - (§a—vj2) (§2 —vj-1)
) = o) )y~ g (4~ ) -39
paraj =2, 3,..., m—+ 1.
Z,gk_l) (&3) ¢ um polinémio de grau (k — 1) definido por
Z? (63) = 17
2079 (&) = (€3 —v1) (€3 —v2) -~ - (§3 — vj—2) (€3 — vj—1) 7 (5.34)

(v — v1) (v — v2) - -+ (Vg — V—2) (VU — VK1)

com&=1-& —&eparapara k=2, 3,..., m+ 1.
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A partir das E¢®.(5.32 - 5.34), pode ser verificado que 9 (£1,&2) é um polindémio de
grau

i-1D4+G-1)+k-1)=i+j+k—3=m (5.35)

com respeito a & e &, como exigido pela Eq.(5.30), e todas as condigoes da interpolagao
cardinal sdo satisfeitas.

Para ilustrar a utilizacao Eq.(5.31), considere um tridngulo de seis nés correspondendo
am=2 v =0,vs=1/2ewv3=1. A fungdo de interpolagdo do primeiro né no vértice

corresponde ait=1,j=1e k=3¢

Y (6,6) =20 (&) H (&) - 28 (&)
1.1 (& —v1) (& — v2) =& (26— 1). (5.36)

(v3 —v1) (v3 — v2)

De forma semelhante com o né no meio do lado, i = 2, j = 1 e kK = 2, encontra-se:

Yor (61,6) = 2 (&1) - H” (&) - Z8V (&)
_ &z g G e (5.37)

(v =) (v2 — v1)
Repetindo o procedimento acima, pode-se obter as fun¢oes de interpolagao para os demais

nos do referido elemento triangular:

s (€1, &) =20 (&) - HP (&) - 21 (&)
_y Gz oy, (5.38)

v1) (&2
(v3 — v1) (V3 — v2)

Yio (61,6) = B0 (&) - HSV (&) - 28V (&)
(52 - Ul) ) (53 - Ul)

—1. oo (o) = 46585, (5.39)

Y1 (61,6) = 2L (&) - H (&) - 21 (&)

_ G —w) (& - )~1-1=€(25—1) (5.40)
(US—’Ul)( —Uz) ' ' ’ '

Yas (61,6) = B3V (&) - HSV (&) - 2" (&)
(G —w) i (& —v1) 1 =466, (5.41)

B (v2 —v1) (v2 — 1)

Infelizmente, a medida que a ordem m da expansao é elevada, a precisao da inter-
polacao nao melhora uniformemente, necessariamente, devido a versao bidimensional do
efeito Runge (POZRIKIDIS, 2005) manifestado pelo crescimento das oscilagdes préximo as
bordas do triangulo. Na andlise numérica, este efeito mostra que a constante de Lebesgue
cresce rapidamente a medida que a ordem polinomial, m, ou o conjunto nodal, N, cresce.
Assim, a distribuicao uniforme dos noés é recomendada somente para expansao polinomial

de baixa ordem, geralmente m < 3.
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Figura 5.4 — (a) distribuicdo dos nés de Lobatto para m = 6. (b) a mesma distribuicdo mapeada no
tridngulo equilatero.

5.4.3 Distribuicao nodal de Lobatto no tridngulo

Sabe-se que a distribuicao nodal de Lobatto é 6tima para interpolacao unidimensional,
com a restri¢ao de que um no de interpolagao é colocado em cada extremidade do elemento
(FEJéR, 1932; POZRIKIDIS, 2005). Motivado por este resultado, emprega-se a distribuigao
nodal unidimensional com v; = 0, v,,;,1 = 1 e 0s nds no interior v;, + = 2, 3,..., m,
posicionados nos zeros escalados do polindmio de Lobatto de grau m — 1. Assim, a

distribuicao nodal de Lobatto é definido por:

V1 = 0, V; = (1 - ti—l) € Unpt1 = 1, (542)

N —

onde t;, para ¢ = 2, 3,..., m, sao os zeros do polindmio de Lobatto de grau m — 1
distribuido no intervalo(—1,1). O i-ésimo termo do polinémio de Lobatto é definido
como L, (t) = L';12(t), onde L';15(t) é a primeira derivada do polinémio de Legendre.
Para ilustrar, um exemplo para m = 6 ¢ mostrado na figura 5.4(a). Os nés no contorno
e no interior sdo identificados pelas coordenadas (§1, &) = (v;,vj), onde i =1,..., m+1
ej=1,...., m+2—u.

A figura 5.4(b) mostra a mesma distribuigdo nodal (m = 6) mapeada no tridngulo
equilatero com os lados de comprimento unitario no plano él — 52. O mapeamento é

realizado por meio das fungoes

V3

& =6+ ;&, & = 752, (5.43)

1

V3

2

\/352. (5.44)

51251_ 527 §2:

Pode ser observado na figura 5.4(b) a assimetria da distribuigdo nodal em relag¢ao aos

trés vértices, esta disposicao dos nés é uma deficiéncia que pode ser contornada através
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Figura 5.5 — (a) Rearranjo nodal com simetria em relagdo aos vértices para m = 6 no espago & — &a2. (b)
mapeamento do tridngulo padrao no tridngulo equiladtero com os lados de comprimento unitario.

Fonte: Blyth e Pozrikidis (2005)

da redistribui¢ao dos nés por meio do mapeamento (BLYTH; POZRIKIDIS, 2005)

o
(1420 —v; —wvg), 5%25(14—22;]-—1),-—1%), (5.45)

W

& =

comi=1,2,....m+1,7=1,2,..., m+2—iek=m+3—1—].

A distribui¢ao nodal dada pela Eq.(5.45) e para m = 6 ¢é ilustrada na figura 5.5(a),
onde pode ser notado que os nos na borda do tridngulo permanecem nas posigoes originais
dos zeros do polinomio de Lobatto. Para os nés interno ao triangulo, sua posi¢ao esta
situada no centroide dos triangulos internos menores, que sao construidos a partir da
ligagao dos nds dos lados do triangulo equilatero por meio de linhas pontilhadas como
consta na figura 5.5(b).

Para ilustrar a eficiéncia da interpolagao espectral de Lobatto para elemento trian-
gular serd apresentado um exemplo mostrando o efeito Runge. Os resultados obtidos
com a distribuicao dos nds de Lobatto e interpolando com o polinémio de Proriol foram
comparados com a distribuicdo nodal uniforme e interpolado pela expansao polinomial

da Eq.(5.4). A funcao de interesse é definida por

1 1

A A 2 A A 2 :
1+25(& —&5) 1+25(& — &)

f(é.&) = (5.46)
Esta funcao tem o dominio de validade sobre o tridangulo equilatero de lados unitéarios e
(éf, ég) = (%, 2—\1/:;) é o centroide do tridangulo. O mapeamento ao triangulo padrao no
espaco &1 — & é realizada pela Eq.(5.44). Nesta andlise bidimensional é possivel observar
pela Figura 5.6 o desempenho ruim na aproximagao da Eq.(5.46) quando aumenta a ordem
da aproximacao utilizando distribui¢ao nodal uniforme. Sendo que este desempenho ruim

estd localizado nas regioes proximas as bordas do triangulo padrao, como pode ser visto
nas figuras 5.7, 5.8 € 5.9.
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Figura 5.6 — Comparagio entre a distribuigdo dos nds de Lobatto (interpolagdo de Proriol) e distribuicdo
uniforme (expansdo polinomial) com o comportamento analitico da func¢do para o tridngulo padrado a
medida que o grau da aproximagcao é elevado.
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Figura 5.7 — Comparagdo entre a distribuigdo dos nés de Lobatto (interpolagao de Proriol) e distribuigao
uniforme (expansao polinomial) com o comportamento analitico da fungdo na borda do tridngulo padrao.
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Figura 5.8 — Comparagio entre a distribuigdo dos nds de Lobatto (interpolacao de Proriol) e distribui¢ao
uniforme (expansio polinomial) com o comportamento analitico da fun¢do na borda do tridngulo padréo.
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Figura 5.9 — Comparagdo entre a distribuigdo dos nés de Lobatto (interpolagao de Proriol) e distribuigao
uniforme (expansao polinomial) com o comportamento analitico da fungao na borda do tridngulo padrao.
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CAPITULO 6

Elementos triangulares com

continuidade G!

No capitulo anterior, Capitulo 5, foram apresentadas as funcoes de forma
espectrais de alta ordem a serem aplicadas na formulagcao do MEC para pro-
blemas elastostdaticos gradiente, entretanto, estas funcoes de forma garantem
apenas a continuidade C° entre os elementos triangulares, ou seja, a garantia
da continuidade do plano tangente ndo necessariamente sao satisfeitas. Com
0 objetivo de anular o termo E = ||[(m ® 1) : fi|| e assim ndo calcular a inte-
gral de linha da Eq.(4.69), a hipétese de superficie suave faz necessario. Para
impor suavidade na formulacao do MEC, e assim alcangar o objetivo deste tra-
balho, é utilizado elementos de continuidade geométrica G, os quais dependem
das coordenadas geométricas dos nos e de suas normais. Para auxiliar na ob-
tencao das coordenadas e das mormais nodais para geometrias complexas é
utilizado o software de computacdo grifica Blender™ 2.7, o qual é acoplado
ao programa do MEC elastostdtico gradiente. Por fim, é verificado, por meio
de exemplos, a suavidade na interseccio entre os elementos triangulares G*
e estes sao comparados com os elementos obtidos pela expansao polinomial e

espectral apresentados no capitulo anterior.

6.1 Introducao

A construcao de superficies suaves é um dos requisitos fundamentais nas criagoes
e/ou recriagoes de geometrias tridimensionais realizadas em diversas dreas, como por
exemplo, em animacao computacional, na modelagem de superficies de sélidos e imagens
médicas. Nestes e em outros diversos campos de aplicagoes, a criagdo de superficies
de continuidade geométrica G*' é fundamental para a geracio de modelos com superficies
suaves. No presente capitulo, é apresentado a técnica de construgdo das geometrias suaves
a partir das curvas do contorno. Nesta construgao é necessario o conhecimento dos pontos
geométricos dos vértices da malha triangular da superficie, assim como das normais nestes

referidos pontos. Diante do fato que estes dados de entrada nao sao de obtencao imediata,
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neste trabalho é utilizado o software de computacdo grafica Blender™ 2.70 para gerar
tais informacoes necessarias. Desta forma, o algoritmo para a criacdo dos elementos
triangulares com continuidade G é explicitado e a eficiéncia da suavizacao da superficie é
verificada avaliando-se, na modelagem de geometrias de complexidade variada, a unicidade

do vetor normal na interface entre cada elemento triangular.

Neste Capitulo segue a seguinte subdivisao: se¢ao 6.2 é realizada a fundamentacao
tedrica necessaria para o entendimento e desenvolvimento dos referidos elementos trian-
gulares G'. Em seguida, secdo 6.3, é apresentada a técnica de criacao de superficie de
continuidade geométrica G' adotada neste trabalho (WALTON; MEEK, 1996). Dando con-
tinuidade, na se¢ao 6.4 é apresentado o procedimento para a geracao de superficies suaves
e na secao 6.5 é realizada a verificagao da continuidade do plano tangente, do tempo de
processamento e da capacidade de reconstrucao de superficies de geometrias paramétricas

e nao paramétricas (complexas).

6.2 Fundamentos tedrico

Nesta secao ¢é apresentada a base tedrica para o desenvolvimento das superficies suaves
a ser utilizada nas secoes subsequentes. Neste item é apresentada a notacdo, defini¢oes
e teoremas necessarios para os entendimentos futuros, entretanto, para maiores detalhes
sugere que o leitor faga uso das referéncias bibliograficas indicadas a medida que for

exigido aprofundamento no assunto.

Na teoria de curvas existem trés representagoes para estas, as quais sao chamadas
de : paramétricas, explicitas nao paramétricas e implicitas. Maior atencao é dado para
as curvas paramétricas, uma vez que estas serao utilizadas na maioria das vezes neste
trabalho.

Curvas paramétricas sao caracterizadas pelas coordenadas dos pontos expressas em
funcao de uma variavel ou parametro ¢, além do mais, as curvas possuem, no plano e no
espago, as formas C(t) = (x(t),y(t)) e C(t) = (z(t), y(t), 2(t)), respectivamente. Com as
fungoes x(t), y(t) e z(t) chamadas de fungdes coordenadas. Uma vez que as formas das
curvas sao fungoes, a imagem de C(t) é chamado de trago de C e C(t) é chamada de
parametrizacao de C. Um subconjunto de uma curva C, o qual também ¢é uma curva, é
chamado de segmento de curva. Curvas paramétricas definidas por fungoes coordenadas
polinomiais sao chamadas de curvas polinomiais. O grau de uma curva polinomial é defi-
nido pela poténcia mais elevada da variavel que ocorre nas fungoes coordenadas. A funcao
p(t)/q(t) é chamada de racional se p(t) e ¢(t) sao polinomios. Uma curva paramétrica
definida por fungoes racionais é dita ser uma curva racional e o seu grau é caracterizada
pela poténcia mais elevada da variavel que ocorre no numerador ou no denominador de

qualquer fun¢ao coordenada.
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6.2.1 Curvas de Bézier

Curvas de Bézier sao curvas polinomiais que possuem particularidades em sua repre-
sentacao matematica. A popularidade das curvas de Bézier se deve ao fato de possuirem
algumas propriedades matematicas que facilitam sua manipulacao e andlise, e ainda, de-
vido ao fato de que nenhum conhecimento avancado em matematica é necessario para
fazer uso destas curvas. A curva de Bézier de grau n é determinada por uma sequéncia de
n—+ 1 pontos, os quais sao chamados de pontos de controle. O poligono obtido pela uniao

dos pontos de controle, por meio de segmentos retos, é chamado de poligono de controle.

Dados n+ 1 pontos de controle, Vi, V1,...,V,, a curva de Bézier de grau n é definida
por:
C(t) = > _ VBin(1), (6.1)
i=0
onde

n! n—i; .

0 , caso contrario,
sao chamados de polinémios de Bernstein ou fungoes base de Bernstein de grau n.
Os polinémios de Bernstein possuem diversas propriedades importantes, as quais sao
listadas abaixo.
a) particao da unidade: os polinémios de Bernstein de grau n tém soma unitdria, isto
¢,
S Bi(t) =1, telo1]; (6.3)

=0

b) positividade: os polindémios de Bernstein sao nao-negativos no intervalo [0, 1],
Bin(t) >0, tel0,1]; (6.4)

c) simetria:
B, in(t) =Bin(1—-1), para i=0,...,n; (6.5)

d) recursao: o polinémio de Bernstein de grau n sao expressados em termos dos

polinémios de grau n — 1
Bin(t) = (1—=1)B;,—1(t) +tBi_1,-1(1), (6.6)

comi=0,....,n, B.y,_1(t) =0 e By, ,—1(t) = 0. As propriedades de particao
da unidade e positividade fornecem duas importantes caracteristicas das curvas de

Bézier, as quais sdo a invariancia quando submetida a transformacao e a convexi-

dade;

e) convexidade: Dado um conjunto de pontos X = {zg,1,...,2,}, define-se o
convexo de X, chamado por CH{X}, como o conjunto dos pontos CH{X} =
{aozo + ...+ apzy| Y a; =1, a; > 0};

i=0
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A partir das caracteristicas dos polindomios de Bernstein, anunciadas anteriormente, é
apresentado um teorema que ilustra as propriedades das curvas de Bézier (MARSH, 2005):
Teorema 1: Uma curva de Bézier C(t) de graun com os pontos de controle Vy, ..., V,

satisfazem as sequintes propriedades

[ interpolagio nos pontos extremos: C(0) = Vo e C(1) = V,,;

aC(1)

S| =n(Vi=Vo) e 250

ot ’t:l

Q tangente nos pontos extremos: =n(V, —V,_1);

O converidade: para todo t € [0,1], C(t) € CH{Vy,...,V,}. Assim, cada ponto da

curva de Bézier estd dentro do convexo formado por seus pontos de controle;

A dnvariancia a transformacoes Afins: seja T uma tmnsformag:do Afim (por exemplo,
rotagao, reflexdo, translagdo, etc.), entio T <Z ViBi,n(t)> Z T(V:)B,.(t);
i=0 i=0

1 Propriedade de Diminuigao da Variagao (PDV): para uma curva plana de Bézier
C(t), a PDV afirma que o nimero de intersecgoes de uma reta com C(t) é menor

ou igual ao numero de intersecgoes que a reta faz com o poligono de controle.

6.2.1.1 Derivada das curvas de Bézier

As derivadas das curvas de Bézier seguem diretamente das derivadas dos polinémios

de Bernstein (Equagao 6.2)

d
%Bz,n(t) =n [Bz‘fl,nfl(t) - Bi,nfl(t)] ) <67)

tornando d .
i1 — B, ,,_1(1)] V. 6.8
GO0 =1 1B 8) = B (1) (63)
Uma vez que B;,(t) =0 para i ¢ {0, ...,n}, a Eq.(6.8) simplifica para
d n—1
dt Z +1 z an 1(t> (69)

i=0
Como pode ser visto na equacao anterior, a derivada da curva de Bézier de grau n é uma
outra curva de Bézier de grau n — 1. Na literatura (FARIN, 1990) é comum introduzir o
operador diferenciagcdo A

AV, =V -V,

para simplificar a notacao na Eq.(6.9), a qual é reescrita

n—1
L0 =0 AVBL, (). (6.10)
=0

Derivada de alta ordem das curvas de Bézier segue a partir da generalizagao do ope-

rador diferenciacdo, o qual é chamado de operador diferenca iterado A"

AV, = AW, — ATV,
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ficando o termo geral para derivada dada por

dr nl

A Eq.(6.11) pode ser ainda simplificado no caso em que é calculado a r-ésima deri-
vada nos pontos extremos da curva de Bézier, esta simplificacdo é divido a propriedade
interpolante nos seus pontos extremos. Assim, em ¢t = 0 e t = 1 a derivada da curva de

grau n converte para

d" n!
el — " A7
dt’"C(O) (n—r)! Yo,
d" n!
—C(1)=—=A"V,_ 12
dt’”C( ) (n—r)! Va-r, (6.12)

(6.13)

o qual afirma que nos pontos extremos de um intervalo a derivada de ordem r somente
depende dos pontos de controle na vizinhanca de r e o proprio ponto extremo. Este fato

foi apresentado no teorema 1 por meio da propriedade das tangentes nos pontos extremos.

6.2.2 Superficies de Bézier

Definida as curvas, agora, faz-se necessario conhecer as superficies de Bézier. Antes,
sao feitas algumas definig¢oes.

Seja U um subconjunto aberto de 2. Uma superficie paramétrica ¢ um mapeamento
S:U — R Um mapeamento S : V — R3, definido em um subconjunto fechado V
de R2 ¢ dito ser uma superficie paramétrica sempre que existe um subconjunto aberto U
contendo V', e uma superficie paramétrica S; : U — R3, tal que S(s,t) = Si(s,t) para
todo (s,t) € V. S; é dito ser o S estendido. O subconjunto S = S(U) ou S = S(V) de
R3 referido & superficie S é chamado de traco de S, e S é dito ser S parametrizado.

As coordenadas de um ponto qualquer na superficie paramétrica S é escrita em fungao

de duas variaveis, por exemplo,

S(s,t) = (z(s,t),y(s, 1), 2(s,t)) . (6.14)

As curvas Cy,(S) = S(s,ty) e Cg,(t) = S(so,t), obtidas por fixando um dos valores das
variaveis, sao chamadas de curvas s-pardmetro e t-parametro, respectivamente.

A superficie paramétrica S : U — R? é dita ser C*-continua (ou somente C*) sem-
pre que as fungoes coordenadas x(s,t), y(s,t) e z(s,t) sdo C*-continua em U. No ponto
p = S(s,t), Ss(s,t) e S¢(s,t) sao vetores tangentes as curvas s— e t—paramétrica. Se o mé-
dulo do produto vetorial entre Ss(s,t) e S;(s,t) é nao nulo, ou seja, [Ss(s,t) x Si(s,t)| # 0,
entdo a superficie é dita ser regular em S(s,t), e S(s,t) é dito ser um ponto regular.

Se S(s,t) é regular para todo (s,t) € U, entdao a superficie é dita ser regular. Se
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Figura 6.1 — Plano tangente Tp,(.5)

ISs(s,t) x Si(s,t)| = 0, entdo S é dita ser singular em S(s,t), e S(s,t) é dito ser um
ponto singular.

A superficie paramétrica S definida no conjunto fechado V é dito ser C* sempre
que existe um conjunto aberto U contendo V', e uma superficie paramétrica S; com
continuidade C* definido em U, tal que S(s,t) = S;(s,t) para todo (s,t) € V. As
derivadas parciais de S(s,t) nos pontos do contorno de V' sao obtidas tomando as de-
rivadas do mapeamento estendido. Entao S(s,t) é um ponto regular/singular se ele é
um ponto regular/singular de S;(s,t). Se p = S(s,t) é um ponto regular da superficie
entao [Ss(s,t) x Si(s,t)] # 0. Dai Ss(s,t) e Si(s,t) sdo vetores nao paralelos e o vetor
perpendicular a eles é o vetor unitdario normal a superficie dado por

Ss(s,1) x Sy(s, 1)

N1 =18 6.0 < Suls D) (6:15)

como mostrado na Figura 6.1. Qualquer vetor v perpendicular a N é chamado de vetor
tangente a S em p. O subespaco vetorial de 33 que consiste de todos os vetores tangente
a S em p é chamado de plano tangente em p e denotado por T,(S). Intuitivamente,
T,(S) pode ser visualizado como o plano em que é tangente a superficie em p (isto &,

perpendicular a N), como mostra a Figura 6.1.

6.2.2.1 Elemento triangular de Bézier-Bernstein

A extensdo em vérias varidveis da base de Bersntein (Eq.(6.2)) por meio do esquema
produto-tensor é importante para muitas aplicacoes. Neste esquema, a funcdo base em
diversas variaveis é definida a partir do produto das fungoes bases em uma variavel, assim,
por exemplo, a superficie gerada pelo produto-tensor definida, no dominio paramétrico

(s,t) € [0,1] x [0,1], pela matriz de pontos de controle p; ; para 0 <i<me0<j<né
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escrita da seguinte forma:

m n
S(s,t) = Z Z piij(s)Bj,m(t). (6.16)
i=0 j=0

A abordagem mais elegante e matematicamente mais natural é fazer uso das coorde-
nadas baricéntricas. Na fungao base de uma tnica variavel (Equagao 6.2), as quantidade
u=1—1tev=tsao as coordenadas baricéntricas no intervalo [0, 1] unidimensional. Es-
tas quantidades possuem valores nao-negativos, soma unitaria e as fungoes base surgem
a partir da expansao binomial de 1 = (u+ v)". Para definir as bases em duas varidveis, é
escolhido um triangulo de referéncia T como o dominio padrao bidimensional. Se T tem

vértices p, = (zx, yx) nao colineares para k = 1, 2, 3, o determinante

1 1 1
A= 1 T9 I3 (617)
Y1 Y2 Y3

é nao nulo e 7T possui drea A = %A (positivo ou negativo de acordo com a numeragao dos
vértices anti-hordrio ou horéario).

Dado um ponto qualquer p = (z,y) no plano, considere os triangulos T, Ty, T3
formado pelo vértice no ponto p e pelos lados do tridngulo de referéncia (ver Figura 6.2),
com areas dada por A; = %Al, Ay = %Ag, Az = %Ag, onde Ay é o determinante definido
pela substituigdo do ponto (xy,yx) por (z,y). As coordenadas baricéntricas (u, v, w) do
ponto p = (z,y) com respeito ao tridngulo de referéncia 7' sao entao definidas pela razao

entre as areas

Aq Ao Aj
U=—,v=—, W= —
A’ A’ A’

de modo que p = upl + vp2 + wp3, onde u + v + w = 1. Os valores das coordenadas

(6.18)

baricéntricas definida pela Eq.(6.18) sdo nido-negativas quando p estd dentro de T (para
p fora de T, seus sinais sdo mostrados na Figura 6.2).

Uma vez que o sistema baricéntrico nao possui origem, pontos nao podem ser tratados
como vetores, isto é, ndo pode ser adicionado dois pontos (uy, vy, w;) e (ug, v, wy) para
obter um novo ponto (isto violaria u + v 4+ w = 1). No entanto, definindo vetores bari-
céntricos pela triplice (A, 1, ) que satisfaz A + p + v = 0, pode ser adicionado um vetor
a um ponto para obter um novo ponto, ou dois vetores para obter um novo vetor.

A partir da expansao de 1 = (u 4+ v + w)" é obtido a base de Bernstein de grau n, em

duas variaveis definido para 0 <+,7,k <n com ¢+ j + k = n, por

" LI 6.19
. n+2 n ~ . . .
Existem = 5 (n+ 1) (n + 2) fungdes base linearmente independente. Associando
n

a cada fungao base um coeficiente c;j, qualquer polinémio de grau n, em duas variaveis,
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(b)

P3

—+

+++

P1 -t

o4

P

Figura 6.2 — (a)subtridngulos T;, T, T3 formado pelo vértice no ponto p e pelos lados do tridngulo de
referéncia 7. (b)sinal das coordenadas baricéntricas exterior ao tridngulo de referéncia 7.

pode ser definido sobre o tridngulo de referéncia T pela expressao

f (U, v, ’lU) = Z ngk:ng (U, v, U}) 0 S iaja k S n, (620)

li]
com |i| =i+ j 4+ k = n. Se o valor escalar ¢;j; sdo substituidos pelos pontos de controle
P;ji, obtém-se um mapeamento do vetor a partir do dominio paramétrico 7' para 3, isto

é, obtém-se uma porgao (patch) de superficie triangular (BéZIER, 1993),

S (u,v,w) =Y pipBly (w,v,w) 0<4,jk<n, (6.21)
li]

com |i| =i+ j+k = n. O conjunto de controle para esta regido triangular é determi-
nada por conectando cada ponto p;;;, com os seus vizinhos p;_y ;i1 5, Pig1j-1.6 Pij—1k+1>
Piji1k-1> Pit1jk-1> Pi_1 k1 (onde o subscrito fica entre 0 e n) para definir uma super-
ficie poliédrica com facetas triangulares. A regido triangular (patch) sempre esta contida
no convexo formado por seu conjunto de controle. Outra propriedade da Eq.(6.21) é que
esta interpola nos pontos dos vértices p,,00, Ponos Poon € 05 Planos tangentes nestes pontos
sao definidos por (Ppoo; Prn-1,1,0: Pn-1,0,1): (Pono: Pon—1,1 P1.n—1,0)> (Poons P1,0,0—1> Po,1,n—1)-
Além do mais, os pontos de controle periféricos que definem o contorno da regiao trian-

gular geram, para cada borda, as curvas de Bézier de grau n.

6.2.3 Continuidade geométrica

Uma vez apresentada as curvas e superficies de Bézier como funcoes definida em cada
trecho ou dominio, cuidados devem ser tomados para unir suavemente os segmentos, ou
pedacos, vizinhos.

A questao do que exatamente se entende por suave é sutil e leva a distin¢ao entre
continuidade paramétrica (ou continuidade de fungoes) e continuidade geométrica. Diante

desta sutileza, esta secao destaca a diferenca entre continuidade geométrica e paramétrica
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de curvas e superficies, para tanto conceito de continuidade geométrica é abordado. Para
um estudo mais aprofundado é aconselhado consultar as referéncias Barsky e DeRose
(1984), DeRose e Barsky (1985) e Peters (2002).

Duas funcdes por partes com continuidade C* sio unidas para gerar uma funcdo
com continuidade C* se suas derivadas de ordem até k sdo coincidentes em todos os
pontos em comum, ou seja, duas superficies regulares S;(s,t) e Sa(s,t) se interceptam
com continuidade C* (ou paramétrica) no ponto P = S;(sg, o) = Sa(ug, vg) sempre que

018 (s,1) _9"S,(u,v)
0's0it | s=so Audiv | u=uo

t=to V=0

(6.22)

para 0 < ¢+ 75 < k. Uma vez que as componentes x, y e z das curvas e superficies sao
fungoes paramétricas, poder-se-ia declarar, erroneamente, que trechos de curvas ou de su-
perficies sdo unidas suavemente se e somente se as derivadas das fungoes componentes sao
coincidentes. Entretanto, como serd ilustrado a seguir, este critério nao é nem suficiente e
nem necessario para caracterizar curvas ou superficies suaves e, portanto, uma defini¢ao
mais rigorosa faz necessario.

O exemplo a seguir mostra a inadequacao da nocao de suavidade de fungoes para
representar curvas, em particular para as curvas de Bézier. Na Figura 6.3, o V de VC ¢é

parametrizado por duas curvas quadraticas por partes, u, v € [0, 1],

-1 0
Ci(u) = [ | ] (1—u)®+ 2(1—u)u+ 0 u?, (6.23)
0 ) 1],
Cy(v) = 0 (1—v)" + 2(1—v)v+ s (6.24)
Evidentemente, no ponto em comum tem-se que C;(1) = Cy(0) e as derivadas sao
coincidentes, ou seja,
du | _, dv | _,

Entretanto, fica evidenciado que mesmo tendo derivada tinica no ponto de encontro das
duas funcgoes, esta unicidade nem sempre indica suavidade da func¢do pois como pode ser
visto na Figura 6.3 existe a formagao de cantos (pontiagudos) na intersegdo das duas
curvas. Outro questionamento que surge naturalmente é a condicao inversa, ou seja, se
a curva € suave implica em derivadas coincidentes? a resposta é nao. Para ilustrar esta
situagao, o C' de V', da Figura 6.3, é parametrizado por dois trechos quadraticos de

Bézier, u, v € [0, 1], dado por

Cs(u) = E (1—u)?+ 2 2(1 —u)u+ 8] u?, (6.26)
€ por _ __
Cy(v) = [8] (1—v)"+ _01 2(1—v)v+ _31] V7. (6.27)
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Figura 6.3 — Diferenca entre a continuidade geométrica e a de fungées: o V' de V' C' é parametrizado por dois
arcos de parabola com iguais derivadas no vértice, entretanto a forma V' nao é continua geometricamente;
o C de VC é parametrizada por dois arcos de parabola com derivadas diferentes em seu ponto em comum,
entretanto, a forma C' é continua geometricamente.

A geometria C' da Figura 6.3 é visivelmente suave uma vez que os dois trechos tém a
mesma tangente vertical no ponto em comum Cj(1) = C4(0), mas as derivadas neste

ponto nao sao coincidentes:

dCs(u) 0 0 dCy(v)
A = = = 7 . 2
du —4 -2 dv (6.28)

u=1

Em duas variaveis, a comparagao entre os critérios de suavidade para superficies e

o de funcgoes sao mais sutis. Esta comparacao é realizada por meio de dois exemplos
envolvendo trechos polinomiais de Bézier. Um critério geométrico necessario e suficiente
para dois trechos polinomiais, pi, ps : R2 — R, se interceptarem com continuidade C* é
a condigao de coplanaridade (HANSFORD, 2002), ilustrada na Figura 6.4 & esquerda. As
funcoes p; e py sdo unidas com continuidade C! se todos os subtriangulos, do conjunto
de controle que se encontram em um ponto do contorno, sdo coplanares. Uma vez que a
coplanaridade de tridngulos de lados adjacentes, da rede de controle, é um critério geomé-
trico, torna-se tentador usa-lo como definicdo de suavidade para superficies constituidas
de trechos triangulares, entretanto, este critério ndo é nem suficiente e nem necessario

para caracterizar suavidade.

Para verificar que a coplanaridade de tridngulos (da rede de controle) de lados ad-
jacentes nao implica em continuidade da tangente na superficie (condigao suficiente), é
considerado oito trechos (ou pedagos) triangulares com aproximagao polinomial de grau
2, cuja rede de controle é obtida cortando os cantos (oito) do cubo a partir dos pontos
médio de cada aresta. Estes pontos médios dos lados e os centros das faces do cubo ser-
vem como ponto de controle para os elementos triangulares (oito) quadréatico de Bézier.

Por exemplo, a rede de controle no octante positivo, marcada com linhas de contorno em
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o0

Figura 6.4 — A esquerda é mostrado o conjunto de controle de seis pontos (linhas em negrito) formando
um trecho da superficie de Bézier. Os dois tridngulos no conjunto de controle que incluem os seus pontos
extremos define a derivada ao longo do contorno. A superficie definida pelo conjunto de controle néo sao
continuamente tangente como é mostrado os vincos na superficie (os vincos sdo visiveis nas silhuetas da
intersecdo dos elementos triangulares, figura & direita).

Fonte: Peters (2002)

negrito na Figura 6.4 a esquerda tém os coeficientes

0
0
1
0
1 0 (6.29)
1
0 1 1
1 0
0 0 0

Na Figura 6.4 (& direita) mostra que a rede de controle triangular se unem formando um
vinco acentuado na intersecao das bordas parabdlicas da superficie formada. Na verdade,
a normal no ponto médio,

0,75
0,75(,
0

da borda equatorial do trecho da superficie triangular no octante positivo é

2/3
2/3
1/3
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p030

plZO

Figura 6.5 — Existéncia de continuidade da tangente na interface entre superficies triangulares, mesmo
que os pares de sub-tridngulos na fronteiras entre as superficies S; e Sy (regido colorida) nao sejam
coplanares.

Entretanto para coincidir o tridngulo do octante positivo com o seu simétrico, no hemis-
fério abaixo, a componente z deveria ser nula. Assim o hemisfério superior e inferior, a

qual é referenciado, nao se interceptam com um normal continua (ou tnica).

Por outro lado, o critério de coplanaridade nao é condigao necessaria para uma uniao
suave entre elementos. Considere dois trechos cibicos S; e Sy com coeficientes (ver
Figura 6.5)

(72 0 24 48] [72

72 0 0 ol |o

6 0 0 12| |12

36| [72] (127 [28] [60

36| |36 —12| |-11| |-6
S T I e (6:30)

12] [46] [72 18 36

12| |13 |12 —18| [-18

ol o] |12 0 12

o] [o4] [48] [72 Y

0 ol |o 94 :

0 12| |12 6

A partir dos pontos de controle da Eq.(6.30) e da equagao da superficies Bazier (Equa-



6.2. Fundamentos tedrico 119

¢ao 6.21), é possivel descrever a superficies S e Sy por
S1(u,v) = Psgot” + Pogo?” + Poost” + Payo (3U2'U) + P12o (3UU2> + Po21 (3v2w) +
Po12 (37]1”2) + P1o2 (3UU}2) + Pao1 <3u2w) + Py (Buvw) (6.31)

Sa(u, v) = Qzoott” + dgzov” + Aoz’ + Aoy <3U2U) + Q129 (3UU2> + Qo21 (31}211)) +
Qo12 <3vw2> + Q102 (3uw2) + Q201 (3u2w) + qqq; (6uvw) .(6.32)

0 72 72 24 48 72
Onde: pooz = |0, Psgo = | 0|, Poso = |72|s Pio2 = | 0|, Poox = | 0 |, Paro = [12],
0 12 6 0 12 12
72 36 12 46 0 [72]
Pioo = [36], Poa1 = |36], Poiz = [12]|, Pin = [13|- ooz = |O0], Qozo = | 0|,
12 0 0 0 0 12
24 48 24 12 18_ Z;6 ]
doi2 = [ 0|, Qo21 = | 0 |, Q300 = | =24, Qo2 = |—12|, Qopn = 18]> Q10 = |—18/,
0 12 6 0 0 12
60 28
Qizo = | =6, e qy = |—11].
12 12
E suas derivadas na interse¢ao entre as duas superficies sao
851@(3, ) - (9528(?;, v) = (—3Poo3 + 3P102) (1 — t)Q +
(¢,0) (0,t)
72
(=3P102 + 3P201)2(1 — 1) + (3P300 — 3P201)t2 =10|(1- t)2 +
0
72 72
021 —t)t+ |0 |t (6.33)
36 0
3518(26771) = (=3Pgo3 + 3Pg12) (1 — t)Q + (=3P1o2 + 3P111)2(1 — t)t +
(t,0)
36 66 27
(3P210 — 3Paor)” = [36] (1 — 1)+ [39] 2(1 — 1)t + [36] 1%,  (6.34)
0 0 0
(9828(Z, ) = (=3dgp3 + 3d02) (1 — t)z + (3dy1; — 3dg2)2(1 — )t +
(0,t)
36 12 36
(3ct190 — 301 )2 = |—36| (1 —1)* + | =33| 2(1 — t)t + | —18| 2. (6.35)
0 36 0
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Com o auxilio do software Wolfram Mathematica 6.0, pode-se verificar que as derivadas

parciais sao coplanares nos pontos da interface entre as duas superficies Sy e So, isto é,

Det (851 (u,v)
ou

051 (u,v) 0S5 (u,v)
u:t7 02}

=0
R .
u=t 8u u=0 )
v=0 v=0 v=t

Uma vez que as superficies nao formam ctspides e nem tem derivadas nulas ao longo da

borda de intersecao, a dire¢ao normal varia continuamente, ou seja, a normal na intersecao
das duas superficies triangulares é tinica. Por outro lado, as diferencas entre os pontos
de controle dos pares de subtriangulos médio, marcado pela cor marrom na Figura 6.5,

possui determinante nao nulo, ou seja,

2] [e6] [ 12
Det||0],[39],]-33|| =5832 0.
36| [0] | 36

Isto mostra que, em contraste com a correspondéncia C'! entre duas funcoes, pares de sub-
triangulos com lados adjacentes ndo necessitam ser coplanares para obterem superficie
com tangentes continuas.

Como pode ser visto no exemplo, tanto para curva quanto para superficie, a condicao
de continuidade, assim como a de coplanaridade no caso de superficies, ndo implicam
em continuidade geométrica. Desta forma, faz-se necessario obter condi¢oes necessarias e
suficientes que definam esta continuidade.

Para poder alcancar a definicao de continuidade geométrica, faz-se necessario utilizar
os conceitos de parametrizacio equivalente. Seja C(u), com u € [a,b], e C(@), com @ €
a, 13], duas parametrizagoes regulares C'*° (uma parametrizagao é regular se sua primeira
derivadas nunca desaparece). Essas parametrizagoes sao ditas ser equivalentes, isto é,

estas descrevem a mesma curva orientada, se existe uma funcao C* f : [d, b} — [a, b] tal

que
a) C(a) = C(f(a));
b) f(a) =a;
c) f(b) ="
d) 4@~

Intuitivamente, C e C traca o mesmo conjunto de pontos, na mesma ordem. Diz-se
também que C foi reparametrizado para obter C e f é chamada de varigvel de mudanca
com preservagao da orientacao (ver Figura 6.6). Para ilustra o conceito de parametri-
zacdo equivalente, faz-se uso da parametrizagdo definida pela Eq.(6.27) e por sua nova

parametrizacao dada por

0

Cy(0) = m (1—20)° + 4(1—20)0+ 49%, v € [0, 1} . (6.36)
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Q ——
O

Figura 6.6 — Reparametrizacio da curva C(u) pela fungdo f para obter C(@).

Para mostrar que Cy(v) e C4(?) possuem parametrizacio equivalente, pode ser observado
a partir da Eq.(6.27) e Eq.(6.36) que

Cy (0) = Cy (20) ¥ i1 € [o, ﬂ (6.37)
Conforme a Eq.(6.37) tem-se encontrado o mapeamento f : [0, %} — [0, 1] definido por
f (@) = 2@ que satisfaz a propriedade (a) acima. A verificacao das outras trés proprieda-
des, acima, é imediata. Assim conclui-se que C; e C4 descrevem a mesma curva orientada
de (0,0) para (3,—1).

Definicao de parametrizacao equivalente para superficies pode ser obtida de forma
semelhante a de curvas, apenas acrescentando um novo parametros v e considerando a
variavel de mudanca f tendo como dominio dois parametros.

A partir do conceito de parametrizacao equivalente, define-se a continuidade geomé-
trica: duas superficies requlares Sq(s,t) e So(u,v) sao ditas interceptarem com conti-
nuidade G* no ponto P = Si(so,t9) = Sa(ug,vo) sempre que existe um mapeamento
invertivel (chamado de reparametrizacao) f : [u,0] — [u(a,0),v (@,0)] tal que Si(s,t)
e Sy (u(@,v),v(@,0)) se interceptam com continuidade C* no ponto P. Duas superfi-
cies sdo ditas se interceptarem com continuidade G* ao longo de uma curva se elas se
interceptam com continwidade G* em cada ponto da curva.

Suponha que S;(s,t) e Sy(u, v) de interceptem com continuidade G* em P = S;(so, ty) =
So(ug, vg). Entao existe uma reparametrizagao u (a,v), v (@, 0) e aplicando a regra da ca-

deia chega-se a

95 (s,t)  0Sg (u(@,v),v(4,0))  OudSy(u,v) N Ov 085 (u,v)
os ou - 0u Ou on  Oov

(6.38)

95 (s,t) 08y (u(@,v),v(4,0)  OudSy(u,v) N v 98, (u,v)
o RD 00 Ou v Ov

. (6.39)
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Figura 6.7 — Notacao para os vértices e suas respectivas normais do tridngulo plano de entrada.

E para o produto vetorial, tem-se

081 (s,1) 981 (s1)

0s ot
_ (Ou8S; (u,v) N Ov 083 (u,v) " Ou 08, (u,v) N v 98, (u, v)
- \du  ou ou  Ov 0v  Ou 0o Ov
_ (Oudv  Ovdu\ [0Sy (u,v)  ISs(u,v)
- (aa o5 on a@) ( ow  ov ) (6.40)

Portanto, da Eq.(6.40), quando duas superficies se interceptam com continuidade G*
no ponto P entdo neste ponto as superficies apresentam a mesma normal e dai o mesmo
plano tangente. O inverso também é verdadeiro, se duas superficies se interceptam no
ponto P e tem mesmas normais a superficie neste ponto, entao a superficie se interceptam
com continuidade G' (MARSH, 2005).

6.3 Técnica para a construcao de superficies suaves

Nesta secao é apresentado a técnica de interpolagao normal usando contornos curvados
(WALTON; MEEK, 1995) e em seguida ¢é criado o algoritmo de construcdo de elementos
triangulares com continuidade G' baseado no trabalho de Walton e Meek (1996).

A ideia chave por tras do algoritmo aqui apresentado é transformar uma malha inici-
almente constituida por tridngulos planos em malhas formada por tridngulos curvos, ou
seja, o vetor de posi¢ao (ou coordenadas geométricas) e o vetor normal nos vértices dos
triangulos planos sao interpolados pela superficie paramétrica triangular de Bézier dada
pela Eq.(6.21). Portanto, o conjunto de controle do elemento é construido utilizando
apenas as informacoes da posicdo, Q;, e da normal, N; com ¢ = 0, 1, 2, nos vértices da
malha de entrada como ilustrado na Figura 6.7.

A partir da Eq.(6.1) e da Eq.(6.9) é possivel escrever a curva de Bézier de ordem 3,
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“WWio
Q, =Vp 3=V, ¢

Figura 6.8 — Curvas de contorno de ordem 3.

assim como seu vetor tangente , respectivamente, da seguinte forma

3
Ci(t) =) Vi;Bis(t), 0<t<1, i=0, 1, 2, (6.41)
=0
d 2
%C’“(t) =3 Wy ;Bis(t), 0<t<1, i=0,1, 2, (6.42)
=0

onde Vo = Q;, Vi3 = Q,,; e com os demais vértices de controle Vi ;, k = 1, 2 sendo
determinado mais adiante pelo teorema 2. Ja o termo Wy,; da Eq.(6.42) ¢ dado por
Wi = AVy; = Vi1 — Vi, @ = 0, 1, 2, ja mencionado anteriormente. Tanto os
vértices de controle Vy; quanto os vetores Wy, ; sao ilustrados na Figura 6.8.

Diante do objetivo de criar superficies triangulares de Bézier com continuidade geomé-
trica G! a partir das curvas de contorno, foi utilizado curvas cibicas e gerado superficies
quartica. A utilizacdo de curvas de ordem 3 é motivado pelo fato de que esta ordem é
o menor valor a ser considerado para a construcao de curvas polinomiais nao coplanares
(WALTON; MEEK, 1996). J4 a criacdo de superficies quartica é justificado pelo fato desta
ordem ser o menor grau para criagao de superficies triangulares de Bézier (ou de Gregory)
com continuidade G' (PIPER, 1987). Assim, de acordo com a Eq.(6.21), pode ser escrita

a superficie de interesse, em coordenadas baricéntricas, da seguinte forma

4
S (u,v,w) = 4 Z pz]k@,ju{:'u v'w )
i+j+k=4
w,v,w>0; ut+tv+w=1; i,5,k>0 (6.43)

onde
Poos = Qo; Poso = Qi Pago = Qa-
Ao contrario das curvas de DeBoor, Héllig e Sabin (1987), ou das curvas de ordem

quértica proposta por Hansford, Barnhill e Farin (1994), as curvas utilizadas neste tra-

balho, assim como desenvolvida em Walton e Meek (1996), nao sao restritas as planares.
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A estratégia para a construcao dos trechos triangulares G! é ajustar, inicialmente, curvas
de Bézier cibicas entre os pares de pontos amostrados, em seguida, elevando o grau des-
sas curvas para quartica e entdao usar a informagcao dessas curvas para desenvolver uma
superficie composta por trechos de Gregory de ordem quatro (WALTON; MEEK, 1996).
As relagbes entre os vértices de controle de Bézier com a interpolacdo dos pontos
normais sao dadas pelo teorema que segue. Este teorema foi provado por Walton e Yeung
(1993) e ¢é utilizado para determinar os termos Vy;, i = 1,2, presentes na Eq.(6.41)
Teorema 2: Seja a curva de contorno cibica dada por Cy (t). Considere, ainda,
por definicio os sequintes parametros dp = || Vis — Violl, ' = || Vis — Violl/di , ax =
Ny - Npy1, aro = N - Ty e apy = Niyy - T Assume que se aro =0 e ary # 0 (ou se

aro # 0 e a1 = 0) entio ar > 0, desta forma, a curva cibica de Bézier (Equagao 6.41)

com
Vio= Q,
Vk,S = Qk+17
Vig = Vio+ di (60 — 26Ny, + UpNiy1) /18,
Via= Visz—dg (6T + Ny, — 20, Ni11)/18
onde

Sk = 6 (2ax0 + arary) / (4 — aj),

Ui = 6 (2ax1 + agago)/(4 — a}),
une Q) a Q. e as direcoes de suas normais principais sao paralelas a N emt =0 e
paralela a Npyw emt =1.

Como ja mencionado anteriormente, quaisquer duas regides adjacentes da superficie
que sao unidas com continuidade G! devem ter tanto um plano tangente como uma curva
de contorno em comum. Uma abordagem utilizada por diversos autores (FARIN, 1983;
PIPER, 1987; SHIRMAN; S¢QUIN, 1987; CHIYOKURA, 1986; MANN et al., 1992; LOOP, 1994)
para a composicao de superficies G! é idealizar faixas tangentes ao longo de cada curva de
contorno e entdo construir um pedago da superficie (elemento) de tal forma que as deri-
vadas que cruzam as curvas de contorno nas diregoes (1, —1/2, —1/2), (—=1/2, —1/2, 1)

e (—1/2, 1, —1/2), em coordenadas baricéntricas, dada por

3
Fip(t) => Dy;Bis(t), k=0,1,2, 0<¢t<1, (6.44)
1=0

CcOom 1
DO,z’ = Pl,i,?)—i - 5 (PO,i—i-l,S—i - PO,i,4—z’) ) (6-45)

1
Dl,i = Pi,3—i,1 - 5 (Pz’+1,3—z’,0 - Pi,4—i,0) ) (646)

1
D2,i = P37i,1,i - 5 (P37i,0,i+1 - P47i,0,z’> ) (6-47)

estejam nesta faixa tangente.
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y
tangente
X

Figura 6.9 — Plano gerado pelo vetor tangente %C (t) e o vetor Hy.

A mesma ideia da faixas tangentes foi usada por Walton e Meek (1996), entretanto,
ao invés de utilizar os vetores tangente e binormal da estrutura de Frenet para gerar tais
faixa, foram usados os vetores tangente (Equagao 6.42) e o vetor (WALTON; MEEK, 1996)

2
Hy (t)=> Aw;Bja(t), 0<t<1, k=0,1,2 (6.48)
k=0
onde -
k,0
Ao = Ni X HWkﬂ‘)H’
A2 = Ny X HV‘;%H’ (6.49)
_ ApotAre
ARt = Tl

A Figura 6.9 mostra um exemplo de construgao das faixas tangentes a partir dos vetores

4C(t), e do vetor Hy, definido por Walton e Meek (1996).

" dt
A partir de agora é possivel construir trecho triangular, que mais adiante sera deno-

tangente

minado elemento triangular, fazendo uso das superficies de Gregory (CHIYOKURA, 1986).
Os pontos de controle das curvas de contorno quértica C (t) (grau elevada a partir da
cibica) sdo usados como pontos das bordas do trecho triangular. Para o trecho de Bézier,
os pontos de controle internos adjacente ao contorno, por exemplo Py, ¢ Pyoq (ver
Figura 6.10) com respeito ao contorno entre Qg e Q; , podem ser obtidos por impondo a
restricao de continuidade tangente através de suas bordas. Isto implica que cada ponto de
controle interno é determinado duas vezes, uma vez para cada contorno com o qual esta
associado e estes valores para os pontos internos geralmente fornecem posicoes de valores
distintos (ver Figura 6.10). Chiyokura (1986) resolve esta situacao, conforme Gregory
(GREGORY, 1974), usando uma mistura das duas posigoes de tal forma que assegure con-
tinuidade do plano tangente na interface entre as regioes triangulares de Bézier. Fazendo
uso dos pontos de controle de Gregory é possivel escrever os pontos internos de forma

Unica e satisfazendo a continuidade desejada por meio das relacoes
1

Piio=

" (uGa +vGoy), (6.50)
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Figura 6.10 — Pontos de controle de Gregory.

1
P1,2,1 - m (UJGO’Q + UG1,1> , (651)
p L 0G4+ wGay) (6.52)
= v w . .
2,11 v+ w 1,2 2,1

Os pontos Gy e Gia, K = 0, 1, 2 mostrados na Figura 6.10 sao determinados por
meio da necessidade de que as derivadas direcionais que cruzam cada contorno estejam

na faixa tangente (Figura 6.9) construida para cada contorno correspondente, isto é,

F () = ;ak () jtc () + B () Ho(t), k=0, 1,2 (6.53)

onde ay (t) e Bx (t) sdo polinémios em ¢, Fy (¢) é como definido pela Eq.(6.44) com os
valores dos P;;; das Eq®.(6.45 - 6.47) substituidos pelos valores apropriados das Eq®.(6.50
- 6.52), e os vetores £ C (t) e Hy, sdo dados pela Eq.(6.42) e Eq.(6.48), respectivamente.
Uma vez que Fy, (¢) é cibica (ver Equacdo 6.44), £Cy (t) e Hy (t) sdo quadratica (ver
Equacao 6.42 e Equagdo 6.48, respectivamente) entdo faz necessario compatibilizar a
ordem das fungoes escrita na Eq.(6.53), e esta compatibilizacao é feita adotando ordem

um (linear) para «ay (t) e S (t) da seguinte forma

ag (t) = MeoBoa (1) + AeaBia (b)),

(6.54)
Br (t) = proBoq (t) + pe1Bia (),

com(0<t<1,:=0,1,2.
Decorre da Eq.(6.42), Eq.(6.43), Eq.(6.48) e Eq.(6.54) que a Eq.(6.53) pode ser escrita

CcOomo

Sl
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+

3=0 (6.55)
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ou, usando a rela¢ao (FARIN, 1990)

Bim (1) Bjn () = WBHWM (), (6.56)

L))
> DiiBis(t) =2 > j3l (kg Wiki & ik, Aki) Bjyis (2)- (6.57)

Comparando os coeficientes de B, 3 (t), j =0, ..., 3, na Eq.(6.57), tem-se

Do = MeoWio + 10Arko,

Dj. = %Ak,owk,l + %/\k,lwk,0+
2 k0 A g1 + 5 k1 Ao,

Di2 = 3 0Wi2 + X1 Wi+

)

(6.58)

S0 AR + 2k A,
D3 = N1 Wio + 1,1 Wi 2.

Os vetores Dy D3, £ = 0,1,2 sdo conhecidos e pertencem aos planos normais a Ny
e Nj41, respectivamente. A determinacao de Ao, ftk0, M1 € fir,1 sao feitas de forma
imediata a partir da primeira e dltima expressao da Eq.(6.58). J& os vetores Gj1 e G2,
i =0, 1, 2, sdo obtidos a partir da segunda e terceira expressao da Eq.(6.58), além da

derivadas nas diregoes cruzadas entre as bordas dos trechos triangulares, tais como nas
Eq®.(6.45 - 6.47).

6.4 Procedimento para a geracao de superficies sua-

ves

Nesta segao é apresentado o fluxograma (ver Figura 6.11) para a criagdo de superfi-
cies suaves, as quais sao constituidas por unido de trechos triangulares (elementos). O
fluxograma, aqui apresentado, resume o procedimento para a construcao de um trecho
quértico G! de Gregory no dominio triangular.

a) Dados de entrada;

— Seja fornecida as coordenadas (Q;, Q,, Q3) e as normais (N7, Ny, N3) nos

vértices do tridangulo como na Fig.(6.7);

b) Calculo dos vetores V, ; e da curva C (t);
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Calculo dos Diienarifogic
vetores Vy, ; e asi%lr(x;?s
da curva Cy (t) gtH 0
}
Elevar I
a ordem Determinar
da curva Akyjs Mk,
Cs (t) —l—
1\];)[:{11;2;5) Determinar Determinar
da 0s pontos 0s pontos
superficie de controle de Gregory
interno Gy,j

de Bézier

Figura 6.11 — Fluxograma para a criacdo de superficies quartica de Gregory com continuidade G?!.

5 Passoll:
””””””” Ci(t) = Y ViiBis(t),0 <t <1,i=0,1,2 [~~~ 777°77
i=0
< Ed *
Passol: Passo2:
Nk, Vio = Q, Nit1, Viz = Qpi

N\ /
Passo3:
di = [Vis — Violl
‘ l
Passo9:

Vi1 =
V)c,o a4 dk (ﬁl“k = 2§)€Nk —+ 19ka+1)/18
Passob:
apo =Ny Ty ||ag =Ng - Npp

~ |~

‘ Passo8: ‘
sk = 6(2a,0 +arag,1)/ (4 — az e
‘ I = 6(2a51 + akak,o)/(4 - ai

PassolO
Vi =
Vk 3 —dj (6T + Ny — 20, Nj41)/18

Passo4:
Ty = |[Vikz — Violl /di

RN

Passo6:

PassoT:
ap1 = Npy T

U

Figura 6.12 — Procedimento para o calculo dos vetores Vi ; e da curva C (¢).

— Usar o teorema 2 para ajustar as curvas de Bézier aos pares de pontos (Q,, Q,),
(Q1,Q,) € (Q,, Q) e determinar os vetores Vi ; e Cy (2), k, j
o fluxograma da Fig.(6.12).

=0, 1, 2 conforme

c¢) Determinar as curvas 4£C (t) e H(t);

— Usar a Eq.(6.42) para calcular
curva H (t).

4C (t) e as Eqs.(6.48 - 6.49) para determinar a

O fluxograma para a determinacao das referidas curvas encontra
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Pass2016:

LC(t) =3 ;JWk,iBi,2(t)

Passol2:
Wi = AV, =
Viit1 — Vi,
t =0, 1, 2

Passo13:
- _Weo
Aro = Ne X w1

A\
Ak,2 =S Nk+1 X ”T::z—”,

E =012
Paf&014:A Pazssol5:
oA,
Abl = LR Hy (1) = J;)Ak,ij (®),
k=012 k=0, 1, 2

Figura 6.13 — Procedimento para o célculo das curvas %C (t) e H(t).

TUVkj—1+ (4= 35) Vigl,
k=05 17 27] =0,...,4
|
Passol8:
Poja—j = Lo, Pja—jo = L,
Pyjo; = Laj,j =0,...,4

Figura 6.14 — Eleva¢io da ordem da curva Cy (t).

na Fig.(6.13).
d) Elevar a ordem da curva Cy (t);

— O procedimento para elevar o grau da curva de contorno Cy (t) para curvas de

Bézier quartica é mostrado no fluxograma da Fig.(6.14).
e) Determinar os parametros \;; e yj, com k=0, 1, 2, =0, 1;

— A obtengao dos pardmetros A, ; e fu; a partir da Eq.(6.58). Na Fig.(6.15) é

mostrado o procedimento de célculo dos referidos parametros;
f) Determinar os pontos de Gregory Gy ;;

— Usar as Eq®.(6.45 - 6.47) e a Eq.(6.58) para obter Gy, k=0, 1, 2, j =1, 2de

acordo com o procedimento descrito na Fig.(6.16);
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| Passo24:
| Mr1 = Dy 3 - Ago
t
Passo022:
" (1230 o2 Do = P10 = 5 (Poao+Pogi)
Akl = ~ W,..W.. Di3 = P3o1 — 5 (Psoo+Psz10)
D23 = Po,13 — 5 (Pooa+Pios)
Passo21:
Pasf)?}(? .0 Doo = Pios— 3 (Po1s+Pooa)
W0 Weo Dio = Pos1 — 5 (P30 + Poao)
Do = P310 — 5 (P3,01+Paopo)
!

| Passo023:
| Hk,0 = Do - Ago

Figura 6.15 — Procedimento para o calculo dos pardmetros Ay ; e pg ;-

Pass025:
le = (Lk1+Lk2)+ )\koWk1+
Ak, 1Wk 0+ Zpik0Ak + $Hk1 Ak
sz = (Lk2+Lk3)+ Akowkz-l-
2k, 1Wk 1+ 34k Ak + 2k 1Ak

Figura 6.16 — Procedimento para o célculo dos pontos de Gregory Gy ;.
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Pass026: |
Py =
w;-i-u ('LUG(),Q S uGl,l) I

P =

Passo27:
uL-',-v (’U;Gzyz + ’UG(),l)

Passo28: |

Py =
v-k;w ('UG'I,Z a4 ’LUGzyl) I

[

Figura 6.17 — Procedimento para o cdlculo dos pontos interno P15, P21, Po1s.

g) Determinar os pontos de controle interno;

— Usar as Eq®.(6.50 - 6.52) para obter os pontos de controle interno de Bézier. A

Fig.(6.17) mostra o fluxo de célculo para a obtencao dos pontos Pyia, P11, Poiy;

h) Montar a equagao da superficie de Bézier;

— Usar a Eq.(6.43) para construir a superficie de Bézier, S (u,v,w), por trechos

triangulares segundo o procedimento descrito na Fig.(6.18);

6.5 Exemplos de aplicacao

Como aplicacdo, as trés fungoes aproximadoras - interpolacao de Proriol (base nodal
de lobatto), interpolagdao polinomial (base nodal equidistante) e Bézier triangular G' -
foram analisadas quanto a sua capacidade de representar a geometria, a continuidade
do plano tangente entre elementos e, por fim, analisado quanto ao custo computacional
aplicadas a cinco geometrias paramétricas (esfera, toroide, elipsoide, cilindro e paralelepi-
pedo). Em seguida, os resultados obtidos para a esfera e para o toroide foram compara-
dos com as aproximagoes triangulares Point Normal (PN) (VLACHOS et al., 2001), Phong
tessellation (BOUBEKEUR; ALEXA, 2008), Nagata (NAGATA, 2005) e Near Least Square
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Lij, Pyi_jo; =Loj, j=0,. (wGo 2 +uG1 1) (uGaz2 +UG0 1) o5 (VG2 +wGa )

N A

Pass029:
S (u,v,w) = Pk ,k,u wwk = Pyoout + Poaovt + Pogaw? + P013(4vw ) +
1+J+k> 4
P01311 (41} w) + P11013 (4uw ) a4F P11310 (4’U/U ) aF P3,0,1 (4u UJ) aF PS,I,O (4u ’U) aF P0,2,2 (6’[}27,U2) +
P2,0,2 (61}211}2) aF szz,o (6U2U2) A Plyl,g (12uvw2) aF P1,2,1 (12u112w) aF P21111 (12u2vw)

Passo0: Passo0:
0<u<l1 0<wv<1

Figura 6.18 — Procedimento para a montagem do trecho triangular de Bézier, S (u, v, w), com continuidade
Gl

Passol8: Pass026: Passo27: Passo28:
Poja—j = Loj, Pjajo = Pio1 = Piio = P11 =
w+u u+v v4+w

Acceleration (NLSA) (BARRERA; HAST; BENGTSSON, 2002) apresentadas no trabalho de
Boschiroli et al. (2011). Dando continuidade & analise, os critérios de avaliacao aplica-
das para a geometria paramétricas foram estendidas para as nao paramétricas com alta
complexidade.

Para auxiliar a construgao da malha foram utilizados dois softwares livre: Gmesh ver-
sdo 2.8.5 e o Blender™ 2.7. O software Gmesh é um gerador de malha de elementos
finitos tridimensional, destinado para a representacao de geometrias paramétricas. Ja
o Blender™ ¢ um software destinado a computacdo grafica, sem objetivo para a ana-
lise numérica, entretanto este software mostra-se muito robusto para a construcao de
geometrias nao paramétricas de alta complexidade. A utilizagdo do software Gmesh foi
motivada devido a possibilidade de geragao de malhas com aproximacao de alta ordem,
assim, tornando possivel realizar o estudo comparativo entre a interpolagao de Proriol,
a interpolagdo polinomial (de base nodal equidistante) e a aproximacao de Bézier G* &
medida que o grau da aproximacao ¢ variado. Para o estudo de geometrias complexas
(ndo paramétricas) foi utilizado o Blender™ | pois este possui facilidades na construcio
destas geometrias o que nao é possivel com o Gmesh. Entretanto o Blender™  assim
como qualquer outros software destinado a industria de animacgao de filmes e jogos, para
a construcao da malha do objeto sao gerados apenas coordenadas nodais dos vértices
dos tridngulos, o que torna a utilizagdo das fungoes interpoladoras (Proriol e polinomial)
limitadas ao grau um, mas para a utilizacdo das aproximacoes de Bézier G* ¢ ideal, uma
vez que é possivel capturar deste software, além das coordenadas dos vértices, também as

normais nestes nés.

6.5.1 Descricao geométrica

Nesta secao sao apresentadas as geometrias paramétricas e nao paramétricas utilizada

para a andlise da continuidade do plano tangente entre elementos, da capacidade de repre-
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sentacao da geometria e do custo computacional quando sao aproximadas pelas fungoes
interpoladoras de Proriol, polinomial e Bézier G*.

A Tabela 1 apresenta as caracteristicas geométricas para as superficies paramétricas
obtidas através do software Gmesh 2.8.5. Cabe chamar a atenciao para a geometria cilin-
drica com bordas arrendondadas pois as suas caracteristicas geométricas sao as mesmas
utilizadas no trabalho de Tsepoura et al. (2003). Para o estudo das geometrias para-
métricas (Tabela 1) foi variado o grau da aproximagao, assim como, a quantidade de
elementos. Para a esfera e elipsoide foi variado de 32 a 8192 elementos triangulares. J&
para o toroide e cilindro a quantidade de elementos triangulares variaram de 128 a 8192.
Por 1ltimo, para o paralelepipedo de bordas arrendondadas, foram utilizados 152 elemen-
tos a 9728 elementos triangulares. Em cada variagdo de malha foi, também, variado o
grau da aproximacao de 1 a 10 (Tabela 1).

Realizada a apresentacao das geometrias paramétricas, as quais sao limitadas quando
se deseja representar formas presentes na natureza, segue a apresentagao das geometrias
nao paramétrica complexas. Neste secdo, foram realizada as modelagens no Blender™™
2.7, para as geometrias de uma taga, colher, cabeca e perna como mostrado na Tabela 2.
Pode-se perceber nas imagens destas geometrias a complexidade na representacao das
curvaturas acentuadas e suaves, tornando um grande desafio na modelagem numérica,
principalmente pelo Método dos Elementos de contorno. Para representar a geometria
da taca, colher, cabeca e perna foram utilizados 3680, 7110, 12352 e 15552 elementos
triangulares respectivamente. Uma vez que o Blender™ 2.7 fornece apenas informacoes
nos vértices dos triangulos da malha, tem-se a aproximacao de grau 1 tanto para a in-
terpolagao polinomial quanto para a de Proriol, o que motivou a utilizacao de malhas
com uma quantidade grande de elementos e assim poder comparar com a aproximacao de

Bézier G' com grau equivalente a 4.

6.5.2 Analise da continuidade do plano tangente

Nesta secao ¢ analisado a capacidade que as fungoes aproximadoras, tais como, poli-
nomial (base nodal equidistante), de Proriol (base nodal de Lobatto) e Bézier G possuem
em representar continuidade dos planos tangentes nas interfaces dos elementos triangula-
res adjacentes, ou seja, a capacidade que cada fun¢ao aproximadora tem para gerar normal
Unica na interface entre os elementos. Objetivando realizar esta analise, foi calculado o
vetor normal, por meio da Eq.(6.15), para pontos localizados na fronteira entre os elemen-
tos, tais como mostrado na Fig.(6.19). Nesta figura foram calculados os vetores normais
a superficie genérica, S; e S, chamados, respectivamente, de N; e Ny pertencente a um
mesmo ponto na interface destas duas superficies. Em seguida é calculado o cosseno do
angulo formado pelos vetores N e Ny por meio da Eq.(6.59). Este procedimento é reali-
zado para diversos pontos nas interfaces dos elementos pertencentes a malha que modela

a geometria do problema a ser analisado. O que proporciona, assim, diversos valores para
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Tabela 1 — Caracteristicas geométrica, quantidade de elementos e grau da aproximagio para a geometria
paramétrica obtidas via Gmesh 2.8.5.

Aproximacao

Geometria Parametros Elementos A
Tipo Grau
32 1
2
< 128 Polinomial / 3
o
512 4
g r=1,0 Proriol 5
L 2048
6
8192 10
= Bézier G! 4%
1
128 2
LéJ R=1,0 512 Polinomial / 3
8 4
|9 2048 Proriol 5
r=0,5 6
8192 10
Bézier G! 4*
1
32
a=1,0 2
"éJ 128 Polinomial / 3
9] b=0,5 512 4
o Proriol 5
- 2048
w ¢=0,25 6
8192 10
Bézier G! 4*
1
128 2
r=0,1
@) Polinomial / 3
x 512
a 4
Z _ .
0 D=2,0 2048 Proriol 5
@) 6
H=1,0 8192 10
Bézier G! 4*
1
r=0,1 152 2
o Polinomial / 3
2 L1=4,0 608 4
‘T Proriol 5
'é‘ L,=1.0 2432 s
=
g 9728 10
o L3=1,0

Bézier G* 4%
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Tabela 2 — Caracteristicas geométrica, quantidade de elementos, quantidade de nds e grau da aproximagao

para as geometrias complexas nao paramétrica obtidas via Blender

™ 97

Aproximacao

Geometria Elementos / Nés
Tipo Grau
Polinomial 1
< .
g 3680 /1842 Proriol 1
|_
Bézier Gt  4*
Polinomial 1
@
L_:__J 7110/ 3557 Proriol 1
-
(@]
O
Bézier G  4*
Polinomial 1
S
w 12352/ 6178 Proriol 1
<
o
Bézier G 4*
Polinomial 1
< 15552 / 7778 Proriol 1
4
w
o
Bézier G 4*




136 Capitulo 6. Elementos triangulares com continuidade G*

Figura 6.19 — Continuidade do plano tangente a partir dos vetores normais N7 e N» obtidos na interface
das superficies adjacentes Sy e Sa, respectivamente.

o cosseno do angulo formado pelas normais das superficies adjacentes, motivando, desta
forma, o uso de pardmetros estatisticos, tais como, valor médio (Equagao 6.60), desvio
padrao (Equagdo 6.61) e norma Euclidiana ou norma L? (Equacio 6.62) para analisar o

desempenho das func¢des aproximadoras em representar superficies suaves.

cosf = Ny - N, (6.59)
f: cos 6,
média = =L—— (6.60)
n

\/i (cos 0; — média)®

=1

DesvioPadrao = : (6.61)

n—1

NormalL? = JZ cosf; — 1) (6.62)
i=1

A Tabela 3 apresenta o valor minimo, méaximo, médio e o desvio padrao, além da
norma L? para as geometrias paramétricas apresentadas na Tabela 1. Todos os valores
estatisticos mostrados na Tabela 3 foram obtidos para aproximacao de quarto grau tanto
para a interpolagao polinomial (base nodal equidistante) quanto para a interpolacao de
Proriol (base nodal de Lobatto) e comparados aos pardmetros estatisticos obtidos pela
aproximacdo de Bézier G, a qual possui grau equivalente a quatro. E importante ressal-
tar que o valor unitario (positivo) para o cosseno do angulo formado pelas normais nas
interfaces dos elementos é condi¢ao necessaria e suficiente para proporcionar continuidade

ao plano tangente. Assim, como pode ser visto na Tabela 3, tanto a base nodal de Lobatto



6.5. Exemplos de aplicagdo 137

quanto a base nodal equidistante sao significativamente inferior a aproximacao de Bézier
G! quando analisado as geometrias em questdo. Era esperado que as funcoes de Bézier
G! fossem melhor que as aproximacoes de Proriol e polinomial, mas nio se tinha nocao
de quanto que estas duas ultimas func¢oes sdo deficientes em representar geometrias sua-
ves. Pode-se, ainda, perceber (ver Tabela 3) que as interpolagdes de Proriol e Polinomial
melhor representa a suavidade para a geometria esférica, pois devido ao fato de possuir
curvatura constante, o aumento na quantidade de elementos da malha proporciona uma

melhora na representatividade da continuidade do plano tangente.

Outras duas observagoes de grande importancia na analise dessas geometrias (esfera,
toroide, elipsoide, cilindro e paralelepipedo) serdo realizadas. A primeira é referente ao
fato de que a quantidade de elementos nem sempre proporciona melhoras significativas
na qualidade da representagao do plano tangente quando se faz uso das interpolacoes de
Proriol e Polinomial, como pode ser notado, principalmente, para o caso do toroide e do
cilindro. J4 para as funcoes de Bézier G, a capacidade em representar superficies suaves
¢ conseguida mesmo para uma quantidade muito baixa de elementos, uma vez que para
uma quantidade de 128 elementos é obtido a média unitéria (positiva) e com um desvio
padrao com ordem de grandeza 107!, além de possuir um erro (em relacio ao valor uni-
tario) para os valores minimo e maximo a partir da 14 casa decimal, nas geometrias mais
desfavordveis (ver Tabela 3), ou seja, a funcao de Bézier G! representa exatamente, exceto
devido a imprecisao de ponto flutuante do computador, a suavidade para as geometrias
analisadas. A segunda observacao é referente a geometria cilindrica aqui apresentada,
pois este cilindro possui as mesmas caracteristicas geométricas apresentadas no artigo
de Tsepoura et al. (2003), e neste artigo é afirmado que a representagao de superficies
suaves ¢ realizada. Ainda no artigo de Tsepoura et al. (2003), os autores consideraram
elementos de aproximacao quadratica e com 268 elementos para modelar um quarto do
cilindro, o que totaliza 1072 elementos para o cilindro completo. Entao, diante da afir-
magao apresentada por Tsepoura et al. (2003), surgiu a divida se estas condigoes criadas
pelos autores realmente representam geometrias suaves. A partir desta indagacao e dos
estudos realizados na presente tese, verifica-se pela Tabela 3, que para uma quantidade,
nao igual a 1072, mas igual a 2048 foi obtido um valor médio de 0,995376 (precisao de
2 casas decimais), com um desvio padrao na ordem de grandeza 1072 e norma L? supe-
rior a 14. Uma vez que quanto menor o valor do desvio padrao, maior é a quantidade
de valores préximos ao valor médio, e quanto menor o valor da norma L? mais préximo
a exatidao (ou ao valor de referéncia) estard o conjunto de pontos, e observando que o
cosseno do angulo possuem valor minimo de —0,97107 (indicando normais na interface
de elementos com sentidos opostos) e méaximo unitério (positivo), tendo assim uma am-
plitude da variagao de valores de 1,97107, pode-se concluir que nao ¢é possivel afirmar que
a fungdo Polinomial de grau 4 (e de forma semelhante para fungoes de Proriol) com 2048

elementos triangulares representam a continuidade do plano tangente e nem a medida em
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que é aumentada a quantidade de elementos, como pode ser visto para o caso de 8192

elementos (ver Tabela 3).

A partir da analise realizada no paragrafo anterior, pode-se concluir que ha descon-
tinuidade, significativas, no valor das normais calculados nas interfaces entre elementos
para interpolagdo Polinomial de grau 4(de forma semelhante para interpola¢do de Pro-
riol). A partir do gréfico (e) e (f) da Fig.(6.23), os quais mostram, respectivamente,
para aproximacao de grau 2, o valor para a norma L? igual a aproximadamente 0,4 e
log(L?) = —0,9, e possuindo desvio padrdo com ordem de grandeza de 1073 e média igual
a 1 para uma quantidade de 2048 elementos triangulares (estas duas ultimas informagoes
nao sao apresentadas no grafico Figura 6.23), percebe-se que o valor da norma L? torna-
se melhor para a aproximacgao com grau 2 do que com a com grau 4, entretanto, mesmo
assim com deficiéncia em representar superficies suaves. Desta forma pode-se afirmar que
o cilindro apresentado no artigo de Tsepoura et al. (2003) e aproximado por fungoes inter-
poladoras de grau 2 nao representam continuidade do plano tangente, assim nao podendo
ser desconsiderada a descontinuidade dos vetores normais na interface, o que proporciona

a nao representatividade de geometrias suaves por estas duas fungoes interpoladoras.

A Fig.(6.20), para esfera, Fig.(6.21), para toroide, Fig.(6.22), para elipsoide, Fig.(6.23),
para cilindro de bordas arrendondadas (TSEPOURA et al., 2003) e Fig.(6.24), para para-
lelepipedo de bordas arredondadas, mostram, por meio da norma L?, a capacidade de
representacao do plano tangente para a funcao de Bézier G! e para as interpolacoes de
Proriol e Polinomial a medida que é variado a quantidade de elemento e grau da aproxi-
magao. Em cada uma das fig.(6.20)-(6.24) sao apresentados oito gréficos, sendo os quatro
primeiro (a)-(d) apresentam os valores da Norma L? a medida que o grau da aproximacao
¢ variado e para quatro tipo de discretizagbes. Nos quatros ultimos graficos (e)-(f) sao
apresentados os valores da norma L2, quando ¢ fixado o grau da aproximacio em 2 e 4,
e variado a quantidade de elementos. Mesmo sendo as func¢oes de Bézier equivalente ao
grau 4, esta foi comparada com as fungoes interpoladoras de grau 2, devido ao fato deste
ultimo grau de aproximagao ser amplamente utilizada nas analises numéricas. Pode ser
observado em todos os gréficos (e)-(f) que as fungoes interpoladoras, Polinomial e Proriol,
de grau 2 coincidem, o que ja era de se esperar segundo a teoria do Capitulo 5. Em todas
as Fig®.(6.20)-(6.24) os gréficos (a)-(d), mostram que & medida que aumenta o grau da
aproximacao é, também, aumentado o valor da norma L2, o que significa que as funcoes
aproximadoras (Proriol e Polinomial) estdao deteriorando sua capacidade de representar
geometrias suaves. Fato este que ndo ocorre com as funcoes de Bézier G! que repre-
sentam com exatidao (dentro do limite de ponto flutuante do computador) a suavidades
da geometria, mesmo para malhas com baixa quantidade de elementos. Para ilustra a
precisao das fungoes de Bézier em representar geometrias suaves, a fig.(6.25) apresenta
o comportamento das componentes do vetor normal (n,, n, e n,) obtidas pela aproxi-

macio de Bézier G! para modelar superficies, tais como, esfera, graficos (a)-(c), toroide,
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graficos (d)-(f), elipsoide, graficos (g)-(i), cilindro de bordas arrendondadas, graficos (j)-
(1) e paralelepipedo de bordas arrendondadas, graficos (m)-(o). Na reconstrucao destas
superficies, foram utilizados 608 elementos triangulares para modelar o paralelepipedo de
bordas arredondadas e 512 elementos triangulares para representar as demais geometrias

paramétricas utilizadas neste trabalho (ver Tabela 1).

Na fig.(6.25) sdo marcadas regides, as quais tem-se interesse para a analise na mo-
delagem das superficies paramétricas, aqui estudadas, obtidas pelas fun¢oes aproximado-
ras, e todos os detalhes (a)-(e), destas regides, sao apresentados, em escala ampliada, na
fig.(6.26). Esta fig.(6.26) apresenta 20 imagens que mostram o comportamento da compo-
nente normal n, (semelhante para as componentes n,, e n,) na interface entre os elementos
quando ¢é utilizado as aproximagcoes de Bézier G! (imagens (a), (e), (i), (m), (q)), Proriol
ou Polinomial de grau 2 (imagens (b), (f), (j), (h), (r)), Polinomial de grau 4 (imagens
(c), (g), (k), (0), (s)) e Proriol de grau 4 (imagens (d), (h), (1), (p), t)) para a geometria
esférica (a)-(d), toroide (e)-(h), elipsoide (i)-(1), cilindro de bordas arredondadas (m)-(p)
e paralelepipedo de bordas arredondadas (q)-(t).

Analisando as imagens para a geometria esférica (a)-(d), pode ser observado que a
imagem (a) apresenta uma unica tonalidade de cor em ambos os lados da linha de interface,
ou seja, mostrando uma unicidade do vetor normal na borda do elemento. Ja para as
imagens (b)-(d) é observado uma regiao em que hé uma variagdo de tonalidade, ou seja,
com referencia a linha de interface (linha na cor preta) pode ser observado que existe uma
regiao onde, de um lado, tem a cor azul escuro enquanto do outro lado, na mesma regiao
de interface, tem a cor azul claro, isto apresenta uma descontinuidade do plano tangente,
ou uma nao unicidade do vetor normal na interface dos elementos. Resultado semelhante
sao obtidos para as demais imagens, em que para as imagens (e), (i), (m) e (q) tem-se uma
unicidade do vetor normal na linha de interface, representada por uma tnica tonalidade
de cor para ambos os lados dos elementos. Ja para as imagens (f)-(h), (j)-(1), (n)-(p) e
(r)-(t) pode ser observado uma regiao em que hd uma mudanca na tonalidade da cor na
linha de interface, o que mostra a descontinuidade do plano tangente e a presenca de mais

de um normal para um mesmo ponto da linha do contorno do elemento.

Até o presente momento, foram comparadas as funcoes de Bézier G' com as inter-
polacoes de Proriol e Polinomial, entretanto estas interpolagoes apenas sao capazes de
formar elementos curvos se for elevado o grau da aproximagao. Por outro lado, como
ja explicitado na secdo 6.4, as funcoes triangulares de Bézier G*, fazem uso apenas das
coordenadas e das normais nos vértices dos triangulos, assim a malha de entrada sao
formadas por triangulos planos os quais sao substituidos, via Bézier, para triangulos cur-
vados. Diante desta vantagem das superficies de Bézier G*, este trabalho realizar uma
comparagao com outras fungoes que possuem essa capacidade de tornar malhas de entrada
planas em curvas apenas com as informagoes das coordenadas e das normais dos vértices

dos triangulos (planos) da malha de entrada. Assim, nesta anélise é feito uso das fungoes
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aproximadoras de Nagata (NAGATA, 2005), NLSA (BARRERA; HAST; BENGTSSON, 2002),
PN (VLACHOS et al., 2001) e Phong tessellation (BOUBEKEUR; ALEXA, 2008), todas para
elementos triangulares e sao comparadas com as fungoes de Bézier quanto a continuidade
do plano tangente.

Na realizacao do estudo comparativo, os valores do cosseno do dngulo formado entre as
normais, para os quatro tipos de tridngulos acima mencionados, foram obtidos do artigo de
Boschiroli et al. (2011). Este artigo apresenta os valores, do cosseno do angulo formado
entre as normais, para a geometria esférica e toroidal com discretizacao de 320 e 200
elementos, respectivamente. Na Tabela 4, sao apresentado os parametros estatisticos para
o cosseno do angulo entre as normais, e podendo ser notado a superioridade, significativa,
da funcio de Bézier G frente as demais 4 outras funcoes aproximadoras. Dentre estas
fungoes, tem-se os triangulos de Nagata e PN com representatividade da continuidade
do plano tangente superior aos tridangulos Phong e NLSA. Devido a aplicagao crescente
dos tridngulos de Nagata para a andlise numérica (NETO et al., 2013; NETO; OLIVEIRA;
MENEZES, 2010; HAMA et al., 2008), é chamada a atencao para a superioridade, referente
a continuidade do plano tangente, da funcdo de Bézier G' perante a esta.

Comparando os resultados das Tabela 3 e Tabela 4, é possivel observar a superiori-
dade da aproximacgao de Nagata diante das interpolacoes Polinomial e Proriol quando é
analisado a geometria do toroide, entretanto, quando é analisado a geometria esférica,
percebe-se que existe uma paridade na representatividade (do plano tangente) entre as
fungoes Nagata, Polinomial e Proriol. O que torna importante nao é apenas o fato da
funcao de Bézier G' ser superior as Phong, Nagata, NLSA e PN, mas devido o quao
melhor Bézier G' ¢é perante aquelas. Uma vez que para geometria esférica tem-se uma
precisao, na média, de 5 casas decimais para a aproximacao de Nagata, na aproximacao
de Bézier G' tem-se uma precisdo 14 casa decimais, na média. J4 para o toroide esta di-
ferenca torna-se mais significativa, Nagata possuindo precisao média de 2 casas decimais,
enquanto que Bézier G' possuindo uma precisao de 10 casas decimais nos seus valores

médios dos cossenos dos angulos formados entre as normais.

6.5.3 Analise da capacidade de representacao da geometria

Nesta secao é analisada a capacidade que as fungoes aproximadoras possuem em re-
presentar geometrias parametrizadas. Aqui, s@o apresentados alguns resultados para a
geometria esférica e toroidal, as demais geometrias apresentadas na Tabela 1 seguem
comportamentos semelhantes. Nesta analise é realizado um estudo comparativo entre as
fungoes interpoladoras (Proriol e Polinomial) e a fungao aproximadora de Bézier G'. Em
seguida é realizado a comparacdo da funcdo de Bézier G' com as demais funcdes que
dependem das normais em seus vértices, tais sao, Phong, Nagata, NLSA e PN, cujos os
resultados apresentados destas tultimas 4 func¢oes foram obtidas do trabalho de Boschiroli
et al. (2011).
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Tabela 3 — Parametros estatisticos e norma Euclidiana L? do cosseno do dngulo entre as normais na
interface dos elementos adjacentes com grau 4 tanto para a base de nds equidistante quanto para a base

de Lobatto e grau equivalente a 4 para Bézier G*.

N° de Angulo entre normais de elementos adjacentes

Elemento Minimo Maximo Médio Desvio Padrédo Norma L?
Nos Equidistante ~ 0,998574  1,000000  0,999711 3,927500 (10%)  1,040600 (1072
32 Nés de Lobatto 0,996420 1,000000 0,998873 1,173720 (10%) 3,472900 (107?)
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,290750 (10%) 9,37333 (10°%)
Nos Equidistante 0,999898 1,000000 0,999990 1,528000 (10°%) 7,870000 (10
128 Nos de Lobatto 0,999387  1,000000  0,999765 1,757000 (10%)  1,275800 (1072
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 8,86052 (10'7) 2,121978 (104
é N6s Equidistante 0,999993 1,000000 1,000000 4,100000 (107) 4,000000 (10)
E,_J 512 Nés de Lobatto 0,999789 1,000000 0,999932 3,831000 (10®) 6,796000 (103)
m Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,027755 (10%) 4,348532 (1014
N6s Equidistante 1,000000 1,000000 1,000000 1,900000 (107) 3,000000 (107©)
2048 Nés de Lobatto 0,999936 1,000000 0,999982 9,880000 (10) 3,563000 (103)
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,024717 (10%) 8,667166 (104
No6s Equidistante 1,000000 1,000000 1,000000 8,000000 (10°) 3,300000 (10%)
8192 N6s de Lobatto 0,999983 1,000000 0,999995 2,510000 (10) 1,809120 (10%)
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,026693 (10%) 1,733865 (10%)
N6s Equidistante 0,902354 1,000000 0,994350 1,686557 (10?) 9,295320 (101

128 Nos de Lobatto 0,901014  1,000000  0,993041 1,923070 (10?) 1,068785
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 8,68695 (10°1") 2,24987 (104

N6s Equidistante 0,925535 1,000000 0,997546 1,035898 (107?) 1,106077

LéJ 512 N6s de Lobatto 0,921827 1,000000 0,997305 1,062758 (10?) 1,139153
o Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 9,50718 (10Y") 4,89506 (10%%)

14 Nos Equidistante 0,932385 1,000000 0,998823 7,138070 (10%) 1,501055

O 2048 Nos de Lobatto 0,927743  1,000000 0,998767 7,145390 (107%) 1,504491
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,019731 (10%) 1,000698 (10%)

Nos Equidistante 0,932525 1,000000 0,999367 5,242480 (10%) 1,851398

8192 N6s de Lobatto 0,930276 1,000000 0,999349 5,265150 (10%) 1,860020
Bézier G 1,000000  1,000000  1,000000  1,020978 (10%°)  1,721179 (10
N6s Equidistante 0,809200 1,000000 0,993482 2,890305 (10?) 6,320380 (107

32 N6s de Lobatto 0,475238  1,000000  0,979145 7,694180 (102) 1,700573
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 9,597190 (10 1,13487 (104
Nos Equidistante 0,984275 1,000000 0,999805 1,287240 (10%) 5,667500 (10?)
128 Nés de Lobatto 0,836132  1,000000  0,998273 1,152398 (10?) 5,072630 (101
w Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,024607 (10%%) 0,211962 (10*3)
g Nos Equidistante 0,996196 1,000000 0,999992 1,053600 (104 9,244000 (107%)
N 512 N6s de Lobatto 0,968201 1,000000 0,999810 1,135730 (10?) 1,007560 (107
% Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,013795 (10%%) 4,370290 (10°%%)
w Nos Equidistante 0,999064 1,000000 0,999999 1,134000 (10%) 1,988000 (10)
2048 Nos de Lobatto 0,995236  1,000000  0,999958 1,379100 (10%)  2,524600 (107?)
Bézier G* 1,000000 1,000000 1,000000 1,014081 (10%) 8,651600 (10%%)
Nos Equidistante 0,999966 1,000000 1,000000 3,800000 (107) 1,320000 (10%)
8192  N6s de Lobatto 0,998812  1,000000  0,999989 3,457000 (10%)  1,270400 (10%?)

Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000 1,019687 (10"%)  1,718335 (10™3)

N6s Equidistante ~ -0,08185  1,000000  0,985664 9,067254 (1072 4,071383

128 N6s de Lobatto 0,622714  1,000000  0,992535 2,993936 (102) 1,368511
Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000 7,22488 (10'17) 1,71327 (104

N6s Equidistante ~ -0,99677  1,000000  0,993847 9,346720 (1072 8,233869

e 512 Nos de Lobatto -0,99796  1,000000  0,995003 7,937376 (102 6,991035
a Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000 8,05555 (10°'17) 3,21767 (104)
= N6s Equidistante ~ -0,97107  1,000000  0,995376 8,358213 (102)  1,468317 (10%)

5 2048 Nos de Lobatto -0,26317  1,000000  0,998538 2,623957 (1072 4,609696
Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000  8,827290 (10)  7,278410 (104
Nos Equidistante ~ -1,00000  1,000000  0,990824 1,305915 (10%)  4,589949 (10Y)
8192 Nés de Lobatto -1,00000  1,000000  0,993603 1,082616 (101)  3,802373 (10Y)
Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000  0,915363 (106  1,464979 (1013)
N6s Equidistante ~ 0,985092  1,000000  0,999792 9,666864 (10%)  4,739671 (10?)
152 Nos de Lobatto 0,994965  1,000000  0,999491 8,007257 (10%)  4,548179 (10?)
Q Bézier G 1,000000  1,000000  1,000000 7,48317 (1077)  1,402445 (10')
] N6s Equidistante ~ 0,999727  1,000000  0,999996 2,056021 (105  2,007300 (10%)
% 608 Nos de Lobatto 0,997361  1,000000  0,999887 1,933572 (10%)  2,138263 (10?)
] Bézier G 1,000000  1,000000  1,000000  7,963903 (10%")  3,395813 (10
i N6s Equidistante ~ 0,999991  1,000000  1,000000 4,074356 (107)  7,947000 (10°%)
Iz 2432 Nos de Lobatto 0,998945  1,000000  0,999965 6,570338 (10%)  1,417965 (107?)
< Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000  8,718280 (10")  7,447230 (10"
o N6s Equidistante ~ 0,999998  1,000000  1,000000 2,464930 (108)  9,470000 (10°)
9728  Nos de Lobatto 0,999730  1,000000  0,999991 1,833780 (10%  7,866640 (10?)
Bézier G! 1,000000  1,000000  1,000000  8,954170 (10)  1,528548 (10"%%)
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Figura 6.20 — Norma L2 do cosseno do angulo entre normais na interface dos elementos triangulares
adjacentes para geometria esférica aproximada por Proriol, Polinémial e por continuidade geométrica
(Bézier G') a medida que é variado o grau da aproximacdo, graficos (a)-(d), e a quantidade de elementos
para o grau 2 e 4, graficos (e)-(h).
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Figura 6.21 — Norma L? do cosseno do angulo entre normais na interface dos elementos triangulares
adjacentes para geometria toroide aproximada por Proriol, Polinémial e por continuidade geométrica
(Bézier G') a medida que é variado o grau da aproximacio, graficos (a)-(d), e a quantidade de elementos
para o grau 2 e 4, grificos (e)-(h).
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Figura 6.22 — Norma L2 do cosseno do angulo entre normais na interface dos elementos triangulares
adjacentes para geometria elipsoide aproximada por Proriol, Polinémial e por continuidade geométrica
(Bézier G') a medida que é variado o grau da aproximacdo, graficos (a)-(d), e a quantidade de elementos
para o grau 2 e 4, graficos (e)-(h).
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Figura 6.23 — Norma L? do cosseno dos angulos entre normais na interface dos elementos triangulares
adjacentes para geometria cilindrica aproximada por Proriol, Polinémial e por continuidade geométrica
(Bézier G') a medida que é variado o grau da aproximacio, graficos (a)-(d), e a quantidade de elementos

para o grau 2 e 4, graficos (e)-(h).
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Figura 6.24 — Norma L? do cosseno dos angulo entre normais na interface dos elementos triangulares
adjacentes para geometria na forma de paralelepipedo aproximado por Proriol, Polinémial e por con-
tinuidade geométrica (Bézier G') a medida que é variado o grau da aproximacdo, gréaficos (a)-(d), e a
quantidade de elementos para o grau 2 e 4, gréficos (e)-(h).
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Figura 6.25 — Componentes n,, n, e n, obtidas pela aproximacao de Bézier G' para as seguintes geome-
trias: esfera (a)-(c), toroide (d)-(f), elipsoide (g)-(i), cilindro de bordas arrendondadas (j)-(1) e paralele-
pipedo de bordas arredondadas (m)-(o).
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Figura 6.26 — Valores da componente n, na interface entre elementos obtido pelas aproximagoes de Bézier
G' (imagens (a), (e), (i), (m) e (q)), Proriol ou Polinomial de grau 2 (imagens (b), (f), (j), (h) e (1)),
Polinomial de grau 4 (imagens (c), (g), (k), (o) e (s)) e Proriol grau 4 (imagens (d), (h), (1), (p) e (t)) para
as seguintes geometrias: esfera (a)-(d), toroide (e)-(h), elipsoide (i)-(1), cilindro de bordas arredondadas
(m)-(p) e paralelepipedo de bordas arredondadas (q)-(t).
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Tabela 4 — Comparacio dos parametros estatisticos para as aproximagoes Phong, Nagata, NLSA, PN e
Bézier G'.

Ne de Angulo entre normais de elementos adjacentes

Elemento Aproximacéo Minimo Maximo Médio Desvio Padrdo

Phong (Boshiroli et al, 2011) 0,995723 0,998740 0,997072  7,657330 (10%)
é Nagata ¢ =0 (Boshiroli et al, 2011) 0,999988 1,000000 0,999996  3,276020 (10°%)
& 320 NLSA (Boshiroli et al, 2011) 0,999958 1,000000 0,999979  9,690380 (10°%)
@ PN (Boshiroli et al, 2011) 0,999975 1,000000 0,999991  6,656300 (10°°)

Bézier G* (Presente trabalho) 0,999999 1,000000 1,000000  1,927585 (10-%)
w Phong (Boshiroli et al, 2011) 0.915295 0.999999 0.987918  1,578150 (10?)
&) Nagata ¢ =0 (Boshiroli et al, 2011) 0,938828 1,000000 0,997556  8,603600 (103)
8 200 NLSA (Boshiroli et al, 2011) 0,969450 1,000000 0,994738  6,790900 (103)
O PN (Boshiroli et al, 2011) 0,989164 1,000000 0,998873  1,846800 (10°)
= Bézier G* (Presente trabalho) 0,999999 1,000000 0,999999  1,710914 (1019)

Neste estudo comparativo foram utilizados pardmetros estatisticos (valor minimo, ma-
ximo, médio e desvio padrao) e a norma L? como indicadores para a precisio na aproxima-
¢ao da geometria. Chamando a atencao ao fato que todos os indicadores acima possuem
informagoes que se complementam, ou seja, o desvio padrao informara o quanto os pontos
estao dispersos do valor médio e com isso podendo verificar se o valor minimo e maximo
sao apenas pontos isolados distantes da média ou nao, podendo, ainda, informar se a
média realmente pode ser utilizado como valor representativo dos dados analisados. Ja a
norma L? informard o quao distante os pontos coordenados estdo da superficie analitica.

Diante do exposto, esta secao fara uso das seguintes equacgoes:

Dz‘ - S(malgma (Siy tz) - Saprorimada (Sia tz) ) (663)
- ED
D ==t (6.64)
n

(6.65)

(Dy)?, (6.66)

onde D;, D, o (D) e L? representam a disténcia entra a superficie analitica e a aproximada,
a distancia média, desvio padrdao da distdncia e norma L? para o vetor distdncia D,
respectivamente.

A Tabela 5 e Tabela 6 apresentam para a geometria esférica e toroidal, respectiva-
mente, os valores dos pardmetros estatisticos (valor maximo, minimo, médio e desvio
padrdo) e a norma L? para os dados D; calculados a partir da distancia entre a superficie
exata e a aproximada. Ainda nestas duas tabelas sao apresentados os resultados da ana-
lise da variacao tanto da quantidade de elementos quanto do grau da aproximagao para

as fungoes Polinomial (nés equidistantes), Proriol (nés de Lobatto) e a de Bézier G*.



150 Capitulo 6. Elementos triangulares com continuidade G*

Tanto pela Tabela 5 quanto pela Tabela 6, percebe-se que para baixa discretizacao
da geometria e baixo grau da aproximacao, a funcio de Bézier G! proporciona melhores
resultados aos pardmetros estatisticos e para norma L? em comparacao as outras duas
aproximacoes presentes nestas tabelas. Entretanto, observa-se que a medida que eleva
o grau da aproximacao e mantendo constante a discretizacao, as fungoes de Proriol e
polinomial tornam ligeiramente superior a de Bézier G'. Continuando a analise, & medida
que a discretizacao é aumentada, tem-se melhoras significativas na representatividade da
geometria para as trés aproximacoes analisadas, sendo a fun¢do de Bézier e Polinomial

superior a de Proriol.

A fig.(6.27) mostra o comportamento das aproximagoes Phong, Nagata, NLSA, PN e
Bézier G, referente ao valor médio da distancia, a medida que é variada a quantidade de
elementos na construcao da esfera de raio unitario. Para uma quantidade de 32 a 1300
elementos, os tridngulos de Nagata e os tridngulos de Bézier G' apresentam melhores
resultados, enquanto a aproximacao Phong apresentam os piores resultados para o valor

da distancia média em comparacao as demais aproximagoes, como pode ser visto em

detalhes na fig.6.27-(b).
A fig.(6.28) mostra o comportamento das aproximagoes (Phong, Nagata, NLSA, PN e

Bézier G'), com referéncia ao valor médio da distancia & medida que é variada a quanti-
dade de elementos para a construgao da geometria do toroide de raio interno 0, 5 e externo
1,0 (Tabela 1). Para uma quantidade de 50 a 720 elementos triangulares, pode-se veri-
ficar, em detalhes na fig.(6.28)-(b), que os tridngulos de Nagata e de Bézier apresentam
melhores resultados, enquanto que a aproximacgao Phong os piores resultados para o valor
da distancia média.

Diante do exposto, pode-se concluir que a funcao de Bézier G!, cuja sua principal
finalidade é construir superficies suaves, possui a mesma capacidade em representar a
geometria esférica e toroidal que as fungoes interpoladoras de Proriol, Polinomial e Nagata.
Para as demais superficies da Tabela 1, as func¢des de Proriol, Polinomial, Nagata e
Bézier possuem comportamento semelhantes (dados nao apresentados), podendo assim
ser estendidos as conclusdes da esfera e toroide para as demais geometrias analisadas

neste trabalho.

6.5.4 Custo computacional

Para complementar o estudo da eficiéncia entre as fun¢des aproximadoras, foi medido
o tempo computacional para construir as superficies parametrizadas apresentadas na Ta-
bela 1. Nesta etapa da analise ndo foram comparadas as fungdes Phong, Nagata, NLSA e
PN quanto ao desempenho no tempo de processamento, pois os resultados apresentados
no trabalho de Boschiroli et al. (2011) foram obtidos em condigoes diferentes das aqui

analisadas. Cabe ressaltar que o custo computacional apresentado na fig.6.29 foi medido
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Tabela 5 — Pardmetros estatisticos e norma Euclidiana L? da distancia entre a superficie esférica analitica
e a superficie aproximada obtida pelas fungdes de Proriol (nés de Lobatto), Polinomial (nés equidistantes)

e Bézier G'.

N° de
Elemento

Distancia entre a superficie analitica e a superficie aproximada

Minimo

Maximo

Médio

Desvio Padrédo

Norma L?

32

No6s Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

0,000000
0,000000
0,000000

3,333333 (10)
3,333333 (10%)
1,614998 (107

1,651861 (10%)
1,651861 (10
4,181915 (10?)

8,309451 (102
8,309451 (102)
3,445715 (10?)

5,534289
5,534289
0,162160

128

Nos Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

0,000000
0,000000
0,000000

8,494418 (10?)
8,494418 (102)
6,856826 (10

4,708565 (102)
4,708565 (102)
2,445221 (10%)

2,267943 (10?)
2,267943 (102
1,710554 (10

3,128718
3,128718
0,017864

512

Nos Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

0,000000
0,000000
0,000000

2,106081 (10?)
2,106081 (10?)
3,815662 (10°5)

1,216801 (10?)
1,216801 (10°?)
1,497350 (10°)

5,775020 (107)
5,775020 (10°%)
1,008283 (10°)

1,612662
1,612662
0,002161

ESFERA (Grau 1)

2048

Nos Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

0,000000
0,000000
0,000000

5,193957 (10°?)
5,193957 (10%)
2,265716 (10°)

3,067355 (107)
3,067355 (10°%)
9,308435 (107)

1,450096 (10°)
1,450096 (10°%)
6,209062 (107)

0,812472
0,812472
0,000268

8192

Nos Equidistante
No6s de Lobatto
Bézier G*

0,000000
0,000000
0,000000

1,288844 (10°)
1,288844 (10°%)
1,386945 (107)

7,684322 (107
7,684322 (10
5,809895 (10°%)

3,629166 (10%)
3,629166 (10%)
3,866266 (10°%)

0,407007
0,407007
0,000033

32

Nos Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-2,220014 (10?)
-2,220014 (10?)
0,000000

2,544107 (10?)
2,544107 (10?)
1,614998 (10?)

4,903464 (10°)
4,903464 (10°%)
4,181915 (10?)

9,826034 (10?)
9,826034 (10°%)
3,445715 (10°%)

0,328567
0,328567
0,162160

128

Nos Equidistante
No6s de Lobatto
Bézier G*

-2,954754 (107)
-2,954754 (10%)
0,000000

3,189431 (109)
3,189431 (10°3)
6,856826 (10

3,278318 (10%)
3,278318 (10%)
2,445221 (10%)

1,294186 (107
1,294186 (10°%)
1,710554 (10

0,079915
0,079915
0,017864

512

Nos Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

-3,829769 (10%)
-3,829769 (10
0,000000

3,989101 (10%)
3,989101 (10%)
3,815662 (10°)

2,083629 (10°)
2,083629 (10°)
1,497350 (10°%)

1,641935 (107
1,641935 (10
1,008283 (10°)

0,019816
0,019816
0,002161

ESFERA (Grau 2)

2048

No6s Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

-2,442802 (10°%)
-2,442802 (10%)
0,000000

2,495338 (10°)
2,495338 (10°)
2,265716 (10°)

6,539223 (107)
6,539223 (107)
9,308435 (107)

1,030165 (10°)
1,030165 (10°)
6,209062 (107)

0,002472
0,002472
0,000268

8192

No6s Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-6,174907 (10°%)
-6,174907 (10°)
0,000000

6,242420 (10°)
6,242420 (10°)
1,386945 (107)

8,181948 (10°)
8,181948 (10°%)
5,809895 (10°)

2,577909 (10°%)
2,577909 (10°%)
3,866266 (10°%)

0,001235
0,001235
0,000033

32

Nos Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

-1,492719 (10%)
-5,491714 (10%)
0,000000

2,551554 (10°%)
7,920929 (10°%)
1,614998 (10°?)

1,784254 (10
-1,47262 (104
4,181915 (10°%)

6,082426 (10%)
1,508550 (10°%)
3,445715 (10°%)

0,018964
0,045345
0,162160

128

Nos Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-2,278907 (10%)
-1,431321 (10°%)
0,000000

3.749574 (10°%)
1,942013 (10%)
6,856826 (10

1,490559 (10°)
-4,44005 (10°5)
2,445221 (10%)

5,671942 (10°%)
4,288727 (10
1,710554 (10

0,003510
0,025809
0,017864

512

No6s Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-4,081984 (10%)
-3.450392 (10
0,000000

3,352040 (10°)
4.427132 (10%)
3,815662 (10°)

9,701003 (107)
-1,16328 (10%)
1,497350 (10°)

4,765013 (10%)
1,131895 (10%)
1,008283 (10°)

0,000582
0,013623
0,002161

2048

ESFERA (Grau 4)

Nos Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-4,734761 (10%)
-8,074994 (10°)
0,000000

5,251668 (10°)
1,007803 (10
2,265716 (10°)

6,198646 (10°)
-2,94179 (10°)
9,308435 (107)

5.106515 (107)
2,870450 (10°5)
6,209062 (107)

0,000123
0,006910
0,000268

8192

Nos Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

~7,315664 (107)
-1,986912 (10°%)
0,000000

7,574456 (107)
2,403863 (10°)
1,386945 (107)

3,729121 (109)
-7,37589 (107)
5,809895 (10°%)

6,053078 (10°%)
7,204405 (10°%)
3,866266 (10°%)

0,000029
0,003468
0,000033

32

No6s Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-2,423016 (10°%)
-5,997203 (10%)
0,000000

4,277646 (10°3)
4,330791 (10°%)
1,614998 (107

3,086416 (10°5)
1,400237 (10*%)
4,181915 (107

6,067632 (10%)
4,163240 (10
3,445715 (10°%)

0,018176
0,013141
0,162160

128

Nos Equidistante
N6s de Lobatto
Bézier G*

-5,042393 (107
-1,822273 (10%)
0,000000

7,938002 (107
7,746971 (10%)
6,856826 (10

2,320407 (10°)
3,794367 (10°%)
2,445221 (10

7,998986 (10°%)
1,071845 (10
1,710554 (10

0,004790
0,006806
0,017864

512

Nos Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

-9,632230 (10%)
-3,640640 (10°)
0,000000

9,035999 (10°)
1,681797 (10
3,815662 (10°%)

2,003316 (107)
9,762721 (10°)
1,497350 (10°)

8,883309 (10°%)
2,729057 (10°%)
1,008283 (10°)

0,001064
0,00347
0,002161

2048

ESFERA (Grau 10)

N6s Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

-1,155132 (10°%)
-8,342671 (10%)
0,000000

1,070784 (10°)
3,595975 (10°5)
2,265716 (10°)

-3,48959 (107)
2,457231 (10°)
9,308435 (107)

8,323597 (107)
6,861774 (10°)
6,209062 (107)

0,000199
0,001745
0,000268

8192

No6s Equidistante
Nés de Lobatto
Bézier G*

-1,561532 (10°)
-1,982128 (10°%)
0,000000

1,721329 (10°)
8,883602 (10°%)
1,386945 (107)

-3,8650 (1071°)
6,158195 (107)
5,809895 (10°)

8,887421 (10°)
1,720942 (10°)
3,866266 (10°%)

0,000042
0,000875
0,000033
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Tabela 6 — Pardmetros estatisticos e norma Euclidiana L? da distancia entre a superficie toroidal analitica
e a superficie aproximada obtida pelas fungoes de Proriol (nés de Lobatto), Polinomial (nés equidistantes)
e Bézier G1.

N° de Distancia entre a superficie analitica e a superficie aproximada
Elemento Minimo Maximo Médio Desvio Padrdo  Norma L2
Nés Equidistante  -3,950882 (10?) 1,357350 (10)) 2,506988 (10?) 3,831157 (102 2,005837
128 Nés de Lobatto ~ -3,950882 (102) 1,357350 (10)) 2,506988 (10?) 3,831157 (102 2,005837
= Bézier G! -5,794326 (10°) 1,367188 (10?) 1,069672 (10°) 3,045165 (10°) 0,141392
3 Nés Equidistante  -9,699661 (10) 3,607436 (102 7,69550 (103 1,008612 (102 1,518975
5 512 Nos de Lobatto  -9,699661 (103) 3,607436 (102 7,69550 (10°) 1,008612 (10?) 1,518975
Nt Bézier G! -6,761117 (10“) 4,445330 (10%) 4,44203 (107) 1,657912 (10%) 0,019850
a Nés Equidistante  -2,413433 (103) 9,480539 (103 9,480539 (10%) 2,547057 (103) 0,782699
O 2048 Nos de Lobatto ~ -2,413433 (103 9,480539 (10°%) 9,480539 (103) 2,547057 (103) 0,782699
% Bézier G! -7,030172 (10°) 4,370668 (10°) -2,19882 (107) 1,493050 (10°) 0,003686
= Nés Equidistante  -6,026347 (10%) 2,399668 (103) 4,240925 (10%) 6,356667 (10%) 0,276111
8192 Nos de Lobatto ~ -6,026347 (10%) 2,399668 (10°%) 4,240925 (10%) 6,356667 (10“) 0,276111
Bézier G! -5,834155 (10°) 4,916346 (10°) -2,29328 (10%) 1,354642 (10°)  0,000490
N6s Equidistante  -7,968171 (10) 4,021239 (103) 4,058914 (10%) 9,998996 (10%) 0,047275
128 Nos de Lobatto ~ -7,968171 (10%) 4,021239 (10°%) 4,058914 (10%) 9,998996 (10“) 0,047275
~ Bézier G! -5,794326 (10 1,367188 (102 1,069672 (103) 3,045165 (10°) 0,141392
3 Nos Equidistante  -2,579027 (10“) 4,581450 (10%) 2,71417 (10®°) 1,111816 (10%) 0,013703
5 512 Nos de Lobatto ~ -2,579027 (10%) 4,581450 (10%) 2,71417 (105 1,111816 (10%) 0,013703
Nt Bézier G! -6,761117 (10%) 4,445330 (10%) 4,44203 (107) 1,657912 (10“) 0,019850
a N6s Equidistante  -3,867020 (10°) 5,146504 (10°) 1,566837 (10°) 1,304025 (10°) 0,003249
O 2048 Nos de Lobatto ~ -3,867020 (10°) 5,146504 (105 1,566837 (10°) 1,304025 (105) 0,003249
% Bézier G! -7,030172 (10°) 4,370668 (10°) -2,19882 (107) 1,493050 (10°) 0,003686
= Nés Equidistante  -5,310401 (10°) 5,919815 (10°) 7,538849 (108) 1,569466 (10°) 0,000568
8192 Nos de Lobatto ~ -5,310401 (10°) 5,919815 (10°) 7,538849 (10®) 1,569466 (10°) 0,000568
Bézier G! -5,834155 (10°) 4,916346 (10°) -2,29328 (10®) 1,354642 (10°) 0,000490
Nos Equidistante  -6,27908 (103) 5,73826 (10%) -3,9293 (10°  2,66169 (10%)  0,011800
128 Nos de Lobatto ~ -1,308333 (103) 9,935307 (10%) -8,05936 (10°) 3,388598 (10%) 0,015259
o~ Bézier G! -5,794326 (103 1,367188 (10?2 1,069672 (103) 3,045165 (103 0,141392
3 Nos Equidistante  -9,198725 (10°) 1,721971 (10%) 2,29083 (10°) 1,540100 (10°) 0,001864
5 512 Noés de Lobatto  -6,092729 (10%) 5,921158 (10%) -7,36853 (10°) 1,323000 (10%) 0,015865
Nt Bézier G! -6,761117 (10%) 4,445330 (10%) 4,44203 (107) 1,657912 (10“) 0,019850
a N6s Equidistante  -9,602937 (10°) 1,824316 (10°) 1,118587 (107) 1,202704 (10°) 0,000337
O 2048 Nés de Lobatto ~ -1,552975 (10%) 1,513814 (10%) -1,76993 (10°) 3,281935 (10° 0,008163
% Bézier G! -7,030172 (10°) 4,370668 (10°) -2,19882 (107) 1,493050 (10°) 0,003686
= Nés Equidistante ~ -7,57692(10%) 7,671658(10) -2,7616 (1012) 2,81091(101) 1,02 (10%)
8192 Nés de Lobatto  -1,398440 (10°) 1,893284 (10°) -3,49648 (107) 4,705982(10°) 1,70 (109)
Bézier Gt -5,834155 (10°) 4,916346 (10°) -2,29328 (10%) 1,354642 (10°) 4,90 (104
N6s Equidistante  -1,889250 (103) 1,103761 (103) -1,43554 (10°) 1,451566 (10%) 0,006359
128 Nés de Lobatto ~ -1,428832 (10 3,907084 (10%) -6,79857 (10°) 1,829909 (10%) 0,008552
= Bézier G! -5,794326 (103 1,367188 (102 1,069672 (103) 3,045165 (103 0,141392
i Nés Equidistante  -1,886237 (104) 1,507620 (10%) 6,84152 (10®) 7,814720 (10° 0,000936
® 512 Nés de Lobatto ~ -6,481934 (10°) 2,447733 (10%) 6,39829 (10°) 2,909650 (10° 0,003567
Q Bézier G! -6,761117 (10) 4,445330 (10%) 4,44203 (107) 1,657912 (10%) 0,019850
o N6s Equidistante  -8,231782 (10°) 7,294332 (10°) -5,17637 (107) 2,943996 (10°) 0,000734
O 2048 Nos de Lobatto ~ -5,175370 (10°) 2,528343 (10 -1,10777 (107) 7,865364 (10°) 0,001968
g Bézier G! -7,030172 (10°) 4,370668 (10°) -2,19882 (107) 1,493050 (10°) 0,003686
= Nés Equidistante  -4,465230 (10°) 2,753153 (10°) -2,2126 (10%) 4,756882 (10€) 0,000017
8192 Nos de Lobatto  -1,446967 (10°) 2,063871 (10°) -1,15489 (10°) 2,893344 (10°) 0,001126
Bézier G! -5,834155 (10°) 4,916346 (10°) -2,29328 (10®) 1,354642 (10°) 0,000490
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Figura 6.27 — Valor médio da distancia entre a superficie analitica da esfera e a superficie aproximada
gerada pelos elementos triangulares de Phong, Nagata, NLSA, PN e Bézier G*.
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Figura 6.28 — Valor médio da distancia entre a superficie analitica do toroide e a superficie aproximada
gerada pelos elementos triangulares de Phong, Nagata, NLSA, PN e Bézier G*.

por meio de um computador Vostro Dell, core i7, CPU 2,20GHz, memoéria RAM 8,00 GB,
64 bits, quadcore.

Diante das condi¢oes apresentadas, é feito o estudo comparativo, quanto ao tempo de
processamento, entre as funcoes Polinomial, Proriol e Bézier G'. Para realizar este estudo
foi calculado o erro normalizado das interpolagoes de Proriol e Polinomial com relagao a

funcao de Bézier, por meio das equagao:

t olinomia —1 ézier
erro(%) = 22 p L oBesier 100, (6.67)
Bézier
o tProriol - tBézier
erro(%) = . x 100, (6.68)
Bézier

onde tpolinomials tProriol © tBézier T€presentam o tempo computacional (em segundos) para
as construgoes geométricas parametrizadas analisadas neste estudo.
Na fig.6.29 é apresentado os valores das Fq®.6.67 e 6.68 para uma variacao tanto do

grau da aproximacao quanto da quantidade de elementos utilizados na discretizacao das
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superficies geométricas. As linhas com marcadores quadrados apresentam a variagao do
erro(%) normalizado & medida que é variado o grau da aproximacao, para a discretizagao
mais pobre. A linhas com marcadores esféricos apresentam a variagao do erro(%) norma-
lizado a medida que é variado o grau da aproximacao para discretizacao mais refinada.
Diante do explanado, os gréficos (a) e (b) da fig.6.29 apresentam os resultados para a geo-
metria toroidal, e nestes gréaficos é possivel observar que para baixo grau da aproximacao
e a discretizacao variando de 128 a 8192 elementos, pode-se obter uma reducao no custo
computacional, em relacao a Bézier, de aproximadamente 20% a 0% e de 10% a 0% para
aproximacoes Polinomial e Proriol, respectivamente. Quando o grau da aproximacgao ¢é
elevado (grau 10), obtém-se um aumento no custo computacional, em relagao a Bézier,
de aproximadamente 20%, para interpolacao Polinomial, e de aproximadamente de 30%,
para interpolagao de Proriol, quando é utilizado a malha mais pobre (128 elementos) en-
quanto que para uma malha mais refinada (8192 elementos) o aumento computacional,
em relacao a Bézier, é mais significativo e passa a ser de aproximadamente 240% e 375%
para as func¢des Polinomial e Proriol, respectivamente. Comportamentos semelhantes sao
obtidos paras as demais geometrias paramétricas analisadas, como pode ser visto nos
graficos (c)-(j) da fig.6.29.

6.5.5 Analise de superficies suaves nao paramétricas e comple-

xXas

Nesta secao sao aplicadas as aproximacoes de Proriol, Polinomial e Bézier G! para
reconstrucao de geometrias complexas. Este tipo de aplicacao difere das geometrias para-
métricas por nao possuirem uma representacao analitica que descreva a geometria. Diante
deste fato, o presente trabalho se detera a analise da representacao da continuidade do
plano tangente na interface entre elementos para quatro geometrias, as quais sao: a geo-
metria de uma taca suave, de uma colher, da superficie de uma cabeca e, por ultimo, a

geometria de uma perna.

Neste trabalho, as construgoes das malhas para geometrias complexas foram obtidas
por meio do software de computacdo grafica Blender’™, o qual gera elementos triangula-
res de trés nés. A partir do Blender™™ sdo obtidas as conectividade entre os elementos,
as coordenadas dos vértices e das normais nestes pontos, o que é de grande importancia
para aproximagao de Bézier, entretanto para a utilizagao das aproximagoes de Proriol (ou
Polinomial) fica limitada ao grau 1. Para tentar amenizar este empecilho do baixo grau da
aproximagao de Proriol (assim como Polinomial) as geometrias foram discretizadas com
uma quantidade elevada de elementos, pois segundo Demkowicz et al. (2009), acredita-se
que no limite a conformidade G' é recuperada. Tendo como verdade a afirmativa de
Demkowicz et al. (2009), para a taga foram utilizados 3680 elementos, para a colher 7110

elementos, para a cabeca 12352 elementos e para a superficie da perna foram utilizados
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Figura 6.29 — Custo computacional, na modelagem da superficie esférica e toroidal, para as aproxima-
¢oes Proriol e Polinomial tendo como referéncia a aproximacido de Bézier G'. Linhas com marcadores

retangulares representam valores minimos e com marcadores esféricos representam valores maximos.
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15552 elementos triangulares de trés nés como é apresentado na Tabela 7. Diante desta
elevada quantidade de elementos, cabe ressaltar que para as aproximacoes de Bézier se-
riam necesséarios aproximadamente 20% da quantidade de elementos utilizados, mas pelo

motivo ja explicado acima optou-se por uma malha refinada.

A Tabela 7 apresenta os pardmetros estatisticos valor minimo, valor méximo, médio
e o desvio padrao para as quatro geometrias analisadas nesta secao com suas respectivas
discretizagoes. Para a superficie da taga, observa-se que para a aproximagao de Proriol (ou
Polinomial ) de grau 1 apresentou valor minimo negativo e mais préximo de zero do que
de um, o que mostra a proximidade da ortogonalidade entre este vetores na interface, ja o
valor maximo apresentou quantidade unitario positivo e a média com valor mais préximo
de um (0,96617), entretanto, com um desvio padrao de valor significativo (0, 13035), o
que mostra a dispersao significativa dos valores em relacao ao valor médio. Analisando a
mesma geometria (taga) por meio da aproximagao de Bézier G, observa-se o quao bom
é sua representatividade da continuidade do plano tangente, apresentando valor minimo
com a grandeza, do erro em relacao ao valor unitdrio, da ordem de 107® e valor médio
unitério e desvio padrao na ordem de 107!°, mostrando assim a excelente aproximacao e a
baixa dispersao dos valores com relagdo a média unitaria. Analise semelhante é observada
para as demais geometrias (colher, cabega, perna), cabendo apenas ressaltar que tanto
para a reconstrucao da geometria da perna quanto para a reconstrucao da geometria da
cabecga foram utilizadas uma quantidade maior de elementos devido a riqueza de detalhe
e curvaturas acentuadas que estas geometrias possuem, entretanto, cabe enfatizar, mais
uma vez, que para a aproximacao de Bézier G' seriam necessarios aproximadamente 20%

da quantidade de elementos utilizado nestas analises.

A fig.6.30 apresenta, em vista fronta e a fig.6.31, em vista superior, a variagdo das
componentes normais (n,, n,, n.) obtidas pela aproximagiao de Bézier G' (graficos (a)-
(c)) e pela aproximagao de Proriol, ou Polinomial, de grau 1 (gréaficos (d)-(f)). A partir
das fig®.6.30 - 6.31, e com maior riqueza na fig.6.32, observa-se a mudanca de coloracao
exatamente na interface entre elementos para a aproximagao de Proriol (ou Polinomial)
enquanto que para aproximacdo de Bézier G' a coloracdo torna-se constante em todas
as linhas da interface dos elementos, isto mostra que nao ha uma continuidade do vetor
normal quando calculado, por meio da aproximagdo de Proriol (ou Polinomial), na in-
terface entre os elementos e que quando o vetor normal é calculado na interface entre os
elementos por meio da aproximacao de Bézier observa-se a perfeita continuidade do vetor
normal, apresentando valor tinico (dentro da precisao de ponto flutuante) do vetor normal

na interface.

Continuando a analise, a fig.6.33 apresenta, em vista superior, a variacdo das compo-
nentes do vetor normal (n,, n, e n,) na superficie da geometria de uma colher. Os gréficos
(a)-(c) mostram, respectivamente, as componentes n,, n, € n, para a aproximacao de Bé-

zier G e os graficos (d)-(f) apresentam, respectivamente, as componentes n, n, e n, para
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a aproximacao de Proriol (ou Polinomial) de grau 1. Pode ser observado na fig.6.33, e em
detalhes na fig.6.34, a excelente representacao da suavidade pela funcao de Bézier, fato
justificado pela coloragao constante na interface entre elementos, no entanto, resultado
oposto é obtido par a aproximagao de Proriol (ou Polinomial), uma vez que ocorre uma
mudanca de coloragao na interface entre elementos e, assim, ndo podendo representar
superficies suaves. Analises semelhantes as realizadas para geometria da superficie da
taga e colher podem ser feitas para a superficie da geometria da cabeca (fig.6.35, fig.6.36,
fig.6.37) e da perna (fig.6.38, fig.6.39, fig.6.40).

Na fig.6.35, apresenta em vista frontal, na fig.6.36 em vista lateral e na fig.6.37 em
detalhes (nariz e olho) a variagdo das componentes no vetor normal para a superficie
geométrica de uma cabega. Nestas figuras, os graficos (a)-(c) mostram, respectivamente,
a variac@o das componentes n,, n, e n, para aproximacao de Bézier. J4 os graficos (d)-(f)
apresentam, respectivamente, as componentes n,, n, e n, para a aproximacao de Proriol
(ou Polinomial) de grau 1. Nos graficos (a)-(c) é observado na interface entre elementos
(linhas pretas) a presenga de uma tnica tonalidade de cor na regiao em que os elementos
sdo interceptados, ou seja, obtém-se uma tinica normal (na interface) tanto calculado pelo
elemento da esquerda quanto pelo elemento da direita, o que nao é observado nos graficos
(d)-(h).

Na fig.6.38, apresenta em vista frontal da superficie da perna, na fig.6.39 mostra a
regiao do pé e na fig.6.40 sdo mostrados detalhes do pé quanto a variacdo do vetor nor-
mal na regido de interface dos elementos. Os graficos (a)-(c), destas figuras, apresentam,
respectivamente, a variagdo das componentes n,, n, e n, para a fungao de Bézier G' e os
graficos (d)-(f) mostram as mesmas variagoes para a aproximagao de Proriol (ou Polino-
mial) de grau 1. Diante das fig®.6.38-6.40 pode-se observar a enorme superioridade na
aproximacao de superficie suave pelas funcoes de Bézier G quando comparada as aproxi-
magoes de Proriol (ou Polinomial), sabendo-se que existe limitagoes na elevagao do grau
desta ultima aproximacao quando utilizado o software Blender, fez-se uso da afirmativa
de conformidade G' quando se eleva a discretizacio, ao limite (DEMKOWICZ et al., 2009),
para optar em utilizar uma malha refinada, objetivando assim tentar amenizar problemas
da aproximacao. Mas, observou-se que nao ocorreu melhoras na representatividade das
superficies suaves, principalmente, quando as superficies possuem curvaturas nao constan-
tes e acentuadas. Além do mais, por meio de estudos das se¢des anteriores para superficies
paramétricas, observou que a elevacao do grau da aproximacao nao proporciona melhoras
significativas na representacao da continuidade do plano tangente. Diante deste fatos,
pode-se constatar que tanto a quantidade de elementos quanto o grau da aproximacao
nao sdo parametros primordiais para proporcionar continuidade G, ou seja, apenas em
condigoes extremas e em situagoes com quantidade de elementos surreais que poderia ter
a constatagao da afirmativa de Demkowicz et al. (2009), e mesmo assim sem garantias de

que nesta situacao venha ocorrer continuidade de planos tangentes.
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Figura 6.30 — Modelagem da geometria de uma taga (vista frontal). Os graficos (a)-(c) mostram as
componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os
graficos (d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela
aproximagao Polinomial quanto de Proriol.
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Figura 6.31 — Modelagem da geometria de uma Taga (vista superior). Os gréaficos (a)-(c) mostram as
componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os
graficos (d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela
aproximagao Polinomial quanto de Proriol.
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a) Detalhe (a d) Detalhe (a

b) Detalhe (b)

C) Detalhe (c)
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Figura 6.32 — Os gréficos (a) e (d) mostram os detalhes da vista superior para a componente X do vetor
normal. Os gréficos (b) e (e) mostram os detalhes da vista superior para a componente Y do vetor
normal. Os graficos (c) e (f) mostram os detalhes da vista frontal para a componente Z do vetor normal.
Griéficos (a)-(c) utiliza aproximacio de Bézier G' e (d)-(f) utilizam aproximacgao Polinomial (ou Proriol).
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Figura 6.33 — Modelagem da geometria de uma colher (vista superior). Os graficos (a)-(c) mostram as
componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os
graficos (d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela
aproximagdo Polinomial quanto por Proriol.
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Figura 6.34 — Detalhes na construgéo da geometria de uma colher. Os gréficos (a)-(c) mostram os detalhes
das componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'.
Os gréficos (d)-(f) mostram os detalhes das componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente,
obtidas tanto pela aproximacao Polinomial quanto por Proriol.
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Figura 6.35 — Modelagem da geometria de uma cabega (vista frontal). Os gréficos (a)-(c) mostram as
componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os
graficos (d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela
aproximagao Polinomial quanto de Proriol.
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Figura 6.36 — Modelagem da geometria de uma cabega (vista perfil). Os gréficos (a)-(c) mostram as
componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os
graficos (d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela

aproximagao Polinomial quanto de Proriol.
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Figura 6.37 — Detalhe da modelagem do nariz e olho da cabega (vista perfil). Os gréficos (a)-(c) mostram
as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os
graficos (d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela
aproximagao Polinomial quanto de Proriol.
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Figura 6.38 — Modelagem da geometria da perna (vista frontal). Os gréficos (a)-(c) mostram as compo-
nentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os graficos
(d)-(f) mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela aproxi-
macao Polinomial quanto de Proriol.
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Figura 6.39 — Modelagem da geometria do pé. Os gréficos (a)-(c) mostram as componentes X, Y e Z
do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximacio de Bézier G'. Os graficos (d)-(f) mostram
as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela aproximagao Polinomial

quanto de Proriol.
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Figura 6.40 — Detalhe da modelagem da geometria do pé. Os gréficos (a)-(c) mostram as componentes
X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas pela aproximagdo de Bézier G'. Os gréficos (d)-(f)
mostram as componentes X, Y e Z do vetor normal, respectivamente, obtidas tanto pela aproximagao
Polinomial quanto de Proriol.
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Tabela 7 — Pardmetros estatisticos para o cosseno do dngulo entre as normais na interface dos elementos
adjacentes obtidas pelas aproximacoes de Proriol (ou Polinomial) de grau 1 e pela aproximagao de Bézier
G' para geometrias complexas: taca, colher, cabeca e perna.

N° de
Elemento

Angulo entre normais de elementos adjacentes

Minimo

Maximo

Médio

Desvio Padrao

3680

Proriol ou Polinomial
(Grau 1)

Bézier G*

-0,1479621468

0,9999999881

1,0000000000

1,0000000000

0,9661788174

0,9999999999

0,1303518410

6,709128 (101°)

7110

Proriol ou Polinomial
(Grau 1)

Bézier G*

-0,8199338785

0,9999999165

0,9999999999

1,0000000000

0,9877021372

0,9999999999

5,292899 (102)

8,054794 (10°19)

12352

Proriol ou Polinomial
(Grau 1)

Bézier G*

0,0051921329

0,9999982713

0,9999999999

1,0000000000

0,9806132945

0,9999999999

4,956943 (10?)

6.425165 (10

PERNA |CABECA |COLHER | TACA

15552

Proriol ou Polinomial
(Grau 1)

Bézier G*

0,7420326199

0,9999999987

0,9999999999

1,0000000000

0,9943571583

1,0000000000

1,023089 (102)

1,811079 (10°%)
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CAPITULO 7

Tratamento de singularidade e analise

numeérica de convergéncia

Apds apresentar a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno com con-
sideragao da microestrutura (Capitulo 4) e de ter apresentado as aproximagoes
de Proriol, Polinomial (Capitulo 5) e por dltimo as fungoes de Bézier com
continuidade geométrica G* (Capitulo 6), este capitulo apresenta a técnica de
tratamento de singularidade para as solucoes fundamentais do MEC cldssico
e, também, para a formulagio ndo-cldssica (micromecdnica). Sdo desenvol-
vidas as expressoes explicita em série de Laurent dos nicleos das integrais
singulares e hipersingulares do MEC classico e nao-cldassico. E por ultimo sao
analisadas as condigoes de convergéncia para os termos da série e verificado a
precisao da técnica de tratamento de singularidade em elementos curvos requ-
lares e distorcidos para as aproximagoes da geometria utilizado nos capitulos

anteriores.

7.1 Introducao

Historicamente, o método dos elementos de contorno tem utilizado discretizacoes de
baixa ordem, geralmente de grau um, para modelar a geometria e as variaveis fisicas
de superficie. Recentemente, entretanto, tem-se aumentado o interesse na utilizacao de
métodos de alta ordem, a fim de se obter melhor precisao aos resultados com menor
aumento do esfor¢o computacional. Diversas sao as areas de aplicagoes dos elementos de
alta ordem tais como em actustica (CANINO; OTTUSH; STALZER, 1998), eletromagnetismo
(RJASANOW; WEGGLER, 2013) e elasticidade (GAO; DAVIES, 2002). Uma das principais
dificuldades na utilizacao do MEC de alta ordem é a falta de métodos eficazes para o
desenvolvimento preciso das diversas integrais singulares sobre elementos curvos.

Uma férmula unificada para o tratamento de integrais, calculadas em elementos cur-
vos, com qualquer ordem de singularidade é proposto por Guiggiani et al. (1992), a qual
¢ chamada de método de Guiggiani. Este método é embasado na técnica de subtracao

de singularidade que tem sido amplamente utilizada no MEC. Neste procedimento as
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partes singulares sao extraidas do integrando e tratadas analiticamente. As partes res-
tantes sao regulares e assim as regras de quadraturas Gaussianas convencionais podem
ser empregadas ou, ainda, ser empregada outra quadratura especial que proporcione a
reducao no nimero de pontos necessarios para alcancgar a precisao desejada na integracao
numérica. Mais recentemente, Bremer e Gimbutas (2012) propée um método em que a
precisao no calculo da integragao numérica é da mesma ordem de grandeza da precisao
do computador. O problema com esta quadratura especial proposta por Bremer e Gim-
butas (2012) é que sua construgao é complicada e demorada. Método de transformacao
de variaveis, também conhecido como cancelagao de singularidade, elimina a singulari-
dade do integrando pelo Jacobiano nulo no ponto campo através de uma modificagao
adequada de variaveis. Embora simples de implementar, é geralmente dificil de ser usado
no tratamento de integrais hipersingulares.

Neste trabalho é utilizado como teoria base para o tratamento da singularidade o
método de Guiggiani (GUIGGIANI et al., 1992). Este tratamento de singularidade, assim
como diversos outros tratamentos, tem sempre a transformacao de coordenadas polar
(TCP) como base comum (CARLEY, 2007; JOHNSTON; JOHNSTON, 2003; GAO, 2010).
Esta transformacao conserva a integral de superficie, entretanto as variaveis de integracao
estao presentes nas diregoes radial e angular.

Este capitulo esta organizado como segue. Secao 7.2 apresenta a analise limite das
equagoes integrais do MEC tanto na abordagem classica quanto microestrutural, na secao
7.3 é realizado o tratamento das singularidades nas equagoes integrais (cldssica e micro-
mecénica), na se¢ao 7.4 é realizado a expansao em série e a analise de convergéncia da
solucao fundamental para a formulacao do MEC microestrutural tridimensional, em se-
guida, na se¢ao 7.5 sao explicitadas as expressoes das série de Laurent e dos parametros
B(0) e v(0) para problemas elastostaticos para o MEC 3D e, por dltimo, na se¢ao 7.6 é
realizada a verificagdo da eficiéncia do tratamento da singularidade aplicado a elemento

Curvos.

7.2 Anadlise limite das equacgoes integrais do MEC

Nesta secao é apresentada, de forma sucinta, a andlise limite para as equagoes integrais
dos problemas elastostaticos 3D tanto pela abordagem classica do MEC quanto pela
abordagem considerando efeitos microestruturais.

O ponto de partida de qualquer andlise do MEC ¢ a equagao integral, que para o
caso de interesse deste trabalho sao as equagoes integrais para problemas elastostaticos
com abordagem da micromecénica e classica. As equacgoes do MEC classico e da micro-
mecanica, as quais sao inicialmente validas para quaisquer pontos dentro do dominio V,
sao analisadas quando os pontos estao no contorno. Para tanto é necessario considerar o

limite quando = — ¥, € S, ou seja, quando o ponto fonte, x € V| tende ao contorno do
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Figura 7.1 — Ponto fonte x localizado na superficie e contornado pela semiesfera

problemas.

Como corriqueiro, para fazer o ponto fonte tender ao contorno, S, o dominio do pro-
blema é aumentado no entorno do ponto fonte por uma regiao semiesférica, com contorno
SZ, raio d, como ilustrado na Figura 7.1. O contorno do problema é agora representado

por

S4 = (S —S5)+ S5 (7.1)

onde Ss é a porcao do contorno original que foi removido. O comportamento das singu-

laridades podem ser estudadas fazendo o limite quando § — 0 e portanto S4 — S.

7.2.1 Formulacgao classica

Diversas sao as formas para obter as formulagdes do MEC classico, tais como pelo
teorema da reciprocidade, pelos conceitos dos residuos ponderados ou pela abordagem
variacional. A formulagao do MEC classico para problemas elastostaticos 3D com ponto
fonte pertencente ao dominio V' é dada por (ALIABADI, 2002):

u(@) = [ Ule, ) - tu)dS,, — [ Ta.) - u(wn)ds,,, (72)

o(@) = [ D"(x,p) - t)dS, — [ $"w.) - ulwn)ds,, (73)

onde u e t sdo os deslocamentos e as forcas de superficies, respectivamente. Os pontos
T e Y representam os pontos fonte no dominio e os pontos campo no contorno, respec-
tivamente. A Eq.(7.2) representa a equagao integral para o ponto fonte pertencente ao
dominio V', j4 a Eq.(7.3) é a identidade integral para tensdao também calculada para ponto
fonte no dominio.

As solugoes fundamentais U(z, ), T(x,ys), D(z,y) e S(z,yp) s@o, respectivamente:

! (34 T+ £ o, (7.4)

Ul ) = 16mu(1 —v)
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T(z,y,) = —M (- Vr)[(1—20)T+ 38 @8] + (1 - 20)
mei-ion), (7.5)
D¥2(, y,) M (1-2) 1o +1ed)® - (FaD)
1R ®E), (7.6)
S32(z, ) = M {3 (n-1) {(1 —-2)T@I+v {(I 1)+ (I f-)312}

SO+ (FONRF+TREON) +(1-20)3nQF 7T
+I@n)* + (Ien)n®?| - (1-4)neI}. (7.7)

Uma vez que as equagoes integrais de contorno para deslocamento (Equagao 7.2) e
para tensao (Equacao 7.3) sao validas para qualquer ponto fonte dentro do dominio V/,
o processo limite é realizado por meio da consideragao da regiao semiesférica no entorno
do ponto fonte z. Portanto quando § — 0 (ou S* — S) as Eq.(7.2) e Eq.(7.3) tornam,
respectivamente (ALTABADI, 2002):

C (@) ule)+lim { [ [Tlew) - ulw) = Ulo.) -t dS) =0, (79

0—0

C(z) : o(x) + lim { / 87 w) - ulm) ~ D) - )] S +

u(z) - 2 5@’)} —0. (7.9

Onde os tensores C(z), C(z) e B*?(x) possuem componentes (limitadas) que dependem
somente da geometria local de S em z. Se  é um ponto do contorno suave e S5 tem a
forma esférica, o termo livre C(z) e C(z) na Eq.(7.8) e Eq.(7.9) sdo, respectivamente,
reduzidos a 0,51 e 0, 51(= 0, 50,;6:).

O nivel de singularidade dos ntucleos das equacoes integrais de contorno pode ser
definido como (GAO, 2010)

5 <0, regular
0<B<D—-1 fracamentesingular
f=D-—1  Fortementesingular (7.10)
g=D hypersingular
g >D supersingular

onde D é a dimensao cartesiana (neste trabalho D = 3) e 8 é o expoente que acompanha
a distancia entre o ponto campo e o ponto fonte, (f(y,z)/r?). Assim, de acordo com a
Eq.(7.10), a Eq.(7.4) ¢ classificada como fracamente singular, as Eq.(7.5) e Eq.(7.6) sdo

fortemente singular e a Eq.(7.7) hipersingular.
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7.2.2 Formulagao microestrutural

Ni item anterior foram apresentadas as equagoes integrais, tanto de deslocamento
quanto de tensdo, para a analise limite, ou seja, quando o ponto fonte (pertencente ao
dominio) tende a superficie (ou contorno) do problema elastéstatico 3D cldssico. Nesta
secao ¢ apresentada as equacgoes integrais para a formulagdo do MEC considerando efeito
microestrutural quando a analise limite é realizada.

A analise limite é inicialmente feita para cada termo da Eq.(4.71) com consideragao
de superficies suaves e auséncia da forca de corpo, tornando assim a analise limitada a

equagao:
o)+ [ {P @) i) = U - Pn) } S,

= [1Q @) Rw) — R (00) - ()] S (7.11)

No limite, quando § — 0, as integrais sao calculadas da seguinte forma

LR @) a(w)ds,, =lm [ R (ew)-qw)dS, +

(lsl_If(l) - R (z,uy) - q(yp) dSy,, (7.12)
LB o)) ds, =lm [ B () u(w)dS, +

(lsig(l) 5t P (z,uy) - u(yp) dSy,. (7.13)

J& as equacoes

/ :L’ yb (Z/b) dSyb

Q@) R(w)ds,,
sao regulares e nao ha necessidade de serem calculadas suprimindo porgoes da superficie
S.

A partir da expansao em série de potenma para as solugoes fundamentais (ver se¢ao
7.4) é possivel constatar que os nicleos R (x,up) € P (x,yp) possuem smgularldade de
ordem O (r71) e O (r72?), respectlvamente ou seja, segundo a Eq.(7.10) o nicleo R é
fracamente singular, ja o nucleo P’ & fortemente singular.

Para o calculo da tdltima equagao integral, tanto da Eq.(7.12) quanto da Eq.(7.13), é
feito uso da representagao em coordenadas esféricas, segundo Figura 7.1, para os seguintes

pardmetros pertencentes aos niicleos R (z, 1) e P (2, 1)

r = e.cos ¢.senf.i + e.send.senf.) + . cos 0.k, (7.14)

n =t = cos ¢.senf.i + seng.send.j + cos 6.k, (7.15)
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Jar ¢
—— —Z 1
ds,, = e*senfdfdg. (7.17)

Assim, tem-se

lim [ R (ey)-q(w)dS, =lme [ F (0.6)-q(y)dodo = 0
5

6—0 s;‘ §—0

e com o auxilio do primeiro termo da expansao em serie de Taylor do deslocamento e da
continuidade de Holder (Ju (yp) — u (x)] < Cr®, 0 < a < 1) chega-se a

lim P (x, ) - u(yp) dS,, = lim P (,yp) - [t (yp) — u(x)] dS,, +

6—0 S;r 6—0 s;
tig /. P (z,4)dS,a(z)  (7.18)
com
fiy [P o) - [@ ) = @ 2] Sy, =0, (7.19)
€
lim - P (z,yp) dSy,u(z) = a(z) - u(z). (7.20)

Com o auxilio das F¢®.(7.12), (7.13) e E¢*.(7.18-7.20), a Eq.(7.11) se torna

=~ k

d@) @+ [P @) am) + R @) a(w)fdsi,

= /S {fj* (r.95) - P () + Q () R (yb)} ds,,. (7.21)

U (wy) 0Q (zs) OR (z,y) . IP (w,ys)
ong ’ Ong ’ Ong € ong pos-

suem singularidade de ordem O (1), O (r~1), O (T_Q)”e O (r=3), respectivamente. Fazendo

Como serd mostrado na secao 7.4, os ntcleos

uso das Fq°.(7.14-7.17), da expansao em série de Taylor dos termos @ (ys), q (ys), R (yp) €
da continuidade de Holder (MUSKHELISHVILI, 2008), tem-se os valores das integrais

0Q (7, ) L Q. (, ys)
/S R dSy, =lim | TS R () dS, (7.22)
OR (z,y,) . OR (z,1) ]
/; T . q (yb) dsyb - %1_13"(1) 55, T . q (yb) dSyb + rY . q (.T) , (723)
/M-ﬂ(y)ds = lim / af)(x’yb).ﬂ(y>ds —|—u(a:)6 L

s Ong PP 550 | sl Ong b) Aoy, ;

B-q(x). (7.24)
Com N
’7 — hm Mdsyb’

3-0 Jst Oon,
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et [, L,
Fazendo uso das Eq®.(7.22-7.24), a Eq.(4.73) fica
&(x) - 3;(5) :LW.P(%) ds,, + lim - [W "R (yy) —
aRafj"y’ y <yb>] ~liny {/ apa(ny) i () dS,, — u (2)- f;] - (729)

onde é(z) =1+ B+7= %f para ponto fonte sobre o contorno suave.

7.3 Tratamento das singularidades nas equacoes in-
tegrais do MEC

Neste item é mostrado, em termos gerais, o algoritmo geral proposto por Guiggiani
et al. (1992) para o tratamento de singularidades. Como aplicacao deste algoritmo ge-
ral, nesta segdo este é aplicado as singularidades presentes nas Eqs.(7.8) e (7.9), para
fomulagao cléssica, e nas Eqgs.(7.21) e Eq.(7.25) para formulagao microestrutural. No en-
tanto, por generalidade, ¢ realizada a analise da equacao hipersingular, pois as demais
sao obtidas como caso particular desta. Sendo assim, tem-se como objetivo a evolucao da

quantidade limitada, presente na Eq.(7.9) (ou de forma similar Eq.(7.25)),

iy { [ (8% un) ~ Do)t a5 + o) 20 rz

6—0

onde 8*'% = O (r=3) e D*? = O (r72) e, consistentemente com o célculo de B3'%(x) e

C (), a regidao Ss ao redor de z em S é dada por
Ss = {w» € Sllyp — x| <6}, (7.27)

O célculo da equagao integral (7.26) pode ser dividida das equagoes

tim {— [ D"y - t(n)ds (7.28)
lim { /S i S312 (2, ) - u(yy)dS + u(z) - 5(5”) } : (7.29)

A Eq.(7.28) é fortemente singular e o seu calculo pode ser obtido como particularizagao
da evolugao da integral da Eq.(7.29). Desta forma, nesta se¢ao é apresentado o algoritmo
geral para as equagoes integrais hipersingulares (formulagao cldssica) e generalizada para

os demais tipos de singularidades e para a formulagao microestrutural.
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a) b)

SS
Figura 7.2 — Ponto fonte (a) em um elemento e (b) conectado por varios elementos

Como usual, em cada elemento do contorno, a variavel de campo é representada pela

fungao de forma N (&1,&) de coordenadas local € = (&1,&,), assim, por exemplo, u =

e’

A(e)
> N (y)]ul, com A(e) sendo a quantidade de nds por cada elemento. Portanto, a
a=1

integral da Eq.(7.29) pode ser reescrita

B312 l‘)
IT= (151_13(1) {/SSS(; 8312(1', yb)Na (617 €2> dS + N (771, 772) 5 } ) (730)

onde n = (11,72) é a imagem no plano paramétrico do ponto de colocacao = e Sg é a
regiao, ou elemento, que possui o ponto fonte como mostra a Figura 7.2.

Por meio da representacao usual para a geometria em termos das fungoes de formas
e coordenadas nodais o elemento de contorno Sg é mapeado em uma regiao Rg de forma
padrao no plano paramétrico (geralmente, um quadrado, ou um tridngulo). Por conse-
guinte, a vizinhanga S5 de x no espago tridimensional é mapeado na vizinhanga o5 de  no
plano paramétrico (Figura 7.3). E importante observar que, em geral, os de 7 nao é neces-
sariamente um circulo. No plano paramétrico de coordenadas intrinseca (adimensional),
a expressao da Eq.(7.30) torna

312(1,)
I =lim {/R Y Sm(xayb)Na (51,52) J(fl,&) d§d§; + N (771,772) 5 } ) (7-31)

6—0

onde dS = J (517£2> d£1d§2
Seguindo a pratica comum do MEC, no plano paramétrico, sao definidas as coordena-

das polares (p,0) centrada em (11, 72) que é a imagem de = (Figura 7.4)

{gl =" + pCOS@ (732)

& =1 + psend ’

assim d&,d&y = pdpdf. Desta forma, a partir da Eq.(7.31) e Eq.(7.32) tem-se

17T =i M e 0y dpdd 4 N B (z) 7.33
— % /0 /a(éﬂ) (,0) dpdf + (m ) 0 7 (733)
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Figura 7.3 — Imagem no plano paramétrico do elemento de contorno e da regidao subtraida

&)

<

Figura 7.4 — Plano paramétrico em coordenadas polar

onde F (p,0) = S32(x,yp) N (£1,&) J (£1,&) p = O (p~?) é o integrando hipersingular,

p = a(6,0) é aequagdo em coordenada polar de o5 (ver Figura 7.4), e p = p (f) é a equagao

em coordenadas polar do contorno externo do dominio paramétrico Rg (ver Figura 7.4).

Fazendo a analise da funcao singular F (p,#), a qual possui singularidade de ordem

O (p™?), pode esta fungao ser expandida em série de Laurent com respeito a p na forma
L Fa(0) | Fa(9)

Flp) === +—=+0(). (7.34)

Observa-se na Eq.(7.34) que tanto F_; quanto F_, sdo apenas fungoes reais de 6. A
dependéncia em 6 é crucial para a expansao na Eq.(7.34) representar o comportamento
assintotico de F (p,0), quando p — 0. Além da expansdo (7.34) ser um dos ingredientes
da analise de Guiggiani et al. (1992), também é de grande relevancia a expansao em série

de Taylor para « (6, 6), com respeito a §
p=a(6,0)=068(0)+0(0)+0 (). (7.35)

Nota-se que, em geral, p = §/3 (#) é a equacao de uma elipse (ver Figura 7.4).
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Uma forma sistemdtica de obter as expressoes explicitas de F_o (0), F_1(0), 8(0) e

v (6), tanto para formulacao classica quanto microestrutural do MEC, é apresentada na

proxima segao.
Para realizar o tratamento de singularidade da Eq.(7.33) é adicionado e subtraido os

dois primeiros termos da expansao em série Eq.(7.34), obtendo assim

T = lim { 0 p(e) [F < 2 (0) (Q)N dpdf +

650 a(s6 p? p
o p(0) F () F_ B312
/0 /p d 40 + / /p dpde + N (1, 1m2) 5(33)}

«a(0,0) of
— [+ I+ 11,  (7.36)

Cada termo Iy, 111 e I1_5 na Eq.(7.36) é agora analisado separadamente.
De acordo com a Eq.(7.34), o integrando do termo I é regular. Portanto, o limite é

direto e torna-se

m= [ [F (0,6) - (F 20, 2 ;(”ﬂ dpds. (7.37)

Esta integral dupla pode ser desenvolvida pela regra de quadratura padrao.

Analisando a integral I1_; tém-se

s p(0) F
I, = lim / O EAO) 0

s—00 Jo  Ja@ge) p
2
= lim F1(0)In|p(0) —In|a(,0)|] dd
é—o00 Jo
27r 2m
_/ n|p @) do— lim [ F_,(8)In]65(8)|d8
d—o0 Jo
B 2 pA (0 B |: 2 :|
_/ F_ ) do 611111 (111(5)/0 F_1(0)do
2 9)
= F_y 7.38
Ol (7.38)

A Eq.(7.38) mostra que I1_; é equivalente a uma simples integral unidimensional regu-
lar. Para o célculo da integral acima (Eq.(7.38)) foi utilizado a propriedade [i™ F_ () df =
0, a qual é valida quando F_; () = —F_; (§ + 7). Contudo, o fato que a integral acima
deva desaparecer nao necessariamente precisa ser explicitado para cada caso. Na ver-
dade, se a integral de 0 a 27 para F_; () nao for nula, o dltimo limite na Eq.(7.38) seria
ilimitado, o que conduz a uma contradicao, uma vez que Il tem sido ser mostrado ser

limitado (decorre da validade da segunda identidade de Green em €25, em que tudo aqui
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é desenvolvido). Um tratamento semelhante é aplicado a [1_, tal que,

2 312
IT_5 = lim l/ /(6 Fa(6), pdf 4+ N* (m,nz)B 5(:6)]
a(4,0)

6—0
ZE%{A F2w>rﬁé>+aéeﬁdﬁ+N<m””Bma)}

= lim {/027r F2(0) (1 57(9)> df + N (m,m2) Bm }

/0 (9) % 4o

27 312
= lim <1> {/ b (e)dQJrNa (11, m2) B
0

50)
2n 1
A‘“(lg@ m&w

- [P0 [5G+ 5] @ )

Portanto, I1_5 é também equivalente a apenas uma integral regular unidimensional.

De acordo com as E¢°.(7.37-7.39), a seguinte formula final para integrais de superficie

hipersingular pode ser escrita

A L s | L

/0 {Fl(e)ln (0)‘ F_ (9)[7(0) ! Hd@ (7.40)

(6) p2o) (o)

e se o ponto singular estd na interface de mais que um elemento como mostrado na
Figura 7.2-(b), a férmula da Eq.(7.40) torna

=3 { / = / [Fm p.0) - (F%Q(Q) + Fﬂpw))] dpdf +

/9 ;m lFi”l (0) In g: EZ;| — I (0) <[;: ((g))]Q + ﬁml( 9))1 de}, (7.41)

onde o indice m refere-se a um elemento em torno do ponto de colocacao de cada vez, e

07" < 60 < 65" no m-ésimo elemento.

7.4 Expansao em série e analise de convergéncia da
solucao fundamental para a formulacao do MEC

microestrutural tridimensional

Nesta secao sao realizadas as expansoes em série das solugoes fundamentais apresen-

tadas nos Apéndice D e Apéndice E, e em seguida é analisado a regiao de validade destas
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expansoes. Neste trabalho, objetivando a analise limite das solugoes fundamentais , tais
como , a analise da ordem de singularidade e tratamento da regidao de camada limite (re-
gido de variagdo répida) das solugoes fundamentais da micromecénica, as quais nao sao

tao Obvias quantas as das formulagao classica, é realizada a expansao em série do termo

exponencial
,T/g — - (_1)n Tn
e Y
nzz;) nlgn

o qual é em seguida substituido nas solugoes fundamentais. Esta forma expandida é
util tanto para a obtencao das expressoes explicitas presentes na técnica de subtragao de
singularidade (Equagao 7.40 ou Equagao 7.41) quanto para a precisao computacional no
calculo das solugoes fundamentais e por consequéncia no célculo da integrais do MEC
microestrutural.

Desta forma, torna-se de grande importancia a obtengao das expansoes em série das so-
lugbes fundamentais, uma vez que sao estas expansoes (dentro do seu dominio de validade)
os termos a serem implementados computacionalmente e que auxiliarao no tratamento das
singularidades. Com isto, seguem as expansoes em série finais dos termos desejados e a

ordem de singularidade quando a analise limite em uma regiao esférica é realizada.

7.4.1 Expansio em série da solucio fundamental U* (r, 1, v, g)

Realizando a analise limite da Eq.(7.42), observa-se que esta equacao nao possui sin-
gularidade a medida que os pontos fonte e campo se aproximam, ou seja, diferentemente
da formulacao classica do MEC, a soluc¢ao fundamental em deslocamento da formulagao

microestrutural é regular.

i _ 1 2(5—6v)1
U (T’M’V,g>_16ﬂu(1—y)l 3 §I+
s p(2(k+1) =41 —-v)(k+2)(k+1)\ r*!
(,;2(—1) ( 712 ) p )[_
oo ok 2(k+1)(1—k) rk—lf )
kz::z( & ( (k +2)! )Qk ®1 (7.42)

7.4.2 Expansao em série da solucao fundamental CZQ (r, , v, g)

Assim como na solugdo fundamental em deslocamento (Equagao 7.42), quando é rea-
lizada a anélise limite para a Eq.(7.43), observa-se com auxilio das Eq.(7.44 - 7.46), que a
solucao fundamental @ é regular, ou seja, é finito o valor limite quando o ponto campo

tende ao ponto fonte.

1

é* (r,p,v,9) = 1670 (1 —v) [1‘1 (ny - 7)

>

©t+B(n, - 1)I-Cm,ef+fon,)|,
(7.43)
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A=y e () e (7.44)

A ’i 1) (% 2 &12 ;5!+ zk)) ;z: _ ,,gl (—1)* ((k ikm) ;: (7.45)

o= 3 0 () (7.46)

7.4.3 Expansao em série da solucao fundamental R (r, 1, v, )

Com auxilio das Eq.(7.48 - 7.54), a analise limite da Eq.(7.47) apresenta singularidade

fraca, ou seja, singularidade de ordem r~*.

2

é*(r’“’”’g):W(gl_y)[A(ny-f)ny®f+Bny®ny+
(C1(ny-f)2 +02) I+ (Dl(ny.f)Q +D2>f®f+
E(”y ) 7ﬁ)7g®ny]7 (7.47)
_ 1 > B n4(n+3)(n—f—2)(—n—|—1)(n+1)7«n71
A_QQQT_'_?;( 1) (n+4)' gn+2+
1 a R T
v <—2g270 +n2:jl(—1) 12 gm) : (7.48)
(& k(4K E3) (k+2) (k+ 1)) !
B_< g°r ,;( Y < (k+4)! >gk+2>’ (7.49)
B-d) & A(k+3)(k+3) (k+1) (k—1)) r*!
“= 29°r - lczl(_l)k ( (k+4)! > ght2 +
00 & 4(k+1)(k_1) rk—1
V,;l(_l) ( (k+2)! >gk+2’ (7.50)
_ (=3 +4v) > (k+3)(k+3)(k+ 1)7“1@71
C2 29°r 4};(_1)’“ (k + 4)! g2
- g (k+1) rkt
! k;(— S v ig (7.51)
_ (.3 C- p(4(k+3)(k+1)(k—1)(k—3)\ rF!
oe <2927“ +kz::1(_1) ( (k +4)! ) gm) ) (7.52)
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B 1 S p(E+3)(=k+1)(k+1)rk?
D2 —292r—4;(—1) (] e (7.53)
1 o0 (k+3)(=k+1)(k+1)rkt
e
v 0 n(n—1)(n+1)r"1
FovEertGE

7.4.4 Expansao em série da solucao fundamental ]5* (r, 1, v, g)

Com auxilio das Eq.(7.56 - 7.86), a analise limite da Eq.(7.55) apresenta singularidade
forte, ou seja, singularidade de ordem =2 & medida que o ponto campo se aproxima do

ponto fonte.

~x . o
P <T7#7V?g):[ny'7 +(ny®ny):aT
Y

(Vom,)(m,@n,): i — (Vo) 7] (7.55)

:*2134)

—ny-(V-ﬁ*>—ny-(V-u

com
. 1 = s B " = o A
(n, )T:167r(1—1/) {A(ny-r)r®r+B(ny-r)I+B(ny®r)—|—Cr®ny}, (7.56)
com
X 4k(k +2)(=k +2)\ rk1
A= —1)k 7.57
I e et (757
_ Ak (k +2)% rk-1 e L 4k Rl
BN (L) _ U 7.58
2 Vg e (Y g (7.38)
= > 4k (k +2) r*1 o L kRt
C=- —1)F 4 1) 7.59
L T g L Y g (099)
o " 1
[(ny@@ny)-ny] :m(Glf®f+GQI+G3f®ny+G4ny®f+
G5ny & ny) s (760)
com

15 > 4k (64 — 20k? + k) rh-1
2 k a)3
R e e I L

(9_i(_1>k12k(—2+k)(k;+2)(k+4)r— )(nx.f-)], (7.61)

29°r2  — (k+5)! ght3
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9 - Ak (k + 4)2 (k2 — 4) rk-1
2 k
279 K_WJFZ(_D (k +5)! g

k=1
o Ak —4)r y
( 9T2+Z( D (k+ 3)! gk+3>>(ny'r) +

( 9 & 12k (k+2) (k4 4)rkt

- _1 B
2g%r? +/§::1( ) (it 5)l =

(e X 0 SRS )) e,

2,2
g-r i

2 9 > R 12k (b —2) (k+2) (k +4) r*!
Cs=9 {(2927“2_2_:(_1) (k+5)! ght3

3 s phk (K2 —4) rkt .

4I/< 2 _kz::l<_1) (k +3)! gk+3>> (n, -1)° —
3 > 12k (k + 2) (k + 4) vk
W_Z:(_l)k (k + 5)! gkt3
1 - pk (k+2) rt

v <W+Z(_1) <k_|_3)!gk+3>}z

k=1

2 3 . 4k (k —2) (k +2)% (k + 4) r+—1
1= { (g 5 D
6 = 4k (k2 — 4) rk—1 N
V<_,§::1(_1)k (l§+3)!)gk+3>>(ny-7") +

1 - Ak(k +2)% (k 4 4) r+1
tL (_1)k (k +5)! gk t3

k=1

2 - w4k (k4 2) rk=1
V<W+§(_1) (k+3)! gk+3>}’

1 = pAk(k+2)% (k4 4) rk1

co1m

6 & LAk (k2 — 4) k=1
=G~ 2 () (k+3)! gh+s’

202
gre =

_ .2 = Ak (k4 2) rk1
HQ_L]QTQ+X_:( ) (k+3) gk+3

4 s v Ak rh—1
3 -1

TTngk;l(—l) i) gk+3>(ny.f~).

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)
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2 > wak (k+2) rkt
Ho= |——= _
3 [ 927“2 kgl( ) (k+3)' gk+3+
4 0 k 4k Tk_l
—_—— —1)' 1. 7.69
(et D 0 )| (7.69)
~%2134\1T 92 A AN A o A
o, (VA7) :m{Ll(ny'r)HLz(ny-r)r@H
Ly(n, @t +1r®@n,)}, (7.70)
com
4 e k 4]{7 T‘k_l
Li=|—= —1)'——=] (1= 71
Ly, =0, (7.72)
L =0. (7.73)
=51 T 92 Vs'n A N
[(Vs.ny)(ny@)ny):,u} :M{Mﬂ'@r—kMﬂ—l—
M;(n, -t)n, ®T+ My (n, - t)T @n, + Msn, ®n,}, (7.74)
com

3002 49— 10k + k) k1 R
M, = ~1 )% -
' (2927“ " ;( ) (k+4)! gkt (- £)

1 & A (=1 +k) (1K) (3+k) !

2% ! kzz:l =) (k+4)! ght2’ (7.75)
_ (3 — w4k + 3)2 (1— k2) ph- B
My = (29% kZ::l( 1) (i +4)! s
2 - R4 (1 — k) rkt .
y(ﬁ’—i_kz::l(_l) (k+2)! gk+2>> (n, -1)° —
3 pd(k+1) (k+3)% it
2927a - ];1 <_ ) (k‘ T 4)| gk+2
2 < R4 (k+ 1)kt
g ngT * ,;1 (=1) Mgk+2] : (7.76)
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LS A =R (1) (k4 2) (k4 3)
e g +k§1 =) (k4 4)! ghtz
k41—k2)
<w+kzl (k+2)! gk+2>’
1l & 8k (k+1) (k+3)rk!
My = g2r+k§1( 1) (k+4)! gk+2+
Iy (1— k?) k1
<+Z (k+2)! gkz+2>’

1 e 4(k+1)(k+2)(k+3)rk!
M5:_T_¥(_1)k ( >(/i+4)|)( )gk+2'

(Von,): 7] = m(%) (N @ %+ NoI+ N3 [(£®F) - (Ven,) +

P (Viny) @] + Ny (Viny) - (E@E) + N5t @ (Viny) - F +
Ns(Van,)™ + N7 (V) }

N1—< ’ i(—l)k4(9_10k +k>;k;2>(vsny):(f®f)—

2g2r +k ‘ (k+4)!
> k4 (1—k)(1+k)(B+k)rkt
<2g 2 +kzl (k+4)! gz ) (Vo)

3 & Ak +3)% (=1 +k?)rk!
N, = — § 1 _
? [QQQT (=1) (k+4)! gkt?

(e Eer ) o
l 3000 (_1)k4(1+k)(3+k)2r’“*1
‘ (k—|-4)' gk+2

2927“_,c
k k

1 > p4(k—1)(k+1)(k+3)rkt

N3 = -1

3 2g2r+,;( ) (k+4)' gk+27
3 & A(k +3)* (1 — k2) rk—1

N4_ _ +Z(_1)k ( ) ( ) — -
20°r o (k+4)! gkt

2 > pd (1 —Kk*)r
”<2+Z( V2 gk+2>

(7.77)

(7.78)

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

(7.83)

(7.84)



188 Capitulo 7. Tratamento de singularidade e andlise numérica de convergéncia

1 +°° 4(k—=1)(k+1)(k+3)r*

Ny = — -1
5 2421 1;( ) (k +4)! gk+2 +
9 k 1 _ ]{?2 — >
+ , (7.85)
( ’Cz::l 4 2) ght2
1 > p4(k+1)(k+3)rkt
N — — —
6 2g2’1" + l;( ) (k + 4)| gk+2
k +1 k-t
k
(29 il kzl o gW) (7.86)

7.4.5 Expansao em série da solucao fundamental gU*

De acordo com as Eq.(7.88 - 7.90), a Eq.(7.87) ndo apresenta singularidade quando
a analise limite é realizada, ou seja, a derivada normal, em relacdo ao ponto fonte, da

solugao fundamental em deslocamento ¢é regular.

oU* (z,y) 1

R T [AA(n, - )]+ BB (n, - ¥)t @+

CC(n, @t +T®n,), (7.87)

com

b w2k (24 k) (5+2k)\ r*!
Lo (R

> k 4k rh=1
sy <<k+1>!>gk+l’ (759
& (2 (At KA\
BB_k;( 1) < ] )gm, (7.89)
= k(2K (2+k)\rFt
CC—];(—l) ( 13 )ng. (7.90)
09

7.4.6 Expansao em série da solugao fundamental 3

T

De acordo com as Eq.(7.92 - 7.96), a Eq.(7.91) apresenta singularidade fraca, ordem

r~!, quando a analise limite é realizada.

2Q (v, 1 NE @i P i
Qag X)_167TM(1—U)[ Q1(ny, 1) (n, - H)FOF — Qo (ny n,)F @ F—

Q(n, - T)(n, @T+7®n,) —Qs3(n, 1) (n, - ) I - Q4 (ny, -n,) I —
Q2(n; T)n, T +Qsn, ®n, —Qa(n, - T)T®n, + Qsn, ®n,], (7.91)
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com
3 > 2(9 — 10k2 + k*)\ k-1
=gy +kz::1(—1)k ( ( ] )>;k+2, (7.92)
1 & k(2= (kD) (k3!
Q2 = 4g%r + kz::l (1) ( (i 1 4)! )ng, (7.93)
T o0 p(2(k—=1)(k+1)(k+3)(2k+7)\ r*?
Qs Ag2r _kz::l(—l) ( (o 4] ) i
1 —k? -1
<29 °r +k§:1 ( (k+2)! >gk+2) ) (7.94)
T & a2+ 1) (k+3)(2k+T7)
Q4 4g?r _;(—1) ( (ki + 4)! ) e +
= kE+1 rk-1
L B (). o
L& k(2 ) (k+3)\ !
9= A kz::l - ( (k +4)! >gk+2' (7.96)
OR

7.4.7 Expansdo em série da solugao fundamental 3

x

De acordo com as Eq.(7.98 - 7.110), a Eq.(7.97) apresenta singularidade forte, ordem

r~2, quando a analise limite é realizada.

31;1’*3:, 2 L S
a/}(/’/xy):lﬁ’]'((gl—y) |:_R1<ny'r)2(nx'r)r®r_R2(ny-r)(ny.nx)r®r_

Rs(fy, -t)° (h, @t +F @ 1N,) — Ry (A, - 1) T @

i
Rs(hy, -t)° (h, - #) I — Ry (R, - T) (i, - D,

A

Rg(ﬁyf)(ﬁxf')fly®r—R10(ﬁyﬁx

)fy
Ry (B, - 1) (B, - £)# ® i, — Ryp (B, - f,) # ® A, — Ry

& Ak (64 — 202 + k) rk-t
= —gpm ~ LV ( . ) A (7.98)
3 & i (8k=2k(k+2) (k+4)\ !
Ry = P ;( 1) ( 1 5) ) el (7.99)
3 = p (4(k—2)k(k+2)(k+4))rk?
= W - kz::I - ( (k+5)! >gk+3’ (7.100)
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s k kE—2)k(k k ph—1
R4:;m_1;(_1) (4( 2)(/€(+—g)‘2)< jL4)>gk+3’ (7.101)
N SR 4k (k+2) (k+4)\ r*t
Rs = 2g212 ’;1( 1) ( i) )gk+3’ (7.102)
9 — Ak(k +4)* (K — 4)\ rk?
" WJFI;(_l)k( (k+5)! ) ghts
3 &, (k=4
4v lw_;(_l) ( (k =+ 3)! )ngrS]’ (7.103)
1 &, (Bk(E+2) (k+4)*\rt!
=St Y ( (k+5)! >gk+3
L 5 2k (k + 2)
w <_927"2_kz::1(_1) ( (k + 3)! )g 3>’ (7.104)
. Ak (k +2) (k + 4)%) 1
s W —i_/ﬁz1(_1)lc ( (k+5)! >gk+3 -
I 5 k(k+2)\ rk!
4v (29%2 + P (—1) ( (k =+ 3)! >gk+3> ’ (7.105)
_ 3 e (AR =2k (k+2) (k+3) (k+4)
R9 _W—i_,;(_l) ( (k+5)! ) k13
3 [ee}
v (2927’2 _kz::l(_ ( k+ 3)! ) k+3>’ (7.106)
L & k(AR (EE2)(k+3) (k4 !
R10_g2r2+’;( 1) ( (i +5)! )gk+3+
1 < o (k(k+2)\
Ay (‘29273_;(—1) <(k+3)! ) gm), (7.107)
o 1 = p(8(k—2)k(k+2)(k+4)\rkt
R =35~ 2 (D ( 5 )gk+3+
k (k2 i1
4u< 292 +Z ( (]{3—|—3;,L)>gk+3>7 (7.108)
_ 1 = 8k (k4 2) (k+4)\ !
R12__g27~2_k§:1<—1)k< ) >g’f+3+
1 = k k(k+2) rk-1
v <2£]27"2 +kz::1(_1> < (k+ 3)! >gk+3> ’ (7.109)

(1 & k(A (k+2) (k+3) (k+4)\ !
R13_<92T2+kz:1< Y < (k +5)! >gk+3>' (7.110)
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7.4.8 Expansao em série da solugao fundamental ‘35

T

De acordo com as Eq.(7.112 - 7.178), a Eq.(7.111) apresenta singularidade muito forte,

3

ordem 777, ou seja, sao hipersingulares quando a analise limite ¢ realizada.

=k

oP (r,u,v,g) 0 l . oi
_ , O

ong on, on,
~ % ~x ~x1T
n, (V “f 2134) + (Vs-my) (ny, @ny) : i — (Viny) < 2 } )

n, -7+ (n,®ny,): —ny-(V-ﬁ*)—

onde

o, ) g
on, 167 (1 —v)
Pon, -t)(n,®tr+1®n,) — P3(n,-t)(n,-t)I - Py (n, n,)I -

[—P1(n,-T)(n, - $)T®T — Py (n,-n,)t Qr—

Plg(ngg~f')ny®f'—P14ny®nx—P15(n$-f)f‘@ny—PlﬁngC@ny],

i\ T
o(my@m):5h,) g

on, - 167 (1 —v)

Py(n, - #)*(n, -n,)F@F — Py(n,-t)° (n, ®F 4+ ®@n,) —

P24(ny~f')(nz~f‘)f‘®f‘—P25(ny~nx)f'®f'—

[~ Pa(n, - £)° (n, - £)f @ -

Pys(ny, - 1) (n, ®F + T @n,) — Py(n, - #) (n, - )T —

Py (n,, - i) (ny - n,)I—Py(n, -t)(n, - T)I— Py (n, -n,)I -
Pyip(ny, - )’ (n, - #)F® n, — Py (n, 1) (n, -n,)r®n, —
Pypp(ny, - f‘)2nx ®@n, — Py3(n, - )t ®n, — Py (n, ®n,) —
Po15(n,, - f‘)2 (n, - t)n, ®T — Pyys(ny-7) (0, -ny)ny QT —
Poi7(n, - f‘)2ny @n, — Poug(n, -¥)n, T — Pygn, @ n, —

P220(ny'f')(nx’f')ny®ny_P221(ny'nx)ny®ny]>

8((ny ®@n,) : gz:)T e

on, :167T(1—V)
Pyp(n, -n,)r®t—Py(n, - t)(n,®r+r®n,) —

Py, -t)(n, - 1) I—Pyy(n, - n, ) I — Pz (n, - T)n, T —

[_P31 (ny f') (nx f)f@f—

P34ny®nm—P35(nm-f')f‘@ny—PzJ,an@ny],

(7.111)

(7.112)

(7.113)

(7.114)
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P43(ny-f') (nx~f')I—P44(ny-nw)I—
Pys(n, - 1) (n, ®t + 1 ®n,) — Pjs (n, ® n, + n, ®n,)], (7.115)

8{(V$ ‘ny) (n, ®n,) : ﬁ*}T ¢ (Ve-m)
on, 167 (1 —v)

Py (n, - #) (n, -1n,) @ — Psg(n, - 1)’ (n, @F + @ n,) —
P54(nx-f‘)f‘@f'—P55(nx®f“+f“®nx)—P56(ny-f)2(nx-f)1—

Py (n,-t)(n, -n,)I — Pg(n, - t)I—Psg(n, -)(n, - ¥)n, ¢ —

= Pa(ny 1) (n, - £) § @ -

P510<Ily'nz)ny®f'—P510(ny'f')ny®nx—
P511(ny~f')(nx'f')f'®ny—P512(ny-nx)f'®ny—

P512 (ny . f') n, X ny — P513 (Ilr . f’) ny X ny] (7116)

~x1T
8[(%;1;: H ] — (912_ - {[Ps1 (n, - #) (V,n,) : # @ i+
Poo(n, @t +1t®@n,): (Vin,) + Pes (n, - ) (Vs -n,)| T QT +
[Posa (n, - T) (Vsny) : T @T+ Pos (n, T+ T ®n,) : (Viny) +
Pis (Vs -ny)| I+ [Ps2 (Vsny) : T @ T+
Pz (Vs ny)|(n, @T+1®@n,) + Pz (n, - 1) [T ®T) - Viny,+
r-(Vin,) @1+ Psr[n, - (Viny) @141 - (Vin,) @n, +
(ny @ F + 7 ®@ny) - (Veny)] + Poa (ng - 7) (Viny) - (F @ F) +
Pss (Vony) - (n, @t +#®n,) + Pg (n, - 1) (@ #) - (Von,)" +
Py (n, @ F +#@mn,) - (Von,)" + Pso (0, - 1) (Veon,)" +

Pes (ng - 1) (Viny)] . (7.117)

Os coeficientes das Eqs.(7.112-7.117) expandidos em série sdo apresentados:

3 > k(49— 10k + k%) it
P = -1 7.118
11 2927’ + kz::I ( ) ( (k? + 4), gk+2> ( )

P — 1 +§:(_1)k(4(k—1)(k+1)(k;+3)>rk—1 (7.119)

29%r = (k+4)! gk+2’
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3 & [(Alk+3) (k2 — 1)\ it
Pis = — -1
B 2g2y kzl< ) < (k+4)! gk+? "
E2—1\ rk1
4 7.120
V( 2g°%r kgl ( k+2).> g’“”)’ ( )
P B 3 4(kE+1)(k+ 3) -1
u= 2g27’ (k+4)! g’€+2
> (k+1)
121
<297"+kz_:1 ( ) gm : (7.121)
1 & (A=) (k1) (k+3)) A
Py = — —1
5= Tog k; =) ( (k +4)! g+ "
1—k? -1
122
( <k+2)-> 9’”2)’ (7122)
1 > p(Ak+1)(k+3)\rk?
Pig = —1
16 2g2r + ];::1 (=1) < (k+4)! ght2 +
1 s k ]{? + ]. Tk_l
qu | — — —1 —_— 7.123
"\ 22 kz::l( ) ((k+2)!>g’“+2 ’ (7.123)
105 5 & w4k (64 — 20k% + k4) (—k +6) rk=2
Pof=——— —1 7.124
21 2g%r3  4g*r * ,;2( ) (k+5)! gk+3’ ( )
B 45 k4k (64 — 20k2 + k4) rk=2
2= Toggs 4g P Z (k+5)! gre (7129
15 1 > L4k (64 — 20k% + k) rF=2
23 — _2927,3 + 4g47" B kgz:g (_1) (k + 5)[ gk+3’ (7126>
45 —2)k(k+2)(k+4)(=k+4)r*2
Py =— 12 12
24 2g27“3 49 r + Z (k+5)! gh+3’ (7.127)
9 — 2k (k+2)(k+4)rk2
Pys = 2g%r3 49 r 12 Z (k+5)! gkt3’ (7.128)
4 o0 4 % (k2 — 4) (k — 4) rk—2
2¢9%r3  4glr = (k+5)! ghkt3
15 kk; (k:2 —4)(—k+4) rk=2
4y | — 7.129
v ( 2927‘3 89 r + kZ; (k+3)! gkt3 )’ ( )
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2 4k k+4)% (k2 — 4) rh2
2g2fr3 4g r (k+5)! gkt3

Py =

J 3 >k (k= 4)rh?
Wlgas~ - —1 1
1% (292,’,.3 8947" 3;( ) (k+3)‘ gk+3 9 (7 30)

45 15 & w12k (k+2) (k+4)" (k- 4)

273 4gir kz::( ) (k +5)! ghts

2
15 9 X 3k (k+2)(—k+4) k2
27 -1 131
0 (2927"3 8gr ,Cz:;( ) (k+3)! gt ) (7.131)

9 50008 12k (k +2) (k 4 4) o2

2¢°r%  dg'r o (k+5)! gh+s

3 3 s R 3k (k4 2) rk=2
Wl—553 -2 (=1 7.132
Y ( 207 " 8 ,;2( ) (k+3)! gkt3)’ (7.132)

3 = 12(k—2)k(k+2)(k+4)(—k+4)r*2
2+4947"+22(_1)k ( ) ((k—i-)S()' : )gk+3+

15 3 s k (k2 —4) (k — 4) rh2
v ( +> (-1 e gm) ,(7.133)

k=2

293 8g'r

) 1 S $12(k = 2) k (k4 2) (k+4) r2
2 (-1
g27“3 2947“ Z:: ( ) (k‘ T 5)' gk+3 —+

oy p— F23 (- e L (7.134)
2g2r3 4g r = (k+3)! gk+3 )" :

P211:

U S PR Ui/ G LR L
2¢°r%  Aghr = (k+5)! gh+s
3 1 &, k(B —4)rh?
Wl —553 —1
(B e

P212:

(7.135)

) Lo e l2k (k4 2) (k4 4) (k +2)

Pyg=—— — —— _
T ag2r8 gty +k§2( ) (k+5)! gkt3 +

3 1 - pk(k+2) (k—2)rk2
W25t g —1 7.136
v ( 29273 + 8g*r + ,;2( ) (k+3)! gkt3 )’ ( )

3 1 = 12k (k +2) (k + 4) rk=2
S LUR A
2g°r5  Agtr (k+5)! g

k=2

”( : —1+§:(—1)kk<k+)2)rk_2>, (7.137)

2% 8g'r o (k + 3)! gk+3
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15 3 e Ak —2)k(k+2)° (k+4) (k —4) r*2
P215=ﬁ—74+2(_1)k ( ) | ( : s
2g°%r dg'r = (k+5)! g
15 3 > pk (K% —4) (4 — k) rk=2
v | ——— -1 7.138
Y ( 2g°r? * 8gir * kz:;( ) (k+3)! ghts ]’ ( )
6 4(k —2) k(k +2) (k + 4) r+2
Pyg = — 2
216 2927;3 2g4r + Z (k +5)! g3
6 1 s pk (K2 —4) rk=2
v | —— -2 -1 7.139
3 1 e p Ak —2) k(k 4 2)° (k + 4) r+—2
P. — -1
217 223 4gr+kz::2( ) (k+5)! g"3+3+
3 1 > pk (k2 —4) rk=2
— = — — -1 7.140
Y (2927“3 8gtr kZ::Q( ) (k+3)! gkt3 )’ ( )
3 1 > pAk(k 4+ 2)7 (k4 4) (k — 2) r¥2
Py = ——— -1
218 2g2r3 + 4g*r + kz:;( ) (k+5)! ghkt3 +
3 1 > pk (k+2) (—k +2) r2
| ——— -1 7.141
g <2g2r3 8qgir + kz::z( ) (k + 3)! gkt3 )’ ( )
1 1 i pAk(k 4+ 2)% (k + 4) rk—2
Pyyg = —— — -1
9T 0023 4ghy + kz:; (=1) (k+5)! ghts +
1 1 (k +2)r
v|——m—+ — -1 7.142
g ( 29273 + 8qgir kz::z( ) (k +3)! ’“+3> ( )
3 1 e WSk(k +2)% (k4 4) (k —2) rF2
Py = ——— -1 7.14
220 927"3 2g4r + ng ( ) (k + 5)' gk+37 ( 3)
1 1 i L 8k(k +2)° (k4 4) rF—2
Py = —5 — — -1 144
2L g2 2g0y * kz:; (=1) (k+5)! gkts’ (7.144)
> 4(9 — 10k% + k) k-1
Py — —1) 14
30 +329 . k;( ) S (7.145)
1 1 > pd(k—=1)(k+1)(k+3)r*t
Py =|(6—— — -1 14
6 3 & pA(k+3)% (k2 — 1) rh1
Pyy=——o-+— — _
33 g2r3 + 2gr kzz:l( ) (k + 4)! gl

1 1= (k2 —1)rkt
4v <392T3 2t + kzzjl (—1) o)l g+i) (7.147)
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1 1 o pA (k4 1) (k4 3)2 k1
Py=(2——-3— — — -
34 ( g2r3 32g47’ 1;1( ) (k + 4)! ghtt
1 1 > w( E+1 0\t
| — — —— — -1 7.148
v <92r3 2gr k;( ) <(k: + 2)!) gk+4> ’ ( )
6 1 > pd(k—=1)(k+1)(k+3)r*!
Py = —— — —— -1 —
3= 23 T 9y +k§::1( ) (k+4)! gh+a
3 1 s p K2 —1 rkt
_ -1 —_ 7.149
U<92T3 2g4r‘|’k§1( ) <k+2)'gk+4 ) ( )
2 1 > pd (B +1) (k+3)rkt
Pygy=——7"—+—+ —
36 g2r3  2g*r ,;( ) (k+4)! ghtt
1 | p k+1 it
|l —— —— — -1 —_— 7.150
1% <92T3 2947,. kz::l( ) (k+2>‘gk+4>7 ( )
Pp =0, (7.151)
Py =0, (7.152)
1 1 s R4 (1 — k:z)rk_l
Pyi=(—-12— +2— -1
43 ( g2r? + gir +k2::1( ) (k+2)! gh+t +
3 1 i k 1—]{,’2 ’f’kil
| —— — — -1 — 1
V<927"3 2g*r k;( ) (k+2)l gkt )’ (7.158)

1 2 > k4(k+1) Tkil
Py=4—— — — 1)y '—= —
44 ( 2r3 ghr kZ::l( ) (k +2)! gh+t
1 1 > o k+1 it
vl —— — — -1 — 154
V<927“3 2g*r ;;l( ) (k+2)!ghtt )’ (7.154)
Py; =0, (7.155)
Pys =0, (7.156)

15 & Ak (64— 2007 )
2g2r2 (k+5)! gk+3’

k=1

P = —

(7.157)
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302 G 8(k—2)k(k+2)(k+4)
P = —— — —1 7.158
52 927'2 kz::l( ) (k—|—5>‘ gk+37 ( )
3 X Ak =2 k(k+2)(k+4) k!
Pz = —— — —1 N
53 292T2 I;( ) (k’ + 5)| gk+37 (7 59)
3 > pd(k—2)k(k+2)(k+4)rk!
Py=——-— —1 7.160
T g2 ];::1 (=1) (k +5)! ghts’ ( )
1 > pak (k+2) (k+4) rk?
P _ N1 , 7.161
55 29212 1;1( ) (k+5)! gh+s ( )
9 i pAk(k +4)° (k2 — 4) r+1
P = —— 1
56 2927’2 + k:1( ) (k + 5)| gk+3
3 &,k (k2 —4) k!
4 — -1 7.162
1% (2927’2 kz::I ( ) (k + 3)| gk+3 ) ( )
3 & W8k (k4 2) (k4 4)% b1
P = — -1 _
57 7 + 1;( ) (k+5) gk+3
1 & K2k (k4 2) r*!
v | —— —1 =, 7.163
1% 927"2 _’_I;( ) (k+3)' gk+3 ( )
po_ 3 i (_1)k4k (k+2) (k+4)°rFt
8 2922 = (k+5)! ght3
1 &k (k42)
4 1)y —r 7.164
1% <2g27’2 + kz::l ( ) (k + 3), gk+3 ) ( )
3 > pd(k—2)k(k+2)(k+3)(k+4)rkt
Py = ——— 1
g +kz::1( ) (k+5)! g "
3 X, k(K2 —4) k!
4 — —1 7.165
1% <2g27‘2 kZ::l ( ) (k + 3)' gk+3 ) ( )
1 > pak (k+2) (k+3) (k+4) r*!
Psip = —— ~1 -
0= 20 + kz::l (—1) (k +5)! gk+3
1 & ok (k+2) k!
v | —— -1)"——= 7.166
1% <2g27”2 + kz::l ( ) (k + 3)| gk+3 ) ( )
3 02 4 8(k—2)k(k+2)(k+4) 1
Pon=— — S (-1
511 927”2 kgl( ) (k 4 5>! gk+3 +
3 &, k(K —4) k!
qu | — —1 7.167
U( 2g%r2 +kZ::1( ) (k+3)! gkt3 )’ ( )
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1 > Rk (k+2) (k +4) rk1
Py = ——— — > (—1
512 g2 — ( ) (k+ 5)] gk+3

r2
k=1
1 © kk’(k+2) Tk_l
4 1) 1
(o S s ) (T-168)
1 0 pak (k+2) (k+3) (k+4) r*!
Psi3 = —— -1 7.169
513 927’2 ‘|’kz::1( ) (l{,‘—|—5)' gk+3> ( )
Ps1 = Psy, (7.170)
Fgy = Pss, (7.171)
P63 - P54, (7172)
FPsy = Psg, (7.173)
3 e R4k (k+2) (k+4)% k1
Pss = —— -1 —
65 29712 + ;( ) (k+5) ghts
1 s pk(k+2) rkt
4 1) ——" 7.174
V<2g2r2+,;( ) (k+3)' gk+3 ) ( )
FPss = Rs, (7.175)
Ps7 = Pss, (7.176)
3 > pd(k—2)k(k+2)(k+4)r*!
Pss = —— — -1
68 2¢%12 kz::l( ) (k+5)! gh+3 +
3 e kk<k2 —4) Tk_l
v | — -1 7177
[ st 2 e g (7.177)
B 1 > pak (k+2) (k +4) rk?
P69—P610——W—kz::1(—1) (i +5)l gk+3+
1 > kk(k?+2) Tkil
v | ——= —1)"——F+F~ . 7.1
v (2927"2 +kz::1< ) (k+3)! gk+3 (7.178)



7.4. Ezxpansdo em série e andlise de convergéncia da solu¢do fundamental para a formula¢io do MEC

microestrutural tridimensional 199

7.4.9 Analise de convergéncia das expansoes em série das solu-

coes fundamentais

Nesta etapa do trabalho, objetiva-se analisar em quais condicoes as expansoes em
séries das solugoes fundamentais sdo validas, ou seja, determinar a regido para que estas
expansoes sejam convergentes. Para tanto tem-se que fazer uso de defini¢oes e teoremas,
cujas demonstragdes podem ser encontrada em Lima (2012), que auxiliard para impor
condigbes de convergéncia, e assim, impor restrigdes para a razao r/g.

Definicao 1: Uma série Y a,, diz-se convergente se existir e for finito o limite

lim S, = lim Zai.
=1

n—-+00 n——+oo “

No caso de convergéncia, chama-se soma da série ao valor S do limite, isto é

n—-+o0o

S= lim S, = Zai.
i—1

o (o, ¢]
Teorema 3: Sejam Y. a, e >. b, séries convergente de somas A e B, respectiva-
n=1 n=1
mente, e X\ € R. Entao
7/ . S 7/ . 7/ 7/
O A série Y (a, +by), a que se chama série soma, também é convergente e a sua
n—=

1
some é A+ B:

Z(an+bn) = Zan—l—an,
n=1 n=1 n=1

[e.e)
a A série Y. Aa, € convergente e a sua soma é \A:
n=1

Z Ay, = A Z Q-
n=1 n=1

Definicao 2: Uma série diz-se alternada se os seus termos sao alternadamente po-
sitivos e negativos. Supondo que o primeiro termo da série seja positivo pode-se escrever

na forma
[e.e]

> (1) 'an, a, >0 ¥YneN.

n=1

Teorema 4 (teorema de Leibnitz): A série alternada
Z (—1)" ap =ay —as +as —aq. ..
n=1

convergird se todas as trés condigoes a sequir forem satisfeitas
d todos os a, termos forem positivos,

4 a, > a,.1 para todo n > P para algum P inteiro,
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d lim a, =0.

n——+oo

A partir da defini¢io 2, observa-se que todas as Eq.(7.41 - 7.178) sdo séries alternadas e
para que estas equagoes convirja é adotado o teorema 4 (teorema de Leibnitz) para indicar
qual restricdo deva possuir a relagdo r/g. Assim, para aplicar o teorema 4 a Eq.(7.42)

faz-se necessario rearranjar a equacao na forma

~ 1 2(5—6y)1 o0 12(k¢+2) Lk
U (r,pu,v,9) = om0 (1= 1) { g1 <kzl(_1)k:+ e
1= 3 DD

kz_: (—1)k+1 (251151—32))'/€> gk+1f ® f} . (7.179)

Analisando isoladamente os trés termos da série da Eq.(7.179) é possivel facilmente veri-
ficar que cada um destes termos satisfazem a primeira e terceira condi¢ao do teorema de
Leibnitz, entretanto para satisfazerem a segunda condicao faz-se necessario que as relagoes

r/g sejam restringidas para as respectivas séries

> 2(k+2) r* r o (k+2)(k+4)

T 1 St - < 1

(Termo 1) 3 (=D gyigm = ¢S ka3 (7.180)
> k+3)(k+2) r* r
T 2 —1’“( = - <k+2 7.181
(Termo ) 3 (-1 g oy = (7.181)
b 2(k+2)k\ rk r_k(k+2)(k+4)

T 3 —1)H! - < : 7.182
(Termo5) 2. (=1) < (k+3)! )g'f“ g S kT
A partir das E¢®.(7.180 - 7.182), observa-se que a desigualdade 2 < % torna-se

mais desfavoravel em comparagao as desigualdades das outras duas equagoes (Eq.7.180 -
7.181), como pode ser verificado através da Figura 7.5, a qual mostra a regiao de restri¢ao
da razao r/g em fungdo do nimero de termos da série. Desta forma, de acordo com o
teorema 4 os termos em série das trés equagoes acima sao convergente e por meio do
teorema 3 tem-se que a Eq.(7.179) é convergente. Por meio da Figura 7.6 é possivel
observar o quao bem comportada torna-se a soma para os 30 primeiros termos da série
formada pela F¢®.(7.182) (situagdo mais desfavoravel) a medida que é variada a razao r/g.
Percebe-se que quanto menor é o valor da rela¢do r/g menor oscilagbes ocorrem para o
espectro de termos analisados. Cabe ressaltar que para o caso da Eq.(7.182), assim como
para as Eq¢°.(7.180 - 7.181), esta ird sempre convergir entretanto maior quantidade de
termos da serie faz-se necessario para alcancar tal objetivo. Este fato pode ser ilustrado
por meio da Figura 7.6 comparando os graficos para as relagoes /g = 0,1 e r/g = 20,
em que para a primeira relagdo observa-se que a soma torna quase constantes a partir
do 6 termo da série. No entanto, para a segunda relagdo (r/g = 20), tem-se que para a

soma dos trinta primeiros termos uma variacio na ordem de grandeza de 10® em relacao



7.4. Ezxpansdo em série e andlise de convergéncia da solu¢do fundamental para a formula¢io do MEC

microestrutural tridimensional 201

——Termo 1
—se— Termo 2

Figura 7.5 — Gréfico da regidao de validade da solu¢ao fundamental de deslocamento expandido em série
para os 30 primeiros termos.

ao termo anterior Spg. Desta forma, fixada a quantidade de termos da série adotada para
o calculo da solugao fundamental, torna-se de suma importancia determinar a restricao a
razao r/g para que a série torne tao préxima quanto se queira do valor exato, dentro de
uma tolerancia desejada.

Determinada a condi¢ao para que a série seja convergente, é ainda possivel estimar
o erro (ou tolerdncia) das séries alternada por meio do corolario abaixo, o qual afirma
que o erro que se comete quando se toma para valor aproximado da soma de uma série
alternada alguma soma parcial é, em valor absoluto, inferior ao valor absoluto dos termos
desprezados.

Corolario 1: Sejam a, uma sucessao decrescente de termos positivos tal que 1151_1 ay =
n—-+0oo

0 €S asoma da série ioj (=1 a,. Entdo
k=1
|S =Syl <apy1 V neN.

De acordo com o corolario 1 é possivel determinar o erro superior (ou maximo) quando
se trunca a série alternada, para o caso em analise, truncamento no trigésimo termo. A
Figura 7.7 mostra a taxa de convergéncia da expansao em série da Eq.(7.182) (situagao
mais desfavordvel) & medida que é variada a relagao r/g. Pode ser observado nesta figura
(Figura 7.7) que para a razao r/g = 0,1 tem uma taxa de convergéncia 20 vezes maior
que a da relagado r/g = 20 e obtendo para a série com 30 termos um erro na ordem de
grandeza de 107, para r/g = 0,1, e 10® para r/g = 20.

Repetindo a analise para cada termo expandido em série da Eq.(7.43), Eq.(7.47),
Eq.(7.55), Eq.(7.87), Eq.(7.91), Eq.(7.97) e Eq.(7.111), assim como realizada para a solu-

¢ao fundamental em deslocamento (Equagao 7.42), é possivel, com auxilio dos teoremas
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3 T —
2.5x10 2.40E+003

»w° 2.5x10° —@—r/g=0.1 p—
2 4X1 03 | W 240E+003{——

2.40E+003 +
26

/1.5612685 - \
2.4x10° @— /o=
U)x 1.8x1 00 -2 r/g - 8 1.5512680 - .
1.2x10°

1.5512675 4

\ 26 27 28 29 y
2.0x10° —9—1/g=2.93 P \
(Dx o .0 ™ 755.36125+

\755‘35120;5 27 28 29 JJ

2.0x10°] —@—r/g=20 —

2 4 6 8 101214&61820222426

Figura 7.6 — Variacao das somas parciais da expansao em série da Eq.(7.182) a medida que é aumentado
a quantidade de parcelas (k) da série e variado a razdo r/g (com g = 1073).

Log(sup|exata-ZS |)

N -
o
m_-
0 4

TT T T " T " T T T T T rrrrrrrrrrri
10 12 14 16 118(20 22 24 26 28 30 32 34 36

Figura 7.7 — Taxa de convergéncia da expansao em série (primeiros 30 termos ) da solugdo fundamental
de deslocamento & medida que é variada a relagio /g (com g = 1073).
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3 e 4, encontrar a regiao de validade (ou de convergéncia) em funcao da razao r/g e do

nimero de termos das séries. Na Figura 7.8 (graﬁcos (a), (c) e (e)) apresenta a regiao
=~k

de convergéncia para as solugdes fundamentais Q e P | cujas equagoes que limitam

essa regiao sao dadas, respectivamente, por:

r k(k*—4)(k+4)

5 S (k‘—|— 1) {(k?‘i‘ 1)2 _4}7 (7183)
r_ (k43) (k1) (k—1) (k=3)(k+5)
" < [ , (7.184)
" k (k + 6) (64 — 20k% + k*) (7.185)
9~ (k+1)[(64—20(k+1)*+ (k+1)")] |

Na Figura 7.9 (graficos (a), (c), (e) e (g)) apresenta a reglao de convergéncia para a
derivada normal das solugoes fundamentais, ‘gg , gg , gff e g]; , cujas equagodes que

limitam essa regiao sao dadas, respectivamente, por:

r k(K% — )(k+4)

L< o D =] (7.186)
" (9 — 10K 4+ k*) (k + 3) (7.187)
9~ 9-10k+ 1)+ (k+1)"

r < k(64 — 20k2+k4)2(k+6) _ (7.188)
9~ (k+1)[64—20(k+1)* + (k + 1)']
r (k+1) (=k + 5) (64 — 20(k + 1) +§/<;+1) )(lz+7) (7.155)
g (k +2) (=K +4) [64 — 20(k +2)° + (k +2)"]

Realizando a analise entre as Eqs.(7.183 - 7.189), tem-se que a Eq.(7.189) proporciona
menor regiao de convergéncia, o que a torna a equacao mais desfavoravel. Ou seja, pode-
se adotar, de forma bastante conservadora, a Eq.(7.189) como a restrigao a ser imposta a
relacao /g para que as séries (de todas as solugoes fundamentais) sejam convergentes.

Apresentada a regiao de convergéncia, faz-se necessario realizar o estudo do erro das
expansoes, indicando o quao é o erro e o quao rapido ¢ a convergéncia das séries para
a representacao exata. Para responder estes dois questionamentos, foi calculado o erro
a partir do estimador fornecido pelo Corolario 1 para séries alternadas a medida que é
variado a quantidade de termos da série e a razdo r/g, entretanto, mantendo constante
o parametro micromecanico g (com g = 107%). Como resultado desta analise sdo apre-
sentados os graﬁcos (b), (d), (f), presentes na Figura 7.8, para as solugdes fundamentais

~ % jadt 3
Q ,R e P , respectivamente. Complementando os resultados, a Figura 7.9 apresenta os

o 0Q" ok

) Ong ) Ong ' Ong

respectivamente. Diante dos resultados apresentados na Figura 7.8 e Figura 7.9,

graficos (b), (d), (f), (h) para a derivada normal das solugdes fundamentais

ap"
ong

observa-se que para mesma relagdo r/g, tem-se igual taxa de convergéncia, entretanto

(S
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com diferentes valores de erro, para as expansoes em série das solugoes fundamentais.
Ainda, diante destas figuras, observa-se que a razao r/g é inversamente proporcional a
taxa de convergéncia, ou seja, a medida que é diminuida a razao r/g, a taxa de con-

vergéncia é aumentada, e vice-versa. Faz-se importante, ainda, notar que o grafico (h)
=%k

(Figura 7.9), o qual faz referéncia a expansao em série de g]: , apresenta maiores valores
€T
para o erro quando comparado com as expansoes em série das demais solugoes fundamen-
opP"

tais. Tornando, assim, o estimar do erro da solu¢ao fundamental (Equagao 7.190) um

ong
estimador global, mesmo que conservador, para as demais expansoes em série.

Ak(k +4)* (k> — 4) (k — 4)

lexzata — Si| < 1)

(7.190)

Uma vez que, em condigdo mais desfavoravel, as expansoes em séries da Eq.(7.111)
sao as que controlam tanto a regiao de convergéncia quanto ao estimador do erro das
expansoes, e sendo estas expansoes proporcionais a razao ;Z—;f, tem-se que o estimador do
erro é inversamente proporcional & g3, ou seja, & medida em que é diminuido o valor do
pardmetro microestrutural, g, pior torna, mesmo para a razao r/g contante, a capacidade
da expansao em série representar as solugoes fundamentais. Desta forma, a Figura 7.10
ilustra a quantidade de termos da série necessario, para manter um erro constante de
107, & medida em que o valor de g decresce. Assim, de acordo com a Figura 7.10,
se ha interesse em diminuir o valor do pardmetro microestrutural g, faz-se necessario
diminuir o valor de r para que a razao r/g esteja dentro da regido de convergéncia, no
entanto, maior quantidade de termo da expansdo em serie faz-se necessario (Figura 7.10)
para que a convergéncia seja alcangada com um erro desejado (neste caso 1071%). Como
consequéncia direta, tem-se que a medida em que o pardmetro microestrutural é diminuido
mais refinada deve ser a malha e maior deve ser a quantidade de termos da série para

manter constante o erro.

7.5 Expressoes explicitas das séries de Laurent e dos

parametros (5(6) e v(0) para problemas elastosta-
ticos do MEC 3-D

Antes de explicitar os termos da série de Laurent para os nicleos integrando, faz-se
necessario apresentar os tais integrando de interesse. Para tanto é aplicada a férmula da
Eq.(7.41) as equagoes, tanto, da formulacao classica (Equagao 7.8), quanto, microstrutural
(Equagao 7.25) do MEC, considerando, na auséncia da forga de corpo, o ponto fonte x na
superficie Sy suave. Desta forma nesta secao sao apresentadas as expressoes explicitas da

série de Laurent para formulacao classica e micromecanica do MEC.
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(@) 34 (b)
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Figura 7.8 — Gréficos (a), (c) e (¢) mostram as regides de validade (convergéncia) e os graficos (b), (d)
=~k
e (f) a taxa de convergéncia da expansdo em série (primeiros 30 termos) das solugdes fundamentais Q)

(graficos a-b), R (graficos c-d) e P (gréficos e-f) & medida que é variada a relacio r/g (com g = 1073).
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Figura 7.9 — Gréficos (a), (c¢) e (e) mostram as regides de validade (convergéncia) e os graficos (b), (d) e
(f) a taxa de convergéncia da expansao em série (prlmelros 30 termos) da derlvada normal das solugbes

8U (graficos a-b), 2 8 — (gréficos c- d), ¢ an (graficos e-f) e (graﬁcos g-h) & medida que
é variada a relagao r/g(com g =10~ )

fundamentais
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a)

116 3=
1124
108 4
104
100 §-
96
92
88 4
84 4
80 4
76
72
68 4
64 4
60§
56
52
48
VR &

10 -9 6 5 4 3 2 4 0
log(g)
Figura 7.10 — Quantidade de termos necessarios para que a série ?)TP, (condi¢ao mais desfavordvel) obtenha

erro maximo de 107!% & medida que é variado o valor da constante da microestrutura g.

7.5.1 Subtracao de singularidade aplicada a formulagao Classica
do MEC

Para subtrair as instabilidades numéricas ocasionada pela presenca do ponto fonte
sobre o elemento de integragao sao apresentadas as equacoes integrais classicas do MEC,

assim como os nucleos regularizados aplicando a Eq.(7.41)

1, & Lo,
iuk +;::1Hﬂ P = gleﬂ - PP, (7.191)
lo’wiég-uﬁz XL:\?Z-Pﬁ, (7.192)

2 p=1 p=1
Gh = /9 9 /0 "R (p. 0) dpde, (7.193)
ﬂZ _ /9192 /Op(e) [ N (p.0) — W ( )] dpdf + : W_;(0)In ﬁig;'de, (7.194)
g _/:2 /Op<e> [13 (p,0) — 1(0)] dpdd + 019 D_, (0)In ﬁiz))’cze, (7.195)
e /919 /Op%e) lZ (0.6) (Z;Z(G) N Z;(e)ﬂ dpdd +
y pO)| v (@) 1

J, {Zl“”ln 5(9)‘ 2'2(9>[ﬁ2<6>*‘ﬁ<9>]}d9’ (7.196)

onde K (p,6), W (p,0), D (p,0) e Z (p, ) sio apresentados em coordenadas polar e cons-
tituido por:
K (p,0) =T (", y (p.0)) N (p.0) ] (p,0), (7.197)
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W (0,0) = P (%5 (0. 0)) N (p.0) J (p.0) (7.198)
D (p,0) = D** (2", (0.0)) N* (0,6) T (1.9) (7.199)
Z (p,0) = Z** («*,y (p,0)) N (p,0) J (p,0) , (7.200)

sendo U, P, D*? e Z3'% solucoes fundamentais do MEC cldssico escritas como

U(z,y) = TR (3 —4) I+ 1], (7.201)
Plz,y) = —M{(n-vm (1= 2)T+ 3 @8]+ (1- %) (mef—ion),
(7.202)
D*2(z,y) = M{(l —2w) [Iei)+12d)? - (tel)] +3tetei],
(7.203)
732 (1, y) = M Bm-i)[1-2)tel+v[Iei)™+ i)™ -

i@l +3vEeonet+ieion)+(1-2v) 3neief+ (Ien)+

(T@n)n*?] - (1 - 4)n ®17.204)

7.5.2 Subtracao de singularidade aplicada a formulacao micro-

mecanica do MEC

Analogamente a subtragao de singularidade realizada nas equagoes integrais do MEC
classico, nesta se¢ao é aplicado a Eq.(7.41) na formulagdo micromecénica do MEC. A
partir das Eqs(7.83-7.92), e considerado a auséncia da forga de corpo, é possivel escrever

as seguintes integrais regularizadas em coordenadas polar

i _/:2/ [ T‘;@] dpd0+/962 T, (6)In ﬁ((z))’dﬁ, (7.205)
K = / " / 0) dpdo), (7.206)
Gk = /6 1 / 8) dpdo, (7.207)

& 02 rp(0)
Lk = /9 / X (p, ) dpdd, (7.208)
1 0
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St = /9 9 / . [Y (p,0) — (‘?:2(9) Yo (@)] dpdd +

0 p
[ PO < (@) 1
/91 {Y_l () In (9)| Y 5 (0) [62 o ﬁw)”de, (7.209)
T :/: /Op(e) [E (p,0) — =L (9)] dpdd + ; E_, (6)In gig))‘dﬁ, (7.210)
\¢ :/:2 /Oﬁ(e)é(p, 8) dpdo. (7.211)
Wh = /6 " /O " B (0, 0) dpdb. (7.212)

Com T (p,0), N (p,0), M (p,0), X (p,0), Y (p,0), E(p,0), C(p,0) e F (p, ) representado

por

T(p.6) =P ("9 (p.0)) N"(p,0) J (5.0). (7.213)
N (p.6) =R (%, (p.0)) N (p.6) J (p.0), (7.214)
M (p,8) = U" (%4 (p,0)) N* (p,0) T (p,6), (7.215)
X (p.0) = Q (a",y(p,0)) N (0,0) J (5.6). (7.216)
F0 = <x§;§ 0O jo 00 000), (7.217)

. 8f{* (xk, y (p, 9))

E(p,0) = . N (p,0) J (p,0), (7.218)
. ou” (z*, ,0
C(p,0) = (an‘j(” ) (5,67 (5,0) (7.219)
i aQ (%, y(p. 0
F(p.0) =2 (00 >>N“(p,9)J(p,0). (7.220)

ong,

7.5.3 Expansoes em série de Laurent

Obtida as equagoes regularizadas (Equagoes 7.193-7.196 e Equagoes 7.205-7.212), faz-

se necessario explicitar os termos da série de Laurent, W_; (8), D_; (), Z_1 (6), Z_, (6),

T_,(0),Y_1(0),Y_5(0),E_, (8), 3(#) e (0). As expressoes finais sdo mostradas abaixo,
~ 1

Woi(0) = - T 70 (1—2v) [(n, @), — (F ®n,),| N§Jo, (7.221)
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1

ﬁ—l(Q)ZW{(l—QV) [I@i),+[Ief]” - FoI,)+

3[F @ ® #],} NiJo, (7.222)

Z_5(0) =

ar ( 1—y A3(0 [ (F@m, @), +(F@F@n))+

(1—2v) [3( n,®f®t), +I®n,),"" + (I ny)omﬂ -

(1—4v) (n, ® I)y| N§Jo, (7.223)
Z1(6) = 1 i _"V) ) {(NgJ1 (0) + N2 (0) Jy) [3v (( @ 1y @ )+
(r®ren,) ) (1—2v) (3 n,rr) (I®ny)0213+(1®ny)0312) _

—(1—4v) ny®I)0} + NgJo [SV( ®n, ), + (f®f®ny)1) +
3(ny - 1), (1—2v) @)y +v|[Ieif” + e il —5E0iet),) +
(1-2v) [3(n, @t @), + Teon,) + (Ton,)]”] - (1-4) (n, 1), -

(A-B)
A2

D)o +
(I®

3

Br(Een,®t), +(Eeien,))+(1-2v) [3n,@fo )+
+(T@n,) + (Ten,))?| - (1-4v) (n, @1))|}, (7.224)

T 0) = e {3~ 2) Fom)NG () 4 o) -
G-2)menNmrmf,  (7229)
Y2 (6) = DP L (6) NG () 1y o), (7.220)

Y1 (6) = DP_5 (6) [N () Jy (6) + N2 (6) Jo ()] + DP_1 (6) NG (n) Jo (m), ~ (7.227)

com DP_5 e DP_; tendo as, respectivas, expressoes abaixo

167 (1 1_ V) A3 S(nm n,),(t®r), + M
(3 —12v)
2
(9 —12v)
2

DP_, =

(n, - ny)OI—l—

(ng -t

(0, - £)y(n, ®F), + 37
(n, -m,)y(n, ®m,),|,  (7.228)
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2 [0y 1y @ 8), + (1), (F @ B, ] +

[
2
(F@n,)): (Vsn,), + ?’QA (0, £)y(Ts 1)) | G @), +
5 |
[

F o))+ 10

A0 oy om [Somf +

[_ 3A (32— 4v/)

A

(VSny>0 [(n, ® r)o +(F® nx)o] -

(0, #)o(Vsmy), : (B @ )| +

A, 08+ @mna)) s (Tomy)y + 21 (95 my), ] +

2
(3 — 4v) F(A.B)

(3 —4v)
2

30y - 1), = A(Vaomy)] (0 B)y = = 5 (memy)—

(0, -m,), [ T=3(3 = 4v) (n, - 1), (n, - 1, )y (F @1, ), —
(3—12v) [3(A - B)
7

(n; - 1)(F ®@mny), — (0, - 1) (F @ ny),—

(ng - ), (F ® ny)o] + 1 ;— ) [(nx ®mny), - ’ (iz B) (0, ® ny)o] +
31— 4) (, - ), (0, - 1y )y @) — 2 [, -8, (my 0 8),+

(n; - 1),(n, ® f)o -

(3—4v) [3(A - B)
M

(n, ®n,), — (n, ® nm)1] + {B(ny F),—

A(V, - ny)] (n, - f')o(ny ® ny)o + T(nl’ ) ny)o(ny ® ny)o -
(n; - ny),(n, ®ny), — (n; - ny), (0, ®ny); —

A(1=20) (V. ny) (n, ), [(n, @), — (F@n,)| +

2 a8y [(F ) (Tsmy)y + (£ Vo, @ 1)+
=) ey (Tsm)] = 5 [(Tom ]+ B (wom), -
(38— 1) (Vsn,)y - (@ 8] — 5 [n- (Vom, @ )+ (- Vsn,), @ n, +

(n, @), - (Vsmy)y+ (F@m,), - (Vsmy)| . (7.229)
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- 1
E =
P 3r (1) A2
(F®mng)y— (3—4v)(n, - f')oi —2(n, - £)y(ny ®@ny), +

(2 —4v) (0, - my), [(F@my), — (0, @8),|}.  (7.230)

NG (1) Jo (n) {=3(ny - £)y(F @ 1), + (0, @ 1)+

Os parametros necessarios para descrever as Fq¢®. (7.221-7.230), em coordenadas po-
lares, sdo escritos abaixo. Primeiro é escrito a diferenga entre ponto campo, y (£1,&2), e

ponto fonte, x (11, 172)

Y (&,%) =X (m, 1) = pA (6) + "B (0) + O (p*), (7.231)

a partir da qual s@o definidas a Eq.(7.232) e Eq.(7.233)

A=A(0) =|A9)] = 23: (A (9)) >0, (7.232)
B=B() =|B(H)| = zgj (B (9))* > 0. (7.233)

Em seguida sao apresentadas, de forma geral, as demais expansoes em série utilizadas.
Entretanto, para a obtencao dos termos das expansoes, abaixo, para as aproximacoes de

Proriol, Polinomial e as de continuidade G' sdo apresentadas no Apéndice G.

LT A9 B(0) A(0) - B(0) >

== e Lo 20 G | o)

=dy (0) + pdy (0) + O (p), (7.234)
N (&) =N"(n)+ - cos 0 + - senf| + O (p?
e 06 €= & £=n (,0 )

= N§ + pNi (0) + O (p?) , (7.235)
J(€) =Jo+pIi (0)+0(p?), (7.236)
J=1={, J,f}l/"’ — |Jo| + p(JTJ'O‘Tl) +0(p?) (7.237)

=)+ pn} (0) + O (p?) (7.238)
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Obtida as expansoes em série para os parametros basicos apresentados logo acima,
faz-se necessario que algumas operagoes da algebra tensorial, as quais sao integrantes das

Eq.(7.221-7.230), sejam expandidas em série. Tais expressoes sao

P f = do(0) @ do(0) + p[di(0) @ do(0) + do(0) @ du(0)] + O (p?)
= (F @), +pE®t), +0(p*), (7.239)

n, @ =n!@do(6) + p[nl ©di (6) +nl (6) @ dy (6)] + O (¢?)
= (n, ® 1), +p(n, @), + 0 (p?), (7.240)

f@n, =do(0) ®n)+ p|dy () ®n, (6) + dy (0) @] + O (p?)
= (Fon,),+pE®n,), +0 (o), (7.241)

1o =I®d(0)+p[led (0)]+0 (p)
= (I®1),+p(I®1), +0 (o), (7.242)

(I® )132 [I®d0 (0)]132 [I®d1 (9)]132+O (,02)
ITo8),” +p(IT2t)™ +0(p?), (7.243)

(@) =do(0) @1+ p(di (0) @ 1)+ O (p?)
= (F®), +pFaI), +0 (), (7.244)

do (0) @ dy (0) @ dg (60) + dy (0) @ do (0) ® do ()} + O (p?)
=(Feiel),+pEetel), +0/(p), (7.245)

f@n,®f=dy(0) ®n)@do(0) +p{do (0) @0 @ d; () +
do () ® 0} (6) ® do (6) + dy (6) ® 0 @ dg (6)} + O (p?)
= (fon,®t),+pEen, ), +0 (), (7.246)

0 (0) @18+ p{do (0) @ dy () ®my () +
do (0) ® dy () @ nf + dy () @ dy (9) @ n) } + O (p?)
f®f®ny)0+p(f®r®ny)1+0( ), (7.247)

n, ®F et =n)ed(0)@d(0)+p{nd@dy(0) @d (6)+
n @ d; (0) @ do (6) +n} () @ dy (0) @ do (6)} + O (p?)
=, ®F® 1), +pn, @), +0 (), (7.248)
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I®n )213 (I ®n )213 n p(I ® Hgll (0))213 L0 (pz)
=[Ten’+plon)i”+0(p?), (7.249)

I®n,)*? = (I ®n )312 + p(I ®n) (9))312 + 0 ( 2)
=[Ten,;? +plen,)”+0 (o), (7.250)

(n,®1I) = (nS@I) +p(n;(0) ®I> +O(p2)
=0, @1+ pn, ® 1), + O (p*), (7.251)

(T2 = [Ied () + pl@di ()] + 0 (p?)
=10t +pIet)®+0 <p2) : (7.252)

(I ® )312 [I ® dyg (9)]312 + p[I ®d, (9)}312 +0 (,02)
=i +pIed)?+0/(p), (7.253)

ny®ny:n2®n2+p[n2®n§(9)+n;(0)®n2] +O(p2>
= (n, ®ny), + p(ny, @ny), + 0O (P2) ; (7.254)

nx®ny:nm®n2+p[nx®n5(0)} —i—O(pQ)
= (n, ®n,), +p(n, @n,), + O (pz> , (7.255)

ny®nw:n2®nx+p[n;(9)®nm] —|—O(p2)
= (n, ®10,), + p(ny (0) ®1,), + O (p?), (7.256)

(n, - #) =n) - dy () + p [n) - dy (0) + 1y - do (0)] + O (p?). (7.257)

Pode ser facilmente verificado que o termos nf) - do () é nulo e desta forma a Eq.(7.257)

é reescrita abaixo
(ny - ) =p [112 ~dy (6) + n; ~do (9)} +0 (p2> =p(ny, 1), +0 (PQ) : (7.258)
Continuando as expressoes, tém-se:

n, -n,=n,- ng + pm, - n; (0)+ 0O (p2> = (n, -ny), + p(n, -n,), + O <p2) . (7.259)

n, =0, -do(0) +pns - di (0) + 0 (p°)
= (0, - )y + p(n, - 1), + O (¢°), (7.260)
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Vs ny, =Vs-n)+pVs-n,(0) + 0 (p*) = (Vs 1), + p[Vs -1, + O (p°), (7.261)

— 0 1 2\ _
y Y Y - ) :
Vsn, = Vsny + pVsn, (0) + 0 (p°) = (Vsmy), + p[Vsnyl, +0(p),  (7.262)

Vsn, @ = (Vsny), @ do (0) + p [(vSny)o ®d (0) +
(Vsmy), @ do (0)] + O (*)
= (Vsn, ® 1)y + p(Ven, @1), + O (p?) (7.263)

(F-Vsny) @n, =do (0) - (Vsny), @n, + p {dO (0) - (Vsmy)y+
do (0) - [Vemy], } @n, + O (p?
= (i Vsm,), @10, + p(F - Vsn,), @n, + O (p?), (7.264)

7.5.4 Calculo dos parametros 5 (0) e v(0)

Para concluir o tratamento das singularidades, tanto na formulagao classica quanto
microestrutural do MEC, sdo apresentadas as expressoes para os pardmetros /3 (0) e v (6),
os quais sao utilizados na Eq.(7.194-7.196), Eq.(7.205), Eq.(7.209) e Eq.(7.210).

De acordo com a Eq.(7.27), tem-se a vizinhanga do ponto fonte, x, uma regiao circular

(problemas 2D) ou esférica (problemas 3D) de raio 6 (médulo), ou seja,
S=r (7.265)

No plano paramétrico, em coordenadas polar, a poténcia do modulo do vetor raio pode

ser escrito da seguinte forma

A(0)-B(0)
[A6)

Fazendo n = 1 na Eq.(7.266), a Eq.(7.265) pode ser escrita

r" = r|" = p"[A(0)]" [1 +np 1 + 0O (p"+2> , n=123.... (7.266)

§=p[A(0)] [1 + p/w1 + O (p”“) : (7.267)

A partir da Eq.(7.267) é construida a série reversa (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), ou
seja, é realizada a expansao em série de poténcias de 0 para a equacao em coordenada

polar do contorno o5 (imagem de Sy),

_ _ 0 »A0)-B(O)
S (R O

Comparando a Eq.(7.268) com a Eq.(7.35) conclui-se que

+0(6%). (7.268)

50) =y A0 =05

oL (7.269)
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AX

(5]

Figura 7.11 — Elemento curvo

7.6 Verificacao do tratamento da singularidade

Para verificar a subtragao de singularidade, por meio da série de Laurent Eqs.(7.221-
7.230), é analisado a regularizacao do nicleos singulares considerado um elemento curvo
como apresentado na Figura 7.11. Para poder verificar o comportamento da regularizagao
em elementos distorcidos, a Figura 7.11 apresenta um elemento triangular em func¢ao do
parametro s, o qual pode ser alterado para criar elementos irregulares. Nesta verificacao
tenta-se responder a algumas indagacoes quanto a eficiéncia da subtragao de singularidade
nas diregoes p e 6 e a influéncia da abordagem micromecanica frente a abordagem classica
do MEC, tanto para elemento regular quanto para distorcido.

Neste trabalho é apresentado e analisado a capacidade de subtrair singularidade da
Eq.(7.196) e Eq.(7.209), as quais sao hipersingulares e descrevem situa¢oes mais desfa-
voraveis quanto a eficiéncia do tratamento da singularidade. Para os demais tipos de
singularidade, presentes neste trabalho, estudos semelhantes foram feitos, entretanto, nao
apresentados aqui, uma vez que, mostraram ou comportamento semelhantes aos hiper-
singulares ou comportamento mais eficiente quanto ao tratamento da singularidade. Em
todas as analises, apresentadas, foram considerados os seguintes parametros: £ = 10000,

v = 0.2 e ponto fonte na posigao 1 (ver Figura 7.11).

A Figura 7.12 mostra, para § = 0.0009 rad, o comportamento das componentes
do tensor (hiper)singular, gf: N'J, o comportamento da série de laurent truncada nos

dois primeiros termos (Y;QQ(Q) e Y*;(e))

Y (p,0) — (Y‘;Q(e) + ?‘;(9)), para elemento regular (s = 0.2) e pardmetro micromeca-

e o comportamento do integrando regularizado,

nico ¢ = 1.0 quando considerado fungao com continuidade G (utilizada neste trabalho)

como aproximadora para a geometria. A partir da Figura 7.12 observa-se a excelente
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Figura 7.12 — Integrando singular [
Laurent [Y, (0)] ii) [?,2 (0)}(”,) e o integrando regular; ponto fonte posicao 1, S = 0.2, g = 1 e

v =02 (a) (Z ) = ( ) )a ( ) ( ) = (132)7 (C) (Za.]) = (]‘?3)ﬂ (d) (7'3.7) = (2ﬂ1)7 (e) (Zaj) = (232)’ (f)
(i,5) = (2,3), (8) (i,5) = (3,1), (b) (i,5) = (3,2) e (i) (i,) = (3,3). Aproximacio G'

5

L' _)N1 (&1,&2) J (&1,&2) , os dois primeiros termos da série de

—

representagao da série de Laurent (truncada nos dois primeiros termos) para o nucleo sin-
gular, e assim resultando, em um integrando aparentemente regular ilustrado pela linha

pontilhada (quase horizontal).

O termo aparentemente regular utilizado acima ¢é devido ao fato de que apenas com
as informacgoes da Figura 7.12 nao sao suficientes para afirmar que foi subtraida a sin-
gularidade, pois o efeito de escala dos graficos, uma vez que os termos (hiper)singulares
possuem valores muito maiores que os do integrando regularizado, pode-se-ia ter uma ca-

muflagem dos resultados. Entretanto, na tentativa de sanar essa divida, foram realizados

os graficos apenas dos termos regularizados Y (p,0) — ( 200) 4 Y. 1(9)> na direcao de p
para diversos valores fixos de # como mostrado na Figura 7.13 e pode ser verificado que

realmente a subtragéo de singularidade ocorreu, uma vez que o comportamento do termo

Y (p,0) — ( ('9) + 1(9)> sao regulares, sem abrupta mudanca de valores.
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Figura 7.13 — Nucleo regular para [ai] - N'(&,&) J (&1,&) quando (a) (i,5) = (1,1), (b) (i,5) =

(4,
(1,2), (c) (i,4) = (1,3), (d) (i,4) = (2,1), (e) (i,4) = (2,2), () (5,5) = (2,3), (8) (i,4) = (3,1), (h)
(i,7) = (3,2) e (i) (i,7) = (3,3); Ponto fonte na posicio 1, S = 0.2, g =1 e v = 0.2. Aproximacio G*

Verificada a subtracao de singularidade na direcao de p, para s = 0.2 e g = 1.0,
cabe realizar a verificagdo desta subtragdo na direcao de 6. A Figura 7.14 mostra o
comportamento das componentes do tensor do nucleo regularizado, quando a geometria é
aproximada pela funcao G*, e quando é mantido fixo o valor de p e variado o parametro
0. Para esta andlise foram adotados diversos valores para p, no entanto, apresentados
apenas os resultados mais significativos para o estudo, que foram para p = 0.6440, p =
0.6917, p = 0.7067 e quando ponto fonte estd na posicdo 1. Observa-se, a partir da
Figura 7.14, que a técnica de subtragao de singularidade nao se comportou tao eficiente
na diregdo 6 quanto para a diregao p, principalmente para as componentes (1, 1), (2,2)
e (3,3). Entretanto, observa-se que a subtracao de singularidade ocorreu para todas as
componentes do tensor quando s = 0.2, porém, sendo necessario uma quantidade maior,

mesmo que discreta para esta situagao, de pontos de integracao para atingir a mesma
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Figura 7.14 — Nucleo regularizado para [gi ] ’ j)Nl (&1,&2) J (&1,&2) para os casos (a) (4,5) = (1,1), (b)

(i,7) = (1,2), (¢) (i,3) = (1,3), (d) (i,4) = (2,1), (&) (i,1) = (2,2), (1) (i,5) = (2.3), (&) (i, ) = (3,1),
(h) (i,5) = (3,2) e (i) (4,4) = (3,3); Ponto fonte na posi¢io 1, S = 0.2, g = 1 e v = 0.2. Aproximacio G*

precisao da integracao na diregao de p.

Observado as componentes do tensor regularizado que possuem menor eficiéncia, na
direcdo de €, quando é realizada a subtracao de singularidade, estudos adicionais foram
realizados para compreender a influéncia do parametro microestrutural g para a remocao
da singularidade na direcao angular. Desta forma, a Figura 7.15 apresenta o comporta-
mento, na diregdo de 6, do integrando regular, para p = 0.7067 e variando o pardmetro
microestrutural g. Com o objetivo de alcancar rapida convergéncia e com poucos ter-
mos da expansao em série, foi adotado a relacao g < 2.5 e assim o parametro g ficando
limitado ao valor 0.2, entretanto, cabe ressaltar aqui, que caso queira diminuir o valor
do parametro g mantendo a mesma relacao g, faz-se necessario diminuir o tamanho do
elemento ou caso tenha maiores valores para essa relagdo, maior quantidade de termos da
expansao das Eqs.(7.118-7.178) faz necessdrio. Assim, para esta andlise foram adotados

os valores g = 1.0, g = 0.6 e g = 0.2. A partir da Figura 7.15, observa-se que a medida
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Figura 7.15 — Comportamento do integrando regularizado para [ T } N (&1,8) J (&1,&) & medida
*1(4,9)

que é variado o pardmetro micromecénico g, ponto fonte na posicio 1, v = 0.2 ¢ S = 0.2 para (a-c)
(i,5) = (1,1), (d-6) (i,j) = (2.2)  para (g-i) (i, j) = (3,3). Aproximagio G!

que o parametro g ¢ diminuido, maior regularizacao ¢ imposta ao integrando regular e

por consequéncia menor quantidade de pontos de integracao tornam necessarios.

Da mesma forma que foi realizada a anélise para o integrando Z%N 1J é feita para o

nicleo (hiper)singular v/ (p,0). A Figura 7.16 apresenta o desempenho da representagao
Z_.(9)

em série de Laurent dada por (% + T)’ a qual foi truncada no segundo termo.

Sendo as expressoes para Z_; (0) e Z_, () dada pela Eq.(7.224) e Eq.(7.223), respectiva-
mente. Na andlise da Figura 7.16 foi considerado ¢ = 0.0009 rad, s = 0.2 e ponto fonte
na posicao 1. De maneira semelhante a da Figura 7.12, a Figura 7.16 demonstra excelente
representatividade, na direcao de p, do nicleo singular por meio da expansao em série de
Laurent, assim como, o termo Z (p,0) — (% + @) aparenta ser regular. Ja na Fi-
gura 7.17 é confirmado, para p varidvel e 6 fixo, a regularizacao do nucleo hiper(singular)

obtida por meio da série de Laurent.

Na Figura 7.18 é apresentado o comportamento do integrando regularizado, Z (p,0)—
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Figura 7.16 — Integrando singular Z (p, §) = [2312] (d)
de Laurent [Z_; (0)] (i) [Z_5 (0 )] , € o integrando regular; ponto fonte posi¢ao 1, § = 0.2, E = 10000

ev =02 (a) (i,5) = (1,1), (b) (i J) (1,2), (¢) (1,4) = (1,3), (d) (i,4) = (2,1), () (4,5) = (2,2), (f)
(i,5) = (2,3), () (i,5) = (3,1), (b) (i,4) = (3,2) e (i) (i,4) = (3,3). Aproximacao G"

N (p,0)J (p,0) , os dois primeiros termos da série

(% + @), na dire¢ao angular, ou seja, é feito variar ¢ para p fixo. Pode-se observar
que, de forma semelhante a andlise feita na abordagem micromecanica, a abordagem
classica apresenta uma regularizacao na direcdo € menos eficiente que na direcao de p e
com a desvantagem da auséncia do parametro micromecéanico que auxilia na melhora da

eficiéncia da regularizacao.

Até o momento, apenas foi analisado o comportamento da aproximacio G' na sub-
tracao de singularidade, nao sendo feito nenhum comentario quanto as aproximacoes de
Proriol (base nodal de Lobatto) e Polinomial (base nodal equidistante) para a eficiéncia
da subtracao de singularidade. Constatado que, quando ponto fonte estd na posicao 1,
as componentes (1,1), (2, 2) (3,3) do nicleo integrando (hiper)singular, seja na abor-
dagem micromecanica (BP N'J) ou seja na abordagem classica (Z (p,6)), proporcionam

as condigOes mais desfavoraveis na subtragdo de singularidade, portanto, as anélises que
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Figura 7.17 — Ntcleo regular para Z (p,) = [Z312]( 0 Y(p,0) J (p,0) quando (a) (i,j) = (1,1), (b)
(,7) = (1,2), (¢) (4,5) = (1,3), (d) (&,7) = (2,1), (e) (i,4) = (2,2), () (,7) = (2,3), () (4,5) = (3, 1),
(h) (4,7) = (3,2) e (i) (4,4) = (3, 3); Ponto fonte na posi¢do 1, S = 0.2, E = 10000 e v = 0.2. Aproximagao

G

seguem, para elemento curvo distorcido s = 1.0, serdo referenciadas a estas componentes.

Na Figura 7.19 sao apresentados os comportamentos do nticleo (hiper)singular presente
na formulagdo micromecénica, para elemento distorcido (s = 1). Os gréficos (a-c), que
faz referéncia a aproximagiao G', e os graficos (d-f) que referenciam a funcao de Proriol
de grau 2 (ou Polinomial de grau 2), apresentam comportamentos semelhantes na diregao
angular quanto a subtracao de singularidade, ou seja, é perdida mais significativamente
a eficiéncia da regularizagdo, com deterioracdo maior quando utilizado a aproximagao de
Proriol de grau 2 (ou Polinomial de grau 2). Andlise semelhante é obtida para o nicelo
(hiper)singular classico apresentado na Figura 7.20, na qual pode ser visto que tanto a
aproximacao G' (gréficos a - ¢) quanto a de Proriol (graficos f - f) apresentam semelhantes
deterioragao na regularizacao, embora com intensidade diferentes.

A Figura 7.21 apresenta, para elemento curvo distorcido (s = 1.0), o comportamento



7.6. Verificacio do tratamento da singularidade 223

(@) (b) (©
150 250
200 - 801
100 4
B 5 150 5 40
s ] 2 = —— p=0.0004
3 % 100 3 - p=0.6917
e o 13 1 -== p=0.7067
o o4 o 504 o
;6;'-50' —— p=0.0004 :':’ °] :':’ ~ =
s - p-ose17 £ -50 £ 801 T
1004  ---p=0.7087
-100 -120 4
150 T T T T T T T 150 T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14 00 02 04 06 08 10 1.2 14 00 02 04 06 08 10 12 14
0 (rad) 0 (rad) o (rad)
(d) (e) )
500 100 240
400
L 0-
300 4 200
- . —— 5 =0.0004 =
S 200 S 1004\ --p=0.6917 2
2 100 > N p=0.7067 / 3160 :
@ 1001 ®.2004 \ VA
§ 0 § N / § 120 -
& -100] § 3007 \ % 8
> --p=06917 > AN / 2 80 / = N
& -200 3 2 400 ] - 8 p=0.0004
£ —-- p=0.7067 £ -400 AN s < i ----p=06917 \\
= .300] = S L / == p=0.7067 \
e -500 e 404 / N
400~ Z \
500 T T T T T T T -600 T T T T T T T 0 T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14 00 02 04 06 08 10 1.2 14 00 02 04 06 08 10 12 14
0 (rad) o (rad) 6 (rad)
() (h) 0)
150 0 150
20 e
1004 40 R 125
5 ] S
S 50 S 601 5100
g g 80 &
g oA g-100] 8 75-
c c c
g §-120 g
g-so- 3-140- g 50
£ £ £
-100 4 -160 25 ----p=0.6917
180 4 == p=0.7067
-150 T T T T T T T -200 T T T T T T T 0 T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 1.2 14 00 02 04 06 08 10 12 14 00 02 04 06 08 10 12 14
0 (rad) 0 (rad) 0 (rad)

Figura 7.18 — Ntcleo regularizado para Z (p, ) = [2312}( ])Nl (p,0) J (p,0) para os casos (a) (i,7) =
(1,1), (b) (i,4) = (1,2), (¢) (i,4) = (1,3), (d) (i,4) = (2,1), () (1,4) = (2,2), () (i,7) = (2,3), (g)
(4,7) = (3,1), (h) (4,5) = (3,2) e (i) (4,7) = (3,3); Ponto fonte na posicdo 1, S = 0.2, E = 10000 e
v = 0.2. Aproximacio G*

do integrando regular Y (p,0) — ( =200) 1(9)) na direcao radial, para o ponto fonte
na posicao 1. Ja a Figura 7.22 mostra a variagdo do integrando regular Z (p,0) —
(% + @) na dire¢do de p e com ponto fonte, também, na posicao 1. Tanto na
Figura 7.21 quanto na Figura 7.22 sdo apresentados os graficos (a-c) para a aproximagao
da geometria por meio da funcao G' e os graficos (d-f) para aproximacdo por meio da
fungao de Proriol de grau 2 (ou Polinomial de grau 2). Pode ser observado, seja pela
Figura 7.21 ou seja pela Figura 7.22, que a tratamento da singularidade na dire¢ao radial
é bastante eficiente, também, para elementos curvos distorcidos.

Sabendo que o tratamento da singularidade torna menos eficiente na dire¢do angular
(Figura 7.19 e Figura 7.20), quando o elemento curvo é distorcido e sabendo, ainda, que
o parametro micromecanico influéncia na subtracao da singularidade quando o elemento

curvo é regular (Figura 7.19), a Figura 7.23 mostra o comportamento do integrando

regular na direcao angular a medida que o pardmetro microestrutural é alterado. A partir
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Figura 7.19 — Nucleo regularizado para [g} . j)Nl (&1,&2) J (&1, &2); Ponto fonte na posigdo 1; S = 1.0,

(
E =10000, v = 0.2, g = 1 para a aproximacdo G' (a) (i,j) = (1,1), (b) (i,5) = (2,2), (¢) (i,5) = (3,3) e
para aproximagao de Proriol / Polinomial de grau 2 (d) (4, j) = ( 1), (e) (i,5) = (2 2), (f) (4,4) = (3,3).
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Figura 7.20 — Ntcleo regularizado para Z (p,0) = [Z312]( Nt (p,0)J (p,
S = 1.0, E = 10000, v = 0.2 para aproximagao G (a) (i,7) = (1,1), (b) (i,
para aproximagao de Proriol / Polinomial de grau 2 (d) (4,5) = (17 1), (e) (i,
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Figura 7.21 — Nicleo regularizado para [g—i} ’ j)Nl (&1,&2) J (&1,&2); Ponto fonte na posigdo 1; S = 1.0,

E = 10000, v = 0.2, g = 1 para aproximagao G* (a) (i,5) = (1,1), (b) (4,7) = (2,2), (c) (1,7) = (3,3) e
para aproximagao de Proriol / Polinomial de grau 2 (d) (¢,5) = (1,1), (e) (¢,7) = (2,2), (f) (4,5) = (3,3).

da Figura 7.23 pode ser observado que a medida que o pardmetro g é diminuido melhor
torna a eficiéncia da subtracio de singularidade seja para aproximacio G' (graficos a-c),

seja para a aproximagao de Proriol de grau 2 (graficos d-f).
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Figura 7.23 — Ncleo regularizado para {

E = 10000, v = 0.2 para a aproximacdo G (a) (i
aproximagao de Proriol / Polinomial de grau 2 (d

oP

Ny

*

7) = (1,1), (b) (3,

&6, = (11), © G

-

J) =

J) =

3,
j) =

L )Nl (&1,&2) J (&1, &2); Ponto fonte na posigdo 1; S = 1.0,

(2,2), (¢) (i,
(2,2), (f) (i,

3) e para

(3,3).
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CAPITULO 8

Exemplos de validacao

Nesta seg¢do sdo apresentados 5 exemplos de validacao. O Primeiro exemplo
¢ referente a um cilindro sob tensdo axial com bordas arrendondadas. O se-
gundo e terceiro exemplos sao referentes, respectivamente, a uma esfera solida
submetida a um deslocamento prescrito e, no outro exemplo, a uma forca apli-
cada em todo o contorno. Nos dois ultimos exemplos sdo referentes a uma
cavidade esférica imersa em um dominio infinito quando, no quarto exemplo,
¢ prescrito o deslocamento no seu contorno e, no quinto exemplo, quando é
prescrito forcas. Todos os exemplos consideraram solidos eldstico gradiente
tridimensional e os resultados foram comparados com a solugao analitica e/ou

com a solugio numérica obtida no trabalho de Tsepoura et al. (2003)

8.1 Exemplo 1

O Primeiro exemplo numérico é referente a uma barra elastico gradiente de compri-
mento L = H/2 submetida a uma tensao de tragdo axial constante. Neste exemplo sao
consideradas como condi¢oes de contorno nao-classica as deformacgoes nulas nas duas ex-
tremidades da barra. Desta forma, a condi¢do de contorno nao-classica aplicada na face
superior e inferior da barra é (¢.,qy,¢.) = (0,0,0), enquanto que para todos as faces a
tensao ressalto de superficie é nula, ou seja, (E,, E,, E,) = (0,0,0). A superficie lateral
da barra é deixada livre de forca de superficie por imposigao de (P, P,, P,) = (0,0,0) e
(R, Ry, R.) = (0,0,0). Além do mais, na face superior e inferior é imposta a condicao
de contorno de tensao de superficie (P, Py, P,) = (0,7},0) (ver Figura 8.1). A solucao

analitica unidimensional deste problema, em deslocamento, é (TSEPOURA et al., 2002)

u(y) =

Tog -
Y S cosh (L7g ) (c7bils —cblls) |yl < L, 8.1)

onde F é o moédulo de elasticidade ou de Young.
A partir das Eqgs.(4.25), (4.26) e (8.1) podem ser escritas as solugoes analiticas para a
deformacao, tensao dual e tensao total, respectivamente:
T

T

— —lyl/g lyl/g 0
ey e +e + =, 8.2
) 2F cosh (%) { E (8.2)
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To —lyl/g yl/g
plo) = 0 el — el ], (8.3)
g = T(). (84)

A fim de demonstrar a precisao do MEC com continuidade G, o problema unidi-
mensional descrito acima foi resolvido utilizando um modelo 3D. Neste modelo 3D, a
barra submetida a tensao axial é modelada por um cilindro sélido espesso de altura
H = 2L =2 4a e diAmetro D = 8, 4a, como mostrado na Fig.(8.1). Os lados do cilindro
foram arrendondados com uma curvatura R = 0,2a devido a implementacao numérica
estar limitada para corpos elastico-gradiente com superficies suaves. O problema foi re-
solvido para a = 0,5, Ty =1 e E = 1. Além do mais, o modelo foi discretizado por 2048
elementos de contorno triangulares ou equivalente a 512 elementos triangulares em um
quarto do cilindro devido a sua simetria quando utilizado a aproximacao de Proriol de
grau 2 (ou equivalente Polinomial de grau 2) e G' de grau equivalente a 4. Os resultados
deste trabalho foram comparados com a solugao analitica e também com os resultados
numéricos obtidos no trabalho de Tsepoura et al. (2003). Em seu trabalho, Tsepoura et
al. (2003) discretizou o problema em 1072 elementos de contorno quadrilateral de grau 2,
ou equivalentemente, por 268 elementos quadratico quadrilateral restringido a um quarto
do cilindro. As Figs.(8.2)-(8.6) apresentam, em fun¢ao da distdncia y e para trés valores
de comprimento caracteristico do material g, os resultados do calculo dos deslocamentos
u(y), deformacao € (y), tensdao de Cauchy 7 (y), Tensao dual i (y) e tensao total o (y),
respectivamente. Como pode ser visto nestes graficos a excelente concordancia entre os
valores do MEC G! e a solucdo analitica. Entretanto, observa-se que os resultados de
Tsepoura et al. (2003), assim como os resultados do MEC Proriol (ou equivalente Polino-
mial), ndo apresentam bom ajuste em relagao a solugao analitica. Esta diferenga é devido
a nao representacio da geometria suave por funcio C*, como pode ser visto na Tabela 3
do Capitulo 6, e assim a hipdtese de ser nula a integral de linha da formulacdo do MEC

micromecanica nao é satisfeita.

8.2 Exemplo 2

Neste exemplo um soélido esférico de raio a é submetido a um deslocamento radial ug
(condicao de contorno classico), enquanto que o gradiente normal do deslocamento é nulo

no contorno (condi¢do de contorno nao classica), ou seja,

u(r)|,_, = ut, (8.5)
a, (), = 22— 56)

r=a
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Figura 8.1 — Geometria do cilindro sélido sob tensao axial.
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Figura 8.2 — Deslocamento axial u(y) do cilindro sélido versus distdncia y & medida que é variado o
parametro micromecanico g.
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Figura 8.3 — Deformacao axial €(y) do cilindro sélido versus distdncia y & medida que é variado o
pardmetro micromecanico g.
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Figura 8.4 — Tensao de Cauchy 7,, do cilindro sélido versus distancia y a medida que é variado o parametro
micromecanico g.
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Figura 8.5 — Tensao dual pi,,, do cilindro sélido versus distdncia y & medida que ¢ variado o pardmetro
micromecanico g.
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Figura 8.6 — Tensao total o, do cilindro sélido versus distancia y & medida que é variado o pardmetro
micromecanico g.
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onde u(r) é o deslocamento radial e r a distdncia com origem no centro da esfera. A

solucdo analitica, em deslocamento, para este problema é (TSEPOURA et al., 2003)

. [AT e (_QQSenh (r/g) | Cosh(r/g ))

r2 r

, (8.7)

onde
_ 2gugaCosh (a/g ) — 2g%upSenh (a/g ) — upa®Senh (a/g )

a(—3gaCosh (a/g )+ 3g2Senh (a/g ) + a*?Senh (a/g)) ’

A= (8.8)

Uo CL2

C=- . 8.9
—3gaCosh(a/g )+ 3g>Senh (a/g ) + a*Senh (a/g ) (8.9)
A partir das Eqgs.(4.25), (4.26), (8.7), (8.8) e (8.9) podem ser escritas as solugoes

analiticas para a deformacao, tensao dual e tensao total, respectivamente:

£ = lA +C (—Wh(r/g) + (20 +17) Sem(r/g))] £, (8.10)
—cr [7" (6g* +1?)Cosh (r/g) —Tj)g2 (2g* +1?) Senh (r/g )] ’ (8.11)

— lA 420y <r (1292 + r?) Cosh (r/g ) — g (129> 4+ 5r?) Senh (r/g ))]  (812)

i

O problema acima é resolvido numericamente pela formulagao do MEC micromecanico
com continuidade G*, apresentado nesta tese, e comparado com a mesma formulacao do
MEC considerando a aproximagao de Proriol de grau 2 (ou equivalente Polinomial de grau
2) e com os resultados numéricos obtido por Tsepoura et al. (2003). Para realizar esta
comparagao foram adotados, como mostrado na Fig.(8.7) os seguintes valores: ug = 1,
a=1ev =0. Paraa abordagem via MEC G" e Proriol grau 2, o problema foi discretizado
por 512 elementos de contorno triangulares e Tsepoura et al. (2003) utilizou 304 elementos
quadrético quadrilateral. As Figs.(8.8)-(8.11) mostram, respectivamente, os valores do
deslocamento radial w,, deformagao ¢,, tensao dual u,.. e tensao total o, a medida
que ¢é variado o valor do comprimento caracteristico g. A partir das Figs.(8.8)-(8.11)
é possivel observar o bom ajuste do MEC com aproximacdao G!, com aproximacio de
Proriol de grau 2 e dos resultados de Tsepoura et al. (2003) quando comparado com a
solucdo analitica. Este é um caso particular cujas aproximacoes C° se aproximam muito
bem da aproximagdo G' no referente a continuidade do plano tangente (ver Tabela 3
no Capitulo 6), ou seja, a parcela referente a integral de linha da formulagao influéncia
muito pouco aos resultados. Cabe ressaltar ainda que os resultados, quando utilizando
elementos G, obtém erros inferiores a 0,5% enquanto que, quando utilizando elementos
C° (nesta anélise foi comparado com a aproximacgdo de Proriol de grau 2), sdo obtidos
erros inferiores a 1,5%. Na Fig.(8.11) sdo apresentados apenas os resultados da formulagao
do MEC utilizando aproximacao G e aproximacio C° (Proriol), uma vez que Tsepoura

et al. (2003) nao apresentou resultados para a tensao total.
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Figura 8.7 — Geometria da esfera sélida submetida a um deslocamento radial.
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Figura 8.8 — Deslocamento radial u,. em funcao da distancia radial do s6lido esférico de raio a a medida
que é variado o pardmetro g.
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Figura 8.9 — Deformacao radial €, em fungdo da distancia radial do sélido esférico de raio a a medida
que é variado o parametro g.
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Figura 8.10 — Tensao dual p,.. em funcdo da distancia radial do sélido esférico de raio a a medida que é
variado o parametro g.
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Figura 8.11 — Tensao total o, em funcao da distancia radial do sélido esférico de raio a & medida que é
variado o pardmetro g.

8.3 Exemplo 3

A mesma esfera do problema anterior agora é submetida a uma pressao externa radial
Py (ver Figura 8.12), enquanto que a tensdo conjugada de superficie R é nula no contorno,
isto é,

P (r)],—, = Iot, (8.13)

r=a

R ()| _, =0. (8.14)

r=a

Este problema possui a solugdo analitica da forma (TSEPOURA et al., 2003)

u= lAr +C (—92 Se"’iﬁ/g ) 4 gCOSh;T/g >>] , (8.15)

o  R(-2) (14
A=Y, (8.16)
C=0. (8.17)

A partir das Eqs.(4.25), (4.26), (8.15) - (8.17) podem ser escritas as solugoes analiticas

para a deformacao, tensao dual e tensao total, respectivamente:

Er = A, (8.18)

ey = 0, (8.19)
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o=1=Fe.,, (8.20)

Para estas condigoes de contorno (Equagao 8.13 e Equagao 8.14), tem-se que a solugao
analitica da esfera eldstica gradiente, Eq.(8.15), apresenta um comportamento eldstico
classico, independente do comprimento caracteristico do material. Assumindo a = 1,
Py=1, FE =1, v = 0, o problema ¢ discretizado por 512 elementos de contorno tri-
angulares quadratico para a aproximacao de Proriol e linear para G'. Para a analise
de Tsepoura et al. (2003) foram utilizados 304 elementos quadrangulares quadréatico. A
Fig.(8.13) mostra o valor do deslocamento radial calculado pelo MEC G' ¢ MEC Proriol
grau 2 e em seguida sdo comparados com os resultados de Tsepoura et al. (2003) e com a
solucdo analitica, a qual é independente do pardmetro g. De forma anéloga, a Fig.(8.14)
mostra o resultado da deformagao radial a medida que é variado o valor do parametro g
para a aproximacao G' e Proriol de grau 2. Tanto a Fig.(8.13) quanto a Fig.(8.14) mos-
tram o bom ajuste das fung¢oes aproximadoras a solucao analitica. Entretanto, observa-se
um melhor ajuste para o MEC G' A solucdo analitica, com erro méaximo de 0.1%, en-
quanto que o MEC aproximado pela fun¢ao de Proriol grau 2 (ou Polinémial de grau2)
apresenta um ajuste com erro maximo de 1.1%, e para os resultados de Tsepoura et al.
(2003)podem ser visto, por meio destas figuras, que apresenta um ajuste semelhante a
inferior ao apresentado pela aproximacao de Proriol. Mesmo com essas diferencas entre os
erros proporcionada pelas fungoes aproximadoras, pode-se concluir que todas abordagens
se ajustaram adequadamente a solucao analitica, e isto foi ocasionado pela boa represen-
tagdo do plano tangente quando usado as fungoes de continuidade C° (ver Tabela 3 no
Capitulo 6), o que proporciona uma baixa influéncia da integral de linha, presente na

formulagao, aos resultados.

8.4 Exemplo 4

Neste exemplo uma cavidade esférica de raio a, submetida a um deslocamento radial
ug, estd imersa em um espaco (3D) elastico gradiente infinito (ver Figura 8.15). As

condicoes de contorno classica deste problema sao

u (r)],—, = uof, (8.21)

u(r)], o =0, (8.22)
e ¢ adotada a seguinte condi¢ao de contorno nao classica

q (1)],— = 8u(;n(7’) = 0. (8.23)

r=a
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Po

Figura 8.12 — Geometria da esfera sélida submetida a forca de superficie radial.
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Figura 8.13 — Deslocamento radial u,, em fun¢do da distancia radial do sélido esférico de raio a & medida
que ¢é variado o pardmetro g. Com condi¢ao de contorno classica P (a) = Pyt e nao classica R (a) = 0.
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Figura 8.14 — Deformagao radial €., em funcio da distancia radial do sdlido esférico de raio a a medida
que é variado o pardmetro g. Com condigdo de contorno classica P (a) = Pyt e ndo classica R (a) = 0.

A solugao analitica, em deslocamento, para o presente problema tem a forma (TSE-
POURA et al., 2003)

B .
u= Lz + DG (7«)} g (8.24)
com
T
G(r)=,—"—K 8.25
(T) 9 (T/g ) 3/2 (T/g ) ) ( )
woa’ 8g(?‘)
B = L lr=a =1+2¢(1+g), 8.26
ZG(T)\T:a—i-aag—y) B ( ) (8.26)
9 4ell9
D= T (8.27)
2G (r)|,—, + 055, . s
e K3/, (o) sendo a funcdo modificada de Bessel do segundo tipo, tal que,
e 995\ (g+T)
2
Kap (r/g) = \C\Q/; : (8.28)

A partir das Eqs.(4.25), (4.26), (8.24) - (8.28), podem ser escritas as solugoes analiticas

para a deformacao, tensao dual e tensao total, respectivamente:

2B e7"/9
73 2r3

e = Dr (292 + 2gr + TQ) : (8.29)

6B¢2E e "9 DrgE (6g° + 6¢°r + 3gr2 + r3
L, = OBTE e mgE (6g° + 6g°r + 3gr 7‘)’ (8.30)

rd 274

2Be/ (129> — 1) + Dgr (29 + 1) (69 + 3gr +12) | . (8.31)
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Figura 8.15 — Geometria da cavidade esférica submetida a deslocamento radial.

Para a verificagdo da formulagdo do MEC microestrutural, neste exemplo foi conside-
radoa =1, Py =1, F =1, v = 0 e discretizando por 512 elementos de contorno trian-
gulares quadratico para a aproximacdo de Proriol e linear para G'. Para este problema
Tsepoura et al. (2003) utilizou 304 elementos quadrangulares quadratico. A Fig.(8.16)
mostra o valor do deslocamento radial calculado pelo MEC G! e MEC Proriol grau 2
comparados com os resultados de Tsepoura et al. (2003) e da solugao analitica. De forma
andloga, a Fig.(8.17), Fig.(8.18) e Fig.(8.19) mostra, respectivamente, o resultado da de-
formacao radial, tensao dual e tensao total a medida que é variado o valor do parametro g
para a aproximacao G' e Proriol de grau 2. A partir destes resultados, pode-se verificar a
excelente concordancia entre os resultados numéricos e a solugao analitica. Na Fig.(8.19)
os resultados foram comparados apenas com a solucao analitica, uma vez que, Tsepoura

et al. (2003) nao apresentou resultado para a tensdo total.

8.5 Exemplo 5

Neste exemplo uma cavidade esférica, de raio a e imersa em um dominio elasto-
gradiente tridimensional infinito, é analisada quando esta submetida a uma pressao radial
externa Fy e a tensdo conjugada nula no contorno da cavidade (ver Figura 8.20). As
condigoes de contorno classica deste problema sao

P(r)| _. = P, (8.32)

u(r)], o =0, (8.33)
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Figura 8.16 — Deslocamento radial u, em fun¢do da distancia radial da cavidade esférica de raio a a
medida que é variado o pardmetro g. Com condicdo de contorno clédssica u(a) = uo?, u(r)|,_, ., =0e
ndo classica q(a) = 0.
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Figura 8.17 — Deformacao radial €,.. em funcao da distancia radial da cavidade esférica de raio a & medida
que é variado o pardmetro g. Com condicdo de contorno classica u (a) = uo?, u (r)] = 0 e néo classica

q(a) =0.
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Figura 8.18 — Tensdo dual p,--- em funcdo da distancia radial da cavidade esférica de raio a & medida que
é variado o pardmetro g. Com condigdo de contorno classica u (a) = ug#, u (r)] = 0 e ndo cléssica
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Figura 8.19 — Tensao total ¢, em funcdo da distancia radial da cavidade esférica de raio a a medida que
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e é adotada a seguinte condi¢ao de contorno nao classica

R, (r)]_ =0. (8.34)

r=a

A solugao analitica, em deslocamento, é apresentada por Tsepoura et al. (2003) na

forma: B
u= LQ + DG (7“)} : (8.35)
com
I
G(r)=,—"—K 8.36
(r) 20r/g) 32 (1/9), ( )
B —Py(1-2v)(1+v)a®(6g° + 6g%a + 3ga® + a?) (8.37)
2B [3¢3 (=3 +4v) +3¢2 (-3 +4v)a+3g(—14+2v)a®+ (=1 + 2v)ad]’ '
5 6e¥9 Py (—1 4 2v) (1 +v)/9/,a*
a Eny/"/q[3¢% (=3 +4v) + 3¢ (=3 +4v)a+3g(—1+2v)a? + (—1+2v) a3]’
(8.38)
e K3/, (o) sendo a funcdo modificada de Bessel do segundo tipo, tal que,
e 9 g\ /55 (g+T)
Kz (r/g) = \C\Q/; . (8.39)

A partir das Eqs.(4.25), (4.26), (8.35) - (8.39), podem ser escritas as solucoes analiticas

para a deformacao, tensao dual e tensao total, respectivamente:

& = 62:5 |—4Be™? — Dr (2¢° + 297 +17) ], (8.40)
e "9 Eg r 3 2 2., .3
P = =5 5 [1236 /9 g+ Dr (6g + 6g°r +3gr° +1r )] , (8.41)
o= 6_;/9 E [2367"/9 (1292 — r2> + Dgm (29 + 1) (692 + 3gr + 7‘2)] . (8.42)

Assim como no exemplo anterior, neste é consideradoa =1, By =1, FE =1, v =0
e discretizando o problema por 512 elementos de contorno triangulares quadratico para
a aproximagao de Proriol e "linear"(com equivaléncia & ordem 4) para G'. A Fig.(8.21)
apresenta o valor do deslocamento radial calculado pelo MEC G*, MEC Proriol grau
2, e estes valores sao comparados com os resultados de Tsepoura et al. (2003) e com a
solugdo analitica (Equacdo 8.35). De forma andloga, a Fig.(8.22), Fig.(8.23) e Fig.(8.24)
mostra, respectivamente, o resultado da deformacao radial, tensdo dual e tensao total a
medida que é variado o valor do pardmetro micromecanico g, tanto para aproximacao G*
quanto para a aproximacao de Prorio grau 2 e para a aproximacao de grau 2 adotada

em Tsepoura et al. (2003). De acordo com os resultados apresentados nas Figs.(8.21) -
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Figura 8.20 — Geometria da cavidade esférica submetida a pressao externa aplicada radialmente.
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Figura 8.21 — Deslocamento radial u, em fungdo da distancia radial da cavidade esférica de raio a a
medida que é variado o pardmetro g. Com condi¢ao de contorno classica P (a) = Pot, u(r)|,,., =0e
nio cldssica R (a) = 0.

(8.24), pode-se verificar a excelente concordancia dos resultados numéricos com a solugao
analitica. Cabe observar que na Fig.(8.24) os resultados foram comparados apenas com a
solucdo analitica, uma vez que, Tsepoura et al. (2003) ndo apresentou o comportamento

da tensao total.
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Figura 8.22 — Deformacao radial .. em funcdo da distancia radial da cavidade esférica de raio a a
medida que é variado o parametro g. Com condi¢ao de contorno classica P (a) = Pof, u(r)|,,., =0e
nao cldssica R (a) = 0.
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Figura 8.23 — Tensdo dual p...- em funcdo da distancia radial da cavidade esférica de raio a a medida que
¢ variado o pardametro g. Com condicao de contorno classica P (a) = Por, u(r)|,_,., = 0 e ndo classica
R (a) =0.
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Figura 8.24 — Tensao total o, em funcdo da distancia radial da cavidade esférica de raio a & medida que
é variado o parametro g. Com condigdo de contorno classica P (a) = Pof, u(r)| = 0 e nao cléssica
R (a) =0.
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Conclusoes e Sugestoes para Trabalho

Futuro

Nesta tese, o desenvolvimento e implementacao da formulagdo do Método dos Ele-
mentos de Contorno considerando efeitos microestruturais e continuidade entre os planos
tangentes na interface dos elementos foi aplicada com sucesso a problemas elastostaticos
tridimensionais. Para a consideracao do efeito microestrutural foi utilizado a teoria gra-
diente elastica simplificada de Aifantis, a qual é uma particularizagdo da teoria geral de
Mindlin.

Para a discretizacao do Método dos Elementos de Contorno foram utilizados elemen-
tos triangulares curvos aproximados, tanto para a geometria quanto para os parametros
fisicos, por funcoes de continuidade C°, tais como aproximacoes de Proriol e Polinomial.
Nestas aproximagoes foram utilizadas as bases constituidas pelos zeros do polinémio or-
togonal de Lobatto e, também, utilizado a base equidistante. Na aproximagao espectral
foi utilizado como interpolante a funcao de Proriol, por proporcionar melhor condiciona-
mento a matriz de Vandermond, e como base nodal o zeros de Lobatto. Ja na interpolacao
chamada Polinomial foi utilizado como interpolante polinomios completos nao ortogonais
e como base os nés equidistantes. A partir desta combinacgao, foi realizado um estudo
comparativo a medida que é elevado a ordem da aproximacao, tanto de Proriol quanto
polinomial, e pode ser observado que a interpolagao com base equidistante provoca pertu-
bacoes na borda do elemento triangular, enquanto que a interpolagao com base de Lobatto
nenhuma pertubacgao é apresentada, ou seja, a abordagem Proriol-Lobatto é mais estavel e
apresenta maior precisao quando aproximagoes de alta ordem sao usadas para representar
a geometria do problema.

Com o objetivo de simular superficies suaves e assim anular a integral de linha presente
na formulacao do MEC microestrutural, foi utilizado elementos triangulares com conti-
nuidade geométrica G, ou seja, elementos que possuem normal tinica em suas interfaces.
Esta caracteristica tnica da normal é de grande importancia para o MEC pois evita a

necessidade de colocacao de nds duplos, o que facilita no pré e pés processamento. Para
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a criacdo dos elementos G, presentes neste trabalho, foram necessarios apenas as coor-
denadas geométricas e as normais dos nés nos vértices da malha triangular. A vantagem
na utilizacdo do elemento G' é devido a necessidade, apenas, de criar a malha formada
por elementos planos, pois a funcao de Bézier G! transforma estes elementos triangulares
planos em curvos. Por outro lado é desafiador a obtencao do vetor normal nos vértices,
assim para auxiliar a obtencao destes dados foi utilizado o software de computacao grafica
Blender™™ 2.70.

O software Blender’™ 2.70 é bastante robusto e tem como objetivo, de origem, a
criacao e animacao de jogos e filmes, ou seja, sem finalidade em andlise numérica. O
presente trabalho se propos a acoplar o software de computacao grafica ao programa
do MEC classico e microestrutural, proporcionando assim a possibilidade de criacao de
superficies de alta complexidade. Para ilustrar esta potencialidade e o sucesso na re-
presentacao da continuidade do plano tangente e da geometria, foram analisadas cinco
geometrias paramétricas (esfera, toroide, elipsoide, cilindro e paralelepipedo de bordas
arrendondadas) e quatro geometrias nado-paramétrica de alta complexidade (taga, colher,
cabega, perna). A partir desta analise pode-se verificar a deficiéncia, exceto em algumas
geometrias (tais como esfera), em representar continuidade do plano tangente por parte
das funcoes de Proriol e Polinomial, mesmo quando é elevado a discretizacao e a ordem da
aproximagcao. Por outro lado, pdde ainda ser observado a eficiéncia das fungoes de Bézier
G' (usada no presente trabalho) em representar geometria suaves independente de sua
complexidade. Quanto a analise da capacidade de representar a geometria do problema,
ou seja, o erro cometido na aproximacgao da geometria pelas fun¢oes Proriol, Polinomial
e G, verificou-se que todas estas funcoes possuem erros de aproximacoes com ordem de

grandeza semelhantes.

Chama, aqui, a atengao para o cilindro de bordas arrendondadas utilizado neste traba-
lho, uma vez que esta geometria foi reproduzido com as mesmas dimensoes das propostas
por Tsepoura et al. (2003) e verificou que quando utilizado as fungdes C° de grau 2, idén-
tica a utilizada por Tsepoura, a continuidade do plano tangente nao ¢é alcancada. Desta
forma, a reconstrucao de geometria suaves, como afirmado ter realizado em Tsepoura et
al. (2003), nao é obtida. Por consequéncia, a integral de linha presente na formulagao
microestrutural torna significativa e nao pode ser desprezada na analise, o que se opoe ao

realizado por Tsepoura e colaboradores.

Em seguida foi realizado o tratamento de singularidade das equacoes integrais do MEC
classico e microestrutural, tanto para funcoes aproximadoras CY quanto para G*. A téc-
nica de subtragao de singularidade proposta por Guiggiani et al. (1992), a qual faz uso
das séries de Laurent em coordenadas polar, foi utilizada para a regularizacao dos nicleos
integrando. As solugoes fundamentais da abordagem micromecanica foram expandidas
em série de poténcia para a obten¢do da ordem de singularidade e da correlagdo entre o

tamanho do elemento e do parametro micromecanico. Neste estudo, na condicao mais
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desfavorével, foi obtida a Eq.(7.189) como a condigao limite que correlacionam a distan-
cia r, comprimento caracteristico g e a quantidade de termos da série para que garanta
convergéncia das expansoes. Ainda continuando o estudo de convergéncia, é obtido um
estimador para o erro global das expansoes em série representado pela Eq.(7.190). Apds
realizada as expansoes em série e verificada a condicao de convergéncia, foram desenvol-
vidas e explicitadas expressoes em série de Laurent fundamentais para a subtracao de
singularidade. Na sequéncia, a qualidade do tratamento de singularidade foi verificada
para a aplicagdo em elementos curvos regulares e também para elementos irregulares (dis-
torcidos). Analisando os resultados da verificagdo da subtracao de singularidade, observou
que em elementos curvos regulares é eficiente a regularizacdo, entretanto, a medida que
o elemento ¢é distorcido esta eficiéncia é deteriorada, tanto para a formulagdo classica
quanto para a formulagdo micromecanica. No entanto, na abordagem microestrutural o
pardmetro g auxilia na melhoria da eficiéncia da regularizacao dos ntcleos integrando,
ou seja, observou que a medida que o parametro g é diminuido mais eficiente torna o
tratamento da singularidade para elementos distorcidos.

Apébs desenvolvida toda ferramenta necessaria para a aplicagdo do MEC a formula-
¢do micromecanica, foi realizada a implementacao numérica na linguagem Fortran 11.0
aplicada a problemas tridimensionais elastostatico gradiente e validado por meio de cinco
exemplos benchmark presente na literatura. Uma grande precisao da formulagao do MEC
G e CY) este tltimo apenas para geometrias com curvatura suave, foi obtida quando com-
parado com a solugao analitica e com outros resultados numéricos presente em Tsepoura
et al. (2003).

Uma vez realizado o tratamento de singularidade e a andlise de convergéncia do MEC
micromecanico e do MEC classico, construiu-se de forma sélida e robusta a implementacao
da formulagao microestrutural aplicada para problemas gradiente elastico 3D, a qual pode
ainda ser melhorada e expandida para diversas novas aplicagoes. Alguns avancos foram
alcancados com este trabalho, porém, ainda ha muito a ser compreendido e ampliada as
aplicagoes da presente formulagao. Dentre os avangos futuros podem ser citados:

a) ampliar os exemplos de valida¢ao da presente formulagao para problemas nao pa-

ramétricos, com geometria mais complexas, e propor assim novos benchmark;

b) elevar o grau das aproximagoes C° das varidveis fisicas quando é utilizado a apro-

ximacao G! na representacao da geometria do problema;

c) realizar a insergao das fungdes NURBS (Non Uniform Rational Basis Spline) a
formulacao e em seguida compara-la com as funcoes de Bézier G! utilizada neste
trabalho;

d) propor novos avangos ao entendimento fisico das condigoes de contorno nao-classico

da formulagao micromecanica. Este entendimento ainda é um problema em aberto;

e) propor método de quantificagdo do pardmetro micromecanico, g, dos materiais,
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aliando experimento com analise numérica;

desenvolver modelo em elementos finitos para simular fibras (e/ ou enrijecedores)
imersas em dominios tridimensionais modelados pelo MEC microestrutural. Além
do mais, realizar formulacoes de acoplamento entre o MEC e o Método dos ele-
mentos Finitos (MEF) que simulem tanto a aderéncia perfeita quanto a perda de
aderéncia semelhante a formulagao desenvolvida para o MEC classico 2D apresen-
tado em Rocha, Coda e Venturini (2014);

aplicar a presente formulagdo microestrutural a problemas nao-lineares fisico, tais
como dano e plasticidade, principalmente em regides de localizagao dessas nao-
linearidades. Pois nestas regioes a formulagao do continuo local torna mal-posta e
numericamente é verificada a dependéncia da malha, tornando assim o problema

nao convergente.
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APENDICE A

Apéndice A

A.1 Apéndice A.1

Prova que
Vs -[(m-p)-0ul=n-Vgx[nx n-p-ou)+[(Vs-n)(n®n): pyl - ou (A.1)
Prova. O vetor (n - p) - du pode também ser escrito na forma
(m-p)-ou=(m-n)(n-p)-du=n-N® (n-p-ou). (A.2)
Assim, utilizando a identidade:
Vs-[f-ou] =[I-n®n)-V]-[fdu]
= [(6ij — niny) (e; @ €;) - Oreq] - [frex - Surs (€7 @ €5)]
= (0i; — nin;) [(9; fr) OUpi + fr  (Ouri)]
= [(0ij = nin;) (0;fr) Ouri + fr (i — nin;) 9 (uri)]
=Vsfiutf-|[Vs- ()] (A.3)

Com T denotando a transposicao e f, u significando vetor e tensor, respectivamente.

Desta forma é possivel escrever
Vs-[m-p)-ouf=Vs-{n-[n® @-p-ou)}
= {(0;; —ninj) (e; ® €;) - Oper} - {nrey - [Ny plumiouy (65 ® em,)]}
= (8;5 — ninj) Oj (MsNgMuy flyir O )
= (8;; — niny) [(Ojns) nsnyfluinOty + 1s0j (MsNy huinOU)]
— [(Vm) 0] (n-p- ) + - {Vs - [(n- p- ) @ n]} . (A.4)
Contudo, devido a natureza do gradiente de superficie Vg, tem-se que
(Vsn) - n=[I-n®n)-Vn]-n
I-n®n)-V(n-n)=0, (A.5)
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e a Eq.(A.4) é reduzida a
Vg-[(n-p)-oul =n-{Vs-[(n-p-du)©nl}. (A.6)
Utilizando a notagao indical do gradiente de superficie, D, = [(d,; — n;n;) 0;] e,, tem-se:

Vs X (f X 9) = €irsCuvsDr (fugo)

= (0o = OivOru) Dy (fugv)

= Dy (fig) — Du (fugi)
=Vs-(9g®f)=Vs-(f®g). (A7)

Com f e g representando vetores. A relagao (A.6) toma a forma:
Vs -[(m-p)-0ul=n-{Vgxnx(n-pg-éu)+Vs:-[n® (n-pu-oéu)l}. (A.8)
A partir da identidade
Vs (f®g)=(Vs-flg+[f-(Vsg), (A.9)
o segundo termo do lado direito da Eq.(C.8) pode ser escrita
Vs-m@m-p-du)=(Vs-n)(m-p-ou)+n-[Vs(@-p-ou). (A.10)
Fazendo uso da natureza tangencial de Vg, tem-se
n-[Vs(n-u-ou)] =0. (A.11)
Inserindo a Eq.(A.11) na Eq.(A.10) e em seguida utilizando a Eq.(C.8) obtém-se:

Vs-[(m-p)-dul=n-{Vs X [nx (n-p-du)]+(Vs-n)(n-p-du)}
=n-Vgxnx@n-p-ou)+n-(Vg-n)(n-pu-ou)
=n-Vgxnxn-p-ou)+[(Vs-n)(n®n): py-du. (A.12)

E assim conclui-se a prova. C.Q.D.

A.2 Apéndice A.2
Prove que

/Sn-VSX n x (n-u-éu)]dSz%fca{H(ﬁl@@n) || - Sul dC. (A.13)

Prova.A partir do teorema de Stokes para superficies, S, aberta e circundada por

uma linha fechada, C', pode ser escrita

/Sn~VS x de:j{C@de, (A.14)
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onde n é o vetor unitario normal a superficie S, § é o vetor unitario tangente a linha C,
e f é um vetor.

Considere uma superficie fechada S formada por duas superficies adjacentes S e S,
cuja intersecc¢ao é a linha C'. Assim, aplicando o teorema de Stokes (Equacao A.14) para

o vetor n X (n -y -o0u), tem-se:

/Sn-VSX[nx(n-u-éu)]dS:/Sln-Vgx[n><(n-,u-(Su)]dS—i-

/Szn-vgx[nx(n-,u-éu)]dS
:7{0(51)§~[n><(n-u-éu)}dC—fC(Sg)é-[nx(n-u-éu)]dC

:jé”@. nx (n-p-ou)|dC,  (A.15)

onde o simbolo ||o|| indica a diferenca entre os valores das duas superficies adjacentes S;
[§] SQ.

Explorando a propriedade vetorial
u-(vxw)=(uxv)-w, (A.16)
e definindo o vetor m = § x n, o segundo lado da Eq.(A.15) é escrito como segue:
flI8 - Inx (g dw) dC = (8 xm) - (- pu- du) | dC
= f - (n- -0 dC = § (@) : p-duldC. (A.17)
Considerando a hipdtese de que o vetor du seja continuo em S, tem-se:
[ @m) : o dul = (s @m) : ol - o, (A.18)

e finalmente inserindo a Eq.(A.18) na Eq.(A.17) e, na sequéncia, na Eq.(A.15), chega-se
a

/Sn-VS x [0 (n-p-6u) dszfc[n(m@n) || - 4 dC. (A.19)

Quando ha mais de uma linha C| isto é, C, (a = 1,2,...) linhas, a Eq.(A.19) é reescrita

na forma

/Sn-VS % [n (n-ﬂ-au)]dszzfc (Il @) : | - 6u] dC. (A.20)

Ca @

Como se queria demonstrar.

A.3 Apéndice A.3

Provar que para quaisquer corpo bidimensional com contorno S, tém-se:

/Sn'VSx[nx(n~pL'5u)]dS:O. (A.21)
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Prova. Os vetores n e n - i - du pertencem ao plano onde o corpo estudado é consi-

derado. Assim,
/Sn~Vg>< n (n-u-éu)]dS:/Sn~Vs x [fek]dS:/Sn-(st) x exdS.  (A.22)

Onde ey, é o vetor perpendicular ao plano do corpo.
De acordo com a defini¢cdo do gradiente de superficie, Vg = (I — n ® n) - V chega-se

a expressao:
/Sn-(VSf)xede:/Sn~ (Vf—ngD xede:/Sn-(foek)dS
:/V-(foek)dV:/ek-VfodV:O. (A.23)
1% Vv

Como se queria demonstrar.
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Apéndice B

Prove que a fungao escalar

2 -r/g
o) = 47r(A1+2u) <g+g7“_g2e r >+O7“1 .
é a solucao da equacao diferencial
O+ 20) [920 (1) — 2V ()] = 471W (B.2)
Prova. Reescrevendo a Eq.(B.2) na forma
v2[1 - g2v2] 0 (r) = 411, (B.3)
T(A+2u)r

e considerando duas fungoes radiais ¥ (1) e 95 (), as quais satisfazem, respectivamente,

as seguinte equagoes diferenciais

1 1

29 = B4
Vi (r) A (N +2p) r’ (B4)
e
1 1
1—g¢°V?| =—— B.
|: gv} Q(T) 47T()\+2,U)7"7 ( 5)
é possivel obter as seguintes restri¢oes as duas fungoes radiais
(1= g*V2] 9 (r) = 0 (), (B.6)
V29 (r) =92 (r). (B.7)

Multiplicando a Eq.(B.7) por ¢? e adicionando com a Eq.(B.6) é possivel escrever a solugao
da Eq.(B.3) em funcao de ¥ (r) e 95 (r), isto é,

O (r) =01 (r) + g°02 (r). (B.8)
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Tanto a funcdo ¥, (r) quanto a fun¢ao ¥, () dependem unicamente de r, podendo

desta forma reescrever as Eqs.(B.4) e (B.5) em coordenadas cilindricas

d2’191 (T’) gdﬁl (T’) o 1 1

= - B.
dr? rodr A (A +2u) r’ (B9)
d*95 (r) 297 diy (1) 1 1
Iy (1) — g° - = = . B.1
2(r) dr? r o dr A (AN +2p) r (B-10)

Pode ser diretamente verificado que as fungoes que satisfazem as Egs.(B.9) (B.10) possuem
a forma

Ch 1

r
W)=t a2

(1) = — <1 L ) , (B.12)

onde C; é uma constante.

(B.11)

Por fim, inserindo as Egs.(B.11) e (B.12) em (B.8), tem-se a solugao na forma

o 1 r g? ,e"!9
g~ C1 Ty , B.1
(r) r + 4 (A 4 2p) <2 + T g r (B.13)

Como se queria demonstrar.
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Apéndice C

C.1 Apéndice C.1

Prove que
7:Vu' —7": Vu=0. (C.1)

Prova. Fazendo uso das relagoes

T = 2ue + A (tre) I, (C.2)
€= ; [Vu + (Vu)T} , (C.3)
tre =V - u, (C.4)

observa-se que

T:Vu = 2ue + A(tre)I] : Vu* = 2ue + A (tre) I] : *
=2ue:e"+A(e:)(I:e")=e:2ue"+e: NI(1:¢%)
=c:Rue+AI:e")I=¢c:7"=7"1e=7":Vu (C.5)

Como queria demonstrar.

C.2 Apéndice C.2
Se pu = ¢*V7 demonstrar que
J A i) Va— (Vo) Va'baV = [ {(n-p): Va— (o) Vu'yds. (C6)
Prova. Substituindo p = ¢*V7 no lado direito da Eq.(C.6), tem-se:

/V{(V-,u*):Vu—(V~u):Vu*}dV:/V{gQVQT*:Vu—92V2T:Vu*}dV. (C.7)
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Utilizando a segunda identidade integral de Green, o lado direito da Eq.(C.7) é escrita

da seguinte forma

/{g2V2T*:Vu—gQVQT:Vu*}dV:/ 29 vu— 29 vur las
1% s on on
:/{H~QQV7’*—H-Q2V7’2VU*}d5
S
= /S{(n,u*) :Vu—(n-p):Vu'}pds. (C38)

Como queria demonstrar.
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Apéndice D

do

Neste apéndice, as expressoes das solugoes fundamentais que aparecem nas equagoes
or’

integrais (4.71) e (4.72) sao fornecidas como se segue. Notagao: 0,0 =

D.1 Solucao Fundamental U

. 1
U =—- |7 I- r QT D.1
(r, 11, v, 9) 16M(1_V>[ (rv,9)I—x(r,g)t 1], (D.1)
com
T (r,v ):(3—41/)1+2(1—2V) —9—2—1- gj—l—i e+
g r 3 r3 2
7 (9,9 y
woff (e )] o
¢ 2 2
_ 1. 6 (697 Gg  2) v
X(r9)=——+-3 <T3 3 T)@ : (D.3)
_ jadie S
D.2 Solugao Fundamental Q
~ % 1 ~ A R ~ R ~ R R
Q(r,u,l/,g)zwl_y)[A(ny-r)r®r—|—B(ny-r)I—C’(ny®r+r®ny)},
(D.4)
com
< 2x (1, 9) 3 30g° 30> 30g 12 2\ _
A— 9 _ o, -2 - — 4+ = )e, (D5
( . X (r,9) R vt tEt ) (D)

1_[692 <6gz+6g_|_6_|_4>€7”/9]_

:aTT(T7V7g):_(3_4I/)r2 7”74_

ol
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- x(rg) 1 6g° (69> 69 2\
C= . :_T72+T74_ T74+ﬁ+ﬁ e 9.

D.3 Solugao Fundamental f{*

2

R =% [A(m, t)n,@¢+Bn,@n, + (Ci(n, )7+ ) I+

" 167 (1—v)

(Di(n, )+ Dy)# @+ E(n, )i