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RESUMO 

 

VITORIO JUNIOR, P. C. Análise Level Set da otimização topológica de estruturas planas 

utilizando o Método dos Elementos de Contorno. 2014. 146 p. Dissertação (Mestrado em 

Engenharia de Estruturas) – Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, 

São Carlos, 2014. 

 

A otimização topológica de estruturas está relacionada à concepção de projetos que executem 

suas funções com nível de segurança adequado empregando a quantidade mínima de material. 

Neste trabalho, determina-se a geometria ótima de estruturas planas por meio do acoplamento 

do Método dos Elementos de Contorno (MEC) ao Método Level Set (MLS). O algoritmo é 

composto por 3 etapas: problema mecânico, otimização topológica e reconstrução da 

estrutura. O problema mecânico é resolvido pelas equações algébricas do MEC. A otimização 

topológica é determinada pelo MLS, este representa a geometria do corpo e suas evoluções 

por meio da função Level Set (LS) avaliada em seu nível zero. Na reconstrução realiza-se o 

remalhamento, pois a cada iteração a estrutura é modificada. O acoplamento proposto resulta 

na geometria ótima da estrutura sem a necessidade da aplicação de filtros. Os exemplos 

analisados mostram que algoritmo desenvolvido capta adequadamente a geometria ótima das 

estruturas. Com esse trabalho, avança-se no campo das aplicações do acoplamento MEC – 

MLS e no desenvolvimento de soluções inovadoras para problemas complexos de engenharia. 

 

Palavras Chave: Otimização Topológica. Método dos Elementos de Contorno.  Método Level 

Set. 
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ABSTRACT 

 

VITORIO JUNIOR, P. C. A level set analysis of topological optimization in 2D structures 

using the boundary element method. 2014. 146 p. Dissertation (M. Sc. in Structural 

Engineering) – School of Engineering of São Carlos, University of São Paulo, São Carlos, 

2014. 

 

In general, the topological optimization of structures is related to design projects that perform 

their functions with appropriate security levels using the minimum amount of material. This 

research determines the optimal geometry of 2D structures by coupling the Boundary Blement 

Method (BEM) to Level Set Method (LSM). The algorithm consists of 3 steps: mechanical 

model, topology optimization and structure reconstruction. The mechanical model is solved 

by BEM algebraic equations. The topology optimization is determined using the MLS, the 

geometry of the body is determined by the Level Set (LS) function evaluated at the zero level. 

The reconstruction achieves the remeshing, because for each iteration of the structure is 

modified. The proposed coupling results in the optimal geometry of the structure without the 

filters application. The examples show that the algorithm developed captures adequately the 

optimal geometry of the structures. With this dissertation, it is possible advance in the field of 

applications of the BEM - LSM and develop innovative solutions to complex engineering 

problems. 

 

Key words: Topology Optimization. Boundary Element Method. Level Set Method. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 

Um projeto estrutural deve garantir condições adequadas de serviço, segurança ao 

colapso e, sobretudo, ser economicamente viável. A fim de assegurar essas condições, é 

necessário que o engenheiro escolha as características que melhor se adaptem às 

especificações do projeto, partindo dos sistemas estruturais, materiais e recursos disponíveis. 

Em grande parte dos projetos, a solução desejada não é encontrada facilmente, pois a mesma 

varia de acordo com as dimensões, resistências e sistema estrutural adotados. 

Através das técnicas de otimização é possível alcançar a perfeita combinação de 

fatores, que atenda aos requisitos pertinentes a cada projeto. 

Espath (2009) cita “Eneida” do século I a.C., onde Virgílio exalta as origens e o 

espírito do povo romano. Nessa obra, a fenícia Dido persuadiu um chefe africano a dar-lhe 

tanta terra quanto fosse possível cercar com a tripa de um touro. Ela dividiu a tripa em 

centenas de tiras bem finas e uniu-as traçando um semicírculo no chão, à beira do Mar 

Mediterrâneo. Era a máxima área costeira que ela poderia envolver, Dido teria resolvido o 

primeiro problema de otimização da história. Mesmo sendo literário, o relato demonstra que 

os povos da antiguidade detinham o conhecimento a respeito de áreas e comprimentos, e 

sabiam que dentre as figuras de igual perímetro, o círculo é aquela com maior área. 

Com o passar dos anos o conceito de otimização é cada vez mais utilizado por 

empresas e pesquisadores nos campos da física, química, engenharia, economia, entre outros. 

Apesar do embasamento teórico e matemático dos métodos clássicos de otimização, há 

conceitos fundamentados em eventos da natureza como os algoritmos genéticos e evolutivos. 

Estes empregam condições de energia presentes em fenômenos físicos e químicos, forma das 

moléculas, inteligência de enxames (formigas, abelhas, vespas), evolução de genes para a 

determinação de pontos ótimos de funções. 

Para projetos de engenharia de estruturas, em geometrias e condições de contorno 

simples, obtêm-se às soluções através de métodos clássicos, hipóteses e soluções analíticas 

baseadas na teoria da elasticidade. Em estruturas e sistemas estruturais onde geometrias e 

condições de contorno são complexas é necessário o emprego de métodos numéricos. 
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Dentre todas as variáveis passíveis de otimização, aplica-se às estruturas o conceito de 

otimização topológica. Busca-se a melhor distribuição de material, onde todos os pontos 

operem no máximo de sua capacidade sem qualquer prejuízo à mesma. 

Nesse trabalho, a configuração inicial de uma estrutura contínua é interpretada como 

problema original. No cálculo das tensões e deformações atuantes na estrutura emprega-se o 

método dos elementos de contorno (MEC). Após o cálculo mecânico realiza-se a adequada 

inserção de furos de acordo com o critério de tensão de Von Mises e utiliza-se o método level 

set (MLS) para o tratamento às mudanças de topologia da peça. O MLS é discretizado pelo 

método diferença upwind e modifica o domínio da estrutura a cada instante de tempo fictício 

imposto. O acoplamento MEC-MLS garante a obtenção da topologia ótima da estrutura sem o 

uso de filtros ou similares. É importante destacar que a palavra topologia descreve a 

morfologia viável para estrutura ou componente estrutural, não se referindo à terminologia 

utilizada no contexto matemático de análise funcional. 

O produto final dessa dissertação é um programa computacional em linguagem 

FORTRAN, capaz de identificar a geometria ideal para estruturas planas submetidas a 

carregamentos estáticos. Além disso, os grupos de pesquisa em métodos numéricos e 

mecânica dos materiais de Departamento de Engenharia (SET) da Escola de Engenharia de 

São Carlos (EESC-USP) têm desenvolvido trabalhos significativos nos campos da mecânica 

dos sólidos, dos materiais e das estruturas. Baseado nisso, essa dissertação visa contribuir nas 

aplicações práticas do MEC e ser precursor da linha de pesquisa de otimização topológica. 

 

1.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

1.2.1 MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

 

Problemas mecânicos são analisados por meio das condições de contorno impostas, ou 

seja, locais onde há restrições do quanto o corpo pode deslocar-se de acordo com as forças de 

superfície aplicadas. O resultado é dado pela relação entre as tensões e deformações 

dependentes do tipo de material empregado. Para problemas simples é possível determinar a 

solução final analiticamente. Em problemas complexos é essencial o emprego de métodos 

numéricos. 

Os métodos numéricos representam o comportamento mecânico de corpos contínuos 

por meio de elementos e nós que são entidades discretas. O método dos elementos finitos 
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(MEF) e o método das diferenças finitas (MDF) são técnicas numéricas que possuem 

aproximações no domínio do corpo, enquanto no método dos elementos de contorno (MEC) 

aplicado a problemas elásticos lineares, as aproximações são realizadas diretamente no 

contorno do corpo. 

Nesse trabalho utiliza-se o MEC. A Figura 1.1 mostra o esquema da localização do 

MEC dentro dos métodos numéricos. 

 

 
Figura 1.1 - Posicionamento do MEC na classificação dos métodos. 

 

Nos métodos com formulação em equações diferenciais como o MEF, a aproximação 

é feita sobre as próprias equações de campo que regem o problema. As soluções encontradas 

representam aproximações das grandezas e respeitam aproximadamente as equações de 

campo. Chega-se à solução através de um sistema de equações cujas incógnitas estão tanto no 

domínio como no contorno do problema. O sistema algébrico final gerado é de grande 

dimensão, mas é esparso. 

Nos métodos de formulação em equações integrais, o sistema resolvido apresenta 

menores dimensões se comparado aos métodos com formulação em equações diferenciais, o 

que pode ser explicado pelo emprego de funções especiais, como soluções fundamentais, 

funções de Green, funções de Trefftz (T-functions); com esse tipo de artifício o sistema 

resolvido utiliza apenas as variáveis presentes no contorno. Apesar do tamanho reduzido, as 

matrizes trabalhadas são não esparsas. 
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O método dos elementos de contorno (MEC) é um método numérico empregado na 

solução de problemas de valor de contorno. É uma ferramenta robusta e precisa para a solução 

de problemas de engenharia de estruturas. Suas formulações são baseadas em equações 

integrais, motivo pela qual também é conhecido como método das equações integrais. 

As soluções numéricas para as integrais de contorno foram introduzidas na ciência na 

década de 60. Primeiramente, Jaswon apresentou em 1963 o procedimento para a solução da 

identidade Somigliana para problemas potenciais e, posteriormente, Rizzo fez o mesmo para 

problemas elasto-estáticos em duas dimensões. Brebbia apresentou o MEC usando a 

formulação de resíduos ponderados. O desenvolvimento de soluções para problemas de valor 

de contorno usando funções definidas em domínios locais foi fortemente influenciado pelo 

desenvolvimento dos princípios variacionais estendidos e resíduos ponderados de meados dos 

anos 60. Diante disso, Brebbia (1978) e Brebbia e Dominguez (1989), apresentam soluções 

diversas para o MEC. 

A teoria e a fundamentação matemática do MEC justificam a pouca utilização do 

método por parte de pesquisadores e engenheiros. Além disso, para problemas ainda não 

estudados a obtenção de soluções fundamentais pode ser complexa. Pela inexistência de 

softwares comerciais que incluam a formulação do MEC, é necessário o conhecimento de 

linguagens de programação para o desenvolvimento de algoritmos de integração numérica.  

Para a engenharia de estruturas, as principais aplicações do MEC encontram-se em 

problemas elásticos de interação solo-estrutura, problemas de geometrias de grandes 

dimensões e problemas onde existem concentrações de tensões. O método possui grande 

aplicabilidade para as indústrias mecânica, automobilística, aeronáutica, entre outras. 

A grande vantagem do MEC é a redução na dimensionalidade da malha, isso reduz os 

tempos na preparação e processamento dos modelos. As soluções fundamentais oferecem 

ótima qualidade e precisão. Outra vantagem é o tratamento de singularidades ou problemas 

externos (descontinuidades, concentrações de tensões, etc.), o que é altamente desejado e 

importante para a otimização topológica. Além disso, é possível associar o MEC a outros 

métodos, aumentando as possibilidades na simulação de problemas. 

O método dos resíduos ponderados utilizado por Brebbia e Dominguez (1992) e o 

princípio da reciprocidade de Betti são os caminhos usuais para a obtenção das formulações 

direta ou indireta do MEC. Na formulação direta, as grandezas envolvidas são empregadas e 

obtidas diretamente, sem a necessidade de funções auxiliares. A formulação indireta é 

caracterizada pelo desprendimento do problema físico e empregam-se funções fictícias para a 

representação das grandezas do problema. 
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O MEC mostra-se um método preciso para análise de problemas em engenharia. Para 

a engenharia de estruturas destaca-se a determinação de grandezas como tensões e 

deformações. 

Aplicados à otimização topológica, o MEF é bastante utilizado pela facilidade no uso 

do método e pela quantidade de softwares comerciais disponíveis. O MEC ainda possui 

poucas aplicações nesse campo, alguns trabalhos de pesquisadores como Neches e Cisilino 

(2007), Abe et al. (2007), Marczak (2007), Anflor e Marczak (2008), Bertsch et al. (2010), 

Yamada et al (2010), Otomori et al (2011), Jing et al. (2013), Yamasaki et al. (2013), Yamada 

et al. (2013), Ullah et al. (2014) e outros, estudam o acoplamento do MEC com outros 

métodos; este permite encontrar a geometria ótima de estruturas de acordo com o 

equacionamento proposto e restrições impostas. No decorrer dessa dissertação, os trabalhos 

desses pesquisadores são discutidos em mais detalhes. 

 

1.2.2 OTIMIZAÇÃO 

 

Com o passar dos anos, o conceito de otimização é constantemente empregado, sendo 

alvo de estudos de vários pesquisadores nos campos da física, química, engenharia e 

economia. 

O problema de otimização é fundamentado em conceitos matemáticos. Luenberger 

(2008) faz considerações importantes a respeito dos conceitos de otimização. A resolução de 

problemas desse tipo contém uma elegância invejada por outros métodos, sendo sua 

simplicidade um fator indispensável. O problema de otimização começa com a determinação 

de variáveis, parâmetros e restrições que definem um problema físico. Em função destas 

variáveis define-se a função objetivo que, matematicamente, é maximizada ou minimizada. O 

valor final atribuído e a velocidade para a chegada ao resultado determinam a qualidade da 

metodologia empregada. 

Silva (2001) apresenta a otimização como a maneira hábil de se identificar a melhor 

solução dentre as inúmeras disponíveis. Souza (2001) interpreta como a busca de melhores 

resultados de uma função ou processo para atingir um ou mais pontos de ótimo. Vianna 

(2003) explica a otimização ou programação matemática como a técnica de determinação da 

melhor solução para problemas matematicamente definidos, que são frequentemente a 

modelagem de um problema físico. 
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A otimização apresenta-se na engenharia em diversos segmentos. O escopo de um 

problema de otimização pode ser uma planta, processo, equipamento, peça ou quaisquer 

sistemas intermediários entre estes. No interior de uma empresa, a otimização é efetuada em 

diferentes níveis, envolvendo desde unidades menores até a combinação complexa de setores 

(SECCHI, 2001).  

Usualmente, as soluções ótimas para engenharia são encontradas por meio de 

avaliações de experiências anteriores, comparação entre várias simulações, ensaios de tipo e 

utilização de ferramentas matemáticas (PINTO, 2006). 

A construção de um problema de otimização é resumida em três etapas. A primeira é a 

formulação do problema, nessa fase são identificadas as variáveis de projeto de acordo com o 

conjunto de parâmetros que definem a estrutura ou o componente. A segunda etapa trata-se da 

identificação da função objetivo. E a terceira identifica e desenvolve as expressões 

matemáticas responsáveis pela imposição das restrições ao projeto. 

De forma simplista, otimizar significa melhorar até onde for possível sob determinadas 

restrições, escolher a alternativa ótima entre muitas. É uma ferramenta de conceituação e 

análise de uma solução filosoficamente correta. A busca de valores extremos de funções 

estabelecem a relação entre a matemática e os conceitos de otimização. 

Grande parte dos problemas de otimização não possui solução ótima em um tempo 

viável, alcançando apenas uma solução aproximada. Por isso, é errôneo definir a otimização 

com um processo de busca do melhor absoluto, e sim como a procura pelo melhor prático, 

executando a tarefa de maneira mais eficiente possível. 

Os algoritmos são os recursos matemáticos fundamentais para resolver um problema 

de otimização. São um conjunto regras e processos pré-definidos destinados à solução de 

problemas em um número finito de etapas (processos iterativos). São procedimentos 

computacionais que recebem um ou mais valores de entrada e produzem um ou mais valores 

de saída para o problema analisado. 

O problema de programação matemática consiste em encontrar numericamente um 

ponto admissível para a função especificada, este ponto é chamado solução ótima, mínimo ou 

máximo do problema. Dentre os tipos de problemas de programação matemática destacam-se 

a programação linear e a programação não linear. 

A programação linear é o mecanismo mais natural para a formulação de problemas 

com pequeno esforço matemático. É caracterizada por funções lineares nas incógnitas. As 

formulações da programação linear são populares tanto pela riqueza da teoria, quanto pela 

simplicidade da matemática e da computação envolvidos.  
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Na programação não linear o grau de complexidade é aumentado, pois são utilizadas 

funções não lineares. Nessa classe, os problemas são subdivididos em irrestritos e restritos. 

Nos problemas irrestritos, o escopo é ampliado para a consideração de todas as 

variáveis de decisões relevantes. Não existe limitação imposta por outras funções para se 

chegar ao ponto de ótimo. Matematicamente, o mínimo ou máximo da função já é a resposta 

esperada. Os problemas restritos são convertidos em problemas irrestritos, de modo que suas 

variáveis fiquem em função umas das outras. 

Nos problemas restritos, além da função objetivo existem outras funções que limitam a 

determinação do ponto de ótimo. A solução pode não ser o mínimo absoluto da função 

objetivo, e sim o valor que melhor se adeque às limitações impostas. Essas limitações são 

funções secundárias do problema e são, geralmente, inequações. A maioria dos problemas 

práticos é formulada dessa maneira.  

Para todos os tipos de problema, a complexidade é medida através de sua dimensão, 

que é dada pelo número de incógnitas e restrições impostas. Atualmente, devido ao avanço da 

computação e das teorias, a quantidade de problemas resolvidos eficientemente é crescente. A 

dimensão dos problemas tem sido de menor relevância. Entretanto, ainda é importante a 

separação dos problemas através da sua dimensão. 

Os problemas de pequena escala (5 ou menos incógnitas e restrições) são resolvidos 

manualmente ou por pequenos computadores. Os problemas de escala intermediária (entre 5 e 

10.000 incógnitas e restrições) são resolvidos por computadores comuns com o uso de 

códigos matemáticos convenientes. E os problemas de larga escala (mais de 10.000 incógnitas 

e restrições) requerem códigos sofisticados que exploram estruturas especiais e grandes 

clusteres. 

Esta classificação não é totalmente rígida, mas reflete as diferenças básicas nas 

aproximações que acompanham os diferentes tamanhos dos problemas como uma regra 

grosseira (LUENBERGER, 2008). 

 

1.2.3 OTIMIZAÇÃO ESTRUTURAL 

 

Existem relatos que apontam Galileu Galilei como o primeiro a utilizar os conceitos de 

otimização estrutural, ele determinou a melhor forma de uma estrutura baseada em sua 

resistência por volta do ano de 1638. James Clerk Maxwell também empregou o conceito por 

volta do ano de 1872. Naquela época as principais estruturas estudadas eram as pontes, os 
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engenheiros preocupavam-se em desenvolver modelos para o cálculo preciso das tensões 

mecânicas na configuração da ponte proposta. 

Maxwell decidiu obter o projeto de ponte que utilizasse a menor quantidade de 

material e verificar o risco de falha da mesma. Ele estudou alguns problemas bem simples 

utilizando conceitos de teoria de elasticidade. Calculou o campo de tensões mecânicas 

presentes para um dado carregamento atuando num domínio infinito, os pontos onde esse 

domínio estaria apoiado e as direções das tensões principais atuantes. Maxwell sugeriu, 

conceitualmente, que a estrutura com a menor utilização de material, seria constituída de 

elementos de treliça alinhados com das direções principais. Essa solução mostrou-se mais 

tarde ser também a solução ótima para o projeto de uma estrutura com a máxima rigidez e 

menor peso, considerando-se um único carregamento. 

Em 1904, Anthony Michell retomou a ideia de Maxwell. Ele aplicou o método em 

vários tipos de estruturas e encontrou o menor volume de material para cada uma delas. No 

entanto, seus resultados foram considerados acadêmicos e sem aplicação prática, pois eram 

difíceis de serem construídos na época. 

De 1904 a 1950 não houve evolução nos estudos de otimização estrutural, sendo 

estudados apenas problemas acadêmicos. 

No início na década de 50, iniciou-se o uso da programação linear para otimizar 

estruturas no regime plástico. 

Na década de 60, empregaram-se técnicas de programação não linear em otimização 

de projetos estruturais. As maiores aplicações concentraram-se em engenharia aeronáutica e 

envolviam estruturas reticuladas enrijecidas por cascas e placas. Devido às complexidades 

matemáticas e falta de recursos computacionais suficientes, as pesquisas permaneceram 

estritamente no âmbito acadêmico durante vários anos. O desenvolvimento acelerado de 

recursos computacionais e a criação de algoritmos eficientes capazes de suportar formulações 

complexas impulsionaram o interesse na área de otimização de estruturas. Assim, cientistas, 

engenheiros e fabricantes passaram a investir na busca por projetos mais eficientes e 

econômicos, dando origem a uma forte atividade na área. 

Durante a década de 70, desenvolveram-se trabalhos que atualmente fazem parte da 

literatura clássica da otimização estrutural. Vários temas foram tratados: projeto com tensões 

limites, algoritmos com critérios de otimalidade, programação matemática e algoritmos de 

programação linear. Iniciaram-se estudos na área de implementação de algoritmos numéricos 

e métodos discretos como elementos finitos, elementos de contorno e diferenças finitas 

passaram a ganhar destaque. Os interesses também estavam em problemas de análise de 
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sensibilidade, programação linear sequencial, funções de penalização para problemas com 

restrições e programação dinâmica. 

No início da década de 80, os trabalhos de Michell foram relembrados, estudados e 

implementados detalhadamente. No final dessa década desenvolveu-se o método de 

otimização topológica (MOT) que representa o conceito de síntese estrutural na sua essência, 

sendo o método mais genérico e poderoso disponível atualmente. 

Nas décadas seguintes pacotes computacionais foram e continuam sendo 

desenvolvidos, principalmente, devido ao grande interesse das indústrias aeronáutica, 

automotiva e mecânica. Dando ênfase à capacidade de modelagem geométrica (geração 

automática de malhas), segurança e rapidez na análise (algoritmos eficientes), e facilidades de 

visualização (estações gráficas) (SILVA, 2003). 

Os projetos de engenharia são embasados em normas e códigos resultantes do estudo 

de diversos pesquisadores. Grande parte das teorias aplicadas leva em conta a prática de 

ensaios experimentais. 

Em um projeto estrutural isto também é executado, pois experimentos diversificados 

são efetuados até se atingirem os padrões de projeto vigentes. De modo convencional, 

primeiramente, obtém-se a disposição ideal das peças estruturais que capacite o suporte 

adequado dos carregamentos impostos. Posteriormente, busca-se a melhor distribuição de 

material que forneça o menor custo. Concentrando-se na determinação de proporções de 

materiais e formas, sujeitos a atuação de carregamentos distintos, é possível estabelecer uma 

estrutura com maior desempenho global. 

A determinação de uma configuração eficiente não garante que o resultado final seja 

efetivamente o ótimo absoluto, visto que é inerente um processo de tentativas e erros. Cada 

projetista adota a melhor solução fundamentando-se em suas experiências vivenciadas 

anteriormente. A otimização estrutural surge como artifício para eliminar a solução ótima 

assim encontrada. 

A otimização estrutural é tratada como uma fusão de áreas da engenharia e matemática 

capaz de adicionar variáveis ao projeto que vão além da experiência do projetista. Para um 

problema de otimização estrutural o interesse está em definir uma ou mais funções objetivo, 

sujeitas ou não a restrições, que sejam capazes de gerar um projeto que atenda às condições de 

resistências e rigidez com menor custo possível.  

No processo de otimização estrutural, o projetista é quem define as variáveis contidas 

na função objetivo, as restrições, os níveis ou limites aos quais as restrições devem ser 
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satisfeitas. Em um número tão elevado de variáveis, são realizadas algumas simplificações, 

pois relações entre esses parâmetros são difíceis de serem obtidas. 

É comum que a tarefa principal da função objetivo seja a minimização do peso da 

estrutura, justificando a atratividade econômica presente nessa redução. Exemplos são 

verificados em projetos de estruturas metálicas e confecção de peças da indústria automotiva, 

onde o custo é um fator influente. Na indústria aeronáutica, a redução do peso é importante, 

entretanto, o custo não é fator preponderante. Em projetos de torres de transmissão ou peças 

mecânicas, onde o produto final é executado múltiplas vezes, a mínima economia em cada 

unidade corresponde a um montante considerável. Outros exemplos são otimização da forma 

da asa de uma aeronave, da seção transversal de uma ponte, da espessura de uma placa. Para 

cada um desses projetos é preciso encontrar uma geometria que satisfaça o estado de tensões 

dentro dos limites especificados. 

Há casos onde se necessita aumentar a quantidade de restrições, logo o processo de 

otimização deve conter facilidades de flexibilização referentes às decisões tomadas durante o 

processo, isso auxilia na formação de soluções alternativas para os problemas. Restrições 

comuns em problemas estruturais são tensões, deslocamentos, frequências de vibração, cargas 

críticas de flambagem, etc. 

O projetista deve ater-se a alguns aspectos importantes da otimização estrutural como: 

 Tamanho, forma e topologia sendo otimizadas no mesmo problema em 

diferentes partes da estrutura; 

 Critérios diferentes de otimização em partes diferentes da estrutura; 

 Estrutura submetida a vários carregamentos; 

 Estrutura com possíveis variações no sistema de apoios; 

 Estrutura composta por vários tipos de materiais; 

 Consideração de análises bi e tridimensionais; 

 Otimização considerando-se análise estática, dinâmica e estabilidade 

simultaneamente; 

 Otimização com não-linearidades físicas e geométricas (LEMONGE, 1999). 

 

1.2.4 OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA 

 

A otimização topológica (OT) foi proposta na área acadêmica por Martin P. Bendsøe e 

Noboru Kikuchi no ano de 1988. Foi difundida nos EUA e Europa a partir da publicação do 
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artigo "Generating Optimal Topologies in Structural Design Using a Homogenization 

Method". 

Na década de 90, a OT passou a ser largamente utilizada pelas indústrias automotiva e 

aeronáutica dos EUA, Japão e Europa para o projeto de peças mecânicas otimizadas. 

Recentemente, em algumas áreas da engenharia, expandiram-se estudos acadêmicos em 

projetos de mecanismos flexíveis, atuadores piezoelétricos, antenas, motores 

eletromagnéticos, etc. 

Estudos de pesquisadores como Vanderplaals (1984); Suzuki e Kikuchi (1991); Haftka 

e Gürdal (1995); Rozvany, Bendsøe e Kirsch (1995); Kikuchi et al. (1998) entre outros, 

tornaram-se grandes referências na área.  

A OT torna o processo de projeto genérico, sistemático e independente da experiência 

específica do engenheiro. Obviamente, a presença do mesmo é indispensável para a obtenção 

do projeto final e verificação do desempenho através de métodos numéricos e experimentais.  

A OT envolve a busca pela topologia ótima de uma estrutura, que permita a execução 

das funções estruturais com o menor uso possível de recursos. Consiste em um método 

computacional que permite projetar a topologia ótima de estruturas segundo determinado 

critério de custo (máxima rigidez, menor peso, etc). Para determinados projetos a escolha da 

topologia ótima influencia fortemente no custo e na segurança do sistema empregado. 

Verifica-se que este é um campo que sofre mudanças significativas, devido a crescente 

importância dada ao longo do tempo (FONSECA, 2008). 

O método distribui o material no interior de um domínio fixo de forma a maximizar ou 

minimizar uma função custo especificada. Em cada ponto do domínio, o material pode variar 

desde ar (ausência de material) até sólido (total presença de material), assumindo densidades 

intermediárias entre ar e sólido de acordo com um modelo de material definido. 

O algoritmo encontra de forma iterativa a distribuição ótima de material, o que torna o 

processo rápido, caso contrário inúmeras análises seriam necessárias para encontrar a 

distribuição ótima. 

Na aceleração do processo de busca da distribuição ótima de material, os métodos de 

otimização utilizam-se da informação dos gradientes (ou derivadas) da função custo em 

relação à quantidade de material em cada elemento. 

Em um projeto estrutural analisa-se, primeiramente, a definição conceitual da 

geometria e os materiais a serem empregados, de maneira que todos os requisitos de projeto 

sejam atendidos. Além disso, a engenharia busca melhorar o desempenho das estruturas e 

reduzir o seu custo de fabricação das mesmas. 
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Stump (2006) faz uma ampla revisão sobre OT, que também é conhecida como 

Otimização de Leiaute ou Otimização de Forma Generalizada. Esse leiaute ou topologia da 

estrutura é definido não apenas por sua forma delimitada pelo contorno externo, mas também 

por sua forma interna, furos e conectividade existentes em seu domínio. 

Eschenauer et al. (1994) propôs o Bubble Method na qual faz-se a inserção de novos 

furos na estrutura e o subsequente uso do método de otimização de forma, o processo de 

otimização é capaz de determinar qual a melhor forma das mesmas. 

Maute e Ramm (1995) utilizam o método adaptativo para a obtenção da estrutura 

ótima. Esse método é baseado na suavidade no domínio de projeto que é calculada por meio 

da aproximação de curvas Bézier; estas por sua vez são relacionadas à distribuição da 

densidade do corpo. Essa abordagem reduz a quantidade de variáveis de projeto e melhora a 

geometria em estudo. 

Papalambros e Chirehdast (1990) utilizam um método de homogeneização. A 

aproximação integra a otimização estrutural ao CAD (Computer aided design). 

Xie e Steven (1993) propõem o método ESO (Evolutionary structural optimization). 

Inspirados em elementos naturais como ossos, árvores, conchas, entre outros, que mesmo 

submetidos a condições adversas atingem suas formas ótimas ao longo do tempo. O método 

remove material, progressivamente, de acordo com os critérios de tensão local impostos. 

Garcia e Steven (1999) empregam o conceito de grid fixo juntamente ao MEF a fim de 

simplificar a malha empregada e aumentar a eficiência computacional em problemas de 

mudança de geometria em função do tempo. Entretanto, as tensões podem ser comprometidas 

em função da malha empregada. 

Dunning et al. (2011) também empregam a técnica de grid fixo com o MEF. Para 

determinação da forma ótima eles acoplam um esquema baseado na sensibilidade e garantem 

o funcionamento do esquema para análise de carregamento com incertezas. 

Os esquemas de grid fixo e ESO têm se tornado populares por sua simplicidade de 

equacionamento e implementação. Apesar de numerosas experiências empíricas mostrarem 

que as soluções ótimas obtidas assemelham-se a dos métodos mais rigorosos, existem 

controvérsias relacionadas à validade dos resultados, principalmente, quanto à remoção e 

adição de material através de um dado critério de tensão local. 

Haftka e Grandhi (1986) destacaram a otimização de forma e dificuldade de garantir a 

precisão da análise para mudanças de geometria contínuas utilizando o MEF. A mudança na 

geometria pode causar distorção na malha dos elementos finitos, levando a deterioração da 
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precisão das soluções para tensões e deformações. A combinação do MEF com o esquema de 

grid fixo pode reduzir a distorção. Contudo, alguns erros ainda permanecem. 

As abordagens usuais da OT são realizadas com o auxílio do MEF. O primeiro passo 

consiste em definir o domínio no qual a estrutura pode existir. Esse domínio é limitado pelas 

condições de contorno da estrutura e pelos pontos de aplicação de carregamentos. Outras 

limitações são relacionadas com a restrição do espaço ocupado. A Figura 1.2 apresenta o 

procedimento. 

 

 
Figura 1.2 - Procedimento típico de  projeto estrutural por OT. Fonte: Silva (2003). 

 

É importante definir o domínio com o maior tamanho possível, de forma a não limitar 

o trabalho da OT. Como em qualquer método de otimização, quanto mais restrições são 

impostas, menor é a melhora de desempenho da solução obtida. Assim, restrições de espaço 

de ocupação da estrutura reduzem a otimalidade da solução no caso da otimização topológica. 

No segundo passo o domínio é discretizado em elementos finitos e são aplicadas as 

condicões de contorno. 

No terceiro passo, os dados do domínio são fornecidos ao software de OT que num 

processo iterativo distribui o material no domínio de forma a minimizar (ou maximizar) a 

função objetivo especificada, no caso, flexibilidade. O resultado obtido é do tipo mostrado na 

Figura 1.2 (“topologia obtida”), onde a cor escura indica a presença de material e a cor branca 

indica a ausência de material no ponto do domínio. 

Nesse processo surgem pontos com cores intermediárias, denominados escalas de 

cinza (gray scale). Eles indicam a presença de materiais intermediários que não podem ser 

implementados na prática. A escala de cinza é inerente à obtenção da solução ótima pelo 

MEF. Dessa forma, a imagem da estrutura obtida por OT representa um excelente ponto de 

partida que necessita ser interpretado para se atingir o projeto final da estrutura. 
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A interpretação é a quarta etapa, esta é realizada usando-se métodos de processamento 

de imagem, ou simplesmente desenhando-se uma estrutura baseada na imagem obtida por OT. 

A quinta etapa consiste na verificação do resultado final da estrutura, que em geral, 

não são intuitivos e é interessante fazer uma verificação da estrutura final. A última etapa é a 

fabricação da estrutura. 

Nesse trabalho utiliza-se a metodologia para OT, porém, aplicando-se o MEC. 

A Figura 1.3 ilustra como o material é distribuído pela OT no interior do domínio fixo 

ao longo das iterações (somente metade do domínio é mostrado), utilizando o MEF. O 

problema consiste em obter a estrutura com máxima rigidez e menor peso em um domínio bi-

apoiado sujeito a um carregamento no seu centro. 
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Figura 1.3 - Distribuição de material no interior de um domínio fixo ao longo das iterações. Fonte: Silva (2003). 

 

Nota-se que o resultado se aproxima de uma estrutura de treliças como sugerido por 

Anthony Michell no início do século XX. 

É conhecido o comportamento estrutural de uma treliça, onde os elementos estão 

sujeitos à tração ou compressão. Na viga inicial existem esforços de flexão. A distribuição de 

tensões numa barra sujeita à flexão, apresenta uma variação linear com as tensões máximas 

em módulo (tração ou compressão). 

Na abordagem tradicional de otimização de forma alteram-se os contornos internos e 

externos do domínio da estrutura de forma a obter a solução ótima. Furos internos no domínio 

podem ser aumentados, diminuídos ou deslocados, porém novos furos não podem ser criados. 

Na abordagem de OT encontra-se a distribuição de material no domínio fixo estendido 

que melhore a função objetivo. Portanto, novos furos podem ser criados. 

Os conceitos de modelo do material estão relacionados à variação de material em cada 

parte, num intervalo entre zero (ar) e um (sólido). A utilização de valores discretos em OT 
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mostra-se problemática, dando origem às instabilidades numéricas. Em uma formulação bem 

sucedida permite-se que o material assuma valores intermediários durante a otimização 

definidos pelo chamado modelo de material que determina a lei de mistura entre os materiais 

zero e um. A formulação do modelo de material é o ponto chave da formulação de OT 

utilizando o MEF. 

Além do problema das escalas de cinza, pode ocorrer também um problema conhecido 

como “tabuleiro de xadrez” mostrado na Figura 1.4. Este também é conhecido como 

instabilidade de tabuleiro; nesse fenômeno aparecerem elementos de cor preta que 

representam material sólido e elementos de cor branca que representam ar, a disposição 

desses dois tipos de elementos assemelha-se a um tabuleiro de xadrez. Isso acontece devido a 

formulação do MEF e a malha quadriculada utilizada pelo método. É possível notar a 

dependência do processo de otimização à discretização da malha empregada, quando mais 

elementos possuir a malha, menor a quantidade de descontinuidades problemas. 

A fim de minimizar o efeito das instabilidades presentes na formulação de OT 

utilizando o MEF utilizam-se filtros de vizinhança. A filtragem impõe uma uniformização nas 

propriedades de elementos próximos, impedindo uma variação brusca de propriedades entre 

elementos adjacentes. 

 

 
Figura 1.4 - Efeito 'tabuleiro de xadrez'. Fonte: Silva (2003). 

 

A OT também pode ser aplicada para projeto de estruturas discretas, como treliças. Ao 

final da otimização, a topologia da estrutura discreta é dada pelos elementos de treliça com 

área maior que um valor mínimo. Além do problema clássico de otimização de maximização 

de rigidez para o menor volume de material, outras funções objetivo são possíveis ainda na 

área de mecânica estrutural clássica, como maximização da freqüência de ressonância, 

maximização da carga de flambagem, minimização da resposta em freqüência da estrutura e 
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maximização da energia de impacto. Algumas dessas funções já estão implementadas em 

softwares comerciais. 

Utilizando o MEC espera-se resolver o problema sem a necessidade de relaxação do 

algoritmo apresentado pelo MEF. Isso pode ser justificado pela malha do MEC ser 

discretizada apenas no contorno da estrutura, o domínio não é influenciado pela discretização 

empregada, eliminando as instabilidades e dispensando a utilização de filtros ou similares. 

 

1.2.5 MÉTODO LEVEL SET 

 

Tanto na ciência como na engenharia, diversos problemas envolvem contornos e 

interfaces. Formalmente, o contorno é uma linha que fecha ou limita exteriormente um corpo. 

Na matemática, o contorno é entendido como uma curva (função) que cerca uma determinada 

área. 

Com o passar dos anos, é crescente o desenvolvimento de técnicas para reprodução de 

fenômenos físicos onde as funções matemáticas que os representam variam de acordo com o 

tempo. Em muitos casos, a movimentação e a evolução das funções com o tempo são 

fundamentais para a representação precisa dos problemas. 

Para exemplificar a evolução de uma interface, utiliza-se a Figura 1.5. 

 

 
Figura 1.5 - Interface separando dois meios. 

 

Considera-se um ácido corroendo um material, na Figura 1.5 - Interface separando 

dois meios. a área cinza, o círculo branco e a circunferência representam, respectivamente, o 

material, a ausência de material e o ácido. A velocidade da corrosão depende da resistência 

encontrada pelo ácido, nas partes mais resistentes, a velocidade da corrosão é menor do que 

em outros locais. 
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Ainda para a Figura 1.5, seja o círculo um bloco de gelo dentro de um recipiente com 

água. A borda do gelo (interface de interação) pode diminuir se a temperatura da água 

aumentar e pode aumentar caso a temperatura diminua. A velocidade de propagação da 

interface depende da diferença de temperatura entre o gelo e água. Neste caso a interface pode 

avançar ou recuar, possibilitando que a velocidade de propagação seja positiva ou negativa. 

Como a interface pode avançar ou recuar, é possível que ela passe pela mesma posição 

em instantes diferentes. Portanto, não é possível definir uma função temporal T que associe a 

interface a pontos do espaço (PEIXOTO; VELHO, 2000). 

A movimentação das curvas pode ser realizada através das aproximações Lagrangeana 

(explícita) e Euleriana (implícita). Maistrou (2008) discute essas aproximações, aponta suas 

características e diferenças, além das vantagens e desvantagens de se adotar uma ou outra 

aproximação. 

A maneira mais simples para a representação de movimentos do contorno é a 

aproximação Lagrangeana (explícita), nesse modelo são delimitados nós conectados através 

de segmentos de reta. Devido à similaridade da avaliação do contorno com o movimento de 

uma cobra, a interface resultante é chamada snake. O método trabalha o movimento dos nós 

de acordo com a velocidade ϑ por meio da resolução de sistemas de equações diferenciais 

ordinárias. 

O contorno tem uma representação paramétrica e o método é baseado na ideia de 

minimização de energia. Para uma dada função, considera-se que a cada instante de tempo t a 

mesma esteja em um ponto diferente do espaço. A procura do mínimo para essas funções é 

realizada através de métodos numéricos clássicos como: steepest descent, gradientes 

conjugados, método simplex, entre outros. 

A equação que representa o método é Lagrangeana e sua resolução é bem definida. 

Apesar da simplicidade, a mesma possui algumas limitações. Durante a evolução, os nós têm 

uma distribuição desigual, fazendo a representação numérica da curva tornar-se ineficiente. 

Com a inserção e a remoção de nós é possível melhorar a representação, entretanto, isso 

introduz erros. Em curvas que apresentam ‘quinas’, o esquema não produz os efeitos 

esperados. Em mudanças topológicas como fusão e separação de curvas, requer-se um 

tratamento especial que pode dificultar a operação do método. Em funções de velocidade 

dependentes de curvaturas Ϝሺκሻ é comum utilizar a velocidade na direção normal à curva. A 

curvatura é um vetor que aponta na direção normal à curva. O esquema é sensível, pequenas 

perturbações podem levar a instabilidades. 
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Na aproximação Euleriana (implícita) das geometrias encontra-se o método level set 

(MLS), proposto em 1988, por James Sethian (atual membro do Departamento de Matemática 

na Universidade da Califórnia em Berkeley) e Stanley Osher (atual membro do Departamento 

de Matemática na Universidade da Califórnia em Los Angeles). Eles propuseram o modelo de 

propagação e movimentação de curvas por meio de equações diferenciais parciais adequadas 

e valores de funções escalares, resultando na associação de problemas de valor inicial. 

O MLS simula e analisa movimentos de curvas em diferentes cenários físicos, 

representa uma determinada curva (ou superfície) Γ como a curva de nível zero (zero level 

set) de uma função ϕ de maior dimensão, denominada função Level Set (LS). A Figura 1.6 

ilustra um exemplo clássico da função LS. 

 

 
Figura 1.6 - Função Level Set. Fonte: Napolitano (2004). 

 

Sethian (1999) introduz poderosas técnicas numéricas para analisar e implementar 

movimentos de curvas. A metodologia proposta permite deslocamentos fundamentais para 

contornos, repensando a geometria natural da perspectiva Lagrangeana e substituindo-a pela 

perspectiva das equações diferenciais parciais Eulerianas. 

De um ponto de vista teórico-matemático o MLS elimina algumas complexidades do 

movimento de curvas, particularmente, singularidades, soluções fracas, formação de choques, 

condições de entropia, e mudanças topológicas que envolvem interfaces. 

Da perspectiva numérica, o MLS utiliza-se de caminhos computacionais naturais e 

precisos. Inclui-se a habilidade de construir esquemas de alta ordem, para problemas em duas 

ou três dimensões. Representam-se facilmente quinas acentuadas e extremidades, além de ser 

possível a manipulação de mudanças topológicas na fusão e divisão de formas. 
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No aspecto de implementação, as aproximações são baseadas em equações 

diferenciais parciais, onde esquemas robustos resultam de parâmetros numéricos. A adaptação 

computacional é a chave da técnica. 

O MLS é empregado na mecânica dos fluidos, processamento de imagens e visão 

computacional, crescimento de cristais, geometria computacional, ciência dos materiais, entre 

outros. 

Merriman et al. (1994) fornecem subsídios para o entendimento da teoria de 

movimento de junções de curvas. O MLS é utilizado para movimentar múltiplas junções de 

curvas. A equação de difusão é apresentada para gerar movimentos dependentes da curvatura 

e estas são usadas para desenvolver um algoritmo para mover as múltiplas junções com 

velocidades dependentes da curvatura. 

Russo e Smereka (2000) apresentam uma formulação LS para movimento de 

interfaces facetadas de cristais. A evolução é representada como o zero level set de uma 

função fase. O cristal é identificado pela orientação e velocidade das faces. 

Sethian e Smereka (2003) mostram uma visão geral do MLS para cálculo de 

problemas fluido-interface. As funções utilizadas na solução dependem da formulação 

implícita da interface, representadas através de uma equação diferencial parcial de valor 

inicial dependente do tempo. Realiza-se o acoplamento MLS-MEF para determinação dos 

fluxos compressíveis e incompressíveis. 

Bianchi (2003) apresenta os principais modelos computacionais de simulação neural, 

funcionais e de crescimento neural. Na modelagem neural discute técnicas computacionais de 

evolução de contornos que podem ser utilizados na simulação do desenvolvimento, 

propagação de frentes e contornos ativos. Os crescimentos são baseados na velocidade normal 

ao contorno. Aborda-se a evolução da membrana neural baseada em contornos, utilizando a 

formulação de contornos ativos sob a ação do campo elétrico externo e a curvatura da forma. 

Min e Gibou (2004) apresentam o MLS para grids cartesianos onde a relação entre 

células não é restringida. Eles discutem o esquema de reinicialização que transforma uma 

função arbitrária LS em uma função distância com sinal. Em seus exemplos em duas e três 

dimensões demonstram a eficiência do método. 

Garzon et al. (2005) constroem um método numérico para problemas de movimento 

de contornos livres baseado no MLS e em integrais de contorno. A velocidade na interface é 

obtida da solução da integral de contorno usando a técnica de Galerkin. Introduz-se uma nova 

técnica LS propagando livremente o contorno no tempo. Eles atingem resultados similares aos 

obtidos por outras metodologias. 
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Preto et al. (2009) apresentam uma solução que usa o MLS para modelar o movimento 

da interface para obtenção de transformações de imagens. A manipulação de um conjunto de 

parâmetros e funções velocidade fornece controle sobre a forma final do objeto a ser 

reconstruído. Os resultados experimentais obtidos demonstram a eficiência do método. 

Li et al. (2012) propõem a otimização estrutural em 2D e 3D com método dos 

elementos finitos estendidos (XFEM). A combinação do XFEM com o MLS promove um 

elegante caminho para a resolução de problemas de otimização topológica em uma estrutura 

convencional. 

Lim et al. (2003) apresentam um método que combina o MLS e o MEC para 

simulação da dinâmica de bolhas. Propõem-se uma formulação para atualização da função 

potencial no contexto e o MLS é capaz de manipular naturalmente mudanças de topologia. 

No campo da otimização topológica é comum o acoplamento do MLS a outras 

metodologias. 

Majava e Tai (2004) apresentam uma nova metodologia para simulação de bolhas 

dinâmicas, chamada Level Set Indirect Boundary Element Method (LSBEM). Esta combina 

as vantagens do MLS e do MEC.  

Wang et al. (2003) mostram que os modelos LS são flexíveis na manipulação de 

mudanças topológicas complexas e são concisos na descrição da forma dos contornos das 

estruturas. O procedimento matemático é bem fundamentado e conduz a um algoritmo 

numérico que descreve a otimização estrutural como uma sequência de movimentos do 

contorno implícitos convergindo para uma solução ótima e satisfazendo restrições específicas. 

Os resultados demonstraram que o MLS pode facilmente representar contornos complexos, é 

capaz de formar buracos, realizar divisões de contornos em múltiplos pedaços ou fundir várias 

curvas para formar um único contorno. 

Cervera e Trevelyan (2005) usaram o MEC para otimização topológica para 

problemas em 2D e 3D onde a estrutura foi representada explicitamente através da abordagem 

NURBS (Non Uniform Rational Basis Spline) que é um modelo matemático utilizado em 

programas gráficos para gerar curvas e superfícies. As splines são movidas de acordo com a 

resposta de valores de tensão local calculados. 

Abe et al. (2007) propõem a utilização de um grid de pontos para auxiliar a mudança 

de topologia da estrutura. Eles utilizam o MLS como função distância com sinal entre o 

contorno da estrutura e os pontos do grid. O MEC é utilizado para o cálculo das tensões e 

deformações do problema, os elementos de contorno são discretizados ao longo dos pontos 

onde a distância é nula. A análise de sensibilidade é realizada para reconstrução da estrutura, 
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isso fornece a velocidade de propagação do contorno. Os exemplos numéricos validam e 

mostram eficiência do acoplamento MEC-MLS. 

Marczak (2007) apresenta a implementação de conceitos da derivada topológica 

acoplados a formulação do MEC. A derivada topológica é avaliada em pontos internos 

impostos em todo o domínio da estrutura, estes são eliminados onde seus valores forem 

inferiores a valores especificados, assim é possível a formação de furos. Os resultados 

comprovam que a formulação fornece a topologia ótima da estrutura. 

Neches e Cisilino (2007) utilizam a derivada topológica e o MEC para calcular tensões 

e deformações. Os modelos são discretizados através de elementos lineares e com distribuição 

de pontos no interior de todo o domínio. O funcional principal calculado é a energia potencial 

total. O material é reduzido através da eliminação dos pontos internos ao domínio e nós do 

contorno onde os valores de derivada topológica são inferiores a uma faixa estipulada. A nova 

geometria é reconstruída com um algoritmo de triangulação capaz de detectar furos onde o 

material é eliminado. O procedimento é repetido até que critério de parada é satisfeito. 

Dijk et al. (2008) abordam os conceitos do MLS aplicados a otimização topológica 

usando parametrização da conectividade do elemento. Para as estruturas entende-se que o 

MLS é uma aproximação que usa uma descrição implícita flexível do domínio do material. 

Este domínio estrutural é descrito por uma função LS onde o zero level set representa o seu 

contorno. Durante a otimização o contorno da função LS é deslocado em uma direção 

favorável baseada na análise da sensibilidade da forma, enquanto a descrição da interface 

permite as mudanças topológicas do contorno zero level set. 

Bertsch et al. (2010) apresentam o acoplamento do MEC à derivada topológica para a 

determinação da topologia ótima de estruturas em 3D. A derivada topológica representa a 

sensibilidade do problema a mudanças de topologia. O funcional de energia total é a função 

objetivo a ser otimizada. O problema de otimização é resolvido incrementalmente. Porções 

pequenas de material são eliminadas a cada etapa e é necessária a reconstrução da estrutura. 

Alguns exemplos ratificam o adequado funcionamento do acoplamento. 

Shichi et al. (2012) realizam a otimização topológica através do acoplamento MEC-

MLS. Eles discutem otimização para problemas elásticos em 3D usando o MLS e o Método 

de Regularização de Tikhonov. Restrições de volume são empregadas no processo. Os 

resultados apresentados mostram a eficiência do acoplamento. 

Yamazaki et al. (2012) propõem o acoplamento MEC-MLS onde as coordenadas dos 

elementos de contorno são substituídas por funções nodais do MLS e coordenadas da malha 

Euleriana que auxilia a evolução da função LS. Essa substituição das coordenadas gera uma 
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imersão na malha Euleriana, então a formulação recebe o nome de ‘MEC-imersos’. A imersão 

elimina os problemas de escalas de cinza, tabuleiro de xadrez e outras dificuldades numéricas 

comuns em problemas de otimização topológica. A formulação trabalha com a minimização 

da flexibilidade da estrutura. Os resultados são satisfatórios e validam a proposta do método. 

Yamada et al. (2010) apresentam uma nova proposta para a otimização topológica por 

meio do acoplamento do MEF-MLS incorporando interfaces de energia fictícias ao problema. 

Primeiramente, o problema de otimização é formulado pelo MLS e um método de 

regularização é introduzido explicando a existência das interfaces de energia fictícias, estas 

substituem a topologia original e reconstroem a estrutura adequadamente. O funcional 

minimizado resolve a equação de reação-difusão do MLS. Os resultados para estruturas em 

2D e 3D mostram a eficiência do método e representatividade da formulação.  

Otomori et al. (2011) propõem a otimização topológica através no acoplamento do 

MLS-MMA (Método de Movimentos Assintóticos). A utilização do MLS elimina todas as 

descontinuidades numéricas como escalas de cinzas e similares, pois sua representação para 

as funções é implícita. O método proposto atualiza a função LS usando programação 

matemática para facilitar o tratamento das funções e restrições. O cálculo de tensões e 

deformações é realizado através do MEF. Os resultados são satisfatórios e mostram a 

eficiência do método proposto. 

Yamada et al. (2013) realiza a OT de estruturas em 3D através do acoplamento MEC-

MLS. A função LS é utilizada para controlar o contorno ótimo da estrutura. As condições de 

contorno são impostas explicitamente e variam ao longo do contorno. Eles propõem a 

existência de um problema adjunto que juntamente com o problema real é parte do funcional a 

ser otimizado. A parcela de regularização contendo a função LS e as restrições de volume 

também fazem parte do funcional. A análise de sensibilidade é realizada para atualização da 

função LS e dos multiplicadores de Lagrange presentes. O processo é repetido até que as 

restrições sejam atendidas e os valores para a função LS são praticamente constantes de uma 

iteração para a outra. Os exemplos mostrados apontam para a eficiência e bom funcionamento 

da formulação proposta. 

Ullah et al. (2014) utilizam uma abordagem evolucionária de otimização topológica 

aplicada ao acoplamento MEC-MLS. Durante o processo de otimização, o método introduz 

furos automaticamente. O zero level set descreve as geometrias interna e externa da estrutura. 

O contorno é representado através da abordagem NURBS para curvas suaves na malha do 

MEC. O método proposto gera geometrias ótimas para estruturas em duas dimensões, os 

resultados são validados através de exemplos de referência presentes na literatura.  
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A otimização topológica fornece ao MLS uma larga aplicabilidade. Ao contrário de 

outros tipos de otimização de geometria, a locação da interface é conhecida tão bem quanto a 

direção normal ao contorno. No contexto geral da otimização o MLS pode ser dividida nas 

etapas de parametrização, atualização e discretização. 

A parametrização define um espaço na qual a configuração ótima é solicitada.  Uma 

função level set pode ser parametrizada em termos de uma função base, dada em relação à 

coordenada espacial (x,	y,	z) e ao parâmetro de tempo t. 

A atualização acontece de acordo com os campos de forma, contorno e velocidades 

definidos, utilizando-se análises de sensibilidade de forma. A velocidade do contorno é 

derivada das equações que governam a formulação da mecânica do contínuo.  

Verifica-se na bibliografia que a formulação do MLS contém grandes vantagens 

teóricas e práticas sobre os modelos convencionais, especialmente no contexto da otimização 

topológica. Primeiramente, os modelos LS são topologicamente flexíveis. A função escalar ϕ 

é definida para fornecer sempre uma topologia simples; entretanto, representar superfícies 

complexas, permitir a formação de descontinuidades, divisão em múltiplos contornos ou 

fusão de vários contornos em um único, o modelo sofre significantes mudanças de forma para 

qualquer contorno convencional. 

 

1.3 OBJETIVOS 

 

Como objetivos gerais encontram-se estudar e compreender o método dos elementos 

de contorno (MEC), o método level set (MLS) e o software FORTRAN e utilizá-los, 

adequadamente, para formular problemas relacionados à otimização topológica de estruturas 

planas. 

Especificamente, objetiva-se acoplar o MLS a um modelo baseado nas equações 

algébricas do MEC. Espera-se que o acoplamento proposto resulte a geometria otimizada da 

estrutura sem a necessidade da aplicação de filtros. 

Portanto, esta dissertação resulta em um programa computacional, implementado na 

linguagem computacional FORTRAN 90, capaz de determinar a topologia ótima de uma 

estrutura plana. O programa é aplicado a diversos problemas, e seus resultados são analisados 

minuciosamente, para avaliar a eficiência do acoplamento MLS – MEC como um gerador de 

soluções estruturais ótimas. 
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1.4  JUSTIFICATIVAS 

 

Os projetos de engenharia tem a crescente necessidade de otimização. Alguns 

conceitos como a sustentabilidade estão fortemente presentes no cenário econômico atual, 

nesse sentido, a minimização da quantidade de matéria-prima empregada e do custo de 

produção são diferenciais almejados pelas grandes corporações em suas linhas de produção. 

Além disso, a maximização dos lucros também é um requisito desejado. 

A otimização topológica é, certamente, a melhor maneira de se chegar a essas 

características. Exemplos disso são aplicações na indústria aeronáutica onde seria possível a 

redução do peso da estrutura das aeronaves através da otimização topológica de seus 

elementos estruturais; na indústria automobilística a otimização dos componentes estruturais e 

partes do motor trariam melhor desempenho para os projetos e seria possível a exploração de 

formas e conceitos mais arrojadas para os mesmos; entre muitas outras aplicações. 

A motivação desse trabalho está em avançar no campo das aplicações envolvendo o 

MEC, especialmente, em um domínio onde este é, reconhecidamente, mais eficiente que 

outros métodos numéricos. Contribuir no desenvolvimento de soluções inovadoras para 

problemas complexos de engenharia. E iniciar a linha de pesquisa de otimização topológica 

no Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP. 

 

1.5 DESCRIÇÃO DOS CAPÍTULOS DA DISSERTAÇÃO 

 

Apresenta-se o conteúdo dos capítulos da dissertação. 

O Capítulo 1 introduziu os principais temas tratados, mostrou suas características, 

vantagens de utilização e aplicabilidade. Bem como, os objetivos e justificativas para a 

realização desse trabalho. 

O Capítulo 2 contém de forma resumida os tópicos relacionados ao Método dos 

Elementos de Contorno, seus conceitos fundamentais, formulações e hipóteses, aspectos 

importantes considerados no equacionamento e implementação. 

O Capítulo 3 mostra brevemente os conceitos matemáticos relacionados ao Método 

Level Set, suas diferentes abordagens e tipos de discretização da equação. 

O Capítulo 4 apresenta as variáveis de um problema de otimização e os tipos de 

problema de otimização estrutural existentes. 
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O Capítulo 5 é o mais importante e complexo do texto. Apresenta-se a ideia principal 

do trabalho e contempla o desenvolvimento da formulação de acoplamento MEC-MLS. É 

realizado o equacionamento e são apresentadas as hipóteses e simplificações adotadas, além 

de todos os aspectos de implementação computacional relevantes. O capítulo contempla os 

problemas: mecânico, otimização e reconstrução da estrutura. 

O Capítulo 6 testa o código computacional desenvolvido, validando-o através de 

exemplos e análises dos resultados obtidos. 

O Capítulo 7 fecha o texto com as conclusões acerca do tema e mostra perspectivas de 

trabalhos e investigações futuras envolvendo o tema proposto. 
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2 MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

 

2.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS 

 

Ao se estudar o MEC é necessário o conhecimento de alguns conceitos fundamentais. 

A seguir, apresentam-se e discutem-se brevemente esses conceitos. Os mesmos são vistos 

detalhadamente em Brebbia e Dominguez (1992). 

 

2.1.1 SOLUÇÃO FUNDAMENTAL PARA PROBLEMAS PLANOS 

 

No desenvolvimento da formulação do MEC é necessário o uso de soluções 

fundamentais para as variáveis envolvidas.  

O problema fundamental da elasticidade consiste na solução da equação diferencial de 

equilíbrio para um corpo sujeito à ação de carregamentos estáticos. A solução para esse 

problema em meios isotrópicos foi enunciada por Kelvin em 1848. 

Para problemas planos considera-se um domínio infinito sujeito à ação de um 

carregamento concentrado unitário atuando em um ponto denominado ponto fonte 

(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992). 

Fisicamente, não é possível que o carregamento pontual seja descrito em termos de 

funções matemáticas clássicas, é intrínseca a existência de uma superfície (área) onde o 

carregamento exerce sua influência. É conveniente expressar esse carregamento por meio da 

teoria das distribuições usando a distribuição delta de Dirac. 

A distribuição delta de Dirac consegue representar eficientemente a ação pontual de 

carregamentos concentrados em problemas da elasticidade linear. A teoria das funções 

generalizadas explica as propriedades da função delta de Dirac. Sua obtenção é dada por meio 

da função degrau unitário, também denominada Heaviside. A função Delta de Dirac é 

definida pela Eq. (2.1). 

 

∆୤ൌ ቄ
0, se x ് 0
∞, se x ൌ 0ቅ 

 
(2.1) 
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Verificando as propriedades, admite-se que a função fሺxሻ é conhecida e bem definida 

no ponto x ൌ 0. Por meio do teorema da média para as integrais chega-se a Eq. (2.2). 

 

න fሺxሻ.

ஶ

ିஶ

∆୤ሺxሻdx ൌ fሺ0ሻ 
 

(2.2) 
 

 

Essa propriedade pode ser denominada de filtragem da função Delta, ela acontece 

devido à variação de fሺxሻ em torno do ponto x ൌ 0 ser desprezível. Pela Eq. (2.3) define-se a 

função Delta em sua forma geral. 

 

න fሺxሻ.

ஶ

ିஶ

∆୤ሺx െ aሻdx ൌ fሺaሻ 
 

(2.3) 
 

 

A Eq. (2.4) contém o conceito da função delta de Dirac expandido para domínios 

planos. 

 

∆୤ሺp, Qሻ ൌ ൜
0, se p ് Q
∞, se p ൌ Qൠ 

 
(2.4) 

 

 

Então, constrói-se a Eq. (2.5) análoga a Eq. (2.3). 

 

න fሺQሻ.

ஶ

ିஶ

∆୤ሺp, QሻdΩ ൌ fሺpሻ 
 

(2.5) 
 

 

É importante lembrar que não são aplicáveis os conceitos comuns de função 

matemática para esta distribuição. Apesar das grandezas representadas por elas não serem 

funções, as mesmas são tratadas formalmente com tal, permitindo o surgimento dessas 

propriedades e resultados satisfatórios. 

Partindo desse conceito, introduz-se a ideia da distribuição delta de Dirac na teoria do 

MEC. Quando se leva em conta a condição de equilíbrio, verifica-se que o carregamento do 

corpo b୧ deve ser igual a função delta de Dirac, visto na Eq. (2.6) 
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b୧ ൌ ∆୤. e୧ 
 

(2.6) 

 

onde ∆୤ é a função delta de Dirac e e୧ é o versor que define a direção da aplicação do 

carregamento. 

Usando esse resultado e a equação de equilíbrio Eq. (A.2), reescreve-se a mesma em 

termos de deslocamentos. Emprega-se a Lei de Hooke Generalizada da Eq. (A.5), que 

relaciona as tensões às deformações, e em seguida aplicam-se as relações deformação-

deslocamento da Eq. (A.7). A equação de equilíbrio em termos de deslocamento, para 

material isótropo sob estado plano de deformação pode ser definida pela Eq. (2.7). 

 

൬
1

1 െ 2. ν
൰ . u୧,୧୨ ൅ u୨,୧୧ ൅

∆୤. e୧
μ

ൌ 0 
 

(2.7) 

 

Onde μ é o módulo de elasticidade transversal. A solução dessa equação representa a 

solução fundamental para deslocamentos. No estado plano de deformação a solução é dada 

por: 

 

u୪୩
∗ ሺf, cሻ ൌ

1
8. π. μ. ሺ1 െ νሻ

. ൤ሺ3 െ 4. νሻ. ln ൬
1
r
൰ . δ୪୩ ൅ r,୪. r,୩൨ 

 
(2.8) 

 

onde r,୩ é a derivada da distância, entre o ponto fonte ሺfሻ e os pontos onde devem ser 

avaliados a solução fundamental, pontos campo ሺcሻ, em relação a direção k. 

Destaca-se que o símbolo * representa variáveis associadas ao estado fundamental. 

Efetuando a diferenciação da Eq. (2.8) é possível obter a expressão para a solução 

fundamental das deformações. O resultado dessa operação é dado pela Eq. (2.9). 

 

ε୧୪୩
∗ ሺf, cሻ ൌ

െ1
8. π. μ. ሺ1 െ νሻ. r

. ൣሺ1 െ 2. νሻ. ൫r,୩. δ୧୪൯ െ r,୧. δ୪୩

൅ 2. r,୧. r,୪. r,୩൧ 

 
(2.9) 
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A partir da solução fundamental das deformações pode-se aplicar a Lei de Hooke 

generalizada da Eq. (A.5) e obter-se a expressão para a solução fundamental das tensões 

conforme apresenta a Eq. (2.10). 

 

σ୧୪୩
∗ ሺf, cሻ ൌ

െ1
4. π. ሺ1 െ νሻ. r

. ൛ሺ1 െ 2. νሻ. ൫r,୩. δ୧୪ ൅ r,୪. δ୧୩ െ r,୧. δ୪୩൯

൅ 2. r,୧. r,୪. r,୩ൟ 

 
(2.10) 

 

 

Por fim, o equilíbrio pode ser efetuado no contorno com o objetivo de calcular a 

expressão para a solução fundamental das forças de superfície. O procedimento resulta na Eq. 

(2.11). 

 

P୪୩
∗ ሺf, cሻ ൌ

െ1
4. π. ሺ1 െ νሻ. r

. ൛r,୬ൣሺ1 െ 2. νሻ. δ୪୩ ൅ 2. r,୪. r,୩൧

൅ ሺ1 െ 2. νሻ. ሺη୪. r,୩ െ η୩. r,୪ሻൟ 

 
(2.11) 

 

 

Observa-se que as soluções fundamentais apresentadas possuem singularidade na 

distância entre os pontos fonte e campo. Quando os pontos fonte e campo aproximam-se o 

valor das soluções fundamentais tendem a infinito. Para evitar esse problema emprega-se o 

processo de sub-elementação, onde o elemento de contorno considerado é subdividido em 

elementos menores permitindo um melhor mapeamento das grandezas envolvidas tornando o 

processo de integração das equações mais preciso. 

 

2.1.2 EQUACIONAMENTO PARA O PROBLEMA ELÁSTICO PLANO 

 

O equacionamento do problema elástico via MEC pode ser efetuado com sucesso e de 

forma expedita empregando-se o princípio da reciprocidade de Betti. Este teorema estabelece 

que o trabalho realizado pelas tensões de um estado I sobre as deformações de um estado II é 

igual ao trabalho das tensões do estado II sobre as deformações do estado I admitindo-se o 

mesmo material em ambos os estados. Esse teorema pode ser representado por meio da Eq. 

(2.12). 
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න σ୧୨
୍

ஐ
. ε୧୨
୍୍	dΩ ൌ න σ୧୨

୍୍

ஐ
. ε୧୨
୍ dΩ 

 
(2.12) 

 

Aplicando esta equação para a formulação do MEC substitui-se um dos estados do 

problema pelo estado fundamental, ou seja, representado pelas soluções fundamentais. Assim, 

a Eq. (2.12) pode ser reescrita pela Eq. (2.13). 

 

න σ୧୪୩
∗

ஐ
ሺf, cሻ. ε୪୩ሺcሻ	dΩ ൌ න σ୪୩ሺcሻ. ε୧୪୩

∗

ஐ
ሺf, cሻ dΩ 

 
(2.13) 

 

Aplicando a relação deformação-deslocamento, é possível exprimir a relação da Eq. 

(2.13) em termos de deslocamentos. Observa-se a nova relação na Eq. (2.14). 

 

න σ୧୪୩
∗

ஐ
ሺf, cሻ. u୪୩ሺcሻ	dΩ ൌ න σ୪୩ሺcሻ. u୧୪୩

∗

ஐ
ሺf, cሻ dΩ 

 
(2.14) 

 

Integrando por partes ambos os termos da Eq. (2.14) e aplicando a condição de 

equilíbrio de superfície da Eq. (A.3), obtém-se uma expressão envolvendo tensões, 

deslocamentos e forças de superfície tanto do estado fundamental quanto do problema 

estudado. Dessa forma, chega-se a Eq. (2.15). 

 

െන σ୧୪୩,୩
∗

ஐ
ሺf, cሻ. u୪ሺcሻdΩ ൅න P୧୪

∗

୻
ሺf, cሻ. u୪ሺcሻdΓ

ൌ െන σ୪୩,୩ሺcሻ. u୧୪
∗

ஐ
ሺf, cሻdΩ ൅ න P୪ሺcሻ. u୧୪

∗

୻
ሺf, cሻdΓ 

 
 

(2.15) 

 

Emprega-se a equação de equilíbrio da Eq. (A.2), tanto no problema real quanto no 

problema fundamental como forma de substituir os termos de derivada das tensões por forças 

de corpo. Atenta-se para o fato que no problema fundamental a carga de corpo, b୧, é igual à 

função Delta de Dirac, Δ୤. Substituindo-se os termos reescreve-se a Eq. (2.15) por meio da Eq. 

(2.16). 
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න Δ୤. u୪ሺcሻ	dΩ
ஐ

൅ න P୧୪
∗

୻
ሺf, cሻ. u୪ሺcሻ dΓ

ൌ න b୪ሺcሻ. u୧୪
∗

ஐ
ሺf, cሻdΩ ൅ න P୪ሺcሻ. u୧୪

∗

୻
ሺf, cሻdΓ 

 
(2.16) 

 

 

Integrando o termo que contém o delta de Dirac obtém-se a Eq. (2.17). 

 

u୧ሺfሻ ൅ න P୧୪
∗

୻
ሺf, cሻ. u୪ሺcሻ	dΓ ൌ න P୪ሺcሻ. u୧୪

∗

୻
ሺf, cሻ dΓ ൅ න u୧୪

∗ ሺf, cሻ. b୪ሺcሻ
ஐ

dΩ 
 

(2.17) 
 

 

A Eq. (2.17) representa a identidade Somigliana, a qual fornece os valores de 

deslocamento e tensões em qualquer ponto do domínio dependendo dos valores dos 

deslocamentos e forças de superfície, conhecidos sobre o contorno, das forças de corpo e das 

soluções fundamentais (BREBBIA & DOMINGUEZ, 1992). 

Torna-se necessário transformar a Eq. (2.17) válida para todo domínio, em uma 

equação integral válida somente para valores de contorno, pois o MEC pertence à classe das 

técnicas de contorno. Admite-se então, a divisão do domínio e do contorno em duas partes, 

conforme apresenta a Figura 2.1. 

 

 
Figura 2.1 – Divisão do domínio e do contorno para determinação da equação integral sobre o contorno. Fonte: 

Leonel (2009). 
 

Expressam-se as grandezas presentes na Figura 2.1 como: 

 



51 
  

Ω෡ ൌ Ω െ Ω ൅ Ωக 
 

(2.18) 

 

Γ෠ ൌ Γ െ Γ ൅ Γக 
(2.19) 

 

Ωக e Γக referem-se à introdução de um semicírculo de raio r,  e no centro desse 

semicírculo está presente o ponto de colocação. A identidade Somigliana fica avaliada no 

contorno se as parcelas desta equação referentes à Ωக e Γக forem consideradas no limite de r, 

tendendo a zero. Aplicando esse conceito à identidade Somigliana obtém-se a Eq. (2.20). 

 

u୧ሺfሻ ൌ lim
க→଴

න P୪ሺcሻ. u୧୪
∗

୻ି୻ା୻಍

ሺf, cሻ dΓ ൅ lim
க→଴

න u୧୪
∗ ሺf, cሻ. b୪ሺcሻ

ஐିஐାஐ಍

dΩ

െ lim
க→଴

න P୧୪
∗

୻ି୻ା୻಍

ሺf, cሻ. u୪ሺcሻ dΓ 

 
 

(2.20) 

 

Analisam-se isoladamente os limites da identidade Somigliana. Inicia-se com o 

primeiro termo do segundo membro da Eq.(2.20). 

 

݈݅݉
ఌ→଴

න ௟ܲሺܿሻ. ௜௟ݑ
∗

௰ି௰ା௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ	݀߁

ൌ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௟ܲሺܿሻ. ௜௟ݑ
∗

௰ି௰
ሺ݂, ܿሻ ߁݀ ൅ ݈݅݉

ఌ→଴
න ௟ܲሺܿሻ. ௜௟ݑ

∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ  ߁݀

 
(2.21) 

 

Na análise da solução fundamental de deslocamentos ݑ௜௟
∗ , Portela (1992) classifica a 

singularidade dessa solução como do tipo fraca. Verifica-se que o segundo termo do segundo 

membro da Eq. (2.21) é anulado durante a realização do limite. Entretanto, o primeiro termo 

necessita ser analisado no contorno. 

O segundo termo da Eq. (2.20) também é analisado com mais facilidade. 

 

݈݅݉
ఌ→଴

න ௜௟ݑ
∗ ሺ݂, ܿሻ. ܾ௟ሺܿሻ

ఆିఆାఆഄ

ߗ݀	

ൌ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜௟ݑ
∗ ሺ݂, ܿሻ. ܾ௟ሺܿሻ

ఆିఆ
݀Ω ൅ ݈݅݉

ఌ→଴
න ௜௟ݑ

∗ ሺ݂, ܿሻ. ܾ௟ሺܿሻ
ఆഄ

 ߗ݀

 
(2.22) 
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Verifica-se que a singularidade fraca presente na solução de deslocamentos ݑ௜௟
∗ , leva o 

segundo termo da Eq. (2.22) a ser nulo na execução do limite. O primeiro termo de Eq. (2.22) 

necessita ser avaliado no domínio. 

O terceiro termo da Eq. (2.20) também é analisado. 

 

݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ି௰ା௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ௟ሺܿሻݑ ߁݀

ൌ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ି௰
ሺ݂, ܿሻ. ௟ሺܿሻݑ ߁݀ ൅ ݈݅݉

ఌ→଴
න ௜ܲ௟

∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ௟ሺܿሻݑ  ߁݀

 
(2.23) 

 

 

A solução fundamental para forças de superfície ௜ܲ௟
∗  está encontra-se na Eq. (2.23). Na 

singularidade, 1 ൗݎ , o comportamento é diferente da singularidade da solução fundamental 

para deslocamentos. O primeiro termo da Eq. (2.23) deve ser avaliado tomando a parte finita 

de Cauchy. Para a sua existência, os deslocamentos prescritos no contorno devem obedecer à 

condição de continuidade de Hölder, expressa na Eq. (2.24). 

 

ቚݑሺ௖ሻ
௝ െ ሺ௙ሻݑ

௝ ቚ ൑ .ܤ ሺ௙,௖ሻݎ
आ  

 
(2.24) 

 

 

Onde ܤ, आ são constantes reais positivas. |ܤ| ൏ ∞ e आ ൑ 1 e ݎሺ௙,௖ሻ é a distância entre 

os pontos fonte e campo. 

Obedecendo a continuidade de Hölder o termo analisado por ser avaliado no contorno 

do problema. Para o segundo termo do segundo membro da Eq. (2.23) considera-se a 

expansão em série de Taylor dos deslocamentos, em torno do ponto fonte. Na expansão 

considera-se apenas o primeiro termo, pois os demais termos anulam-se durante a execução 

do limite. Obtém-se a Eq. (2.25). 

 

݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. u௟ሺܿሻ	݀߁

ൌ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ߁݀	௟ሺܿሻݑ െ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ߁݀	௟ሺ݂ሻݑ

൅ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ௟ሺ݂ሻݑ  ߁݀

 
(2.25) 

 

 

Simplificando, chega-se a Eq. (2.26). 
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݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ߁݀	௟ሺܿሻݑ

ൌ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ൫ݑ௟ሺܿሻ െ ߁݀	௟ሺ݂ሻ൯ݑ

൅ ݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ. ௟ሺ݂ሻݑ  ߁݀

 
(2.26) 

 

Considerando a continuidade da função de deslocamentos no ponto fonte, tem-se que 

o primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.26) é nulo, então. Na Eq. (2.27) o termo é 

eliminado. 

 

݈݅݉
ఌ→଴

න ௜ܲ௟
∗

௰಍

ሺ݂, ܿሻ. ߁݀	௟ሺܿሻݑ ൌ ௟ሺ݂ሻݑ . ݈݅݉ఌ→଴
න ௜ܲ௟

∗

௰ഄ

ሺ݂, ܿሻ  ߁݀
 

(2.27) 

 

Verifica-se que a integração e o limite do primeiro segundo termo do segundo membro 

da Eq. (2.23) gera um termo independente que deve ser inicialmente isolado, e em seguida 

adicionado ao termo livre de deslocamento presente no primeiro termo da Eq. (2.20).  

A identidade Somigliana escrita para o contorno fica na forma da Eq. (2.28). 

 

(2.28)

Sendo  integral da parte finita de Cauchy. 

O termo ܿ௜௟, resultante da adição do termo apresentado no primeiro membro da Eq. 

(2.20) com o termo livre consequente da avaliação do ultimo termo de segundo membro dessa 

mesma equação do domínio para o contorno, é dependente da geometria do contorno 

analisado. Apresenta-se um tensor de valores para esse termo na Eq. (2.29). 

 

ܿ௜௟ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ߙ
2. ߨ

൅
.ሺ2ݏ݋ܥ .ሻߛ ܵ݁݊ሺߙሻ
4. .ߨ ሺ1 െ ሻߥ

ܵ݁݊ሺ2. .ሻߛ ܵ݁݊ሺߙሻ
4. .ߨ ሺ1 െ ሻߥ

ܵ݁݊ሺ2. .ሻߛ ܵe݊ሺߙሻ
4. .ߨ ሺ1 െ ሻߥ

ߙ
2. ߨ

൅
.ሺ2ݏ݋ܥ .ሻߛ ܵ݁݊ሺߙሻ
4. .ߨ ሺ1 െ ሻߥ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

 
(2.29) 
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Sendo ߙ e ߛ dependentes da posição do ponto singular sobre o contorno. A obtenção 

das variáveis é ilustrada pela Figura 2.2. 

 

 
Figura 2.2 – Parâmetros para cálculo da equação integral sobre o contorno. Fonte: Leonel (2009). 
 

Quando o ponto fonte encontra-se exterior ao contorno a matriz ܿ௜௟ é nula: 

 

ܿ௜௟ ൌ ቂ0 0
0 0

ቃ 
 

(2.30) 
 

 

Quando o ponto fonte encontra-se interior ao contorno a matriz ܿ௜௟ é a identidade: 

 

ܿ௜௟ ൌ ቂ1 0
0 1

ቃ 
 

(2.31) 
 

 

Em um contorno suave (sem angulosidade), o ponto de colocação torna-se a matriz 

identidade multiplicada por 1 2ൗ : 

 

ܿ௜௟ ൌ ቈ
1
2ൗ 0

0 1
2ൗ
቉ 

 
(2.32) 

 

 

2.1.3 APROXIMAÇÕES SOBRE O CONTORNO 

 



55 
  

Deduziu-se a equação integral em deslocamentos para pontos sobre o contorno, torna-

se necessário agora a sua utilização pelo MEC. Para que isso aconteça é preciso que o 

contorno do problema seja discretizado em elementos de contorno. Os elementos representam 

a geometria do problema por meio de funções que permitem a aproximação das grandezas 

envolvidas no problema. 

De acordo com o grau de aproximação o problema de elementos de contorno pode 

classificado como: 

 Constante; 

 Linear; 

 Quadrático; 

 Cúbico; 

 Ordem superior. 

O grau de aproximação pode ser diferente tanto para a geometria quanto para as 

grandezas envolvidas no problema. Isso conduz a caracterização dos elementos de contorno 

como: 

 Sub-paramétricos; 

 Isoparamétricos; 

 Super-paramétricos. 

Nesse trabalho usam-se elementos de contorno descontínuos lineares isoparamétricos, 

onde a aproximação da geometria é a mesma utilizada para as grandezas envolvidas. 

Desconsiderando as forças de domínio do corpo constrói-se numericamente a 

identidade Somigliana na Eq. (2.33). 

 

ሾܿሿሼݑሽ௣ ൅෍ቌනሾܲ∗ሿሼݑሽ݀߁௝
௰ೕ

ቍ

ோ

௝ୀଵ

ൌ෍ቌනሾݑ∗ሿሼܲሽ݀߁௝
௰ೕ

ቍ

ோ

௝ୀଵ

 
 

(2.33) 

  

Onde ܰܧ é o número de elementos de contorno adotados para a descrição do 

problema. E ݌ é o ponto fonte considerado (LEONEL, 2009). 

 

2.1.4 FUNÇÕES DE APROXIMAÇÃO 
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O princípio da discretização do contorno é baseado na aproximação da geometria do 

corpo através de funções matemáticas onde alguns pontos possuem as coordenadas 

conhecidas. 

Os pontos de coordenadas conhecidas são chamados de nós do contorno, e é por meio 

deles que se delimitam os elementos. As aproximações acontecem através de uma função 

matemática com valores nodais. 

A boa escolha da função aproximadora a ser utilizada na técnica numérica é 

fundamental para a qualidade dos resultados. 

É comum na literatura o uso de elementos constantes e lineares, isso pode ser 

justificado em sua facilidade para manipulação das integrais e implementação computacional. 

A solução analítica para as equações integrais anularia a necessidade de tratamento numérico 

das mesmas. 

O uso de elemento de alta ordem costuma ser evitado pelas dificuldades em se 

desenvolverem as equações integrais analíticas para a obtenção da solução. A implementação 

para elementos de alta ordem se torna mais fácil usando-se os polinômios de Lagrange e os 

métodos de integração numérica de Gauss-Legrendre. Esse procedimento foi apresentado por 

Coda (2000). Através desse procedimento é possível elaborar uma rotina para a generalização 

da função aproximadora permitindo o uso de elementos curvos e com aproximações de ordem 

qualquer para as variáveis envolvidas. 

É vantajoso o emprego de elementos de alta ordem frente ao uso de elementos de 

ordem menor. O uso de elementos constantes e lineares exige uma maior discretização das 

superfícies para obtenção adequada dos resultados. A melhoria desses depende diretamente do 

refinamento da malha empregada, o que reduz o tamanho dos elementos e consequentemente 

aumenta o tamanho do sistema a ser calculado. 

 

2.1.5 POLINÔMIOS DE LAGRANGE 

 

Numericamente, os polinômios de interpolação de Lagrange são aplicados na 

determinação das funções de forma do elemento curvo. 

Considerando um elemento qualquer ݆ de ordem ݊ െ 1 existem ݊ funções de forma, 

cada uma representando um nó desse elemento. A aproximação é feita assumindo-se valores 

para os nós de acordo a função. Dessa forma, cada função de forma ߶௜ possui valor unitário 

em ݅ e nulo nos demais nós do elemento. 
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Kzam (2009) mostra a formulação de elementos de contorno curvos com qualquer 

ordem de aproximação. Os elementos de contorno são gerados a partir dos polinômios de 

Lagrange da Eq. (2.34). 

 

߶௜ሺݔሻ ൌෑ
൫ߦ െ ௝൯ߦ
௜ߦ െ ௝ߦ

௡

௝ஷ௜
௝ୀ଴

 
 

(2.34) 

 

Os polinômios de Lagrange resultam do produto de ݊ fatores lineares e satisfazem a 

partição da unidade, como pode ser visto na Eq. (2.35). 

 

෍߶ሺߦሻ ൌ 1

௡

௜ୀଵ

 
 

(2.35) 

 

Verifica-se também a veracidade da Eq. (2.36). 

 

෍
݀߶௜
ߦ݀

ሺߦሻ ൌ 0

௡

௜ୀଵ

 
 

(2.36) 

 

Em pontos específicos do domínio െ1 ൑ ߦ ൑ ൅1, a função de forma assume o valor 

da Eq. (2.37) 

 

߶௜ሺߦሻ ൌ  ௜௝ߜ
(2.37) 

 

onde ߜ௜௝ é o delta de Kronecker. 

Kzam (2009) restringe o domínio da função de forma ao intervalo ሾെ1,൅1ሿ devido às 

aplicações da quadradura de Gauss-Legendre que acontecem no problema. A Figura 2.3 

mostra um elemento curvo expresso em coordenadas adimensionais. 
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Figura 2.3 – Elemento curvo com coordenadas adimensionais. Fonte: Silva (2010). 

 

Ao se utilizar elementos de contorno curvos na análise de problemas com o MEC, 

calculam-se os versores normais e tangentes sobre os pontos de colocação, e também sobre os 

pontos da integração numérica. Essa característica é fundamental para a generalização do grau 

da aproximação usada na interpolação com esses polinômios. A principal vantagem de se usar 

os polinômios de Lagrange é a facilidade em se gerarem elementos de contorno 

isoparamétricos. 

Esse artifício é usado com o intuito de facilitar a geração das funções de forma e 

elaborar uma estratégia de integração numérica geral. Introduz-se um elemento de contorno 

curvo qualquer, no espaço adimensional da coordenada ߦ. Para que essa transformação seja 

escrita corretamente é necessário representar o segmento do contorno ݀߁௡ a partir do 

Jacobiano da transformação: 

 

௡߁݀ ൌ  ߦሻ݀ߦ௡ሺܬ
 

(2.38) 
 

 

sendo 

 

ሻߦ௡ሺܬ ൌ ට߶௠,కሺߦሻݔ௜
௡௠. ߶௠,కሺߦሻݕ௜

௡௠ 
(2.39) 

 

 

O Jacobiano da transformação do elemento unidimensional definido no espaço 

cartesiano bidimensional com ݅ variando de 1	a 2, e ݊ o número do elemento, e ݉ a variação 

da quantidade de nós por elemento (KZAM, 2009). 
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Determinadas as funções de forma para os nós dos elementos, os deslocamentos no 

interior do elemento são descritos por meio da Eq. (2.40). 

 

ሼݑሽ ൌ ൞

ଵݑ
ଶݑ
⋮

௡௡ݑ

ൢ ൌ ൤
߶ଵ 0
0 ߶ଵ

					
߶ଶ 0
0 ߶ଶ

	…
߶௡௡ 0
0 ߶௡௡

	൨

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ
ଵݑ
ଵ

ଶݑ
ଵ

ଵݑ
ଶ

ଶݑ
ଶ

⋮
ଵݑ
௡௡

ଶݑ
௡௡ۙ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۗ

ൌ ሾ߶ሿሼݑሽ௡
௝  

 
(2.40) 

 

Analogamente, as forças de superfície são expressas pela Eq. (2.41). 

 

ሼܲሽ ൌ ൞

ଵܲ

ଶܲ
⋮
௡ܲ௡

ൢ ൌ ൤
߶ଵ 0
0 ߶ଵ

					
߶ଶ 0
0 ߶ଶ

	…
߶௡௡ 0
0 ߶௡௡

	൨

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ
Pଵ
ଵ

ଶܲ
ଵ

ଵܲ
ଶ

ଶܲ
ଶ

⋮
ଵܲ
௡௡

ଶܲ
௡௡ۙ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۗ

ൌ ሾ߶ሿሼܲሽ௡
௝  

 
(2.41) 

 

Os termos ݑ௟
௡௡ e ௟ܲ

௡௡ indicam os deslocamentos e as forças de superfícies atuantes no 

nó ݊݊ segundo a direção ݈. 

Os termos ሼݑሽ௡
௝  e ሼܲሽ௡

௝  representam os deslocamentos e as forças de superfície nodais 

presentes nos nós pertencentes ao elemento ݆ segundo a direção ݊. 

 

2.1.6 CONSTRUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES 

 

Determinaram-se as equações que relacionam o deslocamento do ponto de colocação 

considerado, as forças de superfície e deslocamentos nodais dos demais elementos presentes 

na malha construída. As matrizes resultantes do processo de integração contêm a influência de 

todos os elementos presentes na malha, estas são denominadas muitas vezes de matrizes de 

influência. 

Escrevem-se então as Eq. (2.42) e (2.43). 
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෡ூேி൧ܪൣ
௣௝
ൌ නሾܲ∗ሿሾ߶ሿ݀߁௝

௰ೕ

 
 

(2.42) 
 

 

෠ூேி൧ܩൣ
௣௝
ൌ නሾݑ∗ሿሾ߶ሿ݀߁௝

௰ೕ

 
 

(2.43) 
 

 

Admitindo-se a simplificação por meio da Eq. (2.44), calcula-se a Eq. (2.45). 

 

ሾܪூேிሿ ൌ ൝
෡ூேி൧ܪൣ

௣௝
, ݁ݏ ݆ ⊄ ݌

෡ூேி൧ܪൣ
௣௝
൅ ሾܿሿሾ߶ሿ௣, ݁ݏ ݆ ⊂ ݌

 
 

(2.44) 
 

 

෍ሾܪூேிሿ௣௝ሼݑሽ௡
௝

ோ

௝ୀଵ

ൌ෍ሾܩூேிሿ௣௝ሼܲሽ௡
௝

ோ

௝ୀଵ

 
 

(2.45) 
 

 

Para problemas elásticos planos, o número de graus de liberdade por nó é quatro, 

sendo dois deslocamentos e duas forças de superfície. No entanto a metade destes parâmetros 

é conhecida diretamente por meio da aplicação das condições de contorno do problema. O 

problema passa a ser resolvido com um número de equações igual a duas vezes o número de 

nós da malha. Escrevendo as equações para todos os pontos de colocação do modelo tem-se 

um sistema resultante da ordem de duas vezes o número de nós da malha, dado na forma da 

Eq. (2.46). 

 

ሾܪሿሼݑሽ ൌ ሾܩሿሼܲሽ 
 

(2.46) 
 

 

A solução para o sistema apresentado na forma da Eq. (2.46) é realizada aplicando-se 

as condições de contorno do problema. Na introdução das condições de contorno as matrizes 

ሾܪሿ e ሾܩሿ de tal maneira que as variáveis conhecidas estejam em seu primeiro membro e as 

incógnitas no segundo. Esse procedimento é realizado por meio da troca das colunas entre as 

duas matrizes, o sistema resolvido é o da Eq. (2.47). 
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ሾܣሿሼܿ݊ܫሽ ൌ ሾܤሿሼܸܲሽ 
 

(2.47) 

 

Onde ሾܣሿ e ሾܤሿ são as matrizes ሾܪሿ e ሾܩሿ modificadas, respectivamente. ሼܿ݊ܫሽ é o 

vetor das incógnitas e ሼܸܲሽ o vetor das variáveis prescritas (BREBBIA; DOMINGUEZ, 

1992; ALIABADI; HOOKE, 1992). 

 

2.1.7 GRANDEZAS INTERNAS 

 

Conhecidos os valores dos deslocamentos e das forças de superfície no contorno do 

problema, algumas grandezas importantes podem ser calculadas no interior do domínio. 

Os deslocamentos nos pontos internos podem ser obtidos empregando-se a identidade 

Somigliana, que na forma matricial é escrita na Eq. (2.48). 

 

ሼݑሽ௣௜ ൅෍ቌනሾܲ∗ሿሾ߶ሿ݀߁௝
௰ೕ

ቍ ሼݑሽ௡
௝

ோ

௝ୀଵ

ൌ෍ቌනሾݑ∗ሿሾ߶ሿ݀߁௝
௰ೕ

ቍ ሼܲሽ௡
௝

ோ

௝ୀଵ

 
 

(2.48) 

 

Para a obtenção dos deslocamentos internos ao domínio, os pontos fonte passam a ser 

os pontos determinados no interior do domínio. Então, as matrizes ሾܪ"ሿ e ሾܩ"ሿ recebem o 

símbolo " para diferenciá-las das matrizes ሾܪሿ e ሾܩሿ utilizadas na obtenção dos deslocamentos 

e forças de superfície no contorno. 

As tensões nos pontos internos podem ser obtidas empregando-se a Eq. (A.5), 

modificada pela introdução da relação entre deformações e deslocamentos da Eq. (A.7). 

Escreve-se a expressão para as tensões, Eq. (2.49). 

 

௜௝ߪ
௣௜ ൌ

2. .ߤ ߥ
ሺ1 െ 2. ሻߥ

. .௜௝ߜ ௟,௟ݑ ൅ .ߤ ሺݑ௜,௝ ൅  ௝,௜ሻݑ
 

(2.49) 

 

Substituindo a identidade Somigliana na equação das tensões, e desprezando as forças 

de corpo, obtém-se a Eq. (2.50) para as tensões.  
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௜௝ߪ
௣௜ ൌ න ቊ

2. .ߤ ߥ
ሺ1 െ 2. ሻߥ

. .௜௝ߜ
௟௞ݑ߲

∗

௟ݔ߲
൅ .ߤ ቆ

௜௞ݑ߲
∗

௝ݔ߲
൅
௝௞ݑ߲

∗

௜ݔ߲
ቇቋ ௞ܲ݀߁ ൅

௰

 

 
 
 
 

(2.50) 
 

െන ቊ
2. .ߤ ߥ

ሺ1 െ 2. ሻߥ
. .௜௝ߜ

߲ ௟ܲ௞
∗

௟ݔ߲
൅ .ߤ ቆ

߲ ௜ܲ௞
∗

௝ݔ߲
൅
߲ ௝ܲ௞

∗

௜ݔ߲
ቇቋ ௞ܲ݀߁

௰

 

  

A Eq. (2.51) é a forma compacta da Eq. (2.50). 

 

௜௝ߪ
௣௜ ൌ න .௞௜௝ܦ ௞ܲ݀߁ െ න ܵ௞௜௝. ܷ௞݀߁

௰௰

 
 

(2.51) 
 

 

Sendo os termos ܦ௞௜௝ e ܵ௞௜௝ dados pelas Eq. (2.52) e ((2.53). 

 

௞௜௝ܦ ൌ
1

4. .ߨ ሺ1 െ .ሻߥ ݎ
. ൛ሺ1 െ 2. .ሻߥ ൫ݎ,௞. ௜௝ߜ ൅ .௝,ݎ ௞௜ߜ ൅ .௜,ݎ ௝௞൯ߜ

൅ 2. .௜,ݎ .௝,ݎ  ௞ൟ,ݎ

 
(2.52) 

 

 

 

 

 

 

 

A Eq. (2.54) é a representação matricial da Eq. (2.50).  

 

ሼߪሽ௣௜ ൌ ൝
ଵଵߪ
ଵଶߪ
ଶଶߪ

ൡ ൌ෍ሾܩ"ூேிሿሼ݌ሽ௡
௝

ோ

௝ୀଵ

െ෍ሾܪ"ூேிሿሼݑሽ௡
௝

ோ

௝ୀଵ

 
 

(2.54) 
 

 

As matrizes ܪ"ூேி e ܩ"ூேி indicam as matrizes do processo de integração das 

variáveis ܵ௞௜௝ e ܦ௞௜௝, respectivamente sendo o ponto fonte o ponto interno ao domínio. 

 

ܵ௞௜௝ ൌ
ܧ

4. .ߨ ሺ1 െ .²ሻߥ ²ݎ
. ൛2. ௡ൣሺ1,ݎ െ 2. .ሻߥ .௞,ݎ ௜௝ߜ ൅ ߭. ൫ݎ,௝. ௞௜ߜ ൅ .௜,ݎ ௝௞൯ߜ

െ .௜,ݎ4 .௝,ݎ .௞,ݎ ൧ ൅ 2. .ߥ ቀߟ,݅. .݆,ݎ ݇,ݎ ൅ .݆,ߟ .݅,ݎ  ቁ݇,ݎ

൅ሺ1 െ 2. .ሻߥ ൫2. .௞,ߟ .௜,ݎ ௝,ݎ ൅ .௝,ߟ ௜௞ߜ ൅ .௜,ߟ ௝௞൯ߜ െ ሺ1 െ 4. .ሻߥ .௞,ߟ  ௜௝ൟߜ

 

(2.53) 
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2.1.8 SINGULARIDADES DO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

 

A formulação tratada até agora é não-singular, pois existe um raio maior do que zero 

entre os pontos fonte e os elementos de contorno, ou seja, os pontos fonte não encontram-se 

sobre o contorno, e a integração numérica resolve adequadamente o problema. 

Na condição dos pontos fontes estarem localizados sobre o contorno, o valor do raio 

utilizado nas soluções fundamentais tem valor nulo, levando a função para um valor infinito. 

Emprega-se então o método de subtração de singularidade, o que torna possível a 

integração numérica dos elementos singulares, sem oferecer prejuízo aos resultados. 

A aplicação técnica de subtração de singularidade na matriz ܪ para domínios finitos é 

evitada usando-se o princípio de movimento de corpo rígido, este trata do deslocamento 

(translação ou rotação) ocorrido em um corpo sólido na ausência de forças aplicadas, assim, 

não acontece nenhum deslocamento relativo entre as partículas do corpo. São ausentes 

deformações e distorções durante o deslocamento, e verifica-se o resultado contido na Eq. 

(2.55). 

 

ሾܪሿሼܷሽ ൌ 0 
 

(2.55) 

 

Isso implica que os somatórios de todos os termos pares e de todos os termos impares 

das linhas da matriz ܪ devem ser nulos. Para domínios infinitos as somas devem ser iguais à 

unidade. 

Para a matriz ܩ o emprego do princípio de movimento de corpo livre não pode ser 

utilizado, é necessária então a aplicação da técnica de subtração de singularidade (SILVA, 

2010). 

Basicamente, a técnica utiliza o processo limite, onde se considera o domínio 

expandido em torno do ponto fonte de um valor de raio ߝ quando esse tende a zero. Remove-

se a singularidade da solução fundamental subtraindo a parte singular da integral imprópria 

com um integrando de mesma natureza. As demais integrais são resolvidas analiticamente. 

A natureza da equação integral é determinada por meio do tipo de singularidade da 

solução fundamental e não da distância relativa do ponto fonte ao elemento de contorno, 

sendo essa distância relevante na avaliação da qualidade da integração. 
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Aliabadi (1992) discute detalhadamente o método de subtração de singularidade, ele 

equaciona o método para as subtrações de singularidades de natureza ݈݊	ሺݎሻ, 1 ൗݎ  e 1 ²ൗݎ . 

Escrevendo-se uma expansão em série de Taylor sobre o ponto fonte em coordenadas 

adimensionais ߦ imaginando um elemento reto fictício de contorno ߁௔௨௫ com origem no ponto 

fonte de coordenada adimensional ߦ଴. A subtração do núcleo integral deve acontecer apenas 

no primeiro termo da série. A integral regular remanescente deve ser resolvida numericamente 

e a outra integral resolvida analiticamente. A interpretação geométrica do método pode ser 

vista na Figura 2.4. 

 

 
Figura 2.4 – Interpretação geométrica do método de subtração de singularidade. Fonte: Kzam (2009). 

 

As setas azuis indicam o sentido de integração sobre o elemento de contorno auxiliar 

quando se considera a variável ݎ∗ሺߦሻ como referência. A intersecção do círculo com o 

elemento de contorno curvo indicam os valores vizinhos ao ponto fonte singular ߦ଴ obtido 

após a expansão em série de Taylor. 

A geometria do elemento de contorno curvo é representada por meio dos valores 

nodais, dados pela Eq. (2.56). 

 

ሻߦ௜ሺݔ ൌ ߶௠ሺߦሻݔ௜
௠ 

 
(2.56) 

 

 

As derivadas são dadas pela Eq. (2.57). 
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ሻߦ௜,కሺݔ ൌ ߶௠,కሺߦሻݔ௜
௠ 

 
(2.57) 

 

Em série de Taylor em torno de ߦ଴, resulta a Eq. (2.58). 

 

ሻߦ௜ሺݔ ൌ ଴ሻߦ௜ሺݔ ൅ ߝ଴ሻߦ௜,కሺݔ ൅ ܱሺߝ"ሻ 
 

(2.58) 

 

Onde ߝ é o raio que limita os valores na vizinhança do nó singular, ܱሺߝ"ሻ são os 

termos de ordem superior da série de Taylor que são desprezados. 

A distância relativa entre os pontos ߦ e ߦ଴ em função das coordenadas do sistema 

global, é apresentada pelo vetor ݎԦ da Eq. (2.59). 

 

Ԧݎ ൌ  ௜ݎሻ̂ߦ௜ሺݎ
 

(2.59) 

 

Sendo ̂ݎ௜ as componentes do vetor unitário que denota a direção e o sentido de vetor ݎԦ 

e ݎ௜ሺߦሻ ൌ ሻߦ௜ሺݔ െ  .Ԧݎ ଴ሻ, estas as componentes de vetorߦ௜ሺݔ

A norma do vetor rԦ é dada por ݎ, contido na Eq. (2.60). 

 

ݎ ൌ ඥݎ௜ݎ௜ 
 

(2.60) 

 

A Eq. (2.60) é reescrita pela Eq. (2.61). 

 

ݎ ൌ ඥሾݔ௜ሺߦሻ െ ሻߦ௜ሺݔ଴ሻሿሾߦ௜ሺݔ െ  ଴ሻሿߦ௜ሺݔ
 

(2.61) 

 

Na vizinhança dos pontos fonte é valida a substituição mostrada na Eq. (2.62). 

 

ݎ ൌ ටݔ௜,కሺߦ଴ሻݔ௜,కሺߦ଴ሻ²ߝ 
 

(2.62) 
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Então, 

 

ሻߦሺ∗ݎ ൌ  |ߝ|଴ሻߦሺܬ
 

(2.63) 
 

 

 não ߝ ሻ representa a distância do ponto singular sobre o elemento auxiliar reto. Paraߦሺ∗ݎ

infinitesimal calcula-se ݎ∗ሺߦሻ sobre o elemento auxiliar, sendo: 

 

|ߝ| ൌ ߦ| െ  |଴ߦ
 

(2.64) 
 

 

Partindo disso, apresentam-se as formulações considerando a subtração de 

singularidade (KZAM, 2009). 

Reescrevendo as soluções fundamentais de Kelvin: 

 

௟௞ݑ
∗ ሺ݂, ܿሻ ൌ

1
8. .ߨ .ߤ ሺ1 െ ሻߥ

. ൤ሺ3 െ 4. .ሻߥ ݈݊ ൬
1
ݎ
൰ . ௟௞ߜ ൅ .௟,ݎ  ௞൨,ݎ

 
(2.65) 

 

 

௟ܲ௞
∗ ሺ݂, ܿሻ ൌ

െ1
4. .ߨ ሺ1 െ .ሻߥ ݎ

. ൛ݎ,௡ൣሺ1 െ 2. .ሻߥ ௟௞ߜ ൅ 2. .௟,ݎ ௞൧,ݎ

൅ ሺ1 െ 2. .ሻߥ ሺߟ௟. ௞,ݎ െ .୩ߟ  ௟ሻൟ,ݎ

(2.66) 
 

 

Para formulação em deslocamentos a subtração de singularidade constrói-se o núcleo 

contido na Eq. (2.67). Sendo a Eq. (2.68) o ܸܲܥ. 

 

െ න
1

8. .ߨ .ߤ ሺ1 െ ሻߥ
. ሾെሺ3 െ 4. .ሻߥ ݈݊ሺ|ܬሺߦ଴ሻ. ሻ|ߝ . .௟௞ሻሿߜ .଴ሻߦሺܬ ߶ሺߦ଴ሻ݀ߦ ൅ ܥܸܲ

ାଵ

ିଵ

 

 

 

න
1

8. .ߨ .ߤ ሺ1 െ ሻߥ
. ൤ሺ3 െ 4. .ሻߥ ݈݊ ൬

1
ݎ
൰ . ௟௞ߜ ൅ .ሻߦ௟ሺ,ݎ ሺሻ൨ߦ௞,ݎ . .ሻߦሺܬ ߶ሺߦሻ݀ߦ ൅

ାଵ

ିଵ

 
 

(2.67) 
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ܥܸܲ ൌ
െሺ3 െ 4. .ሻߥ ௟௞ߜ
8. .ߨ .ߤ ሺ1 െ ሻߥ

. ሾሺ1 ൅ .଴ሻߦ ݈݊ሺ|ܬሺߦ଴ሻ. ሺ1 ൅ ଴ሻ|ሻߦ

൅ ሺ1 െ .଴ሻߦ ݈݊ሺ|ܬሺߦ଴ሻ. ሺ1 െ ଴ሻ|ሻߦ െ 2ሿ 

 
(2.68) 

 

Para formulação em forças de superfície a subtração de singularidade constrói-se o 

núcleo contido na Eq. (2.69). Sendo a Eq. (2.70) o ܸܲܥ. 

 

൅ න
െ1

4. .ߨ ሺ1 െ .ሻߥ .ߝ ଴ሻߦሺܬ
. ൛ሺ1 െ 2. .ሻߥ ሺߟ௟∗. ∗௞,ݎ െ .∗௞ߟ .௟∗ሻൟ,ݎ .଴ሻߦሺܬ ߶ሺߦ଴ሻ݀ߦ ൅ ܥܸܲ

ାଵ

ିଵ

 

 

 

ܥܸܲ ൌ
െሺ1 െ 2. .ሻߥ ሺߟ௟∗. ∗௞,ݎ െ .∗௞ߟ ௟∗ሻ,ݎ

4. .ߨ ሺ1 െ ሻߥ
. ሼ݈݊ሺ|ሺ1 െ ଴ሻ|ሻߦ

െ ݈݊ሺ|ሺ1 ൅  ଴ሻ|ሻሽߦ

 
(2.70) 

 

Ambas as formulações são válidas para os casos onde o ponto fonte não se encontra 

nos extremos do elemento, ou seja, onde ߦ଴ ൌ േ1. 

  

න
െ1
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൅ሺ1 െ 2. .ሻߥ ሺߟ௟. ௞,ݎ െ .௞ߟ ௟ሻ,ݎ

ቋ . .ሻߦሺܬ ߶ሺߦሻ݀ߦ ൅
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ିଵ

 
 

(2.69) 
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cobra. O método trabalha no movimento dos nós de acordo com uma velocidade ߴ através da 

resolução de sistemas de equações diferenciais ordinárias (EDOs). 

O contorno tem uma representação paramétrica e o método é baseado na ideia de 

minimização de energia. Para uma dada função, considera-se que a cada instante de tempo ݐ a 

mesma esteja em um ponto diferente do espaço. A procura do mínimo para essas funções é 

realizada através de métodos numéricos clássicos como: steepest descent, gradientes 

conjugados, método simplex, entre outros. 

A fim de evitar problemas com instabilidades, deformação da superfície, entre outras, 

usa-se a função implícita ߶ para representar o contorno e desenvolver a superfície em 

questão. 

Definindo a evolução da função ߶, usa-se a equação de advecção, mais conhecida 

como equação de convecção, apresenta-se a mesma na Eq. (3.2). 

 

߶௧ ൅ ሬܸԦ. ߶ߘ ൌ 0 (3.2) 

 

O índice ݐ subscrito denota a derivada parcial no tempo. ߘ é o operador gradiente, 

calculado na Eq. (3.3). 

 

ሬܸԦ. ሺߘ߶ሻ ൌ ௫߶ݑ ൅ ௬߶ݒ ൅  ௭ (3.3)߶ݓ

 

Esta equação diferencial parcial (EDP) define o movimento de um contorno onde 

߶ሺݔԦሻ ൌ 0, é a representação Euleriana da evolução da interface.  

A Eq. (3.2) é chamada de equação level set (LS), e é usada para a evolução numérica 

de interfaces. 

Um caso popular de utilização dessa equação é a equação de combustão, denominada 

de equação-G, a mesma pode ser vista na Eq. (3.4). 

 

௧ܩ ൅ ሬܸԦ. ܩߘ ൌ 0 (3.4) 

 

Ԧሻݔሺܩ  ൌ 0 é o contorno usado para representar implicitamente a superfície de reação 

de uma frente de evolução das chamas. 

 Em um grid cartesiano é dificultoso o processo de implementação da equação LS, pois 

o campo de velocidade pode estar definido apenas na interface. Assim, supõe-se que para a 
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߶௡ାଵ െ ߶௡

ݐ߂
൅ ௡߶௫௡ݑ ൅ ௡߶௬௡ݒ ൅ ௡߶௭௡ݓ ൌ 0 (3.9) 

 

Analisando em 1ܦ considera-se apenas a direção ݔ da Eq. (3.9). 

 

߶௡ାଵ െ ߶௡

ݐ߂
൅ ௡߶௫௡ݑ ൌ 0 (3.10) 

 

 Indica-se com ݑ௡ os valores de ߶ estão se movendo para a direita ou esquerda. Desde 

que ݑ௡ possa variar espacialmente, foca-se no ponto ݔ௜, escrevendo-se a Eq. (3.11), em que 

ሺ߶௫ሻ௜ denota a derivada espacial de ߶ no ponto ݔ௜. 

 

߶௜
௡ାଵ െ ߶௜

௡

ݐ߂
൅ ௜ݑ

௡ሺ߶௫ሻ௜
௡ ൌ 0 (3.11) 

 

Se ݑ௜ ൐ 0, os valores de ߶ se deslocam da esquerda para direita, o método determina 

que se adotem valores à esquerda de ݔ௜ para cálculo de quais valores de ߶ pousarão no ponto 

 .௜ݔ

Analogamente, se ݑ௜ ൏ 0, os valores se movem da direita para a esquerda, o método 

determina que se adotem os valores à direita de ݔ௜ para se determinar valores apropriados de 

߶௜ no tempo ݐ௡ାଵ. 

Esse método de escolha da aproximação para as derivadas espaciais baseadas no sinal 

de ݑ é conhecido como upwinding ou upwind difference. Geralmente, os métodos de 

aproximação upwinding derivam da diferença finita na direção de onde vem a informação 

característica. 

Para a discretização upwind em cada ponto define-se ߶௫ି como ିܦ߶ e ߶௫ା como ܦା߶. 

Se ݑ௜ ൐ 0, aproxima-se ߶௫ com ߶௫ା. Se ݑ௜ ൏ 0, aproxima-se ߶௫ com ߶௫ି. Quando ݑ௜ ൌ 0, o 

termo ݑ௜ሺ߶௫ሻ௜ desaparece e ߶௫ não necessita ser aproximado. Esta é uma discretização de 

primeira ordem do operador espacial, desde que ିܦ߶ e ܦା߶ sejam aproximações de primeira 

ordem da derivada e o erro seja ܱሺݔ߂ሻ. 

A combinação da discretização adiantada de Euler no tempo com esquema de 

diferenças upwind é uma aproximação por diferença finita consistente para a Eq. (3.2), desde 

que o erro da aproximação convirja para zero quando ݐ߂ → 0 e ݔ߂ → 0. 
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De acordo com o teorema da equivalência de Lax-Richtmyer uma aproximação por 

diferença finita para equações diferenciais parciais lineares é convergente. A correta solução é 

obtida quando ݐ߂ → 0 e ݔ߂ → 0, se e somente se o esquema é, simultaneamente, consistente e 

estável. 

A estabilidade garante que os pequenos erros na aproximação não sejam propagados. 

Verifica-se a mesma através da condição de Courant-Friedreichs-Lewy (condição CFL). Esta 

condição afirma que uma ‘onda numérica’ deve propagar-se tão rápido quando as ‘ondas 

físicas’. Isso significa que a velocidade da ‘onda numérica’ ݔ߂ ⁄ݐ߂  deve ter ao menos a 

velocidade da ‘onda física’ |ݑ|, ou seja, ݔ߂ ⁄ݐ߂ ൐  Através da Eq. (3.12) é obtida a .|ݑ|

restrição de tempo CFL, onde ݉ܽݔሼ|ݑ|ሽ é o maior valor de |ݑ| em todo o grid Cartesiano. 

 

ݐ߂ ൌ
ݔ߂

ሽ|ݑ|ሼݔܽ݉
 (3.12) 

 

Na realidade necessita-se do maior valor de |ݑ| na interface. Os valores serão os 

mesmos se o campo de velocidade for definido como velocidade de pontos mais próximos à 

interface. A Eq. (3.12) é usualmente dada por um número ߙ CFL como na Eq. (3.13). 

 

ݐ߂ ቆ
ሽ|ݑ|ሼݔܽ݉

ݔ߂
ቇ ൌ  (3.13) ߙ

 

Uma escolha próxima a ideal é ߙ ൌ 0,9, e uma comum escolha conservadora é 

ߙ ൌ 0,5. Sendo 0 ൏ ߙ ൏ 1 o intervalo limite. 

Empregam-se também as diferenças finitas centrais para a discretização, entretanto, 

elas são instáveis quando a condição CFL tem ݔ߂~ݐ߂. A estabilidade pode ser alcançada 

usando uma condição CFL mais restrita com ݐ߂~ሺݔ߂ሻଶ, onde o custo computacional passa 

ser maior. Outra maneira de se atingir a estabilidade é usando uma discretização temporal 

diferente, como o método Runge-Kutta de terceira ordem (discutido posteriormente). Uma 

terceira maneira de se chegar à estabilidade, consiste em adicionar algumas dissipações 

artificiais do lado direito da Eq. (3.2), a Eq.  (3.14) mostra a inserção da dissipação. 

 

߶௧ ൅ ሬܸԦ. ߶ߘ ൌ  (3.14) ߶߂ߤ
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߶௫ଵ ൌ
ଵݒ
3
െ
ଶݒ7
6

൅
ଷݒ11
6

 (3.23) 

 

߶௫ଶ ൌ െ
ଶݒ
6
൅
ଷݒ5
6

൅
ସݒ
3

 (3.24) 

 

߶௫ଷ ൌ
ଷݒ
3
൅
ସݒ5
6

െ
ହݒ
6

 (3.25) 

 

O objetivo da HJ ENO é escolher uma aproximação com menor erro, através da 

função polinomial de interpolação ߶ mais suave possível. 

 Utilizar ENO em regiões onde os dados são bem comportados pode ser exagerado. 

Então, Liu et al. (1994) propuseram o  método Weight Essencially Nonoscillatory (WENO) 

que toma uma combinação convexa das três aproximações. Posteriormente, foram realizadas 

modificações nesse método, o que alcançou precisão de até quinta ordem para as regiões 

suaves das funções. Jiang e Peung (1997) estenderam o método WENO para as equações de 

Hamilton-Jacobi, criando o Hamilton-Jacobi WENO (HJ WENO), que pode ser uma opção 

muito útil para a Eq. (3.2), desde que isso reduza os erros existentes no método HJ ENO. 

 A aproximação HJ ENO de ሺ߶௫ିሻ௜ é uma combinação convexa das Eq. (3.23), (3.24) e 

(3.25) dada pela Eq. (3.26), onde 0 ൑ ߱௞ ൑ 1 são os pesos com ߱ଵ ൅ ߱ଶ ൅ ߱ଷ ൌ 1. 

 

߶௫ ൌ ߱ଵ߶௫ଵ ൅ ߱ଶ߶௫ଶ ൅ ߱ଷ߶௫ଷ (3.26) 

 

A chave para obtenção de precisões de alta ordem em regiões suaves é que os pesos 

valham ߱ଵ ൌ 0.1, ߱ଶ ൌ 0.6 e ߱ଷ ൌ 0.3, esses valores resultam na aproximação ótima para 

aproximações de quinta ordem para ߶௫. Em regiões não suaves esses valores de pesos podem 

resultar em resultados ruins, então se utilizam aproximações para ߶௫ pelo método HJ ENO. 

Existem diversas bibliografias que apontam diferentes maneiras de se obter os valores para os 

pesos. 

A função ሺ߶௫ାሻ௜ e construída com o subconjunto ሼ߶௜ିଶ, ߶௜ିଵ, ߶௜, ߶௜ାଵ, ߶௜ାଶ, ߶௜ାଷሽ. 

Definindo ݒଵ ൌ ଶݒ ,ା߶௜ାଶܦ ൌ ଷݒ ,ା߶௜ାଵܦ ൌ ସݒ ,ା߶௜ܦ ൌ ହݒ ା߶௜ିଵ eܦ ൌ  ା߶௜ିଶܦ

permitindo o uso das Eq. (3.23), (3.24) e (3.25) como as três aproximações HJ ENO para 

ሺ߶௫ାሻ୧. 

A combinação convexa para a aproximação HJ ENO é dada pela Eq. (3.26). 
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߶௧ ൅ ൫ ௡ܸ ሬܰሬԦ ൅ ௧ܸ ሬܶԦ൯. ߶ߘ ൌ 0  (3.27) 

 

߶௧ ൅ ௡ܸ ሬܰሬԦ. ߶ߘ ൌ 0 (3.28) 

 

Na Eq. (3.29) analisa-se o termo ሬܰሬԦ.  E na Eq. (3.30) reescreve-se a Eq. (3.28) .߶ߘ

segundo essa análise. 

 

ሬܰሬԦ. ߶ߘ ൌ
߶ߘ
|߶ߘ|

. ߶ߘ ൌ
ଶ|߶ߘ|

|߶ߘ|
ൌ  (3.29) |߶ߘ|

 

߶௧ ൅ ௡ܸ|ߘ߶| ൌ 0 (3.30) 

 

Verifica-se que ௡ܸ é a componente da velocidade na direção normal, conhecida como 

velocidade normal. O movimento através da curvatura principal é caracterizado por ௡ܸ ൌ

െܾߢ. 

 A Eq. (3.30) é conhecida como a equação do MLS. Como a Eq. (3.2) é usada para 

campos de velocidade gerados externamente, enquanto a Eq. (3.30) é usada para campos de 

velocidade gerados internamente (autogerados). Métodos numéricos mais complicados do que 

os apresentados para resolver a Eq. (3.2), são empregados para resolver a Eq. (3.30). 

Utilizando o termo ௡ܸ ൌ െܾߢ na Eq. (3.30) e levando-o para o lado direito da equação, 

chega-se na Eq. (3.31). 

 

߶௧ ൌ  (3.31) |߶ߘ|ߢܾ

 

Nota-se que ܾߘ|ߢ߶| é um termo parabólico que não pode ser discretizado com uma 

aproximação upwind. Quando ߶ é função distância com sinal, a Eq. (3.31) se torna a equação 

de calor dada pela Eq. (3.32) onde ߶ é a temperatura e ܾ é a condutibilidade térmica. A 

equação de calor é a mais básica equação do modelo parabólico. 

 

߶௧ ൌ  (3.32) ߶߂ܾ

 

 Quando ߶ é função distância com sinal, ܾߘ|ߢ߶| e ܾ߂߶ são iguais, e quaisquer dessas 

podem ser usadas para se calcular a Eq. (3.31). Contudo, uma vez que, a parcela do lado 
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 A diferença central de ߂߶ na Eq. (3.32) combinada com a discretização temporal de 

Euler adiantada requer a restrição da Eq. (3.36) para manter a estabilidade do algoritmo 

numérico. 

 

ݐ߂ ൬
2ܾ

ሺݔ߂ሻଶ
൅

2ܾ
ሺݕ߂ሻଶ

൅
2ܾ

ሺݖ߂ሻଶ
൰ ൏ 1 (3.36) 

 

Aqui ݐ߂ é ܱሺሺݔ߂ሻଶሻ, na qual é significantemente mais rigoroso do que no caso 

hiperbólico, onde ݐ߂ é ܱሺݔ߂ሻ. A Eq. (3.31) pode ser discretizada usando um intervalo de 

tempo de Euler adiantado com a condição CFL na Eq. (3.36). 

A rigorosa restrição no tempo ܱሺሺݔ߂ሻଶሻ resulta da discretização de Euler adiantada, 

pode ser aliviada usando a solução para equações diferenciais ordinárias com uma grande 

região de estabilidade, como por exemplo, um método implícito. 

A diferença de Euler atrasada aplicada à Eq. (3.32) obtém a Eq. (3.37), na qual não 

tem restrição de estabilidade no tamanho de ݐ߂. 

 

߶௡ାଵ െ ߶௡

ݐ߂
ൌ ܾ∆߶௡ାଵ (3.37) 

 

Isso significa que ݐ߂ pode ser escolhido por razões de precisão. Nota-se que fixado 

ݐ߂ ൌ ܱሺݔ߂ሻ ao contrário de ݐ߂ ൌ ܱሺሺݔ߂ሻଶሻ, reduz a precisão geral de ܱሺݔ߂ሻ. Isso pode ser 

melhorado usando a regra trapezoidal da Eq. (3.38), onde está ܱሺሺݐ߂ሻଶሻ no tempo e assim 

ܱሺሺݔ߂ሻଶሻ global mesmo quando ݐ߂ ൌ ܱሺݔ߂ሻ. 

 

߶௡ାଵ െ ߶௡

ݐ߂
ൌ ܾ ቆ

௡߶߂ ൅ ∆߶௡ାଵ

2
ቇ (3.38) 

 

Esta combinação da regra trapezoidal com a diferença central de um operador espacial 

parabólico é denominado esquema Crank-Nicolson. 

 O preço que se paga por um largo intervalo de tempo usando a Eq. (3.37) ou (3.38) é 

que o sistema linear de equações deve ser resolvido em cada passo de tempo para obter ߶௡ାଵ. 

Felizmente, isto não é difícil, dada a simples estrutura linear de ߂߶௡ାଵ. Porém, uma 

discretização implícita da Eq. (3.31) requer consideração de termos não lineares complicados 

como, ߢ௡ାଵ|߂߶௡ାଵ|. 
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A viscosidade artificial é usada por muitos autores para estabilizar uma aproximação 

por diferenças centrais para o termo convectivo ߘ߶ da Eq. (3.2). Isso surge na dinâmica 

computacional, onde termos de ߳߂߶ são adicionados do lado direito da equação de convecção 

para escolher soluções de viscosidade que desaparecem quando ߳ → 0. As viscosidades 

eliminadas escolhem soluções fracas fisicamente corretas quando soluções clássicas não 

existem. 

Sethian (1999) sugeriu uma condição de entropia que requer curvas para fluxos nas 

quinas, e ele melhorou numericamente para mostrar que esta condição de entropia produz 

corretas soluções fracas. A condição de entropia de Sethian indica que ߳ߘ|ߢ߶| é a melhor 

forma para eliminar a viscosidade, ao invés de se trabalhar com ߳߂߶. Este conceito é usado 

por Osher e Sethian (1988), eles mostraram que se tratando do MLS a Eq. (3.43) é a melhor 

escolha a ser feita. 

 

߶௧ ൅ ܸ.ሬሬሬԦ ߶ߘ ൌ  (3.43) |߶ߘ|ߢ߳

 

Entretanto, as Eq. (3.39) e (3.40) só podem ser intercambiadas quando ߶ representa o 

sinal da função distância. 

 

3.1.3 EQUAÇÕES DE HAMILTON-JACOBI 

 

O MLS caracteriza-se por representar um caso particular das equações de Hamilton-

Jacobi, a forma geral dessas é dada pela Eq. (3.44) onde ܪ pode ser a função para espaço e 

tempo. 

 

߶௧ ൅ ሻ߶ߘሺܪ ൌ 0 (3.44) 

 

A convecção de um campo de velocidade gerado externamente (Eq. (3.2)) é um 

exemplo da equação de Hamilton-Jacobi, onde ܪሺߘ߶ሻ ൌ ሬܸԦ.  A equação LS (Eq. (3.30)) é .߶ߘ

outro exemplo da equação de Hamilton-Jacobi com ܪሺߘ߶ሻ ൌ ௡ܸ.  onde ௡ܸ pode ,|߶ߘ|

depender de ݔԦ, ݐ ou mesmo ߘ߶ ⁄|߶ߘ| . 

A Eq. (3.31) para movimento através da curvatura principal não é uma equação do tipo 

Hamilton-Jacobi, as frentes de velocidade dependem das derivadas segundas de ߶. Nas 
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௬ߙ ൌ ,ଵሺ߶௫ܪหݔܽ݉ ߶௬ሻห (3.55) 

 

A escolha dos coeficientes de dissipação da Eq. (3.54) e (3.55) pode ser bastante sutil. 

Em uma implementação tradicional do esquema LF, o máximo é escolhido ao longo de todo 

domínio computacional. Primeiro, os valores de máximo e mínimo de ߶௫ são identificados 

considerando todos os valores de ߶௫ି e ߶௫ା em um eixo cartesiano. Em seguida identifica-se o 

intervalo ܫ௫ ൌ ݉݅݊ൣ߶௫௠௜௡, ߶௫௠௔௫൧. Um procedimento similar é feito para definir ܫ௬ ൌ

݉݅݊ൣ߶௬௠௜௡, ߶௬௠௔௫൧. Os coeficientes ߙ௫ e ߙ௬ são o conjunto de máximos valores possíveis de 

หܪଵሺ߶௫, ߶௬ሻห e หܪଶሺ߶௫, ߶௬ሻห, respectivamente, com ߶௫ ∈ ௫ e ߶௬ܫ ∈   .௬ܫ

Para a Eq. (3.2) ܪଵ ൌ ଶܪ e ݑ ൌ  ௬ sãoߙ ௫ eߙ são independentes de ߶௫ e ߶௬, então ݒ

definidos como |ݑ| e |ݕ| no eixo cartesiano. 

Para a Eq. (3.30) ܪଵ ൌ ௡ܸ ߶௫ ⁄|߶ߘ|  e ܪଶ ൌ ேܸ߶௬ ⁄|߶ߘ| , essas são as derivadas 

parciais somente se ேܸ é independente de ߶௫ e ߶௬, isso torna os coeficientes ߙ௫ e ߙ௬ mais 

difíceis de serem avaliados. Um caso especial acontece quando |ߘ߶| ൌ 1, simplifica-se 

ଵܪ ൌ ௡ܸ߶௫ e ܪଶ ൌ ௡ܸ߶௬, com ௡ܸ variando espacialmente, o trabalho torna-se dificultoso. É 

possível considerar ௡ܸ constante, os valores de |ܪଵ| e |ܪଶ| são determinados apenas com os 

pontos finais de ܫ௫ e ܫ௬, respectivamente. 

Na determinação dos valores de ߙ௫ e ߙ௬, chegar-se a valores mais elevados do que o 

ideal, o que aumenta a dissipação numérica. 

Aumentar ߙ eleva a dissipação artificial, diminuindo a qualidade da solução. É 

benéfico escolher ߙ tão pequeno quanto possível, sem a indução de oscilações ou outros 

fenômenos não físicos na solução. 

Em regiões onde a velocidade é elevada, valores elevados de ߙ representam boas 

soluções, entretanto, nas regiões onde as velocidades são pequenas, os valores elevados para 

 .produzem dissipação numérica ߙ

Para a redução dessa dissipação, emprega-se o esquema chamado de Stencil Lax-

Friedrichs (SLF), este determina o coeficiente de dissipação usando apenas a vizinhança dos 

pontos que são parte do estêncil usado ara determinar ߶௫ e ߶௬. 

O esquema Local Lax-Friendrichs (LLF) proposto por Shu e Osher (1989) não observa 

ponto na vizinhança do grid quando calcula os coeficientes de dissipação em uma dada 

direção. Eles interpretaram que ߙ௫ é determinado em casa ponto do grid usando apenas os 

valores de ߶௫ି e ߶௫ା para se chegar ao intervalo ܫ௫. O intervalo ܫ௬ é obtido de forma análoga. 
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Godunov (1959) propôs um método numérico que fornece a solução exata para o 

problema de Riemann para leis de conservação em 1ܦ, com partes constantes nos dados 

iniciais. A formulação Hamilton-Jacobi multidimensional desse esquema é escrita como na 

Eq. (3.57). 

 

෡ܪ ൌ ,൫߶௫ܪ௬ݐݔ௫݁ݐݔ݁ ߶௬൯ (3.57) 

 

Esta foi enunciada por Bardi e Osher (1991). É um esquema monotônico (monotone) 

canônico. Definindo os intervalos ܫ௫ e ܫ௬ no LLLF usando apenas valores de ߶௫േ e ߶௬േ nos 

nós do grid considerados. Se ߶௫ି ൏ ߶௫ା, então ݁ݐݔ௫ܪ leva o mínimo valor de ܪ para todo 

߶௫ ∈ ௫.  Se ߶௫ିܫ ൐ ߶௫ା, então ݁ݐݔ௫ܪ leva o máximo valor de ܪ para todo ߶௫ ∈  ௫. Por outroܫ

lado, se ߶௫ି ൌ ߶௫ା, então ݁ݐݔ௫ܪ simplesmente se conecta ߶௫ିሺൌ ߶௫ାሻ em ܪ para  ߶௫. 

Analogamente, se ߶௬ି ൏ ߶௬ା, então ݁ݐݔ௬ܪ leva o mínimo valor de ܪ para todo ߶௬ ∈  ௬.  Seܫ

߶௬ି ൐ ߶௬ା, então ݁ݐݔ௬ܪ leva o máximo valor de ܪ para todo ߶௬ ∈  ௬. Por outro lado, seܫ

߶௬ି ൌ ߶௬ା, então ݁ݐݔ௬ܪ simplesmente se conecta ߶௬ିሺൌ ߶௬ାሻ em ܪ para  ߶௬. Em geral 

ܪ௬ݐݔ௫݁ݐݔ݁ ്  então diferentes versões do esquema de Godunov são obtidas ,ܪ௫ݐݔ௬݁ݐݔ݁

dependendo da ordem das operações. Em muitos casos, incluindo quando ܪ é separável, 

ܪ௬ݐݔ௫݁ݐݔ݁ ൌ  .o que não é um problema ܪ௫ݐݔ௬݁ݐݔ݁

 

3.2 METODOLOGIA ESCOLHIDA 

 

Nota-se que existem várias metodologias para a representação e a discretização do 

MLS. Verifica-se o elevado nível matemático para cada um dos métodos apresentados. 

Para o caso de otimização topológica estudado nesse trabalho constata-se que a 

velocidade presente na movimentação da estrutura origina-se de um campo externo, ou seja, 

não há grandezas internas capazes de gerar movimento nas interfaces. Assim para a evolução 

durante o processo de otimização escolhe-se o método diferença upwind apresentado no item 

3.1.1.2, este possui a abordagem mais tradicional e simples apresentadas nas bibliografias e é 

suficiente para as aplicações tratadas. 

Anteriormente ao acoplamento do MLS ao MEC, optou-se por implementar e testar 

separadamente o método diferença upwind. Os itens 3.2.1 e 3.2.2 ilustram a eficiência do 

método para evolução de curvas e superfícies. 
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3.2.1 EXEMPLO 1 

 

Tradicionalmente, as bibliografias apresentam a Figura 1.6 como principal exemplo da 

função LS representando o nível zero da curva ou superfície analisada. Esse exemplo testa o 

caso clássico do MLS a fim de validar o algoritmo do método diferença upwind. As figuras 

apresentadas nessa seção foram geradas através do software GNUplot. 

A Figura 3.1 contém a superfície inicial que representa um cone e observa-se no plano 

 .as curvas de nível para a superfície, o nível zero é dado pelo círculo amarelo ݕݔ

 

 
Figura 3.1 - Configuração inicial do círculo representado implicitamente. 

 

A fim de verificar a eficiência do método diferença upwind, aplicam-se velocidades 

arbitrárias ao mesmo. Define-se o grid Euleriano fixo na origem dos eixos coordenados, com 

 .fictício igual a 0,005 ݐ∆ ݉ e	iguais a 0,175 ݕ∆ e ݔ∆ ,pontos 72	ݔ	72

Na Figura 3.2 compara-se a figura inicial com a figura final após 100 evoluções. 

Nota-se que há a movimentação das curvas de nível, a nova superfície está sobreposta à 

superfície inicial da Figura 3.1, assim observa-se que as novas curvas de nível aparecem com 

uma pequena distância para o interior das curvas de nível iniciais. 

Apesar da pequena movimentação verifica-se que o método diferença upwind 

consegue captar os resultados apresentados pela bibliografia. 
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Figura 3.2 - Movimentação do círculo através do método diferença upwind. 

 

3.2.2 EXEMPLO 2 

 

O exemplo 2 testa a evolução de curvas e superfícies com maior complexidade. A 

Figura 3.3 contém a superfície inicial que representa a flor e observa-se no plano ݕݔ as curvas 

de nível para a superfície, o nível zero é dado pela cor rosa. 

 

 

Figura 3.3 - Configuração inicial da flor representada implicitamente. 
 

A fim de verificar a eficiência do método diferença upwind para curva de maior 

complexidade, aplicam-se velocidades arbitrárias ao mesmo. Define-se o grid Euleriano fixo 
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na origem dos eixos coordenados, com 72	ݔ	72 pontos, ∆ݔ e ∆ݕ iguais a 0,15	m e ∆ݐ fictício 

igual a 0,005. 

Na Figura 3.4 compara-se a figura inicial com a figura final após 100 evoluções. 

Nota-se que há a movimentação das curvas de nível, as superfícies azul e vermelha estão 

sobrepostas, observa-se que as novas curvas de nível aparecem com uma pequena distância 

para o interior das curvas de nível iniciais. 

Apesar da pequena movimentação verifica-se que o método diferença upwind 

consegue captar os resultados movimentando curvas de maior complexidade. 

 

 

Figura 3.4 - Movimentação da flor através do método diferença upwind. 
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4 OTIMIZAÇÃO ESTRUTURAL 

 

Nesse capítulo mostra-se de maneira simples e sucinta os conceitos básicos presentes 

no processo de otimização (definição dos termos e componentes) e também os principais tipos 

de otimização estrutural existentes. 

Segundo Secchi (2001), em uma indústria típica a busca pelo ótimo acontece em três 

níveis principais: 

 Nível gerencial: 

 Nível de projeto e especificações de equipamentos; 

 Nível operacional. 

A otimização estrutural aparece no contexto de otimização em nível de projeto. 

Para abordar a otimização estrutural é necessário conhecer alguns conceitos básicos, a 

seguir apresenta-se esses conceitos. 

 

4.1 CONCEITOS BÁSICOS 

 

A formulação de problema de otimização é apresentada através dos componentes: 

 Função objetivo; 

 Modelo do processo; 

 Restrições. 

De forma geral, a função objetivo representa lucro, custo, energia, produção, distância, 

etc., em termos das variáveis de decisão do processo ou sistema em análise. O modelo do 

processo e as restrições descrevem as inter-relações entre estas variáveis. 

 

4.1.1 VARIÁVEIS DE PROJETO 

 

As variáveis de projeto são parâmetros que descrevem o projeto de um sistema ou 

estrutura (ARORA, 1989). Estas variáveis podem ser de natureza discreta, assumindo valores 

isolados dentro de um conjunto, como na Eq. (4.1). 

 

ሼݔ ∈ ݔ|ܺ ൌ ሺ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇ଷሻሽ (4.1) 
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Ou podem ser de natureza contínua, onde assumem qualquer valor dentro de um 

intervalo, como na Eq. (4.2). 

 

൛ݔ ∈ ܺ|݇௜௡௙ ൑ ݔ ൑ ݇௦௨௣ൟ 
 

(4.2) 
 

 

Se os valores especificados não satisfazem todas as restrições do problema, o projeto é 

dito não admissível. Quando o projeto é viável, o sistema executa corretamente todas as 

funções para o qual foi projetado dentro das hipóteses de análise. É importante que as 

variáveis sejam escolhidas de forma que sejam independentes umas em relação às outras, para 

evitar complicações adicionais ao problema (ARORA, 1989). 

 

4.1.2 FUNÇÃO OBJETIVO 

 

Para se chegar a um determinado ótimo existem diversos projetos viáveis, sendo 

alguns melhores que outros. Estabelece-se então, um critério numérico que relacione um dado 

conjunto de variáveis de projeto. Esse critério é denominado função objetivo (FO) ou função 

custo. A seleção da FO é uma etapa importante na formulação do problema de otimização. 

Na otimização estrutural é usual que o funcional a ser minimizado represente o 

volume da estrutura. Minimizando-se o volume, otimiza-se a quantidade de material a ser 

gasto, que pode acarretar uma considerável diminuição nos custos com matéria-prima e 

produção da estrutura. 

 

4.1.3 RESTRIÇÕES DE PROJETO 

 

Muitas vezes em um dado processo de otimização, os valores encontrados para as 

variáveis de projeto são absurdos ou fisicamente impossíveis, não se adequando à realidade. 

Por isso, é comum impor limites aos valores das variáveis para que os mesmos recebam 

resultados dentro de uma faixa adequada. Esses limites são chamados de restrições de projeto. 

Em um projeto de estruturas, as restrições laterais são o caso mais simples, impõem-se 

limites superiores e inferiores para os valores admissíveis da geometria de elementos 
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5 OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA ATRAVÉS DO ACOPLAMENTO 

MEC-MLS 

 

Os capítulos anteriores deram um panorama geral da evolução no tempo, vantagens e 

algumas particularidades de cada método a ser empregado. 

Por meio da Figura 5.1, é possível relacionar os temas empregados de acordo com sua 

evolução no tempo até o presente trabalho.  

 

MEC
(Meados da década de 

60)

MLS
(1988)

OT
(1988)

MEC + OT
(2010)

MEC + OT + MLS
(2013)

VITORIO JR.
(2014)

 
Figura 5.1 - Linha do tempo para os assuntos estudados. 

 

Os estudos do MEC tiveram maior relevância a partir de meados dos anos 60. Nesse 

período a otimização já era estudada em meio acadêmico. Em 1988, Osher e Sethian 

propuseram o MLS como forma de representar curvas e superfícies implicitamente. No 

mesmo ano, Bendsøe e Kikuchi difundiram a técnica de OT através de métodos de 

homogeneização, estudos nessa área ganharam representatividade utilizando essa abordagem 

para modelos mecânicos calculados através do MEF. No final da década de 90, alguns 

pesquisadores investiram em acoplar a OT a modelos calculados com o MEC. No ano de 

2003, diversas obras foram publicadas mostrando artifícios para a resolução do problema de 

OT para modelos mecânicos calculados através do MEC. Durante esse tempo o MLS 

desenvolveu-se paralelamente para solucionar problemas em diversas aplicações, a OT foi 

uma das aplicações mais promissoras encontradas para o método, a curva de nível dada pelo 

MLS representa a estrutura ótima. Os primeiros modelos de OT empregando o MLS foram 

implementados considerando o acoplamento com o MEF. Apesar dos avanços, o acoplamento 

MEF-MLS apresentou diversos problemas e limitações, principalmente, em função da malha 

utilizada. Após o ano de 2010, os estudos foram dirigidos para o acoplamento MEC-MLS. 

Quando os assuntos são tratados separadamente, nota-se que existem campos onde os 

mesmos são reconhecidamente mais eficazes do que outras abordagens. Apesar do MEC 

possuir muitos anos de uso, o seu acoplamento ao MLS para cálculo da OT é atual, este se 
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mostra eficiente e viável de ser implementado, contudo, ainda há melhorias e descobertas a 

serem realizadas. 

No cenário nacional poucos pesquisadores tem estudado o MLS, como Napolitano 

(2004) no campo da física com a definição da forma ótima de cristais e Emmendoerfer Jr. 

(2011) que resolve o problema de otimização estrutural com acoplamento MEF-MLS. Após 

vasta pesquisa na área, acredita-se que o Departamento de Engenharia de Estruturas SET-

EESC/USP seja pioneiro no Brasil com a introdução da linha pesquisa em OT utilizando 

acoplamento MEC-MLS. 

 

5.1 VISÃO GERAL DO ACOPLAMENTO MEC-MLS 

 

A proposta desse trabalho é desenvolver uma formulação constituída pelo 

acoplamento do MEC ao MLS, a fim de definir a topologia ótima de uma estrutura ou 

componente estrutural. A dissertação iniciou-se com estudos das formulações do MEC, da OT 

e do MLS, a fim de verificar os possíveis pontos de intersecção entre os métodos.  

Analisando a abordagem de acoplamento do MEF-MLS, observa-se que a formulação 

do MLS é inserida diretamente nas equações que regem o problema mecânico solucionado 

pelo MEF. Apesar de ser iterativo, o problema é resolvido de forma única, o cálculo das 

tensões e deformações do problema é obtido simultaneamente aos valores que representam a 

estrutura ótima. É necessária a análise de sensibilidade para a atualização das variáveis e 

verificação da influência da mudança de forma no projeto. O processo é realizado até que 

todas as variáveis atendam aos valores das restrições, com tensões e deformações adequadas.  

Emmendoerfer Jr. (2011) apresenta esse procedimento em seu trabalho. 

Tentou-se de forma análoga interferir na formulação do MEC e gerar o sistema final 

que fornecesse tensões, deformações e valores de coordenadas para a nova estrutura. 

Pesquisas minuciosas buscaram bases para a manipulação adequada da formulação, no 

entanto, ainda não há trabalhos utilizando a abordagem de interferir diretamente no 

equacionamento do MEC para a determinção da geometria ótima através do MLS. Verificou-

se que a ligação entre os métodos realizada por Emmendoerfer Jr. (2011) para o MEF não 

poderia ser realizada de maneira similar para o MEC no tempo disponível para conclusão do 

mestrado. 
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Nas bibliografias internacionais disponíveis realiza-se o acoplamento de fronteira 

entre o MEC e o MLS, o problema é tratado com a utilização de uma malha Euleriana 

responsável por auxiliar o processo de mudança de geometria da estrutura. 

Primeiramente, reproduziu-se o algoritmo proposto por Yamada et al. (2013). Eles 

determinam a OT de estruturas em 3D através do acoplamento MEC-MLS. A função LS 

controla o contorno da estrutura. As condições de contorno são impostas explicitamente e 

variam ao longo do contorno. Eles propõem a existência de um problema adjunto que 

juntamente ao problema real é parte do funcional a ser otimizado. A parcela de regularização 

contendo a função LS e as restrições de volume também fazem parte do funcional. A análise 

de sensibilidade é realizada para atualização da função LS e dos multiplicadores de Lagrange 

presentes. O processo é repetido até que as restrições sejam atendidas e os valores para a 

função LS sejam praticamente constantes de uma iteração para a outra. 

Apesar do êxito encontrado por Yamada et al. (2013), o presente trabalho não obteve 

resultados consistentes para o algoritmo reproduzido. O principais problemas enfrentados 

estavam relacionados a possíveis instabilidades do MLS acoplado aos problemas real e 

adjunto, e a complexidade da derivada topológica. Além disso, a busca exaustiva de 

parâmetros da formulação também foram pontos de dificuldade. 

Pela falta de resultados satisfatórios na implementação do algoritmo de Yamada et al. 

(2013), optou-se em modificar a estratégia de trabalho e seguir a metodologia desenvolvida 

por Ullah, Trevelyan e Matthews (2014). 

Ullah et al. (2014) utilizam uma abordagem evolucionária de otimização topológica 

aplicada ao acoplamento MEC-MLS. Durante o processo de otimização, o método introduz 

furos automaticamente. O zero level set descreve as geometrias interna e externa da estrutura. 

O contorno é representado através da abordagem NURBS para curvas suaves na malha do 

MEC. Realiza-se a inserção de furos em pontos onde a tensão de von Mises esteja abaixo dos 

limites estabelecidos. O método proposto gera geometrias ótimas para estruturas em duas 

dimensões, os resultados são validados através de exemplos de referência presentes na 

literatura. 

Reproduz-se a ideia da inserção de furos baseado no critério de tensão de von Mises, 

aplica-se o MLS discretizado através do método diferença upwind e realiza-se a reconstrução 

da estrutura por meio de um algoritmo de remalhamento. Mostra-se a seguir o 

equacionamento e análise da análise LS para OT de estruturas planas utilizando o MEC. 
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5.2 FORMULAÇÃO DO ACOPLAMENTO MEC-MLS 

 

Para se determinar a estrutura ótima necessita-se que o algoritmo proposto solucione 3 

problemas: 

 Problema mecânico; 

 Problema de otimização; 

 Problema de remalhamento. 

No problema mecânico determinam-se as tensões e deslocamentos para os pontos do 

contorno da estrutura. O MEC necessita da discretização da estrutura por meio de nós e 

elementos. As condições de contorno em deslocamentos e forças de superfícies no contorno 

são explicitadas. 

Para o problema de otimização necessita-se de uma malha Euleriana definida por um 

grid retangular. Para cada ponto do grid a função LS representa o domínio sob otimização, ela 

é definida como a distância na direção normal entre os pontos do grid e o contorno da 

estrutura. Calculam-se valores de ߶ሺݔሻ negativos para os pontos do grid internos ao contorno, 

valores de ߶ሺݔሻ positivos para pontos exteriores ao contorno e valores de ߶ሺݔሻ nulos para 

pontos coincidentes ao contorno. Assume-se que a estrutura projetada existe dentro de ܦ. 

Assim, a função ߶ሺݔሻ é escrita como a Eq. (5.1), onde ߲ߗ ൌ  .߁

 

ቐ
0 ൏ ߶ሺݔሻ				ܽݎܽ݌	∀࢞ ∈ ߗ߲\ߗ
߶ሺݔሻ ൌ ܽݎܽ݌							0 ∀࢞ ∈ ߗ߲
߶ሺݔሻ ൏ ࢞∀	ܽݎܽ݌			0 ∈ ߗ\ܦ

 (5.1) 

 

 A imersão no grid significa que a estrutura passa ter suas coordenadas expressas como 

parte da malha Euleriana, assim, a inicialização da função LS é realizada e as distâncias 

orientadas representam as distâncias na direção normal entre os pontos do grid e o contorno 

da estrutura. 

 Na estratégia de inserção de furos, os pontos exteriores ao contorno têm tensão de von 

Mises nula, para os pontos interiores e pontos coincidentes ao contorno a tensão é calculada 

de acordo com os valores de suas tensões principais. Os furos são inseridos no interior da 

estrutura em pontos de mínima tensão de von Mises. Em cada análise insere-se no um furo 

circular centrado no ponto de mínima tensão de von Mises, o entorno desse ponto deve 

atender a alguns critérios de tensão estabelecidos para que o furo seja inserido. A malha de 

elementos de contorno é atualizada. 
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 O MLS é utilizado para evoluir a estrutura após a inserção dos furos. A equação LS é 

discretizada através do método diferença upwind e a velocidade para cada ponto do grid é 

calculada de acordo com o valor de tensão de von Mises. O método diferença upwind calcula 

as derivadas parciais da função LS em relação a ݔ		e ݕ, e realiza a aproximação por meio do 

método das diferenças finitas adiantadas ou atrasadas, esse critério é escolhido 

automaticamente através do sinal velocidade calculada por meio da tensão de von Mises. O 

intervalo de tempo utilizado pelo método é considerado fictício, o valor é parâmetro de 

entrada, e influencia diretamente na evolução da estrutura. Outro parâmetro importante é a 

quantidade de evoluções realizadas em cada iteração. 

A estrutura evoluída pelo MLS necessita ser atualizada, ou seja, a malha anterior deve 

ser destruída e um novo número de nós e elementos deve ser calculado, para isso um 

algoritmo de remalhamento é desenvolvido. Consideram-se as coordenadas dos nós do grid e 

o valor da função LS para cada um desses pontos. O algortimo é capaz de reconhecer a 

quantidade de curvas presentes na estrutura (contorno exterior e contorno dos furos existentes 

no interior da estrutura) e encontrar o nível zero como contorno final, este é discretizado em 

nós e elementos de contorno para a nova análise do MEC. O processo é repetido até que a 

área final desejada seja atingida. 

A seguir, discute-se em detalhes as partes constituintes do algoritmo de otimização 

desenvolvido. 

 

5.2.1 GEOMETRIA INICIAL DA ESTRUTURA, CARREGAMENTOS E CONDIÇÕES 

DE CONTORNO 

 

O processo inicia-se com a escolha da estrutura a ser otimizada, a estrutura inicial é 

arbitrária e representada através de um polígono. Como já foi dito anteriormente, é necessário 

o uso de uma malha Euleriana para auxiliar a movimentação do contorno até se atingir a 

estrutura ótima. O grid adotado é retangular e deve ser maior do que a estrutura, para que haja 

espaço suficiente para a movimentação da estrutura. O problema deve ser convertido, a 

imersão garante que a estrutura passe a ter suas coordenadas expressas em função das 

coordenadas presentes no grid, nesse ponto cria-se a relação direta entre as variáveis do MEC 

e do MLS. 

A estrutura e o grid são inseridos através do arquivo de entrada do programa. Fixa-se o 

grid em sua origem e estipula-se a quantidade de pontos nas direções ݔ e ݕ. Escolhe-se em 
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seguida as medidas de passo no espaço para ݔ e ݕ, ou seja, os valores de ∆ݔ e ∆ݕ. A Figura 

5.2 apresenta um exemplo de grid construído. 

 

 
Figura 5.2 - Grid de pontos. 

 

Também são dados de entrada as propriedades do material da estrutura, a quantidade 

de nós e elementos de contorno, a ordem de aproximação dos elementos, as coordenadas 

cartesianas dos pontos de contorno, a conectividade dos elementos e o tipo de 

equacionamento do MEC utilizado (singular ou hiper-singular). As condições de contorno 

contém os elementos com deslocamentos e carregamentos prescritos. Todos os elementos são 

lineares e descontínuos, essa escolha facilita o remalhamento.  A Figura 5.3 contém um 

exemplo de estrutura imersa no grid de pontos. 
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Figura 5.3 - Estrutura imersa no grid de pontos. 

 

A quantidade de evoluções para o método diferença upwind, o volume final desejado, 

o tempo fictício e o fator de redução para a evolução também são dados presentes no arquivo 

de entrada e seus valores são apresentados no capítulo 6, onde estão presentes os exemplos 

que validam a formulação. 

 

5.2.2 ATUALIZAÇÃO DA GEOMETRIA 

 

Com a estrutura definida e convertida para as coordenadas do grid, o cálculo mecânico 

é ser executado. O algoritmo ELAST-2D desenvolvido pelo Prof. Edson Denner Leonel 

calcula os valores de deslocamentos e tensões do problema. Em seguida, calculam-se as 

tensões principais e as tensões de von Mises para cada um dos pontos do grid. A tensão de 

von Mises é calculada através da Eq. (5.2), onde ߪଵ, ߪଶ e ߪଷ são as tensões principais no ponto 

analisado. 

 

௩௠ߪ ൌ
1

√2
ඥሺߪଵ െ ଶሻଶߪ ൅ ሺߪଶ െ ଷሻଶߪ ൅ ሺߪଵ െ  ଷሻଶߪ

 
(5.2) 
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isso aconteça um furo circular é inserido. O mesmo é centrado no ponto de menor tensão e 

seu raio é equivalente a 0,8ݔ߂, onde ݔ߂ é passo no espaço adotado para a contrução do grid. 

Esse valor é adotado para facilitar a modificação da malha de contorno e evitar que furos 

sejam inseridos em pontos onde possa haver contato entre os contornos, considera-se que a 

função de evoluir, fundir ou separar curvas é do método diferença upwind, ou seja, exclusiva 

do MLS. Após a inserção de cada furo circular, são acrescidos 16 nós e 8 elementos lineares 

descontínuos à malha de elementos de contorno. O processo é repetido até que as tensões 

presentes sejam todas superiores a faixa de análise da Eq. (5.6). A Figura 5.5 mostra um furo 

inserido no grid de pontos. 

 

 
Figura 5.5 - Furo inserido no grid de pontos. 

 

5.2.3 INICIALIZAÇÃO DA FUNÇÃO LS 

 

A malha Euleriana é fundamental para a análise da otimização topológica proposta. É 

através dela que a estrutura evolui e atinge a sua geometria ótima. Para cada ponto do grid 

calcula-se a distância orientada ao contorno da estrutura, esta representa a distância na direção 

normal ao contorno, o sinal determina a posição do ponto em relação ao contorno do corpo. 

Os pontos do grid com distância nula são coincidentes ao contorno da estrutura. Os pontos 

com distâncias positivas são exteriores ao contorno e os pontos com distância negativa são 

interiores ao contorno.  
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5.2.4 ATUALIZAÇÃO DA FUNÇÃO LS 

 

Após o cálculo das velocidades a equação LS é atualizada através do método diferença 

upwind descrito no item 3.1.1.2. O intervalo de tempo fictício (ݐ߂ሻ e os valores de passo no 

espaço (ݔ߂	݁	ݕ߂ሻ adotados atendem à condição de estabilidade Courant-Friedrichs-Lewy 

(CFL) também descrita no item 3.1.1.2. 

Em cada iteração é desejável eliminar uma quantidade superior de material, entretanto, 

a condição CFL controla a quantidade de material a ser removida de acordo com as 

carcterísticas do grid empregado. 

Durante as análises, verificou-se que o método diferença upwind é bastante sensível a 

modicação dos parâmetros ݕ߂ ,ݔ߂ e ݐ߂. Ajustou-se o tamanho do grid e o valor de tempo 

fictício para atender a condição CFL. 

 

5.2.5 ATUALIZAÇÃO DA ESTRUTURA 

 

A solução da equação LS modifica o valor da função LS em cada ponto do grid. Com 

a atualização dos valores de ߶, torna-se necessária a atualização das posições dos pontos onde 

o valor de ߶ é nulo. A mudança na posição do contorno torna a estrutura a ser avaliada na 

iteração posterior ser diferente da estrutura analisada na iteração atual. 

A primeira estrutura é introduzida no programa manualmente por meio do arquivo de 

entrada. A quantidade desconhecida de iterações necessárias para se atingir a estrutura ótima 

torna inviável a introdução manual de novas estruturas. Realiza-se então o remalhamento 

automático. 

O novo nível zero é traçado eficientemente através do algoritmo de remeshing, essa 

ferramenta é capaz de construir a nova estrutura. A partir das coordenadas dos pontos do grid 

e do valor da função LS em cada ponto, o remeshing recalcula o número de nós e elementos, 

enumerando e conectando-os no sentido adequado, aplicando as condições de contorno e 

introduzindo os dados no programa automaticamente. As condições de contorno em 

deslocamento e forças permanecem nos mesmos lugares independentemente da nova 

configuração da estrutura. 

 

5.2.6 CRITÉRIO DE PARADA 
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O critério de parada é analisado a partir do volume da estrutura, entretanto, como o 

caso aqui estudado trata-se de um problema em duas dimensões, considera-se a área como 

critério final da convergência do algoritmo. 

Calcula-se a área inicial e a cada iteração calcula-se a área restante na estrutura. A 

solução final é encontrada quando a área calculada é igual ao valor estipulado no arquivo de 

entrada, este é expresso em porcentagem da área inicial. Os valores aqui utilizados estão 

especificados no capítulo 6. 

 

5.3 FLUXOGRAMA DO PROGRAMA 

 

A Figura 5.6 apresenta o fluxograma do acoplamento MEC-MLS para otimização 

topológica de estruturas planas. 

 

 
Figura 5.6 - Fluxograma do acoplamento MEC-MLS para otimização topológica de estruturas planas. 
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6 RESULTADOS 

 

A validade e eficiência do método de otimização proposto é testado através de um 

exemplo de referência encontrado no trabalho de Ullah et al. (2014). As propriedades do 

material utilizadas foram: módulo de elasticidade ܧ ൌ  coeficiente de Poisson ,ܽܲܩ	210

ߥ ൌ 0,3 e tensão de escoamento ߪ௬ ൌ  .ܽܲܯ	280

Os exemplos 1, 2 e 3 são variações da mesma estrutura inicial, uma viga retangular 

engastada com razão de 1,6 entre as medidas de suas faces. Os deslocamentos da estrutura são 

restringidos no topo e na base de sua extremidade esquerda. No meio da extremidade direita 

aplica-se a força de 3	ܰܭ. No exemplo 1 o carregamento é de tração e nos exemplos 2 e 3 o 

carregamento é de cisalhamento. A geometria inicial da viga pode ser vista na Figura 6.1. 

 

 
Figura 6.1 - Estrutura original. 

 

6.1 EXEMPLO 1 

 

O primeiro exemplo tem como objetivo validar a formulação proposta para o presente 

algoritmo de otimização topológica. Baseia-se no exemplo 3 do trabalho de Ullah et al. 

(2014). Trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento de tração. A Figura 6.2 

ilustra a estrutura inicial do exemplo. 
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Figura 6.2 - Viga engastada submetida a tração. 

 

O fator de redução utilizado foi de ܴܴ ൌ 0,1, adotaram-se 10 evoluções para cada 

etapa do método diferença upwind. O tempo fictício utilizado é de ݐ߂ ൌ 0,003. O grid é 

composto por 67x45 pontos, ou seja, 3015 pontos. Os valores de ∆ݔ e ∆ݕ são iguais a 0,1݉. 

Optou-se pela introdução de chanfros nas quinas da extremidade direita da estrutura, o 

objetivo é reduzir a concentração de tensão existente nesses locais. Necessita-se que a 

estrutura otimizada contenha 40% da área inicial. 

A Figura 6.3 mostra a evolução da estrutura até sua chegada à estrutura ótima. 
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Figura 6.3 - Processo de otimização do exemplo 1. 
 

A Figura 6.4 compara a estrutura inicial a estrutura otimizada. É possível observar a 

simetria e a permanência das condições de contorno até a estrutura final. Comparando-se com 

o exemplo 3 de Ullah et al. (2014), verifica-se a convergência do método e valida-se o 

algoritmo proposto. 

 

 

Estrutura inicial 

 

Estrutura final  

Figura 6.4 - Comparação estruturas exemplo 1: inicial e final. 
 

A Figura 6.5 ilustra a redução da área durante o processo iterativo. 
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Figura 6.5 - Redução da área da estrutura de acordo com a iteração – Exemplo 1. 

 

A Figura 6.6 ilustra a evolução da estrutura até a chegada a estrutura ótima por meio 

das superfícies e as curvas de nível. 
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Figura 6.6 - Processo de otimização do exemplo 1 – superfícies. 
 

A Figura 6.8 ilustra a superfície e as curvas de nível da estrutura final, o nível zero 

representa a estrutura ótima.  

 

 
Figura 6.7 - Superfície e curvas de nível do exemplo 1. 
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6.2 EXEMPLO 2 

 

Trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento de cisalhamento. A 

Figura 6.8 ilustra a estrutura inicial do exemplo. 

 

 
Figura 6.8 – Viga engastada submetida a flexão. 

 

O fator de redução utilizado foi de ܴܴ ൌ 0,05, adotou-se 10 a quantidade de 

evoluções para cada etapa do método diferença upwind. O tempo fictício utilizado é de 

ݐ߂ ൌ 0,003. O grid é composto por 67x45 pontos, ou seja, 3015 pontos. Os valores de ∆ݔ e 

  são iguais a 0,1݉ ݕ∆

As principais referências no campo da otimização topológica demonstram a unicidade 

de solução para os problemas de otimização, ou seja, aplicando-se as mesmas condições de 

contorno é possível determinar a geometria ótima de uma estrutura independentemente de sua 

forma inicial, é usual a inserção de furos ou descontinuidades para a demonstração da 

eficiência do algoritmo. Utilizando esse conceito, a estrutura é modificada com a inserção de 

4 furos em seu domínio. Também são introduzidos chanfros nas quinas da extremidade 

direita, o objetivo é reduzir a concentração de tensão existente nesses locais. 

Para esse exemplo, calcula-se a estrutura otimizada contendo 50% da área inicial 

(Figura 6.8). A Figura 6.9 ilustra o ponto da partida da estrutura a ser otimizada. 
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Figura 6.9 - Inserção de furos iniciais na estrutura. 

 

A Figura 6.10 contém a evolução da estrutura até sua chegada a estrutura ótima. 

 

   

  

 

Figura 6.10 - Processo de otimização do exemplo 2. 
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A Figura 6.11 compara a estrutura inicial a estrutura otimizada.  

 

 

Estrutura inicial 
 

Estrutura final  

Figura 6.11 - Comparação estruturas exemplo 2: inicial e final. 
 

A Figura 6.12 ilustra a redução da área durante o processo iterativo. 

 

 
Figura 6.12 - Redução da área da estrutura de acordo com a iteração – Exemplo 2. 

 

A Figura 6.13 ilustra a evolução da estrutura até a chegada a estrutura ótima por meio 

das superfícies e as curvas de nível. 
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Figura 6.13 - Processo de otimização do exemplo 2 – superfícies. 
 

A Figura 6.14 ilustra a superfície e as curvas de nível da estrutura final, o nível zero 

representa a estrutura ótima.  

 

 
Figura 6.14 - Superfície e curvas de nível do exemplo 2. 
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6.3 EXEMPLO 3 

Trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento de flexão. A Figura 

6.15 ilustra a estrutura inicial do exemplo. 

 

 
Figura 6.15 - Viga engastada submetida a flexão - carregamento superior. 

 

O fator de redução utilizado foi de ܴܴ ൌ 0,25, adotou-se 5 evoluções para cada etapa 

do método diferença upwind. O tempo fictício utilizado é de ݐ߂ ൌ 0,003. O grid é composto 

por 67x45 pontos, ou seja, 3015 pontos. Os valores de ∆ݔ e ∆ݕ são iguais a 0,1݉. Optou-se 

pela introdução de chanfros na quina da extremidade inferior direita da estrutura, o objetivo é 

reduzir a concentração de tensão existente nesses locais. Necessita-se que a estrutura 

otimizada contenha 40% da área inicial. 

A Figura 6.16 mostra a evolução da estrutura até sua chegada à estrutura ótima. 
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Figura 6.16 - Processo de otimização do exemplo 3. 
 

A Figura 6.17Figura 6.4 compara a estrutura inicial a estrutura otimizada.  

 

 

Estrutura inicial 
 

Estrutura final  

Figura 6.17 - Comparação estruturas exemplo 3: inicial e final. 
 

A Figura 6.18 ilustra a redução da área durante o processo iterativo. 
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Figura 6.18 - Redução da área da estrutura de acordo com a iteração – Exemplo 3. 

 

A Figura 6.19 ilustra a evolução da estrutura até a chegada a estrutura ótima por meio 

das superfícies e as curvas de nível. 
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Figura 6.19 - Processo de otimização do exemplo 3 – superfícies. 
 

A Figura 6.20 ilustra a superfície e as curvas de nível da estrutura final, o nível zero 

representa a estrutura ótima. 

 

 
Figura 6.20 - Superfície e curvas de nível do exemplo 3. 
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6.4 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

 

A imersão das estruturas na malha Euleriana é realizada manualmente. O cálculo 

mecânico depende diretamente das condições de contorno impostas na estrutura. Para isso, 

deve-se garantir que as condições de contorno pertençam aos pontos do grid, ou seja, os 

elementos onde são aplicados deslocamentos nulos e carregamentos necessitam que as 

velocidades e os valores da função LS sejam nulos, isso significa que os mesmos pontos do 

grid que contém as condições de contorno permanecem parados e pertencem ao contorno da 

estrutura em todas as iterações. Caso as condições de contorno sejam diferentes das 

especificadas inicialmente, o problema analisado é modificado, o que não é desejável. A 

atualização das condições de contorno realizada é suficiente para garantir que o problema 

continue o mesmo em todas as iterações. 

Para o calculo mecânico, o MEC necessita das coordenadas cartesianas fornecidas 

explicitamente, entretanto, para o cálculo da OT é fundamental que o contorno seja 

representado implicitamente. As distâncias orientadas com sinal são calculadas através da 

inicialização da função LS e garantem a transformação das coordenadas explícitas para a 

representação implícita do contorno. A inicialização da função LS garante que o contorno 

permaneça na posição correta a cada iteração. 

A tensão de von Mises é a variável que liga o MEC ao MLS. O MEC tem sua malha 

composta por nós e elementos imersa na malha Euleriana, o problema mecânico calcula a 

tensão de von Mises para todos os pontos do grid, com essa informação é possível avaliar se a 

estrutura precisa de furos e obter a velocidade de propagação utilizada na atualização da 

função LS. 

O objetivo da OT é atingir a mínima quantidade de material que garanta resistência 

adequada aos esforços solicitantes da mesma forma que a estrutura inicial. A eliminação de 

material ineficiente é realizada durante todo o processo, a inserção de furos e o método 

diferença upwind realizam essa função a cada iteração. 

A inserção de furos elimina uma quantidade mínima de material, isso pode ser visto na 

Figura 6.5 e na Figura 6.12; observa-se que nas curvas de redução da área da estrutura 

existem pequenos patamares onde a área da estrutura permanece praticamente constante 

durante o processo. Ullah et al. (2014) utilizam um recurso onde a inserção de furos elimina 

uma grande quantidade de material, isso acontece em função do emprego do método NURBS 

para a reconstrução do contorno. Para este trabalho ainda não foi possível a eliminação de 
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mais material através dos furos, entretanto, para trabalhos futuros já existem algumas 

estratégias que podem melhorar esse processo. 

O método diferença upwind é responsável pela eliminação de grande parte do material 

ineficiente da estrutura. A movimentação acontece de forma que o material é eliminado em 

locais com baixa tensão de von Mises e é reconstituído em regiões onde há maior 

concentração de tensões. Por meio da atualização da função LS analisa-se a coerência da 

distribuição das tensões de von Mises calculadas. Como as velocidades dependem 

diretamente das tensões, a eliminação e a reconstituição de material são dadas de acordo com 

o valor da velocidade ܸܰ relacionada pela Figura 5.4. Para velocidade nula os pontos 

permanecem parados, para velocidades negativas o material é eliminado e para velocidades 

positivas o material é reconstituído. Pela evolução dos exemplos 1, 2 e 3 nota-se que o 

material é removido e acrescentado adequadamente. 

O remalhamento é realizado após a atualização da função LS, calcula-se a nova 

quantidade de nós, elementos de contorno e conectividade dos elementos. O algoritmo detecta 

adequadamente as camadas de pontos presentes na estrutura (exterior e furos). 

A evolução das estruturas acontece de forma simétrica. Nota-se que há uma relação 

direta entre a malha Euleriana, a malha de elementos de contorno e o tempo de 

processamento.  

No exemplo 1 chega-se a 40% da área inicial em 96 iterações, o tempo de 

processamento é de, aproximadamente, 6 dias. O tempo elevado é dado em função do cálculo 

das grandezas internas do MEC. Para o cálculo das grandezas internas do MEC, consideram-

se os pontos do grid com valores da função LS negativos; conceitualmente, estes pontos estão 

posicionados no interior da estrutura e são considerados pontos fonte para o MEC. Cada um 

dos pontos internos integra todos os elementos presentes no contorno. 

A evolução do método diferença upwind reduz a quantidade de material presente na 

estrutura, consequentemente, a quantia de pontos internos da estrutura também é reduzida. 

Teoricamente, a diminuição da quantidade de pontos internos levaria ao decréscimo do tempo 

de processamento, todavia, não é isso que acontece na prática. 

No exemplo 2 chega-se a 50% da área inicial em 28 iterações, o tempo de 

processamento é de, aproximadamente, 6 dias. Os furos inseridos manualmente reduzem a 

quantidade de iterações a serem a realizadas, entretanto, os mesmos aumentam 

significativamente o tempo de processamento. Isso acontece devido ao número de elementos 

de contorno adicionados a malha, o MEC necessita de mais de tempo para realizar o cálculo 

mecânico. Nesse exemplo, a quantidade de pontos internos é reduzida tanto pela evolução do 
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método diferença upwind como pelos furos inseridos manualmente, contudo, o tempo de 

processamento não sofre decréscimo. 

Nota-se no exemplo 2, que ao se atingir 50% da área inicial, a estrutura necessita de 

mais pontos para a evolução adequada, isso é realizado com o refinamento do grid. Refinou-

se o grid do exemplo e utilizou-se um número 4 vezes maior por pontos, ou seja, ∆ݔ e ∆ݕ 

iguais a 0,05. Para atender a condição de estabilidade ܮܨܥ modificou-se o intervalo de tempo 

fictício para ∆ݐ igual a 0,001. O refinamento tornou inviável a análise para áreas inferiores a 

50% da área inicial, pois aumentou, consideravelmente, o tempo de processamento do 

algoritmo.  

No exemplo 3 chega-se a 40% da área inicial em 154 iterações, o tempo de 

processamento é de, aproximadamente, 5 dias. Para esse exemplo a evolução não acontece 

simetricamente devido ao carregamento não possuir simetria. 

O processo de remalhamento é baseado na quantidade de pontos do grid, assim, o 

aumento do número de pontos no grid gera acréscimo na quantidade de nós e de elementos de 

contorno da estrutura, o que prolonga o tempo de processamento do modelo mecânico e do 

cálculo das grandezas internas do MEC. Além disso, o remalhamento considerando o grid 

refinado reduz o tamanho dos elementos da estrutura, o sistema de equações do cálculo 

mecânico do MEC é comprometido em função do tamanho desses elementos. Para exemplos 

onde é preciso o refinamento de grid, é preciso a melhoria e aprimoramento do algoritmo. 
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

7.1 CONCLUSÕES 

 

A otimização topológica é resultado do acoplamento MEC – MLS. Utilizam-se as 

vantagens de cada um deles para a obtenção de geometrias ótimas de maneira eficiente e 

precisa. 

Divide-se o problema tratado em duas partes: modelo geométrico e modelo mecânico. 

O modelo geométrico contempla a montagem e a modificação da estrutura em cada iteração. 

O modelo mecânico inclui a obtenção das tensões e deformações de cada estrutura analisada 

durante as iterações. Analisando de forma específica, o acoplamento em questão pode ser 

dividido em três partes: modelo mecânico, otimização topológica e reconstrução da estrutura. 

O modelo mecânico utilizado são as equações algébricas do MEC. A otimização topológica é 

constituída pelo MLS. E a reconstrução possibilita que a estrutura esteja adequada para a 

continuação do processo iterativo. 

O acoplamento realizado é de fronteira entre o modelo geométrico e o modelo 

mecânico. O processo de otimização topológica só existe se os módulos trabalharem em 

conjunto, a ligação entre os métodos é a tensão de von Mises. A vantagem e a potencialidade 

desse tipo de acoplamento residem no fato de que as partes constituintes podem ser 

trabalhadas separadamente.  Então, é possível melhorar algoritmo do MEC acrescentando 

diferentes tipos de carregamentos e vinculações, aumentando as aplicações resolvidas pelo 

método. Também é possível substituir o MEC por outras metodologias. É possível também 

melhorar os algoritmos responsáveis pelo controle e mudança da geometria, construindo 

estruturas melhores e analisando problemas mais próximos da realidade.  

O MEC é complexo e necessitou exaustivas horas de estudo e de implementação para 

ser entendido, contudo, o Departamento de Engenharia de Estruturas (EESC – USP) possui 

uma forte tradição nas aplicações envolvendo o MEC. Por meio do Grupo de Estudos do 

Método dos Elementos de Contorno, diversas dúvidas foram sanadas durante os estudos. 

Para o MLS e o acoplamento MEC – MLS, o panorama foi diferente, pois o MLS é 

um método relativamente novo e a quantidade de bibliografias tratando sobre o acoplamento 

MEC – MLS ainda é reduzida, além disso, a linha de pesquisa em otimização topológica é 
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pioneira no Departamento de Engenharia de Estruturas (EESC-USP). Então, nessa área o 

conhecimento foi adquirido partindo-se da estaca zero. 

Anteriormente ao desenvolvimento da formulação, um planejamento detalhado foi 

montado e as ideias foram discutidas no Grupo de Método dos Elementos de Contorno, isso 

auxiliou na escolha de melhores alternativas e diminuiu a dificuldade em diversas partes do 

trabalho. Equacionou-se, implementou-se e testou-se cada uma das partes constituintes 

individualmente. O algoritmo do MEC utilizado foi desenvolvido pelo Prof. Edson Denner 

Leonel. A equação LS foi expandida para 2ܦ e implementada com discretização por meio do 

método diferença upwind, diferentes curvas e velocidades foram testadas e validaram o 

algoritmo desenvolvido. Posteriormente, acoplou-se o MEC ao MLS, o algoritmo de 

remalhamento foi desenvolvido e testado simultaneamente ao acoplamento, pois era 

necessário conhecer a geometria que o algoritmo deveria reproduzir. Após o acoplamento 

final, vários testes foram realizados até a validação do algoritmo por meio do exemplo de 

referência de Ullah et al. (2014). 

Mesmo com as dificuldades encontradas com os métodos e discussões do 

equacionamento e estratégias de implementação, o grande desafio desse trabalho foi o 

desenvolvimento da ferramenta de remalhamento. Para os estudiosos de métodos numéricos, é 

conhecida a dificuldade e os problemas existentes em análises onde a malha necessita ser 

reconstruída automaticamente. Além da alteração na quantidade de nós e elementos, as 

maiores problemáticas encontram-se a aplicação das condições de contorno e a determinação 

das novas conectividades. 

Em cada iteração as condições de contorno necessitam ser aplicadas em nós e 

elementos diferentes dos anteriores, entretanto, a posição geométrica inicial deve ser mantida 

independente da alteração da malha. 

Na conectividade dos elementos, a dificuldade é estabelecer os nós iniciais e finais, 

pois é intrínseco do processo de otimização topológica o desaparecimento e o surgimento de 

material no domínio da estrutura. Quando a função LS é atualizada, são conhecidos apenas os 

valores da função em cada um dos pontos grid, a presença ou ausência de material é 

desconhecida, além disso, esse procedimento deve ser repetido eficientemente em todas as 

iterações. Montar um esquema que trate habilmente todos esses problemas é um ponto crucial 

para o desenvolvimento do trabalho. 

O algoritmo de remalhamento implementado é capaz de localizar novos nós e 

elementos, encontrar suas conectividades e aplicar as condições de contorno adequadamente. 
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Entretanto, ainda existem algumas limitações, pois para vencer todos os obstáculos 

enumerados, algumas simplificações foram impostas. 

A primeira simplificação é o formato do grid, tentou-se encontrar o melhor formato 

para que o algoritmo fosse capaz de desenhar estruturas curvas, todavia, adotou-se o formato 

retangular para simplificar o processo de leitura do algoritmo. Então, fica clara a dependência 

pela malha Euleriana no processo de otimização. Para captar uma estrutura em detalhes é 

necessário o aumento do número de pontos do grid, o que aumenta o custo computacional 

(tempo de processamento) e dificulta a montagem do arquivo de entrada (maior possibilidade 

de erros). 

Outra simplificação adotada foi o tipo de elemento de contorno para a análise, todos os 

elementos são de ordem de aproximação linear. Essa escolha foi feita, pois elementos de 

ordem superiores dificultariam o processo de remalhamento. Quanto maior a ordem de 

aproximação escolhida, maior a quantidade nós e mais complexa a análise da conectividade 

para cada elemento. Com essa simplificação, não é possível utilizar a toda a potencialidade do 

algoritmo ELAST-2D, pois esse este é capaz de fazer análise utilizando elementos de ordem 

superior e utilizar ordens de aproximação diferentes para cada elemento. 

A estrutura é considerada ótima quando a área final alcança a porcentagem da área 

final especificada. Muitos estudiosos como Sethian e Wiergmann (2000), denominam a 

estrutura ótima como ‘projeto melhorado’, pois o critério de volume/área não garante que a 

porcentagem escolhida seja realmente o valor ideal para a aplicação em questão. Então, 

conclui-se que cada iteração gera um ponto de ‘ótimo local’, pois em cada etapa do processo 

de otimização, a quantidade de material presente na estrutura resiste adequadamente aos 

carregamentos impostos. As porcentagens de área aqui utilizadas foram escolhidas de acordo 

com os valores presentes nas bibliografias de referência. Para a determinação da porcentagem 

ótima de material a ser escolhida deve-se propor uma nova metodologia de pesquisa que leve 

em conta as restrições para o volume adotado. 

Apesar de todas as dificuldades encontradas, diversas limitações no campo da 

matemática e engenharia foram superadas. Além disso, os aprendizados serviram para 

amadurecimento profissional e pessoal. 

O acoplamento MEC – MLS mostra-se uma ferramenta forte e eficiente para a 

determinação de geometrias ótimas de estruturas e componentes estruturais. 

 



130 
   

7.2 PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Como se trata de uma nova metodologia para a análise da otimização topológica de 

estruturas e em função do curto intervalo de tempo disponível, não foi possível explorar 

muitos tipos de aplicações, sugere-se para investigações futuras a exploração de possíveis 

aplicações para o programa já montado e também a otimização desse algoritmo a fim de 

reduzir o tempo de processamento do mesmo. 

 É importante buscar maior conhecimento no campo do remalhamento para aplicações 

envolvendo o MEC em duas e três dimensões, códigos melhores nessa área melhorariam os 

resultados apresentados para a otimização topológica.  

 Indica-se o acoplamento de outros problemas como: mecânica da fratura, mecânica do 

dano, confiabilidade. Isso aumentaria os campos de aplicação do acoplamento MEC – MLS. 

Sugere-se também a expansão dos estudos do acoplamento MEC – MLS para 

estruturas em três dimensões. 
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ANEXO A - TÓPICOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE 

 

Apresentam-se neste tópico os conceitos e equações principais que regem a teoria da 

elasticidade linear. Maiores aprofundamentos são encontrados em Timoshenko e Goodier 

(1970). 

 

A.1 EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO 

 

Considerando um corpo qualquer com domínio ߗ limitado por um contorno ߁. Este 

corpo está sujeito a carregamentos estáticos, como indica a Figura (A.0.1). 

 

 
Figura (A.0.1) – Sólido bidimensional. Fonte: Kzam (2009). 

 

Tomando a infinitésima parte, ݀ߗ, desse corpo verificam-se as componentes de tensão 

atuantes no mesmo. A Figura (A.0.2) mostra o estado de tensões atuantes no infinitésimo. 
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Figura (A.0.2) - Estado de tensão no elemento infinitesimal de domínio. Fonte: Kzam (2009). 

 

Ao todo são conhecidas nove componentes de tensão: 

 Três componentes normais: ߪଵଵ, ߪଶଶ, ߪଷଷ; 

 Seis componentes de cisalhamento: ߪଵଶ, ߪଵଷ, ߪଶଵ, ߪଶଷ, ߪଷଵ, ߪଷଶ. 

Analisando o infinitesimal verifica-se que algumas dessas tensões não são 

independentes entre si, na consideração do equilíbrio tem-se que: 

 

௜௝ߪ ൌ  ௝௜ߪ
 

(A.1) 

 

Onde ߪ௜௝ e ߪ௝௜ são as tensões internas atuantes no infinitésimo. 

Fazendo o equilíbrio em termos de forças e admitindo a existência das forças de corpo 

tem-se: 

 

௜௝,௝ߪ ൅ ܾ௜ ൌ 0 
 

(A.2) 

 

Sendo ܾ௜ as forças de corpo atuantes na direção ݅ e ߪ௜௝,௝	a derivada da tensão ݆݅ em 

relação a direção ݆. 

O mesmo equilíbrio pode ser calculado no contorno ߁ do infinitésimo para a 

determinação de estado de tensões na superfície do corpo. Entretanto, é necessário realiza-lo 
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em função dos cossenos diretores e componentes das forças de superfícies do mesmo. Então, 

decompõe-se o estado de tensão na direção do contorno de forma que esse seja igual às forças 

de superfícies presentes no corpo: 

 

௜ܲ ൌ .௜௝ߪ  ௝ߟ
 

(A.3) 

 

Em que ௜ܲ são as forças de superfície e ߟ௝ os cossenos diretores do versor normal ao 

contorno. 

 

A.2 RELAÇÕES CONSTITUTIVAS 

 

Na elasticidade linear a relação entre tensões e deformações é dada através da Lei de 

Hooke generalizada. Por meio dela, um tensor de quarta ordem é representado, onde cada 

componente de tensão é linearmente relacionada com as deformações no ponto analisado. 

Analisando a relação de maneira inversa verifica-se que a relação também é válida, ou seja, as 

componentes de deformação são linearmente relacionadas às componentes de tensão, porém, 

o tensor usado para a representação é o inverso das propriedades constitutivas utilizadas 

anteriormente. 

A lei de Hooke generalizada é dada por: 

 

ሾߪሿ ൌ ሾܦ௖ሿ. ሾߝሿ 
 

(A.4) 

 

Sendo, ሾܦ௖ሿ o tensor de quarta ordem contendo as propriedades constitutivas do 

material. ሾߪሿ e ሾߝሿ os tensores de segunda ordem das tensões internas e deformações do corpo, 

respectivamente. 

Em casos onde o material é anisotrópico o tensor constitutivo ሾܦ௖ሿ possui 81 termos 

independentes os quais são função somente da direção dos eixos de referência. Considerando 

a simetria presente nos tensores de tensão e deformação os termos independentes passam a ser 

36. Admitindo-se o caso de material isotrópico, o tensor ሾܦ௖ሿ pode ser representado por meio 

do módulo de elasticidade longitudinal, ܧ, e do coeficiente de Poisson, ߥ. 

Escreve-se inicialmente, a Lei de Hooke generalizada para materiais isotrópicos: 



142 
   

 

௜௝ߪ ൌ
ܧ

1 ൅ ߥ
. ൤

ߥ
ሺ1 െ 2. ሻߥ

. .௜௝ߜ ௞௞ߝ ൅  ௜௝൨ߝ
 

(A.5) 

 

Em que ߜ௜௝ é o delta de Kroenecker, ߝ௜௝ as deformações do corpo, ߥ o coeficiente de 

Poisson, ܧ o módulo de elasticidade transversal. 

Inversamente, escrevem-se as deformações em função das tensões: 

 

௜௝ߝ ൌ
1 ൅ ߥ
ܧ

. ௜௝ߪ െ
ߥ
ܧ
. .௞௞ߪ  ௜௝ߜ

 
(A.6) 

 

A.3 RELAÇÕES DEFORMAÇÃO-DESLOCAMENTO 

 

Em um corpo sujeito a regime de pequenas deformações, as configurações deformada 

e indeformada podem ser representadas tomando-se a vizinhança de um dado ponto ܲ. 

Antes da deformação as coordenadas do ponto são as próprias coordenadas do ponto 

ܲ. Após a atuação do carregamento, uma simples subtração de vetores mostra que o ponto 

desloca-se para ܲ′. Obtém-se as deformações através variação dos deslocamentos em uma 

dada direção de interesse. As deformações estão diretamente ligadas aos gradientes de 

deslocamentos. 

Simplificando-se por meio de deformações infinitesimais, considerando o regime de 

pequenas deformações, as componentes de ߝ em função dos deslocamentos são dadas 

inicialmente por: 

 

௜௝ߝ ൌ
1
2
. ሺݑ௜,௝ ൅  ௝,௜ሻݑ

 
(A.7) 

 

Onde ݑ௜,௝ é a derivada do deslocamento da direção ݅ em relação a direção ݆. 

Para regimes de grandes deformações, usa-se o conceito de deformações finitas, 

entretanto, as deformações e os gradientes de deslocamento não são mais linearmente 

relacionadas: 
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௜௝ߝ ൌ
1
2
. ൫ݑ௜,௝ ൅ ௝,௜ݑ ൅ .௜,௝ݑ  ௝,௜൯ݑ

 
(A.8) 

 

A.4 CONDIÇÕES DE COMPATIBILIDADE DE DEFORMAÇÕES 

 

A relação de deformações-deslocamentos para pequenas deformações representam um 

sistema composto por três componentes de deslocamentos e seis componentes deformações. 

Optando-se em determinar os deslocamentos partir das deformações, utilizam-se as equações 

de compatibilidade em termos de deformação: 

 

௜௝,௞௟ߝ ൅ ௞௟,௜௝ߝ െ ௜௞,௝௟ߝ െ ௝௟,௜௞ߝ ൌ 0 
 

(A.9) 

 

A.5 EQUACIONAMENTO DOS PROBLEMAS ELÁSTICOS 

 

Para a determinação de tensões, deformações e deslocamentos em corpos sujeitos a 

esforços externos e a condições de restrição aos deslocamentos, emprega-se a relação 

constitutiva, deformação-deslocamento e de equilíbrio. 

É necessário também atender às condições de contorno impostas assim como as 

condições de compatibilidade presentes no problema. 

Os problemas elásticos resultam em 15 equações para a obtenção de15 variáveis 

desconhecidas, sendo: 6 tensões, 6 deformações e 3 deslocamentos. 

 

A.6 TENSÕES PRINCIPAIS 

 

Em muitos casos a grandeza de interesse está na análise do estado de tensão com 

referência em outro sistema de coordenadas. Para a transformação do estado de tensão no 

ponto de um sistema de referência para outro é necessário o conhecimento dos ângulos de 

inclinação entre os sistemas de referência anterior e atual. 

O procedimento é bastante utilizado na determinação do estado de tensão em direções 

particulares onde existem apenas as tensões normais e as tensões de cisalhamento são nulas. 
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As tensões normais encontradas para esse caso são chamadas de tensões principais e os eixos 

onde elas acontecem, eixos principais. 

O vetor de tensão é chamado principal se a seguinte relação é atendida: 

 

ሼߪ௉ሽ ൌ .ߣ ሼ̂ߟሽ 
 

(A.10) 

 

Sendo ߣ um escalar denominado valor principal e ሼ̂ߟሽ o versor da normal particular 

que define a direção principal. 

Considerando a relação de equilíbrio para forças presentes no contorno, escreve-se: 

 

ሾߪሿ. ሼ̂ߟሽ ൌ .ߣ ሼ̂ߟሽ 
 

(A.11) 

 

Em termos de componentes: 

 

൫ߪ௜௝. ఫෝߟ ൯. ݁௜ ൌ ሺߣ. .పෝሻߟ ݁௜ ∴ .௜௝ߪ ఫෝߟ ൌ .ߣ పෝߟ   

 

.௜௝ߪ ఫෝߟ ൌ .ߣ పෝߟ . ௜௝ߜ 			 ∴ ൫ߪ௜௝ െ .ߣ .௜௝൯ߜ ఫෝߟ ൌ 0 
 

(A.12) 

 

൫ߪ௜௝ െ .ߣ .௜௝൯ߜ ఫෝߟ ൌ 0			 → 			 ቎	
௫ߪ െ ߣ ௫௬ߪ ௫௭ߪ
௬௫ߪ ௬ߪ െ ߣ ௬௭ߪ
௭௫ߪ ௭௬ߪ ௭ߪ െ ߣ

቏ . ቐ
ଵෞߟ
ଶෞߟ
ηଷෞ
ቑ ൌ ൝

0
0
0
ൡ 

 
(A.13) 

 

Para que o sistema apresente solução diferente da trivial, ሼ̂ߟሽ ൌ ሼ0ሽ, o determinante da 

matriz de coeficiente tem que ser nulo. Com isso gera-se o polinômio cúbico em ߣ: 

 

ଷߣ െ .ଵܫ ଶߣ ൅ .ଶܫ ߣ െ ଷܫ ൌ 0 
 

(A.14) 
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As raízes para esse polinômio são as tensões principais procuradas. Os invariantes do 

tensor de tensões, ܫଵ, ,ଶܫ  ଷ, possuem valores independentes do referencial adotado, e sãoܫ

definidos como: 

 

ଵܫ ൌ ௫ߪ ൅ ௬ߪ ൅  ௭ߪ
 

(A.15) 

 

ଶܫ ൌ .௫ߪ ௫ߪ ൅ .௬ߪ ௭ߪ ൅ .௫ߪ ௭ߪ െ ௫௬ଶߪ െ ௬௭ଶߪ െ  ௭௫²ߪ
 

(A.16) 

 

ଷܫ ൌ .௫ߪ .௬ߪ ௭ߪ ൅ 2. .௫௬ߪ .௫௭ߪ ௬௭ߪ െ .௫ߪ ௬௭ଶߪ െ .௬ߪ ௫௭ଶߪ െ .௭ߪ  ௫௬²ߪ
(A.17) 

 

A.7 DEFORMAÇÕES PRINCIPAIS 

 

Analisa-se analogamente ao comportamento das deformações. Dessa maneira, existem 

direções onde não são observadas deformações distorcionais, acontecem apenas deformações 

axiais. As direções são chamadas principais e as deformações axiais conhecidas, deformações 

principais. Considera-se então: 

 

		቎	

ε୶ െ λ ε୶୷ ε୶୸
ε୷୶ ε୷ െ λ ε୷୸
ε୸୶ ε୸୷ ε୸ െ λ

቏ . ቐ
ηଵෞ
ηଶෞ
ηଷෞ
ቑ ൌ ൝

0
0
0
ൡ 

 
(A.18) 

 

λக
ଷ െ Iଵ. λக² ൅ Iଶ. λக െ Iଷ ൌ 0 

(A.19) 

 

As raízes para esse polinômio são as deformações principais procuradas. Os 

invariantes de deformação são dados por: 

 

Iଵ ൌ ε୶ ൅ ε୷ ൅ ε୸ 
 

(A.20) 

 

Iଶ ൌ ε୶. ε୶ ൅ ε୷. ε୸ ൅ ε୶. ε୸ െ ε୶୷ଶ െ ε୷୸ଶ െ ε୸୶² (A.21) 
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Iଷ ൌ ε୶. ε୷. ε୸ ൅ 2. ε୶୷. ε୶୸. ε୷୸ െ ε୶. ε୷୸ଶ െ ε୷. ε୶୸ଶ െ ε୸. ε୶୷² 
(A.22) 

 

 


