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RESUMO

VITORIO JUNIOR, P. C. Analise Level Set da otimizacdo topoldgica de estruturas planas
utilizando o Método dos Elementos de Contorno. 2014. 146 p. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de S&o Paulo,
Séo Carlos, 2014.

A otimizacdo topoldgica de estruturas esta relacionada & concepgdo de projetos que executem
suas funcbes com nivel de seguranca adequado empregando a quantidade minima de material.
Neste trabalho, determina-se a geometria 6tima de estruturas planas por meio do acoplamento
do Método dos Elementos de Contorno (MEC) ao Método Level Set (MLS). O algoritmo é
composto por 3 etapas: problema mecénico, otimizacdo topoldgica e reconstrugdo da
estrutura. O problema mecénico é resolvido pelas equaces algébricas do MEC. A otimizacgéo
topoldgica é determinada pelo MLS, este representa a geometria do corpo e suas evolugdes
por meio da funcdo Level Set (LS) avaliada em seu nivel zero. Na reconstrucdo realiza-se o
remalhamento, pois a cada iteracdo a estrutura é modificada. O acoplamento proposto resulta
na geometria Gtima da estrutura sem a necessidade da aplicacdo de filtros. Os exemplos
analisados mostram que algoritmo desenvolvido capta adequadamente a geometria 6tima das
estruturas. Com esse trabalho, avanga-se no campo das aplicagbes do acoplamento MEC —

MLS e no desenvolvimento de solugdes inovadoras para problemas complexos de engenharia.

Palavras Chave: Otimizacdo Topologica. Método dos Elementos de Contorno. Método Level
Set.






ABSTRACT

VITORIO JUNIOR, P. C. A level set analysis of topological optimization in 2D structures
using the boundary element method. 2014. 146 p. Dissertation (M. Sc. in Structural
Engineering) — School of Engineering of Sdo Carlos, University of Sdo Paulo, Sdo Carlos,
2014.

In general, the topological optimization of structures is related to design projects that perform
their functions with appropriate security levels using the minimum amount of material. This
research determines the optimal geometry of 2D structures by coupling the Boundary Blement
Method (BEM) to Level Set Method (LSM). The algorithm consists of 3 steps: mechanical
model, topology optimization and structure reconstruction. The mechanical model is solved
by BEM algebraic equations. The topology optimization is determined using the MLS, the
geometry of the body is determined by the Level Set (LS) function evaluated at the zero level.
The reconstruction achieves the remeshing, because for each iteration of the structure is
modified. The proposed coupling results in the optimal geometry of the structure without the
filters application. The examples show that the algorithm developed captures adequately the
optimal geometry of the structures. With this dissertation, it is possible advance in the field of
applications of the BEM - LSM and develop innovative solutions to complex engineering

problems.

Key words: Topology Optimization. Boundary Element Method. Level Set Method.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Um projeto estrutural deve garantir condi¢cbes adequadas de servico, seguranca ao
colapso e, sobretudo, ser economicamente viavel. A fim de assegurar essas condi¢des, é
necessario que o0 engenheiro escolha as caracteristicas que melhor se adaptem as
especificacBes do projeto, partindo dos sistemas estruturais, materiais e recursos disponiveis.
Em grande parte dos projetos, a solucdo desejada ndo é encontrada facilmente, pois a mesma
varia de acordo com as dimensdes, resisténcias e sistema estrutural adotados.

Através das técnicas de otimizacdo é possivel alcancar a perfeita combinacdo de
fatores, que atenda aos requisitos pertinentes a cada projeto.

Espath (2009) cita “Eneida” do século | a.C., onde Virgilio exalta as origens e o
espirito do povo romano. Nessa obra, a fenicia Dido persuadiu um chefe africano a dar-lhe
tanta terra quanto fosse possivel cercar com a tripa de um touro. Ela dividiu a tripa em
centenas de tiras bem finas e uniu-as tragando um semicirculo no chéo, a beira do Mar
Mediterraneo. Era a maxima area costeira que ela poderia envolver, Dido teria resolvido o
primeiro problema de otimizagdo da histéria. Mesmo sendo literario, o relato demonstra que
0s povos da antiguidade detinham o conhecimento a respeito de areas e comprimentos, e
sabiam que dentre as figuras de igual perimetro, o circulo é aquela com maior area.

Com o passar dos anos o0 conceito de otimizacdo é cada vez mais utilizado por
empresas e pesquisadores nos campos da fisica, quimica, engenharia, economia, entre outros.

Apesar do embasamento tedrico e matematico dos metodos cléssicos de otimizacéo, ha
conceitos fundamentados em eventos da natureza como os algoritmos genéticos e evolutivos.
Estes empregam condicdes de energia presentes em fendmenos fisicos e quimicos, forma das
moléculas, inteligéncia de enxames (formigas, abelhas, vespas), evolucdo de genes para a
determinacéo de pontos 6timos de fungdes.

Para projetos de engenharia de estruturas, em geometrias e condi¢cGes de contorno
simples, obtém-se as solucOes através de métodos classicos, hipoteses e solugdes analiticas
baseadas na teoria da elasticidade. Em estruturas e sistemas estruturais onde geometrias e

condicBes de contorno sdo complexas € necessario o emprego de métodos numeéricos.
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Dentre todas as variaveis passiveis de otimizacao, aplica-se as estruturas o conceito de
otimizacdo topoldgica. Busca-se a melhor distribuicdo de material, onde todos os pontos
operem no maximo de sua capacidade sem qualquer prejuizo a mesma.

Nesse trabalho, a configuragdo inicial de uma estrutura continua € interpretada como
problema original. No célculo das tensdes e deformacGes atuantes na estrutura emprega-se 0
método dos elementos de contorno (MEC). Apds o calculo mecénico realiza-se a adequada
insercdo de furos de acordo com o critério de tensdao de Von Mises e utiliza-se 0 método level
set (MLS) para o tratamento as mudancas de topologia da peca. O MLS é discretizado pelo
método diferenga upwind e modifica o dominio da estrutura a cada instante de tempo ficticio
imposto. O acoplamento MEC-MLS garante a obtencao da topologia 6tima da estrutura sem o
uso de filtros ou similares. E importante destacar que a palavra topologia descreve a
morfologia viadvel para estrutura ou componente estrutural, ndo se referindo a terminologia
utilizada no contexto matematico de analise funcional.

O produto final dessa dissertacdo é um programa computacional em linguagem
FORTRAN, capaz de identificar a geometria ideal para estruturas planas submetidas a
carregamentos estaticos. Além disso, 0s grupos de pesquisa em métodos numéricos e
mecanica dos materiais de Departamento de Engenharia (SET) da Escola de Engenharia de
Séo Carlos (EESC-USP) tém desenvolvido trabalhos significativos nos campos da mecénica
dos solidos, dos materiais e das estruturas. Baseado nisso, essa dissertacdo visa contribuir nas

aplicacOes préaticas do MEC e ser precursor da linha de pesquisa de otimizacéo topoldgica.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.2.1 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Problemas mecanicos sdo analisados por meio das condi¢des de contorno impostas, ou
seja, locais onde ha restrigdes do quanto o corpo pode deslocar-se de acordo com as forgas de
superficie aplicadas. O resultado é dado pela relacdo entre as tensGes e deformacdes
dependentes do tipo de material empregado. Para problemas simples é possivel determinar a
solucdo final analiticamente. Em problemas complexos € essencial o emprego de métodos
NUMEricos.

Os métodos numéricos representam 0 comportamento mecanico de corpos continuos

por meio de elementos e nds que sdo entidades discretas. O método dos elementos finitos
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(MEF) e o método das diferencas finitas (MDF) sdo técnicas numéricas que possuem
aproximacdes no dominio do corpo, enquanto no metodo dos elementos de contorno (MEC)
aplicado a problemas elasticos lineares, as aproximacdes sdo realizadas diretamente no
contorno do corpo.

Nesse trabalho utiliza-se 0 MEC. A Figura 1.1 mostra o esquema da localizacdo do

MEC dentro dos métodos numéricos.

PROBLEMA DE ENGENHARIA

4

MODELO MATEMATICO

FORMULACAO EM P v = FORMULACAO EM

EQUACOES DIFERENCIAIS " EQUAGOES INTEGRAIS

ANALITICO | «¥» NUMERICO ANALITICO | «¥> NUMERICO
\ 4
MEC

Figura 1.1 - Posicionamento do MEC na classificacdo dos métodos.

Nos métodos com formulacdo em equacdes diferenciais como o MEF, a aproximacéo
é feita sobre as proprias equagdes de campo que regem o problema. As solugdes encontradas
representam aproximacdes das grandezas e respeitam aproximadamente as equacdes de
campo. Chega-se a solucéo através de um sistema de equagdes cujas incognitas estdo tanto no
dominio como no contorno do problema. O sistema algébrico final gerado € de grande
dimensdo, mas € esparso.

Nos métodos de formulacdo em equacBes integrais, o sistema resolvido apresenta
menores dimensdes se comparado aos métodos com formulacdo em equagdes diferenciais, o
que pode ser explicado pelo emprego de funcdes especiais, como solugcbes fundamentais,
funcdes de Green, funcbes de Trefftz (T-functions); com esse tipo de artificio o sistema
resolvido utiliza apenas as variaveis presentes no contorno. Apesar do tamanho reduzido, as

matrizes trabalhadas sdo ndo esparsas.
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O método dos elementos de contorno (MEC) é um método numérico empregado na
solucdo de problemas de valor de contorno. E uma ferramenta robusta e precisa para a solugdo
de problemas de engenharia de estruturas. Suas formulacGes sdo baseadas em equacOes
integrais, motivo pela qual também é conhecido como método das equacdes integrais.

As solugdes numeéricas para as integrais de contorno foram introduzidas na ciéncia na
década de 60. Primeiramente, Jaswon apresentou em 1963 o procedimento para a solucéo da
identidade Somigliana para problemas potenciais e, posteriormente, Rizzo fez 0 mesmo para
problemas elasto-estaticos em duas dimensdes. Brebbia apresentou o MEC usando a
formulacdo de residuos ponderados. O desenvolvimento de solugdes para problemas de valor
de contorno usando funcdes definidas em dominios locais foi fortemente influenciado pelo
desenvolvimento dos principios variacionais estendidos e residuos ponderados de meados dos
anos 60. Diante disso, Brebbia (1978) e Brebbia e Dominguez (1989), apresentam solugdes
diversas para 0o MEC.

A teoria e a fundamentacdo matematica do MEC justificam a pouca utilizagdo do
método por parte de pesquisadores e engenheiros. Além disso, para problemas ainda nao
estudados a obtencdo de solugbes fundamentais pode ser complexa. Pela inexisténcia de
softwares comerciais que incluam a formulacdo do MEC, € necessario o conhecimento de
linguagens de programacéo para o desenvolvimento de algoritmos de integracdo numérica.

Para a engenharia de estruturas, as principais aplicagdes do MEC encontram-se em
problemas elasticos de interagdo solo-estrutura, problemas de geometrias de grandes
dimensdes e problemas onde existem concentragdes de tensdes. O método possui grande
aplicabilidade para as industrias mecanica, automobilistica, aeronautica, entre outras.

A grande vantagem do MEC ¢ a reducdo na dimensionalidade da malha, isso reduz os
tempos na preparacdo e processamento dos modelos. As solugdes fundamentais oferecem
6tima qualidade e precisdo. Outra vantagem é o tratamento de singularidades ou problemas
externos (descontinuidades, concentracGes de tensdes, etc.), 0 que é altamente desejado e
importante para a otimizacdo topoldgica. Além disso, é possivel associar o MEC a outros
métodos, aumentando as possibilidades na simulacéo de problemas.

O método dos residuos ponderados utilizado por Brebbia e Dominguez (1992) e o
principio da reciprocidade de Betti sdo os caminhos usuais para a obtencdo das formulacdes
direta ou indireta do MEC. Na formulacdo direta, as grandezas envolvidas sdo empregadas e
obtidas diretamente, sem a necessidade de funcbes auxiliares. A formulacdo indireta é
caracterizada pelo desprendimento do problema fisico e empregam-se funcgdes ficticias para a

representacdo das grandezas do problema.
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O MEC mostra-se um método preciso para analise de problemas em engenharia. Para
a engenharia de estruturas destaca-se a determinacdo de grandezas como tensdes e
deformacoes.

Aplicados a otimizacao topoldgica, 0 MEF € bastante utilizado pela facilidade no uso
do método e pela quantidade de softwares comerciais disponiveis. O MEC ainda possui
poucas aplicagdes nesse campo, alguns trabalhos de pesquisadores como Neches e Cisilino
(2007), Abe et al. (2007), Marczak (2007), Anflor e Marczak (2008), Bertsch et al. (2010),
Yamada et al (2010), Otomori et al (2011), Jing et al. (2013), Yamasaki et al. (2013), Yamada
et al. (2013), Ullah et al. (2014) e outros, estudam o acoplamento do MEC com outros
métodos; este permite encontrar a geometria Otima de estruturas de acordo com o
equacionamento proposto e restricdes impostas. No decorrer dessa dissertacdo, os trabalhos

desses pesquisadores sdo discutidos em mais detalhes.

1.2.2 OTIMIZACAO

Com o passar dos anos, 0 conceito de otimizacdo é constantemente empregado, sendo
alvo de estudos de varios pesquisadores nos campos da fisica, quimica, engenharia e
economia.

O problema de otimizagdo é fundamentado em conceitos matematicos. Luenberger
(2008) faz consideracGes importantes a respeito dos conceitos de otimizacao. A resolucdo de
problemas desse tipo contém uma elegancia invejada por outros métodos, sendo sua
simplicidade um fator indispensavel. O problema de otimizacdo comeca com a determinacao
de variaveis, parametros e restricoes que definem um problema fisico. Em funcdo destas
variaveis define-se a funcdo objetivo que, matematicamente, € maximizada ou minimizada. O
valor final atribuido e a velocidade para a chegada ao resultado determinam a qualidade da
metodologia empregada.

Silva (2001) apresenta a otimizacdo como a maneira habil de se identificar a melhor
solucdo dentre as inumeras disponiveis. Souza (2001) interpreta como a busca de melhores
resultados de uma funcdo ou processo para atingir um ou mais pontos de 6timo. Vianna
(2003) explica a otimizagdo ou programagdo matematica como a técnica de determinacdo da
melhor solugdo para problemas matematicamente definidos, que sdo frequentemente a

modelagem de um problema fisico.
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A otimizacdo apresenta-se na engenharia em diversos segmentos. O escopo de um
problema de otimizacdo pode ser uma planta, processo, equipamento, peca ou quaisquer
sistemas intermediarios entre estes. No interior de uma empresa, a otimizacdo é efetuada em
diferentes niveis, envolvendo desde unidades menores até a combinagdo complexa de setores
(SECCHl, 2001).

Usualmente, as solucbes oOtimas para engenharia sdo encontradas por meio de
avaliacOes de experiéncias anteriores, comparacdo entre varias simulagdes, ensaios de tipo e
utilizacdo de ferramentas matematicas (PINTO, 2006).

A construcdo de um problema de otimizacao € resumida em trés etapas. A primeira é a
formulacdo do problema, nessa fase séo identificadas as variaveis de projeto de acordo com o
conjunto de parametros que definem a estrutura ou o componente. A segunda etapa trata-se da
identificacdo da funcdo objetivo. E a terceira identifica e desenvolve as expressoes
matematicas responsaveis pela imposicao das restri¢cbes ao projeto.

De forma simplista, otimizar significa melhorar até onde for possivel sob determinadas
restricdes, escolher a alternativa 6tima entre muitas. E uma ferramenta de conceituagio e
analise de uma solucgdo filosoficamente correta. A busca de valores extremos de funcGes
estabelecem a relacdo entre a matematica e os conceitos de otimizag&o.

Grande parte dos problemas de otimizacdo ndo possui solu¢do 6tima em um tempo
viavel, alcancando apenas uma solucdo aproximada. Por isso, é erréneo definir a otimizacgédo
com um processo de busca do melhor absoluto, e sim como a procura pelo melhor prético,
executando a tarefa de maneira mais eficiente possivel.

Os algoritmos sdo os recursos matematicos fundamentais para resolver um problema
de otimizacdo. Sdo um conjunto regras e processos pré-definidos destinados a solugdo de
problemas em um numero finito de etapas (processos iterativos). Sdo procedimentos
computacionais que recebem um ou mais valores de entrada e produzem um ou mais valores
de saida para o problema analisado.

O problema de programacdo matematica consiste em encontrar numericamente um
ponto admissivel para a fungdo especificada, este ponto € chamado solucdo étima, minimo ou
méaximo do problema. Dentre os tipos de problemas de programacao matematica destacam-se
a programacéo linear e a programacao néo linear.

A programacdo linear € o mecanismo mais natural para a formulacdo de problemas
com pequeno esforco matematico. E caracterizada por fungdes lineares nas incognitas. As
formulacbes da programacao linear sdo populares tanto pela riqueza da teoria, quanto pela

simplicidade da matematica e da computacdo envolvidos.
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Na programacédo ndo linear o grau de complexidade é aumentado, pois sao utilizadas
funcdes ndo lineares. Nessa classe, 0s problemas sdo subdivididos em irrestritos e restritos.

Nos problemas irrestritos, o escopo € ampliado para a consideracdo de todas as
varidveis de decisbes relevantes. Ndo existe limitagdo imposta por outras funcbes para se
chegar ao ponto de 6timo. Matematicamente, 0 minimo ou maximo da funcéo ja é a resposta
esperada. Os problemas restritos séo convertidos em problemas irrestritos, de modo que suas
variaveis figuem em funcdo umas das outras.

Nos problemas restritos, aléem da funcdo objetivo existem outras fungdes que limitam a
determinacdo do ponto de 6timo. A solucdo pode ndo ser o minimo absoluto da funcgéo
objetivo, e sim o valor que melhor se adeque as limitacGes impostas. Essas limitacdes sdo
funcBes secundarias do problema e sdo, geralmente, inequacGes. A maioria dos problemas
praticos é formulada dessa maneira.

Para todos os tipos de problema, a complexidade é medida através de sua dimenséo,
que é dada pelo numero de incdgnitas e restricdes impostas. Atualmente, devido ao avanco da
computacéo e das teorias, a quantidade de problemas resolvidos eficientemente € crescente. A
dimensdo dos problemas tem sido de menor relevancia. Entretanto, ainda é importante a
separacdo dos problemas através da sua dimensao.

Os problemas de pequena escala (5 ou menos incognitas e restricdes) sdo resolvidos
manualmente ou por pequenos computadores. Os problemas de escala intermediaria (entre 5 e
10.000 incégnitas e restricbes) sdo resolvidos por computadores comuns com o0 uso de
coédigos matematicos convenientes. E os problemas de larga escala (mais de 10.000 incognitas
e restricdes) requerem cddigos sofisticados que exploram estruturas especiais e grandes
clusteres.

Esta classificacdo ndo é totalmente rigida, mas reflete as diferencas béasicas nas
aproximacgdes que acompanham os diferentes tamanhos dos problemas como uma regra
grosseira (LUENBERGER, 2008).

1.2.3 OTIMIZACAO ESTRUTURAL

Existem relatos que apontam Galileu Galilei como o primeiro a utilizar os conceitos de
otimizagdo estrutural, ele determinou a melhor forma de uma estrutura baseada em sua
resisténcia por volta do ano de 1638. James Clerk Maxwell também empregou o conceito por

volta do ano de 1872. Naquela época as principais estruturas estudadas eram as pontes, 0s
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engenheiros preocupavam-se em desenvolver modelos para o célculo preciso das tensdes
mecanicas na configuracao da ponte proposta.

Maxwell decidiu obter o projeto de ponte que utilizasse a menor quantidade de
material e verificar o risco de falha da mesma. Ele estudou alguns problemas bem simples
utilizando conceitos de teoria de elasticidade. Calculou o campo de tensdes mecanicas
presentes para um dado carregamento atuando num dominio infinito, os pontos onde esse
dominio estaria apoiado e as direcGes das tensbes principais atuantes. Maxwell sugeriu,
conceitualmente, que a estrutura com a menor utilizacdo de material, seria constituida de
elementos de trelica alinhados com das dire¢Ges principais. Essa solu¢cdo mostrou-se mais
tarde ser também a solucdo 6tima para o projeto de uma estrutura com a maxima rigidez e
menor peso, considerando-se um Unico carregamento.

Em 1904, Anthony Michell retomou a ideia de Maxwell. Ele aplicou 0 método em
varios tipos de estruturas e encontrou 0 menor volume de material para cada uma delas. No
entanto, seus resultados foram considerados académicos e sem aplicacdo pratica, pois eram
dificeis de serem construidos na época.

De 1904 a 1950 n&o houve evolugdo nos estudos de otimizagdo estrutural, sendo
estudados apenas problemas académicos.

No inicio na década de 50, iniciou-se 0 uso da programacdo linear para otimizar
estruturas no regime plastico.

Na década de 60, empregaram-se técnicas de programacdo ndo linear em otimizacao
de projetos estruturais. As maiores aplicacdes concentraram-se em engenharia aeronautica e
envolviam estruturas reticuladas enrijecidas por cascas e placas. Devido as complexidades
matematicas e falta de recursos computacionais suficientes, as pesquisas permaneceram
estritamente no &mbito académico durante varios anos. O desenvolvimento acelerado de
recursos computacionais e a criacdo de algoritmos eficientes capazes de suportar formulagfes
complexas impulsionaram o interesse na area de otimizacdo de estruturas. Assim, cientistas,
engenheiros e fabricantes passaram a investir na busca por projetos mais eficientes e
econbmicos, dando origem a uma forte atividade na area.

Durante a década de 70, desenvolveram-se trabalhos que atualmente fazem parte da
literatura classica da otimizacao estrutural. Varios temas foram tratados: projeto com tensdes
limites, algoritmos com critérios de otimalidade, programacdo matematica e algoritmos de
programacao linear. Iniciaram-se estudos na area de implementacéo de algoritmos numéricos
e métodos discretos como elementos finitos, elementos de contorno e diferencas finitas

passaram a ganhar destaque. Os interesses também estavam em problemas de analise de
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sensibilidade, programacéo linear sequencial, funcdes de penalizacdo para problemas com
restricdes e programacéo dinamica.

No inicio da década de 80, os trabalhos de Michell foram relembrados, estudados e
implementados detalhadamente. No final dessa década desenvolveu-se o método de
otimizag&o topologica (MOT) que representa o conceito de sintese estrutural na sua esséncia,
sendo o método mais genérico e poderoso disponivel atualmente.

Nas décadas seguintes pacotes computacionais foram e continuam sendo
desenvolvidos, principalmente, devido ao grande interesse das indUstrias aeronautica,
automotiva e mecéanica. Dando énfase a capacidade de modelagem geométrica (geracao
automatica de malhas), seguranca e rapidez na analise (algoritmos eficientes), e facilidades de
visualizacdo (esta¢Oes graficas) (SILVA, 2003).

Os projetos de engenharia sdao embasados em normas e codigos resultantes do estudo
de diversos pesquisadores. Grande parte das teorias aplicadas leva em conta a pratica de
ensaios experimentais.

Em um projeto estrutural isto também é executado, pois experimentos diversificados
sdo efetuados até se atingirem os padrdes de projeto vigentes. De modo convencional,
primeiramente, obtém-se a disposi¢do ideal das pecas estruturais que capacite o suporte
adequado dos carregamentos impostos. Posteriormente, busca-se a melhor distribuicdo de
material que forneca o menor custo. Concentrando-se na determinacdo de proporcdes de
materiais e formas, sujeitos a atuacdo de carregamentos distintos, é possivel estabelecer uma
estrutura com maior desempenho global.

A determinagdo de uma configuragéo eficiente ndo garante que o resultado final seja
efetivamente o 6timo absoluto, visto que € inerente um processo de tentativas e erros. Cada
projetista adota a melhor solucdo fundamentando-se em suas experiéncias vivenciadas
anteriormente. A otimizagdo estrutural surge como artificio para eliminar a solugdo 6tima
assim encontrada.

A otimizacdo estrutural é tratada como uma fusdo de areas da engenharia e matematica
capaz de adicionar variaveis ao projeto que vdo além da experiéncia do projetista. Para um
problema de otimizacédo estrutural o interesse esta em definir uma ou mais fungdes objetivo,
sujeitas ou ndo a restricdes, que sejam capazes de gerar um projeto que atenda as condicdes de
resisténcias e rigidez com menor custo possivel.

No processo de otimizacao estrutural, o projetista é quem define as varidveis contidas

na funcdo objetivo, as restricbes, os niveis ou limites aos quais as restricdes devem ser
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satisfeitas. Em um numero téo elevado de variaveis, sdo realizadas algumas simplificacoes,
pois relacdes entre esses parametros sdo dificeis de serem obtidas.

E comum que a tarefa principal da funcdo objetivo seja a minimizacdo do peso da
estrutura, justificando a atratividade econémica presente nessa reducdo. Exemplos s&o
verificados em projetos de estruturas metalicas e confec¢do de pecas da industria automotiva,
onde o custo é um fator influente. Na industria aeronautica, a reducdo do peso é importante,
entretanto, o custo nao ¢ fator preponderante. Em projetos de torres de transmissdo ou pecas
mecanicas, onde o produto final é executado multiplas vezes, a minima economia em cada
unidade corresponde a um montante consideravel. Outros exemplos sdo otimizagdo da forma
da asa de uma aeronave, da secédo transversal de uma ponte, da espessura de uma placa. Para
cada um desses projetos é preciso encontrar uma geometria que satisfaca o estado de tensdes
dentro dos limites especificados.

H& casos onde se necessita aumentar a quantidade de restricdes, logo o processo de
otimizacdo deve conter facilidades de flexibilizacao referentes as decisfes tomadas durante o
processo, isso auxilia na formacdo de solugBes alternativas para os problemas. Restricdes
comuns em problemas estruturais séo tensoes, deslocamentos, frequéncias de vibracéo, cargas
criticas de flambagem, etc.

O projetista deve ater-se a alguns aspectos importantes da otimizacgéo estrutural como:

e Tamanho, forma e topologia sendo otimizadas no mesmo problema em
diferentes partes da estrutura;

e Critérios diferentes de otimizacdo em partes diferentes da estrutura;

e Estrutura submetida a varios carregamentos;

e Estrutura com possiveis variagcdes no sistema de apoios;

e Estrutura composta por varios tipos de materiais;

e Consideracdo de analises bi e tridimensionais;

e Otimizacdo considerando-se analise estatica, dindmica e estabilidade
simultaneamente;

e Otimizacdo com ndo-linearidades fisicas e geométricas (LEMONGE, 1999).

1.2.4 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

A otimizacdo topoldgica (OT) foi proposta na area académica por Martin P. Bendsge e

Noboru Kikuchi no ano de 1988. Foi difundida nos EUA e Europa a partir da publicacdo do
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artigo "Generating Optimal Topologies in Structural Design Using a Homogenization
Method".

Na década de 90, a OT passou a ser largamente utilizada pelas industrias automotiva e
aeronautica dos EUA, Japdo e Europa para 0 projeto de pecas mecanicas otimizadas.
Recentemente, em algumas &reas da engenharia, expandiram-se estudos académicos em
projetos de mecanismos flexiveis, atuadores piezoelétricos, antenas, motores
eletromagnéticos, etc.

Estudos de pesquisadores como Vanderplaals (1984); Suzuki e Kikuchi (1991); Haftka
e Gdirdal (1995); Rozvany, Bendsge e Kirsch (1995); Kikuchi et al. (1998) entre outros,
tornaram-se grandes referéncias na area.

A OT torna o processo de projeto genérico, sistematico e independente da experiéncia
especifica do engenheiro. Obviamente, a presenca do mesmo € indispensavel para a obtencéo
do projeto final e verificacdo do desempenho através de métodos numéricos e experimentais.

A OT envolve a busca pela topologia 6tima de uma estrutura, que permita a execucao
das funcgdes estruturais com o menor uso possivel de recursos. Consiste em um método
computacional que permite projetar a topologia 6tima de estruturas segundo determinado
critério de custo (maxima rigidez, menor peso, etc). Para determinados projetos a escolha da
topologia dtima influencia fortemente no custo e na seguranca do sistema empregado.
Verifica-se que este € um campo que sofre mudancas significativas, devido a crescente
importéncia dada ao longo do tempo (FONSECA, 2008).

O método distribui o material no interior de um dominio fixo de forma a maximizar ou
minimizar uma funcéo custo especificada. Em cada ponto do dominio, o material pode variar
desde ar (auséncia de material) até solido (total presenca de material), assumindo densidades
intermediarias entre ar e solido de acordo com um modelo de material definido.

O algoritmo encontra de forma iterativa a distribuicdo 6tima de material, o que torna o
processo rapido, caso contrario inimeras analises seriam necessarias para encontrar a
distribuicdo 6tima.

Na aceleracéo do processo de busca da distribuicdo 6tima de material, os métodos de
otimizacdo utilizam-se da informacdo dos gradientes (ou derivadas) da funcdo custo em
relacdo a quantidade de material em cada elemento.

Em um projeto estrutural analisa-se, primeiramente, a definicdo conceitual da
geometria e 0s materiais a serem empregados, de maneira que todos os requisitos de projeto
sejam atendidos. Além disso, a engenharia busca melhorar o desempenho das estruturas e

reduzir o seu custo de fabricacdo das mesmas.
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Stump (2006) faz uma ampla revisdo sobre OT, que também € conhecida como
Otimizacdo de Leiaute ou Otimizacdo de Forma Generalizada. Esse leiaute ou topologia da
estrutura é definido ndo apenas por sua forma delimitada pelo contorno externo, mas também
por sua forma interna, furos e conectividade existentes em seu dominio.

Eschenauer et al. (1994) propds o Bubble Method na qual faz-se a insergéo de novos
furos na estrutura e o subsequente uso do método de otimizacdo de forma, o processo de
otimizacdo € capaz de determinar qual a melhor forma das mesmas.

Maute e Ramm (1995) utilizam o método adaptativo para a obtencdo da estrutura
6tima. Esse método é baseado na suavidade no dominio de projeto que é calculada por meio
da aproximacdo de curvas Bézier; estas por sua vez sdo relacionadas a distribuicdo da
densidade do corpo. Essa abordagem reduz a quantidade de variaveis de projeto e melhora a
geometria em estudo.

Papalambros e Chirehdast (1990) utilizam um método de homogeneizacdo. A
aproximacdo integra a otimizacéo estrutural ao CAD (Computer aided design).

Xie e Steven (1993) propéem o método ESO (Evolutionary structural optimization).
Inspirados em elementos naturais como 0ssos, arvores, conchas, entre outros, que mesmo
submetidos a condi¢des adversas atingem suas formas étimas ao longo do tempo. O método
remove material, progressivamente, de acordo com os critérios de tenséo local impostos.

Garcia e Steven (1999) empregam o conceito de grid fixo juntamente ao MEF a fim de
simplificar a malha empregada e aumentar a eficiéncia computacional em problemas de
mudanca de geometria em funcdo do tempo. Entretanto, as tensdes podem ser comprometidas
em funcdo da malha empregada.

Dunning et al. (2011) também empregam a técnica de grid fixo com o MEF. Para
determinacdo da forma 6tima eles acoplam um esquema baseado na sensibilidade e garantem
o funcionamento do esquema para analise de carregamento com incertezas.

Os esquemas de grid fixo e ESO tém se tornado populares por sua simplicidade de
equacionamento e implementacdo. Apesar de numerosas experiéncias empiricas mostrarem
que as solugdes Gtimas obtidas assemelham-se a dos métodos mais rigorosos, existem
controvérsias relacionadas a validade dos resultados, principalmente, quanto a remogédo e
adicdo de material através de um dado critério de tensdo local.

Haftka e Grandhi (1986) destacaram a otimizacao de forma e dificuldade de garantir a
precisdo da analise para mudancgas de geometria continuas utilizando o MEF. A mudanca na
geometria pode causar distorcdo na malha dos elementos finitos, levando a deterioracdo da
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precisao das solucdes para tensdes e deformacdes. A combinac¢do do MEF com o esquema de
grid fixo pode reduzir a distor¢do. Contudo, alguns erros ainda permanecem.

As abordagens usuais da OT séo realizadas com o auxilio do MEF. O primeiro passo
consiste em definir o dominio no qual a estrutura pode existir. Esse dominio é limitado pelas
condigdes de contorno da estrutura e pelos pontos de aplicagdo de carregamentos. Outras
limitacGes s@o relacionadas com a restricdo do espaco ocupado. A Figura 1.2 apresenta o

procedimento.

Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia obtida
- - T
HHH el
-
! §
Fabricacgio - >®
Verificacio Interpretagio

Figura 1.2 - Procedimento tipico de projeto estrutural por OT. Fonte: Silva (2003).

E importante definir o dominio com o maior tamanho possivel, de forma a ndo limitar
o trabalho da OT. Como em qualquer méetodo de otimizacdo, quanto mais restricbes s@o
impostas, menor é a melhora de desempenho da solugédo obtida. Assim, restricdes de espaco
de ocupacdo da estrutura reduzem a otimalidade da solucéo no caso da otimizagdo topoldgica.

No segundo passo o dominio € discretizado em elementos finitos e sdo aplicadas as
condic@es de contorno.

No terceiro passo, 0s dados do dominio sdo fornecidos ao software de OT que num
processo iterativo distribui 0 material no dominio de forma a minimizar (ou maximizar) a
funcdo objetivo especificada, no caso, flexibilidade. O resultado obtido é do tipo mostrado na
Figura 1.2 (“topologia obtida™), onde a cor escura indica a presenca de material e a cor branca
indica a auséncia de material no ponto do dominio.

Nesse processo surgem pontos com cores intermediérias, denominados escalas de
cinza (gray scale). Eles indicam a presenca de materiais intermediarios que ndo podem ser
implementados na pratica. A escala de cinza € inerente a obtencdo da solucdo 6tima pelo
MEF. Dessa forma, a imagem da estrutura obtida por OT representa um excelente ponto de

partida que necessita ser interpretado para se atingir o projeto final da estrutura.
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A interpretacdo € a quarta etapa, esta € realizada usando-se métodos de processamento
de imagem, ou simplesmente desenhando-se uma estrutura baseada na imagem obtida por OT.

A quinta etapa consiste na verificacdo do resultado final da estrutura, que em geral,
ndo sdo intuitivos e é interessante fazer uma verificacdo da estrutura final. A Gltima etapa é a
fabricacéo da estrutura.

Nesse trabalho utiliza-se a metodologia para OT, porém, aplicando-se o MEC.

A Figura 1.3 ilustra como o material é distribuido pela OT no interior do dominio fixo
ao longo das iteracdes (somente metade do dominio é mostrado), utilizando o MEF. O
problema consiste em obter a estrutura com méxima rigidez e menor peso em um dominio bi-

apoiado sujeito a um carregamento no seu centro.
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Figura 1.3 - Distribuicdo de material no interior de um dominio fixo ao longo das iteragdes. Fonte: Silva (2003).

Nota-se que o resultado se aproxima de uma estrutura de trelicas como sugerido por
Anthony Michell no inicio do século XX.

E conhecido o comportamento estrutural de uma trelica, onde os elementos estfo
sujeitos a tracdo ou compressdo. Na viga inicial existem esforcos de flexdo. A distribuicdo de
tensdes numa barra sujeita a flexdo, apresenta uma variacdo linear com as tensdes maximas
em madulo (tragdo ou compressao).

Na abordagem tradicional de otimizacdo de forma alteram-se os contornos internos e
externos do dominio da estrutura de forma a obter a solu¢éo 6tima. Furos internos no dominio
podem ser aumentados, diminuidos ou deslocados, porém novos furos ndo podem ser criados.

Na abordagem de OT encontra-se a distribui¢do de material no dominio fixo estendido
que melhore a funcdo objetivo. Portanto, novos furos podem ser criados.

Os conceitos de modelo do material estdo relacionados a variacao de material em cada

parte, num intervalo entre zero (ar) e um (solido). A utilizacdo de valores discretos em OT
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mostra-se problematica, dando origem as instabilidades numéricas. Em uma formulacdo bem
sucedida permite-se que o material assuma valores intermediarios durante a otimizagédo
definidos pelo chamado modelo de material que determina a lei de mistura entre 0os materiais
zero e um. A formulagdo do modelo de material é o ponto chave da formulacdo de OT
utilizando o MEF.

Além do problema das escalas de cinza, pode ocorrer também um problema conhecido
como “tabuleiro de xadrez” mostrado na Figura 1.4. Este também € conhecido como
instabilidade de tabuleiro; nesse fendémeno aparecerem elementos de cor preta que
representam material sélido e elementos de cor branca que representam ar, a disposi¢do
desses dois tipos de elementos assemelha-se a um tabuleiro de xadrez. 1sso acontece devido a
formulacdo do MEF e a malha quadriculada utilizada pelo método. E possivel notar a
dependéncia do processo de otimizagdo a discretizacdo da malha empregada, quando mais
elementos possuir a malha, menor a quantidade de descontinuidades problemas.

A fim de minimizar o efeito das instabilidades presentes na formulacdo de OT
utilizando o MEF utilizam-se filtros de vizinhanca. A filtragem impde uma uniformizacéo nas
propriedades de elementos proximos, impedindo uma variacdo brusca de propriedades entre
elementos adjacentes.

tah lyirn de xadrez

11
L1

1 1]
11 L

Figura 1.4 - Efeito 'tabuleiro de xadrez'. Fonte: Silva (2003).

A OT também pode ser aplicada para projeto de estruturas discretas, como treligas. Ao
final da otimizacdo, a topologia da estrutura discreta é dada pelos elementos de trelica com
area maior que um valor minimo. Além do problema classico de otimizacdo de maximizacao
de rigidez para o menor volume de material, outras funcGes objetivo sdo possiveis ainda na
area de mecanica estrutural classica, como maximizacdo da frequéncia de ressonancia,

maximizagdo da carga de flambagem, minimizagdo da resposta em frequéncia da estrutura e
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maximizacdo da energia de impacto. Algumas dessas funcfes ja estdo implementadas em
softwares comerciais.

Utilizando o MEC espera-se resolver o problema sem a necessidade de relaxacdo do
algoritmo apresentado pelo MEF. Isso pode ser justificado pela malha do MEC ser
discretizada apenas no contorno da estrutura, o dominio ndo € influenciado pela discretizaco

empregada, eliminando as instabilidades e dispensando a utilizacao de filtros ou similares.

1.2.5 METODO LEVEL SET

Tanto na ciéncia como na engenharia, diversos problemas envolvem contornos e
interfaces. Formalmente, o contorno € uma linha que fecha ou limita exteriormente um corpo.
Na matematica, o contorno é entendido como uma curva (fungéo) que cerca uma determinada
area.

Com o passar dos anos, € crescente o desenvolvimento de técnicas para reproducao de
fendmenos fisicos onde as fun¢des matematicas que os representam variam de acordo com o
tempo. Em muitos casos, a movimentacdo e a evolugdo das funcBes com o tempo sdo
fundamentais para a representacdo precisa dos problemas.

Para exemplificar a evolugdo de uma interface, utiliza-se a Figura 1.5.

Figura 1.5 - Interface separando dois meios.

Considera-se um &cido corroendo um material, na Figura 1.5 - Interface separando
dois meios. a area cinza, o circulo branco e a circunferéncia representam, respectivamente, o
material, a auséncia de material e o acido. A velocidade da corrosdo depende da resisténcia
encontrada pelo acido, nas partes mais resistentes, a velocidade da corrosdo é menor do que

em outros locais.
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Ainda para a Figura 1.5, seja o circulo um bloco de gelo dentro de um recipiente com
agua. A borda do gelo (interface de interacdo) pode diminuir se a temperatura da agua
aumentar e pode aumentar caso a temperatura diminua. A velocidade de propagacdo da
interface depende da diferenca de temperatura entre o gelo e &gua. Neste caso a interface pode
avancar ou recuar, possibilitando que a velocidade de propagacao seja positiva ou negativa.

Como a interface pode avancar ou recuar, € possivel que ela passe pela mesma posi¢ao
em instantes diferentes. Portanto, ndo é possivel definir uma funcdo temporal T que associe a
interface a pontos do espaco (PEIXOTO; VELHO, 2000).

A movimentacdo das curvas pode ser realizada através das aproximagdes Lagrangeana
(explicita) e Euleriana (implicita). Maistrou (2008) discute essas aproximagdes, aponta suas
caracteristicas e diferencas, além das vantagens e desvantagens de se adotar uma ou outra
aproximacao.

A maneira mais simples para a representacdo de movimentos do contorno é a
aproximacdo Lagrangeana (explicita), nesse modelo s&o delimitados n6s conectados através
de segmentos de reta. Devido a similaridade da avaliacdo do contorno com 0 movimento de
uma cobra, a interface resultante é chamada snake. O método trabalha 0 movimento dos nos
de acordo com a velocidade 9 por meio da resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais
ordinarias.

O contorno tem uma representacdo paramétrica e 0 método é baseado na ideia de
minimizacao de energia. Para uma dada fungéo, considera-se que a cada instante de tempo t a
mesma esteja em um ponto diferente do espago. A procura do minimo para essas funcgdes é
realizada através de métodos numéricos classicos como: steepest descent, gradientes
conjugados, método simplex, entre outros.

A equacdo que representa 0 método é Lagrangeana e sua resolucdo é bem definida.
Apesar da simplicidade, a mesma possui algumas limitagdes. Durante a evolucdo, 0s nds tém
uma distribuicdo desigual, fazendo a representacdo numérica da curva tornar-se ineficiente.
Com a insercdo e a remocdo de nds é possivel melhorar a representacdo, entretanto, isso
introduz erros. Em curvas que apresentam ‘quinas’, 0 esquema ndo produz os efeitos
esperados. Em mudancas topoldgicas como fusdo e separagcdo de curvas, requer-se um
tratamento especial que pode dificultar a operacdo do método. Em funcdes de velocidade
dependentes de curvaturas F(kx) € comum utilizar a velocidade na direcdo normal a curva. A
curvatura € um vetor que aponta na direcdo normal a curva. O esquema é sensivel, pequenas

perturbacdes podem levar a instabilidades.
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Na aproximacdo Euleriana (implicita) das geometrias encontra-se 0 método level set
(MLS), proposto em 1988, por James Sethian (atual membro do Departamento de Matematica
na Universidade da California em Berkeley) e Stanley Osher (atual membro do Departamento
de Matematica na Universidade da Califérnia em Los Angeles). Eles propuseram o modelo de
propagacgdo e movimentagdo de curvas por meio de equagdes diferenciais parciais adequadas
e valores de funcgdes escalares, resultando na associacao de problemas de valor inicial.

O MLS simula e analisa movimentos de curvas em diferentes cenarios fisicos,
representa uma determinada curva (ou superficie) I' como a curva de nivel zero (zero level
set) de uma fungdo ¢ de maior dimenséo, denominada fungéo Level Set (LS). A Figura 1.6

ilustra um exemplo cléssico da fungdo LS.

Figura 1.6 - Fun¢do Level Set. Fonte: Napolitano (2004).

Sethian (1999) introduz poderosas técnicas numericas para analisar e implementar
movimentos de curvas. A metodologia proposta permite deslocamentos fundamentais para
contornos, repensando a geometria natural da perspectiva Lagrangeana e substituindo-a pela
perspectiva das equacdes diferenciais parciais Eulerianas.

De um ponto de vista tedrico-matematico o MLS elimina algumas complexidades do
movimento de curvas, particularmente, singularidades, solugdes fracas, formacao de choques,
condicGes de entropia, e mudangas topoldgicas que envolvem interfaces.

Da perspectiva numérica, o0 MLS utiliza-se de caminhos computacionais naturais e
precisos. Inclui-se a habilidade de construir esquemas de alta ordem, para problemas em duas
ou trés dimens@es. Representam-se facilmente quinas acentuadas e extremidades, além de ser

possivel a manipulagdo de mudangas topolégicas na fusdo e divisao de formas.
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No aspecto de implementacdo, as aproximacOes sdo baseadas em equacdes
diferenciais parciais, onde esquemas robustos resultam de parametros numeéricos. A adaptacéo
computacional é a chave da técnica.

O MLS é empregado na mecénica dos fluidos, processamento de imagens e Vvisdo
computacional, crescimento de cristais, geometria computacional, ciéncia dos materiais, entre
outros.

Merriman et al. (1994) fornecem subsidios para o entendimento da teoria de
movimento de jungbes de curvas. O MLS ¢é utilizado para movimentar maltiplas juncGes de
curvas. A equacao de difusdo € apresentada para gerar movimentos dependentes da curvatura
e estas sdo usadas para desenvolver um algoritmo para mover as mdaltiplas juncdes com
velocidades dependentes da curvatura.

Russo e Smereka (2000) apresentam uma formulagdo LS para movimento de
interfaces facetadas de cristais. A evolugdo é representada como o zero level set de uma
funcdo fase. O cristal € identificado pela orientacdo e velocidade das faces.

Sethian e Smereka (2003) mostram uma visdo geral do MLS para calculo de
problemas fluido-interface. As fungOes utilizadas na solugdo dependem da formulagdo
implicita da interface, representadas através de uma equacdo diferencial parcial de valor
inicial dependente do tempo. Realiza-se o acoplamento MLS-MEF para determinagdo dos
fluxos compressiveis e incompressiveis.

Bianchi (2003) apresenta os principais modelos computacionais de simula¢do neural,
funcionais e de crescimento neural. Na modelagem neural discute técnicas computacionais de
evolucdo de contornos que podem ser utilizados na simulacdo do desenvolvimento,
propagacao de frentes e contornos ativos. Os crescimentos sao baseados na velocidade normal
ao contorno. Aborda-se a evolugdo da membrana neural baseada em contornos, utilizando a
formulacdo de contornos ativos sob a agdo do campo elétrico externo e a curvatura da forma.

Min e Gibou (2004) apresentam 0 MLS para grids cartesianos onde a relacéo entre
células ndo é restringida. Eles discutem o esquema de reinicializacdo que transforma uma
funcdo arbitréria LS em uma funcéo distancia com sinal. Em seus exemplos em duas e trés
dimensdes demonstram a eficiéncia do método.

Garzon et al. (2005) constroem um método numérico para problemas de movimento
de contornos livres baseado no MLS e em integrais de contorno. A velocidade na interface €
obtida da solu¢éo da integral de contorno usando a técnica de Galerkin. Introduz-se uma nova
técnica LS propagando livremente o contorno no tempo. Eles atingem resultados similares aos

obtidos por outras metodologias.
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Preto et al. (2009) apresentam uma solucdo que usa o MLS para modelar o movimento
da interface para obtencdo de transformac6es de imagens. A manipulacdo de um conjunto de
parametros e funcbes velocidade fornece controle sobre a forma final do objeto a ser
reconstruido. Os resultados experimentais obtidos demonstram a eficiéncia do método.

Li et al. (2012) propGem a otimizacdo estrutural em 2D e 3D com método dos
elementos finitos estendidos (XFEM). A combinacdo do XFEM com o MLS promove um
elegante caminho para a resolucdo de problemas de otimizacéo topoldgica em uma estrutura
convencional.

Lim et al. (2003) apresentam um método que combina 0 MLS e o MEC para
simulacdo da dindmica de bolhas. Propdem-se uma formulacdo para atualizacdo da funcéo
potencial no contexto e 0 MLS é capaz de manipular naturalmente mudancas de topologia.

No campo da otimizacdo topoldgica € comum o acoplamento do MLS a outras
metodologias.

Majava e Tai (2004) apresentam uma nova metodologia para simulacdo de bolhas
dindmicas, chamada Level Set Indirect Boundary Element Method (LSBEM). Esta combina
as vantagens do MLS e do MEC.

Wang et al. (2003) mostram que os modelos LS sdo flexiveis na manipulacdo de
mudangas topologicas complexas e sdo concisos na descricdo da forma dos contornos das
estruturas. O procedimento matematico € bem fundamentado e conduz a um algoritmo
numeérico que descreve a otimizacdo estrutural como uma sequéncia de movimentos do
contorno implicitos convergindo para uma solucdo 6tima e satisfazendo restri¢des especificas.
Os resultados demonstraram que 0 MLS pode facilmente representar contornos complexos, é
capaz de formar buracos, realizar divisdes de contornos em mdaltiplos pedacos ou fundir varias
curvas para formar um Gnico contorno.

Cervera e Trevelyan (2005) usaram o MEC para otimizacdo topoldgica para
problemas em 2D e 3D onde a estrutura foi representada explicitamente através da abordagem
NURBS (Non Uniform Rational Basis Spline) que é um modelo matematico utilizado em
programas gréficos para gerar curvas e superficies. As splines sdo movidas de acordo com a
resposta de valores de tensdo local calculados.

Abe et al. (2007) propdem a utilizacdo de um grid de pontos para auxiliar a mudanca
de topologia da estrutura. Eles utilizam o MLS como funcdo distancia com sinal entre o
contorno da estrutura e os pontos do grid. O MEC é utilizado para o célculo das tensdes e
deformacgdes do problema, os elementos de contorno sdo discretizados ao longo dos pontos

onde a distancia € nula. A andlise de sensibilidade é realizada para reconstrugdo da estrutura,
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isso fornece a velocidade de propagacdo do contorno. Os exemplos numéricos validam e
mostram eficiéncia do acoplamento MEC-MLS.

Marczak (2007) apresenta a implementacdo de conceitos da derivada topoldgica
acoplados a formulagdo do MEC. A derivada topoldgica é avaliada em pontos internos
impostos em todo o dominio da estrutura, estes sdo eliminados onde seus valores forem
inferiores a valores especificados, assim € possivel a formacdo de furos. Os resultados
comprovam que a formulacédo fornece a topologia 6tima da estrutura.

Neches e Cisilino (2007) utilizam a derivada topoldgica e o MEC para calcular tensdes
e deformacdes. Os modelos sdo discretizados através de elementos lineares e com distribuicao
de pontos no interior de todo o dominio. O funcional principal calculado € a energia potencial
total. O material é reduzido através da eliminacdo dos pontos internos ao dominio e nés do
contorno onde os valores de derivada topoldgica sdo inferiores a uma faixa estipulada. A nova
geometria € reconstruida com um algoritmo de triangulacdo capaz de detectar furos onde o
material é eliminado. O procedimento é repetido até que critério de parada é satisfeito.

Dijk et al. (2008) abordam os conceitos do MLS aplicados a otimizagédo topoldgica
usando parametrizagdo da conectividade do elemento. Para as estruturas entende-se que o
MLS é uma aproximacdo que usa uma descri¢do implicita flexivel do dominio do material.
Este dominio estrutural € descrito por uma fungdo LS onde o zero level set representa o seu
contorno. Durante a otimizacdo o contorno da funcdo LS é deslocado em uma direcdo
favoravel baseada na anélise da sensibilidade da forma, enquanto a descri¢cdo da interface
permite as mudancas topoldgicas do contorno zero level set.

Bertsch et al. (2010) apresentam o acoplamento do MEC a derivada topoldgica para a
determinacdo da topologia 6tima de estruturas em 3D. A derivada topoldgica representa a
sensibilidade do problema a mudangas de topologia. O funcional de energia total é a funcéo
objetivo a ser otimizada. O problema de otimizacdo é resolvido incrementalmente. PorcGes
pequenas de material sdo eliminadas a cada etapa e é necessaria a reconstrucdo da estrutura.
Alguns exemplos ratificam o adequado funcionamento do acoplamento.

Shichi et al. (2012) realizam a otimizacdo topoldgica através do acoplamento MEC-
MLS. Eles discutem otimizacdo para problemas elasticos em 3D usando o MLS e o Método
de Regularizacdo de Tikhonov. Restrices de volume sdo empregadas no processo. Os
resultados apresentados mostram a eficiéncia do acoplamento.

Yamazaki et al. (2012) propdem o acoplamento MEC-MLS onde as coordenadas dos
elementos de contorno sdo substituidas por fun¢des nodais do MLS e coordenadas da malha

Euleriana que auxilia a evolugédo da funcdo LS. Essa substituicdo das coordenadas gera uma
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imersdo na malha Euleriana, entdo a formulacgéo recebe o nome de ‘MEC-imersos’. A imersao
elimina os problemas de escalas de cinza, tabuleiro de xadrez e outras dificuldades numéricas
comuns em problemas de otimizagdo topoldgica. A formulacdo trabalha com a minimizacgéo
da flexibilidade da estrutura. Os resultados sao satisfatérios e validam a proposta do método.

Yamada et al. (2010) apresentam uma nova proposta para a otimizacao topoldgica por
meio do acoplamento do MEF-MLS incorporando interfaces de energia ficticias ao problema.
Primeiramente, o problema de otimizacdo é formulado pelo MLS e um método de
regularizacdo é introduzido explicando a existéncia das interfaces de energia ficticias, estas
substituem a topologia original e reconstroem a estrutura adequadamente. O funcional
minimizado resolve a equacdo de reacao-difusdo do MLS. Os resultados para estruturas em
2D e 3D mostram a eficiéncia do método e representatividade da formulacao.

Otomori et al. (2011) propdem a otimizacdo topoldgica através no acoplamento do
MLS-MMA (Método de Movimentos Assintoticos). A utilizacdo do MLS elimina todas as
descontinuidades numéricas como escalas de cinzas e similares, pois sua representacdo para
as funcdes € implicita. O método proposto atualiza a funcdo LS usando programacdo
matematica para facilitar o tratamento das fungdes e restricdes. O célculo de tensdes e
deformacbes € realizado através do MEF. Os resultados sdo satisfatdrios e mostram a
eficiéncia do método proposto.

Yamada et al. (2013) realiza a OT de estruturas em 3D através do acoplamento MEC-
MLS. A funcdo LS ¢é utilizada para controlar o contorno 6timo da estrutura. As condicGes de
contorno sdo impostas explicitamente e variam ao longo do contorno. Eles propdem a
existéncia de um problema adjunto que juntamente com o problema real € parte do funcional a
ser otimizado. A parcela de regularizacdo contendo a funcdo LS e as restricbes de volume
também fazem parte do funcional. A analise de sensibilidade é realizada para atualiza¢do da
funcdo LS e dos multiplicadores de Lagrange presentes. O processo € repetido até que as
restricdes sejam atendidas e os valores para a funcdo LS sdo praticamente constantes de uma
iteracdo para a outra. Os exemplos mostrados apontam para a eficiéncia e bom funcionamento
da formulacédo proposta.

Ullah et al. (2014) utilizam uma abordagem evolucionéria de otimizacdo topoldgica
aplicada ao acoplamento MEC-MLS. Durante 0 processo de otimiza¢do, o método introduz
furos automaticamente. O zero level set descreve as geometrias interna e externa da estrutura.
O contorno é representado através da abordagem NURBS para curvas suaves na malha do
MEC. O método proposto gera geometrias 6timas para estruturas em duas dimensdes, 0s

resultados sao validados através de exemplos de referéncia presentes na literatura.
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A otimizacdo topoldgica fornece ao MLS uma larga aplicabilidade. Ao contrario de
outros tipos de otimizacao de geometria, a locacdo da interface é conhecida tdo bem quanto a
direcdo normal ao contorno. No contexto geral da otimizacdo o MLS pode ser dividida nas
etapas de parametrizagéo, atualizagdo e discretizagao.

A parametrizacdo define um espaco na qual a configuracdo 6tima € solicitada. Uma
funcdo level set pode ser parametrizada em termos de uma funcédo base, dada em relacdo a
coordenada espacial (x, y, z) e ao parametro de tempo t.

A atualizacdo acontece de acordo com os campos de forma, contorno e velocidades
definidos, utilizando-se andlises de sensibilidade de forma. A velocidade do contorno é
derivada das equac6es que governam a formulacdo da mecénica do continuo.

Verifica-se na bibliografia que a formulacdo do MLS contém grandes vantagens
tedricas e praticas sobre os modelos convencionais, especialmente no contexto da otimizagédo
topoldgica. Primeiramente, os modelos LS sdo topologicamente flexiveis. A funcdo escalar ¢
é definida para fornecer sempre uma topologia simples; entretanto, representar superficies
complexas, permitir a formacdo de descontinuidades, diviséo em mdltiplos contornos ou
fusdo de varios contornos em um unico, o0 modelo sofre significantes mudancas de forma para

qualquer contorno convencional.

1.3 OBJETIVOS

Como objetivos gerais encontram-se estudar e compreender 0 metodo dos elementos
de contorno (MEC), o metodo level set (MLS) e o software FORTRAN e utilizé-los,
adequadamente, para formular problemas relacionados a otimizagdo topoldgica de estruturas
planas.

Especificamente, objetiva-se acoplar o MLS a um modelo baseado nas equacdes
algébricas do MEC. Espera-se que o acoplamento proposto resulte a geometria otimizada da
estrutura sem a necessidade da aplicacédo de filtros.

Portanto, esta dissertacdo resulta em um programa computacional, implementado na
linguagem computacional FORTRAN 90, capaz de determinar a topologia 6tima de uma
estrutura plana. O programa é aplicado a diversos problemas, e seus resultados séo analisados
minuciosamente, para avaliar a eficiéncia do acoplamento MLS — MEC como um gerador de

solucdes estruturais otimas.
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1.4 JUSTIFICATIVAS

Os projetos de engenharia tem a crescente necessidade de otimizacdo. Alguns
conceitos como a sustentabilidade estdo fortemente presentes no cenario econémico atual,
nesse sentido, a minimizacdo da quantidade de matéria-prima empregada e do custo de
producéo séo diferenciais almejados pelas grandes corporagdes em suas linhas de producéo.
Além disso, a maximizacao dos lucros também é um requisito desejado.

A otimizacdo topologica é, certamente, a melhor maneira de se chegar a essas
caracteristicas. Exemplos disso sdo aplica¢fes na industria aerondutica onde seria possivel a
reducdo do peso da estrutura das aeronaves através da otimizacdo topoldgica de seus
elementos estruturais; na industria automobilistica a otimizacdo dos componentes estruturais e
partes do motor trariam melhor desempenho para os projetos e seria possivel a exploracdo de
formas e conceitos mais arrojadas para 0s mesmos; entre muitas outras aplicagdes.

A motivacdo desse trabalho esta em avancar no campo das aplica¢fes envolvendo o
MEC, especialmente, em um dominio onde este €, reconhecidamente, mais eficiente que
outros métodos numéricos. Contribuir no desenvolvimento de solugfes inovadoras para
problemas complexos de engenharia. E iniciar a linha de pesquisa de otimizacao topoldgica
no Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP.

1.5 DESCRICAO DOS CAPITULOS DA DISSERTACAO

Apresenta-se o contetido dos capitulos da dissertagéo.

O Capitulo 1 introduziu os principais temas tratados, mostrou suas caracteristicas,
vantagens de utilizacdo e aplicabilidade. Bem como, 0s objetivos e justificativas para a
realizacdo desse trabalho.

O Capitulo 2 contém de forma resumida os topicos relacionados ao Método dos
Elementos de Contorno, seus conceitos fundamentais, formulacdes e hipdteses, aspectos
importantes considerados no equacionamento e implementacéo.

O Capitulo 3 mostra brevemente os conceitos matematicos relacionados ao Método
Level Set, suas diferentes abordagens e tipos de discretizagdo da equagao.

O Capitulo 4 apresenta as variaveis de um problema de otimizacdo e os tipos de

problema de otimizacéo estrutural existentes.
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O Capitulo 5 é o mais importante e complexo do texto. Apresenta-se a ideia principal
do trabalho e contempla o desenvolvimento da formulacdo de acoplamento MEC-MLS. E
realizado o equacionamento e sdo apresentadas as hipdteses e simplificacdes adotadas, além
de todos os aspectos de implementacdo computacional relevantes. O capitulo contempla os
problemas: mecénico, otimizacao e reconstrucao da estrutura.

O Capitulo 6 testa o codigo computacional desenvolvido, validando-o através de
exemplos e analises dos resultados obtidos.

O Capitulo 7 fecha o texto com as conclusdes acerca do tema e mostra perspectivas de
trabalhos e investigagdes futuras envolvendo o tema proposto.
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2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

2.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Ao se estudar o MEC é necessario o conhecimento de alguns conceitos fundamentais.
A seguir, apresentam-se e discutem-se brevemente esses conceitos. Os mesmos s&o Vistos

detalhadamente em Brebbia e Dominguez (1992).

2.1.1 SOLUCAO FUNDAMENTAL PARA PROBLEMAS PLANOS

No desenvolvimento da formulacdo do MEC é necessario o uso de solucgdes
fundamentais para as variaveis envolvidas.

O problema fundamental da elasticidade consiste na solucdo da equacao diferencial de
equilibrio para um corpo sujeito a acdo de carregamentos estaticos. A solucdo para esse
problema em meios isotropicos foi enunciada por Kelvin em 1848.

Para problemas planos considera-se um dominio infinito sujeito a acdo de um
carregamento concentrado unitario atuando em um ponto denominado ponto fonte
(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992).

Fisicamente, ndo é possivel que o carregamento pontual seja descrito em termos de
fungbes matematicas cléssicas, € intrinseca a existéncia de uma superficie (&rea) onde o
carregamento exerce sua influéncia. E conveniente expressar esse carregamento por meio da
teoria das distribui¢fes usando a distribuicdo delta de Dirac.

A distribuicdo delta de Dirac consegue representar eficientemente a acdo pontual de
carregamentos concentrados em problemas da elasticidade linear. A teoria das funcdes
generalizadas explica as propriedades da funcdo delta de Dirac. Sua obtencdo é dada por meio
da funcdo degrau unitario, também denominada Heaviside. A funcdo Delta de Dirac €
definida pela Eqg. (2.1).

- ey



46

Verificando as propriedades, admite-se que a fungédo f(x) é conhecida e bem definida

no ponto x = 0. Por meio do teorema da média para as integrais chega-se a Eq. (2.2).

o)

j f(x). Af(x)dx = f(0) (2.2)

— 00

Essa propriedade pode ser denominada de filtragem da funcdo Delta, ela acontece
devido a variacdo de f(x) em torno do ponto x = 0 ser desprezivel. Pela Eq. (2.3) define-se a

funcéo Delta em sua forma geral.

o

f f(x). Af(x — a)dx = f(a) (2.3)

—00

A Eq. (2.4) contém o conceito da funcdo delta de Dirac expandido para dominios

planos.

0,
A(p,Q) = {oo, i_?; i %} 2.4)

Entdo, constroi-se a Eq. (2.5) analoga a Eq. (2.3).

[oe)

f f(Q). A(p, QdQ = f(p) 25)

— 00

E importante lembrar que n3o sdo aplicaveis os conceitos comuns de funcéo
matematica para esta distribuicdo. Apesar das grandezas representadas por elas ndo serem
funcbes, as mesmas sdo tratadas formalmente com tal, permitindo o surgimento dessas
propriedades e resultados satisfatorios.

Partindo desse conceito, introduz-se a ideia da distribuicdo delta de Dirac na teoria do
MEC. Quando se leva em conta a condigdo de equilibrio, verifica-se que o carregamento do

corpo b; deve ser igual a funcédo delta de Dirac, visto na Eq. (2.6)
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bi = Af. € (26)

onde Af é a funcdo delta de Dirac e e; é o versor que define a direcdo da aplicacdo do
carregamento.

Usando esse resultado e a equacao de equilibrio Eq. (A.2), reescreve-se a mesma em
termos de deslocamentos. Emprega-se a Lei de Hooke Generalizada da Eq. (A.5), que
relaciona as tensdes as deformacBes, e em seguida aplicam-se as relagbes deformacdo-
deslocamento da Eqg. (A.7). A equacdo de equilibrio em termos de deslocamento, para
material isétropo sob estado plano de deformacéo pode ser definida pela Eq. (2.7).

1 Al e
(1 - z.v) Uiy i Tl =0 “n
Onde p é 0 moédulo de elasticidade transversal. A solucdo dessa equacao representa a

solucdo fundamental para deslocamentos. No estado plano de deformacdo a solugdo é dada
por:

1 1
* _ _ z 2.8
up (f, ©) S (l—v) [(3 4.v).In (r) O + 1. r,k] (2.8)

onde ry € a derivada da distancia, entre o ponto fonte (f) e os pontos onde devem ser
avaliados a solugéo fundamental, pontos campo (c), em relacdo a direcéo k.

Destaca-se que o simbolo * representa variaveis associadas ao estado fundamental.
Efetuando a diferenciacdo da Eq. (2.8) é possivel obter a expressdo para a solucdo
fundamental das deformagdes. O resultado dessa operagéo é dado pela Eq. (2.9).

eq(f0) = . [(1 —2.v). (r,k. 811) — T O

8.muw(l—v).r (2.9)
+ 2.r;.1). r_k]
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A partir da solucdo fundamental das deformacgdes pode-se aplicar a Lei de Hooke
generalizada da Eq. (A.5) e obter-se a expressdo para a solucdo fundamental das tensdes

conforme apresenta a Eq. (2.10).

Giklk(f' C) = m . {(1 — 2. V)- (r,k- 8il + Ll 8ik — I 81k) (2.10)

+ 2.ry.1). r,k}

Por fim, o equilibrio pode ser efetuado no contorno com o objetivo de calcular a
expressdo para a solucdo fundamental das forcas de superficie. O procedimento resulta na Eq.
(2.112).

Pi(f,c) = m.{r,n[(l —2.V). 8y + 2.1). r,k] 2.11)

+(1—=2.v).(Tx — Nk r,l)}

Observa-se que as solugbes fundamentais apresentadas possuem singularidade na
distancia entre os pontos fonte e campo. Quando os pontos fonte e campo aproximam-se 0
valor das solucdes fundamentais tendem a infinito. Para evitar esse problema emprega-se o
processo de sub-elementagdo, onde o elemento de contorno considerado é subdividido em
elementos menores permitindo um melhor mapeamento das grandezas envolvidas tornando o

processo de integracdo das equagdes mais preciso.

2.1.2 EQUACIONAMENTO PARA O PROBLEMA ELASTICO PLANO

O equacionamento do problema elastico via MEC pode ser efetuado com sucesso e de
forma expedita empregando-se o principio da reciprocidade de Betti. Este teorema estabelece
que o trabalho realizado pelas tensbes de um estado | sobre as deformacdes de um estado Il é
igual ao trabalho das tensdes do estado Il sobre as deformagdes do estado | admitindo-se o
mesmo material em ambos os estados. Esse teorema pode ser representado por meio da Eq.
(2.12).
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| ofdlida=[ olf.dda .12)
Q Q

Aplicando esta equacdo para a formulacdo do MEC substitui-se um dos estados do
problema pelo estado fundamental, ou seja, representado pelas solu¢des fundamentais. Assim,

a Eq. (2.12) pode ser reescrita pela Eqg. (2.13).

f oix (F ©). g (c) dQ = f o1 (©). £ (F, ©) dQ (2.13)
Q Q

Aplicando a relacdo deformacdo-deslocamento, é possivel exprimir a relagdo da Eq.

(2.13) em termos de deslocamentos. Observa-se a nova relacéo na Eq. (2.14).

f oik (f, ©). u(c) dQ = f o1 (c). uj (f, c) dQ (2.14)
Q Q

Integrando por partes ambos os termos da Eq. (2.14) e aplicando a condi¢do de
equilibrio de superficie da Eg. (A.3), obtém-se uma expressdo envolvendo tensdes,
deslocamentos e forcas de superficie tanto do estado fundamental quanto do problema

estudado. Dessa forma, chega-se a Eq. (2.15).

_f Gflk,k(f,c)-ul(c)dﬂ+f Py (£, ©). u(c)dl
Q r
(2.15)
=- f ok (0. uj (f,0)dQ + f R(c). uj (f c)dTl
Q r

Emprega-se a equacdo de equilibrio da Eq. (A.2), tanto no problema real quanto no
problema fundamental como forma de substituir os termos de derivada das tens6es por forgas
de corpo. Atenta-se para o fato que no problema fundamental a carga de corpo, b;, é igual a
funcdo Delta de Dirac, A", Substituindo-se os termos reescreve-se a Eq. (2.15) por meio da Eq.
(2.16).
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f Af u(c) dQ +f Py (f,¢).u(c) dI'
Q

r

(2.16)
= f by (c). u; (f, c0)dQ + f P (c).uj (f, c)dl’
Q r
Integrando o termo que contém o delta de Dirac obtém-se a Eq. (2.17).
u; () + j P} (f,¢).u(c) dI = j Py(c).uj; (f,c) dT + j uj (f, ©).by(c) dQ (2.17)
r r Q

A Eq. (2.17) representa a identidade Somigliana, a qual fornece os valores de
deslocamento e tensdes em qualquer ponto do dominio dependendo dos valores dos
deslocamentos e forcas de superficie, conhecidos sobre o contorno, das forcas de corpo e das
solucdes fundamentais (BREBBIA & DOMINGUEZ, 1992).

Torna-se necessario transformar a Eq. (2.17) vélida para todo dominio, em uma
equacdo integral valida somente para valores de contorno, pois 0 MEC pertence a classe das
técnicas de contorno. Admite-se entdo, a divisdo do dominio e do contorno em duas partes,

conforme apresenta a Figura 2.1.

Figura 2.1 — Diviséo do dominio e do contorno para determinagdo da equagdo integral sobre o contorno. Fonte:
Leonel (2009).

Expressam-se as grandezas presentes na Figura 2.1 como:
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a=—0-0+0, (218)

(2.19)

Q. e I referem-se a introducdo de um semicirculo de raio ¥, e no centro desse
semicirculo esti presente o ponto de colocacdo. A identidade Somigliana fica avaliada no
contorno se as parcelas desta equacao referentes a Q. e I'. forem consideradas no limite de T,

tendendo a zero. Aplicando esse conceito a identidade Somigliana obtém-se a Eq. (2.20).

u;(f) = liné B(©).uj (fc) dl + liné uji (f, ©). bi(c) dQ
foid &

r-T+T¢ ~%Ja-a+0,

(2.20)
— lim Pj (f ©).u(c) dI

€20 Jr_Tyr,

Analisam-se isoladamente os limites da identidade Somigliana. Inicia-se com o

primeiro termo do segundo membro da Eq.(2.20).

lim Py(c).uj; (f,c)dlr

€20 Jr_T4r,

(2.21)

= lL'noz P,(c).uj; (f,c) dlr + lirr&f P,(c).uj; (f,c)dlr
- = &> I

€ r-T

Na analise da solucdo fundamental de deslocamentos u;;, Portela (1992) classifica a
singularidade dessa solucdo como do tipo fraca. Verifica-se que o segundo termo do segundo
membro da Eq. (2.21) é anulado durante a realizacdo do limite. Entretanto, o primeiro termo
necessita ser analisado no contorno.

O segundo termo da Eq. (2.20) também é analisado com mais facilidade.

lim u; (f,c).b(c) dn
20 Jo_a+a0,

(2.22)
= limf uj(f,¢).b(c) dQ + limf uj (f,¢).b(c) dn
£-0 0-0 &£-0 Q¢
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Verifica-se que a singularidade fraca presente na solucéo de deslocamentos u;;, leva o
segundo termo da Eqg. (2.22) a ser nulo na execucéo do limite. O primeiro termo de Eq. (2.22)
necessita ser avaliado no dominio.

O terceiro termo da Eqg. (2.20) também ¢é analisado.

lim | Py(f,0).w(c)dr

20 Jr_Tir,

(2.23)
= lim P (f,c).w(c) dl + limJ- P (f,c).u(c)dr
£-0 r-T £-0 Ie
A solucédo fundamental para forgas de superficie P;; esta encontra-se na Eq. (2.23). Na

singularidade, 1/r, o comportamento é diferente da singularidade da solucdo fundamental
para deslocamentos. O primeiro termo da Eq. (2.23) deve ser avaliado tomando a parte finita
de Cauchy. Para a sua existéncia, os deslocamentos prescritos no contorno devem obedecer a

condigdo de continuidade de Holder, expressa na Eq. (2.24).
J J
|”(c) N u(f)| S B o (2.24)

Onde B, v sdo constantes reais positivas. |B| < w e v < 1 e 15, € a distancia entre

0s pontos fonte e campo.

Obedecendo a continuidade de Holder o termo analisado por ser avaliado no contorno
do problema. Para o segundo termo do segundo membro da Eg. (2.23) considera-se a
expansdo em série de Taylor dos deslocamentos, em torno do ponto fonte. Na expansdo
considera-se apenas o0 primeiro termo, pois 0os demais termos anulam-se durante a execugao
do limite. Obtém-se a Eq. (2.25).

i%L P (f,c).u(c) dr
= lim fr Pi (f,0)-w(c) dr — lim fr Py (f,©).u (f) dI (2.25)

+ él_)n(’)lL P (f,c).u/(f) dr

Simplificando, chega-se a Eq. (2.26).
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Lim fr Pi(f @ ar
— lim f Py (f, ©). (i (©) — w(f)) dr" (2.26)
-0 Ie

+ lim f i ar

Considerando a continuidade da fungéo de deslocamentos no ponto fonte, tem-se que
0 primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.26) é nulo, entdo. Na Eq. (2.27) o termo é

eliminado.

Lim f Py (f,0).u(e) dr = w (f) . lim f Pi (f,c) dI (2.27)
e0r, &0,

Verifica-se que a integracdo e o limite do primeiro segundo termo do segundo membro
da Eq. (2.23) gera um termo independente que deve ser inicialmente isolado, e em seguida
adicionado ao termo livre de deslocamento presente no primeiro termo da Eq. (2.20).

A identidade Somigliana escrita para o contorno fica na forma da Eq. (2.28).

Ciz(f'c)-ul(f)+£ PiE(f:C)-uz(C)dr=J; Pi(c).uy (f,¢)dr (228)

+f u(f,¢). B (c) dn
0

Sendo j integral da parte finita de Cauchy.

O termo c;;, resultante da adicdo do termo apresentado no primeiro membro da Eq.
(2.20) com o termo livre consequente da avaliacdo do ultimo termo de segundo membro dessa
mesma equacdo do dominio para o contorno, é dependente da geometria do contorno

analisado. Apresenta-se um tensor de valores para esse termo na Eq. (2.29).

a  Cos(2.y).Sen(a) Sen(2.y).Sen(a)
2.7 4.r.(1-v) 4.1.(1—-v)
Sen(2.y).Sen(a) a  Cos(2.y).Sen(a)
4.m.(1-v) 2.7 4.m1.(1-v)

i = (2.29)
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Sendo a e y dependentes da posi¢cdo do ponto singular sobre o contorno. A obtencao
das variaveis ¢é ilustrada pela Figura 2.2.

I

Figura 2.2 — Parametros para calculo da equacédo integral sobre o contorno. Fonte: Leonel (2009).

Quando o ponto fonte encontra-se exterior ao contorno a matriz c;; é nula:

0 0

2.30
0 0 (2.30)

Cu = [
Quando o ponto fonte encontra-se interior ao contorno a matriz c;; € a identidade:

4= [1 0 2.31)

o 1

Em um contorno suave (sem angulosidade), o ponto de colocacdo torna-se a matriz
identidade multiplicada por 1/2:

1
¢y = I /2 0 l (2.32)
0o 1/

2.1.3 APROXIMAGCOES SOBRE O CONTORNO
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Deduziu-se a equacdo integral em deslocamentos para pontos sobre o contorno, torna-
se necessario agora a sua utilizacdo pelo MEC. Para que isso aconteca é preciso que 0
contorno do problema seja discretizado em elementos de contorno. Os elementos representam
a geometria do problema por meio de func¢Ges que permitem a aproximacdo das grandezas
envolvidas no problema.

De acordo com o grau de aproximacdo o problema de elementos de contorno pode
classificado como:

e Constante;

e Linear;

e Quadratico;

e Clubico;

e Ordem superior.

O grau de aproximacdo pode ser diferente tanto para a geometria quanto para as
grandezas envolvidas no problema. Isso conduz a caracterizacdo dos elementos de contorno
como:

e Sub-paramétricos;
e Isoparamétricos;
e Super-paramétricos.

Nesse trabalho usam-se elementos de contorno descontinuos lineares isoparametricos,
onde a aproximacado da geometria é a mesma utilizada para as grandezas envolvidas.

Desconsiderando as forgas de dominio do corpo constréi-se numericamente a

identidade Somigliana na Eq. (2.33).

[c]{u}p+§ j [P*]{u}dr; =§ f [u*]{P}dr; (2.33)
J=1\r; J=1\r;

Onde NE é o numero de elementos de contorno adotados para a descricdo do
problema. E p € o ponto fonte considerado (LEONEL, 2009).

2.1.4 FUNCOES DE APROXIMACAO
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O principio da discretizagdo do contorno é baseado na aproximacdo da geometria do
corpo através de funcOes matematicas onde alguns pontos possuem as coordenadas
conhecidas.

Os pontos de coordenadas conhecidas sdo chamados de nds do contorno, e € por meio
deles que se delimitam os elementos. As aproximacgdes acontecem através de uma funcéo
matematica com valores nodais.

A boa escolha da funcdo aproximadora a ser utilizada na técnica numérica é
fundamental para a qualidade dos resultados.

E comum na literatura o uso de elementos constantes e lineares, isso pode ser
justificado em sua facilidade para manipulacdo das integrais e implementacdo computacional.
A solucdo analitica para as equacdes integrais anularia a necessidade de tratamento numérico
das mesmas.

O uso de elemento de alta ordem costuma ser evitado pelas dificuldades em se
desenvolverem as equacdes integrais analiticas para a obtencéo da solucdo. A implementacgéo
para elementos de alta ordem se torna mais facil usando-se os polinémios de Lagrange e 0s
métodos de integracdo numérica de Gauss-Legrendre. Esse procedimento foi apresentado por
Coda (2000). Através desse procedimento € possivel elaborar uma rotina para a generalizacao
da funcéo aproximadora permitindo o uso de elementos curvos e com aproximacdes de ordem
qualquer para as variaveis envolvidas.

E vantajoso o emprego de elementos de alta ordem frente ao uso de elementos de
ordem menor. O uso de elementos constantes e lineares exige uma maior discretizacdo das
superficies para obtencdo adequada dos resultados. A melhoria desses depende diretamente do
refinamento da malha empregada, o que reduz o tamanho dos elementos e consequentemente

aumenta o tamanho do sistema a ser calculado.

2.1.5 POLINOMIOS DE LAGRANGE

Numericamente, os polindbmios de interpolacdo de Lagrange sdo aplicados na
determinacéo das fun¢des de forma do elemento curvo.

Considerando um elemento qualquer j de ordem n — 1 existem n func¢des de forma,
cada uma representando um né desse elemento. A aproximacdo é feita assumindo-se valores
para 0s nds de acordo a funcdo. Dessa forma, cada funcdo de forma ¢; possui valor unitario

em i e nulo nos demais nos do elemento.
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Kzam (2009) mostra a formulacdo de elementos de contorno curvos com qualquer
ordem de aproximacdo. Os elementos de contorno sdo gerados a partir dos polindmios de
Lagrange da Eq. (2.34).

l_[ (S( E}
(2.34)

]?‘-‘l

Os polindbmios de Lagrange resultam do produto de n fatores lineares e satisfazem a

particdo da unidade, como pode ser visto na Eq. (2.35).

PXIGES! 239
i=1

Verifica-se também a veracidade da Eq. (2.36).

Z di _ (2.36)

Em pontos especificos do dominio —1 < ¢ < +1, a funcéo de forma assume o valor
da Eq. (2.37)

(2.37)

(&) =6y

onde &;; € o delta de Kronecker.
Kzam (2009) restringe o dominio da funcdo de forma ao intervalo [—1, +1] devido as
aplicacdes da quadradura de Gauss-Legendre que acontecem no problema. A Figura 2.3

mostra um elemento curvo expresso em coordenadas adimensionais.
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Figura 2.3 — Elemento curvo com coordenadas adimensionais. Fonte: Silva (2010).

Ao se utilizar elementos de contorno curvos na analise de problemas com o MEC,
calculam-se os versores normais e tangentes sobre os pontos de colocacao, e também sobre os
pontos da integracdo numeérica. Essa caracteristica € fundamental para a generalizacdo do grau
da aproximacdo usada na interpolacdo com esses polindmios. A principal vantagem de se usar
os polinbmios de Lagrange é a facilidade em se gerarem elementos de contorno
isoparamétricos.

Esse artificio € usado com o intuito de facilitar a geracdo das funcdes de forma e
elaborar uma estratégia de integracdo numérica geral. Introduz-se um elemento de contorno
curvo qualquer, no espago adimensional da coordenada ¢. Para que essa transformacgéo seja
escrita corretamente é necessario representar o segmento do contorno drI;, a partir do

Jacobiano da transformacao:

dl, = Ja(§)d§ (2.38)

sendo

Jn(§) = J Prmg (E)X]™. Py e (E)y™ (2.39)

O Jacobiano da transformacdo do elemento unidimensional definido no espaco
cartesiano bidimensional com i variando de 1 a 2, e n 0 nimero do elemento, e m a variagdo
da quantidade de nds por elemento (KZAM, 2009).
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Determinadas as funcdes de forma para os nos dos elementos, os deslocamentos no

interior do elemento sdo descritos por meio da Eq. (2.40).

U
u
{u} = 52 = %1
Unn

P,
=1t =%
Pnn

0
$1

¢
0

0 d)TlTL

0 ¢nn
by 0

]

0 1
¢nn

<
)

b = [p]{u}

- = [pl{P},

(2.40)

(2.41)

Os termos u;™* e P*™ indicam os deslocamentos e as forgas de superficies atuantes no

n6 nn segundo a direcdo L.

Os termos {u}, e {P}/, representam os deslocamentos e as forgas de superficie nodais

presentes nos nos pertencentes ao elemento j segundo a direcdo n.

2.1.6  CONSTRUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Determinaram-se as equacdes que relacionam o deslocamento do ponto de colocagéo

considerado, as forcas de superficie e deslocamentos nodais dos demais elementos presentes

na malha construida. As matrizes resultantes do processo de integracdo contém a influéncia de

todos os elementos presentes na malha, estas sdo denominadas muitas vezes de matrizes de

influéncia.

Escrevem-se entdo as Eq. (2.42) e (2.43).
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[HINF]pj = f [P*][¢pldI; (2.42)
[@w]pi = j [w*][pld]; (2.43)

J

Admitindo-se a simplificacdo por meio da Eq. (2.44), calcula-se a Eq. (2.45).

q PJ" .
el = | | e PP sejer (2.44)
[HINF] + [c][¢]?, sejcp
NE NE
Z[HINF]M{UEL = Z[GINF]pj{P}:l (2.45)
=1 =1

Para problemas elasticos planos, o numero de graus de liberdade por n6 € quatro,
sendo dois deslocamentos e duas forcas de superficie. No entanto a metade destes parametros
é conhecida diretamente por meio da aplicacdo das condi¢Bes de contorno do problema. O
problema passa a ser resolvido com um ndmero de equacdes igual a duas vezes o nimero de
nos da malha. Escrevendo as equacdes para todos os pontos de colocacdo do modelo tem-se
um sistema resultante da ordem de duas vezes o numero de nos da malha, dado na forma da
Eq. (2.46).

[H]{u} = [G]{P} (2.46)

A solucdo para o sistema apresentado na forma da Eq. (2.46) € realizada aplicando-se
as condicOes de contorno do problema. Na introducdo das condigfes de contorno as matrizes
[H] e [G] de tal maneira que as variaveis conhecidas estejam em seu primeiro membro e as
incognitas no segundo. Esse procedimento é realizado por meio da troca das colunas entre as

duas matrizes, o sistema resolvido é o da Eq. (2.47).
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[A]{Inc} = [B]{VP} (2.47)

Onde [A] e [B] sdo as matrizes [H] e [G] modificadas, respectivamente. {Inc} é o
vetor das incognitas e {/P} o vetor das variaveis prescritas (BREBBIA; DOMINGUEZ,
1992; ALIABADI; HOOKE, 1992).

2.1.7 GRANDEZAS INTERNAS

Conhecidos os valores dos deslocamentos e das forcas de superficie no contorno do
problema, algumas grandezas importantes podem ser calculadas no interior do dominio.
Os deslocamentos nos pontos internos podem ser obtidos empregando-se a identidade

Somigliana, que na forma matricial é escrita na Eq. (2.48).

NE NE
o+ | [1eliglan |udh =Y ( [ wlieldr; |y @4®)
J=1\r; J=1\r;

Para a obtencdo dos deslocamentos internos ao dominio, os pontos fonte passam a ser
0s pontos determinados no interior do dominio. Entdo, as matrizes [H"] e [G"] recebem o
simbolo " para diferencia-las das matrizes [H] e [G] utilizadas na obtenc&o dos deslocamentos
e forcas de superficie no contorno.

As tensdes nos pontos internos podem ser obtidas empregando-se a Eq. (A.5),
modificada pela introducdo da relacdo entre deformacbes e deslocamentos da Eq. (A.7).

Escreve-se a expressao para as tensoes, Eq. (2.49).

SPi = 2.4.v

ij = (1_—21/) 511 U + u. (ui']- + u]',i) (2.49)

Substituindo a identidade Somigliana na equacéo das tensdes, e desprezando as forcas

de corpo, obtém-se a Eq. (2.50) para as tensdes.
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]
2.uv 0P, (0P 0P
f{(1—2.v)'5if' 9%, +”'<axj o, )| Pedl
r

A Eq. (2.51) é a forma compacta da Eq. (2.50).

. 2.1V ouy, oup,  O0ujy
pl — ) l ]
o _f{(l_z_v).&j. 5 +‘u'(6x- + o P.dl + (2.50)
r

O-Sl .kaU Pdl’ — fskij.der (2.51)
r

r

Sendo os termos Dy;; e Sy;; dados pelas Eq. (2.52) e ((2.53).

= a2 (e 8y + 7 S + 7 ) 252

o E
KT 4w (1= 1?)

-z {ZT:n[(l - ZV)T’k 611 + v. (T"] 6ki + ri. 6]k)

2.53
—Aririre] + 2.0 (nli.r,j.r‘k + 77,]--7‘,1'-7',1() (2:53)

+(1 - ZV) (Zn’k'r,lr'] + T]'j.(sik + T’,i' 6]k) - (1 - 41/)77’](5”}

A Eq. (2.54) ¢ a representacdo matricial da Eq. (2.50).

NE

NE
{o}P! = {012} Z [G"nF] {P}i - Z[H"INF]{M}ZL (2.54)

j=1

As matrizes H";yr € G";yr indicam as matrizes do processo de integracdo das

variaveis Sy;; e Dy;;, respectivamente sendo o ponto fonte o ponto interno ao dominio.
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2.1.8 SINGULARIDADES DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A formulacdo tratada até agora € ndo-singular, pois existe um raio maior do que zero
entre os pontos fonte e os elementos de contorno, ou seja, 0s pontos fonte ndo encontram-se
sobre o contorno, e a integracdo numeérica resolve adequadamente o problema.

Na condicdo dos pontos fontes estarem localizados sobre o contorno, o valor do raio
utilizado nas solugdes fundamentais tem valor nulo, levando a func¢éo para um valor infinito.

Emprega-se entdo o método de subtracdo de singularidade, o que torna possivel a
integracdo numeérica dos elementos singulares, sem oferecer prejuizo aos resultados.

A aplicacdo técnica de subtracdo de singularidade na matriz H para dominios finitos é
evitada usando-se o principio de movimento de corpo rigido, este trata do deslocamento
(translacdo ou rotacdo) ocorrido em um corpo s6lido na auséncia de forcas aplicadas, assim,
ndo acontece nenhum deslocamento relativo entre as particulas do corpo. Sdo ausentes
deformacdes e distor¢cdes durante o deslocamento, e verifica-se o resultado contido na Eq.
(2.55).

[HI{U} = 0 (2.55)

Isso implica que os somatdrios de todos os termos pares e de todos 0s termos impares
das linhas da matriz H devem ser nulos. Para dominios infinitos as somas devem ser iguais a
unidade.

Para a matriz G 0 emprego do principio de movimento de corpo livre ndo pode ser
utilizado, é necessaria entdo a aplicacdo da técnica de subtracdo de singularidade (SILVA,
2010).

Basicamente, a técnica utiliza o processo limite, onde se considera o dominio
expandido em torno do ponto fonte de um valor de raio € quando esse tende a zero. Remove-
se a singularidade da solucdo fundamental subtraindo a parte singular da integral impropria
com um integrando de mesma natureza. As demais integrais sao resolvidas analiticamente.

A natureza da equacdo integral é determinada por meio do tipo de singularidade da
solugdo fundamental e ndo da distancia relativa do ponto fonte ao elemento de contorno,

sendo essa distancia relevante na avaliagdo da qualidade da integragéo.



64

Aliabadi (1992) discute detalhadamente o método de subtracdo de singularidade, ele
equaciona o método para as subtrac@es de singularidades de natureza In(r), 1/r e 1/rz.

Escrevendo-se uma expansao em série de Taylor sobre o ponto fonte em coordenadas
adimensionais ¢ imaginando um elemento reto ficticio de contorno I7,,,,, com origem no ponto
fonte de coordenada adimensional &,. A subtracdo do nucleo integral deve acontecer apenas
no primeiro termo da série. A integral regular remanescente deve ser resolvida numericamente
e a outra integral resolvida analiticamente. A interpretacdo geométrica do metodo pode ser

vista na Figura 2.4.

Solucdo Fundamental

Elemento de Conrorno Auxiliar
+1

Elemento de Contorne Curvo

Figura 2.4 — Interpretagdo geométrica do método de subtracdo de singularidade. Fonte: Kzam (2009).

As setas azuis indicam o sentido de integracdo sobre o elemento de contorno auxiliar
quando se considera a variavel r*(&) como referéncia. A intersec¢do do circulo com o
elemento de contorno curvo indicam os valores vizinhos ao ponto fonte singular &, obtido
apos a expansao em série de Taylor.

A geometria do elemento de contorno curvo é representada por meio dos valores
nodais, dados pela Eq. (2.56).

xi(§) = dpm (" (2.56)

As derivadas sdo dadas pela Eq. (2.57).
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Xi£(§) = e (O)x" (2.57)

Em série de Taylor em torno de &, resulta a Eq. (2.58).

x;(§) = x;(o) + x;6(§o)e + O(€") (2.58)

Onde ¢ é o raio que limita os valores na vizinhanga do no singular, O(¢") sdo os
termos de ordem superior da série de Taylor que sdo desprezados.
A distancia relativa entre os pontos ¢ e &, em funcdo das coordenadas do sistema

global, é apresentada pelo vetor 7 da Eq. (2.59).

7 =1,(6)F (2.59)

Sendo 7; as componentes do vetor unitario que denota a direcdo e o sentido de vetor 7
er;(§) = x;(§) — x;(&,), estas as componentes de vetor 7.

A norma do vetor t é dada por r, contido na Eq. (2.60).

r = (2.60)

A Eq. (2.60) é reescrita pela Eq. (2.61).

r = [x&) — % E1lx (&) — %, (&)] (2.61)

Na vizinhancga dos pontos fonte é valida a substituicdo mostrada na Eq. (2.62).

T=J%A%kw@&§ (262
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Entao,

() =J(§o)lel (2.63)

r*(&) representa a distdncia do ponto singular sobre o elemento auxiliar reto. Para &€ ndo

infinitesimal calcula-se r*(£) sobre o elemento auxiliar, sendo:
lel = 1§ = &l (2.64)

Partindo disso, apresentam-se as formulagbes considerando a subtracdo de
singularidade (KZAM, 2009).
Reescrevendo as solugfes fundamentais de Kelvin:

1 1

Pi;((f, C) = )r{‘i':n[(l — 2.V).6lk + ZT"lT:k] (2.66)

-1
4.m.(1—v
+(1=2.v).( T — M) }

Para formulacdo em deslocamentos a subtracdo de singularidade constroi-se o nucleo
contido na Eq. (2.67). Sendo a Eq. (2.68) o VPC.

+1
1 1

f 8 (l—v) [(3 —4.v).ln (;)-5zk +7(8)- 10| J(§)- p(§)dE +

- (2.67)
+1

1
- Sy B~ 4 UG- €D 811 (). 9(60)dE + VEC
-1
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=B —-4.v).6y
= Baad-v) [(X + &) In(1J(§0)- (1 + &) (268)

+ (1 = o). In(1] (§o)- (1 = &) D) — 2]

VPC

Para formulacdo em forcas de superficie a subtracdo de singularidade constrdi-se o
nucleo contido na Eq. (2.69). Sendo a Eq. (2.70) o VPC.

+1
f -1 {T:n[(]. — ZV) 6”( + 27117”:](] +

4 (1 —v).r | +(1=2.v). (0T — Nk T2) }-](5).¢>(5)d€ +

2 (2.69)

+1

; j —
4.1m.(1—v).eJ(&)

-1

A =29 " =i )T (o). ¢ (€9)dE + VPC

- =2v).(m 1" =)
2 (=) Aln(1(1 =)D (2.70)

— In(|(1 + &) D3

VPC =

Ambas as formulacdes sdo validas para os casos onde o ponto fonte ndo se encontra

nos extremos do elemento, ou seja, onde &, = +1.
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3 METODO LEVEL SET

3.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O desenvolvimento do MLS est4 intimamente ligado a alguns conceitos fundamentais
como: leis de conservacdo, entropia, curvas caracteristicas e formacdo de choques, equacdes
de diferencas finitas, convergéncia e estabilidade.

Sethian (1999) e Osher e Fedkiw (2003) discutem meticulosamente esses conceitos.
Napolitano (2004) apresenta brevemente o assunto. Baseado nestes e em outros estudiosos,
faz-se a seguir uma discussao.

Os conceitos aqui abordados, ndo sdo aplicados diretamente no equacionamento da
dissertacdo, entretanto, € importante esclarecer o método level set (MLS), mostrar sua raiz e
particularidades matematicas, bem como, citar algumas aplicacdes onde o mesmo demonstra

grande eficiéncia.

3.1.1 MOVIMENTOS DE UM CAMPO DE VELOCIDADE GERADO
EXTERNAMENTE

3.1.1.1 CONVECCAO

Supondo que a velocidade de cada ponto em uma fungédo seja dada por 17(9?), e que
esta seja conhecida em todos os pontos ¥ onde ¢(xX) = 0. Para um campo de velocidade

V = (u,v,w), deseja-se mover todos 0s pontos na superficie com esta velocidade.

— = V(%) (3.1)

A Eqg. (3.1) é denominada aproximacio Lagrangeana ou explicita. E a maneira mais
simples para representacdo de movimentos no contorno. Nesse modelo sdo delimitados nos
que se conectam através de segmentos de reta. A interface resultante é chamada snake e

recebe esse nome devido a similaridade da avaliacdo do contorno com 0 movimento de uma



70

cobra. O método trabalha no movimento dos nés de acordo com uma velocidade 9 através da
resolucédo de sistemas de equacdes diferenciais ordinarias (EDOSs).

O contorno tem uma representacdo paramétrica e 0 método é baseado na ideia de
minimizacao de energia. Para uma dada funcdo, considera-se que a cada instante de tempo t a
mesma esteja em um ponto diferente do espaco. A procura do minimo para essas funcdes é
realizada através de métodos numéricos classicos como: steepest descent, gradientes
conjugados, método simplex, entre outros.

A fim de evitar problemas com instabilidades, deformacao da superficie, entre outras,
usa-se a funcdo implicita ¢ para representar o contorno e desenvolver a superficie em
questéo.

Definindo a evolucdo da funcdo ¢, usa-se a equacdo de adveccdo, mais conhecida

como equacdo de convecgao, apresenta-se a mesma na Eg. (3.2).

¢ +V.Vp=0 (3.2)

O indice t subscrito denota a derivada parcial no tempo. ¥ é o operador gradiente,

calculado na Eq. (3.3).

V.(V9) = upy, + v, +wo, (3.3)

Esta equacdo diferencial parcial (EDP) define o movimento de um contorno onde
¢(x) = 0, é arepresentacdo Euleriana da evolucéo da interface.

A Eq. (3.2) e chamada de equacdo level set (LS), e € usada para a evolugdo numérica
de interfaces.

Um caso popular de utilizagdo dessa equacdo é a equagdo de combustdo, denominada
de equacdo-G, a mesma pode ser vista na Eq. (3.4).

G, +V.VG=0 (3.4)

G (%) = 0 é o contorno usado para representar implicitamente a superficie de reacdo
de uma frente de evolucao das chamas.
Em um grid cartesiano é dificultoso o processo de implementacédo da equacdo LS, pois

0 campo de velocidade pode estar definido apenas na interface. Assim, supfe-se que para a
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Eqg. (3.2), o campo de velocidade V seja valido também em pontos fora da interface,

admitindo-se a defini¢do em uma banda préxima a mesma.

3.1.1.2 DIFERENCA UPWIND

Uma vez que ¢ e V sejam definidos em todo grid cartesiano ou pelo menos
suficientemente proximos a interface, aplicam-se métodos numéricos para desenvolver ¢ no
tempo e movimentar a interface pelo grid. Em um tempo ¢, diz-se tempo t", e ¢™ = ¢(t™)
representa o valor corrente de ¢. Atualizando ¢ encontram-se novos valores para ¢ em todo o
grid apés um incremento de tempo At. Entdo, ™t = ¢(t™*1), onde t™+1 = t™ + At.

Um simples e preciso método de primeira ordem para discretizacdo da Eq. (3.2) no

tempo é o método de Euler adiantado (Forward Euler Method), representado na Eq. (3.5).

¢n+1 _ ¢n
At +

V7" =0 (3.5)

V™ é um dado campo externo de velocidade no tempo t™", e V¢™ avalia o operador
gradiente usando os valores de ¢ no tempo t™.

A avaliagcdo das derivadas espaciais de ¢ pode ser realizada usando-se diferencas
finitas de primeira ordem: adiantadas (D*¢), atrasadas (D~¢) e centrais (D°¢). Dadas pelas

Eq. (3.6), (3.7) e (3.8), respectivamente.

a(,‘b ¢l+1 ¢l

ax  Ax (36)
b _$i—¢ia

ax  Ax (37)
0% _ bir1 — Pia

0x 2Ax (38)

Contudo, esta aproximacdo pode falhar. Em geral, & preciso cuidado ao se tratar de
métodos numéricos para discretizacdo de equacdes diferenciais parciais.
Expande-se a Eg. (3.5) como mostrado na Eq. (3.9).
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¢n+1 _ ¢n

Tt WL U+ Wl = 0 (3.9)

Analisando em 1D considera-se apenas a direcdo x da Eqg. (3.9).

¢n+1 _ ¢n
At

+utpy =0 (3.10)
Indica-se com u™ os valores de ¢ estdo se movendo para a direita ou esquerda. Desde
ue u™ possa variar espacialmente, foca-se no ponto x;, escrevendo-se a Eg. (3.11), em que
l

(¢,); denota a derivada espacial de ¢ no ponto x;.

nHl_
l

o tw(@r = (3.11)

Se u; > 0, os valores de ¢ se deslocam da esquerda para direita, 0 método determina
que se adotem valores a esquerda de x; para célculo de quais valores de ¢ pousardo no ponto
X;.

Analogamente, se u; < 0, os valores se movem da direita para a esquerda, 0 método
determina que se adotem os valores a direita de x; para se determinar valores apropriados de
¢; no tempo t"*1,

Esse método de escolha da aproximacédo para as derivadas espaciais baseadas no sinal
de u é conhecido como upwinding ou upwind difference. Geralmente, os métodos de
aproximagéo upwinding derivam da diferenca finita na direcdo de onde vem a informagao
caracteristica.

Para a discretizacdo upwind em cada ponto define-se ¢y como D~ ¢ e ¢p; como D* ¢.
Se u; > 0, aproxima-se ¢, com ¢;. Se u; < 0, aproxima-se ¢, com ¢, . Quando u; = 0, 0
termo u;(¢,); desaparece e ¢, ndo necessita ser aproximado. Esta € uma discretizacdo de
primeira ordem do operador espacial, desde que D~ ¢ e D* ¢ sejam aproximacOes de primeira
ordem da derivada e o erro seja 0(4x).

A combinagdo da discretizacdo adiantada de Euler no tempo com esquema de
diferencas upwind é uma aproximacao por diferenca finita consistente para a Eg. (3.2), desde

que o erro da aproximagao convirja para zero quando At —» 0 e Ax — 0.
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De acordo com o teorema da equivaléncia de Lax-Richtmyer uma aproximacao por
diferenca finita para equaces diferenciais parciais lineares é convergente. A correta solucéo é
obtida quando 4t — 0 e Ax — 0, se e somente se 0 esquema €, simultaneamente, consistente e
estavel.

A estabilidade garante que 0s pequenos erros na aproximagéo ndo sejam propagados.
Verifica-se a mesma através da condi¢cdo de Courant-Friedreichs-Lewy (condi¢do CFL). Esta
condicdo afirma que uma ‘onda numérica’ deve propagar-se tdo rapido quando as ‘ondas
fisicas’. Isso significa que a velocidade da ‘onda numérica’ Ax/At deve ter a0 menos a
velocidade da ‘onda fisica’ |u|, ou seja, 4x/At > |u|. Através da Eg. (3.12) é obtida a

restricdo de tempo CFL, onde max{|u|} é o maior valor de |u| em todo o grid Cartesiano.

At = Ax
N max{|ul}

(3.12)
Na realidade necessita-se do maior valor de |u| na interface. Os valores serdo os
mesmos se 0 campo de velocidade for definido como velocidade de pontos mais préximos a

interface. A Eq. (3.12) é usualmente dada por um nimero @« CFL como na Eqg. (3.13).

max{|ul}
At (T) =« (3.13)

Uma escolha proxima a ideal € a« = 0,9, e uma comum escolha conservadora é
a =0,5.Sendo 0 < a < 1 o intervalo limite.

Empregam-se também as diferencas finitas centrais para a discretizacdo, entretanto,
elas sdo instaveis quando a condicdo CFL tem At~Ax. A estabilidade pode ser alcancada
usando uma condicdo CFL mais restrita com At~(4x)?, onde o custo computacional passa
ser maior. Outra maneira de se atingir a estabilidade é usando uma discretizacdo temporal
diferente, como o método Runge-Kutta de terceira ordem (discutido posteriormente). Uma
terceira maneira de se chegar a estabilidade, consiste em adicionar algumas dissipacdes

artificiais do lado direito da Eq. (3.2), a Eq. (3.14) mostra a insercdo da dissipacéo.

¢ + V.V = ude (3.14)
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O coeficiente de viscosidade u é escolhido proporcionalmente a Ax (u~A4x), desde
que a viscosidade artificial desapareca quando Ax — 0, determinando a consisténcia do

método.

3.1.1.3 HAMILTON-JACOBI ENO

A ideia do método € a interpolacdo polinomial Essencially Nonoscillatory (ENO) para
solucdes numeéricas de leis de conservacdo. Basicamente, trata-se de computar funcGes de
fluxo numérico usando funcBes polinomiais mais suaves possiveis. Osher e Sethian (1988)
descobriram que as equacdes de Hamilton-Jacobi em 1D sdo integrais das leis de
conservacao. Eles usaram esse fato para estender o método ENO para discretizacdo numérica
das leis de conservacao para equagcGes de Hamilton-Jacobi na forma da Eqg. (3.2).

O método Hamilton-Jacobi ENO (HJ ENO) permite estender diferencas upwind de
primeira ordem para ordens superiores fornecendo melhores aproximacdes para ¢; ou ¢ .

Usando o polinbmio de interpolacdo o mais suave possivel, encontra-se ¢ e depois se
diferencia a fim de obter ¢,. Através do polindmio de interpolacdo de Newton o termo zero

de ¢ é definido nos nds do grid como na Eg. (3.15), em cada nd i (locado em x;).

D¢ = ¢; (3.15)

A primeira diferenca de ¢ é definida no meio dos nos através da Eqg. (3.16).

Di0+1¢ - Diod)

Di1+1/2¢ = Ax

(3.16)
Assume-se que o espacamento da malha seja uniformemente Ax. Nota-se que

D}_l/ch = (D" ¢); e Di1+1/2¢> = (D*¢);, a primeira diferenca é a aproximacédo de diferengas

atrasadas e adiantadas das derivadas. A segunda diferenca € definida no grid de noés e €

mostrada na Eq. (3.17). A terceira diferenca é apresentada na Eq. (3.18).

D}11/29 — Dy /20
2Ax

D?¢ = (3.17)
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Df,1¢ — Df ¢
Di3+1/2¢ = 3% l (3.18)

As diferencas sdo empregadas para reconstrucdo de um polinémio na forma da Eq.
(3.19), pode ser diferenciado e avaliado em x; para encontrar (¢7); e (¢p5); por meio da Eq.
(3.20).

d(x) = Qo(x) + Q1 (%) + Q2(x) + Q3(x) (3.19)
Gr(x;) = Q1" (xp) + Q' (x;) + Q3'(x;) (3.20)

Para encontrar ¢, e ¢, inicia-se com k =i — 1 e k = i, respectivamente. Chega-se
entdo as Eq. (3.21) e (3.22).

Q1) = (Diy1/20)(x — x7) (3.21)
Q1'(x;)) = Diy1/29 (3.22)

A contribuicdo de Q,'(x;) na Eq. (3.20) é a diferenca atrasada no caso de ¢, e a
diferenca adiantada no caso de ¢ . Em outras palavras, a interpolacdo polinomial de primeira
ordem é exatamente a diferenca upwind de primeira ordem. Melhorias sdo obtidas incluindo
os termos Q,'(x;) e Qs;'(x;) na EQg. (3.20), levando para segunda e terceira ordem,

respectivamente.

3.1.1.4 HAMILTON-JACOBI WENO

Quando se calcula (¢ );, 0 esquema HJ ENO de terceira ordem usa um subconjunto
de {pi_3,Pi_2 di_1, i, div1, Pis2} que depende de como o esténcil é escolhido. Ha trés
possiveis aproximacdes para (¢y);. Definindo v = D~ ¢;_,, v, = D" ¢;_,, v3 = D™ ¢;,
vy, =D ¢;,1 € vs = D™ ¢;,,, 0 que permite escrever as Eq. (3.23), (3.24), e (3.25) como as

trés potenciais aproximacgdes HJ ENO para ¢, .
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vy 7v, 1lv,

1 _ - _ £
,_ b S5vy v,
pi=—c et (3.24)
vy 5v, v

O objetivo da HJ ENO ¢é escolher uma aproximacdo com menor erro, através da
funcdo polinomial de interpolacdo ¢ mais suave possivel.

Utilizar ENO em regibes onde os dados sdo bem comportados pode ser exagerado.
Entdo, Liu et al. (1994) propuseram o método Weight Essencially Nonoscillatory (WENO)
que toma uma combinagdo convexa das trés aproximagoes. Posteriormente, foram realizadas
modificacbes nesse método, o que alcancou precisdo de até quinta ordem para as regides
suaves das funcdes. Jiang e Peung (1997) estenderam o método WENO para as equacdes de
Hamilton-Jacobi, criando o Hamilton-Jacobi WENO (HJ WENO), que pode ser uma op¢éo
muito Gtil para a Eq. (3.2), desde que isso reduza os erros existentes no método HJ ENO.

A aproximacdo HJ ENO de (¢ ); € uma combinacdo convexa das Eq. (3.23), (3.24) e

(3.25) dada pela Eq. (3.26), onde 0 < w;, < 1 sd0 0S pesos com w; + w, + w3 = 1.

bx = w103 + W07 + W3 b3 (3.26)

A chave para obtencdo de precisdes de alta ordem em regides suaves é que 0S pesos
valham w; = 0.1, w, = 0.6 e w5 = 0.3, esses valores resultam na aproximacao Otima para
aproximacdes de quinta ordem para ¢,.. Em regides ndo suaves esses valores de pesos podem
resultar em resultados ruins, entdo se utilizam aproximacdes para ¢, pelo método HJ ENO.
Existem diversas bibliografias que apontam diferentes maneiras de se obter os valores para 0s
pesos.

A funcdo (¢;7); e construida com o subconjunto {¢;_5, i1, Pi, Pis1, Pitz, Diss}-
Definindo v, = D¥¢15, v, =D¥¢yyy, v3=D"¢y, vu=D"¢;y € vs=D"¢;,
permitindo o uso das Eq. (3.23), (3.24) e (3.25) como as trés aproximacdes HJ ENO para
(-

A combinac¢do convexa para a aproximacao HJ ENO € dada pela Eq. (3.26).
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3.1.1.5 TVD RUNGE-KUTTA

H& casos em que uma discretizagdo temporal de alta ordem é necesséria para obter
precisas solucbes numeéricas. Shu e Osher (1988) propuseram método Total Variation
Diminishing (TVD) Runge-Kutta (RK) para aumentar a precisdo para um meétodo de
aproximacdo de linhas em discretizacdo temporal. O método de aproximacdo de linhas
assume que a discretizagdo espacial pode ser separada de uma discretizacdo temporal que
permita a discretizagdo temporal da EDP ser tratada independentemente como uma EDO.

O TVD RK garante que hipotéticas oscilagcdes sejam produzidas como consequéncia
da discretizacdo temporal de alta ordem, e que elas sejam tdo longas quanto as oscilacdes ndo

hipotéticas produzidas com as construcdes adiantadas de Euler.

3.1.2 MOVIMENTO ENVOLVENDO CURVATURA PRINCIPAL

3.1.2.1 EQUACAO DE MOVIMENTO

Trata-se aqui de movimento da interface gerados por um campo de velocidade Vv que
depende diretamente da funcéo LS. Considera-se 0 movimento através da curvatura principal

onde a interface se move na direcdo normal com velocidade proporcional a esta curvatura, ou

seja, V = —bkN, onde b > 0 é uma constante e x é a curvatura.

Quando b > 0, a interface se move na direcdo da concavidade, de modo que a curva
encolha a um Unico ponto e desapareca. Quando b < 0, a interface se move na direcdo da
convexidade e, ao invés de encolher, a curva aumenta. Esse efeito de crescimento leva a
pequenas perturbacdes, incluindo erros de arredondamento.

O campo velocidade para movimento pela curvatura contém apenas uma componente
na direcdo normal, a componente tangencial é identicamente igual & zero. Desde que N e A¢

estejam na mesma direcéo, T. V¢ = 0 para qualquer vetor T, implicando que a velocidade
tangencial desapare¢ca quando presente na equagdo LS, isso apresentado nas Eq. (3.27) e
(3.28).



78

¢¢ + (VuN + V,T).V¢ = 0 (3.27)

¢: + V,N.Vep =0 (3.28)

Na Eg. (3.29) analisa-se o termo N. V¢. E na Eq. (3.30) reescreve-se a Eq. (3.28)

segundo essa analise.

= Ve _velz
N.Vop —W.ch N V| (3.29)
G + V[Vp| =0 (3.30)

Verifica-se que V,, é a componente da velocidade na dire¢cdo normal, conhecida como
velocidade normal. O movimento através da curvatura principal é caracterizado por V,, =
—bk.

A Eq. (3.30) € conhecida como a equagdo do MLS. Como a Eqg. (3.2) é usada para
campos de velocidade gerados externamente, enquanto a Eq. (3.30) é usada para campos de
velocidade gerados internamente (autogerados). Métodos numéricos mais complicados do que
0s apresentados para resolver a Eq. (3.2), séo empregados para resolver a Eq. (3.30).

Utilizando o termo 1, = —bk na Eqg. (3.30) e levando-o para o lado direito da equacao,

chega-se na Eq. (3.31).

¢¢ = br|VP| (3.31)

Nota-se que bk|V¢p| é um termo parabolico que ndo pode ser discretizado com uma
aproximacdo upwind. Quando ¢ é fungdo distancia com sinal, a Eq. (3.31) se torna a equacgao
de calor dada pela Eq. (3.32) onde ¢ é a temperatura e b é a condutibilidade térmica. A

equacao de calor é a mais basica equacdo do modelo parabolico.

¢ = DA (3.32)

Quando ¢ é funcao distancia com sinal, bk|V¢| e bA¢ sdo iguais, e quaisquer dessas

podem ser usadas para se calcular a Eq. (3.31). Contudo, uma vez que, a parcela do lado
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direito da equacdo seja combinada com as equacgdes de Euler adiantadas no tempo, 0s novos
valores de ¢ ndo sdo mais sinais da funcéo disténcia, e as Eq. (3.31) e (3.32) ndo podem ser
intercambiadas. Entretanto, se esse novo valor de ¢ ¢é reinicializado para a funcdo distancia

com sinal, o termo bA¢ pode ser empregado no lugar do termo bk|V¢|.

3.1.2.2 DISCRETIZACAO NUMERICA

EquacOes parabolicas necessitam discretizacdo utilizando diferencas finitas centrais
desde que o dominio de dependéncia inclua informagdes sobre todas as dire¢cdes espaciais, em
oposicao as equacdes hiperbdlicas como a Eqg. (3.2), em que as informacdes sdo dadas apenas
na direcdo analisada. Assim, discretiza-se o termo A¢ da Eg. (3.32) usando a aproximacao de

segunda ordem dada pela Eq. (3.33).

0% i1 — 20+ Piq

Fr a2 (3.33)
Para cada direcédo espacial verifica-se a Eq. (3.34).
AP = pyx + d)yy + ¢, (3.34)

Uma aproximacgdo similar poderia ser utilizada para discretizar a Eg. (3.31). A
curvatura x € discretizada usando uma diferenca central de segunda ordem delimitada pela
Eg. (3.35).

K= ((;b)%qbyy - 2¢x¢y¢xy + (nb)z/(pxx + qb)%qbzz - 2¢x¢z¢xz +
5 5 5 3 (3.35)
b7 Pxx + ¢y¢zz - 2¢y¢z¢yz + ¢ ¢yy)/|‘7¢|
O termo V¢ é discretizado usando a diferenca central de segunda ordem dada pela Eq.
(3.8) aplicada independentemente das dire¢Oes espaciais. Enquanto estas discretizagdes sdo
apenas precisdes de segunda ordem no espaco, a natureza dissipativa das equacdes torna essas

aproximacdes suficientes.
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A diferenca central de 4¢ na Eqg. (3.32) combinada com a discretizacdo temporal de
Euler adiantada requer a restricdo da Eq. (3.36) para manter a estabilidade do algoritmo

numeérico.

At 2b 4 2b N 2b .
<(Ax)2 (4y)? (AZ)2)< (3.36)

Aqui At é 0((4x)?), na qual é significantemente mais rigoroso do que no caso
hiperbolico, onde At é 0(4x). A Eq. (3.31) pode ser discretizada usando um intervalo de
tempo de Euler adiantado com a condi¢do CFL na Eq. (3.36).

A rigorosa restricdo no tempo 0((4x)?) resulta da discretizacdo de Euler adiantada,
pode ser aliviada usando a solugdo para equagOes diferenciais ordindrias com uma grande
regido de estabilidade, como por exemplo, um método implicito.

A diferenca de Euler atrasada aplicada a Eq. (3.32) obtém a Eq. (3.37), na qual ndo

tem restricdo de estabilidade no tamanho de At.

¢n+1 _ d)n

- = bAp™H1 (3.37)

Isso significa que At pode ser escolhido por razBes de precisdo. Nota-se que fixado
At = 0(4x) ao contrério de At = 0((4x)?), reduz a precisdo geral de 0(4x). Isso pode ser
melhorado usando a regra trapezoidal da Eq. (3.38), onde estd 0((4t)?) no tempo e assim
0((4x)?) global mesmo quando At = 0(4x).

¢n+1 _ d)n _ Ad)n + A¢n+1
a8 ( 2 >

(3.38)

Esta combinacédo da regra trapezoidal com a diferenca central de um operador espacial
parabolico € denominado esquema Crank-Nicolson.

O preco que se paga por um largo intervalo de tempo usando a Eq. (3.37) ou (3.38) é
que o sistema linear de equacdes deve ser resolvido em cada passo de tempo para obter ¢p™*1.
Felizmente, isto ndo é dificil, dada a simples estrutura linear de A¢™*t. Porém, uma
discretizacdo implicita da Eq. (3.31) requer consideracao de termos ndo lineares complicados

como, k"*1|A¢p™t1.



81

Mesmo se ¢™ € inicialmente a funcéo distancia com sinal, ¢™*1 ndo serd uma funcéo
distancia apds a resolucdo do sistema linear. Isso significa que A¢p™*t! ndo é uma boa

aproximacao para k™*1|4¢™*1|, mesmo com A¢™ sendo exatamente igual a k™|A¢™|.

3.1.2.3 EQUACAO DE CONVECCAO-DIFUSAO

A equacgdo de conveccao-difusdo é mostrada na Eq. (3.39). Esta inclui ambos os

efeitos de um campo de velocidade externo e um termo difusivo.

¢: + V.V = bAd (3.39)

A versdo LS dessa equacéo é a Eq. (3.40).

¢ + V.V = b A (3.40)

As Eqg. (3.39) e (3.40) podem ser intercambiadas se mantiverem a forma da funcéo

distancia com sinal para ¢ fora da interface. Estas equacdes podem ser resolvidas usando o
método upwind no termo VV¢ e uma diferenga central no termo parabolico bA¢ ou no termo

bx|V¢|. Uma discretizagdo temporal TVD RK pode ser usada com um intervalo de tempo

como na Eq. (3.41) satisfeita em todos 0s pontos.

At IuI+IvI+|w| 2b N 2b N 2b -1
Ax Ay Az (4x)?  (Ay)?  (4z)? (3.41)

Supondo termo O(1) que € b ser substituido por um O0(4x) de tamanho € que é

eliminado quando a malha é refinada com 4x — 0. Entdo a Eq. (3.39) torna-se a Eq. (3.42),

que assintoticamente aproxima a Eq. (3.2) quando € — 0.

¢+ V.V = el (3.42)

A adicdo de um termo artificial eA¢ do lado direito da Eq. (3.2) é chamado de método

da viscosidade artificial.
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A viscosidade artificial € usada por muitos autores para estabilizar uma aproximacao
por diferencas centrais para o termo convectivo V¢ da Eq. (3.2). Isso surge na dindmica
computacional, onde termos de e4¢ sdo adicionados do lado direito da equacédo de convecgédo
para escolher solucbes de viscosidade que desaparecem quando € — 0. As viscosidades
eliminadas escolhem solucgdes fracas fisicamente corretas quando solugcbes classicas nédo
existem.

Sethian (1999) sugeriu uma condicdo de entropia que requer curvas para fluxos nas
quinas, e ele melhorou numericamente para mostrar que esta condi¢do de entropia produz
corretas solucBes fracas. A condicdo de entropia de Sethian indica que ex|V¢| é a melhor
forma para eliminar a viscosidade, ao inves de se trabalhar com eA¢. Este conceito € usado
por Osher e Sethian (1988), eles mostraram que se tratando do MLS a Eq. (3.43) é a melhor

escolha a ser feita.

¢: + V.V = ex|V¢| (3.43)

Entretanto, as Eq. (3.39) e (3.40) s6 podem ser intercambiadas quando ¢ representa o

sinal da funcdo distancia.

3.1.3 EQUACOES DE HAMILTON-JACOBI

O MLS caracteriza-se por representar um caso particular das equacdes de Hamilton-
Jacobi, a forma geral dessas ¢é dada pela Eq. (3.44) onde H pode ser a funcdo para espaco e

tempo.

¢ +HWVp)=0 (3.44)

A conveccdo de um campo de velocidade gerado externamente (Eq. (3.2)) € um
exemplo da equacdo de Hamilton-Jacobi, onde H(V¢) = V. V¢. A equacdo LS (Eq. (3.30)) é
outro exemplo da equacdo de Hamilton-Jacobi com H(V¢) =V,.|V¢|, onde V, pode
depender de X, t ou mesmo V¢ /|Ve|.

A Eq. (3.31) para movimento através da curvatura principal ndo é uma equacao do tipo

Hamilton-Jacobi, as frentes de velocidade dependem das derivadas segundas de ¢. Nas
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equacgdes de Hamilton-Jacobi dependem da primeira derivada de ¢, e sdo hiperbolicas. A

equacdo para movimento através da curvatura principal sdo parabdlicas.

3.1.3.1 CONEXAO COM AS LEIS DE CONSERVACAO

Considera-se a lei de conservacao escalar em 1D na Eq. (3.45) onde u é a quantidade

conservada e F (u) é funcéo fluxo.

uc+ F(u), =0 (3.45)

Uma lei de conservacdo bem conhecida é a equacdo de continuidade para conservagao

de massa, vista na Eq. (3.46) onde p é a densidade do material.

pe + (puw), =0 (3.46)

Essa lei é largamente utilizada na dinamica dos fluidos computacional (Computacional
Fluid Dynamics — CFD). A equacdo de continuidade é combinada com as equacdes de
conservacdo de momentum e conservacao de energia para obter as equagdes compressiveis de
Navier-Stokes. Quando os efeitos viscosos sdo ignorados, as equacdes de Navier-Stokes sao
reduzidas para equacdes de Euler.

A presenca de descontinuidades nas equacGes de Euler forca a consideracdo de
solucdes fracas onde as derivadas das solucdes variaveis, p,, podem ndo existir.

As equacdes de Euler podem n&o conter solugdes Unicas, e uma condicéo de entropia é
usada para escolher a solucéo fisicamente correta.

Outro exemplo das leis de conservacgéo séo as equac@es de Burger, Eq. (3.47).

uZ
uy + (7) =0 (3.47)

Esta é lei de conservagdo que possui propriedades ndo lineares interessantes contendo
as equacdes de Euler mais complexas. As equacOes de Burger desenvolvem descontinuidades
de dados inicialmente suaves e exibem expansdes dos choques néo fisicas (descontinuidades)

se a solucdo de viscosidade ndo é usada para forcar torna-las ondas suaves.
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Muitas dos métodos numéricos desenvolvidos para resolver as equacbes de Burger
podem ser estendidas para tratar problemas uni ou multidimensionais das equac@es de Euler
para gases dinamicos.

Na Eq. (3.48) considera-se a equac¢ao de Hamilton-Jacobi em 1D.

$c +H(px) =0 (3.48)

Analisando em ¢, a Eq. (3.48) torna-se a Eq. (3.49).

(Px)e + H(dx)x =0 (3.49)

E fazendo u = ¢, a Eq. (3.49) fica como na Eq. (3.50), representando uma lei de

conservacao escalar.

u+H@w), =0 (3.50)

Em 1D é possivel fazer uma correspondéncia entre as equacdes de Hamilton-Jacobi e
as leis de conservacdo. A solucdo u para a lei de conservacdo é a derivada da solucéo ¢ para a
equacdo Hamilton-Jacobi. Reciprocamente, a solucdo ¢ para a equacdo de Hamilton-Jacobi é
a integral da solucdio u para a lei de conservacdo. E possivel levantar uma série de
caracteristicas relevantes. Na descontinuidade na primeira derivada, a solucéo da equacdo de
Hamilton-Jacobi pode ser desenvolvida mesmo se os dados inicialmente suaves. Além disso,
as solucdes para as equacdes de Hamilton-Jacobi ndo podem ser geradas desenvolvendo uma
descontinuidade, a ndo ser que a lei de conservacgdo correspondente desenvolva uma funcgdo
delta. Assim, a solucdo da Eq. (3.44) é sempre continua. A lei de conservagdo pode ter

solugdes ndo Unicas, condicBes de entropia Sdo necessarias para assinalar solucgdes relevantes.

3.1.3.2 DISCRETIZACAO NUMERICA

Uma discretizagdo temporal de Euler adiantada pode ser escrita como na Eq. (3.51). E

H(pz, dt; b5, 055 7, ¢ ) € aaproximacado numérica de H(ey, ¢y, d,).
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n+1 n
¥+Hn(¢x;¢x;¢y;¢yf¢z' ;)=0 (3.51)

A funcdo A é chamada de Hamiltoniana numérica, precisa ser consistente no sentido
que A(dx, &5 05, 055 7,87 ) = H(bx by, $2).

Analisando-se H (¢, ¢,), um esquema e considerado monotonico (monotone) quando
¢+ definido na Eq. (3.51) é uma funcdo ndo decrescente em todos os ¢™.

Crandall e Lion (1983) provaram que esses esquemas convergem para a solucdo
correta, embora eles sejam apenas precisdes de primeira ordem. Com a associacdo da
Hamiltoniana numérica a esquemas monotdnicos importantes resultados sao obtidos.

Como ja foi discutido anteriormente, a discretizacdo temporal de Euler adiantada da
Eq. (3.51) pode ser estendida para TVD Runge Kutta de alta ordem. A condi¢do CFL para a
Eq. (3.51) é dada pela Eq. (3.52). Em que H,, H,e H; sdo as derivadas parciais de H com

relagdo a ¢y, ¢, € ¢,, respectivamente.

|Hil | [Hal | |Hsl
At + + <1
max{ Ax Ay Az (3.52)

3.1.3.2.1 ESQUEMAS LAX-FRIEDRICHS

A primeira aproximacdo para H a ser considerada é o esquema Lax-Friedrichs (LF)
dado na Eq. (3.53).

- br + & ¢y + ¢y i — dx ¢y — ¢
1) (65 (555 e

Onde a* e a” sdo coeficientes dissipativos que controlam a quantidade de viscosidade

numérica. Esses coeficientes de dissipacdo sdo apresentados na Eg. (3.54) e (3.55). Sua

escolha é baseada nas derivadas parciais de H.

a* = max|H, (¢x, ¢y)| (3.54)
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a” = max|H, (¢, by)| (3.55)

A escolha dos coeficientes de dissipacdo da Eqg. (3.54) e (3.55) pode ser bastante sutil.
Em uma implementacdo tradicional do esquema LF, o m&ximo é escolhido ao longo de todo
dominio computacional. Primeiro, os valores de maximo e minimo de ¢, sdo identificados
considerando todos os valores de ¢ e ¢;F em um eixo cartesiano. Em seguida identifica-se o

intervalo 1"=min[¢,¥‘in,¢,§”“"]. Um procedimento similar é feito para definir [V =

min[d)},”i“, ¢>§”ax]. Os coeficientes a* e a¥ sdo 0 conjunto de maximos valores possiveis de

|Hy (¢x, &,)| € |H2 (¢, Py)|, respectivamente, com ¢, € ¥ e ¢, € 17

Para a Eq. (3.2) H; = u e H, = v sdo independentes de ¢, e ¢,, entdo a* e a” sdo
definidos como |u]| e |y| no eixo cartesiano.

Para a Eq. (3.30) H, =V, ¢,/|Vo| e Hy, =Vy¢,/IV|, essas sdo as derivadas
parciais somente se Vy € independente de ¢, e ¢,, isso torna os coeficientes a* e a” mais
dificeis de serem avaliados. Um caso especial acontece quando |V¢| = 1, simplifica-se
Hy = V¢, e H, = V¢, com V;, variando espacialmente, o trabalho torna-se dificultoso. E
possivel considerar V,, constante, os valores de |H,| e |H,| sdo determinados apenas com 0s
pontos finais de I, e I,,, respectivamente.

Na determinacdo dos valores de a* e a”¥, chegar-se a valores mais elevados do que o
ideal, 0 que aumenta a dissipacdo numeérica.

Aumentar « eleva a dissipacdo artificial, diminuindo a qualidade da solucdo. E
benéfico escolher a tdo pequeno quanto possivel, sem a inducdo de oscilacBes ou outros
fendmenos néo fisicos na solucéo.

Em regides onde a velocidade é elevada, valores elevados de a representam boas
solucgdes, entretanto, nas regides onde as velocidades sdo pequenas, os valores elevados para
a produzem dissipagdo numérica.

Para a reducdo dessa dissipacdo, emprega-se 0 esquema chamado de Stencil Lax-
Friedrichs (SLF), este determina o coeficiente de dissipacdo usando apenas a vizinhanga dos
pontos que sdo parte do esténcil usado ara determinar ¢p* e ¢7.

O esquema Local Lax-Friendrichs (LLF) proposto por Shu e Osher (1989) nédo observa
ponto na vizinhanca do grid quando calcula os coeficientes de dissipacdo em uma dada
direcdo. Eles interpretaram que a* é determinado em casa ponto do grid usando apenas 0s

valores de ¢; e ¢;F para se chegar ao intervalo I*. O intervalo I” é obtido de forma analoga.



87

Osher e Shu (1989) também propuseram o esquema Local Local Lax-Friedrichs
(LLLF) com ainda menos dissipacdo numérica. Em casa ponto do grid I* é determinado
usando valores de ¢ +¢7. [7 € determinado usando valores de ¢; + ¢;. Ambos 0s
intervalos sdo usados para determinar os valores de a* e a”. Quando H é separdvel,
H(¢x ¢y) = H* (¢ ) + HY(¢,), 0 esquema LLLF se reduz ao esquema LLF, desde que a*
e a” sejam independentes de ¢, e ¢,, respectivamente. Caso H ndo seja separavel, os
esquemas LLLF e LLF sdo totalmente distintos.

Usualmente, o esquema LLF trabalha melhor do que qualquer outra op¢do. Os
esquemas LF e SLF sdo usualmente dissipativos, enquanto o esquema LLLF néo € dissipativo
suficiente para superar os problemas introduzidos usando aproximagdes medias para ¢, € ¢,,

na avaliacdo de H na Eq. (3.53). Nota-se que o esquema LLF é do tipo monoténico.

3.1.3.2.2 ESQUEMA ROE-FIX

Como ja foi abordado, a escolha da quantidade apropriada de dissipacgéo artificial para
avaliar H na Eq. (3.53) é um processo complexo. Para as leis de conservagdo, Shu e Osher
(1989) propuseram usando o método upwind de Roe com uma corre¢do de entropia em pontos
sonicos onde a violacdo de entropia poderia ser formada. A dissipacdo proveniente da
correcdo de entropia LLF forca a expansdo dos choques em ondas de rarefacdo continuas.
Assim, o esquema Roe-Fix (RF) pode ser escrito para as equagdes de Hamilton-Jacobi na
forma da Eq. (3.56).

H=H(¢3 ¢3) - <¢x 3 ¢x> - <¢y > ¢y> (3.56)

Onde a* e a¥ sdo identicamente iguais a zero para remover a dissipacdo numérica do
método. No esquema RF, I* e [ sdo inicialmente determinados usando apenas o valor nodal
pra ¢F e gb;,—f como no esquema LLLF. Para estimar o potencial para upwind, olha-se nas
derivadas parciais H,; e H,. Se H;(¢y, ¢,) tem o mesmo sinal para todo ¢, € I* e todo
¢, € 17, conhece-se 0 caminho por onde flui a informagéo e pode ser aplicado o esquema

upwind. O mesmo acontece para H, (¢, ¢, ). Se ambos H; e H, ndo mudarem o sinal, fixa-se



88

a* e a” iguais a zero. Se H; > 0 a informacdo flui da esquerda para direita, e ¢ = ¢, . Se
H; <0, ¢x = ¢5. Analogamente, H, > 0 indica ¢, = ¢;,, e H, < 0 indica ¢, = ¢ .

Se H, ou H, mudam de sinal, o problema encontra na vizinhanca de um ponto sénico
onde o autovalor é identicamente igual zero. Isso significa que um potencial dificulta com
solugcdes ndo Unicas, e dissipacdo artificial € necessaria para conseguir solucdes viscosas
fisicamente corretas. Essa dissipacdo é obtida usando o esquema LFF. Se ha um ponto s6nico
em apenas uma dire¢do (x ou y), ndo é conveniente utilizar o amortecimento em ambas as
direcOes. Assim, observa-se somente para pontos sonicos em cada direcdo e utiliza-se
amortecimento apenas onde for necessario. Isso é feito usando I* e I¥ como definidos no
esquema LLF.

Se H; (¢, ¢y) ndo muda de sinal para todo ¢, € I;r e todo ¢, € I,z ¢ € igual a
¢x ou ¢; dependendo do sinal de H,. Com a* igual a zero remove-se a dissipacao artificial
na direcdo x. Ao mesmo tempo, isso significa que o ponto sonico poderia ocorrer em H,,
entdo se aplica o esquema LLF na dire¢do y, fazendo ¢} = (qb; + d);)/z e escolhendo ¥
como regido pelo esquema LLF.

Um algoritmo similar € executado se H,(¢y, ¢,) ndo muda de sinal para todo
¢x € I}1r € todo ¢, € I, - Define-se @5 como ¢, ou ¢, dependendo de sinal de H,. a” €
zero e 0 esquema LLF é aplicado na direcdo x, fazendo ¢; = (¢, + ¢)/2 enquanto a* for
regido pelo esquema LLF.

Caso ambos, H; e H,, mudarem de sinal, tem-se pontos sénicos nas duas direcdes e 0
procedimento utilizado € o padrdo do esquema LLF.

Com o esquema RF, upwind na direcdo x dita podem ser empregados ¢; ou ¢,
porém ndo ambos. Similarmente, upwind na direcdo y utiliza ¢, ou ¢;, mas néo ambos.
Desde a avaliacdo de ¢F e ¢;—f usando esquemas de alta ordem como HJ ENO ou HJ] WENO
é bastante custosa, e parece desperdicio realizar o trabalho duas vezes. Infelizmente, uma vez
ndo ¢ suficiente para determinar se upwind pode ser utilizada sem computar ¢ e q.’>;,—r. Para
reducdo do custo computacional, pode-se calcular ¢ e d);—” atraves das diferencas adiantadas

e atrasadas. Essas aproximagfes mais simples decidem a utilizacdo do esquema LLF ou

upwinding.

3.1.3.2.3 ESQUEMA GODUNOV
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Godunov (1959) prop6s um método numérico que fornece a solucdo exata para o
problema de Riemann para leis de conservacdo em 1D, com partes constantes nos dados
iniciais. A formulacdo Hamilton-Jacobi multidimensional desse esquema € escrita como na
Eq. (3.57).

H= extxextyH(qu, gby) (3.57)

Esta foi enunciada por Bardi e Osher (1991). E um esquema monotdnico (monotone)

candnico. Definindo os intervalos I* e IY no LLLF usando apenas valores de ¢ e d);—” nos

nés do grid considerados. Se ¢, < ¢;, entdo ext, H leva 0 minimo valor de H para todo
¢, € 1*. Se ¢y > ¢, entdo ext, H leva o maximo valor de H para todo ¢, € I*. Por outro
lado, se ¢ = ¢, entdo ext,H simplesmente se conecta ¢, (= ¢S) em H para ¢,.
Analogamente, se ¢, < ¢, entdo ext,H leva o minimo valor de H para todo ¢, € I”. Se
¢y > ¢y, entdo ext,H leva o maximo valor de H para todo ¢, € I”. Por outro lado, se
¢, = ¢, , entdo ext,H simplesmente se conecta ¢, (= ¢;) em H para ¢,. Em geral
extyext,H # extyext,H, entdo diferentes versdes do esquema de Godunov sdo obtidas

dependendo da ordem das operagdes. Em muitos casos, incluindo quando H é separavel,

extyext, H = ext,ext,H 0 que ndo & um problema.

3.2 METODOLOGIA ESCOLHIDA

Nota-se que existem varias metodologias para a representacdo e a discretizacdo do
MLS. Verifica-se o elevado nivel matematico para cada um dos métodos apresentados.

Para o caso de otimizagdo topoldgica estudado nesse trabalho constata-se que a
velocidade presente na movimentacdo da estrutura origina-se de um campo externo, ou seja,
ndo ha grandezas internas capazes de gerar movimento nas interfaces. Assim para a evolucao
durante o processo de otimizacdo escolhe-se 0 método diferenca upwind apresentado no item
3.1.1.2, este possui a abordagem mais tradicional e simples apresentadas nas bibliografias e €
suficiente para as aplicacOes tratadas.

Anteriormente ao acoplamento do MLS ao MEC, optou-se por implementar e testar
separadamente o método diferenca upwind. Os itens 3.2.1 e 3.2.2 ilustram a eficiéncia do

método para evolugdo de curvas e superficies.



90

3.21 EXEMPLO1

Tradicionalmente, as bibliografias apresentam a Figura 1.6 como principal exemplo da
funcdo LS representando o nivel zero da curva ou superficie analisada. Esse exemplo testa o
caso classico do MLS a fim de validar o algoritmo do método diferenca upwind. As figuras
apresentadas nessa secao foram geradas através do software GNUplot.

A Figura 3.1 contém a superficie inicial que representa um cone e observa-se no plano

xy as curvas de nivel para a superficie, o nivel zero é dado pelo circulo amarelo.

Figura 3.1 - Configuracdo inicial do circulo representado implicitamente.

A fim de verificar a eficiéncia do método diferenca upwind, aplicam-se velocidades
arbitrarias ao mesmo. Define-se o grid Euleriano fixo na origem dos eixos coordenados, com
72 x 72 pontos, Ax e Ay iguais a 0,175 m e At ficticio igual a 0,005.

Na Figura 3.2 compara-se a figura inicial com a figura final apds 100 evolugdes.
Nota-se que h&d a movimentacdo das curvas de nivel, a nova superficie esta sobreposta a
superficie inicial da Figura 3.1, assim observa-se que as novas curvas de nivel aparecem com
uma pequena distancia para o interior das curvas de nivel iniciais.

Apesar da pequena movimentacdo verifica-se que o meétodo diferenca upwind
consegue captar os resultados apresentados pela bibliografia.
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Figura 3.2 - Movimentacdo do circulo através do método diferenca upwind.

3.2.2 EXEMPLO 2

O exemplo 2 testa a evolugdo de curvas e superficies com maior complexidade. A
Figura 3.3 contém a superficie inicial que representa a flor e observa-se no plano xy as curvas

de nivel para a superficie, o nivel zero é dado pela cor rosa.

Figura 3.3 - Configuragdo inicial da flor representada implicitamente.

A fim de verificar a eficiéncia do método diferenga upwind para curva de maior

complexidade, aplicam-se velocidades arbitrarias ao mesmo. Define-se o grid Euleriano fixo
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na origem dos eixos coordenados, com 72 x 72 pontos, Ax e Ay iguais a 0,15 m e At ficticio
igual a 0,005.

Na Figura 3.4 compara-se a figura inicial com a figura final apds 100 evolucdes.
Nota-se que ha a movimentacdo das curvas de nivel, as superficies azul e vermelha estéo
sobrepostas, observa-se que as novas curvas de nivel aparecem com uma pequena distancia
para o interior das curvas de nivel iniciais.

Apesar da pequena movimentacdo verifica-se que o método diferenca upwind

consegue captar os resultados movimentando curvas de maior complexidade.
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Figura 3.4 - Movimentagdo da flor através do método diferenca upwind.
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4 OTIMIZACAO ESTRUTURAL

Nesse capitulo mostra-se de maneira simples e sucinta os conceitos basicos presentes
no processo de otimizacdo (definicdo dos termos e componentes) e também os principais tipos

de otimizacdo estrutural existentes.
Segundo Secchi (2001), em uma industria tipica a busca pelo 6timo acontece em trés

niveis principais:
e Nivel gerencial:
e Nivel de projeto e especificagdes de equipamentos;
e Nivel operacional.
A otimizacdo estrutural aparece no contexto de otimizacdo em nivel de projeto.
Para abordar a otimizacéo estrutural é necessario conhecer alguns conceitos bésicos, a

seguir apresenta-se esses conceitos.

4.1 CONCEITOS BASICOS

A formulagdo de problema de otimizacéo € apresentada através dos componentes:
e Funcdo objetivo;
e Modelo do processo;
e Restricoes.
De forma geral, a funcédo objetivo representa lucro, custo, energia, producdo, distancia,
etc., em termos das variaveis de decisdo do processo ou sistema em analise. O modelo do

processo e as restricdes descrevem as inter-relacdes entre estas variaveis.

4.1.1 VARIAVEIS DE PROJETO

As variaveis de projeto sdo parametros que descrevem o projeto de um sistema ou
estrutura (ARORA, 1989). Estas variaveis podem ser de natureza discreta, assumindo valores

isolados dentro de um conjunto, como na Eq. (4.1).

{x € Xlx = (kll kz, ey k3)} (41)
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Ou podem ser de natureza continua, onde assumem qualquer valor dentro de um

intervalo, como na Eq. (4.2).

{x € X|kins < x < kgyp) (4.2)

Se os valores especificados ndo satisfazem todas as restri¢cbes do problema, o projeto é
dito ndo admissivel. Quando o projeto € vidvel, o sistema executa corretamente todas as
funcdes para o qual foi projetado dentro das hip6teses de analise. E importante que as
variaveis sejam escolhidas de forma que sejam independentes umas em relacéo as outras, para

evitar complicagOes adicionais ao problema (ARORA, 1989).

4.1.2 FUNCAO OBIJETIVO

Para se chegar a um determinado 6timo existem diversos projetos viaveis, sendo
alguns melhores que outros. Estabelece-se entdo, um critério numeérico que relacione um dado
conjunto de variaveis de projeto. Esse critério € denominado funcédo objetivo (FO) ou fungéo
custo. A selecdo da FO é uma etapa importante na formulacdo do problema de otimizacéo.

Na otimizacdo estrutural é usual que o funcional a ser minimizado represente o
volume da estrutura. Minimizando-se o volume, otimiza-se a quantidade de material a ser
gasto, que pode acarretar uma consideravel diminuicdo nos custos com materia-prima e

producdo da estrutura.

4.1.3 RESTRICOES DE PROJETO

Muitas vezes em um dado processo de otimizagdo, os valores encontrados para as
variaveis de projeto sdo absurdos ou fisicamente impossiveis, ndo se adequando a realidade.
Por isso, € comum impor limites aos valores das variaveis para que 0S mesmos recebam
resultados dentro de uma faixa adequada. Esses limites sdo chamados de restrigdes de projeto.

Em um projeto de estruturas, as restri¢cdes laterais sdo o caso mais simples, impdem-se

limites superiores e inferiores para os valores admissiveis da geometria de elementos
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estruturais, custos e resisténcias nominais de materiais. Em casos complexos estdo as
restricdes tecnoldgicas, que limitam valores para tensdes, flexibilidades e rigidezes.

As restricOes podem ser de desigualdade ou igualdade. As restrigdes de igualdade que
estdo sempre presentes em problemas de otimizacao estrutural sdo as equacdes de equilibrio.

As demais restrigdes geralmente aparecem na forma de desigualdades.

4.1.4 TIPOS DE PROBLEMAS

Autores como Sant’Anna (2002), Mosmann (2003), Mundstock (2006) tratam a
otimizacdo estrutural subdividida em 3 tipos:
e Otimizacgéo dimensional;
e Otimizagéo de forma;

e Otimizagdo topoldgica.

4.1.4.1 OTIMIZACAO DIMENSIONAL

O dominio do problema € fixo. As varidveis de projeto descrevem caracteristicas da
estrutura (area da secdo transversal, momento de inércia, etc). Busca-se a melhor distribuicédo
de éreas, visando a minimizacdo ou maximizacdo da FO (peso, flexibilidade, tensdo, etc),
respeitando as restricbes do problema (limite admissivel para deslocamentos, tensdes,
frequéncias, comprimento de flambagem, etc). A Figura 4.1 ilustra a otimizacao dimensional,

onde a area de algumas barras sdo otimizadas de acordo coma FO.

51 51 52
><D¢>Q>Q

52 = 51

Figura 4.1 - Otimizacgéo Dimensional. Fonte: Fonseca (2008)

4.1.4.2 OTIMIZACAO DE FORMA
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O dominio do problema é variavel, o objetivo é a determinacdo do dominio 6timo, ou
seja, a melhor forma da estrutura. As variaveis de projeto podem ser pontos de controle do
polindmio que definem o contorno da estrutura (problemas continuos) ou as coordenadas dos
pontos nodais (problemas discretos). Esse tipo de otimizacdo é mais complexo, pois pode
gerar distorcdes nas malhas escolhidas, levando a problemas de convergéncia da solugéo.
Além das restricdes usuais podem ainda ser incorporadas restricbes que evitem solucbes
hipostaticas. A Figura 4.2 mostra a otimizacdo de forma, as barras da estrutura sdo
rearranjadas para a melhor configuracdo de acordo com a otimizagao da FO.

Figura 4.2 - Otimizacg8o de Forma. Fonte: Fonseca (2008).

4.1.43 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Busca-se a melhor distribuicdo de material no dominio do projeto. Nesse caso, a
variavel de projeto esté associada a distribuicdo de material. Para problemas continuos tem-se
insercdo de furos e reforco de pontos. No caso das estruturas discretas, determina-se a
presenca ou auséncia de determinados elementos. Nesse tipo de otimizacdo, € necessaria a
verificacdo de estabilidade fisica e numérica do problema, pois a auséncia de determinados
elementos torna a estrutura hipostatica. A Figura 4.3 ilustra a otimizag@o topoldgica, a
estrutura passa a ter apenas as barras que garantam a resisténcia minima [para suportar 0s

esforcos aplicados.

XD XN

Figura 4.3 - Otimizagdo Topoldgica. Fonte: Fonseca (2008).
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Nessa dissertacdo é empregado o conceito de otimizacdo topoldgica. Visto que esse
modelo apresenta como principal vantagem a modificacgdo no dominio da estrutura ou
componente estrutural a ser otimizado.

Além dos trés tipos de otimizagdo estrutural citados, alguns autores como Fonseca
(2008) trabalham com mais dois tipos de otimizacdo para as estruturas:

e Otimizacgéo simultanea;

e Otimizagdo com multiobjetivos.

4.1.4.4 OTIMIZACAO SIMULTANEA

O dominio do problema é variavel, pois o objetivo é determinar o dominio 6timo e a
melhor distribuicio de areas. E a juncdo da otimizacio dimensional & otimizacdo de forma. As
variaveis de projeto séo as coordenadas dos pontos nodais (problemas discretos) e as areas das
secdes transversais dos elementos. Além das restri¢cGes usuais, consideram-se as restricoes que
evitem solucdes hipostaticas. A Figura 4.4 ilustra a otimizacdo simultanea, onde acontece a
mudanca na geometria de algumas barras e também a reconfiguracao para seu posicionamento

6timo.

51 51
52
[ —

52 =51

Figura 4.4 - Otimizagdo Simultanea. Fonte: Fonseca (2008).

4.1.45 OTIMIZACAO COM MULTIOBJETIVOS

Problemas de otimizagdo podem conter uma ou mais FO. A solugéo de problemas com
duas ou mais fungdes é chamada otimizacdo com multi-objetivos. Quanto maior o numero de
FO, maior a dificuldade de se chegar a solugdo. A fim de eliminar esse problema, identifica-se
a varidvel mais relevante para se tornar a FO, as demais varidveis transformam-se em

restricoes.
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5 OTIMIZACAO TOPOLOGICA ATRAVES DO ACOPLAMENTO
MEC-MLS

Os capitulos anteriores deram um panorama geral da evolucdo no tempo, vantagens e
algumas particularidades de cada método a ser empregado.
Por meio da Figura 5.1, é possivel relacionar os temas empregados de acordo com sua

evolucdo no tempo até o presente trabalho.

SMEC O wis ) weceor P —
‘ (Meados da década de ‘ ‘ I\{lglgss ‘ ‘ ME(S);(;)OT ‘ V|T02|§l|40 JR. ‘
< N R N N >
\ S — 0
"’ oT \ “/MEC +0T+ MLS\
\&/ \ (2013)

Figura 5.1 - Linha do tempo para 0s assuntos estudados.

Os estudos do MEC tiveram maior relevancia a partir de meados dos anos 60. Nesse
periodo a otimizacdo ja era estudada em meio académico. Em 1988, Osher e Sethian
propuseram o MLS como forma de representar curvas e superficies implicitamente. No
mesmo ano, Bendsge e Kikuchi difundiram a técnica de OT através de meétodos de
homogeneizacdo, estudos nessa area ganharam representatividade utilizando essa abordagem
para modelos mecanicos calculados através do MEF. No final da década de 90, alguns
pesquisadores investiram em acoplar a OT a modelos calculados com o MEC. No ano de
2003, diversas obras foram publicadas mostrando artificios para a resolugdo do problema de
OT para modelos mecénicos calculados através do MEC. Durante esse tempo o MLS
desenvolveu-se paralelamente para solucionar problemas em diversas aplicacdes, a OT foi
uma das aplicacdes mais promissoras encontradas para 0 método, a curva de nivel dada pelo
MLS representa a estrutura 6tima. Os primeiros modelos de OT empregando 0 MLS foram
implementados considerando o acoplamento com o MEF. Apesar dos avangos, o acoplamento
MEF-MLS apresentou diversos problemas e limitagdes, principalmente, em funcdo da malha
utilizada. Ap6s o ano de 2010, os estudos foram dirigidos para o acoplamento MEC-MLS.

Quando os assuntos séo tratados separadamente, nota-se que existem campos onde 0s
mesmos sdo reconhecidamente mais eficazes do que outras abordagens. Apesar do MEC

possuir muitos anos de uso, o seu acoplamento ao MLS para célculo da OT é atual, este se



100

mostra eficiente e vidvel de ser implementado, contudo, ainda h4 melhorias e descobertas a
serem realizadas.

No cenario nacional poucos pesquisadores tem estudado o MLS, como Napolitano
(2004) no campo da fisica com a definicdo da forma o6tima de cristais e Emmendoerfer Jr.
(2011) que resolve o problema de otimizacdo estrutural com acoplamento MEF-MLS. Apos
vasta pesquisa na area, acredita-se que o Departamento de Engenharia de Estruturas SET-
EESC/USP seja pioneiro no Brasil com a introducdo da linha pesquisa em OT utilizando
acoplamento MEC-MLS.

5.1 VISAO GERAL DO ACOPLAMENTO MEC-MLS

A proposta desse trabalho é desenvolver uma formulacdo constituida pelo
acoplamento do MEC ao MLS, a fim de definir a topologia 6tima de uma estrutura ou
componente estrutural. A dissertacdo iniciou-se com estudos das formulagbes do MEC, da OT
e do MLS, a fim de verificar os possiveis pontos de interseccdo entre 0s métodos.

Analisando a abordagem de acoplamento do MEF-MLS, observa-se que a formulacédo
do MLS é inserida diretamente nas equacBes que regem o problema mecénico solucionado
pelo MEF. Apesar de ser iterativo, o problema é resolvido de forma Unica, o célculo das
tensdes e deformacdes do problema é obtido simultaneamente aos valores que representam a
estrutura 6tima. E necessaria a analise de sensibilidade para a atualizacdo das variaveis e
verificacdo da influéncia da mudanca de forma no projeto. O processo é realizado até que
todas as variaveis atendam aos valores das restricGes, com tensdes e deformacfes adequadas.
Emmendoerfer Jr. (2011) apresenta esse procedimento em seu trabalho.

Tentou-se de forma analoga interferir na formulacdo do MEC e gerar o sistema final
que fornecesse tensdes, deformacdes e valores de coordenadas para a nova estrutura.
Pesquisas minuciosas buscaram bases para a manipulagdo adequada da formulagdo, no
entanto, ainda ndo ha trabalhos utilizando a abordagem de interferir diretamente no
equacionamento do MEC para a determincdo da geometria 6tima através do MLS. Verificou-
se que a ligacdo entre os métodos realizada por Emmendoerfer Jr. (2011) para 0 MEF néo
poderia ser realizada de maneira similar para 0 MEC no tempo disponivel para conclusdo do

mestrado.
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Nas bibliografias internacionais disponiveis realiza-se o acoplamento de fronteira
entre o MEC e o MLS, o problema ¢ tratado com a utilizacdo de uma malha Euleriana
responsavel por auxiliar o processo de mudanca de geometria da estrutura.

Primeiramente, reproduziu-se o algoritmo proposto por Yamada et al. (2013). Eles
determinam a OT de estruturas em 3D através do acoplamento MEC-MLS. A fungdo LS
controla o contorno da estrutura. As condi¢Bes de contorno sdo impostas explicitamente e
variam ao longo do contorno. Eles propbem a existéncia de um problema adjunto que
juntamente ao problema real é parte do funcional a ser otimizado. A parcela de regularizacéo
contendo a funcdo LS e as restricdes de volume também fazem parte do funcional. A analise
de sensibilidade € realizada para atualizacdo da funcéo LS e dos multiplicadores de Lagrange
presentes. O processo é repetido até que as restricdes sejam atendidas e os valores para a
funcdo LS sejam praticamente constantes de uma iteracdo para a outra.

Apesar do éxito encontrado por Yamada et al. (2013), o presente trabalho ndo obteve
resultados consistentes para o algoritmo reproduzido. O principais problemas enfrentados
estavam relacionados a possiveis instabilidades do MLS acoplado aos problemas real e
adjunto, e a complexidade da derivada topoldgica. Além disso, a busca exaustiva de
parametros da formulacdo também foram pontos de dificuldade.

Pela falta de resultados satisfatorios na implementacdo do algoritmo de Yamada et al.
(2013), optou-se em modificar a estratégia de trabalho e seguir a metodologia desenvolvida
por Ullah, Trevelyan e Matthews (2014).

Ullah et al. (2014) utilizam uma abordagem evolucionéria de otimizacdo topoldgica
aplicada ao acoplamento MEC-MLS. Durante 0 processo de otimizagdo, o método introduz
furos automaticamente. O zero level set descreve as geometrias interna e externa da estrutura.
O contorno é representado através da abordagem NURBS para curvas suaves na malha do
MEC. Realiza-se a inser¢édo de furos em pontos onde a tenséo de von Mises esteja abaixo dos
limites estabelecidos. O método proposto gera geometrias Gtimas para estruturas em duas
dimensGes, os resultados sdo validados através de exemplos de referéncia presentes na
literatura.

Reproduz-se a ideia da inser¢do de furos baseado no critério de tensdo de von Mises,
aplica-se o MLS discretizado através do metodo diferenca upwind e realiza-se a reconstrucéo
da estrutura por meio de um algoritmo de remalhamento. Mostra-se a seguir o

equacionamento e analise da analise LS para OT de estruturas planas utilizando o MEC.
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52 FORMULACAO DO ACOPLAMENTO MEC-MLS

Para se determinar a estrutura 6tima necessita-se que o algoritmo proposto solucione 3
problemas:
e Problema mecénico;
e Problema de otimizagéo;
e Problema de remalhamento.

No problema mecénico determinam-se as tensdes e deslocamentos para 0s pontos do
contorno da estrutura. O MEC necessita da discretizacdo da estrutura por meio de nés e
elementos. As condicdes de contorno em deslocamentos e forgas de superficies no contorno
séo explicitadas.

Para o problema de otimizacdo necessita-se de uma malha Euleriana definida por um
grid retangular. Para cada ponto do grid a funcdo LS representa o dominio sob otimizacdo, ela
é definida como a distancia na dire¢cdo normal entre os pontos do grid e o contorno da
estrutura. Calculam-se valores de ¢ (x) negativos para os pontos do grid internos ao contorno,
valores de ¢(x) positivos para pontos exteriores ao contorno e valores de ¢(x) nulos para
pontos coincidentes ao contorno. Assume-se que a estrutura projetada existe dentro de D.

Assim, a funcdo ¢ (x) é escrita como a Eq. (5.1), onde 92 =T.

0<¢(x) paraVvVx € N\oN
¢(x) =0 paraVvVx € 00 (5.1)
¢p(x) <0 paraVx € D\

A imerséo no grid significa que a estrutura passa ter suas coordenadas expressas como
parte da malha Euleriana, assim, a inicializacdo da funcdo LS € realizada e as distancias
orientadas representam as distancias na dire¢cdo normal entre os pontos do grid e o contorno
da estrutura.

Na estratégia de insercdo de furos, os pontos exteriores ao contorno tém tensao de von
Mises nula, para 0s pontos interiores e pontos coincidentes ao contorno a tensdo é calculada
de acordo com os valores de suas tensbes principais. Os furos sdo inseridos no interior da
estrutura em pontos de minima tensdo de von Mises. Em cada andlise insere-se no um furo
circular centrado no ponto de minima tensdo de von Mises, 0 entorno desse ponto deve
atender a alguns critérios de tensdo estabelecidos para que o furo seja inserido. A malha de

elementos de contorno é atualizada.
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O MLS e utilizado para evoluir a estrutura ap6s a insercdo dos furos. A equacdo LS é
discretizada através do método diferenca upwind e a velocidade para cada ponto do grid é
calculada de acordo com o valor de tensdo de von Mises. O método diferenca upwind calcula
as derivadas parciais da fungédo LS em relacdo a x e y, e realiza a aproximacdo por meio do
metodo das diferencas finitas adiantadas ou atrasadas, esse critério é escolhido
automaticamente através do sinal velocidade calculada por meio da tensdo de von Mises. O
intervalo de tempo utilizado pelo método € considerado ficticio, o valor é parametro de
entrada, e influencia diretamente na evolugdo da estrutura. Outro parametro importante € a
quantidade de evolugdes realizadas em cada iteragéo.

A estrutura evoluida pelo MLS necessita ser atualizada, ou seja, a malha anterior deve
ser destruida e um novo nimero de nds e elementos deve ser calculado, para isso um
algoritmo de remalhamento é desenvolvido. Consideram-se as coordenadas dos nés do grid e
o valor da funcdo LS para cada um desses pontos. O algortimo é capaz de reconhecer a
quantidade de curvas presentes na estrutura (contorno exterior e contorno dos furos existentes
no interior da estrutura) e encontrar o nivel zero como contorno final, este é discretizado em
nos e elementos de contorno para a nova analise do MEC. O processo € repetido até que a
area final desejada seja atingida.

A seqguir, discute-se em detalhes as partes constituintes do algoritmo de otimizagéo

desenvolvido.

5.2.1 GEOMETRIA INICIAL DA ESTRUTURA, CARREGAMENTOS E CONDICOES
DE CONTORNO

O processo inicia-se com a escolha da estrutura a ser otimizada, a estrutura inicial é
arbitraria e representada atraves de um poligono. Como ja foi dito anteriormente, é necessario
0 uso de uma malha Euleriana para auxiliar a movimentacdo do contorno até se atingir a
estrutura 6tima. O grid adotado é retangular e deve ser maior do que a estrutura, para que haja
espaco suficiente para a movimentacdo da estrutura. O problema deve ser convertido, a
imersdo garante que a estrutura passe a ter suas coordenadas expressas em funcdo das
coordenadas presentes no grid, nesse ponto cria-se a relacdo direta entre as variaveis do MEC
e do MLS.

A estrutura e o grid sdo inseridos através do arquivo de entrada do programa. Fixa-se o

grid em sua origem e estipula-se a quantidade de pontos nas dire¢des x e y. Escolhe-se em
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seguida as medidas de passo no espaco para x € y, ou seja, 0s valores de Ax e Ay. A Figura

5.2 apresenta um exemplo de grid construido.

i o e e

O

<4 4 <4 2

Figura 5.2 - Grid de pontos.

Também sdo dados de entrada as propriedades do material da estrutura, a quantidade
de nds e elementos de contorno, a ordem de aproximacdo dos elementos, as coordenadas
cartesianas dos pontos de contorno, a conectividade dos elementos e o tipo de
equacionamento do MEC utilizado (singular ou hiper-singular). As condi¢bes de contorno
contém os elementos com deslocamentos e carregamentos prescritos. Todos os elementos séo
lineares e descontinuos, essa escolha facilita o remalhamento. A Figura 5.3 contém um

exemplo de estrutura imersa no grid de pontos.
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Figura 5.3 - Estrutura imersa no grid de pontos.

A quantidade de evolucdes para 0 método diferenca upwind, o volume final desejado,
o tempo ficticio e o fator de reducéo para a evolugcdo também sdo dados presentes no arquivo
de entrada e seus valores sdo apresentados no capitulo 6, onde estdo presentes 0s exemplos

que validam a formulagéo.

5.2.2 ATUALIZACAO DA GEOMETRIA

Com a estrutura definida e convertida para as coordenadas do grid, o calculo mecanico
é ser executado. O algoritmo ELAST-2D desenvolvido pelo Prof. Edson Denner Leonel
calcula os valores de deslocamentos e tensdes do problema. Em seguida, calculam-se as
tensdes principais e as tensdes de von Mises para cada um dos pontos do grid. A tensdo de
von Mises é calculada através da Eq. (5.2), onde a,, 0, € g5 Sdo as tensfes principais no ponto

analisado.

1
= — /(01 — 0,)% + (05 — 03)% + (0; — 03)? (52)

va \/E
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A otimizacdo realizada baseia-se na aproximacao bidirecional do material, ou seja, a
adicdo e remocdo do material acontece simultaneamente durante as itera¢des, tornando-se
similar ao processo de otimizagdo evolucionaria citada anteriormente. O MEC calcula as
tensbes de von Mises em cada ponto do grid e os locais de material ineficiente é removido
progressivamente. As regides que satisfazem a Eq. (5.3) s@o analisadas para a remocéo de

material.

Opm < RRO g (5.3)

Onde RR é o modulo de reducdo de material e g,,,, € @ maxima tensdo de von Mises
da estrutura inicial. Similarmente, identificam-se as regiGes onde material deve ser adicionado

considerando a Eq. (5.4).

Opm > MIN(Opgy Oy) (5.4)

Sendo o,, a tensdo de escoamento do material em questao.

5.2.2.1 INSERCAO E REMOCAO DE MATERIAL

Para a movimentacdo do contorno da estrutura é necessaria a determinacdo da
velocidade para cada um dos pontos de grid. Este calculo é relacionado diretamente as tensfes
de von Mises, delimitam-se intervalos de tensdo e relacionam-se os mesmos as velocidades.

Os intervalos sdo caracterizados em funcdo de 0,,,, RR, 0y € 0yqy, €Stes podem ser vistos

na Eg. (5.5).

Oym € [0,0¢]:0: = 0,5RRO,45) VN = -1
Opm € [0t1,0¢2]: 62 = 0,9RR G0 VN € [-1;0]
Opm € [0p2, 0¢3]: 045 = 0,95 min(amax, ay), VN =0 (5.5)
Oym € [0¢3,0t4): 0ps = Min(Omax, O'y), VN € [0;1]

Opm € [0p4,©]: VN =1



107

A velocidade VN negativa caracteriza 0 movimento na direcdo normal para o interior
do contorno, eliminando material ineficiente. Da mesma maneira, 0 movimento na direcdo
normal para o exterior do contorno representa velocidade VN positiva aumentando a
quantidade de material. A velocidade VN nula mantém os pontos parados. E possivel verificar

os intervalos de tensdo e as suas respectivas faixas de velocidade na Figura 5.4.

-

|

VN O |

71 T Ti3 T4
gt'ﬂl

Figura 5.4 - Converséo da tensdo de von Mises para velocidade. Fonte: Ullah (2014).

5.2.2.2 INSERCAO DE FUROS

O material ineficiente também pode ser removido através da inser¢do de furos em
pontos de baixa tensdo de von Mises no interior da estrutura. Para a insercdo de furos

identificam-se o0s pontos da estrutura que satisfacam a Eqg. (5.6).

Onde o; é a tensdo de von Mises no ponto. Para cada iteracdo escolhe-se apenas um
ponto de menor tensdo pra a insercdo do furo. Quando o ponto é identificado analisam-se 0s
pontos existentes no entorno do mesmo. Para que a insercdo do furo seja realizada, necessita-

se que pelo menos 5 dos 8 pontos presentes no entorno atendam ao critério da Eqg. (5.6). Caso
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isso aconteca um furo circular é inserido. O mesmo é centrado no ponto de menor tensao e
seu raio é equivalente a 0,84x, onde Ax é passo no espaco adotado para a contrugdo do grid.
Esse valor € adotado para facilitar a modificacdo da malha de contorno e evitar que furos
sejam inseridos em pontos onde possa haver contato entre os contornos, considera-se que a
funcdo de evoluir, fundir ou separar curvas ¢ do método diferenca upwind, ou seja, exclusiva
do MLS. Apos a insercdo de cada furo circular, sdo acrescidos 16 nos e 8 elementos lineares
descontinuos a malha de elementos de contorno. O processo é repetido até que as tensdes
presentes sejam todas superiores a faixa de analise da Eqg. (5.6). A Figura 5.5 mostra um furo

inserido no grid de pontos.

EgzPontos no entomo

E{Ponm de menor tensdo

Figura 5.5 - Furo inserido no grid de pontos.

5.2.3 INICIALIZACAO DA FUNCAO LS

A malha Euleriana é fundamental para a analise da otimizagdo topoldgica proposta. E
através dela que a estrutura evolui e atinge a sua geometria 6tima. Para cada ponto do grid
calcula-se a distancia orientada ao contorno da estrutura, esta representa a distancia na direcédo
normal ao contorno, o sinal determina a posi¢do do ponto em relacdo ao contorno do corpo.
Os pontos do grid com distancia nula séo coincidentes ao contorno da estrutura. Os pontos
com distancias positivas sdo exteriores ao contorno e os pontos com distancia negativa séo

interiores ao contorno.
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5.2.4 ATUALIZACAO DA FUNCAO LS

Ap0bs o célculo das velocidades a equacédo LS é atualizada através do método diferenca
upwind descrito no item 3.1.1.2. O intervalo de tempo ficticio (4t) e os valores de passo no
espaco (4x e Ay) adotados atendem a condicdo de estabilidade Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) também descrita no item 3.1.1.2.

Em cada iteracdo é desejavel eliminar uma quantidade superior de material, entretanto,
a condicdo CFL controla a quantidade de material a ser removida de acordo com as
carcteristicas do grid empregado.

Durante as analises, verificou-se que o método diferenca upwind é bastante sensivel a
modicacdo dos parametros Ax, Ay e At. Ajustou-se o tamanho do grid e o valor de tempo

ficticio para atender a condicdo CFL.

525 ATUALIZACAO DA ESTRUTURA

A solucéo da equacdo LS modifica o valor da funcdo LS em cada ponto do grid. Com
a atualizacdo dos valores de ¢, torna-se necesséria a atualizacdo das posi¢des dos pontos onde
o valor de ¢ é nulo. A mudanca na posi¢do do contorno torna a estrutura a ser avaliada na
iteracdo posterior ser diferente da estrutura analisada na iteracao atual.

A primeira estrutura é introduzida no programa manualmente por meio do arquivo de
entrada. A quantidade desconhecida de iteracdes necessarias para se atingir a estrutura étima
torna inviavel a introducdo manual de novas estruturas. Realiza-se entdo o remalhamento
automatico.

O novo nivel zero é tracado eficientemente através do algoritmo de remeshing, essa
ferramenta € capaz de construir a nova estrutura. A partir das coordenadas dos pontos do grid
e do valor da funcdo LS em cada ponto, o remeshing recalcula o nimero de nos e elementos,
enumerando e conectando-os no sentido adequado, aplicando as condicdes de contorno e
introduzindo os dados no programa automaticamente. As condi¢cGes de contorno em
deslocamento e forgas permanecem nos mesmos lugares independentemente da nova

configuracdo da estrutura.

5.2.6 CRITERIO DE PARADA
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O critério de parada € analisado a partir do volume da estrutura, entretanto, como o

caso aqui estudado trata-se de um problema em duas dimensdes, considera-se a area como

critério final da convergéncia do algoritmo.

Calcula-se a &rea inicial e a cada iteracdo calcula-se a &rea restante na estrutura. A
solucdo final é encontrada quando a area calculada é igual ao valor estipulado no arquivo de

entrada, este € expresso em porcentagem da area inicial. Os valores aqui utilizados estdo

especificados no capitulo 6.

5.3 FLUXOGRAMA DO PROGRAMA

A Figura 5.6 apresenta o fluxograma do acoplamento MEC-MLS para otimizacao

topoldgica de estruturas planas.

Figura 5.6 - Fluxograma do acoplamento MEC-MLS para otimizacéo topoldgica de estruturas planas.
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6 RESULTADOS

A validade e eficiéncia do método de otimizacdo proposto é testado através de um
exemplo de referéncia encontrado no trabalho de Ullah et al. (2014). As propriedades do
material utilizadas foram: moédulo de elasticidade E = 210 GPa, coeficiente de Poisson
v = 0,3 e tensdo de escoamento a,, = 280 MPa.

Os exemplos 1, 2 e 3 sdo variacBes da mesma estrutura inicial, uma viga retangular
engastada com razao de 1,6 entre as medidas de suas faces. Os deslocamentos da estrutura sdo
restringidos no topo e na base de sua extremidade esquerda. No meio da extremidade direita
aplica-se a forca de 3 KN. No exemplo 1 o carregamento é de tracdo e nos exemplos 2 e 3 0

carregamento é de cisalhamento. A geometria inicial da viga pode ser vista na Figura 6.1.

b

Figura 6.1 - Estrutura original.

6.1 EXEMPLO1

O primeiro exemplo tem como objetivo validar a formulacdo proposta para o presente
algoritmo de otimizacdo topoldgica. Baseia-se no exemplo 3 do trabalho de Ullah et al.
(2014). Trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento de tracdo. A Figura 6.2

ilustra a estrutura inicial do exemplo.
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= 3.0 KN

i /

Figura 6.2 - Viga engastada submetida a tragéo.

O fator de reducédo utilizado foi de RR = 0,1, adotaram-se 10 evolucBes para cada
etapa do método diferenca upwind. O tempo ficticio utilizado é de At = 0,003. O grid €
composto por 67x45 pontos, ou seja, 3015 pontos. Os valores de Ax e Ay sdo iguais a 0,1m.
Optou-se pela introducdo de chanfros nas quinas da extremidade direita da estrutura, o
objetivo € reduzir a concentracdo de tensdo existente nesses locais. Necessita-se que a
estrutura otimizada contenha 40% da &rea inicial.

A Figura 6.3 mostra a evolucdo da estrutura até sua chegada a estrutura 6tima.
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Figura 6.3 - Processo de otimizagdo do exemplo 1.

A Figura 6.4 compara a estrutura inicial a estrutura otimizada. E possivel observar a
simetria e a permanéncia das condi¢fes de contorno até a estrutura final. Comparando-se com
o exemplo 3 de Ullah et al. (2014), verifica-se a convergéncia do método e valida-se o

algoritmo proposto.

i >

Estrutura final

Estrutura inicial

Figura 6.4 - Comparagdo estruturas exemplo 1: inicial e final.

A Figura 6.5 ilustra a reducdo da area durante o processo iterativo.
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Area x Iteragdes - Exemplo 1
30

25

Area (m?)
[N )
(6)] o

[y
o

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91

Figura 6.5 - Reducéo da area da estrutura de acordo com a iteracdo — Exemplo 1.

A Figura 6.6 ilustra a evolugdo da estrutura até a chegada a estrutura 6tima por meio
das superficies e as curvas de nivel.
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Figura 6.6 - Processo de otimizacdo do exemplo 1 — superficies.

A Figura 6.8 ilustra a superficie e as curvas de nivel da estrutura final, o nivel zero

representa a estrutura Gtima.
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Figura 6.7 - Superficie e curvas de nivel do exemplo 1.
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6.2 EXEMPLO 2

Trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento de cisalhamento. A

Figura 6.8 ilustra a estrutura inicial do exemplo.

13.0 KN

e

Figura 6.8 — Viga engastada submetida a flex&o.

O fator de reducdo utilizado foi de RR = 0,05, adotou-se 10 a quantidade de
evolugdes para cada etapa do método diferenca upwind. O tempo ficticio utilizado é de
At = 0,003. O grid é composto por 67x45 pontos, ou seja, 3015 pontos. Os valores de Ax e
Ay sdo iguaisa 0,1m

As principais referéncias no campo da otimizacdo topolégica demonstram a unicidade
de solugdo para os problemas de otimizacdo, ou seja, aplicando-se as mesmas condicdes de
contorno é possivel determinar a geometria 6tima de uma estrutura independentemente de sua
forma inicial, é usual a insercdo de furos ou descontinuidades para a demonstracdo da
eficiéncia do algoritmo. Utilizando esse conceito, a estrutura é modificada com a insercéo de
4 furos em seu dominio. Também sdo introduzidos chanfros nas quinas da extremidade
direita, o objetivo é reduzir a concentracdo de tensdo existente nesses locais.

Para esse exemplo, calcula-se a estrutura otimizada contendo 50% da area inicial

(Figura 6.8). A Figura 6.9 ilustra o ponto da partida da estrutura a ser otimizada.
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Figura 6.9 - Insercdo de furos iniciais na estrutura.

A Figura 6.10 contém a evolugdo da estrutura até sua chegada a estrutura 6tima.

B 3
| o0 ] o20 ) o20
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Figura 6.10 - Processo de otimizagdo do exemplo 2.
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A Figura 6.11 compara a estrutura inicial a estrutura otimizada.

Estrutura inicial Estrutura final

Figura 6.11 - Comparacéo estruturas exemplo 2: inicial e final.

A Figura 6.12 ilustra a reducdo da area durante o processo iterativo.

Area x Iteragbes - Exemplo 2
25

20

Area (m?)
[3XY
(6]

10

1 11 21

Figura 6.12 - Redugdo da area da estrutura de acordo com a iteragcdo — Exemplo 2.

A Figura 6.13 ilustra a evolugdo da estrutura até a chegada a estrutura 6tima por meio

das superficies e as curvas de nivel.
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Figura 6.13 - Processo de otimizagdo do exemplo 2 — superficies.

A Figura 6.14 ilustra a superficie e as curvas de nivel da estrutura final, o nivel zero

representa a estrutura Gtima.
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Figura 6.14 - Superficie e curvas de nivel do exemplo 2.
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6.3 EXEMPLO 3
Trata-se de uma viga engastada submetida a um carregamento de flexdo. A Figura

6.15 ilustra a estrutura inicial do exemplo.

3.0 KN

Figura 6.15 - Viga engastada submetida a flexdo - carregamento superior.

O fator de reducdo utilizado foi de RR = 0,25, adotou-se 5 evolugdes para cada etapa
do método diferenca upwind. O tempo ficticio utilizado é de At = 0,003. O grid é composto
por 67x45 pontos, ou seja, 3015 pontos. Os valores de Ax e Ay sdo iguais a 0,1m. Optou-se
pela introducdo de chanfros na quina da extremidade inferior direita da estrutura, o objetivo é
reduzir a concentragdo de tensdo existente nesses locais. Necessita-se que a estrutura
otimizada contenha 40% da &rea inicial.

A Figura 6.16 mostra a evolucao da estrutura até sua chegada a estrutura 6tima.
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Figura 6.16 - Processo de otimizacao do exemplo 3.

A Figura 6.17Figura 6.4 compara a estrutura inicial a estrutura otimizada.

.

Estrutura inicial Estrutura final

Figura 6.17 - Comparacéo estruturas exemplo 3: inicial e final.

A Figura 6.18 ilustra a reducdo da area durante o processo iterativo.
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Area x Iteracdes - Exemplo 3
30
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Figura 6.18 - Redugdo da area da estrutura de acordo com a iteragdo — Exemplo 3.

A Figura 6.19 ilustra a evolucdo da estrutura até a chegada a estrutura 6tima por meio
das superficies e as curvas de nivel.
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Figura 6.19 - Processo de otimizacdo do exemplo 3 — superficies.

A Figura 6.20 ilustra a superficie e as curvas de nivel da estrutura final, o nivel zero

representa a estrutura otima.
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Figura 6.20 - Superficie e curvas de nivel do exemplo 3.
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6.4 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A imersdo das estruturas na malha Euleriana é realizada manualmente. O célculo
mecanico depende diretamente das condi¢cdes de contorno impostas na estrutura. Para isso,
deve-se garantir que as condi¢fes de contorno pertencam aos pontos do grid, ou seja, 0s
elementos onde sdo aplicados deslocamentos nulos e carregamentos necessitam que as
velocidades e os valores da funcdo LS sejam nulos, isso significa que 0os mesmos pontos do
grid que contém as condic¢Bes de contorno permanecem parados e pertencem ao contorno da
estrutura em todas as iteracOes. Caso as condigdes de contorno sejam diferentes das
especificadas inicialmente, o problema analisado ¢ modificado, 0 que ndo é desejavel. A
atualizacdo das condicdes de contorno realizada é suficiente para garantir que o problema
continue 0 mesmo em todas as iteragoes.

Para o calculo mecénico, o0 MEC necessita das coordenadas cartesianas fornecidas
explicitamente, entretanto, para o calculo da OT é fundamental que o contorno seja
representado implicitamente. As distancias orientadas com sinal sdo calculadas através da
inicializacdo da funcdo LS e garantem a transformacdo das coordenadas explicitas para a
representacdo implicita do contorno. A inicializacdo da funcdo LS garante que o contorno
permaneca na posicao correta a cada iteracao.

A tensdo de von Mises € a variavel que liga 0 MEC ao MLS. O MEC tem sua malha
composta por nos e elementos imersa na malha Euleriana, o problema mecénico calcula a
tensdo de von Mises para todos os pontos do grid, com essa informacéo é possivel avaliar se a
estrutura precisa de furos e obter a velocidade de propagacdo utilizada na atualizacdo da
funcéo LS.

O objetivo da OT ¢ atingir a minima quantidade de material que garanta resisténcia
adequada aos esforcos solicitantes da mesma forma que a estrutura inicial. A eliminacgéo de
material ineficiente € realizada durante todo o processo, a insercdo de furos e o método
diferenca upwind realizam essa fun¢éo a cada iteracao.

A insercdo de furos elimina uma quantidade minima de material, isso pode ser visto na
Figura 6.5 e na Figura 6.12; observa-se que nas curvas de reducdo da &rea da estrutura
existem pequenos patamares onde a area da estrutura permanece praticamente constante
durante o processo. Ullah et al. (2014) utilizam um recurso onde a insercdo de furos elimina
uma grande quantidade de material, isso acontece em funcdo do emprego do método NURBS
para a reconstrucdo do contorno. Para este trabalho ainda néo foi possivel a eliminacdo de
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mais material através dos furos, entretanto, para trabalhos futuros ja existem algumas
estratégias que podem melhorar esse processo.

O método diferenca upwind é responsavel pela eliminacdo de grande parte do material
ineficiente da estrutura. A movimentagdo acontece de forma que o material é eliminado em
locais com baixa tensdo de von Mises e é reconstituido em regiGes onde ha maior
concentracdo de tensdes. Por meio da atualizacdo da funcdo LS analisa-se a coeréncia da
distribuicdo das tensdes de von Mises calculadas. Como as velocidades dependem
diretamente das tensdes, a eliminacdo e a reconstituicdo de material sdo dadas de acordo com
o valor da velocidade VN relacionada pela Figura 5.4. Para velocidade nula os pontos
permanecem parados, para velocidades negativas o material é eliminado e para velocidades
positivas o material € reconstituido. Pela evolucdo dos exemplos 1, 2 e 3 nota-se que 0
material é removido e acrescentado adequadamente.

O remalhamento é realizado ap6s a atualizacdo da funcdo LS, calcula-se a nova
quantidade de nos, elementos de contorno e conectividade dos elementos. O algoritmo detecta
adequadamente as camadas de pontos presentes na estrutura (exterior e furos).

A evolucgdo das estruturas acontece de forma simétrica. Nota-se que hd uma relacéo
direta entre a malha Euleriana, a malha de elementos de contorno e o tempo de
processamento.

No exemplo 1 chega-se a 40% da é&rea inicial em 96 iteracBes, o tempo de
processamento é de, aproximadamente, 6 dias. O tempo elevado é dado em func¢éo do célculo
das grandezas internas do MEC. Para o calculo das grandezas internas do MEC, consideram-
se 0s pontos do grid com valores da funcdo LS negativos; conceitualmente, estes pontos estéo
posicionados no interior da estrutura e sdo considerados pontos fonte para 0 MEC. Cada um
dos pontos internos integra todos os elementos presentes no contorno.

A evolucdo do método diferenca upwind reduz a quantidade de material presente na
estrutura, consequentemente, a quantia de pontos internos da estrutura também é reduzida.
Teoricamente, a diminui¢do da quantidade de pontos internos levaria ao decréscimo do tempo
de processamento, todavia, ndo € isso que acontece na pratica.

No exemplo 2 chega-se a 50% da é&rea inicial em 28 iteracBes, o tempo de
processamento é de, aproximadamente, 6 dias. Os furos inseridos manualmente reduzem a
guantidade de iteracbes a serem a realizadas, entretanto, 0S mesmos aumentam
significativamente o tempo de processamento. 1sso acontece devido ao numero de elementos
de contorno adicionados a malha, 0 MEC necessita de mais de tempo para realizar o célculo

mecanico. Nesse exemplo, a quantidade de pontos internos é reduzida tanto pela evolucdo do
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método diferenca upwind como pelos furos inseridos manualmente, contudo, o tempo de
processamento nao sofre decréscimo.

Nota-se no exemplo 2, que ao se atingir 50% da &rea inicial, a estrutura necessita de
mais pontos para a evolucdo adequada, isso é realizado com o refinamento do grid. Refinou-
se o0 grid do exemplo e utilizou-se um nimero 4 vezes maior por pontos, ou seja, Ax e Ay
iguais a 0,05. Para atender a condicdo de estabilidade CFL modificou-se o intervalo de tempo
ficticio para At igual a 0,001. O refinamento tornou invidvel a analise para areas inferiores a
50% da éarea inicial, pois aumentou, consideravelmente, o tempo de processamento do
algoritmo.

No exemplo 3 chega-se a 40% da &rea inicial em 154 iteragBes, o tempo de
processamento é de, aproximadamente, 5 dias. Para esse exemplo a evolucdo ndo acontece
simetricamente devido ao carregamento ndo possuir simetria.

O processo de remalhamento é baseado na quantidade de pontos do grid, assim, o
aumento do nimero de pontos no grid gera acréscimo na quantidade de nds e de elementos de
contorno da estrutura, o que prolonga o tempo de processamento do modelo mecénico e do
calculo das grandezas internas do MEC. Além disso, o remalhamento considerando o grid
refinado reduz o tamanho dos elementos da estrutura, o sistema de equacfes do célculo
mecanico do MEC é comprometido em funcdo do tamanho desses elementos. Para exemplos

onde é preciso o refinamento de grid, é preciso a melhoria e aprimoramento do algoritmo.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 CONCLUSOES

A otimizacdo topologica € resultado do acoplamento MEC — MLS. Utilizam-se as
vantagens de cada um deles para a obtencdo de geometrias 6timas de maneira eficiente e
precisa.

Divide-se o problema tratado em duas partes: modelo geométrico e modelo mecéanico.
O modelo geométrico contempla a montagem e a modificacdo da estrutura em cada iteragdo.
O modelo mecéanico inclui a obtencdo das tensdes e deformacdes de cada estrutura analisada
durante as iteracfes. Analisando de forma especifica, 0 acoplamento em questdo pode ser
dividido em trés partes: modelo mecénico, otimizacdo topoldgica e reconstrucdo da estrutura.
O modelo mecénico utilizado séo as equacdes algébricas do MEC. A otimizacdo topoldgica é
constituida pelo MLS. E a reconstrucdo possibilita que a estrutura esteja adequada para a
continuagdo do processo iterativo.

O acoplamento realizado é de fronteira entre 0 modelo geométrico e 0 modelo
mecanico. O processo de otimizacdo topoldgica sé existe se 0os mddulos trabalharem em
conjunto, a ligacdo entre os métodos ¢ a tensdo de von Mises. A vantagem e a potencialidade
desse tipo de acoplamento residem no fato de que as partes constituintes podem ser
trabalhadas separadamente. Entdo, é possivel melhorar algoritmo do MEC acrescentando
diferentes tipos de carregamentos e vinculagdes, aumentando as aplicacdes resolvidas pelo
método. Também é possivel substituir o MEC por outras metodologias. E possivel também
melhorar os algoritmos responsaveis pelo controle e mudanca da geometria, construindo
estruturas melhores e analisando problemas mais proximos da realidade.

O MEC é complexo e necessitou exaustivas horas de estudo e de implementacdo para
ser entendido, contudo, o Departamento de Engenharia de Estruturas (EESC — USP) possui
uma forte tradicdo nas aplicacdes envolvendo o MEC. Por meio do Grupo de Estudos do
Meétodo dos Elementos de Contorno, diversas duvidas foram sanadas durante os estudos.

Para 0 MLS e o acoplamento MEC — MLS, o panorama foi diferente, pois 0 MLS é
um metodo relativamente novo e a quantidade de bibliografias tratando sobre o acoplamento

MEC — MLS ainda é reduzida, além disso, a linha de pesquisa em otimizacdo topologica €
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pioneira no Departamento de Engenharia de Estruturas (EESC-USP). Entdo, nessa area o
conhecimento foi adquirido partindo-se da estaca zero.

Anteriormente ao desenvolvimento da formulacdo, um planejamento detalhado foi
montado e as ideias foram discutidas no Grupo de Método dos Elementos de Contorno, isso
auxiliou na escolha de melhores alternativas e diminuiu a dificuldade em diversas partes do
trabalho. Equacionou-se, implementou-se e testou-se cada uma das partes constituintes
individualmente. O algoritmo do MEC utilizado foi desenvolvido pelo Prof. Edson Denner
Leonel. A equacdo LS foi expandida para 2D e implementada com discretizagdo por meio do
método diferenga upwind, diferentes curvas e velocidades foram testadas e validaram o
algoritmo desenvolvido. Posteriormente, acoplou-se o MEC ao MLS, o algoritmo de
remalhamento foi desenvolvido e testado simultaneamente ao acoplamento, pois era
necessario conhecer a geometria que o algoritmo deveria reproduzir. Ap6s o acoplamento
final, vérios testes foram realizados até a validacdo do algoritmo por meio do exemplo de
referéncia de Ullah et al. (2014).

Mesmo com as dificuldades encontradas com os métodos e discussdes do
equacionamento e estratégias de implementacdo, o grande desafio desse trabalho foi o
desenvolvimento da ferramenta de remalhamento. Para os estudiosos de métodos numéricos, é
conhecida a dificuldade e os problemas existentes em andlises onde a malha necessita ser
reconstruida automaticamente. Além da alteracdo na quantidade de nos e elementos, as
maiores problematicas encontram-se a aplicacdo das condicGes de contorno e a determinacao
das novas conectividades.

Em cada iteragdo as condi¢cBes de contorno necessitam ser aplicadas em nés e
elementos diferentes dos anteriores, entretanto, a posicdo geomeétrica inicial deve ser mantida
independente da alteracdo da malha.

Na conectividade dos elementos, a dificuldade é estabelecer os nés iniciais e finais,
pois é intrinseco do processo de otimizacgdo topoldgica o desaparecimento e o0 surgimento de
material no dominio da estrutura. Quando a funcdo LS é atualizada, s@o conhecidos apenas 0s
valores da funcdo em cada um dos pontos grid, a presenca ou auséncia de material €
desconhecida, além disso, esse procedimento deve ser repetido eficientemente em todas as
iteracfes. Montar um esquema que trate habilmente todos esses problemas é um ponto crucial
para o desenvolvimento do trabalho.

O algoritmo de remalhamento implementado é capaz de localizar novos nés e

elementos, encontrar suas conectividades e aplicar as condi¢des de contorno adequadamente.
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Entretanto, ainda existem algumas limitacbes, pois para vencer todos 0s obstaculos
enumerados, algumas simplificagcdes foram impostas.

A primeira simplificacdo é o formato do grid, tentou-se encontrar o melhor formato
para que o algoritmo fosse capaz de desenhar estruturas curvas, todavia, adotou-se o formato
retangular para simplificar o processo de leitura do algoritmo. Entéo, fica clara a dependéncia
pela malha Euleriana no processo de otimizacdo. Para captar uma estrutura em detalhes é
necessario o aumento do numero de pontos do grid, 0 que aumenta o custo computacional
(tempo de processamento) e dificulta a montagem do arquivo de entrada (maior possibilidade
de erros).

Outra simplificacdo adotada foi o tipo de elemento de contorno para a analise, todos 0s
elementos sdo de ordem de aproximacdo linear. Essa escolha foi feita, pois elementos de
ordem superiores dificultariam o processo de remalhamento. Quanto maior a ordem de
aproximacédo escolhida, maior a quantidade nds e mais complexa a andlise da conectividade
para cada elemento. Com essa simplificacdo, nao é possivel utilizar a toda a potencialidade do
algoritmo ELAST-2D, pois esse este € capaz de fazer analise utilizando elementos de ordem
superior e utilizar ordens de aproximacao diferentes para cada elemento.

A estrutura é considerada 6tima quando a area final alcanca a porcentagem da area
final especificada. Muitos estudiosos como Sethian e Wiergmann (2000), denominam a
estrutura 6tima como ‘projeto melhorado’, pois o critério de volume/area ndo garante que a
porcentagem escolhida seja realmente o valor ideal para a aplicacdo em questdo. Entéo,
conclui-se que cada iteracdo gera um ponto de ‘6timo local’, pois em cada etapa do processo
de otimizagdo, a quantidade de material presente na estrutura resiste adequadamente aos
carregamentos impostos. As porcentagens de area aqui utilizadas foram escolhidas de acordo
com os valores presentes nas bibliografias de referéncia. Para a determinacdo da porcentagem
6tima de material a ser escolhida deve-se propor uma nova metodologia de pesquisa que leve
em conta as restri¢cGes para o volume adotado.

Apesar de todas as dificuldades encontradas, diversas limitacbes no campo da
matematica e engenharia foram superadas. Além disso, os aprendizados serviram para
amadurecimento profissional e pessoal.

O acoplamento MEC — MLS mostra-se uma ferramenta forte e eficiente para a

determinacdo de geometrias 6timas de estruturas e componentes estruturais.
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7.2 PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Como se trata de uma nova metodologia para a analise da otimizacdo topoldgica de
estruturas e em funcdo do curto intervalo de tempo disponivel, ndo foi possivel explorar
muitos tipos de aplicacdes, sugere-se para investigacdes futuras a exploracdo de possiveis
aplicacdes para o programa ja montado e também a otimizacdo desse algoritmo a fim de
reduzir o tempo de processamento do mesmo.

E importante buscar maior conhecimento no campo do remalhamento para aplicaces
envolvendo o MEC em duas e trés dimensdes, codigos melhores nessa area melhorariam 0s
resultados apresentados para a otimizacéo topoldgica.

Indica-se o acoplamento de outros problemas como: mecéanica da fratura, mecénica do
dano, confiabilidade. 1sso aumentaria os campos de aplica¢do do acoplamento MEC — MLS.

Sugere-se também a expansdo dos estudos do acoplamento MEC - MLS para

estruturas em trés dimensoes.
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ANEXO A - TOPICOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Apresentam-se neste topico os conceitos e equagdes principais que regem a teoria da
elasticidade linear. Maiores aprofundamentos sdo encontrados em Timoshenko e Goodier
(1970).

Al EQUACOES DE EQUILIBRIO

Considerando um corpo qualquer com dominio 2 limitado por um contorno I'. Este

corpo esté sujeito a carregamentos estaticos, como indica a Figura (A.0.1).

Figura (A.0.1) — Sélido bidimensional. Fonte: Kzam (2009).

Tomando a infinitésima parte, d2, desse corpo verificam-se as componentes de tenséo
atuantes no mesmo. A Figura (A.0.2) mostra o estado de tensdes atuantes no infinitésimo.
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Figura (A.0.2) - Estado de tensdo no elemento infinitesimal de dominio. Fonte: Kzam (2009).

Ao todo sdo conhecidas nove componentes de tensao:
e Trés componentes normais: g, 1, 0,5, 033;
e Seis componentes de cisalhamento: a;,, 013, 021, 033, 031, O35.
Analisando o infinitesimal verifica-se que algumas dessas tensfes ndo s&o

independentes entre si, na consideracao do equilibrio tem-se que:

Oij = Oj; (A)

Onde g;; € 0j; sdo as tensdes internas atuantes no infinitésimo.

Fazendo o equilibrio em termos de forcas e admitindo a existéncia das forgas de corpo

tem-se:

Gij,j + bi =0 (AZ)

Sendo b; as forgas de corpo atuantes na direcdo i e o;; ; a derivada da tensdo ij em
relacdo a direg&o j.
O mesmo equilibrio pode ser calculado no contorno I' do infinitésimo para a

determinacdo de estado de tensdes na superficie do corpo. Entretanto, é necessario realiza-1o
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em funcéo dos cossenos diretores e componentes das forcas de superficies do mesmo. Entéo,
decompde-se o estado de tensdo na direcdo do contorno de forma que esse seja igual as forgas

de superficies presentes no corpo:

Pi = O'UT]] (A.3)

Em que P; sdo as forcas de superficie e n; os cossenos diretores do versor normal ao

contorno.

A.2 RELACOES CONSTITUTIVAS

Na elasticidade linear a relacdo entre tensdes e deformacdes é dada através da Lei de
Hooke generalizada. Por meio dela, um tensor de quarta ordem é representado, onde cada
componente de tensdo € linearmente relacionada com as deformacdes no ponto analisado.
Analisando a relacdo de maneira inversa verifica-se que a relacdo também € vélida, ou seja, as
componentes de deformacdo sdo linearmente relacionadas as componentes de tensao, porém,
0 tensor usado para a representacdo € o inverso das propriedades constitutivas utilizadas
anteriormente.

A lei de Hooke generalizada é dada por:

[o] = [Dc]- [e] (A4)

Sendo, [D.] o tensor de quarta ordem contendo as propriedades constitutivas do
material. [o] e [e] os tensores de segunda ordem das tensdes internas e deformacdes do corpo,
respectivamente.

Em casos onde o material é anisotropico o tensor constitutivo [D.] possui 81 termos
independentes os quais sdo funcdo somente da direcdo dos eixos de referéncia. Considerando
a simetria presente nos tensores de tenséo e deformagéo os termos independentes passam a ser
36. Admitindo-se o caso de material isotrépico, o tensor [D.] pode ser representado por meio
do modulo de elasticidade longitudinal, E, e do coeficiente de Poisson, v.

Escreve-se inicialmente, a Lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos:
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E v A
O'ij:1+v. (1_2'v)'6ij'€kk+£ij:| ( )

Em que 6;; € o delta de Kroenecker, &;; as deformagdes do corpo, v o coeficiente de
Poisson, E 0 modulo de elasticidade transversal.

Inversamente, escrevem-se as deformacdes em funcao das tensdes:

1+v v
__'Uij_E'Ukk'Sij (AG)

A.3 RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

Em um corpo sujeito a regime de pequenas deformacdes, as configuracdes deformada
e indeformada podem ser representadas tomando-se a vizinhanga de um dado ponto P.

Antes da deformagdo as coordenadas do ponto sdo as proprias coordenadas do ponto
P. Apés a atuacdo do carregamento, uma simples subtracdo de vetores mostra que o ponto
desloca-se para P'. Obtém-se as deformacdes através variacdo dos deslocamentos em uma
dada direcdo de interesse. As deformacgOes estdo diretamente ligadas aos gradientes de
deslocamentos.

Simplificando-se por meio de deformacdes infinitesimais, considerando o regime de
pequenas deformacdes, as componentes de & em funcdo dos deslocamentos sdo dadas

inicialmente por:
1
gij = E (ui'j + uj'i) (A7)

Onde u; ; € a derivada do deslocamento da direcéo i em relagdo a diregéo ;.
Para regimes de grandes deformacgdes, usa-se o conceito de deformacOes finitas,
entretanto, as deformacfes e os gradientes de deslocamento ndo sdo mais linearmente

relacionadas:
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1
&ij = E (ui‘j + Uj i + Ui j- u]-,l-) (A.8)

A4 CONDICOES DE COMPATIBILIDADE DE DEFORMACOES

A relacdo de deformacgdes-deslocamentos para pequenas deformaces representam um
sistema composto por trés componentes de deslocamentos e seis componentes deformagdes.
Optando-se em determinar os deslocamentos partir das deformacoes, utilizam-se as equagoes

de compatibilidade em termos de deformacao:

Eijrt t Ekiij — i1 — Erik = 0 (A.9)

A5 EQUACIONAMENTO DOS PROBLEMAS ELASTICOS

Para a determinacdo de tensbes, deformacdes e deslocamentos em corpos sujeitos a
esforcos externos e a condi¢Ges de restricdo aos deslocamentos, emprega-se a relacédo
constitutiva, deformacao-deslocamento e de equilibrio.

E necessario também atender as condi¢Bes de contorno impostas assim como as
condigdes de compatibilidade presentes no problema.

Os problemas elasticos resultam em 15 equacdes para a obtencdo del5 variaveis

desconhecidas, sendo: 6 tensdes, 6 deformacdes e 3 deslocamentos.

A6 TENSOES PRINCIPAIS

Em muitos casos a grandeza de interesse esta na analise do estado de tensdo com
referéncia em outro sistema de coordenadas. Para a transformacdo do estado de tensdo no
ponto de um sistema de referéncia para outro é necessario o conhecimento dos angulos de
inclinagéo entre os sistemas de referéncia anterior e atual.

O procedimento é bastante utilizado na determinagédo do estado de tensdo em direcfes

particulares onde existem apenas as tensdes normais e as tensdes de cisalhamento sdo nulas.
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As tensdes normais encontradas para esse caso sdo chamadas de tensdes principais e 0s eixos
onde elas acontecem, eixos principais.

O vetor de tensdo é chamado principal se a seguinte relacdo é atendida:
{oF} = 1.{n} (A.10)

Sendo A um escalar denominado valor principal e {7} o versor da normal particular
que define a direcdo principal.

Considerando a relacdo de equilibrio para forgas presentes no contorno, escreve-se:

[o].{n} = A.{} (A.11)

Em termos de componentes:

(O'ij.f]\]).ei = (Am)el O-ij'ﬁ\] = Af'\l

(0, —2.8;).1,=0 > | Gx 0,—1 0y, [AG= (A13)

Ox — A Oy Oyxz i {0}
Ozx Ozy 0z — A ﬁg

Para que o sistema apresente solucdo diferente da trivial, {j} = {0}, o determinante da

matriz de coeficiente tem que ser nulo. Com isso gera-se o polinémio cubico em A:

A3 _11.12 +Izl_13 =0 (A14)
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As raizes para esse polinémio séo as tensdes principais procuradas. Os invariantes do
tensor de tensbes, I, 1,15, possuem valores independentes do referencial adotado, e sdo

definidos como:

L =0x+0,+0, (A.15)
I, = 0.0y + 0.0, + 0,.0, — 05, — 05, — Oz5° (A.16)
(A7)

— 2 2 2
I3 = 0x.0y.0; + 2. 0yy. Oxy. Oyy — Ox. Oyy — Oy. Oxy — Oz.0xy,

A.7 DEFORMACOES PRINCIPAIS

Analisa-se analogamente ao comportamento das deformagdes. Dessa maneira, existem
direcdes onde ndo sdo observadas deformacdes distorcionais, acontecem apenas deformacdes
axiais. As direcdes sdo chamadas principais e as deformac6es axiais conhecidas, deformacdes

principais. Considera-se entéo:

Ex— A &y €4z M 0
Eyx & —A &y [AMzp= {0} (A.18)

€% gy & —A] (3 0
(A.19)

}\83 - 11.}\82 + IZ'AE - I3 S 0

As raizes para esse polinbmio sdo as deformacgbes principais procuradas. Os

invariantes de deformacéo séo dados por:

I =g+g +eg (A.20)

I, = gy 8¢ + €. 8, + &8, — &5

y yzZ — €zx (A,21)
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_ 2 2 2 (A.22)
I3 = &x. 8. &; + 2. &4y €45 €yy — Ex. Eyy — Ey. Exy — €5 &y



