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RESUMO

SANTOS, K. R. M.Técnicas de amostragem inteligente em simulacdo d&onte Carlo.
Dissertacao (Mestrado — Engenharia de Estrutufd)4 — Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de Sao Paulo, S&o Paulo, 2014.

A confiabilidade de estruturas apresenta sélidosemelvimentos tedricos e crescentes
aplicacdes praticas. Durante os ultimos anos, agsignificativos foram obtidos em termos
dos métodos de transformacdo (FORM, SORM), bem cemotermos das técnicas de
simulacdo de Monte Carlo. Métodos de transformagé&o mostraram eficientes para
problemas de dimensdes e f@earidades moderadas. Ja técnicas de simulagapree
permitiram a solucao de problemas de grandes diiesresfortemente nao lineares, embora o
custo computacional possa ser uma séria limita€@mnm o avanco da capacidade de
processamento dos computadores e com o desenvotoinge técnicas de amostragem
inteligente, a simulacdo de Monte Carlo passa &ada vez mais viavel. Este trabalho tem
por objetivo estudar e programar em computadorid@snde amostragem inteligente em
simulacdo de Monte Carlo. O StRAnD é um programacdeputador que ja possui
implementadas as técnicas de simulacdo de Montk Ganto e com Amostragem por
Importancia, ambas utilizando a Amostragem Simplasgeracdo das variaveis basicas.
Assim, sdo adicionadas, ao StRAND, as técnicas mesfkagem Assintitica, Amostragem
Melhorada e Simulacdo de Subconjuntos. Aléem dissm, programadas as técnicas de
Amostragem por Hipercubo Latino e Amostragem porrid¥&is Antitéticas. Nesta
dissertacdo, sdo analisados seis problemas dsstide forma que as vantagens e
desvantagens de cada técnica sejam avaliadas, remostela probabilidade de falha, do
coeficiente de variacao da probabilidade de fadbagrro relativo da probabilidade de falha e
do tempo de processamento.

Palavras-chave: Confiabilidade de Estruturas, MetelMonte Carlo, Amostragem
Inteligente.






ABSTRACT

SANTOS, K. R. M. Intelligent sampling techniques in Monte Carlo simiation.
Dissertation (Master — Structural Engineering), 261 Sao Carlos School of Engineering,
University of S&o Paulo, Sao Paulo, 2014.

The structural reliability presents solid theoratidevelopments and increasing practical
applications. During the past few years, significadvances were achieved in terms of
transformation methods (FORM and SORM), as wellratgrms of Monte Carlo Simulation.
Transformation methods are effective in problemthwmoderate dimensions and moderate
nonlinearities. On the other hand, simulation témhes can be used to solve high-
dimensional problems and highly nonlinear probleaithough the computational cost could
be a serious limitation. With the progress of cotepyprocessing capacity and with the
development of intelligent sampling techniques, tente Carlo Simulation becomes
increasingly feasible. This work aims to study @nagram intelligent sampling techniques in
Monte Carlo simulation. The StRAnD (Structural Rbllity Analysis and Design) software
already has Crude Monte Carlo and Importance Sagmplonte Carlo, both using Simple
Sampling as basic samples generator. Thus, the ptsyim Sampling technique, the
Enhanced Sampling technique and the Subset Simwlatiere added to the software.
Moreover, the Latin Hypercube Sampling techniqud #re Antithetic Variates techniques
were also added to the software. Six problems vesauated in order to evaluate the
advantages and disadvantages of each technigtexnis of probability of failure, coefficient
of variation of the probability of failure, relagverror and processing time.

Keywords: Structural Reliability, Monte Carlo methdntelligent Sampling.
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1.INTRODUCAO

1.1. Apresentacéo

Em engenharia, uma estrutura deve ser projetattama a obedecer alguns requisitos,
tais como: servico, seguranca, robustez, econémicmcial. Estes requisitos podem ser
explicitados por meio de equacOes de estado limgie, determinam a fronteira entre o
dominio de falha e de seguranca de uma estrutgsamiAao considerarmos as incertezas que
existem em cada parametro de projeto, uma an&isendinistica ndo é capaz de predizer o
quao segura € a estrutura projetada. Desta foremdica-se a importancia da aplicacao de
variabilidade as variaveis de projeto de engenharipue nos leva ao estudo da confiabilidade
de estruturas (BECK, 2012).

A probabilidade de falha e o indice de confiabidiel@&o obtidos através da andlise de
confiabilidade de estruturas. Diversas técnicas ¢&ln desenvolvidas com o propdsito de
estimar tais valores. Dentre estas técnicas destaeao FORM Kirst Order Reliability
Method e o0 SORM $econd Order Reliability MethpdEstas técnicas aproximam a equacao
de estado limite no ponto de projeto por um hi@arp] no caso do FORM, ou por uma
hipersuperficie quadratica, no caso do SORM. Axpracdo adotada pelo FORM e pelo
SORM, para equacao de estado limite, pode conauzrros, principalmente quando a
equacao de estado limite € fortemente néo linessind, pode-se fazer uso da simulagcédo de
Monte Carlo para se ter uma ideia do contetdo dbaghilidade que nédo esta sendo levado
em consideracao na estimativa da probabilidadelbe.f

Utilizando o FORM ou o0 SORM, pode-se encontrar otpale projeto, que vem a ser o
ponto dentro do dominio de falha que possui o n@iateudo de probabilidade, além disso,
no espaco normal padréo ele é o ponto com a métandia a origem deste espaco. Por isso,
0 ponto de projeto € bem indicado para se readizarearizacdo da equacédo de estado limite
no FORM; e para ser o ponto onde a funcdo de aagesir € centrada, na técnica de
Amostragem por Importancia. Vale lembrar que na stnagem por Importancia, ndo é
necessario que a funcdo de amostragem seja cemapanto de projeto, porém, escolhas
erradas deste ponto podem levar a obtencdo ddadssiindo consistentes. Desta forma,

quando nao se pode definir bem o ponto de progeimo nos casos em que a equacao de
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estado limite apresenta pontos equidistantes darmartdo espaco normal padrdo, € necessario
adotar técnicas de simulagdo. Todavia, técnicasimelacdo podem ser proibitivas em
problemas que apresentem probabilidade de falhaiepage que envolvam: sistemas
estruturais, dimenséo elevada, solu¢cdes numérigaslimeares, entre outros. Portanto, o
estudo de técnicas de amostragem, que levem acébtele boas respostas em termos de
probabilidade de falha com um menor esfor¢co congpartal, é de grande relevancia dentro

da confiabilidade de estruturas.

Um dos objetivos das técnicas de amostragem intdkgé estimar probabilidades de
falha pequenas com a menor amostra possivel. Battécnicas de amostragem inteligente
podemos citar a Amostragem por Variaveis AntitéticgAntithetic Variatep
(HAMMERSLEY; MORTON, 1956), Amostragem por Importda (mportance Sampling
Amostragem por Hipercubo Latind.dtin Hypercube Sampling(MCKAY; BECKMAN,;
CONOVER, 1979), a Amostragem Assintotiodasymptotic Sampling(BUCHER, 2009),
Amostragem MelhoradaEfhanced SamplingNAESS; LEIRA; BATSEVYCH, 2009) e a
Simulacdo de Subconjunt8ibset SimulatignAU; BECK, 2001). Pode-se também utilizar

algumas destas técnicas em conjunto.

A Amostragem por Variaveis Antitéticas busca inserna correlacdo negativa em
relacdo a dois estimadores ndo tendenciosos dalplidade de falha, reduzindo assim a
variancia da probabilidade de falha. A Amostragesn Ipmportancia utilizando pontos de
projeto procura realizar uma amostragem na regidis propensa a falha, de forma que a
estimativa da probabilidade de falha apresente mmaaor variancia. A Amostragem por
Hipercubo Latino tem por objetivo gerar amostrgsaesas, de forma que uma distribuicéo
mais uniforme seja obtida. Assim, uma maior regio espaco amostral é coberta. A
Amostragem Assintotica faz uso da propriedade &#gia que a probabilidade de falha tem a
medida que os desvios padrao das variaveis alesatdo problema tendem a zero. A técnica
de Amostragem Melhorada procura parametrizar adfuinig estado limite e por meio de um
procedimento de extrapolacéo a probabilidade defé@lestimada. Ja a técnica de Simulacdo
de Subconjuntos tem como ideia fundamental substitna probabilidade de falha pequena
por um produto de probabilidades condicionais,adfssima, uma amostra menor é requerida,
uma vez gque as probabilidades condicionais sdoresafue as do evento de falha original.
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1.2. Motivacéo

Em confiabilidade de estruturas ndo € raro nosrdepas com problemas em que as
técnicas aproximativas falham na estimativa da asidblade de falha. Assim, se recorre a
simulacdo, como o método de Monte Carlo. Porém, posblemas que possuem
probabilidade de falha pequena, a utilizagcdo destmagem simples pode levar a necessidade
da geracdo de uma amostra aleatéria muito graralefaid pode ser proibitivo em alguns
problemas, devido ao elevado custo computacioalatomo em problemas que envolvam a
analise de modelos numéricos (e.g. Elementos BinEtementos de Contorno, Diferencas

Finitas e etc.).

No uso de modelos numéricos, 0 principal problemgué para cada simulacdo de
Monte Carlo € necessério realizar uma simulacaonddelo numérico. E se tais modelos
numericos utilizarem algoritmos iterativos (e.gwklen-Raphson), que demandam um maior
esforco computacional, o problema se acentua, puigas vezes é necessario realizar varias

simulacdes até que um evento raro seja observado.

Programar técnicas que viabilizem a solucédo doblg@mas relatados anteriormente é
uma tarefa de muita utilidade na confiabilidadesd&uturas, e isto conduz aos objetivos do

presente trabalho.

1.3. Objetivos

1.3.1 Objetivos gerais

Este trabalho tem por objetivo compilar, assimijaiggramar em computador e

comparar as técnicas de amostragem inteligentensategdo de Monte Carlo.

1.3.2.0bjetivos especificos

1. Estudar, compreender e descrever as diferenteisadahe amostragem inteligente em

simulag&o de Monte Carlo;

2. Programar as técnicas estudadas, no modulo de agiflmulde Monte Carlo do
programa computacional StRAnDStructural Reliability Analysis and Desiggue é
escrito em linguagem Fortran com conceitos de proggéo orientada a objeto em

sua versao estavel e atual;



34

3. Apresentar um estudo comparativo das técnicas adaigsd em problemas que séo
criticos no que se refere a estimativa da prolukzue de falha.

1.4. Metodologia

E realizada uma reviso bibliografica com a firediel de se encontrar e catalogar o que
tem sido realizado nos ultimos anos em relacd@@sdas de amostragem inteligente em
simulacao de Monte Carlo. Aléem disso, € realizada busca dos estudos que deram origem

a tais técnicas.

As técnicas de amostragem inteligente sdo prograsnad mdédulo de simulagédo de
Monte Carlo do StRAND.

Neste trabalho sdo estudadas as seguintes tédeiasimativa da probabilidade de

falha:
* Monte Carlo Bruto;
* Monte Carlo com Amostragem por Importancia utildampontos de projeto;
* Amostragem Assintotica,
* Amostragem Melhorada;
e Simulacéo de Subconjuntos.

As técnicas citadas podem ser empregadas com aaigemostragem Simples, da
Amostragem por Hipercubo Latino e da Amostragem Yaridveis Antitéticas, o que

propicia um bom numero de combinacdes entre agtrn

ApoOs a programacao das técnicas, é realizado wdesbmparativo do desempenho
destas, de maneira que as qualidades e defici&sejms bem compreendidas. Isso servira de
base para que os usuéarios do StRAnD sejam capazeasilidar as diferentes técnicas de

amostragem inteligente na resolugao de diversddepmas de confiabilidade de estruturas.

1.5. Organizacéo do contetudo
« Capitulo 2: E apresentada uma breve revisdo bifliicg sobre o tema em
estudo, onde sao citadas algumas obras fundameetéisma a inserir o leitor
no universo da simulacédo de Monte Carlo e da cboililade de estruturas.

» Capitulo 3: Sdo abordados os conceitos referertexwia de probabilidades.



35

Capitulo 4. S&o apresentados o0s conceitos que vemotonfiabilidade de
estruturas.

Capitulo 5: E abordada a geracdo de nimeros atesator

Capitulo 6: E apresentado o método de Monte Carfdice apresentadas as
técnicas de amostragem inteligente.

Capitulo 7: Sdo apresentados alguns problemas eansegsolvidos com as
técnicas estudadas. Sao realizados estudos coimparatn forma de gréaficos e
tabelas.

Capitulo 8: Sdo apresentadas as consideracfes finai

Apéndice: E realizada uma descricdo de como ¢ feimtrada e a saida de
dados do StRAND.
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2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

Metropolis e Ulam (1949), no artigo intitulado @ee Monte Carlo methodescrevem
um meétodo que é essencialmente uma abordagensistatio estudo de equacgdes integrais e
diferenciais que ocorrem em varios ramos das @éncaturais. Os autores passam a
distinguir os fenbmenos que tratam da interacai® guatrticulas, que € descrito pela mecéanica
classica, daqueles que envolvem um numero grandpadé&ulas e que é descrito pela
mecanica estatistica. O trabalho enfoca o estudeodgunto de pontos que passa a ser
descrito pela teoria de conjuntos. Também é raedatmal exemplo em analise combinatéria e
teoria de probabilidades, que é o célculo da piitbabe de éxito no jogo de paciéncia
(solitaire). Tal problema € tomado de maneira meramentealids e trata da geracdo de
diversos eventos e da avaliacdo da probabilidadesudesso. Outro exemplo dado é a
estimativa do volume de uma regido no esg&€h onde a regido é definida pelo seguinte

conjunto de inequacoes.

f1(eq, %2, 0, X20) < 0; f2(%q, X2, w0, X20) < 055 f20(2q, X2, 1, X20) <0, 1)

onde se considera que todos os pontgs,, ..., x,, Satisfazem as inequacdes apresentadas
anteriormente. Assim, Metropolis e Ulam (1949)raéim que se a regido € localizada em um
cubo multidimensional unitario, a avaliagdo degnéés multidimensionais acaba se tornando
uma tarefa dificil, por exemplo, dividindo-se cadaordenadax; em dez partes seria
necessario avaliar uma grade cd@i® pontos no cubo unitario. Entdo, os autores relafiaen
seria melhor se fossem tomados aleatoriamEbdftgpontos e que aqueles que satisfizerem as
inequacdes fossem contados. Outra ilustracdo apeelsepelos autores se refere a entrada de
raios cosmicos na atmosfera, onde colisbes entrgcylas levam a geracdes de outras
particulas a medida que a probabilidade de gerdesias particulas, com uma dada energia,
depende apenas da energia da particula que gedlis@o anterior. Alem disso, existe uma
distribuicdo para a direcdo dos movimentos dascpédas, que € caracterizado por cadeias de

Markov.

Metropolis et al. (1953), no artigo intitulado Eguation of state calculation by fast
computing machinesapresentam um método geral para investigar mpoades de

substancias consistindo de moléculas individuasragentes. Eles consideram tal método
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como uma modificagédo da integragéo de Monte C@rlproblema inicial consiste em estudar
um método geral para um potencial arbitrario ep@aeticulas. Assim, considerando um
namero finito de particulabl em um quadrado, a energia potencial do sistema ped
calculada como a soma das energias potenciais rotezulas, que por sua vez é funcédo da
distancia entre as particulas. Segundo os autpegs, calcular o valor de equilibrio do
sistema, seriam necessarias integragbes em umoe&dagimensional, o que pode ser
impraticavel quando se tem um sistema com centdegsarticulas. Assim, uma opcao €
utilizar o método de Monte Carlo na avaliacdo dasgrais, de forma que colocantib
particulas no espacdNalimensional, 0 movimento para 0s proximos estatiendem do
estado anterior, tal estado é definido por uma whada aleatéria centrada na posicao

original, de forma que qualquer ponto no espace jsed alcancado.

Hastings (1970), em seu artijonte Carlo sampling methods using Markov chains
and their applicationsapresenta uma generalizacdo do método descritb@mopolis et al.
(1953) para superar as dificuldades que o métoddatee Carlo Bruto pode apresentar em
problemas de grandes dimensdes, que nesse cas® $ISt0 computacional na geracdes de
uma amostra aleatoria grande. O autor apresemaralacdo basica do método e a geracdo

de pontos amostrais via cadeias de Markov.

Robert e Casella (2011) apresentam uma revisaoriostsobre o método de Monte
Carlo com Cadeias de MarkoMérkov Chain Monte Carlo - MCMo artigo intituladoA
short history of Markov Chain Monte Carlo: Subjgetirecollections from incomplete data
Os autores tracam a histéria do método de Monté @am Cadeias de Markov desde os

anos de 1940 até o periodo que o artigo foi puldica

McKay, Beckman e Conover (1979), no artigocomparison of three methods for
selecting values of input variables in the analggisutput from a computer codgpresentam
o desenvolvimento da Amostragem Estratificada eAdenstragem por Hipercubo Latino
(Latin Hypercube SamplingHS). Na técnica de amostragem estratificada, todgmeages
do espaco amostral d¢ sao representadas pelos valores de entrada. A tragesy por
Hipercubo Latino, segundo os autores, garante aplestas porcdes do espaco amostra de
sejam representadas, de forma que o intervalo da variavel aleatéria é dividido em

estratos com probabilidadg N e cada um destes estratos € amostrado uma vez.

Olsson, Sandberg e Dahlblom (2003), no artigo ulatto deOn latin hypercube

sampling for structural reliability analysisapresentam um comparativo entre diferentes
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técnicas de Amostragem por Importancia, com ou gemdo Hipercubo Latino. Foram
analisadas seis técnicas, que sdo o método de IZante com Amostragem por Importancia,
Amostragem por Importancia com Hipercubo Latino, o8tragem por Importancia com
Hipercubo Latino Transformado, Amostragem por Ingoocia Axial, Amostragem por
Importancia Axial com Hipercubo Latino e Amostraggmr Importancia Axial com
Hipercubo Latino com Correlacdo Reduzida. Sdo eslnsl trés exemplos, 0 primeiro € um
sistema de molas submetido a carregamentos extesnsesgundo é uma placa quadrada
modelada com elementos finitos com o moédulo detieidade sendo modelado como um
campo estocastico; o terceiro exemplo trata deostapbtida para equacéo de estado limite
nao linear, onde a concavidade é estudada com@irdla na aplicagdo da Amostragem por

Importancia nas variagcdes aqui discutidas.

Bucher (2009), no artigo intituladesymptotic sampling for high dimensional relialyilit
analysis apresenta um procedimento para analise de comdfiadd como alternativa de
solucdo em problemas com grande numero de varialeatorias, tal procedimento foi
chamado de Amostragem Assintética. Além dissodémia énfase aos processos aleatorios e
campos aleatdrios onde diversos exemplos sao asatédideia basica por tras da técnica é
parametrizar os desvios padréo das variaveis alestdo problema, a fim de se obter mais
amostras dentro do dominio de falha e entéo realimaajuste nédo linear aos dados formados

pelo parametrg e pelo indice de confiabilidage

Sichani, Nielsen e Bucher (2011), no artipplications of asymptotic sampling on
high dimensional structural dynamics problemapresentam diversas aplicacbes da
amostragem assintética em varios modelos estratigajeitos a excitacdo aleatoria. Os
autores também apresentam uma melhor andlise dadkpcia do desempenho da técnica,
com os parametros que podem ser calibrados. Comc@ ém problemas de dinamica
estrutural, especialmente envolvendo vibracOestGlaa, € apresentada uma técnica que
calibra o intervalo adotado para os pontos de seipwrassim é possivel obter um menor
coeficiente de variagcdo para a probabilidade deafaktimada. Vale ressaltar que a aplicacao
do algoritmo de otimizacéo, para a calibracdo dervalo dos pontos de suporte, apresenta

uma boa aplicacdo em problemas envolvendo vibragjéasorias.

Naess, Leira e Batsevych (2009), no artigo intital&ystem reliability analysis by
enhanced Monte Carlo simulatiompresentam uma técnica para estimativa eficidate

probabilidade de falha de sistemas. Tal técnicasedla na parametrizagdo da funcdo de
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estado limite, onde através de um procedimento atgessdo nao linear o valor da
probabilidade de falha pode ser obtido por extrag#.

Au e Beck (2001), no artigastimation of small failure probabilities in highnadensions
by subset simulatignpropdem um método para estimativa de pequendslpiilades de
falha, o método é chamado de Simulacdo de Subdonjanideia do método é expressar a
probabilidade de falha como um produto de prolddmles de falha condicionais, que séo
probabilidades maiores devido a escolha adequasi@wdmtos condicionais (subconjuntos).
Dessa forma, em cada subconjunto é utilizada un@stampequena. O objetivo € suprir as
deficiéncias do método de Monte Carlo Bruto com Atragem Simples, que apresenta uma
baixa eficiéncia na estimativa de probabilidadesfalea pequenas. Na determinacdo das
probabilidades de falhas condicionais é adotadrida de simulacdo de Monte Carlo com
cadeias de Markov utilizando o algoritmo de Mettgpblastings modificado.

Au, Ching e Beck (2007), apresentam no artéyaplication of subset simulation
methods to reliability benchmark problemsm estudo comparativo de técnicas que sao
variacfes da simulacdo de subconjuntos, onde toddemas sédo analisados. O primeiro é
uma barragem de terra com variacdo aleatéria agmipdades do solo; o segundo problema
€ um oscilador do tip®uffing, com varios graus de liberdade e o terceiro é difice em
cisalhamento com varios graus de liberdade. Asidasncomparadas foram o método de
Monte Carlo Bruto com Amostragem Simples, Simulag@&oSubconjuntos, Simulacédo de

Subconjuntddplitting e Simulacdo de Subconjunto/Hibrido.

Schuéller e Pradlwarter (2007), no artigenchmark study on reliability estimation in
higher dimensions of structural systems — An oegrviazem uma coletanea de diversos
resultados apresentados na literatura sobre proeaths alternativos adotados em
confiabilidade de estruturas com respeito a suéeftia numérica e computacional. A énfase
do estudo foi em sistemas que incluem um grandeeralge variaveis aleatérias, onde os
problemas estudados por Au, Ching e Beck (2007)adatados no trabalho em questéo. As
técnicas comparadas foram as apresentadas porhing € Beck (2007), com o acréscimo
das técnicas de Simulacdo de Subconjunto Esféalmdylétodo do Dominio Auxiliar, da
Amostragem em Linha, da representacéo aproximadangao de performance e da reducéo

de modelo para representacéo por polindbmios de caos
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Como a maioria das técnicas apresentadas posstésemvolvimento recente, diversos
aprimoramentos estao sendo apresentados por divausares. Desta forma, este trabalho se

concentrara nos conceitos fundamentais de cada uma.
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3. CONCEITOS DE PROBABILIDADE E
ESTATISTICA

Segundo Ang e Tang (1984), muitos processos ourfenés aplicados a engenharia
contém aleatoriedade, sendo os reais resultados,algom grau, imprevisiveis. Tais
fendbmenos sdo caracterizados por observacoes mgpeais que sao invariavelmente

diferentes de outro experimento, mesmo que reaizadb as mesmas circunstancias.

A engenharia moderna encara a incerteza como teegenatureza do problema que
se estd analisando. Assim, o estudo da teoria dbalitidades é parte integrante e
fundamental da teoria da confiabilidade e na agficado método de Monte Carlo na andlise

de confiabilidade de estruturas.

Este capitulo procura dar uma abordagem aos paisctppicos dentro da teoria de
probabilidades, que é de grande importancia nondetgemento das técnicas a serem
estudadas. A seguir serdo apresentados algunsitosnogportantes na fundamentacéo deste
trabalho.

3.1. Axiomas da teoria de probabilidades

SejaA um evento qualquer, a probabilidade de ocorrédoizeventoA pode ser

apresentada de trés formas diferentes. A defiregéidrequéncia diz que:

P[A] = lim —=. )

onden, € o numero de resultados observados, que levarareéncia do eventd, en € 0
namero total de observacdes. Tal definicdo é dita posteriori,pois P[A] s6 é conhecida
apos todas as realizagbes do eventerem ocorrido. Na definicdo classiépd] é conhecida

antes da primeira realizacdo do evefitassim a definicdo classica pode ser escrita como:

P[A] = % (3)

ondeN, é o numero de resultados possiveis, que levano@éocia do eventd, e N € 0

namero total de resultados. A definicdo classitam®ém conhecida conaopriori.
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A definicdo axiomatica é dotada de um maior rigatematico, que é definido pela
teoria de probabilidades. Ela diz que a probaldidé atribuida a eventos por uma funcéo de

distribuicdo no espaco amostfak satisfaz as seguintes propriedades:

. P[E]=0;

. P[Q] =1;

.  SeE c F c Q, entdoP[E] < P[F];

IV. P[AUB] = P[A] + P[B] seA eB sao conjuntos disjuntos e

V. P[A]=1-P[A]VAc Q.

Em se tratando de simulacdo, a determinacdo dalpfimade de ocorréncia de um

evento de interesse pode ser obtida através daicgpealo experimento em um grande
numero de vezes, através da geracao de numerddrialeaEssa € uma tarefa natural com o

uso de computadores.

3.2. Probabilidades condicionais e independéncia de eues

A probabilidade de ocorréncia de um evefitcondicionado a ocorréncia de um evento
B, tal queP[B] > 0, é dada por:

P[A N B] 4)

PIAIB) =~

A definicdo da probabilidade condicional nos levadeterminacdo de algumas
propriedades na relacdo entre dois eveAtesB, de tal forma que se 0s even#® B séo

mutuamente excludentes, entdo:
P[ANB] =0 - P[A|B] = 0. (5)
SeA c B, entdodNB = A4, entao:

P[A|B] = % > P[A].

(6)

CasoB c 4, entdaocANB = B,entao:

i

B 7
P[A|B] =%=1. )

Montgomery e Runger (2003) dizem que dois eveitas B sdo independentes se
alguma das afirmacdes abaixo for verdade.
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PlA|B] = P[A], (8)
P[B|A] = P[B], ()
P[An B] = P[A] - P[B]. (10)

Estendendo essa definicAo para um numero maiorveetos, tem-se que, 0S eventos
E, E,, ..., E, sdo independentes se e somente se para algumngutioodesses eventos,
Ei1, Ei, ..., Eik,

P[Eil n EiZ n..N Eik] = P[Ell] X P[ELZ] X .. X P[Elk] (11)

3.3. Variaveis aleatoérias

Uma variavel aleatoria pode assumir um valor realpode assumir qualquer valor
definido por um intervalo, tal que o evelifo = x} indica que a variavel aleatéfaassume o
valor x. Ja o eventdX < x} indica que a variavel aleatérkaassume qualquer valor menor
ou igual ax. Como se pode observar, a variavel aleatoriaiéidafpor uma letra mailscula e
a realizacdo desta por uma letra minuscula. A digyethios elementos que formam o espacgo
amostralQ, a variavel aleatéria pode ser do tipo discratangof) é formado por um nimero
finito ou infinito contavel de pontos, ou do tipontinua, quand@ é formado por um numero
infinito de pontos. Matematicamente, pode-se digex uma variavel aleatéria redi{w) é
uma funcao real que atribui a cada ponto amostrdé um espaco amosti@d um valor real
x, tal que o conjuntéX < x} € um evento para qualquer numero redleste caso observa-

se que o espaco amostfaé o dominio d& (w) (BECK, 2012).

3.3.1.Funcéo de distribuicdo acumulada de probabilidade

Muitas vezes estamos interessados em conhecerbabgidade de ocorréncia do
evento definido pofX < x}; logo, como tal probabilidade depende apenas @S0 nos leva
a existéncia de uma funcd® (x) = P[{X < x}]. Tal funcdo é conhecida como funcdo de
distribuicdo acumulada de probabilidades (FDA) daiavel aleatériaX, e é definida no
intervalo—oo < x < 400,

Montgomery e Runger (2003) definem a funcdo deridistdo acumulada de uma

variavel aleatori&’ como:
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Fe(x) = PI{X < x)] = f fo()dx, (12)

onde fx(x) € a funcdo densidade de probabilidade da vareleakoriaX, que sera vista a
sequir.
3.3.2.Funcéo densidade de probabilidade

A derivada da funcao de distribuicdo acumuladardbgbilidade da variavel aleatoéria

X define a funcdo densidade de probabilidade (FBR), due éfy(x), tal que:

dFy(x) (13)

fx(x) = dx

Tal fung&o é usada para descrever uma variavebakeapodendo ser ela continua ou
discreta. Na literatura, diversos modelos de fungéodensidade de probabilidades séao
apresentados, assim como suas aplicacées. Dessa, flammdmenos como a ocorréncia de
chuvas, de ventos, de estados de mar, de resestéosi materiais entre outros, podem ser

modelados com tais fungodes.

Montegomery e Runger (2003) dizem que a funcaoidietes de probabilidadg, (x)
pode ser utilizada na definicdo da distribuiciopdababilidade de uma variavel aleatéria

continua. Assim, sédo definidas as seguintes prgulies:

fX(x) = O, (14)
f_oo fx(x)dx =1, (15)
(16)

b
Pl{a <X <b)] = f £ (x)dx.

3.3.3.Momentos de uma variavel aleatoria

Conhecendo-se a fungcdo de densidade de probak#idda varidvel aleatorid, é
possivel definir algumas quantidades que caraateria variavel aleatéria. Tais quantidades

sdo chamadas de momentos.

Tem-se que o0 momento de ord&mara uma variavel aleatéria continua € dado por:
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E[X*] = uk = f +ooxkfx(x)dx. a7

Um caso patrticular desta generalizacdo € o vajfmerado deX, que é um momento de
primeira ordem, tal que:

teo 18
E[X] = p= f xfie(X)dx, (18)

onde E[.] € o operador valor esperadqueé o valor do momento de primeira ordem da

variavelx e que caracteriza sua média.

Os momentos centrais de ordérpara variaveis aleatérias continuas séo calculeshos

relacdo a média, da seguinte forma:

too 19
FIC- w0t =mt = [ - i G (19)

O momento central de segunda ordem é a varianggeg @btida da seguinte forma:

+oo 20

R =mi= [ G- o (20)
Pode-se escrever a variancia como:

Var[X] = E[(X — p)?*] = 0%, (21)

de tal forma que = /Var[X] é o desvio-padrao da variavel aleatéria e é untidaeue da

a ideia de dispersdo deem torno da sua média

3.3.4.Média e variancia de amostras

Se for retirada uma amostra de tamanhide uma populacdo com médiae variancia

g2, entdo a média e a variancia? desta amostra podem ser determinadas por:

(22)

S|

m= X,

n
i=1

1 - (23)
g% = — IZ(xi - >
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Neste caso observa-se que a variancia apresergaseeguacao uma divisdo pelo termo
n — 1. Isso por que a variancia esta sendo medida jskndia dos pontas; em relagdo a
média da amostra, e ndo em relacdo a média populaciomalentdo para corrigir tal

tendenciosidade a Eqg. (23) € utilizada.

3.4. Distribuicdo conjunta de probabilidades

Sejam as variaveis aleatorids, comi = 1,2, ...,n. Os conjuntogX; < x;} formam

eventos cujas probabilidades sdo dadas por:
Pl{X; < x;}] = Fx,(x). (24)
Entdo tomando o produto df§; < x;}, pode-se formar o evento conjunto, tal que:
X1 < HX, <x} . X <x}..{X, <x,} = (25)
(X1 <x;X, <x95 00X < x50 X, < x )

Logo, a probabilidade de ocorréncia deste eventa éedefinicdo da distribuicdo conjunta

cumulativa de probabilidades, tal que:
Fxlxz...xi...xn (X1, X2y ey Xy veey X)) = (26)
Pl{X; <x; X, <xy; .5 X; < xp5 3 X < xp},

onde as fungdeky, (x;) sdo chamadas de distribuicdes marginais de priatsds. A funcao
conjunta de densidade de probabilidgde,, . x,. x, (x1, X, ..., X;, ..., X,) pode ser obtida da
funcao de distribuicdo conjunta cumulativa de pbicade
Fx, x,.x;.3, (X1, X2, o0, Xi, e, X ), dESAE qUE essa fungdo possua derivadas paeisegdnda

ordem, de tal forma que:

f (x x X x ) _ anFX1X2...Xi...Xn(x11 xz, ""xil --.,xn) (27)
ke i dn S0 T2 T 0x,0x, ...0x; ...0xp, '

Sabe-se quefFy,yx,.x,.x,(x1, X2, ., X, .., X,) geralmente nd@o pode ser obtida
diretamente das funcbes de distribuicdo margingbrdbabilidade, pois tal resultado muda
caso as variaveis sejam correlacionadas ou nadémpas funcdes de distribuicdo marginais
de probabilidade podem ser obtidas a partir darilolistdo conjunta cumulativa de
probabilidade, através de procedimentos de intégrdeal que:
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Fy,(x;) = (28)

400 400 x; +o0
f f f f [ 3, x5, Uty Uz, ooy Uy oy U ) AUy, AUy, oo, AU, o, Uy,
— 00 — 00 — 00 — 00

Considerando que se deseja calcular a probabilidadevento{(x,, x5, ..., x,) € D},
onde D € uma regido do hiperplang X x, X ... X x,, assim tal probabilidade pode ser

avaliada por:

(29)
P[{(xl,xz, ...,xn) € D}] = J- j fxlxzmxn(xl,xz, ...,xn)dxl, dxz, ey dxn.
D

3.4.1.Momentos conjuntos entre variaveis aleatorias

Como visto na secao 3.3.3, podem ser definidasralguguantidades, chamadas de
momentos, que caracterizam uma variavel aleat@@nhecida a funcédo conjunta de
densidade de probabilidade, podem-se definir os entes e 0s momentos centrais destas
variaveis aleatdrias, de forma que os momentogainoarbitraria sdo definidos por:

'uklkz...kn — E[X1k1X2k2 ---Xnkn] (30)
400 400 +

[ee)
ki, k k
X172 xy M fy x, x, (X, X, e, X )dXq, Xy, -, d X

Os momentos centrais sdo dados em relacédo a nedismectiva variavel aleatoria, tal

que:

mkl---kn —E [(X1 _ ‘qu)Iq (Xn _ ,UXn)kn] (31)

+o0o

- [ ::o(xl—yxl)kl (o

—00

kn
- an) fxyox, (1, s X )dXq, o, d Xy,

A ordem do momento conjunto € dada pela soma dos$g;. Assim, 0 momento

u00-ki-0 ‘comk; = 2, corresponde ao momento de ordem dois da varigvelm®0-ki-0,
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comk; = 2, corresponde ao momento central de ordem 2 dawsi;, ou seja, a variancia

desta.

A covariancia é uma medida linear da relacédo ehies variaveis aleatorias no mesmo
espaco de probabilidade. Tal quantidade pode d&faouandadc; =1 ek; = 1 comi # j.

Assim, para duas variaveis aleatértasY pode-se escrever a covariancia como:
Cov[X,Y] = E[(X — ux) (Y — uy)]. (32)

Uma medida adimensional que deriva da covarianciie eduas variaveis é o
coeficiente de correlacao de Pearson, tal que:

Cov[X,Y] (33)

Pxy = ———
Ox 0y

Tal valor varia entre -1 e 1, tal gpg, = 1 indica uma correlacdo perfeita positivag =
—1 indica uma correlagdo perfeita negativa, porégm = 0 ndo necessariamente indica
dependéncia nula (BECK, 2012).
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4. CONFIABILIDADE DE ESTRUTURAS

Neste Capitulo serédo apresentados o conceito a@osdimites e os requisitos que uma
estrutura deve atender, para que posteriormerdergepduzido o problema fundamental da
confiabilidade, seguindo do método de confiabilelade primeira ordem e por fim da

confiabilidade de sistemas.

4.1. Estados limites

Estruturas sdo dimensionadas de forma a obedegansalrequisitos basicos que
garantam um bom desempenho durante a vida utimdssnas. Segundo Beck (2012), uma
estrutura deve cumprir uma determinada funcao tesafudurante a sua vida util, com um
nivel adequado de seguranca e de maneira econoemtariavel. Os requisitos basicos séo:
o de servico, de seguranca, de robustez, econ@nsoxial. O requisito de servigco diz que
uma estrutura deve manter-se em condi¢cdes apraprgaia o uso adequado durante sua vida
atil. O requisito de seguranca diz que uma estauti@ve suportar carregamentos extremos,
esporadicos e carregamentos repetitivos, dentsoi@eida Gtil e sem que a estrutura entre em
colapso. O requisito de robustez diz que uma es&utdo deve ser danificada de maneira
desproporcional a severidade do evento causaddado durante sua vida atil. O requisito
econdbmico diz que uma estrutura deve, obedecendos t@s requisitos apresentados
anteriormente, ser economicamente viavel. O requisocial qualifica a aceitagdo da
sociedade ao nivel de segurancga, definido pelagssitup citados anteriormente, da estrutura

em questao.

Os modos de falha de uma estrutura, que sdo astaBsmaneiras que levam a um
estado indesejavel, ddo origem aos estados lintkesestados limites podem ser de servico
ou ultimo, e englobam os requisitos apresentadisianmente. O estado limite de servico é
caracterizado por danos, deformacdes, vibragbestaso condicbes que, mantendo as
condi¢cbes de servigo, possam levar ao desconfartosdario. J& o estado limite ultimo é
caracterizado pela inadequacdo de uso da estrapds esta atingir tal estado, tendo ela
entrado em colapso ou nao, pois a situacdo comdspa um estado inseguro para uso da

mesma.

Os requisitos que uma estrutura deve obedecer tduara vida util podem ser
equacionados atraves de equacgfes de estado Hsits equacdes caracterizam os distintos
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modos de falha de uma estrutura, onde para cada o®dalhai se escreve uma funcéo
gi(X), que é funcdo do vetor de variaveis aleatXias[X;, X, ..., X,,], de tal forma que o

estado limite fica determinado pela seguinte igagdd
gl(x) = gi(XbXZ) ---;Xn) = O (34)

Uma equacéo de estado limiggX) € escrita de forma a dividir o dominio do problema

em dominios de falh@; e de segurandgds, tal que:
Q¢ = {xg;(x) < 0}, (35)
Qs = {x]g;(x) > 0}. (36)

A Figura 1 apresenta graficamente a fronteira emtleminio de falha e o dominio de

seguranca para o espaco amostral de duas varédwaisrias.

Sx(X)

g(x)=0

g(x)<0
dominio de falha

g(x)>0
dominio de seguranca

Figura 1. Equacéo de estado limite e dominios lta fa seguranca (BECK, 2012).

A formulacdo apresentada acima se aplica a proklemdgependentes do tempo.
Quando se deseja resolver problemas dependenteengmo, os dominios de falha e

seguranca ficam definidos por:
Qf = {xlgi(x,t) < 0}, (37)
Qs = {x]g;(x,t) > 0}. (38)

A utilizacdo da variavel tempo pode ser consegaéheiuma dependéncia temporal do estado
limite ou através da consideracdo de carregametefinidos por processos estocasticos
(BECK, 2012).
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4.2. Problema fundamental da confiabilidade de estrutura

A avaliacdo da probabilidade de ocorréncia de e@gandesejaveis nos leva a definicdo

de probabilidade de fall, onde se pode escrever:
Pr = P[X € Q¢ = P[{g(X) < 0}]. (39)

Desta forma, diz-se que a probabilidade de f&#h& uma medida de violacdo de estados

limites. Considerando um caso do tipo resisténal@iacédo R — S), temos que:
g(R,S)=R-S. (40)

Assim, a probabilidade de falha é avaliada pela(&8), que é o problema fundamental da

confiabilidade de estruturas.

(41)
Pr = P[{R — S < 0}] = P[(R,S) € Q] = j f frs(r, s)drds,
Qf

onde (r,s) € a realizacdo da dupla das variaveis aleatdia&ssS e fzs(r,s) € a funcdo

conjunta de densidade de probabilidad® asS.
De maneira geral temos que a probabilidade de fadke ser definida por:

(42)
Pf = P[X € .Qf] = fx(X) ax.
Qg

Outra forma de resolver o problema fundamental defi@bilidade é através da
integracdo da funcdo de densidade de probabilidadéuncdo margem de seguranga
SendoM dado por:

M=R-S. (43)

ComoR e S sao variaveis aleatorias, entdb sera uma variavel aleatoria com funcdo de
densidade de probabilidades dada fapgim), assim a probabilidade de falha desse problema
é dada por:

Pr=P[M<0] = f fu(m) dm, (44)
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4.3. Método de confiabilidade de primeira ordem

Em confiabilidade estrutural € importante conceifpanto de projetodesign pointe o
indice de confiabilidadg. O ponto de projeto pode ser definido como o pantdominio de
falha que apresenta a menor distancia para a orifgerspaco normal padrdo. Além disso,
tanto no espagco normal padrdo, quanto no espagoofio, € 0 ponto que guarda o maior
conteudo de probabilidade, ou seja, € o ponto moirdo de falha com maior probabilidade
de ocorréncia. J4 o indice de confiabilidg®lgpossui duas interpretagbes. A primeira 0
relaciona com a probabilidade de falha, tal quele@&ne S duas variaveis aleatdrias normais
nao correlacionadas e tomando o problema defirddéq (40), a média e o desvio padrao da

funcdo margem de seguranca ficam definidos por:

Uy = Ur — Us) (45)

46
Oy = /a§+052. (46)

Através da transformacgdo de Hassofer-Lind a varidepode ser transformada em uma

variavel normal padra®, tal que:

M — ﬂM. 47)

A probabilidade associada ao evento falha poddeferida através da funcao de distribuicao

acumulada de probabilidade normal padbd0). Logo, tem-se que:

P; = P(M < 0) =P<YS—Z—Z)= @(—Z—Z)zd)(—ﬁ). (48)
Assim:
p o _ b b (49)

oM \Joi + o?

Também se pode atribuir uma interpretacéo georagtaca o indice de confiabilidade.
Tomando a mesma equacdo de estado limite e reddizealculos de minimizacdo da
distancia, em duas dimensdes, do ponto de projetagam do espago normal padrdo, se

consegue obter a seguinte relacéo:
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d.. — MR HM (50)
Esta equacdo é equivalente a apresentada na BgD@sa forma, pode definir o indice de

confiabilidade como uma medida geométrica da pritdatle de falha que corresponde a

menor distancia entre a equacgéo de estado linaiterigem do espago normal padrao.

O FORM e o SORM séao métodos de transformacao adiig em confiabilidade. O
FORM (First Order Reliability Methojl € o0 método de confiabilidade de primeira ordem.
Este utiliza toda informacdo estatistica em relagfiovariaveis do problema, o que inclui
variaveis com distribuicdo marginal ndo gaussianaedicientes de correlacdo entre pares de
variaveis. Porém, a equacdo de estado limite é&iapada por um hiperplano no ponto de
projeto. O SORM $econd Order Reliability Methpd® o método de confiabilidade de
segunda ordem. Este utiliza as mesmas informacdetadas para o FORM, porém, a
equacao de estado limite € aproximada por uma suiperficie quadratica no ponto de
projeto. O FORM é geralmente aceito como uma foefifaente de resolver o problema na
Eq. (39), para pequenas ou moderadas dimensde&tdoX e para equacbes de estado

limites g(x) lineares ou fracamente nao lineares.

O FORM se baseia na construcdo da funcdo conjumtprababilidadefx(x) e sua
transformacdo para o espaco normal padrdo. TaltrogAs envolve a eliminacdo de
correlacdo entre variaveis aleatdrias e o0 calcas dariaveis normais equivalentes. A
transformacao citada corresponde a um mapeametiteton do vetoX € X para 0 espacgo

normal padrad:
Para se construir a fungdo conjunta de probab#éislado espaco de projety,

comumente se tem conhecimento de duas propriedgdess, que sao as distribuicbes de

probabilidades marginafg, (x;) e a matriz de correlac®y entre pares de variaveis, tal que:

Pxi1 PXiz - PXqp (52)
Ry = p7f21 p%zz pX:Zn '
PXn1 PXpa 7 PXpn

Na Eg. (52) tem-se que € o nimero de variaveis aleatoriapxe = 1, comi = 1,2,...,n

(BECK, 2012).
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4.3.1.Transformacdo composta utilizando o modelo de Nataf

O mapeamento realizado Be— Y é dito indireto, pois se utiliza uma transformadéo
distribuicdo conjunta de probabilidade das varg&Xe€ X em uma distribuicdo conjunta de
varidveis normais equivalent&e Z, ondeZ é o espaco de probabilidade das variaveis
aleatérias normais equivalentes que mantém posstegrelacdes entre pares de variaveis
aleatdrias. Tal transformacdo € baseada no prindipiaproximacéao normal (DITLEVSEN,
1981). Este principio consiste em determinar, pemapontox;, uma distribuicAo normal
equivalente que preserve o conteudo de probabdidadistribuicdo original. Dessa forma, é

necessario definir os momentos da distribuicdo abequivalente, tal que:

gl — ¢(Zl*) 53
¢ (53)
uyed = x; — zjayc, (54)

onde ¢ é a funcdo densidade de probabilidade normal pad;ﬁﬁ{q € o0 desvio padrao da

distribuicdo normal equivalentauéfq € a meédia da distribuicdo normal equivalente.

Esta transformacéo pode ser definida matricialmargartir da determinagcéo da matbz®?

e do vetoM™¢9, tal que:

st 0 .. 0
X1 neq 0

prea=| 0 % T | (55)
; P gnea
0 0 OXn

S e (56)

ComD™¢? obtém-se as matrizes jacobianas da transfornfcad eZ — X, tal que:
Jox = (D)7, (57)
Jxz = D™*4. (58)
Assim as transformacdes ficam definidas por:
Z =] {x — M"*1}, (59)

X =]y 2+ M1, (60)
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Por meio do modelo de Nataf, pode-se construir ap@ximacao para a fungéo
conjunta de densidade de probabilidadfgs a partir da distribuicAo normal padréo
multivariada¢,,, com a matriz de correlac®, a ser determinada. Assirfi € definida

como.

le (x1)fxz (x2) ---an(xn) (61)
P(z)P(2) .. p(z,)

fX = ¢n(z' Rz)

Os coeficientes de correlagdes equivalentes padhsatbhuicbes marginais normais podem

ser obtidos de maneira iterativa por meio da seég@quacao:

0 00 (62)
pXij = f f Zl'Zjd)z (Zi'zj'pzij) le'de,

ondeg¢,(.) € a distribuicdo normal padréo bivariada. EntﬁmhecidOpXU, pelo método de

tentativas pode-se obtpfl.j.

Posteriormente, elimina-se a correlacdo entre s ke variaveis aleatérias levando-as
de Z —» Y. Tal eliminacdo pode ser obtida via decomposicéogonal ou fatoracdo de
Cholesky, da matriz de correlagcdo. A decomposigdogonal apresenta um alto custo
computacional devido ao grande numero de operagassciais que o metodo exige. Desta
forma, quando se tem matrizes de correlacdo ndas;tee fatoracdo de Cholesky apresenta

vantagem devido ao menor numero de operacdes ramtric

SendoCy a matriz de correlacéo elhe C; a matriz de correlacdo eth As matrizes
jacobianas das transformac@és> Z e Z — Y utilizando a decomposicdo ortogonal da matriz

de correlagao séo:

Jy. = AT, (63)
Joy = (A7, (64)

tal que
A =AM, (65)

ondeA é uma matriz ortogonal cujas colunas sdo os almi@sedeC; e A € a matriz cujos

elementos da diagonal principal sdo as inversasaftzess dos autovalores Gg

Utilizando a decomposicao de CholeskyGdetem-se que:



58

Cz = LLT. (66)

Assim, as matrizes jacobianas obtidas via decomp@osie Cholesky d€; sédo (BECK,
2012):

Jyz = L7, (67)

Jzy = L. (68)
Logo, as transformacdes ficam definidas por:

y = ]yz ' Z, (69)
zZ= ]zy "y (70)

No espaco normal padrdo, a funcdo de densidadertarfj(Y) tem simetria radial,
portanto, o ponty* sobre a equacéo de estado lingi(&@) mais proximo da origem é o ponto
de projeto. Esta caracteristica permite resolvgorablema de confiabilidade como um

problema de otimizac&o com restri¢cdes, tal que:

y* = argmin /yly,
(71)
sujeito a gy (y) = 0.

A partir da Eqg. (71), tem-se qué= |ly*|l = (y**-y*)*/? é o chamado indice de
confiabilidade de Hassofer-Lind, que vem a sersséédcia entre o pontp® e a origem do
espaco normal padrao. O método FORM consiste eongac o ponto de projeto, a partir da
solugdo da Eq. (71), e aproximar a equacdo de cesimite g, (Y) neste ponto por um

hiperplano. Portanto, a aproximacéo de primeiramrgara a probabilidade de falha fica:

P; = P[gy(Y) < 0] = &(-p). (72)
onde®(.) é a funcao de distribuicdo acumulada de probabidisanormal padrao (BECK,
2012).

Dentro do método de Monte Carlo, o FORM apreseatdante utilidade quando se
deseja encontra o ponto de projeto para aplicagdsnubstragem por Importancia utilizando

Pontos de Projetos.
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4.4. Confiabilidade de sistemas

A confiabilidade estrutural pode ser aplicada anelgtos estruturais ou a sistemas
estruturais. Este Ultimo se caracteriza pela aas@ci de varios elementos estruturais
formando um conjunto resistente a esfor¢cos. Elemseastruturais, assim como os sistemas
estruturais, podem apresentar diversos modos de.fdtlementos estruturais podem
apresentar falhas por escoamento localizado, fidagio da secdo, ruptura fragil,
deformacgdo excessiva, acumulo de dano, entre ouleo®s sistemas estruturais podem
apresentar falha por deflexdo excessiva, vibragéessiva, recalque de apoios, movimentos
de corpo rigido, colapso progressivo, entre out@msnsiderando que o termo "estrutura”
engloba tanto sistemas estruturais quanto elemestagurais, este termo € adotado de forma

generalista neste trabalho.

O método FORM se aplica individualmente a cadeagfin de estado limite de um
problema. Quando uma estrutura possui mais de udo rde falha, uma equacdo de estado
limite g;(x) deve ser escrita para cada possivel modo de fdibste caso, a estimativa de
primeira ordem da probabilidade de falha ndo seapé limites uni-modais ou bimodais
devem ser calculados. Alternativamente, pode-sereggap a simulacdo de Monte Carlo
(BECK, 2012).

Em uma estrutura que possui diferentes modoslie, fas equacdes de estado limite
gi(X) aparecem associadas como um sistema em série f@deaaacontece em relacdo a
qualquer um dos modos, ocorre a falha da estruttdete caso, o dominio de falha é
definido por:

Q¢ = U(gi(x) <0). (73)

Para sistemas hiperestaticos com redundancidha $a ocorre se falharem todos os
componentes hiperestaticos. Neste caso, tem-séstema em paralelo, e o dominio de falha

pode ser caracterizado como:

2 =@ < 0. (")
J

Se cada componente de um sistema hiperestéatisaipogltiplos modos de falha,

entdo se tem uma associacao mista de equacoemde l@site, como por exemplo:
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=) (U(m(x) < 0>,->. )

j
Diversas outras formas de associacdo mista podeobsdas através da manipulacéo

correta das associacoes de unido e interseccatduorios de falha individuais.



61

5. GERACAO DE NUMEROS ALEATORIOS

Computadores digitais comuns ndo possuem ferrasemeasoftware para gerar
sequéncias de numeros aleatérios. Uma boa alteanadra isso € a utilizacdo de geradores de
nameros pseudoaleatdrios. Segundo Viera, RibeBouza (2004), o propoésito dos geradores
de numeros aleatdrios é produzir uma sequéncialdeenos que aparentem ser gerados
aleatoriamente a partir uma distribuicdo de prdluinle especifica. Geradores usuais, que
sdo aqueles que ja estdo programados em complgadggeam amostras através de
algoritmos sequenciais e deterministicos. Taisrafgos geram amostras independentes e
uniformemente distribuidas no intervalo fechadgOde]. A sequéncia gerada pelo algoritmo
€ determinada pela semente do gerador, de formaimugerador iniciado com a mesma
semente, em maquinas diferentes, devera gerar mangsguéncia, portanto, pode-se dizer

gue se esta gerando uma sequéncia de numeros akeaidioos.
5.1. Geradores de numeros aleatdrios

L'Ecuyer (1997) diz que os geradores de numerddiiea possuem um estado em um
espaco de estado finib De acordo com a formula de recorréngja= f(s,—,) comn > 1,
onde o estado inicial, € chamado de sement¢:e&s — S é a funcao de transicdo. No passo
a funcao definida pow,, = g(s,)|g:S — [0,1] é a funcdo de saida, dessa forma a sequéncia
do gerador de numeros aleatorios fica determinaddyg,|n = 0}, que sdo variaveis ditas

pseudoaleatorias, produzidas pelo gerador.

Sabe-se que é finito, assim € possivel que o gerador retoralgam estado anterior tal
ques;,; = s; para algumi,j > 0, assim pode-se definir uma medida chamada dedaepio
gue vem a ser 0 comprimento de um est@ddé que ele ocorra novamente, asgnMmao
pode exceder a cardinalidade SlePor isso pode-se definir que tais geradores geram
realidade uma sequéncia de numeros pseudoaleatdoi@sn, sem perda de generalidade os

geradores estudados neste trabalho serdo chanmadesadlores de nimeros aleatérios.

Para L'Ecuyer (1997), um longo periodce uma boa estrutura de pontos nédo sdo as
Unicas qualidades requeridas para um bom gerado@rderos aleatorios. Estes precisam ser
rapidos, pois, simulagbes podem exigir a geracaairda quantidade cada vez maior de
nameros aleatérios; precisam ser portaveis, o ign€isa que o gerador, quando programado
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em diferentes computadores e fazendo uso de diésresompiladores, deve produzir a
mesma sequéncia; além disso, deve apresentar uéipitidade, ou seja, o gerador deve
reproduzir a mesma sequéncia de numeros aleas®iopre que for possivel. Essa ultima
caracteristica € importante quando se esta verdicaespostas de programa e em testes de
reducdo de variancia, tal caracteristica pode sesiderada uma vantagem em relacdo a
geradores de numeros aleatérios reais. O salteraeffumping aheajl também é uma
importante caracteristica. O salto a frente é ltinle de computar, dado o atual estgdam
estados,,,,, para algunmv. A utilidade disto € a quebra da sequéncia enrsigesequéncias

menores de forma a produzir geradores virtuais.
5.1.1. Geradores congruentes lineares

Os geradores congruentes lineares sao utilizadaso cgerador de sequéncia de
nameros aleatérios no intervalo {i@1]. Tais geradores possuem a seguinte formula de

recorréncia:
Xn+1 = (ax, + c)mod(m). (76)

A Eq. (76) indica que dada semenmtedo gerador, uma sequéncia pode ser obtida pelo
resto da diviséo enti@x, + c) e (m), tal operacéo é definida pelo operador resto dadh
de x pory, (x)mod(y). Este gerador é conhecido como Gerador Congruéméar Misto.
Tal gerador € dito misto, pois envolve as operagliesnultiplicacdo e adicdo par e c
respectivamente. No caso de=0, é dada a denominacdo de Gerador Congruente

Multiplicativo, cuja formula de recorréncia é:
Xn+1 = (axp)mod(m). (77)

A qualidade de um gerador congruente linear é dkpd#a das constantés, a, c}.
Como os geradores séo ciclicos, com peripdgempre menor quet, deve-se adotar um
valor grande paran (BECK, 2012). Um gerador congruente linear misagtante utilizado
temm = 2" ec > 0. O periodg s6 é obtido se, e somente ge; 1 for multiplo de 4 &
for impar, frequentemente igual a um (VIEIRA;RIBEIRSOUZA, 2004). Para se gerar as

pontos amostrais uniformemente distribuidos entrel Daplica-se o seguinte procedimento:
=54 (78)

comi=1,...,n.
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A qualidade de um gerador de numeros aleatériog 3ed testada pela medida de
uniformidade e de independéncia entre os pontostaai® gerados, isso é feito via testes
estatisticos padronizados. Um teste visual adgtadm verificar a uniformidade da amostra é
obtido através da distribuicdo acumulada de prdidalde dos: pontos amostrais gerados, de
tal forma que a distribuicdo acumulada é definidla(BECK, 2012):

Fy(u) = PI{U <ul ~ 7, (79)
com i =1,..,n. Assim, anotando as duplag, F;(u;)), podem-se gerar os graficos
apresentados na Figura 2 com o gerador congrueets lutilizado nos computadores IBM
360 durante a década de 60. Tal gerador é defpetlus seguintes parametrést, a,c} =
{231 — 1,65.539,0} e é conhecido como RANDU. Neste trabalho se daéfinin gerador pela

seguinte notaca@CL(m, a,c) = {m, a, c}, ondeGCL significa Gerador Congruente Linear.
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a) b)
Figura 2. Teste de uniformidade:ial.000 e b)=10.000 (a esquerda).

A Figura 2 apresenta um resultado que comprovaaeeafe uniformidade do gerador
RANDU. E observado que a possivel uniformidade atenquanto mais nimeros aleatorios
sdo gerados, porém, este teste ndo é considerbdstgdo Um teste robusto € o método de
particdo do hipercubo unitario. A partir deste éepbde-se observar um comportamento
uniforme ou a formacdo de estrututastice das t-uplas obtidas de numeros aleatérios
consecutivos em duas ou trés dimensdes. De acamio\Vera, Ribeiro e Souza (2004),
considere a sequéncfa, |0 < n < p} no intervalo dg0,1], ondep € o periodo, entdo se
espera que o0s paré@i,, u,+1)|0 < n < p} cubram todo o espaco bidimensional de maneira
uniforme, porém, muitas vezes pode-se observamaaftiio de linhas de tendéncias. No caso
tridimensional pode-se observar a formacdo de plaeferenciais. De forma geral, na

estrutura lattice todos o0s pontos adjacentes no espac¢bdimensional
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{(up, Ung1s - Unst—1)|0 < n < p} estdo localizados em uma familia de hiperplancaiglas

equidistantes.

As caracteristicas apresentadas anteriormente pa#gntomprovadas de maneira
visual. Tal como apresentado por Viera, Ribeiro auza (2004), utilizando geradores
GCL(509,10,0), GCL(31,3,0) e GCL(31,13,0) com n = 1000 para todos, pode-se
observar o quanto a escolha do parametioterfere na distribuicdo dos pontos no espaco
bidimensional. De acordo com a Figura 3, a Figua & Figura 5, € possivel observar a
formacdo das estruturdattice de forma que o espaco bidimensional ndo € conmpéatse

preenchido com a distribuicdo apresentada.
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Figura 3. GeradoiGCL(509,10,0).

T T T T
00 02 04 06 08 1.0
u,

Figura 4. GeradoiGCL(31,3,0).

T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0

Figura 5. Geradoty‘CL(Sl, 13,0).
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Para o gerador RANDU pode-se observar uma dist@louno espacgo bidimensional

(Figura 6), onde aparentemente apresenta uma bidodicdo dos numeros aleatorios.
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Figura 6. Gerador RANDUGCL(23! — 1,65.539,0).

Um método mais robusto é a particdo do hipercubdanm em sua versao
tridimensional. Assim, as tripladu;, u;+1,u4;32), cOmi=1,..,n, sdo plotadas e testes
estatisticos podem ser utilizados para testar foramidade, porém, em alguns casos uma
analise visual € suficiente para atestar a unifae ou ndo dos numeros gerados. Para o
gerador RANDU, a Figura 7 apresenta a formacadatep preferenciais, o que indica que o

gerador apresenta um problema de uniformidade.

Figura 7. Gerador RANDUGCL(23! — 1,65.539,0).
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No StRANnD € implementado um gerador aparentemeridamque o RANDU, tal
gerador é definido po6CL(23' — 1,41.358,0), onde a Figura 8 apresenta a particdo do

hipercubo em duas perspectivas diferentes.

Figura 8. Gerador implementado no StRAGEZL(23! — 1,41.358,0).

Além do RANDU, existe uma gama de geradores g@msaixam na classe de
congruentes lineares.

5.2. Geracao de numeros aleatérios com distribuicdo de

probabilidade prescrita

Em confiabilidade de estruturas, principalmentestmulacdo de Monte Carlo, se esta
interessado em gerar amostras de variaveis aleat@abendo-se que uma variavel aleatéria
€ definida por sua funcdo de densidade de proHab#i a partir da funcdo cumulativa de

probabilidadeFy (x), podem-se obter realizacdes desta variavel aleatarseguinte forma:

l.  Gera-se um numero aleatonigp com distribuicdo uniforme de probabilidade,
gue esta no interval®,1];
II. A partir da inversa da funcdo cumulativa de prolidae se obtém o numero

aleatdrio com distribuicéo prescrita, tal que:
x; = Fx t(w). (80)

Este procedimento é apresentado na Figura 9.
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Figura 9. Geragdo de nameros aleatérios com digtéib prescrita (BECK, 2012).

Devido a nao existéncia de solucao analitica p&wmagio cumulativa de probabilidade,
para a distribuicdo normal e consequentemente dograld, este procedimento ndo pode ser
aplicado de maneira direta para tais distribuicdessim recomenda-se a utilizacdo de
algoritmos especificos para a resolucdo destegmablPode-se usar a transformacéo de Box-
Muller, esta envolve a adoc&do de um par de nunseasoriosu,; e u,, independentes e com
distribuicdo de probabilidade uniforme, no inteovek[0,1], para gerar um par de niameros
aleatdriosy; e y,, de uma variavel aleatoria normal padrédo (SOONBEGORIU, 1993,

apudBECK, 2012, p. 140). Os numerggs ey, sado obtidos da seguinte forma:
y;1 = +/—2In(u,) cos(2mu,), (81)
Yo = +/—2In(u,) sen(2mu,). (82)

Para transformar os numeros aleatérios do espagoah@adréoY para o espaco de

projetoX, utiliza-se a transformacéo de Hassofer-Lind nasém-se que:
X =Y,0 + M. (83)

ondeu eo € a média e o desvio padrao, respectivamentegriavelX.

Para variaveis com distribuicdo log-normal, tenuse:
x; = exply;§ + 1. (84)

Se as variaveis aleatdrias do problema sdo indep&s] entdo a distribuicdo conjunta

de probabilidades pode ser obtida da seguinte forma

" (85)
£ = | [
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Casos as variaveis aleatérias sejam correlacionaeas-se adotar um procedimento
inverso aquele definido para o FORM, uma vez queétndo de confiabilidade de primeira
ordem as correlacfes entre pares de variaveidis@inalas. No método de Monte Carlo, tais
correlagdes sao impostas. Este procedimento podeaizado utilizando o modelo de Nataf,
para encontrar uma matriz de correlacdo equivalBRpteOs passos utilizados para gerar

amostras de variaveis aleatorias correlacionadafBEECK, 2012):

l.  Gerar uma amostra normal padpde {y;, v, ..., Vn};
II. Realizar uma transformacdo dessas variavei¥ geZ, através das equacdes
apresentadas em 4.3.1, obtendo assim, um conjuatovatiaveis z =
{24, 2z,, ..., 2, };
lll.  Define-se o vetor de probabilidades acumuladdsz, tal queu; = ®(z;);

IV.  Por fim se obtém as amostrasXi&al como na Eq. (80).
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6. METODO DE MONTE CARLO

Em engenharia de estruturas muitas vezes ndo éldawalizacdo de certos tipos de
experimento, seja pela complexidade de construgadnantagem do equipamento ou modelo,
seja pela necessidade de realizacdo de diversdsirmamides de carregamentos e resisténcia
dos modelos estudados. Partindo deste principitécagcas de simulagdo surgem como uma
alternativa para a observacdo de estruturas enrenliés configuracdes de cargas e
resisténcias. Dentre as técnicas de simulacdo efiebiidade o método de Monte Carlo
surge quando os métodos aproximativos (e.g. FORBORBM) falham, ou quando se quer

testar a resposta obtida por estes métodos.

O método de Monte Carlo foi desenvolvido nos lattoi@as de Los Alamos por
Metropolis e Ulam (1949) e apresentado no artigituiado deThe Monte Carlo methodEm
confiabilidade de estruturas, o método surge deeirenatural para a simulacdo de diversas
configuracdes de uma estrutura, de forma que diegdo na avaliacdo da probabilidade de
falha seja direta. O método de Monte Carlo € ditat@Bquando este € apresentado em sua
forma mais simples. A solucdo de problemas de abitifilade através da simulacéo de Monte
Carlo Bruto (BRUTO) é realizada utilizando uma féaag¢ndicadord[x] tal que:

I[x] =1 se xX€Qf,
(86)
I[x] =0 se x€Q,,
ondeQ; € o dominio de falha®@, € o dominio de seguranca. Podem-se estender itsslide
integracdo sobre todo o domini@ das variaveis aleatorias a fim de se calcular a
probabilidade de falha, tal que:
(87)
P = fn I[x]fx(x) dx = E[I[x]].

A Eq. (87) corresponde ao valor esperado da fumghocadora, que pode ser estimado a

partir de uma amostra de tamanho fimitoomo:

_ 1 _
P =1[x] = ;Z'zll[x] Y E[Pf], (88)
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onde aPr é a probabilidade de falha estimada por uma aefistta,n é€ o nimero de pontos
amostrais e € 0 niUmero de pontos amostrais dentro do dommialtia. Pode-se mostrar
gue a Eg. (88) € um estimador ndo tendencioso azpilidade de falha, ou seja, cam~

o, tem-se qué’; - Pr (BECK, 2012).

Por se tratar de estatistica computada a partiardestra de dimenséao finita, o
estimador na Eq. (88) esta sujeito a um erro desaagem, que corresponde a variancia da
probabilidade de falha:

_ 1 o _
Var[P;] = mZizl(l[xi] - P,)". (89)

Observa-se que a variancia, ou erro estatisticantiastragem, converge para zero a

medida quer — co.

Intervalos de confianga podem ser definidos pastimativa da probabilidade de falha.

.. , . . _ 1+
Definindo-se um nivel de confianga determina-se o valor dg comk = @1 (T“) onde

®~1 é a inversa da funcéo de distribuicido acumuladmalopadrdo. Por exemplo, para um

nivel de confianca de 95% = 1,96. Entdo intervalos de confianca sdo obtidos daistgu

Py —k Var[P] < B < P +k Var[P,]. (90)

forma:

6.1. Técnicas de amostragem basica

As técnicas de amostragem basica sdo aquelasdéiizpara gerar a amostra necessaria
na simulacdo de Monte Carlo. S&o ditas basicasfptdode ndo necessitar de informacdes
adicionais, como forma da equacdo de estado limiontos de projeto. A seguir serao
apresentadas a Amostragem Simples, a AmostrageiMapi@veis Antitéticas, a Amostragem

Estratificada e a Amostragem por Hipercubo Latino.

6.1.1. Amostragem simples

A Amostragem Simples consiste na aplicacdo diretardcedimento exposto em 5.2,
no Monte Carlo Bruto. Graficos de convergéncia iddogbilidade de falha com o tamanho da
amostra podem ser obtidos para avaliar a precisi@@iracia da simulagdo. Assim, como
apresentado na Figura 10, os graficos de conveeyéaic compostos pela curva da estimativa
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da probabilidade de falha e pelos intervalos ddiaoga, tal como definidos na Eq. (90).

Assim, quanto maior for o tamanho da amostra, msti®ito vai se tornando o intervalo de
confianca. Este tipo de representacdo graficagadeular importancia no desenvolvimento

deste trabalho, uma vez que a comparacdo entrécagds de amostragem inteligente se
baseara neste tipo de resultado. A Figura 10 apeesen tipico grafico de convergéncia

obtido para o Exemplo 1, que sera apresentadokm 7.

L i 1 L L

i 1 I
—— BRUTO: Simples|
------ i.c. 95%

5,0x10° it

—-—- Referéncia

4,0x10° S
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1,0x10° 4 ; -
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0,0 2,0x10° 4,0x10° 6,0x10° 8,0x10° 1,0x10”

Figura 10. Gréfico de convergéncia da probabilidéeléalha pela simulagdo do Monte Carlo Bruto, no
Exemplo 1.

O coeficiente de variaca@bda probabilidade de falha estimada € dado por:

Var|[Pf] _ (91)

A partir da Eq. (91), estima-se que para uma prtbdabte de falha da ordem d®~” com
8[Pr] < 10%, seja necessaria uma amostra de tamahBit'>. Como exemplo, para
c.0.v[Pf] <10% e P = 107°, resulta quen > 10°** = 10%. Como esta é uma ordem de
probabilidade de falha comum em engenharia de tesds) resulta que o numero de

simulacdes necessario para obter uma boa estim@ddiviarobabilidade de falha é elevado
(BECK, 2012).

Nos problemas que possuem a equacdo de estade &malitica, este numero de
simulagbes ndo é proibitivo. No entanto, a engeéahae estruturas pode utilizar
procedimentos de simulacdo numérica, de elevadim amnputacional. Para este tipo de

problema, a simulacdo de Monte Carlo com amostragémples pode ter custo
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computacional proibitivo, mesmo levando-se em costaecentes avancos na capacidade de

processamento dos computadores.

6.1.2. Amostragem por variaveis antitéticas

Na técnica de Amostragem por Variaveis Antitétisastealiza a simulagcdo do conjunto
de numeros aleatorio¥ = {u,,u,,...,u,} de maneira usual, além disso, se realiza a
simulacdo de um conjunto de nimeros, que sdo campl®s dos elementos do conjubito
tal que,U = {1 —uy,1 —uy,...,1 —u,}. A principal proposta deste método é a insercéo de
correlacdo negativa entre observacfes. Dois estireachdo tendenciosos da probabilidade

de falha,Pf eP}’, podem ser combinados gerando um terceiro estimegotendenciossy,

tal que:

C_P]E‘+P}’ (92)
F=——5

Este estimador possui a seguinte variancia:

1 (93)
_ b b
Var[PfC] = Z(Var[Pﬁ] + Var[Pf] + ZCOU[Pﬁ,Pf ])
Logo, sePf = f(u;) e P}’ =f(1—-w), comi=1,..,n, entdo se esta impondo uma
correlacdo negativa, Ievancta)v[Pfa, P}’] a ter um valor negativo e assim reduzindo a
variancia dePf. Esta técnica, quando aplicada sozinha, pode péesentar melhoras

expressivas, porém, quando é utilizada em conjoato outras técnicas, pode apresentar

resultados um pouco mais relevantes (BECK, 2012).

6.1.3.Amostragem estratificada

Na Amostragem Simples, os pontos sdo gerados ateatmte em todo o dominio,
seguindo a funcdo de densidade conjunta de pradesdieélfy (x). Esta amostragem aleatéria
poderia gerar concentracdo de pontos em algumeiesedo dominio, e deixar outras regides
com poucos pontos. A amostragem estratificada bexstar esta falta de homogeneidade na
cobertura do espago amostral. Isso é realizaddidde o dominio em faixas e realizando
amostragens em cada faixa do dominio (McKAY; BECKNMJACONOVER, 1979). A Figura
11 ilustra a geracdo de pontos na amostragem iesadd para duas variaveis aleatorias.

Porém, esta técnica ndo se mostra tdo eficientatguautras técnicas de amostragem
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inteligente, o que a tornaria um método obsoletera muita utilizacdo dentro do StRAND,
por isso, ela ndo é objeto de estudo deste trabalho

u—space

Figura 11. Amostragem estratificada (HURTADO; BARBAL998).

6.1.4. Amostragem por hipercubo latino

A técnica de amostragem por hipercubo latino faiesgntada primeiramente por
McKay, Beckman e Conover (1979), onde foi realizago estudo comparativo com a

amostragem aleatOria e amostragem estratificada.

De maneira semelhante a amostragem estratificaal@oatragem por hipercubo latino
divide o dominio de cada variavel aleatéria emdsixMcKAY; BECKMAN; CONOVER,
1979) e (OLSSON; SANDEBERG; DAHLBLOM, 2003). Portancada faixa € amostrada
uma Unica vez, resultando numa distribuicdo esmhirsgontos (Figura 12). Isto garante uma
cobertura homogénea do dominio das variaveis alasato

Figura 12. Amostragem por hipercubo latino (HURTABARBAT, 1998).
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Sejan,, 0 numero de variaveis aleatdrias do problema @ numero de pontos da
amostra. O espaco de amostragem torna;sedimensional. Uma matriP, de dimensdes
(n X n,,), € gerada, onde cada uma dgg colunas € uma permutacdo aleatorialde, n.
Outra matrizR é gerada (dimensfasx n,,), cujos componentes sdo numeros aleatoriamente

distribuidos entre 0(1). A partir destas matrizes, obtém-se a masiz(OLSSON;

SANDEBERG; DAHLBLOM, 2003):
1

Como exemplo, na Figura 13 considere as dimeng@dgs,,) = (5 X 2), assim:

08 (]
0.60 0.83 o 0.08 023

2

4| R=|o042 01| — 27 . S=| 032 078
3 069 051 5 04 046 0.50
1 032 058 AL 074 008
5 083 0.32 . 083 094

o o e Do

0 02 04 06 08 10
Varidvel 1

Figura 13. Hipercubo Latino para duas variaveimeccrealizacdes (OLSSON; SANDEBERG;
DAHLBLOM, 2003).

Assim as amostras sao geradas a partsy; te que:

xyj = Fyjt (siy), (95)
ondell"x‘]-1 € a inversa da funcao de distribuicdo acumulagaa@abilidade da variave|.

A geracdo das matrizeS P e R, pode ser proibitiva quando se deseja gerar uma
amostra de tamanhomuito grande, uma vez que isto pode levar a ursweon excessivo de
memoria do computador. No StRAND esta técnica est@gramada tanto da maneira
apresentada anteriormente, quanto de maneira airedgonsumo de memoria. Os passos

adotados para reduzir o consumo de memoria s&Egomses:

1. Inicia-se oLooppara a variavel aleatorna

2. Gera-se um vetor, que € a primeira coluna da mtriz

3. Inicia-se doop para o numero de simulag@es

4. Gera-se um numero aleatorio entre 0 e 1, sem sess&io gerar uma matiz
ou qualquer tipo dArray;
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5. Calcula-se um escalar sem a necessidade de se criar uma matezaplica-o
na Eq. (95) para calcular os elementgs
6. Retorna ao passo 4 atén;

7. Retorna ao passo 2 gté,,,

Desta forma, o histograma de frequéncia das reékzade cada variavel aleatoria
adquire uma forma mais suave. Tal comportamente pedobservado na Figura 14, onde se
destacam os histogramas para a Amostragem Sinpdes,a Amostragem por Variaveis
Antitéticas e para a Amostragem por Hipercubo loapara uma variavel aleatéria normal

com média 1,0 e desvio padrao de 0,15.

500 4

300

Frequéncia

2004

0
16 04

Figura 14. Histograma de frequéncia na a) Amosire§anples, b) Amostragem por Variaveis Antitéticas
e ¢) Amostragem por Hipercubo Latino.

6.2. Técnicas de Amostragem Inteligentes

A seguir sdo apresentadas algumas técnicas queprsfmstas para estimar a
probabilidade de falha de problemas onde o Montdo@xruto apresenta dificuldades, tais
como em problemas com probabilidade de falha pegyera avaliacdo em conjunto com um
problema numérico (e.g. Elementos Finitos) ou raliaydo de sistemas. E dado destaque a
Amostragem por Importancia utilizando pontos dggboo(Al), a Amostragem Assintética
(AA), a Amostragem Melhorada (AM) e a Simulagcadsdéconjuntos (SS).

Vale destacar que as técnicas de Amostragem pearddipo Latino e de Amostragem
por Variaveis Antitéticas, sao técnicas de amostrapasica e que também sao consideradas
como técnicas de amostragem inteligente, poréms @foram apresentadas anteriormente.
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6.2.1. Amostragem por Importancia utilizando pontos de prgeto

A técnica de Amostragem por Importancia usando qsormte projeto consiste em
transladar os pontos de amostragem para a regiaiomidnio de falha. Para deslocar os
pontos de amostragem, os mesmos sdo geradosradpantna funcao de amostragég(x),
convenientemente escolhida. A forma de escolhaudedb de amostragem da origem as
diferentes técnicas de amostragem por importandaltiplicando-se numerador e

denominador da Eq. (87) pbg(x), se obtém:

P = fn I(x )f(())hx( dx. (96)

Esta é uma expressdo para o valor esperado daofﬂbgﬁ%. Este valor esperado
X

pode ser estimado a partir de uma amostra de tanfemito, tal que:

P =T = nE 022

(97)

Ao deslocar a amostra para o dominio de falhane&iw indicadora tera mais valores 1

do que na amostra original. No entanto, obsengusecada valor 1 da funcao indicadora esta

associado a um peso definido pey = % « 1 (BECK, 2012).
XA

A qualidade do resultado obtido pela Amostragemlpyoortancia depende muito da
funcdo de amostragem que se adota. Uma funcdo dstragem mal escolhida pode até
piorar o resultado. A literatura apresenta diversamneiras de se propor a funcdo de
amostragem, porém, a técnica abordada neste toaldgala amostragem por importancia
utilizando pontos de projeto. Esta técnica apreseliversas vantagens, como a rapida
convergéncia da resposta, onde como consequépossé/el se obter uma baixa variancia da
probabilidade de falha, em comparacdo com o Moat®o@ruto. A Figura 15 apresenta um
tipico grafico de convergéncia obtido para o Exeniplque sera apresentado em 7.1, onde se
compara a convergéncia da probabilidade de falla@&onte Carlo Bruto (BRUTO) e para
a Amostragem por Importancia (Al). A Figura 16,egenta o grafico apenas da Amostragem

por Importancia.
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Figura 15. Comparativo da convergéncia do Montéo@nuto com a Amostragem por Importancia, no
Exemplo 1.
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Figura 16. Convergéncia do Monte Carlo com Amostnagor Importancia, no Exemplo 1.

6.2.1.1. Amostragem por Importancia utilizando Hipercubo
Latino

Enquanto que a aplicagdo da Amostragem Simples Anuzstragem por Variaveis
Antitéticas € feita de maneira direta na Amostragemimportancia, neste trabalho se optou
pela modificacdo apresentada por Olsson, Sandb&ghéblom (2003). Segundo Olsson,
Sandberg e Dahlblom (2003), na amostragem por itdpca com hipercubo latino padrao,
existe a possibilidade de que a maioria das redlesadas variaveis aleatérias do problema
aconteca apenas em um lado da hipersuperficidlte fato pode ser evitado aplicando uma
transformacao ao hipercubo latino. A transformagaplicada ao hipercubo latino gerado, de
forma que uma de suas dire¢des coincida com aadireégfinida pelo vetor unitario do ponto

de projetay, que € o vetor definido pelas coordenadas darore espaco de probabilidade



78

e pelas coordenadas do ponto de projeto. Na Figumpdemos observar o vetor do ponto de
projetoy* no espaco bidimensional.

Y2

(vs*, v2%)

5
>

(0,0) Y,

Figura 17. Vetor do ponto de projeto.
O vetor do ponto de projeto de dimens&definido por:

Y =1y oY) = {1 ¥z - ¥0) — (0,0,...,0)). (98)

O vetor unitario do ponto de projeto é dado petdwozentre o vetor do ponto de projeto

y* e sua normgy*|, assim temos que:

oY (99)

Dessa forma, uma particular dire¢cdo do espaco greeahipercubo latino é transformada de
forma a coincidir cony*, as direcbes remanescentes sédo definidas conghesr®rtogonais
ay*, assim pode-se definir uma matriz de transformatdds linhas ded sdo compostas
pelas componentes dos vetores unitarios do espagsfdrmado lidos no espaco original.
Uma propriedade d4 é que devido a ortogonalidade dos vetores dadmsspaco vetorial

em questadd € uma matriz ortogonal de forma que:
ATA=A"'A=1 (100)

A matriz de transformacad é obtida via processo de ortogonalizacdo de Gremmit.
Dessa forma, inicialmente é gerada uma amostra distnibuicdo normal padrdo nao
correlacionaday; = (ul,uz, ...,unrv) comj =1,2,..,n, na origem. Em seguida aplica-se a

matriz de transformag&o na amostra, de forma que:
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u; = Au,. (101)
Entdo as amostras transformadas sao deslocadas painéo de projeto de forma que:
U =u; +y". (102)

]

A Figura 18 apresenta a transformacao do hipertatlmm no espaco bidimensional.

Falha

.\\“ g(v)=0

Tld " Seguranga /6' ¥ & seguranca
reciode ¥

DirecBode ¥ Y,

Figura 18. Hipercubo Latino original e transformaddaptado de (OLSSON; SANDEBERG e
DAHLBLOM, 2003).

A seguir serdo apresentadas como se dé a aplidag@mostragem por Importancia em

sistemas.

6.2.1.2. Multiplos modos de falha

Havendo um uUnico modo de falha, ou apenas uma &qude estado limite, a
construcdo da funcdo de amostragem utilizando topenprojeto € simples: a funchg(x)
é construida tomando-se a fun¢gg@x) e substituindo a média pelas coordenadas do pento
projeto x*. Havendo mais de uma equacdo de estado limite, éss@io levar em
consideracdo a forma de associacdo destas (serienogém paralelo) e levar em conta a
importancia relativa de cada estado limite. Pardtiphos modos de falha, a funcdo de
amostragem é construida como uma soma pondera@K(BI12), tal que:

Ner (103)
hx(9 = ) piix(),
i=1

ondeN,; € o numero de equacdes de estado limjté,o peso associada-asima equacao de
estado limite é;x(x) € uma funcdo de amostragem centradaésimo ponto de projeto. Os
pesosp; sdo determinados a partir da importancia relatigacada modo de falha. Para

sistemas em série, pode-se considerar:
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b= S (104)
LY (=B

Assim, o tamanho total da amostra é tomado como son& ponderada da amostra

relativa a cada estado limite, tal que:
n; = pin. (105)
A Figura 19 ilustra a construcdo de uma funcgao rdestragem centrada sobre dois
pontos de projeto, para um problema com duas egsal®estado limite.

Jx(X) s
/ &z

AN
AN
Z’,”]?H
‘:“‘

117 X
[ X
LR
LY

, N ;\ i
L a c”l.

Figura 19. Amostragem por importancia utilizandatps de projeto (BECK, 2012).

Esta técnica apresenta o inconveniente de neagedsitzonhecimento prévio do ponto,
ou dos pontos, de projeto, uma vez que a func@nuestragem precisa ser transladada até
ele, ou eles. Isso faz com que problemas para ais gao € possivel definir os pontos de
projeto, ndo apresentem resposta por este méteddo siecessario aplicar técnicas que nao

facam uso desta informacao adicional.

6.2.2. Amostragem assintotica

Bucher (2009) introduziu uma nova técnica queaaith método de Monte Carlo e cuja
finalidade é estimar baixas probabilidades de fallah técnica é a Amostragem Assintética.
Esta técnica faz uso das propriedades assint@agsobabilidade de falha a medida que os
desvios-padréo das variaveis aleatdrias tendemoa Zdécnica dispensa o conhecimento do

ponto de projeto.
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Inicialmente, introduz-se um fatgf que é inversamente proporcional aos desvios-

padrdoo das variaveis aleatdrias do problema:

1 (106)
f X E
Sabe-se que o indice de confiabilidgdéorna-se proporcional ao fatfr Portanto, pode-se

aproximar a relacdo funcional enffes f como (BUCHER, 2009):

,8=A-f+?, (107)
ondeA e B sdo constantes a determinar. Desta forma se gavasimportamento assintotico
linear a medida qu¢ — o. Outras funcbes poderiam ser escolhidas de acoodo o
comportamento das duplag, §), que sdo os pontos de suporte (BUCHER, 2009pasEst
constantes podem ser determinadas usando técmingencionais de ajuste (e.g. minimos
quadrados), a partir da avaliacdo de dupfag)( Para o processo de ajuste a Eqg. (107) é

reescrita em termos da raz&o do indice de contiadé com o fatorf (BUCHER, 2009):

B B (108)
—=A+—.
f f?
Esta reformulacdo automaticamente atribui pesosisga todos os pontos de suporte
(BUCHER, 2009). As duplas guardadas s8@{f), o que leva a obtencdo de um grafico tal

como a ilustracdo mostrada na Figura 20.

V724

Ajuste

Figura 20. llustracéo do ajuste néo linear reatizzaks duplaéf, ;—})

A Eq. (108) pode ser substituida por uma mais getadjue:
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109
E =A+B- fC' ( )
f
ondeC é um valor que é ajustado juntamente ¢oeB.
Para problemas multidimensionais, pode-se escrever:
O__sim — (110)

0i
i I3
ondeo; é o desvio-padrdo daésima variavel aleatériac®™ é o desvio padrdo utilizado na
simulacgdo, desta form#,= 1 representa o problema original. Os intervalosaldianca da
probabilidade de falha sdo obtidos através dasdsadd confianca (Intervalos de confianca
da resposta média), que sao obtidos em toda cjustada. O procedimento de obtencéo de
tais intervalos € apresentado em Montegomery e &u(@P03), onde um intervalo de
100%(1e)% sobre a resposta media, no vator x, € obtido, tal que[Y|x,] = uy|x, € 0
valor médio exato da curvgig,,, € o valor estimado da fungéo ajustada no pogtéssim,

o intervalo de confianca da resposta meédia € dado p

(xo — %)?

) (111)
rixa = t%n—z\/ oME (ﬁ L G- f)2> = i

" 1 (%o — %)
< Mleo + t%,n—z QME E + —?=1(xi — f)z ,

onde

~ N2
omi = 2=t = F) (112)
n—-p
tal que,Y; é o valor do ponto de suporé,é o valor da funcéo ajustada para um valdp

ponto de suporta é o numero de pontos de suporfeéeo nimero de parametros.

Em resumo, para resolver um problema de simulac@izando amostragem
assintotica, escolhe-se um intervalo de validada fae um valorn, que corresponde ao
numero requerido de pontos no dominio de falha phter boa precisdo n® calculado. O

resultado final é obtido para a Eq. (108) ou EQ9Jlcomf = 1. Na Figura 21 é possivel se
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ter uma boa visdo da aplicagcdo do método quangmrsanetriza o desvio-padrdo de cada

variavel aleatoria.

Figura 21. Parametrizacdo dos desvios-padréo devess aleatdrias (SICHANI; NIELSEN;
BUCHER, 2011b).

Uma importante questéo referente ao uso destateéra escolha dos pontos de suporte,
de forma que seja possivel obter resultados d#tigfa. Sichani, Nielsen e Bucher (2011a,b)
mostraram que € necessario estabelecer com aitériontervalo def definido por
[fimin» fmax], de forma que seja possivel obter bons resultatimmbém foi mostrado que
existe um intervald fo,im, finsx] Otimo, de forma que o erro em relacdo ao valorionéd
diversas realizacbes do método fosse o menor mbsgierem, a largura do intervalo do
parametrd depende do tipo do problema que se esteja anddisaa. a forma da equacao de
estado limite, o nivel da barreira, etc. Vale destgue o algoritmo desenvolvido por Sichani,
Nielsen e Bucher (2011a), para definir tal intesyale justifica em face ao seu alto custo
computacional quando se esta trabalhando com pnaklee dindmica estocastica. Como este
trabalho analisara problemas de confiabilidadepeddentes do tempo, um algoritmo desse

tipo pode apresentar um alto custo computacional.

Apesar dos beneficios apresentados pela técnica;Sgeprestar atencéo a possibilidade
do mesmo apresentar algumas inconsisténcias, poig, vez que o desvio padrdo das
varidveis aleatérias € modificado, existe a pokdéue de simulacdo de valores nao
consistentes com as propriedades fisicas das e&i@évmuitas vezes isso leva a erros na
estimativa da probabilidade de falha de cada pdetsuporte, aumentando a incerteza da
resposta. Como exemplo, tomando um problema com varéveis aleatérias uniformes em
um problema do tipo capacidade demanda (C-D), ted g variavel C~U(1,1;10,1) e
D~U(10;30). Sendo assim os desvios padrao dela8,g&c 8,3333, respectivamente. Assim,
dividindo os desvios-padréo por 0,6 e 0,375, ogdsrda distribuicdo uniforme passam a ser:

[min, méax]y¢ = [3,3333;36,6667] e [min, max],3,5 = [—6,6667;46,6667] para a
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variavel Capacidade fnin, max],¢ = [—1,9; 13,1] e [min, max]y 375 = [—6,4;17,6], para

a variavel Demanda. Tal comportamento € apresemnt@éagura 22.

0.12 1 1 L n 1 1 L 1 L 1 L 1 i L 1 n 1 n 1

—— D:A1

——D;£0,6

R e | [ Se— D:£0,375
C:A1

— C:£0,6

0,08 ' : L
£06 C:£0,375

0,06 =
E1

Probabilidade

£0,375
0,04 -
E0,6

£0,375

0,02 ~

0100 T T T T T T T T T T T
10 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
c,d

Figura 22. Distribuiges de probabilidade pararnattas das variaveis: Capacidade (C) e Demanda (D).

De acordo com a Figura 22, como a distribuicdoifoume, entdo para cada distribuicao
parametrizada pdt € possivel obter qualquer resultado, com a mesaimbilidade, entre os
valores maximos e minimos que foram anteriormeptesgntados. Dessa forma, devera ser
guestionado se as variaveis podem apresentar salegativos, 0 que muitas vezes podera
representar um dado fisicamente inconsistente.aDiessa 0 StRAnD estd provido de um
algoritmo que pode ser ativado pelo usuario, agrale arquivo de entrada, para caso seja
necessario avaliar tais condicdes. O Algoritmo tifiea para cada valor de se os valores
maximos e minimos da distribuicdo de probabilidademetrizada possuem o mesmo sinal
da distribuicdo original. Dessa forma o programeedg identificar um intervalo do parametro
f, que seja adequado a essa condicdo. Além digsotéesica podera apresentar problemas
guando as variaveis aleatdrias ndo possuem caodasl@crescimento suave, COMo NO caso

da distribuicdo uniforme. Este ultimo problema sks&utido em 7.2.

Por estar em desenvolvimento, esta técnica aimdigeéo de varios estudos, tais como 0s
apresentados por Tang, Lu e Pan (2014), que dmcués questdes. A primeira se refere ao
custo computacional da Amostragem Assintotica, quele ser proibitivo devido a
necessidade de avaliacdes independentgd g para a obtencdo dos pontos de suporte. A
segunda diz respeito as possiveis discrepanciagatado do resultado proveniente do uso
da Eq. (107). A terceira questdo abordada pelosremitrefere-se ao fato de que a
Amostragem Assintética pode ndo ser capaz de gaexwalos de confianca. Ja Sichani,
Nielsen e Bucher (2014), explicam que a técnidaafgbra problemas de dimenséo elevada.
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6.2.3.Amostragem melhorada

Uma técnica em simulacdo de Monte Carlo foi prap@str Naess, Leira e Batsevych
(2009) com o objetivo de estimar a confiabilidade sistemas, reduzindo o custo
computacional e mantendo a funcionalidade do métldonte Carlo. Segundo Naess,
Leira e Batsevych (2009), esta técnica exploragalagidade das probabilidades nas caudas
das distribuicbes de probabilidade, de forma quepumecedimento aproximativo possa ser
aplicado na estimativa de probabilidades de falbquenas. O procedimento adotado na

Amostragem Melhorada é apresentado a seguir.

Uma funcdo margem de seguradfa= g(xy, x5, ..., X,), que € expressa em termos de
n variaveis aleatérias, é a base de um conjuntaqdagdes parametrizadas ke Assim, o

conjuntos de funcded é definido pelo parametih com0 < 1 < 1. Dessa forma:

M) =M—-A-2 - uw, (113)

ondeu,, € a média da funcdo margem de seguranca. Engionasse que o comportamento

das dupla$2, ps(1)] é governado pela equagao:

pr(A) = q(Dexp{—a(A —b)‘} comi - 1. (114)

A funcdo q(4) varia pouco em comparacaoeap{—a(A— b)¢}. Entdo, para um

intervalod, < 1 < 1, pode-se considerar a fung@0l) constante, tal que:

pr(A) = q - exp{—a(d — b)‘} comA - 1. (115)

Conhecendo as dupl@& pf(A)], pode-se ajustar os parametros da Eq. (115), pa m
do algoritmo de ajuste ndo linear contido no StRAABsim, paral = 1, pode-se estimar o
valor da probabilidade de falha, fazengo= ps(1). O intervalo de confianca de- € o
intervalo de confianca obtido pela banda de copfado ajuste n&o linear (Intervalo de
confianca na resposta meédia), que foi apresentad®.2.2. Tal abordagem diferencia-se
daquela adotada por Naess, Leira e Batsevych (2008 vez que o autor utiliza bandas de

confianca empiricas na estimativa dos intervalosomdianca.
6.2.3.1. Mdltiplos modos de falha

Segundo Naess, Leira e Batsevych (2009), sendmaéds margem de seguranca, para

cada componente de um sistema, definidas Mo+ g;(x;,x3, ..., %), COMj =1,...,m,
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ondem é o numero de componentes do sistemaaimero de variaveis aleatérias, entédo se

pode parametrizar este conjunto de equacdes datefprma:

My(2) = M; — (1= ) - (116)

Assim, a definicdo para um sistema em série é pada

m (117)
pr =P U{M]-(A) <0} |

j=1

Para um sistema em paralelo é dada por:

m (118)
pr =P ﬂ{M]-(A) <0} |
j=1
Para um sistema em série formado por subsistemaseielo, tem-se:
l (119)

pr =P U ﬂ{Mi(/l) <0} ),

j=1 iECj
com(;, sendo um subconjunto dg...,m, pargj = 1, ..., L.

Dessa forma, utiliza-se a Eqg. (115) para o ajuéte Imear das dupla[sil, pf(/l)] na

avaliacao de sistemas.

6.2.4.Simulacao de subconjuntos

A técnica de Simulacdo de Subconjuntos foi proppstaAu e Beck (2001) com a
finalidade de estimar probabilidades de falha pegsieem analise de confiabilidade de
sistemas. A ideia da técnica € definir o eventbafalque possui baixa probabilidade de
ocorréncia, como uma sequéncia de eventos com lpliolbaes de falha maior, porém
condicionais. Assim, ndo é necessario ter uma aa@sande na avaliacdo de pequenas

probabilidades de falha.

O método de Monte Carlo Bruto n&o é considerado hiwaaalternativa para estimar as
probabilidades condicionais. Assim o método de Mo@arlo com Cadeias de Markov
(Markov Chain Monte Carle MCMC), que faz uso do algoritmo de Metropolis-Hastirgys,

uma alternativa natural para tal aplicacao.
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A ideia fundamental da Simulacdo de SubconjunBahget Simulatigné substituir o
calculo de uma probabilidade de falha muito pequdeaelevado custo computacional, por
uma sequéncia ou produto de probabilidades de fadhdicionais. Isso é feito através de
escolha apropriada dos limites de falha intermediaassim, a probabilidade de falha dos
eventos condicionais pode ser estimada com um mireduzido de simulagdes. Para estimar
as probabilidades dos eventos condicionais, utiliza as cadeias de Markov e o algoritmo

de Metropolis-Hastings Modificado. A definicdo matiica da técnica € dada a seguir.

SejaE o evento falha, cuja probabilidade se deseja astim

PIE]=PX € = | fiu(x)dx = f 160 fx () dx. (120)
Q¢ Q

Seja uma sequéncia decrescente de evditdal queE; D E, > -+ D E,, =E, de
forma que:

k
Ek=| I 1Ei, k=1,..,m. (121)
=

Como exemplo, para um sistema simples do tipo édgade-demandag(x) = C — D),

a sequUéncia de eventos condicionais poderia sielaatimo:
P[E;] =P[C-D;, comD; >D, >-+>D,, =D]. (122)

A partir da definicdo de probabilidades condicignpbde-se mostrar que:
m m
pr=PiE)=P|(| _E|=PE)-[ [ PEIE. (123)
= 1=

Por exemplo, par®[E,] = 0,1 e P[E;|E;_4] = 0,1 comi =1,2,3 isso leva aP; =
P[E] = 10~* o0 que é um valor baixo de probabilidade, porémaas probabilidades dos

eventos intermediarios sao de 0,1, uma amostra m&mequerida para cada subconjunto
(AU; BECK, 2001).

Para obter o primeiro term@][E,;], utiliza-se diretamente a Eq. (88), seja com a
Amostragem Simples, com a Amostragem por Hiperdidi;mo ou com a Amostragem por
Variaveis Antitéticas. Para obter as probabilidadesdicionais, P[E;|E;_,], pode-se a
principio utilizar o Monte Carlo Bruto, desde guepmntos sejam simulados de acordo com o
evento condicionante:
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X, (%)

AIE) = 2

(124)

No entanto, esta técnica nao é eficiente, em fudgéelevado nimero de pontos amostrais
necessarios para avaliar as probabilidades comdisio Por outro lado, pode-se utilizar
simulacdo por cadeias de Markov e o algoritmo dérdpelis-Hastings Modificados (AU;
BECK, 2005).

Como a ideia basica desta técnica é estimar a lptnlzale do evento falh&[E] a
partir deP[E;] e de{P[E;|E;_1]|i = 2, ..., m}, 0S eventos intermediari@ sdo escolhidos de
maneira adaptativa utilizando as informac¢des deghitidade dos eventos condicionais. Em
confiabilidade estamos interessados em saber aalptilade de um estado limite ser
atingido. Assim pode-se escrever que:

P; = P[E] = P[{g(X) < 0}]. (125)
Dado que o evento Falha é definido por:

E={g(X) <0} (126)
Assim, os eventos intermediarios ficam definidos po

E; ={g(X) < b;}. (127)

Comi =1,...,m, a sequéncia de eventos intermediafpfica entdo definida pelo conjunto
de limites de falha intermediarids= {b,, ..., b,,}. Por conveniéncia, as probabilidades de

falhas condicionais sdo pré-estabelecidas, taP§HgE;_] = P,.

Na execucdo da técnica, inicialmente é realizada simulacdo de Monte Carlo Bruto
com um numerd/gs de amostras pré-estabelecido (&.g. = 500), obtendo assim a amostra
Xox, cOMk =1, ..., Ngs. Posteriormente aplica-se a amosiga na equacgao de estado limite,
tal que,Yy, = g(Xox). Entdo, o vetolt, € ordenado em ordem crescente, obtendo-se o
vetor¥;.. O limite de falha intermediarib, é determinado como o ponto amosi#| com
k = PyNgs, dessa formaP[{Yy'p nes < P1}] = Py. Assim, existemPNss pontos amostrais
dentro do dominio de falha definido pelo limitefdinab,. A partir de cada um desses pontos
amostrais sdo geradas, via Cadeias de Markov peglritno de Metropolis-Hastings
Modificado, (1 — Py)Nss pontos amostrais condiciondig o), com distribuicae(- |E;) no
primeiro nivel, o que representa uma amostra dartemNgs no nivel 1. Posteriormente

aplicam-se os pontos amostrais na equagao de egtathy tal queYy o) x = 9(X(1)0)k)-
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Ent&o, o vetok(yy) . € ordenado em ordem crescente, obtendo-se ox(gg% e o limite de
falha intermediariob,. Esse limite de falha intermediario € determinagono o ponto
amostraIY(’{lo),k comk = PyNss, dessa formal?[{Y(’{m),PoNss < b,}] = Py. Assim, 0 proximo
eventoF, = {Y < b,} é definido. E facil notar que[E,|E;] = P[{Y < b,|Y < b,}] = P,.
Assim, 0sP,Ngs pontos amostrais condicionais serdo as semengeandiastras condicionais
dos eventos seguintes. Assim, repetindo o procpssiem-se gerar amostras condicionais até
que o limite finalb,, seja atingido, de forma que, = 0 (AU, 2005). Este processo €&

ilustrado na Figura 23.

K1 bz = bm= 0

Figura 23. Geracgéo de subconjuntos via cadeiasatkdM.

A seguir serdo apresentados como é realizadanaagisth do coeficiente de variacdo da
probabilidade de falha e como se da o processoeds;@p de amostras por cadeias de

Markov utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastinllodificado.

6.2.4.1. Coeficiente de Variacédo da probabilidade de falha

Nesta se¢do sera apresentada como € feita a éstirdatcoeficiente de variacdo da
probabilidade de falha para a Simulagdo de SubntoguAs equacgdes a serem apresentadas
nesta secao foram introduzidas por (AU; BECK, 2008doP; = P[E;], P; = P[E;|E;_4] e
P; = P[E] com seus estimadores dados PorP,; eﬁf, respectivamente. De acordo com Au e
Beck (2001), o coeficiente de variagdpodo primeiro subconjunto, que ndo é condicional, é

dado por:
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5, = [~ (128)
PINSS

No caso das probabilidades de falha condicionamef@iciente de variaca

1-P,
85 = 1+7v), 129
i jPiNSS( +71) (129)
ondey; é o fator de correlacdo relativo ao subconjuntdessa forma, Au e Beck (2001),
afirmam que emboraP;, sejam correlacionados, simulacbes mostram que boa

aproximacao para o coeficiente de variagate Pr € dada por:

52 = Z 52, (130)

ondem € o numero de subconjuntos. Mais informacdes gé@santadas em (AU e BECK,
2001).

6.2.4.2. Geracéo de Cadeias de Markov

Um processo estocastico pode ser definido comméidade funcdeX (w, t), ondew é
um ponto amostral do espaco amodiadjue € associada a cada um destes pontos amestrais
é funcdo de um parametto que em problemas fisicos pode ser interpretaddicersas
formas (e.g. tempo) (NOGUEIRA, 2009).

Os processos estocasticos podem ser classificadus ¢

a) Em relac&o ao estado: Discreto (Cadeias) ou Can{fdequéncias);
b) Em relacdo ao parametro Discreto ¢ é finito e contavel) ou Continua (

infinito ou finito incontavel).

Neste trabalho sera dada énfase aos processosWert®, que por sua vez levam a

definicdo das cadeias de Markov.

Um processo estocastico € dito ser um Processo oMario se a probabilidade
condicional de um evento futuro depende apenasveiot@ presente, ou seja, independe de

eventos passados, tal que:
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P{X(tks1) < Xpera1X (i) = X, -0, X (L0) = X0}

= P{X(tis1) < Xps1|X(te) = xx}. (131)

Tal processo é dito sem memoaria, pois eventos gasssdo desprezados de forma que
interessam apenas as probabilidades de tranBigd@ ) < xx.+1|X(tx) = x;}. Quando o
espaco de estados € discreto diz-se que o probémsmviano € uma Cadeia de Markov.

Neste caso tem-se que:

P{X(k + 1) = x4 |X(K) = xg, ., X(0) = x,}

(132)
= P{X(k + 1) = 211X (k) = x,}.

O método de Monte Carlo com Cadeias de Markovligadio para simular amostras de
variaveis aleatorias. Nele as amostras sdo sinailediao estados da cadeia de Markov e
possuem uma distribuicdo alvo como sua distribuligditante. Segundo Au e Beck (2001), a
ideia por tras da aplicacdo do algoritmo de Metlisggastings € que se é possivel gerar uma
amostra com distribuicdo condicional- |E;), entdo, pode-se simular, como o préximo

estado, uma nova amostra que também tenderé ss#rudda de acordo con(- |E;).

O objetivo do algoritmo de Metropolis-Hastings ésiar uma cadeia de Markov a
partir de um ponto amostral, tal que a distribuigtacionaria da Cadeia de Markov é
q( |Ey) = q(X)Ig, (X;)/P(E,). Au e Beck (2001) utilizam a versdo modificadaAdigoritmo
de Metropolis-Hastings, pois a versdo original dgodtmo apresenta dificuldades em
problemas de dimensdo elevada. O algoritmo de IdelissHastings modificado é

apresentado a seguir (ZUEV, 2010):

1. Gere estados candidatps
Paracada=1,...,d
a) Simule:y/~S;(- |X});
b) Calcule a probabilidade de aceitagéo:
v o) : a;(#) |.
C) Aceite/Rejeiteyl{, tal que:
j_ { }71 com probabilidadezf(X,{,yf)
x; com probabilidadé — a’/ (X, /)

2. Aceite/Rejeitey, tal que:
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Yo = {y sey € E;
n+l ™ \X, sey & E;’
Onded corresponde a dimenséo do problem’ﬁporresponde ao estado inicisi(- | -)
sdo as distribui¢Ges invariantes propogf&, sao as funcdes de distribuicdo de probabilidade

marginais dex’.

Segundo Zuev et al. (2012) existem valores otinmslesvio padrdo da distribuicdo
propostas™* e deP,, que levam a um menor coeficiente de variacaaalagbilidade de falha.
Assim, o melhor™ € aquele que leva a uma taxa de aceitacdo emder@b6% e o melhak,
se localiza entre 0,1 e 0,3. Porém, a escolhaisi@asdmetros ainda é algo bem subijetivo e
deve ser feita com cuidado. Segundo Au e Beck (2G®DHesvio padrdo da distribuicdo
propostas* afeta o tamanho da regido coberta pela amostaal@gelas cadeias de Markov,
consequentemente controlando a eficiéncia da t&cAgsim, uma amostra pouco espalhada
tende a diminuir a convergéncia do estimador dégbitidade de falha, uma vez que os
pontos amostrais sdo gerados muito préximos unsdwses. Por outro lado, uma amostra
excessivamente espalhada tende a diminuir a taxacd#acdo dos pontos amostrais
simulados e consequentemente reduzindo a convésgéacestimador da probabilidade de
falha, uma vez que mais amostras repetidas sédagerainda assing; pode ser calculado

como uma parcela do desvio padedaai-ésima variavel aleatéria.
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7. EXEMPLOS

Neste capitulo sdo estudados exemplos com a juicdgs técnicas de amostragem
inteligente em problemas de confiabilidade de &stas independentes do tempo. O estudo a
ser realizado consiste na analise comparativa daecgéncia da probabilidade de fallia)(
com o aumento do tamanho da amodig (la convergéncia do coeficiente de variacdo da
probabilidade de falha (C.V. dq) com o aumento do tamanho da amostae(do tempo de
processamento com o aumento do tamanho da amd$tré5&o aplicadas as seguintes

técnicas:

o Monte Carlo Bruto (BRUTO) com:

= Amostragem Simples (SIMC)

=  Amostragem por Hipercubo Latino (SLHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (ASIMC)
o0 Amostragem por Importancia (Al) com:

= Amostragem Simples (ISMC)

=  Amostragem por Hipercubo Latino (ILHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (AISMC)
o Amostragem Assintotica (AA) com:

= Amostragem Simples (ASMC)

=  Amostragem por Hipercubo Latino (ALHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (AASMC)
o Amostragem Melhorada (AM) com:

=  Amostragem Simples (AM)

=  Amostragem por Hipercubo Latino (AM_LHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (AAM)
o0 Simulacdo de Subconjuntos (SS) com:

= Amostragem Simples (SS)

= Amostragem por Hipercubo Latino (SSLHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (SSA)

O estudo comparativo da convergéncia ndo é apliéadécnica de Simulagdo de

Subconjuntos, pois, a qualidade de sua respostea réacterizada de maneira adequada
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apenas aumentando o tamanho da amostra em cadanjsubc. Deve-se levar em
consideracdo que esta técnica é adaptativa. Assiantesposta depende da probabilidade de
falha intermediaria (condicionaB,, do desvio-padrdo do caminhante aleat6rio, do dipo
distribuicdo de probabilidade do caminhante aléatérdo tamanho da amostra em cada

subconjunto Nss).

Pode-se destacar que a qualidade da resposta pbiakatécnicas que fazem uso de
ajuste de curva € também dependente de seus perdntais como o intervalo do parametro
e 0 numero de pontos de suporte. Porém, como téstaisas normalmente precisam de uma
amostra maior que aquela utilizada pela Simulagd®ubconjuntos, estas serdo avaliadas por
gréaficos de convergéncia, fixando tais parameteofodna que uma boa resposta seja obtida.

Nos problemas 1 a 5 é utilizado um computador in@are™ i7-3770 CPU 3,40 GHz
64 bits com 12 GB de memodria RAM. Ja no problematiza-se um computador com
processador Int8ICoré™ i5-2500 CPU 3,30 GHz 64 bits com 4 GB de memoAdR

A seguir serdo apresentados os exemplos que s@ladst neste trabalho.

7.1. Exemplo 1: Capacidade-Demanda

Este problema consiste em estimar a probabilidaglea dlemandaD) exceder a
capacidaded) (C < D), quando as distribuicdes de probabilidade dasveis aleatéria€ e

D sdo conhecidas. A equacgédo de estado limite desttéema € linear (Eq. (133)).

g(C,D)=C—-D=0. (133)

Os parametros das distribuicbes de probabilidadecatéa variavel aleatoria sdo
apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Médias e desvios padrédo das varidveasales do Exemplo 1.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média Desvio Padrao
C Normal 2,0 0,20
D Normal 1,0 0,15

Considerando todas variaveis aleatorias indepeeslemtcom distribuicdo normal de

probabilidade, este problema pode ser resolvidbt@aanente, tal como:

R

Hc — Hp 2—-1
ﬁ_ —

- = 4, 134
Joi+od /0,22 40,152 (134)
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Este valor de8 corresponde a uma probabilidade de f&#ha ®(—p) = 3,1671 x 107>. Tal
valor sera a probabilidade de falha de referérassamélises comparativas.

7.1.1. Amostragem Assintotica

Nesta secao € verificado através dos graficosudteajcomo a Amostragem Assintotica
se adequa ao problema. O objetivo € demonstrao gasultado do ajuste melhora a medida
que se aumenta o tamanho da amostra. S&o utiliaatastras de tamanho 224Gigura 24)

e 1x1G (Figura 25). Utiliza-se a Amostragem Simples, aoatragem por Hipercubo Latino
e a Amostragem por Variaveis Antitéticas. Estesatams de amostra sdo escolhidos como o
intervalo inferior e superior do estudo da conveoi que sera apresentado em 7.1.4. O

parametrd é variado de 0,4 a 0,6. Utilizam-se 5 pontos geda.

6,5 1 1 I L n 1 n
—— Simples = b.c.95% O Simples

6,0 ——LHS b.c.96% © LHS -
Antitéticas ———b.c. 95% & Antitéticas
554 % | B Referéncia. r

50

454,

V%4

4,0 -

3,5
30 T |

2.5+ R -

2,0 : ; . : . ' .
0,2 0,4 06 08 1,0

/
Figura 24. Regress&o nao linear utilizada na Aragem Assintética para amostras de tamanho®2x10

no Exemplo 1.

4.2 " 1 L | M 1

B

——Simples - b.c.95% © Simples
——LHS b.c.95% © LHS
Antitética b.c.95% & Antitética

S Referéncia

36 . . . : I .
0,2 0,4 0,6 0.8 1,0

!
Figura 25. Regress&o nao linear utilizada na Aragem Assintética para amostras de tamanho®.x10
no Exemplo 1.
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Os parametros ajustados na técnica em questaopsggeatados na Tabela 2, para a
Amostragem Simples (ASMC), para a Amostragem p@ektubo Latino (ALHS) e para a
Amostragem por Variaveis Antitéticas (AASMC). Nest&so, o valor do parametf foi
fixado em -2,0, pois esse valor se mostrou maiguetd na resolucdo deste problema uma

vez que as variaveis aleatorias possuem caudasdraportadas.

Tabela 2. Pardmetros ajustados na Amostragem Assatpara o Exemplo 1.

N 2x10° 1x10
A B C A B C
ASMC 3,6004  2,3151x1®  -2,0000 4,0225 -8,6745xf0  -2,0000
ALHS 3,7773  5,7738x1F -2,0000 4,0468 -1,1986%1CF -2,0000
AASMC 4,0262  4,5983x10  -2,0000 4,0344 -8,3602xf0  -2,0000

Realizando um maior numero de simulacbes, observansa melhor concordancia
entre a curva ajustada e os pontos de suporte, pouh® ser observado Rkégura 24e na

Figura 25.

A probabilidade de falha e seu coeficiente de ¢aona para diferentes tamanhos de

amostra, sado apresentados na Tabela 3.

Tabela 3. Probabilidade de falha e coeficiente dea¢ao da probabilidade de falha, para a Amostnage
Assintética, no Exemplo 1.

P; de referéncia: 3,1671x19

N 2x10° 1x10°
Py C.V. Py C.V.
ASMC 1,453x10' 40,0892 2,988x10° 0,5133
ALHS 6,280x10° 35,5488 2,733x1D 0,0441
AASMC 2,329x10° 31,7296 2,838x10° 0,4479

Vale ressaltar que tal resultado depende do irlteiuae se adota para o parametro
Maiores estudos referentes a este intervalos peeemealizados, mas ndo sao objetivos deste

trabalho.
7.1.2.Amostragem Melhorada

Na Figura 2@ naFigura 27, se observam as curvas ajustada aosspdatsuporte para
amostras de tamanho 2%¥16 1x10, respectivamente. Estes tamanhos de amostra s&o
escolhidos como o intervalo inferior e superior estudo da convergéncia, que sera
apresentado em 7.1.4. Nesse caso, sao utiliz&ifbpdntos de suporte, cavariando de

0,4a0,9.
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L 1
—— Simples b.c.95% =

------- Simples
] —LHS b.c. 96% LHS
107 4 — Antitéticas —— b.c.95% = Antitéticas

P, Referéncia

04 0,6 0.8

x
Figura 26. Regressdo n&o linear utilizada na Aragetn Melhorada para amostras de tamanho®x10
no Exemplo 1.

iwoed |— Simples - b.c.95% = Simples L
——LHS -~ b. c. 95% LHS
Antitética b.c.95% + Antitética
P, Referéncia
10° - - .

0.4

0.6

08

1,0

A
Figura 27. Regress&o n&o linear utilizada na Aragetn Melhorada para amostras de tamanho®1x10
no Exemplo 1.

Na Figura 26 na Figura 27, se observa que o aumento do tangehmostra leva a
uma reducdo da largura da banda de confianca dteagonsequentemente do intervalo de

confianca da probabilidade de falha estimada.

Os parametros ajustados na técnica em questagrEseatados na Tabela 4, para uma
amostra de tamanho 2x16 na Tabela 5 para uma amostra de tamanho’1¥tilza-se a
Amostragem Simples (AM), a Amostragem por Hipercubatino (AM_LHS) e a

Amostragem por Variaveis Antitéticas (AAM).
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Tabela 4. Parametros ajustados na Amostragem Melhppara uma amostra de tamanho 2xi®Exemplo 1.

q a b c
AM 6,2624x1G 8,8961 0,4000 1,0574
AM LHS 5,8522x1CF 20,118 0,39785 1,4166
AAM 5,8786x1F 9,8633 0,4000 1,1196

Tabela 5. Parametros ajustados na Amostragem Melhppara uma amostra de tamanho 1 xi®Exemplo 1.

q a b c
AM 5,4913 1,8035x10° -2,5018 5,2015
AM LHS 2,8971 7,8199x10 -1,9209 4,6638
AAM 4,0108 0,20702 -1,6978 4,0921

A Tabela 6apresenta os valores das probabilidades de fatteaseus coeficientes de
variacdo para diferentes tamanhos da amostra.

Tabela 6. Probabilidade de falha e coeficiente dea¢ao da probabilidade de falha, para a Amostnage
Melhorada, no Exemplo 1.

P; de referéncia: 3,1671x10

N 2x10° 1x10°
Py C.V. Py C.V.
ASMC 3,513x1(' 0,5838 2,697x10° 1,0690
ALHS 3,224x10F 65,5407 2,669x1D 1,0844
AASMC 2,246x10° 1,4771 2,425%10° 1,1945

7.1.3.Simulacdo de Subconjuntos

Na Simulagéo de Subconjuntos, a quantidade de sjubtos € determinada de maneira
adaptativa a partir do tamanho da amostra de agmtsjunto ¥ss), da ordem de grandeza
da probabilidade de falhd4, do valor das probabilidades de falha interméabaf,), do

tipo do caminhante aleatorio e do modelo da equdedstado limite.

Neste trabalho, o desvio padrdo do caminhantedaieat(c™) é dado pelo produto de
um fatora pelo desvio padréo da variaveis aleatdbda problema. Assim, o desvio padréo do
caminhante aleat6rig, comi = 1, ...,n,,, onden,, € 0 numero de variaveis aleatorias, €

dado por:

o’ = a - o, (135)
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ondea é um valor maior que zero. No StRAND, o usuaridepdefinir o valor do desvio
padrdo e o tipo de distribuicdo de probabilidadecaminhante aleatério, de maneira direta
ou através do parametso

O caminhante aleatério utilizado na Simulacdo dec8njuntos € definido pelos dados

apresentados na Tabela 7.

Tabela 7. Médias e desvios padrdo do caminharagaile do Exemplo 1.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média Desvio padrao
C Uniforme 0,0 a x 0,20
D Uniforme 0,0 ax 0,15

Na Figura 28é realizada uma analise referente a variacdo dweicdgmdrédo do
caminhante aleatério. Neste caso, utiliza-se umirdaante aleatério com distribuicdo
uniforme de probabilidadd?;=0,1 eNss=700. Para gerar os pontos amostrais do primeiro
subconjunto é utilizada a Amostragem Simples, ns&s subconjunto pode ser criado por
meio da Amostragem por Hipercubo Latino ou por m@go Amostragem por Variaveis
Antitéticas. Sao obtidos 5 subconjuntos, e cadaleles é representado por simbolos e cores
diferentes.

1
2
3
4

5
—— Limite de Falha

imite de Falha




100

(& R

—— Limite de Falha|

Cw AN =

S —— Limite de Falha

e)a=20 flo=3,0

Figura 28. Subconjuntos gerados na Simulacao deoBjuntos, para o Exemplo 1.

Observa-se que quando= 0,1 (Figura 28a) ocorre uma alta taxa de adtalps
pontos amostrais pelo algoritmo de Metropolis-HesiModificado. Quanda é maior que
um, observa-se um aumento da rejeicdo dos pontostiis pelo algoritmo de Metropolis-
Hastings Modificado.

Portanto se verifica uma boa adequacédo da Simukdeddubconjuntos na analise do

problema em questao.
7.1.4.Analise de convergéncia

Realiza-se um comparativo entre o Monte Carlo Bratdmostragem por Importancia,
a Amostragem Assintética e a Amostragem Melhoraiota-se, em todas as técnicas
citadas, o uso da Amostragem Simples, da Amostragem Hipercubo Latino e da
Amostragem por Variaveis Antitéticas. O tamanhadmstra é variado de 2x1até 1x16,

tomando-se nesse intervalo 100 pontos.
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a) Média b) C.V.
4.0x10" e . e 4 _ 1 I | L
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Figura 29. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem Simples, rentpo
1.

a) Média b) C.V.
4.0x10* L ' —————— 4 + 1 s . - L L
Bruto (SLI:iS) | —=— Bruto (SLHS)
Imp_ortévjcm (ILHS) s | Iy —— Importancia (ILHS)
—=— Assintética (ALHS) ; i —=— Assintética (ALHS)
3.0x10°% 4 Melhorada (AM_LHS)| | e —— Melhorada (AM_LHS)| |
- - --Referéncia
" Q-v
- 2.0x10° r ;g 24
=
o
1.0x10" o 14
04—== T T T 3 T
0.0 2,0x10" 4,0x10° 6.0x10" 8,0x10°* 1,0x10°

N N
Figura 30. Comparativo da convergéncidPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Hipercubo
Latino, no Exemplo 1.

a) Média b) C.V.
4.0x10™ L 4 ! ' ; :
—— Bruto (:ASI_MC) —=— Bruto (ASIMC)
= Importancia (AISMC)| | — Importancia (AISMC),
-— Assintética (AASMC) Assintética (AASMC)
3.0x10°" —— Melhorada (AAM) | L 3 Melhorada (AAM) | |
- - - - Referéncia
\ n-_
_20x10° ] r 8 2 —
a . =
% " [$] By A
N AR o ey
1.0x10" o I T e LT
N | VL A el N N
________ Rl e~ VU | VA Yl Ve WY i
N M o [ 0 T T T T
g - " T oo 00 2,0x10° 4,0x10* 6,0x10° 8,0x10° 1,0x10°
10 10 N
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Figura 31. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Variaveis
Antitéticas, no Exemplo 1.

Pode-se notar que as técnicas em analise tendenvergir para 0 mesmo ponto, que é

representado pela linha de referéncia da probabdéidde falha. A Amostragem por
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Importancia apresenta o melhor resultado dentreascas estudadas, pois apresenta uma
rapida convergéncia da probabilidade de falha.é&sitas de Amostragem Assintética e de
Amostragem Melhorada apresentam uma nitida vantagemrelacdo ao Monte Carlo Bruto,
pois, estas técnicas sao capazes de estimar valerggobabilidades de falha com uma
amostra pequena. Também € possivel notar que atrages Assintdtica apresenta uma boa
reducdo do coeficiente de variagdo da pobabilidkeléalha, a medida que se aumenta o

tamanho da amostra.

A seguir sdo apresentados os graficos do compardgéivcada técnica com aplicacdo de
diferentes técnicas de amostragem basica. Nesteéctsto um grafico para cada uma das
técnicas (Monte Carlo Bruto, Amostragem por Impwid, Amostragem Assintética e
Amostragem Melhorada) e para cada sdo obtidasctrégs, uma para cada técnica de
amostragem béasica (Amostragem Simples, Amostragerhlipercubo Latino e Amostragem

por Variaveis Antitéticas).

a) Média b) C.V.
1 1,4 1 1 L 1 1 i
—=— Simples (SIMC) —=— Simples (SIMC)
6.0x10° - LHS (SLHS) L 124 i el |
—— Antitéticas (ASIMC) | Antitéticas (ASIMC)
|- - - - Referéncia i) |
) I
4,0x10° 4 T i - 084 i L
IS p L |
r el | | TS .| N =] |
k \\\ : > 06 L F
1 b o Sl
2,0x10° | i\ 0,4 L
| ‘ ‘ . 0,2 o
0.0 T : 0.0 T T T T T
10° 10* 10° 0.0 2,0x10" 4,0x10" 6,0x10" 8,0x10°" 1,0x10"
N N

Figura 32. Comparativo da convergéncigPdéa) e de C.V. (b) para o Monte Carlo Bruto, noragi 1.

a) Média b) C.V.
1 D.05 1 1 1 L
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' —=— Antitéticas (AISMC) 0,04 4 —— Antitéticas (AISMC)| [
----Referéncia

3,40x10° 4, - P
\

o \

C.V.daP,

0,02

3,20x10°
0,01 4

3,00x10° ————— . — 0,00 " . Y .
10° 0.0 2,0x10° 4,0x10" 6,0x10° 8.0x10" 1,0x10°

N N
Figura 33. Comparativo da convergénciddéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Imporgnu
Exemplo 1.
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a) Média
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Figura 34. Comparativo da convergénciéPdén) e de C.V. (b) para a Amostragem Assintética, n
Exemplo 1.
a) Média
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Figura 35. Comparativo da convergéncidPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem Melhorada, no
Exemplo 1.

Na Figura 32, observa-se que o método de Monteo@ulito ndo apresenta boas

estimativas da probabilidade de falha.

Na Figura 33, pode-se observar que o uso da Angesirgpor Hipercubo Latino e da
Amostragem por Variaveis Antitéticas sdo benéfigasa a Amostragem por Importancia,

especialmente nos trechos iniciais dos graficosawergéncia, mas vale lembrar que essa
diferenca é pequena.
Na Figura 34, pode-se observar uma certa vantagemsa da Amostragem Assintética

com o uso da Amostragem por Hipercubo Latino e ae#tragem por Variaveis Antitéticas,

especialmente nos trechos iniciais, mesmo gque n&so seja expresso no coeficiente de

variacéo (Figura 34b).
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Na Figura 35 é visivel a vantagem obtida, em terdeosonvergéncia da probabilidade

de falha, pelo uso da Amostragem por Hipercubambatia Amostragem Melhorada.

7.1.5.Comparativo da probabilidade de falha e de seu caefente

de variagcao

Neste exemplo sera utilizada uma amostra de tam@u200. Na técnica de simulacao
de subconjuntos foram adotados os seguintes pa@Enbts=2.000,0=0,7 ePy, = 0,1. O
comparativo dos resultados obtidos, para as técrastudadas neste trabalho e para uma
amostra de tamanho 9.200, pode ser observado re¢aTab

Tabela 8. Comparativo dg para uma amostra de tamanho 9.200, no Exemplo 1.
P; de referéncia: 3,1671x10

SIMPLES
Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --
Al Importancia 3,057x10 0,0224 3,48
AA Assintética 9,771x10° 1,9634 208,52
AM Melhorada 9,186x10 0,9926 190,04
SS Subconjuntos 4,895x10° 0,2242 54,56
HIPERCUBO LATINO
Sigla Técnica Py C.V.daPs
BRUTO Bruto - - -
Al Importancia 3,046x10° 0,0223 3,82
AA Assintética 2,576x10 72,5439 18,66
AM Melhorada 1,147x10° 9,2957 63,78
SS Subconjuntos 3,594xT0 0,2265 13,48
VARIAVEIS ANTITETICAS
Sigla Técnica Py C.V.daPy
BRUTO Bruto = o o
Al Importancia 3,129x10 0,0223 1,20
AA Assintética 8,067x10° 4,1835 154,71
AM Melhorada 1,102x1H 0,6168 247,95
SS Subconjuntos 4,881x10° 0,2247 54,12

O resultado apresentado na Tabela 8 ¢é ilustradicayr@ente na Figura 36. Neste caso,
se observa que o Monte Carlo Bruto ndo apresemsiatados para uma amostra deste
tamanho. Por outro lado, o Monte Carlo com Amosinagpor Importancia apresenta uma
vantagem significativa em relacdo as outras tésniwamo era esperado. E observado que a
técnica de Simulacéo de Subconjuntos apresentaoomrédsultado em termos do valor médio
e do coeficiente de variacdo da probabilidade e fdestaca-se que o uso da Amostragem

por Hipercubo Latino é benéfico para a maioria asicas, uma vez que ela leva a um
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resultado mais préximo da probabilidade de falharederéncia, tal como observado pelo

valor do erro relativo.

% Simples
1,0x10™ [ LHS
4 |[[[IIID Antitéticas

8,0x10° T L

6,0x10° o L
s
40x1079 p Exata

5 N W
2,0x10° K \\"n \
] N NN NN
0,0 N

T
BRUTO Al AA AM
Técnica

Figura 36. Comparativo da probabilidade de fallva pana amostra de tamanho 9.200, no Exemplo 1.

7.1.6. Tempo de processamento

Nesta secdo sdo apresentados os graficos daorelaigé o tempo de processamento e
o tamanho da amostra. Na Figura 37 e na Figura c8&param-se o0s tempos de
processamento do método de Monte Carlo Bruto (BRI #® método de Monte Carlo com
Amostragem por Importancia (Al), da Amostragem Aggica (AA) e da Amostragem
Melhorada (AM). Utilizam-se a Amostragem Simplegrostragem por Hipercubo Latino e
a Amostragem por Variaveis Antitéticas, como téaside amostragem basica. O tamanho da
amostra varia de 1x1@té 9x16. J&4 na Figura 39a comparam-se 0s tempos de paoves®
da técnica de Simulacdo de Subconjuntos (SS) dguaF39b comparam-se os tempos de
processamento de todas as técnicas estudadasrabatho. Na Figura 39a e na Figura 39b, o
tamanho da amostra varia de 6.900 até 43.700. Ra&mulacdo de Subconjuntos,
consideram-se 0s mesmos parametros utilizadostndoesomparativo, com o tamanho de
cada subconjunto variando de 1.500 até 9.500 @® 2& 2.000.
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a) Monte Carlo Bruto b) Amostragem por Importancia
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Figura 37. Relacéo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 1: Monte Carlo
Bruto (a) e Amostragem por Importancia (b).

a) Amostragem Assintética b)Amostragem Melhorada
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Figura 38. Relacédo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 1: Amostragem
Assintotica (a) e Amostragem Melhorada (b).

a) Simulacao de Subconjunto bYodas as técnicas
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Figura 39. Relacéo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 1: Simulacdo de
Subconjuntos (a) e comparativo entre todas asds(n).

Na Figura 37a, na Figura 37b e na Figura 38a, vass que o uso da Amostragem por

Hipercubo Latino elevou os tempos de processantantimulacdo do Monte Carlo Bruto, da
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Amostragem por Importancia e da Amostragem AssaatotPor outro lado, a técnica de
Amostragem por Varidveis Antitéticas apresentoutempo de processamento menor. Esse
comportamento € decorrente da maneira em que sadageas amostras na Amostragem por
Hipercubo Latino e por Variaveis Antitéticas. Destgde que, devido ao fato de a
Amostragem por Importancia apresentar um custo otanpnal elevado, as técnicas de

amostragem basica apresentam uma menor influéat¢ampo de processamento.

Na Figura 38b, observa-se que a Amostragem Melharizando a Amostragem por
Hipercubo Latino, apresentou um custo computacioreior. Porém, deve-se destacar que a

Amostragem por Hipercubo Latino apresenta um n@aosumo de memoria.

Na Figura 39apbserva-se que 0 uso de técnicas de amostrageca passSimulacao de
Subconjuntos, ndo exercem forte influéncia no tenteo processamento, porém, o
comportamento da curva que relaciona o tamanhondatsa com o tempo de processamento
€ nao linear. Isso poderia ser considerado um @mudyl caso a técnica de Simulacdo de
Subconjuntos necessitasse realizar um namero goendienulacdes, mas esse néo é o caso, e
essa € a principal vantagem da técnica. Na Figdlvaé3possivel comparar todas as técnicas,
utilizando a Amostragem Simples e variando o taroasd amostra de 6.900 até 43.700.
Neste caso, nota-se que o tempo de processame8tmdicédo de Subconjuntos é maior que
o das outras técnicas. Porém, com uma amostra meeg@e técnica de Simulacdo de
Subconjuntos ja apresenta bons resultados, o qiee g@ Util em problemas onde a equacgéo
de estado limite utiliza métodos numéricos de alisto computacional (e.g. Elementos
Finitos considerando né&o linearidades).

7.2. Exemplo 2: Variaveis Aleatdrias Limitadas

Este exemplo analisa a aplicacdo das técnicasaglstsi@m um problema com variaveis
aleatédrias limitadas nas caudas. O problema ansdisado € do tipo Capacidade-Demanda,
sendo que neste exemplo sdo adotadas variavei®releacom distribuicdo uniforme de

probabilidade. A equacédo de estado limite destel@mma é dada por:

g(C,D)=C—D = 0. (136)

Os parametros das distribuicoes de probabilidadecatia variavel aleatéria sdo

apresentados na Tabela 9. S&o consideradas varédeatorias independentes.
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Tabela 9. Parametros das variaveis aleatérias dmfbo 2.

Variavel Aleatéria Distribuicéo A B
C Uniforme 10,0 30,0
D Uniforme 1,1 10,1

Este problema pode ser resolvido analiticamente, vz que a probabilidade de falha

é definida por:

= fo@)Fe(8)ds. (137)

Dessa forma, a probabilidade de falha vem a seea sob a curv, (§)F.(5), tal como

visto na Figura 40.

Demanda
- Capacidade

0,8 -

] i
0,4 / L

0,2

o,o......,L.,,..,.,,.,,.,.,.,..

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
5

Probabilidade
on
2
Probabilidade Acumulada

Figura 40. FDP da variavel Demanda (D) e FDA d#évat Capacidade (C), para o Exemplo 2.

Neste caso, tem-se que:
fp(6) =0,1111111 paras entre 1,1 e 10,1, (138)
F:(8) = 0,05(5 — 10) paras entre 10 e 30. (139)

O produto destas duas fungdes resulta na func@sexgada na Figura 41, onde se esta

interessado na area abaixo dela (area hachurada).
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Figura 41. Curva a ser integrada no célculo daghitidade de falha, no Exemplo 2.

Entdo se pode escrever a probabilidade de falha:com

® 140
Pr = f 0,1111111-0,05(5 — 10)ds = 2,778 x 107°. (140)

Com este resultado se obtém um indice de confialoié = 4,0309.

O FORM néao apresentou convergéncia neste problergag interfere diretamente na
Amostragem por Importancia, pois, a técnica qué éstplementada no StRAnD é a
Amostragem por Importancia usando os pontos defo;agg como este ndo pbde ser definido,

a técnica nao pode ser utilizada de maneira ajaiabgori

Seguindo o procedimento adotado neste trabalhoapg@Esentados resultados para a
técnica de Amostragem Assintética, seguida pela ssragem Melhorada e pela técnica de
Simulacdo de Subconjuntos. Por fim, € apresentadesiudo comparativo entre as técnicas

estudadas.
7.2.1.Amostragem Assintotica

E realizada a analise do comportamento do indicedéabilidades com o parametro
f. Neste caso, as variaveis podem assumir valogatines. Adota-se o intervalo deentre
0,3 e 1,0, sendo quel,0 representa o problema original. Gerou-se 2tigsode suporte
dentro deste intervalo. Para cada ponto de suporen realizadas 2x20simulacdes de
Monte Carlo. A técnica de Amostragem Assintotica Gao da Eqg. (108) e da Eq. (109) no
ajuste ndo linear. E utilizada apenas a Amostragenples em cada ponto de suporte, uma

vez que a Amostragem por Hipercubo Latino e a Aragsin por Variaveis Antitéticas
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apresentaram resultados muito similares. Assingssipel obter os graficos apresentados na
Figura 42.

1 N 1 1 . | I 1

404 |— Ajuste I a0d T Ajuste B
b.c. 95% | - b.c. 95%
¥— Monte Carlo J ¥ Monte Carlo
3,5 ‘. - 3,54

3,0 At 30
3 PR 3
2,54

25+

20 20 A

02 02 04 0.6 0.8 10

a) Para&C=-2 na Eq. (109) b) ParaC livre na Eq. (109)

Figura 42. Regresséo ndo linear na Amostragem #&sia, para o Exemplo 2.

Observa-se na Figura 42, seja para o0 caso particoilaC=-2 ou paraC livre, que ndo ha
uma boa concordancia da fungéao a ser ajustadaasasaplasf( p/f). Esse comportamento
pode ser explicado pela forma da distribuicdo cuajudas variaveis aleatérias, tal como

observado na Figura 43.

\ /=01 /=0325 - /=055 /=0,775 /=1 Limite de Falha)

I'I"’JI'I'I'I'I'I'I'I'I
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120

Figura 43. Espaco amostral parametrizado utilizandonostragem Assintética, no Exemplo 2.

Uma vez que os desvios-padrdo das variaveis a@ataumentam, os limites inferior e
superior de cada distribuicdo aumentam de acordofcBessa forma, para cada valorfde
um novo espago amostral é obtido. Assim, diferedtmsinios de falha sdo obtidos, e a
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probabilidade de falha é proporcional a area dekiggnios de falha. Através de uma analise
geométrica pode-se obter o grafico da Figura 44 dua relacdo entre o indice de
confiabilidade parametrizado p@robtido pela probabilidade de falha relativa asasrdos

dominios de falha parametrizados, com o valor déarpatrof. Esse resultado concorda com

aquele obtido pela simulacdo de Monte Carlo, talcapresentados na Figura 42.

4,04 " -
354 / -

3,01 / L

2,0 o ” |

4

Figura 44. Relacao entre o indice de confiabilidaelativo a area do dominio de falha, e o paranigetr
na Amostragem Assintética, para Exemplo 2.

7.2.2.Amostragem Melhorada

Procedimento idéntico ao adotado na Amostragerm&&gia é realizado para o estudo
da Amostragem Melhorada. Inicialmente € analisadanaordancia da equacao proposta por
Naess, Leira e Batsevych (2009), com as dupla:), S&o adotados 100 pontos de suporte,
com ) variando de 0,4 até 1,0. Considera-se uma amdsttamanho 1x10 Utiliza-se a
Amostragem Simples como amostragem basica. Taktadsupode ser observado na Figura
45, onde se nota que ndo ha uma boa concordandarda proposta com o0s pontos de

suporte, 0 que ocasiona erros na estimativa dapiatade de falha quande1,0.
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Figura 45. Regressao nao linear na Amostragem aadlag para o Exemplo 2.

Este comportamento dos pontos de suporte estamieate relacionado com a forma da
distribuicdo conjunta de probabilidade, tal comoAmaostragem Assintética. Uma vez que a
equacado de estado limite é deslocada para a odgeespaco de projeto pelo pardmetro
diferentes dominios de falha vdo sendo obtidosu(gigt6). Assim, para cada dominio de
falha séo feitas estimativas da probabilidade thafparametrizada. Dessa forma, a geometria

do dominio de falha governa o comportamento daghititade de falha.

] : \ . | Monte Carlo|
,"" o ,; ‘ . 1 s l=0

104 i |----- A=0,2

e A=0,4

—-2=0,6

——%=0,8

—————————— A=1,0

Figura 46. Limite de falha parametrizado, para eripio 2.

Na Figura 46, cada linha é definida por um valok,dgue por sua vez define um limite
de falha parametrizado. Sendo assim, a probabdidadfalha é proporcional a area definida
por este limite de falha parametrizado. Geometrgdm tais areas podem ser facilmente
calculadas, tornando possivel o calculo das ardatvas de cada dominio de falha. Na

Figura 47 é possivel observar que o resultado dissargeométrica é equivalente ao gréafico
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apresentado na Figura 45. Assim, as técnicas des#agem Assintotica e Amostragem
Melhorada, ndo sdo adequadas para resolver edtleipan Desta forma, observa-se que tais
técnicas apresentam uma dependéncia do problemaseguqueira analisar. Entdo, é

fundamental conhecer as caracteristicas das varialeatorias de cada problema.

Area Relativa

—— Ajuste

o Area Relativa
fffff b.c. 95%

10° T r ' . . : : r : .
0,0 02 0.4 0,6 08 1,0

I

Figura 47. Area relativa do dominio de falha paraizedo, para o Exemplo 2.

7.2.3.Simulacao de Subconjuntos

Os dados de entrada do StRAND, que definem o camiehaleatério utilizado na

Simulacéo de Subconjuntos, sdo apresentados néaTdbe

Tabela 10. Médias e desvios padréo do caminhasdoaio do Exemplo 2.

Variavel Aleatoria Distribui¢éo Média Desvio padréo
C Uniforme 0,0 o X5,7735
D Uniforme 0,0 a X 2,5981

ondea é uma constante multiplicativa maior que zero,icuelterar o valor do desvio-padrao

do caminhante aleatorio.

Utilizando um caminhante aleatorio uniforme cam 0,2,P, = 0,1 e uma amostra com
800 pontos em cada subconjunto, € possivel olgedfeco apresentado na Figura 48, onde é
ilustrada a formacédo de cinco subconjuntos. Dessmd, € possivel observar que 0s

subconjuntos gerados apresentam um bom comportampara o problema em analise.



114

T T - — T — T T
10 15 20 25 30

C

Figura 48. Subconjuntos gerados via cadeias dedvgrér meio do algoritmo de Metropolis-Hastings
Modificado.

7.2.4.Analise de convergéncia

Nesta sec¢do € realizado o estudo da convergéngieodabilidade de falha em relacéo
ao tamanho da amostra. Sdo analisadas as técnieaprpsentaram resultados satisfatorios.
Portanto, € realizado o estudo da técnica de sgéolde Monte Carlo Bruto, com o tamanho
da amostra variando de 1x18 1x16. Assim, é possivel obter os gréaficos de conveiigénc
apresentados na Figura 49, na Figura 50 e Figura 51

4.0x10° 4 4 F

3.0x10° WoE I e T SN
Ho Y : i Loy 8 Y iy S SErea

Py

2.0x10° | L -

A— Referéncia
—— BRUTO: Simples

1.0x10° - i.c. 95%: Simples
—— BRUTO: LHS
: i.c. 95%: LHS
0.0 e e e e
10° 10° 107 10°

Figura 49. Comparativo da convergénciaPdpara o Monte Carlo Bruto com Amostragem Simples e
com Amostragem por Hipercubo Latino, para o Exer2plo
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Figura 50. Comparativo da convergénciaPdpara o Monte Carlo Bruto com Amostragem Simples e
com Amostragem por Variaveis Antitéticas, para erglo 2.
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Figura 51. Comparativo da convergénciadPdpara o Monte Carlo Bruto com Amostragem por
Hipercubo Latino e com Amostragem por Variaveisi#titas, para o Exemplo 2.

Observa-se que ha uma leve melhora, em relacaoverg@éncia da probabilidade de
falha, quando se utiliza a Amostragem por Hipercuaino, na simulacédo de Monte Carlo
com Amostragem Bruta.

Na Figura 52, observa-se que nas primeiras simegagdcoeficiente de variagdo da
probabilidade de falha € um pouco menor quandotiBeaua Amostragem por Hipercubo
Latino e por a Amostragem por Variaveis Antitétjgasrém, essa diferenca tende a diminuir

a medida que se aumenta o tamanho da amostra.
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Figura 52. Coeficiente de variacdo da probabiliddeléalha na Amostragem por Importancia, para o
Exemplo 2.

7.2.5.Comparativo da probabilidade de falha e de seu caefente

de variagcao

E realizado um comparativo entre o Monte Carlo 8rua Simulagio de Subconjuntos.
O tamanho da amostra € fixado em 3.680, onde ni&#éede Simulacdo de Subconjuntos se
tém 800 pontos amostrais em cada subconjunto. €galltado é expresso na Tabela 11 e

ilustrado na Figura 5Foram adotados os seguintes parameired,;2 ePy = 0,1.

Tabela 11. Comparativo d& para uma amostra de tamanho 3.680, no Exemplo 2.
P; de referéncia: 2,778x10

SIMPLES
Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)
BRUTO Bruto = o =
SS Subconjuntos 2,388xT0 0,4271 14,0388
HIPERCUBO LATINO
Sigla Técnica Py C.V.daPs
BRUTO Bruto -- -- --
SS Subconjuntos 2,430xT0 0,4191 12,5270
VARIAVEIS ANTITETICAS
Sigla Técnica Py C.V.daPy
BRUTO Bruto -- -- --
SS Subconjuntos 1,559% 10 0,4216 43,8805

Na Tabela 11 e na Figura 53, se observa que aé&édei Simulacdo de Subconjunto,
com uma amostra pequena, obteve uma boa estintatiyaobabilidade de falha. Por outro
lado, o Monte Carlo Bruto ndo apresenta resultatkogrobabilidade de falha para uma

amostra desse tamanho. Assim, a Simulacdo de Juhtmspode ser util quando se deseja
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avaliar a probabilidade de falha em problemas awldemais técnicas falham ou ndo sao

computacionalmente viaveis.

6,0x10° L
771 Simples
. CoSILHS
5,0x10° [TTTT] Antitéticas| [
4,0x10° | r
_ 3,0x10° P‘ Exata -
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0,0 T T T
BRUTO ss

Técnica

Figura 53. Comparativo da probabilidade de fallva pana amostra de tamanho 3.680, no Exemplo 2.

7.2.6. Tempo de processamento

As Unicas técnicas que sdo comparadas nesta asatise simulacdo de Monte Carlo
Bruto e a Simulacdo de Subconjuntos, ambas utdzaa Amostragem Simples, a
Amostragem por Hipercubo Latino e a Amostragem\fataveis Antitéticas. O tamanho da
amostra é variado de 6.900 até 43.700. Para a &awlde Subconjuntos, consideram-se 0s
mesmos parametros utilizados no estudo comparatiabizado em 7.2.5. O tamanho da
amostra em cada subconjunto varia de 1.500 at®,9d€02.000 em 2.000. Ja para o Monte
Carlo Bruto (Figura 54b), o tamanho da amostraavaei 1x10até 9x 18,

Na Figura 54a e na Figura 54b, observa-se que aasemostragem por Hipercubo
Latino e da Amostragem por Variaveis Antitéticae iz nenhum prejuizo ao Monte Carlo
Bruto, nem para a Simulacdo de Subconjuntos. Nar&ig§4a, se observa que a técnica de
Simulagdo de Subconjuntos apresenta um maior t@lmgyocessamento, entretanto sabe-se
que esta técnica apresenta melhores estimativpsotiabilidade de falha para uma amostra

pequena.
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Figura 54. Relacédo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 2: comparativo
entre todas as técnicas (a) e Monte Carlo Bruto (b)

7.3. Exemplo 3: Equacéao de estado limite ndo linear

Este exemplo estuda a aplicacdo das técnicas afamdas, na resolugcdo de um
problema com uma equacdo de estado limite naorli@aestado limite € definido pela
seguinte funcao:

g(X1,X3) =3 =X, + (4X)* (141)

Esta funcao é fortemente néo linear e seu compertmpode ser visto na Figura 55.
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Figura 55. Limite de falha e os dominios de falls®guranca, para o Exemplo 3.

As distribuicOes e propriedades de cada varidwedtatia sdo apresentadas na Tabela
12.
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Tabela 12. Médias e desvios padréo das variaveasdalas do Exemplo 3.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média Desvio Padrao
X, Normal 0,00 1,00
X, Normal 0,00 1,00

Para obter a probabilidade de falha de referénessel problema é utilizado o Monte
Carlo Bruto com Amostragem Simples com uma amatreamanho 9xf0A probabilidade
de falha encontrada é de 1,774%1p = 3,5716), com coeficiente de variacéo de 0,0025.
simulacéo durou 357,28s (~6 min). E utilizado o RDBe forma a indicar o erro que este
comete devido ao procedimento de linearizacao wigéfu de estado limite. De acordo com o
FORM, o ponto de projeto encontradaé¢= (0,0; 3,0), 0 que leva a uma probabilidade de
falha de 1,35x1® e a um indice de confiabilidage= 3,0. Assim, pode-se afirmar que o
FORM néao apresenta uma boa estimativa da probatididie falha para uma equacao de

estado limite é fortemente ndo linear.
7.3.1.Amostragem Assintotica

Nesta secéo, é realizado um estudo da aplicacrdiaa de Amostragem Assintotica.
Nos graficos de regressédo séo variados o tamanlaondatra e as técnicas de amostragem
basica (Amostragem Simples, Amostragem por Hipercuftino e Amostragem por
Variaveis Antitética). Tal resultado pode ser vistoFigura 56 e na Figura 57. S&o utilizados
5 pontos de suporte, sendo os tamanho das amdstel§ (Figura 56) e de 1xEqFigura
57), comf variando de 0,3 a 0,7. Esses valores séo escslpmoapresentarem um resultado

significativo para o estudo, em termos de qualidimejuste.

B
T

—— Simples b.c.95% O Simples R i

1 LHS b.c.96% © LHS r

14| —— Antitéticas —— b.c. 95% £ Antitéticas B
S Referéncia

0 . : . : . : .
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

4
Figura 56. Regressdo nao linear utilizada na Aragetn Assintética para amostras de tamanho®3x10
no Exemplo 3.
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4
3

3 1S

24 |—— Simples b.c. 95% © Simples -
LHS b.c.96% © LHS +

14 |— Antitéticas b.c. 95% £ Antitéticas e
S Referéncia

0 T T T T T T T

0,2 0.3 0.4 05 06 07 08 09 1.0

/
Figura 57. Regress&o n&o linear utilizada na Aragetn Assintética para amostras de tamanho > x10
no Exemplo 3.

Os parametros das funcfes ajustadas para a téamicguestdo, com a Amostragem
Simples (ASMC), com a Amostragem por Hipercubo n@atfALHS) e com a Amostragem
com Variaveis Antitéticas (AASMC), sdo apresentadaslTabela 13, para uma amostra de
tamanho 3x1de outra de tamanho 1X1@\ssim, se observa que o valor do paramétriio

€ mais igual a -2, como descrito na Eq. (108).

Tabela 13. Pardmetros ajustados na Amostragemtéssi para o Exemplo 3.

N 3x10° 1x10
A B C A B C
ASMC 2,3286 4,5452 -0,5949 2,0617 1,2357 -1,2270
ALHS 2,7393 0,5476 -1,8091 2,1243 1,3134 -1,1811
AASMC 1,3554 1,4792 -1,1235 2,1389 1,1745 -1,2248
Na

Tabela 14 pode-se observar o comparativo da resposta dacéécde Amostragem
Assintdtica para diferentes tamanho de amostra, eorAmostragem Simples, com a
Amostragem por Hipercubo Latino e com a AmostragemVariaveis Antitéticas. Nota-se
gue o uso da Amostragem por Hipercubo Latino levemavalor de probabilidade de falha

mais proximo do valor de referéncia, seja para amastra de tamanho 3x16u de 1x18

Tabela 14. Probabilidade de falha e coeficient¥aléacéo da probabilidade de falha, para a Amostrag

Assintoética, no Exemplo 3.

P; de referéncia: 1,774x10

N 3x10° 1x10°
Py C.V. Py C.V.
ASMC 1,333x10 0,6486 4,88x10" 0,1026
ALHS 5,065x10" 0,0915 2,93x10 0,1994

AASMC 2,294x10° 6,9019 4,61x10" 0,2023




7.3.2.Amostragem Melhorada
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O mesmo procedimento adotado na andlise da tédeicAmostragem Assintética é

utilizado para realizar a analise da técnica de #mgem Melhorada. De acordo com a

Figura 58,para uma amostra de tamanho 3%¥)com a Figura 59, para uma amostra de

tamanho 1x10se observa o ajuste ndo linear obtido. Nessefoamm utilizados 100 pontos

de suporte com variando de 0,4 a 0,9.

| 1
10% 4 S 3
10° 3
o
10" 3 3
]— Simples - b.c.95% = Simples
I— LHS b.c.96% - LHS
ool Antitéticas —-b.c. 95% = Antitéticas L
i P, Referéncia 3
» T { "
i o 08 1,0

Figura 58. Regress&o nao linear utilizada na Aragem Melhorada para amostras de tamanho®3x10

A

no Exemplo 3.

1[—simples b.c.95% -

Simples
{|——LHS b.c. 96% LHS
. | |— Antitéticas -b.c.95% + Antitéticas
107 P, Referéncia 3
. T : .
04 0,6 08 1,0

A

Figura 59. Regress&o nao linear utilizada na Aragem Melhorada para amostras de tamanho®.x10
no Exemplo 3.
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Os parametros das funcbes ajustadas para a téemicquestdo, com Amostragem
Simples (AM), com Amostragem por Hipercubo LatidAdA_LHS) e com a Amostragem por
Variaveis Antitéticas (AAM), sdo apresentados nbhela 15, para uma amostra de tamanho

3x1C e na Tabela 16, para uma amostra de tamanhd.1x10

Tabela 15. Parametros ajustados na Amostragem kelhppara uma amostra de tamanho 3xi®Exemplo

3.
q a b c
AM 4,6704 1,3127x10° -6,1297 4,4442
AM LHS 0,18293 3,2094x16 -6,3378 11,918
ARM 0,19760 1,8992x1d -3,3776 7,0742
Tabela 16. Parametros ajustados na Amostragem Melappara uma amostra de tamanho 1 xi®Exemplo
3.
q a b c
AM 4,3569%x10 6,5821 0,14392 1,4627
AM LHS 2,4595x1( 7,6629 0,31445 1,2864
AAM 5,6836x1CF 5,7264 -2,4715%10° 1,7407

A Tabela 17 apresenta as probabilidades de faleug coeficientes de variacédo, para
diferentes tamanhos da amostra e para o uso det/ges Simples, da Amostragem por

Hipercubo Latino e da Amostragem por Variaveis #titas.

Tabela 17. Probabilidade de falha e coeficient¥aléacéo da probabilidade de falha, para a Amostrag
Melhorada, no Exemplo 3.

P; de referéncia: 1,774x10

N 3x10° 1x10°
P; C.V. P; C.V.
AM 1,394x10° 0,0915 2,300x1(0' 0,0791
AM LHS 2,392x1(' 0,4729 2,204x10 0,0831
AAM 2,889x1(0' 1,9724 1,807x10" 0,0929

7.3.3.Simulacao de Subconjuntos

Os dados de entrada do StRAnD, que definem o camiehaleatério utilizado na

Simulacao de Subconjuntos, sdo apresentados néaTahe

Tabela 18. Médias e desvios padrdo do caminhagdéaio do Exemplo 3.

Variavel Aleatoria Distribui¢éo Média Desvio padréo
X, Uniforme 0,0 ax1,0
X, Uniforme 0,0 ax1,0

Na Figura 60, na Figura 61 e na Figura 62 podewobservar quatro subconjuntos que

foram gerados na Simulacdo de Subconjuntos. Caasseuma amostra de tamanho 1.500
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para cada subconjunto, con¥0,2 e P, = 0,1. Neste caso, pode-se observar uma boa

concordancia da técnica com o que ela propde agaliz

1
2 L
3
4

- Limite
- de falhal”

Figura 60. Simulacdo de Subconjuntos: Amostragenplgis, no Exemplo 3.

Limite
i de falha|

EL I SR o

Limite |
de falha]

X1
Figura 62. Simulacédo de Subconjuntos: AmostragenVpdaveis Antitéticas, no Exemplo 3.
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7.3.4.Analise de convergéncia

E realizado um comparativo entre o Monte Carlo &ratAmostragem por Importancia,

a Amostragem Assintotica e a Amostragem Melhored@omo apresentado na Figura 63, na

Figura 64 e na Figura 65. Variou-se o tamanho dastmde 3x1Daté 1x16, tomando nesse

intervalo 100 pontos. Além disso, utiliza-se a Amagem Simples, a Amostragem por

Hipercubo Latino e a Amostragem com Variaveis Atitas.

a) Média

3.5x10° T =—- -
i % =— Bruto (SIMC)
e \ [\ —— Importancia (ISMC)| |
’ i\ - Assintética (ASMC)
L ! '\‘ —— Melhorada (AM)
2.5¢10° 1 \ " - - - Referéncia +
'
2.0x10° ‘\{ o
- \
1.5x107 o A L
\:\‘
1.0610° LS L
— ha, 4
> - A
B o
5.0x10* \i\—‘_.. - \-V-Vg %_
- ; e
10* 10°

e | ]
TS
\ R

—— Bruto (SIMC)

~— Importancia (ISMC)
—=— Assintética (ASMC)
—— Melhorada (AM)

T
2,0x10"

T
4,0x10"

Figura 63. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostr
3.

3.5x10°

a) Média

3.0x10° o

2.5x10°

2.0x10°

1.5x10% 4

1.0x10°% 4

5.0x10"

i _7___7-/_‘
0.0 ——————

—=— Bruto (SLHS)
Importancia (ILHS})
—=— Assintética (ALHS)
Melhorada (AM_LHS)
Referéncia

T — -
6.0x10°" 8,0x10" 1,0x10°

N
agem Simples, rentpto

~— Bruto (SLHS)
—=— Importancia (ILHS)
+— Assintotica (ALHS)
Melhorada (AM_LHS)

T
2,0x10°

T
4,0x10°

N

T T
6,0x10° 8,0x10* 1,0x10°

Figura 64. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Hipercubo
Latino, no Exemplo 3.
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a) Média b) C.V.
3.5x10° L I 1 1 |
= Bruto (ASIMC) 124 ‘ ’ =— Bruto (ASIMC) +
3.0x107 4 !mp_ort?rjc«a (AISMC)| L I| Importancia (AISMC)
I ~— Assintética (AASMC) i | ‘\ A «— Assintotica (AASMC)
\ Melhorada (AAM) 04 it Melhorada (AAM) i
25x10° // I Referéncia i [
== \ £\
2.0x10° “-“_ \ B o
: N 3
& exi0 4 F >
\ o
3 #,
1.0x10° N Ad Ny r
eyl
5OKI0T ae % St
T l"ﬂhmﬂﬁ’f*ﬁfmm
0.0 T — T T T T T !
10° 10° 2.0x10° 4.0x10° 6.0x10° 8.0x10" 1.0x10°

N N
Figura 65. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Variaveis
Antitéticas, no Exemplo 3.

Pode-se notar que a Amostragem Assintética ndosepiee um bom resultado em
termos da convergéncia da probabilidade de faltha ®2u coeficiente de variagdo. Por outro
lado, a Amostragem por Importancia € a que aprasenmelhor resultado, como era
esperado. Também se observa que o Monte Carlo Bprasentou resultados consistentes.
Apesar da Amostragem Melhorada apresentar uma &eddg coeficiente de variacdo da
probabilidade de falha, em comparacdo com o Morado(Bruto e com a Amostragem
Assintética, a convergéncia da probabilidade deafél muito proxima da convergéncia obtida
pelo Monte Carlo Bruto. Por outro lado, utilizanacAmostragem por Hipercubo Latino, a

Amostragem Melhorada apresentou um melhor desermpenh

Nos graficos apresentados na Figura 66, na Figtraa Figura 68 e na Figura 69, é
possivel observar a influéncia da utilizacdo da smagem Simples, da Amostragem por
Hipercubo Latino, da Amostragem por Variaveis Aiitas para o Monte Carlo Bruto, para a
Amostragem por Importancia, para a Amostragem A&Sta e para a Amostragem

Melhorada. Nestes gréaficos sdo adotados 100 ppatasa analise da convergéncia.

a) Média b) C.V.
2.0x10° : 12 : T —
—— Simples (SIMC
—=— Simples (SIMC) i LHsD(SLLS) )
—— LHS (SLHS) 104 o P itéti -
1,6x107 - Antitéticas (ASIMC)| | | Antitéticas (ASIMC)
- - - - Referéncia | |
1,2x10° -
o
8,0x10°
4,0610"
0,0 e "_.”.-7‘_: v v 7. —r .. 00 T T T T _
10* 10° 2,0¢10° 4,0010" 6,0x10" 8,0x10° 1,0x10°
N N

Figura 66. Comparativo da convergéncidPdéa) e de C.V. (b) para o Monte Carlo Bruto, noragio 3.
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Figura 67. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Impor&nu
Exemplo 3.
a) Média b) C.V.
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Figura 68. Comparativo da convergénciéPdén) e de C.V. (b) para a Amostragem Assintética, n
Exemplo 3.
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Figura 69. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem Melhorada, no

Exemplo 3.
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Observa-se no Monte Carlo Bruto, que nem a Amaostnagor Hipercubo Latino, nem
a Amostragem por Varidveis Antitéticas, levaram maumelhora significativa na
convergencia da probabilidade de falha (Figura.6GBap Amostragem por Hipercubo Latino
apresentou um coeficiente de variacdo da probab#idle falha (Figura 66b) maior que as
outras técnicas as quais ele foi comparado. Na &agem por Importancia, observa-se que o
uso da Amostragem por Variaveis Antitéticas apresemma influéncia negativa na
probabilidade de falha, nas primeiras simulacfesus® da Amostragem por Hipercubo
Latino e por Variaveis Antitéticas, levou a uma imoeh da convergéncia da probabilidade de
falha (Figura 68a) na técnica de Amostragem AssaatéPorém, tal melhora ndo se reflete
no coeficiente de variagdo (Figura 68b) da proidue de falha. Em relacdo a Amostragem
Melhorada, observa-se que esta apresenta um undsoitado quando utilizada em conjunto
com a Amostragem por Hipercubo Latino e Amostragem Variaveis Antitéticas (Figura
69).

7.3.5.Comparativo da probabilidade de falha e de seu caefente
de variacao

Neste exemplo é utilizada uma amostra de tamarBD5Tais resultados podem ser
observados na Tabela 19. Na técnica de Simulac&ubeonjuntos adotam-se 0s seguintes
parametrosNgs=1.500,0=0,2, P, = 0,1. O caminhante aleatdrio segue uma distdtauite

probabilidade uniforme.
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Tabela 19. Comparativo d& para uma amostra de tamanho 5.500, no Exemplo 3.

P; de referéncia: 1,774x10

SIMPLES
Sigla Técnica Py C.V.daP; Erro (%)
BRUTO Bruto 5,405x10" 0,5772 204,68
Al Importancia 1,701x16 0,0717 4,11
AA Assintotica 2,873x10° 0,4744 1519,50
AM Melhorada 5,562x10 0,1858 213,53
SS Subconjuntos 4,480x10" 0,2845 152,54
HIPERCUBO LATINO
Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --
Al Importancia 1,883x10" 0,0688 6,14
AA Assintotica 1,140x1 4,7053 35,74
AM Melhorada 5,672x10° 1,3958 73,66
SS Subconjuntos 1,860x10 0,3099 4,85
VARIAVEIS ANTITETICAS
Sigla Técnica Py C.V.daP; Erro (%)
BRUTO Bruto 3,604x10" - 103,16
Al Importancia 1,903x16 0,0684 7,27
AA Assintética 5,031x10° 0,5638 2735,96
AM Melhorada 3,494x1H 0,2893 96,96
SS Subconjuntos 2,220x10" 0,3003 25,14

Neste caso, nota-se que o uso de Amostragem parthingia é superior as outras
técnicas, tal resultado ja era esperado. Poréntegessante notar que a técnica de Simulagéo
de Subconjuntos apresenta um desempenho satisftdatd em termos de probabilidade de
falha, quanto em termos do seu coeficiente de ga@wiesDestaca-se que a maioria das técnicas
€ beneficiada pelo uso da Amostragem por Hipercuatino. Tal resultado pode ser

conferido graficamente na Figura 70.

1 1 1 1 1
Simples
LHS 7

—— [ITTT1 Antitéticas
,UX & r

5,0x10*

3,0x10% o P, Referéncia -

o /
2,0x10™
\\
NN

0,0

: \
BRUTO Al AA AM
Técnica

Figura 70. Comparativo da probabilidade de falhra pana amostra de tamanho 5.550, no Exemplo 3.
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7.3.6. Tempo de processamento

Nesta secdo sdo apresentados os graficos da relaitéa tempo de processamento e 0
tamanho da amostra. Na Figura 71 d-igaura 72, comparam-se 0s tempos de processamento
do Monte Carlo Bruto (BRUTO), do Monte Carlo com dstragem por Importancia (Al), da
Amostragem Assintética (AA) e da Amostragem Meldara(AM). E feito uso da
Amostragem Simples, da Amostragem por Hipercuboba da Amostragem por Variaveis
Antitéticas. O tamanho da amostra varia de 116 9x168. J4 na Figura 73a, comparam-se
0s tempos de processamento da Simulacdo de Subtmn|{$S) e na Figura 73b, comparam-
se 0s tempos de processamento de todas as téesiodadas neste trabalho. Na Figura 73a e
na Figura 73b, o tamanho da amostra varia de 7a4€037.000. Para a Simulacdo de
Subconjuntos, consideram-se 0s mesmos parametigsadds no estudo comparativo
apresentado em 7.3.5, com o tamanho de cada subtmrpriando de 2.000 até 10.000 com

um intervalo de 2.000 entre cada tamanho de sulneimn;]

a) Monte Carlo Bruto b) Amostragem por Importancia
015 L 1 L 1 I 1 1 1 L Il 1 Il 1
[~=—BRUTO: Simples =— Al: Simples
> BRUTO: LHS 8 4 a— Al: LHS L
04 |2~ BRUTO: Antitéticas| " e r - Al: Antitéticas
7 //E

03 // - *7 i
z - 4 o)
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= e - 2 F

0,2 A o S 1 =

v e Lo
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0.1 g L 1] -
b
a
o
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0,0 2,0x10° 4,0x10° 6,0x10° 8,0x10° 1,0x10° 0,0 2,0x10° 4,0x10° 6,0x10° 8,0x10° 1,0x10°
N N

Figura 71. Relacéo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 3: Monte Carlo
Bruto (a) e Amostragem por Importéancia (b).
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a) Amostragem Assintotica b)Amostragem Melhorada
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Figura 72. Relacéo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 3: Amostragem
Assintética (a) e Amostragem Melhorada (b).

a) Simulacdo de Subconjunto bJrodas as técnicas
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Figura 73. Relacdo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 3: Simulacéo de
Subconjuntos (a) e comparativo entre todas ascias(n).

A analise que pode ser feita neste problema é enengse foi realizada no Exemplo 1,
pois trata-se de um problema com duas variavesgdalas, da mesma forma que no Exemplo
1. Observa-se que a nao linearidade da equacasta@odimite ndo apresenta influéncia
significativa no tempo de processamento. Além dissdefasagem do tamanho da amostra
em cada ponto do grafico da Figura 73a, é deviddaptatividade da técnica, pois nesta o
usuario tem o controle do tamanho da amostra emsigatonjunto e ndo da amostra total.

7.4. Exemplo 4: Equacao de estado limite ndo linear corariaveis
aleatdrias mistas

Este problema € uma adaptacdo do exemplo apreseptadMelchers e Ahammed
(2004). Aqui o objetivo € analisar um problema gassui uma equacao de estado limite ndo

linear, cujas variaveis aleatérias sdo modelagzsta de diferentes funcdes de densidade de
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probabilidade. A adaptacdo adotada na equacéao tddoebmite (Eq. (142)), consiste na
aplicacdo da constante= 2,0, cujo objetivo € reduzir o valor da probabilidatkefalha do

problema apresentado por Melchers e Ahammed (2004).

X5X62

5 (142)

g(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = A-X; - X5 - X3 - Xy —

Este problema busca analisar uma situagédo extremague existe uma equacao de
estado limite ndo linear com varias variaveis aléa$, sendo tais variaveis aleatorias
definidas por diferentes distribuicbes de probdhde. Os parametros das distribuicbes de

probabilidade das variaveis aleatérias sdo apradesina Tabela 20.

Tabela 20. Médias e desvios padrao das variaweasdalas do Exemplo 4.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média Desvio padrao
X, Weibull (minima) 4,0 0,1
X, Log-normal 25.000,0 2.000,0
X3 Gumbel 0,875 0,1
X, Uniforme 20,0 1,0
X5 Exponencial 100,0 100,0
Xe Normal 150,0 10,0

Neste caso a probabilidade de falha obtida por meidcORM foi de 3,245x10
(6=3,9942). Porém, como a equacdo de estado limgte geoblema € ndo linear, ndo se
recomenda o uso do FORM para estimar a probabdidbed falha. Com uma amostra de
tamanho 2x1De utilizando o método de Monte Carlo Bruto com Atrmgem Simples, se
obtém uma probabilidade de falha d@g77 x 10> (6=4,031) com um coeficiente de

variacéo de 0,0042.

A seguir serdo apresentados os estudos referestetecaicas de Amostragem

Assintotica e de Amostragem Melhorada.
7.4.1. Amostragem Assintotica

Nesta sec¢do é realizado um estudo da aplicaca&ecdd de Amostragem Assintotica
no problema em questdo. Utilizam-se na Amostragssingotica, a Amostragem Simples, a
Amostragem por Hipercubo Latino e a Amostragem \femidveis Antitéticas. Considera-se
uma amostra de tamanho 1%1@Figura 74) e outra de tamanho 1X1@igura 75). O
parametrof € variado de 0,4 a 0,7, onde séo utilizados 5gsodé suporte. Neste caso €

adotada a Eq. (109), como fun¢ao a ser ajustada.
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Figura 74. Regressdo n&o linear utilizada na Aragetn Assintética para amostras de tamanho*x10
no Exemplo 4.
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Figura 75. Regress&o nao linear utilizada na Aragsm Assintética para amostras de tamanho®.x10

no Exemplo 4.

De acordo com a Figura 74 e com a Figura 75, pedabservar certa concordancia
entre 0 modelo proposto no ajuste e os pontos perteuobtidos por simulagcdes de Monte
Carlo, apesar de se notar diferencas entre o ealio do indice de confiabilidade e aquele

obtido por meio da Amostragem Assintotica.

Os parametros ajustados na técnica em questdoa @mostragem Simples (ASMC),
com a Amostragem por Hipercubo Latino (ALHS) e camAmostragem por Varidveis
Antitéticas (AASMC), sdo apresentados na Tabelgafa as amostras de tamanho x40
de tamanho 1x£0
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Tabela 21. ParAmetros ajustados na Amostragemtéssa para o Exemplo 4.

N 1x10° 1x10
A B C A B C
ASMC -5.330,211 5.334,246 -2,695><'10 4,403 0,1887 -1,922
ALHS 2,155 1,645 -0,744 4,373 0,221 -1,696
AASMC 12.391,608 -12.387,328  9,324%X10 1,753 2,295 -0,503

Realizando um maior numero de simulagdes, a adaréntre os pontos de suporte e a
curva ajustada melhora significativamente. O comipar da probabilidade de falha e de seu
coeficiente de variacdo, para diferentes tamankanibstra e para as diferentes técnicas de

amostragem basica, sdo apresentados na Tabela 22.

Tabela 22. Probabilidade de falha e coeficient¥alégacédo da probabilidade de falha, para a Amostrag
Assintética, no Exemplo 4.

P; de referéncia: 2,777x10

N 1x10 1x10°
Py C.V. Py C.V.
ASMC 2,724x10° 165,7952 2,196x10F 0,6346
ALHS 7,23x10° 10,5330 2,175x16 1,1075
AASMC 9,348x1(F 82,0325 2,587x10° 0,7608

De acordo com a Tabela 22, a técnica de Amostraggsimtética apresentou uma boa

resposta apenas no seu Uso em conjunto com a Aagestrpor Variaveis Antitéticas.
7.4.2. Amostragem Melhorada

Para o estudo da Amostragem Melhorada séo utilsza00 pontos de suporte, cdm
variando de 0,4 a 0,9. E realizada a simulacioédaida de Amostragem Melhorada
utilizando a Amostragem Simples, a Amostragem gpekdubo Latino e a Amostragem por

Variaveis Antitéticas. O estudo é realizado com wmwmostra de tamanho Y@ outra de

tamanho 18
10” 1 1 1 L
—— Simples - b.c. 95% Simples
LHS b.c. 96% LHS
1074 —— Antitéticas b.c. 95% Antitéticas

P, Referéncia

. E
0.4 06 08 1,0

A
Figura 76. Regressdo n&o linear utilizada na Aragetn Melhorada para amostras de tamanfionb0
Exemplo 4.
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Figura 77. Regressdo nao linear utilizada na Aragetn Melhorada para amostras de tamanfAonb0
Exemplo 4.

Os parametros das funcfes ajustadas para a téamicguestdo, com a Amostragem
Simples (AM), com a Amostragem por Hipercubo Lat{Ad_LHS) e com a Amostragem
por Variaveis Antitéticas (AAM), sdo apresentad@s Tabela 23, para uma amostra de
tamanho 1x1be na Tabela 24, para uma amostra de tamanhd.1x10

Tabela 23. Parametros ajustados na Amostragem Melappara uma amostra de tamanho 4 xi®Exemplo

4.
q a b c
AM 1,4543x10 12,1800 0,4000 0,9969
AM LHS 2,2041x10 10,8720 0,3753 0,9542
AAM 879,72 16,1540 0,1647 0,2730

Tabela 24. Parametros ajustados na Amostragem kelhppara uma amostra de tamanho 1xi®Exemplo

4.
q a b c
AM 1,7665x10° 12,6060 0,3802 1,0881
AM LHS 1,5571x10 10,7370 0,3893 0,9915
AAM 1,4652x1G 11,0480 0,4000 0,9991

A Tabela 25 apresenta as probabilidades de falhassceeficientes de variacdo, para
diferentes tamanhos de amostra e para o0 uso datfges Simples, da Amostragem por

Hipercubo Latino e da Amostragem por Variaveis #titas.
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Tabela 25. Probabilidade de falha e coeficient¥alégacéo da probabilidade de falha, para a Amostrag
Melhorada, no Exemplo 4.

P; de referéncia: 2,777x10

N 1x10" 1x10°
Py C.V. Py C.V.
AM 9,634x1Cf 4,1349 9,862x1Cf 2,0225
AM LHS 2,074x10° 2,0713 2,151x10 0,4975
AAM 1,842x10' 0,2604 1,944x10° 0,6943

7.4.3.Andlise de convergéncia

E realizado um comparativo entre o Monte Carlo &ratAmostragem por Importancia,
a Amostragem Assintotica e a Amostragem Melhordddas utilizando a Amostragem
Simples, a Amostragem por Hipercubo Latino e a Aragem com Variaveis Antitéticas. O
tamanho da amostra varia de 1%xHbé 1x16, tomando nesse intervalo 100 pontos. Neste

caso, 0 eixo das abscissas nao esta em escalditogarpelo fato de a escala decimal ter se
apresentado melhor na analise deste problema.

a) Média b) C.V.
“Ox.‘o‘ 1 1 L 1 1!0 IlI 1 1 1
~— Bruto (SIMC) 0 ~— Bruto (SIMC)
Importancia (ISMC)| f A f“l Importancia (ISMC)

BOMJ ~— Assintética (ASMC)| | 0sd | r\ | —=— Assintética (ASMC)
’ ‘ Melhorada (AM) ' | ‘ Ll — Melhorada (AM)

| - ---Referéncia L | |H 1!
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Figura 78. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem Simples, reniplo 4.
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Figura 79. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Hipercubo
Latino, no Exemplo 4.
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Figura 80. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Variaveis
Antitéticas, no Exemplo 4.

Na Figura 78a, a Amostragem por Importancia e a #ragem Assintotica néo
apresentam uma boa convergéncia da probabilidad&ide Em relacdo a Amostragem por
Importancia, percebe-se um resultado tendenciossmm com uma convergéncia rapida e
com um baixo coeficiente de variacdo da probaldidae falha (Figura 78b). Neste caso ndo
se percebe vantagem significativa do uso das wsrapresentadas, em relagdo ao Monte
Carlo Bruto. Na Figura 79a, observa-se que a Amgsin por Importancia ainda apresenta
um resultado tedencioso, mesmo com a Amostragertlipercubo Latino. Por outro lado, €
possivel observar uma leve melhora no desempeniondestragem Melhorada apenas nas
primeiras simulacbes, o que nao reflete numa melltw coeficiente de variacdo da
probabilidade de falha (Figura 79b). Na Figura 80aa Figura 80b, observa-se que nédo ha
uma melhora significativa do uso das técnicas eestqo, em relacdo ao Monte Carlo Bruto.

Tal dificuldade encontrada pelas técnicas comparadima pode ser devido ao uso de

diferentes distribuicdes de probabilidade das vaersaaleatorias.
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Nos graficos apresentados a seguir é possivel v@rsarinfluéncia da utilizacdo da
Amostragem por Hipercubo Latino e Amostragem patidvais Antitéticas, em comparacao
com a Amostragem Simples, no Monte Carlo BrutoMamte Carlo com Amostragem por
Importancia, na técnica de Amostragem Assintotioa éécnica de Amostragem Melhorada.

Nestes graficos sdo adotados 100 pontos paraiaeadalconvergéncia.

a) Média b) C.V.
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Figura 81. Comparativo da convergénciéPdéa) e de C.V. (b) para o Monte Carlo Bruto, norag 4.
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Figura 82. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Impor&nu
Exemplo 4.



138

a) Média b) C.V.
2,0x10" L L 1 ‘ L 10 . - T "I‘J . L L ! . |
+— Simples (ASMC) (| 15 —~— Simples (ASMC)
\ —=— LHS (ALHS) L | (|\ H\;' i —=— LHS (ALHS)
[ — Antitéticas (AASMC) osd |t ‘\'W i ~— Antitéticas (AASMG)| |
1,5x10% 4 | |l - - - Referéncia l . \‘\I LU
"H il || L]
‘|'\ osd |l \‘ | | i
“ I‘. o N | | L
n:1‘0><10=— ‘ \‘ r 8 \-‘ ‘ JM i
1 | > i I
| ‘\ I 0,4+ I | :“II| ‘;;I =
1 WY Wk W
| A :
L P f
0,24 \. I“ | ' \ L
o N!-."!‘, Y
N L"\:"—4"\,.4"/(\¥.
T T T ¥ 0'0 ¥ T T T T v
2,0¢10° 4,0x10° 6.0x10° 8,0x10° 1,0¢10° 00 2,0x10° 4,0x10° 6,0x10° 8,0x10° 1,0x10°

N N
Figura 83. Comparativo da convergénciéPdén) e de C.V. (b) para a Amostragem Assintética, n
Exemplo 4.
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Figura 84. Comparativo da convergéncidPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem Melhorada, no

Exemplo 4.

Na Figura 8la e na Figura 81b néo é possivel vat@agem da utilizacdo no Monte
Carlo Bruto, da Amostragem por Hipercubo Latino & Amostragem por Variaveis
Antitéticas. Figura 82a, é facil ver que a Amostragpor Importancia, apesar de apresentar
uma rapida convergéncia, leva a um resultado tenu®n mesmo apresentado um baixo
coeficiente de variacdo da probabilidade de fdfigufa 82b). Na Figura 83a, é facil perceber
a influéncia da Amostragem por Hipercubo LatinoAmaostragem Assintética, onde a partir
de uma amostra de tamanho 4%H@ um salto no gréfico de convergéncia, isso ecorr
provavelmente devido ao uso de diferentes disggdms de probabilidade. Além disso, na
Figura 83b se observa uma forte flutuacdo do deetie de variacdo da probabilidade de
falha na Amostragem Assintética, especialmente gan@stras pequenas. Mas estudos podem
ser realizados para avaliar este fenbmeno, maé pnaubjetivo deste trabalho. Na Figura 84a,

observa-se que a Amostragem por Hipercubo Latimanéajosa na Amostragem Melhorada,
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pois, se observa uma rapida convergéncia e um meoeficiente de variacdo da

probabilidade de falha (Figura 84b) para amostegsignas.

7.4.4.Comparativo da probabilidade de falha e de seu caefente

de variacao

Nesta se¢do € avaliada a aplicacdo da técnicanddegéio de Subconjuntos e também
sera realizado um comparativo da resposta destdacé@com as outras técnicas aqui
estudadas. Considera-se uma amostra de tamanh@. ZT2ls resultados podem ser
observados na Tabela 26. Na Simulacdo de Subcosjuatiota-ser = 1,5, caminhante
aleatorio com distribuicdo uniforme de probabilidaeP, = 0,1, sendo o tamanho de cada

subconjunto igual a 500.

Tabela 26. Comparativo d& para uma amostra de tamanho 2.300, no Exemplo 4.
P; de referéncia: 2,777x10

SIMPLES
Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --

Al Importancia 1,973x10 0,0551 28,9521
AA Assintoética -- -- --

AM Melhorada 1,152x1H 0,5941 314,8362

SS Subconjuntos 2,640x10° 0,4741 4,9334

HIPERCUBO LATINO
Sigla Técnica Py C.V.daP; Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --

Al Importancia 1,947x10° 0,0587 29,8884
AA Assintoética -- -- -
AM Melhorada 5,129x10 144,2610 98,153

SS Subconjuntos 1,670xT0 0,5101 39,8632

VARIAVEIS ANTITETICAS
Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --

Al Importancia 2,258x 10 0,0661 18,6892
AA Assintoética -- -- --

AM Melhorada 1,369x10 4,1940 50,7022

SS Subconjuntos 1,078x10° 0,5559 61,1811

O resultado da Tabela 26 ¢ ilustrado graficameatEigura 85. Neste caso se observa
que o Monte Carlo Bruto ndo apresentou resultadoa pma amostra deste tamanho. Por
outro lado, o método de Monte Carlo com Amostrag®n Importancia apresenta uma
reducao significativa do coeficiente de variacagutdabilidade de falha, como era esperado.
E observado que a técnica de Simulagido de Subdosjapresenta um bom resultado em

termos do valor médio e do coeficiente de varialg@probabilidade de falha.
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Figura 85. Comparativo da probabilidade de falhra pana amostra de tamanho 2.300, no Exemplo 4.

7.4.5.Tempo de processamento

Nesta secdo sdo apresentados os gréaficos daorelagé o tempo de processamento e
0 aumento do tamanho da amostra. Na Figura 86Fegniaa 87, comparam-se 0s tempos de
processamento do Monte Carlo Bruto (BRUTO), do Mo@arlo com Amostragem por
Importancia (Al), da Amostragem Assintotica (AA)da Amostragem Melhorada (AM). E
feito o uso da Amostragem Simples, da AmostragenHpgmzercubo Latino e da Amostragem
por Varidveis Antitéticas, como técnicas de amgsimabasica. O tamanho da amostra varia
de 1x10 até 9x16. J4 na Figura 88a se compara os tempos de proassada técnica de
Simulacdo de Subconjuntos (SS) e na Figura 88bre@ara os tempos de processamento de
todas as técnicas estudadas neste trabalho. NeaF@guo tamanho da amostra varia de 9.200
até 46.000. Para a Simulacdo de Subconjuntos, de@yasi-se 0S mesmos parametros
utilizados no estudo comparativo apresentado em,7cdm o tamanho de cada subconjunto

variando de 2.000 até 10.000, com um intervalo.d@®entre cada tamanho de subconjunto.
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Figura 86. Relacdo entre o tempo de processamenmtareanho da amostra no Exemplo 4: Monte Carlo
Bruto (a) e Amostragem por Importancia (b).
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Figura 88. Relacdo entre o tempo de processamentareanho da amostra no Exemplo 4: Simulacdo de
Subconjuntos (a) e comparativo entre todas ascs().

De inicio se observa na Figura 86a que devido aormamero de variaveis aleatérias,

o tempo de processamento da simulacdo do Monteo @arito com Amostragem por
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Hipercubo Latino aumenta. Tal comportamento € ofasler também na Amostragem por
Importancia (Figura 86b), onde o tempo de processtmutilizando a Amostragem por
Variaveis Antitéticas também aumenta. Na Figura, 8Jae € a andlise referente a
Amostragem Assintotica, se observa apenas um aomsighificativo do tempo de
processamento quando se utiliza a Amostragem poawéas Antitéticas. JA na Amostragem
Melhorada (Figura 87b), a utilizacdo da Amostrag@mples leva a um aumento do tempo de
processamento em relacdo a Amostragem por Hipertatioo e a Amostragem por

Variaveis Antitéticas.

Na Figura 88a, nota-se o comportamento nao linehrcomo visto nos problemas
anteriores, para a relacdo entre o tempo de p@oesso e o tamanho da amostra, na
Simulacdo de Subconjuntos. Na Figura 88b é realizath comparativo entre todas as
técnicas para os mesmos tamanhos de amostra. Ioessa se observa que a Simulacdo de
Subconjuntos apresenta o maior tempo de procestamsgguido pela a Amostragem
Melhorada. Porém, a Simulagcéo de Subconjuntosdawaa boa estimativa da probabilidade
de falha com uma amostra pequena, onde o tempoodesgamento € baixo para todas as

técnicas.
7.5. Exemplo 5: Trelica Hiperestatica

Este exemplo é uma adaptacdo do problema apreseptadVerzenhassi (2008) e
procura analisar a probabilidade de falha de uterss estrutural. E realizado o estudo em
uma trelica hiperestatica formada por perfis de &sopropriedades geométricas dos perfis

sdo apresentadas na Tabela 27. A estrutura estadiadérada na Figura 89

Tabela 27. Propriedades dos perfis de aco utilgadaExemplo 5 (Verzenhassi, 2008).

Barra Perfil U Accm?) 1, (cm’)
1 U 50x25x2,00 1,87 1,13
2 U 50x25x2,00 1,87 1,13
3 U 50x25x2,00 1,87 1,13
4 U 50x25x2,00 1,87 1,13
5 U 50x25x2,00 1,87 1,13
6 U 75x40x1,20 1,81 2,97
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100 cm

Figura 89.llustracéo da trelica hiperestatica exiad

A principio podem-se definir duas equac6es de esiante para cada barra, sendo uma
referente a flambagem elastica (Eqg. (143)) e orgfarente ao escoamento da secdo (Eq.
(144)), considerando o comportamento de trelicalide

m2E;l

gi(E, L, V, H) = T“ + (a;V + b;H),comi =1, ...,6, (143)
i

92 (Ai:fyirV: H) = A; 'fyl, —(a;V + b;H),comi =1, ...,6, (144)

ondeE; € o médulo de elasticidadg,é 0 momento de inércia da secao do perfiL{& o

comprimento de cada perfil W é a area da secéo transversal do perf'yfypé a tenséo de

escoamento do acW,é o carregamento verticél, é o carregamento horizontal,€ a parcela
da carga vertical que é transferida para cada,daréaa parcela da carga horizontal que é

transferida para cada barra.

Além disso, poderia ser considerada uma arvoraltlad, de forma a definir a falha a
partir do momento que a trelica passa a ser camasidehipostatica. Porém, neste trabalho a
falha seré caracterizada pela falha de qualquempopnente da trelica, de forma que isso

inviabilize seu uso e exija a troca da peca.
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S&o consideradas quatro variaveis aleatérias, paj@snetros sao definidos na Tabela
28. Além disso, se considera uma correlacdo deritye os carregamentos horizontd) e

vertical ().

Tabela 28. Médias e coeficientes de variacdo dé&veds aleatdrias do Exemplo 5.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média C.V. Unidade
Mdédulo de Elasticidade E) Log-normal 20.500 0,05 kN/cm?
Tensé&o de escoamentd,f Log-normal 25 0,05 kN/cm?2
Carregamento Vertical (V) Log-normal 10 0,2 kN
Carregamento Horizontal (H) Log-normal 10 0,3 KN

Os estados limites adotados sdo os de flambagesticalaas barras 1, 2, 3 e 6; e
escoamento das barras 4 e 5. Inicialmente seautlimétodo de Monte Carlo Bruto com a
Amostragem Simples, para definir o valor da prolddude de falha de referéncia. Neste caso,
é utilizada uma amostra de tamanho Zx2®sim, foi possivel obter uma probabilidade de
falha de 1,139x1t(5=3,686), com o coeficiente de variacdo de 0,008 Bimulacdo durou
28 min e 56 s.

A seguir sdo apresentados os estudos referenieacao das técnicas estudadas neste

trabalho. Inicialmente € apresentado um estudtivela Amostragem por Importancia.

7.5.1.Amostragem por Importancia

A Amostragem por Importancia utilizando os pontespdojeto requer o conhecimento
prévio dosn pontos de projeto, ondaeé o numero de equacgdes de estado limite que compbe
sistema. Como neste problema sé&o adotadas seigdegude estado limite, entdo seis pontos
de projetos sé&o inicialmente definidos como pordnde as funcbes de amostragem sao
centradas, porém, os estados limites 4 e 5 sdomEderados, pois a importancia deles, na
estimativa da probabilidade de falha, é pequena.

Uma dificuldade enfrentada é a geragcdo de grafieosonvergéncia, uma vez que no
StRAND, as amostras sdo geradas para cada funcamnadstragem, assim, o grafico de
convergéncia apresenta um comportamento progredde&/@cordo com a Figura 90, para o
estado limite de maior importancia, uma quantidadéor de pontos amostrais € utilizada.
Esse valor vai diminuindo a medida que diminui @dontincia dos outros estados limites.
Porém, vale destacar que esse comportamento m@jsdmente a analise da convergéncia,
pois, o resultado acumulado da Amostragem por Ithpoia para cada estado limite tende a
resultar em uma boa estimativa da probabilidadefattea. Portanto, a amostragem por

importancia ndo serd comparada com as outras &scpar meio de gréaficos de convergéncia,
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mas sim pelo resultado final da simulagdo. Aprimatos deverdo ser incorporados ao
StRAND de maneira a melhorar a apresentacao dested resultado.

1,6x10™ -

1,2x10" (| — -

- . ; . - . ; . :
0,0 2,0x10° 4,0x10° 6,0x10° 8,0x10° 1,0x10*
N

Figura 90. Convergéncia para a Amostragem por Itapoia, no Exemplo 5.

7.5.2. Amostragem Assintotica

7

Nesta secdo é realizado um estudo da aplicacdo rdastlagem Assintotica na
resolucdo de um problema que envolve andlise tenss em confiabilidade de estruturas.
Tal estudo é realizado por meio de gréaficos deessgio para amostras de tamanho 1x10
(Figura 91) e 1x10(Figura 92). Utilizam-se a Amostragem Simples, mo&tragem por
Hipercubo Latino e a Amostragem por Variaveis Atiias. O parametrofoi variado de 0,5
a 0,8, onde utilizam-se 5 pontos de suporte.

1 —— Simples - b.c. 95% © Simples
7 ——LHS b.c.96% © LHS B
Antitéticas ——b.c. 95% 4 Antitéticas
" ] S Referéncia I

1 T T

T T T T T
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

#
Figura 91. Regress&o nao linear utilizada na Aragem Assintética para amostras de tamanho®.x10
no Exemplo 5.
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6 L 1 1 1 N 1
—— Simples - b.c.95% 0O Simples
——LHS - b.c.98% © LHS
—— Antitéticas b.c. 95% 4 Antitéticas||
S Referéncia

3 . . . , . , .
0.2 04 06 0.8 10

!
Figura 92. Regress&o n&o linear utilizada na Aragetn Assintética para amostras de tamanho>x10
no Exemplo 5.

Os parametros ajustados na técnica em questdo,acomilizacdo da Amostragem
Simples (ASMC), da Amostragem por Hipercubo Lat{®dHS) e da Amostragem por
Variaveis Antitéticas (AASMC), sédo apresentadod abela 29.

Tabela 29. Pardmetros ajustados na Amostragemtéssipara o Exemplo 5.

ng 1x10’ 1x10
A B C A B C
ASMC -4.120,902 4.123,940 -2,682x10 -2.484,862 2.488,268 -4,237x10
ALHS 1,482 1,266 -1,195 3,567 0,104 -2,596
AASMC -2.8679,322  28.682,263 -6,564%10 1,803 1,621 -0,513

Observa-se que realizando um maior nimero de spiesa a concordancia entre os
pontos de suporte e a curva ajustada, melhorafisgfiiamente. Tal resultado pode ser
observado na Figura 91 e na Figura 92. As prolooiés de falha e seus coeficientes de
variacdo, para diferentes tamanhos de amostraaegaplicacdo de diferentes técnicas de

amostragem basica, sdo apresentado na Tabela 30.

Tabela 30. Probabilidade de falha e coeficient¥aléacao da probabilidade de falha, para a Amostrag
Assintética, no Exemplo 5.

P; de referéncia: 1,139x10

N 1x10° 1x10°
Py C.V. Py C.V.
ASMC 1,192x10° 17,3986 3,290x1(' 0,5133
ALHS 2,997x10° 5,3516 1,208x16 0,0441

AASMC 1,636x1C0° 18,2864 3,075x1( 0,4479
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Neste caso, 0 uso da Amostragem por Hipercubo daten Amostragem Assintotica,
apresenta-se como 0 mais vantajoso meio para esim@babilidade de falha no problema

em questao.
7.5.3.Amostragem Melhorada

Nesta secdo € realizado o estudo da Amostragemoheln. Consideram-se duas
amostras, uma de tamanho 1%&0outra de tamanho 1x1GForam utilizados 100 pontos de
suporte, com o parametto variando de 0,4 até 0,9. Onde se observa clarenwe a
concordancia entre a curva ajustada e os pontegpiete, melhora significativamente com o

aumento do tamanho da amostra.

1 0 ] L 1 1 1 " 1 1 1 n I
0 E —— Simples b.c.95% = Simples
——LHS = b.c. 96% © LHS
, Antitéticas ———b.c. 95% + Antitéticas|
107 P, Referéncia 3

10° . . T T : T T ; - T -
0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

A
Figura 93. Regressdo n&o linear utilizada na Aragetn Melhorada para amostras de tamanho®1x10
no Exemplo 5.

i |——Simples - b.c.95% © Simples
] [——=ILHS b.c.96% = LHS [
10° 3 Antitéticas —-—Db.c. 95% 4 Antitéticas 3
P, Referéncia F

107 v T T T v T T T T T T
04 0,5 06 0,7 08 09 1,0

A
Figura 94. Regress&o nao linear utilizada na Aragem Melhorada para amostras de tamanho®.x10
no Exemplo 5.
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Os parametros ajustados na técnica em questazamdtib a Amostragem Simples
(AM), a Amostragem por Hipercubo Latino (AM_LHS) & Amostragem por Variaveis
Antitéticas (AAM), sdo apresentados na Tabela &ia pma amostra de tamanho 1x&Ma

Tabela 32, para uma amostra de tamanho°1x10

Tabela 31. Parametros ajustados na Amostragem kelhppara uma amostra de tamanho ixi®Exemplo

5.
q a b c
AM 2,9165x1C0 5,3352 0,4000 0,96511
AM LHS 2,4420x10 8,5153 0,4000 0,95894
AAM 0,14562 6,3353 0,32419 0,60112

Tabela 32. Parametros ajustados na Amostragem Melappara uma amostra de tamanho 1 xi®Exemplo

5.
q a b c
AM 0,61922 9,0525 5,4526x1G 0,98820
AM LHS 2,6022x10 9,2385 0,4000 0,98684
AAM 3,3193x1¢ 8,9463 0,37777 0,97621

A Tabela 33 apresenta os valores das probabiliddeléalha e de seus coeficientes de

variacdo, para diferentes tamanhos de amostra.

Tabela 33. Probabilidade de falha e coeficient¥aléacéo da probabilidade de falha, para a Amostrag
Melhorada, no Exemplo 5.

P; de referéncia: 1,139x10

N 1x10° 1x10°
Py C.V. Py C.V.
AM 1,1121x1G 0,2582 1,181x1¢" 0,1453
AM LHS 1,324x10¢' 1,6293 9,813x10 0,2177
AAM 9,755x1(¢' 0,3461 1,191x1¢" 0,1336

Dessa forma, se observa vantagem no uso da Amestragr Hipercubo Latino em

conjunto com a Amostragem Melhorada, na resoluggarablema em questéo.
7.5.4.Analise de convergéncia

E realizado um comparativo entre o Monte Carlo &ratAmostragem por Importancia,
a Amostragem Assintética e a Amostragem Melhorddalas as técnicas fazem uso da
Amostragem Simples, da Amostragem por Hipercuboba da Amostragem por Variaveis
Antitéticas. O tamanho da amostra varia de $x16 1x16, onde s&o escolhidos 100 pontos

nesse intervalo.
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Figura 95. Comparativo da convergéncidPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem Simples, rentpto
5.

a) Média b) C.V.
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Figura 96. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Hiperdudtano,
no Exemplo 5.

a) Média b) C.V.
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i; - - -~ Referéncia | —— Melhorada (AAM)
1,0¢10° 2.0 L
_—
o & 154 L
= \
i © |
5,0x10"* - 1.0 =
0.5 : ™ -
Wi v et
e e i,
0.0 T T L | /’ 'Hﬂ' ES i 0.0 T T T T T T i T v
10° 10" 10° 00 2.0x10° 4.0x10" 6.0x10° 8.0x10" 1.0x10°
N N

Figura 97. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para a Amostragem por Variaveis
Antitéticas, no Exemplo 5.

Observa-se na Figura 95a que a técnica de Amosirédgsintitica € a que apresenta

um pior resultado, em comparacdo com o Monte CBrgto e com a Amostragem
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Melhorada. A Amostragem Melhorada apresenta umltes> melhor que o Monte Carlo
Bruto. Além disso, observa-se na Figura 95b, quenastragem Melhorada apresenta um
menor coeficiente de variagcdo, em comparacdo cooutaas técnicas, mesmo apresentando
uma certa flutuacdo nas primeiras simulacdes. Comaplecacdo da Amostragem por
Hipercubo Latino, se observa uma boa vantagem das&kagem Melhorada, em relagdo a
convergéncia da probabilidade de falha (Figura.98a) outro lado, se observa apenas uma
leve reducéo do coeficiente de variacdo da prablabié, para a Amostragem Melhorada em
relacdo as outras técnicas (Figura 96b). Na Fi@#a e na Figura 97b, no uso da
Amostragem por Variaveis Antitéticas, se precebardagem da Amostragem Melhorada em

relagdo a Amostragem Assintética e em relagédo aud/©arlo Bruto.

Nos graficos apresentados a seguir, é possivehatrsa influéncia da utilizacdo da
Amostragem por Hipercubo Latino e Amostragem paidvais Antitéticas, em comparacao
com a Amostragem Simples no Monte Carlo Bruto, mmtd Carlo com Amostragem por
Importancia, na técnica de Amostragem Assintotioa ¢éécnica de Amostragem Melhorada.

Nestes graficos também séo adotados 100 pontos peraise da convergéncia.
a) Média b) C.V.
T : I ~— Simples (SIMCI)

—~ Simples (SIMC) -~ LHS (SLHS)
—— LHS (SLHS) 2 -+ Antitéticas (ASIMC)| [

4,010

\ «— Antitéticas (ASIMC)|
3,0x10™ I % - - - - Referéncia | 1.0 =

_ 2,0x10™
o

CV.daP

1,0x10™

| | |
00 * + = - 0,0 T T T T
10° 10° 10° 0.0 2,0x10" 4,010 6.0x10" 8,0x10" 1,0x10°

N N
Figura 98. Comparativo da convergénciaPdéa) e de C.V. (b) para o Monte Carlo Bruto, norago 5.
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Figura 99. Comparativo da convergénciéPdén) e de C.V. (b) para a Amostragem Assintética, n
Exemplo 5.
a) Média b) C.V.
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Figura 100. Comparativo da convergéncid@dé) e de C.V. (b) para a Amostragem Melhorada, no
Exemplo 5.

Nos comparativos realizados na Figura 98, na Fig@ra na Figura 100, é facil ver que
0 uso da Amostagem por Hipercubo Latino é vantagmedodas as técnicas estudadas, pelo
fato de leva-las a uma convergéncia mais rapidaradbabilidade de falha, mesmo que nao
signifigue uma reducdo do coeficiente de variaci@mbbabilidade de falha. Além disso, a
Amostragem por Variaveis Antitéticas s6 nao foitagsa quando utilizada em conjunto com

0 Monte Carlo Bruto (Figura 98a).

7.5.5.Comparativo da probabilidade de falha e de seu caefente

de variacao

No estudo comparativo entre as técnicas aqui edagda considerada uma amostra de
tamanho 3.700. Na técnica de Simulacdo de Subdwosjadotam-se os seguintes parametros:
Ngs=1.000,a=1,5,P = 0,1. O caminhante aleat6rio segue uma distdaude probabilidade

uniforme. Tais resultados podem ser observadosahald 34
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Tabela 34. Comparativo d& para uma amostra de tamanho 3.700, no Exemplo 5.

P; de referéncia: 1,139x10

SIMPLES
Sigla Técnica Py C.V.daP; Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --
Al Importancia 1,201x10 0,0287 5,4434
AA Assintética 2,382x10° 1,2903 1991,3082
AM Melhorada 6,209x1H 0,1657 445,1273
SS Subconjuntos 1,590x10" 0,3221 39,5961
HIPERCUBO LATINO
Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --
Al Importancia 1,111x10" 0,0260 2,4583
AA Assintotica 3,879x10 10,4964 240,5619
AM Melhorada 6,830%x10° 1,6205 40,0351
SS Subconjuntos 1,188x10 0,3406 4,3020
VARIAVEIS ANTITETICAS
Sigla Técnica Py C.V.daP; Erro (%)
BRUTO Bruto -- -- --
Al Importancia 1,171x16 0,0292 2,8095
AA Assintotica 1,229x10° 3,1715 979,0167
AM Melhorada 3,846x1H 0,2525 237,6646
SS Subconjuntos 1,280x10" 0,3205 12,3793

O resultado da Tabela 34 é ilustrado graficameatEigura 101. Neste caso observa-se
gque o Monte Carlo Bruto com Amostragem Simples afresenta resultados para uma
amostra deste tamanho. Por outro lado, o métoddatge Carlo com Amostragem por
Importancia apresenta uma vantagem significatieapa era esperado. E observado que a
técnica de Simulacdo de Subconjuntos apresentaoumrésultado em termos do valor da
probabilidade de falha, do coeficiente de variad@probabilidade de falha e do erro relativo.
Destaca-se que o uso da Amostragem por HipercutimoLa da Amostragem por Variaveis
Antitéticas é benéfico para a maioria das técninag vez que leva a um resultado mais

préximo da probabilidade de falha de referéncia.
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Figura 101. Comparativo da probabilidade de faklna mma amostra de tamanho 3.700, no Exemplo 5.

7.5.6. Tempo de processamento

Nesta secdo sdo apresentados os graficos daorelaigé o tempo de processamento e
o tamanho da amostra. Na Figura 102 e na Figurg @éO6@param-se os tempos de
processamento do Monte Carlo Bruto (BRUTO), do Mo6arlo com Amostragem por
Importancia (Al), da Amostragem Assintética (AA)da Amostragem Melhorada (AM). E
feito uso da Amostragem Simples, da AmostragemHppercubo Latino e da Amostragem
por Variaveis Antitéticas, como técnicas de amgsimabasica. O tamanho da amostra varia
de 1x16 até 1,1x18 J& na Figura 104a se compara os tempos de paotes® da técnica
de Simulacao de Subconjuntos (SS) e na Figura 4®4bmpara os tempos de processamento
de todas as técnicas. Na Figura 102 e na Figura 188anho da amostra varia de 3.700 até
48.100. Para a Simulacdo de Subconjuntos, considegaos mesmos parametros utilizados
no estudo comparativo apresentado em 7.5.5, caamartho de cada subconjunto variando

de 1.000 até 11.000, com um intervalo de 2.00@eamda tamanho de subconjunto.

a) Monte Carlo Bruto b) Amostragem por Importancia
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Figura 102. Relacéo entre o tempo de processareantamanho da amostra no Exemplo 5: Monte Carlo
Bruto (a) e Amostragem por Importéancia (b).
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Figura 103. Relacéo entre o tempo de processaraantamanho da amostra no Exemplo 5: Amostragem
Assintotica (a) e Amostragem Melhorada (b).
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Figura 104. Relacéo entre o tempo de processarmemntamanho da amostra no Exemplo 5: Simulacédo de
Subconjuntos (a) e comparativo entre todas ascs(fn).

De maneira geral, o comportamento observado resteplo € muito similar ao
apresentado nos exemplos anteriores. Neste casmoatragem por Hipercubo Latino e a
Amostragem por Variaveis Antitéticas parece naamea forte influéncia no desempenho das
técnicas. O que se nota de maneira clara € quécagds de Amostragem Melhorada,
Amostragem por Importancia e Simulacdo de Subctogyumapresentam altos tempos de
processamento, se comparados com o Monte Carle Brabm a Amostragem Assintotica.
Porém, a Amostragem por Importancia e a Simulagd®ubconjuntos conseguem realizar

uma boa estimativa da probabilidade de falha com amostra pequena.

7.6. Exemplo 6: Torre em Elementos Finitos

O objetivo deste problema é analisar as diferagtagcas de simulagdo de Monte Carlo

aqui estudadas e suas possiveis combinacdes, gumtcocom a analise de elementos finitos
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com ndo linearidade fisica e geométrica. Hansearel®tplaats (1990) analisaram uma torre
de linha de transmissédo de energia elétrica comgamentos provenientes apenas dos cabos.
Gomes e Beck (2013) apresentam uma modificacde gesblema através da otimizacéo de
sua topologia (Figura 105) e da insercdo das fodeasdo a acdo do vento na estrutura.
Assim, neste problema se considera uma estrutuma &m relacdo a sua forma e aos custos
associados (Gomes e Beck, 2013).

E realizado o acoplamento entre o0 médulo de siréiolde Monte Carlo do StRAND e o
programa Acadframe, que é desenvolvido no depantante engenharia de estruturas da
EESC. Na modelagem da estrutura sdo consideradoserios de portico bidimensionais,
com formulagéo posicional (CODA; PACCOLA, 2007. CA&OPACCOLA, 2010. CODA;
PACCOLA, 2011. CODA; GRECO, 2004. GRECO e CODA, 0GRECO et al., 2006)
para se realizar uma analise nédo linear geoméCiada elemento possui trés nds, sendo dois
extremos e um no meio do elemento. Cada n6 pagsugtaus de liberdade, duas translacdes
e uma rotacdo. S&o consideradas secdes L, sendoateriah considerado elastico
perfeitamente plastico. A Figura 105 apresentara tpue é o objeto de estudo neste exemplo,
nela estdo destacados os nés 11 e 12, pois estesano utilizados na estimativa do
deslocamento médio que é utilizado na equacgaotddceimite, tal como sera explicado a

sequir.

1 12

Figura 105. Torre analisada e nds de referéncia, @&xemplo 6.



156

A falha é caracterizada pela inclinacdo da curva illaciona o fator de carga e o
deslocamento (Figura 106). Onde o fator de carggra@cterizado por uma variacado da carga

em torno do seu valor atual.
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Figura 106. Diagrama fator de carga x deslocamento.

Assim, a equacdo de estado limite é dada por:

g(x) = 75° — atan (%), (145)

ondes é o incremento no deslocamento médio entre 04 h@s12;L € o incremento no fator

de carga adimensional, que é calculado a partiadza atuante e é o vetor que contém as
variaveis aleatorias. O angulo critico é de 758 @@ inclinacdo do diagrama fator de carga x
deslocamento, que representa a falha. A falhatdat@s ndo é representada necessariamente

pelo seu colapso, mas sim por uma mudanca do sgpoctamento.

As cargas gravitacionais sdo definidas pelo pedpriar dos cabos. E considerada uma
configuracdo simétrica dos cabos e consequenterdenseias cargas. A estimativa da acdo
horizontal de vento é baseada na NBR-6123: Fomasdak ao vento em edificacdes. O vento
de projeto adotado € de 45 mig (= 45 m/s). A velocidade caracteristica do vento,
considerando os fatores topografic6s=(), de rugosidadeS{=1,06) e estatisticd5{=1), &
dada por:

UV = Sl * SZ - 53 "Dy =1x 1,06 X 1x45 = 47,7 m/S, (146)

onde o perfil de velocidade do vento com a altegue a seguinte lei:
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v(z) =401z v{. (147)

Para aplicar variabilidade ao vento é introduzidea waridvel aleatoria adimensiorial

que segue a distribuicdo de Gumbel para maximlogyi¢a

Z(2) = v(z) - V. (148)

Os valores das meédias e dos coeficientes de variad@s variaveid/ e E, sdo
apresentados na Tabela 35. Para este problemafioi@ate de arrasto €, = 2,1, que € 0

valor maximo para perfis L.

Tabela 35. Médias e coeficientes de variacdo daveds aleatorias do Exemplo 6.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média C.V
% Gumbel para maximos 0,95 0,13
E Lognormal 207 GPa 0,03

A presséo do vento € avaliada pela seguinte equacao

q(z,V) = 0,613 - (w(2) - V)2 (149)

Neste trabalho sdo considerados cabos de 2,52 dmmetro, cuja area de influéncia é
admitida comoA = 300 m % 0,0252m = 7,56 m?. O coeficiente de arrasto devido aos
cabos é d&€, = 1,2. Assim, a velocidade média do vento que age no,aditida por meio
da Eqg. (147), é de aproximadamen{e, ,;,;) = 58,88 m/s. Considera-se que 0s cabos se
encontram na cota.,;,s = 15,24 m, a partir do solo. Como a forca de arrasto é tadeupor
F,=C,"A-q(z,V)=12-7,56-0,613-(58,88 - V)? = 19279,65 - V2. Assim, a forca de

arrasto média que atua nos cabos é de 17,4 kN.

Neste exemplo € analisado o desempenho das té@agoaestudadas em relagdo ao
estado limite definido pela Eq. (145). InicialmeBteealizada a analise do problema atravées
do FORM. Dessa forma, € possivel obter uma estrmatia grandeza do valor da
probabilidade de falha, uma vez que neste problentamanho da amostra utilizada na
simulagédo de Monte Carlo é de grande importanci@n@o de processamento do FORM foi
de 29,8 segundos, onde houve 31 chamadas da eqimgi@bado limite. O valor inicial do
ponto de projeto fox*=(0,950; 20.684,27726), senad=(1,8; 20.505,4) o ponto de projeto
encontrado. Assim, foi obtida a probabilidade deda@ePs pory = 1,088 X 10~* e o indice
de confiabilidade dg = 3,6976. A utilizacdo do FORM pode levar a uma bstimativa da
probabilidade de falha, pois neste problema o déirdié falha é aproximadamente linear, tal
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como sera visto adiante. Porém, é interessantar teste valor com a simulacdo de Monte

Carlo.

A maior dificuldade apresentadas pelas técnicasinhelacdo de Monte Carlo é a
necessidade de se realizar avaliagbes de um prabiemérico iterativo, como neste caso,
em que se utiliza o Método dos Elementos Finitospresenca de nao linearidades.
Inicialmente sdo abordados os desempenhos do Misrle Bruto e da Amostragem por
Importancia. Em seguida sdo realizados estudogersgés a Amostragem Assintotica,
Amostragem Melhorada e da Simulacdo de SubconjuRmsfim, é realizada uma andlise

comparativa da convergéncia e do tempo de procesgardas técnicas aqui estudadas.

Séo realizadas simulacbes do Monte Carlo Bruto &ldote Carlo com Amostragem
por importancia, de forma que o resultado do FORMsp ser testado. A Tabela 36 e a
Tabela 37 apresentam os resultados da probabildiadalha, do coeficiente de variacdo da
probabilidade de falha, do tempo de processamentm exro relativo a resposta do FORM,
para o método de Monte Carlo Bruto e para o métiedblonte Carlo com Amostragem por
Importancia. Estes resultados sdo obtidos com unestaa de tamanho 1x1@ utilizando
como amostragem basica, a Amostragem Simples, sstagem por Hipercubo Latino e a
Amostragem por Varidveis Antitéticas.

Tabela 36. Comparativo do uso de diferentes tésmleaamostragem basica no método de Monte Carto,Bru
para uma amostra de 1x¥160 exemplo 6.

P; de referéncia: 1,088x10

Ps C.V.da P Tp Erro Relativo (%)
Simples 1,400x10* 0,2672 11 he 2 min 28,68
LHS 1,10x10" 0,3015 10 he 17 min 1,10
Antitética 1,50x10" 0,2582 11 he 1 min 37,87

Tabela 37. Comparativo do uso de diferentes tésmeaamostragem basica no método de Monte Carlo com
Amostragem por Importancia, para uma amostra dé°Lrd exemplo 6.

P; de referéncia: 1,088x10

Ps C.V. daPs Tp Erro Relativo (%)
Simples 1,099x10" 0,0038 13 h e 36 min 1,01
LHS 1,089%x10" 0,0038 13 h e 41 min 0,09
Antitética 1,096x10" 0,0038 13 h e 43 min 0,74

onde Tp é o tempo de processamento da analise estdqupara cada uma das técnicas

utilizadas.

Como se observa na Tabela 36, a simulacdo pelodméle Monte Carlo Bruto

apresentou resultados proximos do valor obtido peDiRM, com destaque para 0 uso
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conjunto com a Amostragem por Hipercubo Latino,épor o uso de Amostragem por
Importancia (Tabela 37) apresentou resultados meshgue o apresentado pelo método de
Monte Carlo Bruto. Além disso, a Amostragem por ém@ncia apresenta um menor
coeficiente de variagcdo da probabilidade de faby@esar de apresentar um tempo de
processamento maior. Portanto, o resultado obtttw PFORM sera utilizado como referéncia

nesse trabalho.

A seguir serdo apresentados os estudos referestetecaicas de Amostragem
Assintética, Amostragem Melhorada, Simulagdo dec8ujontos e por fim serd apresentado

um estudo comparativo entre as técnicas.
7.6.1.Amostragem Assintotica

E realizado um comparativo dos graficos de regeessitidos pela técnica de
Amostragem Assintética (Figura 107). E utilizadaauamostra de tamanho 1X1@om a
Amostragem Simples, a Amostragem por Hipercubonbad a Amostragem por Variaveis

Antitéticas. O parametrofoi variado de 0,6 a 0,9, onde séo utilizados m@ode suporte.

5{5 L 1 L | L | 1 1

—— Simples b.c. 95% © Simples
. ——LHS b.c.96% © LHS
e Mgt — Antitéticas ——- b.c. 95% £ Antitéticas|[
X S Referéncia

B

3‘0 T I I T

0,5 0.6 0,7 038 0,9 1,0
r

Figura 107. Regress&o nao linear utilizada na Aragetm Assintética, para amostras de tamanho®.x10
no Exemplo 6.

Os parametros ajustados na técnica em questdo,acomilizacdo da Amostragem
Simples (ASMC), da Amostragem por Hipercubo Lat{#d.HS) e da Amostragem por
Variaveis Antitéticas (AASMC), séo apresentadod abela 38.
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Tabela 38. Pardmetros ajustados na Amostragemtéssipara o Exemplo 6.

N 1x1C0
A B C
ASMC -15.917,960 15.921,560 -1,1401%10
ALHS 3,0455 0,6909 -1,498
AASMC -9.240,556 9.244,064 -2,0447x10

De acordo com a Figura 107, se observa uma boaowtirwia entre as curvas
ajustadas e os pontos de suporte, com destaqu® pe@ conjunto com a Amostragem por
Hipercubo Latino, onde se observam bandas de cmafimais estreitas no ajuste realizado.
Além disso, tal resultado pode ser comprovado rzelda39, onde se observa que o uso de

Amostragem por Hipercubo Latino leva a um menoo ea estimativa da probabilidade de

falha.

Tabela 39. indice de confiabilidade, probabiliddedalha, coeficiente de variacdo da probabilidielélha e
tempo de processamento, para a Amostragem Assatdtd Exemplo 6.

P; de referéncia: 1,088x10

Ps C.V. daPs Tp Erro Relativo (%)
Simples 1,60x10" 1,5734 12 h e 22 min 47,0588
LHS 9,33x10° 0,4791 11 h e 19 min 14,2463
Antitética 2,257x10 0,5037 11 h e 14 min 107,4449

7.6.2.Amostragem Melhorada

Na Figura 108 observa-se uma boa concordancia amtueva ajustada e os pontos de
suporte, para uma amostra de tamanho 1x46sse caso foram utilizados 100 pontos de

suporte. O parametfovaria no intervalo de 0,4 a 0,9.

-1 " 1 L I
07 ——Simples - b.c.95% = Simples
——LHS = p.C. 96% LHS r
—— Antitéticas —— b.c.95% ~ Antitéticas|
P Referéncia r

0.4 0,6 0,8 1,0
A

Figura 108. Regressdo ndo linear utilizada na Aragetn Melhorada para amostras de tamanho®.x10
no Exemplo 6.
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Os parametros ajustados na técnica em questdo,acomiizacdo da Amostragem
Simples (AM), da Amostragem por Hipercubo LatinoMALHS) e da Amostragem por

Variaveis Antitéticas (AAM), sdo apresentados nbela 40.

Tabela 40. Parametros ajustados na Amostragem Kelhppara uma amostra de tamanho 1 xi®Exemplo

6.
q a b c
AM 6,2375 2,2002x10 -3,7501 5,4552
AM LHS 4,8546 9,2206x16 -2,3842 3,8852
AAM 9,5191 8,5025x1C -2,6185 3,7857

A Tabela 41, apresenta os valores das probabilkdddefalha, dos coeficientes de
variacdo das probabilidades de falha, do tempaasepsamento e do erro relativo a resposta

do FORM, para diferentes técnicas de amostrageinabas

Tabela 41. indice de confiabilidade, probabilidddefalha, coeficiente de variacio da probabilicieléalha e
tempo de processamento para a Amostragem Melharad&xemplo 6.

P; de referéncia: 1,088x10

Ps C.V. daP Tp Erro Relativo (%)
Simples 1,254x10¢ 0,2710 10 h e 2 min 15,2574
LHS 1,317x10¢' 0,1502 9 h e 46 min 21,0478
Antitética 1,489%x10¢ 0,1460 9 h e 46 min 36,8566

Na Tabela 4lobserva-se que a Amostragem Melhorada apreserddaareducao do
coeficiente de variacédo da probabilidade de falhesaltados estimados mais consistentes da
probabilidade de falha. Vale ressaltar que a agho de Amostragem por Hipercubo Latino e

Amostragem por Variaveis Antitéticas se mostrouajasa neste caso.
7.6.3.Simulacdo de Subconjuntos

Os dados de entrada do StRAND, que definem o camiehaleatério utilizado na

Simulagao de Subconjuntos, sao apresentados néaBihe

Tabela 42. Médias e desvios padrao do caminhagéédalo do Exemplo 6.

Variavel Aleatéria Distribuicdo Média Desvio-Padréo
V Uniforme 0,0 0,06175
E Uniforme 0,0 3,105MPa

Os valores de desvio padrao apresentados na TéPelzorrespondem a metade dos
desvios padrao do problema original. Logo, com @ féntos amostrais em cada subconjunto
e comPy=0,1, é possivel se obter a Figura 109, a Figudaeld Figura 111, onde é€ ilustrada a

formacdo de quatro subconjuntos, com o primeirccaunjonto gerado pela Amostragem
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Simples (Figura 109), pela Amostragem por Hipercuino (Figura 110) e pela
Amostragem por Variaveis Antitéticas (Figura 111).
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Figura 110. Simulacao de Subconjuntos: Amostragentijpercubo Latino.
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Figura 111. Simulagdo de Subconjuntos: AmostragemVariaveis Antitéticas.

A partir da Figura 109, da Figura 110 e da Figurd, brimeiramente se observa que a
Simulacdo de Subconjuntos pode ser aplicada seoresaiificuldades. Segundo, é possivel
notar que a equacado de estado limite € quase,lioegrouco nao linear. Portanto, o FORM
devera apresentar uma boa estimativa para a pliolaalei de falha, por isso, o valor da
probabilidade de falha obtida pelo FORM é utilizacmmo probabilidade de falha de

referéncia.
7.6.4.Andlise de convergéncia

E realizado um comparativo entre o Monte Carlo &ratAmostragem por Importancia,
a Amostragem Assintética e a Amostragem Melhoradatécnicas estudadas fazem uso da
Amostragem Simples, da Amostragem por Hipercuboba da Amostragem por Variaveis

Antitéticas. Variou-se o tamanho da amostra de 1afd1x16, tomando-se nesse intervalo

100 pontos.
a) Média b) C.V.
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Figura 112. Comparativo da convergéncid@dé) e de C.V. (b) para a Amostragem Simples, no

Exemplo 6.
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Figura 113. Comparativo da convergéncid@dg) e de C.V. (b) para a Amostragem por Hipercubo
Latino, no Exemplo 6.
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Figura 114. Comparativo da convergénci@gdg) e de C.V. (b) para a Amostragem por Variaveis
Antitéticas, no Exemplo 6.

Pode-se notar que as técnicas em questao tendenvergir para 0 mesmo ponto, que
€ representado pela linha de valor de referénciaralaabilidade de falha. Valor este obtido
por meio do FORM. De acordo com a Figura 112a eirkid12b, pode-se notar que a
Amostragem por Importancia apresenta uma convei@énais rapida do que as outras
técnicas, como ja esperado. Por outro lado, obssrvgue a técnica de Amostragem
Melhorada apresenta uma convergéncia mais rapida @uMonte Carlo Bruto e a
Amostragem Assintotica, além de apresentar um aeafe de variagdo da probabilidade de
falha muito proximo do obtido pela simulacdo do koQarlo Bruto. Vale destacar que a
técnica de Amostragem Assintética com Amostragempf&is, apesar de convergir para o
resultado esperado, ndo o fez de maneira satisfabdém de apresentar uma forte flutuacéo

do coeficiente de variagéo da probabilidade defalh
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Aplicando as técnicas de Amostragem por Hiperculatinb (Figura 113) e
Amostragem por Variaveis Antitéticas (Figura 118 0bserva que a técnica de Amostragem
Melhorada apresentou um bom desempenho em termosngiergéncia da probabilidade de
falha e de reducdo do seu coeficiente de variggéa.resposta s6 nao foi melhor que a da

Amostragem por Importancia.

A seguir sdo apresentados os graficos do comparatitre as técnicas estudadas, com
aplicacdo de diferentes técnicas de amostragensabdseste caso € feito um gréafico para
cada uma das técnicas (Bruto, Amostragem por lr@poid, Amostragem Assintotica e
Amostragem Melhorada) e para cada técnica saoasbtié@s curvas, sendo uma para cada
amostragem basica (Amostragem Simples, Amostragerflipercubo Latino e Amostragem

por Variaveis Antitéticas).
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Figura 115. Comparativo da convergénci@dé) e de C.V. (b) para o Monte Carlo Bruto, no g
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Figura 116. Comparativo da convergénciddé) e de C.V. (b) para a Amostragem por Importi
Exemplo 6.
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Figura 118. Comparativo da convergéncid@dg) e de C.V. (b) para a Amostragem Melhorada, no
Exemplo 6.

Na Figura 115a, observa-se que o0 uso da AmostrggenHipercubo Latino e da
Amostragem por Variaveis Antitéticas, no método Mente Carlo Bruto, leva & uma
convergéncia mais rapida da probabilidade de fadtna amostras pequenas, porém, o uso da
Amostragem Simples permitiu que falhas fossem obdgas para amostras menores que
2x1C. Por outro lado, na Figura 115b ndo se observeagam significativa, em relacdo ao
coeficiente de variagdo da probabilidade de falheyido ao uso da Amostragem por

Hipercubo Latino e da Amostragem por Variaveis #titas.

Na Figura 116a, observa-se que o uso da Amostragenidipercubo Latino s6 foi
vantajoso para a Amostragem por Importancia, pa@stras maiores que 3¥1M0a Figura
116b, percebe-se que os coeficientes de variacgmbabilidade de falha sdo proximos.

Na Figura 117a, observa-se que a Amostragem Asisatoom Hipercubo Latino,

apresenta um bom resultado para amostras maioe2xLd, por outro lado, o uso da
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Amostragem por Variaveis Antitéticas ndo é tdo aj@sb em termos de convergéncia da
probabilidade de falha, porém, tanto a Amostragemn Idipercubo Latino, quanto a
Amostragem por Variaveis Antitéticas, apresentadugaéo do coeficiente de variacdo da

probabilidade de falha (Figura 117b), em comparag@o a Amostragem Simples.

Na Figura 118a, ndo se observa vantagem aparentesmoda Amostragem por
Hipercubo Latino e da Amostragem por Variaveis #titas, em conjunto com a
Amostragem Melhorada. A ndo ser pela leve redugdocakeficiente de variacdo da
probabilidade de falha (Figura 118b) com o uso d@stragem por Variaveis Antitéticas, o

gue néo é significativo.

7.6.5.Comparativo da probabilidade de falha e de seu caefente

de variacao

Neste estudo € utilizada uma amostra de tamaniB9@dfara todos os problemas aqui
estudados. Na Simulacdo de Subconjuntos, conssgera000 pontos amostrais em cada
subconjunto, além disso, os parametros do camiaterttério sdo os mesmos que foram

utilizados em 7.6.3. Tais resultados podem serreades na Tabela 43.

Tabela 43. Comparativo d para uma amostra de tamanho 14.800, no Exemplo 6.

SIMPLES

Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)

BRUTO Simples 2,703x16 0,4999 148,44
Al Importancia 1,090x10" 0,0099 0,18

AA Assintética 2,697x10 8,0852 147,89
AM Melhorada 1,327x10" 0,4103 21,97

SS Subconjuntos 1,960x10 0,1970 80,15

HIPERCUBO LATINO

Sigla Técnica Py C.V.daP; Erro (%)
BRUTO Simples 6,757x10° - 37,90
Al Importancia 1,091x16 0,0100 0,28
AA Assintotica 8,300x10° 1,5114 23,71

AM Melhorada 1,659x10 0,3106 52,48
SS Subconjuntos 1,110x10" 0,2046 2,02

VARIAVEIS ANTITETICAS

Sigla Técnica Py C.V.daPy Erro (%)

BRUTO Simples 2,703x16 0,4999 148,44
Al Importancia 1,086x10" 0,0100 0,18

AA Assintética 1,393x1H 4,7499 28,03
AM Melhorada 1,650x10" 0,3941 51,65

SS Subconjuntos 1,623x10 0,1963 49,17
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O resultado da Tabela 43 é ilustrado graficameatéigura 119. De maneira geral,
observa-se que a utilizacdo da Amostragem por Eliper Latino diminui o erro da
estimativa da probabilidade de falha em quase taslégcnicas. Também se observa que com
uma amostra de tamanho 14.800, foi possivel oliteceeficiente de variagdo menor que

aquele apresentado pelo Monte Carlo Bruto com unwsta de tamanho 1x10

3,0x10° . . . : . : : ‘ .
V.74 Simples
1 T LHS I
25x10" 4 Z Z [TT11] Antitéticas | -
2,0610° 4 ) =
P. Referéncia - [
f ™ R
_ 15x10" § -
. / 7
1,0610" 4 N N r
5,0x10° o S L
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Figura 119. Comparativo da probabilidade de fallua mma amostra de tamanho 14.800, no Exemplo 6.

Um teste adicional € realizado com a Simulacao wlec@&juntos, de forma a
testar a potencialidade da técnica para uma ameosaaor do que a estudada
anteriormente. Neste caso, considera-se um canianladeatdrio cujo desvios padréo
sdo o dobro dos desvios padraodo problema origirdl). Além disso, considera-se
Ngs = 2.000 e P, = 0,1, tais parametro sao bons candidatos quando néarsenuito
conhecimento do problema, como neste caso, ondearealguns testes pode ser

computacionalmente custoso. Assim, foi possivedrodd seguintes resultados:

Tabela 44. Comparativo d& no Exemplo 6.

SIMPLES
Tamanho da Py C.V.da Py Erro (%) Tempo de
Amostra processamento
(min)
9.200 9,539%10° 0,2461 3,731 58
HIPERCUBO LATINO
Tamanho da Py C.V.da Py Erro (%) Tempo de
Amostra processamento
(min)
7.400 1,055x1(" 0,2446 3,705 43
VARIAVEIS ANTITETICAS
Tamanho da Py C.V.da Py Erro (%) Tempo de
Amostra processamento
(min)

7.400 1,065x10* 0,2463 3,703 44
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Os resultados apresentados na Tabela 44 ndo stwleslmo estudo comparativo, tal
como apresentado na Tabela 43, pois o uso da S&wlde Subconjuntos com a
Amostragem Simples precisa de uma quantidade ndai@ubconjuntos, diferentemente do
uso da Amostragem por Hipercubo Latino e da Amgstrapor Variaveis Antitéticas. Dessa
forma, o tamanho total da amostra no uso da AngetnaSimples é de 9.200, enquanto que
na Amostragem por Hipercubo Latino e na AmostragemVariaveis Antitéticas € de 7.400.
Mas apesar disso, este resultado é interessawtéapelde apresentar um erro relativo menor.
Um fato que merece destaque é a comparacao eSireudacdo de Subconjuntos e o Monte
Carlo Bruto, com referéncia ao tempo de processtomaa coeficiente de variacdo e ao erro
relativo. Pois, enquanto o Monte Carlo Bruto dermoaproximadamente 11 horas para
realizar uma estimativa da probabilidade de falha coeficiente de variacdo em torno de
0,25 e com erros relativos de 28,68% (Amostragempkeis), 1,1% (Amostragem por
Hipercubo Latino) e 37,87% (Amostragem por Variavéintitéticas), a Simulacdo de
Subconjuntos demorou aproximadamente 45 minutogs pealizar uma estimativa da
probabilidade de falha com coeficiente de variag@aorno de 0,25 e com erros relativos em
torno de 3,7 (Tabela 44).

7.6.6.Tempo de processamento
Os tempos de processamento, para uma amostra dahtart4.800, sédo apresentados
na Tabela 45. Tais resultados também podem seravangs de forma grafica na Figura 120.
Consideram-se o Monte Carlo Bruto (BRUTO), a Amaggdm por Importancia (Al), a
Amostragem Assintética (AA), a Amostragem MelhoraffaM) e a Simulagdo de
Subconjuntos (SS). Utiliza-se a Amostragem Simp|8snples), a Amostragem por

Hipercubo Latino (LHS) e a Amostragem por Variavenditéticas (Antitéticas).

Tabela 45. Tempo de processamento para 0 Exemphkr®uma amostra de tamanho 14.800.

Simples LHS Antitéticas
BRUTO l1he37min 1he31lmin 1he 38 min
Al 2h 2he2min 2he2min
AA lhelémin 1hel5min 1he 14 min
AM lhe27min 1he30min 1he30min
SS lheb52min 1he50min 1heb51min

Observa-se que os tempos de processamentos séaleqigs, exceto para a técnica de
Amostragem por Importancia. I1sso ocorre por causs @peracdes matematicas que séo
inerentes a técnica, porém isto é compensado pétode que esta técnica leva a bons

resultados com uma amostra pequena.
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Figura 120. Comparativo dos tempos de processanfemaegundos) das tecnicas empregadas no
Exemplo 6, para uma amostra de tamanho 14.800.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagdo foram analisadas cinco técniddizadas na estimativa da
probabilidade de falha em confiabilidade de estastuTais técnicas sdo as técnicas de
simulacdo de Monte Carlo Bruto, a Amostragem pgrdrtdncia usando Pontos de Projeto, a
Amostragem Assintética, a Amostragem Melhorada Sinaulacdo de Subconjuntos. Estas
técnicas foram combinadas com trés técnicas deteagem basica, que sdo a Amostragem
Simples, a Amostragem por Hipercubo Latino e a Amgem por Varidveis Antitéticas.
Dessa forma, sédo estudadas quinze combinac¢fes. di&m, procurou-se analisar um amplo
espectro de problemas que podem ser encontradoscosriabilidade de estruturas

independente do tempo.

8.1. Qualidade da resposta

As técnicas estudadas neste trabalho apresentarapodamentos bem caracteristicos
em cada problema. Em relacédo as técnicas de ag@straasica, foi verificado, de maneira
geral, que a Amostragem por Hipercubo Latino e aogtragem por Variaveis Antitéticas
levaram a Amostragem por Importancia, a Amostrag&ssintotica, a Amostragem
Melhorada e a Simulacdo de Subconjuntos, a apeesemtresultados melhores, em termos do
valor médio da probabilidade de falha, em comparagdn o uso da Amostragem Simples.
Por outro lado, a Simulacdo do Monte Carlo Bruto airesenta melhoras significativas,
devido ao uso da Amostragem por Hipercubo Latindae Amostragem por Variaveis

Antitéticas.

A Amostragem por Importancia € a que apresenta agngergéncia mais rapida, em
comparacao com as outras técnicas estudadas, sussara que ela pode ser aplicada. Porém,

como visto no Exemplo 4, ela apresentou um resuli@adencioso.

A Amostragem Assintética consegue apresentar waacbnvergéncia na maioria dos
casos estudados nesta dissertacdo, além dissotéesiaa necessita que uma amostra
diferente seja gerada para cada ponto de supassalorma, quando se desejar utilizar uma
quantidade pequena de pontos amostrais para seaesi probabilidade de falha, uma
amostra menor ainda devera ser gerada para cattageosuporte, iSSo visa ndo comprometer

o tempo de processamento. Além do mais, 0 aumenttedvio padrdo em cada ponto de
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suporte aumenta a dispersdo da amostra 0 que potentar a incerteza da estimativa da

probabilidade de falha.

A Amostragem Melhorada contorna o efeito do aumelatalispersdo da amostra em
cada ponto de suporte, tal como visto na Amostragesintotica. Isso acontece devido ao
fato de a Amostragem Melhorada parametrizar a égquag estado limite, ao invés de
parametrizar as variaveis aleatdrias do problenssindy esta técnica permite utilizar uma
amostra maior em cada ponto de suporte, uma vea gaestra € a mesma para todos pontos

de suporte.

A Simulacdo de Subconjuntos é uma técnica que ssronobastante vantajosa na
estimativa da probabilidade de falha em divergusstde problemas. Esta técnica permite que
se faca uma boa estimativa de tal probabilidad®, @ma amostra pequena. A Simulacao de
Subconjuntos s6 nao foi superior a Amostragem pynottancia, nos problemas em que a
Amostragem por Importancia apresentou bons residtad pode ser aplicada.

8.2. Tempo de processamento

Em relacédo ao tempo de processamento, verific@usea técnica de Amostragem por
Importancia apresenta um tempo de processamentur opa@ as outras técnicas, para uma
amostra de mesmo tamanho. Por outro lado, istoocdmgensado pela rapida convergéncia da
técnica. Na analise de um sistema, a técnica quesepa prejuizo € a Amostragem
Melhorada, devido a necessidade de se avaliar ame#tizacdo de cada componente do
sistema. A Simulacdo de Subconjuntos apresentaralagdo nao linear entre o tempo de
processamento e o tamanho da amostra. Porém, istonpensado pela possibilidade de
utilizar uma amostra pequena na estimativa da pitiii@de de falha, sendo este um dos

principais atrativos da técnica.

8.3. Sugestdes para trabalhos futuros

Alguns aprimoramentos deste estudo podem ser adakzem outros trabalhos, os

destaques sao:

» Estudar a otimizacao dos parametros de entradaddetécnica;
» Aplicar as técnicas implementadas no StRAnD emuttajcom as técnicas de
superficie de resposta;

* Aplicagéo de técnicas de Quase-Monte Carlo;
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Estudo de outras técnicas de Amostragem,;

Estudo comparativo na aplicagdo em problemas diemdoa estocastica linear e
nao linear;

Aplicacéo de programacao em paralelo;

Desenvolvimento de um programa de Elementos Firpenametrizavel para

aplicacdo em Confiabilidade de Estruturas.



174



175

REFERENCIAS

ABNT — ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICASNBR 6123: Forgas
devidas ao vento em edificacdeRio de Janeiro, 1988.

ANG, A. H-S.; TANG, W. H. Probability Concepts in Engineering: Emphasis on
Applications to Civil and Environmental Engineering, 2nd Edition. New York: John
Wiley & Sons, 1984.

AU, S-K. Reliability-based design sensitivity byiefent simulationComputer and
structures, v.83, p. 1048-1061, 2005.

AU, S-K.; BECK, J. L. Estimation of small failuregbabilities in high dimensions by subset
simulation.Probabilistic engineering mechanicsv.16, p. 263-277, 2001.

AU, S-K.; CHING, J.; BECK, J. L. Application of ssbt simulation methods to reliability
benchmark problems&tructural safety, v.29, p. 183-193, 2007.

BECK, A. T. Curso de confiabilidade estrutural:a®tle aula. Sdo Carlos: EESC-USP, 2012.

BUCHER, C. Asymptotic sampling for high-dimensiomaliability analysis.Probabilistic
engineering mechanicsv.24, p.504-510, mar. 2009.

CODA, H. B.; GRECO, M. A simple FEM formulation ftarge deflection 2D frame analysis
based on position descripticd@omputer Methods in Applied Mechanics and Engineeng,
v. 193, p. 3541-3557, 2004.

CODA, H. B.; PACCOLA, R. R. An alternative positan FEM formulation for
geometrically non-linear analysis of shells: curvathngular isoparametric elements
Computational Mechanics v. 40, p. 185-200, 2007.

CODA, H. B.; PACCOLA, R. R. Improved finite elemefr 3D laminate frame analysis
including warping for any cross-sectjoipplied Mathematical Modelling, v.34, pp. 1107—
1137, 2010.

CODA, H. B.; PACCOLA, R. R. A FEM procedure based mositions and unconstrained
vectors applied to non-linear dynamic of 3D framEgfite Elements in Analysis and
Design v.47, p. 319-333, 2011.

DITLEVSEN, O. Principle of normal tail approximatip Journal of Engineering
Mechanics Division v. 107, n. 6, p. 1191-1208, 1981.

GATTAS, M. Método de Levenberg-Marquardt: notasadi&. Rio de Janeiro: PUC-Rio.



176

GOMES, W. J. S.; BECK, A. T. Global structural opization considering expected
consequences of failure and using ANN surrog&esjputers and Structures v.126, p.56-
68, 2013.

GRECO, M.; CODA, H. B. Positional FEM Formulatioar fflexible multi-body dynamics
analysis Journal of Sound and Vibration, v.290, p. 1141-1174, 2006.

GRECO, M.; GESUALDO, F. A. R.; VENTURINI, W. S.; A, H. B. Nonlinear
positional formulation for space truss analysimite Elements in Analysis and Desighv.
42, p. 1079-1086, 2006.

HANSEN, S. R.; VANDERPLAATS, G.N. An approximationethod for configuration
optimization of trussegdmerican Institute of Aeronautics and AstronauticsJournal,
v.28,n.1, p.161-172, 1990.[

HAMMERSLEY, J. M.; MORTON, K. W. A new Monte Cartechnique: antithetic variates,
Mathematical proceedings of the Cambridge Philosoghbal Society, v. 52, n. 3, p. 449-
475, 1956.

HASTINGS, W. K. Monte Carlo sampling methods usidMprkov Chain and their
applicationsBiometrika, v.57, n.1, p. 97-109,1970.

HURTADO, J.E.; BARBAT, A.H. Monte Carlo Technique&s Computational Stochastic
Mechanics Archives of Computational Methods in EngineeringState of the art reviews
v.5, n.1, p.3-30, 1998.

L’ECUYER. Uniform random number generators: A revidn: WINTER SIMULATION
CONFERENCE, 1997.

McKAY, M. D.; BECKMAN, R. J.; CONOVER, W. J. A congpison of three methods for
selecting values of input variables in the analysfsoutput from a computer code.
Technometrics v.21, n.2, p. 239-124, mai. 1979.

MELCHERS, R. E.; AHAMMED, M. A fast approximate nmeid for parameter sensitivity
estimation in Monte Carlo structural reliabilitf@omputers and Structures v. 82, p. 55-61,
2004.

METROPOLIS, N.; ULAM, S. The Monte Carlo methodournal of the american
statistical associationv.44, n.247, p. 335-341, set. 1949.

METROPOLIS, N. et al. Equation of state calculatioy fast computing machine3he
journal of chemical physics v.21, n.6, p. 1087-1092, jun. 1953.

MONTEGOMERY, D. C.; RUNGER, G. CApplied Statistics and Probability for
Engineers John Wiley. 2003.



177

NAESS, A.; LEIRA, B. J.; BATSEVYCH, O. System rddiéity analysis by enhanced Monte
Carlo simulationStructural safety, v.31, p. 349-355, 2009.

NOGUEIRA, F. M. A. Cadeias de Markov: notas de adilaz de Fora, UFJF, 20009.

OLSSON, A.; SANDEBERG, G.; DAHLBLOM, O. On latin pgrcube sampling for
structural reliability analysisStructural safety, v.25, p. 47-68, 2003.

ROBERT, C.; CASELLA, G. A short history of Markovh@in Monte Carlo: Subjective
recollections from incomplete daatatistical sciencev.0, n.0, p. 1-14, fev. 2011.

SCHUELLER, G. I.; PRANDLWARTER, H. J. Benchmark dyuon reliability estimation in
higher dimensions of structural systems — An owwiStructural Safety v.29, p. 167-182,
2007.

SICHANI, M. T.; NIELSEN, S. R. K.; BUCHER, C. Apglations of asymptotic sampling on
high dimensional structural dynamic problei@suctural safety, v.33, p. 305-316, 2011a.

SICHANI, M. T.; NIELSEN, S. R. K.; BUCHER, C. Effient estimation of first passage
probability of high-dimensional nonlinear syster®sobabilistic engineering mechanics
v.26, p.539-549, mar. 2011b.

SICHANI, M. T.; NIELSEN, S. R. K.; BUCHER, C. Closaito “Applications of asymptotic
sampling on high dimensional structural dynamicbpems”. Structural safety, v.46, p. 11-
12, 2014.

TANG, Z.; LU, Z; PAN, W. Discussion on: Applicatisnof asymptotic sampling on high
dimensional structural dynamic problems: M. T. SKH, S. R. K. NIELSEN, C. BUCHER,
33(2011) 305-316Structural safety, v.46, p. 8-10, 2014.

VERZENHASSI, C, C.Otimizagdo de risco estrutural baseada em confiabdade.
Dissertacao (Mestrado), Escola de Engenharia de&C88os, Universidade de Sao Paulo, S&o
Carlos, 2008.

VIEIRA, C. E. C.; RIBEIRO, C. C.; SOUZA, R. Geradores de numeros aleatoria2004,
81p. Monografia (Ciéncia da Computacdo) — Ponéfidiniversidade Catolica do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2004.

ZUEV, K. Random walks in high dimensions: Metrogaodilgorithm and its modifications.
notas de aula. Hong-Kong: University of Science &achnology, 2010.

ZUEV, K.; BECK, J.L.; AU, S. K.; KATAFYGIOTIS, L.SBayesian post-processor and
other enhancements of Subset Simulation for estigafailure probabilities in high
dimensionsComputers and Structures v.92-93, 283-296, 2012.



178



179

APENDICE: StRAND — Manual de Usuario

O StRAND Etructural Risk Analisys and Des)gé um programa especializado em
analise de risco e é desenvolvido junto ao deparitonde Engenharia de Estruturas da
Escola de Engenharia de Sao Carlos da Universide@&fo Paulo (EESC-USP). Atualmente
0 programa é capaz de realizar analise de conflabl# dependente e independente do tempo,
confiabilidade de sistemas e otimizacdo de risdémAdisso, ele possui uma interface de
acoplamento com programas de elementos finitoséauad, desenvolvido na EESC-USP,
(Acadframe) e comercial (ANSYS). Neste trabalh@sgilizado o Acadframe, uma vez que a
interface entre ambos os programas leva a um ntemm@o de processamento, uma vez que a
necessidade de escrever em arquivo de texto, a Siaddacdo, € eliminada, tal como é
necessario no uso do ANSYS.

Na Figura 121 é apresentado um fluxograma que @esa trecho implementado no

StRAND e a relacdo entre as diversas partes dogmag

Main
(STRAND)

- Multipla
‘ Analisede ] ‘ OtimizagSo ’ { Anzlisede ‘

Confiabilidade Confiabilidade

Confiabilidade

com Variaveis
aleatorias

i i l 1
Superficie
Monte i
Carlo de BL;:‘L;E:;S [ FORM [ SORM ]
Resposta iy ¥

Amostragem por
Importancia
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Projetoi

Bruto

Amostragem Simples/LHS NVariaveis
Assintctica Antitéticas
A
molstragem Estimativa
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daP,

Simulagdode
Subconjuntos

b

I

Figura 121 Diagrama basico do StRAND.
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Entrada de dados no StRAnD

A entrada de dados do StRAND é realizada via aogdes texto. Da mesma forma, o
programa de elementos finitos que esta acopladstRAnD, o Acadframe, também possui
entrada de dados via arquivo de texto. O arquiverteada do StRAnD possui 0 nome
STRAND _INPUT.TXT e o do Acadframe ACADFRAME_INPUTXT. No arquivo
STRAND_INPUT.TXT o usuario € capaz de definir cotige problema, o tipo de andlise a
ser realizada, as variaveis aleatorias e todaarésveis responsaveis pela execucao da andlise
de confiabilidade que se deseja realizar. Um trettham arquivo de entrada de dados pode

ser vista a seqguir.

* *% * *% * *%k%k * *% * *k%k *% * k%% * *% * *%

*TITLE:
CAPACIDADE_DEMANDA

kkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkhkkkhkkkkkkkhkkkhkhkkkhkhkkkhkkhkkkkhkkkhk kkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkx

OPCOES DE ANALISE

kkkkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkhkkkhkkkhkhkkkhkhkkkhkkkhkkkkkkkk kkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkkkkkkhkkkhkkkkhkkk

*TYPE_OF_PROBLEM: (ESCOLHA SOMENTE UMA OPCAO)

1 SIMPLES Anélise de Confiabilidade

0 MULTIPLA ou Andlise de Confiabilidade compavat

0 OPTIMIZATION Andlise de Otimizacédo - Risk oeRabiliy-based

*TYPE_OF_RELIABILITY_PROBLEM: (ESCOLHA SOMENTE UMAOPCAOQ)
0 Distribuicdo de Resposta

1 Anadlise de Variavel Aleatéria

0 Andlise de Processo Aleat6rio

*OUTPUT_LEVEL:

Sem saida de dados
Saida de dados minima
Saida de dados média
Saida de dados maxima

WNPFPOW

*ERROR_CHECKING_LEVEL:
1

0 Sem checagem de erro

1 Checagem de erro limitada
2 Checagem de erro maxima

* *% * *% * *%k%k * *% * *k%k *% * *k%k * *% * *%

FUNCOES DE ESTADO LIMITE E GRADIENTES

*% *% *%k%k *% *k%k *% * *kk * *% * *%

BY_INTERPRETER = LER AS FUNGCOES ABAIXO E USA O INRPRETADOR

SYSTEM = SERIE or PARALELO

BY_SUBROUTINE = FUNGAO PROGRAMADA PELO USUARIO INFTRO DO FORTRAN
BY_FINITE_DIF = GRADIENTE POR DIFERENCAS FINITAS

kkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkhkkkhkkkhhkkkhkkkkkkkkkkk kkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkx

*NUMBER_LIMIT_STATES:
1 - NES (NUMERO DE ESTADOS LIMITES)




*LIMIT_STATE_FUNCTIONS:
BY_SUBROUTINE

G1(X) = X(1)-X(2)

SYSTEM = SERIES

*LIMIT_STATE_GRADIENTS:
BY_SUBROUTINE

DG1/X1 =1.D0

DG1/X2 = -1.D0

*FEM_ANALYSIS:
NONE

OPERCOES E FUNCOES EXISTENTES NO INTERPRETADOR:
OPERACOES: - + * [ **
FUNCOES: SIN ASIN SINH SIND
COS ACOS COSH COSD
TAN ATAN TANH TAND
NINT ANINT AINT
LOG LOG10 EXP SQRT ABS FLOOR

PARA O NUMERO DE VARIAVEL ALEATORIA N, USE X(N) OUXN, EXEMPLO: X(1) OU X1

*% * *k%k * *% * *kkkkkkkk *% * * *% * *% * *%k%k *

VARIAVEIS ALEATORIAS DO PROBLEMA

*% *k%k *% *kkkkkkkk *% * *% * *% * *%k%k *

*NUMBER_RV:
2 -NRV
*RV_DATA:
2 M 2.0 0.20 0.0 0.0
2 M 1.0 0.15 0.0 0.0
Dist code, P: pl, p2, min, max,
M: média, desvio padrdomin, max,
C: media, c.v., min,  max,

P:M:C: - CAPS LOCK — Permite: Parametros (P), Motasr{M) or C.V. (C) to be specified

Distribution codes:
0 - Deterministica
1 - Uniforme
2 - Normal
3 - Lognormal
4 - Exponencial
5 - Raleigh
6 - Logistica
7 - Gumbel para minimos
8 - Gumbel para maximos
9 - Frechet para minimos
10 - Frechet para maximos
11 - Weibull para minimos
12 - Weibull para maximos
13 — Normal Truncada
14 - Gamma
15 - Beta
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*RV_CORRELATION:
1.00
0.00 1.00

*RV_RELIABILITY_OPTIONS:

FORM - First Order Reliability Analysis

SORM - Second Order Reliability Analysis
BIMODAL — Avaliacéo dos limites de falha biedais
MCS — Simulacé@o de Monte Carlo

RS — Superficie de Resposta

OPr OO0OO0o

*MC_SIMULATION_OPTIONS:

1 Monte Carlo Bruto

1 Amostragem por Importancia usando os porggsrdjeto
1 Amostragem Assintética

1 Amostragem Melhorada

1 Simulacdo de Subconjuntos

*BASIC_SAMPLES_GENERATION:
1 Amostragem Simples

1 Hipercubo Latino

1 Variaveis Antitéticas

BHAHHHHHHHHHHHH AR R R AR AR AR R A AR R R

Kkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkhkk NAESS T EC H N I Q U ES *kkkkkkkkkkk kkkkkkkkkkkkkkkhkkkkk

*ENHANCED_SIM_OPTIONS:
69000 Tamanho da Amostra
1111 Semente do gerador de nimeros aleatérios
100 NUumeros de pontos de suporte
0.4 Valor inicial de lambda
0.9 Valor final de lambda
0.95 Nivel de confianca
0 Grafico de regresséo (S ou N)?
0 Grafico de convergéncia (S ou N)?
10 Se quer gréfico de convergéncia, dedimimero de pontos.
100 Se quer grafico de convergéncia defimalor inicial do tamanho da amostra

wererssmeo ASYMPTOTIC SAMPLING *ress KRR

*AS_SIM_OPTIONS:
13800 Tamanho da Amostra em cada ponto de tgupor
1111 Semente do gerador de numeros aleatorios
5 Ndmeros de pontos de suporte
2 Numero de parametros na funcéo gieesséo (2 : A + B/(x"2); 3: A + B/(x"C))
0.4 Valor inicial de f
0.6 Valor final de f
0 Busca adaptativa pelo interval ¢& éu N)?
0 Achar limite superior e inferior fiEl), ou somente superior (0) (se usando buscptaiilza)
10 NUmero de falha minimo por pontsdgorte
0.95 Nivel de confianca
0 Gréfico de regresséo (S ou N)?
0 Gréfico de convergéncia (S ou N)?
10 Se quer gréfico de convergéncia, dedimimero de pontos.
100 Se quer grafico de convergéncia defimalor inicial do tamanho da amostra

*AS_FASTER:
1
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kkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkhkkhkkkkhkhkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkhkkkx kkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkhkkk

*REGRESSION_OPTIONS:

3000 Numero de iteracfes maxima

0.00000001D0 Tolerancia

0 Bandas de confianca eicgiS ou N)?

*% * *%k% * SIMPLE SAMPLING *kkkkkkkkkkkk *% * *% *

*RV_CRUDE_SIM_OPTIONS:
69000 Tamanho da Amostra
1111 Semente do gerador de niumeros aleatorios
0.95 Nivel de confianca
0 Salvar pontos amostrais (S ou N)?
0 Grafico de convergéncia (S ou N)?
10 Se quer grafico de convergéncia, defimimero de pontos.
100 Se quer grafico de convergéncia defimalor inicial do tamanho da amostra

*LHS_SAMPLES_RANKING:
0 Samples Ranking Full data Output (Boolean: £s,Y0 - No) - Only for Crude Monte Carlo + LHS

kkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkk I M P O RTAN C E SAM P LI N G K*kkkkkkkkk Kkkkkkhkkkkkkkkkkkkkk

*RV_IMPORTANCE_SIM_OPTIONS:
69000 Tamanho da Amostra
1111 Semente do gerador de niumeros aleatorios

1 NUmero de fun¢des de amostragem

0.95 Nivel de confianca
0 Salvar pontos amostrais (S ou N)?
0 Grafico de convergéncia (S ou N)?

10 Se quer grafico de convergéncia, defimimero de pontos.
100 Se quer grafico de convergéncia defimalor inicial do tamanho da amostra

kkkkkhkkkkhkkkkhkkkhkkkkk S U BS ET SI M U LAT I O N *kkkkkhkkkkhkk kkkkkkkkkhkkkkkkkhkkkkk

*SUB_SIM_OPTIONS:
15000 Tamanho da Amostra em cada subconjunto
1111 Semente do gerador de niumeros aleatérios
7 NUmero maximo de subconjuntos
0.1 probabilidade de falha condicional
0.95 Nivel de confianca
0 Salvar pontos amostrais (S ou N)?
0 Grafico de convergéncia (S ou N)?
10 Se quer grafico de convergéncia, defimimero de pontos.
100 Se quer grafico de convergéncia defimcremento da amostra em cada subconjunto

*RW_OPTIONS:

1 parametros definidos pelo usuario (Ljmultiplique os desvios padrfes originais por €dfa
3.0D0 alfa
*RW_DATA:

1 M 0.0 0.140 0.0 0.0

1 M 0.0 0.105 0.0 0.0

R R H AR AR R AR HHH AR A BB AR AR AR R

Os passos para entrada dos dados das simulac®dsnie Carlo sdo apresentados a

sequir:
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No uso de equacdes de estado limite que dependerasgasta de um modelo de
elementos finitos se utiliza dlag “*FEM_ANALYSIS:”, onde as opc¢des sao:
“ACADFRAME”", para utilizar o programa Acadframe, NSYS”, se for desejavel utilizar o
ANSYS e “NONE” quando néo se deseja realizar am@leselementos finitos.

*FEM_ANALYSIS:
ACADFRAME

Através ddlag “*“NUMBER_RV:”, se define o niumero de variaveisati@ias do

problema.

*NUMBER_RV:
2 - NRV

Para definir os parametros das variaveis aleatéeasiliza glag “*RV_DATA:”, onde
a sequéncia de insercao dos dados para cada Vaiéawria do problema é feito por cada
linha. Desta forma em cada linha define-se o codmtipo de distribuicdo de probabilidade;
a forma de insercdo do dado, se é por parametipsn@nentos (M) ou coeficiente de

variacdo (C). Em seguida séo inseridos os dadoscdelo com a instrucdo descrita logo

abaixo.

*RV_DATA:
2 M 2.0 0.20 0.0 0.0
2 M 1.0 0.15 0.0 0.0

A flag “*“RW_OPTIONS:” é responsavel por definir se o usuda definir os desvios-
padrdo do caminhante aleatorio de maneira diretao uma parcela dos desvios-padrao do

problema original.

*RW_OPTIONS:
1 Se definido pelo usuario escolha (1imultiplicando o original por alfa (0)
3.0D0 alfa

O mesmo procedimento adotado na definicdo dasvedsialeatorias deve ser realizado
para a definicdo do caminhante aleatério utilizadsimulacdo de subconjuntos, isso € feito
utilizando aflag “*RW_DATA:”. Neste caso deve-se manter a média cgaior zero e é

aconselhavel utilizar uma distribuicdo de probdhiiies uniforme ou normal.

*RW_DATA:
1 M 0.0 0.06 0.0 0.0

1 M 0.0 0.045 0.0 0.0
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Em STRAND_INPUT.TXT é realizada a escolha das t&siem cada analise e suas

combinagdes, tal como apresentado a seguir:

*RV_RELIABILITY_OPTIONS:

FORM - First Order Reliability Analysis

SORM - Second Order Reliability Analysis
BIMODAL — Avaliacéo dos limites de falha bieghais
MCS — Simulacédo de Monte Carlo

RS — Superficie de Resposta

OFr OO0OO0o

*MC_SIMULATION_OPTIONS:

Monte Carlo Bruto

Amostragem por Importancia usando os porggsrdjeto
Amostragem Assintética

Amostragem Melhorada

Simulagéo de Subconjuntos

PR R R R

*BASIC_SAMPLES_GENERATION:
1 Amostragem Simples

1 Hipercubo Latino

1 Variaveis Antitéticas

Quando o usuario escolhe o valor 1 para a varid@5, as opgbes de “*MC-
SIMULATION_OPTIONS:”, sdo ativadas. Assim pode-szaher entre realizar o Monte
Carlo Bruto, Amostragem por Importancia utilizangontos de projeto, Amostragem
Assintética, Amostragem Melhorada e Amostragem $obconjunto. Através da opcao
“*BASIC_SAMPLES_ GENERATION:”, é realizada a escolda amostragem basica, neste
caso as opcOes sdo: Amostragem Simples, Amostragerilipercubo Latino e Variaveis

Antitéticas.

O StRAND atualmente apresenta 15 possibilidades garulacdo de Monte Carlo. Tais

combinagdes sao:

o Monte Carlo Bruto com:

= Amostragem Simples (SIMC)

= Amostragem por Hipercubo Latino (SLHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (ASIMC)
0 Amostragem por Importancia com:

= Amostragem Simples (ISMC)

= Amostragem por Hipercubo Latino (ILHS)

= Amostragem por Variaveis Antitéticas (AISMC)
0 Amostragem Assintotica com:

=  Amostragem Simples (ASMC)

=  Amostragem por Hipercubo Latino (ALHS)
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= Amostragem por Varidveis Antitéticas (AASMC)
o Amostragem Melhorada com:

= Amostragem Simples (AM)

= Amostragem por Hipercubo Latino (AM_LHS)

= Amostragem por Varidveis Antitéticas (AAM)
o Simulacdo de Subconjuntos com:

= Amostragem Simples (SS)

= Amostragem por Hipercubo Latino (SSLHS)

= Amostragem por Varidveis Antitéticas (SSA)

Além das 15 combinacfes apresentadas acima, o BtRpAssui rotinas de criacdo de
superficie de respostas, 0 que permite a utilizalggias em Simulacdo de Monte Carlo.
Qualguer uma das técnicas de simulacdo acima paréombinada com o uso de
superficies de resposta. Por ora, o StRAnD peraitenstrucdo de superficies de resposta
polinomiais de primeira e segunda ordem. Ha plg@wa implementar técnicas modernas de
superficie de resposta, envolvendo redes neui#isiais, krigagem, etc. Neste trabalho ndo
serdo abordados exemplos com uso de superficesgesta. Em sua verséo atual, o StRAnD
aplica a técnica de superficie de respostas ao éM@atrlo Bruto e a Amostragem por
Importancia. Desta forma, os usuarios do StRAnRotemais op¢bes de simulacdo, que
poderao viabilizar a resolugéao de problemas conoglex

Saida de dados do StRAnD

Neste capitulo serdo apresentadas algumas novamrfalidades do StRANnD, em
termos de saida de dados. Diferentes analiseslagéo a qualidade da simulagdo de Monte

Carlo, poderao ser efetuadas.

O arquivo principal de saida de dados € o STRANDIRWI.TXT, ele contém o
relatorio final, contendo os resultados finais siasulacdes. Acrescentou-se a este o0 arquivo
FULL_OUTPUT.TXT, que contém todas as realizacOes\daiaveis aleatorias utilizadas na
simulacdo. A impressdo do arquivo é feita como uma#iz, onde o nimero de linhas € o
numero de realizacdes e o0 numero de colunas € agualimero de variaveis aleatorias. Um
trecho de um arquivo FULL_OUTPUT, pode ser obsemathixo:
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Exemplo: STRAND_SIMC_FULL_OUTPUT.TXT (Monte Carlaniles)

27.873 22.524 34.478 26.815 26.449 29.886 37.712 25.363
26.688 23.428 30.666 27.689 27.447 25.774 21.167 27.289
27.882 36.160 18.133 26.611 25.854 32.355 28.312 28.984
27.286 22.246 26.399 31.949 28.995 17.829 32.271 24.613
32.332 29.822 24.849 21.885 28.671 25.558 26.487 35.620
23.712 34.848 25.895 35.313 31.330 29.286 34.697 27.467

Com estes dados e utilizando um gerador graficsrallea do usuério, pode-se gerar 0s
graficos do comportamento conjunto de quaisquelagugu triplas de variaveis aleatorias, tal
como na Figura 122(a) e na Figura 122(b), respatinte.

45 1 | 1 1 | 1

+ Samples| |

40 . =

354

30 +

2564

204

Figura 122. Dado de saida do StRAnD: Amostra alea#) 2-D e b) 3-D.

A Simulacdo de Subconjuntos possui uma saida desdaiferenciada, uma vez que
cada arquivo FULL_OUTPUT salva os dados de um syjboto. Desta forma o arquivo sai

com o seguinte nome:
STRAND_X_SUBSET_FULL_OUTPUT.TXT (Simulacdo de Subgmto)

onde no lugar de X deve sair o numero do subcamjwimulado, por exemplo:
STRAND_1 SUBSET_FULL_OUTPUT.TXT, para o primeirdosonjunto.

E interessante a aplicacdo deste tipo de arquivamdp se utiliza a Simulagido de
Subconjuntos, uma vez que a geragao de cada subhtmpjpde ser facilmente notada quando
se gera os graficos do comportamento conjuntosacesple variaveis aleatorias. Também se
pode observar a qualidade das amostras condicjomaia vez que o desvio padrdo do
caminhante aleatorio interfere no nivel de acettagéejeicdo destas. Um exemplo do que se
pode obter, quando se utiliza Simulacdo por Subobog, € observada da Figura 123, onde

se observa a geracao dos diferentes subconjunta® paoblema apresentado no Exemplo 1.



188

imite de Falha

0.8 10 1.2 14 1.6 18 20 22 2,4 26 28

Figura 123. Dado de saida do StRAnD: geracéo deosjimtos na simulagdo de subconjuntos, no
Exemplo 1.

Os arquivos CONVERGENCE_OUTPUT.TXT contém os dadesconvergéncia da
probabilidade de falha com o nimero de simulagdes.

Os dados sédo apresentados na seguinte ordem:

* Coluna 1: Numero de simulagcbes por cada passordegEncia;

* Coluna 2: Coeficiente de variacdo da probabilidieléalha;

* Coluna 3: Limite inferior do intervalo de confianga probabilidade de falha;
* Coluna 4: Probabilidade de falha,;

 Coluna 5: Limite superior do intervalo de confiadigaprobabilidade de falha;
* Coluna 6: Limite inferior do intervalo de confianga indice de confiabilidade;
« Coluna 7: indice de confiabilidade;

*Coluna 8: Limite superior do intervalo de confiangkp indice de

confiabilidade;

Um trecho de um arquivo do tipo CONVERGENCE_OUTPIXT pode ser

observado abaixo:

Exemplo: STRAND_SIMC_CONVERGENCE_OUTPUT.TXT (Mor®@arlo Simples)

N cov PF_LOWER PF PF_UPPER BETA_LOWER BETA BETA_UPPER
160000 8.5773444956 8.0000000000 0.0000300000 0.0000639472 3.8304781988 4.81281608111 38.1837661841
2060000 ©8.4472091233 ©8.08000308872 0.0000250000 0.0000469128 3.9060278866 4.8556269811 4.5203306757
360000 8.4472106141 8.0000020581 0.0000166667 0.0080312753 4.8029763520 4.1494099843 4.6854317296

400068 ©.3535502970 0.0660061411 0.06000200000 0.08000338589 3.9841649191 4.1074796546 4.3725180474

A partir dos dados apresentados anteriormentdizantio um programa adequado para
a geracao de graficos, pode-se obter graficos ileecgéncia da probabilidade de fabygou

do indice de confiabilidad®, tal como na Figura 124.
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Figura 124. Dado de saida do StRAND: Graficos dw@méncia, no Exemplo 1.
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Os arquivos REGRESSION_OUTPUT.TXT contém os dadtbkzados para a
plotagem dos graficos de regressdo ndo linearéésmdas que possuem essa op¢ao de saida

de dados sdo: Amostragem Assintética e Amostragaimdvada. Neste tipo de arquivo, a

sequéncia de impressao é:

Coluna 1: Valor do parametfp

Coluna 2: Valor da banda de confianca inferior jdste;

Coluna 3: Valores dg/f obtidas para qualquer ponto da funcéo ajustadagqu

continua;

Coluna 4: Valor da banda de confianca superiorjastey

Coluna 5: Valor do parametfppara os pontos de suporte;

Coluna 6: Valores dg/f obtidas para os pontos de suporte;

Um trecho de um arquivo do tipo REGRESSION_OUTPRbIde ser visto abaixo:

Exemplo: STRAND_ASMC_REGRESSION_OUTPUT.TXT (Amosfem Assintética)

F
.@leeeeeeee
. 8200000008
.B3geeeeeee
.B4geeeeeee
.@50ep0eeee
.Bcoe0eacee
.@700000000
.B30e0eacee
.Bopeoeacee
.leeeoeacee

CO0000 000 H

CONF_|
-5883.
-1467.
-649.
-363.
-230.
-158.
-115.
-87.
-68.

BAND_LOWER
8895851943
2879382585
54690838899
3375533317
8635253875
9823397417
51203081381
3500666630
8423341989

-54.2316443096

BETA/F
-5714.8613699909
-1425.2728568138

-630.9046136319
-352.8757285185
-224.1888731231
-154,2836677232
-112.1335160442
-84.7764464449
-66.8205295920
-52.6045325960

CONF_|

-5546.
-1383.
-812.

BAND_UPPER
6331547874
2577753754
2623241739

-342.4139837853

-217.
-149.
-1e8.
-82.
-63.
-50.

5126209388
6649957043
7558019583
2028262267
9987249930
9774208825

F_SUPPORT
0. 8000008008
8.7008000008
0. 6008008008
8.5000000008
0.4000000000

BETA _SUPPORT
3.7174283363
3.4157939797
2.9951639968
2.2806864245
1.8288384635

Com os dados obtidos nos arquivos REGRESSION_OUTPUOde-se gerar graficos

dos pontos de suporte, da fungéo ajustada e ddadde confianca, tal como na Figura 125.
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Figura 125. Dado de saida do StRANnD: Graficos deesséao utilizando o modelo do Exemplo 1.

Os arquivos RANK_OUTPUT contém a posicdo que cada das realizagOes das
variaveis aleatdrias possui, caso estas fossemamnds em ordem decrescente. Este conjunto
de dados é utilizado na verificacdo da qualidadeligercubo Latino, porém seu uso deve ser
feito com atencdo, uma vez que o algoritmo de @nohemto, que foi adicionado, pode ser
computacionalmente custoso. A impressao do argéifeita como uma matriz, onde o
numero de linhas € o numero de realizacbes e o mudee colunas € igual ao numero de
variaveis aleatorias. A técnica que faz uso desiidasde dados é a de Monte Carlo Padréo

com Hipercubo Latino. Um trecho de um arquivo déptepode ser verificado abaixo:

Exemplo: STRAND_SLHS RANK_OUTPUT.TXT (Hipercubo Lrat)

2949.0
1554.8
3410.0
1789.6
4474.8
4538.8

2196.0
235.00
2414.9
4683.8
4319.@
3814.9

1389.09
4013.9
1669.8
4278.9
4535.8
795.00

4238.8
420.80
2927.@
3893.0
4533.8
3575.8

1869.@

2745.0
4887.8
876.00
4128.8
295.80
89.000

3693.0
25952.0
4881.80
18687.0
5@83.00
2875.9

4996.9
2281.0
4966.89
4198.9
1658.0
1721.8

2492.0
3373.0
2227.@
4854.8
2921.0
3815.@

Como dito anteriormente, através do arquivo RANKTBUT, que é utilizado apenas
no Método de Monte Carlo Padrdo com AmostragenHgmercubo Latino, pode-se verificar
a qualidade do hipercubo latino gerado, assim @raos dados do arquivo, pode-se gerar a
Figura 126, que representa o comportamento da eagest para duas variaveis aleatorias

amostradas 10 vezes cada.
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Figura 126. Dado de saida do StRAMznkingdos pontos amostrais do Hipercubo Latino Gerado.

E facil observar que cada realizagdo das varialeatorias corresponde a uma ordem,
gue neste caso varia de 1 a 10.



