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RESUMO

ALBUQUERQUE, A. A. A. Implementacao de elementos finitos de barra e placa para
a analise da distribuicdo de esforcos em tabuleiros de pontes por meio de
superficies de influéncia. 2014. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia de Estruturas)

— Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Séo Paulo, Sdo Carlos.

Este trabalho consiste em analisar os esforgcos em tabuleiros de pontes por meio de
superficies de influéncia. Para isto, o método dos elementos finitos (MEF) € utilizado
e os resultados sdo comparados com os das tabelas de Risch. Os elementos finitos
de barra, representando longarinas e transversinas, e placa, as lajes do tabuleiro,
sdo implementados no cédigo SlIPlacas. Estes elementos finitos sdo formulados
pelas teorias de viga Timoshenko e placa Reissner—Mindlin, respectivamente. Estes
apresentam problema de travamento de forca cortante (Shear Locking), que é
contornado por duas propostas: o artificio matematico da integracdo reduzida e
elementos finitos com campo assumido de deformacé&o de forca cortante (CADFC).
Verifica-se que os elementos com aproximacdes quadraticas para os deslocamentos
e com CADFC séo os que melhor se adequam a proposta de andlise da presente
pesquisa. Tais elementos apresentam convergéncia de resultados considerando
estruturas com baixa discretizacéo. Os resultados analisados foram o deslocamento,
momento fletor e forca cortante. Posteriormente realiza-se um estudo de caso de
uma ponte em viga. O tabuleiro da ponte € calculado utilizando-se as tabelas de
Risch e o cédigo SIPlacas. O célculo dos esforgos pelo SIPlacas é realizado de trés
maneiras. Na primeira consideram-se 0s painéis de lajes do tabuleiro isolados; na
segunda o tabuleiro esta sobre apoios ndo deslocaveis; e na terceira, o tabuleiro
apresenta-se com vigas acopladas. Foi concluido que a terceira configuracéo, cuja
representacdo melhor se aproxima da estrutura real de analise, apresentou 0s

menores esforgos internos.

Palavras-chave: Pontes. Superficie de influéncia. Elementos finitos. Tabelas de

Rusch. Shear Locking. Reissner-Mindlin. Timoshenko.






ABSTRACT

ALBUQUERQUE, A. A. A. Bar and Plate finite elements implementation for the
bridge deck effort distribution analysis through influence surfaces. 2014. M. Sc.
Dissertation — Escola de Engenharia de Séao Carlos, Universidade de S&o Paulo,

Sao Carlos.

This work aims at the analysis of bridge deck stresses through influence surfaces.
The finite element method (FEM) is used and the results are compared with those of
Rusch’s tables. The bar and plate finite elements represent stringers, cross beams
and slabs bridge deck. These finite elements are implemented in the SIPlacas code
and the theories of Timoshenko beam and Reissner — Mindlin plate are used to theirs
formulation. The Shear Locking problem is solved by two proposals: reduced
integration and definition of element with transversal shear strain assumed (TSSA).
The elements with quadratic approximations for the displacements and TSSA are the
best suited to the proposed analysis of this research. Such elements have
convergence of results considering structures with low discretization. Displacement,
bending moment and shear force were the results analyzed. Subsequently a case
study on a beam bridge was carried out. The bridge deck is calculated using Risch’s
tables and SlIPlacas code. The calculation of the internal forces by SIPlacas is
performed in three ways. The first one considers the slabs isolated panels; the
second, the slab deck is on a rigid support; and third, the slab deck is on deformable
supports. It was concluded that the third configuration showed the lowest internal

forces. This configuration is the optimum representation to the structure analysis.

Keywords: Bridges. Influence surface. Finite elements. Rusch’'s Tables. Shear

Locking. Reissner-Mindlin. Timoshenko.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo busca-se apresentar a importancia das pontes para a sociedade e o
homem; enfatizar o que serd estudado neste trabalho e a sua relevancia para a
comunidade cientifica e social. Além disso, expor 0s objetivos principais e
especificos, a justificativa e, por ultimo, a metodologia utilizada para a realizacédo da

presente pesquisa.

1.1 Consideracdes Iniciais

As primeiras pontes realmente projetadas e que levam em consideracéo o entrave
dos apoios com o solo foram construidas pelos romanos a partir do século Il a.C. A
principio o seu papel fundamental era apenas transpor obstaculos. Posteriormente,
na chamada ldade Média (séculos V ao XV d.C.), as pontes foram construidas com
outras finalidades, entre elas destacam-se as pontes residenciais, militares e

comerciais.

Na Renascenca (séculos XIV ao XVII d.C.) a tecnologia de construcédo de pontes foi
aprimorada pelos franceses, e entdo, a configuracdo arquitetbnica passou a ter
maior importancia na fase de elaboracdo de projeto. Ja no periodo da Revolugéo
industrial, as pontes caracterizavam-se por apresentar grandes vaos e neste
contexto surgem as pontes suspensas. Este periodo, representado por um elevado
avancgo na tecnologia de materiais, de maquinas e das técnicas de construcao,
propiciou a elaboracdo de muitos projetos. Contudo, mesmo diante de todo esse

avanco nao foi possivel impedir danos e colapsos estruturais em pontes.
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A partir do caso classico de colapso ocorrido na ponte de Tacoma Narrow (Figura 1)
em 1940, nos Estados Unidos passou-se a considerar a acdo do vento na fase de

desenvolvimento de projeto estrutural.

B

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/2/2e/lImage-Tacoma_Narrows_Bridgel.gif. (Acesso
em 15/03/2014)

Figura 1 - Ponte de Tacoma.

Nos dias atuais, buscam-se construcbes de pontes que atendam requisitos de
seguranca, economia, estética e funcionalidade, com énfase nestes dois ultimos.
Com relacéo a estética, verifica-se que nos casos de pontes cujo aspecto visual no
ambiente é importante, o aumento do custo é justificado. E para a funcionalidade,
busca-se sempre que as pontes atendam as condi¢fes de uso, com o minimo de
manutencdo, evitando assim transtornos com a interrupgéo de trafegos. (EL DEBS E
TAKEYA, 2010).

A Ponte da Mulher (Puente de la Mujer em espanhol), Figura 2, € um exemplo de
estrutura de ponte na qual a questdo da estética possui papel significativo. Ela foi
projetada pelo arquiteto espanhol Santiago Calatrava, e, inaugurada em 2001, na
cidade de Buenos Aires, Argentina. A ponte é a representacdo do desenho de um

casal dancando tango. Ritmo de danca caracteristico da cultura Argentina.
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Figura 2 — Ponte da Mulher.

Fonte: Adaptado de http://www.cidadesvirtuais.net/artigos/buenos_aires/ponte%20da%20mulher.jpg
e http://static.br.groupon-content.net/00/23/1311806532300.jpg.
(Acesso em 08/04/2014).

Ressalta-se que a preocupacdo com a estética das pontes leva a modelos de
estruturas com curvas e formas das mais diversas. Isto indica que a analise
estrutural passa a ter papel fundamental na determinagcdo adequada dos esforgcos
internos. Atualmente estas analises tém sido realizadas pelos engenheiros
estruturais via programas computacionais. Tais programas permitem a modelagem
numérica mais adequada das estruturas. Contudo, isto s6 tem sido possivel gracas
ao aumento da capacidade de processamento dos computadores atuais. Dentre os
métodos de resolucdo numérica de estruturas destaca-se o método dos elementos
finitos (MEF).

De maneira geral, pode-se afirmar, portanto, que as pontes surgem no cenario da
engenharia com o intuito de transpor obstaculos, tais como vales e rios, a fim de
ligar lugares e encurtar distancias, possibilitando desenvolvimento para cidades e
povoados. E por serem capazes de mudar a configuracdo da paisagem de uma
determinada regido, as pontes constituem-se em tipos de obras de engenharia
simbolo de progresso e superacao.

Ao se comparar 0s processos de desenvolvimento de projeto e de construcdo entre
estruturas usais (edificios) e pontes, verifica-se que estas Ultimas apresentam

algumas particularidades.

Com relacdo as acdes, pode-se afirmar que o0 uso da ponte difere do uso dos

edificios. E por isso as cargas consideradas para o calculo de pontes sao distintas


http://www.cidadesvirtuais.net/artigos/buenos_aires/ponte%20da%20mulher.jpg
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daquelas consideradas para o dimensionamento de edificios. Nas pontes, em geral,
deve-se considerar o efeito dindmico das cargas, pois as cargas que nelas atuam
sdo moveis. Por isto, torna-se necessario a determinacdo de envoltéria de esfor¢os
solicitantes e, por conseguinte, a verificagcdo da possibilidade de fadiga dos

materiais.
Quanto aos processos construtivos verifica-se que dependendo da adversidade do
local de implantacdo, as pontes apresentam processos construtivos especificos,

fortemente atrelados a elaboracéo do projeto.

De maneira geral, pode-se definir que as pontes sdo constituidas pela
superestrutura, aparelho de apoio; e infraestrutura, conforme ilustrado a Figura 3.

Sllp erestrutura

\ | - |
'\_\ ; = Aparelho de apoio ! /
\ 1 ! _/
\ ' | Encontro i /
'\_\ ! ___—Pilar b/
\ | -/
- L/
R /////////////“//7 ///W B
- .| 7777 ~
/77//7/7/7/77////_ 7777777 i

— =
Fundacéo

Figura 3 - Esquema ilustrativo da composicao das pontes.
Fonte: EL DEBS; TAKEYA, 2010, p. 04.

O enfoque desta pesquisa € avaliar a distribuicdo dos esforcos internos no tabuleiro
de pontes, parte integrante da superestrutura. O tabuleiro para as pontes em lajes é
composto apenas por lajes, enquanto que para as pontes em viga, € composto por
lajes, longarinas e transversinas. As lajes sdo 0s primeiros elementos estruturais a
serem solicitados pelas forcas externas. A sua principal funcdo € distribuir os
esforgos até as vigas, em caso de pontes em vigas, e/ou para os pilares, em caso de
pontes em lajes.

As longarinas séo as vigas que possuem o papel de receber os esfor¢os oriundos

das lajes e transmiti-los, por sua vez, para os pilares; elas se encontram localizadas
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segundo a direcdo longitudinal da ponte. As transversinas, por sua vez, sdo vigas
gue se encontram na direcdo transversal aos tabuleiros de pontes e conferem um

melhor travamento ao tabuleiro como um todo.

1.2 Objetivos

O objetivo principal desta pesquisa consiste em avaliar a distribuicdo de esforcos em
tabuleiros de pontes por meio do conceito de superficies de influéncia utilizando o

método dos elementos finitos (MEF) como ferramenta.

Para isso, as lajes sdo representadas por elementos finitos de placa e as longarinas
e transversinas pelo elemento finito de barra, de graus de liberdade que permitam o
acoplamento com aqueles presentes nos nés da placa. O elemento finito de placa
escolhido baseia-se na teoria de Reissner Mindlin, ou seja, placa espessa, esta
teoria permite que sejam analisadas também lajes com espessuras que o efeito da
deformacdo por forca cortante ndo possa ser negligenciado. Caso que

possivelmente possa ocorrer para as pontes em lajes.

Como objetivos especificos, tem-se:

a) Contribuir no desenvolvimento do codigo SlPlacas, iniciado pelo professor
doutor orientador da presente pesquisa Vladimir Guilherme Haach.

b) Expor matematicamente e analisar através de exemplos, os efeitos de
travamento de forca cortante (Shear Locking) que os elementos finitos
baseados na teoria de Reissner-Mindlin estdo passiveis de apresentar.

c) Contribuir na implementacdo de um elemento finito de placa que expde
resultados de maneira mais eficiente. Entende-se que, para a presente
pesquisa, 0 elemento é dito como eficiente a medida que é possivel obter
resultados satisfatorios da estrutura utilizando a menor discretizacao possivel
da malha de elementos finitos.

d) Contribuir com a implementacédo de um elemento finito de barra no programa
SIPlacas, afim de que o cédigo computacional possa considerar o

acoplamento entre este elemento e o elemento finito de placa. Esse
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procedimento resultara na possibilidade dos futuros usuarios realizarem
analises de tabuleiros de pontes que possuam lajes apoiadas em longarinas
e transversinas.

e) Analisar os efeitos das cargas moveis em tabuleiros de pontes.

f) Confrontar os resultados de esforcos internos oriundos de tabuleiros
calculados segundo as tabelas de Risch e aqueles obtidos a partir da teoria
de elementos finitos (cédigo SIPacas).

g) Contribuir para a comunidade cientifica na analise das discrepancias entre o0s
resultados dos modelos de pontes ao se considerar o tabuleiro de ponte
calculado considerando: lajes isoladas, lajes apoiadas sobre apoios néo
deslocaveis e tabuleiro com vigas acopladas.

h) Possibilitar a obtencdo dos esfor¢os internos em tabuleiros de pontes através
de uma configuragdo modelada numericamente, segundo a teoria de

elementos finitos.

1.3 Justificativas

O ensino, na graduagdo das universidades brasileiras, com relagdo ao calculo de
solicitacbes e andlise das distribuicdes dos esforgcos em tabuleiros de pontes é
realizado considerando as tabelas de Risch. De maneira geral, existem dois
conjuntos de tabelas que foram idealizadas por Hubert Risch (Alemanha) para a
analise de lajes. Estas andlises se referem aos célculos de momentos fletores e

forca cortante.

O primeiro conjunto de tabelas destina-se ao calculo de lajes retangulares enquanto
gue o segundo conjunto, elaborado com a colaboragcdo de Hergenrbder e Mungan
destina-se ao célculo de lajes esconsas.

Para se calcular os esfor¢os internos do tabuleiro de pontes utilizando as tabelas de
Rusch deve-se, primeiramente considerar as lajes inicialmente isoladas das demais
e com condicbes de contorno adequadas. Em seguida, de acordo com certas
relacbes de caracteristicas geométricas e das condicdes de contorno, faz-se

necessario que 0 usuario encontre a laje presente nas tabelas que melhor se
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assemelha com a estrutura que se deseja calcular. Desta maneira sdo calculados,
para a respectiva laje isolada, os esforcos internos que se almeja. O dltimo

procedimento, diz respeito a correcao dos esforgos internos para as lajes continuas.

Ao se analisar as tabelas de Rusch, verifica-se que elas permitem o célculo simples
e rapido dos momentos fletores para as lajes mais frequentes na pratica. Por outro
lado, as tabelas apresentam apenas alguns casos de configuragdes de lajes para o
calculo de forca cortante.

Neste sentido, esta pesquisa busca melhor representar o comportamento do
tabuleiro de pontes. Para isto o método dos elementos finitos (MEF) é utilizado,
tendo em vista que ele permite conceber, satisfatoriamente, a simulagdo do sistema

estrutural desejado.

1.4 Metodologia

Para a elaboracdo da presente pesquisa foi necessério realizar a revisdo
bibliografica; em seguida, implementar os elementos finitos de placa e barra no
cadigo SlPlacas; e, por ultimo, comparar os resultados das analises do tabuleiro de

pontes, obtidos segundo as tabelas de Riusch e o codigo SIPlacas.

Os assuntos abordados na revisao bibliogréafica sdo dois. O primeiro diz respeito aos
sistemas estruturais que ja foram elaborados para se determinar a distribuicdo de
esforcos internos dos tabuleiros de pontes. E o segundo, refere-se ao estudo da
formulacdo matematica dos elementos finitos de placa e barra. Quanto a este ultimo,
sdo também discutidos artificios mateméticos utilizados para contornar o problema

de travamento de forga cortante (Shear Locking).

Apoés a implementacdo dos elementos finitos no cédigo SIPlacas foram realizados
estudos preliminares em relacdo ao comportamento destes elementos. Para isto,
consideraram-se exemplos de estruturas submetidas apenas ao carregamento

estatico.
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Uma viga em balanco € analisada, e, os resultados obtidos utilizando os elementos
finitos de barra sdo confrontados com resultados analiticos. Em seguida, verifica-se
o problema de travamento de forga cortante (Shear locking) que estes elementos
apresentam. E, por fim, conclui-se qual dos elementos implementados € o melhor

para ser adotado nas futuras analises do codigo SIPlacas.

Para os elementos finitos de placa implementados, realiza-se, primeiramente, uma
comparacao entre eles e os elementos de placa do programa Fx+ for DIANA 9.4.4®.
Esta comparacéo é concretizada considerando-se os resultados de esforcos internos
de uma placa obtidos por ambos os codigos. Em seguida, os resultados dos
elementos do cddigo SlPlacas sdo confrontados com resultados analiticos. Nesta
fase, o problema de travamento de forca cortante (Shear Locking), para estes
elementos, € apresentado e discutido. E, por ultimo explicita-se o elemento que
apresenta convergéncia de malha mais rapida, sendo, portanto o mais interessante

a ser utilizado nas futuras analises do coédigo SIPlacas.

Um exemplo de ponte em viga € calculado utilizando as tabelas de Risch e o codigo
SIPlacas. Esta mesma ponte € calculada de trés formas pelo SIPlacas. A primeira
diz respeito ao calculo dos esforgos internos a partir da consideracdo de painéis de
lajes isoladas; a segunda relaciona-se ao célculo considerando o tabuleiro sobre

apoios rigidos; e a terceira, o tabuleiro encontra-se sobre apoios deformaveis.

1.5 Esclarecimentos arespeito do desenvolvimento da pesquisa

O presente item destina-se em esclarecer pontos importantes a cerca da conducao
desta pesquisa. Primeiramente, é importante ressaltar que o cédigo SlPlacas ja
possuia duas opcdes de elementos finitos de placa implementados pelo professor
orientador da presente pesquisa Vladimir Guilherme Haach. Estas opcbes de
elementos finitos possibilitava ao usudrio optar qual o elemento que seria utilizado
em suas analises. No decorrer da pesquisa 0s elementos implementados acabaram

por ser codificados segundo as siglas Q4. e Q4.



25

Neste sentido, para estes elementos, foi realizada uma andlise prévia de um
exemplo de placa submetido a carregamento permanente. O objetivo desta anélise
consistia em comparar os resultados numéricos obtidos com resultados analiticos e
com o programa Fx+ for DIANA 9.4.4®. Outro objetivo importante era discutir o
comportamento que ambos 0s elementos finitos apresentavam até se alcancar a

convergéncia do resultado a medida que se aumentava a discretizacdo da estrutura.

Assim, ap0s as analises realizadas com os elementos (Q4. e Q4,), observou-se que
eles conduziam a respostas satisfatérias, apenas quando a malha de elementos

finitos da estrutura encontrava-se consideravelmente densa.

Este comportamento pdde ser justificado com base no problema de travamento de
forca cortante (Shear Locking). Este assunto foi identificado a partir da literatura
pesquisada. Desta maneira, verificou-se que este problema encontra-se presente

nos elementos de placa cuja formulacdo se baseia na teoria de Reissner-Mindlin.

Ressalta-se que, os elementos finitos de placas baseados na teoria de Reissner-
Mindlin foram implementados por apresentarem uma teoria, segundo a literatura, de
ordem superior se comparada com o0s elementos baseados na teoria de Kircchoff.
Esta afirmacédo decorre do fato da teoria de Reissner-Mindlin possibilitar a analises
de placas espessas. Entende-se por placas espessa aquelas cuja influéncia de
deformacéo devido a forca cortante é consideravel. Desta maneira, estes elementos,
possibilita o codigo em analisar ndo apenas pontes em vigas, mas também as
pontes em lajes. As pontes em vigas apresentam lajes do tabuleiro mais esbeltas se

comparadas aguelas presentes nas pontes em lajes.

No intuito de resolver o problema de travamento foi implementado o elemento finito
de placa de grau de aproximacdo maior. Estes elementos foram codificados no

decorrer da pesquisa segundo as siglas Q8. e Q8,.

Obtiveram-se, para estes elementos, resultados coerentes com as respostas dos
elementos lineares para um grau de discretizacao da estrutura menor. Contudo, 0s

resultados de forca cortante apresentaram-se incoerentes com o0s resultados do
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cbdigo Fx+ for DIANA 9.4.4®, que também apresenta o elemento finito de placa de
aproximacao quadratica.

Este fato chamou bastante atencdo a medida que a pesquisa estava sendo
desenvolvida. Neste sentido, o panorama da pesquisa encontrava-se da maneira a
seguir: os elementos finitos de placa do codigo Fx+ for DIANA 9.4.4® apresentavam
convergéncia de resultados de forgca cortante, para estruturas com grau de
discretizagdo menor, se comparado aos elementos do programa SlPlacas.

Desta maneira, terminou-se por concluir que seria interessante que os elementos
finitos implementados no SlIPlacas apresentassem o mesmo comportamento do Fx+
for DIANA 9.4.4®.

A busca de um elemento de placa que convirja para valores coerentes ao adotar
uma baixa discretizacdo é de interesse para as andlises de carga mével realizadas
pelo SIPlacas. Isto acontece, porque o numero de nés de certa estrutura determina o
tempo de processamento para o calculo de superficies de influéncia e da envoltéria

de esforcos.

Diante desta problematica, foi realizado, concomitantemente a revisdo bibliografica
dos elementos finitos de placa, a implementacdo de alguns elementos finitos mais
eficientes no codigo SlIPlacas. E o0s elementos que apresentaram melhor
comportamento foram os elementos finitos com campo assumido de deformagéo de
forca cortante (CADFC), codificados como Q4cap € Q8cap. E, além disso, observou-
se que tais elementos possuiam comportamentos semelhantes aos elementos de
placa do Fx+ for DIANA 9.4.4®

Em seguida, foi realizada a comparacdo entre os elementos finitos lineares e
guadraticos com CADFC. E concluiu-se que o elemento Q8cap € 0 que melhor se
adéqua as futuras andlises a que se pretende realizar no codigo SIPlacas. Ou seja,

0 Q8cap apresenta resultados coerentes mesmo ao se adotar uma malha pobre.

Os elementos finitos de barra que serdo apresentados possuem formulacao

baseada na teoria de vigas de Timoshenko. Portanto, eles possuem os mesmos
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problemas de travamento encontrados nos elementos de placa implementados no
SlIPlacas. Salienta-se que os elementos de barra foram implementados com o

objetivo de eles representarem as longarinas e transversinas dos tabuleiros.

Desta maneira, no codigo SlPlacas, para as seis (6) op¢cdes de elementos finitos de
placa que foram analisadas ha um elemento de barra correspondente. Seguindo a
ideia de codificacdo adotada para as placas os elementos de barra lineares séo: B2,
, B2, e B2cap. Enquanto que para os elementos quadraticos tem-se: B3. , B3, e
B3cap. O elemento finito que apresenta resultados mais satisfatorios € o elemento
finito quadratico com CADFC (B3cap) 0 qual possui compatibilidade com o elemento

finito de placa Q8cap.

Concluindo, tem-se que os elementos Q8cap € B3cap Sa0 agueles que apresentaram
a melhor eficiéncia na relacdo reposta satisfatoria e discretizacdo da estrutura. A
partir disto, foi possivel por fim realizar outro objetivo a que a presente pesquisa se
propde. Ou seja, comparar e avaliar os esforgos internos provenientes das
solicitacbes de um tabuleiro de ponte considerando as tabelas de Risch e as

respostas do codigo SIPlacas.

Esta etapa da pesquisa foi realizada utilizando apenas os elementos Q8cap € B3cap.
Para isso foi necessario realizar algumas adaptacfes das rotinas do SlIPlacas que
geravam as superficies de influéncia e as envoltérias de esforcos. Isto foi
necessario, tendo em vista que no SlPlacas estas rotinas encontravam-se
adaptadas para os elementos com aproximacédo linear. Concluida esta etapa foi

possivel a realizacdo das comparacdes e analises.

1.6 Estrutura da dissertacao

A dissertacdo encontra-se estruturada em sequéncia distinta do desenvolvimento
propriamente dito da pesquisa. Esta decisdo foi tomada a medida que se buscou

discorrer sobre a formulacdo de elemento finito mais bésica para a mais complexa.
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O capitulo 2 preocupa-se em expor primeiramente os diferentes modelos de
sistemas estruturais ja desenvolvidos para a analise de tabuleiros de pontes. E em
seguida, trata das consideracées que a norma brasileira de pontes (ABNT NBR
7188:2013) adota em relacao as cargas moveis e permanentes.

O capitulo 3 apresenta a formulacdo matematica do elemento de barra
implementado, assim como a sua formulacédo de elementos finitos obtida a partir do

funcional de energia.

O capitulo 4 possui objetivo semelhante ao capitulo 3, descrito anteriormente.
Contudo, o enfoque deste capitulo é a formulacdo do elemento finito de placa. Deste
modo, € possivel acompanhar a determinacdo do funcional de energia e, por
conseguinte a descricdo para a montagem da matriz de rigidez do elemento. Por

ultimo, séo descritas as equacdes utilizadas na obtencéo dos esforcos internos.

No capitulo 5 discute-se, efetivamente, o problema que os elementos finitos
utilizados apresentam quanto ao efeito de travamento de forca cortante (Shear
Locking). E descrito, também, dois métodos de tratamento que contornam este
problema: sendo um deles a integracdo reduzida e o outro a adocdo de elementos
finitos com campo assumido de deformacéo de forca cortante (CADFC). Para estes
tratamentos apresentam-se quais as diferencas existentes entre eles, e, por ultimo,
expOe-se qual deles é melhor aplicavel para se verificar deslocamentos e efeitos de

esforgos internos.

Em seguida, no Capitulo 6 pretende-se analisar as respostas dos diferentes
elementos finitos implementados no SIPlacas. E de interesse também apresentar e
discutir os resultados de elementos que possuam o problema de travamento de
forca cortante. E por ultimo, busca-se ilustrar o comportamento dos elementos

guanto a convergéncia dos resultados em funcéo da discretizacdo da estrutura.

O Capitulo 7 destina-se a apresentacdo do cédigo SlPlacas. Este capitulo pode ser
interpretado como um manual para a utilizacdo do cddigo. Nele, encontra-se a
sequéncia das etapas que precisam ser seguidas no intuito de se obter as diferentes

analises a que o programa se propde a realizar.
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No Capitulo 8 encontram-se as comparacfes e andlises realizadas entre um
exemplo de ponte calculada utilizando o SlIPlacas e as tabelas de Risch. Além
disso, neste capitulo € comparada a distribuicdo de esforgos na ponte considerando-

se as lajes apoiadas sobre apoios rigidos ou sobre as longarinas e transversinas.

E por altimo, no capitulo 9 séo realizadas as conclusdes a cerca do que foi estudado
no decorrer da pesquisa. Além de apresentar propostas futuras de trabalhos que

podem ser desenvolvidos com relagdo ao tema e utilizando o cédigo SIPLacas.
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2 PONTES

Pretende-se expor os modelos de analise dos esfor¢cos dos tabuleiros de pontes, as
acOes caracteristicas das pontes, a teoria de linha e/ou superficie de influéncia,

assim como o conceito da envoltéria de esforgos.

2.1 Modelos de Andlise dos Esforcos em Tabuleiros de Pontes

De acordo com Stanton Apud Gavioli (1998)*, com o objetivo de melhor representar
o comportamento real de pontes, varios modelos de andlise de tabuleiros vem sendo
formulados pela a analise estrutural; e a medida que os sistemas computacionais
vao se desenvolvendo os resultados tem sido satisfatorios para os modelos criados.

Neste sentido, € possivel dividir as analises em métodos que séo listados a seguir:

a) Método da placa equivalente
b) Método da grelha

c) Método dos elementos finitos
d) Método das faixas finitas

e) E outros métodos.

O método da placa equivalente considera a modelagem da laje por uma placa
ortétropa com propriedades transversais e longitudinais que representam a média
das propriedades do modelo. Proposto por Guyon em 1946, na sua formulacdo
despreza-se o efeito da torgdo e utiliza o efeito dos coeficientes de reparticdo na

! STANTON, J. F.; MATTOCK, A. H. (1986). Load distribution and connection design for precast

stemmed multibeambridge superstructures. Transportation Research Board, n. 287.
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consideracdo das cargas. Este método foi posteriormente reformulado por
Massonnet em 1950 que introduziu o efeito da torcdo nos calculos (El Debs e
Takeya, 2010).

Segundo Gavioli (1998), o método da placa equivalente é satisfatoriamente aplicado
a tabuleiros com apoios simples, e que ndo possuem esconsidade, porque a
deformacdo pode ser modelada na direcdo longitudinal pela série de Fourier,

convergindo rapidamente.

O fato de se ter rapida convergéncia tornou a utilizacdo deste método usual,
enquanto nao se tinha o computador digital, & medida que para a resolucéo da série
era possivel chegar a resultados razoaveis sem grandes consideragfes, Gavioli,
1998.

Com a evolucéo dos sistemas computacionais e o advento de microcomputadores o
método de grelha passou a ser um dos sistemas mais utilizados e conhecidos entre
os engenheiros. De acordo com El Debs e Takeya (2010), dentre os métodos mais
conhecidos que consideram o efeito da grelha, como representacédo do calculo dos
esforcos do tabuleiro de pontes, tem-se 0s processos de Engesser-Courbon e o de
Leonhardt.

Engesser-Courbon adota o tabuleiro monolitico transformado numa malha de vigas
longitudinais e transversais; despreza o efeito de tor¢do nas vigas e a transversina é
suposta como tendo rigidez infinita. Por outro lado Leonhardt considera as mesmas

hipoteses, contudo a transversina € considerada flexivel.

Stallings e Yoo (1992) confrontaram os resultados de tensbes e deslocamentos da
analise de tabuleiros de pontes considerando o modelo de grelha na sua
representacdo, com testes realizados em pontes existentes. E concluiram que a
discrepancia entre os valores medidos em loco em relagdo ao previstos em calculo
era na ordem de 30%. Complementando, o que ja se era de esperar, que a analise

de grelhas resulta ser um método conservativo.
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Segudo Gavioli (1998), a vantagem deste método é que a esconsidade, chaves de
cisalhamento entre os elementos pré-moldado, diafragmas, rigidez da viga de borda
podem ser facilmente modelados. Enquanto que a desvantagem é a necessidade do
calculo das caracteristicas geométricas das barras equivalentes e a exigéncia de
uma malha rica (grande numero de barras) em regides onde se deseja a analise

local do tabuleiro sob efeito de um carregamento.

O método dos elementos finitos (MEF) surge com a formulacéo tal como é utilizada
hoje na década de 1950. Como os pesquisadores precursores do método tém-se o
Turner e Clough, Martin e Topp, que em 1956 publicaram trabalhos que

desmitificavam a sua formulacéo.

O MEF mostra-se como a ferramenta mais versatil de calculo para se modelar
estruturas. Os tabuleiros de pontes séo discretizados por elementos de barras, com
0s mesmos graus de liberdade da grelha, e elementos de placa e chapa. Contudo,
no inicio de sua utilizacdo observava-se que o método era inaplicavel com os

computadores da época, por demandar alta capacidade de memoria.

O método das faixas finitas (MFF) difere do método dos elementos finitos (MEF) por
considerar a discretiza¢do unidirecional da estrutura. E embora, a anélise pelo MEF
possa ser aferida para quaisquer geometrias, condicbes de borda e materiais, tem-
se para o MFF, segundo Puckett (1986), uma analise de modelo consideravelmente
simples. Pois ela pode ser realizada através de implementacdo de rotinas mais

simples o que garantem melhor eficiéncia computacional.

Puckett (1986) colaborou com o estudo do método da composicao de faixas finitas,
para analisar os tabuleiros de pontes. Nesta analise o tabuleiro da ponte é modelado
por uma placa continua elastica linear. As longarinas e transversinas por elementos
de vigas, que consideram a rigidez a flexdo e a tor¢cdo. Os pilares por elementos
com rigidez axial. A Figura 4 ilustra um exemplo da discretizacdo de uma ponte

considerando o método das faixas finitas.
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Figura 4 - Método das faixas finitas [Puckett, 1986]

Mais recentemente, no mesmo sentido de propor métodos que demandem menos
esforcos computacionais, Guo, Harik e Ren (2002) estudaram a formulacdo de
elementos finitos semi-discretos na analise de momentos em placas enrijecidas
excéntricas e tabuleiros de pontes submetidos a cargas transversais. O objetivo
deste estudo consiste em representar a estrutura da ponte por um método capaz de

verificar os esfor¢cos com baixo grau de sofisticacao.

A teoria de placa utilizada € a de placa delgada com pequena deformacédo. Os
elementos finitos de placa foram utilizados para representar a laje e os enrijecedores
foram simulados por elementos de viga. A discretizacéo da laje é adotada sempre na
direcdo longitudinal dos enrijecedores. Os autores concluiram que o meétodo é
eficiente, a medida que pode ser usado em estruturas complexas com o potencial de

eliminar graus de liberdade.

Xing e Wang (2011) analisaram as deformac¢des e os momentos fletores em um
modelo simplificado de ponte suspensa sob a acdo de cargas moveis utilizando o
método baseado em funcéo singular. Ainda, segundo Xing e Wang (2011) a linha de
influéncia de momento fletor formada a partir da funcdo singular € suavisada por
segmentos de funcado. E o valor dos esforcos maximos em uma determinada secao

da laje vai depender da intensidade da carga, sua localizacéo e distribuicéo.

Huang et al. (2007) utilizaram a teoria de placa fina ortotropica somada a suposi¢cao
de Huber (Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959), para simular lajes de tabuleiros

de pontes armadas em duas direcdes. Este estudo foi comparado com os resultados
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do modelo de elementos finitos proposto por Huang (2001). Os autores concluiram
que as suposi¢cdes que Huber adota para a rigidez a flexdo e tor¢ao resultam em
valores préximos a aqueles aplicados no modelo de Huang. Os valores dos
deslocamentos e tensdes alcancaram diferencas relativas na ordem de 7%.

Wang e Qu (2011) estudaram a acéo das cargas moéveis de trens em uma ponte de
trelica utilizando o método dinAmico da linha de influéncia. Os autores simularam e
compararam os resultados das acdes de vagdes de trens em uma ponte segundo
dois métodos. O primeiro diz respeito ao método tradicional, o qual utiliza equacdes
de movimento baseadas no deslocamento que sdo funcbdes de funcdes de formas e
da amplitude; e o segundo baseia-se no método dindmico da linha de influéncia que
é definido como sendo o tempo de histéria da variacdo do deslocamento de certa
secdo quando uma carga unitaria se move ao longo da ponte. Os autores concluem
gque o método dinamico da linha de influéncia é eficiente e robusto a medida que
considera parametros como a velocidade do trem, numero de vagfes e numero de
estacBes de medicbes. E que a grande vantagem em compara¢do com o método

tradicional € a sua rapida solucao.

2.2 Acdes

De maneira geral, as pontes estdo submetidas a carregamentos oriundos de cargas
estaticas e cargas moveis. Como exemplo de carga estatica, pode-se citar o peso
proprio da estrutura. Em relacdo a cargas moveis tém-se os veiculos que por ela

circula.

Diferentemente das estaticas as cargas moéveis apresentam-se como sendo uma
forma de carregamento especifica para as pontes. Em projetos, verifica-se que elas
sdo consideradas de maneira diferente dos carregamentos dinamicos usualmente
estudados. Sucintamente, pode-se afirmar que este carregamento € considerado

estatico com um fator de majoragéo.

A norma brasileira (ABNT NBR 7188:2013) dispOe diretrizes para a consideracao da

carga moével rodoviaria e de pedestres em pontes, viadutos, passarelas e outras
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estruturas. De acordo com a NBR 7188:2013 verifica-se que o carregamento moével
pode ser caracterizado por um veiculo tipo padrédo TB-450kN. O peso do veiculo é
transferido para a estrutura a partir de seis rodas que acabam por aplicar na pista
uma forga P de valor igual 75 kN, cada. Ele apresenta, também, trés eixos de carga

afastados entre si em 1,50 m, com area de ocupacédo de 18,00 m2. Conforme ilustra

Figura 5.
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Figura 5 - Disposi¢édo do carregamento e caracteristicas do veiculo tipo. [Adaptado da norma ABNT
NBR 7188:2003].

Considera-se também, concomitantemente a aplicacdo da carga do veiculo na pista,
uma carga uniformemente distribuida constante de valor p’ igual a 5 kN/m?, na area

n&o recoberta pelo trem tipo.

Enfim, para se determinar a solicitacdo de projeto em tabuleiro de pontes as cargas
P e p, anteriormente apresentadas, devem ser multiplicadas, conforme expressoes
(2.1) e (2.2), pelos fatores de majoragao: CIV, CNF e CIA. A ABNT NBR 7188:2013

apresentam as expressoes e consideracdes para se determinar estes fatores.

Q=PCIVCNF CIA 2.1)
q= pCIV.CNF CIA 2.2)

Onde,
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e CIV corresponde ao coeficiente de impacto vertical;
e CNF é o coeficiente de numero de faixas;

e CIA é o coeficiente de impacto adicional.

A combinacdo das cargas modveis juntamente com as acdes permanentes e
excepcionais e as demais agfes variaveis sdo as solicitagcdes em que a ponte deve
ser projetada. Observa-se que a norma ABNT NBR 7188:2013 prevé apenas a
analise de um trem-tipo, ou seja, ndo é considerada a passagem, no tabuleiro, de

dois veiculos tipo simultaneamente.

2.3 Linhas e Superficies de influéncia

Para se dimensionar uma determinada estrutura, depois de especificar as acoes
representativas que atuam na sua vida util, faz-se necessario o célculo dos esforgos
internos. Assim, no decorrer do célculo do projeto deve-se avaliar para cada secao
da estrutura a posicdo e valor da carga que provocard os esforcos maximos e

minimos.

As cargas moveis das pontes possuem caracteristicas distintas das acoes
permanentes. Isto acontece porque elas variam ndo apenas com a amplitude da sua
intensidade, mas também com a posicdo em que ela é aplicada. E a depender

destas duas informagdes os efeitos na estrutura podem ser 0s mais diversos.

Neste sentido, uma maneira de se realizar a andlise de pontes submetidas a cargas
moveis seria a de considerar varias combina¢cfes de acdes em todas as posicoes
possiveis da estrutura. E em seguida, calcular os esforcos para todas as suas

secoes.

Contudo, uma forma de desviar este trabalho, que para certos casos poderia se
tornar custoso, utiliza-se o conceito de linha ou superficie de influéncia. A teoria de
linhas ou superficies de Influéncia (LS-I) surge no intuito de descrever a variacao de
um determinado efeito em uma estrutura a partir da posicdo de uma carga vertical

unitaria que passeia sobre ela.
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De maneira geral, podem-se construir linhas ou superficies de influéncia (LS-I) de
duas maneiras. A primeira a partir da prépria definicdo da (LS-l), explicitada
anteriormente, e a segunda baseada no principio de Muller-Breslau.

O principio Miiller-Breslau constréi a linha de influéncia de um determinado esforco
numa secao a partir da consideracdo da deformada da estrutura, considerando um
deslocamento unitério associado ao vinculo que se deseja obter a linha de

influéncia.

Shen (1992) afirma que a constru¢cdo das linhas de influéncia de acordo com o
principio de Mduller-Breslau € melhor aplicado para estruturas mais discretas, tais
como, trelicas, vigas e porticos. Tendo em vista que a medida que a configuracao da
estrutura se torna mais complexa, a representacdo da mesma acaba por necessitar
de elementos finitos mais sofisticados. Fato que conduz a representacdes de

deformadas da estrutura mais dispendiosas para serem determinadas.

No cdodigo SlPlacas as superficies de influéncia sdo construidas a partir de uma
rotina que varia a posicdo de uma carga concentrada unitaria ao longo da estrutura.
Como sera visto no decorrer do trabalho, os pontos em que a carga estara
percorrendo serdo os nés dos elementos finitos utilizados na discretizacdo da
estrutura.

Sabe-se que ao se utilizar a teoria de (LS-I) ndo é necessaria a locacdo das
possiveis combinacdes de cargas em todas as posicOes da estrutura, assim como o
respectivo célculo dos esforcos internos para todas estas posi¢cdes. E necessario
apenas considerar a carga que se deseja analisar na posi¢cédo da LS-I que resultaria

em um maior esfor¢co na secéo e por fim realizar o célculo dos esforcos.

Desta maneira, apés a construcdo da linha ou superficie de influéncia € possivel
mensurar uma reacao de apoio, uma forga cortante ou um momento fletor em uma

sec¢dao especifica.
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Huang e Harry (2008) realizaram estudos sobre a determinacdo de linhas de
influéncia através de investigacdes experimentais sobre a ponte 1-991-S. Esta ponte
cruza a estrada Diamante Negro localizada no norte de Smyrna. A metodologia
empregada no desenvolvimento da pesquisa € conhecida como Determinacao
Experimental dos Deslocamentos Continuos da Linha de Influéncia em Pontes que

se baseia na teoria basica de vigas e no método dos minimos quadrados.

Os autores afirmam que a metodologia funciona muito bem no ambito de testes em
campo. Tendo em vista que os valores dos deslocamentos da linha de influéncia
determinados experimentalmente sdo consistentes e comparaveis com os resultados

da teoria de linha de influéncia.

Assim, a LS-I de momento fletor em uma secdo é a representacdo grafica ou
analitica do momento fletor, na secdo de estudo, produzida por uma carga
concentrada vertical unitaria, geralmente de cima para baixo, que percorre a

estrutura.

A Figura 6 apresenta a linha de influéncia de momento fletor numa viga continua

para uma dada sec¢éo S. A ordenada Mg, que € fungdo de x e que pode ser escrita
como LIM(x), representa o momento fletor da se¢do S produzida por uma carga

unitaria na posicao x.

5 T S 2
.
1

= 4 m = Sm St Am

Figura 6 - Linha de Influéncia de momento fletor numa viga continua. [MARTHA, 2010].

Nesta pesquisa os esforcos serdo obtidos unicamente a partir da construcdo de
superficies de influéncia. O conceito de superficies de influéncia surge ao se
trabalhar com elementos bidimensionais com componentes de carga atuando
transversalmente a superficie destes elementos. Na Figura 7 encontra-se

representada a superficie de influéncia do momento fletor na dire¢do x, no ponto S,
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de uma estrutura composta por duas placas de dimensées 2,50m x 4,50m, conforme
Figura 7 (a). As bordas das placas encontram-se simplesmente apoiadas (contorno
mais escuro) e uma borda da placa encontra-se engastada. A carga P possui valor
unitario e percorre todos os pontos da estrutura discretizada.

4,50 m
w

NANANNRNARNNRTNRNRR[ANN

1000

2000

3000
2.50m . 2.50m . 4000
Dimens3ao X

5000

(@) (b)

Figura 7 - Representacdo da Superficie de Influéncia de momento fletor Mx.

2.4 Envoltéria de esforgos

Utilizando a linha ou superficie de influéncia dos pontos que se deseja analisar e da
posicdo das cargas que produzam os valores maximos e minimos dos esforcos

internos é possivel construir a envoltéria de esforcos.

A envoltéria de esforcos € definida como sendo a regido que se encontram oS
possiveis esforcos que podem surgir na vida (til da estrutura. Esta regido €
determinada a partir do dominio entre duas linhas ou superficies, que marcam os

valores de esforgos maximos e minimos em todos os pontos da estrutura.

Como explicitado anteriormente, as cargas moveis sao acles especificas que
devem ser consideradas para o dimensionamento de pontes. Estas a¢gdes provocam
esforcos internos na estrutura que ndo dependem apenas da intensidade da carga

mas também da posicdo em que ela é aplicada.
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Desta maneira, observa-se que qualquer ponto do tabuleiro da ponte encontra-se
submetido a variacdes de intensidade de esfor¢os. Podendo em alguns casos mudar
0 sentido de solicitagdo do material, como por exemplo, uma sec¢ao da laje que se
encontra submetida a esfor¢cos de tragéo pode passar a ser solicitada a compressao.

Neste contexto, no intuito de possibilitar o dimensionamento de pontes é

imprescindivel a construgédo de envoltorias de esfor¢cos nos tabuleiros.

As expressoes 2.3 e 2.4 expdem de maneira simplificada como sé&o determinados os

valores de esforcos maximo e minimos de um ponto qualquer no tabuleiro da ponte.

(SS )méx = SSg + (Sg)max + (SSP)max 2.3

(SS )min = Sg + (Sg )min + (S: )ml’n 24

Observa-se que os valores maximos e minimos sao obtidos a partir da composicao

de todos os carregamentos que atuam na ponte, sejam eles, peso proprio (S2),

carga de multiddo (s¢) , e carga do veiculo (s?)

max max
No cdédigo SlIPlacas primeiro determina-se os esfor¢os resultantes da acdo do peso
proprio, e em seguida determina-se os esfor¢cos resultantes da combinagdo das

cargas de multidao e veiculo.
2.5 Resumo

Este capitulo apresentou alguns modelos de andlise de tabuleiros que ja foram
adotados com o objetivo de melhor representa-los. Entre os modelos apresentados
tem-se: o Método da placa equivalente; o Método da grelha; o Método dos

elementos finitos e Método das faixas finitas.

Em seguida, foram discutidas as acbes em que as pontes estdo sujeitas. Sendo
acOes de carater permanente, tais como 0 peso proprio; e acdes de cargas moveis.
Para as acfGes de cargas moveis foi discutido como a atual norma brasileira de

pontes (ABNT NBR 7188:2013) determina que elas devam ser consideradas.
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Continuando, foi discutido como a teoria de linhas e ou superficies de influéncia é
utilizada para se determinar os esforgos solicitantes pela agdo de cargas moveis. E
por ultimo o conceito de envoltéria de esfor¢os foi explicado. E demonstrou-se como

a envoltéria é obtida.
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3 TEORIA E ELEMENTO FINITO DE BARRA

Apresenta-se a fundamentacdo de vigas de Timoshenko, em seguida expfe-se a

formulag&o dos elementos finitos de barra.

3.1 Formulacdo Matematica da barra

Os elementos finitos de barra que serdo utilizados nas analises derivam-se da
formulacdo do elemento finito de viga de Timoshenko acrescentando o parametro
referente a rotacdo em relagdo ao eixo longitudinal do elemento. Desta maneira,
para os elementos finitos estudados, serdo considerados trés graus de liberdade por
no, totalizando em seis graus de liberdade para o elemento linear e nove graus de

liberdade para o elemento quadratico.

Os possiveis deslocamentos que o elemento podera apresentar referem-se ao
deslocamento transversal ao eixo longitudinal da barra (w), e as rotacbes segundo

os eixos longitudinal (6,) e transversal (¢,). Na Figura 8 encontra-se esquematizado

os graus de liberdade do elemento finito linear de barra estudado neste trabalho.

A formulacéo da viga de Timoshenko, apresentada a seguir, foi extraida de Branco
(2002) e Soriano (2003). A diferenca entre a viga de Timoshenko e a de Euller-
Bernoulli encontra-se basicamente na consideracdo da deformacdo por forca
cortante. Enquanto a viga de Timoshenko considera os efeitos dos esforcos
cisalhantes a de Euller-Bernoulli admite que a viga tenha efeitos
preponderantemente de flexao.
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y

X
Figura 8 - Graus de liberdade do elemento finito de barra de aproximacéao linear. [Adaptado de LIU
(2003)].

Nas duas formulacbes define-se que as secbBes permanecem planas apds as
deformacfes, entretanto na viga de Timoshenko a secdo plana rotacionada néo
necessariamente é perpendicular ao eixo deformado (Linha neutra). Pode-se,

portanto, afirmar que a distor¢ao é diferente de zero. (Figura 9).

Linha neutra

Secdo da Viga

Figura 9 - Deformag&o em vigas com efeito do cisalhamento. [Adaptada de BRANCO, 2002].

Desta maneira pode-se escrever a expressdo deslocamento u em um ponto

qualquer (x,z) diretamente em termos de (6), conforme expresséo (3.1):
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u(x,z) =-z6(x) (3.1)

Nota-se que a rotacdo (f) é igual ao declive do eixo neutral (a\%x) menos a

rotacdo devido a consideragdo por deformagdo quanto ao cisalhamento, expressédo
(3.2).

0(x) =aa—\)l(v—ﬂ (3.2)

Nota-se também que o deslocamento transversal W em gualquer ponto (x,z) é dado

pelo deslocamento transversal do eixo neutral, relagéo (3.3).
w(X,z) = w(x) (3.3)

Na teoria de viga de Timoshenko, a relacdo de tensdo e deformacéo usada é a do
estado plano de tensdes. Assumindo que a viga encontra-se no plano xz e que o
material é isotropico elastico linear a relacdo tensao-deformacao € definida conforme

expressao (3.4).

o, c 1 v 0 &,

o, |= ) v 1 0 g, (3.4)
% _

rxz 0 0o &1y,

Se o, € assumido igual a zero entéo,

&, =—Ve, (3-5)
o, =Es, (3.6)
7, =Gy (3.7)

Ao considerar pequenos deslocamentos o0 deslocamento ao longo do eixo

longitudinal da viga pode ser escrito a partir da equacéao (3.8):
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] (3.8)

pR——l (3.9)

De maneira similar tem-se que para a deformacéo devido ao cisalhamento a relagéo

com o deslocamento é expressa conforme equacao (3.10):

ou ow
= =+

=—+— 3.10
Va="75,%"2 (3.10)
E substituindo a expresséo (3.1) em (3.10), tem-se a relagao (3.11):

Y2 =—9+@=,3 (3.11)
OX

3.2 Formulacao do Elemento Finito de Barra

O elemento finito de barra estudado sera desenvolvido, como ja explicitado
anteriormente, considerando a energia de deformacdo de uma barra submetida a
torcdo somada a energia de deformacao da teoria de viga de Timoshenko. Para isso
a figura Figura 10 a seguir expde o0 elemento de barra com as respectivas direcdes

dos graus de liberdade do elemento linear e quadratico.

g
2 || AN T Yo It
e e NN N
f E.A ! ' Ez,aA A
(a) (b)

Figura 10 — Elementos Fintos de Barra: (a) Elemento Linear e (b) Elemento Quadratico.
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As expressdes escritas em (3.12) referem-se a aproximacédo adotada tanto para o

deslocamento vertical quanto para as rotagcbes em x e y.

4
w=> Nw, 0,=> N0, 0, => N0, (3.12)
i i=1

As funcdes de forma N s&o dadas pela expresséo a seguir, (3.13) e (3.14):

(a) Para o elemento linear
1 1
N, =-(1-¢) N, =—-(1+¢) (3.13)
2 2
(b) Para o elemento quadratico

N1=%(§2—1) N2=§(§2+1) N, =(1- &%) (3.14)

Reescrevendo em forma matricial, as relacdes escritas em (3.12), e respeitando a
ordem dos graus de liberdade expostos na Figura 10, tem-se as equacdes (3.15) e
(3.16):

(a) Para o elemento linear

Wl

h Hxl

w N, 00 N 0 0]
6+ =0 N, 0 0O N, O Wyl (3.15)

0, 0 0 N, 0 0 N, 92

X2

0,,
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(b) Para o elemento quadratico

Wl

Oy

h eyl

wi [N, O 0O N, 0O O N, 0O O0|w
6.t =0 N, 0 O N, 0O O N, 0R6, (3.16)

6 |0 O N 0 0 N, 0 0 Ngj|bp,

WS

Hx3

0,3

A energia de deformacdo de uma barra submetida a tor¢do € dada conforme

expressao (3.17).

1 2
arM
UI:_ t
; ZJGIX

dé (3.17)

-1

A relacao entre o giro da secéo transversal e o momento torsor é dado pela relacédo

(3.18), escrita a segquir:

00, 06,
ox  ad¢ Gl

X

M, 00
“aoé

M, =Gl

(3.18)

Substituindo na expressdo da energia de deformacado (3.17) a equacéao (3.18), se

obtém a expresséo (3.19):

ar 00
Ul==|GI (=) 3.19
: 2_{ (o) 4 (3.19)

Para uma viga a expressao de energia de deformacdo pode ser escrita conforme

equacao (3.20).
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v 1
Ue zig[axgx T4V x }jv (3.20)

Substituindo as expressoes (3.6) e (3.7) na equacao (3.20), tem-se a equacao
(3.21):

U, :%Hgl Ee, +7/IZG7/XZ}1V (3.21)

Para o elemento de barra em questdo a energia de deformacdo pode entdo ser
obtida a partir da soma das energias de deformacéo da barra sob tor¢do e da viga

de Timoshenko, conforme equacgéao (3.22).
U,=U;+U) (3.22)

Inserindo na expresséo (3.21) as relacdes (3.9) e (3.11) e em seguida substituindo-a

junto com a expressao (3.19) na equacao (3.22), obtém-se a expresséao (3.23).

1 T
u =3j{aex El 89*}d§+

24 ox Y ox
.
a ow — oW
aflo, + 2y Gace +—)}df+ 029
2:[1_ Yoo Y x
1_ T
atlao,” a0
— El Y ld
ZJ; ox 7 ﬁx] ¢

A expressao (3.23) pode também ser escrita conforme a equacao (3.24).
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1 h TrptiT t T
U, = [ af BT 61, [871d de

-1

% [} BT GABId} d& + (3.24)

-1

ij{d}T[Bf]TEly[Bf]{d}ng

2a°,

Onde A é determinado segundo um fator de correcdo « e obtido pela relagdo
A= A/a, que depende do tipo da geometria da secdo transversal, equagdes (3.25) e

(3.26).

Para sec¢0Oes retangulares:

a=(12+110)/(10+100) (3.25)
E apara secdes transversais circulares:

a=(7+60)/(6+60) (3.26)

O parametro v € o coeficiente de Poisson. E segundo Owen e Hinton (1980) o

parametro « pode ser aproximado, usualmente, por 1,5.

Observa-se que o primeiro termo da equacao (3.24) refere-se a energia de
deformacdo da barra submetida a torcdo. Enquanto que, o segundo e terceiro
termos correspondem a energia de deformacdo ao cisalhamento e a flexéo,

respectivamente.
3.2.1 Matriz de Rigidez e Vetor de Forcas

A matriz de rigidez é obtida minimizando a energia de deformacéo, equacgéo (3.24),

0 que resulta na equacéo (3.27):
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1 ; tqT t T
&k=5HB]GhB]W}d§+
aj[B°]TG/K[B°]{d}Td§+ (3.27)

l 1
g_jl[Bf]T EIlL[B J{d} d&
Portanto a matriz de rigidez do elemento € dada conforme expresséao (3.28).
1 1 1 . 1 1
K, :gJ.[B‘]TGIX[Bt]d§+aj[B°]TGA[B°]d§+gI[Bf]T El,[B']d¢ (3.28)
-1 = -1

Observa-se que a primeira parcela refere-se a contribuicdo da energia de torcdo na
barra, a segunda de cisalhamento e a terceira de flexao.

Onde o campo de deformacédo (B) é dado de acordo com as expressdes de (3.29) a
(3.40).

(a) Para o elemento linear

Parcela de torcao

B'=|0 L1oNd 00 L1oN2 0 (3.29)
a oé a oc

I 1 1

B'=|0 -— 0 0 — 0 .
Parcela de cisalhamento

ge—| LML o g 1ANZ 5 331)
la o0& a o¢

. 1 g1 1 £ 1

B=|— 0 2-—=- — 0 —-2>2-= _
22~ 2 2 2a 2 2} (3:32)
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Parcela de Flexao

B"=|0 0 1oN1 00 1oN2 (3.33)
I a of a o0&
[ 1 1

B"=|l0 0 -—— 0 0 — _
L 2a Za} (3:39)

(b) Para o elemento quadratico

Parcela de torcao

gofo LONL g g 1N, 1aNg 3
| a o a o¢ a oé

B'=|0 i(f—ij 00 3(9@3) 00 _2% 0 (3.36)
! 2 a 2 a
Parcela de cisalhamento

B® = 1@ 0 —-N1 EN 0 —N2 EM 0 —N3 (3.37)
a o& a of a o¢

[ D) o fEN) el o fEFY) % g gl
o= 2e-2) 0 -5 Heod) o {52 -E 0 2] oo

Parcela de Flexao

B"=|0 0 1oN1 00 L1oN2 0 103 (3.39)
a oé a oé a oé
1 1 1 1 28
B"=(0 0 =|&-=] 0 0 = -1 00 —-—=
oo et on et oo ¥

As matrizes de rigidez encontram-se nas relagcbes descritas em (3.41), para o

elemento linear, e (3.42), para o elemento quadratico.
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(a) Para o elemento linear

' GA GA _GA GA
2a 2 2a 2
0 Gl, 0 B Gl,
2a 2a
El El
% 0 el 2GAa 3 % 0 GAa _Ely
K - 2 2a 3 2 3 2a
Tlea _GA  GA _GA 340
2a 2 2a 2
B Gl, 0 Gl, 0
2a 2a
GA GAa El y GA El y  2GAa
—_— 0 _ e — — 4+
i 2 3 2a 2 2a 3 |
(b) Para o elemento quadrético
[7GA 0 GA GA _GA _4GA 2GA
6a 2 6a 6 3a
LT o O 0 o 46l
6a 6a 3a
(EIy GAaJ GA [EIy GAaJ 2GA (ZGAa 4EIyJ
—_—t—| — 0 —t— -— 0 -
2a 2 6 6a 15 3 15 3a
1GA _GA _4GA _2GA
6a 2 3a 3
7GI, 0 4G, 0
K= 6a 3a (342)
7El, 4GAa) 2GA . (2GAa_A4EI,
6a 15 3 15 3a
oA 0
8Gl, 0
3a
SIM [8EIy +1BGAaj
3a 15

Determina-se o vetor de forcas a partir da expressao da energia externa que é

escrita conforme expressao (3.43).

f
1 z

U, = [{PHdjdv 3[[NT 0 td¢ (3.43)
v -1 0
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3.2.2 Calculo dos Esforgos Internos

Os esforcos internos sdo calculados a partir da integral da tensdo na area da secao
transversal. As expressoes (3.44), (3.45) e (3.46) ilustram como sé&o realizados os

célculos dos esfor¢os no codigo SIPlacas.

M, = GI, B'Desl (3.44)

Q= jAer ydA=7, A=GAy, =GAB"Desl (3.45)
00

M, =JAaxydA=—EIy(a—Xj=—EInyDesI (3.46)

Onde, Desl representa o vetor de deslocamentos de um determinado elemento
obtido.

3.3 Resumo

Neste capitulo foi visto que a teoria de Timoshenko considera o efeito de forca
cortante na deformada de vigas. Este fato determina que uma secéo rotacionada
nao necessariamente seja perpendicular ao eixo longitudinal na configuracdo de
deformada da viga. E, portanto, esta é a diferenca entre a teoria de viga de Euller-
Bernoulli e de Timoshenko. Contudo, é importante ressaltar que nas duas
formulacfes define-se que as se¢des permanecem planas apés as deformacdes.

Discorrida a formulacdo matematica da teoria de Timoshenko foram apresentados
os elementos finitos de barra que serdo utilizados neste trabalho. Estes elementos
foram formulados a partir da energia de deformacdo de uma barra submetida a
torcdo, somada, a energia de deformacédo da teoria de viga de Timoshenko.

Pbdde ser observado que os elementos finitos apresentam formulacdo que definem
gue eles possuem desacoplamento cinematico. O que significa dizer que foram
adotadas aproximacdes para os deslocamentos transversais e as rotacdes. E a

partir das consideracdes das aproximacfes, dois elementos finitos foram
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formulados. O primeiro, com aproximacdes lineares, e 0 segundo com aproximacoes

quadraticas.

O elemento finito linear possui aproximacdes lineares para os parametros nodais.
Ele apresenta 2 nos por elemento e 6 graus de liberdade, sendo 3 por né. Enquanto
que o elemento finito quadréatico, apresenta aproximac¢des quadraticas para 0S
parametros nodais e 3 nds por elemento. Possuindo, portanto 9 graus de liberdade,
sendo 3 por no.

A matriz de rigidez foi determinada a partir da minimizacdo da energia de
deformacgéo do elemento. E a matriz de rigidez obtida é composta por trés parcelas
de energia. Sendo, a primeira referente a contribuicdo da energia de tor¢cao na barra,

a segunda de cisalhamento e a terceira de flexao.
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4 TEORIA E ELEMENTO FINITO DE PLACA

Apresenta-se a fundamentacdo de Placa Espessa ou Placa de Mindlin, em seguida

expde a formulagéo do elemento finito de placa utilizado.

4.1 Formulacdo Matematica da Placa

A formulacdo matematica que se pretende expor foi descrita a partir dos livros de
Soriano (2003), Bathe (1996), Liu (2003) e Zienkiewicz (2000). O objetivo de
apresentar a teoria de placas é de fornecer o0 suporte necessario para compreensao
da formulacdo dos elementos finitos que serdo aplicados nas andlises da presente

pesquisa.

As placas sdo elementos estruturais, que apresentam espessura h pequena em
relacdo as demais dimensdes, e que sao submetidas a esforcos normais ao plano
médio. Dependendo das propriedades que as constituem, elas podem ser ortétropas

ou isotropas.

No estudo de placas deve-se estar ciente das possiveis representacdes em que elas
podem apresentar. Na literatura, elas sdo normalmente divididas em: Placas

Delgadas e Placas Espessas.

As placas delgadas, ou de Kirchhoff, caracterizam-se por desconsiderar a parcela de
deformacédo por cisalhamento transversal, ou seja, a deformacdo da placa é
composta apenas pela parcela de deformacdo por flexdo. Em contrapartida, na

teoria de placa espessa, ou placa de Reisser-Mindlin, sdo consideradas as duas
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parcelas de deformacdes, ou seja, a deformacdo por cisalhamento transversal

somada a de flexao.

Assim, dependendo da placa que se deseja analisar, deve-se ter atencdo em
particular as consideracdes na qual a sua teoria se baseia. A seguir encontra-se em

resumo as hipoteses da teoria de cada placa.

a. Placas delgadas
v" Nao ha deformacao no plano médio da placa
v Os pontos que se encontram inicialmente normais ao plano médio da
placa permanecem normais a ele, mesmo apos a flexao da placa.
v' As tensBes normais transversais a placa sdo desconsideradas.

v As tens0es cisalhantes sdo despreziveis.

b. Placa Espessa
v' Deve-se considerar na deformacao o efeito do cisalhamento;
v" Na teoria de placas espessas (Reissner-Mindlin) as secdes planas nao
permanecem planas apos as deformacfes (Figura 11). Por outro lado,
com o objetivo de simplificar o tratamento matematico do problema,

calculam-se o deslocamento médio wo e 0s giros médios da secdox e y, e

supde-se que, com estes valores, as secdes permanecam planas, mas

ndo normais a superficie média deformada (Figura 11).

Superficie Média

Deformagéo real

\
\
/ |
Deformagéo adotada } ——®» Normal & superficie média da
placa antes da deformagao

|
Normal a superficie média da
placa apos a deformagéo

Figura 11 - Deformacdo de um Elemento Infinitesimal de uma Placa Espessa. (Paiva, 2012).



59

No presente trabalho a teoria de placa utilizada € a de Reissner-Mindlin. A
justificativa para a utilizacdo desta teoria se baseia no fato dela se apresentar como
sendo uma teoria de placa mais completa, se comparada com a de Kircchoff. Tendo
em vista que, como jA comentado anteriormente, ela considera as deformacdes

causadas por deformacdes transversais somada a parcela de flexao.

Com isso, verifica-se que a implementacdo destes elementos finitos no cédigo
SIPlacas permitira a avaliacdo de casos em que as lajes de pontes apresentem
deformacéo por cisalhamento transversal significativa. Como exemplo, tem-se as

pontes em lajes, que normalmente se apresentam com alturas mais espessas.

A fim de facilitar a visualizacdo espacial da geometria da placa, na Figura 12
encontra-se 0 esquema do sistema de coordenadas adotado na formulacdo do

elemento finito de placa do presente trabalho.

Figura 12 - Sistema de coordenadas. [LIU, 2003]

Pode-se observar que o plano da placa é definido segundo os eixos x ey, e por
consequéncia o eixo z € normal a superficie da placa. Os deslocamentos segundo

0S eixos x, y e z sao representadas pelas letras u, v € w, respectivamente.

A energia de deformacéo da teoria de Placa compde-se da soma das parcelas de

flexdo U, e de cisalhamento U ., equacéo (4.1).

U,=U, +U, (4.1)

Que pode ser expressa a partir da equacao (4.2):
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u, :lﬁgTodAdz +1j}rTydAdz (4.2)
2]1 273

Onde:

& € o vetor de deformagfes que pode ser escrito conforme equagéao (4.3):
e=-1y=-1L0 (4.3)

o € atensdo normal a secédo transversal da placa, e pode ser escrita como: o =ce

(Lei de Hooke);

r € tensdo de cisalnamento, expressa por: 7 =xC.y .

Substituindo os termos, anteriormente citados, na equacao (4.2) da energia de

deformacéao da placa, tem-se a expressao (4.4):

h h
U, == [ [ 22 czidAdz + [ [ (ke seAdz (4.4)
2 A0 2 A0
Ou ainda,
3
U, = [ 7T extAs  [shyc,san )
2,12 2]
Onde,

C é a matriz das constantes dos materiais, que é obtida segundo o estado plano de

tensdes e definido conforme expresséo (4.6):

e 1 o 0
v 1 0 (4.6)

1-0v? 0 0 (1—1)%

C=
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7 € a curvatura expressa segundo a relacao (4.7):
y=L06 4.7)
L é o operador diferencial, relacao (4.8).

~ 00, /ox

z=LO= 00, /oy (4.8)
00, /0x - 00, /oy

6 séo as rotacfes no plano da placa;
k € uma constante de valor igual a 7[2/12 ou 5/6. Este parametro considera a placa
com distribuicéo uniforme de cisalhamento ao longo da sua espessura;

h é a espessura da placa;

C; é expresso por: C, = ;
S 0 G/
E

21+v)

G é o moédulo de cisalhamento: G =

y deformacéao por cisalhamento fora do plano, expressao (4.9):

e, 0, + v
V= e [~ ow (4.9)

Substituindo os termos supracitados na equacao (4.5) tem-se que a energia de
deformacdo da placa de Reissner-Mindlin pode ser representada a partir da
expressao (4.10):

3 T
ue=ljh—(L9)TcL6dA+1th Era c e Lan (4.10)
2;12 2; ¢ &

yz yz

A energia interna de deformacao da placa pode, também, ser apresentada de forma

mais expandida conforme expressao (4.11).
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;
- 00, /ox ~ 00, /ox
00, /oy c 00, /oy dA +
00, /ox—00, Joy| |06, /ox—08, [oy

. (4.11)
0, +— 0 +%

y
+1jkh X | ¢ X Lya
2

4.2 Formulacao do Elemento Finito de Placa

Os elementos finitos utilizados tiveram a sua formulacdo baseada nos
deslocamentos e os termos da matriz de rigidez e o vetor de esforcos foram obtidos

a partir da minimizagao da energia de deformacéo.

Os elementos finitos de placas podem apresentar geometrias triangulares,
guadrangulares ou retangulares. Segundo Assan (2003), a aplicacdo dos elementos
finitos retangulares em comparacédo aos triangulares € mais limitada. Isso acontece
porque eles podem ser apenas utilizados para discretizar modelos com contorno
retangular. Por outro lado, sabe-se que o0s elementos retangulares tém um
comportamento melhor do que os triangulares com funcdes aproximadoras de
mesma ordem. Isto ocorre porque os retangulares tém mais termos ao se considerar

funcdes aproximadoras de mesma ordem.

Os elementos finitos de placa utilizados sdo quadrilaterais isoparamétricos com
consideracdo do efeito cisalhante, Placa Espessa ou Reissner-Mindlin.
Considerando estas caracteristicas, inicialmente foram implementados dois
elementos finitos de placas, sendo o primeiro com aproximacdes para 0s campos de
deslocamentos lineares (Q4) e o segundo com aproximacdo para oS campos de

deslocamentos quadraticos (Q8).

Dessa maneira, na Tabela 1 a seguir encontra-se um resumo das caracteristicas

destes dois elementos finitos.
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Tabela 1 - Resumo das caracteristicas dos elementos finitos de placa.

Elemento Finito Q4 Elemento Finito Q8

Admite-se que o elemento possua espessura constante (h);

O elemento finito possui geometria retangular (Dimensdes 2a x 2b);

4 nés 8 nés

Deslocamentos por noés:
Deslocamento vertical w;

Rotagéo em torno do eixo x, 6,;

Rotacao em torno do eixo y, 4, ;

12 Graus de liberdade 24 Graus de Liberdade

Campos de deslocamentos com aproximacdes independentes

Aproximacao quadratica nas duas

Aproximacao linear nas duas L _
direcbes, ou seja, elemento

direcdes, ou seja, elemento bilinear. _ .
biquadratico.

No elemento finito de placa observa-se que 0s parametros nodais a serem
determinados sé@o os deslocamentos verticais e as rota¢cdes nos nos dos elementos.
A Figura 13 expde o elemento finito de placa de dimensdes isoparamétricas, modulo

de elasticidade E, espessura h e coeficiente de Poisson ». Os pardmetros nodais

sdo os deslocamentos w, 6, € 6, .

. 4. 7 3
n
\T 8e I—E's
1 2 1 5 2
Y
3 Y 3
4 4 7
8 6
1

1 ) 5 2

X X

(a) (b)
Figura 13 — Elementos finitos isoparamétricos de aproximacdes: (a) Linear e (b) Quadraticos.
[Adaptado de Soriano (2003)].
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No modelo de placa Reissner-Mindlin € importante ressaltar que as rotacdes,

segundo o0s eixos x e Yy, assim como o deslocamento w, sdo tratadas como

variaveis independentes. A expressdao (4.12) a seguir apresenta as funcdes

aproximadoras para os deslocamentos.
w=> Nw, 6,=> N6, 6, => N0, (4.12)

Onde a funcdo de forma N é definida de acordo com as expressdes de (4.13) a
(4.16).

(a) No caso do elemento bilinear.
1 :
N, =Z(1+ EE)A+nn) parai=1la4 (4.13)

(b) No caso do elemento biquadratico.

N =@+ EQWsnEé +nn-1)  parai=L2,3e4 @.14)
N, :%(1—§2)(1+ mn) parai=5e7 (4.15)
N, =%(1+ EEA-17) para i=6 e 8 (4.16)

Os parametros ¢ e n sdo as coordenadas adimensionais do elemento finito, e elas

sdo conforme as relacbes apresentadas em (4.17).

_ Y
§= =% (4.17)

Reescrevendo em forma matricial as expressodes (4.12) tem-se as equacoes (4.18) e
(4.129).



(a) No caso do elemento bilinear.

w N, 0 0 N, 0O O N, O O N

6, =0 N, 0 O N, O O N, O O

0, 0 0 NN O O N, O O N, O
(a) No caso do elemento biquadrético.

w]" [N, 0 0 N, 0 0 N, O

6, =0 N, O 0 N, 0 0 N,

0, 0 0 N, 0O 0 N, 0O O

4.2.1 Matriz de Rigidez e Vetor de Forcas

D

x1

D

yl

S 2 =

QDT:,%NEE

%a%wé‘ﬁ,

»E‘f,

x
N

<
S

(4.18)

(4.19)
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A matriz de rigidez é obtida a partir minimizacdo da energia de deformacé&o da placa

definida em (4.11) e reescrita em (4.20).
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Lo 00 [ a6, jox
U= [ 00/ ¢l 06,/oy  dA+
A% o6, jox—06, joy| |06, /ox -2, Joy
. (4.20)

ow
0, +— 0, +—

+1jkh X | ¢ X Lya
2

Portanto a matriz de rigidez do elemento de placa é dada conforme expresséo(4.21).
h3
K= [[B"] cB"dA+ [sh[B°] c,BdA 4.21)
al2 A

Observa-se que a primeira parcela da expressao (4.21) representa a contribuicdo da
flexdo na matriz de rigidez enquanto que a segunda parcela refere-se ao

cisalhamento.

E os campos de deformacéo (B) sdo dados de acordo com as expressées de (4.22

a (4.29).

(a) No caso do elemento bilinear.

B'=[' B/ B/ B] 4.22)
0 0 -0N,/ox

B/ =|0 0N, /oy 0 Paraj=1a4 (4.23)
0 0N, /ox —oN, oy

B =[B' B! B B (4.24)

FNj/ax 0 NJ}

N, joy -N; 0

]

,- Paraj=1a4 (4.25)
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(a) No caso do elemento biquadrético.

B'=B/ B/ B/ B/ B B B B (4.26)
0 0 -oN,/ox

B/ =|0 oN, /oy 0 Paraj=1a8 (4.27)
0 oN;/ax —oN, /oy

B =|B° B B BS B BS B B (4.28)

" {8Nj/ﬁx 0 Nj}

© = Paraj=1a8 (4.29)

iITIoN, joy -N, 0

Determina-se o vetor de forgcas a partir da expressdo da energia externa que é

escrita conforme equacéo (4.30).
U, = I{P}{d ldv :I NT< 0 tdA (4.30)
A

4.2.2 Céalculo dos Esforgos Internos

Os esforcos internos sdo calculados a partir da integral da tensédo na area da secao
que se deseja obter o esforco. As expressoes (4.31) e (4.32) a seguir ilustram como

sédo realizados os calculos dos esfor¢cos no coédigo SIPlacas.

M
X 3 h3
— — [ 2 —_— —_—— f
M, ={M, t=[ozdA= c(jAz dA )L = 15 LW =, 0B Desl (4.31)
M,
FXZ c
F, = s jAsz: jA ke, yA = hke,y = hke, B Desl (4.32)

Onde, Desl representa o vetor de deslocamentos de um determinado elemento.
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4.3 Resumo

Este capitulo apresentou a definicdo de placas, ou seja, elementos estruturais que
apresentam espessura h pequena em relacdo as demais dimensdes, e que séo
submetidas a esfor¢os normais ao plano médio. Destacou-se que no estudo destes
elementos deve-se estar ciente que elas podem ser consideradas delgadas ou

espessas.

As placas delgadas, ou de Kirchhoff, caracterizam-se por desconsiderar a parcela de
deformacéao por cisalhamento transversal. Isto significa dizer que a deformacéo da
placa € composta apenas pela parcela de deformacéo por flexdo. Em contrapartida,
na teoria de placa espessa, ou placa de Reisser-Mindlin, sdo consideradas as duas
parcelas de deformagdes.

Foi destacado que no presente trabalho a teoria de placa utilizada € a de Reissner-
Mindlin. E que a justificativa para a utilizacdo desta teoria se baseia no fato dela se
apresentar como sendo uma teoria de placa mais completa, se comparada com a de
Kircchoff. Isto pode ser afirmado porgue ela considera as deformagfes causadas por
deformacgdes transversais somadas a parcela de flexdo. E a partir disto, verifica-se
gue a implementacdo destes elementos finitos no codigo SIPlacas permitird a
avaliacdo de casos em que as lajes de pontes apresentam deformacao por

cisalhamento transversal significativa.

Posteriormente, apresentou-se a formulacdo dos elementos finitos de placa que
serdao estudados nesta pesquisa. Sucintamente, tem-se que o0s elementos finitos sao
guadrilaterais isoparamétricos. Um primeiro elemento possui aproximacdes para 0S
campos de deslocamentos lineares (Q4) e 12 parametros nodais sendo 3 por no; e
um segundo elemento tem a aproximacdo para os campos de deslocamentos

guadraticos (Q8) e 24 parametros nodais sendo 3 por no.

Para estes elementos é importante ressaltar que as rota¢des, segundo 0s eixos x e

y, assim como o deslocamento w, sdo tratadas como varidveis independentes. Este

fato define que o elemento finito apresenta formulagéo cinematica desacoplada.
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Por ultimo, tem-se que a matriz de rigidez foi determinada a partir da minimizacéo da
energia de deformacdo do elemento. E a matriz de rigidez obtida € composta por
duas parcelas de energia. Sendo, a primeira referente a contribuicdo da energia de

flexdo e a segunda de cisalhamento.
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5 ELEMENTOS FINITOS COM CAMPO ASSUMIDO DE
DEFORMACAO DE FORCA CORTANTE (CADFC)

Pretende-se discutir o problema de travamento (Shear Locking) que os elementos
finitos de placa e barra, apresentados nos capitulos 3 e 4, possuem. Desta maneira,
dois procedimentos matematicos sdo discutidos para contornar este problema. O
primeiro diz respeito a realizacdo da integracao reduzida para se determinar os
termos da matriz de rigidez. E o segundo, considera para o elemento finito uma
aproximacéo adequada para o campo de deformacao de forga cortante (CDFC). Em
seguida, a formulacéo de elemento finito com CADFC é apresentada. E por ultimo,
discutem-se as diferencas que existem, nas matrizes de rigidez, entre todos 0s

elementos de barra e placa apresentados neste trabalho.

5.1 Travamento por forca cortante (Shear Locking)

As equacOes a seguir (5.1) e (5.2) descrevem as matrizes de rigidez dos elementos

finitos de barra e placa deduzidas nos capitulos 3 e 4.

1 1 . 1
KE = éI[Bt]TGIX[Bt]d.§+ aI[BC]TGA[BC]d§+§J'[B "TEl,[B'1d¢ (5.1)
-1 -1 -1
3
K = [2 BT cB A+ [xh[B*] c,B°0A 5.2
Aelz A

Observando as equacdes € possivel perceber que a medida que se reduz a
espessura da placa e/ou a altura da barra, a parcela do cisalhamento deveria

diminuir a tal ponto que ndo contribuisse significativamente na matriz de rigidez.
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Contudo o que se observa € que em placas (barras) com espessuras (alturas)
pequenas ha ainda uma contribuicdo significativa desta parcela. Assim, placas
(barras) de pequena espessura (altura) passam a apresentar uma rigidez que néo é

real ao problema fisico. Este problema é conhecido como travamento por forca

cortante ou Shear Locking em inglés, Liu (2003).

Esta mesma analise é descrita por Soriano (2003) através do funcional de energia.
De maneira geral, tem-se que o funcional de energia de deformacdo para 0s

elementos finitos em questao pode ser escrito de acordo com a expressao (5.3).

U- %{d I (@[s, ]+ b'[s. Nd} 5:3)
Onde,

[SF], corresponde as parcelas de flexdo e tor¢éo do elemento de barra, e/ou

a parcela de flexdo da placa.

o [SC], € a parcela da matriz de rigidez dos elementos de barra e placa
referente a parcela cisalhante.

e @, sdo os termos constantes das integrais das equacoes (5.1) e/ou (5.2) para

as parcelas de flexdo e torcdo. Este parametro possui relacdo cubica
diretamente proporcional a altura da viga ou espessura da placa (a2 — h3)

e b, sdo termos também constantes das integrais das equacodes (5.1) e/ou (5.2)

referentes as parcelas cisalhamento. E possui relacdo diretamente

proporcional com a altura da viga e/ou espessura da placa (b' - h).

{d}, € o vetor de deslocamentos nodais dos nos do elemento finito.

Teoricamente, sabe-se que, para o caso de h~0 o funcional de energia, expresséo
(5.3), deve apresentar energia armazenada essencialmente de flexdo. E para que
Isto ocorra, necessariamente, a parcela de cisalhamento deve ter valor nulo,

conforme ilustra a expressao (5.4). Contudo, isto ndo ocorre, pois para a condi¢cédo
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limite de h—> 0 tem-se uma relacédo b—,—)oo. Esta relacéo indica que a parcela de
a

energia de deformacao relacionada a flexdo possui valor menor do que a parcela de

energia referente ao cisalhamento.
b[S.[{d}=0 (54)

Assim, para estes elementos, ao se considerar relagcbes muito pequenas de
“altura/comprimento do elemento”, verifica-se que a energia de deformacao recebe
uma grande contribuicdo da parcela de energia relacionada ao cisalhamento. E este
aspecto faz com que as estruturas analisadas passem a apresentar valores de
deformacfes menores se comparadas aos valores de deformacdes reais e, portanto,

configurando, problema de travamento.

A fim de resolver ou atenuar este problema em placas, Hughes, Cohen e Haroun
(1978), pioneiramente, sugerem utilizar a integracédo reduzida seletiva na resolucao
das integrais no processo de resolucdo da matriz de rigidez. Ou seja, utilizando a
quadratura de Gauss na resolucdo das integrais, a parcela do cisalhamento da
matriz de rigidez deve ser obtida utilizando um numero menor de pontos de Gauss

necessarios para obté-la com exatidao.

Utilizar um menor nimero de pontos de integracdo na parcela do esforco cisalhante
para a resolucdo das integrais dos termos da matriz de rigidez equivale a cancelar

os termos de ordem superior que aparecem nesta parcela.

Para o elemento de placa isoparamétrico bilinear com nds apenas nos vértices, a
integral deveria ser resolvida com dois pontos de integracéo para a parcela de flexao
e para a parcela de deformacédo de cisalhamento transversal. Porém, levando em
consideracdo a integracdo reduzida seletiva, observa-se que a parcela da

deformacéo por cisalhamento transversal deve ser obtida por um ponto de Gauss.

Para o elemento de placa isoparamétrico biquadratico com oito nds, a integral
deveria ser resolvida com trés pontos de Gauss para a parcela de flexdo e para a

parcela de deformacdo de cisalhamento transversal. Porém considerando a
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integracdo reduzida seletiva, observa-se que estas duas parcelas € obtida por dois

pontos de Gauss.

Por analogia, tem-se que para os elementos de barra lineares a integracdo € dita
completa, quando para as parcelas de flexdo e cisalhamento sdo consideradas para
sua resolucédo dois (2) pontos de integracado. E a integracao é dita reduzida seletiva,
guando se considera dois (2) pontos de integracao para a parcela de flexao e um (1)
ponto de integracdo para a parcela cisalhante.

Ja para o elemento quadratico tem-se 3 pontos de integracdo tanto para a parcela a
flexdo como para a parcela ao cisalhamento, para que a integracdo seja dita
completa. Enquanto a integracéo é dita reduzida quando as duas parcelas, flexdo e

cisalhamento, sado determinadas considerando 2 pontos de integracéo.

Ao realizar as integragbes reduzidas nos elementos finitos de barra e placas
estudados, verificou-se que os resultados de deslocamentos e momentos fletores
apresentaram-se satisfatorios. Entende-se por resultados satisfatorios quando o
resultado de convergéncia do elemento tem valor préximo ao analitico para uma

malha de elementos finitos considerada pobre.

Por outro lado, para a forca cortante a convergéncia ocorre para estruturas com
elevada discretizacdo ou malha bastante densa de elementos finitos. Os resultados
gue ilustram este comportamento encontram-se melhor discutidos no capitulo 6, item
6.2.

O presente comportamento € explicado ao se analisar as equacfes que se utilizam
para o célculo dos esfor¢os internos. No item 3.2.2, equacges (3.43), (3.44) e (3.45),
encontra-se as expressdes a o célculo dos esforcos internos para a barra. Enquanto
gque no item 4.2.2, expressbes (4.31) e (4.32), tem-se as expressdes para a

determinacao dos esforcos internos das placas.

De maneira geral, observa-se que todas as expressdes de calculo de esforcos
internos citadas anteriormente sdo obtidas a partir do produto entre a matriz de

campo de deformacéo B e o vetor de deslocamento do elemento finito desl . Como o
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vetor desl ndo muda no célculo dos esforcos internos para um mesmo elemento
finito, é possivel concluir que o campo B € o que influencia no comportamento de

convergéncia do elemento.

Neste sentido, a seguir encontra-se em destaque a forma das matrizes B da placa,
tanto para a parcela da flexdo como para o cisalhamento, equacdes (5.5) e (5.6),
respectivamente. E importante ressaltar que as mesmas observacées que ser&o
apresentadas a seguir, para os campos de deformacdes das placas, podem ser
realizadas, perfeitamente, e de forma mais simples, para os elementos finitos de

barra.

0 0  —0dN,/ox
B/ =|0 oN, /oy 0 (5.5)
0 ON;/ox —oN, /oy

BC_FNj/ax 0 NJ}

I 7oNj oy =N, 0 (56)

Observa-se que todos os termos da matriz B/ s&o obtidos a partir da derivada das

funcdes de forma. Este fato indica que os momentos nas direcbes x e y, para 0s
elementos bilineares, sdo constantes em uma direcdo e linear na direcao
perpendicular. Enquanto que para os elementos biquadraticos séo lineares em uma

direcdo e quadraticos na direcdo perpendicular.

Por outro lado, observa-se que a matriz B € constituida por termos obtidos a partir

das derivadas das funcdes de forma e por termos que sdo as préprias funcdes de
forma. Este fato indica que as forcas cortantes nas direcdes x e y ndo apresentam
distribuicdes compativeis. Assim como foi verificada na distribuicdo dos momentos,
explicitadas anteriormente. E, portanto tem-se que este campo é definido como
inconsistente, sendo, portanto necessario discretizacbes muito densas para se
alcancar resultados condizentes com 0 que se espera do comportamento de

determinada estrutura.
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Neste ponto, observa-se que o artificio matematico de se realizar a integracao
reduzida ndo modifica a estrutura do campo de deformacédo. Pois, como ja explicado
anteriormente, a integracao reduzida é utilizada apenas durante a determinagédo dos
termos da matriz de rigidez. Desta maneira, pode-se concluir que a integracéo
reduzida livra o elemento finito de travamento de forca cortante, mas ndo gera um
elemento finito eficiente. Entende-se por elemento finito eficiente, quando o mesmo
apresenta resultados satisfatérios ao se considerar estrutura com baixo nivel de

discretizagéo.

Portanto, a partir desta observacdo, alguns modelos de elementos finitos foram
desenvolvidos com o objetivo de melhorar a acuracia e evitar o travamento. Neste
trabalho para os elementos de placa e barra implementados foram adotados os
modelos com campos assumidos de deformacdes de forca cortante (CADFC). Estes
elementos, segundo Soriano (2003), podem ser vistos como modelos mistos em que
se reduz a ordem de campo de deformacéo tornando-o consistente com o campo de

deslocamento adotado.

5.2 Modelos com Campos Assumidos de Deformacdes de Forca
Cortante (CADFC)

De acordo com Hughes, Cohen e Haroun (1981) e Soriano (2003), uma das
maneiras de tornar os elementos de placa de Reissner-Mindlin e viga de
Timoshenko livre de travamento, ou, torna-los menos susceptivel a esse fenémeno,
€ modificar o campo de deformacgbes de forca cortante (CDFC). Isto pode ser feito
substituindo o CDFC, obtido a partir dos campos de deslocamentos, por CDFC
consistentes. Quando isso é realizado diz-se, portanto, que o elemento finito

resultante tem campo assumido de deformacdes de forca cortante (CADFC).

Hughes, Cohen e Haroun (1981) e Soriano (2003) apresentam explicitamente a
formulacdo para o elemento de placa isoparamétrico bilinear de quatro nos
considerando o CADFC. Contudo, a partir dos procedimentos adotados por ambos
para se chegar a formulagdo deste elemento, € possivel também formular o

elemento finito de placa de aproximacdo quadratica com CADFC. Os elementos
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finitos de barra com CADFC foram também idealizados a partir das diretrizes

expostas por Soriano (2003).

Os presentes elementos passam a ter equacdes de aproximacdes ndo apenas nos
campos de deslocamentos, mas também no campo de deformacdo de forca
cortante. A seguir encontram-se, resumidamente, os passos adotados para a

formulacdo destes elementos finitos.

1. Define-se a aproximacdo do campo de deslocamentos da placa.
2. Define-se a aproximacdo do campo assumido de deformacao.
3. Definem-se pontos de amarragéo.

(a) Os pontos de amarragao séo pontos em que serdo compatibilizados os
resultados entre: o campo assumido de deformacédo; e, o campo de
deformacéo, definido pelos campos de deslocamentos.

4. Determinam-se as deformacdes tangenciais nos pontos de amarragao.
Realiza a distribuicdo dos valores das deformacdes tangenciais obtidos nos
pontos de amarragao conforme a aproximacgao adotada no item 2.

6. E por ultimo, o campo assumido de deformacéao €, portanto, definido.

Os elementos finitos lineares e quadraticos de barra e placa implementados
inicialmente no programa SlPlacas foram modificados, e, a formulacdo de elemento
de CADFC foi adotada para todos os elementos. A seguir encontram-se as

consideragdes e o procedimento realizado para a obtengcao destes elementos.

5.2.1 Modelos de Barra

A aproximacdo adotada para os campos de deslocamentos € a mesma para 0S
elementos lineares e quadraticos ja apresentados anteriormente na equacao (3.12).
Este procedimento corresponde ao primeiro passo descrito para a formulacdo do

elemento finito com CADFC, apresentado no item anterior 5.2.

O segundo passo corresponde a adotar a aproximacdo para 0 campo de

deformacé&o de forca cortante. Para os elementos linear e quadratico com CADFC a
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aproximacdo adotada € constante e linear, respectivamente. Conforme se encontra

exposto na Figura 14 (a) e (b).

L=5(1 - EV3)

1

L=1 * =1 el |7

E »

L=3(1 + EV3

1
'1’/ E=-1/73 E=1/43 1
(@ (b)

Figura 14 - Funcoes de interpolacédo do CADFC do elemento: (a) linear e (b) quadratico.

O terceiro passo, que corresponde a determinagdo da quantidade de pontos de
amarracéao, é realizado a partir do grau da equacdo aproximadora adotada para o
campo de deformacéo de forca cortante. A expresséao (5.7) define a aproximacao do

campo de deformacédo de forca cortante para o elemento linear.

Vo =04+ 06 (5.7)

Constata-se que o campo da componente de deformacgdo y,, € polinomial de
primeira ordem em ¢ e, portanto, toma-se apenas um ponto de amarracdo que é em

£=0 (que é a coordenada de um ponto de integracéo). Desta maneira, para o
CADFC (y*) considera-se como ponto de amarracdo o ponto médio do

comprimento do elemento, Figura 14.

A expressao (5.8) representa a aproximacdo adotada do campo de deformacédo de
forca cortante adotado para o elemento finito quadratico. E a partir dela, verifica-se

gue o campo da componente de deformacédo y,, é polinomial de segunda ordem em

¢. Portanto, concluem-se que devem ser adotados dois pontos de amarracéo,
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definidos por g:t}/\@ (que sé@o coordenadas de dois pontos de integracao),

Figura 14.
7/xz Zal +(Z2§+C{3§2 (58)

Em suma, para os elementos de barra lineares considera-se um (1) ponto de
amarracdo que se encontra no ponto médio do comprimento do elemento, enquanto
que para os elementos de barra quadraticos consideram-se 2 pontos de ligacdo. A
Figura 14 apresenta estes pontos de amarracdo de campo assumido de

deformac0bes de esforco cortante (CADFC) para ambos 0s elementos.

Definido as aproximacdes para os deslocamentos e para o CDFC, assim como 0s
pontos de amarracdo, o proximo e quarto passo consiste em determinar as
deformac0fes tangenciais nos pontos de amarracdo. Este procedimento consiste em
calcular as deformacg0es, a partir do campo de deformacéo definido pelos campos de

e
deslocamentos, {y} , N0s pontos de amarracdo determinados anteriormente.

Em seguida, apos a realizacdo dos procedimentos citados, realiza-se a distribuicdo
das deformagOes obtidas nos pontos de amarracdo para todo o elemento finito,

quinto passo. Isto é feito por meio da aproximacao adotada no segundo passo.

Por dltimo, no sexto passo, determina-se o campo assumido de deformacdo de

esforco cortante {)/""S} :

A relacdo escrita em forma matricial entre o campo de deformacao definido pelos

campos de deslocamentos e 0 CADFC é escrita segundo a equacéao (5.22):

{7;‘5} = L{%}e 59)
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Onde,

(a) Para o caso linear

L =[] (5.10)

(b) Para o caso quadratico

> > > > (5.11)

L:F_@ 1+@}

O Quadro 1 e Quadro 2 apresentam os campos de deformacédo (B) dos elementos
de barra lineares e quadraticos, respectivamente.

Quadro 1 - Comparagéo, dos B dos elementos de barras lineares, entre os elementos com CDFC

definido a partir do campo de deslocamentos e o CADFC.

Campo de Deformacéo de forca c A do d
ampo Assumido de
cortante definido a partir do campo de P
Deformacao de forga cortante
deslocamentos
51{003@001%} B =0 0 NI o o 10N2
S a o¢ a og a o0& a o
x
[}
o Bl=00—i00i Bl:{OO—LOOi}
@]
S BZ:{E@ 0 —N1 1oN2 0 —NZ} 1 1 1 1
c a oé a oé B,=|-—— 0 - = — 0 —-=
g 1 1 1 1 2a 2 2a 2
IR S
£ 2a 2 2 2a 2 2
@)
83:{0 10Nt 00 1oN2 O} B,=0 1oM 00 10N2 0
§ a o a o¢ a o0& a of
o 1 1 3 1 1 }
[ _ B,={0 -— 0 0 — O
B3—|:O —5 0 O z Oi| 3 |: 2a 2a
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Quadro 2 - Comparacao, dos B dos elementos de barras quadraticos, entre os elementos com CDFC

definido a partir do campo de deslocamentos e o CADFC.

Campo de Deformacéao de esforco cortante definido a partir do campo de

deslocamentos e Campo Assumido de Deformagao de esforgo cortante.

Bl{o 0 10oNd 00 1oN2 0 0 1_8N3}
’§ a oé a oé a oé
(]
T B,=(0 0 i(f—ij 00 £(§+1j 00 _2%
a 2 a 2 a
Campo de Deformacé&o de esforgo cortante definido a partir do campo de
deslocamentos
B =T 5 g INZ 5 Ny NS 5 g
*8 a oé a oé a oé
(O]
Elp o|ife ) o e L) Yl o q2s ) 2% g 2
£ Z{a(gzj 1272) alo"2 1272 a -
&
O
Campo Assumido de Deformacéao de forca cortante
S (P P §+1j o £ 2% 2
a 2 2 6 a 2 2 6 a 3
Campo de Deformacéo de esforgo cortante definido a partir do campo de
deslocamentos e Campo Assumido de Deformacéo de forca cortante.
B,=|/0 0 10N1 00 10oN2 0 0 1ON3
o a oé a oé a oé
3
o
|_

83{0 0 i(f—lj 00 1(§+£j 00 _2_5}
a 2 a 2 a
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Em cada tabela encontram-se os (B) tanto dos elementos finitos com CADFC como
dos elementos definidos apenas pela aproximacédo do campo de deslocamento. E os
campos de deformacbes correspondem aos de momento fletor, forgca cortante e

torgao.

Como era de se esperar, os campos de deforma¢des de momento fletor e momento
de torcao néo apresentam diferencgas. Este fato pode ser observado ao se comparar
entre si tanto os campos de deformacbOes dos elementos lineares quanto dos
guadraticos. Isto acontece porque os campos de deformacbes sdo determinados
sempre a partir dos campos de deslocamentos. No entanto, o campo de deformacéo
de forca cortante € modificado, se comparado entre os elementos de mesma
aproximacado polinomial. Como pode ser visto, o CADFC do elemento linear
apresenta o terceiro e sexto componentes diferentes do campo de deformacéo de
forca cortante obtido a partir dos campos de deslocamentos. Para o elemento

guadratico o mesmo fato acontece para o terceiro, sexto € nono componentes.

E importante enfatizar que a modificacdo apresentada nos campos de deformacdes
de forca cortante, tanto para o elemento linear como para o quadratico, corresponde
a eliminagdo do termo do polinbmio de maior grau. Ou seja, quando se assume 0
campo de deformacdo por uma aproximacdo adequadamente desejada, 0 mesmo
tende a ndo apresentar termos com modos espurios de energia. Neste sentido, para
o0 elemento linear os termos de primeiro grau foram cancelados, e de maneira

similar, para o elemento quadrético os termos de segundo grau foram eliminados.

Para os elementos de CADFC, como o B de cisalhamento apresenta-se em forma
consistente, a obtencdo dos termos da matriz de rigidez destes elementos é obtida

utilizando a integracado completa de Gauss-Legendre.

A seguir encontram-se as matrizes de rigidez dos elementos lineares e quadraticos
com campo de deformacdo determinado a partir do campo de deslocamentos,

considerando integracdo completa e reduzida, e elementos com CADFC.



a) Matriz de Rigidez com integracdo completa

Elemento Linear com integracéo (2x2)

)

GA GA _GA GA
2a 2 2a 2
0 Gl, 0 0 B Gl,
2a 2a
El El
GA , (Bl 2GAa] GA | GAa El,
K.~ 2 2a 3 2 3 2a
MOI_GA _GA GA _GA
2a c 2 2a G 2
0 - r 0 0 F 0
2a 2a
GA GAa El, GA El, 2GAa
—_— 0 - = —r 4
2 3 2a 2 2a 3
Elemento Quadratico com integracao (3x3)
[76A GA GA _GA _4GA 2GA
6a 2 6a 6 3a 3
7ol 0 o Sk 0 o AL 0
6a 6a 3a
(i+%j GA (i %J _2GA [ZGAa_“E'v
2a 2 6 6a 15 3 15 3a
GA _GA _4GA _2GA
6a 2 3a 3
TGl 0 _ 46l 0
Ko = 6a 3a
(1o aom) 208, (aona B
6a 15 3 15 3a
8GA
— 0
3a
8GI, 0
3a
SIM (BEIy _ 16GAa
3a 15

)

(5.12)

(5.13)
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b) Matriz de Rigidez com integracao reduzida

Elemento Linear com integragao (2x1)

GA GA _GA GA
2a 2a 2
I |
0 Gl, 0 0 _Sl, 0
2a 2a
GA El, ,GAa} _GA ,  (GAa_El,
2 2a 2 2 2 2a
Kaa =| A GA GA GA (5.14)
= 0 = = 0 =
2a 2 2a 2
| I
0 _Sl, 0 0 Gl 0
2a 2a
GA GAa El, GA El, GAa
— 0 I - - -
2 2 2a 2 2a 2 )]
Elemento Quadratico com integracéo (2x2)
[76A GA GA _GA _4GA 2GA
6a 2 6a 6 3a 3
L - 0o AL
6a 6a 3a
[7EIy . 2GAaJ GA (i_%] _lA (ZGAa ~ 4EIyJ
6a 9 6 6a 9 3 9 3a
GA -, _GA _4GA _2GA
o 7Gl 2 % 4Gl 3
Koo = “oa 0 0 0 (5.15)
(1o, 200) 2o, (2 )
6a 9 3 9 3a
8GA
— 0
3a
8Gl, 0
3a
SIM (SEIy . 8GAa]
3a 9




c) Matriz de Rigidez do elemento quadratico com CADFC.

Elemento Linear

GA GA  GA GA
2a 2 2a
0 Gl, 0 0 _GIX
2a 2a
cA El, GAa) _GA  (GAa_EI,
K | 2 2a 2 2 2 2a
@0 =) GA _GA  GA _GA (510
2a 2 2a 2
0 _GIX 0 0 Gl, 0
2a 2a
GA o (cma_EL) _ca El, , GAa
i 2 2 2a 2 2a 2 |

Elemento Quadrético

[76A GA GA _GA _4eA 2GA
6a 2 6a 6 3a 3
I
7El, +2(3Aa GA 0 i_GAa _2GA 0 ZGAa_4E|y
6a 9 6 6a 9 3 9 3a
7GA 0 _GA _4GA 0 _2GA
ba 7GlI 2 % 4Gl :
Keaoo = Gax 0 0 - 3ax 0 (5 17)
7El, 2GAa) 2GA 0 2GAa _4El,
6a 9 3 9 3a
8GA 0 0
3a
8Gl, 0
3a
8EI
SIM v, 8GAa
I 3a 9
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A seguir relatam-se as diferencas que aparecem nas matrizes de rigidez dos
elementos lineares e quadraticos ao se considerar a integracdo reduzida ou o
CADFC.

Verifica-se que ao se realizar a integracao reduzida a matriz resultante, expressoes
(5.14) e (5.15), difere em quatro (4) termos, para os elementos lineares, e em seis
(9) termos, para os elementos quadraticos, da matriz de rigidez com integracao
completa, expressao (5.12) e (5.13).

Em contrapartida, a matriz de rigidez obtida utilizando o CADFC, elemento linear
(5.16) e elemento quadratico (5.17), € igual & matriz do elemento considerando a
integracdo reduzida. A partir disto, pode-se concluir que aplicar a integragcao
reduzida para se obter os termos da matriz de rigidez equivale a eliminar o maior
grau do polinbmio dos termos dos campos de deformacdes.

Contudo, € importante ressaltar que o elemento com CADFC é mais eficiente se
comparado ao elemento com integracdo reduzida. A medida que a convergéncia,
deste elemento, para os valores de forca cortante, acontece para uma baixa
discretizagdo da estrutura. Fato que ndo acorre para os elementos que utilizam o

artificio da integracéo reduzida.

5.2.2 Modelos de Placa

A aproximacdo adotada para os campos de deslocamentos € a mesma para 0S
elementos bilineares e biquadraticos ja apresentados anteriormente na equacao
(3.1). Este procedimento corresponde ao primeiro passo descrito para a formulacao

do elemento finito com CADFC, apresentado no item 5.2.

O segundo passo corresponde a adotar a aproximacdo para 0 campo de
deformacédo de forca cortante. Para o elemento bilinear a aproximacao € linear em
uma direcdo e constante na direcdo perpendicular (Figura 15 (a)), enquanto que
para o elemento biquadratico a aproximacdo é quadratica em uma direcdo e linear

na direcado perpendicular (Figura 15 (b)).
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3 (1+ n/e)(E*+E)

(@) (b)

Figura 15 - Fungdes de interpolacdo de CADFC do elemento: (a) bilinear e (b) biquadratico.

O terceiro passo, que corresponde a determinacdo da quantidade de pontes de
amarracado, é realizado a partir do grau da equacgédo aproximadora adotada para o
CDFC. A expressao (5.18) define a aproximacdo do campo de deformacéo de forca

cortante para o elemento bilinear.
Eq =+, 8 +asn +a,dn (5.18)

Observa-se que em valor constante de 77, o campo da componente de deformacéo
€z € polinomial de primeira ordem em ¢ e, portanto, toma-se apenas um ponto de

amarracdo que € em & =0 (que é a coordenada de um ponto de integracéo). Na

direcdo 77, tem-se campo linear que € definido por dois pontos. Desta maneira, para

o CADFC g?j consideram-se como pontos de amarracdo os pontos médios dos

as

lados 1-2 e 34, e, para ¢, ,

0s pontos médios dos lados 2-3 e 4-1, Figura 16.

Para o elemento biquadratico a aproximacdo de campo de deformacédo de forca

cortante é definida segundo a equacédo (5.19). Observa-se que em valor constante

de 77, o campo da componente de deformagédo £ € polinomial de segunda ordem

em ¢ e, portanto, tomam-se dois pontos de amarragdo que sdo & = J_r%g (que sé@o

coordenadas de dois pontos de integracdo). Na dire¢do 77, tem-se campo quadratico
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que é definido por trés pontos, que sdo 77 =11 e 7=0. Semelhantemente, para &, ,

tem-se os pontos de ligacdo de coordenadas 7 = i}/\/g, E=11le £=0, Figura 16.

En =0+ 0E + g + i+ asER + agn® + a0+ agén’ (5.19)

Em suma, para os elementos de placas bilineares considera-se quatro (4) pontos de
amarracdo que se encontram localizados nos pontos médios dos lados do elemento.
Enquanto que para os elementos de placa biquadraticos considera 12 pontos de
ligacdo, sendo 2 em cada lado do elemento e 4 interno ao elemento. A Figura 16
apresenta estes pontos de restricoes de campo assumido de deformacdes de

esforco cortante para ambos 0s elementos.

PONTOS COM DESLOCAMENTOS W, Q, Q PONTOS COM RESTRICAO DO CORTANTE
QUADRILATERAL LINEAR n
QL2-4 T
4 n 3
W 'E 'E | Qua QL2-3
1 2 .
QLi-2
QUADRATICO SERENDIPITY L/N1 n
4 7 3 ' ' T
|
n
| .
| z
| =
8 E 6 . | - | L
[
|
|
1 5 2 2

Figura 16 - Elementos de Placa com restri¢cdes discretas de CADFC. [Adaptado de Soriano (2003)].

Definido as aproximacgdes para os deslocamentos e para o campo de deformacéo de
forca cortante, assim como 0s pontos de amarragdo, o proOXimo e quarto passo
consiste em determinar as deformacgdes tangencias nos pontos de amarracao. Este

procedimento consiste em calcular as deformacbes, a partir do campo de



89

deformacdo definido pelos campos de deslocamentos, {7/} nos pontos de

amarracao determinados anteriormente.
Em seguida, apOs a realizacdo dos procedimentos citados, realiza-se a distribuicéo
das deformacbes obtidas nos pontos de amarracdo para todo o elemento finito,

quinto passo. Isto é feito por meio da aproximacao adotada no segundo passo.

A relacdo escrita em forma matricial entre o campo de deformacao definido pelos

campos de deslocamentos e o CADFC é escrita segundo a equacéo (5.20):

R

Onde,

(c) Para o caso Bilinear

L 0L 0
L= |
{0 L 0 L, &2

(d) Para o caso Biquadratico

(5.22)

i Lo L0 0 0L, 0L
o 0L L O 0L L L 0 1L, O

Na Tabela 2 podem ser visto as parcelas que constituem a matriz L, apresentadas
em (5.21) e (5.22).
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Tabela 2 — Parcelas da matriz de aproximagédo do CADFC.

Bilinear Biquadratico

1 1 1, 1
L = —=p+=38n+=n? —=J3én?
1= 4\/_577 = N3n

1
L=—W0-7
=34 R D Y PR NP By
2 477 4 n 477 4 n
1 1 1 1
Ly = &= N3en+ &%~ 3
L (1 5) 4° 4 4 4
=—(1+
2 L =&+ 2B+ 2 &2+ 2 3E
VARSI
1 1 1 1
Ls = n+3én+-n" +-~/3¢n’
L (1 ) 4 4 4 4
3 I Y S NS Iy
6 477 4 n 477 4 n
1 1 1 1
L =‘z§—z\/§§ﬂ+zfz +Z\/§§277
L=20-2)
4 2 1

1 e 1 1
Ls——ze‘+z\/§§n+zf 4\/5577

1 1 1., 1
L == 23y 22 4= [382
0 =3 2\/_77 R

1 1 1 1
Ly :E+§\/§§——772 —E\/g(fﬂz

2
1 1 1 1
L. ==+=4/3n—=&% —=4/3&2
un=575 n 25 5 cn

1 1 1 1
L, ==—=43—2p? +=43&n?
127575 g 277 2\/—577

Da mesma maneira que foi realizada a comparacdo entre os campos de
deformacgbes dos elementos finitos de barra implementados, a seguir encontram-se
as comparacdes para os campos de deformacBes dos elementos de placas

estudados.

Como as matrizes de campo de deformacdes para o elemento de placa sao
extensas e no intuito de melhor demonstrar as diferencas que ocorrem entre elas,

considerou-se um elemento finito de placa isoparamétrico. E nas comparacdes
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foram expostos apenas os termos da matriz que correspondem ao primeiro né.

Conforme apresenta o Quadro 3 e Quadro 4.

Quadro 3 - Comparacao dos B dos elementos bilineares entre os elementos com CDFC definido a

partir do campo de deslocamentos e do CADFC.

Campo de Deformacgéo de Forca Cortante do elemento bilinear

Definido a partir do campo de deslocamentos

I
0 (77144]

) E
(n144j 0

Campo Assumido de Deformacgao de Forca Cortante

I O
4 4 4
1
4

Quadro 4 - Comparacéo dos B dos elementos biquadraticos entre os elementos com CDFC definido

a partir do campo de deslocamentos e do CADFC.

Campo de Deformacéo de Forca Cortante do elemento quadratico

Definido a partir do campo de deslocamentos

1, 1 1 1, 11 1, 1, 1, 1 Zj
—E+-n——=¢én—— 0 ——+=&n+=&E+—n"—-= -=
. 25 2" 2577 27 [ 2 4577 45 2" 4577 4~§f7

2711, 1 1 1., (1 1 1., 1, 1, 1_,
—C+—n——=¢&n—— ———n——¢" ——n"+— +— 0
46 X 25 46 [4 45 45 2" 4577 4577 |

Campo Assumido de Deformacgao de Forca Cortante

1.1 1 1, 1 1 1 1, 1,
—é+—n—-——=¢én—— 0 ————n+—én+-n°"—=
. 2§ 2" 2577 2" [ s 12" 4577 A fj

27111 1 1, (1 1.1 1., 1 2)
—E+—n-——&n—— —+—E——n&E-—=E5"+— 0
45 X 2577 46 5 124? 4775 45 4§n
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Semelhantemente ao que ocorre para o elemento de barra, apenas o campo de
deformacdo de forca cortante apresentou modificacbes, ao se comparar 0S
elementos finitos entre si. Neste sentido, é perceptivel que o0 mesmo deve acontecer
com os elementos de placas. Deste modo, as matrizes de campo de deformacoes
apresentados no Quadro 3 e Quadro 4 resumem-se apenas as matrizes de campos

de deformacdes de forca cortante.

No Quadro 3 pode ser visto que a diferenca que ocorre entre 0os elementos finitos de
CDFC obtido a partir do campo de deslocamentos e o CADFC encontra-se no
terceiro termo da primeira linha e segundo termo da segunda linha das matrizes B.

Este mesmo comportamento ocorre para o elemento biquadratico,

Para o elemento bilinear estes termos se apresentavam como sendo bilineares.

Entretanto, com o campo assumido de deformacdo, os termos apresentam-se

lineares em uma direcdo (¢ ou 77) e constantes na direcdo perpendicular (77 ou &).

Fato semelhante ocorre com o elemento biquadratico. Inicialmente, estes termos

apresentavam-se como sendo biquadraticos. Contudo, para o elemento com CADFC

0s termos passaram a apresentar comportamentos quadraticos em uma dire¢éo (&

ou 77) e lineares na direc&o perpendicular (77 ou &).

5.3 Resumo

No capitulo foi visto que o travamento de forca cortante (Shear Locking) é
identificado, quando na analise da estrutura, o modelo numeérico apresenta
deformacédo ndo compativel com o modelo fisico real. Para os elementos finitos de
barra e placa este comportamento foi explicado a partir das expressdes que

determinam a matriz de rigidez dos elementos.

Com o objetivo de contornar o problema de travamento foi discutido o artificio
matematico da integragcdo reduzida. A partir dele, um niamero menor de pontos de
Gauss é adotado para que se determinem, numericamente, os termos da matriz de

rigidez. Lembrando que os termos da matriz sdo definidos a partir de integrais.
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Contudo, por meio de exemplos que serdo apresentados e discutidos no capitulo 6
concluiu-se que a integracdo reduzida ndo origina elementos finitos eficientes.
Definiu-se por elemento finito eficiente, quando o mesmo apresenta resultados

satisfatorios ao se considerar estrutura com baixo nivel de discretizagéo.

Neste sentido, modelos de elementos finitos com campo assumido de deformacéo

de forca cortante (CADFC) foram apresentados. Este modelo de elemento foi

escolhido porque no célculo dos esforgos internos o campo B® é o que influéncia no
comportamento de convergéncia do elemento. Tendo em vista que ele é constituido
por termos obtidos a partir das derivadas das funcdes de forma e por termos que
séo as proprias funcdes de forma. Fato indica que as forgas cortantes nas direces x

e y ndo apresentam distribuicdes compativeis.

Foram também apresentados 0s passos necessarios para se construir um elemento
finito com CADFC. E a partir deles, foi descrita a formulacéo dos elementos finitos de
barra e placa com CADFC. Em seguida, as matrizes de rigidez e os CDFC de todos

os elementos finitos desta pesquisa foram comparados. E foi possivel concluir que:

e A matriz de rigidez entre os elementos finitos que apresentam artificios
matematicos para contornar o problema de travamento de forca cortante e

agueles elementos que ndo possui tratamento nenhum séo diferentes.

¢ A modificacdo apresentada nos CDFC, tanto para o elemento de barra como
para o de placa, para os elementos com CADFC corresponde a eliminacao

dos termos de maior grau.

e O artificio matemético de se realizar a integracdo reduzida ndo modifica a
estrutura do campo de deformacdo. Isto acontece porque a integracéo
reduzida é utilizada apenas durante a determinacdo dos termos da matriz de
rigidez. Desta maneira, pode-se concluir que a integracdo reduzida livra o
elemento finito de travamento de forca cortante, mas ndo gera um elemento

finito eficiente.
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6 ESTUDOS PRELIMINARES DOS ELEMENTOS FINITOS

Pretende-se apresentar e discutir o comportamento de todos os elementos finitos
descritos no presente documento e implementados no codigo SIPlacas. Esta analise
preliminar possui o objetivo de definir qual ou quais os elementos sdo 0s mais

interessantes para ser utilizado pelo usuario durante as suas analises.

6.1 Analise de Barras

No intuito de verificar 0 comportamento do elemento finito de barra implementado,
foi realizada a analise de uma viga em balanco de v&o igual a 3,00m, secéo
transversal de dimensdes de 010mna base e altura de 0,30m. O moédulo de
elasticidade considerado foi de 21GPae coeficiente de Poisson igual a 0,3.

Conforme ilustra a Figura 17. O carregamento da estrutura consiste de uma carga

pontual localizada na extremidade livre e de valor P igual a 1IN .

P Secio
1
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/ S— - i —
{l— —_— —_— = —s | h
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-; _é-_h_'i.._ I.IIL‘

3m
e Simee- 4

Figura 17 - Exemplo da viga. [Soriano, 2003].

Para a estrutura o deslocamento analitico calculado na extremidade livre pode ser
obtido de acordo com a equacéo (6.1) e resulta em maodulo igual a 0,001905 mm. O

diagrama de momento fletor possui distribuicdo linear com valor maximo de 3 N.m
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na extremidade engastada. Com relacdo ao diagrama de forca cortante a

distribuicdo é constante e valor unitario. Conforme Figura 18.

_ PP

=— 6.1
3EI e

3 N.m 1N

(@) (b)

Figura 18 — Diagramas: (a) Momento Fletor e (b) Forca Cortante.

Os graficos apresentados no presente topico demonstram o comportamento, do
deslocamento, momento fletor e for¢ca cortante, dos elementos finitos de barra
implementados no cédigo SlIPlacas. Destaca-se que os graficos comportam a
relagdo entre: a diferenca relativa percentual do valor da andlise obtido segundo o
método dos elementos finitos e o valor analitico, em funcdo do nimero de nos de

elementos finitos na estrutura.

E importante ressaltar que para os elementos finitos lineares o deslocamento
apresenta uma distribuicdo linear enquanto que, o momento fletor e a forga cortante,
a variacdo corresponde a um comportamento constante. Ja, em relacdo aos
elementos finitos quadréticos, a aproximacéo dos deslocamentos é quadratica e dos

esforgos internos, momento fletor e forga cortante, é linear.

A seguir, encontra-se exposto as observacdes que se pretende realizar ao se
analisar os gréficos: Diferenca relativa percentual versus Numero de nés de

elementos finitos.

(a) Para o deslocamento, as curvas dos graficos devem ter comportamento que
indique que a medida que se aumenta a discretizacdo da estrutura a

diferenca relativa caminhe ao valor nulo. Quando a diferenca relativa caminha
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ao valor nulo significa dizer que o resultado numérico resulta em valor
préximo ao obtido analiticamente. Este comportamento € o esperado pelo fato
dos graus de aproximacao de deslocamento destes elementos serem abaixo
do grau da equacdo que rege a solucado analitica. Outra analise esperada €
que os elementos quadraticos tenham convergéncia mais rapida se

comparada com os elementos lineares.

(b) Para o momento fletor, espera-se que o0s elementos finitos lineares
apresentem curvas que indiguem que a medida que se aumenta a
discretizacdo da estrutura a diferenca relativa resulte em valores nulos.
Mesmo comportamento previsto para o deslocamento. Por outro lado, para o
elemento finito quadratico o resultado numérico deve convergir para o
analitico independentemente da discretizacdo adotada. A medida que a
aproximacdo do momento fletor para este elemento € a mesma aproximacao

gue descreve o comportamento do momento fletor analiticamente.

(c) Por ultimo, para a forca cortante, espera-se que as curvas apresentem-se
como sendo uma linha paralela ao eixo horizontal do gréfico. Pois a
convergéncia entre os resultados numéricos e analiticos devem ocorrer para

qualquer discretizacao.

Neste sentido, a partir da Figura 19 que apresenta resultados de deslocamentos,
constata-se que todos os elementos finitos implementados convergem, para 0S
resultados obtidos analiticamente, a medida que se aumenta a discretizacdo da
estrutura. E, como esperado, se comparada a convergéncia dos elementos lineares
com as dos quadréaticos verifica-se que a do elemento quadratico ocorre mais
rapidamente. Contudo pode ser visto que a razdo de convergéncia é diferente para
0s elementos que possuem a mesma aproximacdo. Por exemplo, entre o0s
elementos lineares, Figura 19 (a), € notério que o elemento finito B2; € o ultimo a
convergir. Isto indica que ao realizar alguma andlise com este elemento é preciso
que se utilize uma discretizagcdo relativamente maior se comparada com as
discretizacbes utilizadas segundo o0s outros elementos lineares. O mesmo

comportamento ocorre para o elemento quadratico B3, Figura 19 (b).
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Figura 19 — Deslocamento: (a) Elemento Linear e (b) Elemento Quadratico. (As curvas azuis e

vermelhas estdo superpostas)

Outro fato interessante das curvas dos gréaficos da Figura 19 € que os elementos
lineares B2, e B2cap € 0s quadraticos B3, e B3cap apresentam exatamente o mesmo
comportamento. Este fato comprova que o artificio numérico da integracéo reduzida
equivale a definir uma aproximagdo adequada para o campo de deformacéo
inconsistente do elemento finito estudado. Ambos os métodos resolvem o problema

de travamento de forca cortante quando se analisa apenas o0 resultado de
deslocamento. Assunto discutido no item 5.2.1.

A Figura 20 apresenta o comportamento do momento fletor no engaste.
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Figura 20 - Momento Fletor no engaste: (a) Elemento Linear e (b) Elemento Quadratico. (As curvas

azuis e vermelhas estao superpostas)
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Para os gréficos da Figura 20 tem-se que o0 comportamento das curvas de
convergéncia € igual ao esperado, de acordo com o descrito no item (b) do presente
tépico. Contudo o elemento quadratico B3; encontra-se fora do padrdo das curvas
dos demais elementos quadréaticos. Pois ele deveria convergir para um resultado
proximo ao analitico independentemente da discretizacao utilizada. Porém, este fato
acontece porque o elemento quadratico B3; ndo possui qualquer tratamento para
evitar o problema do travamento.

Os gréficos da Figura 21 e Figura 22 apresentam o comportamento dos elementos

estudados em relacao a forca cortante das extremidades da viga em balanco.
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Figura 21 - Forca Cortante no engaste: (a) Elemento Linear e (b) Elemento Quadratico.
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Figura 22 - Forca Cortante na extremidade livre: (a) Elemento Linear e (b) Elemento Quadratico.

A partir deles, verifica-se que os elementos finitos com campo assumido de
deformacdo de esfor¢co cortante (CADFC), (B2cap € B3cap), foram o0s Unicos a
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apresentarem o comportamento esperado e citado no item (c). Enquanto que para
0os demais elementos € preciso que a estrutura tenha relativamente um grau de
discretizagdo de elemento finitos maior. Isso acontece inclusive para os elementos
linear e quadratico com integracdo reduzida (B2, e B3;) que segundo a literatura

estaria livre de travamento de forca cortante.

Este fato comprova que ao se realizar a integragao reduzida na obteng&o dos termos
da matriz de rigidez o elemento finito apresenta melhoria apenas nos valores quanto
aos deslocamentos, como discutido no item 5.2.1. Pois este artificio numérico ndo é
levado em consideracdo ao calcular os esfor¢os internos. Este problema néo
apareceu nos graficos de momento fletor, Figura 20, tendo em vista que o campo de
deformacdo de momento fletor € consistente e por isso ndo apresenta problema de
convergéncia. Em contra partida o campo de deformacdo de forca cortante
apresentado, como exposto no item 5.2.1, é um campo inconsistente, devendo

necessariamente torna-lo consistente para que se tenham resultados adequados.

Para se analisar o comportamento dos elementos de barra implementados quanto
ao efeito de travamento, variou-se a secdo transversal a partir da relacao altura e

base (h/b). Para isso a base considerada foi mantida constante de valor igual a

010m enquanto que a altura variou de 0,50m & 10" . Embora n3o seja fisicamente
representativa a relacdo base e altura de vigas menores que 1, neste topico foram
adotadas relacdes abaixo disto de modo a verificar o problema quanto ao

travamento que o elemento de barra implementado pode apresentar.

A presente analise € uma ampliacdo do que pode ser observado no livro do Soriano
(2003) que apresenta o comportamento de alguns dos elementos estudados neste
trabalho, para secdes de razdes h/b menores que 1. Na presente pesquisa as
mesmas analises também foram realizadas para os elementos B2cap € B3cap € as

razdes h/b foram extrapoladas para valores maiores que 1.

Segundo Soriano (2003), a medida que se reduz a razdo h/b o deslocamento
computado do elemento finito linear com integracdo completa B2 é cada vez menor

do que o da solucdo analitica, configurando o travamento de forga cortante. Isto
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pode ser observado nas Tabela 3 e Tabela 4. Mesmo que aumente a discretizacao
do elemento finito B2, neste caso de 3 para 10, embora o valor do deslocamento se
aproxime mais do valor analitico para uma mesma relacéo h/b, o elemento continua
apresentando valores de deslocamentos cada vez menores do que a solucao

analitica a medida que se diminui a altura da secéo transversal.

(a) Discretizacdo com 3 elementos Finitos

Tabela 3 — Relagao: Deslocamento SIPlacas/Deslocamento Analitico.

Elementos Lineares Elementos Quadraticos
/b B2, B2, B2cap B3, B3, B3cap
5 0,4426 0,9935 0,9935 1,0155 1,0213 1,0213
4 0,3331 0,9858 0,9858 1,0136 1,0136 1,0136
3 0,2176 0,9799 0,9799 0,9960 1,0077 1,0077
2 0,1094 0,9756 0,9756 0,9862 1,0034 1,0034
1 2,97E-02  0,9731 0,9731 0,9768 1,0008 1,0008
0,01 3,06E-06  0,9722 0,9722 0,9722 1,0000 1,0000
0,0001 3,06E-10 0,9722 0,9722 0,9722 1,0000 1,0000
0,000001 3,06E-14 0,9724 0,9724 0,9734 1,0010 1,0010

(b) Discretizagdo com 10 elementos Finitos

Tabela 4 - Relacdo Deslocamento SIPlacas/Deslocamento Analitico

Elementos Lineares Elementos Quadraticos
b B2, B2, B2cap B3, B3, B3cap
5 0,9137 1,0188 11,0188 11,0212 1,0212 1,0212
4 0,8562 1,01112 1,0111 1,0135 1,0136 1,0136
3 0,7595 1,0052 11,0052 1,0075 1,0076 1,0076
2 0,5782 1,0009 11,0009 11,0031 1,0034 1,0034

1 2,54E-01 0,0865 10,0865 0,9999 1,0008 1,0008
0,01 3,40E-05 0,9975 10,9975 0,9975 1,0000 1,0000
0,0001  3,40E-09 0,9975 0,9975 0,9975 1,0000 1,0000
0,000001 3,40E-13 10,9976 0,9976 0,9991 1,0009 1,0009

Para os demais elementos lineares (B2, e B2cap), que possuem tratamento para

contornar o problema de travamento, em relacdo ao deslocamento, os valores sdo
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satisfatérios. Isto acontece independentemente da relagcdo h/b e melhora a medida

gue se aumenta a discretizacao da estrutura.

Para os elementos quadraticos, considerando apenas o deslocamento, os valores
obtidos sdo satisfatérios para todos os elementos. Contudo, como visto
anteriormente, na Figura 20 (b) para a viga de relagdo h/b igual a 3, para
discretizacbes pobres, o elemento pode apresentar resultados incoerentes com o

problema fisico real.

Em suma, apés verificar a influéncia da relacdo h/b da viga estudada e do nimero
de elementos finitos necessarios para que seja possivel obter resultados coerentes.
Pode-se concluir que o elemento finito de barra quadratico com CADFC (B3cap) €
aquele que melhor apresenta resultados considerando uma malha de elementos

finito mais pobre.

6.2 Analise de Placas

O exemplo gerado com a intencéo de verificar se os elementos de finitos de placa do
programa SlPlacas estava chegando a resultados coerentes, configura-se de uma
placa retangular com dimensdes 5,00 m x 4,50 m. Condi¢gGes de contorno composta
por uma borda engastada e as demais apoiadas (com restricbes apenas na vertical).
O carregamento adotado é uniformemente distribuido de valor igual a 9,30 kN/m2. O
modulo de elasticidade igual a 26 GPa. O coeficiente de Poisson é igual a 0,3 e a

espessura foi variada, de acordo com a analise, entre 0,15 m e 1,50 m. (Figura 23)

p = 9.30 kN/m?

E =26 GPa
0.15m<h<150m
v=03

4.50m

5.00m |

Figura 23 - Exemplo de placa.
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Os resultados dos elementos finitos de placa do programa SlPlacas foram
confrontados, primeiramente, com o0s resultados do programa conceituado de
elementos finitos Fx+ for DIANA 9.4.4®. Esta etapa foi realizada no intuito de
observar se a rotina implementada no SIPlacas encontrava-se coerente. O programa
Fx+ for DIANA 9.4.4® foi utilizado por apresentar o elemento finito de placa segundo

a teoria de Reissner-Mindlin.

Em seguida, preocupou-se em expor o problema do travamento de forga cortante
(Shear Locking) que o elemento finito linear e/ou quadratico com integracao
completa apresenta. Para discutir tal fenbmeno foram consideradas estruturas
semelhantes com a do exemplo da Figura 23. As espessuras da placa foram
consideradas no intervalo de 0,15 a 1,50 m.

Por ultimo, foram realizadas andlises entre os resultados obtidos segundo os
elementos finitos com aproximagdo linear e quadratico. Esta analise possui o
objetivo de apresentar a convergéncia dos elementos para os deslocamentos,
momento fletor e forca cortante e por fim concluir qual o elemento finito que

apresenta resultados mais satisfatérios para estruturas menos discretizadas.

6.2.1 Elemento Finito do DIANA®

Os elementos finitos do programa FX+ for DIANA 9.4.4® utilizados nas analises da
placa séo intitulados de Q12PL e CQ24P. Eles sao elementos finitos isoparamétricos
com quatro (4) e oito (8) nds, respectivamente. Apresentam trés (3) graus de

liberdade por n6 (w;, 6,; e 6,;), 0 que totaliza em doze (12) graus de liberdade para

o elemento Q12PL e vinte e quatro (24) para o elemento CQ24P. (Figura 24)

() (b)

Figura 24 - Elemento Finito: (a) Q12PL e (b) CQ24P. [Diana User’'s Manual, Element Library (2005)].
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Estes elementos sédo formulados segundo a teoria de Reissner-Mindlin para placas.
O programa possibilita a analise utilizando o elemento linear (Q12PL) e
considerando apenas a integragdo completa na obtengcdo dos termos da matriz de
rigidez dos elementos. Enquanto que para o elemento quadratico (CQ24P) é
possivel realizar integracdo completa ou reduzida.

6.2.2 SIPlacas versus Fx+ for DIANA

Inicialmente, o primeiro elemento finito de placa utilizado para analisar a estrutura
em questdo e a ser comparado com o Fx+ for DIANA 9.4.4® foi o elemento finito
linear com integracdo completa, Q4.. Este procedimento foi adotado, tendo em vista
gue o programa Fx+ for DIANA 9.4.4®, em seu manual, descreve que o elemento de
placa que ele utiliza, realiza integracdo completa para as analises das estruturas.
Contudo o que se observou foi que as respostas obtidas do DIANA comparadas ao
do SIPlacas convergem apenas quando se aumenta a malha de elementos finitos na
estrutura.

Este fato ndo era o esperado, pois se acreditava que o elemento finito de placa
implementado do DIANA era o mesmo daquele utilizado no SlIPlacas. E desta
maneira, os resultados de deslocamento, momento fletor e forga cortante, deveriam
ser satisfatoriamente proximos para quaisquer discretizacdo. O comportamento
desta convergéncia pode ser observado segundo as curvas do elemento Q4. no
grafico (a) da Figura 25 a Figura 31
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Figura 25 - Deslocamento em z: (a) Elementos Lineares e (b) Elementos Quadréticos.
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Diante desta dificuldade, decidiu-se observar o comportamento do elemento Q4,,
qgue considera a integracao reduzida na obtencdo dos termos da matriz de rigidez.
Neste ponto, verificou-se que as respostas, quanto ao deslocamento e aos
momentos fletores do presente elemento resultavam proximas aquelas extraidas do
DIANA. Fato que pode ser visto nas curvas do elemento Q4 ilustradas no grafico (a)
da Figura 25 a Figura 28, que mostra que a diferenca relativa é aproximadamente
zero para quaisquer discretizacdo. No entanto, pode ser observado que para a forgca
cortante este elemento converge para um valor préximo do DIANA apenas quando a

estrutura encontra-se consideravelmente discretizada.

Nas curvas dos graficos (a) da Figura 29 a Figura 31 pode ser constatado que para
as bordas da laje que foram consideradas simplesmente apoiadas o esfor¢co cortante
converge para valores consideravelmente proximos a zero. Contudo, isto ocorre,
apenas quando a estrutura encontra-se com a discretizacédo préxima a 10.000 nés. E
para esta mesma discretizagdo a borda da laje com condicdo de contorno
considerada perfeitamente engastada a diferenca relativa encontra-se na faixa dos
250%.

A partir deste fato, passou a ser de profundo interesse encontrar qual o tratamento
ou o elemento finito de placa linear que se encontrava implementado no DIANA. A
medida que este elemento conduzia a valores ja satisfatorios de deslocamento,
momento fletor e, sobretudo forca cortante, considerando a estrutura relativamente
com baixa discretizacdo. Pois, como dito anteriormente, a quantidade de nos de
elementos finitos encontra-se ligada ao tempo de processamento que o cdédigo

SIPlacas leva para calcular certa estrutura na situacéo de analise de cargas moéveis.

Desta maneira a presente pesquisa se direcionou a estudar a literatura de placas e
verificar as possiveis modificagbes que poderiam ser realizadas no elemento finito
até o presente momento implementado no cédigo SIPlacas. Assim o elemento finito
gue se mostrou eficiente foi aquele que considera o campo assumido de deformacao
de forca cortante (CADFC). Para o elemento linear desta pesquisa codificado como

Q4cap, 0 qual a teoria foi explicitada no item 5.2.2.
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Nos graficos (a) da Figura 25 a Figura 31 observa-se que as curvas que descrevem
0 comportamento do elemento Q4cap apresentam convergéncia com o DIANA para

qgualquer discretizacao.

Contudo, como sera explicitado e melhor discutido mais a diante no item 6.2.4. O
elemento linear Q4cap embora apresente os mesmos resultados que o DIANA,
converge para um determinado resultado analitico apenas quando a estrutura
encontra-se com uma malha de elementos finitos relativamente rica. Desse modo,
tomou-se a decisdo de se implementar no codigo SIPlacas um elemento finito de
aproximacdo quadratica. Este fato conduz a obtencéo de resultados satisfatorios ao
se adotar na estrutura uma discretizagao relativamente menor, se comparada com o
grau de discretizacdo dos elementos lineares. Semelhante deciséo foi tomada para o
elemento finito de barra, como pdde ser apresentado e discutido os resultados para

o problema do item 5.2.1.

Neste sentido, ap0s a implementacdo do elemento quadratico, foram construidos
para este elemento, e para a estrutura de placa em questédo, os mesmos graficos de
convergéncia produzidos para o elemento linear. No manual do DIANA verifica-se
gue é possivel analisar estruturas com o elemento de placa de aproximacao
guadratica considerando integracdo numérica completa ou reduzida. Para o
presente elemento considerando a quadratura de Gauss tem-se que para a
integracdo numérica completa séo utilizados nove (9) pontos de Gauss, enquanto
gue para a integracdo numeérica reduzida sdo considerados (4) pontos de Gauss. Os
valores do DIANA foram obtidos considerando integragédo completa.

Inicialmente, foi comparado o elemento finito quadréatico do SIPlacas com integracéo
completa, codificado como Q8.. Da mesma forma que ocorreu com o elemento linear
Q4. este elemento apresenta convergéncia com os resultados do DIANA a medida
gue se aumenta a discretizacdo da estrutura. Este comportamento pode ser visto a

partir das curvas dos gréficos (b) da Figura 25 a Figura 31.

Em seguida, foram realizadas as andlises considerando o elemento finito de placa
com integracao reduzida, Q8;. Ao adotar a integracao reduzida, segundo a literatura,

evita-se o problema de travamento de forca cortante. Contudo, observou-se,
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semelhantemente ao ocorrido entre os elementos Q4; e o do DIANA, que os
resultados eram consideravelmente proximos para discretizagcdes quaisquer, com

excecgao dos resultados de forga cortante.

Por dltimo, por analogia ao elemento finito linear, o elemento finito quadratico com
CADFC foi analisado. E verificou-se que os valores oriundos do DIANA comparados
com o do SlIPlacas apresentam resultados satisfatoriamente proximos. Contudo,
para os esfor¢os internos, principalmente, para os resultados de forgca cortante
qguando se adotou uma discretizacdo pobre, para este caso uma malha que resulta
em 116 nés, os valores entre os elementos finitos dos codigos analisados

apresentam valores relativamente néo tdo préximos.

Uma possivel explicacdo para o presente fato € que no Fx+ for DIANA 9.4.4® os
esforcos internos sdo calculados inicialmente nos pontos de Gauss e em seguida
realiza-se a interpolacédo destes valores nestes pontos para os nés dos elementos.
Enquanto que no codigo SIPlacas os esforgos internos sdo calculados diretamente
no nés dos elementos. E essa diferenca tende a diminuir a medida que se aumenta
a discretizacdo da estrutura porque os elementos tendem a se apresentar menores

e, portanto a distancia dos pontos de Gauss para 0s nos dos elementos diminuem.

Em suma, apds o discutido no presente topico, verifica-se que comparando 0s
elementos lineares e os quadraticos, os elementos finitos com CADFC, Q4cap €
Q8cap, S840 agueles que apresentam maior coeréncia com o comportamento dos
elementos do codigo computacional Fx+ for DIANA 9.4.4®. Além de que estes
elementos aparentemente convergem mais rapidamente que os demais elementos

finitos de placa analisados.

Constatou-se também que os elementos com integracéo reduzida na formulacéo da
matriz de rigidez, ou seja, 0 Q4, e Q8; apresentam curvas de convergéncia
semelhante em relacédo aos elementos Q4cap € Q8cap, quando se trata de resultados
de deslocamentos e momento fletor. Portanto, em analises nas quais a forca

cortante ndo é avaliada estes elementos podem ser eficientemente utilizados.
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6.2.3 Analise dos elementos de Placa quanto ao efeito do Travamento de forca

cortante (Shear Locking)
Para se analisar o efeito do travamento de forca cortante nos elementos finitos de
placa, considerou-se a mesma placa da analise do item 6.2.2. No entanto variou-se

a sua espessura no intervalo de 0,15 a 1,50 m, conforme ilustra Tabela 5.

Tabela 5 - Relacdo h/a das placas analisadas.

Espessura (m) h/a

1,50 0,33
1,35 0,30
1,15 0,26
0,95 0,21
0,75 0,17
0,55 0,12
0,35 0,08
0,15 0,03

Os valores obtidos segundo o codigo computacional SIPlacas foram confrontados
com resultados analiticos segundo a Teoria Classica de Placa apresentada pelo livro
do Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959). A expresséo, retirada do livro, que

determina o deslocamento encontra-se exposta conforme Tabela 6.

Tabela 6 - Deslocamento para uma placa retangular com uma borda engastada e as demais

simplesmente apoiadas.
b/a w
11 0,0043.ga*/D

Onde,
e a é amenor dimensédo da placa, para o exemplo 4,50 m.
e b é a maior dimenséo da placa, para o exemplo 5,00 m.

e g € acarga uniforme distribuida, para o exemplo 9,30 kN/mz2.

3
Dziz
12(1-v?) |

e v=03
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Antes mesmo de realizar a analise dos resultados € importante salientar que

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) ndo caracterizam as placas de acordo com
a relagdo h/a. Neste sentido, os resultados obtidos com a Teoria Classica de Placa

podem ndo ser coerentes com a resposta do problema fisico real dos exemplos
propostos. Pois, a medida que se aumenta a espessura da placa o efeito da forca
cortante passa a influenciar na deformacéo da mesma e, por conseguinte apresentar

uma deformacéao diferente da teoria Classica de Placa.

Os graficos da Figura 32 e Figura 33 expdem a relacdo entre a diferenca relativa
percentual (entre os valores dos deslocamentos obtidos no SlIPlacas e o valor
analitico) em funcdo da discretizacdo da estrutura para os elemento lineares e

quadraticos, respectivamente.

Os elementos finitos utilizados nesta analise foram os elementos lineares e
quadraticos, com integracdo numérica completa e reduzida, (Q4., Q4;, Q8. e Q8)).
Optou-se por ndo apresentar os resultados dos elementos finitos com campo
assumido de deformacao definido de forca cortante (CADFC), (Q4cap € Q8cap), por
conveniéncia na exposicao das curvas dos graficos. Tendo em vista que os valores
de deslocamentos destes elementos comparados com a integracdo reduzida sao
relativamente os mesmos. E, conforme exposto na revisao bibliografica do capitulo
5, realizar a integracdo reduzida para os termos da matriz de rigidez equivale aos

termos da matriz de rigidez dos elementos com (CADFC).

A primeira conclusdo que pode ser realizada ao se observar os graficos é que a
diferenca relativa dos deslocamentos é maior em relagdo a resposta analitica
conforme se aumenta a espessura da placa. Este fato ja era esperado, pois como
explicitado anteriormente, a teoria analitica a qual se baseou o calculo dos
deslocamentos da presente estrutura refere-se a teoria em que ndo se considera o

efeito da deformacéo por forga cortante.

Desta forma, na Figura 32 para a placa de espessura mais fina (h=015m e

h/a=0,03) a diferenca relativa € em torno de 5%, enquanto que para a placa de
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espessura mais espessa (h=150m e h/a=0,33) o valor de convergéncia conduz a

uma diferenca relativa na ordem de 90%. A partir desta analise verifica-se que para

esta estrutura, ao se adotar valores de altura cada vez menores que a espessura de

015m, o valor da anélise numérica tende a ser cada vez mais préxima do célculo

analitico.

100 S P 1 0,03_Q4r
g0l —0—0,03_Q4,
1 { F+—0,08_Q4,
60 - —0—0,08_Q4,
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o 40 - 12 Q4
L 1 | Fe—0,12_Q4,
£ 204 —v—0,17_Q4,
= 1. 1 F—0,17_Q4,
& 0 _ ] —a—0,21_Q4,

W
S 20l 0,21_Q4,
P 1. 1 »—0,26_Q4,
g a0l —>—0,26_Q4,
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-50 1 | —0,30_Q4,
0l .| =033 Q4
[ ] 0’33_Q4'3
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Figura 32 - Diferenca relativa entre os elementos lineares com integracdo completa e reduzida e o

calculo do deslocamento analitico.
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Figura 33 - Diferenca relativa entre os elementos quadratricos com integragdo completa e reduzida e

o calculo do deslocamento analitico.
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Na sequéncia, outra analise que pode ser realizada, a partir dos gréaficos da, Figura
32 e Figura 33 é que todos os elementos apresentam convergéncia para 0 mesmo
valor de deslocamento. E isso vale tanto para os elementos lineares quanto para 0s

quadraticos.

Por exemplo, a placa com relacdo h/a de 0,21 apresenta convergéncia para uma

diferenca relativa na ordem de 40% do valor analitico. Porém, o que diferencia um
elemento finito de outro é a razdo de convergéncia. Tendo em vista que para o
elemento linear a convergéncia ocorre para uma estrutura com discretizacao igual a

961 nGs enquanto que para o quadratico a estrutura necessita de 431 nos.

Por fim, a terceira e Ultima observacdo esta relacionada ao travamento por forca
cortante (Shear Locking). Recapitulando, para os presentes elementos finitos, o
problema de travamento de forca cortante existe quando se deseja analisar placas

na qual a influéncia da forga cortante é desprezivel, ou seja, placas esbeltas.

Desta maneira, este comportamento € visto nos gréaficos da Figura 32 e Figura 33. A
partir deles, tem-se que para as estruturas de espessuras pequenas os valores dos
elementos finitos obtidos por integracdo completa (Q4. e Q8:), para malha de
elementos finitos considerada pobre, tendem a apresentar valores de diferenca
relativa percentual maior que os elementos com integragdo reduzida (Q4; e Q8,).
Salienta-se que os elementos (Q4; e Q8,) ndo apresentam problema quanto a

questao do travamento de forca cortante.

Este comportamento € mais bem representado no grafico dos elementos lineares,
Figura 32. A partir dele, para a placa de relagdo h/a igual a 0,03 e considerando a

primeira discretizacdo da estrutura a diferenca relativa percentual do elemento Q4. é
na ordem de 90% enquanto que a do elemento Q4, é 0%. Por outro lado, para a

placa de relagdo h/a igual a 0,33, para a primeira discretizacdo da estrutura

verifica-se que praticamente ndo ha diferenca entre as respostas dos elementos

finitos lineares.
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Para o grafico dos elementos quadraticos, Figura 33, o elemento quadratico com
integracdo completa gera valores razodveis para todas as placas analisadas.

Contudo, o problema de travamento de forca cortante (Shear Locking) surge,

embora de forma atenuada, para as estruturas com relagdo h/a iguais a 0,21, 0,12

e 0,03. Pois, ocorre uma leve diferenca entre o inicio das curvas de convergéncia

que representam estas estruturas.

Reforcando que, como discutido no item 5.2.2, praticamente ndo ha diferenca em
relacdo aos valores de deslocamentos entre os elementos finitos Q4, e Q4cap € 0S
elementos Q8; e Q8cap. Por esta razdo os graficos plotados na presente analise

referiu-se apenas entre os elementos com integracdo completa e reduzida.

6.2.4 Elementos de Placas com Campo Assumido de Deformacgé&o: Linear
versus Quadratico

Segundo o que ja foi discutido até o presente momento, os elementos finitos com
campo assumido de deformacdo de forca cortante (CADFC) ndo apresentam
travamento de forgca cortante (Shear Locking). E de maneira geral, apresentam
convergéncia mais rapida se comparado com os elementos com integracao reduzida
para os resultados de deslocamentos, momentos fletores e forca cortante. Desta
maneira, a seguir pretende-se comparar a razdo de convergéncia entre O0sS

elementos lineares e quadraticos com CADFC.

Antes de realizar comparagfes entre os elementos finitos lineares e quadréaticos
deve-se ter consciéncia de que os graficos estédo plotados segundo o niumero de nos
da malha que a estrutura encontra-se discretizada. Desta maneira tem-se que para
uma mesma discretizagcdo os elementos lineares apresentam uma quantidade de
namero de nés menor que a do elemento finito quadratico. A relacdo entre a
discretizacdo e o numero de nos para a presente estrutura € dada pelas expressoes
(6.2) e (6.3):
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(a) Para o elemento linear:

NNos = (Div +1)° (6.2)

(b) Para o elemento quadratico:

NNos = (2.Div +1)* — (Div) (6.3)

Onde,
e NNos é o nimero de nés da estrutura;
e Div corresponde ao nuimero de divisGes de elementos finitos em uma

direcao.

A Tabela 7 a seguir relaciona o nimero de nos de elemento finitos para cada

discretizac&o considerada na estrutura de acordo com o elemento finito utilizado.

Tabela 7 — NUmero de nds na estrutura segundo o elemento finito analisado.

Div. NNos_Linear NNos_ Quadratico

5 36 96
10 121 341
20 441 1281
30 961 2821
40 1681 4961
50 2601 7701
60 3721 -
70 5041 -
80 6561 -
90 8281 -
100 10201 -

A relacdo de valor de convergéncia para numero de nés é importante de ser

verificada, pois como ja explicitado anteriormente o tempo de processamento das
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analises das cargas moveis esta diretamente relacionada com o niumero de nés da
estrutura.

O gréfico da Figura 34 apresenta a relagdo entre os deslocamentos, obtidos para a
placa apresentada no item 6.2 considerando a variacdo de espessura apresentada
no item 6.2.3, em funcdo da discretizacdo da estrutura. Constata-se que a
convergéncia dos elementos finitos lineares e quadraticos para cada estrutura
considerada ocorre para 0 mesmo valor. Sendo que, para o0 elemento linear a
convergéncia ocorre em geral para a terceira discretizacdo da estrutura (441 nos),
enquanto que para o elemento finito quadratico ocorre para uma discretizacéo
menor (341 nas). A partir disto, pode-se concluir que em termos de deslocamentos
o elemento finito quadratico atinge o valor de convergéncia utilizando menor

discretizacao.
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Figura 34 — Deslocamento

Os graficos da Figura 35, Figura 36 e Figura 37 expde a relacdo de convergéncia em
funcdo da discretizacdo da estrutura em diferentes pontos de analise de momento
fletor da estrutura. Tem-se que, tal como ocorre para o deslocamento, a mesma
tendéncia do elemento quadratico em apresentar uma razdo de convergéncia maior

que se comparada com o elemento finito linear.
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Nos graficos da Figura 35 e Figura 36 para todas as placas a convergéncia
considerando o elemento quadréatico ocorre para a segunda discretizacao (341 nos),
enquanto que para o elemento linear isto acontece na terceira discretizacdo (441
noés).
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Para o grafico da Figura 37, que representa o0 momento fletor no engaste da placa,
verifica-se que enquanto para o elemento quadratico a convergéncia ocorre na
terceira discretizacdo (1281 nds), para o elemento finito linear s6 ocorre na oitava

discretizacéo (6561 nés, de acordo com a Tabela 7).
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O valor de convergéncia do momento no engaste para a placa com relacdo h/a

igual a 0,03 considerando o elemento linear é aproximadamente igual a 16,50kN.m

s

enquanto que para o elemento quadratico é, aproximadamente, de 17,50kN.m.

Conforme gréfico da Figura 37.
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Nos graficos da Figura 38, Figura 39 e Figura 40 pode ser visto que 0 mesmo
comportamento para o deslocamento e o momento fletor acontece para a forca
cortante, ou seja, o elemento quadratico apresenta razdo de convergéncia maior se
comparado com o elemento linear. E da mesma forma que aconteceu com o
momento fletor no engaste, observa-se que os elementos finitos quadraticos tendem

a apresentar um valor de convergéncia levemente maior que os elementos lineares.
185

18'D —m—a4__0.03
: —0—as,_,_0,03
1404 — o H wo|-*—Q4_, 0,08
: —0—Q8___0,08
1354 o i e - o
Cl d Q4,012
< 130 o e i ] Qs 012
© ! 3
= : —vy—Q4__ 017
E 125 o i o A|—7—as_,__0,17
& : Q4__ 021
- 12,0 oo o ool AT J a8 0.21
& 11,540 o o e i J|——a4__ 028
o —~]—Qs_,_ 026
= €
qu 1104 - - Q4_, 030
=] : 08, 020
10,5 4 o e e |
: . ®—Q4_, 0,33
1004 o B e e e e e [T9 Q8 0,33

100 1000 10000

Log nimero de Nos
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Figura 39 - Forca Cortante Qy
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6.3 Resumo

Neste capitulo foram apresentados o comportamento dos elementos finitos de barra

e placa discutidos no presente trabalho e implementados no SIPlacas.

Considerando os elementos finitos de barra, foi realizada a analise de uma viga em
balanco. Estes elementos foram codificados com as siglas B2¢, B2, e B2cap, para
elementos lineares e B3¢, B3, e B3cap, para os elementos quadraticos. Compararam-

se 0s resultados das andlises utilizando os elementos finitos com resultados
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analiticos. Os resultados analisados foram o deslocamento, momento fletor e forca

cortante.

De maneira geral foi possivel concluir:

e Em relacdo ao deslocamento, 0s elementos que apresentaram convergéncia
de resultados mais rapida foram os B3; € B3cap.

e No que diz respeito a analise de momento fletor, foi mostrado que os
elementos B3, e B3cap apresentam convergéncia de resultados mais rapida. E
gue o elemento B3. apresenta convergéncia mais lenta comparada aos
demais elementos com aproximacgdes quadraticas.

e Para a forca cortante, os elementos B2cap € B3cap foram os Unicos a
apresentarem resultados satisfatorios para qualquer discretizacdo adotada na

andlise da viga em balanco.

Em seguida foi abordado o problema de travamento de forca cortante. E foi possivel

mostrar que os elementos B2, B2cap € B3, e B3cap estéo livre de travamento.

Ao fim desta andlise, foi concluido que o elemento (B3cap) € aquele que possui
melhor comportamento, para as analises que se pretendem realizar pelo SlIPlacas.
Tendo em vista que € aquele que melhor apresenta resultados considerando uma

malha de elementos finito mais pobre.

Foram apresentados também analises com relacdo aos elementos finitos de placa
implementados no cédigo SlIPlacas. Estes elementos foram codificados com as
siglas Q4c, Q4; e Q4cap, para elementos lineares e Q8¢, Q8; e Q8cap, para o0s
elementos quadraticos. A estrutura idealizada para as analises constituiu-se de uma

placa com dimensdes de 5,00 e 4,50 m.

Os resultados obtidos pelos elementos do SlIPlacas foram confrontados,
primeiramente, com os resultados do cédigo Fx+ for DIANA 9.4.4®. Esta etapa foi
realizada no intuito de observar se a rotina implementada no SIPlacas encontrava-se
coerente. O programa Fx+ for DIANA 9.4.4® foi utilizado por apresentar o elemento

finito de placa segundo a teoria de Reissner-Mindlin.
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Em seguida, preocupou-se em expor o problema do travamento de forca cortante
(Shear Locking) que o elemento finito linear e/ou quadratico com integracéo
completa apresenta. Para discutir tal fendmeno foram consideradas espessuras
diversas, para a placa analisada, entre o intervalo de 0,15 a 1,50 m. E os resultados
de deslocamento obtidos foram comparados com resultados analiticos segundo a
Teoria Classica de Placa apresentada pelo livro do Timoshenko e Woinowsky-
Krieger (1959).

Por ultimo, foram realizadas andlises entre os resultados obtidos segundo os
elementos finitos com aproximagdo linear e quadratico. Esta analise possui o
objetivo de apresentar a convergéncia dos elementos para os deslocamentos,
momento fletor e forca cortante. E pdde-se concluir que o elemento finito que

apresenta resultados mais satisfatorios € 0 Q8cap.
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7 AUTOMATIZACAO DO METODO

Pretende-se, primeiramente, definir o campo de aplicacdo do programa SlPlacas.
Em seguida, apresenta-se a organizagdo do codigo computacional a partir da
idealizacdo de um fluxograma e exposicao de figuras que expde a interface do

mesmo.

7.1 Campo de Aplicacéao

O cbdigo computacional SIPlacas é de autoria do Professor Doutor Vladimir
Guilherme Haach com a colaboracdo do autor da presente pesquisa. O cédigo
encontra-se desenvolvido em linguagem Pascal utilizando o ambiente de

programacao Delphi7.

O codigo SlIPlacas é desenvolvido com o objetivo de avaliar a distribuicdo de
esforcos em tabuleiros de pontes. As pontes que podem ser analisadas sao as
pontes em vigas e pontes em lajes. Podem ser avaliadas também as pontes

esconsas.

Para as pontes em vigas, o tabuleiro da ponte pode ser calculado de trés maneiras.
A primeira consiste em considerar painéis de laje isolados com condi¢cdes de apoio
adequadas. A segunda o tabuleiro pode ser considerado completo com as lajes
apoiadas sobre apoios ndo deslocaveis. E a terceira, e Ultima, o tabuleiro pode ser
considerado completo com vigas acopladas as lajes.

As analises de deslocamento, momentos fletores e forcas cortantes podem ser

realizadas utilizando qualquer dos elementos finitos de barra e placa apresentados
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nesta pesquisa. No entanto, € importante salientar, que o usuario deve estar
consciente dos problemas de travamento numérico que alguns elementos
apresentam. Problemas estes que se encontram discutidos neste trabalho e nos
demais documentos presentes nas referéncias bibliograficas.

7.2 Organizacéo do Programa

O codigo computacional implementado € composto por trés etapas. A primeira etapa
corresponde ao pré-processamento que consiste na entrada de dados do problema
a ser analisado pelo usuario. A segunda € a etapa de processamento que se define
como sendo o processo de calculo realizado pelas rotinas escritas. E a terceira, e,

ultima, é o pos-processamento responsavel pela exposicdo dos resultados.

A seguir optou-se por apresentar o codigo SlIPlacas em quatro partes que
correspondem a quantidade de janelas de interface que o cédigo possui. A primeira
parte corresponde as opcdes do programa. A segunda, a janela responséavel pela
interface de insercao de dados, pelo usuario, de lajes, e, longarinas e transversinas.
A terceira, analise de carga estatica. E a quarta, analise de cargas moveis.

(a) Opcoes

O menu Opgdes, Figura 41, corresponde as configuracdes de calculo adotadas pelo
0 usudrio para a resolucdo da estrutura. Nesta janela o usuario define o elemento
finito utilizado nas analises. Determina-se a configuracdo da malha alternativa,
usada no calculo dos valores da superficie de influéncia. O conceito da malha
alternativa € melhor explicado mais adiante, no item (d). O usuério define, também,
as unidades de forga e comprimento.
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Opgoes de placa

v Aproximagdo Linear

{ " Placa Grosza (Gauss 2 x 2)

{~ Placa Grossa (Gauss 2x 1)

[ Linear Integragdo Fixa
| Aproximagdo Quadratica
~
~

[ Quadratico Integragdo Fixa

Malha Alternativa
Elemento Linear
100
Fercentual da Malha:

Elemento Quadratico

[ Carga noz vérticez dos elementos

Unidades
Forga: | N hd
Comprimento: mm

Tolerdncia do processo iterativo  |18-5

Opgoes Veiculo Tipo
Considera veiculp
| parcialmente fora
do tabuleiro.

Figura 41 — Opcodes.

O item, tolerancia do processo iterativo, corresponde a tolerdncia adotada na
resolucdo do sistema linear que o codigo resolve para se determinar o campo de
deslocamento da estrutura. Vale salientar que esta tolerdncia diz respeito a
resolucdo do sistema pelo método dos gradientes conjugados com pre-
condicionamento. E, por ultimo, o usuario define se para o célculo das envoltérias o

veiculo pode ser considerado parcialmente fora do tabuleiro.
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(b) Janela de Inserir dados de laje, e, longarinas e transversinas.

A janela de inserir dados de laje pode-se afirmar que é a principal do codigo
SIPlacas, (Figura 42). Ela permite ao usuario definir as lajes (Placa) que irdo compor
o tabuleiro da ponte. Os dados de entrada que se deve definir sdo: geometria (P1,
P2, P3 e P4), espessura (h), condicbes de contorno (C.C.), propriedades dos

materiais (E e v) e por fim definicAo da malha de elementos finitos (Divisbes em
P1P2 e Divisdes em P2P3).

Arquivo  Opgées Andlise  Ajuda

LAJES |vigas |

16.000

X Y CONDIGOES DE CONTORNO
16.000 FF
P4 P3 il [ ’ @ owes [ a [
14.000 P2 [0 o
12000 4o P3 [s000 4500 C P1P2 L
P4 o 4500 [~ Deslocamen o p—
1T == I~ Rotagéo em X
OEEd . f P2 [ Coordenadas relativas ao P1 I” Rotagio em ' P —
sl EQ i Tl Divises em P1P2: [1 = o = ERIE
Divises em P2P3; [1
4000 4+
I Maha de eiementos frtos e Poisson h 481 0 1
2000 4---- = 6071 [o2 [200 259 1 0 1
@ ] Remover . P . P 2

TABELA DE LAJES

-2.000

4000 4 -

-6000 -~

-5.000

L5 0 1250 |S000 1250 5000 570 0 500 10 10 25071 02 180
L6 5000 1250 13000 1250 13000 5750 5000 5750 10 10 28071 0z 180
@ o J e e et 7 13000 1250 21000 1250 21000 57S0 13000 |57S0 |10 10 25071 02 180

-10.000

Figura 42 - Interface de dados de entrada das lajes.

Depois de se determinar as lajes do tabuleiro o usuério pode inserir as longarinas e
transversinas, Figura 43. Este procedimento é adotado configurando-se a secédo
transversal, o0 modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson. Pode ser visto,
também, que elas séo inseridas de acordo com os lados das lajes. Neste ponto é
importante enfatizar que o cddigo SIPlacas ndo permite a insercdo de longarinas e
transversinas sem a definicdo, prévia, das lajes. Para o coeficiente redutor de torcdo
a NBR 6118/2007 item 14.6.7.2 define que de maneira aproximada, nas grelhas e
nos porticos espaciais, pode-se reduzir a rigidez a tor¢do das vigas por fissuracao
utilizando-se 15% da rigidez elastica, exceto para os elementos estruturais com
protenséao limitada ou completa.
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LAJES VIGAS |
18000 =
SECAO TRANSVERSAL OORDENADAS
16000 §--- o= Laa .
% ado:
14000 4---- PIP2 = L1 -
o
0 0
12000 -~ 7
IF 200 o
10000 |- o0 oo £ Posson  Redutor de Torgdo
&000 f - 0 600 26071 02 1
R
som| _rerorer | |
4000 }----
TABELA DE VIGAS nserir Remover
2000 4----
Nome P1X P1Y P2X P2y N°© de elementos Eg Poisson A ¥1 y2 I t -
. =
Vi 5000 1250 1250 26071 02 433000 |610 510 605282666{ 67034333 ‘J
-2000 -~ \'73 13000 1250 5000 1250 10 28071 02 488000 610 510 605282666/ 67034933%
0w Vi [21000 1250 |13000 1250 |10 26071 |02 488000 610 610 |G05282666 67034333
Ve 26000 1250 21000 1250 10 28071 02 488000 610 810 605282666 670349337
e vs o §750 (5000 (5750 |10 26071 02 488000 610 510 |505262666670249332
-3.000 - V6 5000 5750 13000 5750 10 28071 02 488000 610 810 605282666 670349337
10,000 \'id 13000 5750 21000 | 57S0 10 26071 02 488000 610 510 605282666/ 670349332
k i i i H i i Va3 21000 5750 26000 |5TS0 10 28071 0.2 433000 610 510 605282666 670349337
0 5000 10.000 15000 20000 25000 ™ - e - e

Figura 43 — Interface de dados de entrada das longarinas e transversinas.

(c) Analise carga estatica

No menu Analise opcdo Carga Estatica, Figura 44, calcula-se a estrutura que se
deseja analisar considerando apenas as cargas estaticas. De maneira geral, as

cargas estaticas podem ser introduzidas considerando-as representadas por

carregamentos concentrados, lineares ou distribuidos.

Resultados
— CARGAS CONCETRADAS ~RESULTADOS
Né Inicial N Final
H Mx My 18.000 Legenda
17.000 1.72 E+0
| | | 16.000 1.65 E+0
15.000 4 1,58 E+0
Inserir | Remuverl Limpar | 14.000 4 1.51 E+0
' 1.44 E+0
13.000 1.36 E+0
e 12,000 1.29 E+0
747301 I 11.000 122 E40
7479012 10,000 1.08 E+0
pp——— i 9.000 7 1.01 E+0
8.000 9.34 E-1
~CARGAS LINEARES 7.000 BazEd
Elementos. E t7 T
2 i 718 E-1
I a I | 5.000 6.46 E-1
<,000 E75E-1
) ) ] 5.03 E-1
Inserir | Remover | Limpar | 3.000 431 E-1
20D 3.59 E-1
1.000 4 2.87 E-1
E 215 E-1
1 1.44 E-1
=0T 718 E-2
-2.000 1 E-20
-3.000 e
-4,000 ] e
50004 Maximo
— CARGAS DISTRIBUIDAS 6,000 | I
| E'eme"tlns |g -7.000 Minimo
5 -8.000 I
a
; : -9.000
Inserir | Remnverl Limpar | ~1g.000 4 Alterar |
Elemento -11.000 4 T T T T T T
T a 5.000 10.000 15.000 20.000 £5.000
« D 3 N& alor Resolucdo: Variavel: N S
I I [ J IDesIucamantD j [~ Grid [~ Vigas
CALCULAR |

Figura 44 — Janela de andlise de Carga Estatica.



128

Nesta mesma janela os resultados das placas que compdem a estrutura podem ser
visualizados a partir da representacdo dos esfor¢cos na estrutura por curvas de
niveis. As curvas de niveis podem ser de forca cortante, momento fletor,

deslocamento, distor¢do, rotacao e/ou curvatura, conforme Figura 44.

No canto inferior direito da Figura 44 observa-se que ao se inserir vigas no tabuleiro
a opcdo Visualizacdo — Vigas aparece disponivel para o usuario acessar. Esta
opcédo corresponde ao campo de andlise de resultados das vigas inseridas (Figura
45). Neste campo é possivel escolher qual a viga se deseja visualizar assim como o
tipo de esforco interno a ser analisado, seja ele, deslocamento, for¢ca cortante,

momento fletor ou momento de torgéo.

Resultados

RESULTADOS

0.00E+0 -

T T T T T T T T T T T T T
o z 4 3] g io0 iz 14 16 i 20 2z 24

Nao: Valor: “ariavel:
| | j [~ Malha de elementos
. - [~ Nos
Selecione as Vigas
i [~ Elementos
Vigas: - Ingerir | Remowver |
- Analises
Nome PIX | PIY | P2X | P2Y | Divisdes |
¥ Carga Estética
™ Linha de Influéncia
" Envoltdria

Figura 45 — Janela de ver resultados das vigas.
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A resolucdo para a andlise da estrutura considerando o carregamento estatico €
baseado no método dos elementos finitos. O fluxograma da Figura 46 apresenta,
basicamente, o procedimento implementado no SlPlacas, no botdo Calcular da
Figura 44, para se determinar os esforcos internos na estrutura fornecida pelo
USUario.

Figura 46 - Fluxograma de resolu¢éo de placa utilizando o MEF.
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De acordo com o fluxograma da Figura 46, o primeiro procedimento adotado pelo
SIPlacas para o célculo dos esforcos internos na estrutura considerando apenas as

cargas estaticas, corresponde ao acoplamento da viga na placa.

Caso néo exista acoplamento, a estrutura € calculada considerando apenas a rigidez
do elemento finito de placa. E para isso, as etapas de procedimento de calculo

correspondem a montagem da matriz de rigidez local dos elementos finitos de placa

(K,), seguida da montagem da matriz de rigidez global da estrutura (K, ). Verifica-

se que a matriz K, € composta apenas pelas matrizes locais da placa (K, ).

Por outro lado, na situagcdo de acoplamento da viga na placa, realiza-se,

primeiramente a montagem das matrizes locais da placa (K,), e, em seguida, a
montagem das matrizes de rigidez locais das vigas (K,). E importante salientar que

no codigo, a medida que se determina a matriz K, os seus termos ja sdo somados a

matriz de rigidez global da estrutura. Este procedimento € adotado visando otimizar

0 uso da memoria do computador.

Apés a montagem da matriz de rigidez global, determina-se o vetor de carregamento
global. Em seguida, impdem-se as condi¢cdes de contorno para a resolucdo do
sistema de equacgdes lineares. Este procedimento tem por objetivo determinar o
campo de deslocamentos nodais dos elementos finitos que compdem a estrutura. A
resolucdo do sistema de equacbOes € realizada pelo método dos gradientes

conjugados com pré-condicionamento

Por ultimo, com o campo de deslocamento nodal dos elementos, calculam-se os
esforcos internos. Nesta etapa o SIPlacas analisa novamente se o calculo considera
acoplamento entre os elemento finitos de placa e barra. Quando estes elementos
ndo se encontram acoplados o codigo realiza apenas o calculo dos esfor¢os internos
para os elementos de placa. Enquanto que, ao se considerar acoplamento o codigo

determina os esfor¢os internos para ambos os elementos finitos.
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(d) Analise carga movel

No menu Anélise op¢do Carga MdAvel, o usuario tem acesso a janela que possibilita

0 usudrio realizar a andalise da estrutura sob carregamento movel, Figura 47.

Resultados

Classe 30 classe 12| [RESULTADOS

VEICULO TIPO
Dimensdes:

“| Legenda

- 264 E-1

A B . S et e i et 253 E-1

6000 3000 | e T 241 E-1
000 - [ [ S 23E-1

Rodas: oo SR 218EA

X Y Forca [ | q2000F----b-cemmmmmmmeen S RPN . T - - 207 B

— | | : ' 195 E-1

b T T e T T 1.84 E-1

000 4---cbomnieeee [EEEEEE O 172E1

Inserir | Remuver‘ Limpar | B il il S 161 E-1

_____________________ 1.49E-1

H H 1.38 E-1

126 E-1
115E-1
1.03E-1
1T o 92E2
G pooos ---- S05E-2
] W— I B91E-2
STEE-2
461 E-2
347TE-2
232E-2
147 E-2
--- L LS e e e e B L | --- 23E4
__________:r __________ I ____________1:__ I I -1A2E-2

X ¥ N H
B e HERR b Ehhh bbb bbb -~ Legenda
Posicdo do Veiculo Tipo 0 0 -0 0 u [P i P ---{| Maximo

Carrenamento distribuido;  |0-005 5. soe O A S

:

Minimo

Superﬁcies ESFORCO

¢ Lajes " Vigas -11.000

CALCULAR ESFORCO |

f — F F F 7 + Alterar
o 5.000 10.000 15.000 20.000 25.000

B NG . . Visualisacao Envoltoria
CALCULAR ENVOLTORIA | 0 Resolucio: Varigvel:

1028 J Momento X v| M Grig | Vigas r

i i

CALCULAR SUPERFICIES |

Figura 47 — Janela de analise de Cargas Moveis.

Nesta janela o primeiro dado de entrada que o usuario deve inserir diz respeito a
carga movel No SIPlacas existem trés casos de carga movel que ja se encontram
configurados. Estes veiculos tipo estdo de acordo com a antiga norma brasileira de
cargas moveis para pontes (ABNT NBR 7188:2003). E importante salientar que o
trem-tipo de Classe 45 corresponde ao trem-tipo, TB-450 kN, que a atual norma
brasileira (ABNT NBR 7188:2013) considera para o carregamento de cargas moéveis

em pontes.

O SIPlacas permite, também, que o usuario especifique o veiculo tipo que se deseja
trabalhar. Desta maneira o usuario pode determina-lo a partir das dimensfes do

veiculo (A e B), das posi¢cdes das rodas, e das forgas por elas aplicadas no tabuleiro.
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Definido a configuracdo do tabuleiro da ponte e o veiculo tipo, pode-se obter a
envoltoria de esforgos. A envoltoria corresponde aos valores dos esforgos maximos
e minimos em todos os pontos do tabuleiro. Contudo, para se determinar a

7

envoltéria de esforcos € necessario, primeiramente o calculo das superficies de

influéncia.

O fluxograma da Figura 48 apresenta como € realizado o calculo das superficies de

NAO

Sl
M

e
=

Figura 48 — Procedimento para o calculo das superficies de influéncia.

influéncia.

De acordo com o fluxograma, a primeira verificacdo que o codigo SIPlacas realiza
diz respeito a consideracédo da malha alternativa ser igual a malha de discretizacéo
de elementos finitos da estrutura. Define-se malha alternativa, como sendo uma
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s

malha ficticia que € utilizada apenas para especificar os pontos de aplicacdo de

carga unitaria concentrada considerada no calculo das superficies de influéncia.

Para a situagdo em que a malha alternativa é igual a malha de elementos finitos, o
programa considera a carga unitaria atuando na direcdo do grau de liberdade
transversal de cada né do elemento. Em contrapartida, para a situacdo em que a
malha alternativa ndo coincide com a malha de elementos finitos, o SIPlacas adota

duas maneiras diferentes de determina-la.

Quando a andlise é realizada utilizando os elementos lineares, o usuario define
percentualmente o valor da reducéo da discretizacdo da malha de elementos finitos
da estrutura. Por exemplo, o usuéario determina que a malha alternativa deva ser
considerada com um percentual 50% menor em relacdo a malha de elementos
finitos. Para esta situacdo, o niumero de pontos de atuacdo da carga unitaria sera

reduzido pela metade ao se comparar com a situacao das malhas serem iguais.

Para o caso das analises serem realizadas com elementos quadraticos tém-se
apenas duas opcdes de configuracbes de malha alternativa. A primeira delas diz
respeito a malha alternativa ser igual a malha de elementos finitos. Enquanto que na
segunda, a malha alternativa assume apenas 0s nds dos vértices dos elementos

quadraticos como pontos de atuacao da carga unitaria.

Destaca-se que, a quantidade de pontos em que a carga unitaria deve atuar na
estrutura para se determinar as superficies, encontra-se diretamente ligado ao
namero de vezes que o SIPlacas tera que resolver a estrutura. Desta maneira, a
idealizacdo da malha alternativa surge com o objetivo de otimizar o tempo de
processamento que o cédigo utiliza para calcular as superficies de influéncia. Pois, a
medida que se reduz o numero de pontos de aplicagdo da carga unitaria, menor sera

o tempo de processamento final da estrutura.

E importante ressaltar que ao se adotar a malha alternativa menor que a malha de
elementos finitos, ndo significa dizer que o resultado de convergéncia numérica para
um determinado esforco em uma estrutura seja comprometido. Pois, embora as

superficies de influéncia sejam calculadas assumindo uma quantidade menor de
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pontos, os resultados das superficies sao obtidos para a discretizacdo de elementos

finitos adotada.

Seguindo no fluxograma da Figura 48, o cddigo verifica se é considerado o
acoplamento da viga na placa. Para o caso em que ha acoplamento, o codigo
prepara dois arquivos de superficies de influéncia, um relacionado as lajes e outro
com relacdo as superficies das vigas. Enquanto que ndo havendo acoplamento, o
SIPlacas cria apenas um arquivo de superficie de influéncia direcionado as lajes.

A resolucdo para cada caso de ponto de aplicacdo da carga unitaria na estrutura é
realizada utilizando o método dos elementos finitos (MEF). Para cada resolucdo o
codigo realiza todos os procedimentos descritos, anteriormente, no fluxograma da
Figura 46.

Enfim, apds o calculo de todas as superficies de influéncia, o SIPlacas expbe 0s
resultados na interface gréfica do programa. Em seguida, o usuario pode determinar
a envoltéria de esforcos clicando no botdo Calcular Envoltéria. A envoltoria é
calculada a partir da soma dos esforcos resultantes das solicitacbes de carga

concentrada e distribuida, expressdes (7.1), (7.2) e (7.3).

Ed=EJ™ +EX (7.1)
n°rodas
E™ = D (% Y).P (7.2)
i=1
EX™ = [n(x,y).g(x y)dA 7.3
A
Onde,

e E{ é o esforgo calculado em um ponto S da estrutura;

e E&™ é o esforco, no ponto S da estrutura, resultante da acéo das cargas

concentradas;
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e E™ é 0 esforco, no ponto S da estrutura, resultante da acdo da carga
distribuida;

e 7(x,y) é afuncao da superficie de influéncia;

e P é acarga concentrada;

e g(x,y) é a carga distribuida.

O fluxograma da Figura 49 apresenta a rotina que se encontra implementada no
cédigo SlIPlacas responsavel pela determinacao da envoltéria de esforcos.

Sl

=~

NAQ
F‘

" =

Figura 49 — Sub-rotina de calculo da envoltéria de esfor¢os internos no tabuleiro de pontes.
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A sub-rotina da Figura 49 se inicia com o contador i recebendo o valor inteiro zero.
Este contador representa a superficie de influéncia do né i da numeracdo nodal
global da estrutura discretizada. Em seguida, utilizando os dados do arquivo de
superficie de influéncia da laje armazenam-se no vetor lista os resultados da

superficie, por exemplo momentos fletores na direcdo x.

O codigo analisa se o vetor lista é criado. A ndo existéncia do vetor lista significa
dizer que néo existe superficie de influéncia para o n6 i. Caso isso ocorra, 0 codigo
verifica se ha acoplamento do elemento finito de barra na placa. Ndo havendo
acoplamento, o cédigo expde o resultado na interface. Considerando este
procedimento para a primeira iteracdo, verifica-se que nado existe envoltéria de

esforcos.

Caso o caédigo verifique que ha acoplamento do elemento de barra no de placa, o
SIPlacas avaliara a possibilidade de se determinar a superficie de influéncia da viga.
Para isto o codigo reinicia o contador i para zero. Em seguida, o mesmo
procedimento adotado para a superficie de influéncia da laje é realizado para a viga.
Ou seja, utilizando os dados do arquivo de superficie de influéncia da viga
armazenam-se no vetor lista os resultados desta superficie. Na situacdo em que o

vetor lista ndo € criado o codigo expde os resultados do célculo realizado.

Por outro lado, existindo o vetor lista da superficie de influéncia do né i da viga, o
SIPlacas analisa os esforcos maximos e minimos considerando o veiculo em
algumas posic¢des. O Fluxograma da Figura 50 apresenta a posi¢cdes do veiculo tipo

e consideracdes para a determinacao dos esforcos maximos e minimos.
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Figura 50 — Sub-rotina responséavel pelas analises de posi¢ées dos veiculos tipo no tabuleiro de

pontes.

De maneira geral, o cadigo realiza o calculo da envoltéria de esforgos considerando
0s veértices, centro e rodas do veiculo posicionados nos pontos de maximo e minimo
da superficie do n6 i. No caso em que 0 usuario permite considerar o veiculo
parcialmente fora do tabuleiro sdo calculados os esforcos para todas estas
configuracdes. E importante salientar que quando isso ocorre, o peso do veiculo
transferido pelas rodas que se encontram fora do tabuleiro ndo sdo levados em
consideracao na determinacdo do esforco. Ou seja, para este caso é considerado
apenas a parte do veiculo que se encontra dentro do tabuleiro. E desta maneira, o
coédigo armazena o valor maximo e minimo obtido entre as configuracbes de

posi¢des adotadas.
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Por outro lado, a ndo consideracao do veiculo parcialmente fora do tabuleiro conduz
ao calculo de esforcos apenas para as configuragbes em que o veiculo esta
completamente dentro da ponte. Para as configuracdes calculadas adota-se para a

envoltoria apenas 0s valores maximos e minimos encontrados.

No caso do veiculo ndo respeitar, em nenhuma das configuracdes de
posicionamento, a imposicao de estar completamente dentro da ponte, o cédigo
passeia o veértice do veiculo em todos os nos da estrutura em analise. E para as
posicdes em que o veiculo encontra-se completamente dentro do tabuleiro calculam-

se os esforcos e obtém-se os valores maximos e minimos.

Ao término desta sub-rotina (fluxograma da Figura 50), verifica-se no fluxograma da
Figura 49 que o contador i recebe o valor dele mais um. Este passo significa dizer
gue sera avaliada a proxima superficie de influéncia. Para esta nova superficie,
observa-se que o cddigo SlIPlacas realiza em seguida os mesmos procedimentos.
Ou seja, analisa a existéncia do vetor lista, e, caso exista, realiza as verificacbes e

célculos discutidos no fluxograma da Figura 53.

Este laco continua até que o cédigo ndo escreva mais o vetor lista. Caso que conduz
a exposicao dos resultados e, consequentemente, o término de céalculo da envoltoria

de esforcos na viga.

Na Figura 49, o calculo da envoltéria de esforcos das lajes é realizado utilizando as

mesmas considera¢cdes do calculo da envoltéria das vigas.

Enfim, para o célculo da envoltéria de esfor¢os considerando um tabuleiro de ponte
com lajes apoiadas sobre vigas, o codigo desenvolvido realiza as seguintes etapas:

e Calcula as superficies de influéncia e escreve os resultados em dois arquivos:
Superficies da Laje e Superficies da Viga. (Fluxograma da Figura 48).

e Calcula-se a envoltéria para certo esfor¢o. (Fluxogramas da Figura 49 e
Figura 50).
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7.3 Resumo

Neste capitulo foi apresentado o cédigo SIPlacas que € de autoria do Professor
Doutor Vladimir Guilherme Haach com a colaboracdo do autor da presente pesquisa.
Verificou-se que o cédigo possui etapas de pré-processamento, processamento e
pds-processamento.

As etapas de pré-processamento séo realizadas pelo usuério a partir das interfaces
desenvolvidas e que foram apresentadas. Foi possivel observar que a etapa de
processamento é basicamente realizada de acordo com a teoria de elementos

finitos. E pos-processamento € parte responsavel pela visualizacdo de resultados.

De maneira geral, para o usuario utilizar o codigo o mesmo deve seguir algumas

etapas, sendo elas:

Insercdo das caracteristicas geométricas do tabuleiro;

e Entrada de parametros que caracterizam o material;

e Definicdo de condigdes de contorno;

e Definicdo de carregamento para a andalise da estrutura sobre a acdo das
cargas moveis;

e Definicdo de carga mdvel para a obtencao das envoltorias de esforcos.

Foi também apresentado que para se determinar as envoltérias de esforcos o

usuario deve calcular, primeiramente, as superficies de influéncia.
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8 ANALISE DE UMA PONTE

Pretende-se, primeiramente, apresentar o modelo de ponte a ser estudado. Em
seguida, os esforcos internos resultantes de cargas permanentes e moveis séo
determinados: através de calculo utilizando as tabelas de Risch, e, também

utilizando o cédigo SlPlacas.

O calculo do tabuleiro processado no cddigo SIPlacas é realizado considerando trés
formas distintas de configuracéo. A primeira, diz respeito a configuracdo de painéis
de lajes isoladas, a segunda considera-se o tabuleiro completo sobre apoios nao

deslocaveis e a terceira, e Ultima, o tabuleiro é considerado com vigas acopladas.

Ao final de cada forma distinta de calculo processada no cddigo SIPlacas é realizada
uma analise comparativa entre o calculo via tabelas de Risch e o respectivo

procedimento adotado no codigo.

Por ultimo, discutem-se os resultados obtidos entre todas as configuracdes adotadas

na analise do tabuleiro.

8.1 Apresentacdo do modelo de anélise

A ponte a ser estudada € em concreto com f, igual a 30 MPa e modulo de

elasticidade e igual a 26,071 GPa. Ela apresenta em sua configuragdo duas vigas
principais e trés transversinas. O comprimento total é de 26,00 m; apresentando
16,00 m de vao central e 5,00 m de comprimento dos dois balangos. Possui largura
de pista de rolamento igual a 7,00 m e espagcamento entre as vigas principais de
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4,50 m. A Figura 51 ilustra a secao transversal e o perfil da ponte, e, a Figura 52

apresenta uma planta esquematica do tabuleiro da ponte.

SECCAO TRANSVERSAL

45 700 45
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Figura 51 - Planta esquematica da ponte. [Adaptado de EL DEBS; TAKEYA, 2010]. Medidas em cm.
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Figura 52 — Planta Esquematica do Tabuleiro.

A carga movel adotada corresponde ao veiculo tipo padrdo, TB-450, definido
segundo a atual norma de pontes brasileira (ABNT NBR 7188:2013) e ja

apresentado no item 2.2 do presente trabalho.
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8.2 Calculo via tabelas de Risch

O presente item tem por objetivo expor os resultados, utilizando as tabelas de
Rusch, dos esforcos internos das lajes que compBem o tabuleiro de ponte

apresentado no item 8.1.

Os esforcos internos das lajes sdo determinados utilizando as tabelas de Risch. O
uso das tabelas de Risch é vélido tanto para a atuacdo de cargas permanentes
como também a de cargas molveis. Enfatiza-se que o0s painéis de lajes sao
analisados isoladamente, com condi¢cdes de contorno adequadas. E os esforgcos
obtidos nas extremidades dos painéis devem ser corrigidos nos casos de lajes
continuas. Este procedimento é importante e deve ser aplicado para que os esforcos

sejam representativos ao se considerar o tabuleiro como um todo.
8.2.1 Carga Permanente

A carga permanente € composta pela acdo do peso proprio das vigas principais, laje
do tabuleiro, defensas, placas pré-moldadas, pavimentacéo e recapeamento. Para a
obtencao destas acdes considerou-se o peso especifico do concreto armado igual a

25 kN/ms3, pavimentacao 24 kN/m3 e recapeamento igual a 2 KN/m2,

O momento fletor e a forga cortante resultante da carga permanente atuante podem
ser determinados utilizando as tabelas de Rusch, conforme expressdes (8.1) e (8.2).

M, =kgl} (8.1)

V, =k.gl; (8.2)

O parametro ¢, das equacgdes (8.1) e (8.2), diz respeito a soma dos pesos proprios

dos elementos que comp&em o tabuleiro. O |, corresponde a um dos lados da laje e

o k é um coeficiente obtido das tabelas de Riisch em funcéo da relacdo yl , onde

X

|, € o valor de outro lado da laje.
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A escolha das tabelas de Risch que devem ser utilizadas para se determinar os
esforcos internos € realizada de acordo com a determina¢édo de alguns parametros
extraidos das caracteristicas do painel de laje do tabuleiro. A Tabela 8 apresenta
estes parametros assim como as tabelas que foram utilizadas para o calculo dos

esforcos internos das respectivas lajes.

Tabela 8 - Parametros de entrada e escolha dos nimeros das tabelas de Riisch

NUmero das Tabelas de Risch

Lajes: Ly/lx a(m) Lx/a t/a
Momento Fletor Forga Cortante
L1 1,11 2,00 2,25 0,328 84 e 85 102
L2 1,78 2,00 2,25 0,328 88 e 89 99 e 102
L5 infinito 2,00 0,625 0,346 98 -

O parametro a refere-se a distancia entre centros das rodas de cada eixo do
veiculo, e o valor t representa o lado do quadrado de area igual a do retangulo de

contato da roda propagado até a superficie média da laje.

Observa-se que no calculo de momento fletor das lajes L1 e L2, e, de forca cortante

da laje L2 sdo necessarios, para o célculo destes esforcos internos, duas tabelas.

Este fato acontece quando a relacdo yl nao corresponde ao valor definido nas

X

tabelas de Risch, para a mesma configuracao de condigdes de contorno da laje.

Portanto, para estes casos, necessita-se da utilizacdo de tabelas que possuam

relacdes yl proximas da relacdo calculada. E o objetivo é calcular os esforcos

X
internos da laje do tabuleiro a partir de aproximacdes lineares dos esfor¢os internos

obtidos a partir da configuracao de lajes existentes nas tabelas de Rusch.

E importante, também, ressaltar que ndo ha correspondéncia nas tabelas de Riisch

para se determinar a for¢a cortante na laje L., conforme expde a Tabela 8. Neste

sentido, foi adotado para esta pesquisa o calculo segundo o procedimento da norma

brasileira de dimensionamento de estruturas de concreto NBR — 6118 / 1978.
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A Figura 53 apresenta os momentos fletores maximos, resultantes da carga

permanente, em algumas dire¢des e pontos dos painéis de lajes L, L, e L.

e JT
My=g=-1589 kNmim My=g=-17,58 kNmim
Mymg= 6,48 kNmim Mym.g= 6,48 kNm/m
Mim.g = 6,48 kNm/m Mxmg=12,11 kNm/m
E Mym.g Myz g E Wy mg Wyeg
[t} It
=t =t
Mim g Mk g
Li Lz
= J'\T
200 m L 200m .
G

e
N
X

E M:e.g=-20,52 kNm/m
Ls ke g

1.2

13.00 m

Figura 53 - Momento Fletor resultante da Carga Permanente.

A Figura 54 apresenta as forcas cortante, resultante da carga permanente, em

algumas direcdes e pontos nos painéis de lajes L, L, e L;.

T | T |
Vx,g Vx,g
El |vya [vyva=1667kNm| Vya|| E Vyg Vy.g= 18,85 kN'm Vyg
2 Vg = 16,67 kNIm G Vg = 16,67 kN/m
=+ -+
L1 L=
] |Vx,g A |Vx,g
L L
I I
L 5.00m | L .00 m L
!

Vg = -20, 36kNm/m ‘
| Ls Vx.g

| 13.00 m |

26m

1

I
Figura 54 - Forca Cortante resultante da Carga Permanente.
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8.2.2 Carga Movel

Para o célculo da carga movel considerou-se o trem tipo TB-450 kN da autal norma
brasileira de pontes (ABNT NBR 7188:2013), como j4 comentado anteriormente.

Os momentos fletores resultantes do efeito da carga moével sdo determinados de

acordo com a expresséo (8.3)
Mq:lQ(ML+MI')+qlMp+q2Mp'J (8.3)

Sabendo que:

Q é o peso de uma roda do veiculo tipo que para o TB-450 é igual a 75kN.

e (, é a carga distribuida na frente e atras do veiculo (na faixa da largura do
veiculo).

e (, € acarga movel distribuida nas laterais do veiculo.

e Paraa NBR 7188/2013, tem-se:
o 4=0 = =5kN/m?

e M, M, € M_ sdo coeficientes fornecidos pelas tabelas em funcado dos

p

ametros |/ Te 1/
parametros /e 7/ .
e O M,. refere-se ao efeito do veiculo colocado ao lado do veiculo principal.

Esse fendmeno é indicado pela norma DIN 1072 no das classes de pontes

mais “leves” em que o veiculo tem dois eixos.

A forca cortante resultante do efeito da carga movel é determinada de acordo com a

expressao (8.4).
Vo= |.QVL +0q,V, +qZVp'J (8.4)

Onde,
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e v, sao coeficientes fornecidos pelas tabelas em funcdo dos

A I/ t
parametros ae A

Desta maneira, a seguir encontra-se em resumo o calculo dos momentos fletores e

forca cortante dos painéis de lajes que estdo sendo analisados.

(a) Laje L1

(a.1) Momento Fletor

Conforme ja& apresentado, na Tabela 8, as tabelas de Risch N° 84 e 85 sao

utilizadas na determinacdo do momento fletor da laje L1. Verifica-se que elas nao

explicitam os valores dos coeficientes M, M, e M ., para as relagoes I%e %

da presente laje. Contudo, os valores destes coeficientes podem ser determinados

considerando aproximacdes lineares conforme demonstra a Tabela 9 e Tabela 10.

Tabela 9 - Determinagéo dos parametros M .., M

Lym

e M, paraa tabela de Riisch N° 84.

M., (Positivo) 11.1

M,, (Positivo) 11.2

M,. (Negativo) 11.3

A

Y

Y

Y

0,250 0,328 0,500 0,250 0,328 0,500 0,250 0,328 0,500
2,00 0,310 0,256 0,253 0,197 0,640 0,590
2,25 0,355 0,339 0,303 0,277 0,263 0,234 0,710 0,698 0,670
2,50 0,400 0,350 0,300 0,271 0,780 0,750
Tabela 10 - Determinacéo dos parametros —~ P™, M oym , Moye , M prxm Miym e PY¥ paraa
tabela de Rusch N° 84.
|% M. My My,
" p P P P P P

2,00 0,000 0,200 0,000 0,160 0,050 0,450
0,000 0,220 0,000 0,220 0,075 0,610
0,000 0,240 0,000 0,280 0,100 0,770

2,25
2,50
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Considerando a Tabela de Rusch N° 84, obtém-se os coeficientes M, M e M,

necessarios para o calculo do momento fletor. (Tabela 9 e Tabela 10).

Os valores destes coeficientes sdo também apresentados em (8.5).

M, =0339 M, =0000 M, =0220
M, =0263 M, =0000 M, =0220 (8.5)
M, =0698 M, =0075 M,,=0770

Por fim, nas equacgdes (8.6), (8.7) e (8.8) sdo determinados os valores de momento

fletor utilizando a tabela N° 84.

M Xm,q84 = lQM Lxm + qlM pxm + q2 M p'xm J= 261525kNm / m (86)
M e = QM L + M 0+, M 0 |=20,825kNm /m 8.7)
M e qes = —|QM e + QM . +0Q,M ., |=—56,575kNm /m 8.8)

Considerando a tabela de Risch N° 85 obtém-se os valores dos coeficientes

necessarios para o calculo dos momentos fletores da laje L1, apresentados em (8.9).

M, =0252 M, =0000 M, =0120
M,,=0240 M, =0000 M, =0,205 (8.9)
M, =0,665 M, =0000 M, =0455

Lym

Lye

Nas equacdes (8.10), (8.11) e (8.12) sao determinados os valores de momento fletor

utilizando a tabela N° 85.

M =|QM L + &M i + AuM .y |=19,500kNmM / m (8.10)

xm,q85

M = |om L UM UM |=19,025kNm / m (8.11)

ym,q85

M o aes = —|QM e + &M o + .M ., |=-52150kNm/m (8.12)
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Em (8.13), (8.14) e (8.15) encontram-se os momentos fletores atuantes na laje L1.
Estes resultados foram obtidos a partir da interpolacdo dos resultados de momento

utilizando as tabelas 84 e 85.

M q = 23,364kNm/m (8.13)
M., = 20,015kNm/m (8.14)
M,,, =—54,584kNm/m (8.15)

(a.2) Forca Cortante

Conforme ja apresentado, na Tabela 8, a tabela de Risch utilizada para se

determinar a forca cortante para a laje L1 € a tabela de Risch N° 102.

Os valores dos coeficientes necessarios para se calcular a for¢a cortante encontram-
se em (8.16). Estes valores foram obtidos de acordo com o procedimento de

interpolacao discutido anteriormente.

V., =1517 V., =0,005 V,, =0,335

(8.16)
V,, =1503 V, =0,000 V,, =0195

A partir dos parametros encontrados em (8.16), calcula-se a forca cortante para a

laje L1 utilizando as equacdes (8.17) e (8.18).

Vo =|QVi, + 0V, +0,V,, |=115,475kN /m (8.17)
V,, =|QV,, +aV,, +q,V,, |=113,700kN /m (8.18)
(b) Laje L2

(b.1)Momento Fletor

O momento fletor da laje L2 € determinado a partir das tabelas de Riisch N° 88 e N°
89. Segundo Rusch, os momentos fletores destas tabelas podem ser calculados

utilizando as tabelas N° 01 e N° 58. Mais especificamente tem-se que:
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e O momento M, . deve ser calculado de acordo com 1.1 da tabela de Rusch
N° 01;

e O momento M, . deve ser calculado de acordo com 1.2 da tabela de Rusch
N° 01;

e O momento M, deve ser calculado de acordo com 1.2 da tabela de Rusch

N° 58.

Sendo assim, tem-se em (8.19) os parametros necessarios para 0s momentos

fletores calculados segundo as tabelas descritas anteriormente.

M., =0531 M, =0415 M. =0680
My, =0297 M, =0070 M, =0180 (8.19)
M, =0764 M, =0295 M, =0800

Portanto, em (8.20), (8.21) e (8.22) encontram-se os valores dos momentos fletores

resultante do efeito da carga moével e calculado em diferentes regides de laje.

M g = QM L + AGM g + G, M . | = 45,3005kNm /m (8.20)
Mg = QM + AM o +0,M . | = 23,525kKNm/m (8.21)
M, =—|QM . + M, +Q,M .. |=—62,775kNm/m (8.22)

(b.2) Forca Cortante
O calculo da forca cortante é realizado com o auxilio das tabelas de Riisch N° 99 e
N° 102. Utilizando a tabela N° 99 obtém-se os valores dos parametros descritos em

(8.23).

Vi, =1227 V, =0,065 V,, =0175 (8.23)

E desta maneira, em (8.24) tem-se o valor da forca cortante v, .
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Vi = |QVy, + AV, +0,V,, | = 93,225kN /m (8.24)

Por outro lado, assumindo a tabela de Risch N° 99 para o célculo de forca cortante

V,,, tem-se que os coeficientes retirados da tabela iguais aos representados em

(8.25).

vV, =1517 Vv, =0005 V., =0335 (8.25)

E consequentemente o valor da for¢a cortante € igual ao que encontra-se descrito
em (8.26).

V,, =|QV,, +qV,, +q,V,, |=115,475kN /m (8.26)

(c) Laje L5
(c.1) Momento Fletor

O momento fletor na regido do engaste da laje L5 é calculado segundo a tabela de

Rusch N° 98, conforme apresentado na Tabela 8.

Os coeficientes descritos em (8.27) referem-se aos parametros necessarios para o

calculo dos momentos fletores.

M
M

=0589 M,,=0,000 M, =0,000
=0247 M,,=0,000 M,,, =0,000

Lxe

(8.27)
Lye

Os resultados das equacoes (8.28) e (8.29) sao os resultados do momento fletor na

laje L5.
M xe,q = _lQM Lxe + qlM pxe + qZM p‘er= _44’175kNm/m (828)
M, . =|QM, + &M . +a,M ., |=18,525kNm/m (8.29)

(c.2) Forca Cortante
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O procedimento de célculo da forca cortante, como ja dito anteriormente, para a laje
L5 foi realizado conforme o procedimento indicado na ABNT NBR 6118/1978, itens
3.3.2.4e3.3.25.

A forca cortante € determinada dividindo a forca de aplicacdo de uma roda sobre o

tabuleiro por b,. Este procedimento pode ser observado de acordo com as

equacdes (8.30) e (8.31).

b, =b+05.a, .(1— %): 0,575 + 0,5.0,75.[1— 01575(1 - 38)} -0,82m (8.30)

\Y =bg=91,719kN /m (8.31)

q
w

A Figura 55 ilustra os valores das medidas adotadas na equacédo (8.30) para a

determinacdo do parametro b,. Pode também ser visto a posi¢do da roda do trem

tipo sobre a laje e as especificagdes das dimensdes a, e b.

Q
I
/ I I
':fiiij
— — a =g 1 3
38 100 I

Figura 55 — Configuracdo de uma roda do trem tipo sobre a laje em balanco. [Adaptado El EL DEBS;
TAKEYA, 2010]. Medidas em cm.
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A seguir, Figura 56, encontram-se os valores dos momentos fletores nos painéis de

lajes do tabuleiro da ponte em analise.

4.50 m

=N
_
Mxm g = 23,36 kNm/m Nban,q = 45,30 KNm/m
Mym g =20 02 kNm/m Mym g = 23 53 KNm/m
Mye,a = -54 58 kNm/m Mye.q =-62,76 KNm/m
Mym,g Myeq 5 Mym a Mye,q
@
=T
Mxm g Mzm,q
L1 Lz
-
5.00
. m | 8.00 m .
4 7
E Mixe.q = 44,18 kNmvm Myra
o Myr,q = 18,53 kNm/m Ls Mz g
13,00

Figura 56 — Momento fletor resultante da carga moével.

Concomitantemente ao exposto anteriormente (Figura 56), na Figura 57 encontram-

se os valores de forca cortante nos painéis de lajes do tabuleiro da ponte em

analise.

4450 m

e
|Vx,-: |Vx,-:
Woya| Vg = 115,48 KNIM| Wy, g Vg Vg = 115,48 KN/m Wy
T [Wxa= 11370 kKN/mM o Vixag=9323 kNm
Ls Lz
|1'u|rx.-: |1'u|rx.-:
=
L 5.00m L 200m
1 1 : 1
el v —ivomie 1]
= Via=9172kNmim |
E Ls Wi.a
13,00

Figura 57 - Forca cortante resultante da carga movel.
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e Correcao de Momento Fletor

A correcdo de momento fletor é feita para as lajes que sao continuas no tabuleiro da
ponte. Neste sentido, verifica-se que as lajes que necessitam de correcdo sdo: L1 e
L2.

De maneira geral, o procedimento adotado para a correcdo dos momentos fletores
consiste em multiplicar o valor do momento fletor calculado na laje por um

coeficiente que Rulsch designou por ¢«,. Este coeficiente é determinado

. . . . : ~ |
considerando as condi¢des de contorno do painel de laje assim como a relacéo %

X

A Figura 58 apresenta a configuracdo de placas definidas como continuas assim

como a dimensao que deve ser adotada para os parametros |, e | .

PARA CALCULO APROXIMADO DE PLACAS CONTINUAS

~<
53

X = direcdo da continuidade
Figura 58 - Configuragdo de Placas Continuas

Ainda segundo Risch, para vaos de laje inferiores a 20,00 m, deve-se realizar a

correcdo do coeficiente «, segundo a expressao (8.32) E importante ressaltar que o

valor de |, é considerado em metros.

L I, (8.32)
10
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A Figura 59 ilustra a configuracdo estrutural das lajes L1 e L2 na direcdo de
continuidade do tabuleiro. Observa-se que estas lajes estdo apresentadas

considerando-as, primeiramente, isoladas e depois continuas.

MARGINAL OU EXTREMA INTERNA
; | | 3 |
A B B c
| |
| |
A\
A . B R c

Figura 59 — Configuracao estrutural das lajes L1 e L2 considerando-as representadas isoladas e

continuas, respectivamente.

(@) Laje L1

A partir da relacéo IV/ gue para a laje L1 € igual a 0,90, e da configuracao

estrutural adotada para a presente laje, Figura 59, tem-se em (8.33) os valores dos

coeficientes «,.

@y =1025 . a,, =0,980 (8.33)

e

Como o vao desta laje € menor que 20,00 m faz-se necessario a correcdo do

coeficiente «,, realizada em (8.34) e (8.35).

o, = 1’2| Oy = 1’5200 1025=1171 634
1+ 1+ (8:34)
100 100
g = 1’—2|aOB = %0,980 =1120
14 & 142 (8.35)

100 100
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Por fim, a partir das expressées (8.36) a (8.43)(8.46) determina-se os valores dos

momentos corrigidos para a laje L1.

Carga Permanente

M g = 6,480kNm/m (8.36)
My georr = M ym g = 6,480*1,171=7,588kNm/m (8.37)
M e goorr = M g@p = —15,690*1120 = —17,573kNm/m (8.38)
= Myegeonr /- _ 8,787kNm/ 8.39
M., goordo = 5 =—8,787kNm/m (8.39)
Carga Movel
M xm.q = 23,364kNm/m (8.40)
M qcorr = M ym q@ = 20,015*1171 = 23,438kNm/m (8.41)
M e qeorr = M e q@s = —54,584*1120 = —61,134kNm/m (8.42)
M ye,qcorr k 4
M, spordo = 5 = —30,567kNm/m (8.43)

Observa-se que os momentos M, .~ € M, . Nao necessita de correcao de momento

g
fletor. Isto acontece porque este momento atua na direcado perpendicular a direcéo
de continuidade das lajes L1 e L2.

Os esforcos M

e M sdo os momentos fletores da placa na regido da viga

v,gbordo v,gbordo

de bordo.

(b) Laje L2

A partir da relacéo IV/ que para a laje L2 é igual a 0,56, e da configuracao

estrutural adotada para a presente laje, Figura 59, tem-se em (8.44) os valores dos

coeficientes «,.
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oy, =1,050 a4 =1,000 (8.44)

e

Como o vao desta laje € menor que 20,00 m faz-se necessario a correcdo do

coeficiente «,, realizada em (8.45) e (8.46).

o = 1’—2|a02 = %1,050 =1167
1. b 1.8 (8.45)
100 100
o = 1’—2|aoc = %LOOO =1111
14+ X 1+ (8.46)
100 100

Por fim, a partir das expressbes (8.47) a (8.52) determinam-se os valores dos

momentos corrigidos para a laje L2.

Carga Permanente

M xm.g = 12,110kNm/ m (8.47)
M ymgeorr =My q@2 = 6,480*1,167 = 7,562kNm/m (8.48)
M e georr =M e g0 = -17,56*1,111=-19,509kNm/m (8.49)
Carga Movel

M — 23,364kNm/m (8.50)
My georr = Mym @ = 23,525*1167 = 27,454kNm/m (8.51)
M e qeorr = My e = —62,775*1,111 = —69,743kNm/m (8.52)

Observa-se que os momentos M, € M, . nao necessita de correcao de momento

9
fletor. Isto acontece porque este momento atua na direcao perpendicular a direcéo

de continuidade das lajes L1 e L2.

A Figura 60 e Figura 61 apresenta a simetria do tabuleiro da ponte em analise assim

como a regiao e os valores dos momentos fletores calculados apos a correcao.
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uE Mz g=-20,52 ENm/m
2 Ls heg
htcm.g= 8,480 kN mim hMzmg= 12110 ENm'm
ity m.goonr = 7,588 k Nm'm hlym goorr = 7,582 kNm/m
Mye goorr =-17,573 kM mdém Mye goor = - 19,509 kMm/m
b goordo = -8, 7287 E Nm/'m
E 1 1 L M‘I il .;.:5:.[[ M-'E ;::l:l__
L] T |
-q-' M ;:l:ll'lj:l M.‘ m.gsm M:.‘E Qoo
[V g W m g
L1 Lz
E
G Ls
L. 13.00 m L
d! ‘1
Figura 60 - Momento fletor resultante da carga permanente corrigido.
E Miz.g=-44,18 kNm/m Ve
™ Myrg= 18,53k Nm/m Le |
hzm.g= 23,38 k Nm/m hxm.g= 23,38 ENm'm
hym.geomr = 23,44 ENm/m Mym,ooorr = 27 45k Nmdm
by ooarr = -81,13 ENm'm Mye goor =-88,74 kNm/m
hv.cbode =-30,57 EMNm/m
.E | 1 1 _|E1 0T W= goorr|
$ Ny gooraa Mym.geom Wyegoor
m . MI m.G
L1 Lz
E
& Ls
L. 13.00 m L
1 “l

Figura 61 - Momento fletor resultante da carga movel corrigido.
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8.3 Calculo automatico (Codigo SIPlacas)

8.3.1 Ponte com lajes isoladas

O presente item destina-se em avaliar os esfor¢os nas lajes da ponte considerando-
as isoladas durante a aplicagdo do carregamento. Ou seja, no presente tépico, as
lajes sé@o calculadas de maneira equivalente ao realizado no item 8.2.

E importante ressaltar que para esta analise ndo é considerada a insercdo do
elemento finito de barra pelo codigo SIPIcas, tendo em vista que as condi¢cbes de
contorno adotadas elimina esta possibilidade. Neste sentido, a seguir encontram-se
apenas os resultados, dos esforcos internos das lajes, extraidos do codigo SlIPlacas.
Os resultados correspondem primeiramente, a carga permanente, em seguida a

carga movel.

Os resultados obtidos via codigo SlIPlacas é apresentado e, concomitantemente,
realiza-se uma discursdo destes valores com relacdo aos calculados manualmente
via tabela de Risch.

8.3.1.1 Carga Permanente

(a) Laje L1

Os resultados obtidos pelo SlIPlacas para a laje da Figura 62 encontram-se

apresentados na Tabela 11.

N |

> |
Vyg
£
S L Mx g Mxeg
< Vx.g Vxeg
X
L1
Vy,
N V.9 I
L 500m |
1 7

Figura 62 — Simbologia adotada na especificacdo da direcéo dos esforgos.
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Tabela 11 Valores dos esforcos internos na laje L1. Unidade de momento em (kN.m/m) e forca

cortante (kN/m).

Discretizacao My,g Mx,g Mxe,g VX0 Vxe,g Vy,g Vy,g

N°N6s N°Div. Mxm,g Mym,g Mye,g Vg Vxe,g Vy,g Vye,g

340 10x10 6,82 7,08 -15,40 12,60 24,00 12,20 12,20
1280 20x20 6,83 7,05 -15,60 12,50 23,20 12,10 12,10
2820 30x30 6,83 7,04 -15,70 12,40 23,20 12,10 12,10
4960  40x40 6,82 7,04 -15,70 12,40 23,10 12,10 12,10
7700  50x50 6,82 7,04 -15,70 12,40 23,10 12,10 12,10
11040 60x60 6,82 7,04 -15,70 12,40 23,10 12,10 12,10

Risch 6,48 6,48 -15,69 16,67 16,67 16,67 16,67

De maneira geral, verifica-se que os resultados de momentos fletores obtidos pelo
SIPlacas estdo proximos dos resultados das tabelas de Risch. Este fato ocorre para
gualquer discretizacdo adotada. Considerando os valores obtidos pelo SIPlacas para

a discretizagdo da estrutura igual a 340 nos, tem-se:

e Para o0 momento My,g (6,82 kN/m) uma diferenca relativa percentual com o
valor obtido pela tabela de Risch (6,48 kN/m) de 0,05%.

e Para o momento Mx,g (7,08 kN/m) obtido pelo SIPlacas a diferenca relativa
com o valor da tabela de Rusch (6,48 kN/m) é de 0,09%.

e E por ultimo, para os valores de Mxe,g (-15,40 kN/m e-15,69 kN/m) obtidos
pelo SIPlacas e tabelas de Risch, respectivamente, uma diferenca relativa na
ordem de -0,02%.

Por outro lado, os valores de forca cortante apresentam uma diferenca relativa maior
ao se comparar os resultados obtidos pelo SIPlacas e tabelas de Rusch. E isto
acontece independentemente da discretizacdo adotada na andlise da estrutura pelo
SIPIcas. Em termos de diferenca percentual relativa, e adotando os valores do

SIPlacas obtidos para uma discretizacdo de 340 nés, tem-se:

e Para a forca cortante Vx,g (12,60 kN/m) uma diferenca relativa percentual
com o valor obtido pela tabela de Risch (16,67 kN/m) de -24,42 %.
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e Para a forca cortante Vxe,g (24,00 kN/m) obtido pelo SIPlacas a diferenca
relativa com o valor da tabela de Rusch (16,67 kN/m) é de 30,54 %.

e E por ultimo, para os valores de Vy,g (12,20 kN/m e 16,67 kN/m) obtidos pelo
SIPlacas e tabelas de Rusch, respectivamente, uma diferenga relativa na
ordem de -26,81 %.

A presente diferenca encontrada é justificada de acordo com a configuracdo de laje
que se adota para o célculo de forga cortante desta laje via tabelas de Risch. Pois,
como ja definido anteriormente na Tabela 8, a tabela de Risch definida para a L1 no
calculo de forca cortante € a de numero 102. Esta tabela de Risch define que a laje
deve ser quadrada com as quatro bordas engastadas, conforme Figura 63. Portanto,
configuracdo de laje diferente daquela adotada pelo SIPlacas no célculo da forca
cortante para laje L1.

Vyeg

L1
Vxe,g Vxe,g

4.50 m

Vye,g

| 450 m
|

Figura 63 - Simbologia adotada na especificacdo da direcdo dos esforcos.

Neste sentido, adotou-se no SIPlacas a mesma configuracdo de laje considerada
para o calculo via tabelas de RiUsch apresentada na Figura 63. Os valores de forca
cortante para esta configuracdo encontram-se na Tabela 12.



162

Tabela 12 - Valores dos esforgos internos na laje L1, considerando-a com as quatro bordas

engastadas. Unidade de momento em (kN.m/m) e for¢a cortante (kN/m).

Discretizacao Vxe,g Vxe,g Vye,g Vye,g

N°N6s N°Div. Vxe,g Vxe,g Vye,g Vye,g
340 10xi0 17,1000 17,1000 17,1000 17,1000
1280 20x20 16,4000 16,4000 16,4000 16,4000
2820 30x30 16,4000 16,4000 16,4000 16,4000
4960 40x40 16,4000 16,4000 16,4000 16,4000
7700 50x50 16,4000 16,4000 16,4000 16,4000
11040 60x60 16,4000 16,4000 16,4000 16,4000
Risch 16,6720 16,6720 16,6720 16,6720

Pode ser visto que o valor da forca cortante obtida encontra-se mais proximo dos
valores calculados utilizando a tabela de Rusch. De maneira geral, para a

discretizacéo da estrutura com 340 nos, tem-se:

e Para a forca cortante Vx,g e Vy,g (17,10 kN/m) uma diferenca relativa

percentual com o valor obtido pela tabela de Risch (16,67 kN/m) de -0,03 %.

A partir dos resultados apresentados, verifica-se que o codigo SIPlacas proporciona
resultados satisfatérios com os das tabelas de Risch. Isto acontece mesmo para a

menor discretizacdo da estrutura, adotada, neste caso, com 340 nos.

Com relacao aos valores de forca cortante obtidos pelo SIPlacas considerando as

duas configuracdes de lajes apresentadas no presente topico, verifica-se que:

e A forca cortante Vx,g com valores de 12,60 kN/m (Tabela 11) e 17,10 kN/m
(Tabela 12), apresenta uma diferenca relativa na ordem de 26,32 %.

e A forca cortante Vxe,g e Vx,g com valores de 24,00 kN/m (Tabela 11) e 17,10
KN/m (Tabela 12), apresenta uma diferenca relativa na ordem de -28,75 %.

e E, por ultimo, a for¢a cortante Vy,g com valores de 12,20 kN/m (Tabela 11) e
17,10 kN/m (Tabela 12), apresenta uma diferenga relativa na ordem de 28,65
%.
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Pode-se concluir que, ao se adotar a configuracdo da Figura 63, o valor obtido para
0 engaste nesta situacdo é menor que aquele obtido na configuracdo da Figura 62.
Por outro lado, para as bordas simplesmente apoiadas, Figura 62, observa-se que
para a configuracdo da Figura 63 os valores de for¢ca cortante sdo maiores.

(b) Laje L2

Os resultados obtidos pelo SlIPlacas para a laje da Figura 64 encontram-se

apresentados na Tabela 13.

N |

N |
Myeg' Vyeg
E Mxeg Mx,g Mxe,g
3 Vxeg Vxeg
My,g
Lo
Mye,g| Vyeg
AL |
8.00m

Figura 64 - Simbologia adotada na especificagcdo da direcéo dos esforgos.

Tabela 13 - Valores dos esforc¢os internos na laje L2. Unidade de momento em (kN.m/m) e forca

cortante (kN/m).

Discretizacao My,g Mx,g Mxe,g Vxe,g Vxe,g Vy,g Vy,g

N°N6és N°Div. Mxm,g Mym,g Mye,g Vx,g VX,g Vye,g Vye,qg
340 10x10 12,50 6,99 -18,50 28,10 28,10 15,70 15,70
1280 20x20 12,50 6,99 -19,20 26,60 26,60 1540 15,40
2820 30x30 12,50 6,96 -19,30 26,40 26,40 1540 15,40
4960 40x40 12,50 6,96 -19,40 26,30 26,30 15,40 15,40
7700 50x50 12,50 6,95 -19,40 26,30 26,30 15,40 15,40
11040 60x60 12,40 6,96 -19,40 26,30 26,30 15,30 15,30
Risch 12,11 6,48 -17,56 18,95 18,95 16,67 16,67
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Pode-se observar que os resultados de momentos fletores obtidos pelo SIPlacas
estdo proximos dos resultados das tabelas de Risch. Este fato ocorre para qualquer
discretizagcdo adotada. Considerando os valores obtidos pelo SlIPlacas para a
discretizacdo da estrutura igual a 340 nés, tem-se:

e Para o momento My,g (12,50 kN/m) uma diferenca relativa percentual com o
valor obtido pela tabela de Rusch (12,11 kN/m) de 0,03%.

e Para o momento Mx,g (6,99 kN/m) obtido pelo SIPlacas a diferenca relativa
com o valor da tabela de Risch (6,48 kN/m) é de 0,08%.

e E por ultimo, para os valores de Mxe,g (-15,40 kN/m e-15,69 kN/m) obtidos
pelo SIPlacas e tabelas de Risch, respectivamente, uma diferenca relativa na
ordem de 0,05%.

Por outro lado, igualmente ao que ocorreu para a laje L1, a diferenca relativa entre
os valores de forca cortante sdo maiores. E isto acontece independentemente da
discretizacdo adotada na analise da estrutura pelo SIPIcas. Em termos de diferenca
percentual relativa, e adotando os valores do SIPlacas obtidos para uma
discretizacdo de 340 nés, tem-se:

e Para a forca cortante Vxe,g (28,10 kN/m) uma diferenca relativa percentual
com o valor obtido pela tabela de Risch (18,95 kN/m) de -32,56 %.

e Para a forca cortante Vy,g (15,70 kN/m) obtido pelo SIPlacas a diferenca
relativa com o valor da tabela de Riusch (16,67 kN/m) é de -0,058 %.

A justificativa para esta diferenca é que para o célculo de for¢a cortante, da laje L2,
utilizando a tabela de Risch, sdo consideradas duas configuracdes de lajes. A

Figura 65 apresenta estas duas configuracdes de lajes.
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| Vy.g

4.50m
4.50m
|

Vixe,g Vxe,g

[Vysg

oo 4.50m
f||’ f||’ ’! ’IL

Figura 65 — Configuracdes de lajes no célculo da forca cortante da laje L2.

No calculo do esfor¢co Vy,g a configuracdo de laje adotada, para Rusch, equivale a
uma laje com duas bordas opostas apoiadas e de comprimento de vao infinito.
Ressalta-se que para Risch o comprimento do vao € infinito quando a razao entre
os comprimentos dos lados das lajes sdo grandes. Em contrapartida, para o célculo
do esforco Vxe,g a configuracdo adotada para a laje equivale a uma laje quadrada

com as quatro bordas engastadas.

A Tabela 14 apresenta os valores de forca cortante obtidos pelo SIPlacas para a laje

na configuracdo quadrada com as quatro bordas engastadas.

Tabela 14 - Valores dos esforcos internos na laje L3. Unidade de forga cortante (kN/m).

Discretizacdo  Vxe,g Vxe,g
N° N6és N° Div. Vy Vye
340 10x10 17,1000 17,1000
1280 20x20 16,4000 16,4000
2820 30x30 16,4000 16,4000
4960 40x40 16,4000 16,4000
7700 50x50 16,4000 16,4000
11040 60x60 16,4000 16,4000
Risch 16,67 16,67

De maneira geral, para a discretizacdo da estrutura com 340 ngs, tem-se:

e Para a forca cortante Vxe,g (17,10 kN/m) uma diferenca relativa percentual
com o valor obtido pela tabela de Risch (16,67 kN/m) de -0,03 %.
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(c) Laje L5

Os resultados obtidos pelo SlIPlacas para a laje da Figura 66 encontram-se

apresentados na Tabela 15.

125m|
=<
[4+]
0w

13.00 m

Figura 66 - Simbologia adotada na especificacdo da direcdo dos esforcos.

Tabela 15 - Valores dos esforgos internos na laje L5. Unidade de momento em (kN.m/m) e for¢a

cortante (kN/m).

Discretizacao Mye,g Vye,g

N° N6s N° Div. Mxe,g Vxe,g
164 20x2  -20,1100 19,5700
226 20x3  -20,3000 20,4600
288 20x4  -20,3700 20,4900
428 20x5 -20,4000 20,4400
Risch -20,5200 20,3600

Pode ser visto que os valores de momento fletor e de forca cortante, obtidos pelo
SIPlacas e pelas tabelas de Rulsch, apresentam-se satisfatoriamente préximos.

Considerando a estrutura discretizada com 288 nds, tem-se:

e Para o momento fletor obtido pelo SlIPlacas Mxe (-20,37 kNm/m) uma
diferenca relativa percentual com o valor obtido pela tabela de Risch (-20,52
kN/m) de -0,007 %.;

e Para a forgca cortante Vx,g (20,49 kN/m) obtido pelo SIPlacas a diferenca
relativa com o valor da tabela de Rusch (20,36 kN/m) é de 0,006 %.



167

8.3.1.2 Carga movel

A discretizacdo adotada para as lajes, na andlise do carregamento movel, é
determinada a partir dos resultados de esfor¢cos obtidos durante a consideracao do
carregamento permanente. Neste sentido, observando os valores de esforcos

obtidos pelo SIPlacas e apresentados no item anterior 8.3.1.1, tem —se que para:

e As Lajes L1 e L2 a discretizacdo corresponde aquela em que a estrutura
apresenta 340 nos e apresenta-se dividida em 10 elementos finitos em cada
direcéo;

e A Laje L3 a discretizacéo corresponde aquela em que a estrutura apresenta
288 nos e apresenta-se dividida em 20 elementos finitos na dire¢do X e 4

elementos finitos na direcéo Y;

(a) Laje L1

Como explicado anteriormente para se realizar o célculo da envoltoria de esfor¢cos o
codigo SlIPlacas realiza primeiramente o calculo das superficies de influéncia. O
namero de superficies de influéncia corresponde ao nimero de nds que existe na
estrutura. Neste sentido, para a laje L1 o codigo calcula 340 superficies de
influéncia. A Figura 67 e Figura 68 ilustram em curvas de niveis as formas para as
superficies de influéncia do n6 170 da estrutura. E importante ressaltar que este né

encontra-se exatamente no meio da placa.

O valor maximo da superficie de influéncia do né apresentado na Figura 67 (a)
corresponde a 0,341 mm/mm. E, com o auxilio da curva de nivel, afirma-se que a
regido de maximo encontra-se no meio da placa. Em relacdo a regido de valor
minimo é possivel constatar que a mesma encontra-se proxima as bordas da laje e
equivale a valor zero. O mesmo comportamento ocorre para a superficie de

momento fletor na direcéo Y, Figura 67 (b).



168

RESULTADOS ~RESULTADOS
so00 |-
4,800
4500
4.400 ry—
Qe === B e as
o 327EA 327 €4
3800 313E1 34361
3600 299E- 289E1
3400 284 EA 285E1
27E- 2TEA
200 256EA 256E1
960 242E4 242E4
2,800 227 B4 226E1
2600 213E4 243E4
. 189 E- 199E-1
18541 185E-1
2200 171 EA 1711
2.000 156 E-1 156 E-1
1,800 1424 142E1
1 600 128 E4 1281
1am b by
1258 853E-2 854E-2
1.000 7A1E2 TA1E2
800 SE9E2 SBAE2
e ;;i Ei 127E2
= 285E2
I 14262 142E2
200 ATTE21 -3.08E-21
0
-200
-400
oo L— . . : : : : - - + : . . : . : : :
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5.000
N6 Resolugio: Variavel v ¢ Envoltoria """~ I Resolucio: Varivel v H SIS
£ 1 . . an = i . * IMaximo;
170 J . [omenta | ™ Gra | T vises ™ Envaltéria £ Wi 170 I ] J [Momenta =] r e | v ™ Envoltoria  Minimo

(@)

(b)

Figura 67 - Superficie de influéncia, representada por curvas de nivel, do né 170 (a) de momento
fletor na direcdo X e (b) de momento fletor na direcdo Y. Unidade de medida mm/mm.
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Figura 68 — Superficie de influéncia, representada por curvas de nivel, do n6 170 (a) de forca cortante

na direcdo X e (b) de forca cortante na direcdo Y. Unidade de medida 1/mm.

As superficies de influéncia de forga cortante nas direcdes X e Y do n6 170, Figura

68 (a) e (b), apresentam descontinuidade proximo ao ndé em questdo. Este

comportamento encontra-se consistente para a construcado de linhas de influéncia

utilizando a teoria de Miiller-Breslau. Definicdo descrita no item 2.3.




169

Com relacédo a valores, para a superficie de influéncia na direcao X, tem-se que
proximo ao n6 170 ocorre uma variacdo do esforco de 9,37.10™ para -9,82.10°*
1/mm. E para a superficie de influéncia de forca cortante na direcdo Y a
descontinuidade é de 9,96.10™ para —9,96.10™* 1/mm. E importante ressaltar que na

direcdo Y a laje L1 € simétrica, e, portanto, os valores de for¢ca cortante nesta

direcdo sédo antissimétricos.

Desta maneira, para todas as superficies calculadas determinam-se a envoltéria de
esforcos da laje L1 de acordo com as rotinas anteriormente explicadas no capitulo 7.
Observa-se que as envoltérias sdo construidas pontualmente, ou seja, os valores
maximos e minimos da envoltéria correspondem a valores obtidos nos nds dos

elementos finitos.

Salienta-se que as envoltérias foram calculadas permitindo o cédigo analisar os
pontos em que o veiculo apresenta-se parcialmente fora do tabuleiro. Esta deciséo é
adotada nesta estrutura, tendo em vista que em qualquer posi¢cao, o veiculo
apresenta dimensdes que sempre se configura em situacées nas quais 0 mesmo se
encontra parcialmente fora da laje. A Figura 69 e Figura 70 apresentam os valores
da envoltéria de momento fletor maximo e minimo nas direcdes X e Y,

respectivamente.
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Figura 69 — Envoltérias de momento fletor Mx (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida
Nmm/mm.
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Figura 70 - Envoltérias de momento fletor My (a) Méaximo e (b) Minimo. Unidade de medida Nmm/mm.

Verifica-se que os momentos fletores maximos, nas direcbes X e Y, encontram-se no

meio da placa, enquanto que os minimos estdo na borda da laje, considerada

perfeitamente engastada.

A Figura 71 e Figura 72 apresentam os valores da envoltoria

maximo e minimo nas dire¢des X e Y, respectivamente.
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Figura 71 - Envoltorias de forga cortante Fx (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida N/mm.
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RESULTADOS RESULTADOS
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Figura 72 - Envoltdrias de forga cortante Fy (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida N/mm.

A partir das envoltorias de for¢a corante, é possivel afirmar que os valores maximos

e minimos ocorrem nas bordas da laje. E que por simetria, na direcdo y, a forca

cortante encontra-se em distribuicdo antissimétrica.

Para a laje L1, Figura 73, pode ser observado, na Tabela 16, os valores dos

esforcos internos obtidos pelo SIPlacas e tabelas de Rusch. De maneira geral

observa-se que os esfor¢cos obtidos pelo SIPlacas sédo maiores que os da tabela de

Rusch.

VX g

4.50 m

L1

Vyq |

MX q

My q

Mixe,q
Vxe,q

Vya |

5.00m

Figura 73 - Simbologia adotada na especificacdo da direcdo dos esforcos.
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Tabela 16 - Valores dos esforc¢os internos na laje L1. Unidade de momento em (kN.m/m) e forca

cortante (kN/m).

Diferenca Relativa

Esforcos Tabelas de Risch SlIPlacas

(%)
Mx,q 20,20 34,6 41,62
Mxe,q 54,58 57,40 4,91
My,q 23,36 36,40 35,82
VX,q 115,48 163,00 29,15
Vxe,q 115,48 224,00 48,45
Vy,q 113,70 163,00 30,25

Assumindo a condicdo de calculo adotada para o célculo da forca cortante da laje
L1, via tabelas de Rusch, Figura 74, tem-se na Tabela 17 os esfor¢cos obtidos pelo

SIPlacas nesta configuracao.

. Mye.ql Vyegq
g __Mxe,q +qu Mxe.q__
g Vxe.q Vxe.q
My.q
L2 Mye.ql Vyeq

I
| 8.00m

Figura 74 - Simbologia adotada na especificagcdo da dire¢éo dos esforgos.

Tabela 17 - Valores dos esforgos internos na laje L1. Unidade de momento em (kN.m/m) e for¢a

cortante (kN/m).

Diferenca Relativa

Esforcos Tabelas de Rlsch SlIPlacas
(%)
Mxe,q - 38,60 -
Mx,q - 24,80 -
Mye,q - 37,00 -
My.q - 27,60 -
Vxe,q 115,48 221,00 47,74

Vye,q 113,70 214,00 46,87
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A Figura 75 apresenta as envoltorias dos esfor¢os internos de momento fletor para a

laje com configuracao ilustrada na Figura 74.
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Figura 75 - Envoltdrias de esforgos (a) Mx_méaximo, (b) Mx_minimo (c) My_maximo (d) My_minimo.

Unidade de medida Nmm/mm.

Ao se analisar as envoltorias de momento fletor verifica-se que elas apresentam

simetria, comportamento esperado, tendo em vista que a presente laje € simétrica.

Em contrapartida observa-se que os valores para 0 momento na direcdo x Sao

diferentes se comparados com os valores do momento na direcdo y. Este
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comportamento ocorre tanto para a envoltéria de maximo como para a de minimo. A

explicacdo para isso encontra-se na configuragdo de posi¢do do veiculo tipo, pois

ele se encontra posicionado, durante o célculo dos esfor¢os, sempre com o0 seu eixo

longitudinal paralelo a direcdo x da estrutura.

A Figura 76 apresenta as envoltérias dos esforgos internos de forga cortante para a

laje com configuracao ilustrada na Figura 74.
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Figura 76 — Envoltérias de esfor¢os (a) Fx_maximo (b) Fx_minimo (c) Fy_méaximo e (d) Fy_minimo.

Unidade de medida N/mm.
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O mesmo comportamento apresentado e discutido para as envoltérias de momento
fletor pode ser observado para a de forgca cortante. Ou seja, embora o
comportamento das envoltdrias na dire¢cdo x e y sejam similares, verifica-se que 0s

valores sao diferentes.

(b) Laje L2

A Figura 77 apresenta as superficies de influéncia do né 170 do momento fletor nas

direcdes X e Y, respectivamente. O nd 170 encontra-se exatamente no meio da laje.
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Figura 77 - Superficie de influéncia do né 170 (a) de momento fletor na dire¢cdo X e (b) de momento

fletor na direcdo Y. Unidade de medida mm/mm.

Observa-se que os valores maximos das superficies de influéncia dos momentos em
x ey, Figura 77 (a) e (b), € 3,06.10" e 3,06.10" mm/mm, respectivamente. E a

regido de minimo corresponde aos pontos mais afastados do centro da placa.

A Figura 78 apresenta os valores e o comportamento da superficie do n6 170 de

forca cortante nas direcdes x e y, respectivamente.
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Figura 78 - Superficie de influéncia do n6 170 (a) de forca cortante na diregcao X e (b) de forca

cortante na direc@o Y. Unidade de medida 1/mm.

E possivel observar que proximo ao meio da placa as superficies de influéncia de
forca cortante, nas dire¢des x e y, apresenta descontinuidade. E como a estrutura

simétrica os valores do esforco, tanto na direcdo x como na direcdo y, sdo

antissimétricos. Para a direcio x tem-se a forca cortante variando de 6,60.10™ a
-6,60.10" 1/mm, enquanto que na direcdo y a descontinuidade corresponde

793.10* a —7,93.10™* 1/mm.

A Figura 79 e Figura 80 apresentam as envoltorias de momento fletor nas dire¢des x
ey, para alaje L2.

Observa-se que na regido central da laje 0 momento fletor maximo na diregdo x €

igual a 3,09.10* N.mm/mm, enquanto que o valor minimo é nulo. Na regido dos

apoios engastados o momento na direcdo x maximo é 586.10" N.mm/mm e o

minimo é zero.

Com relacdo ao momento fletor da direcédo y, o valor méximo na regido central da

laje é igual a 4,76.10°" N.mm/mm, e o minimo é zero. E na regido dos apoios

engastados ha uma variacdo de 1,17.10™ N.mm/mm.



177
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Figura 79 - Envoltdrias de momento fletor Mx (a) Méximo e (b) Minimo. Unidade de medida Nmm/mm.
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Figura 80 - Envoltdrias de momento fletor My (a) Méximo e (b) Minimo. Unidade de medida Nmm/mm.

A Figura 81 e Figura 82 apresentam os resultados de envoltéria de forca cortante

para as direcdes x e y.

De acordo com a Figura 81 (a) e (b) é possivel afirmar que a variacdo de forca

cortante na direcdo x na regido dos apoios engastados é de 1,62.10° N/mm.
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Enquanto que a variacdo de forca cortante na direcdo y, na

simplesmente apoiados, é de 1,29.10° N/mm.
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Figura 81 - Envoltorias de forga cortante Fx (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida N/mm.
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Figura 82 - Envoltorias de forga cortante Fy (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida N/mm.

A Figura 83 apresenta os pontos que foram analisados nas envoltérias de momento

fletor e forca cortante.
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Figura 83 - Simbologia adotada na especificacdo da direcdo dos esforcos.

A Tabela 18 apresenta os valores maximos de esfor¢os internos obtidos pelo codigo
SIPlacas para a laje L2 e pelas tabelas de Risch. Nesta tabela também pode ser

visualizada a diferenga relativa obtida entre estes dois métodos.

Tabela 18 - Valores dos esforgos internos na laje L2. Unidade de momento em (kN.m/m) e forca

cortante (kN/m).

Diferenca Relativa

Esforgos Tabelas de Risch SIPlacas
(%)
Mx,q 23,53 30,90 23,85
Mxe,q 62,76 58,60 6,63
My,q 45,30 47,60 4,83
Vxe,q 115,48 162,00 28,72
Vy.q 113,70 129,00 11,86

Semelhantemente ao ocorrido para a laje L1, verifica-se que os esforcos obtidos
pelo cbédigo SIPlacas sdo maiores em relacdo ao resultados da tabela de Risch.
Este fato s6 ndo ocorre para o esforco referente ao momento fletor no engaste

(Mxe,q), o qual o SIPlacas apresenta um resultado menor.

Assumindo no SIPlacas a configuracdo da laje utilizada nas tabelas de Risch para
se determinar as forcas cortante nos apoios da laje L2, Figura 84, tem-se na Tabela

20 os valores obtidos.
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Figura 84 - Configurac@es de lajes no calculo da forca cortante da laje L2.

Tabela 19 - Valores dos esforcos internos na laje L1. Unidade de momento em (kN.m/m) e forca

cortante (kN/m).

Diferenca Relativa
(%)
Vxe,q 115,48 162,00 47,74
Vy,q 113,70 214,00 11,86

Esforgos Tabelas de Rusch SIPlacas

(c) Laje L5

A Figura 85 (a) e (b) apresenta as superficies de influéncia do né 143 de momento
fletor e forga cortante na diregdo y, respectivamente. O ndé 143 encontra-se
exatamente no meio da laje.
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Figura 85 - Superficie de influéncia do né 143 (a) de momento fletor na direcéo Y e (b) de forca

cortante na direcdo Y. Unidade de medida mm/mm.
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A superficie de influéncia de momento fletor, Figura 85 (a), apresenta os maiores
valores, em médulo, na regido proxima ao né 143. Fato que se encontra de acordo
com o principio de Miiller-Breslau, a medida que na condicao de rotacdo livre, no no

143, na direcdo y a estrutura tende a apresentar maiores deformadas nesta regiao.

Observa-se também, na Figura 85 (b), que a superficie de influéncia de forca
cortante apresenta descontinuidade proxima ao ndé 143. Nas proximidades do né o

valor decai de 5,06.10* mm/mm para algo em torno de —2,27.10° mm/mm.

A Figura 86 (a) e (b) apresenta a envoltéria de momento fletor na direcéo y da laje.
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Figura 86 Envoltérias de momento fletor My (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida Nmm/mm.

E possivel verificar que a variagdo de momento no engaste ¢ de 6,22.10"

N.mm/mm, conforme Figura 86 (a). E como esperado o comportamento da envoltéria

de momento fletor na direcdo x é simétrica.

Com relacao a envoltdria de forca cortante, observa-se que o valor maximo € igual a

1,40.10% N/mm e o minimo é —4,46 N/mm, Figura 86 (b).
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Figura 87 — Envoltdrias de forca cortante Fy (a) Maximo e (b) Minimo. Unidade de medida N/mm.

Os valores méaximos de esforgos internos, regides em destaque da Figura 88,
obtidos pelas tabelas de Risch e o cédigo SIPlacas encontram-se na apresentados
na Tabela 20.

1.25m
5

13.00 m

Figura 88 - Simbologia adotada na especificacdo da direcdo dos esforcos.

Tabela 20 - Valores dos esforcos internos na laje L5. Unidade de momento em (kN.m/m) e forca

cortante (kN/m).

Diferenca Relativa
(%)
Mye,q -44,18 -62,20 28,97
Vye,q 91,72 140,00 34,49

Esforgos Tabelas de Rusch SIPlacas
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Observa-se novamente que o SlIPlacas apresenta valores de esforcos internos
resultantes da acdo de cargas mdveis maiores se comparado com os esforcos

obtidos pelas tabelas de Rusch.
Conclusdes

Como observado na presente analise, os valores dos esforgcos das cargas
permanentes obtidos via calculo Tabelas de Risch e cddigo SIPlacas apresentam
valores satisfatoriamente proximos. Em contrapartida, na analise de carregamento
movel, verifica-se que os valores obtidos sdo consideravelmente diferentes. E uma
caracteristica observada é que os valores dos esforcos obtidos pelo SIPlacas sdo
sempre maiores se comparados com os valores obtidos pelas tabelas de Risch.

Embora as tabelas de Risch e o codigo SIPlacas determinem os esfor¢os a partir do
conceito de superficies de influéncia, existem algumas diferencas entre os dois

métodos que sao importantes de ressaltar:

i. A primeira diz respeito que a resolucdo da estrutura no cédigo SlPlacas é
realizada utilizando o MEF. A Figura 89 apresenta, em trés dimensodes, a

envoltoria de esforcos méxima de momento fletor na direcéo x da laje L1.

M \l

X
10000

S
ok
&

4000

e %

Figura 89 — Envoltéria Maxima de Momento Fletor na direcéo x da laje L1. Unidades: Dimensado X e Y
em mm e Mx em Nmm/mm.
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O comportamento da envoltdria apresentado relaciona-se ao elemento finito
utilizado na analise (Q8cap). Observa-se que os valores mais elevados da
envoltoria correspondem aos nos locais dos vértices do elemento. Enquanto
gue os valores dos nos intermediarios do elemento apresentam valores
relativamente menores. Ressalta-se que os valores que foram utilizados para
comparar os esfor¢cos resultantes da analise pelo SIPlacas com aqueles das
tabelas de Riusch foram sempre 0os maximos. Isto indica que o valor sempre
se refere ao valor dos nés do vértice. Diante disto, uma aproximacdo que
poderia ser realizada para se determinar o esfor¢o resultante da carga moével
seria a média dos valores do elemento finito que esteja na regido de valor
méaximo. Com isso os valores de esforcos seriam relativamente menores do
gue aqueles que foram assumidos nesta pesquisa. Uma alternativa para que
a envoltéria apresente uma superficie mais suave, sem variagcdes entre 0s
nés dos vértices e do meio dos lados do elemento, seria considerar uma
discretizagcdo relativamente mais rica. Contudo, o processo pode-se tornar

muito custoso e provavelmente o valor final ndo apresente muita diferenca.

Em segundo lugar, a literatura, pesquisada no presente estudo, afirma que
Rusch posiciona o trem tipo, para a obtencdo de determinado esforco, nas
posi¢cdes mais desfavoraveis da superficie de influéncia. Observa-se que nao
€ especificado a configuracdo em que o trem tipo apresenta-se neste ponto
mais desfavoravel. O SIPlacas analisa os vértices, o centro e as rodas do

Trem Tipo nos pontos maximos e minimos das superficies de influéncia;

Outro ponto importante € que o SIPlacas considera a for¢a da roda aplicada
pontualmente, enquanto que Rlsch a propaga para a superficie média da
placa com um angulo de 45°. O procedimento que Risch utiliza faz com que o
valor da forca da roda, agora distribuida, seja multiplicado por um volume da
superficie de influéncia. Enquanto que o no codigo SlIPlacas a carga

concentrada € multiplicado pela ordenada da superficie de influéncia;

Como ja apresentado, a superficie de influéncia em um determinado ponto da

laje é determinada a partir do efeito neste ponto produzido por uma forca
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unitaria atuante em outros pontos quaisquer da laje. E como podem ser
observadas nas superficies de influéncia (ilustradas na Figura 67, Figura 68,
Figura 76, Figura 77 e Figura 84), as suas ordenadas crescem
indefinidamente, & medida que se aproxima do ponto em que esta sendo
analisado. Segundo Mason (1977), esta caracteristica € uma consequéncia
do conhecido fato de que as solicitacfes obtidas pela teoria elastica de placas
divergem no ponto de aplicacdo de cargas concentradas, Figura 90. Estes
pontos constituem locais de singularidades das solugdes, ou seja, nestes
pontos os valores da superficie de influéncia podem apresentar-se

relativamente altos.

Figura 90 - Superficie de influéncia. Unidades: Dimensédo X e Y e mm e Mx mm/mm.

Ainda segundo Mason (1977), para melhor descrever o comportamento da
superficie de influéncia nas imediacbes das singularidades, estudos
realizados por Pucher? emprega uma expressdo resolvente para o
deslocamento da placa. E com este artificio, torna-se viavel o uso prético das
superficies de influéncia, podendo-se desprezar a contribuicdo da parte da

superficie acima de certa cota, nas regides proximas da singularidade.

2 A Pucher, Die Momentencinflussfelder rechtechiger Platten, Berlim, 1936. Verlag von W. Ernest u.

Sohn; Uber die Singularitaitsmethode an elastischen Platten, Ing. Archiv 12, 76 (1941) etc.

A. Pucher, Einflussfelder Elastischer Platten, Springer Verlag, Wien, 1958.
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V. Portanto, observa-se que: a ndo consideracdo pelo codigo SlIPlacas da
propagacao da forca da roda, item iii, € a ndo realizacdo do tratamento das
superficies de influéncia citado no item iv, sdo também fatores que
contribuem para a discrepancia entre os valores obtidos pelas tabelas de
Rusch e o cédigo SIPlacas. Assim como também, justifica o fato de que os

valores de esforcos do carregamento movel no cédigo SlIPlacas resultem

maiores que os das tabelas de Rusch.

A Figura 91 e a Figura 92 apresentam os valores de momento fletor da carga

permanente e carga movel, respectivamente, obtidos pelo SIPlacas e corrigidos

pelas tabelas de Rusch.
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Figura 92 - Momento fletor (SIPlacas) resultante da carga movel corrigido.
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A correcdo dos momentos fletores obtidos do codigo SlIPlacas, considerando as
lajes isoladas, foi realizada para se comparar os valores entre os esfor¢cos obtidos

pelo codigo para diferentes configuracfes de representacao do tabuleiro.

8.3.2 Ponte sobre apoios ndo deslocaveis

Neste momento, 0 presente item destina-se em avaliar os esfor¢os nas lajes da
ponte considerando a configuracdo do tabuleiro completo sobre apoios nao
deslocaveis. Os apoios ndo deslocaveis podem ser entendidos como sendo
longarinas e transversinas com rigidez infinita. Desta maneira, 0os apoios rigidos
foram considerados no tabuleiro nas regibes em que ele se encontrava apoiados

sobre as vigas.

Ressalta-se, também, que, para esta analise, ndo é considerada a insercdo do
elemento finito de barra pelo codigo SIPIcas, tendo em vista que as condi¢cbes de
contorno adotadas elimina esta possibilidade. Neste sentido, a seguir encontram-se
apenas os resultados, dos esforcos internos das lajes, extraidos do codigo SlIPlacas.
Os resultados correspondem primeiramente, a carga permanente, em seguida a

carga movel.

Os resultados obtidos via codigo é apresentado e, concomitantemente, realiza-se
uma discussdo destes valores com relacdo aos calculados manualmente via tabela
de Rusch. Outra comparacdo realizada diz respeito com os valores obtidos pelo

cadigo SlIPlacas considerando os painéis de lajes isolados.

A Figura 93 apresenta a modelagem do tabuleiro da ponte em estudo na interface do

cbdigo SlPlacas.
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Figura 93 — Ponte modelada no codigo SIPlacas.

No desenho da ponte observa-se que as linhas vermelhas correspondem a regides
onde se assumiram vigas. Este procedimento foi adotado afim de que fosse possivel
no cédigo inserir carregamentos lineares, que representam o peso préprio das
defensas. Afim de que ndo houvesse contribuicdo de rigidez das vigas inseridas no
problema adotou-se o valor do médulo de elasticidade igual a zero. Este fato implica
gue todos os elementos da matriz de rigidez da viga resultem em valor nulo. E,
portanto, ndo ocorre contribuicdo de viga na matriz de rigidez das placas que

comp®e o tabuleiro.

A Figura 94 ilustra a modelagem do tabuleiro considerado. Observa-se que as linhas
continuas representam condicbes de contorno simplesmente apoiadas. Enquanto
gue as linhas tracejadas configuram-se de trechos livres As cargas g consistem em
cargas lineares. As cargas p sao cargas pontuais e as g sao as distribuidas na area
das lajes. Por ultimo, a carga m representa cargas de momento fletor inseridas nos

nos das bordas das lajes livres.
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» — . . . . . . . . . . . — 1
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Figura 94 — Geometria e carregamento do tabuleiro.
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Ressalta-se que a nomenclatura das lajes obedece a numeracéo dada na Figura 94.

8.3.2.1 Carga permanente

A Figura 95 apresenta, em curvas de nivel, o comportamento do deslocamento do

tabuleiro em andlise, considerando a acdo do carregamento permanente.

18.000 Legenda
17.000 1,22 E+0
16,000 1.17 E+0
15000, 105 £40
. +
14.000 3.9 E-1
13.000 9,32 E-1
12,000 .73 E-1
11000 | Y57 e
10.000 £.95 E-1
9.000 6.4 E-1
5,000 4 5.81 E-1
7480 Sesea
000§ 4.06 E-1
5.000 348 E-1
4.000 2.89 E-1
] 2.31 E-1
o 1.73E-1
2,000 1.14 E-1
1.000 5.59 E-2
0 -2.53 E-3
E -6.09 E-2
-1.000 -119E-1
-2.000 -1.7% E-1
-3.000 T .
-4.000 e’gn.en a
5000 Maximo
-6.000
-7.000 Winime
-8.000
-2.000
-10.000 Alterar
-11.000

T T T T T
i} 5.000 10.000 15.000 zZ0.000 25.000

Figura 95 - Deslocamento resultante de carga permanente. Unidade de medida em mm.

Pode ser visto que as lajes L6 e L7 apresentam regifes cuja deslocada possui valor
negativo, na ordem de -0,149 mm. Este comportamento ndo acontece nestas lajes
ao considera-las isoladas, mesmo com condi¢cdes de apoio adequadas. Este efeito
ocorre neste caso por causa da influéncia das deformacdes das lajes vizinhas. Nesta
configuracdo, em especial, as lajes em balanco. Nas lajes L5 e L8 este efeito

também ocorre, embora se apresente de forma mais atenuada.

A Figura 96 apresenta o comportamento de momento fletor na dire¢édo x do tabuleiro

considerando a acdo apenas do carregamento permanente.
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Legenda
17.000 8.05 E+3
16.000 7.25 E+3
. +
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-2.000 -1.1 E+4
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4,000 ELELLE
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-5.000
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Figura 96 - Momento fletor na dire¢éo x resultante de carga permanente. Unidade de medida

Nmm/mm.

E possivel verificar que ocorrem concentracdes de esforcos nas regides de ligaces
entre 0s apoios que representam as longarinas e transversinas. Provavelmente, este
efeito acontece devido ao aumento de rigidez nestes locais. Nas lajes L6 e L7
verifica-se, com auxilio da escala de cores, que na regido central 0s momentos
apresentam valores positivos. Isto indica que a superficie inferior da laje encontra-se
tracionada. Contudo, ao se aproximar dos apoios que dividem duas lajes continuas,
€ possivel verificar que 0 momento apresenta sinal invertido. O que indica que a laje

passa apresentar a superficie superior tracionada.

Outro ponto importante de se destacar é que para as lajes L5 e L8 os momentos
fletores maximos ndo ocorrem no meio das lajes. Isto acontece devido ao efeito da

continuidade destas lajes com as lajes L6 e L7.

A Figura 97 apresenta o comportamento de momento fletor na direcdo y do tabuleiro

considerando a acdo apenas do carregamento permanente.



191

15.000 Legenda
17.000 4 4.4 E+3
16,000 2.43 E+3
i
14.0007 -3.46 E+3
13.000 -5.43 E+2
12,000 -7.39 E+2
49,600 15 E4d
-1, +
10,0001 -1.33 E+4
5.000 1 -1.53 E+4
&.000 - -1.72 E+4
] -1.92 E+4
?'DDD_ -2.12 E+4
6.000 -2.31 E+4
5.000 - -2.51 E+4
4,000 4 -2, 71 E+
] -2.9 E+4
3.000 -3.1 E+4
2.000 -3.29 E+4
1.000 1 -3.49 E+4
N -3.69 E+4
] -3.88 E+4
-1.000 -4.08 E+4
-2.000 -4.28 E+4
-3.000 —
-4.,000 B
i Maximo
-6.000 I
-7.000 Minimo
-8.000 |
-9.000
-10.000 Alterar |
-11.000 T T T T T T
0 5.000 10.000 15.000 20.000 25.000

Figura 97 — Momento fletor na direcdo y resultante de carga permanente. Unidade de medida

Nmm/mm.

Da mesma forma que acontece para 0 momento em x também ocorre concentracao
de esforgo nas regides de ligagdo entre 0s apoios que representam as transversinas
e longarinas. Verifica-se, também, que o centro das lajes continuas encontra-se com
a superficie inferior tracionada, momento fletor positivo. Enquanto que, proxima aos

apoios as lajes apresentam momento fletor negativo.

A Figura 98 apresenta o comportamento de forca cortante na direcdo x do tabuleiro

considerando a ag&o apenas do carregamento permanente.
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Figura 98 - Forca cortante na direcao x resultante de carga permanente. Unidade de medida N/mm.

Como a estrutura é simétrica e o esforco analisado é a forca cortante em x, pode-se
constatar que na direcdo x o tabuleiro apresenta comportamento antissimétrico. E,

na direcdo y o comportamento da distribuicdo de esforco cortante Fx € simétrico.

O comportamento inverso ao que foi descrito anteriormente pode ser observado na
Figura 99. Ou seja, para a forca cortante em y, o tabuleiro apresenta esforcos

antissimétricos na direcao y e simétrico na direcao x.
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Figura 99 - Forca cortante resultante na direcdo y resultante de carga permanente. Unidade de

medida N/mm.

Seguida da analise qualitativa do comportamento do tabuleiro de ponte estudado,
espera-se comparar os valores dos esfor¢cos obtidos pelo codigo SIPlacas com os da
tabela de Rusch. Estas comparacdes sdo realizadas na Tabela 21 (momentos

fletores) e Tabela 22 (forca cortante).

Tabela 21 — Comparagdo de momento fletor entre as tabelas de Risch e o SIPlacas (Unidades de

momento fletor KN.m/m).

Lajes Esforco Lajes Isoladas  Tabuleiro sobre Diferenca
(Rusch) apoios rigidos Relativa (%)

My,g 6,48 4,40 32,10

L1 Mx,gcorr 7,59 2,39 68,52
Mxe,gcorr -17,57 -3,61 79,48

My,g 12,11 4,40 63,67

L2 Mx,gcorr 7,56 0,91 87,96
Mxe,gcorr -19,51 -2,56 86,88

L3 Mye,g -20,52 -18,45 10,09
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Tabela 22 — Comparacéo de forca cortante entre as tabelas de Risch e o SIPlacas (Unidades de

forca cortante kN/mm).

. Lajes Isoladas  Tabuleiro sobre Diferenca
Lajes Esforco
(Rusch) apoios rigidos Relativa (%)

VX,g 16,67 7,84 52,97

L1 Vxe,g 16,67 8,98 46,13
Vy,g 16,67 20,00 -16,65

L Vxe,g 18,95 6,14 67,60
Vy,g 16,67 20,00 -16,65

L3 Vye,g 20,36 20,00 1,77

De maneira geral, ao considerar o tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis os valores
dos esforcos, sejam eles momento fletor e/ou forca cortante obtidos pelo SIPlacas
sd0 menores em comparacdo com os da tabela de Rusch. Conclui-se, portanto, que
ao se considerar o tabuleiro completo ocorre uma redistribuicdo de esforcos. Cargas
gue se encontram nas demais lajes acabam aliviando esforcos nas regides mais

solicitadas, caso que néo ocorre quando se considera apenas uma laje.

E possivel também observar que apenas o momento fletor e a forca cortante no
engaste da laje em balanco n&o apresentam valores consideravelmente diferentes.
Para o momento fletor h4 uma diferenca relativa na ordem de 10,09 %, enquanto
gue para a forca cortante o valor € 1,77%. Ou seja, considerar para a laje L3 a
configuracdo de laje em balanco com borda engastada € uma boa aproximacéao para

0 comportamento real desta laje no tabuleiro.

A seguir comparam-se os valores dos esforgos, resultantes de cargas permanente,
obtidos pelo cddigo SIPlacas a partir de duas configuracdes. A primeira com lajes
isoladas e os esforcos obtidos corrigidos pelas tabelas de Rlsch; e a segunda,
considerando o tabuleiro completo sobre ndo deslocaveis. Estas comparacfes sao
realizadas na Tabela 23 (momentos fletores) e Tabela 24 (forga cortante).
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Tabela 23 - Comparacéo entre os valores de Momento Fletor do SIPlacas considerando configuracéo

de painéis isolados e tabuleiro sobre apoios nao deslocaveis. (Unidades de momento fletor kN.m/m).

Lajes Esforco Lajes Isoladas  Tabuleiro sobre Diferenca
(SIPlacas) apoios rigidos Relativa (%)

My,g 6,82 4,40 35,48

L1 Mx,gcorr 8,29 2,39 71,18
Mxe,gcorr -17,25 -3,61 79,10

My,g 12,5 4,40 64,80

L2 Mx,gcorr 8,16 0,91 88,85
Mxe,gcorr -20,55 -2,56 87,55

L3 Mye,g -20,37 -18,45 9,43

Tabela 24 - Comparacéo entre os valores de forca cortante do SIPlacas considerando configuracdo

de painéis isolados e tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis. (Unidades de forca cortante kN.m).

_ Lajes Isoladas  Tabuleiro sobre Diferenca
Lajes Esforco _ _ )
(SIPlacas) apoios rigidos Relativa (%)
VX,g 12,6 7,84 37,78
L1 Vxe,g 24,00 8,98 62,58
Vy,g 12,20 20,00 39,00
Lo Vxe,g 28,10 6,14 78,15
Vy,g 15,70 20,00 21,50
L3 Vye,g 20,49 20,00 2,39

Para este caso, as mesmas conclusfes podem ser tomadas a partir das analises
entre as tabelas de Risch e o SlIPlacas, na configuracdo do tabuleiro completo
sobre apoios ndo deslocaveis. Pois, como visto anteriormente, a diferenca entre os
valores de carga permanente entre as tabelas de Risch e o SIPlacas considerando

0s painéis de lajes isolados sdo satisfatoriamente proximos.
8.3.2.2 Carga movel
A seguir realiza-se uma analise qualitativa do comportamento do tabuleiro da ponte

estudada no que diz respeito as superficies de influéncia e a envoltéria de esforcgos.

E importante ressaltar que as envoltérias foram obtidas considerando o veiculo tipo
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sendo posicionado em configuracbes que garantia que ele encontrava-se
completamente dentro do tabuleiro. Esta consideracdo se aproxima mais do

comportamento real dos tabuleiros de pontes.

Na Figura 100 encontra-se a superficie de influéncia do tabuleiro para o no, da

malha de elementos finitos, 1038. Este n6 esta localizado exatamente no centro do

tabuleiro.
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Figura 100 - Superficie de Influéncia de momento fletor em x do né 1038. Unidade de medida

mm/mm.

Verifica-se que a superficie de influéncia possui picos de maximo negativo proximo
ao no analisado. Os picos de maximo positivo encontram-se na regido em balanco,
coloracéo rosa. Os valores destas duas regides sao -0,152 mm/mm e 0,041 mm/mm,

respectivamente.

Baseado no principio de Miuller-Breslau para linhas de influéncia concluisse que a

forma da superficie apresentada corresponde ao esperado. Pois ao se imaginar, o
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né em analise, que o vinculo relacionado ao momento fletor na direcdo X seja
liberado, é possivel prever que a deformada da estrutura apresentara picos proximos

a este no.

Diante da superficie apresentada, € possivel antecipar que os valores dos esforgos
internos, resultante da acdo das cargas moveis, deve apresentar um valor menor
gue aquele obtido para as lajes isoladas. Isto tende a ocorrer porque ao se
posicionar o veiculo tipo no ponto maximo/minimo desta superficie de influéncia, as
forcas das rodas podem estar aplicadas em pontos que atenuem a intensidade do
esforco neste ponto. Diferentemente do que ocorre nas lajes isoladas, a medida que

as rodas situadas fora da laje ndo sao levadas em consideragéo.

A Figura 101 e Figura 102 apresentam a envoltoria de esforcos de momento fletor

na direcédo x do tabuleiro.
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Figura 101 — Envoltéria Mx maxima. Unidade de medida Nmm/mm.
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Figura 102 — Envoltéria Mx minima. Unidade de medida Nmm/mm.

De maneira geral, tem-se que as regides de maximo e minimo ocorrem no centro
das lajes, que compde o tabuleiro, e nas regides proximas aos apoios, que
representam as transversinas. Sendo no centro das lajes L5 e L6 os valores de
momento iguais a 28,40 e 26,80 kN.m/m, respectivamente. E nas transversinas 0s
valores correspondem a -35,80 kN.m/m.

A Figura 103 apresenta a superficie de influéncia de momento fletor na direcdo y do
n6 1038.

Como discutido para a superficie de momento na direcdo x é possivel antecipar que
os valores dos esforcos internos, resultante da acdo das cargas moveis, devem
apresentar um valor menor que aquele obtido para as lajes isoladas. Isto tende a
ocorrer porque ao se posicionar o veiculo tipo no ponto maximo/minimo desta
superficie de influéncia, as forcas das rodas podem estar aplicadas em pontos que
atenuem a intensidade do esfor¢co neste ponto. Diferentemente do que ocorre nas
lajes isoladas, a medida que as rodas situadas fora da laje ndo sdo levadas em

consideragao para a determinacao do esforco.
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Legenda
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Figura 103 - Superficie de Influéncia de momento fletor em y do né 1038. Unidade de medida

mm/mm.

Na Figura 104 e Figura 105 encontra-se a envoltéria maxima e minima de momento

fletor na direcéo y.
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Figura 104 - Envoltéria My méaxima. Unidade de medida Nmm/mm.
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Figura 105 - Envoltéria My minima. Unidade de medida Nmm/mm.

Os valores maximos e minimos encontram-se nas regides centrais das lajes e nos
apoios que representam as longarinas. Neste sentido, para as regiées centrais tem-
se valores maximo, para as lajes L5 e L6, de 23,20 e 44,20 kN.m/m. Enquanto que
para as regides de apoios o valor é na ordem de -39,10 kN.m/m.

A Figura 106 apresenta a configuracdo da superficie de influéncia de forca cortante
Fxz do n6 1038.

Como a analise refere-se a forca cortante na direcdo x, observa-se que a superficie
apresenta comportamento antissimétrico nesta direcdo. Em contrapartida, o
comportamento é simétrico ao se analisar a direcdo y. Pode ser visto que préximo
ao no, em andlise, as curvas de nivel ilustram que ocorre uma descontinuidade da
superficie. Este comportamento é o esperado de acordo com a teoria de linhas de

influéncia de forca cortante descrito pelo principio de Muller-Breslau.
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Figura 106 — Superficie de Influéncia de forca cortante em xz do n6 1038. Unidade de medida 1/mm.

A Figura 107 e Figura 108 apresentam o comportamento do tabuleiro no que diz

respeito a envoltdria de forca cortante Fxz.
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Figura 107 - Envoltéria Fxz maxima. Unidade de medida N/mm.



202

D 2 F==== e b R h Rl SRR REEEEERREE EEEEEE Legenda
17.000 0 E+D
16.000 4 -4 85 E+0
15.000 -975E+0
14.000 4 -1.46 E+1
13.000 '12-32 E*J
ey +
12.000 4 205 B+
10000 -3.41 B+
10.000 4 -39 E+
9.000 4 -4 39 E+1
2000 4 -4 55 E+
-5.36 E+1
s
T 5.534 E+1

5.000 4 -5.53 E+1

4.000 4 -3 EH

3.000 4 T BE+

e, araEq

1.000 HE e

0 -9.26 E+1
1 875E+

-1.000 A 02 E+2

-2.000 -1.07 E+2

-3.000 -1A2E+2

~4.000 =117 E+2

-5.000 4 Legenda

_5.000 4 Maximo

-7.000 4 0

-5.000 4 o-

g Winimo
-0.000 4 ----+ ; ; : ; ; i
gL === — — 73— Alterar

u] 5.000 100000 15.000 20.000 25000

Figura 108 - Envoltéria Fxz minima. Unidade de medida N/mm.

Constata-se que ao se realizar a superposicdo dos resultados maximos com 0s
minimos a envoltéria resultante possui comportamento antissimétrico, na direcdo x.
Fato que se encontra de acordo com o esperado. Tendo em vista que estruturas
simétricas apresentam comportamento de forca cortante antissimétrico. Observa-se,
também, que os valores resultantes maximos ocorrem nas regiées dos apoios que

representam as transversinas.

A Figura 109 e Figura 110 apresentam as os resultados dos esfor¢os resultantes da

carga movel para a forca cortante Fyz.

Analogamente ao discutido para a forca Fxz, tem-se que ao se realizar a
superposicdo dos resultados maximos com 0s minimos a envoltéria resultante
possui comportamento antissimétrico, na direcdo y. Fato que se encontra de acordo
com o esperado. Tendo em vista que estruturas simétricas apresentam

comportamento de forca cortante antissimeétrico.

Verifica-se, também, que os valores resultantes maximos ocorrem nas regides dos

apoios que representam as longarinas.
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Figura 110 - Envoltéria Fyz minima. Unidade de medida N/mm.
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Apés a andlise qualitativa de comportamento do tabuleiro em relagcédo as superficies
de influéncia e envoltéria de esforcos, segue a analise quantitativa. Esta andlise é
realizada comparando os valores obtidos pelo SIPlacas na configuracdo de tabuleiro
completo sobre apoios ndo deslocaveis com dois resultados.

e O primeiro, diz respeito aos valores calculados usando as tabelas de Risch e

com os momentos fletores corrigidos nas regides de continuidade de lajes.

e O segundo, refere-se aos valores obtidos pelo SIPlacas, na configuracédo de
laje isolada, e com os valores de momento fletor corrigidos nas regifes de
continuidade. Ressalta-se que estes valores foram corrigidos utilizando as

consideragdes determinadas por Rusch.

Tabelas de Riusch versus cdédigo SlIPlacas (Tabuleiro sobre apoios néo

deslocaveis)

A Tabela 25 e Tabela 26 apresentam os valores de diferenca relativa, de momento
fletor e forca cortante, respectivamente, entre os resultados das tabelas de Risch e
do cddigo SlPlacas.

Tabela 25 — Comparacédo de momento fletor entre as tabelas de Risch e o SIPlacas (Unidades de

momento fletor kKN.m/m).

Tabuleiro sobre

_ Lajes Isoladas _ . Diferenca
Lajes Esforco apoios néo .
(Rusch) o Relativa (%)
deslocéaveis

My.q 23,36 23,2 0,68
L1 Mx,qcorr 23,44 28,4 -17,46
Mxe,qcorr -61,13 -35,8 41,44
My.q 23,36 44,2 -47,15

L2 Mx,qcorr 27,45 26,8 2,37
Mxe,qcorr -69,74 -35,8 48,67

L3 Mye,q -44,18 -39,1 11,50
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Tabela 26 — Comparacéo de forca cortante entre as tabelas de Risch e o SIPlacas (Unidades de

momento fletor kKN/m).

Tabuleiro sobre

. Lajes Isoladas . Diferenca
Lajes Esforco apoios nao )
(Rusch) o Relativa (%)
deslocéaveis

VX,q 115,48 97,5 15,57

L1 Vxe,q 115,48 117 -1,30

Vy,q 113,7 142 -19,93

L Vxe,q 115,48 82,9 28,21

Vy,q 113,7 142 -19,93

L3 Vye,q 91,72 142 -35,41

De maneira geral, pode ser visto que ndo ocorrem tendéncias de resultados. Ou
seja, em alguns pontos os esforcos obtidos pelo SIPlacas sdo maiores, em outros

Sa0 menores, e ocorre até casos em que os valores se aproximam.

Para justificar o comportamento aleatério das diferencas relativas encontradas é

necessario colocar dois pontos em questéao.

1. Como dito anteriormente, os valores dos esforcos internos, resultante da acéo
das cargas moveis, para o tabuleiro completo, devem ser menores que
agueles obtidos para as lajes isoladas. Isto tende a ocorrer devido a dois

motivos.

e O primeiro diz respeito que ao posicionar o veiculo tipo no ponto
maximo/minimo de uma superficie de influéncia, no caso de tabuleiro
completo, as forcas das rodas podem estar aplicadas em pontos que
atenuem a intensidade do esfor¢o neste ponto. Por outro lado, quando se
esta diante de uma laje em que seu tamanho € menor que o trem tipo,
pode acontecer que as rodas se encontrem fora da laje. Para estes casos
a contribuicdo dos esforcos destas rodas é desconsiderada. E, portanto,
para as lajes isoladas podem-se obter valores maiores de esforgos.



206

¢ O segundo relaciona-se aos proprios valores maximos das superficies de
influéncia obtidas nas configuracbes de tabuleiro completo e lajes
isoladas. Ao considerar as lajes isoladas os valores maximos das
superficies de influéncia, em um determinado ponto, sdo maiores que 0s
valores maximos para o tabuleiro completo. Isto acontece a medida que
para as lajes isoladas, os esforcos resultante da carga unitaria que define
a superficie de influéncia acaba sendo absorvido unicamente pela a laje
em analise. Por outro lado, ao considerar a carga unitaria passeando em
todo o tabuleiro, a estrutura apresentara uma maior distribuicdo de
esforcos. E, portanto, os valores das superficies, para esta situacdo, serdo

menaores.

2. Ressalta-se que as tabelas de Rusch foram possivelmente construidas com
base em superficies de influéncia que apresentam tratamento em relacéo a
guestado da singularidade que ocorre nos pontos de maximo. Este tratamento,
como visto anteriormente, ndo € realizado no cédigo SlPlacas. E, portanto,
como j& apresentado, ao se considerar as lajes isoladas calculadas pelo
SIPlacas os resultados obtidos sdo sempre maiores em relacdo aos
resultados utilizando as tabelas de Risch.

Neste sentido, diante do que foi apresentado, em relacédo a acdo de cargas moveis,
ao comparar os resultados, do tabuleiro completo no SIPlacas, com as tabelas de
Rusch, é natural que ndo ocorra tendéncia de resultados. Pois, embora a
configuracdo de tabuleiro completo resulte em valores menores de esfor¢os, no
SIPlacas os resultados vdo ser sempre maiores que os das tabelas de Risch. Para
0S casos em que se analisa a mesma configuragdo de laje. E, portanto, ao
considerar simultaneamente os efeitos apresentados, as diferencas entre 0s

resultados dos dois métodos de calculo analisados ndo possuem um padrao.

Cdédigo SlPlacas (Lajes lIsoladas) versus codigo SlPlacas (Tabuleiro sobre

apoios nao deslocaveis)
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A Tabela 27 e Tabela 28 apresentam os valores de diferenca relativa, de momento
fletor e forca cortante, respectivamente, entre os resultados do codigo SlIPlacas

considerando as lajes isoladas e o tabuleiro completo sobre apoios nao deslocaveis.

Tabela 27 - Comparacao entre os valores de momento fletor do SIPlacas considerando configuragéo

de painéis isolados e tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis. (Unidades de momento fletor kN.m/m).

Tabuleiro sobre

. Lajes Isoladas . Diferenca
Lajes Esforco apoios nao )
(SIPlacas) o Relativa (%)
deslocéaveis

My,g 36,40 23,2 36,26

L1 Mx,gcorr 40,52 28,4 29,91
Mxe,gcorr -64,29 -35,8 4431

My,g 47,60 44,2 7,14

L2 Mx,gcorr 36,06 26,8 25,68
Mxe,gcorr -65,10 -35,8 45,01

L3 Mye,g -62,20 -39,1 37,14

Tabela 28 - Comparacao entre os valores de for¢a cortante do SIPlacas considerando configuracéo

de painéis isolados e tabuleiro sobre apoios nao deslocaveis. (Unidades de forca cortante kN/m.).

Tabuleiro sobre

. Lajes Isoladas . Diferenca
Lajes Esforco apoios nao )
(SIPlacas) o Relativa (%)
deslocaveis

VX,g 163,00 97,5 40,18

L1 Vxe,g 224,00 117 47,77
Vy,g 163,00 142 -12,88

L Vxe,g 162,00 82,9 48,83
Vy,g 129,00 142 -9,15

L3 Vye,g 140,00 142 1,41

Ao considerar o tabuleiro completo os resultados dos esforgos, resultantes de cargas
moveis, sdo menores se comparados com o0s resultados obtidos ao considerar as

lajes isoladas. Este comportamento ja foi previsto e discutido anteriormente.
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Outro ponto importante € que as diferencas relativas percentuais apresentadas sao
consideravelmente altas. Ou seja, a configuracdo estrutural do tabuleiro possui papel
fundamental para a determinacao de esfor¢cos. E em situacao de projeto, esta etapa,
que corresponde a analise estrutural, deve ser bem avaliada para que seja possivel

representar de forma adequada o comportamento real da estrutura.

Em relacdo as diferencas relativas percentuais apresentadas tem-se que:

e Para o momento fletor as diferencas sdao maiores nas regides que foram
consideradas engastadas nas configuragcdes de lajes isoladas. Em termos de

valores observa-se que a diferenca encontra-se em torno de 45%;

e Para a forca cortante, as maiores diferencas ocorrem para a forga cortante na

direcdo x, na ordem de 48%.

Este comportamento ja era o esperado a medida que ao considerar estruturas com
apoios perfeitamente engastados, verifica-se que a rigidez nesta regido é maior.
Fato que leva a esforgos internos mais elevados. Desta maneira, ao considerar o
tabuleiro com condicGes de contorno simplesmente apoiadas, a regido anteriormente
considerada engastada, passa a ter uma continuidade, e deste modo a rigidez tende

a diminuir. A partir disto, os esfor¢cos tendem a ser menores neste caso.

Outra andlise pode ser realizada para se explicar o comportamento das diferencas
apresentadas serem maiores nas transi¢cdes entre as lajes. O fato € que nestas
regides as superficies de influéncia apresentam-se mais espalhada no tabuleiro, do

gue nas lajes isoladas, e com valores consequentemente menores.

Conclusdes

A seguir encontra-se o resumo das analises realizadas neste item. A primeira diz
respeito a comparacao entre os resultados das tabelas de Risch e do codigo
SIPlacas, considerando o tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis. E a segunda
relaciona-se aos resultados do SlIPlacas considerando as configuracbes de lajes
isoladas e tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis.
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Tabelas de Risch versus SlPlacas (Tabuleiro sobre apoios nédo deslocaveis)

Com relagdo as cargas permanentes, ao considerar o tabuleiro sobre apoios nao
deslocaveis os valores dos esforcos obtidos pelo SIPlacas sdo menores em
comparacdo com os da tabela de Rusch. Fato que leva a concluir que para o
tabuleiro completo tem-se uma redistribuicdo de esforcos. Ou seja, cargas que se
encontram nas demais lajes acabam aliviando esforgos nas regides mais solicitadas,

caso gque nédo ocorre quando se considera apenas uma laje.

Com relacdo as cargas moveis, as diferencas obtidas entre os dois métodos de
calculo ndo apresentaram tendéncia de comportamento. Fato explicado devido ao
antagonismo de dois fatores: O primeiro que diz respeito ao tratamento quanto a
singularidade nos pontos de maximo em que as superficies de influéncia do codigo
SIPlacas nao realiza. E este fato pode ser aquele que conduz sempre a resultados
do SlIPlacas mais elevados que os da tabela de Rlsch; E segundo relaciona-se ao
fato em considerar que o tabuleiro completo sobre apoios ndo deslocaveis conduz a
resultados de esforcos menores, se comparados com valores obtidos na

configuracdo de lajes isoladas.

SIPlacas (Lajes isoladas) versus SlIPlacas (Tabuleiro sobre apoios néo

deslocaveis)

Nesta confrontacdo de resultados os esforgos resultantes de cargas permanentes e
mobveis apresentam as mesmas tendéncias. Ou seja, para ambos 0s casos ao
considerar o tabuleiro sobre apoios nao deslocaveis os valores dos esfor¢os obtidos
sdo menores em comparacdo aos valores calculados considerando as lajes

isoladas.
8.3.3 Ponte com vigas acopladas
Neste momento, 0 presente item destina-se em avaliar os esforcos nas lajes da

ponte considerando a configuragcédo as deformacoes das lajes do tabuleiro acopladas

com as vigas. As longarinas e transversinas encontram-se, por sua vez, apoiados
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sobre os pilares. A configuragcdo adotada nesta analise corresponde a melhor

aproximacdo da ponte em andlise apresentada na Figura 51 e Figura 52.

Ressalta-se que testes foram realizados considerando o coeficiente redutor de
torcdo igual a 0,15 e 1,00. Os resultados obtidos nestas duas consideracdes foram
satisfatoriamente préximos, indicando que para esta estrutura este coeficiente néo
possui grande influéncia nas analises dos esfor¢os. Desta maneira, os resultados
ilustrados neste trabalho foram obtidos com o coeficiente redutor de torcéo igual a

1,00.

A Figura 111 apresenta o esquema estrutural assim como o carregamento adotado

para a analise do tabuleiro em questao.

E
q=873N/mmem=-747.901,24 N.mm 8
= LG _ p=30.500 N
p=30.500 N q = 14,00 N/mm g =0,0093 N/mm? B
£ A3 E E £ (A4
£ L1 £ L2 £ L3 £ L4
E =z prd Z .
2 |g=0,00842 N/mm?| 3. g =0,00842 N/mm? 2 g=0,00842 N/mmz 3 |g =0,00842 Nimm?| =
- -
= h . h
o a7 i 72 B
20,500 N q-= 14;[}0 N/mm g =0,0093 N/mm? i
oP ~30-500N_ q =873 Nimme m=747.901.24 N.mm L5 _ _ ) p=30500Ng |
L 500m 1 800m | £00m L 500 m . E
1 A Bl q fl 2

Figura 111 - Geometria e carregamento do tabuleiro.

As linhas continuas correspondem a regido onde foi inserida as longarinas e
transversinas. As linhas tracejadas representam bordas livres. O apoio do tabuleiro
sobre os pilares encontra-se apresentado na figura pelas siglas Al, A2, A3 e A4. Os
nos e o grau de liberdade restringido nestes apoios encontram-se na Tabela 29. A
nomenclatura 1 significa dizer que o grau de liberdade esté restringido enquanto que

o 0 indica que ele esta livre.
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Tabela 29 — Condic¢des de contorno.

Apoios N6 Deslocamento Z Rotacao X Rotacao Y
147 1 0 1
Al 148 1 0 1
269 1 0 1
427 1 0 1
A2 428 1 0 1
549 1 0 1
887 1 0 1
A3 888 1 0 1
1169 1 0 1
1487 1 0 1
Ad 1488 1 0 1
1769 1 0 1

Os resultados, para as lajes, obtidos via codigo é apresentado e,
concomitantemente, realizam-se trés comparacdes. A primeira diz respeito aos
valores obtidos manualmente via tabela de Riusch. A segunda, os resultados sé&o
comparados com os valores do SlPlacas considerando as lajes isoladas. E a
terceira, a comparacao é realizada com os valores obtidos do codigo SlIPlacas sobre

apoios nado deslocaveis.

A Figura 112 apresenta a modelagem do tabuleiro da ponte em estudo na interface

do cédigo SlPlacas.

No desenho da ponte as linhas vermelhas correspondem a regides onde se

encontram as longarinas e transversinas.

Nas lajes em balango, nas bordas livres, foi considerada uma viga com moédulo de
elasticidade igual a zero. Este procedimento foi adotado afim de que fosse possivel
no codigo inserir carregamentos lineares, que representam o peso préprio das

defensas.
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Figura 112 - Ponte modelada no cédigo SlIPlacas.

8.3.3.1 Carga permanente

O presente item destina-se a apresentar os resultados obtidos utilizando o codigo
SIPlacas. Neste item o0s esforcos resultantes s&o obtidos a partir da carga
permanente. A Figura 113 apresenta a deformada do tabuleiro resultante da acéo da

carga permanente.

~RESULTADOS
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Figura 113 — Deslocamento resultante de carga permanente. Unidade de medida em mm.
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De maneira geral, ao comparar a configuracdo da deformada, do tabuleiro sobre
apoios deformaveis (Figura 113), com a do tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis
(Figura 95), tem-se que elas sdo consideravelmente diferentes. Para o tabuleiro
sobre apoios deformaveis, o deslocamento maximo é 1,72 mm. Enquanto que, para
o tabuleiro sobre apoios rigidos o valor é de 1,22 mm. Apresentando uma diferenca
relativa na ordem de 29,07 %. Para ambos os casos o deslocamento maximo ocorre

nas bordas livres das lajes em balanco.

O tabuleiro sobre apoios deformaveis apresenta deslocamentos positivos em sua
parte central. Este comportamento é o oposto do que acontece para o tabuleiro
sobre apoios nao deslocaveis. Tendo em vista, que nas lajes centrais 0s

deslocamentos s&o negativos.

A Figura 114 apresenta, em curvas de nivel, a distribuicAo de momento fletor na

direcéo x, resultante da acao de cargas permanentes.

RESULTADOS
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15.000 | 244 £43
. +
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e
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2o
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Figura 114 - Momento fletor na direcéo x resultante de carga permanente. Unidade de medida

Nmm/mm.
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Embora o deslocamento na regido central do tabuleiro apresente valor positivo, 0
momento fletor na direcdo X, na regido em que laje encontra-se apoiada sobre a
tansversina intermediaria, possui valor negativo. Isto indica que as fibras superiores
das lajes encontram-se tracionadas. Igualmente ao que ocorre para estas lajes na
confirguracdo do tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis. Isto acontece, porque os
deslocamentos referentes as regifes, imediatamente vizinhas a regido de apoio da

placa sobre a transversina, apresentam valores de deslocamentos maiores.

A Figura 115 apresenta a distribuicdo de momento fletor na direcao y, resultante da

acdo de cargas permanentes.

RESULTADOS
18.000 4 Legenda
17.000 5.95 E+3
16,000 4,95 E+3
5
3000 1.96 E+3
13.000 9.6 E+2
12.000 -3.75 E+1
e
10,000 -3:03 E+E
00wy -4.03 E+3
5.000 4 -5.03 E+:Z
23S
BAD0Y -B.02 E+3
5.000 -9.02 E+Z
4,000 -1 E+4
] -1.1E+4
%.000 -1.2 E+4
2.000 1.3 E+4
1.000 14 E+4
0 1.5 E+4
] 1.6 E+4
-1.000 1.7 E+4
-2.000 1.5 E+4
-3.000 = =
-4.000] Ll
-5.000 ] Maximo
6.000 5950
-7.000 4 Minimo
-8.000 -18000
-9.000
-10.000 4 Alterar
'11.000_ T T T T T T
1] S.000 10,000 15.000 20,000 25.000
. Visualisagao
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| | I J |r.1umentc|Y j [ Grid [~ Wigas

Figura 115 - Momento fletor na direcéo y resultante de carga permanente. Unidade de medida

Nmm/mm.

As regides de momento fletor maximo negativo ocorrem onde ha o encontro da laje

com as longarinas, regiao em vermelho. Enquanto que os valores de momento fletor
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mMAaximo positivo acontece nas regides centrais das placas continuas. Este

comportamento é semelhante ao apresentado para o tabuleiro sobre apoios rigidos.

A Figura 116 apresenta a distribuicdo de forca cortante na direcao X, resultante da

acdo de cargas permanentes.

RESULTADOS
15.000 Legenda
17.000 1.5E+1
16,000 1.38 E+1
15.000 1 1.25E+1
113 E+1
14.000 1Er
13.000 8.75 E+0
12,000 4 7.5 E+0
11.000 4 5,25 E+0
S E+0
10.000 3.75 E+0
9,000 2.5 E+0
000 1.25 E+0
0 E+0
000 —_—
7.0004 _ -1.25 E+L
5.000 - _ = - . -2.5 E+0
5.000 4 e - — 3,75 E+4C
4.000 - . . 5 E40
] ' -6.25 E4L
S -7.5 E40
2.000 3 — - : -3.75 E+C
1,000 4 : —= -1 E+1
g — -1.13 E+1
] 1.25 E+1
=20mY 1.38 E+1
-2.000 15E+1
-3.000 Iy p
gy egenda
& @ Maximo
-6.000 !
-7.000 Winimeo
-8.000 -15
-9.000
-10.000 4 Alterar
_11IDDD E T T T T T T
i 5.000 i0.000 15.000 20,000 25.000
. Visualisagao
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| | | J |Fur§ﬁ Corntante ij [ Grid [ Vigas

Figura 116 — Foca cortante na direcdo x resultante de carga permanente. Unidade de medida N/mm.

Considerando que a estrutura € simétrica na direcdo X, constata-se que a forca
cortante nesta direcdo possui comportamento antissimétrico. Esta configuracao
encontra-se de acordo com o esperado. E este € 0 mesmo comportamento
apresentado para a distribuicdo de forca Fxz para o tabuleiro sobre apoios nao

deslocaveis.

A Figura 117 ilustra a configuracdo de distribuicdo de forca cortante na diregéo vy.

Por analogia ao apresentado para a forca Fxz, tem-se que o comportamento
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antissimétrico considerando a for¢ca Fyz ocorre na direcdo y. E a simetria da

distribuicdo da forca Fyz ocorre na direcao x.

RESULTADOS
1s.000 Legenda
17.000 3 2 E+1
16.000 5 1.63 E+1
15.000 4 1.67 E+1
1.5E+1
Ty 1.33 E+1
13.000 1 1.17 E+1
12.000 4 1E+1
11.000 4 8.33 E+0
6.67 E+0
10,000 5 5 E+0
9.000 5 3.33 E40
5.000 § 1.67 E+0
E 0 E+0
?'DDU_ -1.67 E+C
/000 -3.33 E+C
5.000 4 -5 E+0
4.000 4 -6.67 E+LC
i -5.33 E+C
3.000 1B+l
2diun -1.17 E+1
1.000 § -1.33 E+1
04 -1.5 E+1
1 -1.67 E+1
i -1.83 E+1
2.000 4 -2 E+1
3.000 T
4.000 | o
5000 Maximo
£.000 ] 20
7.000 4 Minimo
-8.000 20
9.000
-10.000 Alterar
-11.000 1 T T T T T T
ul 5.000 10,000 15.000 20,000 z25.000
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Figura 117 - Foca cortante na direcdo y resultante de carga permanente. Unidade de medida N/mm.

A seguir encontra-se a andlise quantitativa dos esfor¢cos obtidos na configuracéo de
tabuleiro com vigas acopladas, resultante da acdo de cargas permanentes. Estes
resultados foram comparados, separadamente, com os valores obtidos nas trés
configuragbes de célculo do tabuleiro, que ja foram apresentadas, e que se

encontram especificadas a seguir.

e Esforcos calculados segundo o uso das tabelas de Rusch;

e Esforcos calculados pelo SIPlacas, considerando painéis de lajes isolados e
0S momentos obtidos nas regibes de lajes continuas corrigidos por
coeficientes especificados pelas tabelas de Risch;
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e Esforcos determinados pelo SIPlacas, considerando o tabuleiro da ponte
sobre apoios ndo deslocaveis.

Tabelas de Risch versus SIPlacas (Tabuleiro com vigas acopladas)

Os resultados dos esforcos do cédigo SIPlacas sdo menores em relacdo aqueles
determinados com uso das tabelas de Rlsch. Este fato pode ser constatado na
Tabela 30 e Tabela 31, que apresentam, para as lajes do tabuleiro, os resultados de

momento fletor e forga cortante, respectivamente.

Tabela 30 - Comparacao entre os valores de momento fletor das tabelas de Risch e do SIPlacas

considerando tabuleiro vigas acopladas. (Unidades de momento fletor kN.m/m).

Lajes Esforco Tabelas de Tabuleiro com Diferenca
Rusch vigas acopladas  Relativa (%)

My,g 6,48 4,95 23,61

1 Mx,g -8,787- -4,26 51,52
Mx,gcorr 7,59 4,25 44,01
Mxe,gcorr -17,57 -10,02 42,97

My,g 12,11 5,95 50,87

L2 Mx,gcorr 7,56 3,65 51,72
Mxe,gcorr -19,51 -8,85 54,64

L3 Mye,g -20,52 -18,00 12,28

Tabela 31 - Comparacéo entre os valores de forca cortante das tabelas de Risch e do SIPlacas

considerando tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de forca cortante kN/m).

_ Tabelas de Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco _ )
Rusch vigas acopladas  Relativa (%)
VX,g 16,67 15,00 10,02
L1 Vxe,g 16,67 15,00 10,02
Vy,g 16,67 20,20 -17,48
L Vxe,g 18,95 15,00 20,84
Vy,g 16,67 20,20 -17,48

L3 Vye,g 20,36 20,20 0,79
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O fato de o cdédigo SIPlacas apresentar esfor¢cos internos menores em relacdo as
tabelas de Rusch recai na afirmacdo de que ao considerar o tabuleiro completo

ocorre uma melhor distribuicdo de esforgos na estrutura.

SIPlacas (Lajes Isoladas) versus SlPlacas (Tabuleiro com vigas acopladas)

A Tabela 32 e Tabela 34 apresentam resultados de momento fletor e forga cortante,
respectivamente, dos valores obtidos pelo SlIPlacas. A diferenca relativa
apresentada refere-se a comparacao entre os modelos de calculo considerando

lajes isoladas e tabuleiro com vigas acopladas.

Tabela 32 - Comparacao entre os valores de momento fletor do SIPlacas considerando configuracao

de lajes isoladas e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de momento fletor KN.m/m).

_ Lajes Isoladas Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco _ )
(SIPlacas) vigas acopladas  Relativa (%)
My,g 6,82 4,95 27,42
Mx,g - -4,26
L1
Mx,gcorr 8,29 4,25 48,73
Mxe,gcorr -17,25 -10,02 41,91
My,g 12,5 5,95 52,40
L2 Mx,gcorr 8,16 3,65 55,27
Mxe,gcorr -20,55 -8,85 56,93
L3 Mye,g -20,37 -18,00 11,63

Tabela 33 - Comparacéo entre os valores de forca cortante do SIPlacas considerando configuracao

de lajes isoladas e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de forca cortante kN/m).

_ Lajes Isoladas Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforgo _ )
(SIPlacas) vigas acopladas  Relativa (%)
VX,g 12,6 15,00 -16,00
L1 Vxe,g 24,00 15,00 37,50
Vy,g 12,20 20,20 -39,60
L Vxe,g 28,10 15,00 46,62
Vy,g 15,70 20,20 -22,28

L3 Vye,g 20,49 20,20 1,42
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O momento fletor obtido na configuracdo de tabuleiro sobre apoios deformaveis é
menor, comparado com o modelo de lajes isoladas. Fato semelhante ao ocorrido na

comparacao do momento com as tabelas de Risch.

Por outro lado, para a forca cortante, o valor da forca cortante Vx,g da laje L1 é
menor na configuracdo de lajes isoladas. O mesmo ocorre para as forgcas Vy,g das
lajes L1 e L2. Isto acontece porque o valor considerado nesta regido, na
configuracdo de tabuleiro com vigas acopladas, corresponde ao mesmo esfor¢o

Vye,g da laje L3.

SIPlacas (tabuleiro sobre apoios nédo deslocaveis) versus SlIPlacas (Tabuleiro

com vigas acopladas)

A Tabela 34 e Tabela 35 apresentam resultados de momento fletor e forga cortante,
respectivamente, dos valores obtidos pelo SIPlacas. A diferenca relativa
apresentada refere-se a comparacdo entre os modelos de calculo considerando

tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis e tabuleiro com vigas acopladas.

Tabela 34 - Comparacéo entre os valores de momento fletor do SIPlacas considerando configuracao
de tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de momento
fletor KN.m/m).

Tabuleiro sobre

_ ) . Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco apoios néo _ )
o vigas acopladas  Relativa (%)
deslocaveis
My,g 4,40 4,95 -11,11
Mx,g - -4,26
L1
Mx,gcorr 2,39 4,25 -43,76
Mxe,gcorr -3,61 -10,02 -63,97
My,g 4,40 5,95 -26,05
L2 Mx,gcorr 0,91 3,65 -75,07
Mxe,gcorr -2,56 -8,85 -71,07

L3 Mye,g -18,45 -18,00 2,44




220

A maior diferenca entre valores de momento fletor obtido nas duas configuracdes em
analise encontra-se no esforco Mx,gcorr da laje L2. O valor desta diferenca é 75,07
%. Enquanto que a menor diferenca (2,44 %) est4 relacionado ao momento (Mye,qQ)
da laje L3.

Tabela 35 - Comparacéo entre os valores de momento fletor do SIPlacas considerando configuracéo
de tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de forca

cortante kN/m).

Tabuleiro sobre

. _ Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco apoios nao _ )
o vigas acopladas Relativa (%)
deslocaveis
VX,g 7,84 15,00 -47,73
L1 Vxe,g 8,98 15,00 -40,13
Vy,g 20,00 20,20 -0,99
Lo Vxe,g 6,14 15,00 -59,07
Vy,g 20,00 20,20 -0,99
L3 Vye,g 20,00 20,20 -0,99

Para a forga cortante, a maior diferencga relativa entre os valores obtidos nas duas
configuracbes em analise, encontra-se no esforco Vxe,g da laje L2, com valor de
59,07%. E a menor refere-se aos esforcos Vy,g da laje L1 e L2 e o esfor¢co Vye,g da

laje L3, com valor igual a 0,99%.

Em todos os pontos analisados, os valores, de momento fletor e de forca cortante,
sdo maiores no tabuleiro sobre apoios deformaveis. Isto ocorre porque nesta

configuracdo a estrutura é mais deformavel.

Em suma, de maneira geral, os esforcos obtidos, nas duas configuracbes de
tabuleiro em andlise, sdo consideravelmente diferentes. Este fato mostra que a
etapa de concepcdo da andlise estrutural € fundamental para a obtencdo de
esforcos compativeis com aqueles em que a estrutura vai realmente apresentar

durante sua vida util.
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8.3.3.2 Carga movel

Neste item encontra-se o0s resultados obtidos utilizando o cdédigo SlIPlacas.

Considerando apenas a acao de cargas moveis.

Na Figura 118 encontra-se a superficie de influéncia de momento fletor em x, do
tabuleiro, para o no, da malha de elementos finitos, 1038. Este nd esta localizado

exatamente no centro do tabuleiro.

15.000 - R S SREREEEEEE EEREEEEEEEEEEE T Legenda
VI3 p==ee porTTmmeenoes prootmmommes jrommmemomeees frommmmmemoes ERRERRE b A 1 86 E-2
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-2.000 A4.22E41
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-5.000 §---- 5‘ """"""" :L """"""" % """"""" % """"""" J: """"""" J: """" Legenda
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T DD - - o R ’7
5000 4 ---- T T e T TE e T . loccoea=d -
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Figura 118 - Superficie de Influéncia de momento fletor em x do né 1038. Unidade de medida

mm/mm.

O comportamento desta superficie de influéncia é idéntico ao obtido para o tabuleiro
sobre apoios ndo deslocéaveis, Figura 100. Esta afirmacao € baseada no formato das
curvas de nivel. Contudo, os valores, entre estas superficies, séo distintos. Enquanto
gue o valor maximo para superficie do tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis € -
0,152 mm/mm, o valor para configuracdo de tabuleiro com vigas acopladas é -0,135

mm/mm. Percentualmente, esta diferenca é igual a 11,18 %.
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A Figura 119 e Figura 120 apresentam os valores maximos e minimos de momento

fletor na direcéo x, resultante do carregamento permanente.

18.000 Legenda
17000 4 244 E+4
16,000 2.2 E+d
15.000 213E+4
14000 1.93 E+4
13000 | 1 '2-2,' E*:
. +
2L 151 E+d
11.000 1.36 E+4
10,000 1.2 E+4
9,000 4 1.05 E+4
8000 5.97 E+3
70004 Stomes
5000 4---- 435 E+3
5,000 281 E+3
4000 1.26 E+3
3.000 4 27T E+2
2000 e
- +
1.000 '
0 -4 9E+3
E -6.44 E+3
-1.000 798 E+3
-2.000 4 -A52 B+
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-100000 I
~11.000 Afterar |
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E +.
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11.000 4 -1 39 E+3
10,000 4 -3.03 E+3
9.000 -4 B¥ E+3
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5.000 4 .12 E+4
5.000 -1.29 E+4
4.000 4 -1.45 E+4
5.000 4§ -1 62 E+4
2000 By
. +
! .nug 1 211 E+4
] 227 E+
-1.000 4 2,44 E+4
~2000 4 -2GE+4
_3.000 4 -2.77 E+4
-4.000 4 -293E+4
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-6.000 4 Maximo
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-5.000 4 o-
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Figura 120 — Envoltéria Mx minima. Unidade de medida Nmm/mm.
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Semelhantemente ao ocorrido nas envoltorias de esforco Mx para o tabuleiro sobre
apoios ndo deslocaveis, 0s valores maximos ocorrem nas regifes centrais das lajes
e sobre as transversinas. Para a laje L1 e L2 o valor do momento na regido central é
24,40 e 22,80 kN.m/m, respectivamente. Enquanto que nas regides das

transversinas 0 momento Mx € igual a -29,30 KN.m/m.

Na Figura 121 Figura 118 é apresentada a superficie de influéncia de momento fletor
em y do tabuleiro, para o né, da malha de elementos finitos, 1038. Este n6 esta

localizado exatamente no centro do tabuleiro.
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Figura 121 - Superficie de Influéncia de momento fletor em y do n6 1038. Unidade de medida

mm/mm.

7

O comportamento da superficie de influéncia € semelhante ao da superficie de
momento My apresentada para o tabuleiro sobre apoios rigidos, Figura 103. E o
valor maximo da superficie sobre apoios nédo deslocaveis € igual a -0,0303 mm/mm;
enguanto que a do tabuleiro com vigas acopladas é -0,0294 mm/mm. Esta diferenca

percentual é igual a 2,97%.
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A Figura 122 e Figura 123 apresentam os valores maximos e minimos de momento

fletor na direcdo y, resultante da carga movel.

18.000 Legenda
700D 3.54 E+4
16.000 4 3.35 E+4
15,000 4 317 E+4
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Figura 122 — Envoltéria My méxima. Unidade de medida Nmm/mm.
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Figura 123 — Envoltéria My minima. Unidade de medida Nmm/mm.
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As regides centrais das lajes apresentam 0s momentos positivos maximos com
valores iguais a 35,4 kN.m/m. Enquanto que os momentos maximos negativos estéo
na regiao de apoio da laje sobre as longarinas, com valor igual a -34,40 kN.m/m.

Este comportamento é analogo ao apresentado para o tabuleiro sobre apoios
rigidos, Figura 105.

A Figura 124 e Figura 125 referem-se as superficies de influéncia de forga cortante
na direcdo x e y do n6 1038, respectivamente.

I8, F==== E"""""""E"""""""?""'""""?"""""""E """"""" : """" Legenda
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Figura 124 - Superficie de Influéncia de forca cortante em x do n6 1038. Unidade de medida 1/mm.

Ambas as superficies encontram-se com comportamento coerente. Ou seja, a
superficie Fxz apresenta resultado antissimétrico na direcdo X e possui
descontinuidade préoxima ao né 1038. De forma analoga, 0 mesmo comportamento

pode ser observado para a superficie Fyz, Figura 125.
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Legenda
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Figura 125 - Superficie de Influéncia de for¢a cortante em y do né 1038. Unidade de medida 1/mm.

A Figura 126 e Figura 127 expBem as envoltérias maximas e minimas de forga

cortante na direcao x.

18.000 Legenda
17.000 4 1.22E+2
16.000 116 E+2
15,000 1.1E+2
14 000 4 1.05E+2
13.000 | 9.88 £+
A3 E+
12000 | 272 Exd
11.000 8.14 E+1
10,000 756 E+1
9000 | .98 E+1
2.000 £.4 E+1
582 E+1
i 524 E+1
B0 4.65 E+1
5000 4.07 E+1
4000 343 E+1
3000 291 E+1
2000 175
. +
! 'DDE 1 117 E+1
i 5.92 E+0
-1.000 4 113E1
-2.000 - -5 GAE+D
~3.000 -1 A5 E+
-4 000 4 ATIEA
-5.000 —Legenda
5000 Maximo
-7 000 |122
-3.000 - .
p— Winimo
10,000 1 I"I 73
11880 Alterar |

Figura 126 — Envoltdria Fxz maxima. Unidade de medida N/mm.
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Figura 127 - Envoltéria Fxz minima. Unidade de medida N/mm.

De maneira geral, as envoltérias apresentam comportamento semelhante as
envoltorias obtidas para a configuracdo do tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis.
(Figura 107 e Figura 108). Ou seja, como a estrutura € simétrica na direcdo x o
comportamento da envoltdria é antissimétrico para esta dire¢cdo. Observa-se também
gque a descontinuidade de forga cortante ocorre nas regides das transversinas e na
direcao x.

A Figura 128 e Figura 129 ilustram as envoltérias maximas e minimas de forga
cortante na diregao y.

As envoltérias apresentadas sdo antissimétricas na direcdo y. Fato analogo ao
ocorrido para a envoltdéria Fyz na configuracdo de tabuleiro sobre apoios néo
deslocaveis. As regides de descontinuidades de forgca cortante localizam-se
proximas as longarinas.
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Figura 128 - Envoltéria Fyz maxima. Unidade de medida N/mm.
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Figura 129 - Envoltéria Fyz minima. Unidade de medida N/mm.
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Apoés a andlise qualitativa do comportamento das envoltérias do tabuleiro, pretende-
se comparar os valores obtidos na configuracdo de tabuleiro com vigas acopladas

com os esfor¢os obtidos utilizando:

e As tabelas de Rusch;

e O cdbdigo SlIPlacas considerando as lajes do tabuleiro isoladas com condicdes
de contorno adequadas e momentos nas regides continuas corrigidos por
coeficientes da tabela de Rusch;

e O cddigo SIPlacas considerando o tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis.

Tabelas de Riusch versus SlIPlacas (Tabuleiro com vigas acopladas)

A Tabela 36 e Tabela 37 apresenta os resultados de momento fletor e forca cortante
calculados utilizando as tabelas de Risch e o codigo SIPlacas com configuracédo de
tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis.

A partir das diferencas relativas apresentadas, tem-se que tanto para o0 momento

fletor, quanto para a forca cortante, ndo ocorrem tendéncia de resultados.

Tabela 36 - Comparacéo entre os valores de momento fletor das tabelas de Riusch e do SIPlacas

considerando o tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de momento fletor kN.m/m).

Lajes Esforco Tabelas de Tabuleiro com Diferenca
Rusch vigas acopladas  Relativa (%)
My,g 23,36 28,4 17,75
Mx,g -30,57 -2,77 90,94
- Mx,gcorr 23,44 244 3,93
Mxe,gcorr -61,13 -29,3 -52,07
My,g 23,36 35,4 34,01
L2 Mx,gcorr 27,45 22,8 -16,94
Mxe,gcorr -69,74 -29,3 -57,99

L3 Mye,g -44,18 -34,4 -22,14
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Tabela 37 - Comparacéo entre os valores de for¢a cortante das tabelas de Riusch e do SIPlacas

considerando o tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de for¢ca cortante kN/m).

Lajes Esforco Tabelas de Tabuleiro com Diferenca
Risch vigas acopladas  Relativa (%)
VX,g 115,48 17,3 -85,02
L1 Vxe,g 115,48 87,2 -24,49
Vy,g 113,7 157 27,58
L Vxe,g 115,48 87,52 -24,21
Vy,g 113,7 157 27,58
L3 Vye,g 91,72 157 41,58

A nao tendéncia de comportamento das diferengas entre as tabelas de Risch e o
cédigo SIPlacas, quando neste se analisa o tabuleiro completo, j& € comportamento
esperado. Este fato foi discutido quando se comparou as tabelas de Risch com os

resultados do SlIPlacas considerando o tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis.

SIPlacas (Lajes Isoladas) versus SIPlacas (Tabuleiro com vigas acopladas)

Os esforcos obtidos pelo SIPlacas nas configuracdes de Lajes isoladas e tabuleiro

com vigas acopladas encontram-se apresentadas na Tabela 38 e Tabela 39.

Tabela 38 - Comparacao entre os valores de momento fletor do SIPlacas considerando configuragao

de lajes isoladas e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de momento fletor KN.m/m).

_ Lajes Isoladas  Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforgo . _
(SIPlacas) vigas acopladas  Relativa (%)

My,g 36,40 28,4 -21,98

Mx,g - -2,77 -

L1

Mx,gcorr 40,52 244 -39,78
Mxe,gcorr -64,29 -29,3 -54,42
My,g 47,60 35,4 -25,63
L2 Mx,gcorr 36,06 22,8 -36,77
Mxe,gcorr -65,10 -29,3 -55,00

L3 Mye,g -62,20 -34,4 -44,69
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Tabela 39 - Comparacéo entre os valores de forca cortante do SIPlacas considerando configuracdo

de lajes isoladas e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de forca cortante kN/m).

. Lajes Isoladas Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco
(SIPlacas) vigas acopladas  Relativa (%)
VX,g 163,00 17,3 -89,39
L1 Vxe,g 224,00 87,2 -61,07
Vy,g 163,00 157 -3,68
L Vxe,g 162,00 87,52 -45,98
Vy,g 129,00 157 17,83
L3 Vye,g 140,00 157 10,83

A partir das diferencas relativas apresentadas, os valores obtidos pelo SIPlacas, na
configuracdo de tabuleiro com vigas acopladas, sdo menores em relagcdo aos
valores obtidos na condicédo de lajes isoladas. Este comportamento esta de acordo
com o que jé foi discutido. Ou seja, os valores dos esfor¢os, nas lajes, resultantes de
cargas moveis, tendem ser menores ao se considerar o tabuleiro completo. Contudo,
esta afirmacao ndo é valida para as forcas cortante Vy,g e Vye,g das lajes L2 e L3,
respectivamente. Para a forca cortante da laje L2 o valor 157,00 kN/m refere-se ao
maximo valor de Fyz presente na regido da longarina. Enquanto que o valor de

129,00 KN/m esté relacionado ao esforgo cortante especificamente da laje L2.

Em relacdo a forca cortante obtida para a laje L3, a diferenca relativa é
satisfatoriamente pequena. Isto pode ser afirmado tendo em vista que a comparacéo
entre os resultados est& sendo realizada com estruturas com configurages bastante
distintas. Ou seja, uma é representada por lajes isoladas e a outra considera o efeito
nas lajes na simulagdo de tabuleiro completo. E mesmo para estas configuragoes

distintas tem-se uma diferenca relativa no valor de 10,83 %.

SIPlacas: Tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis versus Tabuleiro com vigas

acopladas

Neste momento, pretende-se comparar os valores de esfor¢cos internos obtidos pelo
SIPlacas considerando o tabuleiro sobre apoios nédo deslocaveis e tabuleiro com
vigas acopladas. A Tabela 40 e Tabela 41 apresentam quantitativamente as



232

diferencas relativas destes esforcos obtidos para estas duas configuracdes.
Ressalta-se que a configuracdo que representa melhor o comportamento real da
estrutura € a do tabuleiro com vigas acopladas.

Tabela 40 - Comparacao entre os valores de momento fletor do SIPlacas considerando configuragao
de tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades de momento
fletor KN.m/m).

Tabuleiro sobre

. _ Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco apoios nao . )
o vigas acopladas  Relativa (%)
deslocaveis

My,q 23,2 28,4 -18,31

Mx,q - -2,77 -

L1

Mx,qgcorr 28,4 24,4 14,08
Mxe,qcorr -35,8 -29,3 18,16
My,q 44,2 35,4 19,91
L2 Mx,qgcorr 26,8 22,8 14,93
Mxe,qcorr -35,8 -29,3 18,16
L3 Mye,q -39,1 -34,4 12,02

Tabela 41 - Comparacao entre os valores de for¢ca de cortante do SIPlacas considerando
configuragdo de tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis e tabuleiro com vigas acopladas. (Unidades

de forca cortante kN/m).

Tabuleiro sobre

. _ . Tabuleiro com Diferenca
Lajes Esforco apoios nao . )
o vigas acopladas  Relativa (%)
deslocaveis
VX,q 97,5 17,3 82,26
L1 Vxe,q 117 87,2 25,47
Vy,q 142 157 -9,55
L Vxe,q 82,9 87,52 -5,28
Vy,q 142 157 -9,55
L3 Vye,q 142 157 -9,55

Com relagdo ao momento fletor, os resultados dos esfor¢os, na configuragdo de

tabuleiro com vigas acopladas, sdo menores. Este comportamento s6 ndo ocorre
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para o My,q da laje L1. Ou seja, para esta estrutura, ao considerar a viga de borda
como sendo um apoio ndo deslocavel, ou seja rigidez infinita, tem-se na regiao
central da laje L1 uma deformada menor se comparada quando a viga de borda

possui rigidez menor.

Para os valores obtidos na diferenca relativa, o intervalo da diferenca encontra-se
entre 10 e 20 %. Fato que leva a concluir que adotando as duas configuracbes em
andlises, ao se considerar tabuleiro com vigas acopladas tem-se, em média, uma

reducao em 20% dos esforcos relacionados ao momento fletor.

Com o que diz respeito para a forca cortante na direcdo y, na regido da longarina o

esforco é relativamente proximo para os dois casos. Sendo a diferenca relativa

presente na ordem de 9,55 %.

Para a forca cortante Vx,q da laje L1 o esfor¢o obtido, na configuracdo de tabuleiro
com vigas acopladas, € 82,26 % menor que na configuracdo de tabuleiro sobre
apoios nao deslocaveis. Isto indica que ao considerar a deformacéo da transversina
de apoio a forca cortante nesta regido diminui consideravelmente. Fato semelhante
ocorre para a forca Vxe,q da laje L1. Contudo a diferenca dos valores obtidos entre
os dois modelos é menor e encontra-se na faixa de 25,47 %.

Com relacdo a forca cortante na direcdo x (Vxe,q) da laje L2 tem-se um valor de
esforco obtido para os dois modelos satisfatoriamente proximo, na ordem de 5,28 %.
Podendo-se concluir, que para esta estrutura, ao adotar qualquer das duas
configuracdes de tabuleiro em analise a for¢ca cortante obtida para esta regidao &

praticamente a mesma.

8.4 Resumo

O presente capitulo tratou da andlise do tabuleiro de uma ponte em viga. Os
esforgcos da laje da ponte foram calculados utilizando as tabelas de Risch e o codigo
SIPlacas. No cdédigo SlPlacas foram consideraras trés configuracbes de

representacdo para o calculo dos esforcos das lajes. Os esforcos das vigas foram
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calculados pelo conceito de linhas de influéncia e pelo SIPlacas. No codigo as vigas

sdo calculadas utilizando o conceito de superficies de influéncia.

Em todas as comparag0Oes realizadas os resultados obtidos séo diferentes para cada
configuracdo de tabuleiro adotada no SIPlacas. Fato que levou a concluir que a
representacdo da estrutura na analise estrutural possui papel fundamental em

relacdo aos esforgos obtidos.

E importante enfatizar que em todas as comparacdes realizadas as diferencas
encontradas apresentaram tendéncias de resultados. E para aquele caso no qual
nao houve padréo na diferenca dos resultados este comportamento foi devidamente
justificado.
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9 CONCLUSAO

9.1 Considerac0des Finais

Ao término do trabalho dois assuntos devem ser abordados nas conclusdes do
presente estudo. O primeiro, diz respeito as andlises do comportamento dos
elementos finitos implementados; assunto discutido no capitulo 6. Enquanto que o
segundo atrela-se as analises realizadas para o tabuleiro de ponte em viga; assunto

discorrido no capitulo 8.

Os elementos finitos estudados foram os elementos de barra e placa. Ambos os
elementos apresentam trés graus de liberdade por n6é. Um dos graus de liberdade
relaciona-se a translacao vertical e os outros dois diz respeito as rotacdes no plano

do elemento.

No decorrer do trabalho pdde ser visto que ambos os elementos possuem problema
de travamento de forca cortante (Shear Locking). E para contornar este problema
foram utilizados dois artificios matematicos. Desta maneira, elementos finitos com
integracéo reduzida e campo assumido de deformacao de forca cortante (CADFC)
foram implementados no cddigo SIPlacas.

A fim de verificar o comportamento dos elementos finitos de barra, um exemplo de
viga em balanco foi utilizado. A partir deste exemplo foram realizadas duas analises.
A primeira relaciona-se a convergéncia do resultado de cada elemento a medida que
se aumenta a discretizacdo de malha na estrutura. E a segunda, diz respeito ao

problema de travamento de forca cortante.
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A seguir encontram-se as observacoes e conclusdes a respeito da primeira analise.

Para o deslocamento, todos os elementos finitos implementados convergem, para os
resultados obtidos analiticamente, a medida que se aumenta a discretizacdo da
estrutura. Contudo, a convergéncia dos elementos com aproximacgdes quadraticas

ocorre mais rapidamente.

Foi também constatado que a razao de convergéncia é diferente para os elementos
que possuem a mesma aproximagao para os deslocamentos. Por exemplo, entre o0s
elementos lineares, 0 B2. é o Ultimo a convergir. Indicando que ao realizar anélises
com este elemento é preciso que se utilize uma discretizagéo relativamente maior se
comparada com as discretiza¢des utilizadas segundo os outros elementos lineares.

Este mesmo comportamento ocorre para o elemento quadratico B3..

Outro comportamento interessante visto entre os elementos lineares B2, e B2cap €
0s quadraticos B3, e B3cap, € que eles apresentam exatamente o mesmo
comportamento. Este fato comprovou que o artificio numérico da integracéo
reduzida equivale a definir uma aproximacdo adequada para o campo de
deformacdo inconsistente do elemento finito. Ressaltando que isto s6 é valido para
analise de deslocamento da estrutura.

Para o momento fletor, o elemento quadratico B3. foi o Unico a apresentar
comportamento fora do padrdo das curvas dos demais elementos quadraticos. Pois,
como ocorre para os demais elementos, ele deveria convergir para um resultado
proximo ao analitico independentemente da discretizacéo utilizada. E foi concluido
gue isto acontece porgue o elemento quadratico B3 ndo possui qualquer tratamento
para evitar o problema de travamento de forca cortante. O que indica que ele
necessita de uma discretizacdo de malha maior para se convergir a um resultado

satisfatorio.

Em relacdo a forca cortante, os elementos finitos com CADFC, (B2cap € B3cap),
foram os Unicos a apresentarem convergéncia com o valor analitico para qualquer
discretizacdo da estrutura. Esperava-se que os elementos obtidos com integracéo

reduzida (B2, e B3)), que segundo a literatura estdo livres de travamento,
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apresentassem comportamento analogo. Contudo, isto ndo aconteceu. Fato que
comprovou que ao se realizar a integracdo reduzida, na obtencdo dos termos da
matriz de rigidez, o elemento finito apresenta melhoria apenas nos valores quanto
aos deslocamentos. Pois este artificio numérico ndo é levado em consideracdo ao
calcular os esforcos internos. Este problema nao apareceu nos graficos de momento
fletor tendo em vista que o campo de deformacdo de momento fletor é consistente e

por isso ndo apresenta problema de convergéncia.

Para se analisar o problema dos elementos finitos com relagcdo ao travamento de
forca cortante foi considerada a mesma viga em balanco. No entanto, foi adotada

uma variacao da razao h/b entre os valores de 0,000001 a 5.

A partir das andlises foi visto que ao reduzir a razdo h/b o deslocamento computado
do elemento B2; é cada vez menor se comparado com da solucdo analitica. E
concluiu-se que este comportamento configura-se o problema de travamento de

forca cortante.

Para os demais elementos lineares (B2, e B2¢cap), em relacdo ao deslocamento, os
valores sdo satisfatérios. Isto acontece independentemente da relagdo h/b e

melhora a medida que se aumenta a discretizacao da estrutura.

Com relacdo aos elementos quadraticos, os valores obtidos s&do bastante
satisfatorios para todos os elementos. Contudo, como visto anteriormente, na
andlise de momento fletor, para a viga de relacdo h/b igual a 3, considerando
discretizacbes pobres, o elemento pode apresentar resultados incoerentes com o
problema fisico real.

Em suma, foi concluido que o elemento finito de barra quadratico com CADFC
(B3cap) € aquele que melhor apresenta resultados considerando uma malha de
elementos finito mais pobre. E, portanto, sendo ele utilizado para se realizar as

analises do tabuleiro de ponte em viga.
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O exemplo gerado com a intencdo de verificar se 0os elementos finitos de placa do
programa SlPlacas estavam chegando a resultados coerentes, configurou-se de

uma placa retangular com dimensdes 5,00 m x 4,50 m.

Os resultados dos elementos de placa do programa SlPlacas foram confrontados,
primeiramente, com o0s resultados do programa conceituado de elementos finitos
Fx+ for DIANA 9.4.4®. Esta etapa foi realizada no intuito de verificar se a rotina
implementada no SIPlacas encontrava-se coerente. A partir dos resultados concluiu-
se que os elementos finitos implementados Q4cap € Q8cap tEém comportamento
semelhante ao do Fx+ for DIANA 9.4.4®.

Em seguida, preocupou-se em expor o problema do travamento de forga cortante
(Shear Locking) que o elemento finito linear e/ou quadratico com integracao
completa apresenta. Para isso as espessuras da placa foram consideradas no
intervalo de 0,15 a 1,50 m e os resultados analisados diz respeito a valores de
deslocamento no meio da placa.

A partir disto, primeiramente, foi visto que todos os elementos de placa apresentam
convergéncia para o mesmo valor de deslocamento. E isso vale tanto para os
elementos lineares quanto para os quadraticos. Porém, o que diferenciou um
elemento finito de outro foi a razdo de convergéncia. Tendo em vista que para o
elemento linear a convergéncia ocorreu para uma estrutura com discretizacdo menor

gue a adotada para o quadratico.

Foi também verificado o problema de travamento de forca cortante (Shear Locking).
Neste sentido, foi mostrado que para as estruturas de espessuras pequenas 0S
valores obtidos pelos elementos Q4. e Q8. para malha de elementos finito
considerada pobre, tenderam a apresentar valores de diferenga relativa percentual
maior que os elementos Q4; e Q8,. Esta comparacédo pode ser estendida para os
elementos Q4cap € Q8cap.Tendo em vista que, como concluido para os elementos
finitos de barra, praticamente ndo h& diferenca em relagdo aos valores de

deslocamentos entre os elementos Q4, e Q4cap € 0S Q8; e Q8cap.
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Por ultimo, foram realizadas andlises entre os resultados obtidos segundo os
elementos finitos com aproximacdo linear e quadratico. Esta andlise possuiu o
objetivo de apresentar a convergéncia dos elementos para os deslocamentos,
momento fletor e forca cortante e por fim concluir qual o elemento finito que

apresenta resultados mais satisfatérios para estruturas menos discretizadas.

Salienta-se que a relagcdo de valor de convergéncia para numero de noés é
importante de ser verificada, pois o tempo de processamento das analises das
cargas moveis, no SlPlacas, esta diretamente relacionada com o nimero de nos da

estrutura.

A partir desta ultima andlise, concluiu-se que o elemento finito de placa, de
aproximagao quadratica, e com CADFC (Q8cap) € 0 mais adequado para as analises

do tabuleiro de ponte em viga.

O segundo assunto abordado na presente pesquisa atrela-se a comparacéo entre 0s
resultados de esforgo para as lajes e vigas de tabuleiros de pontes por dois métodos

diferentes de calculo.

Para as lajes as comparagdes foram feitas considerando os resultados obtidos via
tabelas de Risch e codigo SIPlacas. No codigo SlIPlacas foram consideradas trés
configuracbes no modelo de analise para o tabuleiro. Sendo elas: a representacao
do tabuleiro por painéis de lajes isolados com condi¢des de contorno adequadas; o
tabuleiro considerado completo sobre apoios ndo deslocaveis; e, o tabuleiro

completo com vigas acopladas.

A seguir encontram-se as observacdes e conclusdes obtidas de cada analise
realizada e apresentada no capitulo 8.

Tabelas de Risch versus Codigo SIPlacas (Lajes isoladas)
Considerando apenas a acao de cargas permanentes foi concluido, que os valores

de momento fletor e de forca cortante, obtidos pelo SlIPlacas e pelas tabelas de

Rusch, sao satisfatoriamente proximos.
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Com relacéo a acdo de cargas moveis, 0 SIPlacas apresentou valores de esfor¢cos
internos maiores se comparado com os esfor¢os obtidos pelas tabelas de Risch. E

as possiveis justificativas para este comportamento sao:

e O cddigo SIPlacas determina as superficies através de processo numérico
(MEF);

e No codigo a forca da roda aplicada no tabuleiro é representada por uma forca
concentrada, enquanto que RiUsch a propaga para a superficie média da

placa com um angulo de 45°;

e As superficies de influéncia determinadas no SlIPlacas ndo apresentam
tratamento para a singularidade que o corre nas placas nos pontos em que se

considera a acao de forgcas concentradas.

Tabelas de Risch versus Coédigo SlIPlacas (Tabuleiro sobre apoio néo

deslocéavel)

Com relacdo as cargas permanentes, foi visto que ao considerar o tabuleiro sobre
apoios nao deslocaveis os valores dos esforcos obtidos pelo SIPlacas sdo menores
em comparacdo com os da tabela de Rusch. Concluindo que ao considerar o
tabuleiro completo ocorre uma redistribuicdo de esfor¢cos. Ou seja, cargas que se
encontram nas demais lajes acabam aliviando esfor¢os nas regides mais solicitadas,

caso que nao ocorre quando se considera apenas uma laje.

Com relacdo as cargas moveis, as diferencas obtidas entre os dois métodos de
calculo ndo apresentaram tendéncia de comportamento. Fato explicado devido ao
antagonismo de dois fatores: O primeiro que diz respeito ao tratamento quanto a
singularidade nos pontos de maximo em que as superficies de influéncia do codigo
SlIPlacas nao realiza. E este fato pode ser aquele que conduz sempre a resultados
do SIPlacas mais elevados que os da tabela de Risch; E segundo relaciona-se ao

fato em considerar que o tabuleiro completo sobre apoios ndo deslocaveis conduz a
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resultados de esforcos menores, se comparados com valores obtidos na

configuracdo de lajes isoladas.

Codigo SlIPlacas: Lajes isoladas versus Tabuleiro completo sobre né&o

deslocavel

A partir dos resultados analisados, concluiu-se que os esfor¢cos resultantes de
cargas permanentes e moveis apresentam as mesmas tendéncias. Ou seja, para
ambos o0s casos ao considerar o tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis os valores
dos esforcos obtidos sdo menores em comparacdo aos valores calculados

considerando as lajes isoladas.

Reafirmando, portanto, que ao se considerar o tabuleiro completo ocorre uma
redistribuicdo de esforcos. Cargas que se encontram nas demais lajes acabam
aliviando esfor¢cos nas regides mais solicitadas, caso que ndo ocorre quando se

considera apenas uma laje.

Tabelas de Riisch versus Cdodigo SIPlacas (Tabuleiro com vigas acopladas)

Para a carga permanente foi constatado que o cddigo SIPlacas apresenta esforcos
internos menores em relacdo as tabelas de Rusch. Este comportamento recai na
afirmacéo de que ao considerar o tabuleiro completo ocorre uma melhor distribuicdo

de esforcos na estrutura.

Com relacédo aos esforcos resultantes da acado de cargas moveis, tanto para o
momento fletor, quanto para a forca cortante, ndo ocorrem tendéncia de resultados.
Este comportamento entre os resultados das tabelas de Riusch e o cédigo SlIPlacas,
quando neste se analisa o tabuleiro completo, j& € comportamento esperado. Este
fato foi discutido quando se comparou as tabelas de Risch com os resultados do

SIPlacas considerando o tabuleiro sobre apoios ndo deslocéaveis.

Caodigo SlIPlacas: Lajes isoladas versus Tabuleiro com vigas acopladas
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Para a acdo de cargas permanentes os esforcos obtidos, na configuracdo de
tabuleiro com vigas acopladas, sdo menores, comparado com o modelo de lajes
isoladas. Fato semelhante ao ocorrido na comparacédo entre as tabelas de Risch e 0
SIPlacas (Tabuleiro com vigas acopladas).

Para a acdo de cargas moéveis os valores obtidos pelo SIPlacas, na configuracao de
tabuleiro com vigas acopladas, séo menores em relacdo aos valores obtidos na
condicao de lajes isoladas. Este comportamento est4d de acordo com o que ja foi
discutido. Ou seja, os valores dos esforcos, nas lajes, resultantes de cargas moveis,

tendem ser menores ao se considerar o tabuleiro completo.

Codigo SlPlacas: Tabuleiro completo sobre apoio rigido versus Tabuleiro com

vigas acopladas

Para a acao de carga permanente, em todos 0s pontos analisados, os valores, de
momento fletor e de forca cortante, sdo maiores no tabuleiro sobre apoios
deformaveis. E foi concluido que este fato ocorre porque nesta configuracdo a
estrutura é mais deformavel. Contudo, foi, também, apresentado que os valores das
diferencas encontradas sao consideravelmente altas. O que mostra que a etapa de
concepcao da andlise estrutural € fundamental para a obtencdo de esforcos
compativeis com aqueles em que a estrutura vai realmente apresentar durante sua

vida util.

Para a acdo de cargas moveis os resultados dos esfor¢os internos, na configuracédo
de tabuleiro sobre apoios deformaveis, sdo menores. Com relacdo ao momento
fletor, em média, a reducéo dos esforcos ocorre para diferencas menores que 20%.
Para a forga cortante ndo hd uma média de reducéo. Contudo para a transversina de
apoio a forca cortante na consideracdo de tabuleiro sobre apoios deformaveis

apresenta um valor 82,26 % menor que o tabuleiro sobre apoios ndo deslocaveis.

E importante ressaltar, que para todas as comparacdes, foi concluido que n&o ha
grande diferenca entre os resultados dos esfor¢cos das lajes em balangco. Ou seja,
adota-las com uma representacdo mais simples, significa dizer que € uma boa

aproximacao para se determinar os esforcos maximos que ela pode apresentar.
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Diante das analises realizadas na presente pesquisa, fica clara a importancia de se
conhecer o método que esta sendo utilizado na modelagem da estrutura. Como
visto, 0 método dos elementos finitos (MEF) € sem davida uma poderosa ferramenta
para a analise numeérica de estruturas. Contudo é preciso conhecer as suas
caracteristicas. Tais como a de ser um método de resolucdo aproximativo. Fato que

pode conduzir a andlises equivocadas.

Outra caracteristica que pode ser explicitada, mais especificamente aos elementos
estudados, diz respeito ao problema de travamento de forca cortante. De maneira
geral, observou-se que isto decorre de um problema numérico da formulacao destes

elementos.

Com relacdo as configuracfes de tabuleiros de pontes observou-se que a analise
estrutural possui papel fundamental na obtencdo de esforgos internos das lajes. Foi
possivel verificar que a intensidade deles muda consideravelmente ao se
representar numericamente uma mesma estrutura de forma diferente. Com isso, 0
engenheiro projetista deve estar atento ao correto lancamento da estrutura em
codigos computacionais. E deve também estar consciente das limitagdes do modelo

numérico adotado.

9.2 Sugestdes para trabalhos futuros

A principal sugestao para trabalhos futuros diz respeito a investigacéo da construcéo
de superficies de influéncia. Como comentado, ao construi-la considerando uma
carga unitaria passeando nos pontos da estrutura pode ocorrer singularidade da
superficie no ponto de aplicacdo da carga. Fato que conduz a resultados

consideravelmente elevados.

Desta maneira, a construgdo da superficie pode ser feita a partir de duas maneiras:

e Na primeira, ela pode ser construida da mesma forma em que se encontra no

SIPlacas. Contudo, pode-se adotar um tratamento nas mediacées do ponto
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de singularidade da superficie. Esta € a maneira que Mason (1977) afirma

gue Pucher constroéi as superficies de influéncia.

e A outra, as superficies podem ser construidas a partir do principio de Miiller-

Breslau.

Utilizando o cddigo SlPlacas, outras analises poderiam ser realizadas. Uma delas
seria a analise de pontes esconsas. Isto € possivel, tendo em vista que os
elementos finitos implementados séo isoparamétricos. Outra analise que pode ser
feita é a avaliacdo de pontes em lajes. Tal avaliacdo € possivel, pois 0s elementos
finitos implementados apresentam formulacbes que consideram a influéncia de

deformacéo de forca cortante.

Algumas modificagdes podem ser realizadas no SIPlacas. Umas delas diz respeito
as consideracdes de acoplamento do elemento de barra no de placa. No estagio em
gue se encontra implementado no SIPlacas a transversina, se considerada, sempre
apresenta todos os nés da sua discretizagdo acoplados com os nés dos elementos
de placa. Contudo, em algumas pontes, as transversinas estdo vinculadas apenas
as longarinas. Ou seja, na estrutura real ha um espaco entre a transversina e laje.
Este comportamento pode ser implementado no codigo fazendo com o que o usuario

escolha os nés da barra que deverédo ser acoplados com os da placa.
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