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RESUMO

SILVA, W. Q. Sobre andlise nao linear geométrica de edificios msiderando o
empenamento dos ndcleos estruturais e a interacaols-estrutura. 2014. 186p. Tese
(Doutorado), Escola de Engenharia de Sao Carlasetédade de Sao Paulo, 2014.

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo paraisamatidimensional ndo linear geométrica
de edificios considerando a influéncia de todapasites componentes do sistema estrutural,
incluindo a ligacédo nucleo-laje e o solo de fundagddilares e vigas sdo modelados com
elementos finitos de barra com secado transversébrdea qualquer, enquanto as lajes sao
modeladas por elementos finitos de casca. AmbosidEram o comportamento néo linear
geométrico e adotam como graus de liberdade pasigddais e vetores generalizados ao
invés de deslocamentos e rotacdes, sendo tambésidemdo para o elemento de barra o
grau de liberdade de empenamento da secdo. Apgesenima estratégia cinematica para o
acoplamento de topo entre os elementos de cass®gia dos elementos de barra, gerando
assim um elemento de nucleo com diafragma. O atapito se da através de uma matriz de
incidéncia cinematica responsavel por inserir nasid@a e no vetor de forcas internas do
elemento de barra que discretiza 0 nucleo as boitfies de elementos de casca a ele
conectadas. Admite-se para os materiais do edifide constitutiva elastico-linear de Saint
Venant-Kirchhoff e a ndo linearidade geométricaogsierada através de uma formulacéo
Lagrangiana total com cinematica exata. A flexilasiie dos apoios € considerada através de
uma matriz de rigidez do sistema solo-fundacaaa Esitriz € calculada em outro programa
de acoplamento entre o Método dos Elementos deo@unte o Método dos Elementos
Finitos por meio de uma estratégia numérica basqaatasua vez, no Teorema de Betti-
Maxwell. A estratégia consiste na determinacdo akficdentes de flexibilidade de pontos
sobre uma malha discreta do sistema solo-fundagialo o solo modelado via Método dos
Elementos de Contorno com uso da solucdo fundameetaMindlin e os elementos
estruturais de fundacdo, que podem incluir plasagatas, blocos e estacas, sdo modeladas
com elementos finitos convencionais de barra eadeac O programa permite a analise de
edificios completos, considerando a influéncia spenamento dos nucleos nos pavimentos
e também os efeitos da interacdo solo-estruturamiglos numericos sao apresentados para
confirmar a eficiéncia e demonstrar o potenciahplecacdo da formulagao proposta.

Palavras-chave: Edificios altos. Nucleos estruturais. Andlise nliieear de estruturas.
Interacéo solo-estrutura. Método dos ElementostBmiMétodo dos Elementos de Contorno.






ABSTRACT

SILVA, W. Q. On geometric nonlinear analysis of tall buildings suctures considering
the warping of the structural cores and the soil-stucture interaction. 2014. 186p.
Doctoral Thesis, School of Engineering of S&o CGarldniversity of Sdo Paulo, 2014.

In this thesis a numerical model for geometric m@dr analysis of three-dimensional
structures of tall buildings was developed, consnde the influence of all structural
components, including the core-slab connection #ed foundation system. Columns and
beams are modeled by a frame finite element whashl@ave a cross section of any shape,
while the slabs are modeled by shell finite elermeBbth consider the nonlinear geometric
behavior and adopt nodal positions and generalieetbrs as degrees of freedom instead of
displacements and rotations. For the frame finleanent it is also considered the cross
sectional warping as a degree of freedom. A nuraksitategy is presented for the coupling
between the shell elements and the frame's crad®rsethus forming a structural-core
element with diaphragm. The coupling is done thihoadinematic array which is responsible
for inserting the contributions of shell elememisnnected to the core walls, into the Hessian
matrix and also into the internal force vectorloé frame element used to discretize the core.
The linear-elastic constitutive relation of Saintnant-Kirchhoff is adopted for the building
materials and the geometric nonlinearity is congidevia a Lagrangian formulation with
exact kinematics. The foundation’s flexibility isrsidered through a stiffness matrix for the
soil-foundation system. This matrix is computedaimother program based on the numerical
coupling between the Boundary Element Method amdRimite Element Method, using a
numerical strategy based on the Maxwell-Betti's ofem. This strategy consists in
determining the flexibility coefficient of pointsnoa discrete mesh of the soil-foundation
system. The soil is modeled by the Boundary Elenvathod using the fundamental solution
of Mindlin. The structural foundation elements, luding shallow foundation, footings,
blocks and piles, are modeled using conventionan& and shell finite elements. The
program is applied to the analysis of completecstmal systems of tall buildings, considering
the influence of the core warping on the mecharbedlaviour of the slabs and also the soil-
structure interaction effects. Numerical examples@esented to confirm the efficiency and
to demonstrate the potential application of theoppeed formulation.

Key-words: Tall buildings. Structural cores. Nonlinear anaty®f structures. Soil-structure
interaction. Finite Element Method. Boundary Eletridethod.
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1.INTRODUCAO

1.1 Consideracfes gerais sobre as estruturas de ediisi

As edificacbes de multiplos pavimentos trazem deandesafios a engenharia civil,
pois geralmente exigem condi¢des singulares detorajle construcéo e de uso. Do ponto de
vista da analise estrutural, & medida que cresdtei@ de uma edificagdo aumentam também
os efeitos das acdes horizontais, tais como a fdocaento, de maneira que estas acdes
passam a ser tdo importantes quanto as acdesaigeics pavimentos. Além disso, teréo
maiores intensidades os efeitos da néo linearidpetemétrica, o que significa que os
deslocamentos do edificio interferem significatiesme no equilibrio mecéanico e as
aproximacdes da teoria linear ndo sdo suficientas @valiar adequadamente o seu
comportamento estrutural.

Existem diferentes maneiras de se estruturarcamfde multiplos pavimentos. Dentre
0sS sistemas mais usuais citam-se 0s porticos (fs@or pilares e vigas), sistemas de
nucleos rigidos, pilares-paredes, pilares perinseffarmando um tubo) e também sistemas
associados. Cada categoria tem suas vantagensantdgmns devendo ser escolhida aquela
qgue oferecer melhor eficiéncia em termos de segarareconomia para cada caso especifico.
A Figura 1.1 exibe um levantamento das faixas deraal(aproximadas) aplicaveis para
diferentes tipos de sistemas estruturais de euffidé concreto armado (TARANATH, 2010).

Destaca-se o sistema de nucleo, que é objeto utkoedeste trabalho.
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Figura 1.1 — Categorias de sistemas estruturaasiifieios de concreto
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A Figura 1.2 ilustra alguns dos sistemas estrigurdiados, incluindo exemplos de

sistemas associados a nucleo(s) rigido(s).
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Figura 1.2 — Alguns tipos de sistemas estrutufigiTH; COULL, 1991)

Quanto aos materiais, além do concreto armaddyéaneé bastante utilizado o aco e
as estruturas mistas aco-concreto, existindo atadas de edificios em alvenaria estrutural.
No Brasil ainda prepondera o uso do concreto armadexecucdo de edificios de multiplos
pavimentos (CTBUH, 2014), apesar de se observar stiorento da aplicacdo de outros
materiais. Por este motivo € dada maior énfase riettalno a aplicacbes para edificios de

concreto, apesar de nao se pretender limitar o limodeque diz respeito ao tipo de material.

1.2 Sistemas de edificios com nucleos estruturais

Um dos sistemas estruturais mais eficazes pafeciedisdo os porticos aliados a
nucleos enrijecedores, pois estes Ultimos atribelerada rigidez as agdes horizontais devido
a sua forma geométrica. E comum a utilizacdo dpsges internos do(s) ntcleo(s) para
abrigar escadas, poco de elevadores e para a passiegtubulacdes e dutos das instalacdes
prediais. Outros beneficios podem ser alcancadosméainacdo do nucleo com outro sistema
estrutural, como na associagao destes com pilaresgirais formando uma estrutura tubular

rigida que permite grandes espacos internos nameaios sem a necessidade de pilares
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intermediarios. Estas vantagens fazem com que oeasisejam bastante utilizados para
sistemas estruturais de edificios em praticamenli@ ® mundo.

Como exemplo de aplicacdo deste sistema estrutordrasil cita-se o edificibower
Bridge Corporate(Torre IV) do Centro Empresarial Na¢des Unidas - OEMcalizado na
cidade de S&o Paulo. Trata-se de um edificio deos@rcial com 30 pavimentos concluido
em 2012 (CTBUH, 2014). Sua estrutura é composta ldeepi periféricos e um conjunto
rigido central formado por varios nucleos que esk&stacados na Figura 1.3(b). Todos os
nucleos se apoiam em um grande bloco de fundacéipalcadier com 3,0 metros de altura e
volume de 2700 m3 em formato hexagonal (TAMAKI, 2)Tonforme a Figura 1.3(c).

(a) EdificioTower Bridge Corporate (b) Pavimento tipo
(SPCORPORATE, 2012) Figura adaptada de SPCorporate (2012)

(c) Fundacéo dos nucleos estruturais (TAMAKI, 2012)
Figura 1.3 — Exemplo de edificio com nucleos esteis

Outros exemplos de edificios com nucleo estrufolizados no Brasil e no mundo
podem ser encontrados em Bennets et al. (1998ir&€t997) e CTBUH (2014).

As dimensfes tipicas dos nucleos em edificios isisparmitem classificar estes
elementos estruturais como barras de secao almrigparedes finas. Pecas desta classe ao

serem submetidas a torgdo empenam, ou seja, assseafisversais sofrem deslocamentos
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longitudinais de tal modo que ndo € possivel cenarda hipotese de manutencéo da secao
plana. Aléem disso, sabe-se que a aplicacado dasebhggdde torcdo livre da teoria classica de
Saint-Venant limita-se a casos em que o empenangtitve, e na pratica, as regides de
apoio e as ligacdes entre os elementos estrutaagam restricdo ao empenamento. Por estes
motivos a analise estrutural dos nucleos se tarnmgplexa, sendo necessario o conhecimento
de teorias especificas como a teoria da flexo to(@EASOV, 1961). Alguns trabalhos na
tentativa de contornar esta situacdo estudam atteas simplificadas nas quais os nucleos
séo divididos em pilares-paredes ou em sistemasértieos equivalentes (PEREIRA, 1997).

Outra complexidade € o comportamento ndo lineamgérico (NLG), ou efeitos de
grandes deslocamentos, que podem ter forte inflaénx dimensionamento, a depender da
esbeltez da estrutura. Os cédigos normativos apeesemetodologias para a consideracao
(ou dispensa) desse tipo de andlise e para a &stnte seus efeitos. Porém, muitas vezes
utilizam-se técnicas simplificadas que limitam swgdicacdes. E preciso ter cautela na
aplicacdo de metodologias simplificadas para amales edificios de multiplos pavimentos,
principalmente em casos de esbeltez elevada e gomas situacfes particulares, como
guando o edificio é submetido & tor¢cdo. Os efaifiis lineares podem atingir intensidades
relevantes que interferem no comportamento mecatacestrutura e algumas metodologias
podem néo aferir estes efeitos com precisdo adaquad

Em relacdo ao processo de analise estruturaldalés limitacbes das ferramentas de
célculo durante quase todo o século XX, tornou-sealua divisdo da estrutura em
subsistemas, ou subestruturas, analisadas sepaméarG@onvencionou-se, por exemplo, a
divisdo de subsistemas horizontais e verticaisdsem primeiro relativo a estrutura do
pavimento e o segundo responsavel pela resistéa@gdes laterais. Muitos admitem que as
lajes funcionam como diafragmas infinitamente wgickem seus planos, o que resulta em
expressiva reducdo da quantidade de parametras qust € dispensada a sua modelagem,
sendo somente feita a compatibilizacdo dos deslexctr® horizontais entre os diversos
painéis de contraventamento através do chamado nmgstte”. E possivel, inclusive,
simplificar a analise para a utilizagdo de modbeidgnensionais.

Este tipo de simplificacédo esbarra, no entantogpeesentatividade da interacao entre
as partes componentes da estrutura tridimensiNioataso dos edificios de concreto armado,
por exemplo, a ligacdo monolitica entre lajes, sigalares e o nucleo rigido faz com que as
transmissdes de esfor¢os entre estes elementatuess sejam mais complexas do que 0s
vinculos usualmente idealizados (apoios simplegrgastes). O comportamento estrutural

dos edificios depende de como se dao as interagfies os diversos elementos estruturais,
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sendo a idealizacdo destas ligagcbes um fator mlevpara a elaboracdo dos modelos
numericos.

Um exemplo que ganha destaque no presente tradalhoteracdo entre as lajes e as
paredes dos nucleos rigidos em edificios solictadtorcdo. O comportamento da estrutura
do pavimento pode ser influenciado pela rigidez ddcleo estrutural empenado
(TARANATH, 1988), conforme ilustrado na Figura 1Hsta situacdo causa alteracdes na
distribuicdo dos esforcos internos nestes elements® pode ser avaliada por modelos que

consideram o empenamento do nucleo.

Laje

Figura 1.4 — Interacdo nucleo-pavimento (TARANATII88)

Outro aspecto relevante diz respeito ao sistenfardiacao dos edificios. O solo, por
ser um material deformavel, pode ter significatparticipacdo no comportamento da
estrutura, principalmente quando as solicitacoés echepositadas alcancarem valores altos. A
consideracdo do solo como indeformavel pode nd@ seais adequada, mesmo para solos
com boa capacidade de carga. Se houver falha nasfwedos efeitos decorrentes da
interacdo solo-estrutura (ISE), podem ocorrer @mlls como recalques excessivos,
recalques diferenciais ou até mesmo rupturas o Estas situacdes tém influéncia direta no
equilibrio estrutural, podendo comprometer a estaupor meio de solicitacdes inesperadas, 0
que pode causar, por exemplo, fissuras no prédidraloutros problemas estruturais.

Metodologias simplificadas tém sido largamentéizatilas para a avaliacdo da ISE,
sendo muitas destas baseadas em formulacdes quensideram a continuidade do solo e a
influéncia mutua entre elementos estruturais dddgdes vizinhos, o que ndo condiz com a
realidade geotécnica.

Com base nestas informacdes gerais, definem-sguér s objetivos deste trabalho

dentro dos temas de andlise nao linear de edifécaes|SE.
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1.3 Objetivos

O presente trabalho tem por objetivo principaledeslver um programa que permita
realizar analise néo linear geométrica de edifidesmultiplos pavimentos com sistema
composto por nucleos rigidos, considerando a igderaentre o nucleo empenado com a
estrutura das lajes nos pavimentos e também coasidi® a interacdo solo-estrutura. A partir
desse objetivo geral séo listados abaixo os obg®gpecificos do trabalho.

1.3.1 Objetivos Especificos

1) Organizar e aperfeicoar cédigos computacionaisteatiss em formato capaz de
permitir a analise ndo linear geométrica de estastule edificios de mudltiplos
pavimentos formados por porticos, lajes e nucledésyigidez utilizando elementos
finitos de barra e de casca com formulacdo naocadirgeométrica que foram

desenvolvidos em trabalhos anteriores a serenpsitad

2) Desenvolver uma estratégia cinematica que garamtizrmacdo completa (incluindo o
empenamento) do elemento finito de barra tridineerai com secdo transversal
gualquer e o elemento finito de casca, considerantho linearidade geométrica;

3) Estudar o fenbmeno da interacdo entre o nucledarigi as lajes em edificios de

multiplos pavimentos com uso do programa deserdojvi

4) Estudar o fenbmeno da interagdo solo-estruturaésrda organizagcdo e otimizacao de
um programa computacional existente baseado ndaamepto entre o Método dos
Elementos Finitos e o Método dos Elementos de Contar apresentar proposta de
modelo para a determinacdo de valores numéricosakdientes de flexibilidade do

solo;

5) Estudar os efeitos da consideracdo da interac@e &uos os elementos estruturais e
também da interacdo solo-estrutura na modelagemedificios de multiplos
pavimentos, apresentando propostas para a melkmmténua dos métodos usuais de

analise dessas estruturas.
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1.4 Justificativa

A verticalizacdo das cidades é um fendbmeno urbemipresente em praticamente
todo o mundo no qual se observa o aumento da dempad edificios de multiplos
pavimentos como solucéo para a falta de espagwo fspara o custo elevado de terrenos nos
grandes centros urbanos modernos. No Brasil istma nealidade em todas as regides do
pais, sendo observadas fortes alteracBes na esturhanistica das cidades em decorréncia
do grande numero de obras de edificios que surgeada ano (CARVALHO; HERDY,
2013).

O aumento da demanda por edificios de multiploginpentos traz a tona a
necessidade da melhoraria dos modelos de analisetuesl, buscando oferecer aos
profissionais da area condicOes para realizarerjetpeo mais seguros e econdémicos com
maior rapidez e eficiéncia. Afinal, acredita-se guevolucao das técnicas de analise estrutural
deve acompanhar os avangos tecnolégicos nas divareas correlatas, como a ciéncia dos
materiais e as técnicas construtivas. Cada vez moaiss tecnologias surgem nestes setores,
oferecendo materiais de alta resisténcia, maisviéés<e duradouros, técnicas avancadas para
execucdo de obras e outros recursos que permitemesfuuturas cada vez mais leves e
flexiveis sejam construidas, e de maneira cadanag rapida. Com o aumento da esbeltez,
estas estruturas passam a ser mais suscetiveisfems ndo lineares e a problemas de
estabilidade, e técnicas mais sofisticadas desanééitrutural podem garantir melhor preciséo
e maior confiabilidade aos projetos estruturais.

Em relacdo a consideracdo da néo linearidade gaoaéCorréa (1991, p.178) afirma
que:

[...] A assimilacdo de conceitos relativos a NL@®n@eriosa por parte dos projetistas
de estruturas, sendo necessario romper com addajae a analise linear é capaz de
produzir sempre os resultados suficientes paral&agdo do projeto do edificio.

[...] com a tendéncia de verticalizacdo das cidaidemédio e grande porte o risco

de se ter niveis de NLG altos é grande, estandwojetista compelido a rever seus
modelos e instrumentagdo basica para a elaboragampto estrutural.

Aliado a isso, acredita-se que:
[...] nos atuais niveis de desenvolvimento ci@tife tecnolégico os analistas
estruturais devem estar aptos e munidos de fertasmadequadas para realizar uma
analise geometricamente exata das estruturas guteggt [...] avaliando com
seguranca a capacidade portante e 0s niveis decdetidade da mesma. [...].
(CODA, 2008, p. 2).
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Deslocamentos excessivos, recalques diferenciaiedestribuicdo inesperada de
tensdes sdo alguns exemplos de situacdes indes@adaas edificacdes. A rigidez estrutural
deve conferir, por exemplo, niveis de deslocamentagimos dentro de limites aceitaveis
gue sao normalmente estabelecidos pelos cédigasativos. A falha na previsdo desses
deslocamentos poderd comprometer economicamemtgedqy prejudicar o uso da edificacdo
ou até mesmo causar defeitos perigosos do pontwidda da integridade estrutural.
Avaliacfes errdneas quanto ao fendbmeno da ISE tangm@lem comprometer o uso da
edificacao e inclusive interferir em construgdesnhas.

Paralelamente, a tecnologia atual dos computadereprocessadores de alto
desempenho fornecem as condi¢cdes para a adocacodielosn mais representativos dos
problemas reais, tornando possivel a utilizacdo nimdelos matematicos refinados e
processamentos que, no passado, eram consideradgderos e dispendiosos. Com o
avanco dos recursos tecnologicos disponiveis, abeenovas possibilidades para a melhoria
do célculo estrutural e dos modelos de analiseeyal.g

Conclui-se que € necessario e de extrema impoat@jua se realizem pesquisas com
objetivo de estudar e propor novas formulacfes angds para 0s processos de analises
estruturais, buscando aperfeicoar cada vez maisodglos numeéricos existentes para analise
de edificagcbes no sentido de torna-los mais efiegere precisos e, consequentemente,
oferecendo ferramentas que propiciem projetos mea@uros e econémicos. O presente
trabalho visa contribuir com este objetivo.

Cita-se também como justificativa para a elaborad@ste trabalho a tradicdo do
Departamento de Engenharia de Estruturas da EslenlBngenharia de Séo Carlos em
pesquisas relacionadas a andlise de edificios digplosi pavimentos com nucleos rigidos e
em andlise ndo linear de edificios. Deve-se deastpmavarios docentes que tradicionalmente
trabalhavam nessas linhas de pesquisa ja se ag@sante os trabalhos deixados por estes
docentes revelam um alto grau de qualidade. Paénmgioria dos trabalhos desenvolvidos é
baseada em técnicas relacionadas a analise nlatiigstruturas, nas quais a solugao
particular de um elemento estrutural, em coordefazd, € manipulada algebricamente para
criar o sistema de equacdes (matriz de rigidezsarasolucionar a estrutura como um todo.
Além disso, dentre estes trabalhos, aqueles qusideyam os efeitos da nao linearidade
geométrica o fazem por métodos simplificados baseath chamada teoria de segunda
ordem. Muitos também consideram as fundac¢des cgm@s rigidos. Alguns trabalhos
consideram a flexibilidade do solo, porém utilizaenmetodologias simplificadas, geralmente

associadas a sistemas de molas que desconside@ntiauidade do meio solo. Estes
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trabalhos e outros serdo devidamente citados rsamacdo do estado da arte, no item 1.6
desta tese.

O presente trabalho visa contribuir com o desemwanto relativo as areas de analise
de nucleos estruturais, analise NLG de estruturasastudo da ISE. A seguir, sera descrita a

metodologia utilizada para alcangar os objetivos.

1.5 Metodologia

O trabalho consiste basicamente no desenvolvimedéo dois programas
computacionais, tendo sido utilizado o Método ddemientos Finitos e o Método dos
Elementos de Contorno. Ambos os programas forammdelsgdos tendo como base cédigos
computacionais existentes que foram originalmentpgstos em trabalhos de referéncia a
serem citados. Alguns trechos destes codigos fajaroveitados, otimizados e adaptados,
além da inclusdo de novas sub-rotinas para enfimpoo novos programas referentes aos
desenvolvimentos que serdo apresentadas nesta tese.

Novas implementacdes computacionais foram desedas! especificamente para o
acoplamento de topo entre a sec¢do transversal ddamento finito de barra tridimensional
nao linear geométrico e um elemento de casca m&arligeométrico. Desenvolveram-se
também sub-rotinas de pré e pds-processament@gmeacao da malha do edificio e para o
calculo e visualizacado de resultados como, por pkenesforcos seccionais do portico.
Foram ainda produzidas implementacfes para a @agéb da solucdo fundamental de
Mindlin no Método dos Elementos de Contorno aplicadnodelagem do solo, além de uma
estratégia para a determinacao de coeficientegidez do sistema de fundacdes.

Todos os codigos foram implementados em linguagertran utilizando compilador
Intel® Visual Fortran (versdo 11.1) em ambiente Windbdes 64 bits. A analise de resultados
contou com a utilizacdo do programa de visualizag@mdview (PACCOLA; CODA, 2005).

Foi realizado um levantamento bibliografico deb#thos dentro das linhas de
pesquisa de analise de edificios com ndcleos dgiéstruturas de paredes finas, nao
linearidade geométrica de estruturas, interacamesitutura, Método dos Elementos Finitos
e Método dos Elementos de Contorno. A seguir, é&saptado este levantamento com breves
descricbes dos trabalhos encontrados e consideraldysntes, dentre dissertacoes, teses e
artigos, tanto internacionais quanto nacionaidyindo trabalhos que foram desenvolvidos na

Escola de Engenharia de Sao Carlos da USP.
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1.6 Estado da Arte

Muitos trabalhos datados da segunda metade dtos€Xutratam a analise estrutural
de edificios através da chamada Técnica do MeioiontNesta técnica o sistema discreto
dos andares é substituido por meios continuos @guies com rigidez uniforme distribuida
ao longo da altura do prédio. Isso permite a dgordo comportamento macroscopico, em
termos de esforcos e deslocamentos, de estrutnmagaracteristicas elasticas e geométricas
constantes (ou com poucas variacbes) ao longo tdeaafato comum em edificios. A
descricdo se da através de uma equacdo (ou destamaide equacdes) que envolve um
namero reduzido de parametros, o que era vantagosama €época na qual 0S recursos
computacionais eram escassos. Citam-se, dentrespusotrabalhos de Stamato (1972),
Rutenberg & Tso (1975), Carvalho (1980) e Rocha (1985)

Os trabalhos citados tém em comum o foco na &ndhsinteracdo entre painéis de
contraventamento, sendo geralmente o nudcleo riggdado como uma "mola de tor¢cédo" para
o edificio. Estes trabalhos deixaram valiosas dmnitfdes para a compreensdo do
comportamento mecanico dessas estruturas. Destazdrabalho de Bottura (1991) no qual
se avaliou o efeito da deformabilidade das lajeslintiibuicdo de esforcos horizontais em
edificios através de modelos continuos. O autoerebs que, dependendo da geometria em
planta do edificio, ha diferencas significativasrenmodelos que consideram as lajes como
diafragmas rigidos e modelos com laje deformavehcgalmente nos pavimentos mais
proximos a base. Citam-se também os trabalhos reaeentes de Llerena (2009) e Pinto
(2011), que usam modelos continuos para analisecsisle edificios com nucleos.

A aplicacdo da Técnica do Meio Continuo € limitadedificios sem ou com pouca
variacdo de propriedades entre pavimentos. Histoiénite, com o avanco dos computadores
a técnica comecou a ser preterida em relacdo adedose discretos, que consistem
basicamente em dividir a estrutura em varias pdartesligadas entre si e conduzem a
solugcdes mais gerais, porém com maior nimero dacégs. Os primeiros trabalhos com
aplicacao de métodos discretos eram baseadosnieatéle analise matricial de estruturas.

Dentre os estudos voltados para andlise de nuektosturais com uso de métodos
discretos citam-se, entre outros, os trabalhosadankth (1968), Heidebrecht & Swift (1971)
e Smith & Taranath (1972). Em todos estes trabathm®oposto o uso de um elemento linear
baseado na teoria de Vlasov (1961) para a modeldgemicleos rigidos. A matriz de rigidez

do elemento inclui, além das incégnitas de tradslagrotacao, o grau de liberdade referente
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ao empenamento da secao transversal, totalizanto gsaus de liberdade por n6. O

empenamento € calculado como a primeira derivad#edlmcamento angular de torcdo. Nos
trabalhos de Taranath (1968, 1975) séo realizastas@s sobre a influéncia que a rigidez das
lajes exerce na rigidez do nucleo com uso destaegim. O autor realizou analise linear e
observou que a interacdo nucleo-laje impede pareisie 0 empenamento do nucleo, o que
pode alterar significativamente o comportamento &nieo da estrutura, recomendando
maiores cuidados na analise dos efeitos produzmds empenamento dos nucleos em
estruturas de edificios.

No trabalho de Yagui (1971) é proposto um mod&ordto para analise de paredes
estruturais utilizando elementos reticulados. Aegaré substituida por um conjunto de vigas
horizontais de rigidez infinita com extremidades lestanco ligadas por uma coluna central.
Este modelo foi aperfeicoado em Yagui (1978) paralise de instabilidade de estruturas
formadas por nucleos estruturais. A vantagem ésailpiidade de analisar os nucleos com o
uso de um programa de estruturas reticuladas, degoe diversos trabalhos posteriores a
fazer uso deste modelo.

Um dos trabalhos que utilizou o modelo de YaguCiosta (1982) em que se estudam
nucleos rigidos sobre fundacdes flexiveis. O agtomparou 0s seus resultados a outro
modelo baseado na Técnica do Meio Continuo, tenddooboa concordancia entre ambos.
Observou que a flexibilidade das funda¢Bes causanoento das rotacdes das secbes do
nucleo proximas a base do edificio com conseqiiedig;do das intensidades de esfor¢os nas
paredes, sendo que para se¢fes mais proximasaodoha alteracao significativa.

Silva (1989) fez uso de um modelo de associacdpadedes planas semelhante ao
modelo de Yagui para analise de estruturas tridsmeais de edificios com nudcleos rigidos
em regime NLG, sendo a néo linearidade tratadapvieesso simplificado no qual séo
considerados esforgos adicionais equivalentes afemno "PA".

No trabalho de Smith & Girgis (1984) sdo apresdwdadois modelos discretos
alternativos nos quais paredes estruturais sao ledate por elementos reticulados, sendo
possivel formar pérticos equivalentes aos nucligpdas. Os modelos sdo formados por vigas
extremamente rigidas conectadas por barras vertealiagonais rotuladas, oferecendo a
mesma vantagem do modelo de Yagui.

Mori (1992) estudou a interacdo entre poérticos Uelaos rigidos em estruturas
tridimensionais de edificios através de andliseionalt considerando o comportamento NLG.
Para a modelagem de cada tramo do nucleo utilinoelemento discreto com formulagéo

baseada na teoria de flexo tor¢do, considerandmpe®amento da secdo transversal com
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distribuicdo ndo uniforme. Chama a atencdo para portdncia da consideracdo do
comportamento nao linear em edificios com alturavaada e afirma que o processo
aproximado "PA" conduz a bons resultados no caso de edificios estrutura rigida,
formados por porticos associados a nucleos rigidgslares-parede.

No trabalho de Serra (1994) séo feitas contrilrg@ modelo de Yagui com o intuito
de analisar a influéncia dos lintéis, que séo vidmdopo dispostas entre paredes fechando
parcialmente a secdo do nucleo. Avalia efeitos @@ Imearidade geométrica através de
métodos simplificados e afirma que estes efeitasati@ram substancialmente os resultados
na maioria das vezes para nucleos parcialmentadeshpor lintéis. Seu modelo considera
ainda a possibilidade de fundacdes elasticas cordeisnolas.

No trabalho de Matias Junior (1997) é realizadalise matricial ndo linear de
modelos tridimensionais de edificios com nucleadgonsiderando fundacdes flexiveis. A
ndo linearidade geométrica € considerada atravéeate de segunda ordem alterando a
matriz de rigidez, e a flexibilidade do solo é dimgia por método simplificado através de
molas discretas, sendo que para o ndcleo sao fmewiculos continuos ou situados em
pontos ao longo da linha de esqueleto. As lajesce@isideradas diafragmas infinitamente
rigidos em seus planos e sem resisténcia a fl&autor realiza também um estudo sobre a
influéncia de trechos rigidos e de excentricidaliesixos nas ligacdes.

Pereira (1997) demonstrou as vantagens praticaplat@cdo do modelo de Yagui ao
compara-lo com o elemento discreto proposto porarah (1968), e observou erros e
algumas inconveniéncias na utilizacdo de modelos gplicam elementos de barra
convencional (seis graus de liberdade nodais) rdetagem dos nucleos rigidos.

Pereira (2000) comparou a aplicacdo de diferem&t®dos discretos para avaliar a
influéncia da modelagem de nudcleos na analise dedas@ntamento dos edificios. Gomes
(1999) também realizou estudo comparativo entrérojyocessos de calculo para analise de
nucleos, porém utilizou somente métodos baseadoBaaica do Meio Continuo. Ambos
recomendam que ndo sejam utilizados modelos quear@deram a teoria da flexo tor¢céo
na andlise de edificios que possam apresentardestagignificativas, uma vez que estes
modelos ndo conseguem representar adequadamenfeeaamento dos nucleos.

Com o passar do tempo observou-se o aumento ddapdpde de um método
discreto em particular: o Método dos Elementostésn{MEF). A inesgotavel quantidade de
trabalhos académicos, técnicos e cientificos basead MEF demonstram o quéo difuso se
tornou este método numérico, sendo atualmente, déwda, o mais utlizado para

modelagem computacional em engenharia de maneab(§GORIANO, 2003).
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No caso do uso do MEF para andlise de nucleafodgiita-se, dentre tantos outros, o
trabalho de Smith & Coull (1991) no qual elemeniogds de membrana com estado plano
de tensdes sao utilizados em associacdo com elesrfantos de barra para a modelagem das
paredes de nucleos. A aplicacdo de elementosdidéanembrana para o nucleo ja havia sido
também estudada por Zienkiewics, Parekh & Teply {).9

A interagdo solo-estrutura em nucleos rigidos MiaF é estudada no trabalho de
Badie, Salmon & Beshara (1997), e tanto o nucledaiguanto o solo sdo modelados por
elementos finitos planos. Os autores constatam quendo o nucleo estrutural é calculado
sem a consideracgao da ISE, os esforcos interra® fstibestimados.

Prado (1999) utilizou o MEF para analise de e$icconsiderando acdes de
construcdo. Apesar de néo incluir o nucleo, estbatho teve importante contribuicdo ao
chamar a atencéo para o equivoco em se considdes &s ac¢des no edificio de uma so6 vez,
sendo mais coerente admitir a aplicacdo gradual cdoegamento para simular o
desenvolvimento da obra. Recomenda, assim, a asétigencial para estas estruturas.

Torres (1999) realizou uma analise linear de @dgiformados por ndcleos rigidos via
MEF considerando a deformacao por esforco cortaaseparedes através das hipéteses de
viga de Timoshenko. O autor verifica que a consicio da deformacgéo por esfor¢o cortante
causa uma redistribuicdo de esfor¢os nos pilarggijpalmente nos pavimentos inferiores.

Uma analise NLG tridimensional de edificios de tiplids pavimentos considerando a
influéncia da rigidez transversal das lajes folizada no trabalho de Martins (2001). As lajes
sdo modeladas com elementos finitos de placa DBiSc(ete Kirchhoff Theojye DST
(Discrete Shear Theoyye o comportamento NLG é considerado através deizesm de
rigidez deduzidas a partir da teoria de segundanordO autor observou significativa
influéncia das lajes no comportamento do edifipiincipalmente quando a nao linearidade
geométrica € considerada. O autor também avaliopacdmetros de estabilidadee v,
recomendados pela norma brasileira de estruturasniereto NBR 6118 (ASSOCIACAO
BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS, 2014) e sugere que sejaitos mais estudos
sobre estes parametros para aprimora-los, poidloola destes coeficientes ndo é computada
a influéncia das lajes, o que (segundo o0 mesma@ [@r a resultados imprecisos.

Destaca-se o trabalho de Souza Junior (2001)eplezaou o estudo da interacao entre
nacleos rigidos e lajes de edificios de multiplagimentos em regime linear. O autor utiliza
elementos convencionais de poértico, elementos aeapdDKT para as lajes e um elemento
especial de nucleo rigido que possui um sétimo dediberdade relativo ao empenamento. O

acoplamento entre a laje e o nucleo se da via osagéo estatica com utilizacdo da técnica
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matricial de decomposi¢cdo de Cholesky. O autor etesignificativa influéncia da rigidez
das lajes no comportamento dos edificios, alématéagens do uso do elemento de nucleo
em relacdo a modelos que discretizam as pareda3otko em cascas.

No trabalho de Santos (2008) é proposto um apamento para formulacbes de
barras tridimensionais via MEF considerando a citema de empenamento da secdo. E
desenvolvida uma metodologia para resolver o pnoblda torcéo livre de Saint-Venant de
uma barra com comprimento unitario e determinamaasn modo de empenamento unitario.
As secOes transversais sdo descritas por subdenptdanos, permitindo a consideracdo de
secOes com geometria qualquer. A origem do sistéenaoordenadas pode ser qualquer,
incluindo o centro de gravidade e o centro de trcéjas posi¢cdes sdo determinadas a partir
da malha discreta. O modo de empenamento unit&@ioincorporado ao programa
desenvolvido por Paccola (2004), como enriquecimédatcinematica de um elemento finito
de barra, com o intuito de evitar erros no questsre ao desempenho da barra para torgao.

Recentemente, no trabalho de Corelhano & Corréa0j201lrealizada analise nao
linear fisica e geométrica de edificios com naclgmo, sendo os nucleos idealizados com o
modelo de Yagui. O comportamento NLG é considedavés de um método de iteragdo
direta com uso das matrizes de rigidez secantegjaetp a ndo linearidade fisica se da
através de um método de fatias com aplicacdo deelo®donstitutivos independentes para
cada material que compde a secédo transversal.dD @urtstata diferencas significativas entre
resultados obtidos para andalise ndo linear quamaoparados a aplicacdo de métodos
simplificados, principalmente nos pavimentos irdess.

Cita-se ainda o trabalho de Nunes (2011) que awialsviabilidade de aplicacdo de
um modelo similar ao de Yagui para a analise elddinear de edificios com sistema
estrutural formado por paredes de concreto armamdaaiasn loco.

Uma metodologia para andlise de estruturas dasaom paredes finas que merece
destaque & a chamada Teoria Generalizada de \@m®e(alized Beam Thegryambém
conhecida pela sigla GBT. Basicamente sdo considergdas de liberdade adicionais na
forma de modos de deformacéo da secao transvertah-se os trabalhos de Schardt (1989)
e Davies & Leach (1994) nos quais se consideraaorde deformacao baseado na teoria de
Vlassov para o empenamento de barras com secda,aber trabalho de Schulz & Filippou
(1998) com a mesma consideracdo para secOes geralmlhos mais recentes apresentam
aplicacbes da GBT para analise NLG, porém, a maitesies utiliza métodos simplificados
no tratamento da néo linearidade. Citam-se, entregws trabalhos de Silvestre & Camotim
(2002) e Basaglia, Camotim & Silvestre (2011).
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No que diz respeito a idealizacdo do comportamergtcénico nao linear da estrutura,
é importante observar que os edificios de multipppamentos ao possuirem estruturas muito
esbeltas podem sofrer efeitos de grandes deslotasnem que traz a necessidade de um
tratamento ndo linear associado a cinematica datest. A ndo linearidade fisica é outra
consideracdo importante, principalmente em edsgiae concreto, por conta da fissuracdo
inerente a este material. O desenvolvimento de lne@d®m consideracédo da nao linearidade
fisica € tema de outros trabalhos realizados peloogde pesquisa no qual o presente trabalho
esta vinculado (grupo de pesquisa em Mecéanica Cawipnl e Métodos Numéricos do
SET/EESC/USP) como, por exemplo, o trabalho de PagdCoda (2013) no qual se
estudam modelos constitutivos néo lineares patalgn@as com grandes deformacdes. Cita-se
também o trabalho de Rigobello, Coda & Munaiar N2@ild) no qual é feita andlise plastica
de estruturas em situacéo de incéndio. Embora sldos desenvolvimentos necessarios para
a consideracdo de leis constitutivas plasticagaestevoluidos dentro do grupo, por questao
de factibilidade, a nédo linearidade fisica ndo sé@rdada no presente trabalho. Além disso,
ha de se considerar a razoabilidade da adocaoisledastitutivas elastico-lineares para
analise estética de edificios, visto que na pratgc@rojetos visam conferir a estas estruturas
rigidez suficiente para que as mesmas trabalhemaagentro do campo das pequenas
deformacdes. Por estes motivos, e por ndo serliseratrutural o principal foco do trabalho
(mas sim a ferramenta numeérica) optou-se por ceraidapenas a nao linearidade
geomeétrica, sendo adotado comportamento lineaoffsra todos os materiais envolvidos.

Observa-se uma grande quantidade de trabalhasiamehdos a andlise NLG de
edificios nos quais sado adotadas metodologias ificaplas baseadas na chamada teoria de
segunda ordem, que recorre a descricdes aproximadaacluem termos até segunda ordem.
A principal justificativa encontra-se na complexidaelacionada as formulacdes néo lineares
e as limitac6es quanto aos recursos computacidiggeniveis na época da realizacao destes
trabalhos. Citam-se como exemplo, entre outrostatmlthos de Yagui (1978), Silva (1989),
Mori (1992), Matias Junior (1997), Martins (2001 5dvestre & Camotim (2002), todos ja
comentados anteriormente.

Uma metodologia simplificada para analise NLG déi@os que merece comentario
€ a aplicacao do coeficiente Este coeficiente foi proposto por Franco & Vasabos (1991)
e se tornou usual em projeto de edificios por astante pratico, tendo sido inclusive adotado
pela norma brasileira de estruturas de concreto NBFEB §ASSOCIACAO BRASILEIRA
DE NORMAS TECNICAS, 2014). No entanto, sua deducipsicera regularidades na

distribuicdo da rigidez e das propriedades geooa&tre elasticas ao longo da altura do
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edificio, além de outras particularidades que mitsua aplicacdo e deixam davidas quanto a
sua validade para casos mais gerais, como emiesdiiom plantas assimétricas, casos de
transicdo de pilares, edificios submetidos a toegéa ocorréncia de recalques ndo uniformes
das fundagbes (VASCONCELOS, 2000).

De maneira geral, a aplicagdo de processos siogulds é limitada devido as
hipoteses assumidas em seus desenvolvimentos. G&8®84) ja havia chamado a atencéo
para o cuidado com uso de processos aproximadasatiae NLG de edificios. Carmo (1995)
comparou resultados obtidos com o uso de diferenétsdologias para analise néo linear de
edificios e concluiu que processos simplificados séatisfatérios apenas dentro de certos
limites. Alguns pesquisadores se esforgcam pardasteer de maneira mais adequada estes
limites, como nos trabalhos de Pinto, Corréa & Ramé@005) e Moncayo (2011). Apesar de
gue, na pratica, as estruturas de edificagbes degantimensionadas de maneira que estejam
dentro destes limites (0 que é uma imposicdo ndva)atverifica-se que o uso de
metodologias simplificadas deve ser realizado cautata, principalmente no que diz
respeito ao aspecto quantitativo, isto €, na aicalestas para a mensuracao dos efeitos ndo
lineares, ja que podem nao oferecer resultadosientiémente precisos em alguns casos. Foi
0 que constatou Martins (2001), por exemplo, asicenar a influéncia das lajes, conforme
comentado anteriormente.

Formulacdes ndo lineares mais rigorosas e pres@asde maneira geral, bastante
complexas, principalmente quando h& ocorrénciaotecdes no espaco tridimensional. A
complexidade em se analisar a cinematica néo loeearotagdes no espaco tridimensional se
deve ao fato de que, para estas entidades, ngticEaalgumas das leis do calculo vetorial.
Considerando-se, por exemplo, duas rotacdes consec@m torno de eixos ortogonais, a
ordem de aplicacdo destas rota¢des altera o r@guditeal, ou seja, ndo vale a propriedade da
comutatividade.

Na tentativa de simplificar este problema, surgg dormulacdo chamada de técnica
corotacional, na qual se utliza a linearizagcdo doss finitos pela formula de Euler-
Rodrigues e um sistema de coordenadas locais demesnfinitos como referéncia para a
consideracdo dos efeitos ndo lineares. Citam-se cewamplo os trabalhos de Crisfield
(1990), Lavall (1996) e Gruttmann, Sauer & Wagr#900Q), entre outros. Nestes trabalhos &
adotada a cinematica de Euler-Bernoulli, na qualcaesidera que a secdo transversal
permanece plana e ortogonal ao eixo da barra apl@éfoamacao por flexdo. Esta hipotese

simplifica 0 modelo ao negligenciar os efeitos @asdes de cisalhamento.
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Segundo Ibrahimbegovic & Taylor (2002), os trabalde Reissner (1972) e Antman
(1976) foram os primeiros a apresentar formulagfes quais n&o se consideram
simplificacbes da cineméatica para a analise naeatirde problemas bidimensionais que
envolvem grandes deslocamentos. Algum tempo degsias formulagdes foram estendidas
para problemas tridimensionais de barras em Si®85)1 tendo sido posteriormente aplicada
em Simo & Vu-Quoc (1986) e Simo (1992). Em todds®gsrabalhos os autores demonstram
que é possivel obter solucdes ndo lineares cont@ste que fornecem resultados precisos
considerando os graus de liberdade de rotacdo coar@veis independentes do
deslocamento, isto é, ndo se admitindo hipoteseplificadoras e nao restringindo a
cinematica. Por este motivo, diversos pesquisadmesideram estes trabalhos os pioneiros
no que se convencionou chamar de formulacédo néarligeometricamente exata. Entretanto,
a linearizagcdo dos giros finitos pela formula déeERodrigues continua a ser utilizada para
resolver a ndo comutatividade de giros.

A partir de entdo comecam a surgir diversos thalzalbaseados em formulacdes
semelhantes que, ao longo do tempo, contribuiramn patual estagio de conhecimentos no
que se refere a andlise nao linear de estruturasm&@ie, entre outros, os trabalhos de
Buechter & Ramm (1992), Crisfield & Jelenic (1999)beahimbegovic & Taylor (2002).
Formulagdes cinematicamente exatas também s&o teadam em diversos trabalhos
nacionais. Citam-se os trabalhos de Pimenta (198&nenta (1996) para andlise de barras e
Campello, Pimenta & Wriggers (2003) e Pimenta, Cdim@& Wriggers (2004) para analise
de cascas, dentre outros. Cita-se ainda o trabahBidenta & Yojo (1993) e o recente
trabalho de Campello & Lago (2014), nos quais éidmmado o empenamento de barras de
paredes finas devido a tor¢éo.

Observa-se que o desenvolvimento de formulagOes limgares é usualmente
realizado através do uso de métodos numeéricosp ggimtipalmente utilizado o MEF. Todos
os trabalhos relacionados ao MEF que foram citatésaqui utilizam como parametros
nodais campos de deslocamentos do solido, o quegemna formulacdo dita convencional,
também chamada de MEF com modelo da rigidez (ASS2ARN3).

Nos trabalhos de Coda (2003) e Coda & Greco (20@pré&sentada uma formulacao
do MEF para analise NLG de pdérticos bidimensiomaisqual se utiliza como parametros
nodais posicoes, ao invés de deslocamentos. Niegbedhos € considerada a cinematica de
Euler-Bernoulli e adota-se um espaco adimensionsli@ua partir do qual se desenvolve
uma formulagcdo Lagrangiana. Processo semelhanta Is&do utilizado por Bonet et al.

(2000) para analise de membranas. Esta formulagéagual recebeu a denominacdo de
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formulacdo posicional do MEF, foi aplicada posteniente para analise NLG de trelicas
tridimensionais em Greco et al. (2006) e para sad@inamica de sistemas de barras flexiveis
em Greco & Coda (2006). Maciel & Coda (2005) fizeraso da mesma formulacdo néo
linear adotando a cinematica de Reissner para @asg#@b dos efeitos do cisalhamento na
flexdo em pérticos bidimensionais.

Coda & Paccola (2007) também fizeram uso da forgaglgosicional do MEF para
analise NLG de cascas adotando como parametrogdpssta superficie média da casca e
componentes de um vetor generalizado, resultandoaumnmelemento com seis graus de
liberdade nodais. Posteriormente, no trabalho dea@odPaccola (2008), este elemento de
casca foi adaptado para consideracdo da lei asnstitde Saint Venant-Kirchhoff, o que
simplificou a linguagem da formulacdo néo linearadaptacdo contou com a adicdo de um
sétimo grau de liberdade nodal para a casca réfegedeformacao transversal ao longo da
espessura com objetivo de resolver o travamentdjgeimento errdbneo) decorrente da lei
constitutiva tridimensional. Esta nova formulacdm fambém empregada para analise
dindmica NLG de cascas em Coda & Paccola (2009).

Logo em seguida, destacam-se os trabalhos de 2008)(e Coda & Paccola (2010)
gque apresentam um elemento finito NLG de barraintadsional com formulacdo
desenvolvida via MEF posicional e com lei congtfmitde Saint Venant-Kirchhoff. A
cinematica deste elemento inclui, além das posig@esspaco, dois vetores generalizados
independentes que definem o plano da sec¢éo traas\erpor serem livres para mudar de
tamanho e de direcdo, permitem considerar as lsig®tele Reissner para a flexdo. A
cinematica deste elemento inclui ainda dois endgoentos com o intuito de evitar
problemas de travamentos decorrentes da lei catingit tridimensional. O primeiro
enriquecimento se refere a deformacgéo transveesal gada diregdo da secdo e o segundo
enriquecimento considera um modo de empenamentoganao proposto em Santos (2008),
porém agora aplicado para analise NLG. O elemanito fde barra possui doze graus de
liberdade por n6 e a formulacdo nao linear cinaraatente exata se mostra bastante simples
e eficiente para andlise de barras com secdessgé&ste mesmo elemento foi utilizado no
trabalho de Coda & Paccola (2011) para analise dg@@NLG de poérticos tridimensionais.

Diversos outros trabalhos realizados no Departsomds Engenharia de Estruturas da
EESC/USP tém feito uso da formulacdo posicional deFMpara analise ndo linear de
estruturas em geral, sendo sua eficiéncia compeoead todos estes. Cita-se o trabalho de

Sampaio, Paccola & Coda (2013) que aplicou estaulagfio para andlise NLG de cascas
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laminadas reforcadas com fibras. Cita-se tambéntente trabalho de Reis & Coda (2014)
que realizou analise bidimensional n&o linear déqu® com ligagbes semirrigidas.

Em se tratando do fendmeno da ISE, existem muitabalhos nos quais a
flexibilidade do solo é considerada através do noogeoposto por Winkler (1867). Este
modelo prop6e que o meio continuo pode ser suiuiiifpor um sistema discreto de molas
equivalentes, o que torna bastante simples su&mgpltacdo computacional. Citam-se, entre
outros, os trabalhos de Scarlat (1993), Matiasadufii997) e Ganainy & Naggar (2009).
Cita-se ainda o recente trabalho de Sanchez (2QE3feg uso do MEF posicional e de molas
tipo Winkler para andlise da ISE de tubos extrenmenesbeltos usados na industrffashore
(risers) em contato com o leito do mar.

A representatividade do modelo de Winkler é algadticas por parte de engenheiros
e geotécnicos por ndo contemplar a continuidadesao. Além disso, encontram-se
dificuldades na determinacdo de valores para osulm®dle reacdo das molas devido as
inumeras possibilidades de combinacdes entre diesdipos de solo, sistemas de fundacdes
e tipos de carregamentos, sendo geralmente adotadoses estimados por correlacdes
empiricas cuja precisdo é incerta e questionavel.

Na tentativa de propor metodologias que considevesplo como meio continuo,
diversos pesquisadores fizeram uso das hipotesesdad da Teoria da Elasticidade. Apesar
do solo ndo ser um material elastico, estes trabdfbm demonstrado a validade da aplicac&o
da Teoria da Elasticidade para sua analise, deseleas) propriedades elasticas, como por
exemplo, o valor do médulo de Young (que neste qamite ser chamado de mdédulo de
deformabilidade) e o coeficiente de Poisson sejamvenientemente escolhidos em funcéo de
propriedades mecéanicas do solo (BARATA, 1986). bstapriedades, que dependem apenas
do material, podem ser obtidas em laboratdrios eganmica dos solos.

Dentre trabalhos baseados na Teoria da Elasteiddd-se o trabalho de Mindlin
(1936), no qual € apresentada uma solucédo parabdepra de forgcas concentradas atuando
no interior de um meio semi-infinito formado porteréal elastico, is6tropo e homogéneo.
Esta solugéo foi posteriormente utilizada por digsrpesquisadores, como por exemplo, em
Poulos & Davies (1968), Poulos (1971), Aoki & Lofg@875) e Aoki (1987), que por sua vez
serviram de base para varios outros trabalhos (IV@ARA, 2000). A solugdo de Mindlin
também foi utilizada no trabalho de Colares (20@8a@nalise da ISE de fundacdes rasas.

Uma maneira de se modelar o solo consideranda a®utinuidade é através do uso

de métodos numeéricos como o MEF e/ou o Método teraéntos de Contorno (MEC).
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Trabalhos como o de Badie, Salmon & Beshara (199éfeiros et al. (2009) e
Almeida et al. (2010) fazem uso do MEF para modafaganto da superestrutura quanto do
solo. Observa-se, neste caso, a necessidade dtabelecer uma regido finita ficticia para o
dominio do solo, limitando-o por superficies a ipalas quais seja possivel considerar que as
deformacdes sdo despreziveis e ndo interferemesaffados. Por ser necessario afastar estas
superficies limites da superestrutura a fim de rgaranaior representatividade do solo, a
dimensdo do sistema de equacGes do MEF cresceg mmgra computacionalmente os
modelos.

Nesse sentido, o MEC oferece maiores vantagens, por ser um método de
fronteira, possui formulagdes proprias para dorsinidinitos e semi-infinitos reduzindo
assim o numero de equacdes e a quantidade de parsierevolvidos, principalmente no caso
da analise tridimensional do solo. Dentre os ttamlque utilizam o MEC, cita-se, dentre
tantos outros, o trabalho de Barbirato (1991) nal doi desenvolvida uma formulagcdo do
MEC para analise tridimensional elastico-linear d@dides semi-infinitos usando como
solucdo fundamental a solucdo de Mindlin. O aumahstra que, apesar desta solucéo
exigir a manipulacdo de expressdes longas e suarimeptacdo numerica ser mais trabalhosa
do que a solugcdo de Kelvin (usualmente utilizadajjuantidade de dados envolvidos é
reduzida, pois a solucdo exige apenas a discrétzdgs superficies carregadas. Ao final, o
autor sugere a combinacdo do MEC com outros métodosericos para analises mais
eficientes de problemas de engenharia que envatvaisrde um dominio com caracteristicas
distintas.

De fato ndo se observam vantagens para a aplicec®8EC a analise de estruturas
reticuladas e/ou estruturas de cascas se compacatiEF, por exemplo. Percebe-se que o
uso da combinacdo entre o MEC e o MEF se mostra aoma opcao mais eficiente para
andlise da ISE, permitindo o proveito dos beneficle ambos os métodos numéricos onde
cada um destes melhor se aplica.

Nesta linha de pesquisa cita-se o trabalho de Raniab90) no qual é desenvolvido
um programa para analise elastico-linear de esasitque permite 0 uso de varios tipos de
elementos discretos, incluindo um elemento de aapatida desenvolvido a partir do
acoplamento MEC-MEF. E apresentado o célculo de maiziz de rigidez da sapata que é
simetrizada para ser inserida no sistema de egslagdeMEF e possibilitar assim a
consideracao da flexibilidade de fundac¢6es dodipeta. A simetrizagdo se da com a simples
média dos valores dos termos opostos em relac&gardl principal da matriz, sendo o uso
de tal processo justificado pelo autor pelo fate tilsmos fora da diagonal possuirem ordem
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de grandeza muito inferior aqueles localizados iagamhal principal, além dos limitados
recursos computacionais disponiveis na época dfieultivam o desenvolvimento de
metodologias mais rigorosas.

Destaca-se o trabalho de Coda (1993), que realiZdisa estatica e dinamica
transiente de estruturas tridimensionais via acoptdo MEC-MEF. A formulag&do envolve
elementos finitos de barra tridimensional e de @astém de elementos de contorno de
superficie. O acoplamento numérico é realizado adétnica classica de sub-regifes. Para o
MEC utiliza-se a solugdo fundamental de Kelvin (asacestético) e a solu¢cdo fundamental
de Stokes (no caso dinamico), além de uma técrcatdgracdo particular para elementos
singulares que é utilizada no calculo do termeelida equacao integral. O desenvolvimento
desta formulacédo teve continuidade no trabalho déa@®2000) com a inclusdo de linhas de
carga no MEC para a consideracdo de barras imeosaseio continuo, como no caso de
estacas cravadas no solo.

Ferro (1999) apresentou uma formulacdo baseadeomlamento MEC-MEF para a
analise tridimensional da interacdo entre estacasao. O solo foi modelado via MEC com
solugdo fundamental de Mindlin e as estacas via MBRm elementos de barra. Foi
desenvolvido também um modelo para consideracamdgortamento plastico do solo na
interface com a estaca.

Paccola (2004) apresenta um estudo de estrutomasdas por elementos finitos de
barras e cascas com material heterogéneo e ampisotradotando cinematica de Reissner e
comportamento ndo linear fisico, e considera ailptidade destas estruturas estarem
acopladas a meios continuos tridimensionais modslaih MEC. Neste caso o autor adota as
solucbes fundamentais de Kelvin e de Mindlin e mmra o comportamento viscoso do
material.

Ribeiro (2009) desenvolve um programa computaciopata andlise linear
tridimensional estatica de estruturas acopladascdm A superestrutura € modelada pelo
MEF com uso de elementos finitos de barra e deacadém de um elemento de estaca
vertical. O solo, por sua vez € modelado com usM&e€, utilizando uma formulacdo de
sub-regides para consideracdo de camadas comntigegropriedades.

Nos trabalhos de Silva (2010) e Silva & Coda (20&2)yealizado um estudo
bidimensional da ISE com andlise NLG de porticoanps ligados a meios continuos
heterogéneos. A estrutura reticulada € modelada pEIF com formulagdo posicional,
enquanto o solo é modelado via MEC adotando a &oldigndamental de Kelvin. Uma
técnica alternativa proposta originalmente no trabae Venturini (1992) para eliminagao
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das variaveis de forca no contato entre difereatésregibes € adotada com objetivo de
considerar multiplos dominios no solo. Consideraniasnbém linhas de carga no MEC para
simulacao de estacas em qualquer direcdo e quenpatdavessar diferentes camadas do solo.

Mais recentemente, Testoni (2013) deu continuidanldrabalho de Nunes (2001)
considerando a flexibilidade do solo na andlisdirtrensional de edificios com sistema
estrutural formado por paredes de concreto armadldadasin loco. A ISE é analisada
através do método iterativo proposto por Aoki (9987

Para maiores informagdes sobre alguns dos trabaltawios e outros relacionados ao
fendbmeno da ISE, recomenda-se a leitura dos tradalé lwamoto (2000) e Ribeiro (2009),
gue descrevem diversas metodologias relacionaddsna® através de seus levantamentos
bibliograficos.

Dentre os diversos trabalhos até aqui citados réreon-se muitas contribuicdes
relativas ora a proposicdo de modelos numéricoa padlise de estruturas ora para a
melhoria da compreensdo do comportamento mecaniestduturas de edificios de multiplos
pavimentos. Nesse sentido, o presente trabalh@basair algumas destas contribui¢cdes para
confeccdo de um novo modelo, sendo a seguir brewemdescritas as principais

consideracdes, bem como a organizagao desta tese.

1.7 Consideragdes do presente trabalho e organizacéo tkse

No presente trabalho € proposto um modelo palgsariadimensional de edificios de
multiplos pavimentos em regime NLG que consideranfluéncia de todas as partes
componentes da estrutura interagindo entre siuimadb vigas, pilares, lajes, nucleo(s)
rigido(s), pecas de fundagdes e o solo. Ndo sedswasa ndo linearidade fisica dos materiais.

O modelo da superestrutura do edificio € modeleido MEF com formulagéo
posicional utilizando elementos de barra e de ¢asg@dbos com comportamento NLG,
segundo formulagéo proposta por Coda (2009) e Codaaécola (2008). A principal
contribuicdo do presente trabalho € o desenvolvionéa acoplamento entre estes elementos
discretos de maneira a permitir a avaliacdo dadagé® entre elementos estruturais com se¢ao
de paredes finas abertas (ou fechadas) empenaelstsuturas de superficie atuando como
diafragmas. Os detalhes sobre essa formulagdo bem ¢odos os fundamentos tedricos
relacionados a modelagem da superestrutura deiedifio apresentados no Capitulo 2.
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O trabalho também propde uma estratégia para sagem de uma matriz de rigidez
de fundacéo, sendo esta matriz calculada por neeicndprograma baseado no acoplamento
numérico entre o MEF e o MEC. Adota-se como baseograma desenvolvido em Coda
(2000), tendo sido este adaptado para uso da sofugc@lamental de Mindlin, além dos
desenvolvimentos de sub-rotinas para a montagenmalziz de flexibilidade do solo.
Considera-se que as formulagdes do MEF e do MEC émmcéo da solucdo fundamental)
adotadas no codigo base sédo suficiente para peraatipresente trabalho o alcance do
objetivo de se contemplar o fenbmeno de ISE no tood edificio. Todos os
desenvolvimentos relacionados ao calculo da ma#ridgidez da fundagéo e a andlise da ISE
sao descritos no Capitulo 3.

O Capitulo 4 é inteiramente dedicado aos exemplowméricos analisados. Sao
apresentados exemplos de validacdo comparando softatds obtidos com referéncias
citadas no item 1.6 e também com programas coneerciansagrados. Apresentam-se
também alguns exemplos gerais visando demonstptesciais aplicagdes do trabalho.

Por ultimo, as conclusdes e comentarios finaigsdonidos no Capitulo 5.
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2.MODELAGEM DA ESTRUTURA DO EDIFICIO

Este capitulo é dedicado a apresentacao dos ddgementos para a modelagem da
estrutura do edificio. E utilizado o Método dos riatos Finitos (MEF) com formulag&o
posicional, cuja principal caracteristica é o usopdsicoes e vetores generalizados como
parametros nodais, ao invés de deslocamentos@estaConsidera-se o comportamento nao
linear geométrico (NLG) de todos os elementos coreptes da superestrutura através de
uma formulacdo Lagrangiana total adotando-se caferéncia fixa o volume inicial nao
deslocado do edificio. A formulacdo ndo linear geniaticamente exata, ou seja, ndo se
consideram simplificacdes relacionadas a magniiededeslocamentos e rotacdes. Admite-se
que todos os materiais envolvidos tém comportameésiico linear.

O sistema estrutural adotado é o de nucleos Hgadsociados ou ndo a porticos
tridimensionais (pilares e vigas) e com pavimenéssruturados por lajes macicas de
superficie lisa, conforme esquematizado na FiguraAdota-se um sistema de coordenadas

cartesianasx(, X, X3), sendo a altura do edificio medida na direcaeidoxs.

Figura 2.1 — Sistema estrutural para o modelo déced

Para a modelagem de pilares e vigas é utilizaddemento finito NLG de barra
tridimensional com sec¢éo qualquer proposto por G2889). Este elemento finito pode ser
também aplicado para a modelagem de outras everpgeaas reticuladas, como barras de

trelicas e diagonais de contraventamento.
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As lajes sdo modeladas com o uso de elementdssfide casca NLG originalmente
proposto por Coda & Paccola (2008). O uso de eleysade casca ao invés de placa permite
a consideracao da rigidez axial e transversal gmfajes, além de permitir a melhor avaliacéo
do acoplamento entre a estrutura do pavimentolelen rigido, que é um dos objetivos deste
trabalho. Elementos de casca podem ser tambérzaditis para modelagem de paredes
estruturais, sendo que no caso dos nucleos estagiu servird aqui apenas para a confeccéo
de modelos de referéncia.

Os nucleos estruturais por sua vez também sédolatlmdecom o elemento de barra
tridimensional, uma vez que este elemento podevassualquer forma de sec¢éo transversal.
Porém, é dado a este componente um tratamentoia@sp@@ a consideracdo de diafragmas
rigidos, resultando em um novo tipo de elementitofiaqui chamado de elemento de nucleo.
A ideia do elemento finito para o nucleo foi inggia no trabalho de Souza Junior (2001) e
consiste basicamente em um aperfeicoamento do melerfieito de barra considerando o
acoplamento de topo entre os graus de liberdaden@osla secédo transversal com nés de
casca. Neste sentido, o elemento de ndcleo sewldierdo elemento de barra por considerar
0 acréscimo de rigidez promovido pela presencaafeagmas, que no caso dos edificios sao
as lajes.

O modelo numérico contempla, portanto, todo oesist estrutural da edificacao
trabalhando em conjunto, permitindo assim a anal&eestrutura com contribuicbes da
rigidez dos pilares, das vigas, do(s) ndcleo($oig) e das lajes.

No proximo item é descrito o problema do equitibriecanico NLG de estruturas, que
€ a base para o presente desenvolvimento. Em segi@sicrevem-se os procedimentos para a
montagem do sistema de equacdes via MEF posicio@dlindo os desenvolvimentos dos
elementos finitos de barra e de casca. Posteridemséao discutidos alguns aspectos
relacionados as vinculagfes diretas entre elemeptmsentando sobre o tratamento de
excentricidades e da ligacdo de elementos estisitn@ colineares. Por ultimo € descrita a
metodologia para o acoplamento entre a casca gaa s@ansversal da barra, o que resulta no

elemento de nucleo proposto.

2.1 Equilibrio mecéanico nao linear do edificio

Considerando a estrutura do edificio como um setestatico e adiabatico, pode se

escrever a energia potencial total do sistema nmx@ihcomo sendo a soma da energia de
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deformacédoU. armazenada em todo o volume do corpo solido defdwnt@m a energia
potencialP de todas as forgcas externas. Assim, o funcionatrdagia potencial total da

estrutura formada por lajes, vigas, pilares e ms)et dado por:
[M1=U,+P (2.1)
A energia potencial das forcas externas € dada,sentratando da formulagéo

posicional do MEF, diretamente a partir das fodmsuperficief) e/ou volumétricash() ao

longo das respectivas posi¢cogsie cada pontk como:
P=-[pY®-[RY & =- FY (22)
S \%

Os carregamentos distribuidos em areas, linhasotwmes foram transformados em forcas
concentradaBy equivalentes nos nés da malha discreta.

Admite-se como referéncia o volume iniciad ¥a estrutura, caracterizando assim a
formulacdo néo linear como Lagrangiana. Logo, agaele deformacéo pode ser calculada a
partir da energia especifica de deformaggédtambém chamada de energia de deformacao por

unidade de volume, realizando-se uma integral thanwe inicial como segue:
U, = jvo u (Y )dv, (2.3)

A fim de encontrar a situacdo de equilibrio edtéleesistema mecéanico aplica-se o
principio da minima energia potencial total ao fanal de energial:

3N =0 (2.4)
Neste caso, 0os parametros de referéncia sdo goHg®sle cada ponto da estrutura.

Obtém-se assim uma equacéo de equilibrio estaiestutura, que tem a seguinte forma:

an _au
—~ =—~=-FR=0 2.5
oy (2.5)

A derivada da energia de deforma¢ioem relacdo a posicaq da estrutura é igual
ao seu conjugado energético, que neste caso gaaifiberna:

oV, _

2.6
OY int ( )

Observando-se ainda qbgséao as forcas externamente aplicadas a estrpuote;se

reescrever a equacao de equilibrio (2.5) em unmag@imples:

F t _Fext:O (2.7)

n

Para se calcular as forcas interfi@gs € necessario conhecer as posicdes nodais da

estrutura em sua configuracdo deformada. Como gmiagdes sdo as incognitas do
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problema, percebe-se que a equacdo (2.7) € umgdegudo linear, sendo necessaria a
aplicacdo de um método iterativo para sua soluijéste trabalho utiliza-se o processo de

solucéo de sistemas nao lineares de Newton-Raphson.
Rescreve-se a equacao de equilibrio (2.7) commsgodl a um vetor residuo(Y‘)
funcdo de posicles tentativd. Se a posicdo tentativa for igual a solucdo ddlproa o

valor do residuo sera nulo. Fisicamente isso sggndue o equilibrio de forcas foi atingido e
a estrutura esta estavel. Porém, enquaném tiver valor nulo, este residuo indicara urorfat

de correcdo que deve ser aplicado a posicagara uma nova tentativa em um ciclo de

sucessivas iteracoes. Neste caso, o vetgoode ser entendido como um vetor de

desbalanceamento de forcas do sistema mecaniaquédii descrito escreve-se que:
r(Y)=F(Y)- R (2.8)

Para encontrar um fator de corregéva ser aplicado na posic&0 para uma nova
tentativa realiza-se uma expansao em série de Mpgtar (Y‘) em torno dey' da seguinte
maneira:

or.
R )= (Y )+

k

A +TF=¢C (2.9)

)

Desconsiderando-se os termos de ordem sup@?joe admitindo-se a situacdo de

equilibrio (na qual o residuo é nulo) a seguini@céo é obtida:

or,
A, =-| -
Lavk

E importante observar que a desconsideracio dussete ordem superior da equacéo (2.9)

] rJ.(Y,to ) (2.10)
)

nao implica em simplificacao relacionada ao equdilmecanico, tendo influéncia apenas na
convergéncia do método de solucéo.

Observando-se as equacdes (2.8) e (2.6) verdicpus a derivada de ou do vetor de
desbalanceamento de forcas, em relacdo as posigdess € igual a derivada segunda da
energia de deformacdd.. A matriz resultante do arranjo entre estas ddasade segunda
ordem é a Hessiana da energia potencial totalstensa mecanico, e neste caso, representa a
matriz de rigidez tangentéda estrutura:
or;
aY,

_ 0%,
aY0Y

=K, (2.11)

(M) (Y10)
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Assim, € possivel aplicar a técnica de solucaoNdaton-Raphson, da seguinte

:0)

maneira: primeiramente é escolhida uma posicaatteatinicial Y'"™® para a estrutura, o

que permite o calculo da energia de deformacdmmsegjuentemente das forcas internas;
determina-se o vetor de desbalanceamento (ou od@lesiduo) pela equacao (2.8); calcula-
se em seguida a Hessiana da energia potenciadgetedo (2.11) e com ela € determinado o
fator de correcdo com a equacéao (2.10); este tarorrecdo deve ser somado a tentativa

inicial para uma nova iteracésl , isto é:
YU = O A Y (2.12)

Neste trabalho, adota-se como primeira soluciatieata posicdo indeformada da estrutura

no primeiro passo de carga, ou a Ultima posicagddibrio do passo de carga anterior.
Com o novo vetor de posicdes "corrigidé'*? o procedimento é repetido sucessivas

vezes, até que uma das seguintes condicdes sguerif

aY]_ tol (2.13)
4

ou

U tol (2.14)

|Fox

sendotol o valor de uma tolerancia numérica pré-definidea pestabelecer uma precisao
satisfatéria de acordo com o tipo de problema. Efathos ja desenvolvidos pelo grupo de
pesquisa do qual o presente trabalho faz partevahsse que o controle em deslocamentos
(neste caso em mudanca de posi¢cdes) segundo g@orfdi13) tem se mostrado suficiente
para atingir resultados satisfatérios com uma 4olein da ordem dd0’, mesmo em
problemas com alto grau de n&o linearidade. Istte g@r comprovado nos trabalhos citados
como referéncia e serd novamente discutido na eqgeEsio dos exemplos numéricos
processados neste trabalho.

Ao final do processo iterativo tem-se entdo a gémsireferente a configuracdo de
equilibrio da estrutura no passo de carga estud@sldeslocamentos séo calculados em uma
rotina de pds-processamento para cada ponto gefertta entre a posicao final de equilibrio
e a posicao inicial.

A aplicacdo do carregamento pode se dar de manenm@mental através de passos de
carga. A variagdo do incremento € definida atraeégsarametros dados no arquivo de entrada

para funcbes do tipo salto, linear, quadraticgotrométrica ou exponencial. Este recurso
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também pode ser util quando se deseja coletammafpies que permitam tracar a trajetoria de
equilibrio de estruturas altamente néo linearea jpEntificar pontos criticos de instabilidade,
como pontos de bifurcacdo do equilibrio ou ponitogds de problemas sujeitos a ocorréncia
do efeitosnap-througCRISFIEL, 1991).

A formulacdo permite ainda facil adaptacédo pam@ises sequenciais de problemas
gue envolvem mudancas nas condi¢cdes de contorma.ifta, basta que seja realizado um
loop da metodologia descrita, devendo ser lido em wuiap de entrada os dados referentes
aos carregamentos e as restricbes dos vinculosiiom ide cada fase, que podem ser
diferentes. A posicédo de equilibrio encontrada pana fase de carregamento sera a posicao
tentativa inicial da fase seguinte. Este recursssipdita, por exemplo, a aplicacdo do
programa a analise de estruturas submetidas a dedesnstrucdo (PRADO, 1999). Apesar
dos objetivos do presente trabalho ndo contemplasses tipos de analise, o programa
possui recursos para a consideracao de incremgmicarga e de fases de carregamentos.

Conforme pode se obervar nas equacdes (2.6) e) (@.J1tocedimento numeérico
compreende o célculo da primeira e da segundaatrivda energia de deformacédo, que
resultam, respectivamente, no vetor de forcasnagee na matriz de rigidez tangente (ou
Hessiana) da estrutura. A seguir serdo apresentadiessenvolvimentos para o calculo destas
derivadas, completando assim a descricdo da sohuwgéérica.

2.2 Montagem do sistema de equacgoes

A montagem do vetor de forcas internas e da mdgizigidez tangente € realizada
através do MEF, compondo assim o sistema de egsad@ecrito no item anterior. O
desenvolvimento desta etapa parte da analise danpadie forma da estrutura por uma acao
externa qualquer.

A mudanca de forma do edificio (ou de qualquepaa@dlido) pode ser descrita por
uma fungcdo mudanca de configuragﬁocom seu respectivo gradierhie Com o objetivo de
simplificar a formulacéo néo linear adota-se umagepadimensional auxiliagy &, &), de
maneira que podem ser definidas funcdEs e f' que fazem a transformacdo (ou o

mapeamento) do solido do sistema adimensional iauxibara, respectivamente a
configuracao inicial ¥ e atual (ou corrente)Este espaco auxiliar pode ser utilizado como
"caminho" alternativo para descrever a mudancaed do sdélido, conforme esquematizado

na Figura 2.2.
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VO

Vl

Figura 2.2 — Mudanca de forma da estrutura

A ideia € valida também para cada elemento figite compde a estrutura discreta, e

funcdes de mapeamento locai$ e f' sdo determinadas de acordo com a geometria e a

cinematica adotada para cada tipo de elementoténgho das funcbes de mapeamento para

os elementos aqui utilizados é o tema dos proxiteas deste capitulo.

Independente da maneira como foram obtidas, pada ema destas funcdes é

possivel calcular os seus respectivos gradientesglante maneira:

[of° of® of°]
0&, 0, 04,
poo| OfF o) o]
0§, 04, 04,
ofe of ofQ
|08 0 04, ]
0, 05, 06,
0&, 05, 0F,
108, 9&, 9&, ]

(2.15)

(2.16)

Estes gradientes sdo valores conhecidos, uma wuez oq primeiro refere-se a
configuracdo ndo deformada da estrutura e o segiicalaefinido a partir de uma posicao

tentativa para uma iteracdo do processo de solngédinear, conforme descrito no item

anterior.
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Aplicando-se a ideia da descricdo indireta da megaale forma da estrutura (Figura
2.2), é possivel determinar o gradieAta partir dos gradiente® e A' com o uso da seguinte
relacdo (CODA; PACCOLA, 2008):

A= ATfR)" (2.17)

e assim o tensor de estiramento de Cauchy-Greengsvdentdo calculado, uma vez que o
mesmo é dado por (BONET; WOOD, 2009):

c=ADA=(A)" o A) oA A)” (2.18)
Conhecido o tensor de estiramento de Cauchy-Grgms&vel calcular o tensor de

deformacgBes de Green-Lagrange, que sera denotadpedg letra grega
1
e=2(c-1) (2.19)

Em (2.19), | é a matriz identidade.

A deformacédo de Green-Lagrange é uma medida denda¢do que melhor se aplica
a analise NLG de so6lidos (CRISFIELD, 1991). E imaoté comentar que, para problemas
que envolvem pequenas deformacdes, mesmo que wc@mrandes deslocamentos, esta
medida se confunde com a deformacgdo convencionandenharia, sendo esta Ultima a
definicao classica analoga a medida por extensémetr

Optou-se por adotar neste trabalho como lei dotisa do material o modelo linear
de Saint Venant-Kirchhoff, no qual a deformacadsdeen-Lagrange se relaciona linearmente
com a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda esg@¢BONET; WOOD, 2009). Essa lei
constitutiva é analoga a lei de Hooke, sendo peksscrever que:
S=D:¢ (2.20)
onde D € o tensor elastico constitutivo, que para magemdastico-lineares isétropos e

homogéneos é dado (em notacéo de indice) por:

- =Y E
Dt = (o) (= ) 0% * e 0) (&3 +8 ) (2.21)

sendo E &, respectivamente, 0 modulo de elasticidade (ouutodde Young) e o coeficiente
de Poisson do materialdeo Delta de Kronecker. Na equacao (2.20), o simhblsignifica
contracao dupla dos tensores.

A energia especifica de deformacdo pode ser defiai partir da deformacéo de

Green-Lagrange na seguinte forma:
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ue:%g :D:¢ (2.22)

Relembrando das equacbes (2.3) e (2.6), sabe-sea doeca interna atuante na
estrutura é funcéo de na seguinte forma:

_0U, _ Ou, dv

F 0
oY Vo oY

(2.23)

Deve-se observar qug € funcdo de pela equacao (2.22), que por sua vez é fungéo
de C, conforme a equacdao (2.19), e que esta ultimandiepeas incognitas nodais, que sdo as
posicdesY. Assim, é possivel escrever a derivadaugdem relacdo as posi¢cdes na seguinte

forma compacta:

o, _ 0L 06, OC (2.24)
dY 0de 0oC Y

A derivada da energia especifica de deformacaoetagdo a deformacdo de Green
resulta na tensdo de Piola-Kirchhoff, que é o sejugado energético, isto é:
ou, _
0&
Além disso, a derivada deem relacéo ao tensor de estiramento de Cauchyli&aléogo, a

S (2.25)

equacao (2.24) pode ser simplificada obtendo-seaesultado:

ou, _1g.0C (2.26)
vy 2779y

O tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff é conbegddque depende apenas do tensor
elastico e da deformacéo de Green, dadas respeetiNa por (2.21) e (2.19). Resta, portanto,
calcular a derivada d€ em relacdo as posi¢cdes nodais da estrutura nggemagao atual.
Observando-se a relacéo dada em (2.18), chegasselusao que:

2 =y B L owcaye (A YIS oy (2.27)
E importante lembrar que ambos os gradieAfes A' sdo funcées das posicdes nodais da
estrutura, neste caso, para cada n6 de cada etefimtot da estrutura discreta.

Definida a equacdo (2.26), é possivel implememamericamente a (2.23)

convertendo-se a integral no volume em uma inteégpd no sistema de referéncia auxiliar,

0 que resulta na seguinte expressdo que perméitewa do vetor das forgas interngs :

k — aue — aue
R = Ivo oY W _Z‘[iiaYik (6,4, 4;)det(R )&, , 4, (2.28)
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sendo que o indice inferidrindica a direcdo da forca e o indice supekioefere-se ao no.
Observa-se que, neste caso, o determinante da waéio Jacobiano de transformagcao.
Para montar a matriz de rigidez tangente (ou &ikles) € preciso calcular a segunda

derivada d&J. em relacdo as posi¢Bes nodais, conforme a eq@adag a seguir reescrita:

U 0°u,
K = e = jv dv, (2.29)

b oY oY Y
onde os indicege| sdo analogos ide k. E necessario, portanto, derivar novamente a éguag

(2.26), o que resulta em:

0°u, 0 (1. oC S oC  _ o9°C
oYY a\{[ S j [avw S’aivaj'v] (2:30)

i j
O primeiro termo da (2.30) consiste na derivadatafsor das tensdes de Piola-

Kirchhoff, ou seja:

9S _0S 0e . 0¢ _1,.0C
oY 0de oY oY 2 0Y

(2.31)

A primeira derivada do tensor de deformacdes del@aja foi calculada, sendo dada
em (2.27). Utiliza-se esta mesma equacao paralaakcsegunda derivada, 0 que resulta em:

@ (Al mlmAO)—l_l_(AO)—T ﬁgﬁir E(;L'ci[q AO)—1+

aYkaY' oYoy

Ay D‘%G%EQA°) )T A BT

Da mesma forma que o vetor de forgcas internasiatee possivel implementar

(2.32)

numericamente a equacao (2.29) através de umarahtegpla no sistema de referéncia

auxiliar:

kI —

" Iv aYkaY' %=[]] ai“;ey

86 &

(& &, & )det(R)d, F, d, (2.33)

As equacdes (2.28) e (2.33) podem ser converginamtegrais numeéricas utilizando-
se uma malha de elementos finitos para gerar, cegamente, o vetor de forgas internas e a
matriz de rigidez tangente da estrutura. Para egiat numérica dos elementos finitos de
barra é adotada a quadratura de Gauss-Legendreomprimento e de Hammer nas
aproximacdes da secdo transversal, conforme setd wo proximo item. J&4 para 0s
elementos de casca utilizam-se pontos e pesos uhnklapara aproximar a superficie e a

guadratura Gaussiana € aplicada ao longo da espeBgi$ssa maneira, as integrais triplas séo
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convertidas em dois somatérios, resultando aquetpsacbes nas seguintes integrais

numeéricas:
Z z Y w(61,€2,€ 3) mdet(AE’) (2.34)
m,=1m= =0
Z_lmhzhm v a0, 0 Gl A) (2.35)

ondeny e Ny s@o, respectivamente, o nimero de pontos de &aassimero de pontos de
Hammer adotados @ sdo os pesos de cada quadratura. Maiores infoenaggibre estas
guadraturas podem ser encontradas, por exemplésean (2003).

A seguir, apresenta-se um resumo dos procedimatéasjui descritos que sintetizam

0 algoritmo para a montagem do sistema de equagiREEF:
1. Primeiramente calculam-se os gradierdése A" pelas equacdes (2.15) e (2.16);

2. Determina-se o tensor de estiramento de Cauchy @M &);
3. Calcula-se o tensor das deformacdes de Green-Lagrang tensor de tensfes de

Piola-Kirchhoff respectivamente pelas expressod®9j2 (2.20);
4. Calcula—seaAl/aY para em seguida calcular a primeira derivada tsote que

estiramento de Cauchy em relacdo as posicoes, aonfw(2.27);
5. Torna-se possivel calcular a derivadaugipela (2.26) e com isso monta-se o vetor de

forcas internas com uso da integral numérica dadé2e34);
6. Calculam-se as segundas derivadas do gradighte do tensor de estiramento de

Cauchy, conforme a (2.32);

7. Determina-se a derivada do tensor de tensfes tiekdrehhoff com a (2.31);

8. E possivel calcular entdo a segunda derivada. é¢ravés da (2.30) para em seguida
realizar a integracdo numerica dada em (2.35)ndbtse assim a matriz Hessiana.

Estes procedimentos em conjunto com aqueles tesanp item 2.1 formam o
algoritmo principal do programa de andalise NLG. Astodologia é valida para toda a
estrutura, bem como para cada parte constituirdgeadéssim, para a montagem de uma
matriz de rigidez tangente e de um vetor de fongsnas da estrutura como um todo séo
utilizados elementos finitos calculando-se printeigate matrizes e vetores locais que, a

partir das incidéncias dos ndés, irdo compor unemiat algébrico global. Nos itens que
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seguem serdo descritos os desenvolvimentos pakdeacdo das funcbes de mapeamento
locais f° e f* para os elementos finitos de barra e de casca.

Antes de apresentar o desenvolvimento de cadartencomenta-se sobre o céalculo
da tensdo de Cauchy como complementacdo da deschicdnétodo numérico. Afinal, a
tenséo de Piola-kirchhoff foi calculada tendo caeferéncia o volume inicial ndo deformado
da estrutura, e carece de uma interpretacdo figicéeensdo de Cauchy, ou tenséo
verdadeira, pode ser calculada ao final do procagsartir da tensdo de Piola-Kirchhoff de

segunda espécie com a seguinte expressao:
1 .
cr=jA[SDA (2.36)

sendoJ o determinante do gradierke E possivel também calcular o tensor das tensées de

Piola-Kirchhoff de primeira espéciedado pela relacd®= ALS.

2.2.1 Mapeamento do Pdrtico: Elemento Finito NLG de Barra

O elemento finito de barra tridimensional adotémioapresentado originalmente em
Coda (2009) como sendo um elemento "tipo-sélido"dedinir pontos no espaco por meio da
discretizag&o tanto da linha longitudinal quante siecoes transversais da barra.

Os elementos de barra se caracterizam por pagsairde suas dimensdes no espaco
muito maior do que as demais dimensdes, neste oasomprimento. Nesse sentido, um
primeiro mapeamento de pontos pertencentes ao meferfieito de barra é feito ao longo de
uma linha de referéncia longitudinal que defineaixo no seu comprimento.

Adotando um espaco adimensional auxili&é, ¢, &) como referéncia, sendf
medida na direcdo longitudinal da barra, a posigéal x de um ponto qualquer sobre a
linha de referéncia pode ser aproximada por fungiEedorma polinomiais da seguinte

maneira:

x =@ (&)X (2.37)
sendo o indice/ referente ao n6 do elemento finitg, a fun¢éo de forma correspondente
aquele no X o valor da posi¢do do né na dire¢gdo= 1, 2, 3.

A equacéo (2.37) fornece um mapeamento apenas admha de referéncia. A fim

de mapear pontos do corpo solido que estejam fesdadlinha sdo adotados vetores

generalizadod/" e V¥ para cada nd da barra com origem no né. A Figura 2.3(a) ilustra
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um exemplo do mapeamento com estes vetores paralamento de barra com dois nos,

secao retangular e linha de referéncia passandaeetro de gravidade da secéo transversal.

/agc(
1. ® \Mapeamemos /
(r.n.x)

s &
(x,xL,x)) @ 1oe (b)

S

Figura 2.3 — Mapeamento (a) inicial e (b) corraldaum elemento de barra

Os vetores/* e V* definem o plano da secdo transversal em cadapudlem ser
compreendidos como parametros relacionados a @gélm (ou ao giro) da secdo. Porém,
nesta formulacdo ndo h& necessidade de impor ¢idetaa estes vetores, ndo sendo 0s
mesmos obrigatoriamente ortogonais a linha de éefés. Este recurso prové maior
generalidade da formulagdo permitindo a consideradgacinematica de flexdo de Reissner-
Timoshenko, na qual a secdo permanece plana, nsaset@&ssariamente ortogonal a linha
média. Desta maneira, consideram-se os efeitoeda8es de cisalhamento na flexao.

Com uso destes vetores, o mapeamento para quaquoty do elemento de barra

tridimensional na sua configuragao inicial passaradescrito na seguinte forma:

X = @)K + 260 (EV + 20 (6 XV 238)

sendob? e b? as respectivas dimensdes da se¢io transversalifeeSes d&/" e V?') para

0 caso de barras com secao retangular.

Por conveniéncia, € assumido para a configuragéiali (ou ndo deformada) da barra

que os vetoresV" e V? s&o unitarios e ortogonais ao eixo longitudinataRaconfiguracéo

deformada (ou corrente durante o processo de ardli§&) sdo tomados outros dois vetores

generalizadosGY e G* anélogos aos vetores da configuracdo inicial.sEsteos vetores
sao livres para mudar (ou ndo) de tamanho e deadirsendo, portanto, incognitos. Dessa
maneira, considera-se a possibilidade do elemenbmada sofrer mudancas nas dimensdes da

secao transversal bem como girar livremente engdelao ponto por onde passa a linha de
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referéncia longitudinal. Na Figura 2.3(b) ilustea-am caso hipotético da configuracéo
deformada (ou corrente) da viga de secao retangular
Assim, de forma analoga ao mapeamento inicialapeaamento de posicogsie um

ponto qualquer da barra para a sua configurac&@ordatla (ou corrente) fica definido por:

V= 0(E)Y + e (6 VG +2 8 € 16 2:39

ondeY' é o valor da posigéo atualizada do né.

Apesar das equagodes (2.38) e (2.39) terem sidssamadas para uma barra de secéo
retangular, esta formulacdo pode ser extendidahzras com secdes transversais de formas
geometricas quaisquer, permitindo assim aplicagi@s gerais. Nesse sentido, séo utilizados
elementos finitos planos para formar uma malhareliacda secéo transversal, seguindo o
trabalho de Coda & Paccola (2009) para materiammddos por laminas. Considera-se que a
secdo de cada elemento é constante ao longo daicmengo.

O plano da secéo transversal inicial € geradospedtores generalizados com origem
na linha de referéncia e dados em qualquer posigdlongo da barra em funcédo dos seus

valores nodais como:
7 (&) =g (E)VY (2.40)
7*(&)=a(&V?” (2.42)

Na Figura 2.4(a) pode-se ver uma secao transuvapsatitica originalmente quadrada

sobre um ponto nodal da barra. Uma malha aproximggara o campo de posicdes sobre a

superficie da secdo € constituida a partir de po(rah by) gerados em pré-processador de

elementos triangulares planos, no caso, de ordéitacUAssIm, a posicdo de um ponto

gualquer sobre a secdo na configuracéo iniciatidabubstituindo-se a expresséao (2.38) por:

X (8,60 &:) =@ (E) DX +3,(E,E ) IR T (E) + 5, (E ,& )T T2(€) (2.42)

onded, (£,,¢;) € o conjunto de fungdes de forma do elemento dexapacao cubica.
Expresséo analoga € gerada para a configuracdlo @iuseja:

Y, (6.6.86) = @)Y +8,(E, 8T T () + 9, (€ ,€ )W G7(€) (2.43)

onde as coordenadga’, bV) sdo mantidas, pois ndo sao variaveis do probleraanudanca

de posicao dos pontos da secéao transversal selfamppeamento dos vetores generalizados

incognitos nos n6&Y e G*, conforme a Figura 2.4(b). Estes vetores constitas vetores

generalizadosj* e 5° em qualquer posi¢do ao longo da barra por aprgdmanaloga as
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equacotes (2.40) e (2.41). Desta maneira o progpemaite a consideracdo de secdes gerais
com qualquer forma geométrica. Na Figura 2.5 iéust situacdo analoga para uma secao
tipo "U".

V2€

N

(a) Inicial (b) Corrente

Figura 2.4 — Secdao transversal quadrada

(a) Inicial (b) Corrente

Figura 2.5 — Secdao transversal tipo "U"

Colocando-se todas as aproximacgdes consideradasiarmesma expressao, resultam

0S mapeamentos do elemento de barra NLG na sedointe:
X =@(&) X +[8,(6, &) | (&) O |+[8,(£,6) I [fg &)V ] (2.44)
Vi =@(&) Y +[8,(&,&) T | fig (&) 03 |+]8,(6,6) 8 ]9 (£ ) 0G| (2.45)

A linha de referéncia pode passar por qualquetopda secao transversal, sendo este
ponto a origem dos vetores generalizados, confasnexemplos apresentados nas Figuras
2.4 e 2.5. A escolha da posicdo desta origem bdadre. No entanto, os efeitos de forcas
aplicadas diretamente sobre um n6 do elemento fildtbarra dependem da posicdo da linha
de eixo, uma vez que todas as integrais da sologawerica sédo realizadas tendo como
referéncia o ponto escolhido para a origem dogestdara casos de secdes transversais cuja

origem escolhida ndo passe pelo centro de cisalitam@or exemplo, qualquer forca
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transversal aplicada ir4 gerar torcdo na barraa Racas normais a secdo, se a linha de
referéncia passar pelo centro de gravidade, esteasfirdo gerar distribuicdo uniforme de

tensdes normais, caso contrario, as mesmas irdozrdlexdo-composta. Logo, a escolha da
posicdo da origem na secgédo transversal deve serctaiforme o problema mecénico que se
deseja analisar.

Neste trabalho adota-se a seguinte metodologigeracdo da malha da secéo
transversal pode ser feita a partir de uma origaaigger do sistema de coordenadas local
gerado pelos vetores iniciais (configuracdo indatata); ainda na fase de pré-processamento,
o programa oferece a op¢éo de manter a origenalimaialtera-la para o centro de gravidade,
o centro de cisalhamento (ou centro de torcaojralagpara um ponto qualquer definido pelo
proprio usuario via arquivo de entrada. As coordasalo centro de gravidade e do centro de
cisalhamento séao calculadas de maneira aproximadauso da malha discreta. No caso do
centro de cisalhamento, os procedimentos estaoitdesto APENDICE A desta tese.

Maiores detalhes sobre este recurso serdo dissutihda neste capitulo para
demonstrar possiveis tratamentos de excentricidadae ligacdes de pecas da estrutura
tridimensional do edificio.

Até o momento, a formulac@o do elemento finitdodea NLG inclui em um total de
nove graus de liberdade por no, dentre as posi¢desas componentes dos vetof@$ e

G?* . Entretanto, sabe-se que para leis constitutiidisiensionais de sélidos a cinematica de
Reissner pode apresentar problemas de travamen®CKBDFF; RAMM, 2000). Este
travamento se manifesta na forma de um enrijecionendneo da estrutura e é causado pelo
efeito de Poisson e por um "desequilibrio" entrea@eximacdes das deformacgdes normais e
das deformagbes transversais (CODA, 2009). Comoemezito de barra adotado tem
caracteristicas que o assemelham a um sdlidoeméiica dada pela expressao (2.45) ainda
pode resultar em erros, principalmente no casorgéad.

Para resolver esse problema devem ser considezadgsiecimentos cinematicos que
incluam as deformacdes transversais e o empenamargecao, dando assim as mobilidades
necessarias para captar adequadamente a mudargandedo elemento. O uso de uma
malha discreta sobre a secéo transversal facililapéementacdo de novos parametros para
considerar tais enriquecimentos.

O primeiro enriquecimento adicionado a cinematitza barra leva em conta a
possibilidade de que ao longo de cada uma das dimerda secado transversal podem ocorrer

deformac0fes transversais com intensidade vari@elsidera-se que fibras mais proximas a
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linha de referéncia possam sofrer deformacdes amwopdla secdo diferentes das fibras mais
afastadas dessa linha, permitindo ao material st@rdacéo transversal com uma variacéo
linear para cada direcdo da secdo. Deve-se obsgu@ressas novas variaveis sao
consideradas somente na configuracdo corrente emmitam as dimensfes da secéo
transversal.

Adotam-se entdo novas variavels e Y que representam as intensidades de
deformac0es transversais da se¢ao, sendo estasnzgias em termos de elementos finitos

ao longo da linha de eixo na seguinte forma:

A&E) =g (&N (2.46)

Y(&)=a(é)Y (2.47)
Neste caso sdo considerados dois novos vetorpardmetros nodaid’ e Y' que

contém as taxas de variacao da deformacao traatvespectivamente para cada direcdo do

plano da secéo. Estes novos parametros séo insexddequacao (2.45) enriquecendo, assim,

a cinematica da configuracdo deformada, o queteesni:

Y =@ (&)Y +[8,(5 &) Qg (¢ )06 |+[9, €, & 08]dg €, NE |+

[9(&.&) @] fg &) |fa )6 |+[,& )07 Qg )0 ]fa € )0G ]

Ainda é necessario considerar, na cinematicaeoeaito de barra, deslocamentos da

(2.48)

secdo fora de seu plano de maneira a permitir ssidemacdo do empenamento e,
consequentemente, eliminando o problema de travameevido a torcdo. Adota-se a
metodologia proposta originalmente no trabalho det& (2008), na qual € considerada a
teoria de Saint-Venant para resolver o problemaodgéo livre de barras prismaticas e
determinar, assim, um modo de empenamento unit4bDis. procedimentos para a
determinacdo deste modo de empenamento estictolescAPENDICE A.

A fim de incluir a cinematica de empenamento d#@iggara o elemento de barra, um
novo termo sera acrescentado a expressao (2.48gm&f a0 empenamento por unidade de
comprimento. Para isso, escreve-se uma aproximdgaempenamentov de um ponto
qualquer sobre a secéo transversal da barra emgatenelementos finitos planos da malha

discreta da secéo:

W&, &) =9, (€)W (2.49)

Na equacdo (2.49) o vetor' é o modo de empenamento unitario e reine 0s
deslocamentos na direcdo longitudinal da secaoymargiro unitario de torcdo em cada no da

discretizacéo transversal.
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Para determinar a direcdode empenamento, que € ortogonal ao plano da secéo,

realiza-se o produto vetorial entre os vetores géimadosG* e G?da configuracdo corrente:

n(&) = GH(&) x G3(&) (2.50)
ou ainda, em notacao de indice:
n (&) ={{a (&)@ ]de (&) e @, (2.51)

onded;, € o tensor ciclico de Levi-Cevita.

Escreve-se entdo uma aproximagao para 0 emperameda secdo transversal

considerando uma nova variavel notl referente a intensidade de empenamento ao longo

do comprimento da barra, incluindo ainda a sua@oeada em (2.51), ou seja:

W(&,&,,6) =3, E)W |[@ ()W | (&) (2.52)
E importante observar que o modo de empenameritarioncalculado serve aqui

como funcédo enriquecedora. Dessa forma, os vataleslados sdo multiplicados pdf¢;)

resultando assim no empenamento final da secaméortinearidade geométrica.

Inserindo-se a (2.52) na (2.48) obtém-se o mapetangeeral da configuracéo corrente
para a barra tridimensional com secdo qualg8r incluindo os enriquecimentos referentes
a variacao linear da deformacédo ao longo de cadgati da secdo além da cinematica de
empenamento:

(=Y =g(&)Y +[3,(5 &) @ €, )06 [+, €, &, 8] ¢ €, P& |+
(9,6 T [a ()N | @(&)B +[8, &) | [0 €0 ¢ (€, )06 |+ (2.53)
(8,8 &)w {[a&)m ][ g(8) 67 | @, Ja(g)w']

Como estes enriguecimentos ndo séo consideradms fiearra na situacao inicial nao
deslocada, o mapeamento inicial ¢ dado pela eqacét) sendof ® = x .

Os elementos de barra possuem, portanto, doze dealiberdade por nd, sendo estes:

trés posicées no espaco; trés componentes do getmralizadoG*; trés componentes do

vetor generalizad®?; duas taxas de variacdo da deformacéo transyersatada direcdo da

secao e o valor de intensidade de empenanvénto
No presente trabalho adotam-se somente elemeatoarch com aproximacao cubica.
Assim, todos os elementos de barra utilizados ossguatro nos, perfazendo um total de

guarenta e oito graus de liberdade por elemento.
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A Figura 2.6 ilustra um exemplo do mapeamento paralemento de barra hipotético

com secao transveral tipo "U" e linha de referémpeaasando pelo centro de gravidade. As
funcées de mapeamentb® e f* levam a descricdo do elemento de barra no sistema

adimensional auxiliar para, respectivamente, as#a inicial e corrente.

f*(&.6,6)

~

v

f §

S

(&.606)

Figura 2.6 — Mapeamento de um elemento de barrasegéo "U"

Com relacdo as funcdes de forma da linha longialdié possivel adotar elementos
com qualquer ordem de aproximacdo utilizando osm@wilios de Lagrange para o calculo
destas funcdes (BREBBIA; FERRANTE, 1975). Neste cas@otin6mios de ordemnfl)
para um elemento com nés sdo expressos, de maneira geral, pelo sequindeitério, ja

considerando a variave :

@(i)zu(:}e:?jj (2.54)

sendo os indices superiorés | referentes ao n6 do elemento.

Apresenta-se ainda a primeira derivada destasd@sngue sao utilizadas, por

exemplo, no célculo dos gradientd$ e A', conforme pode ser observado na (2.15) e (2.16).

d ) ]
d—g(l{@(fl)} =a(4) ;m

=1

(2.55)
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Quanto as aproximacdes da secado transversalne8ef de forma adotadas sao as
mesmas utilizadas para aproximar o elemento deacasado estas funcdes descritas mais a
frente.

Para a aplicagcdo dos procedimentos descritostans R.1 e 2.2, bem como das

integrais numeéricas dadas em (2.34) e (2.35), mssmondéncias entre os graus de liberdade

de barra para cada nd sdo definidas da seguinte maneir® =Y/, Y, =Y,,
YS( :Y;’Yf :/\(7 YS[ = Gij’ Yﬁf = GZM’ Y7€ = Q]j’ YS[ :w’ YQ[ = GlZZ’ Ylf): Giz’ Yil(l: Ggl e

Yo =W
2211 Obtencéo dos esforgos seccionais

Comenta-se neste item sobre os procedimentos paalewo dos esforcos seccionais
em elementos de barra. Tratam-se dos esfor¢cosesimpl forca normal, esfor¢cos cortantes,
momentos fletores e momentos de tor¢éo, usuaig@etgs de engenharia.

Afinal, apesar da formulacdo fornecer os resufatibtensdes na secéo transversal da
barra conforme a equacédo (2.36), na pratica deetojde edificacdes € comum o uso de
metodologias que se baseiam nas distribuicbes d&fsrces seccionais para o0
dimensionamento. Logo, € interessante que o prayfmmeca também estes resultados
permitindo aos engenheiros e projetistas uma a&&isestrutural segundo as técnicas
usualmente empregadas em escritorios de projeto.

Para a obtencdo dos esfor¢cos seccionais realieaas-stegrais das tensdes sobre a
area de cada secéo transversal da barra, o qui resuvalores de esforcos para cada né na

linha longitudinal. Considerando um sistema de @ewadas locais, no qudl (coordenada
local) acompanha o eixo longitudinal da barka,acompanha o vetar” e X, acompanha o

vetor V¥, observa-se que o esforco normal na secéo é ddddnpegral da componente de

tensédo normal na direcéo 1, isto é:

N = j g, dA (2.56)
A

sendo A a area da secéo.

Nestes termos, os esfor¢cos cortarifgse V; em cada dire¢cdo do plano da secao
transversal sdo dados pelas seguintes integraodgsonentes de tensdes cisalhantes:

vV, = [o,,0A (2.57)
A
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v, = j%dA (2.58)
A
Os momentos fletores M Mg, por sua vez, sdo dados por:
M, = [ g;,%,dA (2.59)
A
M, = [ 0,%,dA (2.60)
A

enguanto o momento de torcéq &calculado como segue:

M =M, = [(0,%, =0, %) (2.61)
A
2.2.2 Mapeamento das Lajes: Elemento Finito NLG de Casca

Elementos finitos de casca séo utilizados para@etagem das lajes na estrutura do
pavimento. A casca permite considerar tanto aemiadansversal quanto a rigidez axial da
laje no contraventamento do edificio. Os elemed&sasca podem também ser utilizados na
modelagem das paredes do ndcleo e paredes esgutrantanto, no caso dos nucleos, iSso
pode ser desvantajoso uma vez que um numero neiardveis estaria sendo considerado.

No caso deste trabalho, sera proposta uma es&ratégematicamente exata para
compatibilizar os graus de liberdade da laje comsegdo transversal da barra (que pode
empenar). O uso de elementos de casca possibiliaaise NLG da interagdo nucleo-
pavimento de maneira adequada.

Adota-se o elemento finito de casca NLG com cirtexaale Reissner originalmente
proposto por Coda & Paccola (2008). Para este el®nen mapeamento de pontos

pertencentes ao corpo solido é feito primeirameeta sua superficie média. Considera-se

um sistema de referéncia auxili(’:la"l,fz) sendo qualquer ponta sobre a superficie média da

casca definido pelas seguintes expressdes aproxsmagspectivamente para configuracéo

inicial e corrente da estrutura:

X"(&.8,)=8,(6.8,) X! (2.62)
V' (6.6,) =8, (6.6) Y (2.63)
sendog, as funcGes de forma relacionadas a cadé dé cascaX, e Y, os vetores com as

posi¢cdes nodais, respectivamente para a configuiaigdal e corrente em cada diregao
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A fim de mapear pontos que estdo fora da superffeédia da casca, adota-se um

vetor v conforme esquematizado na Figura 2.7 para um etende casca hipotético.

Figura 2.7 — Mapeamento inicial de um elementoadea

Este vetor independe da inclinacdo da superficdglianda casca, o que permite
considerar que as rota¢des séo variaveis indeptsdéa deslocamento e, assim, considerar
os efeitos do cisalhamento na flex&o.

E conveniente considerar para a situacéo inin deformada) da estrutura que este
vetor tem valorv® e é ortogonal a superficie média. Assim, considirae outro vetoi*
para a configuracdo corrente da casca, de managrasfe tenha liberdade para mudar (ou

nao) de tamanho e direcdo, é possivel mensurardanpa de forma da casca conforme
ilustra a Figura 2.8.

(a) Configuracéo inicial (b) Configuracéo corrente

Figura 2.8 — Vetor generalizado da casca

A espessura da casca € inicialmente constantengo de toda a sua superficie, pois
tem valorhy para todos os nés. J& na configuracdo corrente,acpossibilidade de mudanca
do tamanho do vetov', essa espessura passa a ser variavel deatmn cada né, podendo

aumentar ou diminuir.
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Qualquer ponto no dominio da casca pode ser eddimido somando-se as
componentes do vetor de mapeamento em cada daésgiusicOes” ey, respectivamente
na configuracao inicial e corrente:

X = X"V (2.64)
i =YV (2.65)
Se a deformacdo ao longo da espessura da cascanftante, os vetore®’ e v'

podem ser descritos em fungéo de variaveis adimeaisi na seguinte forma:

=g (6,8) (2.66)
v?=—m(‘;1"(2)éfel(<i,fz) (2.67)

Nestas expressde§, sdo as componentes do vetor unit&fonormal & superficie

inicial, enquantog’ s&o as componentes do vefr da configuracdo corrente, conforme a

Figura 2.8. Este ultimo vetor € também unitariorépo ndo necessariamente ortogonal a
superficie da casca.

Coda & Paccola (2008) admitem as seguintes aprgiiesaconsiderando um vetor
normal unitario N° para a configuracdo inicial e um vetor generabzagl para a

configuragdo corrente da casca:
Qo(élfz)=¢fz(<(1’£2) Nﬁ (2.68)
W (£.£.)6 (6.6,) = hd (£.4) (2.69)

Neste caso, o vetor generalizadd € livre podendo ser ndo unitario e ndo ortogonal a

superficie média da casca.
A partir da (2.69), a variacdo da espessura deacas longo do elemento pode ser

escrita como:

W (&.&) = d (64&,) d (64€) (2.70)

sendo as componentes do vetor unit&fiaefinidas da seguinte maneira:

gll(fl’fZ)
.5, (2.71)
Gl&d)= J9 (&.8) 9 (6.€)
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Considera-se na cinematica da casca deformada aniagao linear da deformacéo ao

longo da espessura, similar as variawkise Y* do elemento de barra. Para isso, admite-se

uma nova variavel referente & intensidade da deformacéo transvassiahgo da espessura
gue altera apenas o vet@, isto €, considera-se esta nova incognita sompata a
configuragdo corrente da estrutura. Desta formata-ee o problema de travamento
volumétrico que se manifesta na forma de um emmjecto errdneo da estrutura, de maneira
analoga ao que foi descrito para a barra.

O vetor generalizado fica entdo definido por um@ressao similar a (2.67),

adicionando desta vez a nova incégnita:

o :@[é +7(£,6,)8 |€(6,€)) (2.72)

O novo parametro pode ser aproximado, em termadesieentos finitos de casca, da

seguinte maneira:

T(&6.8)=0,(&&E)T (2.73)
sendoT' o vetor das incognitas de taxa de variacido darmiefgiio transversal ao longo da

espessura da casca.
Reunindo-se as expressfes (2.66) e (2.64) e emdaegubstituindo-se nestas as

aproximacbes dadas em (2.62) e (2.68) obtém-sagiduf* que faz o mapeamento da

configuracéo inicial do elemento de casca NLG:

(=X =0, (6.8) X + 2 (L) N @.7)

Substituindo-se na expressédo (2.65) o vetbrpelo vetor generalizadgj, dado

conforme a (2.72), em seguida substituindo-se asxmpacdes consideradas em (2.63),

(2.69) e (2.73) obtém-se a funcdo de mapeamentdogpeonfiguracdo corrente da casca:

0=y =0, (6.5)Y + 26+ TEE) 818 (6,5) d (2.79)

Observa-se que a formulacdo do elemento de casmtgreende sete incognitas
nodais, sendo estas: trés translacdes no esp@gaoimponentes do vetor generalizade a
taxa de variacdo da deformacéao ao longo da espessur

Adota-se neste trabalho aproximacao cubica palarmoento, perfazendo um total de
dez nés e setenta graus de liberdade por elemAntegura 2.9 ilustra o mapeamento

completo para o elemento de casca que seré utilizaste trabalho.
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Figura 2.9 — Mapeamento do elemento de casca

Neste caso, as funcdes de forma ficam definidagdainte maneira:

4,=6(36-1(%,- 2 2.76)
$,=586(3-1 (2.77)
¢, = 25152(35 1) (2.78)
$. =26 (3~ 9(%,- 3 (2.79)
b= (1= £)(%- ) (2.80)
by = 2768,(1-&,- £) (2.81)
¢7=§$2(1—51—52)(352—1) (2.82)
b= e (1)1 6-¢) - (2.83)
$ =56 (1-6-&)[H1-6,-) - 1 (2.84)
b= (1-6-E)[H1-6-€)- T F6,-¢)- 2 (2.85)

A seguir, apresentam-se as primeiras derivadamsdésncdes de forma que séo

necessarias para o calculo dos gradieAfes A', conforme as expressoes (2.15) e (2.16):
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g—?ll—?fl -9& +1 (2.86)
g_?zl:o (2.87)
% =276, ¢, (2:88)
g% _ 251 (35 ) (2.89)
3—?13_27552 2g (2.90)
g_?j_zgz (3, -1) (2.91)
3_?:0 (2.92)
‘;?: =752 9f, +1 (2.93)
‘;‘f{s __ Zlgl 275 &, + 365, +i2952-_g (2.94)
g_?j: _ggl (3¢ -1) (2.95)
‘;—f{ =27, - 54,¢, - 2% (2.96)
g—?: =27 - 54,¢, - 2% (2.97)
Z_?Z:_ggz (3¢, -1) (2.98)
B R AR AR L (2.100)
g_?zs= -6 21+ 20, (2.101)
ag, __45

5" & 2185+ 2T S, (2.102)
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0 81 45 27

PARRCAS AL AR RE (2.103)
op, 04, 27 _, 27, 11

P — 9910 — 185 105, -2 o &, —Slez o= 2.104
0 et T18 H1%, - - 2B 6 (2.104)

E importante comentar ainda que estas funcdesrd@fséo as mesmas utilizadas nas
aproximacdes da sec¢do transversal do elementorde \ba elementos cubicos triangulares

planos, de maneira qug = ¢, .

Para a montagem da matriz de rigidez tangente getlr de forgas internas do
elemento de casca segundo as equacbes (2.34) ® €.8ambém para aplicacdo dos

procedimentos da resolugcdo numérica, a correspor@éntre os graus de liberdade de cada

né ¢ da casca é definida da seguinte forrda=Y,, Y, =Y,, Y, =Y, .Y, =T, Y, = ¢,

Y, =g eY, =dg.
Os itens que seguem tratam das vinculacdes emtreleonentos que compdem o

modelo do edificio tridimensional.

2.2.3 Vinculagao entre elementos nao colineares

Conforme visto nos itens anteriores a formulac&sicummal do MEF adota vetores
generalizados nos nos dos elementos de barra@da como graus de liberdade ao invés de
rotacdes. Estes vetores, por serem independentgarddacdo, garantem a flexibilidade de
giro necesséria para o modelo cinematico consideraxicaso, Reissner.

Quando duas barras colineares se encontram emasmanné os vetores de cada
elemento irdo coincidir naquele né e, assim, osgm@e liberdade estardo naturalmente
vinculados garantindo a ligacao rigida entre efResém, no encontro entre elementos néo
colineares os vetores ndo serdo coincidentes, sewissaria a aplicacdo de uma estratégia
numeérica que permita vincular estes graus de ldukrd

Uma possivel solugcédo para este problema congistatiizar um elemento de barra
curvo muito pequeno na ligacdo de maneira a gametmpatibilidade natural entre os graus
de liberdade e evitar a necessidade de distor@@reseconflitantes (CODA, 2009). Outra
solucdo possivel e que sera apresentada originenmesta tese consiste em vincular as
extremidades dos vetores generalizados de cadeemenatravés de uma barra auxiliar
ficticia que serve de restricdo por penalizacdoddaassim, um tratamento mais geral e

automatizado ao problema.
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Tomam-se como exemplo dois elementos finitos rdimeares (aqui representados

pelos indiceg e j+1) que concorrem em um mesmo A0e possuem, respectivamente, 0s
vetores generalizadog’ e V'* para a configuracdo inicial da estrutura, sendesesgois

vetores, a titulo de ilustracéo, ortogonais entoeforme a Figura 2.10(a).

\71’ éj
0
4 \7 j+1 ¢ éj+1 l éj+1
(a) Posicéo inicial (b) Posicéo atual livre (c) ieés atual restrita

Figura 2.10 — Vinculacao entre vetores generaligaldoelementos ndo colineares

Para a configuragdo corrente da estrutura adnstemetoresG' e G'*' que sé&o

independentes e podem mudar de direcdo e tamawt@mnénte quando a estrutura se
deforma. Essa situacdo possibilita a ocorrénciaummegiro relativo entre estes vetores,
conforme a Figura 2.10(b). Para vincular o girtreepstes elementos considera-se uma barra
de trelica ficticia ligando as extremidades dos d@itores (penalizador), conforme a Figura
2.10(c). Adotando-se um valor de rigidez suficietgate elevado para esta barra ficticia
garante-se uma vinculacdo rigida entre os vetoresomsequentemente, evita-se 0 giro
relativo.

A estratégia é, portanto, uma técnica de pend@para as rotacdes relativas, sendo o

valor da rigidezk,, adotado para a barra ficticia um fator de pengdiagaQuando se deseja

considerar ligacdes semirrigidas seu valor numéuante ser determinado através de ensaios
experimentais em laboratorio ou estimado a padticaracteristicas geomeétricas e elasticas
dos elementos conectados. No presente trabalhfetivobé garantir a vinculagéo rigida entre

os elementos estruturais do edificio tridimensipoabendo a ado¢do de um valor arbitrario

com elevada ordem de grandeza para esta rigidezo Gagestao, o valor de, pode ser

estimado fazendo-s, = EIx10°, sendo E 0 médulo de elasticidade do materiad enior

momento de inércia a flexdo dentre os elementogtestis que concorrem na ligacao.

A inclusdo da penalizagdo no sistema algébricdasea forma de um elemento de
mola de ligagédo para o qual devem ser calculadosese matrizes locais. Para isso, escreve-
se primeiramente a energia de deformacdo armazemadzarra de trelica auxiliar, que,

usando o conceito de deformacao de Green-Lagrardpeja por:
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kg (12-12Y
e_7[€ . j (2.105)

sendo os comprimentas e L calculados a partir das componentes dos vetores@eados

envolvidos na ligagdo da seguinte maneira:

L, :\/(Vl“l—vlj )2+(V2j+1—\/;)2+(\,g+1— \/3)2 (2.106)

L:\/(Glj+l—Glj)2+(G'z*1— a)+(a*-a) (2.107)
Lembrando que as forcas internas podem ser cdbisilpela primeira derivada da

energia de deformacdo e a Hessiana, ou rigideendmgé dada pela segunda derivada, tém-

se para um elemento de mola de ligacdo o vetoorded internas local e a matriz Hessiana

local dados, respectivamente, por:

b aUe — kIig 2 2 aLZ — Kig 2 2 2 1
= :@_T(L —LO)G@_7(L -13)fc2-G;) (1)’ (2.108)
HZ :K_;{z(ej -G)(G - G)+( - )3, } () (-0 (2.109)

Estes novos termos podem ser somados ao vetorgde finternas global e & matriz de
rigidez tangente global da estrutura por meio daarelas incidéncias dos graus de liberdade
correspondentes.

Observa-se que, para a consideracao de uma ligaité@da, nenhuma restricdo deve
ser aplicada aos vetores concorrentes, 0 que ég@iaalocdo de uma rigidez com valor nulo.
Deve-se destacar ainda que este procedimento €éov@ara ligacdes nas quais se
desenvolvem pequenas rotacdes, que € 0 caso deaandas estruturas de edificios usuais.
Para o caso de ligacGes semirrigidas entre baomasocorréncia de grandes rotacfes uma
técnica similar pode ser adotada através da coasifiie de um angulo relativo calculado a

partir do produto interno dos vetores generalizados

2.2.4 Excentricidades das ligacbes

Uma questdo importante referente a modelagem tdgtieas de edificios que sera
discutida neste item é a possibilidade de se cermidxcentricidades nas ligacdes entre os
elementos finitos. Afinal, € comum a ocorrénciasdsesexcentricidades devido a maneira

como os elementos estruturais que compde a estrukimensional se ligam uns aos outros.
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Este recurso é naturalmente promovido com a définda origem para os vetores
generalizados na secao transversal da barra, umguesesta origem define a projecdo da
secao no espaco tridimensional e a forma comoregamento atua sobre o elemento.

A Figura 2.11(a) ilustra um exemplo desta situggdia uma ligagao viga-pilar com
excentricidade. Neste caso, se a posicéo da lialmafdréncia (e consequentemente a origem
dos vetores generalizados na secdo) do elementdisgretiza o pilar permanecer no ponto
médio de sua secdo, a ligacdo no modelo numérioespmnde a uma ligacdo do tipo
centrada, conforme a Figura 2.11(b). Se, por datto, for adotada uma malha discreta para
a secdo transversal do pilar com linha de refea§passando por um ponto como 0 que esta
indicado na Figura 2.11(c) e dispondo-se da org@ataleste elemento de maneira adequada,

a excentricidade da ligacdo sera considerada.

..... X3
)N(Z
Viga Viga
5 | .
Segdo

----- doPilar

Secdo

do Pilar

(a) Excentricidade da ligacéo (b) Ligacéo centrada (c) Origem ideal para a se¢éo

Figura 2.11 — Excentricidade da ligacao viga-pilar

Situacdo semelhante acontece para as vigas nosgrd@s, como mostra a Figura
2.12(a). Neste caso, é possivel considerar o merito da face superior da viga com a
superficie da laje dispondo-se, por exemplo, de omaka discreta para a se¢do transversal
do elemento de barra que discretiza a viga tendwooarigem o ponto indicado na Figura
2.12(b).

X
Laje s
eC ~
_____________ SR I ot 5,
N
Secao
da Viga
(a) Posicao da viga em relacéo a laje (b) Sec@oedtsda viga

Figura 2.12 — Excentricidade da ligacao laje-viga
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No caso da ligacdo laje-viga mostrada na Figuta,2s elementos de casca da laje
também podem possuir excentricidade em relacapexrfétie média do elemento para que se
considere o nivelamento das faces. Para issoteéugia pequena alteracao da referéncia no
mapeamento da casca somando-se na posicdo de Oadl relemento de casca a
excentricidade, considerada (sempre na direcao da vari&gyebendo essa a Unica mudanca
em relacdo a cinematica das cascas descrita nQiefh

Apesar de nao ser objetivo do presente trabalhaliaavas influéncias destas
excentricidades no comportamento do edificio, enfdacdo contempla este recurso de uma
maneira natural, enriquecendo o modelo numéricaods. comentérios deverado ser feitos na
apresentacao dos exemplos numéricos.

Outra questao importante relacionada a ligacae elementos estruturais de edificios
sdo os chamados nds de dimensdes finitas ou tradhides (CORREA; VENTURINI,
2010). Neste trabalho ndo seréo considerados sea@fidos nas ligacdes do edificio, apesar
de néo haver qualquer restricdo da formulacdogmsa tipo de consideracdo. Ressalta-se que
0 objetivo maior € o desenvolvimento da ferramentaérica.

A seguir, descrevem-se 0s procedimentos parasadayacao do acoplamento entre os
elementos de casca e a secéo transversal do etedebarra, gerando assim o elemento de
nacleo proposto.

2.2.5 Acoplamento Casca-Barra: O Elemento Finito de Nucke

Neste item serd descrita a estratégia numéritiaadi para o acoplamento de topo
entre os graus de liberdade dos elementos finibxcatca com a segao transversal do
elemento finito de barra, gerando assim um elemestioulado enrijecido por diafragma o
qual sera aqui denominado de ndcleo, com consi@erdg comportamento NLG. O elemento
de ndcleo é, portanto, obtido a partir de um apraim@nto do elemento de barra
tridimensional (descrito no item 2.2.1) considemadigidez das cascas que estéo ligadas as
paredes de sua sec¢ao transversal.

Por ser um elemento finito de barra, o nucleopéeseentado por uma uUnica linha que
pode passar por qualquer ponto da secdo. Conformentado anteriormente, a posicao desta
linha define a origem dos vetores generalizadan®ém os efeitos de forcas que estejam
diretamente aplicadas aos nos do elemento de bRo®. pontos de interesse especifico para
aplicacdes praticas sao o centro de cisalhameatceatro de gravidade, que, neste caso, sao

determinados através de uma rotina de pré-processam
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Neste trabalho a posicdo da linha longitudinakeferéncia do elemento de nucleo
para a geracdo da malha do edificio pode ser geralQuusuario pode escolher a posicéao da
linha longitudinal que Ihe for mais convenientegogerar a malha do edificio, sendo esta
posicao alterada automaticamente pelo programaod mie empenamento unitario € sempre
calculado tendo como origem o centro de cisalhamémer APENDICE A). Apds a
determinacdo do modo de empenamento, a posicdahdade referéncia para a analise do
problema deve ser definida pelo usuario atravésadpivo de entrada, tendo como
possibilidades o centro de cisalhamento, o cemrgrdvidade, a origem inicialmente adotada
para a geracdo da malha ou um ponto qualquer camdemadas definidas pelo préprio
usuario. Dessa maneira, ndo ha necessidade doicusoahecer a posicdo do centro de
cisalhamento para a geracédo da malha, o que éaamvianiente em alguns modelos discretos
propostos em trabalhos anteriores para analiséideas estruturais. Vale ressaltar ainda que
a sec¢do do nucleo pode ter qualquer forma geomgétric

Mesmo sendo representado por uma unica linharoeglto de barra forma uma rede
de pontos nodais no espaco tridimensional atrazégrdjecdo de sua secdo transversal
discreta, e cada coordenada dos nés da se¢do mgoeppde ser calculada a partir do
mapeamento inicial dado pela equacao (2.44). Assipussivel identificar nés da malha dos
elementos de casca que tenham a mesma coordersaadasidda secao transversal do nucleo e
sao, portanto, responsaveis pela ligacéo laje-alicle

Na Figura 2.13 ilustra-se um elemento de nuaclpotético com secdo "U", estando
destacadas (com hachura preta) as secdes transversajuais poderdo estar conectados nos

de elementos de casca da malha das lajes em cadeepto.
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Linha de Referencia —.
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Figura 2.13 — Representagdo de um elemento firitaidleo

A estratégia adotada para o acoplamento casca-bamsiste basicamente em inserir
na rigidez do elemento de barra que discretizaabenla contribuicdo de todos os ndés de
casca que estejam acoplados a ele naquela segéeetisal, compatibilizando-se os graus de
liberdade nodais. Com isso, os graus de liberdddecrges aos elementos de casca deixam
de ser incognitas do problema e passam a ser fudggiparametros nodais do elemento de
barra, agora denominado de elemento de nucleo.

Para realizar o acoplamento, considera-se umrsastermado por uma barra acoplada
a uma quantidade de elementos de casca qualquemande suas sec¢les transversais. Sabe-
se gue, neste caso, a energia de deformacdo dmtmiijormado pelo nicleo e o diafragma)
sera a soma da energia de deformacdo do elemenbarde isolado com a energia de
deformacdo de todos os elementos de casca a eéztados. Nas expressdes a seguir
identificam-se os termos relativos ao elemento aeabisolado pelo indick, termos dos

elementos de casca que estdo conectados pelo inglitsrmos referentes ao conjunto casca-
barra (ou ndcleo) pelo simbolo "*'. Assim, escregea energia de deformaclly para o

elemento de nudcleo, na seguinte forma:
U, =us+>ue (2.110)

Conforme visto na equagéao (2.6), a forca interrdeser calculada como a primeira

derivada da energia de deformacdo em relacdo a@sne@mos nodais. Neste caso, 0s
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parametros de interesse sdo os graus de libergagesicoes da barra, ficando, portanto a

forca interna do nucleo definida como:

(7]

J,

g =
ay®

(2.111)

Substituindo-se a (2.111) em (2.110) verifica-se @ forca interna do conjunto

acoplado é dada pela soma de duas parcelas:

F :?#5 +Z‘;l¢§ (2.112)
Na equacao (2.112) a primeira parcela correspaadeforca interna do elemento de
barra isoladoF®. J4 a segunda parcela é dada pela soma das dsridad energia de
deformacgéo de cada elemento de casca acopladol&pdaeaos parametros da barra. Para
simplificar este ultimo termo, faz-se uso da redpecadeia, obtendo-se dentro do somatério

um produto entre a forca interrf@® de cada elemento de casca acoplado com a derivada
aY®/aY", isto é:
A ouUC oYy oY,
F —Fb+ e “ B —pEbL S ECB 2.113
a a ZaYBc aYab a Z B aﬁo ( )

com o variando de 1 a 12 (graus de liberdade da barfa)ariando de 1 a 7 (graus de
liberdade da casca).

As forcas internas dos elementos isoladdse F° sdo conhecidas, conforme foi
descrito anteriormente. Resta, portanto, ser detedni o Gltimo termo dentro do somatorio
da equacao (2.113).

Este termo deve ser calculado derivando-se osneards da casca em relagéo a cada
um dos parametros da barra. Para isso, reescrevessapeamento dos nos de casca
acoplados, agora como funcéo dos graus de libedabtarra, no mesmo formato da equacéo

(2.53) observando-se que as funcdes de forma rto g&m valor unitario:

ve=ys e od el ' A9 %)+ F 90,9+
AR

Na expressao (2.114) foi utilizada notacdo de édiom uso das correspondéncias entre

(2.114)

graus de liberdade citadas na pagina 64.
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As derivadas da expressédo (2.114) em relacdoaémptros nodais da barra podem
ser organizadas na forma de um tensor de ordem @@jgal ser4 aqui denominamdo pela

letra B, sendo este tensor dado, em notacéo desjnmtic:

oYy

BO(B :W (2115)

Logo, substituindo-se a (2.115) na (2.113) temasi@®rca interna do elemento de
nacleo dada, em notacdo matricial, por:
F =F°+> F°B’ (2.116)

Para o célculo da matriz de rigidez tangente (idea¥ do elemento de nucleo deve
ser calculada a segunda derivada da energia dengef@ao em relacédo aos parametros nodais

da barra, conforme visto na (2.11). Assim, essaizredra dada por:

90, _ d [au
Ky ==5-55 = ° (2.117)
*oavPoy? af{a\fj

Observando-se as equagodes (2.112) e (2.113),-skeemaoncluséo que:

AN 90 [oUgaYy o [ouUc oy
Ky =——or+ e B 1=K + e P 2.118
*oavPoY? Zaf[aya f] 2 Za k\b[aﬁva JYJ (2-118)

A equacao (2.118) indica que a matriz Hessianeleilmento de nucleo é formada por

um somatério de dois termos, sendo que o prima&romd corresponde a Hessiana do
elemento de barra isolado. O segundo termo € unatdoim referente as parcelas de
contribuicdo das cascas acopladas, de maneiraganéocalculo da forca interna em (2.116).
Porém, se faz necessario simplificar este seguemhoot para facilitar a sua implementacéo
computacional, o que pode ser feito aplicando-Geri@ada do produto. Logo, o termo dentro
do somatorio resulta em:

c c 21 ¢ c 2
a?(kb [?\Jﬁ Z\\(?bj i aayl;ey DZY{PJr ?@Daa*fﬂ

B ] j B k™

(2.119)

Para simplificar ainda mais este termo faz-sedastegra da cadeia, obtendo-se assim

0 seguinte resultado:

0 [0UgdYy |_ 9%Ug
oY |0y oY | aYd Y

DaYBCDaf+ Z[.‘ 2.120
0F0 Y 0,90, (2120



80 Tese de Doutorado — Wagner Queiroz Silva

No primeiro termo da expressao (2.120) apareceproduto que envolve a matriz
Hessiana do elemento de casca isolado e o tensaicBlado em (2.115), logo esta parcela é
conhecida. No segundo termo aparece um tensora@réeordem que considera a influéncia
das forgas internas da casca na matriz Hessiaoamjianto acoplado.

E importante lembrar que a matriz Hessiana ézatli para calcular o fator de
correcac\Y do método de Newton-Raphson, conforme a expre@séb)(Logo, essa matriz
apenas define a taxa de convergéncia do métodativiere o seu valor ndo interfere na
precisdo numeérica para o equilibrio mecéanico. Bt eotivo, optou-se neste trabalho por
desconsiderar o segundo termo da expressdo (2.42)e implica em um processo de
analise nao linear semelhante ao meétodo de Newtphdea modificado. Afinal, a
implementacdo numérica do tensor de terceira oraepiicaria em processos de célculos
mais onerosos e, provavelmente, sem maiores varstggea sua consideragdo, o que devera
ser verificado no desenvolvimento dos exemplos migog Deve-se comentar ainda que a
maioria dos termos deste tensor tém valor nulo.

Portanto, a matriz Hessiana do elemento finito NdgGnucleo passa a ser dada pela

seguinte expressao final em formato matricial:
K=K"+Y(BK"B") (2.121)

Para calcular o vetor de forcas internas e a mdéirigidez tangente do elemento de
nacleo é necessario definir, portanto, o tensor B pae 0 mesmo possa ser aplicado as
equacdes (2.116) e (2.121). A determinacao dessoitese da através da expressao (2.115)
derivando-se a (2.114) em relacéo aos graus dedibe acoplados.

Antes de definir este tensor € importante obseyuarexistem, a priori, duas possiveis
condicdes de vinculacdo entre a casca e a secaaudeo, podendo a casca estar
simplesmente apoiada na parede ou engastada naamesm

No caso de uma vinculagdo do tipo apoio simplpsnas os graus de liberdade de
translacdo deverdo ser acoplados, ficando o0s etogeneralizados livres e,
consequentemente, ndo havendo qualquer restricaapaotacdes. Ja para considerar a laje
engastada no nucleo devem ser incluidos no tengernibs calculados a partir da relacédo
entre os vetores generalizados de maneira a gstdrngiro relativo. Neste dltimo caso, o
vetor generalizado da casca passa a ser funcaeettwes da barra. Considerando-se que o

diafragma é ortogonal ao eixo da barra, o vgfodo elemento de casca pode ser definido
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como funcdo do produto vetorial entre os vetofes e G> em cada ponto da secdo

transversal do elemento de ndcleo, isto é:
g=G'xG? (2.122)
No entanto, da forma como se propde a formulagdoadra, os vetores generalizados

sdo constantes em cada secdo. Como a secdo trahpeels empenar, para escrever o vetor

do ndé de casca acoplado pela relacdo (2.122) sedessario determinar primeiramente a

direcéo dos vetore&' e G*> em cada ponto da seco transversal, o que podar aneddigo
computacional a depender do refinamento das mdbnascédo do ndcleo e das lajes.

Por este motivo, optou-se por considerar nestmltia somente a compatibilizagcéo
das translacdes nodais, sem considerar o acoplardestvetores generalizados entre a casca
e a secdo da barra. Desta maneira, calculam-serasadhs em (2.114) apenas para as
posicdesyy, Y, e Y3 dos nos da casca, isto €, admitindo-sefguaria de 1 a 3, 0 que resulta
em um tensor B com dimensdég (x 3 para cada n6 acoplado.

Mesmo com tal simplificacdo, ainda € possivel arar o caso de lajes engastadas
no ndcleo através de uma simples estratégia naagulha de elementos finitos de casca €
sobreposta a secao transversal da barra. Uma eeasgdiversos nds que compde a secdo da
barra estdo ligados a nés de casca vizinhos, orglativo entre estes nos ficara restrito e,
desta maneira, é garantida uma vinculacdo rigiddipto engaste sem a necessidade de
calcular a direcédo dos vetores em cada ponto @ sexnsversal.

A Figura 2.14 exibe as possiveis condicfes deulagéo para os elementos de casca

em relagdo a secdo da barra com uso da estratiegaa.

(a) Apoio simples (b) Engaste
Figura 2.14 — Tipos de vinculacéo entre as casease¢do do nucleo
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Observa-se que, para considerar apoio simpleta bastar a malha discreta da laje
na linha de interface com a secédo do nucleo (dediaem vermelho) conforme mostra a
Figura 2.14(a). Para a situacao de lajes engastagaleo devem ser considerados elementos
de casca sobre a regido da secéo transversaldéazemcidir todos os nés da secao da barra.
Na Figura 2.14(b) sé&o ilustrados os elementos pobtes na se¢do em cor escura. Em ambos
0S casos 0s nos acoplados sdo reconhecidos awamertite através das coordenadas no
sistema de referéncia global, sendo, por este matiecessario compatibilizar as malhas da
laje com a malha discreta da se¢éo transversaldem

Pode-se dizer que o tensor B (que depende da paaigdl) atua como uma matriz de
incidéncia cinematica entre os graus de liberdadeadca e da secéo da barra. Nesse sentido,
além de permitir o calculo do vetor de forcas imsre da matriz de rigidez tangente, este
tensor pode ser aplicado para transferir forcagcagds nos nés de casca para 0 nd no
elemento de ndcleo. Afinal, os graus de liberdagdrdnslacdo do né de casca acoplado
deixam de fazer parte do sistema de equacdespehagsalguma forca atuando naquele no,
esta deve ser multiplicada pelo tensor B para pseleconsiderada no sistema de equacoes.
Este procedimento deve ser realizado sempre queprs&derarem, por exemplo, forgas
distribuidas na laje, uma vez que, neste casdeoteatos adjacentes as paredes irdo possuir
nos acoplados com carregamento atuante.

Para completar a descricdo, a seguir sdo apredssnta termos da matriz B obtidos a

partir da derivada?Y[f/a\(Ib aplicada a expresséo (2.114). Utiliza-se a mesitegéio daquela

expressao:

aY1b=1; aY1b=0; aY1b=0;

oy, oy, oY,

OYy _(c\2yh. OYyY _ o ()2 yb. oYy _ :

aY:b :(a ) Y5b’ 6Y:b =a +(a ) Y4b’ aY:;b _WCYltZJYl?.’

ach__ bab. Y _(1c\2ub. Y, _ ¢ c\2 \b.

oy = RS o =(b) ¥ v D +(b°) %

Yy Y, A

=Y LA o =W (WY %G Y)
10 11 12

(2.123)



oY,
oy,

A
oY,

oYy
oy,

oY;

A
oy,

oYy
oY,

oYy
oy,

oY;
oYy

= WCYbe .

12 10

= (bc)2 Yltl),

- bc + (bc)2 Ysb’
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A
oY,

oYy

PRl GO
6

oY;

ov;
oy =W (8- YY)
12

(2.124)

(2.125)
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3.MODELAGEM DO SISTEMA SOLO-FUNDACAO

O presente capitulo trata dos desenvolvimentoa @amodelagem do sistema solo-
fundacado do edificio com o objetivo de incorporamaodelo o fendmeno de interacdo solo-
estrutura (ISE). E utilizado o programa de analisesdlidos tridimensionais desenvolvido no
trabalho de Coda (2000) que é baseado no acoplaraatr® 0 Método dos Elementos de
Contorno (MEC) e o Método dos Elementos Finitos (ME®yam realizadas alteracdes deste
codigo computacional para possibilitar o calculoudea matriz de rigidez do sistema solo-
fundacao a ser inserida na rigidez do edificio limd@ar geométrico (NLG) e considerar assim
a flexibilidade do solo. As alteragGes incluem adapes da formulacdo do MEC para
permitir que a malha discreta do solo possa sesiderada somente para as regides
carregadas, o0 que € vantajoso para o0 modelo nwr@sicreduzir a quantidade de variaveis
do problema.

E importante esclarecer que o programa de andéisefundacbes a ser descrito é
totalmente independente do programa de andlisdimger geométrica descrito no capitulo
anterior, e nenhum dos elementos citados antermaarsaio utilizados nesta etapa. Adota-se o
comportamento linear fisico e geométrico de todosneios pertencentes a infraestrutura.
Deve-se ressaltar a razoabilidade em se considerasistema solo-fundagdo com
comportamento elastico linear, afinal, para asitstis de edificios os sistemas de fundacdes
sdo concebidos de maneira a garantir o minimo \Essie recalques, pois estes sao
extremamente perigosos para os edificios podengsacaérios problemas estruturais. Nesse
sentido, o sistema solo-fundagédo deve obrigatonéngabalhar no campo dos pequenos
deslocamentos e das pequenas deformacoes.

O solo é modelado via MEC sendo utilizados elenged® contorno planos para a
superficie e elementos de linha de carga inseridatominio para a consideracdo de estacas.
Foram realizadas adaptagcbes para a utilizacdo heaso fundamental de Mindlin na
montagem do sistema de equacdes e para a aplidagiopriedade de movimento de corpo
rigido no célculo das integrais singulares. Os efldns estruturais da infraestrutura de
fundacgao, por sua vez, sdo modelados via MEF, saqdoutilizados elementos finitos de
casca para as fundacdes do tipo direta e eleménitos de barra para as estacas. Optou-se
por manter a formulacdo original do MEF presentecadigo computacional base, sendo

ambos os elementos finitos baseados em parametragnitos de deslocamentos e rotagcdes
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nodais. O acoplamento numérico da estrutura deaftidcom o solo se da através da técnica
classica de sub-regides para posterior determindgamidez do conjunto a ser agregada ao
cbdigo de andlise nao linear geométrica do edificio

A partir do proximo item sé@o apresentadas breessrizdes dos métodos numéricos,
comentando-se os desenvolvimentos dos elementosomerno e dos elementos finitos
utilizados, incluindo a apresentacdo das expresséeslucdo fundamental de Mindlin que
foram incorporadas ao codigo base. Descreve-seguida a técnica de sub-regides utilizada
no acoplamento MEC-MEF. Por ultimo, é apresentadsti@tégia numeérica proposta para o
calculo da matriz de rigidez do sistema solo-fuAdacom comentérios em relacdo a sua
implementacdo computacional e as adaptacdes neasgsara inseri-la no modelo néo linear

do edificio. Os exemplos numéricos séo deixados @gréximo capitulo.

3.1 O MEC para elasticidade

Apesar do MEC ser um método numérico menos difenda@que o MEF, observa-se
nas Ultimas décadas o0 aumento de sua popularigiadeipalmente para andlise de problemas
gue envolvem dominios infinitos ou semi-infinitaemo no caso do solo. Afinal, por se tratar
de um método de fronteira, muitos pesquisadoresideram o MEC como melhor alternativa
do que o MEF para a modelagem desse tipo de prableanmitindo menores quantidades de
parametros para geracdo de malhas e para a solugégica (CHENG; CHENG, 2005).

A seguir sera descrita a formulacdo do MEC pardéisende solidos tridimensionais
formados por materiais homogéneos, elasticos esir que € utilizada no programa base. A
apresentacdo é feita de forma bastante resumida tm vista a quantidade de trabalhos
desenvolvidos na EESC/USP nos quais formulacdedisamtes sdo apresentadas.

Toma-se como referéncia o estado de tensbes dpombto pertencente ao meio
continuo do solo quando este esta submetido a eg¢émas, conforme esquematizado na
Figura 3.1. O equilibrio de forcas de um elemenfmitesimal fornece um sistema de trés
equacdes diferenciais de equilibrio, que podeneseritas na seguinte forma geral fazendo

uso da notacéo de indice:
o;;*h=0 , i=123j= 12, (3.1)
sendog; a componente de tensdo na direc@oe atua no plano ortogonal a dire¢émb;

representa as forcas de volume. Observa-se queuetd (3.1) os indicdase j foram
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permutados, pois verifica-se qug = o5 utilizando-se as trés equagdes de equilibrio em
momentos (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970).

o > ]
I3 2 _—>b2
o b,
0. 21
X3 12 /
011
X,
X
(a) Tensbes (b) Forcas volumétricas

Figura 3.1 — Estado de tens&es no solo

Aplica-se o método dos residuos ponderados a &g equilibrio (3.1) utilizando-
se uma fung&o ponderadora, por ora qualquer:

(a7, +B) W =0 (3-2)

Realiza-se a integral em todo o domi@ialo solo para a equacéo ponderada:
[o,,wda+[bOyd2=0 (3.3)
Q Q

Em seguida, aplica-se o Teorema de Gauss (ou mMaata Divergéncia) no primeiro

termo da equacéo (3.3), o que resulta em:

(!

fonwd -[gw d+]bOv@=0 (3.4)

r Q Q

ondel representa o contorno do meio continuo soi@e vetor normal a esta superficie.
Com uso do Teorema da Reciprocidade de Betti, dielélooke e das relacdes entre

deslocamentos e deformagfes € possivel demonsﬂfarijq\[,j :a,j* w; . Aplicando-se entao

esta relacdo na (3.4) e realizando-se a integrpgégartes do segundo termo da equacéo

resultante, obtém-se a seguinte expressao:



88 Tese de Doutorado — Wagner Queiroz Silva

.[aijnjw*dl'—'[qj*v,vp d'+_|.qfiy W d)+'|'ib:t’§/vﬂz:0 (3.5)
r r Q Q

Sabe-se que o produto entre a tenga@om o vetor normah é igual a forca de

superficiep na regido considerada. Fazendo-se esta substitug@drganizando os termos e

observando-se a relagéo entr,*gj e b, dada pela equagédo (3.1), chega-se a uma equagao

integral ponderada do problema elastico que teagaiste forma:
[pwd +[bDj =] pw @+[ bOw @ (3.6)
r Q r Q

Para o MEC a fungfo ponderadava deve ser substituida por solugées fundamentais,

gue representam solucdes particulares da equafgrerdiial de equilibrio para uma forca
unitaria concentrada em um ponto de um dominicsqujapriedades sdo idénticas as do meio
continuo em estudo. A Figura 3.2 ilustra o esqudmaroblema fundamental do qual pode
ser obtida uma solucdo fundamental. De maneird, gigpbca-se uma forca unitaria em um
ponto fonte s de um meio infinito (ou semi-infinitdependendo da solu¢do fundamental

desejada) e avaliam-se os efeitos desta forca &m jponto g (ponto campo) de interesse. A

solucdo deste problema é dada pelas respostasopadeslocamentost, e forcas de

superficie p, , sendo o primeiro indice destes termos relatidoégdo de aplicagéo da forca

e 0 segundo a direcdo do efeito mensurado. A solfigddamental do problema elastico é,
portanto, um campo de deslocamentos e de forcasuplerficie para um meio continuo

elastico linear analogo ao solido em analise.
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Figura 3.2 — Problema fundamental para a elastdeidg@ACCOLA, 2004)

No presente trabalho optou-se por adotar a soliugé@tamental proposta por Mindlin
(1936). Maiores detalhes sobre esta solucdo sprasemtados ainda neste capitulo.

Substituindo-se a funcado ponderadora pela solfigigtamental em (3.6) obtém-se a
seguinte equacéao integral:

[pydr+[bm =] pu@+|pOue (3.7)
r Q r Q
Para converter a equacao (3.7) em um formato guaia a sua implementacao

numeérica € necessario avaliar as possiveis sitsagfie carregamento do problema

fundamental. Estas situacfes séo representadamtagdio de indice, por:

Oy +h =0 , k=12 (3.8)
sendo
by = 9, [B(s,q) (3.9)

onde J, é o Delta de Kronecked(s,d) é a distribuicdo Delta de Dirac, s é o ponto fonte

onde se aplicam as for¢as unitarias, q € o pontadgo no qual avaliam-se seus efeitos e o
indicek é relativo a direcéo de aplicacdo do carregamento.

Observando-se a equacao (3.9) percebe-se quieno tdrmo da equacdo (3.7) é uma
integral conhecida, sendo que seu resultado degkngesicao do ponto fonte em relacéo ao
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dominio do solido. A Figura 3.3 exibe trés situacpessiveis para a posicdo do ponto fonte
em relacdo a um corpo de domifiajualquer limitado por um contorio

Em uma primeira situacdo, considera-se o ponttefenque esta situado fora do

dominio do soélido, ou seja;D(Q+F). Aplicando-se as propriedades da distribuicdoaDelt

de Dirac chega-se a conclusdo que, para esteacagegral deb, resulta em valor nulo:

(B ©=[35(s Ju@=0 (3.10)

Q

©

Sie

Figura 3.3 — Posi¢Oes do ponto fonte

Um segundo caso refere-se a um ponto feptque esta inteiramente inserido no

dominio do solido, isto &, 0(Q -T). Nesta situagao o resultado da integrabgeera:

[y d@=[35(s g u@= 4( 3 (3.11)

A terceira situacdo possivel é a de um ponto feyee se encontra exatamente sobre

a fronteira do solido, ou sejg, 0T . Para este caso, demonstra-se que:

Ihkm dQ:J.ko(g'q u@= ¢ 3 (3.12)
Q Q

onde o coeficientesk pode ser calculado analitica ou numericamentee-Sabque para

. 1
superficies de contorno suave este termo gai[g (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992).

Observando-se as equacdes (3.10), (3.11) e (8ct@¢be-se que é possivel reescrever
a equacao (3.7) em um formato geral em que o lolermocy depende da posicédo do
ponto fonte. Além disso, a fim de simplificar suaplementacdo numérica, ignora-se a
parcela referente as forgas volumétricas, uma ueztags forcas podem ser substituidas por
um conjunto de forcas equivalentes externamentieaalals. Assim, define-se a seguinte

equacao integral para o equilibrio:
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C.ku(sw RS9 9 ﬂ=! R s)arc (3.13)

sendo que, nesta expressao, o coeficignssui 0s seguintes valores:

¢ (9=00 J(Q+T) (3.14)
¢ (9=0, O L(Q-T) (3.15)
Clk(s):%d,k 0 43I (valido para contorno sua (3.16)

A andlise da equacao (3.13) permite chegar asrgegiconclusdes: para pontos fora
do dominio ndo ha necessidade de calcular o tenrey b que simplifica a equacéo; para
pontos internos ao dominio a equacdo fornece aemdt de deslocamentos internos
diretamente, no entanto, € necessario conheceraprente as respostas no contorno; para
pontos fonte sobre o contorno se faz necessascalo do termo livre. Neste ultimo caso, se
a superficie do contorno ndo € suave, o célculaydse torna complexo (HARTMANN,
1980). A fim de evitar maiores complexidades adetareste trabalho a técnica baseada no
principio de movimento de corpo rigido que é useal® utilizada por ser de facil
implementacg&o numérica (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992).

Antes de se apresentar os procedimentos paraagiicdesta técnica é necessario
transformar a equacao (3.13) em um sistema algglrique permitird o calculo aproximado
de deslocamentos e for¢cas na superficie no conttwngolo. Para isso, admitem-se pontos
(ou noés) sobre essa superficie construindo-se umlhandiscreta na fronteira do solido
através de elementos de contorno que estdo ligaatoads de contorno, o que resulta na
chamada formulacao direta do MEC, uma vez que agaémquintegral passa a ser escrita como
funcéo de varidveis do contorno do sélido e estasyem significado fisico imediato.

Escrevem-se entdo aproximacgOes dos deslocamentodas forcas de superfigoe

para cada diregcdacom uso de func¢des de forma polinomihida seguinte maneira:

u=o, (3.17)
p,=®, P’ (3.18)
ondeU e P’ séo vetores que contém, respectivamente, os valotzss de deslocamentos

e forcas de superficie para cadamha@o contorno.

Estas aproximacdes sdo inseridas em (3.13), ceguéia em:

au(9+Y[ R(sde @ = Plo,0u( sk (3.19)
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As integrais sobre o contoribem (3.19) podem ser substituidas por somatoérios de

integrais sobre superfici€s dose elementos de contorno, o que resulta em matikes G

na seguinte forma:

e

[pi(sdu(9g d':ij R( s qcp, O ﬁe}Dljz HOL (3.20)

Jisdn(d o=

[ w(syoo, O ﬂe}Diff’: &) (3.21)

A matriz resultante da integral dada em (3.2@)réasla a uma matriz diagon@l que
retne os termos livreg, concluindo assim a matrit do MEC:

H=C+H (3.22)

Logo, reescreve-se a equacao (3.19) na forma destema de equacdes algébricas:
HU=G[P (3.23)

No presente trabalho o célculo explicito da ma@iz dispensado, sendo os termos da
diagonal da matriH determinados com a aplicacdo do principio do mewim de corpo
rigido, conforme comentado anteriormente. Segurgie principio, para um corpo sélido
desprovido de acdes externas e de deslocamentitvogl entre particulas, isto €, sem a
ocorréncia de deformacdes ou distorcbes no mated@ve ser respeitada a seguinte

igualdade:

HO =0 (3.24)
sendo | um vetor de deslocamentos unitarios para cadgadirao espaco. Para satisfazer
esta igualdade, a soma dos termos correspondentesvamento de corpo rigido imposto em
cada linha da matrid deve ser nula e, assim, € possivel se escreeguate expressao:

n
Hii = —Z Hij (3.25)

j#

j=1

Estas expressdes sdo validas para dominios fechiddocaso de meios infinitos (ou
semi-infinitos) como o solo a aplicagcdo de um marnito de corpo rigido fornece a seguinte

condicao para o "contornol" | no infinito (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992):

[pdr=- (3.26)
e
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onde | € a matriz identidade. Neste caso, os tedaodiagonal da matried passam a ser
dados por:
n
H; =1 _ZHU (3.27)
j#i
i=1
A relacdo (3.27) permite a determinacao dos tersmogulares da matriel sem a
necessidade de aplicacdo de técnicas analiticae @ubtracdo de singularidades. Assim, é
dispensada a técnica de integracdo semianalitigegta no programa original.
Apdés a montagem do sistema algébrico é necessériaplicar as condigbes de
contorno do problema tornando assim o sistemaymsié ser resolvido. Para aplicacdo das
condi¢cdes de contorno essenciais (cinematicas)rdturais (de forcas) trocam-se as colunas

das matrizes em (3.23) correspondentes aos noguais estas condi¢cdes sdo conhecidas, 0
que resulta em novas matrizels e G e em um novo sistema com a seguinte forma:

HX =GP (3.28)
sendo P um vetor que reline apenas valores conhecid¥soevetor das incognitas do
problema. Assim, este sistema algébrico linear gedeesolvido.

Maiores detalhes sobre esta formulacdo podem mseongados em Brebbia &
Dominguez (1992).

3.1.1 Solucao fundamental de Mindlin

A solucdo fundamental, conforme descrito no itereror, € uma solucéo particular
da equacédo diferencial do problema fisico e su&agdo € necessaria para a resolucéo
numérica do MEC. Neste trabalho optou-se por utilzaolu¢cdo fundamental de Mindlin
(1936) que resolveu o problema ilustrado na Fi@uano qual for¢as unitarias atuam em um
ponto s de um dominio sélido tridimensional ela@stiisétropo e homogéne® no
semiespaco infinito. Admite-se que o plano defiredoxs = O € livre de forcas de superficie

e € considerado como superficie de contorno.
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Figura 3.4 — Problema fundamental de Mindlin (BARBITO, 1991)

As expressOes da solucdo fundamental obtidas pordli em termos de
deslocamentos para cada direcado cartesiana samlasxib seguir. Estas expressfes sao

apresentadas no mesmo formato utilizado por Bacb{i#£t91).

. C, r7 1 Cr 2z(, ¥7) 4&£C r?
—K{=2+ L4+ 3L -2y _T1F2 1 1 3.29
= d{r P R R R*( sz R F%[ R(R+ F?)}} (3.29)
1 C, 6cz 4C.C
U, = Kty 5+ =5 ——- L2 _ (3.30)
R® R R( R+ F?)
. r, C,r, 6czR, 4C.C
u,=Kre2+=23- + 1= 3.31
13 d l{rs R3 R5 R( R+ Q)} ( )
Uy, = Ui, (3.32)
Z 9 r r* R R R R) R R~ R(R+R) '
r.2

Uy = 2 Uy, (3.34)
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N r, Cu, 6czR, 4C.C
—Krdtay sy _ 12 3.35
Us; d 1{r3 R® RS R(R+ Rf:)} ( )
ia= 2, (8:39
rl
. C, rZ 8C’-C, C,R-2cz 6czR
UBSZKd{TS+r%+ G, GR2e2 60 (3.37)

Os termos utilizados nas expressdes acima sas daskguir, sendo que1,2,3:

r=Jir =k (3.38)

0=, (a)- % (9 (3.40)
R=X(9- X(3) (3.41)
c=X,(9=0 (3.42)
z=%,(g)20 (3.43)
K, = 16776?1_ V) (3.44)
C =1-v (3.45)
C,=1- (3.46)
C,=3- (3.47)

Para a obtencdo das expressdes de forcas deisiep@ff da solugdo fundamental

utiliza-se o tensor de terceira ordem das tenségsablema fundamental e o vetor normal a

superficie no ponto g, sendo aplicada a seguitdede:
Pk =0;N, (3.48)
lembrando-se que o indi&e a direcédo da forca.
A seguir sdo apresentadas as componentes de tdogd@imblema fundamental que
permitem a aplicacao da relagao (3.48):
- ’ 2(3R+ 2
Uliszrl _C_g_SL;-*_CZSS_BCBSEZ_ Sl 2 3_r1§ R3) +@ 3C_C4Rs+5rlz
r* o R R R(R+ R) R’(R+ R) R R
(3.49)

2 2 2
o=k {5 -3 G S _0G y HIRIR) S S s
r* r® R R R(R+ R) R’(R+ R) R R
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2 2
I e e el R @51
r r R R
Oy =00 (3.52)
. 2 3R+ g
0212 Kdh %_%4' Cé(s:s _3(;356 - R a |1~ S Rg) F{C GR+ 55@1
(R+R)’L R(R+B
(3.53)
_ 3, TR, 6C 5zR
0-2::: = Ksrlrz{_r—s_ F;S E|:C 2+?:|} (354)
Oy =07y (3.55)
Oy = O (3.56)
C, 32 C, 3C, 52
o= Ksrl{r_sz r_§+R_ Rfa = {3; C,R,+ ng }} (3.57)
) 2 3R+
ik G -2 55308t [, @] o o0
r* r* R R® R(R+R) R'(R+ B)
(3.58)
) 2 2 2(3R+
oy, = Ksrl{_c_az_:g%'kc_g_ 3Cgsrl -2 2 {1_ £ S &)}_6_;{1_ 5_%;}} (3.59)
r* r* R® R R(R+R) R*( R+ B)
o2 =gl (3.60)
01 =01, (3.61)
\ 2 2 Z(3R+
r* r°* R R®  R(R+ R) R ( R+ R) F% ﬁ
(3.62)
2 2
FRYRIE RO T NP Y 0o
r r R R
05 =0y (3.64)
03 = 0% (3.65)
o2=lg1 (3.66)
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C2r3 — 3r12r3 + C2 (3r3_ 4VR3) - 3:3r12r3 — {:pZ |:1_ E2(3R+ %) — r12 j|+

5ok r*  r® R*® R®  R(R+ R)’ R(R+ R R
11 — s
6cR, 5¢z
+ 5 {sz—Zvc—?}
(3.67)
. 3, Xy 3@CzR, 4C,C 1 1
o =K pr. - sl _ 12 + = 3.68
12 s'1 2{ r5 R5 R7 Rg( R+ 8)|: R‘ B Jz} ( )
_ C, 3 C, X,zR  3c(3z+¢ 30czR
oy = Ksrl{_r_s?_r_g-FR_zs_ I;S + R® B R (3.69)
Oy =05 (3.70)
C2r3_3r22r3+C2(3r3_4VR3)_K:srzzrs_ £C, 1- r3 _i +
) S R® R® R(R+ R) R( R+ R
6CR, 5Kz
= |:CZZ_2VC ?j|
a C, 3, C, X,R, 3(3z+c 30czR
Oy = Ksrz{‘r—i‘r—:J’R—i‘ R35 + = (3.72)
0y =00 (3.73)
05 = Op (3.74)
\ 2 3cR (5z+
r r R R R R
Os termos utilizados nas expressdes acima sa@ dagkgulir:
K="t (3.76)
8r(1-v)
C,=3-2 (3.77)
C,=5-4 (3.78)

além daqueles ja apresentados nas expressoeS8ea83.47).

A solucédo fundamental de Mindlin foi implementauta cédigo computacional base
substituindo-se os termog, e p, nas equacdes (3.20) e (3.21) pelas componentes das

solucbes fundamentais de deslocamentos e de fdecaigperficie para cada direcao.

Apesar de envolver expressfes longas e de naaipossa expressao geral, como no
caso da solugdo fundamental de Kelvin (BREBBIA; DOMINEZA) 1992) a solucéo de
Mindlin oferece a vantagem de necessitar apenadistaetizacdo sobre as superficies de
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contorno que estdo carregadas, o que reduz a dimelassmalha discreta necessaria para a
modelagem do solo e, consequentemente a dimensstelma algébrico a ser resolvido.
Dando sequéncia ao desenvolvimento da formulagdMEC comenta-se a seguir

sobre os elementos de contorno utilizados.

3.1.2 Modelagem da superficie do solo: Elemento de Contao Plano

Para modelar a superficie do solo é utilizado temento de contorno de superficie
do tipo quadréatico com oito nos (familserendipity dispostos conforme a Figura 3.5(a). O
grau de aproximacao permite que o elemento desstgpeaficies curvas, uma vez que 0s nés
Nao precisam estar necessariamente no mesmo @&y, 2000).

Adota-se um sistema de coordenadas adimensifmais) com origem no centro do

elemento. Assim, as coordenadas cartesianam cada direcdo dos nés de um ponto

gualquer sobre o contorno do solo podem ser apemasipor polinbmios na seguinte forma:
X =9, (’71”72) Xiﬁ (3.79)
onde ¢, (17,,17,) séo as funcbes de forma para o/ndo elemento discreto B/ o vetor que

guarda os valores das coordenadas de cada néndendte

4 4 3 =
- 5 4'& i
’72l P £ w’ S
,7 AT £ £ #
Se 1o 6 @4 NQZC‘ 7 ..,Q
<AL
LI
LK

1 B 2 \(Vw7
(a) Elemento de contorno (b) Aspecto da malha eliado solo

Figura 3.5 — Elemento de contorno de superficie

A seguir apresentam-se as fun¢des de forma denardkica deste elemento:
1
¢,= 5 (1-m)(1-1.)(~1.-1.~ ) (3.80)
1
¢, =51+ m)(1-1) (=1, 1) (3.81)

8= (1 n) (L4 0) (7,40, ) (3.82)
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9, :%(1_’71)(14"72)(_’714"72_1) (3-83)
#s =%(1—/75)(1-f72) (3.84)
B = %(1”71)(1-/75) (3.85)
¢, = %(1—05)(1+f72) (3.86)
#, =%(1-/71)(1-f7§) (3.87)

De maneira analoga as coordenadas € possivelV@sos deslocamentos e as forgas

de superficie no contorno de maneira aproximada:
U =@, (n7,.17,)Y/ (3.88)
P =9, (7.7, R (3.89)

sendou, e P' os vetores que guardam valores de, respectivajdggmcamentos e forcas

de superficie nodais.

As aproximacdes das variaveis sdo utilizadas joetée com a solucdo fundamental
para calcular matrizes locais do elemento de coatmalizando as integrais sobre o contorno
I'e destes elementos, conforme as equacdes (3.2®19.(Bs matrizes locais sao transferidas
para uma matriz global através da regra de incidé&has nds de contorno.

Para converter as integrais sobre os elementosetlis em integrais numeéricas resta
apenas conhecer o Jacobiadioque transforma o diferencial de contorno do elemeara os

diferenciais de coordenadas do sistema adimensaomdiar, ou seja:

dr, = J3(n.n,) dp, o7, (3.90)
Este Jacobiano pode ser calculado a partir de etor vi normal a superficie do
elemento de contorno que, por sua vez, pode serndetdo através de dois vetores

tangenteq™ e t?, conforme esquematizado na Figura 3.6.
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Figura 3.6 — Transformacéao do sistema de coordenada

Os vetores tangentes séo calculados a partiriceeipa derivada parcial do vetor,
gue define a posicdo de um ponto no elemento. Or veirmal fica entdo definido pelo
produto vetorial entré* e t? dado, em notagdo de indice, por:
_ 0X; 0x, _ 0%, 9%

017,017, 01,01,
com a permutacdao ciclica dos indicgse k variando de 1 a 3. Observa-se que as coordenadas

(3.91)

podem ser substituidas por suas aproximacoes,rooaf@.79), o que resulta em:

n :%_a¢y X! V—%a¢y
~onm0n, ' 0n, 01,
sendo nesta expressao os indicesy referentes aos nos do elemento de contorno.

X X (3.92)

Finalmente, escreve-se o Jacobiano em funcaocodagsonentes do vetor normal:
J=\ym+n+nrt (3.93)

3.1.3 Modelagem da superficie das estacas: Elemento denha de Carga

Em problemas que envolvem a anélise de estacasasgo solo é necessario o uso
de um elemento de contorno especial que permitzoplamento com elementos lineares de
barras do MEF para a transmissao de forgas detoamsainterface entre a estaca e o solo.
Estes elementos especiais sdo chamados de linf@sgieuma vez que, por serem internos
ao dominio, sua formulacdo envolve apenas terntegras referentes a forca de superficie

gerando assim somente termos da m&rido MEC.
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O elemento de contorno de linha de carga tridimeas adotado neste trabalho € um

elemento linear de dois nés com superficie ciloadde raia, conforme a Figura 3.7.

Figura 3.7 — Elemento de linha de carga

Para definir a geometria do elemento s&o tomaudeialmente coordenadassobre a
linha longitudinal média, sendo que estas podema@ximadas por funcdes polinomiais na
seguinte forma:

x =@ (&)X’ (3.94)
onde ¢ séo as fungdes de forma unidimensionais,a coordenada adimensional medida na
linha de referéncia, € o vetor das coordenadas de cada reo indicd refere-se ao eixo

cartesiano. As fungdes de forma lineares s&o dadaguir:
1
ﬂ:E(l_f) (3.95)

n=10+e) (3.96)

Para mapear a superficie da linha de carga ésprealcular um versof associado a
um vetor normalN que, por sua vez é ortogonal a linha média. Orvetomal pode ser
calculado como o produto vetorial entre a tangéhtea linha e outro vetov qualquer,
definido aleatoriamente, porém com a condicdo deajmesmo seja independenteTeO
vetorV é determinado a partir de um ponto auxiliar lazald fora da linha média e definido

no arquivo de entrada do programa.
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Considera-se ainda outro versarque pode ser calculado a partir do produto vdtoria
entre aos vetoreN e T, de maneira que este novo versor € ortogomal llogo, os versores
i e p formam uma base para um plamo a partir de um ponto contido na linha média,

sendo que este plano contém a superficie do aliad¥ ortogonal a linha, conforme a Figura
3.8.

Figura 3.8 — Plano da sec¢édo transversal da linltadgz

Analisando a Figura 3.8 percebe-se que é posdatetminar a coordenada de um

ponto qualquer sobre a superficie cilindrica dacastom a seguinte expressao:

% =@ (&)X +1(£)[cosdp () + se n(¢)] (3.97)
sendo o angul@ dado por:
0 =rm(1+n) (3.98)

comy variando de -1 a +1.
Considera-se que as forgcas de contato entre aaestacsolo variam linearmente ao
longo do comprimento do elemento e ndo varianfehesse sentido, as forgas de superficie

p, podem ser aproximadas de maneira analoga as caolae da linha de referéncia, na
seguinte forma:
b =0.(6)P (3.99)
onde P’ guarda os valores de forcas de superficie para oad E importante observar
também que os nos da linha de carga sao interna®ma@io do solo e, por este motivo,
nenhuma aproximagao é utilizada para os deslocasdestes pontos.

O Jacobiano de transformacgéo da superficie citiadr calculado a partir da expressao
(3.97), e resulta no seguinte valor para um eleon@ateixo reto e raio constante:

J= ”TTL (3.100)
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3.2 O MEF para analise da fundacéao

O MEF é utilizado nesta etapa do trabalho para cgletagem dos elementos
estruturais da infraestrutura de fundacéo, incluisalpatas, placas, blocos e estacas. Deve-se
comentar que ndo se esta preocupado com a dis&dde tensdes no interior dos elementos
de sapata e blocos. Assim, elementos de cascasadosupara sua modelagem. Diferente da
superestrutura do edificio é adotada para esta etafprmulacdo convencional do MEF,
utilizada no desenvolvimento do codigo originaldbé@SODA, 2000), ndo havendo nenhuma
relacdo com a formulacdo apresentada no Capitulesta dese. Deve-se ressaltar que 0s
recursos da versao original (no que se refere koseatos finitos para a modelagem da
infraestrutura) sao suficientes para alcancar etiwj de calcular coeficientes de flexibilidade
do solo, uma vez que nenhum efeito ndo linear éiderado para o sistema solo-fundacéo.

A descricdo do MEF bem como a apresentacdo dosertes utilizados sera sucinta,
tendo em vista a quantidade de trabalhos e livossquais a mesma formulagédo pode ser
encontrada, além da disponibilidade do trabalho gereu o cédigo base (CODA, 2000).
Todos os elementos da infraestrutura de fundagie@@siderados meios homogéneos com
comportamento elastico-linear e trabalhando no cadag pequenas deformacdes e pequenos
deslocamentos.

A partir destas consideracgdes verifica-se queuagdp de equilibrio infinitesimal das
tensdes dada em (3.1) também € valida para o dontios elementos estruturais da
infraestrutura. Assim, o desenvolvimento da forrpéita do MEF pode se dar a partir da
aplicacdo da técnica dos residuos ponderados esdea da Divergéncia a equagado de
equilibrio, seguindo os mesmos procedimentos @ddiz anteriormente no desenvolvimento
do MEC, até a obtencédo da equacéao (3.4). Os ddseneatos a seguir descritos se ddo com

base nesta ultima equacao.
Adota-se como fungdo ponderadora um campo de aesntos virtuaisu .
Substituindo-se esta fungdo em (3.4) e aplicanda-selagdo p = o [h, obtém-se como

resultado a seguinte equacao:
[oy, da=[bOid+| pud (3.101)
Q Q r

E pertinente considerar a possibilidade de atudedforcas concentradas no dominio

Q em estudo. Consideram-se forgasde valor F° atuando em pontos s sobre o contdrno
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e também forcad de valor F? atuando em pontos interno S, sendo que ambas pselem

representadas pela distribuicdo Delta de Dirasegainte forma:

p =F°d(s,q) (3.102)

b =F9(s,Q (3.103)
Incluindo estas forgas na equagao (3.101) e obsdosse queg,y; =7, & , tem-se

que:

[o6 do=[baid+| pud+[ F(squ(gd+[ F5(sS,Q/u @a (3.104)

r r

Figura 3.9 — Forcas concentradas no MEF

Considerando-se as propriedades da distribuicata [Del Dirac e desprezando-se a
parcela referente as forcas volumétricas, que pasnsubstituidas por forgcas concentradas

equivalentes, reescreve-se a equacao (3.104) cague:s

[, da=[pid+Fi(s)+ Fu(s (3.105)
Q r

ou ainda em um formato mais simples:

[, do=[pyd+Fp (3.106)
Q r

A equacdo (3.106) é conhecida como Principio dabkalhos Virtuais (PTV) para o
problema estéatico. E possivel converter esta equarpdum somatorio de integrais numéricas
sobre uma malha de elementos finitos montandomassn sistema de equacdes algébricas

gue tem a seguinte forma:
KN =QP+F (3.107)

onde a matriX é chamada de matriz de rigidéz ¢ o vetor dos deslocamentos noddpsé

uma matriz consistente que tem a funcdo de tramsfoforcas de superficie em forcas
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concentradas nodaiB, é o vetor de forcas de superfici€& @ vetor das for¢cas concentradas
diretamente aplicadas nos nés.

O sistema de equacdes (3.107) € montado atravéaltia de elementos finitos, sendo
primeiramente gerados vetores e matrizes locas grar seguida alocé-los no sistema global
por meio de uma regra de incidéncias nodais.

Destaca-se a matr2 que facilita o acoplamento numérico dos elemefmi®s com
elementos de contorno. O célculo de matrizes Id@ais feito com a integracdo das funcdes
de forma ao longo do contorno de cada elementio fita seguinte maneira:

Qe = J.CT)quldre (3108)
r

e

sendo®_ as funcdes de forma utilizadas para aproximar roicio, lTJ, funcdes de forma

que aproximam as forcas de superficie no contoorgbtido e os indicem el referem-se aos

nos do elemento finito em questao.

3.2.1 Modelagem das estacas: Elemento Finito de Barra (geencional)

Elementos finitos de barra tridimensional com folag&o convencional s&o aqui
utiizados para discretizar as estacas de fundaPa@adem ser também aplicados para
modelagem de vigas de fundagdo. Considera-se pralesnento a cinematica de Euler-
Bernoulli, na qual as sec¢fes planas permanecemspéangogonais a linha de eixo. A sec¢éo
transversal é constante e os valores das propesdgdométricas (area e momentos de
inércia) sao fornecidos no arquivo de entrada.

O elemento possui dois nos e seis graus de liderdar nd, sendo trés translacdes e
trés giros em relacdo a um sistema de coordenad@sianas no espaco tridimensional. Os

graus de liberdade do elemento s&o organizadosistema de coordenadas locais, conforme

& 6

/921 T A
UsT\’.’; U3/]\ f
74

PNTLS v 4

a Figura 3.10.

Figura 3.10 — Elemento finito de barra convencional
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Os deslocamentos transversais sao aproximaddar#o de ordem cubica, enquanto
gue os deslocamentos longitudinais e o giro enotdim eixo longitudinal sdo aproximados
por funcdes lineares. A matriz de rigidez destenelgo € vastamente difundida, sendo
possivel encontrar a sua deducdo em diversos ldgadementos finitos. A matriz de rigidez
€ apresentada a seguir para um sistema local@€mefa, devendo ser transformada por uma
matriz de rotacdo para o sistema de referénciaabhoiies de ser somada a matriz de rigidez

da estrutura.

EA o 0 0 0 o A o 0 0 0 0
L L
0 12'35'3 0 0 0 GEZ% ~ 123E5 0 0 0 6'?
L L L L
0 0 12LE'2 0 _f'f'z 0 0 0o - 1|_23EE 0 _szL 0
0 0 o S 0 0 0 o b o 0
L L
0 o 6EL 4B, 0 0 6EL o 2B 0
L L L L
o SEL 0 0 o 4EL ~6EL 0 0 o 2Eb
- L L L L
K=l _ga EA 0
0 0 0 0 o = 0 0 0 0 0
L L
_153E'3 0 0 0 ?_'f's 0 li§'3 0 0 0o - GLEE
0 0 _153'5'2 0 GLEZ'Z 0 0 0 1i3E£ 0 _szL 0
_ 3.109
0 0 0 —f'l 0 0 0 0 0 % 0 0 ( )
0 0 '6'25'2 o 2Ek 0 0 0 _GZEIZ o AEb 0
L L L L
o  SEL 0 0 o 2B o _SE 0 0 o A4EL
L L L L L

Na (3.109) adota-se a seguinte simbologia: A @ deesecéo transversal da barra, E o
mdédulo de elasticidade longitudinal do materialp G6dulo de elasticidade transversab |
momento de inércia referente ao eid@L o comprimento do elemento.

Ha de se ressaltar que ndo ha qualquer restrigdnodg a direcdo dos elementos
finitos de barra e das linhas de carga do MEC noimiontdo solo. Isso torna possivel a
consideracdo de estacas inclinadas, o que é umiageam desta formulacdo quando
comparada a outros modelos numéricos de estacaadwoss no acoplamento MEC-MEF
(RAMOS, 2013).

Para possibilitar o acoplamento com as linhasadgacdo MEC, apresenta-se a matriz
local Qe que transforma forcas distribuidas (neste castyrayp do comprimento) em forcas
concentradas, sendo r o raio da estaca. Esta nfairizalculada com uso da expressao

(3.108), considerando-se que as forcas distribuittassversais e longitudinais sé&o
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aproximadas por funcdes lineares ao longo do congmio do elemento. Observa-se que
nesta matriz ndo se incluem termos relativos a mtorge tor¢ao, pois o grau de liberdade de
giro em torno do eixo longitudinal da estaca nammisiderado no elemento de contorno, o

gue inviabiliza tal consideragao.

L 0 0 0 0 0 L 0 0 0 0 0
3 6
20 20 20 20
o o ‘L o L 5 o o 3L o 3L
20 20 20 20
0 0 0 % 0 0 0 0 0 % 0 0
—12 —1 2 1 2 2
0 0 L 0 L 0 0 0 L 0 L 0
20 20 30 30
2 2 2 2
0 L 0 0 0 L 0 L 0 0 0 L
Q.= 2nr 20 20 30 30
L 0 0 0 0 0 L 0 0 0 0 0
6 3
o 3L o o o 3 oL o o o ‘L
20 20 20 20
] ] (3.110)
0 0 0 5 0 0 0 0 0 3 0 0
2 2 2 2
0 0 L 0 L 0 0 0 L 0 L 0
30 30 20 20
—12 —1 2 _1 2 1 2
0 L 0 0 0 L 0 0 L 0 0 L
L 30 30 20 20 ]

3.2.2 Modelagem das fundacdes: Elemento Finito de Casazofivencional)

Para a modelagem das placas de fundacédo (tiperyaglidas sapatas flexiveis sao
utilizados elementos finitos de casca com formuaggEvencional do MEF. Estes elementos
podem ser também aplicados na modelagem de bl@ides de fundacdo, desde que, neste
caso, seja adequadamente definida a rigidez dosertes discretos e que ndo se esteja
interessado na analise de tensdes no interiordelsimentos.

Assim como para o elemento de barra, todo des@mwahto original do cédigo base
referente & casca foi aqui aproveitado. O elemémbtido da composicédo do elemento de
chapa CSTConstant Strain Triang)ecom o elemento de placa HCHigjeh-Clough-Tochégr
de maneira a se obter um elemento finito que cersids efeitos de membrana e de flex&o. E
um elemento triangular com trés nés, um em cad&cegsendo que cada O POSSUI CiNCo

graus de liberdade, sendo trés deslocamanfos), e U, e duas rotacdeg’ e 4, no plano

do elemento. O grau de liberdade referente acegirdorno de um eixo ortogonal ao plano do

7

elemento ndo é considerado. A Figura 3.11(a) eaibmdenacédo dos graus de liberdade
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citados no sistema de coordenadas local, estandestscamentos ; ortogonais ao plano da

figura.

2(0,1,0

3(00) &=0 1(1,0,0

(a) Graus de liberdade (b) Coordenadas homogéneas

Figura 3.11 — Elemento finito de casca convencional

Adota-se um sistema de coordenadas homogéneasrroenfh Figura 3.11(b) para
aproximar a geometria e as variaveis, dividindasérea do elemento triangular em trés
partes de maneira que se tem a seguinte relacao:

A
&= TI (3.111)
sendo que&, + &, + &, =1.

Definem-se as aproximacdes para os deslocamentota@es considerando-se 0s
graus de liberdade relacionados ao comportamenthajea separados dos graus de liberdade
referentes a placa. No caso dos deslocamentspurespectivamente nas direcdes locais 1 e
2, ou seja, no plano do elemento, adota-se graapdeximacao linear resultando suas

aproximagoes em:

{ul}=|:<zl qz2 53 0 O Oi| Uf :q)u (3112)
uf 0 0 0 & & &

Estes graus de liberdade referem-se apenas amdamento de membrana. Para as
variaveis referentes ao comportamento de flexauwjcestas o deslocamentpeuas rotacdes
01 e0,, consideram-se aproximacdes por fun¢Beke ordem cubica na seguinte forma geral:
U =W¥,(.¢&.6)U0° (3.113)

onde as variaveia e o vetor das incognitas nodaisneste caso sdo dados como segue:
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" ={u, 6, 6, (3.114)
uT={u; & 6 UZ 87 87 U} 8] 0} (3.115)
Deve-se comentar que o elemento HCT utilizado panapor este elemento finito de
casca € originado de um elemento triangular cone goaus de liberdade sendo restritas trés
rotagcbes em noés localizados no ponto médio de lealdado triangulo, reduzindo, assim, o
namero de graus de liberdade relativos ao comperttorde flexdo para nove. As fungbes de

forma de ordem cubic&, (¢,,£,,¢,) sdo deduzidas para trés subelementos que compde o

elemento finito de origem com doze graus de libded# fim de ndo sobrecarregar ainda
mais o texto desta tese, omitem-se as expresso&s, dendo possivel encontra-las no
trabalho de Coda (2000).

A obtencdo da matriz de forcas distribuid@asé realizada separadamente para os
efeitos de membrana e de flexdo. Tanto as forgdshdiidas coplanares quanto transversais
sdo admitidas com variacao linear ao longo do elemdévlesmo assim, o calculo da matriz

Q. € diferente para cada tipo de carregamento, umauwe as fungbes de forma escolhidas

para aproximar as variaveis no dominio sao difesent
As forcas de contato coplanares ao elemento ¢edieitchapa) sdo aproximadas pela
mesma funcdo linea® utilizada para aproximar os deslocamentos, de doamdloga a

expressédo (3.112). Assim, calcula-se uma maifipara as forgas coplanares cujo resultado €

apresentado a segquir:

2 1 1 0 0 0

1 21 00O
Qizj‘chchAzi 112000 (3.116)

" 1210 0 0 2 1 1

0 0 01 21

0 0 01 1 2

onde A é a &rea do elemento triangular.
No caso das forcas de contato transvegsaielativas ao comportamento de flexao) a
variagdo linear sobre o elemento é dada na sedoimt@ aproximada:
P
p, ={& & EFipii=¢P (3.117)
P

7

Neste caso uma matrig? para a placa € calculada a partir da soma de trés

submatrizestj obtidas, por sua vez, para cada subelemeqgte compde o elemento de
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placa de origem (com doze graus de liberdade), os@stias submatrizes calculadas da

seguinte forma:
Q' = [olgda (3.118)
A

onde A é a area de cada subelemento.

Os procedimentos necessarios para a obtencao atagas em (3.118), bem como
outras informag0des relacionadas ao desenvolvimdgedgte elemento finito estédo disponiveis
nos trabalhos de Coda (1993) e Coda (2000). Maiofesmacbes sobre o MEF também
podem ser encontradas em Bathe (1996), Zienkiewitayor (2000) e Soriano (2003).

3.3 Acoplamento entre o MEC e o MEF

Nos itens anteriores foram apresentadas as fogoesdade cada método numeérico
separado. Para analisar o comportamento conjunistEma solo-fundacédo é necessério o
acoplamento numérico entre as malhas do MEC e do~.MBbserva-se que 0s
desenvolvimentos foram feitos visando este acopitongue se da através da técnica classica
de sub-regides, bastante difundida na bibliogréBREBBIA; DOMINGUEZ, 1992). Esta
técnica trata cada dominio envolvido no problemma@@arte integrante de um sistema
algébrico global através de manipulagcdes matricididdescricdo € feita a partir de um
exemplo bidimensional sem perda de generalidade.

Considera-se um dominio qualq&rmodelado por elementos de contorno que esta
acoplado a outro domin@;, por sua vez, modelado com elementos finitos, sendwm a

ambos uma regido de interfacg conforme a Figura 3.12.

Figura 3.12 — Acoplamento entre diferentes dominios
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Para os procedimentos a seguir os termos saoadds)xonforme a Figura 3.12, isto
€, 0 indice refere-se a termos que pertencem exclusivamemtallza do MEC, o indicgé
referente a termos exclusivos da malha do MEF adicé ij (ou ji) indica os termos
pertencentes a regido de interface.

Para a malha de elementos de contorno monta-sg&stema algébrico na forma da
equacao (3.23):

HOU® = ghHpt) (3.119)
enquanto que para os elementos finitos € montatkiema conforme a equacao (3.107):
Ky () = ) pl) 4 ) (3.120)

Reescrevem-se ambas as equacdes acima em uma dgpaadida na qual se
distinguem termos relativos as regides independedée cada malha ©u j) dos termos
referentes a interface:

HOU®O iy = g0p0 4 g ) (3.121)
KOG W 4 kG0 = i)ph) 4 i) pi) 4 FO) (3.122)

Estas manipulacdes sdo realizadas somente apddicacao das condi¢cdes de
contorno, o que resulta na geracdo de novas matizeG , K e Q. Logo, os vetorep),
PU) e F() passam a armazenar apenas valores conhecidos deslocamentos e forcas de

cada dominio, sendo entdo possivel calcular nuaregote os seguintes termos:

s0pt) = ) (3.123)
QU pl) 4 gO) = EO) (3.124)

E possivel entdo reescrever os sistemas de egudedeada dominio na seguinte
forma:
FOxO 4 gyt - gi)pl) = g0 (3.125)
KX (1) 4 gDy ) — i) pit) = E) (3.126)

onde X e x ) sdo0 os vetores das incognitas néo acopladas gpdaantalha.

Considera-se que o acoplamento entre os domimesféto, sem que haja qualquer
efeito ndo linear de contato. Nestes termos, pedeicada a compatibilizacao cinematica e

o equilibrio de forcas de contato na interfacey® sg traduz com as seguintes expressoes:
u @ =y (3.127)
pli) 4+ pli) = g (3.128)
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Observando-se as equacoes (3.125) e (3.126) jantancom as relacdes dadas em
(3.127) e (3.128) é possivel escrever um sistegebdato que engloba ambos os dominios
fazendo coincidir as colunas das matrizes parabe@sizer as relacbes entre os termos

correspondentes, resultando assim o sistema atgdbral na seguinte forma:

X ()
|__|(i) 0 H (i) _G(iJ ) X(J ) E( )
= 3.129
0 K(i) K(ij) Q(ii) U(J) |EG) ( )
p(ij)

A técnica pode ser estendida para trés ou maigeglfles com procedimentos
anélogos. No entanto, para o presente trabalhec@&onsideram estratificacbes do solo, de
maneira que todos os exemplos processados envoamanas dois dominios: o solo
homogéneo e os elementos estruturais da infragstrdé fundacao.

Com relacdo a compatibilizacdo das malhas dis¢rebs®rva-se que cada elemento
finito de barra pode ser acoplado a um elementoodéorno de linha de carga, uma vez que
ambos possuem dois nos. Ja para o acoplamentastas@com a superficie do solo é preciso
adaptar as malhas discretas, sendo recomendad adewseis elementos finitos triangulares
dispostos conforme a Figura 3.13(b) para cada el@nse contorno acoplado, garantindo

assim a correspondéncia entre todos 0s nés no rieme

4 3
q 1 [ « 5 6 »
1 2
€) Elemen;o de contorno (b) Elementos finitos ambqs

Figura 3.13 — Sobreposicao de elementos discretos

O acoplamento numérico MEC-MEF completa a desordid programa para analise

de sdlidos elasticos acoplados a meios continuosisénitos.

3.4 Montagem da matriz de rigidez do sistema solo-fund&o

Apresenta-se neste item a estratégia numéricaogt@mo presente trabalho para a
determinacdo de uma matriz de rigidez do sistermafsndacao do edificio. Para isso foram
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implementadas algumas adaptacdes no programa tiseashé solidos elasticos acoplados a
meios continuos semi-infinitos, incluindo novas -soinas criadas para automatizar o
calculo de coeficientes de flexibilidade do sistesmdo-fundacdo. Estes coeficientes sdo
utilizados para a montagem de uma matriz de rigelezformato que pode ser aplicado
diretamente a qualquer outro programa de analisstieturas baseado no MEF.

A metodologia aqui proposta teve inspiracdo nordma da Reciprocidade de Betti-
Maxwell. O procedimento consiste basicamente neagdo de for¢cas unitarias em pontos
pré-estabelecidos da estrutura de fundacdo acoptadalo para os quais se determinam o0s
valores de coeficientes de flexibilidade (deslocatioe em todos os nds e dire¢des do sistema
mecanico) em cada direcdo de carregamento. Estéisientes permitem calcular valores de
rigidezes referentes aos graus de liberdade ddamento finito qualquer que esteja apoiado
sobre aquele ponto.

Para o desenvolvimento da estratégia numéricadsmsse um meio elastico linear
submetido a um conjunto de forgas concentradas4 F», ... , F,) no qual surgem
deslocamentos conjugadas;,(A,, ... ,An) NOS respectivos pontos de aplicagdo das forcas. A

energia de deformacao deste sistema pode seaesmmio:

U:1

=5 (RO TFA+ +FA,) (3.130)

E importante lembrar que a ndo linearidade gedraétido € considerada para o
sistema solo-fundacdo, somente para o edificios&rmatando de pequenos deslocamentos,
vale o principio da superposicdo de efeitos, e cdeddocamenta; na direcdd pode entdo
ser escrito como um somatorio de parcelas de deskatosA; causadas pela forgs

(aplicada na direcd9, isto é:
A = Z Ay (3.131)
=1

Cada parcela do deslocamento se relaciona compactas forca através de um
coeficiente de flexibilidadg, sendo esta relagcdo dada por:
A = AF (3.132)
Organizando-se matricialmente os termos da equ&cEB2), o seguinte sistema € escrito:
[A]=[N{F} (3.133)
onde [A] é a chamada de matriz de flexibilidade (PRZEMIENIECKO85). Se todas as

forcas aplicadas forem unitarias, a mafiig sera a propria matriz de flexibilidade. Além
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disso, sabe-se que a sua inversa é igual a matrigidez do sistema elastico, desde que ndo
haja movimento de corpo rigido, o que é garant&lo meio infinito modelado pelo MEC:
[A]=[k]" (3.134)
Conhecendo entdo a matriz de flexibilidade pararsoge pontos de aplicacdo de forcas
unitarias, € possivel determinar a matriz de rigidieste sistema.

Com base neste conceito desenvolveram-se adaptagde®grama de acoplamento
MEC-MEF para que o mesmo seja executado sucessmzss de maneira a calcular
coeficientes de flexibilidade de pontos pré-esttidbs do sistema solo-fundagéao. Os pontos
escolhidos sdo n6s da malha discreta da infraestrate fundacdo para os quais se deseja
calcular a rigidez associada aos graus de liberdadenslacdo e rotagcdo, como por exemplo,
0 topo de uma estaca ou um ponto de uma sapata oo dadier que serve de base para um
pilar do edificio. O programa executa entdo lewp aplicando forcas unitarias (forcas e
momentos concentrados) em cada dire¢do do sistencaatdenadas global, calculando os
deslocamentos produzidos por estas forcas em tml@®ntos pré-definidos no arquivo de
entrada. A sequéncia inclui a aplicacdo de forg@snas horizontais no sentido positivo dos
eixosx; e xp, forca unitaria vertical no sentido positivo daek; e momentos unitarios em
torno dos eixos, X2 € X3 (ou vetorialmente no sentido positivo de cada)ei®essa maneira
séo obtidos coeficientes de flexibilidade parapeetvamente, translacoes na direcdo de cada
eixo cartesiano e rotagcdes em torno destes eixos.

Ao final de caddoop € montada uma linha da matriz de flexibilidade aswalores
dos deslocamentos n6 a nd. Concluido o processdquirs 0s nds desejados, a matriz obtida
é invertida resultando, assim, na matriz de rigidezsistema solo-fundacdo. Esta matriz
contém, portanto, coeficientes de rigidez que sfdvalentes a um sistema de molas para
cada direcéo de carregamento. E importante obsguneaestas molas sdo calculadas levando-
se em consideracdo a continuidade do meio e aergielativa entre elementos estruturais
vizinhos na infraestrutura de fundacdo e o solom@delo resultante é, portanto, mais
consistente se comparado a modelos que utilizaraswicretas tipo Winkler.

Segundo o Teorema de Betti-Maxwell, a seguinteéelgpode ser escrita:
FA, =F A, (3.135)
0 que implica que tanto a matriz de flexibilidadeagto a matriz de rigidez sdo simétricas.
Esta propriedade é vantajosa, pois permite a galicdireta da matriz obtida em sistemas de

equacdes baseados no MEF. A consideracdo do canporto elastico linear de todos os

meios envolvidos garante a validade da relaca@%3.dara a formulacao proposta.
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No entanto, testes iniciais revelaram que as mestrcalculadas com aplicacdo desta
metodologia para problemas diversos ndo eram parfente simétricas, tendo sido
observadas pequenas diferencas numéricas entnesalkgunos localizados fora da diagonal
principal da matriz, possivelmente causadas pobleneas numéricos. Além de erros de
precisdo, inerentes aos métodos numéricos, um faier majoritariamente pode ser o
responsavel por estes pequenos desvios esta reldoi@ ocorréncia de oscilagbes espurias
de forcas de contato que surgem em modelos deaawepto MEC-MEF, geralmente devido
as diferencas de rigidezes entre os dominios cathest(WUTZOW,; PAIVA, 2008). Nos
testes foi observado também que os termos foraadgrhl principal possuem, de maneira
geral, ordem de grandeza muito inferior aqueleslivados na diagonal principal, o que vai
ao encontro das observacfes constatadas no trateaRamalho (1990).

Por este motivo e dadas as consideragbes do magbu-se por adotar no presente
trabalho um procedimento para simetrizar a mateizididez das fundagdes e regularizar,
assim, as imprecisbes numéricas. Uma vez que oficieates de rigidez da diagonal
principal se mostraram (em valores absolutos) btestareponderantes em relacdo aos
coeficientes fora desta diagonal, considera-seogpecedimento simplificado utilizado no
trabalho de Ramalho (1990) para simetrizar matriegsltantes do acoplamento MEC-MEF é
suficiente e razoavelmente aceitavel para o tipaplieacdo a que se propde. O procedimento
consiste em substituir os valores dos termos fardi@gonal principal pela média aritmética

entre 0S Mesmos e 0S seus termos opostos em rald@@gonal, ou seja:

K, = %(K,- +k) (3.136)

Maiores detalhes deverdo ser discutidos na apeesentos exemplos numéricos que seréao
utilizados para avaliar a aplicacéo da formulagéo.

Sendo o comportamento do solo e dos elementostesis de fundacdo elastico-
linear, pode-se escrever o0 seguinte sistema dec@ggsigpara um ponto qualquer sobre a

estrutura de fundacéo:

Tkin ko ke Ky ke Kl [ Uy
Ko Ky Ky Ky Ksy Kyl | Uy
{F} — [k]{u} - Kis Koz Kiz Kgg Ksz Kgg| | Ug (3.137)
Ky Koy Ky Ky Ksy Keol |G
Kis Kps Kis Kis Kss  Kgs| |6,
LKis  Kos Ky Kis Ksg Kool (O 4
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Na equacao (3.137) esta apresentada a correspimeditre cada termo da matriz de
rigidez k] com os respectivos graus de liberdade de elemdimibos, lembrando-se que o
sistema de coordenadas global &, x3) foi utilizado como referéncia para a aplicacas da
forcas unitarias na determinacdo dos coeficiengeifedibilidade. Logo, os termos referentes
a cada deslocamentp correspondem a um sistema de "molas de transldpaodirecaa),
enquanto os termos relacionados aos dgirosrrespondem as "molas de rotacao” em torno de
cada eixo.

Neste trabalho a altura do edificio (e, por conéagia, o comprimento dos pilares) &
sempre disposta na direcdo do eixo vertigalconforme mencionado no capitulo anterior.
Dessa maneira, sera adotada a seguinte nomengataras chamadas molas de rotacéo: os
termos correspondentes as rotagcdes em torno dus lexizontais; e X, serdo denominados
de "molas de flexdo", visto que estas molas saitsolas quando da ocorréncia de
momentos fletores na base dos pilares; os termosspondentes ao giro em torno do eixo
por sua vez, serdo aqui denominados de "molasrci&oty pois, neste caso, serdo solicitados
guando da ocorréncia de momentos de tor¢cao nasgila

A matriz de rigidez (ap0s aplicagdo da técnicaideetrizacdo) pode ser diretamente
aplicada a outros programas de andlise de estsubaiseados no MEF somando-se a mesma
na matriz de rigidez da superestrutura, e fazeedm#cidir os graus de liberdade associados
aos nos que se deseja acoplar. ApGs a conclusgwmodesso de andlise do edificio, os
resultados de deslocamentos e reacdes de apoimnpseleaplicados & malha discreta da
infraestrutura caso se pretenda avaliar os efdddSE nos elementos estruturais de fundacgéao
e/ou no solo. Dessa maneira € possivel, por exemglerminar bulbos de tensdes no terreno
provocados pela edificacao.

No caso deste trabalho, a matriz de rigidez dersis solo-fundagao deve ser somada
na matriz de rigidez tangente (ou Hessiana) doioddliNLG. Como existem diferengas
significativas entre as formulagbes utilizadas nadeagem da infraestrutura e da
superestrutura do edificio, algumas adaptacéesas@essarias. Para finalizar a descricdo da
metodologia proposta e permitir a consideracdoetddrheno de ISE, comentam-se a seguir
sobre estas adaptacdes incluindo a compatibilizegtie os graus de liberdade das diferentes

formulacdes.
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3.5 Inclusao da rigidez das fundacdes no modelo do eitib NLG

A matriz de rigidez calculada para as fundacOesngazenada em um arquivo de
dados (com extensdo ".dat") de maneira a ndo leerda de informacdes quanto a precisédo
numérica. Neste mesmo arquivo armazenam-se aser@atds dos pontos para 0s quais a
matriz foi obtida. Nesse sentido, adota-se umrastde coordenadas globais Unico para o
edificio e para a infraestrutura, devendo o usu@&ri® cuidado de compatibilizar as malhas
discretas nos diferentes programas. Assim, a fitErgéo do interrelacionamento entre as
molas do solo e os nds acoplados no edificio sautl@maticamente pela correspondéncia
entre coordenadas. Uma vez identificado o indicen@lama malha do edificio para o qual
existe "um sistema de molas" proveniente da rigidezfundacdes, definem-se as posicoes de
linhas e colunas das matrizes que deverao ser ssnpada a adicdo da flexibilidade do solo
no modelo.

Como o sistema solo-fundacgéo € considerado um etéstico linear a sua matriz de
rigidez ndo se altera durante o processo iteratdvoesolucdo do edificio NLG. Assim, essa
matriz € calculada uma Unica vez (antes do proces#a do edificio) e aplicada ao modelo
nao linear a cada iteracdo do processo de NewtohsRap

Deve-se atentar apenas para a necessidade dgittarrvetor de forgas internas do
modelo NLG do edificio em cada iteracdo, somandoesée vetor os valores de for¢as nodais
oriundos da reacdo do sistema solo-fundacao sokupexestrutura. Estas reacdes podem ser
calculadas com o simples produto da matriz deeigihs fundacdes por um vetor que redne
todos os deslocamentos calculados para os négatéage no modelo do edificio em cada
iteracdo. E importante lembrar que os deslocamelttesiificio sdo calculados pela diferenca
entre a posicao corrente e a posic¢éao inicial era oad

A adaptacao mais importante diz respeito a cotiiaicao entre os diferentes graus
de liberdade do sistema solo-fundacdo e da supgresi sendo necessario definir as
correspondéncias entre as molas e os graus deldder Afinal, conforme descrito no
capitulo anterior, o modelo do edificio considepano graus de liberdade posicbes nodais e
vetores generalizados, enquanto para as fundacoesn f adotados parametros de
deslocamentos e rotagdes, havendo assim a nedkssidase estabelecer as relagdes entre
estes graus de liberdade para que os mesmos psssaonsolidados.

No caso das molas de translacfes a relacdo cquosag®es nodais é direta, sendo

necessario apenas definir a direcdo correspongerte encontrar as respectivas linhas e
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colunas da matriz Hessiana nas quais os valorgasdegidezes serdo somados. Como foi
adotado um sistema de referéncia Unico para inftgperestrutura, as molas de translacdo em
cada direcao (i = 1, 2, 3) correspondem a mudanca de posicédo pdeadirecao respectiva.
Ja para os graus de liberdade de rotacdo a coilipagiéo entre as molas de rotagédo e os
vetores generalizados requer maior atengao.

No caso dos elementos finitos com formulacéo pmsat os vetores generalizados sao
livres e podem assumir qualquer direcdo no espatiménsional. Porém, na configuracéo
inicial (indeformada) da estrutura estes vetoresdsspostos conforme a orientacgdo inicial do
elemento, sendo, portanto, conhecidas as sua$egecsentidos iniciais.

No caso dos elementos de barra a orientacdo daesaeneralizados define o plano
da secédo transversal. Consideram-se neste trabafits eisuais em que as estruturas dos
edificios de multiplos pavimentos sdo constituigdas pilares verticais que estdo ligados a
infraestrutura em suas bases. Nesse sentido, a@bsergue para qualquer n6 de barra da
malha discreta do edificio NLG que esteja ligado si&tema solo-fundacdo, a secao
transversal encontra-se inicialmente contida nongléorizontal formado pelos eixos
cartesianog; e X, enquanto que o comprimento dos pilares se desenma direcéo do eixo
x3. Dessa maneira, as molas de flexdo (termos reé@os girog; e ¢, da matriz de rigidez
das fundacgdes) estaréo relacionadas com a atuagéaordentos fletores na base dos pilares e
com o movimento de giro da secdo da barra em tdenam eixo pertencente ao plano
horizontal e que passe pelo né do elemento. Asmélésta situacdo permite relacionar as
molas de flexao e os vetores generalizados da, hamavez que a mudanca de direcao destes
vetores € vinculada ao giro da secéo. A fim de Hilcgr a analise a seguir, considera-se que
0s vetores generalizados estao contidos em umixizs leorizontais de referéncia.

A Figura 3.14 ilustra uma vista lateral de um alato de barra inicialmente disposto
na vertical e que esta ligado as fundac6es em um.nda configuracdo indeformada da
estrutura a secao transversal desta barra € pa&plmdao eixox; e ambos os vetores
generalizados/* (sendok = 1, 2) estdo dispostos no plano horizontal da basedificio
(ondexs = 0). Assim, a figura apresentada retrata uma faegal qualquer do pilar sendo
indicada a sec¢éo da base (hpque, neste caso, € ortogonal ao plano mostradigura. A
fim de se estabelecer a relagéo entre o giro dé@dle os vetores generalizados, supde-se a
atuacdo de momentos fletores que causam a flexdoramdo eixo perpendicular ao plano
da folha, ou seja, o momento fletor atua vetoriab®ena direcdo ortogonal ao plano

mostrado.
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N X Plano
\7¥4 vk horizontal
V
Secéoda basxfe'Jl\/ll
(a) Sentido positivo (b) Sentido negativo

Figura 3.14 — Relagao entre molas de flexao e estgeneralizados da barra

Observa-se na Figura 3.14(a) que a atuacdo deamento fletor M no sentido anti-
horario da figura provoca o gim da secdo transversal no mesmo sentido do momento e
torno do eixo que passa pelo npe este giro € acompanhado da mudanca de diregetat
G* . Verifica-se que para pequenas rotacoes (assumafmdacio) a mudanca de direcédo
do vetor generalizado se d& através do crescinten8ua terceira component®X(), neste

caso, no sentido positivo do eixe

Para um momento fletor Mque atua no sentido horario verifica-se que o
comportamento é analogo, sendo que a compon@tite neste caso, cresce no sentido
negativo do eixos, conforme ilustra a Figura 3.14(b). E importani¢an que, se a orientacio
do elemento fosse invertida em ambos os casogpogeneralizad®/* estaria inicialmente
no sentido oposto ao apresentado nas figuras sa deaneira, o sentido de variacdo da

terceira componente do vetor generaliza&t6 também seria invertido para cada caso. Logo,

€ possivel perceber que, para elementos de baspstbs na vertical, as molas de flexdo das
fundacdes estdo diretamente associadas a teroe@ooente do vetor generalizado na sec¢ao
acoplada, e serdo somadas na posicdo correspordeste grau de liberdade. Com relacao
ao sinal (que define o sentido de variacdo destapooente) observa-se que 0 mesmo
depende da orientagcédo do elemento de barra ead@dido momento.
Para o caso dos elementos de casca do edificioduiestejam ligados as fundacdes

a ideia é semelhante. Consideram-se casos de etententasca cuja superficie encontra-se
inicialmente disposta paralelamente ao plano hot@ma base do edificio, visto que esta

situacao permite a consideracado de fundacbes dodiieta. Se a incidéncia dos nés do

elemento de casca for definida segundo a ordenuheracao apresentada na Figura 2.9 (ver
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pagina 69), qualquer né de casca conectado a infraestrutura possui um geteeralizado

N’ (na configuracéo inicial) que esta orientado megdio positiva do eixws.

Plano
horizontal

Figura 3.15 — Relacéo entre molas de flexdo ear geineralizado da casca

A atuacdo de um momento fletor M emprovoca a mudanca de dire¢cao do vetor
generalizadog’ da configuracéo corrente, conforme ilustra a REigBil5. Observa-se que,
nesta situacdo, o giro do vetor € proporcional resaimento de uma de suas componentes

horizontais g/, sendo a dire¢&do perpendicular a direcdo do eixo em torno do qeal s

desenvolve o giro (pequena rotacao na fundagcadod. L£axidéncia dos nés no elemento seja
invertida, inverte-se também o sentido do vegor Nota-se que o sentido de crescimento da
componenteg’ depende, portanto do sentido de aplicacdo do monfletor e da orientacéo
do elemento de casca.

No caso de molas de torcéo (referente ao @irda matriz de rigidez das fundacdes)
também € possivel se estabelecer uma relacaoestéie molas e os vetores generalizados na
secdo de base dos elementos de barra do modelaificioe Admitindo-se o caso de
elementos de barra verticais, observa-se que aagpb de um momento de tor¢cag M
provoca uma tendéncia de giro da secéo transvemsabrno do eixo longitudinal. O giro de

torcdo se manifesta com a mudanca de direcédo dinealtdos vetore§* e G?', conforme

esquematizado na Figura 3.16(a). Logo, as molastodgio se relacionam com as

componentesG e G)' (k = 1, 2) dos vetores generalizados, fazendo com enti@s

componentes cres¢cam no sentido positivo ou negatidepender da orientagcdo do elemento

e do sentido de aplicacéo dg.M
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§
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% i =20
G
- l
% GM/ A
(a) Elemento de barra (b) Elemento de casca

Figura 3.16 — Relacao entre molas de torcdo etosegegeneralizados

No caso dos elementos de casca NLG, como estesemties sdo dispostos
paralelamente ao plano horizontal na base do edifiara que possam ser acoplado a
eventuais fundacbes diretas, como sapatas ou plaeasgica-se a impossibilidade de
aplicacdo de molas de tor¢cdo aos nos destes elesndsso se deve ao fato de que, na
situacao considerada, o vetor generalizado das€@scontra-se na diregao vertical, e, neste
caso, nao ha grau de liberdade que possa serads@iim movimento de giro em torno do
eixo vertical no no, conforme pode ser observadbigara 3.16(b). Aléem disso, € importante
lembrar que nao foi considerado grau de liberdadeothcdo em torno de um eixo ortogonal
ao plano dos elementos finitos convencionais deasastilizados na malha das fundacdes.
Dessa maneira, a formulacdo fornece sempre valares de mola de torcdo para pontos
pertencentes exclusivamente a elementos de casoalha discreta das fundagoes.

Mesmo néo sendo possivel inserir molas de torgdmas da casca (da forma como se
propde esta formulacdo) observa-se que ndo hadidas para aplicagdo desta metodologia a
andlise de edificios com sistema de fundagdo do tipeta, uma vez que possiveis
deslocamentos de corpo livre da estrutura serdatosspela interacao tridimensional dos
elementos estruturais.

Ainda com relagédo as molas de tor¢do obtidas ograma de analise das fundacdes,
observa-se que, para casos de estacas verticaeidaspa rigidez ao giro em torno do eixo
vertical x3 também resulta sempre em valor nulo, visto quefoBoonsiderado o grau de
liberdade de giro em torno do eixo longitudinalgas linhas de carga do MEC. Apesar desta

caréncia, a metodologia ndo possui limitacbes maralise de edificios de mudltiplos
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pavimentos, pois, de maneira analoga ao que foentado para o caso das fundacdes diretas,
0 intertravamento entre elementos estrutuais coemges do sistema tridimensional das
fundacdes pode garantir que o grau de liberdadguerstdo nao esteja totalmente livre. Como
exemplo cita-se o caso de duas estacas verticaithas em que um momento unitario em
torno do eixaxz aplicado sobre a cabeca de qualquer uma destaaggtodera conduzir a um
valor de rigidez a torcao diferente de zero se agupor exemplo, uma viga de fundacéo
ligando o topo destas estacas. Particularmente elatdo ao elemento de estaca, é
interessante notar também que, da maneira conopéga presente metodologia, uma estaca
isolada pode vir a oferecer mola de rigidez dedimygara o edificio (isto €, rigidez ao giro em
torno do eixo vertical) desde que a mesma estejmada no dominio do solo. Neste caso, o
valor da mola é influenciado apenas pela resttigdimensional ao giro citado.

Como pode ser observado, tanto para as molas x@Eoflguanto para as molas de
torcdo (caso ndo sejam nulas) o sentido de varia#@® componentes dos vetores
generalizados que sofrem suas influéncias depemdeiehtacdo dos elementos de barra e de
casca e do sentido de aplicacdo dos momentos. Cerueticientes de rigidez das fundacdes
foram calculados para forcas unitarias aplicadagpse no mesmo sentido (positivo), essa
compatibilizacdo de sinais passa a depender apéaasrientacdo dos elementos da
superestrutura. Desenvolveu-se entdo uma sub-mii@adentifica quais elementos da malha
discreta do edificio encontram-se conectados agafiiies e qual € o sentido de orientacéo
destes elementos, sendo consideradas malhas aisoest quais os vetores generalizados das
secOes de base dos elementos que discretizam avsspile apoio encontram-se sempre
dispostos na direcdo de um dos eixos cartesiang®htais do sistema de referéncia global,

o que simplifica a compatibilizacao.

3.5.1 Flexibilidade do solo na base dos nucleos

O programa de analise das fundacfes determin&ieoéés de rigidez para graus de
liberdade de translacdo e de rotacdo nodais. Nessielo, se for considerado um Unico ponto
de apoio nas fundacbes de um elemento reticulad@ W& nucleo, a flexibilidade das
fundacdes terd influéncia somente nas incognitapadécdo e dos vetores generalizados,
sendo, nesta situacdo, desconsiderada a influéacrggidez do solo para o empenamento,
gue estara livre. No entanto, é importante obsequar a depender da rigidez do sistema de

fundacdo, o mesmo pode restringir total ou par@absmo empenamento do nucleo.
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Da forma como se propde a estratégia de flexéigip dos apoios no presente
trabalho, a consideracdo do empenamento de nisbdos base flexivel requer o calculo de
coeficientes de rigidez para pontos que estejaaliaclos na regido de apoio das paredes do
nacleo. Porém, no modelo do edificio NLG estes gomi&io sdo considerados incégnitas do
problema, havendo na regido da base do nucleo spenad do elemento reticulado
pertencente a linha de eixo. Por este motivo, paeacoeficientes de rigidez das fundacdes
possam ser aplicados na secéo do ndcleo € necessdtiplicar a matriz obtida na anélise
das fundacgbes pela matriz de incidéncia cinema&tifdescrita no capitulo 2) transferindo-se,
assim, os termos de rigidez para a Hessiana demucl

Neste trabalho a incluséo da matriz de rigideAaladacdes na matriz Hessiana global
do edificio se da de maneira analoga as matrizesslalos elementos de barra e de casca, o
que permite dizer que o sistema solo-fundacéo tdwmacomo um elemento discreto de
fundacdo. Quanto maior for a quantidade de porwosn@s) do elemento, maior sera a
dimensao da sua matriz local, lembrando-se quegaata ponto escolhido, sdo determinados
seis valores de coeficientes de flexibilidade jsaia direcbes de carregamento.

No caso dos edificios de mdaltiplos pavimentos Bcagfo da metodologia aqui
proposta requer o calculo de coeficientes de fikdéwle para os diversos pontos de apoio da
superestrutura, incluindo bases de nucleos e pild@eapoio. Neste sentido, o procedimento
de multiplicacdo da matriz de rigidez do elemergofuhdacdo com a matriz B do nucleo
torna-se complexo e pode resultar em um procedoneatputacionalmente oneroso a
depender da dimensdo da matriz, isto €, do nuneepmuitos de apoio definidos na fundacéo.

Uma alternativa para considerar a flexibilidade esopenamento nas fundacdes do
nacleo sem a necessidade de um tratamento algétaicuatriz de rigidez das fundacdes
consiste em se adotar uma malha discreta com elesnda casca NLG (descritos no capitulo
2) com pequena espessura acoplada a secao trahglersicleo na base do edificio. Dessa
maneira, podem ser calculadas molas de fundac@opoaitos vizinhos as regibes de apoio
das paredes do nucleo que ndo estejam acopladassaio transversal. Assim, a rigidez das
fundagbes é transmitida de maneira indireta paralemmento de nucleo por meio do
acoplamento casca-barra na se¢édo da base do nisteanodelo alternativo ser avaliado no
desenvolvimento dos exemplos numericos.

Apesar disso, a consideracao da flexibilidade pagenpenamento na base de ndcleos
rigidos em edificios usuais € questionavel devidéeaada rigidez dos sistemas de fundacdes
usualmente empregados e também a maneira comoetestesntos estruturais sao ligados a
fundagéo, o que pode restringir totalmente esteds movimentacdo. Para casos de nucleos
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estruturais apoiados em fundacao cuja rigidez im@edcorréncia do empenamento torna-se
razoavel a aplicacdo direta de coeficientes deemnao nd pertencente a linha de referéncia
do elemento de nudcleo, desde que seja impostoe masb, que o grau de liberdade de
empenamento do né em questéo estd impedido. Modatosplicacdo direta da flexibilidade
das fundacdes ao né do nucleo pertencente a liehafdréncia serdo também avaliados e
comparados ao modelo anterior.

Maiores detalhes a respeito da metodologia agq@saeptada para a consideracédo da

ISE seréo discutidos na apresentacdo dos exemyiodritos no proximo capitulo.
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4.EXEMPLOS NUMERICOS

A seqguir sdo apresentados os exemplos numéricasegwados durante o
desenvolvimento deste trabalho. Os quatro primeegsemplos tém como finalidade
comprovar o adequado funcionamento da formulag@pgsta, principalmente em relacdo ao
acoplamento néo linear geométrico (NLG) casca-h@ara geracdo do elemento de nucleo e
ao modelo para analise da interacdo solo-estr(fBEg através da estratégia de obtencado da
matriz de rigidez das fundacgdes, uma vez que sétagas principais contribuicdes desta tese.
Os demais exemplos visam demonstrar o potenciptalgrama desenvolvido para analise de
edificios de multiplos pavimentos em geral, sendares resultados comparados com outros
modelos propostos em trabalhos de referéncia. Briate esclarecer que os exemplos
apresentados sao casos ficticios e que os valdotadms para dimensdes e carregamentos
foram extraidos das referéncias, ndo havendo nestalho preocupacdes em relacdo a

aspectos normativos para as estruturas analisadas.

4.1 Exemplo 1: Grelha isostatica

O objetivo deste primeiro exemplo é validar o d&m@nto de topo entre a secao
transversal do elemento finito NLG de barra confemento finito NLG de casca. Trata-se de
uma estrutura de grelha isostatica conforme a &igud(a) que possui uma de suas
extremidades engastada e uma forgca vertical carckentde 100 kN aplicada na outra
extremidade, de maneira que as barras que comp8tdura estdo sujeitas a esforcos de

flexdo e de torcao.

é‘ § X
L
NG
1 20 cm
F C
(a) Grelha (b) Esquema estéatico (c) Secéo

Figura 4.1 — Exemplo 1: Grelha isostatica
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Cada trecho da grelha tem comprimento de 3,0 medr@s secdo transversal é
retangular com dimensdes 20 cm x 40 cm, estangosis de tal maneira que a flexdo ocorre

em torno do eixo de maior inércia. As propriedattesnaterial sdo E = 200 GPa e 0.

A fim de validar a estratégia de acoplamento cascea, o trechoAB da estrutura é

modelado com elementos finitos de barra (desanbosem 2.2.1) enquanto que para o trecho

BC séo utilizados elementos finitos de casca (describ item 2.2.2). A malha utilizada
inclui 3 elementos de barra e 4 elementos de @apeaa a discretizacdo da secao transversal
da barra utilizam-se 2 elementos triangulares. arantir a vinculacao rigida entre a casca e
a barra, 2 dos elementos discretos de casca eagbe& sobrepostos a projecdo da secdo da
barra, compatibilizando assim as coordenadas &ttos os nos destas malhas no ponto B.

Os resultados foram comparados com um modelo abtgda a grelha € discretizada
com elementos de barra. Neste caso a vinculac#la rggarantida pela penalizagdo descrita
no item 2.2.3. Comparam-se também resultados obtidos uma analise NLG através do
programa ANSY$, utilizando-se um modelo construido com elemefiti®s de barras do
tipo BEAM188. Para maiores informacdes sobre dstmaento finito e sobre o programa de
referéncia em questdo recomenda-se a leitura deYSNR010). Apresentam-se também
resultados para analise linear com aplicacdo doefnw de Castigliano, pois, neste caso,
como se trata de um problema com pequenos deslatasna solucdo NLG se aproxima da
solucéo linear. Os resultados sdo apresentadoabyeal’l e indicam o bom desempenho do
acoplamento casca-barra.

Tabela 1 — Resultados do exemplo 1

Deslocamento Momento de Momento fletor
Modelo considerado vertical U, no Torgdo M- no My no ponto A
ponto C [cm] ponto A [kKN.m] [KN.m]
Casca acoplada a barra NLG —-4.29 311.75 299.99
Somente elementos de barras NLG —-4.34 311.98 299.9
ANSYS® (BEAM188) NLG —4.44 299.97 294.99
Teoria classica elastico-linear —-4.35 300.00 300.0

Observa-se que 0 uso de apenas dois elementostdssna secdo transversal da barra
conduziu a resultados satisfatorios com diferengaséricas inferiores a 4%, tendo sido
observada a reducéo destas diferencas quando a daafiecdo transversal é refinada.

A Figura 4.2 apresenta os resultados de deslocameerticais para o modelo de
casca acoplada a barra e o modelo formado somentementos de barra, sendo possivel

perceber a diferenca entre as malhas discretas.
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Os resultados confirmam o adequado funcionameatesttatégia de acoplamento,
visto que estes resultados s6 poderiam ser obtidws a total interagcdo entre os graus de
liberdade acoplados. Verifica-se ainda o adequadoidnamento da vinculagéo rigida entre
elementos de barra n&do colineares via penalizgo@&sente apenas no modelo formado
exclusivamente por elementos de barras. Para edtéeema a ordem de grandeza da rigidez
adotada como fator de penalizacdo se mostrou e

Legenda: Legenda:

0.00000 0.00000
I -0.00477 I -0.00453

-0.00953 -0.00985
-0.01445

-0.01430

—0.01308 -0.01431

-0.02353 ~ 002414

-0.02858 ~0.02696

| 1 -0.03336 . -003379
3 -0.03813 o -0.03862
. . -0.04259 \ . -0.04345
Uz [m] Uz [m]
(a) Casca acoplada a barra (b) Somente elementuey ides

Figura 4.2 — Exemplo 1: Deslocamentos verticais

Com relagéo a convergéncia do método iterativootleg&o néo linear, os resultados
foram obtidos com quatro iteracdes para ambos afelo® (casca-barra e somente barra),
tendo sido observado que valores significativosa par posicdo de equilibrio final séo
alcancados ja na primeira iteracdo. Isso indica gaea este caso, a desconsideracdo do
tensor de terceira ordem no célculo da matriz lessido acoplamento casca-barra (ver
pagina 80) nao influenciou na convergéncia da &olugumérica, o que justifica a sua

desconsideracéo.

4.2 Exemplo 2: Perfil com chapa de topo

Este segundo exemplo visa ndo somente validanaufacéo do elemento finito NLG
de nucleo, mas também demonstrar sua aplicacdoapanalise de perfis de paredes finas.
Trata-se de uma barra em balangco construida cofih petalico que suporta uma forca
vertical de 10 kN em sua extremidade livre e é@rida por uma chapa de topo, conforme a

Figura 4.3.
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1%, 10 kN

200 mm

L=30m

(a) Esquema estatico (b) Secao transversal (c)aCHepopo (Secéo B)
Figura 4.3 — Exemplo 2: Perfil com chapa de topo

7

A espessura do perfil metalico é constante dervigioal a 10 mm. As demais
dimensdes do perfil sdo apresentadas na Figura)4s&ndo por simplicidade desconsiderada
a curvatura entre as paredes, assumindo-se que tid@ngulos sdo de 90° e ocorrem
abruptamente. A secdo B possui uma chapa de todadsocom 10 mm de espessura que
enrijece o perfil a tor¢cdo pela restricdo do empendo. A forca é aplicada no ponto "b"
desta chapa, conforme a Figura 4.3(c), de tal marpie a barra esta submetida a flexo
torcéo.

A analise numérica deste problema requer o usmatielos que sejam capazes de
captar os efeitos da interacdo tridimensional emperfil empenado e a chapa, o que pode ser
realizado, por exemplo, através de elementos §ing6lidos ou elementos de casca. O
presente trabalho oferece como alternativa a adlccade um elemento reticulado de nucleo,
gue neste caso demanda menor quantidade de variavei

Assim, o perfil foi discretizado em elementos thsi de barra NLG enquanto que a
chapa de topo é discretizada em elementos de bHgBa Considera-se para a geracao da
malha que a linha de referéncia longitudinal dasasta contida no eixg e passa pelo
ponto "a", indicado na Figura 4.3(b) e localizado ponto médio da alma do perfil. Este
ponto € adotado como origem para geracao da maitreth da secao transversal inicial. Para
0 material admitem-se as seguintes constantescalidtE = 200 GPa e G = 100 GPa.

Os resultados sdo comparados com outro modelaiabagestrutura é inteiramente
modelada com elementos finitos de casca NLG, oa, s& paredes do perfil também s&o
discretizadas. Utilizou-se também como referénesalltados obtidos no programa ANSYS
neste caso usando elementos de casca do tipo SBEANSYS, 2010). Ap6s uma analise
de convergéncia definiram-se as seguintes mallsasetis: para o modelo com aplicagéo do
elemento de ndcleo adotam-se 20 elementos de &ar@ngo do perfil e 112 elementos de
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casca para a chapa de topo; o modelo de refer@aa@aal as paredes do perfil também séo
discretizadas em elementos de casca NLG utilizaef®dentos, sendo 60 destes aplicados
para a discretizacdo da chapa de topo; para o mdéetascas processado no ANSY¥3o
considerados 9 elementos de casca com aproximagéar |para cada elemento de
aproximacdo cubica do modelo anterior, a fim de tetama mesma quantidade de nés,
perfazendo assim um total de 6300 elementos d&HioLL63.

A Figura 4.4 exibe as distribuicdes dos elemep#wa as malhas discretas da chapa de
topo. No caso do modelo com elemento de nuclear#&ig.4(a), sdo incluidos elementos de
casca sobre a &rea na qual se desenvolve a espasserfil para que haja coincidéncia entre
coordenadas nodais da secao da barra e, dessaangaeantir a vinculacdo de engaste da

chapa no perfil.

(a) Modelo com elemento de nicleo (b) Modelo encasis

Figura 4.4 — Exemplo 2: Malhas discretas para paka topo

X3 [m]
0
2.5 3
-5
-10
€
é -15
:c)\n -¥Elemento de nucleo

-20

-O-Paredes em cascas
25

- -ANSYS (SHELL63)
-30
-35

Figura 4.5 — Exemplo 2: Deslocamentos verticais

Os resultados de deslocamentos verticais (medidgsonto "a") e longitudinais sao
apresentados respectivamente nas Figuras 4.5eeiddicam o adequado funcionamento do
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elemento de nucleo proposto. A Figura 4.7 exibeesgltados de deslocamentos longitudinais
do ANSYS’.

Observa-se que o0 modelo com uso do elemento deonédigeiramente mais rigido
do que os modelos de casca. Isso pode ser expledoldato de que o elemento proposto néo
considera modos de deformacdo associados a mudanfzama da secado transversal, ndo
sendo captados, por exemplo, efeitos devido a wssiyel abertura (ou fechamento) entre as
paredes, por menor que sejam estes efeitos. Notengara o tipo de aplicacdo proposto 0s
resultados podem ser considerados satisfatorios.

Na Figura 4.6 € possivel observar as diferencé® @s malhas discretas de cada
modelo, sendo que no modelo com elemento de napkewas a linha de referéncia do perfil é
exibida. O elemento reticulado oferece como beieficeducdo da quantidade de parametros
envolvidos na andlise, diminuindo assim a dimerd@éisistema algébrico a ser resolvido.
Neste exemplo foi observado que os resultados ddelmocom elemento de nucleo
convergiram para uma malha que possui quase 20%srgnaus de liberdade do que o
modelo de cascas. E importante ressaltar que oladss de deslocamentos e tensées para
pontos fora da linha de referéncia do perfil podsen calculados em rotinas de pés-
processamento usando as equacdes de mapeamentddda secdo da barra, conforme
descrito no Capitulo 2.

A convergéncia dos resultados foi alcancada cdmitdracdes para o modelo com
elemento de ndcleo e sete iteracdes para 0 modealeferéncia, o que novamente indica que
a desconsideracdo do tensor de terceira ordemlcuaé@a matriz Hessiana do elemento de
nacleo nao interferiu na resolucao do problema deaina relevante.

Outra observacdo constatada neste exemplo é queeso#tados do problema
independem da posicdo da linha de referéncia dd, geque era esperado uma vez que a
forca é aplicada em um né que ndo pertence aiebtad o0 modo de empenamento unitario
da barra é calculado para o centro de cisalhantens®cdo. Na Tabela 2 e na Figura 4.8 sao
apresentados resultados de deslocamentos vepig@squatro casos distintos de posicao da
linha de eixo do perfil, ndo tendo sido observatigssencas significativas nos resultados e no

comportamento mecanico da estrutura.
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Legenda.

1.04000
075444
052588
0.27333

00778

-0.23775
-0.45333
-0 74555

—-1.00444

I —1.26000 [m m]

(a) Elemento de ndcleo

Legenda,

1.12000

054667
057333
0.30000
002667
-0.24667

-0.52000

-0.79333
I -1 DEE&T
—1.34000

(b) Modelo em cascas

[mm]

Figura 4.6 — Exemplo 2: Deslocamentos longitudinais

NODAL SOLUTION

oCT 3 2014
STEP=1 15:37:27
SUB =4
TIME=1
Uz {AVG)
RSTS=0

IMX =70.1776
SMN =-1.31296¢
SMX =1.09447

[mm]
—_— s Se——

-1.31296 = 77197 -.242991 . 291995 .826982
-1.04547 -.510484 .024502 .559488 1.05447

Figura 4.7 — Exemplo 2: Deslocamentos longitudioatsdos no ANSYS
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Tabela 2 — Resultados para diferentes posi¢oanttade eixo do exemplo 2

Deslocamento J

Posicdo da linha de eixo no ponto b [mm]

Origem inicial —59,78
Centro de gravidade —-59,78
Centro de tor¢éo —-59,78
Ponto arbitrario - 59,77

Na Figura 4.8 verificam-se valores de deslocansediferentes apenas para nés ao
longo da linha longitudinal, o que também era emp®ija que estes resultados se referem ao
alinhamento no continuo. A opcdo de manter o eass@ndo pelo ponto "a" (ver Figura 4.3)
na analise anterior possibilitou comparar resulaam longo do comprimento com o modelo
em cascas, ja que o centro de gravidade e o amtarcdo estao fora da secao e o modelo de
referéncia ndo é capaz de fornecer resultadosegéga pontos. Ressalta-se que a mudanca de
posicdo da linha de eixo é realizada sempre nadageé-processamento, alterando a origem

dos vetores generalizados antes da resolugdo raameri

Legenda: 1 Legenda:
0.00000 0.00000
I -E 90250 I -&.90250
-13.80360 -13.80360
2070540 2070540
-27.61120 // -27.61120
/ -34.51400 / =34 51400
// -41 41650 —-41 41630
i/ i —-45.31960 B —-45.31960
;—//2 ) 5522240 % -55.22240
h . -52.12520 [mm] . . -62.12520 [mm]
(a) Eixo na origem inicial (b) Eixo no centro de gravidade
Legenda: Legenda:
0.00000 o 0.00000
I -5 90230 I -5.890272
-13.80560 -13.80544
—-20.70540 -2070817
-27 61120 -27 B1039
-34.51400 / =34 51361
-41 41630 =41 41633
—-45.31960 4531906
=55.22240 -55.22175
. -E2.12520 [mm] . -E2.12450 [mm]
(c) Eixo no centro de torgdo (d) Eixo em um pontiteario

Figura 4.8 — Exemplo 2: Deslocamentaspdra diferentes posi¢des da linha de eixo
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A chapa de topo funciona como um diafragma quidepender da sua rigidez, pode
enrijecer o perfil a torgdo atraves da restricdeeohpenamento. Nesse sentido, foi realizada
uma analise da variacdo do empenamento do perfdliow para diferentes espessuras da
chapa de topo. Os resultados estdo apresentadésyma 4.9 e, conforme esperado, 0

aumento da espessura da chapa promove maior @ngjgo a torcdo com consequente

reducado do empenamento do perfil na secao B, atéag&0 na qual a chapa é téo rigida que
praticamente anula o empenamento.

-12

-- Sem chapa
-0 mm N
=1 mm \
-5 mm \
—-=7.5mm -8 \
=10 mm 5 ‘\‘
~12.5mm S 6 \
—15mm .y \
—20 mm ;
25 mm \
—-50 mm -2 .
100 mm 0 *~~50_ 100
200 mm o TTTmmmmemeem
500 mm
1000 mm

X3 [m]

Espessura da chapa de topo [mm]

Figura 4.9 — Exemplo 2: Empenamento para variasssspas de chapa

Como neste exemplo a forca foi aplicada em um n&atea ndo acoplado, os

resultados apresentados somente puderam ser obtidoa total interacédo entre os graus de
liberdade da casca com a sec¢éo da barra, ndo ltamendssidade de quaisquer condi¢des de
contorno adicionais. Assim, considera-se que esgsgtados validam o acoplamento de topo

entre cascas e barra e demonstram um desempewisppte elemento de nucleo proposto.

4.3 Exemplo 3: Matriz de rigidez de uma sapata rigida

Pretende-se com este exemplo verificar o funci@maonda estratégia proposta para
obtenc&o de uma matriz de rigidez de sistemas rta@des. E montada a matriz de rigidez

de uma sapata rigida quadrada com lados de 1,0 medrse imagina servir de base para um
pilar que se apoia em seu ponto central. Este gmubfoi estudado por Ramalho (1990) com
uso de um elemento de sapata rigida baseado ndaamopo MEC-MEF, sendo seus
resultados aqui utilizados como referéncia. Nogmestrabalho foram utilizados elementos

de contorno planos para a modelagem da superfics®ld e elementos finitos de casca com
formulacdo convencional (descritos no item 3.2é&apnodelagem da sapata.
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O modulo de elasticidade do solo tem valgr=E4000 kN/m2 e o coeficiente de

Poissonvs = 0,35. Para que a comparacdo com o elementopdgasegida seja coerente

consideram-se as seguintes propriedades paracascaspessura de 1,0 metios 10x E e

v = 0. Foi utilizada uma malha com 21 nés de comtoAmatriz de rigidez calculada para o

ponto central da malha discreta com uso da forréolagui proposta é apresentada a seguir:

[ ]presente trabalho

A matriz de rigidez obtida por Ramalho (1990) possiseguintes valores:

[ k]Ramth0(1990)=

[ 7285
-288
0
73
-374
0

6729
0
0
0

—244
0

- 288
7285
0
374
-73
0

0
6729
0
244
0
0

0
0
8212
0
0
0

0
0
8096
0
0
0

73 - 374
374 - 73
0 0
2473 - 125
- 125 2473
0 0

0
244
0
2620
0

0

- 244
0
0
0

2620
0

0
D

f—

0

07
0
0
0

0

4151

(4.1)

(4.2)

Observa-se que quase todos os termos da matngidiez obtida no presente trabalho

possuem ordem de grandeza muito semelhante a neiferéespecialmente na diagonal

principal. Ha disparidade apenas para o termoaefera tor¢do da sapata,(), que para o

presente trabalho € nulo. Porém, isso ja era efpemraa vez que a formulacdo adotada néo

considera grau de liberdade associado ao giro emo tho eixo ortogonal a superficie da

casca na malha das fundacdes. A falta deste tefimpnejudica a aplicacdo da metodologia a

analise de sistemas de fundacéo de edificios, gistoestas estruturas ndo possuem ponto de

apoio unico, como acontece no exemplo atual, eigagdes da estrutura tridimensional

deverdo garantir a restricdo ao giro de um pila\enha a se apoiar nesta sapata. Observa-se

ainda que as diferencas relativas entre os dersaisos em cada matriz sdo também

semelhantes. Levando-se em conta as diferencanalteios, considera-se que este resultado

¢ satisfatério e indica coeréncia da estratégiagposta.
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4.4 Exemplo 4: ISE em edificio sobre placa estaqueada

Para avaliar o desempenho da aplicacdo da es&rdiégeada no calculo de uma
matriz de rigidez do sistema solo-fundacao paraidenacdo da flexibilidade dos apoios em
estruturas de edificios apresenta-se um exemplolaz no trabalho de Ribeiro (2009) no
qual foi analisado um edificio de 4 pavimentos @erando a ISE.

Todos os pavimentos sdo iguais, com pé-direitd3,@emetros, laje de 30 cm de
espessura e quatro vigas que se apoiam em qudarespdispostos conforme a Figura
4.10(a). Todas as vigas e pilares possuem secé@oagiaacom lados de 1,0 metro. A fundacéao
é formado por uma placa tipo radier reforcada pest@cas verticais distribuidas conforme a
figura 4.10(b). O radier € quadrado de lados igad@® metros e possui 50 cm de espessura, e

as estacas possuem cada uma 50 cm de diametranetids de comprimento. Um corte

transversal das fundacdes é apresentado na Fidix@y

, Sm | 5m | S5m
| |
E17¢ E2 0 E3 0 —F
| .
| | wv
| |
§ OE Ed E5¢ E6 ¢, L
N N | |
m : CE |~
) — = ) | w|_ |
E76  E8¢  E9¢ —
x 5
4 | X,
X3 20 m L
7 7
(a) Pavimento tipo (b) Fundacéo

(c) Corte A-A'
Figura 4.10 — Exemplo 4: Edificio sobre placa astagla
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No trabalho de referéncia o solo é consideraderbgéneo, havendo trés camadas
com propriedades e espessuras distintas. No peeseabalho ndo se considera a
estratificacdo do solo, sendo adotadas as propesdda camada mais superficial na qual
estdo imersas as estacas. As propriedades dodkuibdas sdo &= 60 MPa evs = 0. J& para
0s materiais dos elementos estruturais da edificagéluindo estacas, radier, pilares, vigas e
lajes) admite-se E = 15 GPa e 0,2.

Outra diferenca é que o modelo de Ribeiro (2009) ednsidera os efeitos da néo
linearidade geométrica do edificio. Apesar dissaytmr estudou casos de carregamentos que
causam pequenos deslocamentos e pequenas rowgcieste caso, os resultados do modelo
nao linear tendem a se aproximar do modelo lingalpjlizando assim a comparacéao.

Considera-se uma primeira situacdo de carregamemidieais distribuidos sobre
todas as lajes com valor uniforme de 40 kN/mz, aesido avaliado o deslocamento vertical
ao longo de uma linha diagonal na laje de topoighifa 4.11 exibe os resultados obtidos no
presente trabalho e os resultados da referéncia.

Eixo diagonal da laje [m]

O I T T T
-0.005 97 4 6 8 10

-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03
-0.035
-0.04
-0.045

Us[m]

—+—Edificio NLG com matriz de rigidez das fundacGes
—Edificio NLG com apoios rigidos

----Ribeiro (2009) - ISE via MEC/MEF

------ Ribeiro (2009) - Apoios rigidos

Figura 4.11 — Exemplo 4: Deslocamentos verticaigltiaa laje

Observa-se uma boa concordancia entre os ressytadndo verificada a ocorréncia
de um recalque uniforme da edificacdo em ambos adelos. Os deslocamentos para o
modelo com solo flexivel no presente trabalho forbgeiramente maiores do que a
referéncia, o que pode ter sido causado pela n&dsyacdo da estratificacdo do solo.

Uma segunda situacdo de carregamento estudadabatht de referéncia substitui o
carregamento das lajes pela agdo de duas for¢c@oiitars concentradas de 400 kN na
direcdox; aplicadas no ponto mais alto dos pilares P1 ecB3sando assim a flexdo do
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edificio. Os resultados para esta segunda situs@da@presentados na Figura 4.12, onde se
observa que o comportamento da estrutura quandsidesada a flexibilidade do solo é

semelhante ao modelo de referéncia.
Estes resultados confirmam o adequado funcionandatestratégia aqui proposta e

baseada na aplicacdo de uma matriz de rigidez uwlada¢bes para a consideracdo do
fendmeno da ISE em edificios.

12

10

Altura [m]
»

—+—Edificio NLG com matriz de rigidez das fundacfes

—Edificio NLG com apoios rigidos

2 - - - Ribeiro (2009) - ISE via MEC/MEF
o kL Ribeiro (2009) - Apoios rigidos
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
U, [cm]

Figura 4.12 — Exemplo 4: Deslocamentos horizontais

4.5 Exemplo 5: Ndcleo rigido parcialmente fechado pordjes

Sera analisado um edificio de concreto armado sisjema estrutural é formado por
um nucleo rigido com lajes engastadas em suasgsmreahforme a Figura 4.13. A edificacédo
possui 20 andares, cada um com pé-direito de 3tsndodas as lajes e paredes do nucleo
possuem espessura constante de 15 cm. As demaisgdies do nucleo (em relacdo a linha

do esqueleto) e do pavimento tipo sao apresentedBgura 4.13(a).
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2.00 m ‘L 2.10m W‘ 2.00 m WL
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i 2
- “
ij"/ﬂ{ﬂ:’/[lﬁﬂ:’/[ﬂ%}’/ﬁ
g
=
X, 3 =
S <
N
X
X3
(a) Pavimento tipo (b) Perspectiva

Figura 4.13 — Exemplo 5: Nucleo rigido parcialmdetghado por lajes

O carregamento considerado inclui 20 forcas hotae unitarias (1 kN) na direc&e
aplicadas no ponto D (ponto médio da parede deofgiadnicleo) na altura da laje em cada
pavimento. Assim, o carregamento causa a flexd@sodp edificio sendo que, neste caso, 0
empenamento do nucleo é parcialmente impedidoekenca das lajes. Consideram-se as
seguintes constantes elasticas para todos os amstwi edificio: E = 20 GPave= 0,25.

Para este exemplo a seguinte malha foi adotads @p@ analise de convergéncia:
utilizam-se 5680 elementos finitos de casca NLG @proximacdo cubica para as lajes
(sendo 284 por pavimento) e 40 elementos de n{2lem cada tramo). Apresentam-se como
referéncia os resultados obtidos para dois modelas discretizam todo o edificio em
elementos de casca: o primeiro modelo de referéoicEmocessado no proprio programa aqui
desenvolvido e utiliza 16800 elementos de casca M@ aproximacdo cubica para lajes e
paredes, enquanto a segunda referéncia é um mpelessado no programa ANSY8&om
40289 elementos de casca SHELL63 cuja ordem deiapagao € linear (ANSYS, 2010).

Inicialmente considera-se que o nucleo é engastadbase, desconsiderando-se a
flexibilidade do solo. A Figura 4.14 exibe os réadbs de deslocamentos horizontais na

direcédo da forca ao longo da altura, medidos naopbrda secao do nucleo.
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20
18
16
14
e 12
o
c 10 ¥ Elemento de ntcleo
S
6_5 8 —o-Paredes em casca
6
4 ----ANSYS (SHELL63)
2
0 i& T 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35
U, [cm]

Figura 4.14 — Exemplo 5: Deslocamentos horizontais

A Tabela 3 apresenta resultados de deslocamesttisais (ou longitudinais, neste
caso) para sete diferentes pontos da secao traakderndcleo localizada no topo do edificio,
isto &, enxs = 60,0 m.

Tabela 3 — Deslocamentos verticais da sec¢do dedmpdcleo do exemplo 5

Uz [mm]
Ponto Elemento de| Paredes em| ANSYS®
nacleo casca (SHELL63) C B
A -0,29 -0,33 -0,31 ? =
B Co77 T -0,79 076 d
C -0,78 -0,80 -0,76 D4
D Zo001 T -0,01 001 .G
TTE T 0,76 077 0,74 i iy
F 0,74 0,76 0,73 E F
e 027 030 029

Os resultados séo considerados satisfatorios faroam a eficiéncia da formulacdo
aqui proposta. A Figura 4.15 ilustra o aspecto dafiguracdo deformada do edificio

(ampliada 1000 vezes) com resultados dos deslotamarizontais na direcae.
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Legenda;

0.03540
I 0.03147
002753
0.02360
0.01267
001573
0.01180
0.00757

0.003593

0.00000

Uz [m]

Figura 4.15 — Exemplo 5: Aspecto da deformada dfécex

Na Figura 4.16 s&o apresentadas as distribuig@éenddes normais e de cisalhamento
para a secao transversal da base do nucleo.

(a) Normalo,; (b) Cisalhamente;, (c) Cisalhamente3
Legenda: Legenda: Legenda:
FEF.2100 11.50330 5747750

I 61221089 I 594559 I 5015466
437 30075 539045 4259142
252359057 383407 3559818

I 57 45056 I 1.27766 I 2530454
-87.42956 —-1.27876 21.01169
—262 33567 -3.83517 13.715845
—437 24578 -5.39158 542521

I -E12.15559 I —-5.94799 I -0.56503
=7E87.07000 1150440 -8.16127

[KN/m2] [KN/m2] [kN/m?]

Figura 4.16 — Exemplo 5: Tensdes na base do nucleo



Capitulo 4 — Exemplos numéricos141

A fim de avaliar a influéncia da rigidez das lajes comportamento do edificio foi
realizada uma segunda andlise na qual se observaariacdo dos resultados de
deslocamentos, rotacbes e do empenamento do nugido para diferentes espessuras de
laje, sendo os resultados comparados ao caso dieondolado, isto é, sem a presenca das

lajes. Os resultados sao apresentados nas Figlag 4.18, tendo sido aferidos na linha de
referéncia que passa pelo ponto D da secéo.

20 20
18 18
16 -O-Sem laj 16 -O-Sem lajes
em lajes
oM 2 14 —<Lajes de 1 mm
= 12 —<Lajes de 1 mm c 12
o ) Q —-Lajes de 2 cm
g 10 ~>-Lajes de 2 cm § 10
3 = Lajes de 5
5_5 8 -=-Lajes de 5 cm ELU ) -=Lajes de 5 cm
i —&—Lajes de 10 cm
6 —A-Lajes de 10 cm 6
4 ->¢Lajes de 15 cm 4 —>¢Lajes de 15 cm
2 ) ---Lajes de 30 cm 2 1 ---Lajes de 30 cm
0= 0 * |
0 1 2 3 4 0 2 4 6 8

05 [radx1079]

(a) Deslocamentos horizontais (b) Rotagcéo em tdmeixo vertical

Figura 4.17 — Exemplo 5: Resultados para diferezgpessuras de laje

20 ) .
QR -O-Nucleo sem lajes
18 | XX } |
] QX
16 ! QX —><Lajes de 1 mm
: R K
xR
g 14 -: % )% ~0-Lajes de 2 cm
T 12 i R
g 10 |t Redy —=Lajes de 5cm
g : ¢ R
8 |\ ¥ R —ALajes de 10 cm
| o
6 [ X
: S <Lajes de 15 cm
4 E /’i“/’?;
2 ; s ---Lajes de 30 cm
! XA =%
0 i = . T
0 0.5 1 15
W [104]

Figura 4.18 — Exemplo 5: Empenamento do nucleo gifgeentes espessuras de laje

Observa-se que quando as lajes possuem espessitwafima (1,0 mm) as mesmas
nao oferecem rigidez suficiente para interferiraoonportamento mecéanico do nucleo, e os

resultados obtidos nesta situacdo sao praticanesnieesmos do nucleo sem nenhuma laje.
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Aumentando-se a espessura das lajes para 2,0 a@ ¢dservam pequenas reducdes do
empenamento, dos deslocamentos e das rotacGes.ddlangue se consideram maiores
espessuras para as lajes verifica-se o aumentigidazr a torcdo da edificacdo, 0 que era
esperado. Estes resultados indicam o adequadmfamento da estratégia de acoplamento
entre o elemento de nucleo e as lajes conside@edmpenamento da secéo.

Sera agora analisado o mesmo edificio (para odasajes com espessura de 15 cm)
considerando-se a flexibilidade das fundacdes étraa estratégia de calculo de uma matriz
de rigidez do sistema solo-fundacéo. Para estésarsdra admitido que o edificio encontra-se
apoiado em uma placa de fundagao do tipo radier foomato (em planta) quadrado com
lados de 4,0 metros e 50 cm de espessura sobra@ulogéneo cujo modulo de elasticidade
tem valor E = 200 MPa (ou seja, 100 vezes menor que o moduloaterial da edificacéo) e
coeficiente de Poisson nulo. Para o material deeratimitem-se as mesmas propriedades
elasticas dos materiais que constituem os deneiseeitos estruturais do edificio.

A Figura 4.19 apresenta as malhas discretas aotpara analise das fundacoes,
tendo sido utilizados 108 elementos de contornogslgpara a modelagem da superficie do
solo e 648 elementos finitos de casca com formalagi@vencional para a modelagem do
radier. E possivel observar nestas malhas a digmsie elementos ao longo das regides de
apoio das paredes do nucleo onde se desenvolpessesa destas paredes.

\\ //
//
- &
| ~ / N
[
[ 1A
(a) Elementos de contorno (b) Elementos finitos

Figura 4.19 — Exemplo 5: Malha discreta para aadlas fundacdes

Conforme descrito no item 3.5.1, a consideracéiteddilidade do solo para o nlcleo
rigido pode se dar de duas maneiras distintasulealdo-se uma matriz de rigidez para o
Unico ponto de apoio do elemento reticulado deewmiolu para diversos pontos da fundacao
sendo, nesta segunda alternativa, utilizada umbanth$creta auxiliar de elementos de casca

NLG com espessura fina na base do edificio quegstarem acoplados a secédo, transmitem
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indiretamente os coeficientes de rigidez do sistemia-fundacdo para o nucleo. Dessa
maneira, evita-se a necessidade do tratamentoraigata matriz de rigidez obtida para as

fundacdes via matriz de incidéncia cinematica ddewl Na primeira opcéo define-se o ponto

de apoio flexivel para o nucleo (isto €, o n6 pargual se calculam os coeficientes de

flexibilidade) como sendo o né da malha de fundagpd® tem a mesma coordenada que o
ponto D na base do edificio. Ja para a segundaapgdigacdo com as fundacdes os pontos
escolhidos sdo os nés vizinhos a regido de apsipades.

Para avaliar a influéncia que o empenamento dtea@obre base flexivel exerce no
comportamento estrutural do edificio foram anaksaguatro possibilidades de modelos com
apoios flexiveis, sendo as caracteristicas de wadzlo descritas a seguir:

* Modelo 1A: considera-se a flexibilidade do solddage do nucleo de maneira indireta
com "molas" de fundacéo calculadas para os nésdierrque ndo estdo localizados
na regido de apoio das paredes, transmitindo-seaigientes de rigidez da fundacéo
atraves de elementos de cascas NLG auxiliaresabmph secao do nucleo;

= Modelo 1B: mesma consideracdo do modelo 1A, porgmomnto-se que no né da base
do elemento de nucleo o grau de liberdade de emparta € totalmente restrito;

* Modelo 2A: considera-se a flexibilidade do solo base do ndcleo aplicada
diretamente ao n6 de barra, ou seja, calculam-séa&¥hde fundacdo para um unico
ponto da malha discreta do radier sendo que asleoadas deste ponto coincidem
com as coordenadas do no pertencente a linha deleiricleo na base do edificio;

* Modelo 2B: mesma consideracdo do modelo 2A, porémomnto-se que no no da base
do elemento de nucleo o grau de liberdade de empania € totalmente restrito.

Para os modelos 2A e 2B, neste exemplo, ha ainéaessidade de restringir os graus
de liberdade correspondentes ao giro de torcdo, wemaque, da maneira como foram
formulados os elementos discretos utilizados néisendas fundacdes, o valor da "mola" de
torcdo para qualquer n6é das cascas no radier aesait valor nulo. Por este motivo as
componentes horizontais dos vetores generalizadosegdo da base do ndcleo foram
restringidas nestes dois modelos. Para os modélas 1IB ndo ha necessidade de impor tal
condicao, pois a vinculagdo tridimensional dosda®sasca NLG na base do edificio faz com
que as rigidezes de translacao dos diversos re® sglicitadas, evitando assim que o giro de
torcao esteja livre, nestes casos.

Os resultados obtidos na analise anterior comiderss;do de apoios rigidos séo
utilizados agora como referéncia. A Figura 4.20bexos deslocamentos horizontais na
direcéox, (medido no ponto D) para os modelos estudadosr@dse que os deslocamentos
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de todos os modelos com apoios flexiveis sdo npudrimos, tendo alcancado valores muito
maiores quando comparados a situacédo de engasg@en base. Além disso, observa-se
uma maior inclinacdo da estrutura em relacdo ao eertical para o caso de fundacdes

flexiveis.

- - Apoio Rigido

——Apoio flexivel - Modelo 1A

Pavimento
=Y
o

8
6 -O-Apoio flexivel - Modelo 1B
4 -0~ Apoio flexivel - Modelo 2A
2 - Apoio flexivel - Modelo 2B
0 = ‘
0 2 4 6 8 10
U, [cm]

Figura 4.20 — Exemplo 5: Deslocamentos horizortais ISE

A Figura 4.21 apresenta a variacdo do momentorfidi (em torno de um eixo local
gue passa pela se¢do na direcdo doxixao longo da altura do nucleo rigido. Observa-se

gque os valores de todos os modelos analisados fa@imamente 0S mesmos.

- - Apoio Rigido 20

—&—Apoio flexivel - Modelo 1A 18

—-e—Apoio flexivel - Modelo 1B 1‘61 9
—~Apoio flexivel - Modelo 2A 12 CIC)
—><-Apoio flexivel - Modelo 2B 10 §
>
8 ®©
6 ol

4

2

: 0

-700 -500 -300 -100
M, [kN.m]

Figura 4.21 — Exemplo 5: Momentos fletores no mclem ISE

Analisou-se também o comportamento de torcdo dffciedpara os modelos com

apoios flexiveis. Neste caso, a fim de comprovarflaéncia da rigidez das fundacdes do
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nacleo no comportamento do edificio foi também pssado um quinto modelo com as

mesmas consideracdes do modelo 1A, porém, admitedque os elementos de casca

auxiliares internos e acoplados a secdo da baseldeo possuem espessura de 1,0 metro

para simular a presenca de um bloco rigido. Dessaaf estes elementos de casca além de

transferir a flexibilidade do solo para o nuclemmovem um enrijecimento a torcdo. Este

novo modelo recebeu a denominacdo de modelo 1A/Bloco

Os resultados da variagdo do empenamento, déicotan torno do eixo vertical do

nacleo e do momento de torcdo ao longo da alturaedibicio sdo apresentados,

respectivamente, nas Figuras 4.22, 4.23 e 4.24.

20
- --Apoio rigido 18
—-Apoio flexivel - Modelo 1A 16
14 £
-o-Apoio flexivel - Modelo 1A/Bloco ()
12 2
—e-Apoio flexivel - Modelo 1B 10 c>u
3 o
-0~ Apoio flexivel - Modelo 2A 6
- Apoio flexivel - Modelo 2B 4

T 0O ®
-05 -04 -03 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
W [104]

Figura 4.22 — Exemplo 5: Empenamento do nucleo I&kn

= -Apoio Rigido

Pavimento

——Apoio flexivel
—-Apoio flexivel
—-e—Apoio flexivel
-~Apoio flexivel

¢ Apoio flexivel

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
05 [rad x 109

- Modelo 1A
- Modelo 1A/Bloco
- Modelo 1B
- Modelo 2A
- Modelo 2B

Figura 4.23 — Exemplo 5: Rota¢gfes em torno do eextical com ISE
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- - Apoio rigido 20

-4 Apoio flexivel - Modelo 1A
—-Apoio flexivel - Modelo 1A/Bloco

-e-Apoio flexivel - Modelo 1B

Pavimento
|_\
N

-o-Apoio flexivel - Modelo 2A 8

->¢Apoio flexivel - Modelo 2B

-500 -200 100 400 700
M- [kN.m]

-800
Figura 4.24 — Exemplo 5: Momento de torgéo no rajictem ISE

Neste caso, observou-se que os modelos 1B, 2BRIdod apresentaram resultados
muito préximos ao modelo com apoio rigido, enquardanodelos 1A e 2A apresentaram
maiores diferencas devido a ocorréncia de empertanmenbase do nucleo. No caso das
rotagcbes em torno do eixo vertical, apesar dosresldiferentes obtidos com os modelos
flexiveis 1A e 2A, é possivel perceber que o cotamoento das curvas a partir de certa altura
€ semelhante. Para os resultados de empenamestanerdento de torcdo nota-se também
que a partir do 9° pavimento os valores sado pragcée 0S mesmos para todos 0s casos
considerados.

Com base nos resultados obtidos € possivel afirguer a flexibilizacdo do
empenamento do nucleo pode influenciar no seu cdarpento de tor¢cdo, enquanto que para
0 comportamento mecanico de flexdo a influéncia edgpenamento foi insignificante.
Observa-se, no entanto, que as influéncias saayezal, mais acentuadas nos pavimentos
préximos a base, enquanto que para pavimentospr@isnos ao topo do edificio a rigidez
do nudcleo tende a uniformizar os efeitos, reduziadsim as diferencas entre os valores
numeéricos.

No que diz respeito ao aspecto computacional,re@ése que os modelos de niumero
1 (1A e 1B) foram mais dispendiosos do que os medaéonumero 2 (2A e 2B), tanto na
determinacao da matriz de rigidez das fundacOestguea aplicacdo desta matriz ao modelo
do edificio, por envolverem uma quantidade maior pd@tos de ligacdo entre infra e
superestrutura. Afinal, quanto maior for a quantelde pontos escolhidos para o céalculo dos
coeficientes de flexibilidade das fundacdes, magna a matriz de rigidez, o que onera o
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tempo computacional de ambos o0s programas. Alénsodika necessidade de se

compatibilizar as coordenadas dos diversos néddga fundacdo com uma malha discreta

auxiliar de cascas na base do modelo do edificid&sNaumentando a quantidade de

elementos e de variaveis do problema. A compatédgio das coordenadas se torna complexa

a medida que a malha das fundacdes e da secaoctm rdirefinada. Por outro lado, os

modelos de numero 2 oferecem maior praticidadenatwirem um Unico né de ligacao entre

a infraestrutura e o ndcleo, o que resultou, psta@aso (e neste exemplo), em uma matriz de

rigidez com seis linhas e seis colunas apreseatadguir (valores em unidades de kKN e m).

(1272192 0 15500 0 8626
0 1196639 0 -4107 0 ¢

K] _| 15500 0 605522 0 - 54490 | (4.3)
Exemplo 5 0 ~4107 0 736461 )
8626 0 -54490 0 656674 [
0 0 0 0 0o 0

Apesar de oferecer maior praticidade, a aplicad&o coeficientes de rigidez
diretamente ao n6 do elemento reticulado de nutdeo como principal limitacdo a
possibilidade de se considerar apenas duas sitiagliEemas para 0 empenamento:
totalmente livre ou totalmente restrito.

A anadlise da variagcdo do empenamento para o mdledivel 1A na Figura 4.22
mostra que a rigidez das fundacdes pode influemoavalor do empenamento na base do
nacleo. No entanto, € importante observar que l@steaisticas adotadas para o sistema solo-
fundacdo deste exemplo atribuiram grande flexinilel & superestrutura, causando um
aumento de mais de 60% do deslocamento horizorteilhm no topo do edificio em relacao
a situacdo de apoios rigidos, conforme mostra ar&ig.20. Na pratica, os sistemas de
fundacado usuais para nucleos rigidos em edificiomdltiplos pavimentos séo, geralmente,
mais robustos e com caracteristicas que Ihe confeigidez elevada, como no caso do
exemplo citado no capitulo 1 em que nucleos es#istale um edificio recém-construido em
Sé&o Paulo se apoiam em um radier com espessur@ deegos. A analise dos resultados do
modelo 1A/Bloco demonstra que, quanto maior for pessura do radier, menor é o
empenamento do nucleo na base com consequente tawtaetigidez a tor¢do do edificio, de
forma analoga ao que acontece com o empenamenivelale cada pavimento para maiores
espessuras de laje, conforme visto na andlisei@ntéogo, para sistemas de fundacdes

rigidos, a adocdo do modelo 2B é aceitavel.
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Em relacdo a convergéncia dos resultados, todosnadelos processados neste
exemplo convergiram em apenas trés interacdes) @dd novamente observado que valores
significativos para a posicao de equilibrio finatam alcancados ja na primeira iteracdo em

todos os casos analisados.

4.6 Exemplo 6: Edificio reforcado por um ndcleo estrutwal

Neste exemplo serd analisado um edificio de comemnado com sistema estrutural
formado por pilares, vigas, lajes e um nacleo dggendo a distribuicdo e a orientacdo destes
elementos estruturais apresentadas na Figura }1.Este mesmo exemplo foi analisado em
diversos outros trabalhos realizados no Departameet Engenharia de Estruturas da

EESC/USP, e alguns destes serdo aqui utilizados oefer@ncia para analise dos resultados.

S5m 5 Sm )
P1 | P2 | p3|
= s |
E
vy
P5
P4 4
F
—y— =
a v
P6 P7
i P
=
mn
= E
X, e
P8 P9 P10
x- 3 TR TITT T777
3 1
(a) Planta do pavimento tipo (b) Detalhes do nucleo  (c) Vista lateral

Figura 4.25 — Exemplo 6: Edificio com um nacleastral

O edificio possui 15 pavimentos, cada um com &0as de pé-direito, totalizando 60
metros de altura. Todos os pilares (P1 a P10)astad vigas (V1 a V4) tém secéo retangular,
sendo as dimensdes destes elementos estrutuspisctigamente, 25 x 50 cm2 e 20 x 60 cm?2,
Tanto as lajes quanto as paredes do nucleo ténssespeconstante de 15 cm. Para o0s
materiais da estrutura do edificio admite-se médel@lasticidade E = 20 GPa e coeficiente
de Poissom = 0,25.
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Em cada pavimento consideram-se 0S seguintes geamemtos: vigas com
carregamento vertical distribuido uniforme de 20rkNpontos A e E do nucleo com forcas
verticais concentradas de 70 kN; pontos B e D déenleom forcas verticais concentradas de
180 kN; ponto "a" (localizado entre os pilares PA6¢ com uma forca horizontal F = 51 kN
para simular a acdo do vento. No Ultimo pavimewltaje seria a cobertura) 0s mesmos
carregamentos sao aplicados, porém com metadeattrey citados. A estrutura do edificio
estd, portanto, submetida a flexo torcéao.

A malha adotada apds uma andlise de convergéradida 10680 elementos de casca
NLG e 1920 elementos de barra NLG. Foi inicialmeanalisada a situacdo em que todos os
pilares e o nudcleo rigido sdo engastados na baseddiwio, sendo os resultados de
deslocamentos horizontais na direcdo da forca Fdifftne no ponto central de cada
pavimento) apresentados na Figura 4.26. Estegdadsslforam comparados com outros trés
modelos extraidos de trabalhos anteriores: um monmeodelo de referéncia € o modelo de
Souza Junior (2001), que adota cinematica lineamnsidera a interacdo entre o nucleo e as
lajes; outros resultados a serem comparados sde 8dva (1989) que considera a NLG via
processo aproximado de 22 ordem e admite as lajes diafragmas rigidos nos seus planos e
completamente flexiveis nos planos normais a sperfiuie; o terceiro modelo de referéncia,
proposto por Martins (2001), considera a NLG també@processo aproximado de 22 ordem
e discretiza as lajes em elementos finitos de pmssiderando, assim, a rigidez transversal a
flexdo e diafragma rigido para o comportamento ftbpa destes elementos. Apresentam-se
também os resultados para um modelo processadmesenpe trabalho no qual as paredes do
nucleo rigido séo discretizadas com elementos sleaddlL G.

15 -
e
L7
12 - %
s/
(@]
e}
s 9
e —*%-Elemento de nicleo NLG
=S .
D(? 6 - -8-Ndcleo em cascas NLG
—e—Linear (Souza Jr., 2001)
3 - - = NLG e diafrag. rigido (Silva, 1989)
----- NLG e Elem. Finito de placa (Martins, 2001)
0 \ \
0 5 10 15 20 25
U, [cm]

Figura 4.26 — Exemplo 6: Deslocamentos horizontais
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Comparando-se os resultados do presente trabalhoocmodelo linear de Souza
Junior (2001) observa-se a ocorréncia de maiorslaenentos devido a NLG, o que era
esperado. E possivel perceber também que a camgideda rigidez transversal das lajes no
comportamento mecéanico do edificio resultou em wdato menos flexivel. O modelo NLG
em 22 ordem que discretiza a laje em elementdsdinie placa com diafragma rigido para o
comportamento de chapa (MARTINS, 2001) se mostigeirahmente mais rigido do que o
modelo proposto no presente trabalho, que utilementos de casca.

A Figura 4.27 apresenta os resultados de rotam@etrno do eixo vertical medidos
no ponto central de cada pavimento. Os resulta@ims@mparados com o modelo NLG em 22
ordem de Silva (1989) e, neste caso, 0 modelo slecagdo de paredes planas resultou em

menores rotacdes do que modelo aqui proposto, rapesaia grande flexibilidade a flexao.

15

-»—Elemento de nlcleo NLG \

12 - -B-Nucleo em elementos de casca NLG \

= =22 ordem com diafragmas rigidos (SILVA, 1989) ,'

Pavimento

05 [rad x 107]

Figura 4.27 — Exemplo 6: Rotacbes em torno do eextical

Na Figura 4.28 visualiza-se o aspecto do edifiefiormado (amplificado 100 vezes)
com resultados de deslocamentos verticais nas f@es uma vista superior, além dos
resultados de deslocamentos horizontais na diregdorca F em cada pavimento para uma
vista da fachada frontal. Nota-se que o maximoogashento horizontal no topo do edificio
foi de aproximadamente 20,82 cm para esta andliségura 4.29 exibe com maior detalhe
um trecho da estrutura deformada no qual € posgéreeber que ha influéncia das paredes
do nucleo empenado no comportamento das lajestfant@lo nas deformacdes dos
pavimentos fora de seu plano.
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Legenda: Legenda:
0.00027 020513
-0.002235 0.15502
=0.004735 016185
-0.00723 / 0.13569
-0.00973 /[ 0.11552
-001223 /‘/ 0.09256
=-0.014735 0.069149
-0.01723 ///- 0.04603
-0.015873 0.02256
-0.02224 -0.00031
(a) Deslocamentos verticais nas lajes [m] (b) Deslocamentos horizontais [m]

Figura 4.28 — Exemplo 6: Deslocamentos do edificio

Legenda:

noonzz
I -0.00223
-0.00473

-0.00723

Estrutura indeformada

-0.00973
Rl peeic
-0.01473

-001723

S~ Elemento de nticleo
-001973

-0.02224

[m]

Figura 4.29 — Exemplo 6: Lajes deformadas

Apresentam-se na Figura 4.30 as tensdes norntiEscesalhamento na secao de base
do nucleo obtidas no presente trabalho.

A fim de verificar a influéncia das lajes no compmento do edificio realizou-se uma
andlise comparativa de resultados para diferenspgeseuras de laje. Os resultados de
deslocamentos horizontais medidos no ponto cetéralada pavimento sdo apresentados na
Figura 4.31, na qual se observa que, quanto mpessa for a laje, mais rigida se torna a
estrutura do edificio. O mesmo comportamento feeobado por Souza Junior (2001) para o
regime linear geométrico. Os valores de deslocammmdiximo no topo do edificio para cada
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espessura foram comparados com os resultados shtadanalise do modelo linear citado.
Esta comparacéo é apresentada na Tabela 4.

Normaloy; i Cisalhament®» ; Cisalhament® 3
Legenda: E Legenda: E Legenda:
SE1 94300 E 284517000 E 202935000
I — 1006150687 E I 22739 B3556 E I 1561 356589
257424433 E 163414111 E 109336778
—4742 33800 E 1028 B2667 E B25 37EET
—GE10.43167 E 42311222 E 15735556
. -5478 52553 E . —-182.40222 E . -310 E055E
—10346 61300 | 75791667 i -775. 50667
-12214 71267 E 139343111 E 1246 558775
I —-14052 80833 E I —1955 94556 E I 1714575549
-15950.80000 [kN /mZ] ' -2604.45000 [kN /mZ] ' -2152.57000 [kN /m2]
Figura 4.30 — Exemplo 6: Tensdes na base do nucleo
15 4
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)
c
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>
g 6 --- Lajes com esp. de 1 cm
—=—Lajes com esp. de 5 cm
3 -o-Lajes com esp. de 10 cm
—*-Lajes com esp. de 15 cm
O T T 1
0 5 10 15 20 25
U, [em]

Figura 4.31 — Exemplo 6: Deslocamentos para difeseespessuras de laje

Tabela 4 — Resultados para diferentes espessutagsielo exemplo 6

Espessura das lajes
Modelo
1cm 5cm 10 cm 15 cm
Presente trabalho 22.35 21.43 18.24 15.32

Linear (SOUZA JUNIOR, 2001) 17.95 17.61 15.80 13.30
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Apresentam-se na Figura 4.32 os resultados derampnto do nucleo e de rotacao

em torno de seu eixo longitudinal para diferenggessuras de laje.

. ' 15
--Lajesdelcm - -Lajes de 1 cm
—Lajes de 5 cm 12 —Lajes de 5 cm
o . —o—Laj:es de 10 cm g 9 —-Lajes de 10 cm
S =<Lajes de 15 cm g -~<Lajes de 15 cm
g 5 > 6
= ]
g a
3 3
i 0= 0
-1 0 1 2 3 4 0 2 4 ° °
W [107] 05 [radx 107]
(a) Empenamento (b) Rotagéo em torno do eixo

Figura 4.32 — Exemplo 6: Comportamento do nuclgioloi

Foi em seguida realizada uma analise do compontammecanico deste edificio
considerando-se agora fundacg@es flexiveis atragésnth matriz de rigidez calculada para
todos os pontos de apoio da estrutura. Optou-seaplarar os coeficientes de rigidez das
fundacdes diretamente aos ndés de base dos elenretimdados de apoio da edificacéo,
inclusive para o nucleo rigido. Com o intuito deifigar a influéncia do empenamento da
base do nucleo nos resultados, foram analisadssnatmilelos distintos: um primeiro modelo
(A) considera que o empenamento do no de nucldmasea é totalmente livre e um segundo
modelo (B) admite que as fundacdes séo rigidasidente para impedir este empenamento.

Para as fundacdes foi considerado que o edifeciap®ia em uma placa tipo radier
com espessura de 50 cm e cujas dimensOes em pémtapresentadas na Figura 4.33, sendo
a linha tracejada o limite da edificacdo. O radieenrijecido por 12 estacas de 30 cm de
diametro que atingem a profundidade de 9,0 meserso adotada uma estaca vertical para
cada pilar do edificio e duas estacas inclinadgs &baixo do nucleo rigido. Considera-se que
0 topo das estacas inclinadas coincide com o rdldigago elemento de nucleo de maneira a
oferecer rigidez a tor¢cdo das fundacdes para &sterto, enquanto que, para os pilares, as
"molas"” de torcao terdo valor nulo por razdes jineatadas anteriormente. Para a malha
discreta das fundacbes s&o utilizados 92 elemeatgosontorno planos para o solo, 36
elementos de contorno de linha de carga, 552 ebasidmitos de casca com formulagéo
convencional para o radier e 36 elementos finimbalra com formulagéo convencional para

as estacas.



154 Tese de Doutorado — Wagner Queiroz Silva

O solo é homogéneo e possui médulo de elasticiladel50 MPa e coeficiente de
Poissonus = 0,40. Para o material das estacas e do radieitead-se as mesmas propriedades

elasticas dos demais elementos estruturais daiedifi

T 2 5m 5m 2 T
(\]
E1®---"F2¢ - - E39
1 1 .
I | v ‘
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A, | ElleE12 | |
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E6'®* 157(}9 o
! I
X2 : E
|
EEL X1 ,E%} o ,EL%
} [\l
a) Planta da fundacao orte A-A'
Planta da fund b) Corte A-A

Figura 4.33 — Exemplo 6: Fundacéo

Para esta analise considera-se 0 mesmo carregade@inalise anterior e admite-se
gue as lajes possuem 15 cm de espessura, senesutiados obtidos do modelo com pilares
e nucleo rigido engastados na base usados aqui mfer@ncia. A Figura 4.34 exibe os
resultados de deslocamentos horizontais na dirdg&orca F para o ponto central de cada
pavimento. Observa-se que, além da ocorréncia deresadeslocamentos, a curva € mais
inclinada para o caso de apoios flexiveis, e @icdstdo empenamento na base do nucleo néo

alterou os resultados neste caso.

15
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g 9
£
R
o 6 e
- - Apoios rigidos
3 -0-Apoios flexiveis - Modelo A
e < Apoios flexiveis - Modelo B
/
O i T 1
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Figura 4.34 — Exemplo 6: Deslocamentos horizortais ISE
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As Figuras 4.35(a) e 4.35(b) apresentam, res@aotnte, os resultados da variacéo

do empenamento do ndcleo e das rotacfes em torseudeixo vertical ao longo da altura do

edificio. Neste caso nota-se que os resultadosattelm com fundagdes flexiveis no qual o

empenamento da base do nucleo € restrito diferetmatielo com empenamento livre de

maneira significativa apenas para os pavimentos praikimos a base do edificio, sendo que

a partir do 2° pavimento os resultados sdo muibaipros. Nota-se ainda que a flexibilizacéo

dos apoios reduziu as intensidades de empenameetootacdo do nicleo neste caso.
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Figura 4.35 — Exemplo 6: Comportamento do nuclgdoicom ISE

Foram também analisados os esforcos de momeimo ffle nicleo em torno de uma

linha que passa pela secao na direcdo doxgiggara 0 momento de tor¢cdo do nucleo rigido,

sendo os resultados apresentados na Figura 4.36.
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Figura 4.36 — Exemplo 6: Esforgos internos no raiclem ISE
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Em ambos os casos de apoios flexiveis observapsessiva alteracdo destes esforcos
guando comparados ao modelo com apoios rigidasgipalmente para trechos localizados
nos pavimentos inferiores. Para os pavimentos ma&igimos ao topo as diferencas dos
resultados em relagdo ao modelo de referéncia séones.

Analisaram-se também os esforcos internos de morfletor no pilar P5 (para os nés
inferiores de cada tramo) e de momento de tor¢cdulapoP2 (para os nos superiores de cada

tramo), sendo estes resultados apresentados na Bigd.
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© 9 o 9 -
= E
> > - . ;o
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3 3
-“Apoios flexiveis (B)
0 w ‘ 0
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 0 0.5 1 1.5 2
M, [KN.m] M+ [kKN.m]
(a) Momento fletor M no pilar P5 (b) Momento de torg&o no pilar P2

Figura 4.37 — Exemplo 6: Esfor¢os internos em edarom ISE

Observa-se que, diferente do nucleo rigido, adikzacédo dos apoios causou nestes
pilares um acréscimo nas intensidades de momeletimsels e momento de tor¢cdo quando
comparados ao modelo com apoios rigidos, o quedngiue houve uma redistribuicdo de
esforgos internos da estrutura. Estes resultad@dara também que a eficiéncia do nucleo

depende da rigidez da sua fundacéo.

4.7 Exemplo 7: Edificio com nucleos parcialmente fechas por lintéis

O exemplo a seguir € um edificio de concreto aor@mn 25 pavimentos, cada um
com 2,80 metros de pé-direito, cujo sistema estb&formado por lajes, vigas, pilares e trés
nucleos rigidos distribuidos em planta conformeiguria 4.38. Os nucleos rigidos séo
parcialmente fechados por lintéis ao nivel de gaadmento. Todos os pilares tém secédo
retangular de 20 x 120 cm? e séo orientados coefardesenho de planta baixa. As vigas
perimetrais possuem secdo retangular de 15 x 60 engfuanto que as vigas internas

(incluindo os lintéis dos nucleos) tém secdo dg 48 cm?2. As lajes possuem espessura de 15
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cm e as paredes dos nucleos tém espessura condga@te cm. Para este exemplo foram
consideradas as excentricidades viga-pilar e lgje-através da mudanca da origem dos
vetores generalizados nas sec¢fes transversaigreentomentado no item 2.2.4. Admite-se
para os materiais da superestrutura do edificioutndde elasticidade E = 38 GPa e

coeficiente de Poissan= 0,25.
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Figura 4.38 — Exemplo 7: Planta do pavimento tipo

A malha adotada ap0s uma analise de convergérutaséituida de 12200 elementos
de casca para as lajes e 3275 elementos de batdsuilos entre pilares, vigas e nucleos.
Optou-se, neste exemplo, por modelar os lintéisocpante da secéo transversal dos nucleos,
e ndo com elementos de barra, no intuito de demaorestpossibilidade da consideracédo de
secdes variaveis para o elemento aqui propostaeNsntido, cada tramo de cada elemento
de nudcleo rigido foi dividido em trés elementosidkeque dois destes possuem secado aberta e
o terceiro elemento, mais superior, possui segésversal fechada.

Foram analisadas duas situa¢cbes para 0s apoiespumeira situagao considera que
todos os pilares e nacleos sdo engastados nadrmas@ma segunda analise foram aplicados
coeficientes de rigidez para um sistema de fundfie&itvel composto por estacas e vigas de
fundacado. Optou-se por aplicar coeficientes delemidiretamente aos nos de barra tanto para
os pilares quanto para os nucleos.

Para as fundagfes, considera-se que cada umldeess fP1 a P8) se apoia sobre uma
estaca vertical com didametro de 35 cm e comprimdat@0 m. Para cada um dos nucleos
considera-se como apoio um bloco de coroamentorigie recebe quatro estacas inclinadas,
cada estaca com diametro de 35 cm e topo ligado das vértices do bloco, sendo que o

comprimento de cada uma forma um angulo de apra@amante 5° em relagdo ao eixo
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vertical e segue a direcdo (em planta) indicadgigara 4.39(a) até a profundidade de 20 m.
Para este exemplo, optou-se por modelar o blocoalementos de barra cruzados entre si
adotando para estes uma secdo extremamente mgiEmura 4.39(b) ilustra um corte da
fundacg&o no qual se observa a disposi¢cdo das estatinadas abaixo dos nucleos rigidos.

As vigas de fundacgdo ligam o topo das estacascasrtao longo do perimetro e
possuem secao retangular de 20 x 40 cm2. O matkriablo possui modulo de elasticidade
Es = 0,15 GPa e coeficiente de Poisagn= 0,35. Para as estacas e vigas de fundacéo
admitem-se as mesmas propriedades materiais dasgdel@mentos estruturais da edificacao.
A malha discreta da fundagao inclui 100 elemen&obntha de carga no MEC, 100 elementos
de barra para as estacas no MEF e mais 45 elenfanitios de barra para as vigas.
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Figura 4.39 — Exemplo 7: Fundacbes

Admite-se 0 seguinte carregamento em cada pavwmeadas as lajes recebem
carregamento uniforme de 10 kN/mz2; todas as vigasbem carga uniforme de 15 kN/m;
considera-se uma forca horizontal F aplicada recéox, no ponto indicado na Figura 4.38

gue é equivale a acdo do vento. Os valores da famgaontal F foram calculados com base



Capitulo 4 — Exemplos numéricos159

em uma norma técnica de acbes dos ventos no toalalhMartins (2001), do qual este

exemplo foi extraido. Estes valores sdo apresesitaadabela 5.

Tabela 5 — Forca horizontal em cada pavimento émeio 7

Pavimento F [kN] Pavimento F [kN]
1 41.09 14 57.91
2 44.96 15 58.43
3 47.4 16 58.92
4 49.21 17 59.39
5 50.65 18 59.83
6 51.87 19 60.25
7 52.92 20 60.66
8 53.85 21 61.05
9 54.68 22 61.41
10 55.43 23 61.77
11 56.12 24 62.11
12 56.76 25 31.22
13 57.35 - -

Os resultados de deslocamentos e esfor¢cos pasauagdes aqui estudadas foram
comparados com resultados de uma analise lineandalsida no trabalho de Martins
(2001), sendo que o modelo linear, aqui consideramno referéncia, adota a hipétese de
diafragmas infinitamente rigidos para o comportametie chapa das lajes e também
considera as excentricidades entre os elementoguzats.

A Figura 4.40 apresenta os resultados de deslotaméorizontais na direcag e

medidos no ponto de aplicacédo da forca F.
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Figura 4.40 — Exemplo 7: Deslocamentos horizontais
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Considerando-se primeiramente somente o caso desafgidos, observa-se que o
modelo NLG apresentou maiores deslocamentos do auedelo linear, o que era esperado,
sendo que o deslocamento maximo no topo do edifsoéreu um acréscimo de
aproximadamente 36%. Ao se considerar a flexilkdalos apoios no modelo NLG, os
deslocamentos, para este caso, aumentam signvificante, e o deslocamento maximo no
topo da edificacéo sofre novo acréscimo, aproximmatde de 34% em relacdo ao caso NLG
com apoios rigidos. Ao serem comparados os resgltdd modelo com NLG e ISE com o0s
valores obtidos para a andlise linear com apogdas, verificou-se que o deslocamento de
topo sofreu um acréscimo total de aproximadametfe 8

Foram também analisados esfor¢os internos em saldgas elementos estruturais da
edificacdo. A Figura 4.41 apresenta resultadosadagéo da forca normal no pilar P1 para os

casos estudados e para o modelo linear de refarénci
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Figura 4.41 — Exemplo 7: Forca normal no pilar P1

Comparando-se a forca normal dos modelos com ap@aos nota-se que, ao
considerar o comportamento NLG da estrutura, haaumento da forca normal ao longo de
todo o comprimento do pilar. Ao se admitir no modBILG a flexibilizagdo dos apoios, a
intensidade deste esfor¢o sofre um ligeiro aumeatoase do edificio.

Analisaram-se também os momentos fletorgs(éin torno do eixo local que passa
pelo centro de gravidade da secdo na direcdo doxgixao longo da altura para o ndcleo
rigido N1 e para o pilar P8, estando os resultagossentados, respectivamente, nas Figuras
4.42 e 4.43. No caso do nucleo N1, observa-se goasideracédo da ISE em conjunto com a
NLG resultou em uma reducéo das intensidades deemoshfletores em relagcéo ao caso néo
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linear com apoios rigidos, tendo sido observadasremdiferencas para os pavimentos mais

préximos a base do edificio.
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Figura 4.42 — Exemplo 7: Momento fletor no nicleb N

Em relacdo ao pilar P8, observa-se significatiiferenca na distribuicdo dos
momentos fletores ao longo da altura quando a Nic@n&iderada juntamente com a rigidez
das lajes. Nota-se também a influéncia da flexiade dos apoios que, neste caso, produziu
um movimento da curva do diagrama com consequeltéeagio das intensidades de
momentos fletores ao longo de toda a altura daicaddio, sendo observadas maiores

diferencas para os pavimentos mais proximos a base.
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Figura 4.43 — Exemplo 7: Momento fletor no pilar P8

A analise dos resultados mostra que a considede;#exibilidade do solo no modelo
NLG pode causar mudancas significativas nos esfongiernos dos elementos estruturais

através de uma redistribuicdo de esforcos. No asomodelo aqui proposto, esta
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redistribuicdo sofre ainda a influéncia da rigidies lajes em conjunto com o0s nudcleos

empenados.

4.8 Exemplo 8: Analise de um Arranha-céu

Este exemplo tem o intuito de demonstrar o potérae aplicacdo do programa
desenvolvido para analise de edificios com elevadimero de pavimentos que incluam
nucleo rigido com secao transversal qualquer. @phkefoi extraido da tese de Matias Junior
(1997), sendo que no presente trabalho analisacasmem que a edificacdo é solicitada por
forcas que causam flexo torcdo. Para esta situazdeferido autor apresentou somente
resultados de uma andlise linear, sendo estesa@ssilaqui comparados com a solugédo NLG.

O edificio possui cinco diferentes pavimentos,tipdos com pé-direito de 3,0 metros.
Os pavimentos tipo 1,3,4 e 5 se repetem 5 vezes eaduanto o pavimento tipo 2 se repete
35 vezes, totalizando 55 andares e 165 metros tdea.alA Figura 4.44(a) apresenta a
distribuicdo dos pavimentos tipo ao longo da ajtorade se observa que a diferenga entre
cada planta baixa consiste em uma reducéo da éahguntal da edificacdo de maneira que os

pilares localizados nas faces laterais "morremuantp os demais continuam.

—H Pav. tipo 5 (x 5)

] Pav. tipo 4 (x 5)

Pav. tipo 3 (x 5)

ANAAANAANAAAAAAAA A AN/
0NV /\/ AN

Pav. tipo 2 (x 35)

i i
vy
V)V

Pav. tipo 1 (x 5) —=

(a) Fachada frontal (b) Fachada lateral

Figura 4.44 — Exemplo 8: Arranha-céu
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A Figura 4.45 a seguir apresenta todos os pavosetipo em um unico desenho,
sendo a figura completa referente aos pavimentds a®. Sao indicados os limites laterais
dos pavimentos acima do 5° andar, sendo que ags®ilacalizados mais ao centro da planta e
0 nucleo estrutural percorrem toda a altura daicedidfio. A figura apresenta também as
dimensbes da secdo transversal do nucleo, cujasspalas paredes € constate e vale 10 cm.

A Figura 4.46 mostra alguns cortes nos quais sergam a disposicao de barras de
trelica na fachada frontal (cortes A-A' e B-B') ediagonais de contraventamento lateral
(corte C-C') presentes em todos os pavimentos #pceto o primeiro. As dimensdes dos

elementos estruturais sdo dadas na Tabela 6.

Tabela 6 — Dimensdes dos elementos estruturaigatoo 8

Segges transversais que sdo iguais em todos 9SSecdes transversais que mudam em cada pavimenito ti
pavimentos tipo & 9 P P
P37, P38,P39e P40 ! 20 x 40 cm? ' Pav.tipol | 20 x 40 cm?
P36 e P41 | 20 x 250 cm? Pav. tipo 2 20 x 80 cm?
Todas as vigas E 15 x 60 cm# Pilares P1 aP35¢ Pav. tipo 3 20 x 120 cm?
Barras de trelica (Figura 4.46) 10 x 10 cn) P42 a P46 Ppo# |  20x 160 cm?
Diagonais laterais (Exceto NG 4, g o ' Pav.tipo5 ! 20 x 200 cm?
pavimento tipo 1) | |

No trabalho de referéncia as lajes sdo consideradmo diafragmas infinitamente
rigidos em seu comportamento de chapa. No presabgdho foi adotada espessura de 30 cm
para todas as lajes. Para o material admitem-se@sntes propriedades elasticas: E = 20
GPa ev = 0,25. As excentricidades dos elementos estistimeam consideradas, sendo que
os pilares localizados nas fachadas frontal e iteaggantém fixa a face mais externa,
enquanto que para os pilares P11 a P29 o ponte fileinido como o ponto central da secao.

Consideram-se as seguintes cargas verticais pdos s pavimentos tipo: forcas
concentradas de 80 kN atuando nos pontos 1 e @ (ferada tramo das trelicas verticais);
forcas concentradas de 90 kN atuando no topo de ttacho dos pilares P37 a P40; forcas
concentradas de 135,55 kN no topo de cada trantodds os demais pilares e também do
nucleo estrutural.

O carregamento horizontal atua na direcdo do i@ os valores foram calculados
através de uma norma referente as acdes do ventlp sido analisado o caso em que estas
forcas séao aplicadas com uma excentricidade "e'ldaath dire¢cdo do eix® e cujo valor

corresponde a 30% da largura da fachada frontalcada pavimento tipo. A Tabela 7
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apresenta os valores das forcaem cada pavimento bem como a distancia de apticagé

relacdo ao ponto mais central da fachada frontal.
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Figura 4.45 — Exemplo 8: Planta dos pavimentos tipo
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Figura 4.46 — Exemplo 8: Cortes da arquitetura

Tabela 7 — Forcas horizontais em cada pavimenexdmplo 8

Andar Fy[kN] e[m] |Andar Fy[kN] e [m]
01 76.62 11.2 29 190.21 14.2
02 92.40 11.2 30 191.96 14.2
03 103.09 11.2 31 193.66 14.2
04 111.41 11.2 32 195.33 14.2
05 118.33 11.2 33 196.96 14.2
06 124.30 14.2 34 198.55 14.2
07 129.60 14.2 35 200.11 14.2
08 134.34 14.2 36 201.64 14.2
09 138.68 14.2 37 203.14 14.2
10 142.69 14.2 38 204.61 14.2
11 146.41 14.2 39 206.05 14.2
12 149.89 14.2 40 207.46 14.2
13 153.16 14.2 41 208.85 17.2
14 156.26 14.2 42 210.21 17.2
15 159.19 14.2 43 211.55 17.2
16 161.99 14.2 44 212.87 17.2
17 164.67 14.2 45 214.16 17.2
18 167.23 14.2 46 215.49 20.2
19 169.69 14.2 47 216.96 20.2
20 172.05 14.2 48 217.93 20.2
21 174.33 14.2 49 219.15 20.2
22 176.54 14.2 50 220.34 20.2
23 178.67 14.2 51 221.53 23.2
24 180.73 14.2 52 222.69 23.2
25 182.73 14.2 53 223.84 23.2
26 184.68 14.2 54 224.97 23.2
27 186.57 14.2 55 226.09 23.2
28 188.41 14.2 - - -

Considera-se que todos 0s apoios sédo rigidos, tsigddomedido o deslocamento
horizontal na direcao, e também a rotacdo em torno do eixo vertical paglar P5,
indicado na Figura 4.45. Estes resultados sdo epeos na Figura 4.47 juntamente com 0s
resultados do modelo linear extraidos do trabatheteréncia para este mesmo ponto.

A Figura 4.48 exibe uma vista do edificio deformgdmplificado 10 vezes) em
perspectiva frontal com valores de deslocamentagdigais na direcag,. Observa-se nesta
figura a rotagdo do edificio em torno do eixo it além do deslocamento horizontal

maximo da estrutura para o modelo com nao linedeidgométrica que, neste caso, alcancou
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valor de aproximadamente 1,10 metros. E possivigr rainda que a secéo transversal do
nucleo estrutural ndo é exibida, uma vez que aaraiitreta inclui apenas a linha de eixo do

elemento reticulado.
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Figura 4.47 — Exemplo 8: Resultados ao longo dar pib
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Figura 4.48 — Exemplo 8: Deslocamentos horizomaiedificio

Apresenta-se na Figura 4.49 a distribuicdo dasdt=nnormais na base do nucleo,
sendo possivel perceber a variacdo das tenséesngj@assdo e de tracdo nas paredes. A
Figura 4.50 exibe os diagramas de forca normal eento fletor ao longo da altura do

nucleo estrutural, tendo como referéncia o cergrgrdvidade da sec¢éo transversal.



Capitulo 4 — Exemplos numéricos167

Legenda:
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Figura 4.49 — Exemplo 8: Tensdes normais na basgiceo
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Figura 4.50 — Exemplo 8: Diagramas de esforcos@eais do nucleo
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5.CONCLUSOES

No presente trabalho € proposto um modelo parsanddo linear geométrica de
edificios de multiplos pavimentos considerandoteratdo entre todas as partes componentes
do sistema estrutural e o solo. Foram desenvoladiatégias numéricas para o acoplamento
entre os elementos finitos usados na modelagemdificie e também para a inclusdo da
flexibilidade da fundacéo, sendo estas as prirgipantribuicdes desta tese.

A estratégia cinematica de acoplamento de tope ensecédo transversal do elemento
finito NLG de barra com o elemento finito NLG desca resultou em um elemento reticulado
de nucleo estrutural que se mostrou eficiente equrgpara aplicacées praticas de engenharia.
O elemento proposto permite considerar adequadamantefeitos da interacdo nucleo-
pavimento, sendo possivel avaliar a influéncia dopenamento dos nudcleos no
comportamento mecanico das lajes e a contribuigdolajes na rigidez global do edificio.
Outra vantagem é a dispensa do uso de elementoasda para a modelagem dos nucleos
estruturais, o que resulta em significativa redugéograus de liberdade do problema. O
elemento permite também que sejam tracados diagrdenasfor¢cos seccionais precisos para
0S nucleos, informacgdes estas com as quais oslezigenestdo acostumados a trabalhar.

A técnica de penalizacao para as ligacfes erdgraegitos de barra ndo colineares no
modelo do edificio também apresentou desempenbiemrti. A estratégia proposta para a
definicdo do valor do termo penalizador se mossidiciente para os casos analisados.

Em relacdo a consideracdo dos efeitos da interagBmestrutura, a metodologia
baseada no Teorema da Reciprocidade permitiu adssaséo da flexibilidade das fundacdes
de maneira prética e eficiente. Os coeficientesgidez calculados para os diversos pontos
de apoio da superestrutura se assemelham a umnmaiste molas, porém, neste caso,
consideram a influéncia mutua entre os elementtsitesais de fundacdo vizinhas e a
continuidade do solo.

Quanto as matrizes de rigidez obtidas no progrdmaandlise do sistema solo-
fundacéo, a técnica adotada para "corrigir* a astsianobservada nos testes iniciais, apesar
de bastante simples, permitiu que estas matrizeesgem ser aplicadas diretamente no
modelo do edificio. A grande diferenca relativarenss valores dos termos da diagonal
principal e os termos fora da diagonal justificase de tal metodologia simplificada, sendo

esta assimetria atribuida a problemas numéricos.
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A substituicdo da solucdo fundamenta de Kelvia gelucdo fundamental de Mindlin
na formulacdo do MEC permitiu que apenas as reg@@msegadas do solo fossem
consideradas na geracdo de uma malha discretaagafandacées, promovendo maior
generalidade a técnica e facilitando a entradaadi®sd O modelo numérico proposto para
analise da infraestrutura permite a simulacdo diersas de fundacdo gerais, diretas ou
profundas, incluindo estacas em qualquer direcéo.

No que se refere ao desempenho do programa, oolowlo processo iterativo na
andlise ndo linear através de norma de parada sigdpose mostrou suficiente, fornecendo
resultados precisos com poucas iteracdes para msl@xemplos processados. Apesar da
desconsideracdo de uma parcela da matriz de trénsi@ da Hessiana dos elementos de
casca para o nucleo, ndo foram verificadas altesasi@nificativas na taxa e na velocidade de
convergéncia quando da aplicacéo deste procedimento

Todas as estratégias numéricas foram implementaddsstadas com sucesso,
originando um programa computacional que permitnalise de edificios completos. Os
exemplos numeéricos apresentados comprovam a Vielsdéi do programa e demonstram a
eficiéncia e a praticidade de aplicacdo destasitégins. Os resultados confirmaram a boa
precisdo da formulacdo aqui proposta quando compaas modelos de referéncia.

As andlises estruturais dos diversos exemplos dsmawam a importancia da
consideracdo das interacdes tridimensionais no edampento mecanico dos edificios,
principalmente quando a néo linearidade geométriadlexibilidade dos apoios sdo também
consideradas. A influéncia da rigidez das lajescoimportamento dos nucleos se mostrou
relevante, especialmente em edificios solicitadaw@ho. Esta influéncia ficou evidente nos
testes realizados para diferentes espessuras afe $gndo que quanto mais rigida a laje,
maior também a rigidez a tor¢do dos edificios. fiGeni-se também que o empenamento das
secdes transversais dos nucleos interfere nasnifoes das lajes fora de seu plano. Nesse
sentido, sugere-se considerar a rigidez transvel@sllajes na analise destas estruturas e
recomenda-se maior atencdo para os efeitos pramupdlo empenamento do ndcleo nos
pavimentos.

Observou-se ainda que a flexibilidade do solo jwenuma redistribuicdo dos
esforcos internos entre os elementos estruturagslficio. Quando o sistema estrutural inclui
nacleos rigidos, verificou-se que a eficiéncia elestlementos depende da rigidez de sua
fundacgdo, demonstrando assim a importancia dadenagido dos efeitos da interagdo solo-

estrutura pra estes casos.
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Apesar do foco da aplicacdo para edificios deretm@rmado, a formulacdo é geral e
pode ser aplicada para analise de edificios comb®ubhateriais. Recomenda-se maiores
cuidados com relacdo a definicAo de vinculacOesirdgidas em sistemas estruturais
especificos, como nos edificios de aco e nas esiBitmistas acgo-concreto. Gracas a
versatilidade dos elementos desenvolvidos que adarerecursos como a possibilidade de
definir geometria inicial curva e sec¢bes transusrg@m qualquer forma geométrica, o
programa pode ser aplicado para andlise de bagrparédes finas com diafragmas em geral,
incluindo problemas de engenharia mecéanica e aatioaapor exemplo. O uso de elementos
discretos para as secdes transversais pode sewda para a consideracdo de materiais
heterogéneos compositos com a simples adocdo deertiés propriedades elasticas nos
elementos planos da sec¢éo das barras, definindssga fibras heterogéneas.

Por fim, s&o sugeridos os seguintes desenvolvoegrdra trabalhos futuros:

1) Desenvolvimento e implementacdo de modos de iriskathe locais adicionais para o

elemento de barra, permitindo assim a mudancardefde secdes transversais;

2) Adocao de modelos constitutivos mais gerais patanaideracdo da néo linearidade

fisica do material;
3) Consideracao de estratificagbes do solo de fundacéo;

4) Consideracdo de nao linearidades de contato naag@es, como o escorregamento

relativo entre o solo e as estacas;

5) Desenvolvimento da mesma formulacéo para analipeatdgemas dindmicos.
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APENDICE A — O MODO DE EMPENAMENTO UNITARIO

Descreve-se a seguir a formulagdo para a dete¢cgondo modo de empenamento
unitério aplicado no elemento finito de barra tridnsional n&do linear geométrico (NLG). A
descricdo é feita conforme o trabalho de Santo®8)20sendo também apresentados os
procedimentos para o calculo da posicdo do cemtrtishlhamento da sec¢éo transversal com
forma qualquer. Os desenvolvimentos sdo baseadoteara de torcdo livre, também
conhecida como teoria de tor¢cdo de Saint-Venant.

Segundo esta teoria, admitem-se as seguintesebg®fpara o caso de uma barra
submetida a tor¢ao:

1) As dimensdes da sec¢éao transversal da barra n&wvad longo do comprimento;
2) O momento de tor¢do é constante ao longo do corapton
3) Nao ha impedimento a deslocamentos longitudinaisega, 0 empenamento € livre.

Supbem-se entdo uma barra prismatica de compinhestibmetida a momento de
torgdo constante M como mostra a Figura A.1(a). Adota-se um sistdenaixos cartesianos
(X1, X2, X3) sendo o eixxs medido na direcdo longitudinal da barra e os derparalelos ao

plano da secéo transversal.

X3
AM X2
T
) Ne—1
|
L |
|
L 3, Xl
VM,
(a) Barra submetida a torcao (b) Cinematica dacsec¢

Figura A.1 — Problema de torcao livre

Na Figura A.1(b) é ilustrada a cinematica de umt@aon qualquer sobre a sec¢éo

transversal que muda para a posig@om a ocorréncia do giro de uma linam= p em

Y

torno da origemd" a medida que a barra sofre acdo do momento detddcangulo medido
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entre om e om tem valorp, e, se este angulo for muito pequeno, o arco fdongelo

alinhamentomni ser4 muito proximo de uma linha reta normap.dAssim é possivel
escrever que os deslocamentos transvensaisséo dados, respectivamente por:
u=-(pB)sen(8)=-pLx (A.1)
v=(pB)cos(8) = Bx (A.2)

E importante comentar que a consideracdo de peguertacdes nesta etapa nao
implica em simplificacdo da cinematica para o el@mdinito de barra NLG. Afinal, o modo
de deformacgéo da sec¢ao transversal aqui calcul@e somo funcdo enriquecedora apenas
para permitir & barra a mobilidade necesséaria patansideracdo do grau de liberdade de
empenamento.

Além dos deslocamentase v, considera-se a ocorréncia do deslocamento ngédire
longitudinalw referente ao empenamento de cada ponto da segabV8nant observou que,
considerando as hipoteses anteriormente descréa®e deslocamento independe da
coordenadaxs, ou seja, para um pontog( X2) qualquer sobre a secdo transversal o
deslocamenta serd 0 mesmo em todas as sec¢fes ao longo do owenpoi

Fixando-se a secao transversal de origem (gnded) e admitindo que nesta secéo os
deslocamentos transversaise v devido a torcdo sdo nulos, tem-se para outra secao

transversal distante da origem o angtittado por:

B=ax, (A.3)
Nessa Ultima expressa@oé definido como o angulo de rotacdo da secédo pidiade

de comprimento da barra. Logo, a cinematica déitoégdescrita pelas seguintes expressoes:

u=-axx (A.4)
V=axX, (A.5)
w=w(x, %) (A.6)

Se o0 anguloa for relacionado ao deslocamento longitudinal pama trecho de
comprimento unitario, pode-se dizer que esta gmmdepresenta a intensidade de
empenamento ou 0 modo de empenamento unitario rda. Brara estabelecer esta relacéo,
considera-se a equacao de equilibrio do problem#pm@o, que envolve apenas tensdes
cisalhantes e tem a seguinte forma:

0%, 0%
ou, em notacao de indice:

=0 (A7)
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;=0 (i=12) (A.8)
Aplica-se sobre a equacdo (A.8) a técnica dosluesi ponderados adotando uma

funcao ponderador@v, de maneira que:
owlr,; =0 (A.9)
Realiza-se a integral da equacéo (A.9) no dontinaa barra e aplica-se o Teorema

da Divergéncia, obtendo como resultado a seguquagso:

[owr,;dQ = [owir, nd - [ow @, =0 (A.10)
Q r Q

Uma vez que a funcédo ponderadora € arbitraridapr pode assumir um valéw
constante e, sabendo que pelo problema de valeomterno o vetor € perpendicular ao
vetor normah no contornd’, a integral no contorno da equacéo (A.10) resuttavalor nulo,

0 que permite escrever:
[ow, @,d0=0 (A.11)
Q

Da Teoria da Elasticidade sabe-se que as relagties deformagdes e deslocamentos

sao dadas por:

_dw du_ dw

=)y, =—Ft—=——qaX A.12
Va1 = Vs dx dx  dx 2 ( )
dw dv _ dw
y32:y23:dx2+d)g: d)§+axl (A.13)
E=6=6=V,=V»=0 (A.14)

O material é considerado com comportamento etaBitiear. Assim, as componentes

de tenséo séo calculadas pela Lei de Hooke:

dw
I, =T3,=Gy ;= G[E —ax 2] (A.15)
I,=T,,=Gy,,=G OI—W+0/x (A.16)
32 23 23 dX2 1
0,=0,=0,=T,,=7,=0 (A.17)

onde G é o modulo de elasticidade transversal deriah
Substituindo-se (A.15) e (A.16) em (A.11), tengse:

j[éw,lG(w,l—axz) +0wW, G( w,ta x) | =0 (A.18)

gue pode ser reorganizada na seguinte forma:
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[G(ow, W, +ow,v,) 2 -af G(ow, %= w, §) @ = ( (A.19)
Q

Q

Ao se resolver a equacéo (A.19) encontram-se losagade empenamento ao longo da
secao da barra. Sua solucdo numérica € feita ia gparim espaco adimensional auxilié, (
&, &3) e escrevem-se aproximagdes para 0 empenameatpara o ponderadéw com uso

de fungdes de forma polinomiais, como:

W= g, (6.8, &)W (A.20)
oW=g,(&,&,,&) W' (A.21)
sendo ¢, o valor das fungdes de forma para o Ao W' e W’ valores nodais dos

parametros considerados. No presente trabalho dsvasi-se aproximacdes através de
elementos planos triangulares de ordem cubica.
Substituindo-se estas aproximacdes em (A.19) eb&m@m equacédo de equilibrio de

torcdo em sua forma fraca:
[G(p18s+0,0L)dAW =a[ G(¢ ., x,~ 81, x) dA (A.22)
A A

sendo os indicesg ey referentes aos nos de elementos finitos planag sobecao transversal
e A é a area da secao.

A equacéo (A.22) pode ser escrita ha forma deistensa algébrico:

KW =aF (A.23)
de maneira que:

K=[G(p.ps+8.,05)dA (A.24)
F=[G(¢,%~8.,x)dA (A.25)

Admitindo-se quea = 1, calculam-se valores de deslocamentos longituslinai
referentes a um giro unitario de torcdo. Estesodashentos correspondem ao modo de
empenamento unitario da se¢ao transversal.

Da forma como foi descrita, a metodologia fornacsolucéo do problema de torgéao
livre tendo como referéncia a origem’ "da secao transversal. Para o caso de barras com
secao de paredes finas esta solucdo deve ser patalama origem posicionada no centro de
cisalhamento (ou centro de tor¢ao) da secéo, aagoacio os resultados sofrem interferéncia
de um movimento de corpo rigido (SANTOS, 2008).
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Estando a origem localizada no centro de tor¢césedao transversal, isto €, passando
pelos pontos X, x;°), a cinematica de empenamento dada em (A.6) pedessscrita na
seguinte forma:
w=w(x - %°).(%- %)] (A.26)

Refazendo-se todos os procedimentos anterioreeparaova cinematica um sistema

algébrico semelhante ao da expresséo (A.23) émlptaém agora escrito em relacdo a nova

origem e, consequentemente, incluindo novas parcela

KW=aF+ax'E+ax‘F (A.27)
sendo que:
Flz_jc;%dA (A.28)
A 0%
F,=- j 2 4 (A.29)
A 0%
O empenamento total da barra, neste caso, po@s&#o como:
W= a W+ XTW+ % W) (A.30)
de tal maneira que:
W, = K*F (A.31)
W, = K'F, (A.32)
W, = K'F, (A.33)

Estando a origem posicionada no centro de cisahtmda secéo e havendo restricdo
ao empenamento, a resultante das tensdes nornsagerginenhum momento fletor na barra,

0 gque se traduz através das seguintes condi¢des:
[Ewx dA=0 e [Ewx, dA=0 (A.34)
A A
Aplicando-se a (A.30) nestas condi¢des, obtémssgainte sistema de equacdes:
[EW,x dA+ [ EW xdA X[ &, xdAO
A A A (A.35)
[EW,x dAr X[ EW x dA X[ &, x dAO
A A A

que pode ser também escrito em notagdo matrigabro

{311 %H&}: {a} (A.36)
& [ R
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sendo cada termo da matriz dado por:

a; = /[ EW, x, dA (A.37)

a,= { EW, X, d# (A.38)

a, = { EW, x, d7 (A.39)

8y, = /{ EW x dA (A.40)
As componentes do vetor livre deste sistema s@asdaor:

R = —/[ EW, % d# (A.41)

R, = —£ EW % d/ (A.42)

Com estas expressdes € possivel se calcular atenadas do centro de cisalhamento
para uma barra com sec¢ao transversal qualquereBuids, utiliza-se a equacao (A.30) para
se determinar 0 modo de empenamento unitario da lcansiderando agora a origem do
sistema de coordenadas neste ponto. Ao final deedmmento obtém-se um vetom
contendo valores de empenamento para cada porgecda transversal de uma barra com
comprimento unitério. Este vetor pode ser aplicadmo funcdo de aprimoramento para a

cinematica de torcéo de elementos finitos de liEdianensionais em geral.



