Maria do Socorro Martins Sampaio

ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA DE CASCAS
LAMINADAS REFORCADAS COM FIBRAS

VERSAO CORRIGIDA
A versao original encontra-se na Escola de Engenharia de Sao Carlos.

Tese apresentada a Escola de Engenharia de Sao
Carlos da Universidade de Sao Paulo, como
parte dos requisitos para obtencdo do titulo de
Doutor em Ciéncias - Engenharia Civil - Area de
Concentracdo: Engenharia de Estruturas.

Orientador: Prof. Tit. Humberto Breves Coda

Sao Carlos
2014



AUTORIZO A REPRODUGCAO TOTAL OU PARCIAL DESTE TRABALHO,
POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO, PARA FINS
DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.

Sl87a

Sampaio, Maria do Socorro Martins

Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas
reforcadas com fibras / Maria do Socorro Martins
Sampaio; orientador Humberto Breves Coda. S&o Carlos,
2014.

Tese (Doutorado) - Programa de Pds-Graduagdo em
Engenharia de Estruturas -- Escola de Engenharia de Sé&o
Carlos da Universidade de Sdo Paulo, 2014.

1. Cascas Laminadas Reforcadas com fibras. 2.
Anidlise N&o Linear Geométrica. 3. Método dos Elementos
Finitos. 4. Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff.
5. Método Iterativo de Newton-Raphson. 6. Principio da
Minima Energia Potencial Total. 7. Fibras curvas de
ordem qualquer. I. Titulo.




FOLHA DE JULGAMENTO

Candidata: Engenheira MARIA DO SOCORRO MARTINS SAMPAIO.

Titulo da tese: "Analise ndo linear geométrica de cascas laminadas refor¢adas com
fibras".

Data da defesa: 03/02/2014

Comissao Julgadora: Resultado:
Prof. Titular Humberto Breves Coda (Orientador)

(Escola de Engenharia de Sao Carlos/EESC) Apnovnda
Prof. Associado Marcio Roberto Silva Corréa SV AD A

(Escola de Engenharia de Sao Carlos/EESC)

Prof. Dr. Rodrigo Ribeiro Paccola AProvpopn
(Escola de Engenharia de Sao Carlos/EESC)

Profa. Dra. Larissa Driemeier APR O\ ADA-
(Escola Politécnica/USP)

Prof. Dr. José Benaque Rubert Arovans
(Universidade Federal de Sao Carlos/UFSCar)

Coordenadora do Programa de P6s-Graduagao em Engenharia Civil (Engenharia
de Estruturas):
Profa. Associada Ana Lucia Homce de Cresce El Debs

Presidente da Comissao de Pés-Graduagao:
Prof. Titular Denis Vinicius Coury






Para
Izabel, Sampaio,
Diego e Lorena






“Professores nunca morrem.
Vivem em sua memoria para sempre.
Eles estavam ld quando vocé chegou;
eles ficaram ld quando vocé foi embora.

Como acessorios.

As vezes lhe ensinavam alguma coisa,
mas nem sempre.

E vocé nunca chegava a conhecé-los realmente
nem eles a vocé.
Ainda assim, por algum tempo, vocé acreditava neles.

E, se tivesse sorte,

talvez um deles acreditasse em vocé “.

Extraido de Anos Incriveis

Em homenagem ao
Prof. Wilson Sérgio Venturini
(In memoriam)






AGRADECIMENTOS

Ao professor Tit. Humberto Breves Coda gostaria de agradecer a orientacdo,
dedicacdo, disponibilidade, generosidade e paciéncia demonstradas durante todo o
desenvolvimento desta pesquisa.

Ao professor Dr. Rodrigo Ribeiro Paccola agradeco as sugestdes e contribui¢des feitas
em diversas etapas deste trabalho.

Aos funcionérios do LIMC (Laboratério de Informética e Mecanica Computacional
“Wilson Sérgio Venturini”), Masaki Kawabata Neto, Dorival Piedade Neto, Roberto Faga
Junior e Raphael Mulinari pelo suporte prestado durante o desenvolvimento desta pesquisa.

Aos professores e funciondrios do Departamento de Engenharia de Estruturas
(SET/EESC/USP). Em especial, a secretdria de Pds-graduacdo Rosi Aparecida Jordao
Rodrigues, a Maria Nadir Minatel e 2 Melina Benatti Ostini.

Aos funciondrios do servico de biblioteca (EESC/USP) pelos excelentes servigos
prestados e pela excelente infraestrutura disponibilizada facilitando o acesso aos artigos e
referéncias bibliograficas necessarias para o desenvolvimento desta pesquisa.

Aos amigos, Fabio Carlos da Rocha e Aref Kalilo Lima Kzam, pelas experiéncias e
conhecimentos compartilhados ao longo destes anos.

Ao Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos
da Universidade de Sao Paulo (SET/EESC/USP) pela disponibilizacdo das instalacdes e
recursos computacionais para o desenvolvimento desta pesquisa.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) pela bolsa
de estudos concedida.

A Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado do Amazonas (FAPEAM), a Secretaria
de Estado de Ciéncia, Tecnologia e Inovacdo (SECTI) e ao Governo do Estado do Amazonas
pela bolsa de estudos concedida.






()

Onde se achard a sabedoria,
e onde estd o lugar da inteligéncia?
O homem ndo conhece o seu valor,

e nem ela se acha na terra dos viventes.

O abismo diz:
Ndo estd em mim;
e o mar diz:

Ela ndo estd comigo.

(...)

Com ela ndo se pode comparar o ouro nem o cristal
nem se trocard por joia de ouro fino.

Nao se fard mengdo de coral nem de pérolas;

porque o valor da sabedoria é melhor que o dos rubis.
Nao se lhe igualard o topdzio da Etidpia,

nem se pode avaliar por ouro puro.

Donde, pois, vem a sabedoria,

e onde estd o lugar da inteligéncia?

Pois estd encoberta aos olhos de todo o vivente,
e oculta as aves do céu.

A perdicdo e a morte dizem:

Ouvimos com os nossos ouvidos a sua fama.

Deus entende o seu caminho,
e ele sabe o seu lugar.
Porque ele vé as extremidades da terra;

e vé tudo o que hd debaixo dos céus.

Quando deu peso ao vento,

e tomou a medida das dguas;

Quando prescreveu leis para a chuva e caminho para o reldmpago dos trovées;
Entdo a viu e relatou;

estabeleceu-a,

e também a esquadrinhou.

E disse ao homem:
Eis que o temor do Senhor é a sabedoria,

e apartar-se do mal é a inteligéncia.

Jo 28:12-28






RESUMO

SAMPAIO, M. S. M. Analise nao linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com
fibras. 2014. 190 f. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos, 2014.

Em geral, as formulacdes disponiveis na literatura para a andlise de cascas laminadas
reforcadas com fibras substituem o meio original heterogéneo por um homogéneo
equivalente, que dificulta a identificagdo das tensdes fibra-matriz, ou requerem que a malha
de elementos finitos seja disposta de modo que os nds dos elementos finitos de fibra
coincidam com os nds dos elementos finitos de casca, que € uma exigéncia bastante restritiva
e que aumenta o nimero de graus de liberdade do sistema de equacdes resultante. Neste
sentido, o objetivo geral desta tese consiste em desenvolver uma formulagdo para a inclusao
de fibras longas e curtas aleatérias nas diversas laminas de cascas laminadas anisotrépicas
com nao linearidade geométrica utilizando o método dos elementos finitos sem aumentar o
nimero de graus de liberdade do sistema de equagdes resultante e sem a necessidade de
coincidéncia de nés na discretizacdo das fibras e da matriz. Nesta formulacdo, o elemento
finito triangular de casca laminada utilizado para discretizar a matriz possui dez nds e sete
graus de liberdade por nd, sendo trés translacoes, trés componentes do vetor generalizado e a
taxa de variagdo linear da deformacdo ao longo da espessura. As fibras curvas, curtas
aleatdrias ou longas, sdo introduzidas, em qualquer camada do laminado, por meio de relacdes
cinemdticas que garantem sua aderéncia a matriz sem a introducdo de novos graus de
liberdade no sistema de equacdes resultante. Para discretizd-las sdo utilizados elementos
finitos unidimensionais de ordem qualquer com trés graus de liberdade por né e que
consideram consistentemente a nio linearidade geométrica. Todas as grandezas envolvidas
sdo escritas em relacdo a configuracdo inicial do corpo, caracterizando a descricao
Lagrangeana total ou material do movimento. Para modelar o comportamento do material
adota-se a Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff que relaciona de forma linear o tensor
de tensdes de Piolla-Kirchhoff de segunda espécie e o tensor de deformacdes de Green-
Lagrange. O equilibrio é encontrado a partir do Principio da Minima Energia Potencial Total e
o sistema nao linear de equacdes resultante é resolvido utilizando-se o procedimento iterativo
de Newton-Raphson. As acdes externas podem ser introduzidas ao sistema de forma total ou
incremental e a contribui¢do das fibras para a energia do sistema € adicionada na matriz
global do problema. Os exemplos numéricos testados validam e demonstram as
potencialidades da formulacdo proposta.

Palavras-chave: Cascas laminadas reforcadas com fibras. Andlise ndo linear geométrica.
Meétodo dos Elementos Finitos. Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff. Método Iterativo
de Newton-Raphson. Principio da Minima Energia Potencial. Fibras curvas de ordem
qualquer.






ABSTRACT

SAMPAIO, M. S. M. Geometrically nonlinear analysis of fiber reinforced laminated
shells. 2014. 190 f. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos, 2014.

In general, the Finite Element (FE) formulations available in the literature for the analysis of
fibre reinforced laminated shells replace the original heterogeneous medium by an equivalent
homogeneous one, which makes difficult the identification of fiber-matrix stress distribution,
or require that the finite element mesh is arranged in a way that the fibre finite element nodes
coincide with the shell finite element ones, which is a very restrictive requirement and
increases the number of degrees of freedom of the resulting system of equations. In this sense,
the objective of this thesis is to develop a formulation for the inclusion of long and random
short fibres in any layer of FE laminated anisotropic shells developing large displacement and
rotations without increasing the number of degrees of freedom and the necessity of matching
nodes in the discretization of the fibre and the matrix. In this formulation, the triangular
laminated shell finite element used to discretize the matrix has ten nodes and seven degrees of
freedom per node, that are, three translations, three components of a generalized vector and
the linear rate of strain variation along the thickness. The curved fibres, long or random short,
are introduced in any layer of the laminate shell by means of kinematic relation to ensure its
adherence to the matrix without introducing new degrees of freedom in the resulting system
of equations. To discretize them, any order one-dimensional finite elements with three
degrees of freedom per node are used. These fibres elements are consistently considered by
Geometric nonlinearity. All involved variables are written with respect to the initial
configuration of the body, characterizing the Total Lagrangian description. To model the
behavior of the material we use the Saint-Venant—Kirchhoff Constitutive Law that relates
linearly the second Piolla-Kirchhoff stress tensor and Green-Lagrange strain tensor. The
equilibrium is achieved from the Principle of Minimum Potential Energy and the non-linear
system of equations is solved by the Newton-Raphson iterative procedure. External loads may
be introduced to the system by one or various steps and the contribution of fibres to the
energy of the system is added to the global matrix of the problem. The numerical examples

validate and demonstrate the potential of the proposed formulation.

Keywords: Fibre reinforced laminated shells. Geometric nonlinear analysis. Finite Element
Method. Saint-Venant-Kirchhoff Constitutive Law. Newton-Raphson iterative procedure.
Principle of minimum potential energy. Any order curved fibres.
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1. INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Compésitos laminados sdo cada vez mais utilizados nas indudstrias em que elevadas
relagdes  resisténcia-peso e  rigidez-peso sd0  necessarias ou  desejadas
(JEYACHANDRABOSE; KIRKHOPE, 1985). Estas relagdes podem ser obtidas orientando-
se as fibras em cada lamina do laminado, em dire¢des predeterminadas, de forma que os
parametros resisténcia e rigidez atendam as especificagdes de projeto (BASAR; ITSKOV;
ECKSTEIN, 2000).

Nestas condi¢des, em que se deseja otimizar suas propriedades finais € minimizar o
seu peso, € necessdrio realizar uma andlise para prever a resposta ndo linear geométrica da
estrutura sob condi¢des gerais de carregamento (JEYACHANDRABOSE; KIRKHOPE,
1985).

Devido a complexidade dos mecanismos que governam o comportamento de
estruturas constituidas por compodsitos laminados, e considerando que para a grande maioria
das aplicacdes de interesse pratico os modelos analiticos sdo muito complexos ou mesmo
inexistentes, o Método dos Elementos Finitos se tornou uma ferramenta conveniente para a
andlise de problemas com geometrias arbitrdrias e condi¢des gerais de vinculagdo e
carregamento (VENKATESH; RAO, 1985).

Além de estudar o equilibrio na posi¢do atual da estrutura, outro requisito importante
para a concep¢cao de componentes e/ou estruturas constituidas por compdsitos laminados € a
disponibilidade de modelos e métodos confidveis para prever a falha do material (BASAR;
ITSKOV; ECKSTEIN, 2000), que pode ocorrer por falha na fibra, falha na matriz, pelo
descolamento entre a fibra e a matriz e pelo descolamento entre 1aminas adjacentes (DANIEL;
ISHALI 2006).

A existéncia destes mecanismos de falha exige a disponibilidade de formulacdes e
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métodos que permitam identificar, com precisdo, a distribuicdo das tensdes nas fibras, na
matriz e das tensdes de contato entre as fibras e a matriz, fundamentais para a concepgdo e
andlise de falha de estruturas constituidas por este tipo de material (BASAR; ITSKOV;
ECKSTEIN, 2000).

Embora o problema da determinacdo do campo de tensdes em sistemas laminados seja
tridimensional (HERAKOVICH, 1998; JONES, 1975) o que se observa, de modo geral, é que
a grande maioria dos trabalhos disponiveis na literatura apresentam formulacdes com
simplificacdes cinematicas, que conduzem a obtencdo dos elementos estruturais denominados
placas e cascas para a andlise do problema de forma aproximada (QATU; SULLIVAN;
WANG, 2010).

Além dos desafios inerentes a modelagem matemdtica e a implementacao
computacional, a extensdao dos elementos finitos de casca para a andlise de sistemas
laminados refor¢ados com fibras apresenta como dificuldades adicionais a escolha do modelo
mecanico a ser utilizado para descrever o comportamento do meio reforcado e a geracdo das
malhas das superficies curvas tridimensionais com enrijecedores (LI et al., 1997).

Os métodos existentes para a andlise de estruturas laminadas reforcadas com fibras
podem ser organizados em pelo menos quatro grandes grupos: os modelos em que o meio
laminado heterogéneo € substituido por um homogéneo equivalente; os modelos em que tanto
a matriz quanto as fibras sao discretizadas com elementos sé6lidos tridimensionais; os modelos
em que a matriz € discretizada com elementos de casca e as fibras com elementos de barra e
os modelos em que a rigidez das fibras € distribuida na rigidez do elemento finito de casca
(BARUT et al., 2000). Em geral, estes modelos ou dificultam a andlise do problema de forma
local, ou aumentam o nimero de graus de liberdade do sistema de equagdes resultante e/ou
exigem a coincidéncia dos nds das fibras com os nés da matriz na discretiza¢do do problema.

A malha de uma superficie curva tridimensional pode ser gerada pela discretizacao
direta da superficie curva ou a partir de um mapeamento de uma malha plana sobre a
superficie curva desejada, sendo o segundo caso o mais simples do ponto de vista
computacional (LI et al., 1997). Em relacao aos enrijecedores, nos modelos convencionais em
elementos finitos a malha € disposta de modo que os ndés dos elementos finitos de fibra
coincidam com o0s nds dos elementos finitos de casca (LI et al., 1997), restricdo que causa
bastante dificuldade na geracdo automadtica da malha, principalmente em meios refor¢ados

com fibras aleatorias.
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1.2. DESCRICAO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL EXISTENTE

O Grupo de Mecanica Computacional (GMEC) do Departamento de Engenharia de
Estruturas (SET) da Escola de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo
(EESC/USP) dispde de um programa computacional para andlise ndo linear fisica e
geométrica de cascas laminadas anisotropicas em desenvolvimento desde o ano de 2007.

Neste programa, os parametros nodais dos elementos finitos de casca utilizados para
discretizar o dominio sdo as posicdes, diferentemente das formulagdes classicas em elementos
finitos, que utilizam deslocamentos. As deformacdes s@o medidas em relacdo a configuracdo
inicial do corpo, caracterizando a descricdo Lagrangeana Total ou Material do movimento. A
medida de deformacdo utilizada € a de Green associada a Lei Constitutiva de Saint-Venant-
Kirchhoff e ao tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. O equilibrio &
encontrado a partir do Principio da Minima Energia Potencial Total e o sistema ndo linear de
equacoes resultante € resolvido utilizando-se o procedimento iterativo de Newton-Raphson.
As acdes externas podem ser introduzidas ao sistema de forma total ou incremental.

A partir dos trabalhos de Bonet et al. (2000) e de Coda e Greco (2004), que
introduziram uma formulacdo do método dos elementos finitos com parametros nodais em
posicdes para a andlise ndo linear geométrica de estruturas, varios trabalhos, para diferentes
aplicagdes, foram desenvolvidos no SET, demonstrando a eficiéncia e a aplicabilidade da
abordagem, em posi¢Oes, tanto para a formulagdo dos problemas, quanto para a posterior
implementa¢do computacional.

Exemplos da aplicabilidade e evolu¢do da formulacdo em posi¢des podem ser
observados nos trabalhos desenvolvidos no SET a partir da introdu¢do da formulacdo por
Coda e Greco (2004), como por exemplo, para a andlise dinamica de estruturas formadas por
barras (GRECO; CODA, 2006); para a andlise nao linear geométrica com impacto de
dominios elésticos bidimensionais (MARQUES, 2006); para a anélise ndo linear geométrica
de estruturas formadas por cascas (CODA; PACCOLA, 2007); para a andlise ndo linear
geométrica de impacto bidimensional entre estruturas reticuladas e anteparo rigido curvo
(MINSKI, 2008); para a anélise ndo linear geométrica de problemas modelados por porticos
planos e sélidos tridimensionais (MACIEL, 2008); para a andlise ndo linear geométrica de

chapas com modelos constitutivos elastoméricos (PASCON, 2008); para a andlise ndo linear
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geométrica de estruturas formadas por cascas considerando variacdo linear da deformacgdo ao
longo da espessura do elemento (CODA; PACCOLA, 2008); para a andlise de impacto entre
estruturas com comportamento termo-eldstico e termo-pldstico (CARRAZEDO, 2009); para a
andlise dindmica ndo linear de estruturas formadas por cascas (CODA; PACCOLA, 2009);
para a andlise ndo linear geométrica de estruturas laminadas modeladas com elementos
tridimensionais de barra considerando o efeito do empenamento da se¢do transversal (CODA;
PACCOLA, 2010); para a andlise ndo linear geométrica de estruturas com interagao fluido-
casca (SANCHES, 2011); para a andlise dinamica nao linear de estruturas formadas por
elementos de barra tridimensionais considerando o efeito do empenamento da sec¢do
transversal (CODA; PACCOLA, 2011); para a andlise de estruturas de aco formadas a frio em
situacdo de incéndio (RIGOBELLO, 2011); para a andlise de materiais eldsticos e
elastoplésticos com gradagao funcional em regime de grandes deslocamentos e deformagdes
(PASCON, 2012); para a andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas anisotrdpicas
(CODA; PACCOLA; SAMPAIO, 2013) e; para a anélise estitica e dinamica ndo linear de
risers (SANCHEZ, 2013).

Em particular, Coda, Paccola e Sampaio (2013) utilizam a cinematica de Reissner-
Mindlin para formular um elemento finito de casca laminada anisotrépica. Nesta formulagao,
laminados refor¢cados com fibras podem ser analisados por meio de modelos homogéneos
equivalentes, que fornecem solucdes globais satisfatdrias, mas dificultam a identificacdo das
tensoes de contato entre as fibras e a matriz, que sao necessarias, por exemplo, caso se deseje

realizar a analise de falha do laminado.

1.3. OBJETIVOS

Com base no exposto nos itens 1.1 e 1.2, definem-se o objetivo geral desta tese no

item 1.3.1 e os objetivos especificos e a metodologia no item 1.3.2.

1.3.1. OBJETIVO GERAL

O objetivo geral desta tese consiste em desenvolver uma formulacio para a inclusao

Tese de Doutorado Maria do Socorro Martins Sampaio



Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras 33

de fibras longas e curtas aleatdrias nas diversas ldminas de cascas laminadas anisotropicas
com ndo linearidade geométrica utilizando o método dos elementos finitos com parametros
nodais em posicdes sem aumentar o nimero de graus de liberdade do sistema de equagdes
resultante e sem a necessidade de coincidéncia dos nds das fibras com os nés da matriz na

discretizacdo do problema.

1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS E METODOLOGIA

Os objetivos especificos desta tese sdo:

1.3.2.1. Formular um elemento finito de chapa de ordem qualquer para a analise ndo linear
geométrica de dominios eldsticos bidimensionais. Desenvolver e implementar um
codigo computacional baseado na formulag¢io desenvolvida;

1.3.2.2. Formular um elemento finito de barra simples para simular trechos de fibras
longas e fibras curtas aleatdrias inseridas via gerador automdtico em dominios
bidimensionais. Acoplar a formulagdo ao c6digo computacional desenvolvido no
item 1.3.2.1;

1.3.2.3. Propor estratégia cinematica de elemento unidimensional curvo de ordem
qualquer para simular as fibras, possibilitando a perfeita aderéncia com o dominio
bidimensional. Desenvolver e implementar cdédigo computacional baseado na
cinematica proposta e comparar os resultados obtidos com aqueles obtidos com a
cinematica das fibras desenvolvida no item 1.3.2.2;

1.3.2.4. Adaptar as formulacdes desenvolvidas nos itens 1.3.2.2 e 1.3.2.3 ao elemento de
casca laminada e implementar as sub-rotinas necessarias no programa disponivel.
Simular exemplos e analisar os resultados obtidos;

1.3.2.5. Propor estratégias para a determinacdo das tensdes de aderéncia e normal de
contato nas fibras curvas de ordem qualquer desenvolvidas neste trabalho;

1.3.2.6. Desenvolver um gerador automdtico de fibras curtas aleatérias e longas para a
andlise de dominios eldsticos bidimensionais e laminados que ndo aumente o
nimero de graus de liberdade do sistema de equacgdes resultante e que seja

independente da coincidéncia dos n6s da matriz.
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Desta forma, o programa computacional de chapa para a andlise de dominios
bidimensionais reforcados com fibras, retas ou curvas, itens 1.3.2.1-1.3.2.3, e o gerador
automdtico de fibras, tanto para chapa quanto para casca laminada, item 1.3.2.6, foram
integralmente desenvolvidos e implementados neste trabalho. Para validar as formulagdes
desenvolvidas e o c6digo computacional implementado foram testados exemplos cuja solugdo
analitica € conhecida, problemas com solucdes disponiveis na literatura e uma ferramenta
computacional, ja validada, que utiliza cinemética de Timoshenko-Reissner denominada barra
geral 3D (CODA, 2009; CODA; PACCOLA, 2010; CODA; PACCOLA, 2011).

Para a andlise de cascas laminadas reforcadas com fibras, os equacionamentos
relacionados a formulagdo das fibras foram integralmente desenvolvidos e implementados
neste trabalho, item 1.3.2.4. As sub-rotinas necessdrias para a consideracdo das fibras
resultantes da formulagdo proposta foram implementadas no programa computacional
existente descrito na secdo 1.2. Para validar a formulacdo desenvolvida foram utilizadas
ferramentas computacionais disponiveis no grupo de pesquisa, que por sua vez foram
validadas com benchmarks disponiveis na literatura.

Para visualizar os resultados obtidos, os c6digos desenvolvidos foram acoplados a um

software de acesso livre para pds-processamento em elementos finitos 2D e 3D -

ACADVIEW.

1.4. CONTRIBUICAO DA TESE

Embora todos os objetivos especificados no item 1.3 tenham sido desenvolvidos
considerando-se as particularidades do programa base deste trabalho, implementado em
posi¢des, destaca-se como principal contribuicdo desta tese o desenvolvimento de uma
formulagcdo para a introducdo de fibras curvas, longas ou curtas aleatdrias, nas diversas
camadas que compdem um laminado, modelado aqui com elementos finitos de casca, sem
aumentar o numero de graus de liberdade do sistema de equagdes resultante e sem a
necessidade de coincidéncia dos nés das fibras com os nds da matriz na discretizagdo do
problema. Conforme proposta, esta formulacao permite a simulacdo de uma grande variedade

de compésitos reforcados com fibras, como, por exemplo, aqueles mostrados na Figura 1.
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COMPOSITOS REFORCADOS COM

FIBRAS
UNICA CAMADA MULTIPLAS CAMADAS
FIBRA FIBRA ,
CONTINUA DESCONTINUA LA INAIDOR IANELID TS
ORIENTACAO ORIENTACAO
ALEATORIA PREFERENCIAL
UNIDIRECIONAL ANGLE PLY

Figura 1 — Classifica¢do dos materiais compositos reforcados com fibras.
Adaptado de (VISON; SIERAKOWSKI, 1987).

1.5. ORGANIZACAO DA TESE

Para apresentar a formulacdo desenvolvida, além do capitulo de introdugdo, esta tese
estd organizada em sete capitulos conforme descrito a seguir.

No Capitulo 2 apresenta-se uma breve revisao bibliografica desde o surgimento dos
primeiros elementos finitos de casca na década de 60 até a sua aplicacdo para a modelagem de
sistemas laminados estruturais nos dias atuais. Esta revisao foi escrita ndo com o objetivo de
esgotar as formulagdes de cascas disponiveis, pois muitos sdo os estudos realizados desde o
surgimento dos primeiros elementos, mas sim com o objetivo de localizar a formulacdo
desenvolvida neste trabalho dentro do universo de uma grande variedade de formulagdes
disponiveis, evidenciando assim, as suas particularidades e demonstrando que mesmo apds
quase 50 anos de extensiva pesquisa nestes elementos, o interesse pelo comportamento dos
mesmos continua nos dias atuais.

No Capitulo 3 descreve-se o problema de equilibrio ndo linear geométrico conforme
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utilizado na resolu¢do dos problemas de interesse deste trabalho e o método adotado para
resolver o sistema de equacdes ndo lineares resultante da sua aplicacgdo.

No Capitulo 4 descrevem-se a formulacdo do elemento finito bidimensional de ordem
qualquer utilizado para a andlise de dominios eldsticos reforcados com fibras com nao
linearidade geométrica; a formulagdo do elemento de fibra simples; a cinemética do elemento
finito curvo de ordem qualquer; o acoplamento fibra-matriz utilizado para introduzir a
contribuicdo das fibras sem aumentar o nimero de graus de liberdade do sistema de equacdes
resultante e os exemplos numéricos utilizados para validar as formulagdes desenvolvidas.

No Capitulo 5 descrevem-se as duas estratégias adotadas para a determinacdo das
tensoes de contato ao longo das fibras curvas de ordem qualquer introduzidas neste trabalho e
os exemplos numéricos utilizados para validar as estratégias utilizadas.

No Capitulo 6 apresentam-se o elemento finito de casca homogéneo; a sua
generalizacdo para o caso laminado; a cinemdtica proposta para a inclusdo das fibras curvas
em qualquer camada do elemento de casca laminada sem aumentar o nimero de graus de
liberdade do sistema de equacdes resultantes e os exemplos numéricos que validam o
acoplamento fibra-casca proposto.

No Capitulo 7 tem-se a conclusdo do trabalho e algumas sugestdes para trabalhos
futuros.

Por fim, listam-se, em ordem alfabética, as referéncias bibliograficas consultadas para
o desenvolvimento deste trabalho. Salienta-se que todas as referéncias listadas apresentam
contribuicdes para o entendimento do problema aqui estudado e podem ser consultadas

quando detalhes especificos forem necessarios.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Seja com o objetivo de melhorar continuamente o seu desempenho, seja para melhor
compreender seus modos de falha, os materiais compdsitos laminados sdo assunto de grande
interesse da engenharia moderna (QATU; SULLIVAN; WANG, 2010), pois, uma vez que é
possivel combinar as propriedades de seus constituintes em certas direcdes preferencias e
otimizar seu desempenho para atender a especificagdes de projeto (BASAR; ITSKOV;
ECKSTEIN, 2000), o emprego destes materiais na obtengdo de estruturas cada vez mais leves
e resistentes e, consequentemente, mais delgadas e deslocdveis se intensificou
consideravelmente nas udltimas décadas (YASIN; KAPURIA, 2013).

Para descrever o comportamento de estruturas altamente deslocdveis constituidas por
materiais compésitos laminados deve-se estudar a condi¢do de equilibrio na configuragcao
atual do corpo, considerando os deslocamentos e deformagdes ocorridas durante o processo de
mudanca de configuracdo independentemente de serem grandes ou pequenos (BARUT et al.,
2000) e dispor de modelos e métodos confidveis para descrever o comportamento e prever a
falha do material (BASAR; ITSKOV; ECKSTEIN, 2000).

O estudo da condi¢do de equilibrio considerando os deslocamentos ocorridos durante
o processo de mudanca de configuragdo € conhecido como andlise ndo linear geométrica e
seus principais objetivos sdo descrever a trajetéria de equilibrio da estrutura, ou seja,
representar as configuracdes equilibradas correspondentes aos sucessivos niveis de forga
aplicada, identificar pontos criticos em que ocorre mudanca da condi¢do de equilibrio de
estdvel para instdvel e analisar a condi¢do de estabilidade do equilibrio associada a cada
configuragdao (CRISFIELD, 1991).

Devido as caracteristicas que a solucdo de um problema nao linear geométrico pode

apresentar (Figura 2), um método completo para a resolugdo de tais problemas deve se auto-
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adaptar as mudangas de direcdo do carregamento nos pontos limites, manter a estabilidade
numérica para as iteracoes em todas as regides, incluindo aquelas préximas a pontos criticos e
deve ajustar automaticamente o tamanho dos passos de carga para refletir os comportamentos

de softening e stiffening da estrutura (YANG; SHIEH, 1990).

ponto limite pontos
~N snap-through

Carga

AO, DE: em carga
snap-back ¢p AD: em descarga

stiffening
%

\_ ponto limite

I

I

| A
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|

I

|

estavel instavel estavel

|
|
|
|
|
|
:
softening |
—
|
|
|
|
|
|
|
I
|

Figura 2 — Caracteristicas da solugdo de um problema nao linear. Fonte: (YANG; SHIEH, 1990).

Dentre os métodos disponiveis para a resolugdo de problemas ndo lineares
geométricos citam-se o Método de Newton-Raphson (LUENBERG, 1989), o Método do
Controle de Deslocamento (SAMARTIN, 1993), o Método do Comprimento de Arco
(CRISFIELD, 1991), o Método do Controle do Trabalho (SAMARTIN, 1993) e o Método do
Controle por Deslocamentos Generalizados, que segundo Yang e Shieh (1990) ¢ capaz de
representar todas as caracteristicas apresentadas na Figura 2.

Embora existam métodos mais gerais, adota-se, neste trabalho, o método de Newton-
Raphson contemplando também controle de deslocamento, que assegura, no minimo, ordem
dois de convergéncia (LUENBERG; 1989), e € capaz de capturar o comportamento dos
problemas de interesse deste trabalho além de ser mais simples de implementar
computacionalmente. Além disto, tem mostrado bom desempenho e conduzido a bons
resultados nos problemas até entao simulados no GMEC/SET/EESC/USP descritos na Se¢ao
1.2.

No que se refere ao comportamento e a falha do material, de modo geral, e,
desconsiderando o tipo de falha ou mesmo as suas causas, os critérios utilizados definem um
limite que deve ser satisfeito pelos materiais quando submetidos a um determinado estado de

tensdo, que torna imprescindivel a disponibilidade de modelos e métodos eficientes para a
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determinac¢do deste campo (BASAR; ITSKOV; ECKSTEIN, 2000).

Embora o problema da determinacdo do campo de tensdo em sistemas laminados seja
tridimensional (HERAKOVICH, 1998; JONES, 1975) o que se observa, de modo geral, € que
a grande maioria dos trabalhos disponiveis na literatura apresentam formulagdes com
simplificagdes cinemadticas, que conduzem a obtencio dos elementos estruturais denominados
placas e cascas para a andlise do problema de forma aproximada (QATU; SULLIVAN;
WANG, 2010). Isso ocorre, pois as formulacdes tridimensionais demandam maior espago de
armazenamento e apresentam maior custo computacional devido ao grande nudmero de
varidveis envolvidas no problema.

Embora o surgimento destes elementos date do inicio da década de 60 e muitos sejam
os trabalhos desenvolvidos desde entdo, o que se observa, € que ainda ha grande interesse no
desenvolvimento dos elementos finitos de casca nao sé pela abrangéncia da sua aplicacdo na
modelagem de diversas estruturas (QATU; SULLIVAN; WANG, 2010) como também pelos
desafios inerentes a modelagem matemadtica e a sua implementacdo computacional ainda
existentes nos dias atuais (YANG et al., 2000).

Desta forma, apresenta-se, a seguir, uma breve revisdo bibliografica desde o
surgimento dos primeiros elementos finitos de casca na década de 60 até a sua aplicagcdo para

a modelagem de sistemas laminados estruturais nos dias atuais.

2.2.  DOS PRIMEIROS ELEMENTOS DE CASCA ATE A SUA APLICACAO A
LAMINADOS NOS DIAS ATUAIS

As equacdes da elasticidade tridimensional para corpos delimitados por duas
superficies curvas, cuja dimensdo normal a superficie média, a espessura, € pequena quando
comparada com as demais, ndo sdo simples e quase todas as teorias de cascas disponiveis na
literatura reduzem o problema tridimensional a um problema bidimensional pela imposi¢ao de
hipéteses simplificadoras relacionadas a aplicagdes especificas (QATU; SULLIVAN;
WANG, 2010).

Devido ao complexo comportamento apresentado pelas cascas bem como as
dificuldades envolvidas na modelagem matematica e numérica deste tipo de estrutura (YANG
et al., 2000), muitos pesquisadores tém se dedicado ao seu estudo e diversos trabalhos

relacionados ao tema podem ser encontrados na literatura.
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De acordo com Arciniega e Reddy (2005) os elementos finitos utilizados para modelar
estruturas do tipo casca podem ser agrupados em quatro tipos: elementos planos, elementos
sOlidos tridimensionais, elementos degenerados e elementos bidimensionais baseados em uma
teoria de casca, sendo os dois tltimos 0os mais comumente utilizados.

Um dos primeiros trabalhos a utilizar o chamado elemento plano, obtido pela
superposicdo de elemento de membrana com elemento de flexdo, para a andlise de casca foi
apresentado por Greene, Strome e Weikel (1961). Estes elementos sdo de facil formulacio e
descricao da geometria na discretizagdo, sao faceis de associar a outros elementos, modelam
movimento de corpo rigido livre de deformacdes e permitem a consideragdo de condicdes de
carregamento e contorno complexas e, como desvantagens, o desacoplamento entre
comportamentos de membrana e flexao, restricio a forma triangular para o tratamento de
cascas mais gerais, dificuldade de tratamento das descontinuidades na jun¢a@o entre elementos
e influéncia da aproximagdo geométrica, plana, na solucdo de problemas com superficies mais
gerais (YANG; SAIGAL; LIAW, 1990). A Figura 3, extraida de Yang, Saigal e Liaw (1990),
mostra alguns elementos finitos planos relacionados na revisdo bibliografica realizada por

estes autores.

Fungdes para os Graus de Numero total
Forma Autores Ano Deslocamentos Liberdade de graus de liberdade
Zienkiewicz e Cheung [5] 1965 u, vlinear, u, v, 20
w cubico w, W, w,
Zienkiewicz et al. [6] 1968 u, vlinear, u,v 10
w cubico w, W, W,
Clough e Johnson [7] 1968 u, vlinear, u, v 15
w clbico (HCT) w, w,, w,
Dawe [8] 1972 u, vlinear, vertices: u, v, w 12
w quadratico no central: w,
Argyris et al. [9] 1977 u, vlinear u, v, w 18
w cubico W, W, W,
Meek e Tan [10] 1986 u, v, w u, v, w;
quadratico Seis Loof nodes (1/3 e 24
2/3 de cada lado): w,

Figura 3 — Alguns elementos planos para a andlise de cascas. Fonte: (YANG; SAIGAL; LIAW, 1990).
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O primeiro elemento de casca degenerado € atribuido a Ahmad, Irons e Zienkiewicz
(1970). Os elementos degenerados sdo obtidos pela discretizacdo direta das equagdes
tridimensionais da mecanica do continuo e esta discretizagdo é entdo degenerada pela
introducdo de hipdteses relacionas as normais a superficie média do elemento (YANG;
SAIGAL; LIAW, 1990). Embora as hipéteses fundamentais por trds da obtencido do elemento
de casca degenerado e do elemento bidimensional pela teoria cldssica de cascas sejam as
mesmas, a reducdo a forma final € obtida numericamente no primeiro caso e analiticamente
no ultimo. Consequentemente, a abordagem que utiliza a teoria cldssica é mais complexa
matematicamente (YANG; SAIGAL; LIAW, 1990). A Figura 4, extraida de Gilewski e
Radwaflska (1991), mostra a diferenca na obtencdo dos elementos degenerados e

bidimensionais.

CASCA
CONTINUA

Hipdteses da
Teoria de Cascas

Modelo em
elementos finitos 3D

DISCRETIZACAO
Hipdleses da MEE ¢

Teoria de Cascas u?

Elemento finito
de casca 2D

degenerado

Figura 4 — Comparagéo de dois conceitos bésicos utilizados na obtencdo de elementos de casca. (a) elementos
degenerados e (b) elementos bidimensionais. Fonte: (GILEWSKI; RADWAFLSKA, 1991).

Os elementos degenerados se comportam de forma satisfatéria para a andlise de placas
e cascas grossas, mas apresentam travamento por cisalhamento quando a placa ou casca se

torna muito fina. Uma forma de evitar o travamento nestes elementos € a utilizacdo de
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esquemas de integracdo reduzida (YANG; SAIGAL; LIAW, 1990).

Os elementos tridimensionais surgem como uma proposta de ferramenta geral para a
resolucdo de problemas arbitrarios da mecanica dos sélidos (YANG et al., 2000). Yang et al.
(2000) enumeram as caracteristicas que estes elementos devem apresentar objetivando-se
generalidade: (1) ndo travar para materiais incompressiveis; (i) bom comportamento na
flexao; (iil) ndo travar na andlise de problemas que exigem o emprego de elementos muito
finos; (iv) devem ser insensiveis a distorc@o; (v) boa precisdo com utilizacdo de malhas
grosseiras; (vi) simples de implementar para modelos constitutivos nao lineares e (vii)
apresentar bons resultados. A terceira caracteristica ¢ a que merece maior destaque no
presente caso, pois permite a simulacdo de problemas de cascas com elementos sélidos
tridimensionais, que sdo relativamente mais simples de formular que os outros elementos
(YANG et al., 2000). A utilizagdo de elementos sélidos tridimensionais evita a necessidade de
introdu¢do de rotagdes finitas como varidveis no problema, necessdrias em algumas
formulacdes para a andlise de cascas finas e permite a aplicacdo direta de equacdes
constitutivas tridimensionais (YANG et al., 2000). Por outro lado, estes elementos conduzem
a discretizacdes com muitos graus de liberdade e necessitam que todas as caracteristicas
citadas sejam consideradas na sua obtencdo (YANG et al., 2000).

Mais recentemente, com o advento da computagdo paralela, a utilizacdo de elementos
de alta ordem para a anélise de sdlidos e cascas com comportamento eldstico isocdrico ou nao
vem sendo abordada como mostram os trabalhos de Pascon (2008) e Pascon (2012) e outros
citados por ele.

Existe uma grande quantidade de trabalhos disponiveis na literatura para cada um dos
tipos de elemento mencionados, abordando os mais diversos aspectos, seja geometria,
material, tipo de anélise, etc. Como nao € objetivo deste trabalho evidenciar as peculiaridades
inerentes a cada uma destas abordagens, apenas evidenciar a diferenca destas para a que €
aqui utilizada, relacionam-se a seguir alguns artigos de revisdo bibliografica sobre o tema que
contemplam uma grande variedade de aplicagdes e evidenciam a quantidade de trabalhos
desenvolvidos.

Yang, Saigal e Liaw (1990) apresentam uma revisdo bibliografica com 287 artigos
publicados no periodo de 1965 a 1986 contendo os avancos obtidos na formulacdo de
elementos finitos para andlise de cascas finas neste periodo. Os autores apresentam uma série
de trabalhos desenvolvidos com elementos planos, axissimétricos, curvos, elementos de casca
do tipo DKT (Discrete Kirchhoff Theory), elementos degenerados, etc., € a extensao destes

para anélises estaticas e dinamicas, linear e ndo linear, compdsitos laminados, etc.
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Outro trabalho de revisdo bibliografica que contempla quase o mesmo periodo, 1965 a
1988, foi apresentado por Gilewski e Radwaflska (1991). Estes autores relacionam 350
artigos destinados a andlise de cascas moderadamente espessas. Abordam elementos
bidimensionais, degenerados, modelos hibridos, mistos e em tensdo. Apresentam ainda uma
série de artigos destinados a andlise de instabilidade, dinamica, ndo linear geométrica, nao
linear fisica, de cascas laminadas e sanduiche, transferéncia de calor e de revisdo
bibliogréfica.

Mackerle (1993) apresenta uma relagdo com 248 artigos em elementos finitos e 21
artigos em elementos de contorno publicados no periodo de 1990 a 1992 destinados a andlise
de cascas. Os trabalhos relacionados abordam problemas bi e tridimensionais, lineares e ndo
lineares, estdticos e dinamicos, problemas de instabilidade, etc.

Yang et al. (2000) apresentam uma relacdo com 379 artigos publicados no periodo de
1985 a 2000. Os autores fazem uma revisao bibliografica agrupando trabalhos desenvolvidos
com elementos degenerados, integracao reduzida com estabilizacdo, aproxima¢do por modos
incompativeis, aproximagdes baseadas em enriquecimento de deformacdes, elementos
tridimensionais, elementos com drilling, formulagdes co-rotacionais e elementos para a
andlise de laminados.

Mackerle (2002) apresenta uma relacdo com 398 referéncias bibliogréificas entre
artigos, dissertagoes, teses, revisdes e livros, em elementos finitos e elementos de contorno,
publicados no periodo de 1999 a 2001 para a andlise de cascas. Os trabalhos relacionados
abordam problemas bi e tridimensionais, andlise linear e ndo linear, estitica e dindmica,
andlises sismicas, problemas de impacto, térmicos, instabilidade, fratura, delaminacdo,
contato com e sem atrito, modelagem adaptativa, problemas estocdsticos, esquemas de
integracdo, fundagdes eldsticas, modelos constitutivos, etc. O autor destaca que esta relacdo
ndo inclui trabalhos de interacao fluido-estrutura, problema de otimizagao, cascas inteligentes
e geracdo de malha.

Para a andlise de estruturas laminadas refor¢cadas com fibras, os métodos existentes,
podem ser organizados em pelos menos quatro grandes grupos: os modelos em que o meio
laminado heterogéneo é substituido por um homogéneo equivalente; os modelos em que tanto
a matriz quando a fibra sdo discretizadas com elementos sélidos tridimensionais; os modelos
em que a matriz € discretizada com elementos de casca e as fibras com elemento de barra e os
modelos em que a rigidez da fibra € distribuida na rigidez do elemento finito de casca
(BARUT et al., 2000).

A formulagdo mais simples para a andlise de materiais compdsitos laminados
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considera 0 meio como uma Unica camada equivalente usando a Teoria Cléssica de
Laminados (YANG et al., 2000). A Teoria Classica de Laminados é uma extensado direta da
Teoria Classica de Placas, com cinemética de Kirchhoff-Love, para a andlise de laminados
(DANIEL; ISHAI, 2006). Esta teoria € valida para problemas nao suscetiveis aos efeitos
relacionados a espessura do material (YANG et al., 2000).

Para superar as limitagdes da Teoria Classica de Laminados outras aproximacoes
foram propostas como, por exemplo, a Teoria de Primeira Ordem que considera o efeito das
Deformagdes por Cisalhamento, que utiliza como hipdtese a cinemadtica de Reissner-Mindlin,
(DANIEL; ISHAL 2006).

Tanto a Teoria Cléssica de Laminados quanto a Teoria de Primeira Ordem condensam
as camadas do laminado em uma tunica camada equivalente e, portanto, ndo modelam o
empenamento da sec@o transversal e resultam em tensdes incompativeis entre laminas
adjacentes (YANG et al, 2000). Surgem entdo as Teorias de Ordem Superior que,
basicamente, buscam produzir uma correta variacdo da solucdo em deslocamentos e tensdes
ao longo da espessura de laminados a partir de hipdteses cinemadticas adotadas para descrever
o comportamento dos deslocamentos (LO; CHRISTENSEN; WU, 1997; LEVISON, 1980;
REDDY, 1983; BERT, 1984; REDDY, 1984; PHAN; REDDY, 1985; REDDY; LIU, 1985;
KANT; KOMMINENI, 1992; LIANGXIN; ZHIYU, 1992; KANT; KOMMINENI, 1994;
ARCINIEGA; REDDY, 2005; LIU; SOH, 2006; ZHANG; YANG, 2009; RAMESH et al.,
2009), etc.

E possivel encontrar uma abrangente revisdo bibliogréfica sobre os elementos de casca
para a andlise de laminados nos trabalhos de Yang, Saigal e Liaw (1990) e Yang et al. (2000).

Além destes, citam-se ainda, os trabalhos de revisdo de Qatu, Sullivan e Wang (2010),
que retne 199 artigos publicados no periodo de 2000 a 2009 destinados a anélise dinamica de
cascas laminadas e de Qatu, Asadi e Wang (2012) que relacionam 315 artigos destinados a
andlise estdtica de cascas laminadas publicados no periodo de 2000 a 2010.

Em particular, relacionam-se a seguir, alguns trabalhos em que a contribuicdo dos
enrijedores para a energia € feita de forma distinta das estratégias que consideram um meio
equivalente.

Zudans (1968) e Zudans (1970) desenvolvem um elemento finito plano retangular com
quatro nés e cinco graus de liberdade por n6. Nesta formulagdo, obtida a partir do principio
dos trabalhos virtuais, os enrijecedores podem estar em qualquer posi¢ao da linha média do
elemento de casca e sdo distribuidos nos nds dos elementos de casca.

Venkatesh e Rao (1983) apresentam um elemento finito retangular para a anédlise de
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cascas laminadas refor¢cadas com fibras. O elemento de casca laminada possui 48 graus de
liberdade e as fibras sdo modeladas com elementos de viga laminada curvos com 16 graus de
liberdade. Venkatesh e Rao (1985) empregam o mesmo elemento para a andlise de cascas de
revolucao.

Bhimaraddi, Carr e Moss (1989) apresentam um elemento de casca de revolu¢cdo com
64 graus de liberdade enrijecido com elemento de viga laminada curvo com 24 graus de
liberdade.

Liao e Reddy (1990) utilizam um elemento de casca degenerado associado a um
elemento de viga curvo degenerado para simular meios reforcados. O elemento de casca €
retangular, a formulagdo Lagrangeana total e o método de Newton-Raphson € utilizado para
descrever a trajetoria de equilibrio.

Li et al. (1997a) apresentam um elemento finito para a andlise auto adaptativa de
placas e cascas reforcadas com fibras. Os elementos de cascas sdo quadrilaterais e €
necessdria a coincidéncia dos nés da fibra com os nds do elemento de casca na discretizagao.
Posteriormente, (LI et al., 1997b) superam esta limitac¢do utilizando um elemento de viga cuja
contribuicao é distribuida nos nés do elemento de casca.

Samanta e Mukhopadhyay (1999) apresentam um elemento finito de casca para a
andlise ndo linear geométrica de cascas reforcadas com fibras. Este elemento € obtido pela
superposicdo de um elemento de membrana com 12 graus de liberdade e um elemento de
placa também com 12 graus de liberdade, mas o elemento resultante possui 18 graus de
liberdade devido a imposic¢ao de restrigdes cinemadticas. O problema nao linear é formulado
com as Equacdes de von Karman’s e resolvido com o método de Newton-Raphson. O
elemento de fibra reto pode estar em qualquer posi¢dao do elemento de casca.

Barut et al. (2000) apresentam um elemento finito de casca para a andlise nao linear
geométrica de cascas laminadas refor¢adas com fibras. Os elementos de casca sdo triangulares
com 5 graus de liberdade por né e as fibras sdo modeladas com elementos de viga. Ambos os
elementos consideram os efeitos das deformacgdes transversais e anisotropia. A formulacdo
obtida a partir do principio dos trabalhos virtuais € co-rotacional com descri¢do Lagrangeana
total do movimento e as equagdes finais sao escritas apenas em termos dos graus de liberdade
do elemento de casca.

Prusty e Satsangi (2001) e Prusty (2003) apresentam um elemento finito de casca com
fibra degenerado para a andlise estdtica linear de estruturas ocednicas e navios. O elemento
retangular isoparamétrico de casca possui 8 nés e 5 graus de liberdade por n6 e as fibras sao

modeladas com elementos de viga curvos com 3 nés. Nesta formulagdo, a contribui¢do da
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fibra € distribuida para os nds do elemento de casca.

Embora muitos elementos de casca tenham sido desenvolvidos nos ultimos cinquenta
anos, observa-se que os mesmos sdo muito distintos entre si, seja pela geometria ou pela
interpolagdo das varidveis de interesse, seja pela andlise realizada, pelo tipo material
empregado na andlise, e no caso dos elementos enrijecidos, pela forma de introdugdo das
fibras no elemento. Da mesma forma, a cinemadtica do elemento finito apresentado neste
trabalho € bastante distinta daquelas apresentadas ao longo deste capitulo. O presente
elemento de casca, triangular, curvo, isoparamétrico, possui dez nés e sete graus de liberdade
por né totalizando setenta graus de liberdade por elemento. Estes parametros nodais, em
posic¢des, diferentemente de todas as formulagdes pesquisadas, que sdo em deslocamentos, sdo
as trés translacdes, as trés componentes de um vetor generalizado e a taxa de variacdo da
deformacao ao longo da espessura que evita o fendmeno do travamento volumétrico. Além
disto, somente a superficie de referéncia é discretizada. A generalizagdo deste elemento para
andlise de cascas laminadas formadas por qualquer nimero de 1aminas ndo aumenta o nimero
de graus de liberdade do elemento. Isto € possivel pela introducao de varidveis simples para a
consideracdo das camadas e é com base neste elemento que uma formulagdo para a

consideracdo de fibras espalhadas nestas camadas também sem aumentar o nimero de graus

de liberdade do problema € apresentada originalmente neste trabalho.
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3. O PROBLEMA DE EQUILIBRIO NAO LINEAR GEOMETRICO

3.1. CONSIDERACOES INICIAIS

O problema central da elasticidade nao linear tridimensional consiste em encontrar a
posicdo de equilibrio de um corpo elastico que apds ser submetido a um conjunto de forcas
aplicadas passa de uma configuracdo de referéncia Q° a uma configuracio deformada Q,
caracterizada por um mapeamento ¢ chamado de funcdo mudangca de configuragdao

(CIARLET, 1988).

Para determinar as trés componentes de deslocamento, as seis componentes de tensao
e as seis componentes de deformag¢do em um ponto de um corpo tridimensional, t€ém-se trés
equagdes de equilibrio, seis relagdes deformacdo-deslocamento e seis relacdes tensdo-
deformacdo (ODEN, 1967; VALLIAPPAN, 1981; VILLACA; GARCIA, 2004;
SOKOLNIKOFF, 1956).

Considerando que as equacdes de equilibrio e as relacdes deformagao-deslocamento
sdo validas para qualquer material e que dois corpos, de mesmo tamanho e forma, compostos
por materiais diferentes, quando submetidos a0 mesmo estimulo, geralmente ndo apresentam
a mesma distribuicdo de forcas resultantes, faz-se necessdrio introduzir informagdes a estas
relacdes que permitam distinguir as diferentes respostas para diferentes materiais dos quais os
corpos possam ser constituidos e assim, caracterizar completamente o seu comportamento.
Estas informacdes relacionadas a resposta do material sdo introduzidas ao problema por meio
das equacdes constitutivas. Estas equacdes estabelecem relacdo entre as tensdes internas e as
deformacdes, cuja intensidade depende das propriedades mecanicas do material (ODEN,
1967; VALLIAPPAN, 1981; VILLACA; GARCIA, 2004; SOKOLNIKOFF, 1956).

Em particular, € possivel integrar as equacdes diferenciais para um conjunto de

condi¢cdes de contorno bastante simplificadas e obter as solucdes procuradas em qualquer
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ponto do corpo. Na prética, no entanto, realizar a integragdo analiticamente nem sempre é
uma tarefa facil e uma alternativa para esta abordagem conhecida como vetorial pode ser
desenvolvida a partir de consideragdes sobre as quantidades escalares trabalho e energia
(TAUCHERT, 1974).

O objetivo deste capitulo € descrever o problema de equilibrio ndo linear geométrico,
formulado com base em consideracdes sobre as quantidades escalares trabalho e energia,
conforme utilizado na resolucdo dos problemas de interesse deste trabalho e o método adotado
para resolver o sistema de equacgdes nao lineares resultante da sua aplicagao.

Desta forma, apenas os aspectos gerais da formulacdo do problema de equilibrio ndo
linear geométrico pela abordagem posicional sdo apresentados. As particularidades
relacionadas ao tratamento da energia de deformacao para a resolucdo completa do problema
s@o detalhadas no Capitulo 4 para elementos de chapa refor¢cados com fibras e no Capitulo 6
para elementos de casca laminada reforcados com fibras. Destaca-se ainda que existem outras
formas de tratar o problema de equilibrio ndo linear geométrico disponiveis na literatura, em
geral, bem mais complexas do que a formulacdo aqui apresentada, ver por exemplo
(CIARLET, 1988). A formulagdo baseada em posi¢des diminui o grau de complexidade das
operagdes relacionadas a regra da cadeia para elementos finitos isoparamétricos e facilita a

obtenc¢do da formulagdo Lagrangeana Total.

3.2. DESCRICAO DO PROBLEMA DE EQUILIBRIO

O comportamento de um corpo em equilibrio fica completamente determinado
conhecendo-se, em qualquer um de seus pontos em uma configuracdo qualquer, as trés
componentes de deslocamento, as seis componentes de tensdo e as seis componentes de
deformacdo, para uma dada condicdo de carregamento externo e vinculacdo no contorno
(ODEN, 1967).

Define-se, neste trabalho, a configuracdo do corpo como a posi¢cdo ocupada
simultaneamente por todas as suas particulas em um dado instante de tempo t, desconsiderado

neste estudo.
Desta forma, seja £2° a configuracio de referéncia natural indeformada de um corpo,

£ a configuragdo atual deformada e F; um conjunto de forgas externas que atuam sob o

corpo (Figura 5).
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Sob a acdo das forcas externas, os corpos se deformam e se deslocam e os pontos

X € £2° passam a ocupar pontos Y € 2 caracterizando a mudanca de configuracio do corpo

descrita pela fungdo ¢ .

Configuragio
Indeformada

e AN
rd ~
. [
/
| —\
1 . /
// X /
7/ /
/ R4
‘ /
| 0 p
L Q /
\ 7’
- . s
X3 N }3 ~o - - e
X,.T,
Configuragio
; Deformada
XY

Figura 5 — Configuracdo de um corpo em equilibrio.

Durante o processo de mudanga de configuracdo governado pela Primeira Lei da
Termodinamica (TAUCHERT, 1974), a energia total gerada pelo sistema, desprezando-se a

contribuicao da energia cinética e considerando que o processo € adiabatico, é dada por:
[[=W+T, 3.1)

sendo [] a energia potencial total do sistema, W a energia interna de deformagio escrita,
neste trabalho, em fun¢do das posicoes e T a energia potencial total das forcas externas

aplicadas dada por:

T=-FY (3.2)

onde F; sdo as forcas externas aplicadas e Y, as respectivas posi¢oes de aplicacdo destas

forgas.
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Considerando-se que as forcas sdo conservativas, ou seja, ndo dependem das posi¢oes
onde atuam, aplica-se o Principio da Minima Energia Potencial Total (TAUCHERT, 1974) na
Eq. (3.1) para resolver a condi¢dao de equilibrio estatico do problema nao linear geométrico,

ou seja,

o[l ow :
=——=———-F.=F"—-F.=0. 33
gJ an an J J J ( )

z

Na Eq. (3.3), Fi"’” € o vetor de forgas internas ou vetor gradiente da energia de
deformacio e as posi¢des atuais dos pontos do corpo, Y, sdo as incognitas do problema.

O Principio da Minima Energia Potencial Total estabelece que de todas as possiveis
posi¢cdes que satisfazem as restricdes do problema, a correta é aquela que faz a energia

potencial total do corpo um minimo (TAUCHERT, 1974), ou seja, ao se assumir uma posi¢ao
tentativa diferente da posi¢do de equilibrio, a Eq. (3.3) néo € satisfeita. Nesta condigdo, g, €
o vetor desbalanceamento e uma estratégia de resolucdo de sistemas de equacdes ndo lineares
deve ser adotada para que se encontre uma solucdo para o problema.

Neste trabalho, o vetor desbalanceamento, g Ir ¢ expandido em Série de Taylor em

~ e e . . . . 0 .
torno de uma solug¢do inicial tentativa definida como Y, ou seja,

9%;
oY,

k

g,y )=g,(Y" )+ AY, +07 =0. (3.4)

(r?)

Desprezando-se os termos de ordem superior, a Eq. (3.4) pode ser reescrita como:

Ay, =—| =+ gy ). (3.5)

Na Eq. (3.5), 4Y, é o incremento ou a corre¢do da solugio e

o'W

9%, _
Y, Y,

o,

(3.6)

(v) (v?)
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¢ a matriz Hessiana ou matriz de rigidez tangente do problema.
Uma vez determinada a corre¢do da solugdo AY, na Eq. (3.5) pode-se melhorar a

solucdo tentativa pela expressao:
Y, =Y’ +4Y,. (3.7)

Com esta nova aproximagdo para a solu¢dao do problema repete-se o procedimento até
que o incremento AY, ou o desbalanceamento g ; sejam suficientemente pequenos, ou seja,
quando certa tolerancia em relacdo a medida, ou norma, for verificada.

A medida adotada neste trabalho para o controle sobre a convergéncia € definida em

fungdo do incremento AY, e da posigo inicial tentativa ¥’ pela expressao:

—Vji_k?(n <tol. (3.8)

l l

Adota-se como primeira posi¢do tentativa, ¥’ =X, a configuragdo de referéncia do
corpo.
Uma vez satisfeito o critério dado na Eq. (3.8), a solugdo Y, na Eq. (3.7) € aceita como

a configuragao de equilibrio do corpo. Caso contrario, o procedimento € repetido até que a Eq.

(3.8) seja satisfeita.

AF
Fj g
%8
or; (")
AY
>y
¥t Y" e e Y”

i I 1

Figura 6 — Representacdo grafica do Método de Newton-Raphson.
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é INiCIO )

\ 4
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Y,
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Y, =Y +4Y,

Figura 7 — Fluxograma com o algoritmo para implementa¢do computacional do Método de Newton-Raphson.
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A representacdo grafica deste procedimento conhecido como Método de Newton-
Raphson com a identificacdo das grandezas envolvidas pode ser visualizada na Figura 6 e um
fluxograma bdsico para a sua implementagao computacional é mostrado na Figura 7.

Destaca-se que as agdes externas que dao inicio ao processo iterativo podem ser
introduzidas ao sistema de forma total ou incremental.

Este procedimento, da forma como apresentado, pode ser aplicado na resolucdo de
muitos problemas de interesse da mecanica dos solidos. Neste trabalho, este problema de
equilibrio € particularizado para a resolucdo de estruturas laminadas reforcadas com fibras
utilizando-se elementos finitos de casca laminada para discretizar a matriz e elementos finitos
unidimensionais de ordem qualquer para discretizar as fibras.

Desta forma, w na Eq. (3.6) € dada pelas contribui¢des da energia da casca e da fibra

2

Y, Y

J

e a obtencdo do termo

que permite a resolucdo do problema € apresentada nos

proximos capitulos.

A energia W utilizada neste trabalho, tanto para a casca quanto para as fibras, é a que
descreve um Material Saint-Venant-Kirchhoff (CIARLET, 1988), ou seja, a sua Lei
Constitutiva € dada pela relacdo linear entre o tensor de tensdes de Piolla-Kirchhoff de
segunda espécie e o tensor de deformagdes de Green-Lagrange (CIARLET, 1988;
HOLZAPFEL, 2004; OGDEN, 1984).

Em geral, a Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff é adequada para a anélise de
problemas que apresentam grandes deslocamentos e pequenas deformacdes. Neste caso, o
material se comporta semelhantemente aqueles que seguem a Lei de Hooke eldstico-linear
(CRISFIELD, 1991). Quando as deformacdes aumentam, a Lei de Saint-Venant-Kirchhoff se
afasta da Lei de Hooke e ndo impede a degeneracdo do material, ou seja, a sua utilizacio para
problemas com grandes deformagdes fica prejudicada.

Nas aplicagdes de interesse da engenharia, tais como as que empregam materiais
metélicos e ceramicos, o uso da Lei de Saint-Venant-Kirchhoff é adequado, pois os niveis de

deformacdo admitidos por estes materiais sa30 pequenos.
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4. DOMINIOS BIDIMENSIONAIS REFORCADOS COM FIBRAS

4.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Matrizes reforcadas com fibras constituem uma classe de materiais compdsitos
amplamente utilizados na fabricacdo de equipamentos esportivos, estruturas aeroespaciais,
automotivas, civis, offshore, e em muitas outras aplicacoes (HERAKOVICH, 1998).

O exemplo mais comum de compdsito reforcado com fibras na construgdo civil é o
concreto armado que combina o baixo custo do concreto e a sua resisténcia a compressao com
a ductilidade e a resisténcia a tracdo do acgo.

Muitos trabalhos experimentais e tedricos destinados a abordagem de materiais
reforcados com fibras podem ser encontrados na literatura. Em geral estes trabalhos buscam
entender melhor o comportamento deste tipo de material e/ou resolver problemas de
engenharia relacionados.

Diferentes estratégias sdo adotadas para incorporar fibras em uma matriz. Nos
trabalhos de Radtke, Simone e Sluys (2011, 2010a, 2010b), Hettich, Hung e Ramm (2008),
Chudoba, Jerdbek e Peiffer (2009) e Oliver et al. (2008) enriquecimentos baseados no
comportamento geral das liga¢des fibra-matriz sdo impostos no dominio bidimensional para
modelar o acoplamento entre os meios e sdo baseados principalmente no método da parti¢dao
da unidade (MELENK; BABUSKA, 2006; DUARTE; ODEN, 1996; ODEN; DUARTE,;
ZIENKIEWICZ, 1998; DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000; BABUSKA; MELENK, 1997).
Estas formulagdes sdo muito elegantes e bem-postas, mas de dificil obteng¢do para o caso de
fibras curvas, por exemplo. Outros desafios relacionados a estratégia de enriquecimento de
campo incluem a consideragdo da transmissdo direta de forca fibra-fibra (RADTKE,;
SIMONE; SLUYS, 2010a) e a incorporacao de reforcos entrelacados.

Exemplos de trabalhos que consideram a microestrutura do material sdo Schlangen e

Van Mier (1992), Bolander Jr. e Saito (1997) e Li et al. (2006).
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Estratégias que adotam graus de liberdade com deslizamento para representar meios
refor¢ados com fibras podem ser encontradas nos trabalhos de Balakrishnan e Murray (1986)
e de Désir et al. (1999).

O presente estudo se preocupa com o comportamento geral de meios refor¢cados que
desenvolvem grandes deslocamentos e, portanto, apresenta uma formulagdo alternativa para a
andlise ndo linear geométrica de dominios bidimensionais refor¢cados com fibras. Os
elementos finitos bidimensionais utilizados para discretizar o continuo siao isoparamétricos de
ordem qualquer. Para descrever a aproximacdo das fibras, primeiramente descreve-se um
elemento reto de primeira ordem e, em seguida, os conceitos deste sdo generalizados para a
obtenc¢do do elemento curvo de ordem qualquer. A ndo linearidade geométrica é considerada
consistentemente em ambos os casos. Os parametros nodais adotados sdo posi¢cdes, € nao
deslocamentos, que sdo adequados para a modelagem de elementos curvos em grandes
deslocamentos, devido a presenca natural da regra da cadeia numérica (BONET et al., 2000;
CODA; PACCOLA, 2007).

Os elementos de fibra sdo introduzidos na matriz usando relacdes cineméticas nodais
que garantem a aderéncia dos nds da fibra a matriz sem aumentar os graus de liberdade do
sistema resultante e sem a necessidade de coincidéncia dos nés fibra-matriz na discretizacao
(VANALLL, 2004; VANALLI;, PACCOLA; CODA, 2008).

Em particular, Vanalli, Paccola e Coda (2008) observaram que uma ligacdo nao
conforme ocorre na interface fibra-matriz quando se acopla um elemento de fibra de primeira
ordem com um elemento bidimensional de alta ordem. Para superar essa limitagdo,
desenvolve-se um elemento de fibra de alta ordem que pode ser acoplado com elementos
bidimensionais de ordem qualquer. Os resultados demonstram adesdo total ao longo da
interface fibra-continuo. Quando se utiliza elementos de primeira ordem o procedimento &
simples, mas a sua generalizagc@o para fibras de alta ordem requer calculos adicionais.

Para apresentar a formulagcdo desenvolvida este capitulo foi organizado em secdes
conforme descrito a seguir. Na secdo 4.2 descreve-se o elemento bidimensional de ordem
qualquer utilizado para discretizar a matriz. Nas sec¢des 4.3 e 4.4 descrevem-se,
respectivamente, o elemento de barra simples e o elemento curvo de ordem qualquer
utilizados para discretizar as fibras. Na secdo 4.5 apresenta-se a estratégia para introduzir as
fibras na matriz sem aumentar os graus de liberdade e sem a necessidade de coincidéncia dos
nés na discretizacao das fibras e da matriz. Na sec¢do 4.6 descreve-se o procedimento matricial
para o acoplamento fibra-matriz. Na secdo 4.7 o procedimento para determinar a localizag¢ao

dos nds da fibra em um elemento bidimensional é descrito e, finalmente, na Secdo 4.8
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apresentam-se os exemplos numéricos testados.

Para fazer distin¢do entre os diferentes meios considerados nos equacionamentos,

adota-se o padrdo simbdlico (8) para as varidveis e grandezas relacionadas ao elemento finito
bidimensional de ordem qualquer; (®) para as varidveis e grandezas relacionadas ao elemento
finito de fibra simples e (8) para as varidveis e grandezas relacionadas ao elemento finito de

fibra curvo de ordem qualquer.

4.2. CINEMATICA DO ELEMENTO FINITO BIDIMENSIONAL

Seja £2° a configuracio de referéncia natural indeformada de um corpo, 2 a

configuracdo atual deformada e £’ uma configuragiio adimensional auxiliar (Figura 8).

’ 5 A 3
//—\ Q
QO
1
1
3 2
&
1 A1 , Al
(0.1)
Ql
(0,0 .0 >Si

Figura 8 — Mapeamento do elemento bidimensional nas configuragdes inicial e final.

A configuragdo inicial £2° cujos pontos em seu dominio possuem coordenadas X, é
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mapeada a partir do espaco adimensional £2' com coordenadas & utilizando-se fungdes de
forma de ordem qualquer, ¢, (&,,£,), e as coordenadas dos nés / na configuragdo inicial, X!,

tal como:
)Aci:@io:éz(‘fp‘fz)ﬁil' (4'1)

Analogamente, a configuracdo atual 2 é mapeada a partir do espaco adimensional

Q' pela expressio:
5);‘ :¢ij :él (f})gz)l;il’ 4.2)

onde J, sdo as coordenadas dos pontos na configuragio atual 2 e Y' sdo as coordenadas

atuais dos nés na configuracdao atual. Nas Egs. (4.1)-(4.2) os indices [=1,...n e i=1,2,
correspondem, respectivamente, aos nds do elemento finito de chapa e aos graus de liberdade

associados a estes nos.

A fungdo mudancga de configuragdo @ que mapeia os pontos com coordenadas X, da
configuragio inicial £2° nos pontos com coordenadas ¥, da configuragio atual £, em geral é
desconhecida, mas pode ser escrita como uma composi¢ido dos mapeamentos @’ que mapeia
a configuracdo auxiliar £2’ na configuracio inicial £2° e @' que mapeia a configuracio

auxiliar £’ na configuracdo atual 2 pela expressio:
N ” -1
¢=9'-(¢') . (4.3)

Os gradientes dos mapeamentos @’ e @', designados respectivamente por A’ e A,

compdem o gradiente A da fun¢do mudanca de configuracdo @ e suas expressoes sdo dadas,

respectivamente, por:

~0 A1
J J

Na Figura 8, o elemento finito bidimensional pode ter ordem de aproximagdo, GP,
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qualquer e o niimero total de nés do elemento, N, pode ser determinado pela expressio:

(GP+1)(GP+2)
P .

N =

4.5)

4.2.1. ENERGIA ESPECIFICA DE DEFORMACAO DO ELEMENTO
BIDIMENSIONAL

A energia especifica de deformacdo empregada para o elemento finito bidimensional é

a que descreve o material Saint-Venant-Kirchhoff e é dada por:

A

E:C:E ouw=

A

E,CE,, (4.6)

W=

N |~

!
2

onde ¢

,u S30 as componentes do tensor de quarta ordem das constantes eldsticas do

material e E € o tensor de segunda ordem das deformacoes de Green-Lagrange expressos,

respectivamente, por:

A 2Gv

ikl = Eé‘ijé‘kl +G(5z‘k5jz + 5i15jk ) ’ 4.7)
E=L(¢-1)=L(ATA-1)ou £,=1(¢,-0,)=1(A,A,-5,) 48)
2 2 ij 2 ij ij 2 kit “kj i) ’

Os tensores de segunda ordem C=A"A e [ na Eq. (4.8) sdo, respectivamente, o
tensor dos estiramentos a direita de Cauchy-Green e o tensor delta de Kroenecker ou tensor
Identidade.

Substituindo as Egs. (4.7)-(4.8) na Eq. (4.6) resulta que a energia de deformacao
especifica para Estado Plano de Deformacao (EPD) e para Estado Plano de Tensao (EPT) sao

dadas, respectivamente, por:

.G
= {1-v)(E},+ E5,)+ 2VE, E,, + (1-2v)(E, + E3, )} , (4.9)
W= q _sz) {Efl +E;, +2VE, Ep, +(1-V*) (E}, + E;, )} (4.10)
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onde G =1/ 2(1+v ) é o moédulo de elasticidade transversal, E é o médulo de Younge v o

coeficiente de Poisson.

4.2.2. ENERGIA DE DEFORMACAO DO ELEMENTO BIDIMENSIONAL

A energia de deformagao W acumulada em um elemento finito de chapa € calculada
integrando-se a energia especifica de deformacdo w dada na Eq. (4.6) no volume inicial 170 do

elemento, ou seja,

W= wav, . (4.11)

Vo

Substituindo-se a energia especifica de deformagdo w escrita em funcdo das

coordenadas adimensionais & e & na Eq. (4.11) resulta:

W= J‘(jjoj_fz e )jo(gwéz )dg,ds, , (4.12)

onde J, € o Jacobiano do mapeamento do espaco adimensional para a configuragdo inicial

dado por:
Jo(&.8 ) =dei( A”), (4.13)

com A’ dado na Eq. (4.4).

A Eq. (4.12) € resolvida numericamente utilizando-se quadratura de Hammer. A

integral é substituida por um somatério dos valores de W calculados em pontos pré-

estabelecidos (¢,,&,) denominados pontos de Hammer, (nph), e multiplicados pelos

respectivos pesos de integragdo, ¢;, ou seja,

nph

W:ZVA"(é’é)iéijo(é’é)i . (4.14)
i=1
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A energia de deformacdo acumulada em um meio bidimensional é calculada como a
soma das energias de deformacdo acumuladas em todos os elementos finitos que constituem a

discretizagao deste meio bidimensional.

4.3. ELEMENTO FINITO DE BARRA SIMPLES

Primeiramente, para simular trechos de fibra longa ou fibras curtas aleatdrias inseridas
no dominio bidimensional desenvolve-se um elemento de barra simples ou elemento de trelica
com dois nés e dois graus de liberdade por nd.

A Figura 9 mostra um elemento finito de barra simples, e , antes e depois da mudanga

de configuragdo. Os parametros nodais deste elemento sdo as posi¢des X,, conhecidas, na

configuracdo inicial e Y, incognitas, na configuragdo final, com i =1,2.

Figura 9 — Elemento finito de barra simples nas configuragdes inicial Q° e final Q.

Os comprimentos, inicial Zo e final L, sdo obtidos a partir das posicoes dos nés do

elemento finito por meio das expressoes:

(0 (/-5 (X=X e (2 (7R o). s
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Da mesma forma como para o elemento finito bidimensional adota-se o material de
Saint-Venant-Kirchhoff cuja energia especifica de deformacgdo, para o elemento de barra

simples, € dada por:

w=—FEE’, (4.16)

sendo # o mddulo eldstico tangente que se confunde com o médulo de Young em

pequenas deformacdes ¢ E a medida de deformacdo de Green unidimensional definida a
partir da diferenca do quadrado do comprimento de uma fibra material do meio continuo

antes e depois da deformacdo, ou seja,

[E—z—z} (4.17)
LO

Integrando a energia especifica de deformag¢do w dada pela Eq. (4.16) no volume

inicial \70 do elemento finito de barra simples tem-se que a energia de deformacio W

acumulada no elemento finito é dada por:
_ o] =
W =|_wdV, :EEE s (4.18)

sendo \70 = Zl_ﬂ e A adreada secdo transversal da fibra na configuracio inicial, resultando da

Eq. (4.18) que a energia de deformacao é dada por:

w :iEE%KZO. (4.19)

\)

O vetor de forcas internas F" definido como a primeira derivada da energia de

deformacdo em relacdo aos parametros nodais do elemento finito considerado e a matriz

Hessiana H; definida como a segunda derivada da energia de deformagdo em relagdo aos

parametros nodais do elemento finito considerado sao dados, respectivamente, por:
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1y ) 1
EEEZALOJ:E E 055 (4.20)

4.21)

As expressdes das componentes do vetor de forgas internas, Eq. (4.20), e da matriz
Hessiana, Eq. (4.21), do elemento finito de fibra simples sdo obtidos utilizando-se as Egs.

(4.17) e (4.15) e sao apresentadas no APENDICE A.

44. ELEMENTO FINITO CURVO DE ORDEM QUALQUER

Quando o elemento de fibra simples, reto e com aproximacio linear é adotado, a
aderéncia entre fibra e matriz ocorre através dos nds e a condi¢cdo de aderéncia entre os
continuos serd satisfatéria com um nimero muito grande de elementos de fibra.

Para melhorar este comportamento, desenvolve-se um elemento finito de fibra curvo
de ordem qualquer e, no final dos desenvolvimentos deste capitulo, mostrar-se-4 que para
elementos de fibra com mesma ordem de aproximacao que os elementos de chapa, a aderéncia
entre os meios estard plenamente satisfeita.

Desta forma, descreve-se, nesta secdo, o elemento finito curvo de ordem qualquer

utilizado para simular trechos de fibras longas e fibras curtas aleatérias.

4.4.1. CINEMATICA DO ELEMENTO FINITO CURVO DE ORDEM QUALQUER

A Figura 10 mostra um elemento finito de fibra curvo de ordem qualquer antes e

depois da mudanca de configuracdo. Da mesma forma como para o elemento de barra simples

os parametros nodais deste elemento sdo as posi¢des X, na configuragdo inicial e Y, na

configuragdo final.

Analogamente ao descrito para o elemento de chapa apresentado na Secdo 4.2,

considera-se £2° uma configuracio de referéncia natural indeformada, £ uma configuracio
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atual deformada e £2’ uma configuragio auxiliar adimensional (Figura 10).

A configuragio inicial £2°, cujos pontos em seu dominio possuem coordenadas X, é

mapeada a partir do espago adimensional £’ com coordenada 7 utilizando-se funcdes de

forma de ordem qualquer, ¢7p (7). e das coordenadas dos nés p do elemento de fibra na

configuragdo inicial, X/, tal como:

Y =0 =¢,(n)X". (4.22)

A configuracdo atual £ é mapeada a partir do espaco adimensional 2’ pela

expressao:

5,=¢ =¢,(n)¥", (4.23)

onde y, sdo coordenadas dos pontos na configuragdo atual @ e Yi‘” sdo as coordenadas atuais
dos nés do elemento finito de fibra na configuracado atual 2. Nas Eqgs. (4.22)-(4.23) os indices
p=1,.,n e i=12, correspondem, respectivamente, aos nés do elemento finito de fibra

curvo e aos graus de liberdade associados a estes nos.

Figura 10 — Mapeamento do elemento de fibra curvo de ordem qualquer nas configuragdes inicial e final.
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A cada ponto do elemento finito de fibra curva na configuragio inicial £2° existe um

vetor tangente associado expresso, juntamente com seu médulo, por:

l

. do . .
T2 :MX.”e‘TQ

~ 2 ~ 2
d - d ~
,. LMX] {MX;J | W
dn dn

dm

Analogamente, o vetor tangente associado aos nds do elemento finito de fibra curvo na

configuracdo atual 2 e seu modulo sdo dados, respectivamente, por:

5(1) - ear [(dB(n) o Y (dd(n) 5 )
LN :(Myf’] +[MY2”] . (4.25)
dn dr dn

A partir dos médulos dos vetores tangentes nas configuragdes inicial e atual dados nas

Eqgs. (4.24) e (4.25) define-se a medida de deformacdo de Green E associada aos nés do

elemento finito de fibra curvo, como:

2

- _a| [ -
E=— 5 , (4.26)
2 ‘f.rzo
que em sua forma expandida € reescrita como:
dg,n) 5, (ddn) 5,V | |(ddm) Y (dd(n) Y
PnY~1P+ nnfzp _ 1777)2117_,_ pn)zzp
_o7|Ldn dn dn dn
EZE — > — 5 4.27)
d ~ d ~
( ¢,,(77)ij { ¢,,m)X2,,J
dn dn

Da mesma forma como para o elemento finito de barra simples, adota-se a Lei
Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff uniaxial para descrever a energia especifica w de

deformacao do elemento finito de fibra curvo de ordem qualquer, ou seja,

w=—FEE’, (4.28)

Maria do Socorro Martins Sampaio Tese de Doutorado



66 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras

sendo & o médulo eldstico tangente e E a medida de deformacdo de Green definida na
Eq. (4.27).

Lembrando-se que a energia de deformacdo W acumulada em um elemento finito de
fibra curvo pode ser obtida integrando-se a energia especifica de deformacao yw dada na Eq.

(4.28)no volume inicial ‘70 da mesma, tem-se:

W=| wav, . (4.29)

Vo

As componentes do vetor de forgas internas para o elemento finito de fibra curvo de

ordem qualquer sdo definidas como:

- oW oW~
= ~. — —~dV . 430
k oy, i oy/ 0 ( )
Das Egs. (4.28) e (4.27) resulta da Eq. (4.30) que:
{dmmw}d@m}
- V L. d d -
pr =W - [ BE T A 431)
aYkJ o ‘T’.Q"

sendo ‘70 = leio e A adreada secdo transversal da fibra na configuragao inicial. Integrando-se

a Eq. (4.31) no volume inicial do elemento de fibra curvo de ordem qualquer e mudando-se os

limites de integragéo para o intervalo [—1,+1], resulta, respectivamente em:

dan ;oo\ dng Tt

_ [d@m)fp
" BE Ads,=[ BE

~._au7_I spldn

J
0 =00
‘T

]d&,m) (d@(%p}dm)

2 2

k _W"kj_

T

onde J (1) é o Jacobiano do mapeamento do espago adimensional £’ para a configuragio

inicial £2° dado para o caso do elemento de fibra curvo de ordem qualquer por:
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2 2
ool [ (4
Jo(n)—‘T ‘—\/(dy;j +(d7;j : (4.33)

onde ‘fﬂo ‘ € o mddulo do vetor tangente definido na configuracao inicial dado na Eq. (4.24).

A Eq. (4.32) € resolvida numericamente utilizando-se quadratura de Gauss-Legendre.
A integral é substituida por um somatério dos valores do integrando calculados em pontos

pré-estabelecidos (77) denominados pontos de Gauss, (npg ), e multiplicados pelos

respectivos pesos de integrag@o, ¢;, ou seja,

:aW :nﬁg EE d&p(ﬂ)| Y~p déj(ﬂ)
2 di] k d77

‘ 17=1; n=n;

[J

7P

o &J, (1, )A (4.34)

As componentes H da matriz Hessiana do elemento de fibra curvo de ordem

kjo

qualquer sdo obtidas por meio da expressao:

~ o°W j o*w ~

Hyes = 577577 = (4.35)

———dV, .
) 20) S

Analogamente ao realizado para o vetor de forcas internas resulta das Eqs. (4.28),

(4.27) e (4.35) que:

G =Ly dp “) dn | dn *dn dn

‘*.Q(}
T

- zgz4{d;fﬁp(n)fp]d%(n)[d¢,,(n)z,,Jd¢j(m+ BE dg(n)d9,1) 5 |\ (4.36)
dn ‘*.Q”

ou ainda,

5., A’dgo .(4.37)

0

- | B (dd,(n), \dd(n)(dd (), \d(n) EE ddy(n)de(n)
kja/i’_J. 4 Yof Ykp + 2
dn dn |\ dn dn g dn

7—_: QO f g(}

Mudando-se os limites de integracdo da Eq. (4.37) para o intervalo [—1,+1] tem-se

que:
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I:Ik.iwﬂ ZJ‘_I, - 5kot jo(ﬂ)Adﬂ‘ (438)

2
Q°
T

B dép(n)fp dds(n) dép(n)fp d&,(n)+ EBE dgy(n)dg(n)
7o'\ dn ) dn dn ) dn dn  dn

Para a resolu¢do numérica utilizando quadratura de Gauss-Legendre a Eq. (4.38) ¢

reescrita convenientemente como:

oy
T

‘YI:W, ‘”:”, ‘W:W, ‘7I=7L

sl B (ddm)| b (ddm)| o\l | BE agm)|  ddem)| ~5~J~(77)'(4.39)
b ez dn ) an dn Cfodn | ‘fﬂ“z dn N A

Os elementos finitos de fibra curvos de ordem qualquer sdo gerados utilizando-se os

polindmios de Lagrange apresentados no ANEXO A.

4.5. ACOPLAMENTO FIBRA-MATRIZ

Da forma como apresentado até agora, os vetores de forca interna e matriz Hessiana
do elemento de chapa e de fibra foram obtidos independentemente. Nesta secdo, as derivadas
sdo desenvolvidas considerando-se as contribui¢cdes dos dois meios simultaneamente.

O procedimento proposto para inserir as fibras em uma posi¢ao qualquer do dominio
sem aumentar o nimero de graus de liberdade do sistema de equagdes resultante e sem a
necessidade de coincidéncia dos ndés na discretizacdo das fibras e da matriz segue a ideia
inicial apresentada por Vanalli (2004) para a andlise de problemas lineares geométricos e
consiste em escrever as posicdes dos nds dos elementos finitos de fibra em funcdo das

posi¢des dos nds dos elementos finitos de chapa onde as fibras estdo imersas. Na configuracdo
inicial se escreve as posi¢des X, dos nds das fibras retas e as posi¢des X, dos nds das fibras

curvas, respectivamente, Ccomo:
X, =0 (E.E)X] e X, =4(&E0)X], (4.40)

onde 4/3, sdo as fungdes de forma do elemento finito de chapa calculadas para as coordenadas

adimensionais &’ doné p do elemento de fibra considerado e X sdo as posi¢des dos nos

Tese de Doutorado Maria do Socorro Martins Sampaio



Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras 69

da chapa na configuracao inicial. Na configuracio atual £, as posi¢des 17, e )71 dos nos das

fibras retas e curvas, respectivamente, podem ser obtidas a partir das expressoes:
Yi = éz(é:]p’é:zp )YAll e Y: = éz(é:]p’é:zp )21 ) 4.41)

sendo 2.’ as posicoes atuais dos nés da chapa. A Eq. (4.41) garante a aderéncia dos nés das

fibras retas ou curvas a matriz. Para o caso de fibras retas, considerando que a quantidade de
elementos de fibra pode ser qualquer sem o aumento do nimero de incdgnitas, a condicdo de
aderéncia entre o dominio e as fibras pode ser estendida ao longo da superficie de contato

quando o nimero de elementos finitos aumenta.

451. ENERGIA DE DEFORMACAO DE DOMINIOS ELASTICOS
BIDIMENSIONAIS REFORCADOS COM FIBRAS - FORCA INTERNA

A energia de deformacdo W armazenada em um corpo reforcado por fibras é a soma
das energias de deformagdo armazenadas na matriz e na fibra. Nesta se¢do, a obten¢ao do
vetor de forcas internas € feita considerando-se que a matriz € reforcada com fibras retas. Para
matriz reforcada com fibras curvas o equacionamento ¢ andlogo ao descrito para a fibra reta.

Desta forma a energia W armazenada em um corpo refor¢ado por fibras retas € escrita como:

W=W+W, (4.42)

A

onde W ¢ a energia de deformacdo armazenada nos elementos finitos bidimensionais
utilizados para discretizar a matriz e W € a energia de deformacgio armazenada nos elementos
de fibra reta. Portanto, a for¢a interna na dire¢io & em um né £ de um elemento finito de

chapa considerando a contribuicdo da fibra é encontrada como:

AW +W ) _ rpin

57 " (4.43)

Substituindo-se a expressao da energia de deformagao do elemento de chapa e de fibra
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escrita em fun¢do das posi¢des nodais na Eq. (4.42) tem-se:

W= wav, +| w(Y,)av, . (4.44)

Observa-se das Eqgs. (4.41) e (4.44) que a energia de deformacdo das fibras, w, é

funcdo das coordenadas dos nds da chapa, ou seja,
W= j wdv, +j (¥, (¥!))av, (4.45)

Substituindo a Eq. (4.45) na Eq. (4.43) resulta:

L aafﬁ )+, S (7, (7)) (4.46)

A derivada da energia especifica de deformagio do elemento de chapa w em relagdo

aos seus parametros nodais na Eq. (4.46) é dada por:

B_WZB_WEEZAB_WE (4.47)
oY’ OE oC 9y’ 20E ov’’ '

A

onde § = gg ¢ o tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, w é dada

pela Eq. (4.9) ou Eq. (4.10) e

A

A 1
=y AA Rr Aoy vido T (Aly aaﬁ r, (4.48)
oA oy !
sendo A (¢l}(f],§2 )Y ) e portanto 577 —(¢lj(§1,§2 8)};5 =08,,05-

A derivada da energia especifica de deformacdo w do elemento de fibra reta em
relagdo aos parametros nodais da chapa, na Eq. (4.46), € feita aplicando-se a regra da cadeia,

como:

ow _ ow Y’
)2 A ) S

(4.49)

Tese de Doutorado Maria do Socorro Martins Sampaio



Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras 71

w . . - . .
sendo 57 o vetor gradiente da energia de deformacgdo ou o vetor de forcas internas da fibra

descrito na Eq. (4.20) para a fibra reta e na Eq. (4.34) para a fibra curva. Finalmente se

aY’ -
T, =¢P(E &) se a=i.

a

€SCreve

4.5.2. ENERGIA DE DEFORCAO DE DOMINIOS ELASTICOS BIDIMENSIONAIS
REFORCADOS COM FIBRAS - MATRIZ HESSIANA

Procedendo-se conforme descrito para o cédlculo das forcas internas, realiza-se a
segunda derivada da energia de deformacdo armazenada em um corpo refor¢ado por fibras

retas em relacdo aos parametros nodais da matriz. Assim, tem-se que:

o°’W 9’0 . Fw o 4
Iy 357377 Vo *Ji 37 (!

ons = 577377 = i, 5777 av, Y'))dv, . (4.50)

i

A segunda derivada da energia de deformacao do elemento finito de chapa em relacdo

2 A
aos seus parametros nodais, % na Eq. (4.50), ¢ dada por:
Y/ov;

W 1.9 o€ 9C 1aw 0°C

e T o St e A (4.51)
oYSoYS 40EJE Y JY/ 20E 9V oY/
sendo

0°C ror OF(ANT A A a0 (AN A 4,

—— =AY A A+ AT (A" +

oYpoY; A4 oYpoY; (A 4D orP an( . 452)
20— a(fil)r afal 2051 20N-T  AINT azfil 201 .
A" ——— A"+ A" (A == (A")

oY, ory E) ) A

Observa-se da Eq. (4.52) que a segunda derivada de A em relagdo aos parametros
nodais € nula para elementos bidimensionais. Elementos de casca ndo apresentam esta
caracteristica (CODA; PACCOLA, 2008).

A segunda derivada da energia de deformacao da fibra reta em relagdo aos parametros
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2 —

nodais da chapa, aA—WAg na Eq. (4.50), resulta em:

B
Y, oY,
’w _ 9*w JrP oy’ . d’w Y oY
OYfoY: oYJOY) oy} oYy oYJIY oY) ov;
J’w aY ar? . o’w 9y oy
OY,0Y? oY oY:  0Y,'9Y)' arf ov:’

(4.53)

o%w . . . .
sendo ﬁ a matriz Hessiana local da fibra dada na Eq. (4.21) para a fibra reta e na

Eq. (4.39) para a fibra curva.

Na Eq. (4.53) ndo se considera soma para indices repetidos.
4.6. PROCEDIMENTO MATRICIAL PARA O ACOPLAMENTO FIBRA-MATRIZ

O acoplamento descrito na Sec¢do 4.5 é valido para qualquer arranjo fibra-matriz

mostrado na Figura 11.

Uma vez que as fibras sdo geradas sem a necessidade de coincidéncia com os nés da
matriz, ou seja, os ndés de uma fibra podem estar em quaisquer elementos da matriz, o

procedimento para a introdugdo das fibras é generalizado nesta se¢ao.

Py

Fibras Fibras
Descontinuas Continuas
' v
T TITTTT
ARERRNRRN
LT
L
LT
L
IREERNNENAN|
Fibras Fibras
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r
:f"
g
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&
TS .9
Fibras Fibras
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orientadas

Fibras
multidirecionais

Figura 11 — Arranjos das fibras na matriz. Fonte: (DANIEL; ISHAI, 2006).
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4.6.1. ACOPLAMENTO FIBRA RETA-MATRIZ

Dependendo do arranjo fibra-matriz considerado (Figura 11) e da discretizagio
adotada, as fibras, curtas ou longas, podem apresentar uma das configuracdes representadas
na Figura 12: os dois nds da fibra podem estar inseridos no mesmo elemento finito de chapa

(fibra 1); os nds da fibra podem estar em elementos adjacentes com (GP+1) ndés em comum

(fibra 2); os nés da fibra podem estar em elementos adjacentes com um né em comum (fibra
3), ou ainda, cada um dos nds pode estar em elementos finitos ndo adjacentes, ou seja, sem

qualquer n6 em comum (fibra 4). Este fato determina os diversos valores que os termos do

Al
%9
9,

tipo podem assumir na Eq. (4.53).

Figura 12 — Arranjo das fibras no dominio bidimensional.

Para simplificar o procedimento numérico, organiza-se de forma matricial a operacdo

da Eq. (4.53) expandindo-se a matriz Hessiana local da fibra reta [H'] 44 €M uma matriz de

ordem (4NX4N), onde N ¢é o niimero de nés dos elementos de chapa, ou seja,

[ﬁf Litarn = [53 ]4TNx4 [H' lixa '[63]4;(41(1 ’ (4.54)
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sendo [H'],,, obtida da Eq. (4.21) e N obtido da Eq. (4.5). O subscrito f em [H,] e o
sobrescrito f em [H,] na Eq. (4.54) fazem distin¢do entre a matriz Hessiana expandida da

fibra reta a ser contribuida na matriz Hessiana global do problema e a matriz Hessiana local
da fibra reta, respectivamente. Observa-se da Eq. (4.53) que as fun¢des de forma, para a fibra
reta, sdo distribuidas em quatro quadrantes, sendo dois quadrantes preenchidos com os valores

das funcdes de forma e dois quadrantes preenchidos com zeros, ou seja,

o 0 ¢, -0 0 0 0 0 - 0 0

_ 0 ¢ 0 0o ¢ 0 0 0 ... 0 of [[&] [0]

[0°],,.x = 1 o j j j :[ | | @55
0 0 0 0 0 ¢ 0 ¢ ... ¢ 0 [0] [qﬂ
0 0 O 0o 0 0 ¢ 0 ... 0 ¢

Na Eq. (4.55) o indice i estd relacionado ao né inicial da fibra e o indice j ao né

final. Apds efetuar a operacdo matricial indicada na Eq. (4.54) tem-se uma matriz de rigidez
para cada fibra contida no dominio que deve contribuir, respeitando a incidéncia dos
elementos de chapa, na matriz de rigidez global do problema, evitando a soma direta ao
elemento de chapa, pois existem termos adicionais que ndo sdo contemplados por estes, ou
seja, a matriz de fibra expandida ¢ menos esparsa do que duas matrizes de chapa, quando os

nos do elemento de fibra estdo contidos em mais de um elemento de chapa.

4.6.2. ACOPLAMENTO FIBRA CURVA-MATRIZ

O procedimento matricial para o acoplamento fibra curva-matriz € andlogo ao
procedimento apresentado para a fibra reta, ou seja, uma vez que o elemento de fibra curvo

pode apresentar ordem qualquer de aproximacdo, a matriz de rigidez do mesmo € expandida

em uma matriz de ordem 2(GP' + I)NXZ(GPf + 1)N e a Eq. (4.54) passa a ser expressa por:

(4.56)

—_1mBqT raf e
[Hf]Z(GPfH)NxZ(GPfH)N —[¢ ]2(pr+1)Nx2(GPf+1) [ ]2(GPf+1)x2(GPf+1) [¢ ]2(pr+1)x2(GPf+1)N

sendo [H'] obtida da Eq. (4.39), GP' o grau da aproximacio do elemento de

2(GPT +1)x2(GP' +1)

fibra curvo e N obtido da Eq. (4.5). O subscrito f em [ﬁf] e o sobrescrito f em [H'] na Eq.
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(4.56) fazem distin¢d@o entre a matriz Hessiana expandida da fibra curva a ser contribuida na
matriz Hessiana global do problema e a matriz Hessiana local da fibra curva, respectivamente.
A Figura 13 mostra a sub-rotina principal para determinacdo da contribui¢do das fibras

curvas de ordem qualquer para a energia total do sistema.

SUBROUTINE CONTRIEUICAD_FL_ORDEM_QUALQUER
USE MODULO_1
IMPLICIT WONE
DO I=1,N_TOTAL_FIERA_CURTA
DO J-1,N_GAUSS FL
CALL FUNCOES_FORMA_BARRA(GE_FL_0Q,PONTO_GAUSS_FL(J),PSI_FL,DPSI_FL,DZPSI_FL)
CALL VETOR_TO_FL_0Q
CALL VETOR_T1_FL_0Q
CALL DEFORMACAO_GREEN_FL_0Q
CALL DETERMINACAO JACOEIANO FL_0Q
CALL FORCA INTERMA FIERA_LONGA 0Q
CALL HESSTANA_FIBRA_LONGA_OQ
END DO
CALL MATRIZ_FUNCAD_FORME_FL_QQ
CALL MULTIPLICACAC_VETOR_FORCA_FL_0Q
CALL MULTIPLICACAO_HESSTANA_FL_0Q
CALL INCIDEMCIA_GLOBAL_VETOR_FORCA_FL_0Q
CALL INCIDENCIA GLOBAL HESSIANA FL_0Q
EMD DO

END SUBROUTINE CONTRIBUICAC_FL_ORDEM_QUALQUER

Figura 13 — Sub-rotina principal para contribui¢iio das fibras na energia do sistema.

4.7. CONECTIVIDADE NO DE FIBRA AO ELEMENTO BIDIMENSIONAL

Como a malha das fibras é gerada independentemente da malha da matriz, ou seja,
sem a necessidade de coincidéncia dos nds entre os dois meios, para proceder a contribuicao
das fibras no sistema € necessario conhecer a que elemento de chapa pertence o n6 de fibra
considerado. Para o elemento finito bidimensional curvo, a determina¢do da localiza¢do do
ponto ocorre pela resolucdo de um sistema nao linear de equacdes pelo método de Newton-
Raphson e o procedimento € descrito a seguir.

Para iniciar a andlise de dominios curvos reforcados com fibras curvas € necessario
conhecer as coordenadas adimensionais dos nds de fibra em termos das coordenadas dos nods

da matriz. Isto é possivel pela resolugéo de um par de varidveis adimensionais (&",&") do

dominio bidimensional associadas com a posi¢ao fisica do n6 de fibra pelo sistema nao linear:
‘)Zip :é/(ép’ézp )Xil’ (4.57)

sendo ¢, as fun¢des de forma do elemento bidimensional, X as coordenadas fisicas do nds

da fibra e X ! as coordenadas dos nés do elemento bidimensional. A Eq. (4.57) é expandida

Maria do Socorro Martins Sampaio Tese de Doutorado



76 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras

em série de Taylor, para um par de coordenadas adimensionais tentativa ( flp " y '), como:

~ A " ¢ 0> a A( ’ ) e v pt
XP =& Er ))(,?Jr%éf2 AE ou X! =X"+H A&, (4.58)
/ (&"¢8")

sendo )Z'ip’ a posicdo tentativa dos nds da fibra calculada a partir da geometria do elemento

bidimensional e das coordenadas adimensionais tentativa e H i ¢ uma matriz bidimensional.

A correcio das coordenadas adimensionais tentativa AE é calculada resolvendo-se o sistema

ndo linear de equagdes:
H,AS =X!-X!". (4.59)

Este procedimento, método de Newton-Raphson, relaciona todos os nds de fibra ao

correspondente elemento bidimensional, retornando o par de varidveis adimensionais
(&P,EP ). A partir desta informacdo € possivel conhecer as posi¢des atuais dos nds de fibra

em funcdo das posi¢des dos nés do elemento bidimensional, pela expressao:

Y =g(E0E0 )Y (4.60)

A

sendo Y' as posigdes atuais dos nés do elemento bidimensional. A Eq. (4.60) assegura a

conexao dos nds de fibra a matriz considerada.
A Eq. (4.60) deve ser diferenciada em relacdo aos parametros nodais do elemento

bidimensional, ou seja:

azp aYA:l 2 gp £p A( EP EP 3 P EP
Wzmﬁ(é NS ):5ai551¢l(§1 NS ):§ai¢ﬁ(é:1 55 ). (4.61)

Quando o né da fibra pertence ao elemento bidimensional, a Eq. (4.61) indica que
oY’ /oY’ =éﬂ( EPE) se a dire¢io a do elemento bidimensional é igual a direcio i da

fibra e zero caso contrdrio.
A ideia inicial do procedimento aqui descrito foi apresentada por Vanalli (2004) e
Vanalli, Paccola e Coda (2008) para o caso de fibras retas e elementos triangulares

bidimensionais em aplicagdes lineares.
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A Figura 14 mostra a estrutura do programa pr
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bidimensionais reforcados com fibras conforme implementado neste trabalho.

Figura 14 — Programa principal para a andlise de dominios bidimensionais reforcados com fibras.

Maria do Socorro Martins Sampaio



78 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras

4.8. EXEMPLOS NUMERICOS

Para validar a formulagdo introduzida e demonstrar as suas potencialidades cinco
exemplos numéricos sdo apresentados nesta se¢do. O primeiro tem por objetivo verificar se o
acoplamento fibra-matriz proposto funciona adequadamente para andlises em grandes
deslocamentos. O segundo tem por objetivo verificar a conformidade do acoplamento fibra-
matriz. O terceiro tem por objetivo demonstrar as potencialidades da formulacdo para a
andlise de dominios bidimensionais reforcados com fibras aleatérias. O quarto compara os
resultados obtidos com a presente formulacdo com resultados obtidos na literatura e o quinto
tem por objetivo analisar a convergéncia do campo de tensdes desenvolvido pelo dominio

bidimensional.

4.8.1. EXEMPLO 1: VIGA REFORCADA COM FIBRAS SUBMETIDA A GRANDES
DESLOCAMENTOS

Este exemplo foi utilizado para verificar se o acoplamento fibra-matriz estd
funcionando adequadamente para andlises em grandes deslocamentos. As propriedades

geométricas adotadas para a viga sdo: L=300cm, h=10cm, b=I1cm, d=2,5cm e
KW =5cm. O médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da matriz sio dados,

respectivamente, por £ =2IGPa e v, =0,0. Para as fibras, o médulo de elasticidade e a

drea da secdo transversal sdo dados, respectivamente, por E, =210GPa e A, =0, Iem’.

RRRRRRRRRRNNRRRNRRRRRaanananny

SAONNNNANS,

L b

Figura 15 — Viga simplesmente engastada refor¢ada com fibras.
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O problema foi estudado considerando-se os regimes linear e ndo linear, para a viga

com fibras e sem fibras. Para o caso linear o carregamento transversal aplicado é
q=0,5N/cm e para o caso ndo linear g =50N/cm . Os resultados em grandes deslocamentos

sdo comparados com resultados de referéncia obtidos com uma formulacdo denominada barra
geral 3D que utiliza cinemdtica de Timoshenko-Reissner apresentada por Coda (2009), Coda
e Paccola (2010) e Coda e Paccola (2011). Para a andlise em pequenos deslocamentos, além
da formulacdo de barra geral 3D utilizam-se as expressdes analiticas da Resisténcia dos
Materiais.

Para a formula¢do proposta neste trabalho, a matriz foi discretizada em 300 elementos
finitos bidimensionais quadréticos, totalizando 671 nés e 1342 graus de liberdade. Para as
fibras foram adotadas duas discretizagdes. Uma com 120 elementos lineares e outra com 60
elementos quadréticos. Para a formulagdo de barra geral 3D foram utilizados 10 elementos
com aproximacdo do quinto grau para as varidveis. A andlise ndo linear foi realizada em 10
passos de carga. A Figura 16 e a Figura 17 mostram as configura¢des deformadas obtidas para
a viga sem fibras e com fibras, respectivamente. Nao foi observada qualquer diferenca entre
os resultados obtidos usando fibras lineares e quadriticas em todas as andlises realizadas,
validando a formulac¢do para a anélise de fibras curvas de ordem qualquer proposta.

Na andlise linear sem fibras, a flecha mdxima na extremidade livre da viga obtida com
a formulagdo proposta foi de d = 2,896cm, Figura 16a, e o resultado obtido da Resisténcia
dos Materiais foi de & =2,892cm, resultando em um desvio entre as solugdes de
aproximadamente 0,/38% .

Para a analise linear considerando as fibras, a flecha maxima na extremidade livre da
viga obtida com a formulagdo proposta foi de ¢ = 1,1606cm , Figura 17a, e o resultado obtido
da Resisténcia dos Materiais considerando a se¢do homogeneizada foi de d=1,157Icm,
correspondendo a um desvio entre as solucdes de aproximadamente 0,302% .

Para a andlise nao linear sem fibras, a flecha maxima na extremidade livre da barra
obtida com a formulag¢do de barra geral 3D foi de O = 189,269cm, Figura 16d, e a flecha
maxima no nd central da extremidade livre da viga com a formulagdo proposta foi de
0 =193,053cm , Figura 16c¢, resultando em um desvio entre as solugdes de aproximadamente
1,999% . Acredita-se que os resultados obtidos sdo satisfatérios visto que a formulagdo de
referéncia, barra geral 3D, utiliza cinemética de Timoshenko-Reissner em que secdes planas
permanecem planas apds a deformacdo. Uma vez que a formulacdo apresentada neste trabalho

utiliza elementos finitos de chapa espera-se uma estrutura mais flexivel conforme resultados
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obtidos.
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Figura 16 — Configuragdo deformada da viga homogénea em cm: (a) presente formulacéo — linear; (b) barra geral
3D - linear; (c) presente formulag¢do — ndo linear; (d) barra geral 3D — ndo linear.
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Figura 17 — Configuragio deformada da viga com fibras: (a) presente formulag@o — linear; (b) barra geral 3D —
linear; (c) presente formulagdo — ndo linear; (d) barra geral 3D — ndo linear.
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Para a anéalise ndo linear com fibras, a flecha maxima no n6 central da extremidade
livre da viga obtida com a formulagdo proposta foi de = 106,393cm , Figura 17c, e a flecha
méxima na extremidade livre da barra obtida com a formula¢do de barra geral 3D foi de
0 =104,351cm, Figura 17d, resultando em um desvio entre as solu¢des de aproximadamente
1,957% . Da mesma forma que no caso anterior, é possivel observar que a estrutura se
mostrou mais flexivel com a formulac@o proposta do que com a formulacdo de barra geral 3D,
ou seja, o modelo de chapa confere mais liberdade ao continuo modelado. Entretanto, os
resultados sdo bastante proximos e validam o reforco em elementos finitos de fibras curvos
implementado.

Os resultados discutidos anteriormente estdo organizados na Tabela 1.

Tabela 1 — Deslocamentos maximos na extremidade livre da viga para os diferentes casos analisados em (cm).

TIPO DE ANAL
y LINEAR NAO LINEAR
DISCRETIZACAO
PRESENTE PRESENTE | BARRA GERAL 3D

sem fibras 2,896 2,892 2,894 193,053 189,269
DESVIO (%) 0,138 0,069 1,999

com fibras 1,1606 1,1571 1,1578 106,393 104,351
DESVIO (%) 0,302 0,242 1,957

A Figura 18 compara as curvas de forca normal na fibra superior obtidas com a

formulagdo numérica e com a expressao analitica para pequenos deslocamentos dada por:

3gh'E, A,
E,bh’ +6E Ah"

F =+ (x—L), (4.62)

onde o sinal positivo estd relacionado a fibra superior e o sinal negativo a fibra inferior.

Para esta andlise considerou-se ¢ =0,5N, / cm e € possivel observar da Figura 18 que
os resultados obtidos estdo em conformidade com aqueles esperados.

A solug@o numérica € bidimensional e a solu¢do analitica é baseada na solucao técnica
de engenharia. Assim, as for¢as de tragdo e de compressao sdo diferentes na solu¢do numérica

devido a influéncia das for¢as de cisalhamento. No entanto, o valor médio é muito proximo da
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solugdo analitica.

A Tabela 2 compara os resultados obtidos com as formulagdes numérica e analitica em

trés pontos ao longo da fibra.

3,0x10° 7

3
2,5x10 —0O0— Numérica

— o« — Analitica
2,0x10° 1

1,5x10°

1,0x10°

Forca Normal (N)

5,0x10°

0,0 L e B L A B S B S B S e A |
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
Coordenadas da fibra em cm

Figura 18 — For¢a normal na fibra superior.

Tabela 2 — Valores analiticos e numéricos de for¢a normal para pontos selecionados em (N).

Posicao horizontal Analitica Numérica Numérica Numérica Diferenca
(X em cm) Superior Inferior Média Relativa

10 2523 2540,78 | -2511,33 | 2526,06 0,12%

150 675 682,72 -667,94 675,33 0,05%

290 3 3,42 -2,66 3,04 1,33%

4.8.2. EXEMPLO 2: CONFORMIDADE DO MAPEAMENTO FIBRA-MATRIZ

Neste exemplo, utilizou-se a andlise de um dominio bidimensional hipotético para

demonstrar a aderéncia total entre as fibras e a matriz quando a ordem de aproximagio das
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fibras € maior ou igual a ordem de aproximacdo da matriz.

Esta andlise foi realizada em um tnico elemento bidimensional reforcado por uma
fibra. Para modelar o elemento bidimensional foram utilizadas quatro aproximagdes, linear,
quadrética, cibica e do quarto grau. Em cada uma destas aproximacdes variou-se a ordem de

aproximacao da fibra de linear até a quarta ordem.

Figura 19 — Dominio bidimensional hipotético reforcado com fibra.

O modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da matriz sao dados,

respectivamente, por E, =10* N / m’ e v, =0,0 enquanto que o médulo de elasticidade e a
area da secdo transversal da fibra sdo dados, respectivamente, por E, =10 °N / m’ e
A ;= 0,1cm’ . Os pontos inferiores do dominio bidimensional estdo totalmente restritos € uma
forca horizontal de F =5,0N ¢ aplicada no n6 de topo conforme mostrado na Figura 19. Os
lados do dominio bidimensional tém o mesmo comprimento L, =200cm e o comprimento da
fibra é L, = 180cm localizada a I0cm dos vértices do tridngulo.

O objetivo desta andlise foi verificar se os pontos ao longo da fibra, exceto os nods,
apresentam movimento relativo quando comparados aos pontos correspondentes no continuo
ap6és uma mudanga na configuracdo. Para esta verificacdo foi necessdrio determinar as
coordenadas adimensionais dos pontos de interesse na fibra. Neste caso, foram selecionados
doze pontos igualmente espacados ao longo da fibra. Para determinar as coordenadas fisicas

destes pontos na configuracdo inicial foram utilizadas as fun¢des de forma da fibra. Com estas
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coordenadas fisicas, determinam-se as correspondentes coordenadas adimensionais no
elemento bidimensional, Egs. (4.57)-(4.59). Depois de aplicar a forca externa e determinar as
posi¢des nodais de equilibrio, utilizam-se as funcdes de forma da fibra para determinar as
posi¢des atuais dos pontos escolhidos e as fungdes de forma do elemento bidimensional para
determinar as correspondentes posi¢des atuais do continuo. Quando os valores obtidos sdao
diferentes entre si ocorre movimento relativo entre o meio continuo e a fibra, caso contrdrio a
condi¢ao de aderéncia total € assegurada.

A Figura 20 e a Tabela 3 mostram os resultados obtidos para o caso de matriz com
aproximacao cubica e fibra com aproximacgdo variando de linear ao quarto grau. Os resultados
obtidos para as demais aproximacdes do dominio bidimensional, linear, quadritica e do
quarto grau sdo apresentados no APENDICE B.

A primeira linha na Figura 20 mostra a discretizagdo do dominio bidimensional e da
fibra, enquanto que a segunda linha ilustra os deslocamentos horizontais e a terceira ilustra os
deslocamentos verticais. Neste caso, a aproximacdo do dominio bidimensional é sempre
cubica e a aproximacdo das fibras varia de linear ao quarto grau da esquerda para a direita,

respectivamente.

. . N
| N N

A A

Figura 20 — Matriz com aproximagao ctbica e fibras com aproximagao variando de linear ao quarto grau.

h
1

i
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bica e fibras com aproximagao variando de linear ao quarto grau.

do cu

Tabela 3 — Matriz com aproximag
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Da Figura 20 é possivel observar que existe deslocamento relativo entre os pontos do
continuo e as aproximacdes linear e quadratica da fibra, mas nio existe movimento para as
aproximacgdes do terceiro e quarto grau. Este comportamento foi verificado numericamente
conforme mostrado na Tabela 3, onde as posi¢Oes atuais da fibra sdo comparadas com os
correspondentes pontos do continuo.

Com base em todos os experimentos numéricos realizados para as diferentes
discretizagcOes adotadas para a matriz e para a fibra, observa-se a partir dos resultados obtidos
que a condi¢do de aderéncia total fibra-matriz € garantida se a ordem de aproximacao da fibra

¢ pelo menos a mesma ordem de aproximacdo adotada para o elemento bidimensional.

4.8.3. EXEMPLO 3: CHAPA REFORCADA COM FIBRAS ALEATORIAS

Neste exemplo, estuda-se o comportamento dos deslocamentos horizontais e verticais
de uma chapa enrijecida com fibras dispostas aleatoriamente no dominio. A chapa, engastada
em duas extremidades € solicitada por um carregamento uniformemente distribuido conforme

mostrado na Figura 21.
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-
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L

Figura 21 — Chapa engastada refor¢ada com fibras.
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O objetivo deste exemplo € verificar se 0 mapeamento das fibras aleatérias na andlise
de dominios bidimensionais estd sendo feito corretamente e demonstrar potencialidades da
formulagdo proposta.

A Figura 22 mostra os deslocamentos horizontais e verticais da chapa da Figura 21
considerando L, =200cm, g=300N/cm, E, =1N/cm* e v, =0,0.

Para analisar o mapeamento foram distribuidas aleatoriamente noventa fibras no
interior da chapa. O mdédulo de elasticidade, a drea da secdo transversal e o comprimento das

fibras sdo dados, respectivamente, por E, = 10 N/cm2 , Af =0,lcm’ e Lf =20cm.

Na primeira andlise, considerou-se que as fibras aleatérias introduzidas possuem
modulo de elasticidade nulo, ou seja, ndo devem contribuir para a rigidez do sistema e a
andlise deve retornar os resultados mostrados na Figura 22 com a posi¢do das fibras
atualizadas conforme mostra a Figura 23.

Em seguida, repetiu-se a anélise, considerando-se o modulo de elasticidade das fibras

E,=I0ON / cm’ . Os resultados obtidos para os deslocamentos horizontais e verticais podem

ser visualizados na Figura 24. Observa-se que a considera¢do das fibras proporcionou um
aumento de rigidez na direcdo horizontal de aproximadamente 0,673% e de
aproximadamente /,542% na direcdo vertical. Nestas andlises foram utilizados apenas dois
elementos finitos na discretiza¢do da matriz.

A mesma anélise foi realizada considerando-se uma discretizagdo para a matriz com
duzentos elementos finitos. Os resultados obtidos para os deslocamentos da chapa, para a
atualizacdo das posi¢des das fibras e para os deslocamentos da chapa enrijecida podem ser
visualizados na Figura 24, na Figura 25 e na Figura 26, respectivamente.

Para esta discretizacdo observa-se um aumento de rigidez na direcdo horizontal de
aproximadamente 0,615% e de aproximadamente /,39/% na direcdo vertical.

Os valores maximos obtidos em cada andlise e os desvios observados para o caso em

que o modulo de elasticidade da fibra € dado por E, = 10N / cm’ estdo organizados na Tabela

4.
Relembra-se que o objetivo deste exemplo € demonstrar o mapeamento das fibras
aleatorias devido a formulagdo apresentada e que exemplos com propor¢des mais realistas

entre fibras e matriz podem ser testados.
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Legenda: Legenda:
200,00000 200,00000
175,00000 175,00000
150,00000 150,00000
125,00000 125,00000
100,00000 10000000
7500000 75,00000
50,00000 50,00000
. 2500000 25,00000
0,00000 0,00000

Figura 22 — Deslocamentos horizontais e verticais da chapa da Figura 21.

Legenda Legenda:
200,00000 200,00000
175,00000 173,00000
150,00000 150,00000
125,00000 125,00000
100,00000 100,00000
75,00000 79,00000

50,00000 50,00000

. 25,00000 l 25,00000
0,00000 0,00000

Figura 23 — Atualizacdo das posi¢des das fibras.

Legenda: Legenda
195 65456 196,91763
173,82274 17230310
145,99092 147 68537
124,15910 12307364
89,32728 95,45832
7449546 7384419
49 5364 49,22946

. 2483182 . 2461473
0,00000 0,00000

Figura 24 — Deslocamentos horizontais e verticais da chapa enrijecida com fibras aleatdrias.
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Legenda:
200,00000
175,00000
150,00000
125,00000
100,00000
75,00000
50,00000
25,00000

0,00000

Legenda:
200,00000
175,00000
150,00000
125,00000
100,00000
75,00000
50,00000
25,00000
,00000

Legenda:
195,76917
17382302
148,07633
12423073
99,35459
7453844
48,69229
2454615

0,00000

Legenda:
&00,00000
17500000
150,00000
125,00000
100,00000
7500000
5000000
2500000
00000

Legenda:
200,00000
175,00000
150,00000
125,00000
100,00000
75,00000
50,00000
25,00000
0,00000

Figura 26 — Atualizacdo das posi¢des das fibras.

Legenda:
19721775
17256553
14781331
12326109
85,60558
73,95668
4930444
24 65222
0,00000

Figura 27 — Deslocamentos horizontais e verticais da chapa enrijecida com fibras aleatdrias.
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Tabela 4 — Deslocamentos mdximos da chapa para as diferentes andlises realizadas em (cm).

DISCRETIZACAO

Ep= 10N/cm’

I

198,654 196,917
2 el 1 200,00 200,00 200,00 200,00
elementos DESVIO (%)
0,673 1,542
198,769 197,217
200 elementos 200,00 200,00 200,00 200,00
elementos DESVIO (%)
0,615 1,391

Materiais com estas caracteristicas sdao conhecidos como compoésitos 2D ou

compositos randomicamente orientados no plano. Exemplos destes materiais sdo o Chopped
Strand Mat (CSM) mostrado na Figura 28 e o Sheet Moulding Compounds (SMC)
(MATTHEWS; RAWLINGS, 1994). Embora ndo seja o mais avangado, o CSM ¢é um dos

materiais compoésitos mais utilizados na fabricacdo, reforco e laminacdo de componentes

utilizados em diversas industrias, tais como, automotiva, maritima, civil, etc.

Figura 28 — Chopped strand mat (CSM). Fonte: http://www.easycomposites.co.uk/products/chopped-strand-
mat/powder-bound-chopped-strand-mat-300g-per-metre.aspx. Acesso em 01/11/2013.
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4.8.4. EXEMPLO 4: CHAPA REFORCADA COM FIBRA LONGA

Neste exemplo, uma chapa quadrada de (4x4)mm mostrada na Figura 29,
originalmente apresentada por Radtke, Simone e Sluys (2010a) foi analisada. Este exemplo
foi escolhido pelo reduzido nimero de varidveis envolvidas possibilitando a comparagdao com

os resultados obtidos pelos autores de referéncia.

=
v

—
SO A ASASAAAAAY
é\

v

<

>

Figura 29 — Chapa quadrada refor¢ada com fibra e deslocamento imposto.

O material da matriz possui médulo de elasticidade E =20GPa e coeficiente de
Poisson v, =0,2. A fibra considerada como refor¢o tem L, =3mm de comprimento e
modulo de elasticidade E = 500GPa . A espessura da fibra é d, =0,05mm.

Nas anéalises realizadas neste trabalho, o modulo de elasticidade da matriz foi
subtraido do médulo da fibra, pois ocupam o mesmo lugar no espaco. Para assegurar a andlise
ndo linear do problema e evitar diferencas entre deformacdo de engenharia e deformacao de
Green, o deslocamento aplicado foi dividido por mil e os valores obtidos em forca foram
multiplicados pela mesma quantidade.

A formulacdo apresentada por Radtke, Simone e Sluys (2010a) utiliza outras
constantes relacionadas com a rigidez de contato fibra-matriz que ndo sdo aqui apresentadas,
pois a formulacdo proposta no presente trabalho considera condi¢des de contato perfeito. A

extremidade direita da placa € tracionada por um deslocamento de u =0,05mm e a forga de
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reacdo correspondente obtida € apresentada na Figura 30 para as diferentes discretizacdes

utilizadas. Duas posi¢des para a fibra foram consideradas, horizontal e inclinada, sendo que a

tiltima forma um angulo de 30° com a horizontal.

1260
l ---@--- fibra horizontal de 2° ordem
1240} ---0J--- fibra horizontal de 3° ordem
1 \\ —e— fibra inclinada de 2° ordem
1220 q\ —0O— fibra inclinada de 3° ordem
1200 h
D.i ;;;;;;;;;;;;; G
1T U T e e .
—a
Z ]
[a~]
2 1160 -
5
LT-< p
1140
1120 —'E&
1 e _
ood  o° = —— =0
1080 T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Niimero total de graus de liberdade na discretizacdo da matriz
Figura 30 — Anélise de convergéncia.
1190
B R L N S N
1180 ®®
1170 -§
. ---@--- fibra horizontal de 2° ordem
1160 + ---0--- fibra horizontal de 3° ordem
1150 ] —@— fibra inclinada de 2° ordem
_ _ —DO— fibra inclinada de 3° ordem
Z 1140 -
[a]
80 -
£ 11304
1120
1110
1100 Jgn:@—r9——@ = * =
p
1090 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Ntimero total de graus de liberdade na discretizagdo da fibra

Figura 31 — Andlise de dependéncia da discretizacdo da fibra.
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A Figura 30 mostra a convergéncia dos resultados obtidos com elementos finitos
quadraticos e cubicos reforcados com fibras quadraticas e cubicas, respectivamente. Para
assegurar que a discretizacdo das fibras ndo influencia nos resultados obtidos, a
discretizagao, das fibras, com elementos quadraticos possui 500 elementos € 1001 nés e a
discretizagdo, das fibras, com elementos cubicos tem 333 elementos e 1000 nds. Para
discretizar a matriz foram utilizadas seis malhas quadritica com 8, 32, 72, 200, 800 e
1800 elementos e seis malhas cibicas com 8, 32, 72, 200, 392 e 800 elementos. Os dados
referentes as discretizacdes adotadas e os valores da for¢ca de reacdo correspondente para
cada caso analisado sdo mostrados na Tabela 5. Destaca-se que o nimero de graus de
liberdade total nao € afetado pela discretizacdo da fibra.

Os valores das forcas obtidos por Radtke, Simone e Sluys (2010a) mostrados na
Figura 32 sdo menores que os valores obtidos neste trabalho com desvio maximo de ~2%
para a fibra horizontal e de ~0,5% para a fibra inclinada. Acredita-se que a diferenca entre
os resultados obtidos ocorre principalmente pela condi¢ao de contato fibra-matriz. Radtke,

Simone e Sluys (2010a) adotam conexdo eléstica e neste trabalho adota-se conexao rigida.

Tabela 5 — Dados referentes a andlise de convergéncia devido a discretizagdo da malha da matriz.

APROXIMACAO DO 2° GRAU APRO‘(IMACAO DO 3° GRAU

NUMERO TOTAL FORCA ) NUMERO TOTAL FORCA (N)
MALHA N6s|ELEME GRAUS DE FIBRA FIBRA |MALHA NS | ELEMENTOS| GRAUS DE FIBRA FIBRA
LIBERDADE [HORIZONTAL |INCLINADA LIBERDADE |HORIZONTAL | INCLINADA

1 1247,3393 1123,5163 1 1220,8864 1116,7164
2 162 1216,4354 1113,3673 2 169 338 1203,0790 1109,8933
3 169 72 338 1203,0123 1107,8982 3 361 72 722 1194,6855 1104,9465
4 441 200 882 1194,8322 1105,5204 4 961 200 1922 1188,5744 1103,4072
5 1681 800 3362 1187,6122 1102,8744 5 1849 392 3698 1186,2091 1101,8926
6 3721 1800 7442 1182,9726 1101,5823 6 3721 800 7442 1183,1528 1101,1088

Tabela 6 — Dados referentes a andlise da influéncia da discretizacdo das fibras na solugdo.

APROXIMACAO DO 2° CRAU APROXIMACAO DO 3° GRAU

NUMERO TOTAL FORCA N) NUMERO TOTAL FORCA (N)
MALHA

MALHA ELEMENTOS | GRAUS DE FIBRA FIBRA GRAUS DE FIBRA FIBRA
LIBERDADE |[HORIZONTAL [ INCLINADA LIBERDADE |HORIZONTAL | INCLINADA

1 1169,3786 1097,0646 1 4 1 1171,2433 1097,6973
2 1179,2248 1100,2675 2 16 5 1181,0762 1100,4677
3 21 10 42 1181,7257 1100,7169 3 51 20 102 1182,8088 1101,0991
4 51 25 102 1182,2415 1101,5043 4 91 30 182 1183,1544 1101,1062
5 101 50 202 1182,4541 1101,5705 5 151 50 302 1183,1547 1101,1095
6 201 100 402 1182,9156 1001,5767 6 301 100 602 1183,1532 1101,1088
7 501 250 1002 1182,9379 1101,5836 7 601 200 1202 1183,1572 1101,1088
8 1001 500 2002 1182,9726 1101,5823 8 1000 333 2000 1183,1528 1101,1088

Embora o nimero de graus de liberdade das fibras ndo afete o nimero de graus de

liberdade do problema, este parametro foi utilizado para mostrar a dependéncia da solugao
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em relacdo a discretizacdo adotada para a fibra. Para esta andlise utilizou-se a malha mais
refinada da andlise anterior para discretizar a matriz, ou seja, 1800 elementos para o caso
quadrético e 800 elementos para o caso cubico e variou-se a malha da fibra em ambos os
casos. Para o caso quadrético as malhas utilizadas para discretizar as fibras possuem 1, 5,
10, 25, 50, 100, 250 e 500 e 1, 5, 20, 30, 50, 100, 200 e 333 elementos para o caso ctbico.
Os dados referentes as discretizagdes adotadas e os valores da forca de reagdo
correspondente para cada caso analisado sdo mostrados na Tabela 6 e as curvas obtidas
com estes dados sio mostradas na Figura 31. E possivel observar, da Figura 31, que a
influéncia da discretizac@o das fibras na forca de reac@o é pequena, entretanto, a utilizacao
de elementos finitos de fibra com comprimento igual a dimensdo do lado do elemento
finito de chapa garante a conformidade da discretizacdo e melhora o comportamento
global do sistema. E importante observar que ao utilizar poucos elementos de fibra o
comportamento obtido € mais flexivel, pois a taxa de transferéncia de forca da matriz para

a fibra € menor que aquela observada para um modelo com uma discretizagdo mais densa.

1240

T T T T T
Ll_é inclined fibre Q4 —3—
H inclined fibre T3 —%— ) T
1200 ; horizontal fibre Q4 --[33--- _|_ i a
horizontal fibre T3 ---%--- o
I 1 l
AR R ~ il il
_— ]l()O TR IcEzIorizcizziiiriizacseige..
N i, o £ O ST =]
81 Q4 T T
1120 164 T3 1 .
| s =4 &
1080 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 5000 10000 15000
dofs

Figura 32 — Resultados de Radtke, Simone e Sluys (2010a) para a andlise de convergéncia da forca de reagdo
devido a discretiza¢@o da matriz. Fonte: Radtke, Simone e Sluys (2010a).
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96 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras

4.8.5. EXEMPLO 5: CHAPA REFORCADA COM FIBRAS CURVAS

O objetivo deste exemplo € analisar a convergéncia do campo de tensdes desenvolvido
pelo dominio bidimensional quando reforcado com fibras que possuem trechos curvos em

suas extremidades. A tensdo existente num corpo submetido a um carregamento qualquer

A
7

considerada como verdadeira é aquela dada pelo tensor das tensdes de Cauchy, I', que
relaciona as for¢cas na configuracdo final deformada com as dreas da configuracdo final

deformada. Uma vez conhecido o tensor tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie,

A
A

S= a—g , 0 tensor das tensdes de Cauchy, I', pode ser obtido a partir da relacdo:

A

AT
J

A

I= , (4.63)

onde J = det( A ) € o Jacobiano da transformacao, A ¢ o tensor gradiente da fun¢do mudancga

de configuracdio dado na Eq.(4.4) e AT & o tensor gradiente da funcdo mudanca de
configuragdo transposto.
Para tanto, realiza-se um ensaio de tracdo da chapa refor¢cada com fibras mostrada na

Figura 33. Os trechos curvos das fibras possuem raio R, =0,5cm. O modulo de elasticidade

da matriz € E, =IGPa e o coeficiente de Poisson v, =0,0. O médulo de elasticidade das

fibras e a darea da se¢do transversal sdo dados, respectivamente, por E,=20,0GPa
E,=20,0GPae A, =0,Icm’.

Devido a dupla simetria somente um quarto do problema foi discretizado. Um

deslocamento total de u =0,5cm foi imposto na extremidade esquerda do quarto da chapa

cujas dimensdes sdo apresentadas na Figura 33 e na Figura 34. A matriz foi discretizada em
trés diferentes malhas com 1000, 4000 e 9000 elementos finitos triangulares cubicos,
mostradas na Figura 35, na Figura 36 e na Figura 37, respectivamente, e a fibra foi
discretizada em 150 elementos cuibicos no trecho horizontal e 20 elementos finitos ciibicos no

trecho curvo.
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A Figura 38 mostra a distribui¢io para a componente I~ 1, da tensdo de Cauchy em
uma porc¢ao retangular da chapa com dimensdes de 2,4 cm na dire¢do horizontal e 3,0cm na
direcdo vertical localizada em uma regidao préxima ao trecho curvo da fibra. Apresenta-se um
grifico descontinuo em que os valores em azul representam tensdes acima de 93,60MPa e
valores em vermelho representam tensdes inferiores a 2,84 MPa . E possivel observar que as
variacoes entre os valores obtidos para a segunda e a terceira malha sdo pequenas

caracterizando a convergéncia do campo de tensdes para todos os pontos da chapa exceto para

uma regido proxima a ponta da fibra.

|
\
C ‘ D)
-t — —+——  ©
C D)

Figura 33 — Chapa refor¢ado com fibras com extremidades curvas em (cm).

15

Al
£ °
13,5

qoP

Figura 34 — Dimensdes de um quarto da chapa em (cm).

Ao ampliar os gréficos € possivel verificar que hd concentracdo de tensdo na

extremidade da fibra. Os valores maximos da tensdo horizontal para cada discretizagdo sdo
respectivamente, 1, = 93,60MPa, '}, =109,09MPa e I, =118,40MPa, concentrados
em uma extensao muito pequena do dominio medindo aproximadamente 0,03 cm ou um terco

da dimensdo do lado do menor elemento finito bidimensional. Estudos futuros considerando
ndo linearidade material e outras condi¢des de contato fibra-matriz devem ser realizados com
a formulagdo proposta objetivando melhorias na taxa de convergéncia observada.

A Figura 39 mostra os deslocamentos horizontais para um quarto da chapa reforcada

com fibras com extremidades curvas onde é possivel observar a influéncia global do refor¢o
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4000 elementos triangulares cubicos totalizando 36722 graus de liberdade.

Figura 36 — Malha 2
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Figura 38 — Componente /7, da Tensdo de Cauchy para as diferentes discretizagdes adotadas (unidades em

39 — Deslocamentos horizontais em (cm).
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S. ANALISE DE TENSAO FIBRA-MATRIZ EM MEIOS BIDIMENSIONAIS

5.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Em condicdes de contato perfeito e deformagdes eldsticas, a distribuicdo das tensoes
ao longo de uma fibra alinhada paralelamente a dire¢dao de aplicacdo de um carregamento na
matriz considerada (Figura 40) pode ser representada conforme mostrado na Figura 41, ou
seja, a tensdao normal € nula nas extremidades da fibra e mdxima no centro, e a tensdo de

cisalhamento é mdéxima nas extremidades e praticamente nula no centro da fibra

(MATTHEWS; RAWLINGS, 1994).

Matriz

Fibra | I D Indeformada

— VWSS

| Fibra Deformada

Figura 40 — Efeito da deformac@o de uma matriz com baixo médulo de elasticidade na fibra.
Fonte: MATTHEWS; RAWLINGS, 1994).

Em trechos de fibra curvos, além da tensdao normal ao longo da fibra e da tensao de
cisalhamento na interface, surge uma terceira tensdo na direcdo do vetor N mostrado na

Figura 42, denominada aqui como tensdo normal de contato. Lembrando-se que N forma um
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100 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforgadas com fibras

angulo reto com o vetor tangente T e B é o vetor binormal perpendicular ao vetores T e N
muito util ao se trabalhar com fibras no espago tridimensional.

Como exemplo prético de trechos de fibra curvos citam-se os ganchos empregados
para ancorar as barras de aco no concreto armado e melhorar a condi¢do de aderéncia.

Uma das vantagens da formulagdo introduzida neste trabalho para a discretizagdo das
fibras independentemente da matriz € a possibilidade de determinagdo da distribuicdo das

tensoes na fibra.

Tensao

Tensdo de cisalhamento

na interface .
Tensdo normal

na fibra

Fibra

L

Figura 41 — Distribuicao de tensdo normal na fibra e de cisalhamento na interface fibra-matriz.
Fonte: (MATTHEWS; RAWLINGS, 1994).

Desta forma, descrevem-se neste capitulo, duas estratégias adotadas para a
determinagcdo das tensdes de contato ao longo das fibras curvas de ordem qualquer
introduzidas neste trabalho.

A primeira estratégia, obtida a partir de relagdes diferenciais, é apresentada na Secao
5.2. Na segunda estratégia, descrita na Secdo 5.3, a transferéncia das forcas nodais da fibra
para a matriz é decomposta segundo as direcdes normal e tangencial ao né da fibra e dividida
por uma por¢cdo do comprimento da fibra, denominado comprimento de influéncia. Esta

estratégia € aqui designada como formula¢do média.
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Exemplos numéricos utilizados para validar as estratégias introduzidas sao

apresentados na Se¢do 5.4.

> =

Z|

=

Figura 42 — Vetores associados a um né de um trecho de fibra curvo.

5.2. FORMULACAO DIFERENCIAL

5.2.1. TENSAO DE ADERENCIA

A Figura 43 mostra um elemento diferencial de fibra curva de ordem qualquer com
comprimento diferencial da coordenada curvilinea ao longo da fibra deformada ds e

espessura 7 . Da condicdo de equilibrio na direcio da fibra, tem-se que a tensdo de aderéncia

o’(n ) é dada por:

N €— —Dﬁ+dﬁ

A
F
A
A
h
F' N
A
F'y

Figura 43 — Equilibrio diferencial na direcdo da fibra.

i _1dN

L4 5.1
ot ds -1
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102 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforcadas com fibras

O comprimento diferencial ds ¢é calculado como uma fungdo das coordenadas

adimensionais 77 pela expressao:

2 2
- = = dy dy ~
d5 =[d5; +d5’ =\/( dy?; dnj ( dy?; dnj =J(n)dn, (5.2)

ou simplesmente,

ds (5.3)

Aplicando a regra da cadeia no termo Cfl—]Y da Eq. (5.1) e usando a Eq.(5.3), tem-se
S

que:
dN _dNdnp_dN 1 _ 1 dN (5.4)
ds dnds dnp 45 J(n)dn’ '

dan

Considerando que a espessura 7 da fibra é constante, a componente normal da Tensdo

de Cauchy no interior da fibra, o(7 ), € calculada a partir da Tensdo de Piola-Kirchhoff,

5( 1), pela expressao:

J(n) J(n) ==
_ ) ¢ ’ EE(n), 55
o(n) T S(n)= i) (1) (5.5)

e, consequentemente, a Forca Normal na fibra curva, N( n ), é dada por:

Rin)=200 i )a. (5.6)

0(77)

com E(?]) ¢ dada pela Eq. (4.26).
Em vez de diferenciar a Eq. (5.6) em relacdo a n e substituir na Eq. (5.4), e o
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resultado desta na Eq. (5.1), calculam-se os valores nodais da for¢a normal usando a Eq. (5.6)

e faz-se:
N(1)=¢,(n)N", (5.7)
portanto,

~ d~ ~
d—N(ﬂ)= %(1) 50

5.8
an dn (5.8)

Substituindo a Eq. (5.8) na Eq. (5.4) e a Eq. (5.4) na Eq. (5.1) resulta que a tensdo de

aderéncia pode ser calculada como:

de N
o)=L L) g, (5.9)

T FTm) dy

Da forma como apresentada, a Eq. (5.7) permite que a ordem de aproximacgdo de
N( n), no célculo da Eq. (5.9), seja diferente daquela adotada para a aproximacdo das

posicdes dos nds do elemento de fibra curvo.

SUBROUTINE FORCA _MNORMAL FLOQ
UZE MODULO_1
IMFLICIT HOMNE

Do I=1,N TOTAL FIBRA CURTA .
DO J=1,(GP_FL_0OQ+1) | MUMERQ DE MOZ DE CADA FIBRA
CALL FUMCOES_FORMA_BARRA(GP_FL_0Q,COORD_KESI_FLOQ(J) . P3I_FL,DPSI_FL,D2P3I_FL)
CALL VETOR_TO_FLOGQ
CALL VETOR_T1_FLOOQ
CALL DEFORMACAOQ_GREEN_FLOOQ
CALL FORCA_MNORMAL
END DO
END DO

IF (CONIRIE_MNORMAL==1)THEM
CALL IMPONDO_MORMAL_MWULA_EXTREMIDADE_LIVRE
IF (GP_FL_0Q:»1) THEN
CALL IMPOWDO_NORMAL_ PARAMETRIZADA EXTREMIDADELIVRE_FLOQ
END IF
END IF

END SUBROUTIMNE FORCA_NOEMAL_FLOQ

Figura 44 — Sub-rotina principal que gerencia a determinacio da for¢a normal nas fibras.

Uma caracteristica desta formulacio, observada nas andlises numéricas, € a presenca
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de um valor significativo de forca normal nas extremidades dos enrijecedores revelando que o

uso direto da Eq. (5.9) permite transferéncia de forca por tensdo normal nas extremidades dos

elementos. Para remover este mecanismo de transferéncia é necessario impor N =0 nas
extremidades das barras na Eq. (5.9). Com isto, a transferéncia de for¢a pela ponta ocorre
apenas por tensao de aderéncia.

A Figura 44 mostra o aspecto geral da sub-rotina principal que gerencia a obten¢do da
forca normal nas fibras e a Figura 45 mostra a sub-rotina principal que gerencia a obtencao da

tensdo de aderéncia nas fibras.

SUBROUTINE PRINCIPAL_TEMSAO_ADERENCIA_FLOQ
USE MODULO_1
IMPLICIT MOME

DO I=1,N_TOTAL_FIBRA_CURTA J
DO J=1, (GP_FL_0Q+1) | NUMERO DE WGS DE CADA FIERA
CALL FUNCOES_FORMA BARRA (GP_FL_0Q,COORD_ESI_FLOQ(J),PSI_FL,DPSI_FL,D2PSI_FL)
CALL VETOR_TO_FL_0Q
CALL VETOR_T1_FL_0Q
CALL DETERMINACAO_JACOBIANO_FL_0Q
CALL DETERMINACAO JACOBIANO_FL_0Q_ ATUAL
CALL INTERPOLACAO TENSAD NORMAL
CALL TEMSAO_ADERENCIZA FLOQ_INICIAL
CALL TENSAO_ADERENCIA FLOO_FINAL
END D0
END DO

END SUBROUTINE FRINCIPAL_TEMZAO_ADERENCIA FLOQ

Figura 45 — Sub-rotina principal que gerencia a determinacio da tensdo de aderéncia nas fibras.

5.2.2. TENSAO NORMAL DE CONTATO

Para determinar a expressdo da tensdo normal de contanto considera-se um elemento

diferencial de fibra curva de ordem qualquer, ds, submetido a um carregamento distribuido

o, conforme mostrado na Figura 46.

tan

O

Figura 46 — Equilibrio diferencial ortogonal a fibra.
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Para o comprimento infinitesimal ds de fibra curva, hd um centro de curvatura 0 que

define o Angulo d@ e um raio de curvatura R, a partir dos quais é possivel definir a relagdo

geométrica:

ds =Rd6. (5.10)

Da condig¢ao de equilibrio na direcao ortogonal a fibra tem-se que:

0" 1ds = 6".7( Rd6 )= 2Nsen (?j =Nd#, (5.11)
ou
1N(n)
ol(n)===-"". (5.12)
t R(n)
Como N (n) € conhecida da Eq. (5.7), é necessario calcular a curvatura 1/ I§( n),
dada por:

d’y, dy, _d’y, dy,
I _dy’ dn dny’ dn
Rap) (Fap) ’

(5.13)

Substituindo a Eq. (5.13) na Eq. (5.12) tem-se a expressao final para a tensao normal

de contato entre fibra e matriz dada por:

] -~ 2 2
o' (n)=2N(p) L dn__dm_dn 5.14)
! (J(7))

A Figura 47 mostra o aspecto geral da sub-rotina principal que gerencia a obtencdo da

tensdao normal de contato nas fibras.
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SUBROUTINE PRIMCIPAL_TEMSAO_NORMAL_CONTATO_FLOQ
USE MODULO_1
IMPLICIT HONE

Do I=1,N_TOTAL_FIBRA CURTA )
DO J=1,(GP_FL_0OQ+1) | NUMERO DE MNOZ DE CADA FIERA
CALL FUNCOES_FORMA_BARRA(GP_FL_0Q,COORD_ESI_FLOQ(J).PSI_FL,DPSI_FL,DZPSI_FL)
CALL VETOR_TO_FL_0O0Q
CALL DETERMIMNACAO_JACOBIANO_FL_00Q
CALL DERIVADA PRIMEIRA FLOOQ
CALL DERIVADA_SEGUNDA_FLOQ
CALL TENSAO_NORMAL_ CONTATO_FLOQ
END DO
EWD DO

END SUBROUTINE PRINCIPAL_TEWSAO _NORMAL_COMTATO_FLOQ

Figura 47 — Sub-rotina principal que gerencia a determinacéo da tensdo normal de contato nas fibras.

5.3. FORMULACAO MEDIA

A Figura 48 mostra a transferéncia de forca interna F™, da matriz para a fibra, em um
n6 genérico de uma fibra considerada e os vetores, normal n e tangencial t, unitdrios
calculados neste mesmo nd. As componentes, normal P e tangencial Q, da for¢a transferida

sdo dadas por:

Q=F" 1, (5.15)
P=F".q. (5.16)
E,
Pﬁf' | H‘Q
i Y
%

X

1

Figura 48 — Forg¢a interna transferida e drea de influéncia.
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As forgas normal e tangencial dadas pelas Egs. (5.15) e (5.16) sdo divididas pela area
de influéncia em que atuam, mostrada na Figura 48, e os valores médios obtidos sdo dados,

respectivamente, por:

>

/

o]

G"=F"-1/A,, = - (5.17)

ol
~
>

G"=F"-i/A_ = (5.18)

Para os nés comuns a dois elementos o valor resultante ¢ dado pela média entre os
valores obtidos para o n6 de cada elemento.

Diferentemente da formulacdo diferencial apresentada na Secdo 5.2, a Eq. (5.17)
calcula a tensdo de aderéncia a partir da forca total transferida para o né. Quando o modelo
permite transferéncia de forca por tensdo normal, na direcdo da barra, para o né da

extremidade da fibra deve-se modificar a Eq. (5.17) para:

G" =(F"-T-N)/A,,. (5.19)

A Figura 49 mostra o aspecto geral da sub-rotina principal que gerencia a obtencdo da

tensdao normal de contato e tensdo de aderéncia nas fibras pela formulacao média.

SUBROUTINE PRINCIPAL_TEMSAO ADEREMCIA MORMAL COWNTATO_FLOQ _MEDIA
UZE MODULO_1
IMPLICIT HONWE

DO I=1,W_TOTAL_FIBRA CURTA )

DO J=1,(GP_FL_0Q+1) | NUMERO DE MNOS DE CADA FIBRA
CALL FUNWCOES_FORMA_BARRA(GP_FL_0Q,COORD_EZI_FLOQ(T),P3I_FL,DPSI_FL,DZPSI_FL)
CALL VETOR T1_FL_00Q
CALL DETERMINACAO_JACOBIAMO_FL_0Q ATUAL
CALL DETERMINACAO_VERZOR_T FLOQ
CALL RESULTANIE F_TAWGEWTE FLOOQ
CALL DETERMINACAO_TEWNSAO_ADERENWCIA MEDIA
CALL DETERMINACAO_VERZOR_M_ FLOOQ
CALL RESULTANTE_F_WNORMAL_FLOQ
CALL DETERMINACAO_TENSACQ_ MORMAL CONTATO MEDIA

END SUBROUTINE PRINCIPAL_TEWZAOQ _ADEREWCIA MORMAL COWNTATO_FLOQ _MEDIA

Figura 49 — Sub-rotina principal que gerencia a obteng@o da tensdo normal de contato e tensdo de
aderéncia nas fibras pela formulacdo média.
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54. EXEMPLOS NUMERICOS

Para avaliar o comportamento das formulacdes apresentadas, dois exemplos sdo
analisados. O primeiro consiste em um dominio retangular reforcado com quatro
enrijecedores retos e o segundo um dominio retangular reforcado com fibras com trechos

curvos.
5.4.1. EXEMPLO1: BARRA REFORCADA COM FIBRAS RETAS

Neste exemplo, um dominio retangular reforcado por quarto enrijecedores igualmente

espacados foi analisado (Figura 50). A matriz tem L, =20cm de comprimento, h, =2cm de
altura e b, =Icm de espessura. O comprimento das fibras € L, =719,8cm. O médulo de
elasticidade e o coeficiente de Poisson adotados para a matriz sdo dados, respectivamente, por
E ,=20MN/cm’> e Vv,=00. Cada fibra possui médulo de elasticidade
E, =100,0MN / cm’, drea da se¢do transversal A ;=001 cm’ e a mesma espessura da matriz.

Devido a dupla simetria somente um quarto do problema foi discretizado. O problema foi
resolvido por controle de deslocamentos sendo 4=0,5¢m o deslocamento total imposto na
extremidade da barra. Para a andlise linear do problema o deslocamento imposto foi dividido
por 10* e os resultados obtidos foram multiplicados por 707 . Para pequenos deslocamentos a

Lei de Saint-Venant-Kirchhoff se aproxima da Lei de Hooke.

FIBRAS

o8 i s ‘LF %

—
l

e
|
|

2 } 1 9.9

Figura 50 — Barra refor¢ada submetida a deslocamento controlado (unidades em cm).

Para todas as analises realizadas foram utilizados 864 elementos finitos triangulares
com aproximagdo cubica para as varidveis para discretizar a matriz. Os elementos foram

dispostos de duas maneiras: (a) igualmente espacados resultando em uma malha como
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mostrado na Figura 51 e (b) distorcidos resultando em uma malha como mostrado na Figura
54. Para discretizar as fibras, foram utilizados oitenta elementos finitos com aproximagao
cubica para as varidveis.

A Figura 52 mostra a distribui¢do da forca normal e da tensdo de aderéncia na fibra
superior obtidas com a formulagdo diferencial para a malha mostrada na Figura 51. Para a
tensdo de aderéncia dois casos foram testados. No primeiro, a for¢ca normal e as posicdes
possuem a mesma ordem de aproximacao e no segundo caso a aproximagao da forca normal é
uma ordem menor que a aproximagao adotada para as posicoes. A Figura 53 mostra a tensao

de aderéncia obtida com a formulacdo média para a malha da Figura 51.

Figura 51 — Malha igualmente espacada: 864 elementos triangulares e 80 elementos de fibra - 8264 graus de

liberdade.
"
5,00x10" 1,0x10° .
f' o —0O— mesma ordem de aproximagao
. 8,0x10" —e—uma ordem menor
4,75x10 S .
© ~ 6,0x10"
'S ) =1
o 4,50x10 d § 4,0x10
2 ) ER
g 4,25x10" ’ 2 2.0x10'
2
z 0 CRT
£ 4,00x10* 3 |
= g -2,0x10" 1
2
375x10'{f € 4.0x10'
S 0
X -6,0x10*+
3,50x10 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Coordenadas da fibra (cm) Coordenadas da fibra (cm)

Figura 52 — Forga normal e tensdo de aderéncia: formulacdo diferencial.

2,0x10°
1,6x10°
1,2x10°
8,0x10°
4,0x10"

0,04

Tensdo de aderéncia (N/cmz)

-4,0x10°

Coordenadas da fibra (cm)

Figura 53 — Tensdo de aderéncia: formulacdo média.

A partir da Figura 52 e da Figura 53 € possivel observar a presenca de oscilagdes nos
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N

resultados obtidos em uma regido préxima a extremidade da fibra para todos os casos
analisados. Acredita-se que estas oscilacdes ocorrem, pois a malha utilizada ndo € refinada o
suficiente para representar o problema de forma apropriada. Para melhorar os resultados

obtidos, a malha inicialmente empregada, Figura 51, foi melhorada impondo-se uma distor¢ao
nas posi¢des dos nés de canto dos elementos triangulares na forma X, = X,(X,/L)’. Os nés

internos de cada elemento permaneceram igualmente espacados e a malha resultante pode ser

observada na Figura 54. O nimero de elementos permaneceu inalterado.

Figura 54 — Malha distorcida: 864 elementos triangulares e 80 elementos de fibra - 8246 graus de liberdade.

5,0x10*
! 1,20x10° —0O— mesma ordem de aproximagao
s 5 —e—uma ordem menor
4,5x10°9 ¢ 1,05x10° A
L] —~ a
T’ “E 9,00x10' \
< 40x10'4 Z 7.50x10°1
= / s \
§ i & 6,00x10°1
Z 4 Q
s, 3,5x10" 2 4,50x10°
s * 3 B
= & 3,00x10°4 3
4 _| = i
30x10'9] £ 1,50x10°A g
0,00
2,5x10" T T T T T T T T T J T T T T T T T T T ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Coordenadas da fibra (cm) Coordenadas da fibra (cm)

Figura 55 — For¢a normal na fibra e tensdo de aderéncia: formulagdo diferencial.

1,6x10° 7
1,4x10"-°
1,2x10°4
1,0x10°4
8,0x10°
6,0x10°
4,0x10°

2,0x10°

Tensdo de aderéncia (N/cmz)

0,04

2,010’4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Coordenadas da fibra (cm)

Figura 56 — Tensdo de aderéncia: formulacdo média.

A Figura 55 mostra a distribui¢do da forca normal e da tensdo de aderéncia na fibra

superior obtidas com a formulagdo diferencial para a malha distorcida mostrada na Figura 54.
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Para a tensdo de aderéncia dois casos foram testados. No primeiro a forca normal e as
posicdes possuem a mesma ordem de aproximagdo e no segundo caso a aproximacao da forca
normal é uma ordem menor que a aproximacgao adotada para as posi¢oes. A Figura 56 mostra
a tensdo de aderéncia obtida com a formulagao média para a malha distorcida da Figura 54.

A partir dos resultados obtidos € possivel observar que a malha mais refinada na
regido de concentragdo de tensdo regularizou o comportamento observado nas curvas de forca

normal e tensdo de aderéncia em todos os casos considerados.
5.4.2. EXEMPLO 2: BARRA REFORCADA COM FIBRAS CURVAS

Este exemplo consiste em um ensaio de tracdo de uma chapa reforcada com fibras
conforme mostrado na Figura 57. As fibras possuem trechos curvos nas extremidades com

raio R=0,5cm . O moédulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson adotados para a matriz
sdo dados, respectivamente, por E, =100kN /cm’ E, =100kN /cm’® e v, =0,0. Para a

fibra, o médulo de elasticidade e a area da secdo transversal s@o dados, respectivamente, por

E, =2MN /em’ e A, =0,Icm’. Um deslocamento total de u =0,Icm foi aplicado nas

extremidades da chapa.

’ i ) ] 15
S | d \

30 & 13,6

2,05

Figura 57 — Barra refor¢ada com fibras curvas (unidades em cm).
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Figura 59 — Malha distorcida: 150x30 elementos triangulares cuibicos - 82082 graus de liberdade.
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z

S5

=

: 150x30 linear
3 —o— 225x45 linear
% ————————— 225x45 cibico
=~

o+—T T T T 1
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150

Coordenadas da fibra (mm)

Figura 60 — For¢a normal — kN.
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Figura 61 — Tensdo de aderéncia — kN/cm®.
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Figura 62 — Tensdo Normal de contato — kN/cm®.

Devido a dupla simetria somente um quarto do problema foi discretizado. Para as

andlises utilizaram-se duas malhas para discretizar a matriz. A primeira com 225x45
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elementos cubicos triangulares e outra com 150x30 elementos ctibicos triangulares, mostradas
na Figura 58 e na Figura 59, respectivamente. A fibra foi discretizada com 315 elementos
lineares e 105 elementos cuibicos igualmente espacados.

A Figura 60 mostra a distribuicdo da for¢ca normal na fibra medida a partir da
extremidade curva do enrijecedor. A tensdo de aderéncia e a tensdo normal de contato,
juntamente com uma amplia¢do da regido préxima ao gancho, sdo mostradas na Figura 61 e
na Figura 62, respectivamente.

Embora o comportamento da distribui¢do esteja conforme esperado € possivel
observar a presenca de oscilacdes nas tensdes obtidas, principalmente para o elemento cubico.

Acredita-se que uma possivel explicagdo para a presenga das oscilagdes estd associada
a hipdtese de contato-perfeito adotada para modelar fibra-matriz. Como este problema nao foi
solucionado no presente trabalho, sugere-se para trabalhos futuros testar outras estratégias,
como por exemplo, considerar modelos de deslizamento fibra-matriz para tentar eliminar as

oscilagdes observadas.
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6. CASCAS LAMINADAS REFORCADAS COM FIBRAS

6.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Os métodos existentes para a andlise de estruturas laminadas refor¢adas por fibras
podem ser organizados em pelos menos quatro grandes grupos, a saber: os modelos em que o
meio laminado heterogéneo € substituido por um homogéneo equivalente; os modelos em que
tanto a matriz quanto a fibra sdo discretizadas com elementos sdlidos tridimensionais; os
modelos em que a matriz é discretizada com elementos de casca e as fibras com elemento de
barra e os modelos em que a rigidez da fibra € distribuida na rigidez do elemento finito de
casca (BARUT et al.,, 2000). Enquanto o primeiro modelo dificulta a identificacdo da
distribuicao das tensdes de contato fibra-matriz, o segundo e o terceiro aumentam o nimero
de graus de liberdade do sistema de equacdes resultante e juntamente com o quarto exigem a
coincidéncia dos nds da fibra com os nés da matriz na discretizacdo do problema.

Desta forma, apresenta-se, neste capitulo, uma formulacio para a introducao de fibras
curvas, longas ou curtas aleatérias, nas diversas camadas que compdem um laminado, sem
aumentar o nimero de graus de liberdade do sistema de equagdes resultante e sem a
necessidade de coincidéncia de nds na discretizagcdo das fibras e da matriz.

Primeiramente, descreve-se o elemento finito de casca homogéneo ndo linear
geométrico conforme apresentado por Coda e Paccola (2008). Este elemento possui sete
parametros por nod, sendo trés translagdes, trés componentes do vetor generalizado e a taxa de
variacdo da deformacdo ao longo da espessura, responsivel por evitar a ocorréncia do
fendmeno de travamento volumétrico neste elemento.

Em seguida, a generalizacdo da cinemdtica deste elemento para obten¢do do elemento
finito de casca laminada é apresentada (CODA; PACCOLA; SAMPAIO, 2013). Uma
importante caracteristica deste elemento é que nao ha acréscimo de graus de liberdade na

discretizacdo do problema em fun¢do do nimero de laminas que compde o laminado
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considerado.

Finalmente, a estratégia cinemadtica adotada para inserir as fibras em qualquer camada
do laminado sem aumentar o nimero de graus de liberdade do problema e os exemplos de
validacao da formulagdo sdo apresentados.

Para fazer distincdo entre os diferentes meios considerados nos equacionamentos,

adota-se o padrdo simbélico (®) para as varidveis e grandezas relacionadas ao elemento finito
de casca e (@) para as varidveis e grandezas relacionadas ao elemento finito de fibra curvo de

ordem qualquer.

6.2. CINEMATICA DO ELEMENTO FINITO DE CASCA HOMOGENEO

Seja um elemento finito triangular curvo de casca com aproximagio cubica para as
varidveis e espessura /, constante na configuracdo inicial conforme mostrado na Figura 63.

As fungdes de forma deste elemento e suas respectivas derivadas em relagdo aos parametros

nodais sdo apresentadas no ANEXO D.

—m0 1’4‘1110
(q;mﬂ)-l E_,: ‘~ml Emi
2 Ql
"él
3 1

Figura 63 — Mapeamento da superficie média do elemento finito de casca. Fonte: (CODA; PACCOLA, 2008).
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Sejam x" e y" as coordenadas de um ponto qualquer sobre a superficie média do

elemento finito de casca na configuracio inicial e corrente, respectivamente ¢ X, e Y. os
valores das coordenadas nodais relacionadas a cada uma das configuracdes.

O mapeamento @" que leva do sistema auxiliar adimensional para superficie de
referéncia na configuragdo inicial e o mapeamento @"' que leva do sistema auxiliar para

superficie de referéncia na configuracdo corrente sdo dados, respectivamente, por

O =x"(E.6,.X,)=0,(E.6) X, 6.1)
M =3 (E.6.7,)=6,(5.5)Y,. 6.2)

Na Figura 63, @™ é o mapeamento da superficie de referéncia da configurac¢io inicial
para a configuracdo corrente, que pode ser obtido por meio de uma composicdo entre 0s
mapeamentos @" e @', sendo A™, A™ e A™ os correspondentes gradientes destes

mapeamentos.

Para mapear os pontos que estao fora da superficie média ou de referéncia do elemento

. . . . 20 . N . ~ P
finito de casca adota-se um vetor de posicionamento g~ associado a configuracdo inicial do

.. =1 . < . ~
COorpo € um vetor de pOSlClOﬂameﬂtO g associado a Conflguragao atual do corpo, conforme

ilustrado na Figura 64.

Figura 64 — Mapeamento dos pontos fora da superficie média. Fonte: (PASCON, 2008).

Observa-se na Figura 64 que a espessura da casca, inicialmente constante, /,, passa a

ser h na configuracdo atual. Essa variacdo da espessura € considerada através da mudanga de
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tamanho do vetor 271, que pode alongar ou diminuir dependendo do processo de mudanca de
configuragdo.

Os vetores §0 e ? representam a diferenca entre as coordenadas de um ponto fora da
superficie média e seu correspondente, pertencente a superficie média.

Por outro lado, com os vetores g° e g', os pontos genéricos x, ¢ y, no dominio do
elemento finito, na configuracdo inicial e corrente, respectivamente, podem ser obtidos
somando-se a estes vetores os mapeamentos da superficie de referéncia x" e y, pelas

expressoes:

X =x"+g . (6.3)

y=y"+g. (6.4)

A Figura 65 ilustra o mapeamento dos pontos fora da superficie média em ambas as

configuragdes, inicial e corrente.

Figura 65 — Mapeamento dos pontos fora da superficie média do elemento de casca. Fonte: (CODA; PACCOLA,
2008).

. ~ =0
Considerando-se deformacdo constante ao longo da espessura da casca, os vetores g
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21 . ~ ., . . . . . ~ e e
c g pOdem Ser escritos em fungao daS variaveis adlmenSIOnaIS, nas Conflguragoes, IHICIal €

atual, respectivamente, como:

)

g?:?oéio (51’52)53’ (6.5)

AR

=——¢€

g, S (&.8)¢,, (6.6)

sendo 7, a espessura inicial do elemento de casca, & a espessura atual, ¢’ um vetor unitario

normal 2 superficie média inicial € ¢' um vetor unitdrio, porém ndo necessariamente normal a

superficie média da casca na configuragdo atual.

Da forma como descrito até entdo, este elemento, apresenta o fendmeno indesejado do
travamento volumétrico. Para evitd-lo, adiciona-se a cinemadtica do problema, a varidvel
escalar, a, que considera a taxa de variagdo da espessura ao longo do elemento de casca e

permite reescrever a Eq. (6.6) como:

=m0 e g e vale. )] 67

Admitindo-se que a espessura da casca na configuragio inicial é constante, o vetor ¢’

, . . . e, . 70
na Eq. (6.5) é aproximado a partir de vetores normais unitdrios, com componentes N,

avaliadas nos pontos nodais / da configuragdo inicial, pela expressao:
&' (6.6)=0(5.&)N). (6.8)
Para a configuragao atual, Coda e Paccola (2008) propdem a aproximacao:
h(&6.&)e (6.6)=h8,(6.4). (6.9)

onde g,(&,,&,) é vetor generalizado ndo unitdrio e ndo ortogonal a superficie média da casca

na configuracio atual.

Maria do Socorro Martins Sampaio Tese de Doutorado



120 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas refor¢adas com fibras

A partir da Eq. (6.9), a variacdo da espessura da casca ao longo do elemento pode ser

escrita como:

h(6.6) =8 (5.6)8.(6.4). (6.10)
sendo as componentes do vetor unitario ¢' dadas por:

. 8(5-4)

€ =—= = . (6.11)
\/gi (gl’gl)gi (51’51)
Finalmente, as componentes dos vetores §° e ? podem ser reescritas como:
~0 flo > A7 0
8 =7 60 (5.5) Ny (6.12)

~1

8 =

0

[\)lb)

(& +a(£.6)8 ]0(4.6)G,, (6.13)

onde G sdo incégnitas nodais do vetor generalizado na configuracio corrente.

A partir das Egs. (6.3)-(6.4) e Eqgs. (6.12)-(6.13), tem-se que os mapeamentos do

elemento finito de casca para as configuracdes, inicial e atual, sdo dados respectivamente por:

) P
Y =x= l(51’52)Xli+70§3¢l(§1’§2)Nil’ (6.14)

¢ =y = 1(51’52)?11' +h_20[4:3 +a(§1,§2)§32]¢2 (51’52)61'1’ (6.15)

sendo a(é,é) =é (51,52)?1, a aproximacdo para a variag@o linear da deformagdo ao longo

da espessura e @, os seus valores nodais.

Os gradientes da fun¢do mudanga de configuracio A,1

j» ou seja, as derivadas das

fungdes @ em relagdo as varidveis adimensionais sido dadas por:
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Al =9, (E.6)Y,+ {[;wl(gi £)a &l 16, (6.6)G, +[0,(&.8)aél6,(6.6)G,}> (6.16)

70
2

)

=0 (680 + {6 +01(6.6)a8 0. (5.£)6,+[6. (6,83 [0 (6.6)G. ) 61T

AL =2[1426(£.£)3.6 10 (6,66, ©18)

comi=/..,3.
Utilizando a Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff para obter a energia

especifica de deformacdo, a energia potencial total do sistema, para um volume de referéncia

170, ¢ dada por:

(6.19)

=
Il
Se—
| =
El“l'b
=
Rl
=
QU
(=]
|
-
-

Aplicando-se o Principio da Minima Energia Potencial Total a Eq. (6.19), tem-se que

o vetor desbalanceamento, para o elemento de casca, € dado por:

Al 19 oA A =
g == (-2 (EC, E,)dV,~F, (6.20)
7oy, Vjozayj j
sendo
19 -~ -~ 19 - OE,, ~ - OE,
~——(E,C,,.E,)=———=—(E,C, —*=-C_, E —2%. 6.21
2 a J( kI™ klim zm) 2 aEaﬂ( klim zm) ayj afim™~im aY ( )

Das Egs. (6.20) e (6.21), tem-se que a matriz Hessiana é dada por:

0g. .~ 0E,) -
Sl = i(caﬁimEim (0 JdVo , (6.22)
sendo que a derivada dentro da integral resulta em:
_ . OE E . OE, . - OE
91 E La||Eup  Cw pop O Ly (6.23)
Y, Y, Y, Y, dY,0Y,
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A derivada primeira e a derivada segunda da deformagdo de Green em relagdo aos

parametros nodais na Eq. (6.23) sdo dadas, respectivamente, por:

0E _19C  OE__1
oY, 20Y, 9Y,0Y, 20

., (6.24)

onde a derivada primeira do tensor de Cauchy-Green em relacdo aos parametros nodais e a

derivada segunda s@o dadas, respectivamente, por:

e L N Y AP T s LN P TES
¢ A& (5) A7) e A& (7) 9A1(7)

a%g‘k:(f“) (Aa)“,( s al(PkY)'(A) +(47) (Aazﬁ() B(A,-Y)'(A ' (6.26)
@) @Y ) Sy Sy ey

sendo A’ dado pelas Egs. (6.16)-(6.18).

6.3. CINEMATICA DO ELEMENTO FINITO DE CASCA LAMINADA

As expressdes para a andlise de cascas homogéneas apresentadas na Se¢do 6.2 sdo
generalizadas nesta secd@o para a andlise de cascas ortotrépicas/anisotrépicas laminadas.

Para isto, considera-se uma casca laminada formada por m ldminas conforme mostrado
na Figura 66 cuja cinematica do elemento finito € mostrada na Figura 67. Na Figura 66, d ¢
a distancia da superficie de referéncia do laminado na configuragao inicial até o centro de uma
lamina considerada segundo a dire¢do &, e };0’“"’ ¢ a espessura inicial desta lamina. Da

introducdo destas consideracdes, os mapeamentos dados nas Eqs. (6.14) e (6.15) passam a ser

dados, respectivamente, por:
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7. lam

~0lam n - Tlam h() n 70
(2 :¢1(§1»§2 )Xli+[d +T§3J¢z(§1’§2 )Nil (6'27)

7 lam 7 lam

Pl =g &8 Y, + (c?’““hg 53]+<5,(§,,52)&,(c?’“’"+h07§3] 0.(&.E )G, (6.28)

7" lam
0

h -
ou seja, o0 termo ?ch , € substituido por d'" + &,, onde lam indica a lamina considerada.

. ~ A . ,-\l
A taxa de variacdo da espessura de cada lamina, a", pode ser recuperada da

P 415 ~ =~ =l 7l ~
representacdo média de a, pela expressdo a,"" = (ho‘”” / Z)al .

Figura 66 — Casca laminada.

~1lam

As derivadas de em relacdo as varidveis adimensionais sdo dadas por:

1
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~ 2 - ~ 2
~ o L - ~ hlam o ~am hlam - = hlam L
'111 =@, +9 4, (dl +07§3j 9,G, "{(dl +07§3]+¢1a1 (dl +07§3] :l¢k,2(;tk (6.29)
7 lam 2 7 lam 7 lam 2
A llam = v T~ Tlam h() o~ Flam ho T~ Tlam h() -~
o =9, +d,a|d +7§3 9.G, +|| d +T§3 +@a,| d +7§3 9..Gy. (6.30)
Allem = 70[1+¢3,a, (2d"+"¢.)|6.G, 6.31)

Exemplos de validacdo desta cinemdtica para a andlise de cascas laminadas foram

apresentados por Coda, Paccola e Sampaio (2013).

—~m [21‘1]1
o,

Figura 67 — Cinemdtica para cascas laminadas.

6.4. FIBRAS PARA CASCAS LAMINADAS

O elemento finito de fibra curvo de ordem qualquer utilizado para a andlise de

z

laminados refor¢cados com fibras é o mesmo desenvolvido na Secdo 4.4, porém com trés

pardmetros por nd, as posi¢oes X;, X, e X; . Desta forma, os médulos dos vetores
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tangentes associados a um ponto da fibra curva na configuragdo inicial e atual e a deformagado
de Green-Lagrange dados, respectivamente, pelas Eqgs. (4.24), (4.25) e (4.27) passam a ser

expressos, respectivamente, por:

~ 2 ~ 2 ~ 2
3} d 5 d 5 d 3
e B gp| o D) g0 | (|40 g0 (6.32)
dn dn dn
ag,m) .Y (ddn)s, Y (do(n)., )
o = gy | 4| g | | S e | (6.33)
dn dn dn
dg,m) .\ (adn)5, Y (ddm) Y | |(ddm) o,m .\ (dom) .Y
[{ dﬂyj(dﬂ YJ{ dn YJ”[ dn ’J{d Xj(dﬂX” (6.34)

E:

N |~

d&,,m)gpz d¢m)~ ’ d¢m)
dnp ' dn

Os demais equacionamentos necessarios para a obtencao do vetor de forgas internas e
da matriz Hessiana sdo andlogos aos desenvolvidos naquela se¢do, com exceg¢do para o

acoplamento fibra-casca laminada apresentado a seguir.
6.5. ACOPLAMENTO FIBRA-CASCA LAMINADA

Nesta secao descreve-se a estratégia adotada para inserir a contribui¢do das fibras,
dispostas nas diversas laminas de uma dada casca laminada, na energia total do sistema.
Destaca-se que as fibras podem estar em qualquer posi¢do ao longo da espessura de cada
lamina conforme representado na Figura 68. Esta estratégia é uma extensdo da estratégia

apresentada na Secdo 4.6.
As posicdes X dos nds das fibras curvas na configuragdo inicial e as posi¢des Y,”

dos nés das fibras curvas na configuragdo atual s@o escritas em fungdes dos pardmetros nodais

do elemento de casca laminada, respectivamente, como:

n v Jlam };Olam P |4 P £p \a70
:@(fzp’gzp )X, +[d +7§3 J¢z(§1 ’gz )Ny s (6.35)
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~ ~ ~ lam Eolam p n P p o | glam EOZ“W‘ P i % p P
Yip :¢z(§1p’§2p )Yli+ [d +7§3 j+¢l(§] ’4:2 )al [d +7§3 j ¢k(§] ’fz )Gik - (6.36)

/ Superficie de referéncia

Figura 68 — Discretizacdo fibra-matriz da superficie de referéncia do laminado.

Da mesma forma que para o caso bidimensional, a energia de deformacao armazenada
em um laminado reforcado com fibras é dada pela soma da energia de deformacdo
armazenada na matriz discretizada com elementos finitos de casca laminada e da energia de
deformacdo armazenada nas fibras, lembrando que neste caso, o elemento finito de casca

laminada possui dez nds e sete parametros por né e as fibras trés parametros por no.

Além das coordenadas adimensionais & e &7 relacionadas a superficie de referéncia

da casca, as fibras possuem um terceiro pardmetro, —/ < &P < +1, associado as posi¢des que

ocupam ao longo da espessura da camada onde estdo contidas.

Da mesma forma como descrito na Sec¢do 4.5.2 e 4.5.3 para o caso de dominios

ayz na Eq. (4.53) pode assumir ao realizar a

bidimensionais, os diferentes valores que o termo —=

segunda derivada da energia de deformacdo para a obtencdo da matriz Hessiana, considerando
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elemento de fibra curvo e elemento de casca laminada, dependem da discretizacdo adotada, ou
seja, das configuragdes apresentadas pelas fibras em relacdo a superficie de referéncia do
laminado (Figura 68).

Assim, para uma fibra curva com ordem de aproximacdo GP' com trés pardmetros por
né e um elemento de casca com N ndés e sete pardmetros por né, a matriz dada pela Eq. (4.56)

passa a ser dada por:

5 _ T ot .
[Hf]7(GPf+1)Nx7(GPf+1)N - [lP]7(GPf+l)Nx3(GPf+l) [H ]3(GPf+1)x3(GPf+1) [\P]3(GPf+l)x7(GPf+l)N ? (6'37)

sendo [H'] a matriz Hessiana local da fibra curva de ordem qualquer obtida da

3(GP' +1)x3(GP' +1)
Eq. (4.39) com parametros nodais variando de 1 a 3 para o caso de fibra curva na casca. O
subscrito f em [H .1 e o sobrescrito f em [H'] na Eq. (6.37) fazem distin¢do entre a matriz
Hessiana expandida da fibra curva a ser contribuida na matriz Hessiana global da casca e a
matriz Hessiana local da fibra curva, respectivamente.

A matriz esparsa [¥] na Eq. (6.37) tem a forma:

3(GP' +1)x7(GP' +1)N

e, o 0 0 0 0 0
o [eL.. 0o 0 0 0 0
0 0o [e] . 0 0 0
[¥]=| O 0 0 0 0 0 . (6.38)
0 0 o o [0 o 0
0 0 o 0o o [e o
0 0 0o 0 0 0[O0 s o

Por sua vez, cada termo da matriz na Eq. (6.38) tem a forma:

[@];m:[[%]f 7 S RV A T [%];} . (6.39)

3x7N

onde p € ond de fibra considerado.

. P ~f . .
Para uma fibra cubica, [H' ],,,,,, € um elemento de casca com 10 nés, a matriz dada na
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Eq. (6.37) é dada por:

[ﬁf ]280x280 = [\P];xonz '[Hf]12x12 '[\P]12x280 . (6-40)

Para uma fibra cibica a matriz esparsa [¥] na Eq. (6.40) é dada por:

... o 0 0
0 ol 0 0
[¥]= (L. . : (6.41)
0 0 [®]3x70
4
L 0 0 0 [®]3x70_12x280

onde os termos do tipo [O]} ,, na Eq. (6.41) sdo dados pela contribuicdo do n6 p de fibra
considerado em relagcdo a todos os nds do elemento finito de casca que contém o né p e sdo

dadas por:

O, =[w] vl vl vl [l (] (] (] [l [w]] . 64

sendo i os graus de liberdade dos nds do elemento de fibrae j os graus de liberdade dos nds

do elemento de casca. Desta forma, cada termo [Wij]g na Eq. (6.42) ou Eq. (6.39) tem a forma:

v, O 0 vy, vs 0 0
p
I:Wij:lﬁ: 0 v, 0 w, 0 wy, O ’ (6.43)
0 0 vy vy, O 0 vy,

sendo £ os nés do elemento finito de casca que contém o né p da fibra considerado.
Os termos y; na Eq. (6.43) sdo obtidos a partir da Eq. (6.36). Desta forma, lembrando
que Y, =a“, Y*=GF, Y =G e Y =G, as derivadas da Eq. (6.36) em relagio aos

parametros nodais da casca sdo dadas por:
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oY,

7
oY)

Wy = =Py EPEL ), (6.44)
ar”

Vie = 7

{%(éﬁ &) [d " 53] ]m £, (6.45)

l//i(i+4) aYﬁ

(i+4)

aY” [Ldlam hoam 4):3 j+¢/(§1 ’52 )Y( Ldlam ho‘”” 53 J }¢ﬂ(§lp’§2p ), (646)

comi=1,23.
Os termos V; na Eq. (6.43) podem ainda ser obtidos a partir da Eq. (6.36),

desprezando-se a taxa de variacao da espessura, ou seja,

Wii) = =9s(&r.E0 ), (6.47)
(i) ay(lﬁ) B\ 21 2
oY’
0% ), 6.48
Via an ( )
aY~P Ham hlam
Viiva) = ay({;+4) :{[d’ 5 Er ]}%,(fl &) (6.49)

com i =1,2,3 e assim a Eq. (6.43) passa a ser dada por:

vy, O 0 0 y; O 0

I:lllij]gz 0 v, 0 0 0 vy, O . (6.50)
0 0 W33 O 0 O W37 3x7

Observa-se das Egs. (6.44)-(6.46) que a obtencdo da matriz esparsa [V] dada pela Eq.
(6.41) ou Eq. (6.38) depende dos valores de &ﬂ( EPEPEP d, ) e do elemento de casca que

contém o n6 de fibra P considerado. A matriz Hessiana expandida [I:If] dada pela Eq. (6.40)

ou Eq. (6.37) ¢ distribuida na matriz Hessiana total do sistema seguindo a conectividade da
casca associada ao né de fibra considerado.

Neste trabalho, o procedimento para a determinagdo das posi¢des das fibras em cascas

¢ feito de forma indireta, ou seja, determinam-se as coordenadas adimensionais é‘i” dos nds
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das fibras e o elemento finito bidimensional onde estes nds estdo contidos em uma malha
auxiliar plana que serve de base para o mapeamento da casca. Desta forma, as fibras sdo
transferidas automaticamente para a sua posicdo na casca seguindo o mesmo mapeamento

utilizado para a sua geracdo na malha auxiliar.

6.6. EXEMPLOS NUMERICOS

Para demonstrar a aplicabilidade da estratégia introduzida neste trabalho sdo
apresentados trés exemplos numéricos. O primeiro consiste em uma viga refor¢cada por quatro
enrijecedores submetida a grandes deslocamentos, o segundo exemplo consiste em uma placa
simplesmente apoiada reforcada por fibras em uma e em duas direcdes e o terceiro uma casca

laminada cilindrica reforcada com fibras submetida a pequenos e grandes deslocamentos.

6.6.1. EXEMPLO 1: VIGA ENGASTADA REFORCADA COM FIBRAS
SUBMETIDA A GRANDES DESLOCAMENTOS

Neste exemplo uma viga engastada solicitada por um carregamento uniformemente
distribuido ¢ € analisada. A viga estd reforcada por quatro enrijecedores dispostos conforme
mostrado na Figura 69. As propriedades geométricas adotadas para a viga sdo dadas por:

L=300cm, b=20cm, h=60cm, d=3cm € q :5,0MN/m. O modulo de elasticidade e o
coeficiente de Poisson sdo dados, respectivamente, por E, =2I/GPa ¢ v, =0,0. Para as

fibras, o médulo de elasticidade e a drea da se¢do transversal sdo dados, respectivamente, por

E, =210GPa e A, =2cm’.

Os resultados obtidos com a formulagdo proposta neste trabalho sdo comparados com
resultados obtidos por trés diferentes formulacdes: a) a primeira denominada como barra geral
3D utiliza cinemadtica de Timoshenko-Reissner e foi apresentada por Coda (2009), Coda e
Paccola (2010) e Coda e Paccola (2011); b) a segunda apresentada por Sampaio, Paccola e
Coda (2013) consiste em uma formulacdo para a andlise de dominios bidimensionais

reforcados com fibras apresentada no Capitulo 4; e c) a terceira apresentada por Coda,
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Paccola e Sampaio (2013) destina-se a anélise de cascas laminadas.

NSNS

Figura 69 — Viga engastada reforcada com fibras.

d | | [ h,
® O b,
| <Y1 A I R — B ——
. . T h,
d h;
b b
(a) (b)

Figura 70 — Geometria da secdo transversal: (a) original, (b) laminada equivalente.

Para as andlises realizadas com a formulagao proposta neste trabalho, a formulacao de
cascas laminadas e a formulagdo para a andlise de dominios bidimensionais reforcados com
fibras a matriz foi discretizada em 60 elementos finitos triangulares com aproximacao cubica
para as varidveis totalizando 364 nés. Para a andlise com a formulacdo de barra geral 3D a
viga foi discretizada em 10 elementos finitos do quinto grau.

Na Figura 71 € possivel observar a configuracdo final da viga ap6s a deformacao para
as diferentes formulacdes consideradas e a Figura 72 compara os deslocamentos transversais
obtidos.

Os deslocamentos maximos na extremidade da viga reforcada com fibras bem como as
diferencas relativas obtidas entre as formulacdes em relagdo a solucdo de referéncia (barra
geral 3D) sdo mostradas na Tabela 7. Observa-se que as solucdes obtidas pela formulacao
proposta neste trabalho e pela formulacdo de cascas laminadas estdo bem préximas a solug¢do
de referéncia. A grande diferenca relativa apresentada pela formulacdo para andlise de
dominios bidimensionais reforcados com fibras ocorre, pois a solu¢do de referéncia (barra
geral 3D) apresenta mais restricdes cinemdticas (Timoshenko-Reissner) e a altura da barra
analisada estd acima do limite de representatividade da cinemadtica de Reissner. A partir dos

resultados obtidos € possivel observar que a formulagdo proposta neste trabalho apresenta

Maria do Socorro Martins Sampaio Tese de Doutorado



132 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas reforgadas com fibras

resultados satisfatorios para andlises em grandes deslocamentos.

pooopo (M)

0.07237
014474

021710 e
0.28947 TT—

036184 TT—

0.43421 T
01 50657

0157894

(a)

000000 ( Cm)

—7 BBaTa

; S e s S S '

—-15.73744

—23 BOE16

=31 47485

—39.34361

—47 21233
-55.05105

-B2 94977
(b)
0.00000

=7 30908

-14 E1815

2192723
—29 23630

=36 54535

—43 55445
5118353 (©)

=56 47260

0.00000 (cm)

—7.23974

-14.47948 z
-21.71821
—-20.858595

P E PE I BEmmm
=l

—36. 15565

-43.43843
. -S0E7E1E (d)
-57.81780
Figura 71 — Deslocamentos transversais da viga: (a) barra geral 3D; (b) dominio 2D; (c) placa laminada
equivalente; (d) placa com fibras.
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—M- BARRA GERAL 3D

—O—SOLIDO 2D

0§ —~ PLACA LAMINADA
- —W— PLACA COM FIBRA

=30

-40
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0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330
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Figura 72 — Deslocamento transversal da viga em (cm).

Tabela 7 — Valores numéricos para o deslocamento transversal maximo em (cm).

BARRA GERAL 3D DOMINIO 2D VIGA
(soluciao de referéncia) LAMINANADA COM FIBRAS
EQUIVALENTE
-57,894 -62,949 -58,472 -57,917
Diferenca relativa ~8,03% ~0,98% ~0,039%

6.6.2. EXEMPLO 2: PLACA SIMPLESMENTE APOIADA REFORCADA COM
FIBRAS

Neste exemplo uma placa quadrada simplesmente apoiada com lado L =400cm e

espessura  h=16cm submetida a um carregamento uniformemente distribuido,
q=—1,0kN/m’ , é analisada (Figura 73).

Dois casos sdo considerados: no primeiro, a placa € reforcada com fibras dispostas
segundo a direcdo X,, Figura 73a; no segundo, a placa € reforcada com fibras dispostas
segundo duas direcdes, X, e X,, Figura 73b. O médulo de elasticidade e o coeficiente de
Poisson adotados para a matriz sdo dados, respectivamente, por £, =2IGPa e v, =0,25. O

modulo de elasticidade e a drea da secao transversal de cada fibra sdo dados, respectivamente,
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por E, =210GPa e A, = 2cm’ . O centro de gravidade de cada fibra estéd localizado a uma

distancia d = 2cm, medida a partir da base inferior da placa.

Devido a dupla simetria, somente um quarto do problema foi discretizado. Desta
forma, a superficie de referéncia da matriz foi discretizada em uma malha regular com 200
elementos finitos triangulares, com aproximacgdo cdbica para as varidveis, totalizando 961
nés, Figura 74a. Para a placa reforcada em uma dire¢do, cada uma das 20 fibras longas foi
discretizada em 10 elementos finitos cubicos, Figura 74b. Analogamente, para a placa
reforcada em duas dire¢Oes, cada direcdo possui 20 fibras longas discretizadas em 10
elementos finitos com aproximagao cuibica para as varidveis, Figura 74c. Em ambos os casos

o espacamento entre as fibras € 10cm.

(a) (b)

Figura 73 — Placa quadrada simplesmente apoiada reforcada com fibras: (a) reforcada em uma direcio; (b)

reforcada em duas direcdes.

(a) (b) (©)

Figura 74 — Discretizagdo para um quarto do problema: (a) matriz; (b) fibras para placa reforcada em uma
direcdo; (c) fibras para placa reforcada em duas direcdes.

Os resultados obtidos com a formulacdo introduzida neste trabalho sdo comparados

com resultados obtidos com uma formulagdo de referéncia (CODA; PACCOLA; SAMPAIO,
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2013) em que a sec¢do transversal original reforcada com fibras ¢ simulada como uma se¢do
laminada equivalente. Neste caso, a sec¢do transversal da placa foi discretizada em cinco
camadas. Para a placa reforcada em uma dire¢do, adotou-se, para a camada equivalente as
fibras, E,, =210GPa, E,=E,; =2IGPa, v, =V,;=V,,=0,25, G,=84GPa, G, =G,;=84GPa e
h=0,195cm . Para a placa refor¢cada em duas dire¢des adotou-se, para a camada equivalente as
fibras, E,, =E,, =210GPa, E,;=2IGPa, v,,=V,; =V, =025, G, =G, =84GPa, G,;=8,4GPa e
h=0,195cm. Em ambos os casos adotou-se E,=FE, =FE,,=2IGPa, Vv,=V,;=V,,=0,25 e

G, =G,;; =G,; =8,4GPa para as outras camadas. Foram utilizados dez pontos de Gauss para a
integracao ao longo da espessura do laminado.
A Figura 75 mostra as distribui¢des dos deslocamentos transversais da placa para os

diferentes casos analisados e a Tabela 8 compara seus valores maximos.

0.0000E-+000 0.0000E+000

I -1.4160E-005 -1 4945E-005
-2 8321 E-005 -2 B590E-005
-4.2481 E-005 -4 4535E-005
I -5 6641 E-005 -5 8780E-005
-7.0502E-005 -7 4726E-005
-8 4962E -005 -8.8671E-005
-8.9122E-005 -1.0462E-004
I -1.1328E-004 -1.1956E-004
-1.2744E-004 -1.3451E-004
0.0000E+000 0.0000E+000
I -1 3568E-005 -1 4294E-005
-2 7136E-005 -2 B583E-005
-4 0704 E-005 -4 2882E-005
I -5 4272E-005 -5 7176E-005
-6 7E39E-00S —7.1469E-005
—8.1407E-005 -8 5VE3E-00%

—1.0006E -004
-1.1435E-004

I —1 2665E-004

-9.4975E-005
I ~1 0854 E-004
—-1.2211E-004

(c) (d)

Figura 75 — Deslocamentos transversais para um quarto do problema: (a) placa reforcada em uma dire¢ao
laminada equivalente; (b) placa refor¢ada em uma direcdo com fibras; (c) placa refor¢cada em duas direcdes
laminada equivalente; (d) placa refor¢cada em duas dire¢cdes com fibras.

E possivel observar da Tabela 8 que os resultados obtidos estio conforme esperado, ou
seja, os deslocamentos transversais maximos obtidos para a placa reforcada em uma direcdo,
para ambas as formulagdes, sdo menores que aqueles obtidos para a placa homogénea e sdo
maiores que aqueles obtidos para a placa reforcada em duas direcdes. Além disso, é possivel
observar que as solugdes obtidas com formula¢d@o introduzida neste trabalho sdo menores que

aquelas obtidas com a formulagdo de referéncia, destacando que com a formulagdo
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introduzida neste trabalho serd possivel, em trabalhos futuros, determinar as tensdes de

contato entre as fibras e a matriz.

Tabela 8 — Valores numéricos para o deslocamento transversal maximo em (m).

PLACA REFORCADA EM 1 DIRECAO ~ REFORCADA EM 2 DIRECOES

HOMOGENEA ~ LAMINADA LAMINADA
EQUIVALENTE  “OMFIBRAS - poyry s pnrp  COMFIBRAS

-1,4051x10™ -1,2744x10™ -1,3451x10™ -1,2211x10™ -1,2865x10™

Outros valores para o moédulo de elasticidade, coeficiente de Poisson e moédulo de
elasticidade transversal foram testados e os resultados obtidos para o deslocamento transversal
maximo da placa podem ser visualizados na Figura 76.

O objetivo de testar diferentes valores de modulo de elasticidade, coeficiente de
Poisson e médulo de elasticidade transversal é destacar a importancia de se conhecer os
parametros que descrevem corretamente as propriedades do meio, principalmente o mddulo
de elasticidade transversal visto que este problema se mostrou bastante sensivel a este

parametro.
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Figura 76 — Deslocamento transversal maximo para diferentes valores de médulo de elasticidade, coeficiente de

Poisson e médulo de elasticidade transversal.
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6.6.3. EXEMPLO 3: CASCA CILINDRICA LAMINADA REFORCADA COM
FIBRAS

7z

Neste exemplo, um cilindro laminado ortotrépico € analisado. A geometria do
problema, extraida de Sansour e Kollmann (2000), pode ser visualizada na Figura 77.

Destaca-se que este exemplo foi utilizado por Coda, Paccola e Sampaio (2013) para
validar a formulac¢do de casca laminada utilizada aqui como solu¢do de referéncia para os
resultados obtidos com a formulacdo introduzida neste trabalho. Coda, Paccola e Sampaio
(2013) compararam sua solu¢do com uma solucdo analitica para cascas laminadas cilindricas
ortotropicas em pequenos deslocamentos apresentada por Jones (2002). Coda, Paccola e
Sampaio (2013) compararam os arranjos 0°/0°/0°, 90°/90°/90°, 0°/90°/0° e o caso isotrépico
homogéneo com os resultados apresentados por Jones (2002) e apresentaram um quarto
arranjo 90°/0°/90°, para demonstrar que a formulagdo introduzida para cascas laminadas

ortotropicas ndo apresentava travamento.

Diafragma rigido P Diafragma rigido
L2 L2 ‘

Figura 77 — Cilindro laminado comprimido. Fonte: (SANSOUR; KOLLMANN, 2000).

=

Figura 78 - Detalhe de 1/4 da sec¢do transversal do cilindro laminado.
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Conforme foi comentado por Coda, Paccola e Sampaio (2013), uma vez que a
metodologia utilizada para o desenvolvimento do elemento de casca proposto pelos autores €
diferente daquela da solugdo de referéncia, analitica para pequenos deslocamentos, os valores
convergentes devem se aproximar das solugdes analiticas, mas certa diferenca entre os
resultados é esperada. De fato isto foi observado pelos autores que concluiram que a
formulacdo se comporta de forma satisfatéria. Lembra-se que na formulacdo apresentada por
Coda, Paccola e Sampaio (2013), a relagdo constitutiva eldstica é completa e a cinematica
adotada considera a variacdo da espessura da casca.

Desta forma, os quatro arranjos testados por Coda, Paccola e Sampaio (2013) s@o aqui
utilizados para analisar o comportamento da formulacdo de casca laminada considerando,
agora, a discretizacao das fibras.

Como os autores compararam as solucdes obtidas com outras de referéncia
apresentadas por Jones (2002), estas ndo sdo aqui reescritas e apenas os resultados obtidos
com a formulag¢do de Coda, Paccola e Sampaio (2013) sdo utilizados como referéncia. Além
disto, considerando que Coda, Paccola e Sampaio (2013) testaram diferentes malhas para
analisar a convergéncia da solucdo do problema, somente a malha 20x20 mostrada na Figura

79 para 1/8 do cilindro, definida como aceitdvel pelos autores, foi utilizada.

Figura 79 — Discretizagdo da superficie de referéncia da matriz: 20x20 — 800 elementos com aproximagao cubica
para as varidveis totalizando 3721 nés e 26047 graus de liberdade.

Da mesma forma como na referéncia original, as dimensdes e outras propriedades
fisicas do problema ndo possuem unidades. Assim, os valores da geometria sdo: L =600,

R =300 e h=3,0 dividida em 3 laminas de espessura 1 cada. Nos arranjos considerados,
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0°/0°/0°, 90°/90°/90°, 0°/90°/0° e 90°/0°/90°, 0° corresponde a direcdo longitudinal de
orientacdo das fibras e 90° a direcdo circunferencial. As propriedades fisicas adotadas na
andlise de cada um dos arranjos sdo especificadas na Tabela 9 e seguem os mesmos valores
utilizados pela referéncia original. Os resultados obtidos para estas andlises sdo designados

como solucdo de referéncia laminada equivalente.

Tabela 9 — Dados utilizados para a modelagem do problema laminado equivalente com (E)x10° e (G)x10°.

MATRIZ
ARRANJO| LAMINA
_E [ E Vi, Vo, | G| G| Gy |

1 40 1 0250250 06 06 05

0°/0°/0° 2 40 l I 025 025 0 06 06 05

3 40 l I 025 025 0 06 06 05

i I 40 025 0 025 06 05 06

90°/90°90° 2 10 025 0 02506 05 06

1 I 40 025 002506 05 06

1 40 1 025 0250 06 06 05

0°/90°%0° 2 I 40 025 0 02506 05 06

3 40 1 I 025 025 0 06 06 05

i 1 40 025 002506 05 06

90°0°90° 2 40 i 025 025 0 06 06 05

3 i 40 025 002506 05 06

0°/0°/0° 90°/90°/90° 0°/90°/0°

(b)
Figura 80 — Arranjos fibra-matriz considerados: 0° corresponde a direcdo longitudinal e 90° a dire¢ao
circunferencial.

Para o problema com fibras, duas formas de disposicdo destas nas laminas foram

consideradas. Na primeira, as fibras estdo posicionadas na superficie média de cada lamina
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(Figura 80a), ou seja, em R, =299, R =300 e R =301 na Figura 78. Na segunda, duas
camadas de fibras localizadas a #0,25 da superficie média de cada ldmina foram

consideradas (Figura 80b). Em ambos os casos de andlises de fibras imersas, o material da
matriz foi considerado isotrépico homogéneo. A Tabela 10 mostra os dados adotados para a
matriz € o ndmero de fibras necessdrios em cada lamina para aproximar o mdédulo de

elasticidade do problema equivalente quando as fibras estdo localizadas na linha média da

lamina. Para o arranjo com duas camadas de fibras por lamina, adotou-se E, =426x10° e
A; =0,457, lembrando-se que neste caso, as duas camadas de fibras por lamina foram

dispostas a 0,25 da superficie média da lamina considerada. Os demais dados s@o os

mesmos da Tabela 10.

Para discretizar as fibras, foram utilizados elementos curvos com aproximacao ctibica
para as varidveis e cada fibra longa, em cada uma das camadas consideradas, foi dividida em
40 elementos finitos. O nimero total de fibras para cada arranjo para o caso de duas camadas
de fibra por lamina € mostrado na Tabela 11. As fibras foram igualmente espacadas e
dispostas a 3 unidades de comprimento das bordas para que uma fibra inteira ndo coincidisse
com as extremidades da malha da matriz. J4 as extremidades livres das fibras coincidem com
a malha da matriz em todos os casos. O aspecto da discretizacdo das fibras para os quatro
arranjos considerados podem ser visualizado na Figura 81.

Da mesma forma como feito por Coda, Paccola e Sampaio (2013), a carga aplicada é
suficientemente pequena, P=2,5x107", para que seja possivel a comparagio com resultados

em pequenos deslocamentos.

A Figura 82 mostra as configuracoes finais deformadas de 1/8 do cilindro, obtidas com
a formulacdo de referéncia, casca laminada equivalente, e com a formulacdo proposta neste
trabalho para os quatro arranjos testados. Os resultados exibidos na Figura 82b sdo aqueles
obtidos para o caso em que se consideram duas camadas de fibras por lamina.

A Tabela 12 compara o deslocamento na direcao de P obtido no ponto de aplicacao da
carga P para os diferentes arranjos considerados, tanto para a fibra na linha média quanto para
fibras em duas camadas, com aqueles obtidos pela formulacdo de referéncia. Aqui, o
deslocamento foi designado pela letra W e n=4 ¢é a divisdo do carregamento devido a
discretizagdo adotada, 1/8 do cilindro. O deslocamento final a ser comparado € obtido pela

relacdo EhW /nP .
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Tabela 10 — Dados utilizados para a modelagem do problema com fibras com (E)x10° e (G)x 10°.

MATRIZ
ARRANJO| LAMINA \
: ‘L E B LB vie [ vis ] Vo [ Gl G [ Gy

1 47 39 1 1 1 1 025 025 O 04 04 05

0°/0°/0° 2 47 39 1 1 1 1 0,25 0,25 0 04 04 05
3 47 39 1 1 1 1 0,25 0,25 0 04 04 05

1 30 39 1 1 1 1 0,25 0 025 04 05 04

90°/90°/90° 2 30 39 1 1 1 1 0,25 0 025 04 05 04
4 30 39 1 1 1 1 0,25 0 025 04 05 04

1 47 39 1 1 1 1 025 025 0 04 04 05

0°/90°/0° 2 30 39 1 1 1 1 0,25 0 025 04 05 04
3 47 39 1 1 1 1 0,25 0,25 0 04 04 05

1 30 39 1 1 1 1 0,25 0 025 04 05 04

90°/0°/90° 2 47 39 1 1 1 1 0,25 0,25 0 04 04 05
3 30 39 1 1 1 1 0,25 0 025 04 05 04

Tabela 11 — Ndmero total de nés de fibra longa para o arranjo com duas camadas de fibra por 1amina.

DISCRETIZACAO NUMERO
ARRANJO (N° TOTAL DE ELEMENTOS p
TOTAL DE NOS
FINITOS DE FIBRA)
0°/0°/0° 11280 34122
90°/90°/90° 7200 21780
0°/90°/0° 9920 30008
90°/0°/90° 8560 25894
() o o o () o () o o o () o
0°/0°/0 90°/90°/90 0°/90°/0 90°/0°/90
e
SR
\ “\\“‘:\ R ‘\‘\““\
RETRIR: SRR
- \ ““‘“&“‘8‘“&“3“‘\‘:“‘:\\‘\ \\ % \t\“st\\‘\‘\““‘\‘\‘\“\‘\‘\“
// Rttitastioninies
proiasttiusiniies)
! 1
/ s

Figura 81 — Discretizacdo das fibras para os diferentes arranjos testados.

Tabela 12 — Deslocamento total na direcdo de P para o ponto de aplica¢do da carga P.

LAMINADA COM FIBRAS
LAMINADA EQUIVALENTE| = =
ARRANJO 1 CAMADA DE FIBRAS POR LAMINA 2 CAMADAS DE FIBRAS POR LAMINA

(REFERENCIA) DESVIO DESVIO
// J /)
W EhW/nP EhW/nP RELATIVO (%) EhW/nP RELATIVO (%)

0°/0°/0° 2,3954E-05 2874,48 2,6876E-05 3225,12 12,198 2,6580E-05 3189,6 10,96
90°/90°/90° 8,2901E-06 994,812 9,3320E-06 1119,84 12,568 8,9692E-06 1076,304 8,19
0°/90°/0° 1,5902E-05 1908,24 2,6083E-05 3129,96 64,023 1,9047E-05  2285,64 19,78
90°/0°/90° 6,4651E-06 775,812 7,9080E-06 948,96 22,318 7,2907E-06 874,884 12,77
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0°/0°/0°
Legenda: Legenda:
2.3954E-005 2 BSB0E-005
2.0563E-005 2.2813E-005
1.7172E-005 1.8047E-00S
1.3781 E-005 1.5250E-005
1.03890E-005 1.1513E-005
5.9350E-005 7. 7458E-006
FE07E-00G 38789E-006
2.1B390E-007 2.1203E-007
-3.1741E-008 -3 5549E-006
-G 5652E-006 —7.3218E-006
(@) (b)
90°/90°/90°
Legenda: Legenda:
5.2901 E-005 5.9692E-006
72084 E-006 7.5041E-006
5.1 267E-005 B E380E-005
5.0449E-006 5.4739E-006
3.9632E-006 4 3085E-006
2.8315E-005 3.1436E-006
1. 798EE-006 1 9785E-006
F.1803E-007 g.1341 E-007
I -3.6370E-007 I -35171E-007
-1.4454E-006 -1 5163E-006
(a) (b)
0°/90°/0°
Legenda: Legenda:
1.5902E-005 1.9047E-005
1.3629E-005 1 5322E-005
1.1356E-005 1.3597E-005
I 9.0529E-005 1.0873E-005
5.8095E-006 5.1479E-006
4 S3EEE-005 S .4252E-008
2.2637E-00G 2 BEESE-006
-8.3267E-009 -2 51 75E-008
I -2.2824E-008 -2 7509E-008
-4 5954 E-006 -3 .4753E-006
(a) (b)
90°/0°/90°
Legenda: Legenda:
64551 E-005 7.2907E-006
5.5195E-005 £.3375E-006
4774 E-005 5.3542E-008
I 3.9257E-006 4 4310E-006
3.0832E-006 3.4775E-006
2.2377E-005 25246E-005
1.3922E-006 1.5714E-006
S.4ETSE-007 £.1820E-007
I -2 98E9E-007 -3.3501E-007
-1.1442E-006 -1 .2852E-006

(@) (b)

Figura 82 — Deslocamentos na direcdo de P de 1/8 do cilindro para os diferentes arranjos testados: (a) laminada
equivalente; (b) laminada com fibras.
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E possivel observar a partir dos resultados obtidos que a formulagio introduzida neste
trabalho fornece valores maiores que a solucdo de referéncia em todos os casos analisados e
para os dados considerados. Analisando-se primeiramente o caso em que as fibras sdo
dispostas na linha média das camadas, observa-se da Tabela 12 um grande desvio entre as
solugdes para os arranjos 0°/90°/0° e 90°/0°/90°. Isso ocorre devido a forma como as fibras
foram dispostas nas camadas, na linha média, influenciando nas solu¢des quando a
contribuicdo da inércia a flexao da lamina central é determinante na constitui¢do da inércia
total da casca. Ao mudar a disposicdo das fibras na matriz, considerando-se duas fibras por
camada e consequentemente afastando-as da linha média das camadas, observa-se, da Tabela
12, a diminui¢c@o nos desvios entre as solucdes, principalmente para os arranjos 0°/90°/0° e
90°/0°/90°.

Acredita-se que a medida que o nimero de fibras utilizado na discretizacdo aumenta e
os parametros que descrevem corretamente as propriedades do meio sdo conhecidos, como
por exemplo, o médulo de elasticidade transversal G para o qual este problema se mostra
bastante sensivel, o comportamento das solugdes obtidas pela formulagdo proposta tende a ser
semelhante ao apresentado pelo meio homogeneizado. De qualquer forma, por serem

problemas diferentes ndo se espera equidade de resultados.

6.6.3.1. CASCA LAMINADA REFORCADA COM FIBRAS ALEATORIAS

Para demonstrar as potencialidades da formulagdo, um caso qualitativo é apresentado.

Nele, fibras curtas sdo espalhadas aleatoriamente nas laminas da casca na taxa de 1% do

volume do cilindro. Trés comprimentos para as fibras foram considerados, L, =2,54, L, =5
e L, =10. Em todos os casos, o mddulo de elasticidade e a area da secdo transversal sdo

dados, respectivamente, por E; =426x10° e A; =0,457. Com estes dados, o nimero total de

fibras com aproximacdo cubica para as varidveis para cada caso considerado é dado,
respectivamente, por 3568, 1854 e 924. As fibras foram espalhadas em seis camadas, duas por
lamina, a £0,25 da superficie média da ldmina. A Tabela 13 mostra um quadro resumo dos
dados adotados para as fibras e a Tabela 14 o ndmero total de nés de fibra em cada
discretizagao.

Primeiramente analisou-se o cilindro laminado sem a contribui¢do das fibras e em

seguida considerou-se a presenca das fibras. Os dados adotados na andlise da matriz sdo
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mostrados na Tabela 15. As configuracdes finais deformadas para 1/8 do cilindro

correspondentes as andlises realizadas podem ser visualizadas na Figura 83.

Tabela 13 — Dados das fibras aleatérias com (E)x10°.

i FIBRAS ALEATORIAS
LAMINA CAMADA
' 3

| 1 426 0,457 +0.5 608 2,54 309 5 154 10
2 426 0,457 -0.5 608 2,54 309 5 154 10
) 1 426 0,457 +0.5 608 2,54 309 5 154 10
2 426 0,457 -0.5 608 2,54 309 5 154 10
3 1 426 0,457 +0.5 608 2,54 309 5 154 10
2 426 0,457 -0.5 608 2,54 309 5 154 10
Tabela 14 — Numero total de nds de fibras aleatdrias.
- DISCRETIZACAO NUMERO
CASO 1 3648 14592
CASO 2 1854 7416
CASO 3 924 3696
Tabela 15 — Dados da matriz para andlise do dominio com fibras aleatdrias.
MATRIZ
tAMiNA| B [ v [ 6 |
L E LB L Bl v | v | Vs | G| Gi | G
1 1 1 1 0,25 0,25 0 0,4 0,4 0,5
2 1 1 1 0,25 0,25 0 0,4 0,4 0,5
3 1 1 1 0,25 0,25 0 0,4 0,4 0,5

Tabela 16 — Deslocamentos na direcdo de P para o ponto de aplicagdo da carga P do cilindro refor¢cado com
fibras aleatorias.

LAMINADA COM FIBRAS
LAMINADA EQUIVALENTE
i T S ——

5,6260E-05 6751,20 4,3387E-05 5206,44 4,4032E-05 5283,84 4,8015E-05 5761,8

DESVIO RELATIVO (%) 22,881 21,735 14,655
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Legenda:

5 B260E-005
4 .5274E-00%
4 0255E-005
3.2302E-005
24315E-00%
1 B329E-005
3.3429E-006
35E72E-007
-7 B293E-006
-1.5616E-005

Legenda:

4 33ETE-005
3.7335E-00%
3.1283E-005
25230E-005
1. 9178E-00%
1.3126E-005
7OFIEE-006
1.0214E-00&
-3.0309E-006
-1.1083E-005

Legenda:

4 4032E-00%
3.7307E-005
3.1553E-005
25358E-005
1.9133E-005
1.2908E-005
B B337E-006
4 5534 E-007
-5.7E55E-006
-1.1991E-005

Legenda:

4 8015E-00%
4.1240E-005
3 44BEE-005
2.7631E-00%
209 TE-005
1.4142E-005
F.3674E-006
5.9254E-007
-6.1817E-006
-1.2956E-005

(d)

Figura 83 — Configuragdes finais deformadas de 1/8 do cilindro laminado: (a) sem fibras; (b) com 3568 fibras
aleatorias; (c) com 1854 fibras aleatorias; (d) com 924 fibras aleatérias.
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Os valores obtidos pela relacdo EhW /nP, na dire¢do de P para o ponto de aplicacio
da carga P para os casos analisados, bem como a diferenga entre os deslocamentos obtidos
para os casos com fibras em relacdo ao deslocamento obtido para o cilindro sem fibras sdao
mostrados na Tabela 16.

Em todos os casos, a adicdo das fibras enrijeceu o conjunto, porém, observa-se que
embora o volume de fibras considerado nos casos analisados seja o mesmo, 1% do volume do
cilindro, os resultados obtidos para a discretizacdo menos densa (Figura 83d) sdo maiores que
aqueles obtidos para a discretizacdo mais densa (Figura 83b). Detalhes sobre a geracdo das

fibras aleatdrias sdo apresentados no APENDICE C.

6.6.3.2. CASCA LAMINADA REFORCADA COM FIBRAS EM GRANDES
DESLOCAMENTOS

Para finalizar, realizou-se a andlise em grandes deslocamentos dos arranjos 0°/0°/0° e
0°/90°/0° pelas formula¢des laminada equivalente e laminada com fibras e do caso com fibras

aleatdrias. Neste caso, P =0,25 foi aplicado em 50 passos de carga. Todos os demais dados

utilizados na anélise sao os mesmos adotados para o caso linear.

A Figura 84 mostra as trajetérias de equilibrio do ponto de aplicacdo da carga P para
os arranjos 0°/0°/0° e 0°/90°/0° obtidas com a formulacdo de referéncia e com a formulagdo
introduzida neste trabalho. A Figura 85 mostra a trajetéria de equilibrio do ponto de aplicacdo
da carga P para a casca sem fibras e com fibras aleatdrias. A Figura 86 compara as trajetorias
de equilibrio da Figura 84 e da Figura 85 e a Figura 87 mostra as configuragdes finais
deformadas dos casos analisados.

Da Figura 84 observa-se que os deslocamentos apresentados pela casca laminada com
o arranjo 0°/0°/0° sdo maiores que aqueles apresentados pelo arranjo 0°/90°/0°, tanto para a
formulacdo laminada equivalente quanto para a formulacdo com fibras, e que em ambos os
arranjos a casca com fibras modelada com a formulagdo introduzida neste trabalho apresenta
maior deslocabilidade do que quando modelada com formulacdo laminada equivalente.

Destaca-se da Figura 85 a grande deslocabilidade da casca laminada reforcada com
fibras aleatdrias e como consequéncia disto a presenga de alguns trechos que parecem indicar

instabilidades na trajetéria de equilibrio deste caso.
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Figura 86 — Comparacio entre as trajetdrias de equilibrio para os arranjos considerados.

A Figura 86 compara as trajetérias de equilibrio da Figura 84 e da Figura 85 no
intervalo 0 a 80 para os deslocamentos do ponto de aplicacao da carga P.

Considerando a complexidade do problema estudado, as varidveis envolvidas na sua
modelagem, os vdrios arranjos testados, a presenca de laminas, a modelagem com fibras
aleatorias, a sensibilidade da solucdo aos parametros que descrevem as propriedades do
material como, por exemplo, o mddulo de elasticidade transversal, etc., € possivel observar
com base nos resultados obtidos, que a formulagdo introduzida neste trabalho é adequada para
a andlise de cascas laminadas refor¢ada com fibras.

Por fim, mostram-se na Figura 88 e na Figura 89 vistas ampliadas da configuracio
final deformada de 1/8 do cilindro refor¢ado com fibras para os arranjos 0°/0°/0° e 0°/90°/0°,
respectivamente. A Figura 90 e a Figura 91 mostram vistas ampliadas de 1/8 do cilindro

reforcado com fibras aleatorias.
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0°/0°/0°

Figura 87 — Configuracio final de 1/8 do cilindro em grandes deslocamentos para os diferentes arranjos testados:
(a) laminada equivalente; (b) laminada com fibras; (c) laminada com fibras aleatdrias.
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Figura 88 — Vista ampliada da configuracdo final deformada de 1/8 do cilindro refor¢ado com fibras: arranjo
0°/0°/0°.

Figura 89 — Vista ampliada da configuracdo final deformada de 1/8 do cilindro refor¢cado com fibras: arranjo
0°/90°/0°.
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Figura 90 — Vista ampliada da configuracdo deformada de 1/8 do cilindro refor¢cado com fibras aleatdrias.

Maria do Socorro Martins Sampaio

Tese de Doutorado



Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas refor¢adas com fibras

153

b

i

TR OE S
S S

S AVANAET At WA
NSRS T p
TINENIT R R,
ORI

0 Y

£\
AV,

»g%@mi
T

avAY,

v,

e
2

ey '

[ e L
’}dy‘gf
et "’,—-"

Figura 91 — Outras vistas ampliadas da configuragao final deformada de 1/8 do cilindro refor¢cado com fibras
aleatdrias.
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7. CONCLUSAO

Uma formulacdo para a inclusdo de fibras longas e curtas, aleatérias ou ndo, nas
diversas laminas de cascas laminadas anisotropicas sem o aumento do nimero de graus de
liberdade do problema com a considera¢do de ndo linearidade geométrica através do método
dos elementos finitos com parametros nodais em posicdes foi proposta e implementada com
sucesso neste trabalho.

Elementos de fibras curvas de ordem qualquer, utilizando polindmios de Lagrange e
lei constitutiva unidimensional, foram desenvolvidos especialmente para a andlise de meios
reforcados. Estes elementos foram introduzidos em meios continuos, chapas, placas e cascas,
modelados por elementos finitos triangulares de ordem cubica.

A estratégia de inclusdo, baseada nos conceitos de conjugado energético forgca-posicao
associado a relagdes cinemdticas entre uma posi¢do qualquer do continuo e os nés de fibra, foi
desenvolvida em uma versdo generalizada ainda ndo disponivel na literatura, portanto
original, e testada com sucesso nos exemplos apresentados ao longo da tese.

Um programa de chapa com elementos finitos triangulares de ordem qualquer foi
integralmente implementado para testar a ideia original que em seguida foi estendida para
aplicacdes em cascas laminadas. Foi desenvolvida, também de forma original, uma estratégia
para o célculo diferencial das forcas de contato entre o continuo e as fibras. Alternativamente,
foi implementada técnica de cdlculo de tensdes de contato média, onde as forcas de
transferéncia nodais sdo divididas por comprimentos representativos. As duas estratégias
foram comparadas no programa de chapa concluindo-se que, apesar de mais elegante, a
técnica diferencial apresenta resultados com maiores oscilagdes do que o calculo pela média.
Na generalizacdo do cdlculo para elementos de casca optou-se por implementar apenas O
calculo de tensdes pela média.

Para possibilitar a geracdo das fibras de forma livre, sem coincidéncia dos nés das
fibras com os nés das discretizagdes de chapas e cascas, criou-se algoritmo que identifica a

qual elemento finito um ponto qualquer do plano pertence e quais sdo as coordenadas
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adimensionais deste ponto relativas ao elemento finito detectado. Este algoritmo foi testado e
utilizado com sucesso nas aplicagdes de chapas, placas e cascas. Para cascas, limitou-se a
aplicacdo do algoritmo desenvolvido para geracdo e inclusdo automética de fibras a malhas
estruturadas, onde a coincidéncia da numeragcdo de nds e elementos possibilita a aplicacdo
direta das conectividades determinadas a0 mapeamento da casca.

A partir de todas as andlises realizadas conclui-se que o algoritmo de geracdo, a
estratégia de inclusdo de fibras baseada em conjugados energéticos, o cilculo das tensdes de
contato e, portanto, todas as propostas desta tese estdo corretas e apresentaram os resultados
esperados. No que diz respeito aos comportamentos fisicos interpretados pelos resultados
obtidos dois comentdrios importantes podem ser feitos.

O primeiro é que a utilizagcdo de método numérico que considera fibras diretamente
imersas nos dominios pode ser uma estratégia alternativa as técnicas de homogeneizagao
bastante utilizadas atualmente, tendo em vista a grande dificuldade em se determinar
propriedades eldsticas representativas para meios ortotropicos ou anisotrépicos constituidos
por esse tipo de material, principalmente quando as fibras sdo espalhadas de forma aleatéria
no meio de interesse.

O segundo € que os célculos de tensdes de contato entre fibra e matriz em elementos
finitos é um problema bastante dificil de ser resolvido. Esta dificuldade se deve ao fato do
campo de deformacdo e, consequentemente de tensdo, ndo ser continuo entre elementos
finitos e no caso da presenca de grandes gradientes, como nas tensdes de contato tratadas
neste problema, a simples média entre valores ndo € capaz de regularizar os resultados.

Destas conclusdes e considerando-se a abrangéncia dos temas necessdrios para o
desenvolvimento desta tese, tais como, ndo linearidade geométrica, materiais compositos,
método dos elementos finitos, elementos finitos de cascas laminada, etc., e dadas as
potencialidades da formulagdo proposta e do programa base disponivel sugere-se para

trabalhos futuros:

1. Desenvolver uma formulacdo para considerar a nao linearidade fisica na fibra;

2. Desenvolver uma formulagdo para considerar o deslizamento entre fibra e matriz;

3. Desenvolver uma formulagdo com dano e enriquecimento de tensdo ao longo da
espessura do laminado;

4. Desenvolver uma formulacdo dindmica ndo linear geométrica para analisar a
influéncia dos enrijecedores na vibracdo e amortecimento das estruturas;

5. Considerar outros métodos na resolucdo do problema de equilibrio ndo linear
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geométrico, como comprimento de arco;

6. Paralelizar o c6digo computacional.
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APENDICE A - VETOR DE FORCAS INTERNAS E MATRIZ HESSIANA DO
ELEMENTO DE FIBRA SIMPLES

Neste anexo apresentam-se as expressdes analiticas das componentes do vetor de

forcas internas e da matriz Hessiana do elemento finito de fibra simples.

A.1. Vetor de forcas internas

Lembra-se do Capitulo 4 que a expressdo para encontrar as componentes do vetor de

forcas internas do elemento de fibra é dada por:

Fm =1 ggar °F
2 oY,

ou ainda,

Nﬁ“ Al
g

)
!
|
S
s s
;

NS
S
X

cujas componentes sdo dadas apds efetuada a derivada da deformacdo de Green em relacdo

aos parametros nodais por:

—w BA— - - —.. FEA— - -

FmM=2CFE(Y,-Y,), B" ==2FE(Y,-Y,),
LO LO

— EA - — — 4 EA — — —

Fm=2CFE(Y,-Y,), F" ==—E(Y,-Y,)
LO LO

A.2. Matriz Hessiana

As componentes da matriz Hessiana do elemento de fibra simples podem ser obtidas a

partir da expressao:

Maria do Socorro Martins Sampaio Tese de Doutorado



168 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas refor¢adas com fibras
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As expressoes analiticas destas componentes sdo dadas por:
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APENDICE B - RESULTADOS PARA A ANALISE DE CONFORMIDADE DO
MAPEAMENTO FIBRA-MATRIZ

Neste apéndice apresentam-se os resultados obtidos para o Exemplo 2 do Capitulo 4

para o elemento bidimensional com aproximagdes, linear, quadratica, e do quarto grau.

A Figura 92 e a Tabela 17 mostram os resultados obtidos para o caso de matriz linear e

fibra variando de linear ao quarto grau.

AN

AN
N\

]

k

Figura 92 — Matriz com aproximagao linear e fibras com aproximacio variando de linear ao quarto grau.

Tabela 17 — Matriz com aproximagao linear e fibras com aproximacdo variando de linear ao quarto grau.

GRAUS DE POSICOES
LIBERDADE SOLIDO: 1° FIBRA: 1° SOLIDO: 1° FIBRA: 2° SOLIDO: 1° FIBRA: 3° SOLIDO: 1° FIBRA: 4°
1 27,0000000000000! 27,0000000000000 27,0000000000000! 27,0000000000000 27,0000000000000 27,0000000000000 27,0000000000000 27,0000000000000
2 169,1478643081250 169,1478643081250 169,1478643081250 169,1478643081250 169,1478643081250) 169,1478643081250) 169,1478643081250) 169,1478643081250
3 40,0909090909091 40,0909090909091 40,0909090909091 40,0909090909091 40,0909090909091 40,0909090909091 40,0909090909091 40,0909090909091
4 154,6753197683930| 154,6753197683930| 154.6753197683930| 154,6753197683930| 154,6753197683930| 154,6753197683930[ 154,6753197683930( 154,6753197683930
5 53,1818181818182] 53,1818181818182] 53,1818181818182) 53,1818181818182 53,1818181818182 53,1818181818182 53,1818181818181 53,1818181818181
6 140,2027752286600{ 140,2027752286600| 140,2027752286600| 140,2027752286600| 140,2027752286600| 140,2027752286600{ 140,2027752286600( 140,2027752286600
7 66, 66, 66, 66, 66, 66, 66, 3 66, 3
8 125,7302306889270 125,7302306889270 125,7302306889270 125,7302306889270 125,7302306889270) 125,7302306889270) 125,7302306889270) 125,7302306889270
9 79.,3636363636364 79,3636363636364! 79.,3636363636364! 79,3636363636364 79,3636363636364 79.3636363636364 79.3636363636364 79.3636363636364
10 111,2576861491950 111,2576861491950 111,2576861491950 111,2576861491950 111,2576861491950) 111,2576861491950) 111,2576861491950) 111,2576861491950
11 92,4545454545455 92,4545454545455 92,4545454545455 92,4545454545455 92,4545454545455 92,4545454545455 92,4545454545455 92,4545454545455
12 96,7851416094621 96,7851416094621 96,7851416094621 96,7851416094621 96,7851416094621 96,7851416094621 96,7851416094621 96,7851416094621
13 105,5454545454550 105,5454545454550 105,5454545454550 105,5454545454550) 105,5454545454550) 105,5454545454550) 105,5454545454550) 105,5454545454550
14 82,3125970697295 82,3125970697295 82,3125970697295 82,3125970697295 82,3125970697295 82,3125970697295 82,3125970697295 82,3125970697295
15 118,6363636363640| 118,6363636363640| 118,6363636363640| 118,6363636363640| 118,6363636363640| 118,6363636363640[ 118,6363636363640( 118,6363636363640
16 67,8400525299968 67,8400525299968 67,8400525299968 67,8400525299968 67,8400525299968 67,8400525299968 67,8400525299968 67,8400525299968
17 131, 0| 131, 30[ 131, 30] 131, 30| 131, 30[ 131, 30[ 131, 30[ 131, 30
18 53,3675079902642 53,3675079902642 53,3675079902642 53,3675079902642 53,3675079902642 53,3675079902642 53,3675079902642 53,3675079902642
19 144,8181818181820 144,8181818181820 144,8181818181820 144,8181818181820 144,8181818181820] 144,8181818181820] 144,8181818181820] 144,8181818181820
20 38,8949634505315 38,8949634505315 38,8949634505315 38,8949634505315 38,8949634505315 38,8949634505315 38,8949634505315 38,8949634505315
21 157,9090909090910 157,9090909090910 157,9090909090910 157,9090909090910 157,9090909090910] 157,9090909090910) 157,9090909090910) 157,9090909090910
22 24,4224189107988| 24,4224189107988! 24,4224189107988 24,4224189107988 24,4224189107989 24,4224189107989 24,4224189107989 24,4224189107989
23 171,0000000000000{  171,0000000000000f 171,0000000000000| 171,0000000000000] 171,0000000000000| 171,0000000000000{  171,0000000000000{ 171,0000000000000
24 9,9498743710662 9,9498743710662 9,9498743710662 9,9498743710662 9,9498743710662 9,9498743710662| 9,9498743710662 9,9498743710662
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A Figura 93 e a Tabela 18 mostram os resultados obtidos para o caso de matriz

quadratica e fibra variando de linear ao quarto grau.

Figura 93 — Matriz com aproximagdo quadrdtica e fibras com aproximagao variando de linear ao quarto grau.

Tabela 18 — Matriz com aproximagdo quadrdtica e fibras com aproximagao variando de linear ao quarto grau.

GRAUS DE POSICOES
LIBERDADE SOLIDO: 2° FIBRA: 1° SOLIDO: 2° FIBRA: 2° SOLIDO: 2° FIBRA: 3° SOLIDO: 2° FIBRA: 4°
1 93,36706952715830) 93,36706952715830 93,36706952715830 93,36706952715830) 93,36706952715830) 93,36706952715830 93,36706952715830 93,36706952715830
2 174,82808657928200]  174,82808657928200f  174,82808657928200] 174,82808657928200f 174,82808657928200]  174,82808657928200] 174,82808657928200 174,82808657928200
3 93,06750392293870]  100.28341863941400 93.06750392293870 93,06750392293870) 93,06750392293870) 93.,06750392293870 93.06750392293870 93,06750392293870
4 155,59013912756300]  159.59425102400300 155.59013912756300|  155,59013912756300] 155,59013912756300]  155.59013912756300) 155.59013912756300 155,59013912756300
5 94,21112126201420]  107,19976775166900 94,21112126201420 94,21112126201420) 94,21112126201420) 94.21112126201420 94,21112126201410 94,21112126201410
6 137,15301405513100]  144,36041546872400  137,15301405513100f  137,15301405513100f  137,15301405513100]  137,15301405513100] 137,15301405513100 137,15301405513100
7 96,79792154438470]  114,11611686392500] 96,79792154438470 96,79792154438470) 96,79792154438470) 96,79792154438470 96,79792154438470 96,79792154438470
8 119,51671136198800]  129,12657991344600f 119,51671136198800] 119,51671136198800f 119,51671136198800] 119,51671136198800] 119,51671136198800 119,51671136198800
9 100,82790477005000]  121.03246597618000f  100.82790477005000]  100.82790477005000]  100,82790477005000] 100.82790477005000 100.82790477005000 100,82790477005000
10 102,68123104813300]  113.89274435816700[ 102,68123104813300] 102,68123104813300] 102,68123104813300]  102.68123104813300) 102.68123104813300 102,68123104813300
11 106,30107093901100]  127.94881508843600[  106,30107093901100|  106,30107093901100f  106,30107093901100]  106,30107093901100) 106,30107093901100 106,30107093901100
12 86,64657311356610) 98,65890880288820 86,64657311356610 86,64657311356610) 86,64657311356610) 86,64657311356610) 86,64657311356610 86,64657311356610
13 113,21742005126600]  134,86516420069100  113,21742005126600  113,21742005126600 113,21742005126600]  113,21742005126600] 113,21742005126600 113,21742005126600
14 71,41273755828730) 83,42507324760950 71,41273755828740 71,41273755828730) 71,41273755828730) 71,41273755828740 71,41273755828730 71,41273755828730
15 121,57695210681700]  141.78151331294700f  121.57695210681700] 121,57695210681700] 121,57695210681700] 121.57695210681700, 121.57695210681700 121,57695210681700
16 56,97972438229670) 68.19123769233070 56.97972438229670 56,97972438229670) 56,97972438229670) 56.97972438229670 56,97972438229670 56,97972438229670
17 131,37966710566200]  148.69786242520300  131,37966710566200|  131,37966710566200] 131,37966710566200]  131,37966710566200) 131,37966710566200 131,37966710566200
18 43,34753358559420) 52,95740213705190 43,34753358559420! 43,34753358559420) 43,34753358559420) 43,34753358559420 43,34753358559420 43,34753358559420
19 142,62556504780300]  155,61421153745800f  142,62556504780300]  142,62556504780300f 142,62556504780300]  142,62556504780300] 142,62556504780300 142,62556504780300
20 30,51616516817990) 37,72356658177320 30,51616516817990 30,51616516817990) 30,51616516817990) 30,51616516817990 30,51616516817990 30,51616516817990
21 155,31464593323900]  162,53056064971400f  155,31464593323900] 155,31464593323900 155,31464593323900] 155,31464593323900] 155,31464593323900 155,31464593323900
22 18,48561913005370) 22.48973102649440 18.48561913005370 18.48561913005370) 18,48561913005370) 18.48561913005370 18,48561913005370 18,48561913005370
23 169,44690976196900]  169.44690976196900]  169.44690976196900|  169,44690976196900]  169,44690976196900]  169.44690976196900) 169.44690976196900 169,44690976196900
24 7,25589547121566] 7.25589547121566 7,25589547121566| 7,25589547121566) 7,25589547121566] 7.25589547121566| 7.25589547121566, 7,25589547121566

A Figura 94 e a Tabela 19 mostram os resultados obtidos para o caso de matriz do

quarto grau e fibra variando de linear ao quarto grau.
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Figura 94 — Matriz com aproximacdo do quarto grau e fibras com aproximagao variando de linear ao quarto grau.

Tabela 19 — Matriz com aproximagdo do quarto grau e fibras com aproximagao variando de linear ao quarto

grau.
GRAUS DE POSICOES
LIBERDADE SOLIDO: 4° FIBRA: 1° SOLIDO: 4° FIBRA: 2° SOLIDO: 4° FIBRA: 3° SOLIDO: 4° FIBRA: 4°
1 96,4180217928292 96,4180217928292 96,4180217928292 96,4180217928292 96,4180217928292 96,4180217928292 96,4180217928295 96,4180217928292
2 159,1391051929030{  159,1391051929030]  159,1391051929030( 159,1391051929030| 159,1391051929030]  159,1391051929030f 159,1391051929030] 159,1391051929030
3 83,0597149904298| 103,0200398717300 83,0597149904301 93,5595782026024 83,0597149904294| 86,3716184214077 83,0597149904298 83,0597149904303
4 145,6738987006200]  145,5195230587460|  145,6738987006210f 145,0219168291020| 145,6738987006190]  145,3304973160970[ 145,6738987006200] 145,6738987006200
5 79,1288455842682|  109,6220579506300! 79,1288455842678 92,5932269462010 79,1288455842682 82,2664383083520) 79,1288455842676 79,1288455842679
6 131,7889265780490(  131,8999409245890( 131,7889265780490| 131,0042497112290| 131,7889265780490] 131,4635989506060] 131,7889265780490( 131,7889265780490
7 81,8723449504581(  116,2240760295300 81,8723449504581 93,5189680236251 81,8723449504584 83,2319684642281 81,8723449504584 81,8723449504583
8 117,7114172807260 118,2803587904320f 117,7114172807260| 117,0861038392850| 117,7114172807270| 117,5704419755020 117,7114172807270 117,7114172807270
9 89,0077833737295(  122,8260941084310 89,0077833737302 96,3368014348746 89,0077833737296) 88,3976958996024 89,0077833737293 89,0077833737298
10 103,6198001200750  104,6607766562750f 103,6198001200760| 103,2674792132700] 103,6198001200750| 103,6830582698560 103,6198001200750( 103.6198001200760
11 98,7233700474236( 129,4281121873310 98,7233700474237|  101,0467271799490 98,7233700474236 96,8931076250411 98,7233700474237 98,7233700474234
12 89,6437052633986! 91,0411945221184! 89,6437052633989! 89,5483758331837 89,6437052633986 89,8334797127405 89,6437052633987 89,6437052633987
13 109,6779530734920( 136,0301302662310f 109,6779530734920| 107,6487452588500] 109,6779530734920| 107,8476906511100f 109,6779530734920( 109.6779530734930
14 75,8639637338843 77,4216123879614 75,8639637338847 75,9287936990267 75,8639637338843 76,0537381832262 75,8639637338842 75,8639637338844
15 121,0010194625040{ 142,6321483451320f 121,0010194625040] 116,1428556715760] 121,0010194625040| 120,3909319883760 121,0010194625040 121,0010194625050
16 62,3126074106042 63,8020302538043 62,3126074106043 62,4087328107986 62,3126074106039 62,3758655603848 62,3126074106042 62,3126074106042
17 132,2926951336360|  149,2341664240320f 132,2926951336360| 126,5290584181270|  132,2926951336360| 133,6523186474050 132,2926951336360 132,2926951336370
18 48,9728690285128 50,1824481196473 48,9728690285128 48,9881931684996 48,9728690285131 48,8318937232876 48,9728690285128 48,9728690285129
19 143,6237449146800(  155,8361845029320| 143,6237449146800( 138,8073534985030| 143,6237449146800]  146,7613376387640[ 143,6237449146800| 143,6237449146810
20 35,7791821784491 36,5628659854903 35,7791821784491 35,6671747721295 35,7791821784491 35,4538545510061 35,7791821784490 35,7791821784493
21 155,5355725420390]  162,4382025818330| 155,5355725420390(  152,9777409127050| 155,5355725420390] 158,8474759730170 155,5355725420390| 155,5355725420410
22 22,6171813071349! 22,9432838513333 22,6171813071350! 22,4456776216884 22,6171813071351 22,2737799226119 22,6171813071352 22,6171813071352
23 169,0402206607330]  169,0402206607330]  169,0402206607330(  169,0402206607330|  169,0402206607330]  169,0402206607330[  169,0402206607310]  169,0402206607330
24 9,3237017171763 9,3237017171763 9,3237017171763 9,3237017171763 9,3237017171763 9,3237017171763 9.,3237017171763 9,3237017171763

E possivel observar para todos os casos testados que a condi¢do de aderéncia total

fibra-matriz € garantida se a ordem de aproximacao da fibra é pelo menos a mesma ordem de

aproximacao adotada para os elementos bidimensionais.

Maria do Socorro Martins Sampaio

Tese de Doutorado



172 Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas refor¢adas com fibras

Tese de Doutorado Maria do Socorro Martins Sampaio



Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas refor¢adas com fibras

173

APENDICE C - GERADOR DE FIBRAS LONGAS E CURTAS ALEATORIAS

Neste apéndice, faz-se uma breve apresentacdo do gerador de fibra implementado.

Nele € possivel gerar malhas de fibras longas e curtas aleatdrias para a andlise de problemas

bidimensionais refor¢cados com fibras e placas e casca laminadas reforcadas com fibras.

O gerador de fibras foi implementado em linguagem FORTRAN, versao VISUAL

COMPAQ 6.6. Basicamente, a estrutura do programa é subdividida em trés fases, o pré-

processamento, 0 processamento € o pos-processamento. A Figura 95 mostra a estrutura do

programa desenvolvido. Na etapa do pré-processamento, o usudrio deve fornecer as

caracteristicas do problema para o qual se deseja gerar as fibras em um arquivo de texto

mostrado posteriormente neste Apéndice. Estas informacdes sdo lidas pelo compilador e

utilizadas pelas sub-rotinas de cédlculo da fase de processamento para a geracao das fibras. Por

fim, na fase de pds-processamento, os resultados do processamento sao impressos em um

arquivo de texto.txt.

@ Workspace 'GERADOR DE FIBRA': 1 project(s)
:
=301 - ENTR&DAZ DE DADOS
01 - ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS.TXT
=302 - PROGREMA PRINCIPAL
[$101 - MODULD 1.F30
01 - PROGEAMA PRINCIPAL.F90
=303 - LEITURAZ DE DADOS
[#1 01 - LEITURA DE DADOS.F90

=43 04 - FIBRA LONGA

01 - FIBRA LONGA.FS0

02 - FIBRA LONGA DIZTORCIDA.F20
=23 05 - FIBRA CURTA ALEATORTA

01 - FIBRA CURTAZ ALEATORIA.F90
=23 06 - ARQUIV(Q DE SAlDa

[# 01- IMPREZZAED FL.F9N

[#) 02 - IMPRESSAQ FCA.FID

=429 07 - MALHAZ

B MALHA FIERA CURTA ALEATGRIA.txt
E|MALHA FIBRA LONGA.tzt

- ACADVIEW
- ACADVIEW
ACADVIEW
ACADVIEW
ACADVIEW
ACADVIEW
- ACADVIEW
=423 09 - CHAPA

POE_PROCEZEAMENTO

PRIMCIPAL.F90
FLOD.F20

FCADQ.F90
SUPERFICIE.F90
SUPERFICIE+FL.FS0
SUPERFICIE+FCA.F90
SUPERFICIE+FL+FCA.F30

- 3091 - MALHA CASCA

[EMALHA FIBRA CURTA ALEATORIA - DADOS DOS MOS.txt
[EMALHA FIBRA LONGA - DADOS DOS MOS . txt

02 - LEITURA CHAPA.F90

03 - FLOQ.F90
04 - FCADQ.F20

#2310 - EXEMPLOZ

021 - LEITURA CHAPA.F90

05 - FLOQ IMPREZSA0.F90
0f - FCAog IMPRESSEC.FI0
07 - IMPRESSAO FL+FCA.F90

¥ [JExternal Dependencies

Figura 95 — Estrutura do programa para geracdo de fibras.
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Além disto, o cédigo desenvolvido foi acoplado ao ACADVIEW, Software de acesso
livre para pds-processamento em elementos finitos 2D e 3D, disponivel para download em
http://www.set.eesc.usp.br/portal/pt/softwares/27-pesquisa/softwares/157-acadview.

A estrutura do programa principal, que gerencia as sub-rotinas que constituem o
programa, ¢ mostrada na Figura 96. Nela destacam as estruturas para a geracdo das fibras
longas, das fibras curtas aleatdrias, dos dados quando estas estdo contidas em uma superficie
de referéncia informada pelo usudrio e impressao dos dados gerados utilizados como arquivos
de entrada para outros programas, como por exemplo, o de chapa descrito no Capitulo 4 e o

de casca descrito no Capitulo 6.

PROGRAM PROGRAMA_PRIMCIPAL

USE MODULO_1
IMPLICIT MNOHE

CALL LEITURA DADOZ_FIBRA

TF (FIBRA_LONGA==1) THEW
CALL GERACAO_NO_FIERA_LONGA_ORDEM_QUALQUER
CALL COMECTIVIDADE_FIERA_LONGA_ORDEM_OUALQUER
CALL MALHA DISTORCIDA
CALL YOUNG_AREA_FL_0Q
CALL IMPRESSA0_FL
OPEN (UMIT=2, FILE='FLOQ.TXT')
CALL IMPRESSAO_CABECALHO_MALHA_FLOQ
CALL TMPRESSAO_LISTA MALHA_FLOQ
END IF
IF (FIBRA_CURTA_ALEATORIA==1) THEN
CALL GERACAO_FIERAS_CURTAS ALEATORIAS_0Q
CALL GERACAO_NO_FCA_ORDEM QUALQUER
CALL COMECTIVIDADE_FCZA_ORDEM_QUALQUER
CALL YOUNG_AREA_FCA_0Q
CALL IMPRESSAD_FCA
OPEN (UMIT=3, FILE='FCA0Q.TXT')
CALL IMPRESSAD_CABECALHO MALHA FCUAOQ
CALL IMPRESSAD_LISTA MALHA FCAOQ
END TF

| CHAPA

ICALL LEITURE_DADOS_CHAPA
CALL LEITURA_DADOS_CHAPA 1
CALL POSICAOQ_TENTATIVA
CALL PRE_PROCESSAMENTO_FIBRA ORDEM QUALQUER

| ARRUMANDO EM VETOR

IF (FIBRA_LONGA==1) THEN
CALL QSI_FL_OQ_VETOR
CALL OSI_DLAM CAMADA FL_0Q
CALL ELEMENTO_FL_0Q

END IF

IF (FIBRA_CURTA_ALEATORIA==1) THEN
CALL OSI_FCA_0Q_VETOR
CALL QST_DLAM CAMADA_FCA_0Q
CALL ELEMENTO_FCA_0Q

END IF
IF (FIBRA_LONGA==1) THEN
CALL IMPRESSAO_FLOQ_DADOS_NOS
END IF
IF (FIBRA_CURTA_ALEATORIA==1) THEN
CALL IMPRESEAO_FCAQQ_DADOS _NOZ
END IF

| IMPRESSAO DA MALHA DA SUPERFICIE MEDIA - ACADVIEW

OPEM (UNIT-4, FILE-'SUPERFICIE.TXT')
CALL IMPRESSAO_CABECALHO_MALHA SUPERFICIE
CALL IMPRESSAO_LISTA_ MALHA SUPERFICIE
| IMPRESSED FCA + FL
CALL IMPRESSAO_CABECALHO_LISTA MALHA FIERA_0Q
| IMPRESSE0 SUPERFICIE MEIDA + FL + FCA
OPEM (UNIT=5, FILE='DISCRETIZACAQ.THT')

CALL IMPRESSAC CABECALHO_MALHA FIBRA_DQ
CALL IMPRESSAO_LIZSTAS ACADVIEW FIERA_0Q

EMD PROGRAM PROGRAM2 PRINCIPAL

Figura 96 — Programa principal para gerenciamento das sub-rotinas de geragdo das fibras.
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A Figura 97 e a Figura 98 mostram, respectivamente, o arquivo de entrada de dados
para a geracdo das fibras e o arquivo de entrada de dados da superficie de referéncia para a
geracdo das coordenadas adimensionais dos nds da fibra.

No arquivo de entrada de dados das fibras, Figura 97, deve-se informar o tipo de fibra
a ser gerado, se curva aleatdria, longa ou ambos. Para o caso de fibras aleatérias deve-se
informar o nimero de blocos onde serdo geradas as fibras, o grau do polindmio e o nimero de
pontos de Gauss a ser utilizado na integracdo numérica das fibras. Em seguida devem-se
informar os nds inicial e final de cada bloco, as propriedades fisicas e geométricas das fibras
contidas em cada bloco e a quantidade de fibras a ser gerada.

No arquivo de entrada de dados da superficie de referéncia deve-se informar o nimero
total de nds da discretizacdo, o nimero de elementos, o nimero de nds do elemento, as
coordenadas dos nds, a incidéncia dos elementos e o tipo de fibra considerado na
discretizagdo.

Para gerar as malhas das superficies de referéncia utilizou-se um gerador pronto,
disponivel no GMEC/USP. O arquivo gerado por este programa € utilizado como arquivo de
entrada do gerador de fibra desenvolvido, devendo-se apenas inserir as trés ultimas linhas
para informar o tipo de fibra a ser gerado.

Uma vez que sdo especificados os nds inicial e final das fibras longas, o programa
subdivide estas de acordo com a quantidade especificada pelo usudrio, gera a conectividade,
as coordenadas adimensionais e atribui as propriedades conforme especificado no arquivo de
entrada de dados.

As fibras aleatérias sdo geradas em um dominio, aqui designado como bloco,
especificado pelo usudrio. O dominio pode ser subdivido em vérios blocos, de varios
tamanhos, desde que limitado ao dominio do problema, e que podem conter fibras com
propriedades diferentes.

Uma vez conhecidas as coordenadas iniciais e finais do(s) bloco(s), a obten¢do das
fibras se dd pela geracdo de dois pontos aleatérios com o comando interno do FORTRAN
identificado como RANDOM_NUMBER(B), que retorna um nimero aleatério que satisfaz
0<B<1. O primeiro ponto gerado € tomado como coordenada inicial da fibra e, uma vez que o
comprimento da fibra foi especificado pelo usudrio, o segundo ponto gerado € utilizado como
direcdo, cossenos diretores, da fibra.

Conhecidos os nés inicial e final da fibra faz-se uma verificacao para assegurar que os

pontos estdo contidos no dominio do problema. Caso estejam, a proxima fibra € gerada, caso
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contrdrio calcula-se uma nova coordenada final até que a fibra esteja contida no bloco
especificado.

Este procedimento € repetido para o nimero de fibras total do problema em cada bloco
especificado pelo usudrio.

O cédigo computacional do procedimento descrito pode ser visualizado na Figura 99.

As demais sub-rotinas desenvolvidas sdo para atribuir a ordem de aproximacgdo das
varidveis da fibra especificada pelo usudrio, determinar a conectividade e as demais
propriedades, bem como imprimir os dados da discretizagdo. Os arquivos de saida gerados
pelo programa podem ser visualizados na Figura 100 e na Figura 101.

No arquivo de saida mostrado na Figura 100 sdo impressos, o nimero de nds e de
elementos da discretizac@o, o grau de aproximacdo da fibra e o nimero de pontos de Gauss
utilizados para a integracdo numérica. Além disto, tém-se as coordenadas X, y e z, a
conectividade, o médulo de elasticidade e a drea da secdo transversal de cada fibra.

Na Figura 101, tem-se as coordenadas adimensionais dos nds da fibra em relacdo a
superficie de referéncia e em relagdo a espessura da camada, a camada onde estd a fibra, a
espessura da camada, a distdncia do centro de gravidade da lamina considerada até a
superficie de referéncia e em que elemento da superficie de referéncia estd o né de fibra
considerado.

O programa imprime ainda os arquivos de dados para visualizacdo da malha da
superficie de referéncia, malha da fibra, e malha da superficie de referéncia juntamente com

as fibras no ACADVIEW (Figura 102).
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Figura 97 — Arquivo de entrada de dados para a geragéo das fibras.
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Figura 99 — Sub-rotina para geragao das fibras aleatérias.
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! MG =1 2 3 !
| ================================================================================|

1 2.353E-04 1.529E+01 7. 500E-01

d 1.606E+00 1.821E+01 #.500E-01

3 3. 211E+00 2.113E+01 7. 500E-01

4 4. 817E+00 2.405E+01 #.500E-01

5 5. 77EE4OZ 5.030E402 7. 500E-01

G 5. 745E+02 5. 034E+02 7. 500E-01

7 3.7L2E+02 3. 038E+4+02 7. 500E-0L1

= 5.679E4+02 5.042E402 7. 500E-01

E 4. 775E+02 4., 996E+02 #.500E-01

10 4. F742E+02 4. 999E+02 7. 500E-01

! ELEM COMECTIVIDADE !
| c———————————————————————————————————————————————————————————————————————————==== |

1 1 d 3 4

2 5 & 7 B

3 9 10 11 12

4 13 14 15 16

5 17 18 1% 20

& 21 22 23 24

7 25 26 27 28

8 20 30 31 32

= 53 34 R 36

10 37 38 30 40

11 41 42 43 44

! ELEM M. ELAST AREA !
| ============——==—=——=—===—===—=—=—==——=—=——=——==—================—==—==—================ |

1 4. 260E+02 4.570E-01

2 4. 260E+02 4. 570E-01

3 4. 260E+02 4. 570E-01

4 4. 260E+02 4.570E-01

5 4. 260E+02 4.570E-01

G 4. 260E+02 4.570E-01

7 4. 260E+02 4. 570E-01

8 4. 260E+02 4. 570E-01

E 4. 260E+02 4.570E-01

10 4. 260E+02 4.570E-01

Figura 100 — Arquivo de saida com dados das fibras.
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Figura 101 — Arquivo de saida com informacdes das 1
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[INININONOIN N INTTNTTNTT]

SNININTININ TN TN TN TN T

(a) (b)

Figura 102 — Discretizag@o obtida como o ACADVIEW: (a) superficie de referéncia; (b) fibras; (c) superficie de
referéncia e fibras.
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ANEXO A - POLINOMIOS DE LAGRANGE E PRIMEIRA DERIVADA

Seja I um elemento finito unidimensional de fibra cuja ordem de aproximacdo é
(n—1), entdo existem n fungdes de forma, cada uma associada a um determinado né / do
elemento, que sdo obtidas, neste trabalho, utilizando-se os polindmios de Lagrange dados pelo

produtério

¢,(5)=f1 ::%fg ,

em que as coordenada adimensional & e & assumem valores no intervalo [—/,+/] no espago
adimensional e cada funcdo de forma ¢, (&) tem valor unitdrio no né ao qual estd associada e

valor nulo nos demais nds do elemento.
A primeira derivada generalizada do produtério dos polindmios de Lagrange para que
se possa implementar um cddigo computacional para a andlise de elementos de fibra com

ordem qualquer de aproximagao ¢ dada por

d _ < 1

Durante a concep¢ao de formulagdes baseada no MEF para a andlise de uma
determinada classe de problemas podem resultar equagdes que, em geral, sdo dificeis ou que
ndo podem ser integradas explicitamente. Neste sentido, recorre-se a uma estratégia de
integracdo numeérica para operacionalizar as integragdes necessdrias e assim conferir maior
generalidade aos codigos computacionais desenvolvidos. Neste trabalho, utiliza-se a
Quadratura de Gauss-Legendre para efetuar as integragdes numéricas em dominios

unidimensionais.
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ANEXO B - INTEGRACAO NUMERICA EM DOMINIOS TRIANGULARES

B.1. Quadratura de Hammer

A integral na drea do elemento finito triangular com coordenadas homogéneas

mostrado na Figura 103 pode ser representada como

NPH

J.Af(x’y)dA:J.(jJ‘OI_é g(fpfz )detjdfjdfz = Z g(fj’fz Jw; det J ,

sendo &, =1-& —¢&, e J o Jacobiano da transformagio.

2(0,1,0)

/ )/::\4 11,0,0)
3(0,0,1)
Figura 103 — Coordenas homogéneas do elemento finito triangular. (Fonte: ASSAN, 2003).

B.2. Pontos e pesos de Hammer

A Tabela 20 mostra os pontos e pesos de integracdo de Hammer para 1, 3, 4 e 7 pontos
de integracdo dispostos conforme mostra a Figura 104. Esta tabela foi implementada no

programa de chapa de ordem qualquer.

[ =

S5 e e—.

Figura 104 — Pontos de integracdo (Fonte: ASSAN, 2003).
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Tabela 20 — Pontos e pesos de Hammer (Fonte: ASSAN, 2003).

COORDENADAS PESO
N PONTOS
€1 €2 €3 W;
1 a 0 1/3 1/3 1/3
0 12 12
3 m 12 0 12 1/6
k 12 12 0
b 2/3 1/6 1/6
3 [ 1/6 2/3 1/6 1/6
d 1/6 1/6 2/3
a 1/3 1/3 1/3 -9/32
b 3/5 1/5 1/5 25/96
! C 1/5 3/5 1/5 25/96
d 1/5 1/5 3/5 25/96
a 1/3 1/3 1/3 0,1125000
b 0,7974270 | 0,1012865 | 0,1012865 0,0629696
C 0,1012865 | 0,7974270 | 0,1012865 0,0629696
7 d 0,1012865 | 0,1012865 | 0,7974270 0,0629696
e 0,4701420 | 0,4701420 | 0,0597160 0,0661971
f 0,0597160 | 0,4701420 | 0,4701420 0,0661971
g 0,4701420 | 0,0597160 | 0,4701420 0,0661971

Na Tabela 20, N € o nimero de pontos de integracdo que pode ser associado ao grau
de aproximag¢d@o como: 1 ponto = aproximacdo linear; 3 pontos = aproximacao quadratica; 4

pontos = aproximacao cubica e 7 pontos = aproximag¢ado quintupla.
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ANEXO C - OBTENCAO DAS COORDENADAS ADIMENSIONAIS DE UM PONTO
CONTIDO EM UM ELEMENTO FINITO TRIANGULAR

Neste anexo, descreve-se o procedimento para encontrar as coordenadas
adimensionais de um ponto qualquer inserido em um elemento finito triangular, cujas
coordenadas cartesianas dos nds sdo conhecidas. Este procedimento € utilizado neste trabalho
para a determinacdo das coordenadas adimensionais dos nds do elemento finito de fibra e ja

foi utilizando anteriormente por (CODA, 1990; VANALLI, 2004).
A Figura 105 mostra um ponto P com coordenadas cartesianas X, e X, inserido em

um elemento finito triangular de drea A .

2(X)

&

1(x")

3

Figura 105 — PPonto P inserido em um elemento finito triangular.

As coordenadas cartesianas X, e X, do ponto P podem ser obtidas em fungdo das

coordenadas cartesianas dos nés do elemento finito triangular e das fungdes de forma

associadas a estes nés calculadas no ponto P pela expressao
XU=EX1+& X480 X, (j=12).

As coordenadas adimensionais & do ponto P podem ser obtidas pela expressdo

24

&l =i(2A§‘ +b°X] +a“X; ),
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sendo

a“*=X;-XJ,
b* =X -X;,

207 =XV X5 -X XD,

A= é(bjaz -b’a’).

As varidveis o, m e k respeitam a relagdo ciclica
a=12,3 m=231 k=312

ouseja,se =1 m=2 € k=3.

’
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ANEXO D - FUNCOES DE FORMA DO ELEMENTO FINITO TRIANGULAR COM
DEZ NOS

A Figura 106 mostra um elemento finito triangular com 10 nds, ou aproximacao
cubica para as varidveis. Neste trabalho, este elemento € utilizado para discretizar a superficie
média do elemento finito de casca. Neste sentido, utiliza-se quadratura de Hammer (ANEXO
B) para integrar a superficie do elemento e quadratura de Gauss para efetuar a integracdo ao

longo da espessura.

Figura 106 — Elemento finito triangular com dez nds.
D.1. Funcoes de forma

As fungdes de forma para um elemento finito triangular com dez nés (Figura 106), ou

aproximacao cubica (ASSAN, 2003) sao dadas, respectivamente, por

@ :éé"] (3§1 _1)(351_2)’ 9, :égz (352 _1)(3§2 _2)’

¢3 :éé (39‘&3_])(39&3 _2)’ ¢4 :gﬁg]fz (3(:1 _])’

95 229&19&2 (3§2 _1)’ o :ggzgz (3‘:2 _1) >
9 9

¢, :541253 (353 _1) s O :5§3§1 (34:3_1)’
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0,=26656-1). 0= 27664,

D.2. Primeira derivada das func¢oes de forma

As derivadas das fungdes de forma apresentadas no item D1 em relacdo as

coordenadas adimensionais & e & sdo

g—§=22—7§1 -9¢ + ,S—Z=0,
g—g=0,g—g=§§§—9éz+1,
3—?:—%+18§1+18§2——§1 275152—%522’
3_?2:_12_] I8¢, + 18§Z—g§,2—27§1§2—22—7§§,
%:275,52 ifz,%%émé—l},

%:275,52 95,,3—2%62(352—1),
%Z_ggz(gé 1), g?z =36&, -~ 275,52 f—%ff,
g_?j:_ggz +27¢,¢6,+27¢;, g—Z=9—§(§2 —45¢, +§§f+54§1§2+%§§,
%:—45§1+%§IZ+54§1§2+9—§(§2+Z2—7§§, 3—2——§§1 +278] 2788,

30, _ 81, 5r 9 9 W 9y se
= 6 IG5 EG G, S = )

a¢10_ _ _ 2 a¢]0: _ 2
b =g 278, =276 2276 - 548
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