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RESUMO

OLIVEIRA, H. L. Uma formulagdo alternativa do Método dos Elementos de Contorno
aplicada a andlise da propagacdo de fissuras em materiais quase frageis. 2013. 132 f.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos,
Universidade de S&o Paulo, Séo Carlos, 2013.

Este trabalho trata da andlise da propagacdo de fissuras, independente do tempo, em dominios
bidimensionais utilizando uma formulacdo alternativa do método dos elementos de contorno
(MEC). O MEC vem sendo utilizado com sucesso na analise de diversos problemas de
engenharia. Considerando problemas de mecénica da fratura, 0 MEC é especialmente
eficiente devido a reducdo da dimensionalidade de sua malha, 0 que permite a simulacdo do
crescimento das fissuras sem as dificuldades do processo de remalhamento. Nesta pesquisa,
desenvolvem-se formulacdes ndo lineares do MEC para a andlise da propagacdo de fissuras
em materiais quase frageis. Nesses materiais, a zona de processo a frente da ponta da fissura
introduz efeitos fisicamente ndo lineares no comportamento estrutural. Assim, para a
simulagdo da presenga da zona de processo, modelos ndo lineares sdo necessarios.
Classicamente a formulacdo dual do MEC é utilizada para modelar propagacdo de fissuras na
quais equacgdes singulares e hipersingulares séo escritas para elementos definidos ao longo das
faces das fissuras. O presente trabalho propde uma segunda formulagdo utilizando um campo
de tensbes iniciais para a representacdo da zona coesiva. Nesta formulacdo, o termo de
dominio da equacdo integral classica do MEC é degenerado, de forma a atuar somente ao
longo do caminho de crescimento das fissuras, sendo que esse procedimento da origem a uma
nova variavel denominada dipolo, responsavel por garantir o atendimento das condi¢des de
contorno. Em conjunto com essa nova formulagdo, se propde o uso do operador tangente
(OT), que é deduzido no trabalho, a fim de acelerar o processo de convergéncia da solucéo.
Os resultados obtidos, por meio da formulacdo alternativa, sdo comparados tanto com dados
experimentais quanto com o MEC dual, ambos disponiveis na literatura. As respostas
encontradas foram satisfatorias no sentido de conseguir reproduzir o comportamento real da

estrutura explorando as vantagens computacionais proporcionadas pelo OT.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Mecanica da Fratura N&ao Linear,

Modelo de Fratura Coesiva, Operador Tangente, Formulacdo baseada em Dipolos.



ABSTRACT

OLIVEIRA, H. L. An alternative formulation of the boundary element method applied to
crack propagation analysis in quasi-brittle materials. 2013. 132 p. Dissertation (M. Sc. in
Structural Engineering) — School of Engineering of Sdo Carlos, University of Sdo Paulo, Séo
Carlos, 2013.

This work presents a time-independent crack propagation analysis, in two-dimensional
domains, using an alternative boundary element method (BEM) formulation. BEM has been
used successfully to analyze several engineering problems. Considering fracture mechanics
problems, BEM is especially efficient due to its mesh reduction aspects, which allows the
simulation of crack growth without remeshing difficulties. In this research, nonlinear BEM
formulations are develop in order to analyze crack propagation in quasi-brittle materials.
Considering these materials, the process zone ahead of the crack tip leads to nonlinear effects
related to structural behavior. Thus, nonlinear models are required for simulating the presence
of the process zone. Classically, the dual BEM is used for modeling the crack propagation, in
which singular and hyper-singular equations are written for elements defined along the crack
faces. This work proposes an alternative formulation using the initial stress field to represent
the cohesive zone. In this formulation, the classic domain integral term is degenerated in order
to be non-null only at the crack growth path. This procedure leads the creation of new variable
called dipole, which is responsible for ensuring the compliance of the boundary conditions. In
addition to this new formulation, it is proposed the use of the tangent operator (TO), which is
derived in this work, in order to accelerate the convergence. The results obtained using the
new formulation, are compared with experimental data and dual BEM results available in the
literature. The responses were found satisfactory in reproducing the behavior of real structures
exploiting the computational advantages provided by the TO.

Keywords: Boundary Element Method, Non-Linear Fracture Mechanics, Cohesive Fracture

Model, Tangent Operator, Dipole based formulation.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Desde os tempos antigos 0 homem tem a necessidade de transformar 0S recursos
disponiveis a sua volta a seu favor. Tanto a invencdo de instrumentos como a necessidade de
construir suas moradias e consequentemente seus acessos (estradas, tuneis, pontes), tudo isto
fez com que o ser humano fosse capaz de desenvolver e aplicar conhecimentos
empiricos/cientificos para a criacdo e aperfeicoamento de bens. Com o passar do tempo, 0s
conceitos foram sendo aperfeicoados a ponto de se tornarem ciéncia especializada que passou

a ser conhecida como engenharia.

A engenharia, em linhas gerais, € uma ciéncia que aplica conhecimentos matematicos,
cientificos e tecnologicos na criacdo de determinada utilidade que exerce determinada funcéo
ou objetivo. Como ciéncia, engloba varios ramos especializados e dentre eles a engenharia
estrutural. Esta é responsavel por aplicar os conceitos da mecanica dos solidos para o projeto
de estruturas de sustentacdo, seja ela estrutura civil, estrutura mecanica, aeronautica ou até

mesmo biomecénica, para citar alguns de seus varios ramos de aplicacéo.

Os problemas de interesse para a engenharia estrutural consistem na avaliagdo do
comportamento das estruturas e sua interacdo com o meio externo. Com essa finalidade, as
leis fisicas sustentam modelos mateméticos, que de maneira geral, sd0 expressos por equacoes
diferenciais ou integrais. Nessas equagdes surgem termos contendo variagdes de determinado
conjunto de varidveis que estdo relacionadas entre si, € que por sua Vez, representam

processos naturais.

Uma importante hipotese que € adotada ao se elaborar modelos fisico-matematicos
referentes aos solidos é a continuidade. Nesse sentido, os meios de interesse séo idealizados
como ausentes de lacunas ou espagos vazios e, portanto pode-se associar a cada ponto
geométrico uma determinada quantidade de massa. Essa hipOtese permite a aplicacdo das
ferramentas do Calculo (definidas em espacos continuos) na modelagem do problema, e ainda
faz ter sentido algumas definicdes fisicas como: estado de tensdo ou deformacdo em um

ponto, por exemplo. Por esse mesmo motivo (continuidade do meio) as fungdes que sdo
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oriundas das formulagdes do modelo devem apresentar a regularidade requerida para si, e para
suas ordens de derivadas. (PROENCA, 2011)

Os problemas tratados pela engenharia de estruturas normalmente envolvem a
determinacdo do campo de deslocamentos, tensbes e deformacdes em um solido submetido a
um conjunto de agdes externas e condicdes de contorno prescritas. As incognitas devem estar
relacionadas e atender a certas restricoes, que a luz da Mecanica sdo: relacdo de equilibrio,
relacdo de compatibilidade do campo de deslocamentos e relacdo constitutiva. Ao conjunto
formado por essas relacdes e as condi¢bes de contorno da-se o nome de problema de valor de
contorno (PVC).

Simplificacdes podem ser adotadas na modelagem a fim de facilitar a obtencdo dos
valores incognitos. Teorias lineares e ndo lineares, entre outras podem ser incluidas no
modelo ou ndo, a depender da abordagem a ser feita, desde que a resposta obtida represente

com aceitavel suficiéncia o problema fisico para determinado objetivo.

Finalizada a etapa de definicio do modelo passa-se entdo a etapa de solucdo das
equacles, que pode ser feita por meios analiticos ou numéricos. Os meios analiticos sdo
solucBes diretas de equacBes diferenciais enquanto que o0s métodos numéricos buscam
encontrar uma solu¢do aproximativa com precisdo suficiente. Em geral, os métodos analiticos
podem ser aplicados a casos restritos 0 que faz com que os métodos numéricos sejam uma

valiosa alternativa para a solugdo dos problemas de interesse.

Nesse contexto, os métodos numéricos podem ser divididos em dois grandes grupos de
acordo com sua maneira de introduzir a aproximacdo. O primeiro deles é o chamado método
de dominio no qual se admite que as condicbes de contorno sejam obedecidas e as
aproximacdes inerentes ao método, limitando-se a analises lineares, se ddo no dominio. Como
exemplo deste grupo tem-se o método dos elementos finitos (MEF) que é amplamente
aplicado em varios campos da engenharia e € consagrado pelo seu uso. O segundo grupo é o
do chamado método de contorno, no qual se admite que as equacGes do modelo sdo atendidas
no dominio e as aproximacdes pertinentes sdo feitas em seu contorno. Como exemplo deste
grupo tem-se o método dos elementos de contorno (MEC) que tem grande aplicabilidade em

varios campos da Fisica, como a Elasticidade, por exemplo.

Para que seja criada uma estrutura sdo necessarias duas informacGes basicas. A

primeira delas € o conhecimento dos esforgcos atuantes devidos aos carregamentos externos. A
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segunda informacdo € relativa a capacidade que o material empregado tem de resistir
mecanicamente aos esforcos. Assim, 0 entendimento dos mecanismos gue levam um material
a ruptura é de suma importancia para a engenharia, pois pode-se fazer uso das caracteristicas

mecanicas e ao mesmo tempo evitar os efeitos que levam o material ao colapso.

Por mais rigoroso que seja o controle do processo de manufatura do material, ndo se
consegue garantir a inexisténcia de falhas ou imperfeicGes, especialmente em materiais
cimenticios como o concreto. Uma importante caracteristica que deve ser levada em
consideracdo para abordagem mais realista das propriedades mecéanicas é o estado de
fissuracdo em que o material se encontra. Nesse contexto convém saber se as fissuras
presentes no meio podem se propagar ou ndo, e de que forma. Esse mecanismo, que ajuda a
entender a ruptura dos materiais, € apresentado pelas teorias da Mecénica da Fratura que
surgiram no século XX para explicar o motivo pelo qual as teorias classicas da elasticidade
linear por si s6 falhavam ao prever o comportamento de meios continuos com a presenca de

descontinuidades.

A construgdo de um modelo que leve em consideracdo os efeitos da fissuracdo, em
especial para materiais quase frageis, pode ter aplicacGes imediatas bastante amplas no que se
refere a previsdo da integridade das estruturas. Nesse contexto, 0 presente trabalho se constitui
numa contribuicdo para o entendimento e previsdo do comportamento dessas estruturas

fundamentado na unido dos preceitos da Mecanica da Fratura N&o Linear (MFNL) e do MEC.

Os grupos de métodos numéricos e mecanica dos materiais do Departamento de
Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de Engenharia de Sdo Carlos (EESC) tém obtido,
nos Ultimos anos, um progresso expressivo no desenvolvimento de trabalhos nos campos de
mecanica computacional, mecanica dos materiais e mecénica das estruturas. Varios temas tém
sido tratados por estes grupos. Dentre estes, devem ser destacados o desenvolvimento de
formulagbes do MEC, MEF e também do acoplamento entre ambos para a analise de
problemas ndo lineares como problemas visco-plasticos e visco-elasticos, problemas
transientes, fadiga, propagacdo de fissuras, dominios enrijecidos, etc., além da extensdo

dessas formulacdes para a abordagem de problemas de mecénica estrutural.

Esse trabalho se insere nesse contexto, contribuindo com o campo de pesquisa destes
grupos e de suas aplicacbes, com a abordagem, analise e inclusdo de um importante tema de
pesquisa em engenharia estrutural. O tema da propagacdo de fissuras, em meios quase frageis,

tem recebido destaque na comunidade cientifica internacional, ndo somente por se tratar de
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um problema complexo, mas também por envolver formulages complexas para a
representacdo de seus fendbmenos fisicos. Esse problema estrutural pode ser modelado com a
utilizacdo de ferramentas numéricas, que tornam possivel a andlise de estruturas e sistemas
estruturais, com base em modelos que sdo em geral construidos a partir de observacdes

pontuais.

O MEC tem se mostrado um método numérico preciso para a analise de diversos
problemas de engenharia. Dentre esses problemas destacam-se aqueles onde as grandezas de
interesse da andlise (tensbes e deformacGes em mecénica dos solidos) apresentam elevados
gradientes. Em relacdo aos problemas de mecanica da fratura, 0 MEC tem-se mostrado uma
ferramenta computacional muito promissora. Nesses problemas, a discretizacdo das fissuras
ou microfissuras iniciais € bastante simples, uma vez que 0 método ndo requer a discretizacao
do dominio e a correspondente aproximacdo das varidveis no interior do corpo. Alem disso,
com o emprego de solugBes singulares como ponderadora, consegue-se simular a presenca de
singularidades na ponta da fissura com maior precisdo. Essas vantagens permitem a simulagéo
mais eficiente da propagacdo das fissuras, sua coalescéncia e consequentemente a

representacdo mais realista da ruptura dos sélidos.

Com relacdo a modelagem do crescimento de fissuras em materiais quase frageis,
Hillerborg et al (1976) utilizaram o modelo de fissuras ficticia e tensGes coesivas para a
representacdo da zona de processo. Este modelo classico caracteriza-se por substituir a zona
danificada a frente da ponta da trinca por uma fissura equivalente, sendo a rigidez residual
desta zona representada por tensdes coesivas. Este modelo tem sido utilizado com sucesso
para carregamentos independentes do tempo e solicitagdes monotbnicas e estaticas.
Formulagbes numéricas utilizando este modelo foram utilizadas por Leonel (2009), onde
formulacGes ndo lineares do MEC foram propostas para a analise da propagacdo de fissuras
em estruturas de concreto. Neste Ultimo trabalho, casos de propagacdo de fissuras em modo |

e em modo misto foram eficazmente modelados.

Com relagdo a formulacdo do MEC para a simulagdo do crescimento das fissuras,
classicamente se utiliza a formulagdo dual do MEC. Aqui sera apresentado um novo modelo
empregando-se uma formulacdo alternativa que usa campos de tensdes iniciais. Nesta
formulacdo, o termo de dominio da equacdo integral classica do MEC serd degenerado a uma
linha, exatamente posicionado ao longo do caminho de crescimento das fissuras. Esta

formulacdo alternativa representa uma importante contribuicdo ao desenvolvimento de
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formulagdes do MEC, principalmente no que concerne a deducdo e conveniente manipulagdo
matematica do termo de dominio. A variacdo das tensdes coesivas em relacdo a abertura das

faces da fissura serd modelada com a utilizacdo do operador tangente.

A presente pesquisa se insere também no conjunto de trabalhos que vém sendo
desenvolvidos pelo SET nos Uultimos anos, objetivando o desenvolvimento e proposicdo de
formulacbes do MEC visando sua utilizacdo em problemas de engenharia, especialmente
aqueles onde a compreensdo sobre o comportamento da ruptura de soélidos € importante,

possibilitando a determinacdo da carga de ruptura e também a configuracdo de falha.

As referéncias a seguir relacionadas, embora ndo sejam exaustivas, constituem fontes

de informacdo relevantes para o entendimento e a realizagdo desse trabalho.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As formulacbes do MEC e suas solugdes numéricas para problemas mecanicos
surgiram em meados da década de 1960. O problema potencial 2D foi primeiro formulado por
Jaswon (1963) sendo que Rizzo (1967) o estendeu para o caso de problemas elasticos 2D.
Seguido a esses esforcos, um grande nimero de pesquisas tém sido feitas para o
desenvolvimento de formulagbes do MEC, como mostrado por exemplo, em Brebbia (1978),
Brebbia e Dominguez (1989). Com relagdo aos problemas envolvendo mecénica da fratura, o
MEC é amplamente reconhecido na literatura como uma poderosa ferramenta numérica para o
estudo deste dominio, em especial se 0 problema trata da propagacdo de fissuras. Comparado
a outros métodos numeéricos, a reducdo da dimensionalidade da malha diminui fortemente os
dados de entrada e também o trabalho de remeshing durante a analise de crescimento das
fissuras. Facilitando, portanto, a andlise da propagacdo de fissuras, sua coalescéncia e por

consequéncia, a simulacdo da ruptura de solidos.

Um dos primeiros trabalhos do MEC que trataram do problema da andlise de fissuras é
ainda da década de setenta de autoria de Cruse e van Buren (1971) o qual foi rapidamente
expandido com a proposta de utilizacdo de funcGes de Green (SNYDER; CRUSE, 1975). As
funcbes de Green séo obtidas considerando a fissura no meio infinito, assim os termos

integrais referentes ao contorno da fissura desaparecem. Embora precisa, sua aplicacdo é
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restrita, permitindo o estudo dos fatores de intensidade de tensdo, porém ndo o avanco da

fissura.

O uso de sub-regibes para a simulacdo de fissuras aparece no trabalho de Blandford,
Ingraffea e Ligget (1981). A propagacdo das fissuras segue as interfaces entre os corpos, onde
um critério escolhido é aplicado. Essa técnica emprega apenas equagdes singulares, que s&o
mais estaveis, porém exigem remalhamento levando o algoritmo a ter fraco desempenho
computacional. Modelo semelhante foi desenvolvido por Leonel (2009) para a analise de
separacdo e deslizamento de juntas. Esse modelo foi desenvolvido utilizando um operador
tangente consistente para a correcdo do sistema ndo linear de equacgdes, considerando o
critério de escorregamento de Coulomb. A formulacdo singular aparece em muitos trabalhos
de fratura como nos de Cen e Maier (1992) e de Liang e Li (1991) que utilizaram a técnica
para a modelagem de fratura coesiva. Varias outras técnicas que evitam o remalhamento
foram ja utilizadas com resultados excelentes. O método de descontinuidade de
deslocamentos (CROUCH, 1976; CROUCH; SRARFIELD, 1983; WEN; FAN, 1994; YAN,
2006) utiliza equacOes integrais cujas solugcbes fundamentais sd@o obtidas com a aplicagdo de

descontinuidades de deslocamentos unitarias.

A formulagdo do MEC mais utilizada para a andlise de problemas de fratura aleatoria é
0 conhecido Dual Boundary Element Method — DBEM (PORTELA; ALIABADI; ROOKE,
1992). Esses autores desenvolveram um modelo para fratura elastico-linear, onde para cada
ponto da fissura escreviam-se quatro equagOes algebricas, duas obtidas da representacdo
integral dos deslocamentos e duas da representacdo integral das forcas de superficie. O
contorno da fissura € descrito por elementos duplos definidos em direcbes opostas que
permitem impor deslocamentos e forcas de superficie distintas em cada uma das faces. E
importante salientar que a utilizacdo de equacOes integrais de deslocamento e de sua derivada
ja aparece em trabalhos anteriores como o de Watson (1986, 1988) e de Hong e Chen (1988)
para problemas 2D e depois no trabalho de Gray, Martha e Ingraffea (1990) para problemas
3D. Destacam-se ainda os seguintes trabalhos referentes ao DBEM: Portela (1992), Portela,
Aliabadi e Rooke (1993), Mi e Aliabadi (1992a, 1992b, 1994a, 1994b, 1995), Mi (1996),
Mellings e Aliabadi (1994), Sollero e Aliabadi (1994), Saleh (1997), Chen et al. (1999).
Formulagbes do MEC, usando DBEM, para andlises de coalescéncia e localizagdo sé&o
apresentadas em Leonel e Venturini (2010a, 2010b, 2011) considerando problemas de fratura

linear e ndo linear.
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Desde o pioneiro trabalho de Griffth (1920) e o seu rapido crescimento nos anos
sessenta e setenta, a mecanica da fratura € um dos principais conjuntos de teorias utilizados
para prever rupturas em solidos. Na literatura existem muitos livros sobre o tema tratando da
fratura linear e ndo linear. Para a fratura elastica linear os trabalhos de Tada, Paris e lrwin
(1985), Rooke e Cartwright (1976) e Murakami (1987) trazem extensas relacdes de fatores de
intensidade de tensdo e também expressbes para 0s campos de tensdo, deformacdo e
deslocamento na regido vizinha a ponta da trinca. Bazant e Li (1997), Cruse (1988), Elices et
al (2002) e Planas et al (2003) discutem e apresentam aspectos relevantes da teoria da
mecanica da fratura ndo linear, especialmente topicos importantes relacionados aos materiais

quase frageis.

A modelagem do problema de propagacdo de fissuras em materiais frgeis e quase
frageis (concreto em especial) é de grande importancia na analise da degradacdo da matriz do
material estrutural. Desde a proposicdo dos modelos coesivos de Dugdale (1960) e Baremblatt
(1962), varios trabalhos tém sido dedicados a esse tema, devendo-se destacar Hillerborg,
Modeer e Petersson (1976) e Carpinteri (1992) os quais analisaram diversas estruturas
experimental e numericamente. Estes dois Ultimos trabalhos destacam o comportamento da
fratura coesiva com um modelo de fraturamento ndo linear bastante simples, porém que ja
considera uma zona caracterizada pelo aumento das microfissuras e a consequente dissipacao
de energia. Tal zona é aproximada por uma fissura ficticia colocada a frente da fratura real. A
representacdo mais simples desse modelo é feita utilizando uma curva linear dada por dois
parametros do material, abertura ficticia maxima e resisténcia méxima de tracdo. Além dos
trabalhos sobre fratura coesiva j& mencionados, algumas importantes publicacbes sobre o
tema, incluindo também as aplicacbes em problemas de delaminacdo sdo: Bazant, Ozbolt e
Eligehausen (1994), Barpi e Valente (1998), Reinhardt e Xu (1999), Mai (2002), Moes e
Belytschko (2002), de Borst (2003), Tvergaard (2003), Carpinteri et al (2003), Dong, Lo e
Cheung (2003), Yang e Cox (2005).

Um modelo para a andlise do crescimento de fissuras em materiais quase frageis foi
proposto por Leonel e Venturini (2010b) utilizando o MEC e um operador tangente
consistente. Esse modelo, utilizado para carregamentos independentes do tempo e
monotonicos, mostrou-se muito eficiente necessitando um ndmero consideravelmente menor

de iteracOes, para a obtencdo da solucdo, quando comparado ao modelo classico.
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Apesar de sua importancia cientifica e tecnologica, ndo sdo muitos os trabalhos que
abordam a degradacdo de materiais quase frageis ao longo do tempo. Para a fratura coesiva
alguns trabalhos importantes que procuram descrever as condicbes de carga e descarga
necessarias para a definicdo da fadiga e efeitos dependentes do tempo séo: Bazant e Li (1995),
Bazant e Li (1997), Begley, Cox e McMeeking (1997), Xu e Needleman (1994), Ortiz (1996);
Buyukozturk e Hearing (1998), Yang e Ravi-Chandar (1998a), Li, Shis e Needleman (1985),
de Andrés (1999), Yang, Mall e Ravi-Chandar (2001), Roe e Siegmund (2003), Li e Chandra
(2003), Svahn e Runesson (2006), Dong et al (2010), Maiti e Geubelle (2006), Nguyen et al
(2001), Bouvard et al (2009), Leise, Walton e Gorb (2010) e Yoon e Allen (1999).
Considerando analises deste problema usando o MEC, sdo poucos os trabalhos que tratam
sobre 0 assunto como mostrado em Yang e Ravi-Chandar (1998b), o que inclusive justifica a

extensdo dessa pesquisa.

Uma técnica alternativa ao modelo dual para a andlise do processo de fratura nao
linear ¢ a que emprega um campo de tensdes iniciais para a corre¢do das tensGes coesivas nas
faces das fissuras. Neste modelo, a espessura da zona de processo é degenerada para zero.
Consequentemente, o termo de dominio da formulacdo classica do MEC é avaliado somente
ao longo do caminho de crescimento das fissuras, simulando assim o comportamento nao

linear da zona de processo.

Nesse sentido, Lopes Jr. (1996) apresenta uma formulagdo baseada no conceito de
dipolos (capitulo 4) para o estudo de fissuras (descontinuidades) a luz dos olhos da Mecanica
da Fratura N&o Linear em meios bidimensionais. A formulagcdo, que contava com elementos
lineares isoparamétricos com tratamento analitico de singularidades, mostrou-se efetiva em
reproduzir alguns efeitos caracteristicos do concreto como o amolecimento e o efeito escala,

além da propagacao da fissura macroscoépica.

Barbirato (1999) elaborou um estudo sobre propagacdo tridimensional de fissuras
utilizando o modelo coesivo e a formulacdo por dipolos. Seu trabalho contribuiu para a
formulacdo, em termos de dipolos, de problemas de propagacdo de fissuras sob acdo de

carregamentos dinamicos.

Interessantes resultados empregando técnicas similares de manipulacdo do termo de
dominio do MEC podem ser encontrados em Jiang e Venturini (1998), Jiang, Hung e
Venturini (1999) e Jiang e Venturini (2000).


http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6VJS-42WP5JY-3&_user=972067&_handle=V-WA-A-W-AV-MsSAYZW-UUW-U-AABVYVCZZA-AABWVWZVZA-VYVUABWWV-AV-U&_fmt=full&_coverDate=06%2F30%2F2001&_rdoc=3&_orig=browse&_srch=%23toc%236102%232001%23999619977%23246619!&_cdi=6102&view=c&_acct=C000049650&_version=1&_urlVersion=0&_userid=972067&md5=38b60a952b16729f3262106d746cc88b#bbib3#bbib3
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Tendo em vista a investigacdo de temas atuais e de clara relevancia, além de
representar uma continuidade da linha de pesquisa iniciada com Rocha (1988), no que se

refere ao uso dos dipolos, o presente trabalho propde 0s objetivos gerais do proximo item.

1.3 OBIJETIVOS DA PESQUISA

Os objetivos deste trabalho tratam do desenvolvimento de formulagdes ndo lineares do
MEC e sua implementacdo computacional, com elementos de alta ordem, para a andlise da
degradacdo mecanica de estruturas compostas por materiais quase frageis (concreto em

particular).

De maneira sucinta, o primeiro objetivo € verificar se a formulacdo por dipolos,
utiizando  operador constante (OC), €& capaz de reproduzir satisfatoriamente 0s
comportamentos experimentais de componentes estruturais (vigas) de concreto, sob diferentes

modos de solicitacdo a fratura.

J4 0 segundo objetivo, que constitui uma contribuicdo para esse campo das analises do
MEC, é desenvolver e implementar o operador tangente (OT) consistente visando acelerar a
solugdo do sistema de equagdes ndo lineares resultantes da formulagdo do problema em

questéo.

1.4 METODOLOGIA

Embora o presente trabalho represente um avanco significativo em novos temas, a
metodologia seguida € basicamente a mesma que vem sendo empregada pelo grupo de
métodos numéricos do SET/EESC/USP para o desenvolvimento de formulagbes do MEC e
também do MEF.

O cdbdigo computacional inicial foi fornecido pelo professor do SET, Dr. Edson
Leonel. Esse cddigo é capaz de realizar analise elastica estatica de soélidos bidimensionais

sujeitos a carregamentos e vinculagbes arbitrarios, utilizando formulagcdo singular e
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hipersingular do MEC para qualquer ponto fonte, considerando ainda elementos de contorno

de alta ordem.

A partir desse cddigo inicial, foi criado um algoritmo ndo linear capaz de simular a
formacdo e propagacdo da fissura por meio dos dipolos (capitulo 4). Essa etapa foi concebida
para utilizar o OC durante a solugdo do sistema ndo linear, e adicionalmente servir como
parametro para a proxima etapa. Varios exemplos conhecidos foram testados de modo a

validar o codigo, conforme sera mostrado no capitulo 5.

A seguir, foi implementada a etapa final do codigo ndo linear referente ao OT,
resultando num menor tempo de processamento. Os mesmos exemplos executados com OC

foram testados utilizando OT levando, evidentemente, a mesma resposta.

Todas as formulagGes propostas e desenvolvidas neste trabalho foram implementadas

em linguagem de programacdo FORTRAN.

1.5 ESTRUTURA DO TEXTO

O presente texto ndo tem o propOsito de ser exaustivo sobre os assuntos que sdo
tratados, mas sim de representar um compéndio de ideias tomadas de forma sistematica, como
é pertinente a um trabalho cientifico dissertativo, acerca dos diversos temas apresentados, sob

0 ponto de vista do autor, importantes para o desenvolvimento dessa pesquisa.

O capitulo a seguir, por exemplo, faz uma revisdo dos principais conceitos do MEC
utilizados para elaborar os cddigos constituintes do método numérico. Primeiramente as
equacOes integrais sdo apresentadas e posteriormente sdo transformadas em termos discretos
para viabilizar o seu uso computacional. Esse capitulo traz conceitos importantes que s&o
utilizados posteriormente, no tocante dos elementos de alta ordem e do método da subtracdo

da singularidade para integracdo numérica.

Ja o terceiro capitulo faz uma breve explanacdo sobre a mecénica da fratura aplicada
ao concreto. De certa maneira 0s conceitos sao apresentados em ordem cronoldgica. O texto é

voltado para as necessidades do presente trabalho, e por isto, 0s conceitos sobre mecanica da
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fratura elastica linear restringem-se aos necessarios para compreensdo do texto, enquanto que

maior énfase é dada a mecanica da fratura ndo linear.

No capitulo 4, os conceitos relativos a representacdo da fissura por meio dos dipolos
sdo apresentados. Inicialmente realiza-se a deducdo das equacOes algébricas que serdo
utilizadas no algoritmo ndo linear. A seguir algumas especificidades referentes a
implementacdo computacional do método sdo discutidas. Destaca-se aqui o0 tratamento da
singularidade do nicleo de dipolos e a dedugdo do operador tangente consistente da solugédo

ndo linear.

O quinto capitulo aborda exemplos que validam a formulagdo proposta e ao mesmo
tempo discute alguns aspectos de interesse tanto computacional quanto fisicos. Alkm dos
resultados obtidos com o OC, outros resultados numéricos obtidos com o classico modelo

dual enriquecem os argumentos que sustentam a eficiéncia da formulagdo aqui proposta.

O capitulo 6 dedica-se as consideracBes finais e as sugestdes de investigacdes futuras.
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2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O MEC é um método numérico para solucdo de equacdes integrais de contorno, que
possui a caracteristica de ndo necessitar de definicdo de malhas no dominio de interesse, fato
que serd explorado no decorrer do trabalho. Pode ser aplicado em varios campos da
Engenharia como acustica, mecéanica dos fluidos, elasticidade linear ou ndo linear, mecénica
da fratura, eletromagnetismo entre outros. (STEFAN, CHRISTOPH, 2011)

Pode-se dividir o MEC didaticamente em dois grupos. O primeiro refere-se aos
Métodos dos Elementos de Contorno Indiretos. Nesse tipo de abordagem as incognitas do
problema ndo sdo as grandezas de interesse (deslocamentos, ou forcas de superficie), mas sim,
funcdes indiretas chamadas de densidade, que uma vez determinadas, possibilitam a obtencédo
das variaveis de interesse. A depender do tipo de campo vetorial adotado como continuo
podem-se ter dois seguimentos: source method (adotam deslocamentos continuos) e dipole

method (adotam forgas de superficie continuas).

O segundo grupo recebe o nome de método dos elementos de contorno diretos. Nesse
caso as grandezas fisicas de interesse sdo obtidas diretamente, pois constituem o0 conjunto das
incognitas do problema. O presente trabalho é desenvolvido considerando esse grupo de

analise por aparecer com maior frequéncia nas aplicacdes de engenharia.

E interessante ressaltar que 0 MEC é uma alternativa numérica para solugo de uma
formulacdo maior, conhecida como PVC, que inclusive pode ser resolvido por meio de
métodos de dominio como o Método dos Elementos Finitos. Assim, torna-se conveniente uma
breve explanagdo da maneira pela qual esses problemas sdo formulados para que entdo, o

MEC seja apresentado.

2.1 FORMULANDO O PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO

Desde os tempos antigos, a Engenharia Civil tenta usar os materiais disponiveis para
confeccdo de obras que proporcionassem seguranca, conforto e economia. Nos primordios da

engenharia as construgdes eram executadas por meio da experiéncia e do bom senso. Com o
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passar dos anos houve uma evolucdo do pensamento que deu origem ao tratamento racional
baseado em observacdo e experimentacdo por engenheiros, matematicos e fisicos do século
XVIXVI que inventaram formulacbes matematicas que seriam capazes de predizer o
comportamento dos materiais sob algum tipo de solicitagdo. O conjunto de ideias criadas por
cientistas notaveis como, por exemplo, Leonardo da Vinci ou Galileo Galilei, e que depois
foram expandidas e formalizadas por varios outros colaboradores como Robert Hooke, Edme
Mariote, Jacob Bernoulli, Leonhard Euler, Charles Coulomb e Augustin Louis Cauchy,
somente para citar alguns, culminaram no que atualmente é conhecido como Mecéanica dos
Solidos. Nos proximos paragrafos alguns conceitos selecionados dessa teoria seréo
brevemente expostos sob seu ponto de vista moderno. Maiores detalhes podem ser
encontrados em obras classicas da Teoria da Elasticidade como Timoshenko e Goodier
(1980), Mecénica do Continuo em Malvern (1969), enquanto que o contexto historico pode

ser consultado nos primeiros capitulos de Love (1944), e em Timoshenko (1953).

Objetivando descrever a distribuicdo de forcas no interior de solidos deformaveis,
parte-se do principio de que o solido esteja homogeneamente preenchido por material, embora
na realidade essa premissa dependa da escala em que se trabalha. Segundo esse principio
(Teoria classica do Continuo), assume-se que a matéria estd continuamente distribuida e que
interacdes mdtuas agem em todos os pontos interiores do solido como resultado de forgas de
massa e de forcas de superficie. Tais forcas, ditas internas, podem ser caracterizadas
utilizando o conceito de vetor tensdo. Para tanto, tome um corpo em equilibrio submetido a
um conjunto de condi¢cbes de contorno. Imagine-se um plano S, que passe por um ponto
interno arbitrario P, caracterizado por um vetor normal n;. O plano corta o sélido em duas

partes. Uma por¢do em cada lado do vetor normal (conforme Figura 2.1).

Figura 2.1 Divisdo do s6lido
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Considerando a porgdo I como corpo livre, existe no plano S uma forga resultante AF;

agindo numa pequena area AA contendo P. Considera-se como vetor tensdo (agindo de Il para

I no ponto P pertencente ao plano S) o resultado do limite:

t. = lim — (2.1)

Essa relacdo mostra que o vetor tensdo é dependente do ponto P e do vetor ni. Como
em um mesmo ponto podem passar infinitos planos, existem infinitos vetores tensdo no
mesmo ponto P. Entretanto é possivel mostrar utilizando o principio de Cauchy que o vetor

tensdo no ponto P depende do vetor n; por meio de uma transformacdo linear, tal que:

t; = o;n; (2.2)

Na relagdo acima, cjj € conhecido como tensor de tensdes de Cauchy. Assim, uma vez

obtido o tensor de tensdes em um ponto, automaticamente conhece-se todos 0s vetores tenséo
que podem atuar no mesmo ponto, bastando estipular uma direcdo. Pode-se notar que,
descrever o comportamento do corpo por meio do campo tensorial de tensdes, por assim

dizer, ¢ mais adequado que por meio de campos Vetoriais de tensdes.

Em principio, o tensor ¢ possui nove componentes. Entretanto o equilibrio rotacional
em um elemento cubico diferencial, que englobe P, tem que ser garantido. Isto faz com que
trés de suas componentes sejam dependentes resultando num tensor simétrico. Assim, para
determinar o tensor o, ¢ necessario encontrar seis componentes independentes, que sao

incognitas do problema.

O principio classico da mecanica, que estabelece o equilibrio estatico dos solidos
(deformaveis e indeformaveis) escrito em termos de forcas, precisa ser escrito em termos
tensoriais, conforme a expressdo:

Essa equacdo, escrita em termos indiciais, representa um conjunto de trés equacOes

diferenciais de equilibrio que devem ser atendidas em todos os pontos do solido. O vetor b;

representa as forcas de volume atuantes, que normalmente s&o conhecidas.

Outro aspecto de interesse na descricdo do comportamento do sélido é saber definir o
campo Vetorial de deslocamentos sofrido pelo meio, ou melhor, sua variagdo continua, quando

atua algum tipo de solicitacdo. Para descrever esse campo de deslocamentos, especialmente
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para fins estruturais, deve-se evitar que o0 corpo tenha deslocamentos de corpo rigido
(translacdo e rotacdo) por meio das condi¢bes de vinculagdo (apoios). Isso garante o equilibrio
estitico. Deste modo o0s deslocamentos resultantes serdo resultados exclusivamente de
processos de deformacdo. No &mbito dos pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes,
define-se o tensor de deformacfes como a parte simétrica do tensor gradiente do vetor

deslocamentos, ou seja:

1

O tensor ¢&;; possui seis componentes independentes, semelhante ao tensor de tensges.
A descricdo do campo de deslocamentos deve ser tal que ndo ocorram descontinuidades
durante o processo de deformacdo. Isso é assegurado desde que o campo de deslocamentos

respeite a condicdo de compatibilidade, que € dada em termos indiciais por:

Eijkr T Exrij — Eikji — Ejrik =0 (2.9)

Ainda na modelagem do comportamento do sélido, é preciso que se estabeleca alguma
relacdo envolvendo os campos tensoriais de tensdes e deformacOes. Essas relagbes séo
conhecidas como constitutivas, podem representar varios fendmenos fisicos a depender do
problema. No contexto deste trabalho, utiliza-se a lei de Hooke generalizada para materiais
isotropicos que apresentem reposta elastica linear entre tensdo e deformacdo, e pode ser
escrita indicialmente como:

1%

Oij = 2#(

Nessa equacdo u representa uma das constantes de Lamé enquanto v o coeficiente de
Poisson, ambas representando informacBes caracteristicas dos materiais. E importante
destacar que as equacOes de equilibrio e deformacdo-deslocamento permanecem validas
independentemente da lei constitutiva do material.

O conjunto formado pelas equacdes de equilibrio, relacdo deslocamento deformacéo,
relacdo constitutiva, somado as condices de contorno formam o problema de valor de

contorno.
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Os PVCs possuem solucdo analitica fechada apenas para uma pequena classe de
problemas em que a geometria em geral é simples, com distribuicGes simplificadas ou
simétricas de carregamento e condi¢fes de vinculacdo. Portanto para se conseguir uma maior
generalidade de aplicagdo, os PVCs precisam ser resolvidos utilizando algum tipo de
modelagem numérica que obtenha respostas aproximadas para 0 modelo fisico matematico
empregado. E importante observar que o modelo discreto, em tese, deve se aproximar da
resposta exata na medida em que o nivel de refinamento da malha aumentar. Isto se deve ao
fato de que o modelo original apresenta infinitos graus de liberdade, enquanto que o modelo
numerico possui um numero finito para representar determinado comportamento. O método
numérico escolhido para desenvolver o presente trabalho foi o MEC, que sera descrito a

sequir.

2.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL

Uma das premissas necessarias para a formulacdo do MEC é o conhecimento de uma
solucdo particular para o problema em questdo considerando as mesmas propriedades
materiais do soOlido a ser analisado, porém com dominio infinito, sob a acdo de um

carregamento singular. A esta solugdo é dado o nome de solucdo fundamental.

Em problemas elasticos, a solucdo fundamental é uma expressdo que fornece o
deslocamento em qualquer ponto do dominio devido a atuacdo de uma forca concentrada
agindo em determinado ponto de um solido homogéneo de dimensGes infinitas. Segundo
Love (1944), esta solucdo foi desenvolvida por Sir Willam Thomson em 1948 e

posteriormente ficou conhecida como solucdo fundamental de Kelvin.

Apresenta-se a seguir uma breve descricdo da maneira de obtencdo dessa solucéo

fazendo-se uso do Vetor de Galerkin, conforme descrito por Brebbia e Dominguez (1989).

Podem-se combinar as equacdes (2.4) e (2.6) na equacdo (2.3). Desse modo chega-se a

uma nova equacao, dada por:

1 1
(m)‘uﬁﬂ + ul’jj +,[_1bl =0 (27)
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Essa equacdo é conhecida como equacdo de Navier, e representa o equilibrio do corpo
em termos de deslocamentos englobando as relacbes de compatibilidade e constitutiva em

uma Unica expressao.

A solucdo de Kelvin é obtida considerando a aplicacdo uma carga unitaria hum ponto
‘I’ qualquer, na direcdo do vetor unitario e; . A representacdo matemdtica da existéncia de
uma forca aplicada pontualmente fica a cargo da distribuicdo Delta de Dirac (devido a Paul

Adrien Maurice Dirac). Desse modo a carga unitaria concentrada fica dada por:

b, = AWe, (2.8)
Brebbia e Dominguez (1989) indicam que a solucdo de Kelvin pode ser encontrada

por meio do uso do vetor de Galerkin. Isto consiste em considerar um vetor G, que origina o

vetor de deslocamentos procurado da seguinte maneira:

1
uj = Gj,mm - me,jm (29)
Substituindo as equacdes (2.8) e (2.9) na de Navier vem:
1 .
Gummyy + 7,80 € =0 (210)

Agora o equilibrio em termos de deslocamentos passou a ser expresso em termos do

vetor de Galerkin. Portanto, 0 foco momentaneo da solugdo passa a ser o vetor G;, que deve

satisfazer a equacdo (2.10) podendo ser reescrita como:

1 .
VZ(V3G) + !—lA(‘) e, =0 (2.11)

Para faciltar o desenvolvimento, pode-se utilizar uma variavel vetorial auxiliar,

F, = V%G, logo:

VZ(F)+1A(% =0 (2.12)
l U l :

que possui uma forma similar a equacdo dos problemas potenciais. Note-se que aqui 0
potencial ndo é um valor escalar, mas sim, um valor vetorial. A solucdo dessa equacéo para

problemas bidimensionais é:

F,= —In <—) e, 2.13)

Agora € possivel obter o valor do Laplaciano de G;:
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, 1 /1

Considerando 0 caso de problemas planos, a equacgdo acima resulta em:

G, = Ge, (2.15)
Onde
1 1
G = ——r2n (F) (2.16)

Para casos bidimensionais (ou tridimensionais) adota-se que em um determinado
ponto, os deslocamentos ocorridos em fun¢do de uma carga unitaria aplicada em uma direcéo
ndo sofrem alteracdo devido a outro carregamento unitario aplicado em outra direcdo. No
caso, cada carregamento unitirio € tomado como independente um do outro. Assim, pode-se

escreve essa consideragdo em forma indicial da seguinte maneira:

le = Gglk (2'17)

Onde G é a componente k do vetor de Galerkin em qualquer ponto quando uma carga

unitaria concentrada ¢é aplicada no ponto ‘i’ na direcdo .

Da mesma maneira pode-se escrever o deslocamento em qualquer ponto do dominio

pode ser dado por:

Up = U (2.18)
Onde u representa o deslocamento em qualquer ponto na direcdo k quando uma carga

unitaria € aplicada no ponto ‘i’ na direcdo |.
Uma vez encontrado o vetor G,, pode-se utilizar a equacao (2.9) para escrever:

1

U = Gremm — 2(1—v) Gimkm (2.19)

Para estados planos de deformacdo a solucdo fundamental € obtida substituindo as
equacdes (2.16) e (2.17) na equacgdo (2.19) resultando:
. 1 1
Ui = m [(3 - 4v)ln (;) alk + r}lr,k] (220)
As tenses internas em cada ponto podem ser obtidas utilizando as relacbes de

deformacdo-deslocamento e tensdo-deformacgédo resultando em:
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Ok = Sikjel (2.21)

Em que o tensor de terceira ordem Sy ; sera mostrado no item 2.7.

As forcas de superficie no contorno I' com normal n podem ser escritas como

Pk = DPie (2.22)

Em que as componentes p;, para o plano sdo:

i 1 or
P = {_

A Figura 2.2 mostra uma interpretacdo geométrica da solucdo fundamental para o caso
tridimensional. Nota-se que independentemente da direcdo que seja aplicada a carga unitaria,

as componentes da solucdo fundamental aparecem ao longo das trés direcdes perpendiculares.

X3, w X3, u3 A X3, u3 *
Uqz P23
/ \
.‘ Ponto ger\ I na ux:
supedl::lej o /_, 12
7 < / r /
\\ y, 7
~ /
vUqqg
Ponto 1" de
i da carga Ponto fonte Ponto fonte
unitaria / X2, uz Xz, uz
/ Carga concentrada Carga concentrada
/ unitéria na diregéio X1 unitaria na diregdo X2
(a) (b) (c)
X, ut X1, un X1, wm

Figura 2.2 Interpretagdo geométrica das componentes da solu¢do fundamental (Brebbia e Dominguez, 1989)

2.3 FORMULACAO INTEGRAL NO CONTORNO

Frank J. Rizzo (1989) aponta que o MEC, embora faca uso de recursos
computacionais, estd fundamentado em uma heranca rica e classica da matematica analitica.
Ele se refere ao teorema fundamental do Caélculo Integral que afirma que ao realizar a soma
de todas as taxas de variagdo de uma funcdo num intervalo resulta na diferenca entre os
valores da funcdo nos extremos do intervalo, ou seja, no contorno. O teorema de Green no
plano e o teorema da divergéncia de Gauss no espaco tridimensional sdo apenas

generalizacbes dessa ideia para fungdes mais abrangentes do ponto de vista fisico (tensoriais)
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que, sobretudo relacionam os valores de dominio aos valores do contorno. Essa reducdo da

dimensdo do problema é uma caracteristica muito importante e bastante explorada pelo MEC.

Brebbia (1978) mostra que a equacdo integral que governa o0s problemas de
elastostatica pode ser obtida utilizando os conceitos do Método dos residuos ponderados
(MRP) por serem formalmente aceitos como uma técnica classica de resolugdo de problemas
de engenharia. Além disso, Brebbia, Telles e Wrobel (1984) mostram que as diferentes
técnicas numéricas existentes (Diferencas finitas, Elementos finitos, Elementos de contorno)
estdo relacionadas entre si por meio do amplo conceito do MRP. A Figura 2.3 ilustra essa

relacéo.

Base das fungBesteste é igual a Base das fungBesteste é
base da fun¢8o peso diferente da base da fungéo
FORMA peso
"""""""""""""""""""""""" ORIGINAL

-Método das Diferencas Finitas
-Método de Galerkin original -Método dos Momentos
-Residuos Ponderados Gerais

FORMA FRACA

-Formulagdes fracas gerais dos
residuos ponderados

-Elementos Finitos
-Técnicas de Galerkin

FORMA INVERSA

‘Método de Trefftz -SolugBes por meio de integrais
de contorno

Figura 2.3 Classificacdo das diferentes técnicas de aproximacdo (Brebbia, Telles, Wrobel, 1984)

Suponha-se que um determinado corpo esteja em equilibrio estatico sujeito as

seguintes condigdes de contorno:

1. CondicOes de contorno essenciais, conhecidas como condicdo de Dirichlet: u; = u;

em I

ii.  CondicOes de contorno naturais, ou condicdo de Neumann: p; = o;;n; = p;emT,
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Isto implica que a equacdo de equilibrio, que representa a forma forte do PVC, deve

ser satisfeita, ou seja:

O +b; = 0 em Q (2.24)

Ao se propor uma solucdo aproximada, a equacdo acima passa a ndo ser mais atendida
em todos os pontos, levando a um residuo. O MRP parte da premissa que esse residuo deve

ser minimizado, e para isto, deve-se ortogonalizar o produto escalar envolvendo a funcéo a ser
aproximada e a funcdo ponderadora. Tomando u; como funcdo peso, pode-se escrever essa
consideracdo da seguinte maneira:

(Gene + bjyuj) = 0 = f (ke + bjJujdQ =0 (2.25)
Q

Esta forma também é conhecida como forma variacional direta do problema de valor

de contorno.

Procedendo a integracdo por partes uma vez, utilizando a lei constitutiva, ter-se-a:

—] ajks;;(dn+j bju;dQ = —j pju;jdr (2.26)
Q Q r

Integrando o primeiro termo por partes novamente resulta:

f Jj“;(,kude+f bju; dQ = —f pju}‘dF+f pju;dl (2.27)
Q Q r r

Note-se que as integrais do segundo membro da equacdo correspondem a integrais
apenas na superficie do solido. Considerando que o contorno esta dividido em duas partes I, e
[, onde atuam as condicbes prescritas em deslocamento e forga de superficie, pode-se

reescrever a equacdo acima, agora com condicGes de contorno impostas, da seguinte maneira:

f aj}‘(,kujdﬂ+f bju;dQ
Q Q

= —f pjuj’de—f ﬁju}‘dr‘+f p]’-“ﬁjdf‘+f p}‘ude
I Iy Iy

1 I

(2.28)

Integrando novamente por partes o primeiro termo do lado esquerdo dessa equacgao por

duas vezes consecutivas chega-se a:
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f (G + bj)ujd = f (pj —p)widl + | (&; — u;)p;dl (2.29)
Q I I

Esta expressdo corresponde a uma forma em residuos ponderados generalizada,
utilizada como ponto de partida para formulagio do MEC. Em termos gerais, pode-se
observar que a solucdo aproximada deve ser tal que o residuo por ela gerado no dominio,
ponderada por uma funcdo peso, deve ser igual ao residuo por ela gerado no contorno,
também ponderado pela mesma funcdo peso. Desta maneira considera-se, por exemplo, que a

funcdo peso ndo necessariamente seja homogénea nas condicGes de contorno.

Uma vez que o ponto de partida ficou evidente, retoma-se a solugdo fundamental que

pode ser escrita inicialmente como segue:

* ook
u; = ujje

pj = Pije (2:30)

Onde uj;, p;; sdo j componentes de deslocamento e forga devido a uma carga unitaria
aplicada na direcdo |. Pode-se agora retornar a expressdo (2.28) (que é equivalente a (2.29)) e
utilizar a solucdo fundamental apresentada em (2.20) como funcdo ponderadora. O primeiro

termo da equacdo fica:

(2.31)

f Tjierne AL = _f A(i)ejujdﬂ = —u](.i)ej
Q

]
Q
Essa manipulacdo € possivel pois a solucdo fundamental respeita plenamente a

equacéo diferencial de equilibrio. Logo, gy, = —AMe;.

Na equagdo(2.31), u](.i) representa a componente j do deslocamento no ponto i de

aplicacdo da carga unitdria. A equacdo (2.28) pode agora ser escrita em termos de

componentes independentes de deslocamento no ponto i.

u + f P} dr + f Dot dl = f P dl + f P dl + f bhdQ  (2.32)
r r Iy I, Q

1 2

Pode-se observar que quando uma carga unitaria € aplicada numa direcdo especifica j,
os deslocamentos e forcas de superficie tém componentes nas duas (ou trés) direces
enquanto que os termos do tipo oy, sdo diferentes de zero apenas ao longo da direcéo j,

apontam Brebbia e Dominguez (1989).

A equacao (2.32) pode ser escrita de maneira mais compacta como:
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u + f P dl = f Wi pdl + f Wby dQ (2.33)
r r Q

Esta equacdo é conhecida como identidade Somigliana (devido ao matematico italiano
Carlo Somigliana) e permite encontrar os deslocamentos em qualquer ponto do dominio desde
que se conhecam os deslocamentos e forcas de superficie dos pontos de contorno, as forcas de

dominio atuantes e a solugdo fundamental.

Observagdes adicionais podem ser feitas com relacdo a equacdo (2.26), aqui

reproduzida por conveniéncia da seguinte maneira:

Lajkej’*,(dﬂzj;lbjujdﬂ+fr pju;dl (2.34)

Se a funcdo ponderadora for tomada como um campo de deslocamentos virtuais
admissiveis, compativeis e, portanto integrante do espaco solucdo, a equacdo acima pode ser
interpretada da seguinte maneira: 0 membro esquerdo corresponde ao trabalho das forcas
internas gerado pelo deslocamento virtual u;. O membro direito significa o trabalho que as
forcas externas exercem sobre esse mesmo campo de deslocamento. Assim a equacgdo (2.34)

assume o carater fisico de um importante principio da Mecénica, o principio dos trabalhos

virtuais (PTV).

No tocante da equacdo (2.27), lembrando que oj;,, = —b/", pode-se escrevé-la da

seguinte maneira:

—j b]’-"ujdﬂ+f bju;dQ = —j pju}‘dl“+j pju;dl (2.35)
Q Q r r

Ou rearranjando 0s termos,

f b}‘ujdﬂ+f p}‘ujdr‘zf bjuj-dﬂ+f p;ju;dl (2.36)
Q r Q r

Adotando a correspondéncia de que o corpo esteja em equilbrio e sujeito a dois
conjuntos de forcas {b;,p;} e {b;p;}, que produzem respectivamente os deslocamentos u; e
u;, a equagdo (2.36) mostra que o trabalho das forgas do primeiro conjunto atuando sobre os
deslocamentos do segundo é igual ao trabalho das forcas do segundo conjunto sobre os

deslocamentos do primeiro em cada ponto. Este enunciado constitui outro principio geral da

Mecénica e é conhecido como teorema dos trabalhos reciprocos ou teorema de Betti.
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Esses dois principios que foram obtidos do mesmo ponto de partida, que foi a forma
variacional direta, podem ser tomados também como pontos iniciais alternativos para a
formulacdo do MEC.

24 PONTOS NO CONTORNO

A identidade de Somigliana fornece o deslocamento em qualquer ponto desde que se
conheca ux € px em todo o contorno. Deste modo para calcular os deslocamentos internamente
€ necessario que primeiro se resolva o problema. Entretanto essa identidade, que vale para
todos os pontos do dominio e contorno, pode ser modificada para ser aplicada em diferentes
pontos do contorno para produzir um sistema de equacOes que uma vez resolvido fornece os

valores do contorno.

Quando o ponto fonte é tomado sobre o contorno, deve-se tratar a singularidade que
surge da solucdo fundamental (quando r — 0) para efetuar a integracdo. Para estudar o0s
efeitos da singularidade em problemas 2D, pode-se envolver o ponto fonte com uma regido do

dominio circular de raio € e centro em ‘i’ e entdo avaliar o que ocorre com as expressdes
quando o raio tende a zero (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989). A Figura 2.4 elucida a

situacéo.

Figura 2.4 Ponto de colocagédo no contorno

Na intensdo de analisar o que ocorre com a identidade de Somigliana, passa-se a

avaliar a equacao (2.33) termo a termo. Considerando primeiramente a integral:
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f W Prdl = !ei_rg U pdl + EL%J- Wi P dl (2.37)
r Te

r-Tg
A primeira integral do segundo membro da equagdo acima se torna simplesmente a

integral ao longo de todo o contorno I' quando € — 0. Quanto a segunda integral pode-se

fazer:
pPlim | udr (2.38)
Te

Uma vez que a singularidade de u” é da ordem de In G) e 0 contorno de integracdo

produz &, pode-se concluir que quando o conjunto tender a zero, o limite é nulo, pois:

1 l'Hopital
lim eln (—) = —lim eln(¢) ——=10 (2.39)
£-0 & -0

[$4]

Em outras palavras a integral nvestigada ndo ¢ afetada pela singularidade em ‘7.

Logo,

lim [ uydl=0 (2.40)
&-0 T,

Quanto a integral do primeiro membro da identidade de Somigliana, vem:

f Pjittidl’ = lim piudl + g%f P Uy dl (2.41)
r Te

r-Tg
Novamente a primeira integral do segundo membro torna-se uma integral ao longo de

todo o contorno I' quando & — 0. Quanto a segunda integral, existe uma singularidade da
1 * .. ~ /
ordem de - €M p enquanto que O contorno produz €, logo o limite resultante ndo é nulo e

precisa ser avaliado.

Pode ser demonstrado que para superficies suaves o resultado do limite é:

li o dl = 25 0= Lo 2.42
Jm g Pjgthe @t = =50l = =5 U; (2.42)

O resultado da equacéo (2.41) fica:

1 .
f PjxUydl’ = f p}kude—Eu}‘) (2.43)
r r

Em que a integral em I" é definida no sentido do valor principal de Cauchy (VPC).
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A expressdo final da identidade de Somigliana agora escrita em termos de pontos

exclusivamente sobre o contorno passa a ser:

®_ @ * _
Cir Up +fr pjkude—f

1qkpkdr+-f Wb dQ (2.44)
r

Q

Onde as integrais devem ser calculadas no sentido do VPC, e quando a superficie for

(34) X (l) 1 H 9 1 A
suave no ponto ‘', entdo c,,” ==§;,. Caso a superficie ndo seja suave no ponto de colocagéo,
jk 27
0 valor do limite (2.42) serd um resultado diferente e, em geral, de dificil generalizagdo

quanto se trata de problemas tridimensionais. (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989)
2.5 FORMULACAO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A equagdo (2.44) envolve termos definidos continuamente no contorno de interesse. O
MEC adota, para resolver a equacdo integral numericamente, uma discretizacdo do contorno
em um ndmero finito de elementos. Para cada elemento, tanto os deslocamentos quanto forgas
de superficie sdo escritos em fungdo de valores nodais. Dessa maneira, ao aplicar a equacao
(2.44) para cada n6 do contorno, 0 que se obtém é um sistema linear algébrico de equacdes.
Uma vez que as condicbes de contorno sdo aplicadas ao sistema, pode-se obter a resposta
Unica que contém todos os valores incognitos e assim, a solugdo aproximada no contorno é

encontrada.

Neste ponto, torna-se conveniente trabalhar com matrizes em vez e notacdo indicial.

Assim, podem-se definir as funcbes u e p validas para cada elemento ‘j’.

u=¢uw
. (2.45)

p=¢p’

Onde w/ e p’ sdo vetores de deslocamento e forca de superficie nodais de dimenséo

2Q em que Q é o nimero de nos do elemento. Os vetores u e p sdo deslocamentos e forcas de
superficie em qualquer ponto do elemento 7.

A matriz de fungbes de forma que aparece na equacdo (2.45) tem dimensdo 2x2Q
sendo dada por:
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¢:[q(§)1 0 ¢, 0 . ¢, O (2.46)

o 0 ¢, .. 0 ¢,

As forcas de dominio em qualquer ponto de Q podem ser expressas em forma vetorial

sendo:
— bl
b= { bz} (2.47)
Os coeficientes da solucdo fundamental, que sdo expressos em forma indicial pela

equacdo (2.23), podem ser agrupados em forma de matriz da seguinte maneira:

* p;l p;2:| 2 48
p P21 P22 (2.48)

Nessa matriz, os coeficientes p;,, sdo as forcas de superficie na dire¢cdo k devido a uma

forca unitdria aplicada no ponto fonte %’ na direcdo 7"

De maneira analoga:

uy;  Uj

w= [ ] (2.49)
Uz Upp

Para essa matriz, os coeficientes uj,, sdo os deslocamentos na direcdo k devido a uma

forca unitaria aplicada em %’ na direcdo 7.

A partir dessas definicdes a equacéo integral no contorno (2.44) pode ser escrita como:

c® u(")+f p udl =f u*pdl“+f u*bdQ (2.50)
r r Q
Em que para contornos suaves:
S 11/2 0
® =
¢ [ 2 /2] 2.51)

Levando em conta a discretizagdo no contorno a equacgéo integral fica:

c® u® 4 ; UF] p*¢d[‘} w = Z {fr u*qbd[‘} p’ +;{jﬂs u*bdn} (2.52)

j=1 \hj
Nota-se que a soma de j=1 até NE indica a soma sobre todos os NE elementos do

contorno enquanto que, 7 representa o contorno do elemento ‘j’.
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De modo geral quando existem forcas de dominio pode-se calcular a integral de
dominio por meio de células de integracdo. Existem alguns casos que permitem a
transformacdo dessa integral de dominio em uma de contorno, 0 que evitaria 0 uso das

células.

A equacdo (2.52) é usualmente calculada numericamente devido as dificuldades de
solucdo analitica. (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989)

2.6 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A transformacdo de coordenadas é feita por meio do Jacobiano, cuja representacdo
geométrica € mostrada na Figura 2.5, que para o sistema bidimensional em questdo pode ser

obtido da maneira como segue.

X2
e
- ar
dr —
o dx,
AT ar i
dx; “

X1

Figura 2.5 Interpretacdo geométrica do Jacobiano (Brebbia, Telles, Wrobel, 1984)

Da figura tem-se:

dr = l(“;—?)z + (i—’?)zl de? (2.53)
gl = j (“;—’;) " (“;—’;) - j—g (2.54)

dr = |J[d¢ (2.55)
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Para calcular as derivadas de x; e X2 em relacdo a ¢ basta fazer o uso das mesmas

funcbes interpoladoras dos deslocamentos e forcas de superficie:

x(§) = B (Ot (2:56)
d d
F0© = [ @] @57)

Onde x[ sdo as coordenadas x; do n6 k, enquanto x; é a coordenada em qualquer ponto

do elemento em questéo.

Assim a equacgdo (2.52) pode ser escrita como:

Dy ® +NZ{ f p*¢|1|dzl w
I l“].1\115 M
:Z{fr u*¢|]|d§I p/ +Z{fﬂ u*b|L|dzldzz}

j=1\"1j =1 s

(2.58)

Onde |L| representa outro Jacobiano a ser definido no dominio.

Essa transformagdo permite a avaliagdo das integrais dos elementos I’; numericamente

por meio da quadratura de Gauss fazendo:

NE l
c® ul® 4 ) [Z (p*¢>k|/|wk} w
j=1 \k=1

NE 1 v [ r (2.59)
= Z{Z(u*d))kl]lwk] p’ +Z Z(u*blLl)pr
j=1 \k=1 s=1 \p=1

Onde | € o nimero de pontos de integracdo no contorno, Wy S&0 0s pesos de Gauss

nesses pontos, r € o numero de pontos de integracdo nas células e wy, &0 0s respectivos pesos.
As funcGes p*¢p, u*¢ e u'b devem ser avaliadas nos pontos de integracdo. (BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1989)

2.7 SISTEMA DE EQUACOES
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A equacdo (2.59) ou sua forma integral (2.52) corresponde a um nd particular ‘i’ e

uma vez integrada pode ser escrita como:

N N M
c®u® + Z Riw = Z GUp’ + Z B* (2.60)
j=1 s=1

j=1
Onde N é o nimero de nds. As matrizes H” e GY sdo conhecidas como matrizes de

influéncia ambas de ordem 2x2N (para problemas planos) e sdo dadas por:

l
Y= [ pgdr=> v o), (2.61)
Ty k=1
l
G =f w' pdl = Z(u*qb)kljlwk (2.62)
Tj k=1

A0 criar a seguinte notac&o:

HY =AY sei+j
o - . 2.63
HY=RY +c® sei=j (2.63)
a equacao (2.60), que representa a contribuicdo do n6 %’, pode ser escrita da seguinte

maneira:

N N M
z Hiu = Z Gifpj + ZBL'S (2.64)
j=1 j=1 s=1

Ao realizar a soma das contribuicGes de todos 0s nds ‘i’, o resultado pode ser agrupado

em forma matricial resultando no seguinte sistema de equacgdes lineares global:

HU=GP+B (2.65)

Nota-se que ¢ é uma série de matrizes de ordem 2x2 dispostas ao longo da diagonal

principal de H.

Os vetores U e P representam todos os valores de deslocamentos e forgas de superficie
antes de aplicar as condicbes de contorno. Essas condicbes podem ser introduzidas
rearranjando as matrizes H e G, trocando convenientemente suas colunas, de modo que todos
os valores desconhecidos sejam colocados no vetor X no membro esquerdo. Assim chega-se

ao sistema final:

AX=F (2.66)
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Nota-se que B foi incorporado a F. Resolvendo o sistema linear acima os valores de
contorno ficam totalmente determinados. (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989)

2.8 PONTOS INTERNOS

De posse dos valores dos deslocamentos e forcas de superficie ao longo de todo o
contorno, pode-se utilizar a expressdo de Somigliana para encontrar o deslocamento em

qualquer ponto interno. Sua formulagcdo discreta € dada por:

u® = i{] w' ¢pdl'; p’ —iu P*¢dF} w +i{j u*bdﬂ} (2.67)
r j Tj s=1 - 9s

j=1 j j=1

Nessa equagdo, I; representa o contorno correspondente ao elemento ' enquanto %’ é

um ponto interno. Pode-se ainda escrever a equacdo acima da seguinte maneira:

u® = Z G'p’ — ZHUuJ -+ Z B's (2.68)

j=1
Os termos H' e GY consistem em integrais ao longo dos elementos. Essas integrais néo
contem nenhuma singularidade e podem ser calculadas usando integracdo numérica. Termos
como B, entretanto contém singularidade (pois sdo integrais de dominio e %’ agora pertence

ao dominio) e necessitam de cuidado especial.

Para meios isotrépicos a tensdo interna pode ser calculada diferenciando 0s
deslocamentos em pontos internos e introduzindo a deformacdo correspondente na relacéo
tensdo-deformacao.

2uv ou ou ou
u l +'ﬂ( m k

Imi T 12y Ormic 0x,,

ot o) (2.69)

Depois de realizar as derivacbes da equacdo integral chega-se a:
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2uv ouj, ouy,  Oujy
= , dr
mj fr ll—Zv ™ dx, +M(6xj +6xm) Pi
2puv I 0Pl |, OPjk
+ + dr 2.70
f [1—21/ ™ 9x, # dx;  0x,, i (2.70)

2uv duy Ouy,  Ouj,
+ + U, dQ
f [1—21/ ™ 9x, H dx; axm) k
Todas as derivadas séo tomadas nos pontos internos considerados, que correspondem a
pontos de colocacdo da solucdo fundamental. Tomando as derivadas correspondentes da

solucdo fundamental, a equagdo acima pode ser escrita como:

r r Q
Em que as componentes dos tensores de terceira ordem Dyjj e Skij no espaco
bidimensional séo:

(1= 20) (84mTj + Ok jTm = O i) + 27 T ] (2.72)

Dy =———
K A (1 —v)r [
2v or
Semj = prc {2— [(1 = 20)8,,;7 ) + V(BT j + STm) — 477 7]
+ ZU(nm kT, T ) (2.73)

+ (1 - 2v)(2nkr'mr,j + 16 + nm6jk) - (1- 4v)nk6mj}

A equacdo (2.71) pode ser discretizada em uma soma finita de elementos sobre o

contorno assumindo as correspondentes funcGes aproximadoras para Uk € pk.

Os valores obtidos para tensdes internas usando a formulagdo acima sdo em geral mais
precisos que aqueles obtidos por outros métodos numéricos com discretizagdo similar. O
mesmo pode ser dito dos deslocamentos internos calculados por (2.67). Entretanto, quando o
ponto interno situa-se muito proximo do contorno deve-se utilizar técnicas especiais de
integracdo para manter o resultado preciso, devido ao pico de singularidade da solucdo
fundamental. (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989)

2.9 DESCONTINUIDADE EM PONTOS DE CANTO
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Quando um n6 € localizado em um ponto onde o contorno ndo é suave (no caso
bidimensional, seria um ponto de canto ou encontros de lados com angulosidades diferentes)

uma descontinuidade de forcas de superficie ocorre nesse ponto.

Uma maneira de contornar esse problema é utilizar elementos descontinuos, que sera
adotado neste trabalho, que consiste em deslocar ao longo do elemento, 0s nds que encontram

ou deveriam encontrar nos cantos. A Figura 2.6 ilustra a situacéo.

P2 n Pl ! P2 !

Figura 2.6 Esquema para ponto de canto (Brebbia, Telles, Wrobel, 1984)

Essa estratégia permite a determinacdo das forcas de superficie utilizando o
procedimento comum e possui a vantagem de melhor representar cantos com concentragcdo de
tensbes. Quando usado para modelar singularidades com elementos de contorno, como em
mecanica da fratura, por exemplo, os resultados convergem bem para a solugcdo. (BREBBIA,
DOMINGUEZ, 1989)

2.10 TRATAMENTO DE INTEGRAIS NO DOMINIO

As integrais de dominio sdo muito importantes em elementos de contorno, pois sdo
elas que representam os efeitos de forcas de campo como forga gravitacional (caso do peso
préprio) e forcas térmicas por exemplo. Mas, alem disso, por meio delas pode-se representar

os efeitos de ndo linearidades como o caso a ser abordado pelo presente trabalho.
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2.10.1 Consideracdo das tensdes iniciais

Em certos problemas de engenharia existe a presenca de campos de tensdo ou
deformacdo antes da atuacdo do carregamento externo. Essas tensdes (correspondentes
deformacdes) sdo chamadas de tensdes iniciais e podem ser consideradas nas formulacbes do

MEC como descreve-se a seguir.

Sendo:

Tpj ee e oo tensdo elastica

AR tensdo total atuante
0 a

Opj wee ven oo tenséo inicial

— 0
Omj = Omj — Omj (2.74)
Escrevendo a equacdo inicial, levando em consideracdo a solucdo fundamental agindo

na direcdo ‘/’, pode-se escrever:

| (e +buicdo = [ = pouiar+ | o= wpiar @79
Q

Iz Iy

Integrando por partes uma vez, vem:

fbku’{kdﬂ—j 01 €15 AQ
a & (2.76)

= _J p updl — f Prupdl + (u —u)pydl
r

2 Fl Fl

Nota-se que a integracdo por partes deve ser feita sobre aﬁ{ e ndo gy, pois 0 campo de
tensOes atuante deve estar relacionado com os deslocamentos totais.

Substituindo a equacao (2.74) pode-se fazer:

Q Q Q (277)
= _J P, updl — J Prupdl + (u —u)ppdl
T

2 I Iy

Utilizando as propriedades de simetria e integrando por partes novamente chega-se a:
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f bku’{de+J a[}k_jukdﬂ+f aj(,’csl*jkdﬂ
Q Q Q

(2.78)
= _f ﬁku*{kd[‘—f pku*;de+f ﬂkpl*kdr‘+f U, prdl
I Iy Iy I'y
Substituindo a solu¢do fundamental em (2.78) fica:
cl(l?ug) :f u”;kpde—f pl*kukd[‘+f bkufkdﬂ+f O €15 dQ (2.79)
r r Q Q

Isto mostra que as tensdes iniciais (e similarmente deformacgdes iniciais) podem ser

tratadas de maneira similar as forcas de dominio, by, embora geralmente seja dificil a

transformacdo de integrais de ¢° no dominio em integrais de contorno. (BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1989)

2.11 METODO DA SUBTRACAO DE SINGULARIDADE

A solugdo fundamental de Kelvin apresenta tipos distintos de singularidades, que faz
com que a funcdo ndo tenha valor finito sobre os pontos fonte, 0 que em principio torna-se um
problema ao realizar a integral de linha, no sentido de Riemann, sobre o elemento. Entretanto,
a existéncia dessa singularidade pode ser contornada tomando partido dos preceitos de
regularizacdo de integrais.

Uma maneira de avaliacdo analitica de integrais singulares, que aparece correntemente

nas formulagbes MEC consiste em realizar um processo limite da seguinte maneira:

Seja uma integral imprépria

I= f ’ f(x)dx (2.80)

cujo integrando se torna infinito para um valor a no intervalo de integracéo,

lim |f(x)| = oo (2.81)

A integral (2.80) pode ser reescrita da seguinte maneira,
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B

fo(x)dx = Li_r}r(l).]-a_ef(x)dx + leiiré f f(x)dx+6 (2.82)

A

A esse limite é dado o nome de Valor Principal de Cauchy (VPC) e a integral é

designada por Integral no sentido de Cauchy (KREYSZIG, 2006). O termo 6 é resultado do

estudo limite sobre o ponto de singularidade.

Segundo Aliabadi (2002), uma classica maneira de tratar nlcleos de integracdo
singulares consiste em subtrair o ponto de singularidade dando origem a um novo nucleo

regular e a uma nova integral, ainda singular:

Singular Regular Singular

1

[ Feoar = [ 17~ Feotax+ [ Feoax (283)

1 -1 1

Nessa equagdo, F*(x) necessita ter a mesma singularidade de F(x) porém, de uma
forma mais simples, pode ser integrada analiticamente. Deste modo o nlcleo [F(x) — F*(x)]
pode ser calculado computacionalmente por meio de quadraturas numéricas. A essa técnica

da-se o nome Método de Subtracdo da Singularidade (MSS).

Segundo este conceito, Kzam (2009) realiza a subtragdo das singularidades presentes
nas solucdes fundamentais, de ordens como O(In(r)), O(r~*) e O(r~2), em que as integrais
singulares remanescentes sdo avaliadas sobre um elemento de geometria reta tangente no
ponto fonte singular. Esse procedimento, que foi utilizado no presente trabalho, é descrito a

sequir.

Suponha-se um elemento curvo I' de ordem superior. Pretende-se calcular uma
integral impropria cujo ponto de singularidade pertence ao elemento. O ponto de

singularidade (ponto fonte) serd designado por sua coordenada adimensional &p.

Em termos gerais, a coordenada cartesiana de qualquer ponto do elemento pode ser
escrita de duas maneiras. Uma delas ja foi utilizada na definicio do Jacobiano, e leva em

consideracdo as coordenadas nodais do elemento.

x,(§) = (i (2.84)
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A outra maneira seria tomar partido dos preceitos de continuidade e fazer uma
expansdo em série de Taylor nas vizinhancas do ponto fonte (singular). Tomando ¢ = & — &

como representante do raio da expansdo enquanto que, o( ) os termos de ordem superior, vem:

x;(8) = x;(§p) + x; £ (§p)e + o(e™) (2.85)

Desconsiderando o0s termos de ordem superior, a equacdo acima pode ser reescrita da
seguinte forma:

x;(§) = x;(§) + x; £ (§p)e

i f i 50 i,$ 50 (286)

que segundo a Geometria Analitica representa a equacdo de uma reta, tangente ao elemento

curvo exatamente no ponto fonte. Como o intervalo de variacdo para a coordenada

adimensional é [-1,+1] pode-se construir nesta reta um elemento auxiliar de dimensdes finitas,

conforme ilustra a Figura 2.7.

§=+1 rauxiliar

Figura 2.7 Configuracdo do elemento reto auxiliar

Sobre o elemento auxiliar, a posicdo do ponto de coordenada & em relacdo ao ponto de

tangéncia fica definida pelo vetor 7, da seguinte maneira:

=1 (e, (2.87)
sendo e;j versores cartesianos e rj as componentes do vetor 7.

Como a equacgdo (2.86) vale para o elemento reto, pode-se fazer:
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x;(§) —x;(&) = Xig (§p)e =17 () (2.88)

A distancia de qualquer ponto de coordenada & ao ponto de singularidade fica

denotada por:

=1l = 5O @) = e e G (2.89)

rt=](&)lel (2.90)

A equacdo acima representa o raio calculado sobre o elemento auxiliar e tem

fundamental importancia na subtracdo da singularidade, pois no limite, com r* tendendo a
zero, 0s Vvalores funcionais calculados sobre o elemento curvo se confundem com aqueles

calculados sobre o elemento reto, logo se subtraidos, resultam zero.

Desconsiderando os efeitos das forcas de dominio, a equacdo integral de contorno

(2.44) pode ser escrita da seguinte maneira:

cPuld +,f PpU, Al ={u|*k p Al (2.91)
r r

O traco presente na integral de linha simboliza a presenca de um nicleo singular que
pode ser tratado segundo senso de Cauchy. Nessas integrais as singularidades sdo de ordem

O0(n(r)) e O(r~1) conforme serad mostrado.

Toma-se o termo referente a u* na equacdo (2.91), restrito ao contorno que contenha a
singularidade, 7j. Procedendo a transformagdo de coordenadas, de cartesianas para

adimensionais, e substituindo a aproximacdo referente as forcas de superficie, fica:

+1 )
f Uy Py dl = [f U (§0, ) ()];()dE | B, (2.92)
F] -1
Aqui, as varidveis dependentes de & foram evidenciadas por clareza.

Substituindo uj, na equagéo acima resulta em:
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frj U pydl = H Uy In[r (&, )] e (6], (6) By 0o

+ f u, ¢, (1,1, dé [ p

Nessa equacdo, u,=—(3—4v)/[8nu(1—v)] e wu,=1/[8mu(l—-v)] slo
constantes definidas de modo a facilitar a notacao.

O termo integral contendo a constante u; € regular e pode ser integrado
numericamente. Entretanto, o termo que contém u; apresenta singularidade logaritmica e por

esse motivo deve sofrer uma regularizacdo por meio do MSS. Para tanto,

f/ u1ln[r(fo'f)]¢m(f)]j(f)5lkd€ =f/ u, In[r (&, &)] q—"m(f)]j(f)‘slkdf -
1 -1 (2.94)

+

+1 1
f wy In [ (80, ©)] b2 ()] (6 By dE + f wy Infr (60, )] 3 ()], (6081 dE
-1

-1

Em que ¢,,(&) = ¢;(&p) + ¢ e (§p)e +0(e™) € uma expansdo em série das fungOes
de forma nas vizinhancas do ponto de singularidade. Para singularidades da ordem O(In(r))e
O(r~1), apenas o termo constante da expansdo é suficiente para garantir a regularizacdo. O
termo r* =]j(€0)|€ — &, é o raio definido sobre o elemento auxiliar conforme ja definido.

Pode-se notar a semelhanca da natureza da singularidade dos termos integrais adicionados e
ainda, tal insercdo ndo altera a igualdade, mas sim, regulariza o nlcleo singular. Assim a

equacao (2.94) fica:

+1

0 G D16 (O, (800 = |y Inlr (6, )] 910 (€)1,(6)
. ) (2.95)

—In[r" (&, O $(§5)];(§) 30, dE +f uy Inf[r*($o, )1 b (6)];(§0) 6y dé

Pode ser wverificado que o termo entre chaves na expressdo acima possui valor
limitado, logo regular, no limite quando & — &, (isso implica que r—>0 e r* -0,
simultaneamente). Quanto a ultima integral que ainda permanece singular, procede-se a

integracdo no sentido de Cauchy resultando em:
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£l (6o, D1 660, 60Dy
-1 (2.96)
=y (&), (€) 8y (1 + € In[(1 + £0)];(&)]

+(1— &) In[(1 =&/, (E)] - [(A+ &) + (1 - &N

A expressao final, que pode ser implementada computacionalmente, para o calculo do

termo referente a u* da equacéo (2.91) é dado por:

f ujypydl = { j uy{In[r (&, O] $uf; (©) = In[r* (&, O] ()] () )8 A€
T -1

+1

+ [ wab@rin ©de (2.97)

+ u1¢(€o)]j(€o)6lk{(1 + Eo) 11’1[(1 + fo)]](fo)]
+ (1= &) In[(1 = &)/,(&)] = [(1 + &) + (1 = N1 PpyY

Procedendo de maneira semelhante o termo referente a p* fica:

% _ ! le(fo'f) _ le(fo)
frj plkukdr—{f_l( (20,0 b (£);(5) 2, _E|¢m(€0)>d5 (2.98)

+ (G Ty () [IN(1 — &) — In(1 + )] Juy”
Em que,
T (§0,§) =T (1, 6p) + To(riy 7y 1p ) + T3 (e — 1 1y)

T (§o) = T3 (1 (oI (&) — 1,1 (§o)my (€p))

B (1-2v)
= _4n(1 —-v)

T = 2
27 4m(1-v)
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Alguns cuidados devem ser tomados caso se utilize elementos continuos, pois nesse caso
¢, = 1. Para tanto, basta eliminar a expressdo que conteria 0 logaritmo nulo, pois esse é o
resultado obtido ao ser realizado novo limite pelo senso de Cauchy.

As expressdes (2.97) e (2.98) permitem o0 uso de quadraturas desde que se tenha a precaucao
de escolher um ndmero de pontos de integracdo tal que nenhum ponto de integracdo coincida
com o ponto fonte, pois nesse caso ter-se-ia uma situagdo de & = &, # +1, o que anularia os

raios r e r* gerando um mau condicionamento do sistema de equacoes.
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3 MECANICA DA FRATURA APLICADA AO CONCRETO

Em breves palavras pode-se dizer que a Mecénica da Fratura é o ramo da Mecanica
dos Materiais que trata do comportamento mecénico de meios fraturados, analisando 0s
mecanismos de falha, ocorréncia, estabilidade e propagacdo de fissuras no dominio de

interesse.

Os mecanismos que causam as falhas nos materiais sdo associados a natureza do
proprio material ou as suas condi¢es de utilizacdo. Pode-se dizer que essencialmente dois
mecanismos levam os materiais a falha sendo eles o de ruptura fragil e o de ruptura ddctil. A
maneira (macroscopicamente) utilizada para identificar esse comportamento é a realizacdo de
um ensaio de tracdo (ou compressdo) uniaxial. Nesse ensaio caso a ruptura do material se dé
de forma brusca, diz-se que o material é fragil. Caso a ruptura ocorra precedida pela

manifestacdo de apreciaveis deformacdes plasticas, diz-se que o material é ductil.

O material tratado pelo presente trabalho é o concreto, que possui estrutura
heterogénea constituida pela mistura entre materiais inertes (agregados), aglomerante
(normalmente o cimento e adi¢cbes) e agua. Suas fases internas podem ser divididas
didaticamente em: matriz pasta, 0 agregado e a zona de transicdo de interface. Esta Gltima é
caracterizada por uma regido de menor resisténcia devido a alta concentracdo de vazios que se
formam devido ao processo de exudacdo interna. Normalmente o uso de aditivos redutores de
agua pode contribuir para inibicdo da exudacdo e consequentemente aumento da resisténcia
global a compressao (MEHTA; MONTEIRO, 2008).

Além da zona de transicdo, o material como um todo apresenta descontinuidades como
poros, ar incorporado ou ainda fissuras devido a processos de retracdo e secagem, que S&o
inerentes ao material e assim estdo presentes mesmo antes da estrutura sofrer qualquer

solicitacdo mecanica.

Somando-se a natureza fraturada do material, que seria um motivo coerente para sua
aplicacdo, os conceitos da Mecénica da Fratura conseguem explicar com base em sélidos
principios fisicos varios comportamentos apresentados pelo concreto, que anteriormente eram
estabelecidos empiricamente. Nos proximos itens alguns aspectos frequentemente observados

serdo suscintamente comentados a luz dos olhos da Mecénica da Fratura.
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3.1 COMPORTAMENTO DO CONCRETO A TRACAO

O comportamento tipico do concreto simples em um ensaio de tragdo direta, sob
deformacdo controlada, ¢ mostrado na Figura 3.1. O material inicialmente apresenta uma
resposta aproximadamente elastica linear até atingir o ponto A. Em seguida o material desvia-
se ligeiramente do comportamento linear até que atinge a carga maxima (ponto B) chamada
de resisténcia a tracdo do concreto (f;). Em seguida nota-se um aumento de deformacdo
seguido por uma diminuicdo da capacidade resistente do material (regido BCD). Essa
caracteristica representada pelo trecho pds-pico ¢ chamada de amolecimento ou ‘softening’.
Os materiais que apresentam consideravel encruamento no regime pré-pico e amolecimento
no regime pos-pico podem ser chamados de materiais quase frageis, que tem como exemplo

além do concreto, algumas rochas, ceramicas e também materiais compaositos.

carregamento

deformacéo

Figura 3.1 Resposta tipica do concreto sob ensaio de tragdo direta (KARIHALOO, 1995)

A explicagdo para o amolecimento dada pela Mecénica da Fratura baseada no conceito
de localizacdo das microfissuras, sua propagacdo e ainda o intertravamento dos agregados
graidos. De maneira geral pode-se dizer que até o ponto A as fissuras, naturalmente
presentes, apresentam influéncia desprezivel no comportamento global. Do ponto A em diante

as fissuras presentes comegcam a se estender tanto na zona de transicdo quanto na matriz pasta
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de cimento. No trecho de ramo descendente as fissuras se conectam formando macrofissuras,
que tem carater localizado. Ao processo de unido entre fissuras da-se o nome coalescéncia.
Com o avanco da deformacdo a macrofissura propaga e leva a ruptura fisica do corpo de
concreto (KARIHALOQO,1995).

3.2 COMPORTAMENTO DO CONCRETO A COMPRESSAO

O comportamento do concreto simples quando solicitado por forcas compressivas, sob
controle de deformagdo, € similar ao item anterior. Observa-se uma forte influéncia das
fissuras internas na resisténcia global do material. O diagrama tensdo-deformacdo tipico de

um ensaio de compressdo centrada é mostrado na Figura 3.2.

.|‘ql

A

Deformagiéo Lateral Deformagédo Axial

0.002 0.000 -0.002 £

Figura 3.2 Diagrama tensdo x deformacdo tipico do concreto (CHEN & HAN, 1988)

Simplificadamente pode-se dizer que até 30% da resisténcia a compressao axial, f,,
tem-se um comportamento predominantemente elastico linear, pois cargas nessa faixa nado

afetam significativamente as microfissuras presentes na zona de transicao.

Para faixa de tensdes no intervalo entre 30% a 50% de f,, inicia-se a extensdo das
fissuras presentes na zona de transicdo devido a concentracdo de tensdes nas extremidades das

fissuras. Diz-se que esse trecho apresenta propagacdo estével (ou regime subcritico) de
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fissuras, pois mantido o carregamento constante ndo ocorre propagacdo espontanea das

fissuras.

No intervalo de carregamento entre 50% a 75% de f,/, comega a ocorrer extensao das
microfissuras presentes na matriz aglomerante e, aliada a rapida propagacdo das fissuras da

zona de transicdo, tende a tornar o sistema instavel.

A propagacdo das fissuras no concreto torna-se instavel para carregamentos superiores
a 75% de f.. Nesse intervalo ocorre a conexdo entre as fissuras da zona de transicdo e da
matriz aglomerante e rapidamente observa-se o colapso da peca. O regime de propagacdo €
dito instavel (ou critico) quando ocorre propagacdo das fissuras, mesmo sem aumento da

carga externa.

O regime subcritico geralmente é observado em materiais de comportamento ductil ou
em elementos estruturais que apresentem elevados niveis de plastificacdo na ponta da fissura,
a exemplo de elementos delgados e das chapas finas. Ocorre também em materiais quase
frageis uma vez ultrapassado o limite de elasticidade e antes da carga Ultima. A carga critica
é considerada o valor do carregamento que da inicio ao processo de propagagdo critica. Esse
regime é caracteristico de materiais frageis como, por exemplo, o vidro e metais com alto teor

de carbono. No entanto esta presente também em materiais quase frageis.

Em 1960, Rusch mostrou que se o concreto fosse submetido a carregamentos
superiores a esse valor (cerca de 75% de f.,), mesmo que mantido constante, o material seria
levado a ruina com o passar do tempo. Explica-se essa ocorréncia com base na propagacao
instdvel de fissuras uma vez ultrapassada a carga critica do material. Esse efeito ficou
conhecido como efeito Rusch e atualmente é levado em conta nos cddigos normativos de
dimensionamento (MEHTA; MONTEIRO, 2008).

3.3 COMPORTAMENTO DO CONCRETO SUJEITO A CARREGAMENTOS
CiCLICOS

Constata-se que o carregamento repetido ou ciclico tem efeito consideravel sobre a

resisténcia do concreto somente quando as solicitacbes superam cerca de 50% de f,. O
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comportamento tipico do concreto simples submetido a um carregamento de compressao

ciclico é mostrado na Figura 3.3.

Compressio
3

o
T
ol
/

Tenséo

"

N ¥ Deformacio

Figura 3.3 Resposta tipica ao carregamento compressivo uniaxial ciclio (MEHTA e MONTEIRO, 2008)

Para carregamentos ciclicos com tensfes no intervalo de 50% a 75% de f, constata-se
uma degradacdo progressiva da rigidez (modulo de elasticidade e resisténcia) que pode ser
atribuida ao continuo processo de fissuracdo tanto na zona de transicdo quanto na matriz

aglomerante.

Conforme pode ser notado, o aumento do ndmero de ciclos leva a formas ndo lineares
tanto para descarga quanto para recarga, sendo que padrdes similares de histerese podem ser
notados nas curvas de recarregamento. Quando os niveis de tensdo superam 75% de f/, o
comportamento € semelhante, porém a ndo linearidade das curvas carregamento e
descarregamento tornam-se mais acentuadas (MEHTA e MONTEIRO, 2008).

A explicacdo para os comportamentos apresentados (a tracdo, a compressdo e a cargas
ciclicas) sdo de certa maneira consensuais entre a comunidade cientifica da Mecanica da
Fratura. Certamente existem questdes relevantes que estdo sob investigacdo e, portanto
constituem um campo aberto a pesquisa como, por exemplo, o comportamento multiaxial do
concreto, os efeitos do conhecido efeito escala ou ‘size effect’, a inven¢do de aparatos de

ensaio que possibilitem a melhor investigacdo de regimes bi e triaxiais.

O presente trabalho faz uso dos conceitos apresentados no item 3.1, logo é necessario
ter um modelo capaz de representar o comportamento do concreto sob tracdo de forma
coerente e fundamentada nos principios Mecéanica da Fratura. Para tanto, € coerente a

apresentacdo dos conceitos envolvidos, embora de forma breve, tentando mostrar o motivo
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pelo qual se aplicam, de maneira sequencial para que finalmente seja apresentado o modelo

adotado nas formulacGes posteriores. Isto sera feito nos itens a seguir.

3.4 MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR

A Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL) pode ser vista sob duas abordagens.
Na primeira, utiliza-se o desenvolvimento feito por Griffth em que o critério de propagacdo é
construido por meio de taxas criticas de liberacdo de energia, que assim representa 0
comportamento global do sélido. A segunda maneira segue 0s conceitos apresentados por
Irwin, baseando em fatores de intensidade de tensdo como critérios de propagacao,
similarmente a andlise classica de tensdes, representando assim um carater local do solido. No
gue segue, ambas abordagens serdo brevemente apresentadas baseados em Leonel (2012),
além de obras classicas sobre o tema como Ewalds e Wanhill (1984) e Broek (1982), sendo

inclusive fonte de pesquisa em maior profundidade.

A primeira idealizacdo para investigar o problema da descontinuidade, fundamentada
na Elasticidade, data do inicio do século XX. A ideia seria descobrir qual o efeito que um
furo, com determinada forma geométrica, causaria no campo de tensdes atuante no restante do
corpo admitido continuo. Nesse sentido, utilizando o conceito de superposicdo de efeitos,
Charles Edward Inglis, engenheiro civil britanico, em 1913, apresentou a solugdo de uma
chapa infinita tracionada com um furo eliptico. O que se p6de notar, é que a presenca do furo
altera 0 campo de tensdes numa regido vizinha a ele. Por exemplo, em chapas tracionadas
com descontinuidade circular (caso particular de elipse), a tensdo na borda do furo

corresponde a trés vezes o valor do carregamento remotamente aplicado.

Para conseguir formar uma fissura, pode-se pensar em fazer com que 0 semieixo
menor do furo eliptico tenda a zero, ou seja, justapondo as faces e formando uma
descontinuidade discreta. O que ocorre € que a tensdo atuante no ponto que define a borda da
elipse tende a um valor infinito, sendo portanto, um ponto de singularidade. Naturalmente
essa formulacdo ndo encontrou aplicabilidade pratica quanto a previsdo da integridade
mecanica, pois ndo se permite por exemplo, aplicar critérios de resisténcia Cclassicos
(TIMOSHENKO e GOODIER, 1970). A Figura 3.4 elucida o exposto e traz um grafico da
distribuicdo de tensbes a frente da fissura.
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Figura 3.4 Problema de Inglis

O problema persistia. Como explicar o fato do material fissurado apresentar resisténcia
menor, que a prevista elasticamente, sabendo que o estado de tensdes previsto na ponta da
fissura era singular? Em 1920, Alan Arnold Griffith apresentou uma alternativa que em
principio contornava o problema. Ele tentou propor um critério de propagacdo da fissura (que
leva a ruptura do material) baseado no balanco entre a energia elastica liberada devido ao
crescimento da fissura e da energia requerida para criacdo de novas faces de fissura.

Na realidade outras formas de energia compdem o balanco de energia, como por
exemplo, a energia cinética do corpo, a energia térmica, que aqui ndo serdo inseridas devido a
consideracdo que o0 corpo ndo esta sob efeitos de diferencas de temperatura e desenvolve
baixos ou nulos campos de velocidade. Entretanto, em casos de propagacdo dindmica, sob

efeitos de gradientes térmicos, essas energias devem ser consideradas.

A quantidade de energia elastica liberada foi calculada a partir do alivio de tensdo de
uma area admitida circular de raio a (semicomprimento da fissura), acima e abaixo da fissura

conforme mostra a Figura 3.5.
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Figura 3.5 Regido de liberacdo de energia em uma chapa infinita uniformemente tracionada com fissura de

comprimento 2a (van MIER, 1997)
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Sendo E o mddulo de elasticidade e o 0 carregamento remotamente aplicado, a

energia liberada € igual a:

0.2

VVe = n'az F (31)

A gquantidade de energia necessaria para criar uma fissura de comprimento 2a é:

W, = 2ay (3.2)
Nessa expressdo y € a energia requerida para criar uma unidade de superficie de
fissura. De fato, y tem origem em conceitos termodinamicos, e pode aqui ser definida como a
diferenca entre a energia total de todas as moléculas presentes na superficie do solido e a
energia que essas mesmas moléculas teriam se estivessem no interior do sélido
(BURAKOWSKI e WIERZCHON, 1999). Considerando contorno remoto imovel, assume-se
que a propagacdo da falha ocorre quando a taxa de liberagéo de energia dW,/da ultrapassar o

aumento da energia de superficie dWW,/da, ou seja:

dw, dW,
da ~— da Y (3:3)
Resolvendo esta equacdo chega-se em:
E 1/2
- <_V> (3.4)
mwa

Em outras palavras, a fissura de tamanho 2a ird propagar, sob regime de tracdo
uniforme, quando o carregamento aplicado remotamente exceder o valor dado pela expresséo
(3.4), desde que se conheca y do material. Os experimentos realizados por Griffith
apresentaram resultados coerentes para 0 material vidro, que apresenta comportamento fragil.
Na literatura frequentemente aparece G,. em vez de y. G,. é a taxa critica de liberagdo de

energia, que € igual a energia consumida no processo de fraturamento. (van MIER, 1997)

Por volta de 1950, Irwin fez uso de funcbes de tensdo complexas propostas por
Westergaard para representar 0 campo de tensdes na regido proxima da ponta da fissura. Para
uma chapa infinita tracionada uniformemente em uma direcdo perpendicular a fissura, Figura

3.6, 0 campo de tensGes fica dado por:

o = 2 27:; cos (g) (1 — sen (g) sen (32—0>> (3.5)
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o, = (:/% cos (g) (1 + sen (g) sen <32—9)> (3.6)

Txy = (\y/\zf_fsen (g) CosS (g) COoS <32—6> (37)
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Figura 3.6 Campo de tensdes emuma chapa tracionada

Todas essas componentes de tensdo possuem uma singularidade de r~1/2, e portanto,
tendem ao infinito quando a distancia r tende a zero. Tais fungcBes podem ser enxergadas
como o produto entre a fungdo de posicdo f(0)/v/2nr e o fator ov/ma. Este Ultimo fator é o
produto entre o carregamento remotamente aplicado e o semicomprimento da fissura, e
determina a magnitude (ou amplitude) da concentracdo de tensdo na ponta da fissura. Este

fator é chamado de fator de intensidade de tensdo em modo | (tracéo).

K, = o\ma (3.8)

A expressdo acima € valida para estado plano de tensbes. De maneira geral as

expressoes (3.5), (3.6) e (3.7) podem ser escritas como:



61

KI
o =
Y \V271r

£4(0) (3.9)

Semelhantemente, é possivel utilizar as fungbes de tensdo complexas para deduzir
outros modos de carregamento, a saber, 0 modo Il (cisalhamento plano ou escorregamento) e
0 modo Il (cisalhamento antiplano ou rasgamento). A Figura 3.7 traz esquematicamente 0S

trés modos de solicitacéo.

| e

Modo I Modo IT Modo III

Figura 3.7 Principais modos de solicitagdo

Existem infinitos modos, porém todos eles podem ser decompostos nesses modos

bésicos. Quanto as expressdes para 0s campos de tensbes tem-se; para modo Il:

0, = —\/Iz(%rsen (g) <2 + cos <§> cos (32—9)) (3.10)
g, = \/IZ(%, sen (g) cos (g) cos <376> (3.11)
Tyy = \/% cos (g) (1 — sen (g) sen (32—9)> (3.12)

No modo Il valem:

Ky (9>
T,, = ————=sen| = (3.13)
\2mr 2
Ky (9)
— _ Z 3.14
Ty, mcos 3 (3.14)
Oy =0,=0,=Ty,,=0 (3.15)
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Em principio o modo de abertura (modo I) é 0 modo mais importante em termos
praticos. Entretanto é aceito que modos de fraturamento mais complexos sdo na realidade
combinagbes dos modos I, 1l e Ill. Por exemplo, 0 modo misto composto por solicitagdes do
tipo | e Il simultaneamente, resultaria em uma fissura que teria abertura e escorregamento das

faces em seu plano. Quanto as definicbes de K;; e K,;;, sdo iguais a de K.

Em uma estrutura previamente fissurada, ao ser elevado o nivel de solicitacdo externa
no modo I, por exemplo, o fator de intensidade de tenséo, K,, cresce proporcionalmente. Em
um material que apresente resposta eldstica linear ao fraturamento, o crescimento de K,
ocorrera até que se atinja o nivel critico, a partir do qual a fissura passa a se propagar de

maneira instavel. Nesse caso tem-se uma situacdo de limite de resisténcia, ou seja,

K, =K, (3.16)

O termo K;. é conhecido como tenacidade ao fraturamento do material, sendo
determinada experimentalmente. Esse termo pode ser entendido como a propriedade que o
material apresenta de absorver e dissipar energia antes e durante o0 processo de fraturamento,
ou ainda, a propriedade que o material possui de resistir a0 avanco da fissura sendo por vezes

utilizada em atividade de projeto.
Nota-se que a tenacidade ao fraturamento apresenta um carater local de resisténcia.

Existe uma simples relagdo entre o fator de intensidade de tensdo de Irwin e a taxa de
liberacdo de energia de Griffith, 0 que permite a obtencdo de uma por intermédio de outra,

fato explorado no ambito laboratorial (BROEK, 1982). Em geral tem-se:

KZ
G, = E_I’ (3.17)
KZ
G, = ?’,’ (3.18)
2
G, = md+v) (3.19)

E

Em que E’' = E para o estado plano de tensdo e E' = E/(1 — v?) para o estado plano

de deformacGes.

Os pesquisadores tentaram aplicar os conceitos da MFEL ao concreto, que era

admitido ser um material fragil. Porém os resultados previstos ndo correspondiam aos



63

resultados observados, embora o uso de correlagbes ou ajustes experimentais fosse utilizado

dentro de certas limitacdes.

O fato é que a MFEL parece adequada quando (idealmente) uma Unica fissura esta
presente. Essa condicdo pode ser razoavelmente aceita em materiais frageis como o vidro ou
pasta de cimento endurecida. Mas o concreto simples é exatamente o oposto. Em uma escala
mediana (em nivel de agregados) existem varias falhas e microfissuras, mesmo antes do
material ser carregado. Nesse caso tornou-se necessario a criagdo de formulagbes novas que
ndo seguissem 0s critérios de propagacdo acima descritos, mas sim, critérios baseados em
comportamentos reais apresentados pelo material, como resisténcia a tragdo por exemplo. As
respostas constatadas experimentalmente motivaram a criagdo de modelos constitutivos ndo
lineares, levando a um novo ramo da Mecénica, a saber, a Mecénica da Fratura N&o Linear

gue sera brevemente descrita logo a seguir.

Ainda sim é possivel aplicar MFEL ao concreto de forma adequada a casos de
estruturas de grandes dimensdes como barragens. Modelagens realizadas no ramo da
micromecénica também sdo passiveis da utilizacdo da MFEL, porém ndo sera discutida neste

trabalho.

3.5 MECANICA DA FRATURA NAO LINEAR

A Mecanica da Fratura N&o Linear (MFNL) teve seu inicio no ramo dos metais.
Naturalmente, em materiais reais, as tensées ndo podem aumentar infinitamente. Neste
contexto, Irwin constatou que os materiais ducteis sofrem deformacdes plasticas apreciaveis,
quando solicitados ao fraturamento. Entdo era necessario ampliar a teoria criada por Griffth
para incorporar termos de energia referentes a plastificacdo. Era o inicio da Mecéanica da
Fratura Elasto-Plastica. (ALLEN, BOOTH e JUTLA, 1988)

E consensual que a frente da fissura existe uma regido em que o material ndo responde
elasticamente as solicitacdes externas, ou seja, uma zona de dissipacdo de energia, porém
capaz de transmitir algum esforco. Essa regido € conhecida como zona de processos
inelasticos (ZPI) que em principio possui tamanho e forma desconhecida. Em geral, uma

representacdo coerente da ZPI leva a uma coerente representacdo global do material.
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Neste ponto é conveniente distinguir a MFNL aplicAvel a materiais ducteis daquela
aplicavel a materiais quase frageis. Interiormente a ZPl existe uma regido de alta
concentragdo de tensdo que leva o material a perder sua forma integra. Essa regido é chamada
zona de processo de fraturamento. Ocorre que em metais essa regido € pequena quando
comparada com a ZPl, o que explica o fato de os metais manifestarem primeiramente
plastificacdo em vez de propagacdo de fissuras. J& com o concreto, a situacdo € um pouco
diferente, pois a zona de processo de fraturamento ocupa quase que totalmente a ZPI, fazendo
com que o concreto manifeste propagacdo da fissura presente em detrimento a plastificagdo
como meio eficaz de liberagdo de energia. (KARIHALOO,1995). A Figura 3.8 ilustra

esquematicamente essa consideragao.

=

Figura 3.8 Caracteristicas diferentes quanto ao fraturamento em (a) Linear Elastico (fragil) (b) Material

\\
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ddctil (c) Material quase fragil. L refere-se a regido elastica linear, F a zona de processo de fraturamento e N a

zona de processos Nao lineares (KARIHALOO, 1995)

Uma vez que nos materiais frageis a ZPl apresenta tamanho desprezivel, as deducdes
feitas por meio da teoria da Elasticidade se aplicam com razoavel precisdo. Entretanto,
quando materiais plasticos ou visco-plasticos sdo considerados, quantidades substanciais de
deformacdes irreversiveis (dissipagdo energetica) ocorrem. Nesse caso a ZPl deixa de ter
dimensdo desprezivel em comparagdo a outras dimensdes representativas do solido ou até

mesmo a propria fissura.

Os materiais cuja ZPl apresenta dimensdo consideravel, usualmente apresentam
crescimento estavel de fissuracdo, em algum estdgio do seu uso, comportamento desejavel sob
0 ponto de vista da seguranca estrutural. No caso de agos que apresentam encruamento, O
desempenho progressivo do material € um indicador de que a tenacidade ao fraturamento do

meio, nesses casos, ndo tem um valor constante. (BROEK, 1982)

Um modelo que ganhou bastante destaque na modelagem de solidos metélicos

fissurados foi o proposto por Dugdale (1960). Esse modelo admite que todos fenémenos de
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plastificacdo da ZPI estdo concentrados ao longo de uma estreita regido localizada a frente da
fissura e possui uma extensdo p. Nessa regido supde-se a existéncia de uma tensdo de
fechamento (coesiva) uniforme de valor igual a tensdo de escoamento do material. A unido
entre a fissura real e a fissura adicional, p, gera a fissura efetiva, que € o comprimento
utilizado nas formulagdes. A Figura 3.9 mostra uma representacdo da fissura efetiva. Note-se

que a ZPI ¢ levada em consideragdo por meio de p.
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Figura 3.9 (a) Representacdo da fissura efetiva (DUGDALE, 1960) (b) Modelo de plastificacdo

A determinacdo da extensdo adicional é procedida considerando a superposicdo de
efeitos dos fatores de intensidade de tensdo decorrentes tanto do carregamento externo, K7,

quanto da tensdo de fechamento que atua ao longo da extensdo p, K/.

O intuito é fazer com que a singularidade na ponta da fissura efetiva se anule, K, = 0.
A superposicdo de efeitos leva a:

K=K +K\'=0 (3.20)
Que conduz a:

Kf = —K’ (3.21)
As expressdes para os fatores de intensidade de tensdo, devido as tensbes de

fechamento e ao carregamento externo, podem ser encontradas na literatura bem como
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expressdes para o célculo de p. Baseado nesses conceitos € possivel propor correces para 0s
fatores de intensidade de tensdo em materiais dlcteis, desde que a zona de plastificacdo ndo se
torne demasiadamente grande, o que colocaria em duvida os resultados ja que as expressdes

de K tem validade em dominios elasticos lineares com ZPI desprezivel.

Tendo em vista as ideias por trd&s do modelo plastico de Dugdale (também
referenciado como Dugdale-Baremblatt), Hillerborg, Modeer e Petersson (1976) propuseram
0 Modelo de Fissuras Ficticias (MFF) para analisar o processo de fissuracdo em materiais

compostos de cimento.

Sob uma Otica simples, foi proposto um modelo baseado na observacdo e
experimentacdo do material sob tracdo. O diagrama de tensdo x deformacdo do concreto sob
tracdo controlada € caracterizado por um longo trecho descendente depois que o pico de
resisténcia foi alcancado. Pode-se entdo assumir que a fissura é formada assim que a
resisténcia a tracdo é alcancada, entretanto o alivio em suas faces ndo se d& imediatamente,
mas sim, permanece uma capacidade residual de transmissdo de esforcos perpendiculares as
suas faces. A capacidade de transmissdo de esforcos depende da abertura da fissura. Quanto

maior a abertura menor a capacidade resistente residual.

Um modelo um tanto similar ao MFF foi apresentado por Bazant e Oh (1983). Eles
propuseram que uma regido microfissurada, idéntica a zona plastica de Dugdale, se estende
em frente a macrofissura do concreto. De fato, essa regido (que € a ZPI) também existe e €
assumida como uma linha no MFF, enquanto que no modelo de Bazant e Oh a zona é
representada por uma banda com largura definida. A largura da banda de fissuracdo € muitas
vezes associada ao diametro maximo do agregado graddo. Convém dizer que a ZPIl nesses
modelos é frequentemente chamada de zona coesiva, enquanto que os modelos que as contém
sdo chamados modelos coesivos (van MIER, 1997). A Figura 3.10 apresenta

esguematicamente 0s aspectos considerados pelos dois modelos.
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Figura 3.10 Zona de processos inelasticos em frente a macrofissura conforme assumidas por (a) MFF (b)

Modelos das Bandas de Fissuragéo (van MIER, 1997, modificada)

O modelo de fissuras ficticias foi adotado no presente trabalho e serd descrito no item

a sequir.

3.6 MODELO DE FISSURAS FICTICIAS (MFF)

Num ensaio de tracdo do concreto, antes que o material atinja o pico de resisténcia é
razodvel admitir que o processo de deformacdo se dé de forma distribuida por todo o corpo.
Evidentemente microfissuras estdo presentes e podem se propagar no regime pré-pico, porém
se dardo de forma disseminada por todo o corpo de prova. Neste sentido é coerente descrever
0 comportamento pré-pico em termos de deformacdo. Ao chegar ao pico surge uma zona de
fraturas visiveis, ou macroscopicas, que se localizam em determinada regido fragil do material
sob tracdo. Na Figura 3.11, se um dispositivo de medicdo fosse posicionado na regido
fraturada (A), um ramo descendente seria mostrado. Entretanto se o dispositivo de medicdo
fosse posicionado no trecho que ndo apresenta macrofissura, uma curva de descarregamento
seria mostrada. (van MIER, 1997)
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Figura 3.11 Diagrama tensdo deformacdo segundo dispositivos de medigcdo posicionados emlocais diferentes

(van MIER, 1997)

Devido ao fato de que no regime pds-pico a deformacdo € localizada em uma regido

estreita, Hillerborg prop6s uma maneira mais adequada de expressar o comportamento do

material, que ndo fosse a termos de deformacdo global. O comportamento pés-pico deveria

ser modelado como uma relagdo tenséo x abertura de fissura em vez de tenséo x deformagéo.

Experimentos mostram que 0 regime pre-pico € aproximadamente linear, sendo que

possiveis interagdes com os dispositivos de ensaio ou ainda o tamanho dos corpos de prova

podem levar, dentre de outros fatores, a comportamento ndo lineares mesmo antes de atingir o

pico. Para fins praticos o modelo de fissuras ficticias adota comportamento eléstico linear no

regime pré-pico. No regime pos-pico considera-se a lei tensdo x abertura de fissura conforme

Figura 3.12.
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Figura 3.12 Fraturamento na barra sob tragdo. (a) Regime pré-pico (b)Regime pos-pico (van MIER, 1997)
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Caso ocorra descarregamento esse se da ao longo de uma reta paralela a reta inicial de

carregamento. A area sob a curva de amolecimento € definida como energia de fratura Gg.

G, = fo T w)dw (3.22)

A energia de fratura, considerada como caracteristica do material, deve ser

determinada experimentalmente com ensaios de tracdo controlada.

Neste ponto, pode-se dizer que o modelo de fissuras ficticias deve satisfazer a duas
leis constitutivas distintas, sendo uma (pré-pico) elastico linear e outra (pds-pico) ndo linear.
Para a descricdo desse modelo sdo necessarios trés parametros, a saber: (i) resisténcia a tragdo
do material (experimental), (i) energia de fratura (experimental) e (i) forma do trecho
descendente que para fins desse trabalho utiliza-se linear, bilinear e exponencial. Maiores
detalhes sobre os trechos descendentes serdo apresentados no item seguinte, embora ja se

adiante que todas as curvas levaram a resultados semelhantes.
3.7 MODELAGEM DA ZONA DE PROCESSO

Para essa etapa é necessario que se estabeleca o critério de verificagdo e uma lei de
evolucdo que represente o desenvolvimento da fissura. Para tanto utiliza-se 0 MFF tomando

por base os seguintes aspectos, conforme descrito em Leonel (2009):

(0 A zona de processos desenvolve-se assim que a maxima tensdo principal atuante na
ponta da fissura ficticia alcance a resisténcia a tragdo caracteristica do material
(critério para verificagao);

(i) A fissura cresce perpendicularmente & direcdo de atuacdo da maxima tensdo principal
(critério de evolucéo);

(iii) A zona de processo é parcialmente danificada durante o crescimento da fissura, porém,
ainda € capaz de transmitir esforcos. Tais esforcos dependem da abertura atual que a
fissura tenha (evolugcdo, dependéncia ndo linear do carregamento aplicado);

(iv)  As propriedades do material fora da zona de processo permanecem com caracteristicas

elasticas.
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De modo geral, quando a tensdo na ponta da fissura ficticia exceder a resisténcia a
tracdo do material, a fissura ficticia cresce, conforme hipéotese ii, mantendo suas faces sob
acao de forcas de coesdo. Entretanto, quando a abertura normal das faces da fissura alcancar
um valor limite, estipulado pela lei constitutiva, entdo as suas faces se tornam livres de

tensdes coesivas.

A relacdo entre a forca coesiva e a abertura da fissura é expressa pela lei coesiva que
for adotada. Dentre as vérias disponiveis na literatura, para fins deste trabalho escolheram-se

trés delas, por serem mais frequentemente utilizadas.

A lei constitutiva linear (Figura 3.13) expressa a relacdo tensdo x abertura da fissura

por meio de uma relacdo linear, a saber:

ow) = f,(1-w/w,) se0<w<w,

(3.23)
olw) =0 sew, <w
E possivel obter o valor de w. por meio da energia de fratura e f;.
AG
ft
>
WC W
Figura 3.13 Lei constitutiva linear
A segunda relacdo a ser utilizada é a relacdo bilinear, de tal maneira que:
fi— 1" se0<w<w'
ow)=f, — ( — |
1 ., w'’ sew’"<w<sw
O'(W)=—W”_WC-W+ft . 1_—W”—WC (324)
olw)=0 sew' <w
rn ﬁ
=%

3
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A Figura 3.14 ilustra o comportamento geral desse critério coesivo.

‘_G

Figura 3.14 Lei constitutiva bilinear

Quanto a terceira equacdo constitutiva utilizada para modelar o trecho pos-pico tem-se
a forma exponencial (Figura 3.15). Tem-se:

f

o sew >0 (3.25)

ow) =f,-e

AC

w

Figura 3.15 Lei constitutiva exponencial
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No que se seguem, alguns procedimentos numéricos de interesse para a realizacdo
desse trabalho sdo apresentados. Trata-se de algumas consideracfes que foram feitas para
calcular o estado de tensdo na ponta da fissura (para aplicacdo do critério de verificacdo), a
direcdo de propagacdo e comprimento do incremento de fissura (para os célculos de evolugéo

da fissura).

3.8 CALCULO DA TENSAO NA EXTREMIDADE DA FISSURA

Esse trabalho faz uso do critério de Rankine para identificar se a fissura ficticia deve
propagar ou ndo. Para tanto é necessario obter o estado de tensdo da ponta da fissura para que

se calculem as tensbes principais e ai sim verificar o critério.

Segundo Leonel (2009) uma maneira eficiente de obter o estado de tensGes na ponta
da fissura é fazer uma extrapolacdo polinomial, considerando o estado de tensdo de pontos
internos vizinhos localizados afrente da extremidade. A situacdo é ilustrada pela Figura 3.16.
Convém mencionar nesse ponto que a validade desse método esta baseada no método
numérico utilizado na obtencdo do estado de tensbes. Devido a singularidade da solucéo
fundamental do MEC, consegue-se capturar o efeito do alto gradiente de tensdes que existe
nessa regiao.

Pontos

T 2 ~Internos
f" R Posicoes
1;-‘011513;? + Radiais
/ | >
_ ?
Fissura

Ficticia

T

Figura 3.16 Distribuicdo de pontos internos a frente da ponta da fissura (LEONEL, 2009, com modificagdes)

O numero de semicirculos assim como o ndmero de pontos internos em cada um deles
pode ser escolhido conforme a precisdo desejada na andlise. O estado de tensdo em cada um

dos pontos € obtido utilizando as equacdes de pontos internos do MEC (capitulo 2). Dai
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procede-se a extrapolacdo polinomial segundo cada uma das diregdes radiais. O grau do
polinbmio escolhido é funcdo do numero de pontos na linha radial. Por exemplo, se cada linha

possuir n pontos, entdo o grau do polindmio sera n-1.

Cada linha radial gera um estado de tensdo extrapolado na ponta da fissura. Para
efeitos praticos admite-se que o estado de tensdo atuante na ponta da fissura € a média

aritmética simples dos estados de tensdo extrapolados.
3.9 CALCULO DO ANGULO DE PROPAGACAO DA FISSURA

O presente trabalho considera que a fissura se propague perpendicularmente a direcao
de maior tracdo principal. Esse critério é conhecido como critério da maxima tensdo

circunferencial, e fornece (apenas) a direcdo de crescimento.

Com o estado de tensdo obtido no item anterior, pode-se calcular a direcdo principal
por meio de:

1 27,
0, =5 ArcTan| —— (3.26)
2 g, — 0,

Somando-se w/2 radianos ao valor acima, tem-se a direcdo de propagacdo. Esse
procedimento tem tido sucesso nas suas aplicacbes conforme pode ser visto em Leonel

(2009).
3.10 INCREMENTO NO COMPRIMENTO DA FISSURA

Uma vez que o estado de tensdo na ponta da fissura supere o previsto pelo critério de
verificacdo, a fissura propaga. Entretanto o incremento da fissura deve ser tal que proporcione
a obediéncia da lei constitutiva coesiva. Assim, deve ser encontrado o ponto ao longo da
direcdo (obtida no item anterior) de propagacdo, em que a tensdo normal seja igual, ou ao
menos proxima, dentro de certa tolerancia, a tensdo prevista pela lei coesiva. Uma vez

encontrado esse ponto, determina-se a nova posicdo da ponta da fissura coesiva. Cabe aqui
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ressaltar que a relacdo entre o incremento de carregamento externo e o incremento de fissura é
nao linear. (LEONEL, 2009)

3.11 PROCEDIMENTO ITERATIVO PARA OBTENGCAO DA CONFIGURACAO DE
EQUILIBRIO

Uma vez que se determine o estado de tensdo na ponta da fissura, 0 angulo de
propagacdo e o incremento no comprimento da fissura pode-se agora partir para 0 processo
incremental iterativo. Este procedimento visa determinar o conjunto de valores de w e o para
0 qual a estrutura encontra o equilibrio. Descreve-se aqui brevemente o procedimento
utilizado para a analise da propagacdo de fissuras em materiais quase frageis, empregando o
modelo de fissura ficticia, utilizando a técnica do operador constante. Nesse modelo, o
equilibrio é obtido por meio da reaplicacdo da diferenca entre as tensGes atuantes reais e as
tensbes maximas previstas pelo critério coesivo. As matrizes que multiplicam as grandezas
conhecidas e desconhecidas no contorno e no dominio ndo mudam durante O processo

iterativo, 0 que da origem a denomina¢do operador constante (LEONEL, 2009).
Os passos a serem seguidos s&o:

1. Aplicacdo do incremento de carregamento a ser aplicado;

2. Célculo do estado de tensdo na ponta da fissura, o angulo de propagacdo e também
o0 incremento no comprimento da fissura;

3. Cdlculo datensdo verdadeira por meio da lei coesiva adotada;

4. A diferenca entre a tensdo atuante e a tensdo verdadeira deve ser reaplicada na
estrutura de forma a alcancar o equilibrio;

5. Verificar a convergéncia por meio da norma de forcas ||[AP; — AP;_,|| < Tol.

6. Caso a norma de convergéncia seja atendida aplica-se um novo incremento de

carga. Caso contrario repete-se 0s passos 3 a 6.

Esse procedimento conduz a bons resultados, embora requeira um elevado nimero de
iteracdes. No capitulo posterior uma alternativa ao operador constante, chamado operador
tangente consistente, serd apresentada. Esse novo operador resulta numa diminuicdo no tempo

de processamento, pois requer menor numero de iteragdes.
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4 FORMULACAO DO MEC APLICADA A MFNL

O presente capitulo dedica-se a esclarecer como é possivel unir os conceitos do MFF
as formulacdes do MEC, para analisar a propagacdo de fissuras em corpos de material quase
fragil. O desenvolvimento a seguir constitui-se numa alternativa ao Modelo Dual levando em
consideracdo os modelos coesivo e de fissura ficticia. Deve-se destacar que a formulacéo
proposta pode também ser aplicada a problemas da MFEL bastando impor uma lei

conveniente para o comportamento das tensdes atuantes na zona de processo.

Antes de discutir a formulagdo, € conveniente apresentar os artificios matematicos
envolvidos para a representacdo de descontinuidades. A questdo fundamental é como
representar uma fissura em um meio continuo? Para responder a essa indagacéo, recorre-se ao
trabalho de Francisco dos Santos Rocha (1988) que mostra ser possivel representar uma
descontinuidade por meio de uma equacdo integral, de maneira conveniente aos propdsitos do
MEC. Para tanto € necessario definir uma nova grandeza, denominada dipolo, que constitui o

elemento basico para a avaliacdo dos efeitos devido a presenca da descontinuidade do corpo.

4.1 DEFININDO OS DIPOLOS

Existe uma consideracdo fisica, classica da teoria da Elasticidade, que serve para
elucidar o papel dessa nova grandeza. Para tanto, toma-se um corpo homogéneo e is6tropo,
submetido a uma tensdo de tragcdo o, constante ao longo de toda sua extensdao conforme

Figura 4.1.
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Figura 4.1 Corpo integro (ROCHA, 1988)

Admita-se que, por meio de um recurso qualquer, se realize um corte estreito nesse
corpo sem que se alterem as condicGes de contorno (Figura 4.2). Nesse caso, as tensdes nas
faces superior e inferior da fenda se tornam nulas levando a uma alteracdo no campo de
tensbes ao longo do corpo, que ndo é mais constante.

ay
TR

Y

EEEERRENERNE
Oy

-
X

Figura 4.2 Corpo possuindo uma descontinuidade (ROCHA, 1988)

A intencdo é resolver esse caso por meio de corre¢cBes no problema mostrado pela
Figura 4.1, por ser mais simples. Para tanto, o primeiro passo é supor no corpo com a fenda, o
mesmo estado de tensdo do corpo sem a descontinuidade. Em seguida realiza-se um processo
de correcdo do campo tensorial utilizando o efeito de forcas virtuais autoequilibradas

aplicadas no contorno da fenda, conforme Figura 4.3.
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Figura 4.3 llustracdo do dipolo q, (ROCHA, 1988)

Pode-se dizer que a resolucdo € feita distribuindo convenientemente forgas virtuais ao
longo do contorno da descontinuidade, de modo que as condicOes requeridas para o contorno
da fenda sejam atendidas. As forcas ficticias apresentadas pela Figura 4.3 ndo possuem
resultante, entretanto d@o origem a um campo de tensdes. Essas forcas sdo chamadas de

dipolos, em semelhanca ao dipolo elétrico existente na Eletrostatica (ROCHA, 1988).

Em problemas mais gerais, além das tensdes normais ao contorno da descontinuidade,
existem as tensbes tangenciais que demandam por respectivos dipolos no contorno da

descontinuidade.

Rocha (1988) utilizou os efeitos dos dipolos inclusos na formulagdo do MEC para
estudar problemas relacionados a seguranca de escavagGes em macicos de solos com presenca
de descontinuidades. Seu trabalho mostrou substanciais alteragdes no campo de tensdes na
regido vizinha a falha conforme era esperado, mostrando que os campos ficticios de tensdo

poderiam ser utilizados com a intencdo de analisar meios com alguma descontinuidade.

Desse modo, a formulacdo em termos de dipolos é adequada ao ramo da Mecanica da
Fratura, especialmente quando em conjunto com o MEC conforme sera mostrado, pois nesse
segmento de analise necessariamente existem descontinuidades (fissuras). Para tanto 0s
dipolos podem ser utilizados para atender as condicbes de contorno estabelecidas pela lei

constitutiva, na regido da ZPlI.

O préximo item mostrard como é possivel transformar a ZPl em uma linha sobre a

qual serdo representados todos os efeitos ndo lineares pertinentes a essa regido.
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4.2 REPRESENTACAO DA ZPI UTILIZANDO O MEC

Existe uma maneira conveniente de representar a zona coesiva utilizando os conceitos
apresentados na se¢do de tensdes iniciais do MEC (item 2.10.1). Nesse sentido a ZPI serd
representada nas formulagdes numéricas como uma regido de tensdes de origem distinta da
tensdo proveniente do carregamento externo. Para conseguir transformar essa regido em uma
linha, se realiza uma degeneracdo do termo de dominio. Esse procedimento serd apresentado a
seguir de acordo com Rocha (1988), Rocha e Venturini (1988), Venturini (1994), Venturini
(1995), Lopes Jr. (1996), Lopes Jr. e Venturini (1997) e Barbirato (1999).

A equacdo 2.79 sera aqui retomada por completude do desenvolvimento algébrico.
Esta equacdo pode ser entendida como a relacdo integral expressa no contorno do solido,
considerando o carregamento externo, representado por p, € u,, € um campo de tensdes de

origem distinta do carregamento externo, ¢. Pode-se enxergar 0 campo aj?{ como resultado

da atuacdo de forcas, coesivas, que atuam apenas em uma regido definida por Q,
representando a ZPIl. Note-se a consisténcia e adequabilidade dos conceitos fornecidos pelas

formulagbes do MEC. Desconsiderando as forcas de dominio tem-se:

@ @ _ *
i Uy, —f ulkpde—f
r

pl*kude+f o€l A0 4.1)
- _

Q
Considerando a regido Qestreita e limitada por um contorno T¢, €é aceitavel
desconsiderar os contornos das extremidades e assim estabelecer T¢=T7 UTy conforme

Figura 4.4.

Figura 4.4 Sub-regido estrita de tensdes iniciais (VENTURINI, 1995)
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A partir desse momento, dar-se-a atencdo ao termo que representa a contribuicdo das
tensbes iniciais a partir da equacdo (4.1), j& que os demais termos integrais ndo serao

modificados. Realizando a integracdo por partes vem:

f_ q%sfjkdﬁ=J_ u’{jaj‘,)cnkdfc—f Uy A0 4.2)
a re Q

Nessa expressdo, n, € o vetor normal ao contorno T'¢. O produto o n,, resulta em p?*,

que é o vetor de forcas aplicado no contorno I'¢, e permite escrever o primeiro termo do

segundo membro da seguinte maneira:

f_ ufjcfj?(nkdrczj: u;jpfldrczf u’;jp]‘-”drf+j uyp)tdry 4.3)
re re T TS

Por hora, é conveniente explicitar os pontos fonte e campo. Logo:

uj;(p, S)pj* (SHdIY + j u (PSP} (STHdl;  (44)
C I_*(Z«'

LC uj;(p,S)pH(S)dre = J

r1
em que ST e S~ sdo os pontos campo correspondentes e pertencentes aos contornos IF e I,

Admitindo que a largura da sub-regido, 2a, é muito pequena em relagdo ao seu

comprimento, os nlcleos definidos em S* e S~ podem ser redefinidos para um ponto médio
S, tomando-se os dois primeiros termos da expansdo de Taylor utilizada para aproximagdo de

uj;(p,S™) eu;;(p,S7), ou seja:

—a

uy(P:ST) = u;(p.S) + —— (4.5)
X1
ouj;(p,S)
u;;(p,S7) =u;(p,S) — —U g (4.6)

%,

Substituindo (4.5) e (4.6) em (4.4):



80

[ wym s sare

TC
[ ouj;(p,S) | _
= ut(p,S) + —2——"a| p®(SHdrI¢
fri Y ox, | ' 4.7
[ ouj;(p,S) | _
+f uj;(p,$) —gTa pH(S7)dIy
re L 1 i

Para que a sub-regido se torne uma linha, basta fazer com que a largura a tenda a zero.

Nesse caso os pontos S—, S* e S coincidem, e ainda, dT¥ = dT, dTy = —dT, p = P. Logo:

* = au*(PlS)
[ v csare= [ U
T¢

r

pjol(S)Zadr 4.8)

1

Em que x, é a coordenada local perpendicular ao contorno médio T e p}’l representa as

componentes do dipolo associadas a superficie da fratura.

Na equacdo (4.2) ainda resta uma integral de dominio possuindo derivadas de
componentes de tensdo. Esse termo também pode ser transformado em integrais sobre I'f e Ty
e depois sobre T, como realizado anteriormente. Para isto basta considerar constantes as
componentes de tensdo ao longo da direcdo x,, ja que a regido tem dimensdo muito pequena
nessa diregdo (2a). Isto faz com que oy, (%,,%,) = gy, (x,), simplificando a derivagéo. Segue-

Se:

o _ 00k 008 0%, 00f0%, 0ok _0(oht)

Oippe = 3 4.9

x, O0x,0x, 0%x,0x, 0%x, © 0%,

Na expressdo acima t, € versor direcdo x, (Figura 4.1). Para tanto se considera que t,
ndo varia com x, 0 que leva a uma fissura reta, em principio. Retomando o Ultimo termo de
4.2):

— a(a'(l)ctk) — a(a'?ctk)
— | uel . d0= —f w,—2 2240 = —f i, —2 " 2adx (4.10)

Integrando por partes:
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(0 ou’.
* ray * X l —
_f_ UjjOji i A0 = _[ulj(o-j(;ctk)za]sz) +f W—](Uj?ctk)zadxz (4.11)
a 2 Jg, 0%

2

O termo independente se anula quando a tender a zero. Fazendo dx, = dI, gjt), =
p{?, em que p;* representa o vetor de forcas de superficie relacionadas a uma normal paralela

a x,, arelagédo acima fica:

*

duy;
—f_ u“;jaj?c,kdﬁzf Y p°22adF (4.12)
a

r X2

As expressdes obtidas em (4.8) e (4.12) representam a transformacdo da integral de
tensdo inicial da equacdo (4.1) em integrais sobre a linha média da regido estreita e alongada

Q. Segue-se:

*

_ ouj.; (P, B ou’; B
J-_ a-%efjkdﬂ=j Mp}’l(S)ZadF+j W_“p}’ZZadF
a 2

j ou;, (4.13)
Ok
= —2p%2adl’
r 0%,
Com a finalidade de eliminar o carater local da dedugdo pode-se fazer:
ouy; ox,,
e, dﬁzf 0k dF—f ou; 0k 2adl’ 4.14
-[‘1 Ojk €1jk . 9%, P] a %, 0% P a (4.14)

Para adequar o modelo & andlise de fratura admite-se a definicdo de uma nova variavel

da seguinte maneira.

0x,, ok
9% ——p)2a=q}" (4.15)
k

Essa nova variavel, aqui chamada quadripolo, é sempre finita, mesmo que o valor 2a
tenda a zero. Nesse caso as forgcas de superficie, p}”‘ , tendem ao infinito. Segundo Venturini

(1995) o quadripolo é uma grandeza tensorial, semelhante ao tensor de tensGes, constituida

por dipolos. Ele é responsavel por representar as tensdes iniciais (ou, no caso, tensdes
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coesivas da ZPIl) ao longo da zona estreita. Assim é consistente se falar em estado de dipolo.

A Figura 4.5 ilustra a orientacdo dos dipolos e quadripolos.

Figura 4.5 Representaco local dos quadripolos (a) q* (composto pelo dipolo g} e 1) e (b) g? (composto pelo
dipolo g2 e q2) (LOPES JR., 1996)

Rocha (1988) alerta que o dipolo g2 ndo é independente, mas sim, é funcdo de g por

meio da relacdo:

LA A (4.16)

O equilibrio rotacional também deve ser garantido, assim como na analise de tensoes.
Isto faz com que a componente g2 seja igual a g;. Conclui-se que o tensor de dipolos

(bidimensional) possui apenas duas componentes independentes, a saber, g1 € q3.

Substituindo (4.15) e (4.14) em (4.1) e considerando duj;/dx,, = Gf,{ , resulta:

Cf;?ug)= J Uy P dl’ — f Py U dl + f Gyqrdr (4.17)
r r

r

Essa equacdo € a nova integral de contorno j& considerando a existéncia da ZPlI.
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G4 = !

m u?}lm = m {(3 - 4‘V)r,m6” - T,j51m - T,l5jm + ZT',J-T',ZT',m} (418)

Uma expressdo de suma importancia para a solucdo do problema de analise ndo linear
¢ a equacdo que fornece o estado de tensdo em pontos internos. Pode-se a partir de (4.17),

diferencia- la e substitui-la na lei de Hooke generalizada chegando a:

G, = — f S, (0, S, (S)AI(S) + f D, (p,S)p(S)dr(S)
r r

. _ (4.19)
+ f Gim (P, )a{(S)dT" + gy, (0 (P))
r

A equagdo é uma formulacdo particular para andlise de efeitos ndo lineares em zonas
com as caracteristicas aqui consideradas e pode ser usada para fazer corre¢cfes no campo de

tensdes inicialmente elastico.

y
Gy = m{(l = 29)(8481m + 88y — 6;16im)
—2(1-2v) (nmrllgij + rlirll6mj - rrjrrl5im) (4.20)

+2(1, 18y + 7,i7i0my + nmr1i6jl) — 81,1, Ty}

rjtrm rjtrm

O termo g;}" que aparece deve-se ao tratamento da hipersingularidade do nucleo Gl‘Jm ,

de ordem r~2.

Falta esclarecer um ponto chave na formulagdo. Como obter a abertura normal da
fissura com esse modelo, uma vez que ela ditara o valor da forca coesiva por meio da lei
constitutiva. Para tanto se utiliza a equagdo (4.17), j& que ela representa deslocamentos de
quaisquer pontos no dominio para uma dada distribuicdo de quadripolos. N&o apenas isto,
mas por meio dela é possivel obter uma expressdo para a descontinuidade existente no campo
de deslocamentos. Para tanto, escreve-se a equacdo (4.17) para dois pontos (P* e P~) sobre o0s
contornos I e Iy (Figura 4.4). Como a equacdo de deslocamentos possui uma singularidade

-1

de r* as equacGes dos pontos Pt e P~ devem ser obtidas por meio de andlise limite,

semelhante ao que ocorre para pontos do contorno externo. Esse procedimento conduz a
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termos independentes dados em fungdo de dipolos. Subtraindo as respectivas equacbes chega-

se a sequinte relacdo:

[—]
>
=
=
Il
———
>
T
o
N —
Il
———
[\°]
D
~
-
I
<
—
o

qi
{ } (4.21)
qz

Note-se que a existéncia de quadripolos implica na existéncia de descontinuidade de

]
I
|
|

Q-

deslocamentos. Na relacdo acima, Aw, representa uma descontinuidade no campo de
deslocamentos perpendicular a linha da fissura enquanto Aw, representa uma descontinuidade
no sentido paralelo a linha da fissura. O presente trabalho sera desenvolvido considerando
apenas os efeitos do modo | de abertura da fissura, portanto, apenas a expressao para Aw, sera
utilizada. (LOPES JR., 1996)

1-2v

_ mq; (4.22)

Aw,

43 ELEMENTOS DE CONTORNO PARA FISSURA

A expressdo (4.17) representa a equacdo integral de contorno considerando a presenca

da fissura. Pode-se dar uma forma matricial a essa expressao fazendo:

Gnqf* = Gi'qi + Gi*a; + G af + G%aF = Gi'qi + (G + 63 )as + G143

q1
4.23
2
q;
Portanto vem:
¢t ut +j p*udl =f u*pdl"+f kqadr (4.24)
r r T

Variando o indice |de 1 a2, obtém-se o0s seguintes termos da matriz k:
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_1 5
ki = mm{l —4v +2(1,1)%}
_1 )
ki, = mﬂz{z —4v +4(1,)"}
ki =mm{—1+ 2(12)%}
(4.25)
-1
ko =m7}2{—1 +2(1,)%)
_1 5
ko = mm{z —4v + 4(1,,)"}

De forma semelhante ao desenvolvimento (4.17) pode-se reorganizar o penultimo
termo de (4.19):

y
Gin ) = Gimd1 + Gimz + Ginai + Ginq3 = Gingi + (G + Gin)az + G7Ra3

1

q1
4.26
— (61 G2+62 62]{qit =Kg (4.26)

q;

Assim a equacgdo (4.19) pode ser escrita matricialmente como:

o =f Dde—f Sudl“+f k'qdl (4.27)
r r T

Variando os indices i, m de 1 a 2 obtém-se os termos da matriz k':

r_ 1 _ 2 _ 2
ki, = —4ﬂ(1 —oy 1-2v+4(n)*[1+v—2(n)°]}
(4.28)

1

ki, = m{mnz [4—16(1,)%]}
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1 2 279 _ 2
kiz = m{(l = 2v)[-1+2(1,)%] + (1) %[2 — 8(7,,)°]}
iy = ’

21 = m{m np[2+4v —8(r)°]}
ks, = m{z —16(1,1)%(1,)*}
kl. = 1 2+4 8 2
23 —m{mnz[ +4v —8(1,)"1}
ks = m{(l =2v)[-1+ 212 + (n,)%[2 = 8(r1) ]}

1
ks, = m{m n2[4—16(1,)%1}
ké3 = m{l —2v+ 4(7',2)2[1 +v-— 2(7',2)2]}

A distribuicdo do campo tensorial de dipolos ndo é conhecida. Pode-se entdo seguir o
mesmo procedimento realizado para os elementos no contorno externo. Adota-se que 0 campo
de dipolos serd interpolado por fungbes polinomiais Lagrangeanas de valores de dipolos
nodais distribuidos ao longo da fissura. As mesmas aproximacdes feitas para aproximar a
linha da fissura (geometria) serdo utilizadas para aproximar o campo de dipolos (elementos
isoparamétricos). Chama-se a atencdo para o fato dos elementos de fissura poderem ser de
ordem diferente dos elementos no contorno. Cabe aqui ressaltar que o nicleo &’ apresenta
singularidade 772, logo deve-se utilizar elementos descontinuos para integragdo dos

elementos de fissura ficticia.

qa=9q’ (4.29)

Nessa expressio q’ € uma variavel em forma de matriz coluna que guarda as
componentes do tensor de dipolos nodais. Por sua vez, q também é uma matriz coluna e
guarda as componentes de dipolo em qualquer ponto do elemento [j. Sendo n o nimero de

nos que possui o elemento j de fissura, vem:
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(DN /
rql()\
1(1)
2
q2(1)
2

Yy, 0 0 vy, o .. O 12)
q=10 Y, 0 o vy, .. 0 {4 > (4.30)

0 0 ¥ 0 0 . Ppljg?

©
q;

\qz(n)J

Retomando o Gltimo termo de (4.24):

nef nef nef

j kqdr = Zj kqdT, = ZJ kp g/l = Zj ko dT, g = KQ (4.31)
T j=1°Tj j=1°Tj j=1°Tj

De modo analogo é possivel reescrever o Gltimo termo de (4.27) como:

nef nef nef

f K'qdr = Zf K'qdr, = Zf k' g/l = Zf Kpdlg =K'Q  (4.32)
r j=1 T j=1 T j=1 T

As expressdes (4.31) e (4.32) representam a forma discreta do termo integral de
contorno sobre o caminhamento da fissura. Desse modo as equacOes (4.24) e (4.27) podem ser

matricialmente escritas respectivamente da seguinte forma:

HU = GP + KQ (4.33)
c=—HU+GP+KQ (4.34)

Convém mencionar que, nas expressdes acima, os termos KQ e K'Q sdo o que
matematicamente representa a presenca da ZPI. Observe-se que sdo necessarias apenas trés
equacOes para sua formulagdo, enquanto que no MEC Dual se utilizam quatro equacbes para

realizar uma representacdo semelhante.

Um quesito importante que deve ser comentado é quanto a transicdo de sistemas
referenciais. Note-se que para determinar a abertura da fissura é necessario ter o estado de
dipolo referenciado no sistema de coordenadas local. Caso a fissura esteja inclinada, como em
modo misto (I e II), por exemplo, deve-se transformar o dipolo global para o sistema local da

seguinte maneira:
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G} = Rimai*Rjx (4.35)

Em que:

(4.36)

ij

Cos(8) —Sen(0)
| |

Sen(8) Cos(0)

Como as variavel tensoriais foram escritas em forma matriz coluna, € possivel

reorganizar a equacao (4.35) da seguinte maneira:

d) [ Cos*(6) Sen(20)  Sen®(8) | (4u
q12 =|—%Sen(20) Cos(26) %Sen(ZQ)I d12 (4.37)
0n) | sen26) —sen20) cos?(6) |\ax

Ou de forma sintética:

G=Tq (4.38)

A Figura 4.6 ilustra os sistemas de referéncias acima mencionados.

fissura

X1

Figura 4.6 Sistemas global e local de referéncia

As equacOes (4.31) e (4.32) servirdo de ponto de partida para a solu¢do ndo linear que

sera apresentada adiante nesse texto. Antes, porém € necessario obter uma maneira de calcular
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a tensdo sobre os pontos fonte da fissura, pois serdo sobre eles que a equacdo (4.34) deve ser
calculada para possibilitar a corre¢cdo do campo de tensdes elastico. Para tanto recorre-se ao

MSS que sera descrito no item a seguir.

4.4 SUBTRACAO DA SINGULARIDADE DO NUCLEO INTEGRAL QUE
REPRESENTA A FISSURA

A fim de facilitar o trabalho algébrico definem-se as seguintes variaveis auxiliares.

Seja:
= ! (4.39)
‘T am(1-v) '
Nyjim = {a- ZV)(5ij51m + 66y — 5jz5im)
- 2(1 - ZV) (nmrrlaij + rrirrlamj - ler/lgim) (440)
+ Z(r/jr}mgil + Trjrriaml + T‘,mT',i5jl) - 8T,iT,j1",mT,l}
Esta manipulagdo permite escrever o termo Gilf,'l da seguinte forma:
Y ==, (4.41)
im 72 ljim :
A intenco € integrar o termo [ G q +dT, logo:
f_ G q,dl = f_ G, qidl = f_ G, dl q}: (4.42)
r r r

O termo q; representa os dipolos nodais. Substituindo as variaveis auxiliares fica:

lj - c _ 1 _
f_ G qy;dl = J; r_zszimlpndF q;=c¢ (j; r_zsziml/)ndF>q{‘j (4.43)
r r T
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O que confere a hipersingularidade ao nlcleo integral é o fator r~2. Explicitando o

ponto fonte e 0 ponto campo, seja:

1

1 = 1
I_iFN”imz//ndF { e NG W (I E)d (4.44)

Adicionando e subtraindo um termo com singularidade de mesma natureza ao nicleo

integral no mesmo intervalo de definicdo, vem:

1
= J| 2 Nuno DI =5~ Nijinléo. Oy (£)I(@) |dé
1 (éo &) r* (£.)

(4.45)
1

h NG, Oy (I (£

S (o

sendo 11 = [, [z Ny o V(I (©) = 705 Mojin G P (DI 5

1

=4 172(6,6)

Nyjim (§0,$) P (O (§)d, a expressao acima fica I = 11 + 111.

Para que a integral 11 se torne regular é necessario que o termo entre colchetes se anule

quando ¢ tender a &,. Isto é assegurado assumindo as seguintes consideracGes sobre o
elemento tangente no ponto fonte:

77(50' f) = ](fo)lf - Eo|
J(&) = (&) (4.46)
lﬁn(f) = lpn (fo) + l)[)n,f |%-0 (f - 50)

Nyjim (€6, 8) = Nyjim (§o)

O calculo de Ny, (§,) € realizado da mesma maneira que N, (&, &) exceto que se

usa 7(&,,¢) do elemento tangente. Resta tratar a integral 11l que permanece hipersingular.
Tem-se:
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1
1
I = Nyjim(Eo)Wn (&) +Wn s |- (E—&) (&) 4.47

iJ(éo)z(é—éo)z inlGalln(Ga) + e |, € 2P o)z (4.47)

1

1
IT'= N jim n J d
/fl‘](ego)Z(ég_éo)z lj (S0)¥n(S0)I (&)dS

(4.48)
h 1
+ Nijim(Go)Wn,e e, (§—E0)I(S)dS
{(13(50)2(5—50)2 imeonl, T TR0l
Pode-se simplificar a expressédo acima e chegar a:
Nijim(oWn(&) [ 1 Nijim(GoWaels | 1
" = d 0 d 4.49
I(&) _{(5—50)2 @ ifl(f—fo) : (49

Os termos integrais acima quando calculados por meio de limites laterais resultam em:

1
1 11
/—fl(ég—cfo)Zdé::_(lJrégo +1—§OJZ{PFH} .
01
:fmdgz—ln(“éo)ﬂn(l—éo)Z{\/PC} (4.51)
0

-1

Em suma, a expressdo final para integracdo do elemento quando o ponto fonte

pertencer a ele mesmo é:

1 ;N.. J(&) - 1 Niiim(&,
IZJ‘ rz(fo,f) Ijlm(§O g)l//n(g) (5) Fz(éfo,é:) lj (50 5)[Wn(§0) df

L+wne |§O (& —$0)13 (&)

(4.52)

+ Nljim(fo)l//n('fo

)
S HPFHYY(E) HVPChy |

Agora é possivel calcular a tensdo em pontos que estejam sobre a fissura e estabelecer

um procedimento para solugdo ndo linear do problema de propagacdo de fissuras em meios
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que contenham descontinuidades. O proximo item se dedica a mostrar como as equagoes

deduzidas até aqui serdo utilizadas para esse fim.

45 PROCEDIMENTO NUMERICO PARA SOLUCAO NAO LINEAR UTILIZANDO
DIPOLOS

A estratégia de solugdo utilizada no trabalho é do tipo incremental iterativa. Essa
técnica estabelece que o carregamento deve ser aplicado em fragbes (passos) sendo que sé
ocorre 0 avango quando determinado passo for equilibrado segundo algum critério. Aspectos
de interesse relativos a formulacGes ndo lineares podem ser encontradas em Proenca (2012),
Proenca (1988), Coda (2000) e Cen e Maier (1992).

Para fins da presente formulacdo, o campo que devera atender ao critério adotado por
meio da lei coesiva € o de tensdes. Portanto é conveniente expressar o problema em termos
desse campo. Pode-se resolver a equacdo (4.33) em termos do valor de contorno realizando as

mudancas de colunas necessarias nas matrizes H e G. Entdo:

X =M+ RQ (4.53)

Em que M=A"1F e R=A"1K. Observe-se que as condicdes de contorno do
problema estdo inseridas na matriz A. Substituindo a solugdo do contorno na equacdo (4.34)

resulta:
g=N+S5Q (4.54)

Emque N=F —A'MeS =K — A'R.

Observe-se que a equacgdo (4.54) é a equacdo que permite obter o campo de tensbes

dada uma determinada distribuicdo de dipolos.

No modelo ndo linear proposto, a lei coesiva adotada fornece o valor do campo de
tensbes a ser corrigido. Entretanto é preciso transforma-los em dipolos para poder utilizar a
equacdo (4.54). Note-se que a prépria equacdo (4.54) pode ser utilizada para estimar o vetor Q

a ser aplicado. Sendo o processo ndo linear é conveniente estimar esse vetor a partir do valor
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local das tensdes de cada elemento de fratura ou n6 como se fossem campos independentes.
Durante a implementacdo computacional, optou-se por utilizar as proprias sub-matrizes de S

obtidas para cada no.

Os passos a seguir compdem os procedimentos da solugdo do problema ndo linear
considerando o operador constante. Esse modo de solucdo é consagrado pelo seu uso e sera
utilizado no presente trabalho como referéncia para validagdo da solucdo via operador
tangente. Valendo-se dos conceitos de dipolos, o procedimento geral descrito na secdo 3.11 €

aqui reformulado da seguinte forma:

+»+ Para cada passo de carregamento

i.  Calcular excesso de tensdo

Ag = gCTritério __ gelastico (455)

ii.  Transformar excesso de tensdo em dipolos e atualizar seu valor acumulado

AQ =S1Ac (4.56)

iii.  Calcular o incremento na abertura da fissura e atualizar seu valor acumulado
Equacdo (4.22)

iv.  Verificar atendimento ao equilibrio sob determinada tolerancia
Equacdo (4.54)

v. Caso iv ndo se verifique, repita 0s passos i ao iv com a“"t¢r atyal,

E possivel dar um sentido geométrico ao processo de correcdo. A Figura 4.7 permite
acompanhar a evolucdo do estado de tensdo normal em um determinado ponto da fissura.
Quando ocorre a distribuicdo dos elementos de fissura, todos os pontos fonte sdo admitidos
terem abertura nula. A medida que o processo avanca a fissura abre até que todos os pontos
fonte atendam ao critério coesivo. Tome-se um desses pontos e suponha que sua tensao
normal corresponda ao ponto A da Figura 4.7 se tratando de um critério coesivo linear. Como
o (A) é superior a f,, estado ndo permitido pela relacdo constitutiva, o excesso de tensdo Ao
deve ser reaplicado na estrutura chegando-se ao ponto B. O excesso de tensdo origina uma
parcela de dipolos (equagdo (4.56)), que por sua vez gera uma abertura de fissura Aw,,

chegando ao ponto C. Nesse ponto se verifica a diferenca existente entre o ponto C e 0 ponto

D do critério, Ac®. Caso Ac® seja superior a uma dada tolerancia entdo reaplica-se esse
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excesso na estrutura originando um novo incremento de abertura Aw, que é acumulado. O

procedimento é repetido i vezes até que Ao seja proximo de zero dentro de certa tolerancia.

Ao final ter-se-a o valor acumulado da abertura da fissura w,q,mri, Que cOrresponde ao

equilibrio bem como a tensdo coesiva real.

o |
A
Ao B

fe

gDl TR

w

Wegquilibrio We

Figura 4.7 Interpretacdo geométrica do operador constante

Os valores atuais do contorno sdo obtidos substituindo o vetor de dipolos acumulados

na equacgéo (4.53).

E possivel que exista convergéncia em determinado passo de carregamento, mesmo
que a tensdo na ponta da fissura ndo tenha atingido o valor de f,. Nesse caso a fissura deve se
propagar até que essa condicdo seja verdadeira, para que ai sim se avance ao proximo passo
de carga. Torna-se necessario a criacdo de um procedimento evolutivo para considerar 0s

efeitos da propagacdo. A essa tarefa que o proximo item se propde.

4.6 PROCESSO EVOLUTIVO DA FISSURA

O primeiro passo a ser dado é identificar a direcdo de propagacdo em determinado
passo de carregamento. Destaca-se que a direcdo de propagacdo permanece fixa durante a
aplicacdo do passo de carga. Isto significa que o0s incrementos de fissura que se fizerem

necessarios serdo dados segundo a mesma dire¢do de propagacdo. O presente trabalho adota o
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procedimento da bissecdo como critério para determinar o tamanho do incremento da fissura.
Este procedimento é feito para considerar o fato que a medida em que a fissura avanca, o0
material perde rigidez, e consequentemente faz com que ndo seja mais necessario crescer o

comprimento total inicial.

(a) (b) (©

Figura 4.8 Inserindo elementos de fissura: a) Posicéo inicial da fissura (b) Incremento 1 de fissura (c) Incremento
2 de fissura

A Figura 4.8 ajuda a elucidar o procedimento. Suponha-se que em determinado
momento o critério de verificacdo aponte que a fissura deve crescer na diregdo a, de um
tamanho Aa (AC). Nesse caso se insere um elemento de contorno (no caso de ordem cubica)
de tamanho 0,5Aa (AB) e através do procedimento iterativo (item 4.5) chega-se ao equilibrio.
Nesse ponto € necessario checar a tensdo que atua na ponta da fissura. Caso a tensdo atuante
seja maior que a resisténcia a tracdo do material, outro elemento de fissura deve ser
adicionado e novamente seu tamanho sera 0,5Aa na dire¢do inicial a,. Novamente se verifica
0 atendimento ao critério de Rankine. Caso se verifique, avanca-se ao proximo passo de

carregamento e uma nova dire¢cdo «a, é calculada, e entéo esse procedimento € repetido.

O processo de evolugdo implica em um aumento da dimensdo das matrizes K e K.
Consequentemente a matriz S aumentard seu numero de linhas e colunas a medida que a
fissura avanca. No entanto, semelhante ao que ocorre na formulagdo Dual, a reconstrugédo
total do sistema de equacGes ndo € necessaria. Basta inserir os efeitos dos novos elementos de
fissura nas matrizes j& existentes, uma vez que o contorno externo é o mesmo durante todo o

processo. Na pratica esse processo da origem a novas linhas e colunas nas matrizes que
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representam o sistema de equacOes. A Figura 4.9 ilustra esquematicamente 0 que ocorre

durante a atualizacdo das equagdes, SQ = o.

-\I

Discretizacio Inicial

1? Incremento no comprimento da fissura

2° Incremento no comprimento da fissura

f-5imo incremento no comprimento da fissura

Figura 4.9 Esquema de atualizagdo da equacdo matricial (LEONEL, 2009)

O procedimento acima descrito pode levar muito tempo a depender do refinamento
adotado na anélise. Assim, formulacbes que contribuam para reduzir o tempo de
processamento sdo necessarias. Uma alternativa, proposta por este trabalho, é o
desenvolvimento de uma formulacdo que determine o incremento dipolos de uma maneira

mais direta. Esse procedimento sera descrito no item a seguir.

4.7 OBTENCAO DO OPERADOR TANGENTE

Tome-se a equagdo (4.57) como representante da relacdo de equilibrio ndo linear do

problema.

Y(Q)=-0(Q)+ N+ 5Q (4.57)

Em termos incrementais, em um determinado passo de carregamento n se pode fazer:

Y(AQ,) = —Ac,(AQ,) + AN, + SAQ, (4.58)

Admitindo que o valor do dipolo acumulado para proxima iteracdo (i+1) é dado pelo

valor atual somado a um incremento, ou seja:
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AQ,""t = AQ,'+65AQ," (4.59)

Para encontrar o incremento, admite-se que se esteja suficientemente proximo da

solugdo e que por isto se possa expandir a equacdo de equilibrio nas vizinhangas de AQ,".

. L aY(AQ,t . .
V(aQ,) = ¥(80,) + 2o 500, 1 + 0500, (4.60
aAQ,}
A equacdo acima deve ser nula para a situacdo de equilibrio. Tomando apenas os dois

primeiros termos da expansao:

. L 0Y(AQ,H :
Y(AQ,"') =Y(AQ,}) + ————=6AQ,' =0 4.61
(aQ,*") =v(2Q,") sng. 220 (4.61)
Seja
aY(AQ,*
VA ) _ (4.62)
dAQ,,
0 operador tangente, entdo:
§AQ,' = —K;'Y(4Q,}) (4.63)

Com essa operacdo é possivel obter uma relacdo para calcular o acréscimo de dipolo
com base no proprio residuo da iteracdo atual. Essa formulacdo se insere na categoria de

algoritmos tipo Newton-Raphson. Resta calcular a matriz K.

k2 0r(e) _ 9[adi(a0,)]

‘ : 124+ 0+S (4.64)
dAQ,)! dAQ,)!

A relacdo entre ¢ e Q envolve uma composicdo de funcdes e transformacfes entre
eixos locais e globais. O vetor de dipolos que serve para calcular w deve estar escrito em
coordenadas locais, jA que w é local. Para tanto é possivel estabelecer uma transformacdo de
sistemas global — local que sirva tanto para dipolo (4.37) quanto para tensao:

AG. = TAcl, Global - Local (4.65)



Act, = T™'AG, Local > Global

A barra indica referéncia local. Logo:

oAG, | 0AGL A, 0AWLOAQ,
00Q,"  9AQ," 0Aw}0AQL0AQ,

Pode-se fazer:

_ da,(w

a1 (W) dAT, 51( )
En = 0 _— w
0 0Aw,, 0
0

Lembrando que d4,,(w)/dw vem do critério coesivo.

o (0Awy )
JdAW! Al
Aw, = Aw, (AQ,,,AQ,,,AQ,,) - _f}:{aAQn}
11 12 22 aAQ;l k 0 J
0

Da relagdo (4.22) vem dAw./0AQL, =1 —2v/2G(1 —v).

—~

AQ, = TAQ AQ,
= - - =
n n aAin

Substituindo (4.68), (4.69) e (4.70) em (4.67) vem:

aacriterio 1- ZV/ZG(l — 1/) t

aAan. _ “ow . .

aAin 0
0 0
1-2v a5cn'trerio 0 0
= T1 26(1—-v) ow T

0 0 0
0 0 0

Substituindo o valor de T calculado vem:
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(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)
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K =S 1-2v 00 iterio
T 26(1-v)  ow 4.72)
Em que:
Cos*(0) 2Co0s3(0)Sen(0) Cos?(0)Sen?(0)
V =|Cos3(8)Sen(8) 2Cos?(0)Sen*(8) Cos(8)Sen(0) (4.73)
Cos*(0)Sen?(0) 2Cos(0)Sen®(0) Sen*(6)

A expressdo (4.71) é a matriz do operador tangente, dito consistente por incorporar a

lei coesiva em sua definicdo.

Conforme foi visto no item anterior € possivel dar um sentido geomeétrico ao processo
de correcdo da tensdo na fissura, utilizando o operador tangente. Para tanto, admita que o
critério pds-pico ainda seja linear. Na Figura 4.10, suponha que em determinado ponto fonte
exista um estado de tensdo que viole o equilibrio. Semelhantemente ao caso do operador
constante, o excesso de tensio Ao deve ser reaplicado na estrutura dando origem a um
incremento na abertura da fissura. Eis aqui a fundamental diferenca. O incremento € calculado
seguindo a reta tangente & curva do critério, no ponto B, que é a propria curva nesse caso. Isto
implica no alcance do ponto de equilibrio com apenas uma iteracdo. Caso 0 critério ndo seja
linear (como o exponencial, por exemplo) o comportamento € similar, porem o operador
tangente € atualizado a cada passo, sendo que as aproximacdes ocorrem segundo retas

tangentes a curva do critério escolhido.

"l
A
Ag (D)
B
¥
ho-9-------
\\\\/ k,
\\\
.
(eq) \\ng
a
VA ¢
NG
I \\\
|
[ \‘\\
| ™~ _
Wequilibrio w

Figura 4.10 Interpretacdo geométrica do operador tangente
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Fica evidente que o uso do operador tangente implica em um menor ndmero de
iteracbes para solucdo ndo linear do sistema de equacdes. Desta maneira, a presente
formulacdo constitui uma importante contribuicdo para a analise de propagacdo de fissuras

que utilize o conceito dos dipolos.

A sequir serdo mostrados os resultados obtidos por um programa computacional que

foi desenvolvido envolvendo os conceitos apresentados neste capitulo.
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5 EXEMPLOS E DISCUSSOES

As formulacdes descritas ao longo dos capitulos anteriores foram estruturadas em
forma de codigo computacional. A seguir serdo apresentados quatro exemplos nos quais 0s
resultados da formulacdo implementada sdo comparados a resultados experimentais e

numéricos disponiveis na literatura.

5.1 EXEMPLO 1-CHAPA COM FURO CENTRAL

Apresenta-se um exemplo classico da Teoria da Elasticidade que procura evidenciar a
eficiéncia do MEC em problemas que envolvam concentracdo de tensdes. Trata-se de uma
chapa tracionada ao longo de uma direcdo em um contorno remoto valendo-se das
propriedades de simetria. As propriedades fisicas do material, representadas pelo Mddulo de
Elasticidade Linear (E) e coeficiente de Poisson (v), bem como as condi¢bes de carregamento

e vinculagdo séo apresentadas pela Figura 5.1

§ p=10MPa
- —"
Ll
§ E=10GPa [
g 3 V=0 -
g -
T 5 -
§ Q‘QR —
A —n
,fg -
L
TTT T TR TS AT Caim  ln TR T T WA ol v
‘ 3,75 m
I

Figura 5.1 Chapa tracionada
Para analisar este problema foi elaborada uma malha de contorno conforme mostrada
na Figura 5.2. Primeiramente foi utilizada apenas a formulagdo singular (para cada ponto
fonte) sendo que o ndmero de nos (graus de liberdade) foi mantido fixo enquanto a ordem dos
elementos empregados foi aumentada gradualmente. O carregamento foi aplicado em regime

de estado plano de tensdes.
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>

20 = = = <> = =

d=3333em )

9
d=14,58 cm d=16,67 cm

d=75°
4
.\ d=3125cem

0 ¥ + + + + + + + +
05 1,0 15 20 25 30 35 4,0

Figura 5.2 Malha de elementos de contorno para formulacdo singular, d indica distancia entre n6s

Posteriormente  uma andlise considerando apenas a formulacdo hipersingular (para
cada ponto fonte) foi realizada. Nesse caso os elementos de contorno devem ser descontinuos
nas extremidades e por isto o nimero de graus de liberdade varia de acordo com a ordem dos

elementos utilizados.

Em ambas as analises (singular e hipersingular) a mesma ordem dos elementos foi
utilizada, comecando com ordem linear até chegar a elementos de quarta ordem. Os resultados
obtidos sdo apresentados na Tabela 5.1. O resultado analitico previsto para o ponto A

corresponde a trés vezes o valor da forca de superficie aplicada, ou seja, 30,00 MPa.

Tabela 5.1 - Resultados apresentados pelo programa

Ordem do Quantidade Formulagdo Singular Formulagdo Hipersingular
Elemento de  de elementos ) ]
Contorno Quantidade oxemA  Quantidade ox EMA
de nds (MPa) de nés (MPa)
Primeira 72 77 27,44 144 29,36
Segunda 36 77 29,45 108 29,95
Terceira 24 77 29,82 96 30,12

Quarta 18 77 30,10 90 30,59
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Os graficos que ilustram a variacdo das tensbes ao longo do trecho OAB sdo

mostrados pela Figura 5.3 e Figura 5.4.

0)(
35
30

; ——1INEAR
25 —=— QUADRATICO

—~—CUBICO

20 < QUARTICO
15
10
5
0 d
000 025 05 075 100 125 150 1,75 2,00

Figura 5.3 Diferentes ordens dos elementos sob formulagdo MEC Singular

o
35%
30
——LINEAR
25 QUADRATICO
—~— CUBICO
-20 % —<— QUARTICO
15
10
5
0 d
000 025 050 075 100 125 150 1,75 2,00

Figura 5.4 Diferentes ordens dos elementos sob formulacdo MEC Hipersingular

Pode-se notar que (para a malha adotada) todas as ordens utilizadas na discretizagéo
conseguiram capturar os efeitos da concentracdo de tensbes (decaimento das curvas) sendo
que as ordens mais elevadas conseguiram aproximar o valor da tensdo em A com maior
exatiddo. Observa-se que a medida que a ordem dos elementos hipersingulares aumenta,

diminui o ndmero de nés, mas ainda sim se consegue preservar os bons resultados.
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A titulo de comparacdo, o mesmo problema foi analisado pelo software ANSYS por
meio do MEF fazendo uso de 7426 elementos de ordem quadratica. O resultado apresentado
para ox ao longo do trecho OAB é apresentado pela Figura 5.5. Note-se a semelhanca dos

resultados apresentados por ambos 0s métodos numéricos.

O, 35 T
- 30,40
30 < —

25 %
20 %\ | —— ANSYS|
15 K

10 . S Dot

5

0

000 0,25 050 0,75 100 1,25 1,50 1,75 2,00

Figura 5.5 Resultados obtidos via MEF

Fica evidente por meio destes graficos que o MEC consegue capturar o efeito da
concentracdo de tensGes sendo Util em problemas que apresentem essa caracteristica como a

propagacédo de fissuras, por exemplo.

5.2 EXEMPLO 2 - CHAPA TRACIONADA

O segundo exemplo é dedicado ao estudo do comportamento estrutural global de um
solido considerando a formacdo e propagacdo da fissura coesiva. Este problema foi escolhido
devido ao fato de poder ser resolvido por meio do equacionamento analitico apresentado na
Resisténcia dos Materiais. Portanto, a solucdo analitica proporcionara resultados que servirdo
de parametro para a validacdo do cddigo computacional desenvolvido. As caracteristicas
geométricas sdo mostradas pela Figura 5.6. Trata-se de uma chapa solicitada em tracdo pura.

A tracdo é provocada por um deslocamento prescrito de 0,020 m em sua extremidade direita.
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Figura 5.6 Chapa tracionada

A lei coesiva adotada para esse exemplo, por ora, serd a linear, enquanto o operador
para a correcao nao linear serd o constante (O.C.). A resisténcia a tracdo sera 3 MPa e energia
de fratura de 0,015 MN/m. A tolerancia adota para convergéncia sera de 10 MPa para tensdo
coesiva. Admite-se gque caso ocorra fissura, ela se iniciard no ponto B que se situa no ponto
médio do lado AC. A Figura 5.7 ilustra a malha utilizada para processar o exemplo sendo que
0s pontos contiguos indicam a existéncia de nés duplos. A malha de contorno € composta por
seis elementos de ordem cubica descritos com formulacdo singular. A fissura sera modelada
por elementos de ordem cubica. Observa-se que no ponto monitorado para o surgimento da
fissura deve haver encontro de elementos descontinuos (né duplo) para que se permita a

abertura da fissura.

g 3 e st e e o
d=066m d=066m
B
d=033m d=033m
H
d=066m_ d=066m_ &

Figura 5.7 Malha de contorno para exemplo 2

O resultado de forca versus deslocamento para o ponto C é mostrado pela Figura 5.8.

Esse grafico mostra a resposta ndo linear global da estrutura quando submetido ao
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carregamento indicado. Inicialmente a estrutura apresenta comportamento elastico linear até o
material atingir a sua resisténcia a tracdo (3,0 MPa). Nesse momento surge uma fissura
ficticia que inicia em B e que se estende por toda altura do solido, ja que o estado de tensdo é
constante. Uma vez atingida a resisténcia f; a lei constitutiva coesiva deve ser obedecida na
regido em que se estabeleceu a fissura, enquanto que a elasticidade linear permanece valida

para o restante do corpo.

Os incrementos de carga que sdo dados posteriormente ao pico de resisténcia
promovem uma abertura das faces da fissura que por sua vez provocam uma diminuicdo da
capacidade de transferéncia de esforcos normais entre as faces. Este comportamento esta
configurado no trecho descendente do grafico (Figura 5.8). Quando o deslocamento aplicado
na estrutura atingir o valor da abertura critica da fissura (w, = 0,01) ocorre uma separagdo
total das faces da fissura ficticia dando origem a uma fissura visivel que provocard a fratura
do corpo. Como a fissura ocupa o trecho correspondente a altura do sélido, ocorrera uma
separacao fisica do solido em duas partes, e entdo estingue-se a capacidade portante da

estrutura (correspondente ao trecho horizontal da Figura 5.8 entre 0,01m e 0,02 m).

A captura dos efeitos que ocorrem apds a separacdo fisica sdo possiveis com o MEC,

enquanto com o MEF a matriz de rigidez torna-se singular devido ao movimento de corpo

rigido.
3,5
3 —H
2,5
—_ H = MEC - Dipolo
Z 2 —
£ H O Analitico
[v]
= h
[=] 1,5 1 H
("™
1
0,5
0 & T '
0 0,005 0,01 0,015 0,02

Deslocamento (m)

Figura 5.8 Forca x Deslocamento da face C
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A Figura 5.9 mostra a variacdo das tensdes coesivas durante o processo de fratura do
corpo. E possivel observar o critério obedecido pelo programa durante o processamento do
exemplo, para um ponto fonte situado na regido fissura. Inicialmente a estrutura como um
todo apresenta comportamento eléstico linear, logo ndo existe descontinuidade (abertura de
fissura). Quando a estrutura atinge o pico de resisténcia, a fissura surge e da origem ao
processo de afastamento entre as faces (modo I) até atingir o ponto de abertura méxima. Fica

clara a recuperacdo da lei coesiva inserida como parametro de entrada (no caso linear).

3,5

=—=MEC - Dipolo

Eﬂ O Analitico
s Ty

0 & | .
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

Abertura de fissura (m)

\-I\.J
3] i

Tesnsdo coesiva (MPa)

=
~

= wu
fan]
=)

Figura 5.9 Lei constitutiva coesiva linear

Uma informacdo interessante pode ser extraida deste exemplo. Para tanto, tomam-se
0s pontos PF4 e PF5, localizados respectivamente & esquerda e a direita do ponto B, conforme
ilustra a Figura 5.10.

PF4 | PF5
v

|
|
|
|
|
A B C

gy

Figura 5.10 Localizacdo dos pontos PF4 e PF5
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A resposta da estrutura, em termos de deslocamentos no ponto PF4, é mostrada pela
Figura 5.11, tendo em vista duas situacOes: a primeira delas se refere a uma analise elastica
linear (sem possibilidade de formacdo de fissura) enquanto que a segunda considera a analise
de fissuracdo por dipolos. O que se observa é que enquanto o pico de resisténcia a tracdo nao
é atingido, as curvas das duas andlises sdo coincidentes. Ap6s o pico, 0 ponto PF4, na analise
correspondente ao sélido fraturado, passa a se deslocar cada vez menos frente ao que se
deslocaria na situacdo elastica linear. Esse comportamento continua até que o ponto PF4 ndo
se desloque mais, momento este que coincide com o instante em que ocorre a separacao fisica
do sdlido. Isto mostra que ao atingir a ruptura, o ponto PF4, e consequentemente todo o lado

esquerdo do solido, permanece em repouso, conforme o esperado.

0,0050
0,0045 -~
0,0040 pad
0,0035 /
0,0030 /
0,0025 / = Sem fissura
0.0020 / == Com fissura
0:0015 /
0,0010 /

] /
0,0005

|~
0,0000 T T = 1 1 1

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012
Deslocamento imposto 3 estrutura (m)

)

{m

Deslocamento de PF 4

Figura 5.11 Deslocamento do ponto PF 4 (esquerda da fissura)

Quanto a parcela direita do corpo, representado na Figura 5.12, esta segue
comportamento  semelhante. Inicialmente os deslocamentos sdo similares até atingir a
resisténcia a tracdo do material. A partir dai o lado direito do corpo fissurado comeca a se
deslocar mais do que deslocaria caso a fissura ndo existisse. Esse comportamento continua até
que ocorre a separacgdo fisica do corpo. Nesse caso 0 ponto PF 5, e consequentemente todo o
lado direito, apresenta deslocamento igual ao deslocamento imposto, fato que também

corresponde ao esperado.



0,0120
0,0100
0,0080
0,0060
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0,0020
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0,0000
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Deslocamento imposto a estrutura (m)

Figura 5.12 Deslocamento do ponto PF 5 (direita da fissura)
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Foram realizados testes adicionais para verificar o0 comportamento da estrutura quando

a lei coesiva for alterada, mantendo os mesmos dados de geometria, carregamento, parametros

fisicos e malha, ja expostos, bem como o O.C.

A resposta evidenciada pelo corpo, em termos de forca x deslocamento, quando
submetido a lei coesiva bilinear é mostrado pela Figura 5.13.

3,5
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2,5

=
5 2
® = MEC - Dipolo
6 15 }
- O Analitico

1

0,5
0 E

0,01
Deslocamento (m)

Figura 5.13 Forga x Deslocamento para a face C (lei bilinear)

O comportamento da forca coesiva manifestada na regido fissura € mostrado pela

Figura 5.14.
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Figura 5.14 Lei constitutiva coesiva bilinear

As respostas mostradas pelas duas figuras acima correspondem ao esperado para a lei

coesiva em questao.

O mesmo procedimento foi realizado para a terceira lei coesiva, a saber, exponencial,

obtendo o comportamento mostrado pela Figura 5.15

35

.

Forgca (MN)

15 —H_ = MEC - Dipolo

1 Analitico

0,5

0 0,005 0,01 0,015 0,02
Deslocamento (m)

Figura 5.15 Forca x Deslocamento para a face C (lei exponencial)

J& a resposta coesiva observada é mostrada pela Figura 5.16.
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Figura 5.16 Lei constitutiva coesiva exponencial

Ambos 0s comportamentos acima correspondem ao esperado.

Resta investigar os efeitos pertinentes & solucdo do sistema ndo linear utilizando o
O.T., ja que os resultados acima foram obtidos considerando o O.C. Para tanto, as analises
acima foram processadas novamente considerando a formulagdo apresentada no item 4.7. Os
resultados obtidos foram exatamente os mesmos ja comentados conforme se verifica na
Figura 5.17.

3,5

- Linear O.C.
Z -

E, [0 Linear O.T.
§- Bilinear O.C.
S

O Bilinear O.T.

Exponencial O.C.

~  Exponencial O.T.

0 0,005 0,01 0,015 0,02

Deslocamento (m)

Figura 5.17 Comparacdo entre operadores constante e tangente (face C)
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A coincidéncia de resultados apresentada esta de acordo com o esperado, uma vez que
a resposta fisica da estrutura ndo pode variar com o método escolhido para solugdo do sistema
de equacdes. Entdo, o uso do operador tangente é vantajoso, em termos gerais, sob o ponto de
vista computacional, jA& que conduz a mesma resposta utilizando menor nimero de iteraces.
A Tabela 5.2 apresenta dados sobre a economia alcancada em termos de ndmero total de
iteracoes.

Tabela 5.2 - NUmero total de iteragdes na analise

Lei coesiva Operador Constante Operador Tangente Economia (%) no
iteracdes iteracoes numero de iteracfes
It It de it
Linear 292 75 ~74%
Bilinear 312 76 ~76%
Exponencial 298 148 ~50%

Em dltima analise, esse exemplo, que possui simples condicdes de vinculagcdo e
carregamento, permite inferir que a formulagdo da fissura coesiva por meio do termo integral
envolvendo dipolos consegue reproduzir o comportamento global esperado do sélido
fraturado. Além disso, o operador tangente mostrou ser uma importante ferramenta para a

reducdo do tempo de processamento.

Agora, € possivel partir para andlises mais elaboradas em termos de vinculagdo e
carregamento a fim de verificar a eficacia da formulagdo apresentada. Nesse sentido, seguem

0s proximos exemplos.

5.3 EXEMPLO 3 - VIGA SOBFLEXAO EM TRES PONTOS SUBMETIDA A MODO |

O presente exemplo trata de uma viga de concreto com entalhe inicial submetida a um

ensaio de flexdo por trés pontos realizado experimentalmente por SALEH (1997). Anélises
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numéricas envolvendo o MEC Dual foram desenvolvidas por Leonel (2009). Os dados
geométricos sdo mostrados pela Figura 5.18 enquanto que oS parametros materiais Sdo:
modulo de elasticidade longitudinal, E = 30000MPa, coeficiente de Poisson, v = 0,15,

resisténcia a tragdo, f, = 3,0MPa e energia de fratura G, = 75N /m.

“

0,20m
[ 0,50m

0,40m ‘ 0,40m

Figura 5.18 Geometria da viga ensaiada

Para analisar esse exemplo, as trés leis coesivas (linear, bilinear e exponencial) serdo
consideras. O carregamento sera aplicado em 24 passos adotando tolerancia de 1 -10~° para
convergéncia baseada em tensbes coesivas na ZPl. A malha de contorno constitui-se de 35
elementos descontinuos de ordem cubica, e 2 elementos lineares descontinuos na extremidade
superior do entalhe, para propiciar abertura, totalizando 144 nos inicialmente. Nesse exemplo
o entalhe foi modelado como contorno externo possuindo abertura de 2 mm. Os incrementos

de fissura serdo representados por elementos lineares descontinuos.

A Figura 5.19 apresenta um grafico da resposta da estrutura em termos de forca X
deslocamento. Além do resultado experimental, os resultados numéricos, considerando a
formulaggio MEC Dual, sé&o apresentados. As denominagOes Linear, Bilinear e Exponencial
indicam a lei coesiva utilizada na formulagdo por dipolos (capitulo 4) utilizando O.C. para

solucdo do sistema de equacoes.
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Figura 5.19 Confronto entre resultados numéricos e experimentais

De maneira geral, é possivel constatar que a formulacdo por dipolos foi capaz de
capturar o comportamento ndo linear da estrutura. Inicialmente, 0 modelo numérico apresenta
resposta mais rigida em relacdo ao experimental. Ainda sim, se obtém razoavel aproximacdo
para carga de pico. O trecho descendente apresentou maior flexibilidade que o real. Observa-
se uma semelhanca entre as respostas via modelo MEC Dual e via dipolos.

E importante mencionar que, a malha do contorno influencia sobremaneira 0s
resultados globais. Os dados apresentados pela Figura 5.19 foram obtidos apds sucessivos
refinamentos até atingir um ponto em que o0s resultados ndo mais variassem. Deste modo, uma
analise de convergéncia de malha é uma opcdo adequada para uma obtencdo mais direta da

resposta final.

A Figura 5.20 ilustra o processo de propagacdo da fissura a partir do entalhe central.
Os dados foram obtidos para alguns passos de carregamento e fissura mantida fixa a direcao

de propagacao.
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Figura 5.20 Evolugéo da fissura coesiva

A resposta coesiva também foi avaliada durante a andlise e é mostrada pela Figura

5.21. Observe-se que a tensdo coesiva atinge valor nulo quando a lei linear ou bilinear é

utilizada. Isto significa que esse ponto, correspondente ao primeiro ponto fonte da fissura

ficticia acima do entalhe, apresenta fissura visivel e faz parte de uma macrofissura.
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Figura 5.21 Resposta de tensao coesiva
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Com respeito ao O.T. os resultados observados s&o idénticos aos do O.C. em termos
gerais. Os dados da Tabela 5.3 mostram os efeitos do uso do O.T. no que se refere ao niimero

de total de iteracdes.

Tabela 5.3 - Comparativo de iteragdes do exemplo 3

Lei coesiva Operador Constante Operador Tangente Economia (%) no
iteragoes iteracoes numero de iteragdes
It it de it
Linear 31002 9549 ~69%
Bilinear 154533 52085 ~66%
Exponencial 158136 31639 ~80%

Embora os resultados mostrados pela tabela acima sejam satisfatorios ressalta-se que o
algoritmo de correcdo ficou mais sensivel a malha de contorno, requerendo ainda mais
cuidado com respeito ao refinamento adotado para a analise. O grafico da Figura 5.22
representa 0 comportamento global em termos de forga Xx deslocamento considerando o

operador tangente nas comparagdes.
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Figura 5.22 Resposta néo linear da estrutura
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Esse exemplo apresenta apenas 0 modo | de propagacdo. Isto significa que a fissura
ndo tem mudanca de direcdo durante o caminho de propagacdo. De acordo com o0s resultados
numéricos observados, a formulacdo integral por dipolos conseguiu capturar os efeitos nao
lineares decorrentes do processo de fissuragdo e propagacdo. Cabe averiguar se a formulacéo
proposta consegue capturar o comportamento quando a direcdo de propagacdo ndo é fixa, ou
ainda, quando existe a inclinacdo da fissura a medida que o processo evolutivo se desenvolve.
Nesse caso surge 0 modo misto de propagacdo composto pelos modos | e Il. Esse caso sera

investigado no exemplo seguinte.

54 EXEMPLO 4 - VIGA SUBMETIDA A MODO MISTO (I —11)

O exemplo final de aplicacdo é uma viga de concreto com entalhe central submetida a
um ensaio de cisalhamento. Os dados experimentais foram apresentados por Galvez et al.
(1998). As informacdes sobre a geometria e vinculagdo do modelo estdo contidas na Figura
5.23. Os parametros materiais sdo: mddulo de elasticidade longitudinal E = 37000MPa,
coeficiente de Poisson, v = 0,20, resisténcia a tracdo, f, = 3,0MPa e energia de fratura,
G; = 69N /m.

150mm

75mm

37,5mm 225mm 75mm 150mm 150mm 37,5mm

675mm

Figura 5.23 Dados geométricos do Exemplo 04
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Assim como nos exemplos anteriores, as trés leis coesivas foram consideradas. A
convergéncia adotada é 1-10~* para tensdes coesivas na ZPl. O carregamento foi aplicado
em 24 passos. Quanto a malha do contorno, foram utilizados 65 elementos de contorno de
ordem culbica e 2 elementos de ordem linear, no topo do entalhe, todos descontinuos,
totalizando 264 nés na malha inicialmente. O entalhe foi considerado como contorno externo
com abertura de 2 mm. Os incrementos de fissura constituem-se de elementos de ordem linear
descontinuos. Os resultados obtidos em termos de forca x deslocamento sdo mostrados pela
Figura 5.24. Os dados numéricos relativos ao MEC Dual estdo de acordo com Leonel (2009).
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Figura 5.24 Resposta forca deslocamento Exemplo 04

Nota-se que 0 modelo numérico se comporta de maneira mais rigida em relacdo ao
real. Isto é esperado, uma vez que se tenta reproduzir infinitos graus de liberdades por meio
de um numero discreto de pontos sobre o contorno. Convém ressaltar que inicialmente

adotou-se uma malha pré-definida que foi refinada sucessivamente até que o comportamento
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da estrutura ndo mais se alterasse de maneira significativa, obtendo a malha descrita

anteriormente.

Em termos gerais, o comportamento ndo linear pdde ser capturado pela formulacéo
com dipolos, sendo que a lei coesiva bilinear a que melhor aproximou a carga de pico. No
ramo descendente foi observada a perda de estabilidade do algoritmo causando quedas
abruptas das curvas da Figura 5.23. Esse fato fica evidente ao observar o grafico da Figura
5.25 que mostra longos trechos retos na curva de resposta coesiva, independentemente da lei
utilizada.
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Figura 5.25 Resposta coesiva da estrutura

No comportamento real da estrutura se observa a presenca de uma instabilidade
conhecida como snap back. Como essa instabilidade ocorre justamente no trecho
correspondente ao salto no diagrama acima, pode-se inferir que o algoritmo de solucdo nédo
linear proposto neste trabalho ndo é habil o bastante para lidar com esse fenémeno. Uma
alternativa para resolver esse problema, poderia ser o desenvolvimento de um algoritmo
complementar baseado no arc length, semelhante aos casos conhecidos da Teoria da
Plasticidade. Outra maneira possivel, indicada por Venturini (1995), € o rearranjo das
equacdes do sistema ndo linear de modo que se possa ter outra variavel guia que ndo seja o

deslocamento ou a forca de superficie, como a abertura de fissura, por exemplo.
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Quanto ao caminhamento da fissura, a Figura 5.26 mostra a configuragdo da fissura
em determinados instantes da andlise. E possivel notar que a fissura tende a seguir um
caminho que a conduza a uma regido préxima de onde o carregamento é aplicado. O resultado
experimental foi inserido para fins de comparagcdo. Nota-se um comportamento coerente com

as observacgoes reais.

*
*

*
Py

Experimental

Numérico

Figura 5.26 Evolucdo da fissura
No que se refere ao uso do operador tangente, para esse exemplo, os resultados foram
satisfatorios, pois reproduziram os obtidos com o operador constante. Novamente o carater

local das correcdes foi levado em consideracdo em ambos os operadores. A Tabela 5.4 traz

informacdes referentes ao nimero total de iteragBes, bem como a economia alcancada.

Tabela 5.4 Numero de iteracBes do exemplo 04

Lei coesiva Operador Constante Operador Tangente Economia (%) no
(iteracOes) (iteracOes) nimero de iteragdes
Linear 2174 687 ~68%
Bilinear 2637 721 ~73%
Exponencial 4979 740 ~85%

Em termos gerais 0s resultados obtidos para propagacdo em modo misto desse
exemplo foram satisfatorios mostrando que a formulacdo por dipolos também pode ser usada

para esse fim.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Essencialmente, o presente trabalho abordou o desenvolvimento de uma formulacdo
alternativa do MEC para a modelagem do processo de propagacdo de fissuras em corpos
bidimensionais formados por materiais quase frageis. Esses materiais possuem a ZPlI
composta por microfissuras que tendem a coalescer e originar novas fissuras, conferindo um

comportamento altamente ndo linear ao solido em questao.

O modelo utilizado para simular a presenca da ZPI, embora existam outros, foi 0 MFF.
Este modelo mostrou ser adequado para simular a presenca da zona coesiva, especialmente,

quando em conjunto com a formulagdo do MEC discutida no trabalho.

A formulagdo alternativa do MEC foi derivada a partir da degeneragcdo da integral de
dominio do termo classico de tensGes iniciais. Esse procedimento deu origem a uma nova
variavel, o dipolo, que permitiu inserir correcdes no campo de tensbes elastico, possibilitando
a analise ndo linear. Para descobrir a distribuicdo adequada de dipolos foi necessaria a criacao
de elementos de contorno isoparamétricos de alta ordem, que exercem tanto a funcdo de

interpolar o campo de dipolos quanto a de servir como caminho para propagacao de fissuras.

O comportamento ndo linear das estruturas analisadas pOde ser descrito de maneira
satisfatoria por meio da formulacdo proposta, utilizando trés equacdes para representar a ZPlI,
e com isso, mostrou ser uma possivel alternativa ao consagrado modelo Dual, que utiliza
quatro equacBes para modelagem equivalente da zona de processos, no campo de analise da

propagacao de fissuras.

O processo de reaplicacdo de esforcos excedentes ao critério por meio dos dipolos foi
inicialmente implementado com o O.C., constituindo um método classico de analise. PAde-se
observar um comportamento estvel dessa técnica de solu¢do. Posteriormente, foi deduzido e
implementado o O.T. consistente que evidenciou ser uma alternativa vantajosa em termos
computacionais, uma vez que alcangou a mesma resposta do O.C. em consoante com

redugBes substanciais no ndmero total de iteracdes.

No que se refere a formulacdo classica do MEC, o presente trabalho fez uso de

elementos de contorno de alta ordem, contribuindo para a difusdo do seu uso.
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Quanto as singularidades inerentes ao MEC, utilizou-se o MSS por meio de um
elemento reto tangente no ponto fonte. Esse procedimento foi satisfatorio e possibilitou a

utilizacdo de integracdo numeérica de Gauss sem maiores dificuldades.

Desse modo, considera-se que foram atingidos os objetivos a que se propés a presente

pesquisa.

E possivel sugerir vérias possibilidades de investigagbes futuras a partir das

formulagdes apresentadas ao longo do trabalho.

Nesse sentido, a extensdo das formulagfes, aqui discutidas, para mdltiplos dominios
poderia ser utilizada no estudo de propagacdo de fissuras coesivas em materiais que possam

ser tratados como multifasicos.

Pode-se ainda promover estudos relacionados a dominios reforcados com fibras, por

exemplo, utilizando acoplamento MEC-MEF em que fissuras estejam presentes no dominio.

Outra sugestdo seria a investigacdo dos efeitos de mdltiplas fissuras do dominio de

interesse, tendo em vista 0s processos de coalescéncia e/ou arrestamento.

E possivel a incorporagdo da energia de fraturamento ao cisalhamento nas
formulacGes, embora formas experimentais de identificacdo dessa energia ainda ndo sejam

consensuais entre 0s pesquisadores.

No que se refere aos efeitos dependentes do tempo, estes podem ser incorporados nas
formulacGes por dipolos, resultando em uma maneira alternativa de modelar o comportamento

de materiais e estruturas que estejam suscetiveis a deformac@es de fluéncia.

No campo da fadiga dos materiais, pode-se modelar a propagacdo de descontinuidades
em regime de fadiga de baixo ciclo, em que a estrutura é solicitada por tensdes superiores ao

limite elastico linear, levando a comportamentos ndo lineares.

Apesar dos bons resultados, a formulacdo discutida ndo foi capaz de reproduzir
convenientemente situacdes em que exista snap back. Logo, um recurso de valia que pode ser
investigado é o uso do arc length como algoritmo complementar para solu¢do do sistema nao

linear em questdo, com intuito de minimizar ou eliminar os efeitos dessa instabilidade.
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