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Resumo

PRADO, E. B. T. (2013). Utiliza¢ao de Métodos Computacional e de Homogeneizagao na
Investigag¢ao do Comportamento Eldstico Nao-Linear de Laminados. Tese (Doutorado) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2013.

A teoria de elasticidade nao-linear é apropriada para a investigacao de instabilidades
materiais relacionadas ao amolecimento e a formacao de bandas de cisalhamento. Estes
fenomenos podem surgir em compodsitos constituidos de fases que, isoladamente, nao a-
presentam tais fenomenos sob as mesmas condicoes de carregamento. O objetivo prin-
cipal desta tese de doutorado ¢ utilizar métodos computacional e de homogeneizacao na
investigacao do comportamento de laminados bifasicos compostos de laminas elasticas
nao-lineares. Em particular, utilizam-se o método dos elementos finitos (MEF) cldssico
e os métodos de homogeneizacao assintética (MHA) e de segunda ordem tangencial para
gerar resultados computacionais e analiticos que possam ser comparados entre si. Com
este objetivo em mente, estuda-se primeiramente o comportamento efetivo de bilami-
nados compostos por distribuicoes periddicas de laminas elastico-lineares, homogéneas e
isotrépicas. Os bilaminados estao em equilibrio na auséncia de forcas de corpo. Gera-se
uma sequéncia de bilaminados com niumero crescente de laminas e simulam-se ensaios
de tracao uniaxial no regime de pequenas deformacoes utilizando malhas de elementos
finitos refinadas. Resultados destas simulagoes computacionais sao comparados a resul-
tados analiticos obtidos de ensaio de tragao uniaxial similar de um sélido homogeneizado
via MHA. Os resultados computacionais tendem aos resultados analiticos a medida que o
nimero de laminas na sequéncia de bilaminados tende ao infinito. Em seguida, investiga-
se o comportamento efetivo de bilaminados compostos por distribuicoes periddicas de
laminas elasticas nao-lineares, homogeéneas, quase-incompressiveis e isotrépicas submeti-
dos a condicoes de deformagao impostas em seus contornos. Utilizando-se o método de
homogeneizacao de segunda ordem tangencial, determinam-se as propriedades efetivas
dos bilaminados. Estas propriedades sao utilizadas na condicao de Legendre-Hadamard
para predizer perda de elipticidade das equacoes governantes. A violacao desta condigao
estd relacionada a formacao de bandas de cisalhamento no compésito. Utilizando malha
de elementos finitos refinada, simula-se numericamente o problema de equilibrio de um
bilaminado com nimero elevado de laminas na auséncia de for¢a de corpo e sujeito a
deformagoes impostas no contorno. Os resultados computacionais predizem perda de
elipticidade para um nivel de deformagao préximo ao nivel de deformacao da perda de
elipticidade predita pelo método de homogeneizacao. Os resultados analiticos e computa-
cionais indicam que a perda de elipticidade é fortemente influenciada pelo contraste de
heterogeneidade entre as fases e pelas condigoes de contorno.

Palavras-chave: Elasticidade; Método dos Elementos Finitos; Métodos de Homogeneizagao;
Bilaminados; Instabilidades Materiais.






Abstract

PRADO, E. B. T. (2013). Use of Computational and Homogenization Methods in the
Investigation of the Nonlinear Elastic Behavior of Laminates. Doctoral Thesis — Sao
Carlos School of Engineering, University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2013.

The theory of nonlinear elasticity is suitable for the investigation of material instabilities
related to softening and formation of shear bands. These phenomena can arise in compos-
ites consisting of phases which, taken separately, do not exhibit such phenomena under the
same loading conditions. The main objective of this thesis is to use both computational
and homogenization methods in the investigation of the behavior of two-phase laminates
composed of nonlinear elastic laminae. In particular, we use the finite element method
(FEM) and both the asymptotic homogenization method (AHM) and the tangent second-
order homogenization method to generate computational and analytical results that can
be compared to each other. With this goal in mind, we study first the effective behavior
of bilaminates composed of periodic distributions of linearly elastic, homogeneous, and
isotropic laminae. The bilaminates are in equilibrium in the absence of body forces. A
sequence of bilaminates with increasing number of laminae is used to numerically simulate
uniaxial tensile tests in the small strain regime using refined finite element meshes. Com-
putational results are then compared with analytical results obtained from a similar tensile
test of a solid homogenized via MHA. The computational results tend to the analytical
result as the number of laminae in the sequence of bilaminates tends to infinity. Next,
we investigate the effective behavior of bilaminates composed of periodic distributions
of nonlinearly elastic, homogeneous, isotropic, and quasi-incompressible laminae that are
subjected to deformation conditions on their boundaries. Using the tangent second-order
homogenization method, the effective properties of the bilaminates are determined. These
properties are used in the Legendre-Hadamard condition to predict loss of ellipticity of
the governing equations. Violation of this condition is related to the formation of shear
bands in the composite. Using refined finite element meshes, we simulate numerically the
problem of equilibrium of a bilaminate with a high number of laminae in the absence of
body force and subjected to deformation conditions on the boundary. The computational
results predict loss of ellipticity at a deformation level close to the deformation level for
which loss of ellipticity is predicted by the homogenization method. The computational
and analytical results indicate that the loss of ellipticity is strongly influenced by both
the heterogeneity contrast between the phases and the boundary conditions.

Keywords: Elasticity; Finite Element Method; Homogenization Methods; Bilaminates;
Material Instabilities.
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1 Introducao

Muitos materiais podem ser considerados compdsitos, naturais ou fabricados pelo
homem, como os materiais de engenharia. Segundo Christensen (2005), as pesquisas em
materiais compdésitos tém inicio no comego dos anos 60. O desenvolvimento acelerado
destas pesquisas nas ultimas décadas levou ao surgimento da area de mecanica dos ma-
teriais compédsitos. As aplicagoes abrangem desde as areas médicas até a engenharia
aeroespacial, passando pela engenharia civil, em que se pode citar o estudo de fracoes
volumétricas de agregados de concreto por Farage et al. (2009), misturas asflticas por
Souza (2005) e o estudo de rochas por Saenger (2008). De acordo com Milton (2002),
compdsitos sao, basicamente, materiais que apresentam heterogeneidades em escalas de
comprimento que sao muito maiores do que a escala atomica, permitindo, portanto, uti-
lizar as equacoes da fisica classica nas escalas de comprimento da heterogeneidade, mas
que sao estatisticamente homogéneos em escalas de comprimento macroscopica, ou, pelo
menos, em algumas escalas de comprimento intermedidrio. Ainda segundo Milton (2002),
uma liga, apresentando desordem na escala atomica, é excluida da definicao de compdsito
(exceto se for uma das fases em um compdésito maior, caso em que é tratada como um
material homogéneo). Para Vasiliev e Morosov (2001), de um modo geral, todo material
formado por dois ou mais componentes que preenchem regidces bem delimitadas entre os
componentes pode ser chamado de material compdsito. Materiais compdsitos propor-
cionam ganhos significativos de resisténcia e reducao de peso quando comparados com
seus constituintes individuais. Além disso, justifica-se o emprego destes materiais quando
se busca distribuicoes 6timas das fragoes volumétricas dos componentes que o constituem

para as aplicagoes desejadas.

Os materiais laminados constituem uma classe de compdésitos de amplo emprego
nas engenharias, principalmente na engenharia aeronautica e aeroespacial. Laminados
correspondem a microestruturas limitantes na classe mais geral de microestruturas par-
ticuladas (LOPEZ-PAMIES; PONTE-CASTAGEDA, 2009). Na Construgao Civil, a grande

vantagem dos laminados é possibilitar o projeto de elementos estruturais flexiveis e re-
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sistentes. Estruturas de amortecimento de vibragoes formadas por camadas de ago e
borracha tém sido empregadas com maior frequéncia na construcao de pontes e outras es-
truturas que necessitem de protecao contra abalos sismicos. No caso de pontes, laminados
sao empregados na fabricacao de aparelhos de apoio, os quais sao utilizados entre a in-
fraestrutura e a superestrutura de uma ponte com os objetivos de transmitir as reacoes da
superestrutura para a infraestrutura e permitir alguma movimentacao da superestrutura
(DEBS; TAKEYA, 2010). Nos casos usuais, empregam-se placas de neoprene intercaladas
com chapas de aco que aderem as camadas elastoméricas durante o processo de vulcan-
izagao, formando um bloco unico. Os aparelhos de apoio assim constituidos sao chamados
de neoprene cintados, ou, fretados. A Fig. 1 traz uma ilustracao de um neoprene fretado
com as principais dimensoes. Eles aliam rigidez e capacidade de carga vertical elevada a
uma grande flexibilidade lateral, permitindo deslocamentos horizontais e rotagoes relati-
vas dos elementos de estruturas em contato com o aparelho. Além destas caracteristicas,
os apoios fabricados de neoprene sao duraveis, exigem pouca manutencao e os detalhes
de projeto sao simples quando comparados a outros tipos de apoios. Laminados sao
muito empregados também em apoios estruturais elastoméricos utilizados nas fundagoes
de edificios e plantas nucleares para protege-los de abalos sismicos. Os apoios devem
suportar carregamentos estaticos, tais como o peso do edificio, e as grandes deformagoes

de cisalhamento no regime sismico.

1) (n — 1) chapas intermedidrias de
aco de espessura ‘e’ (e =2, 3 ou
4 mm no caso geral);

2) “n’" camadas intermedidrias de elas-
tdmero de espessura “t” (t =8, 10,

12 ou 16 mm no caso geral)

3) 2 chapas externas de ago, de espes-

/I/
/ sura 2 mm no caso geral.
e ©
i / 4) revestimento externos de elasto-
mero de espessuras t’ =2a3 mme
— t’’ = 2 a 5 mm no caso geral.

Figura 1: Caracteristicas geométricas do neoprene fretado.
Fonte: Debs e Takeya (2010).

Diversos autores propuseram modelos constitutivos para determinar o compor-
tamento de elastomeros que possam ser utilizados nessas estruturas de protegao, como,
por exemplo, Mooney (1940), Rivlin (1948), Blatz e Ko (1962) e Ko (1963). Investigar
o comportamentos desses materiais é de fundamental importancia para realizar projetos

mais seguros e economicos. Um exemplo de testes executados com esses materiais pode
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ser encontrado no trabalho de Kulak e Hughes (1992).

A presente tese fornece um estudo de materiais laminados formados por fases
constituidas de materiais elasticos. Para laminados formados por laminas de material
elastico-linear sao apresentadas curvas de tensao-deformagcao para uma sequéncia de mal-
has e laminas cujos resultados convergem para resultados obtidos com o Método de Ho-
mogeneizagao Assintética (MHA). No caso de laminados hipereldsticos, sdo apresentados
estudos de instabilidades mecanicas, tais como bifurcacao. Os compdsitos laminados tém
despertado o interesse de varios pesquisadores recentemente, dentre os quais citam-se
Lopez-Pamies e Ponte-Castanieda (2009) e Aguiar e Pérez-Ferndndez (2012). Os resul-
tados obtidos neste trabalho serao tteis na identificacao e entendimento de mecanismos
fisicos inerentes a sistemas materiais com morfologias particuladas mais gerais, tal como no
caso de elastomeros reforcados com fibras, ou, particulas, para os quais o estudo analitico
e computacional é bem mais complexo. Eles também serao uteis na investigacao de uma
classe especial de co-polimeros de interesse comercial crescente, tais como os elastomeros
termoplasticos (TPEs). Estes materiais possuem uma (nano-)estrutura periédica lamelar

(COHEN et al., 2000) semelhante a microestrutura dos laminados investigados nesta tese.

Deve-se destacar que é possivel a combinagao de ambos os métodos, o MHA e o
Método dos Elementos Finitos (MEF'), como pode ser verificado dos estudos realizados por
Berger et al. (2003, 2005a, 2005b), Leén-Meciéds (2006), Berger et al. (2006), Kari, Berger
e Gabbert (2007) e Berger et al. (2007) em que o coeficientes efetivos determinados via
MHA para um volume elementar representativo do compdésito sao utilizados para calcular
as tensoes e deformagoes do sélido homogeneizado correspondente. Outros estudos, como,
por exemplo, o apresentado por Prado e Aguiar (2009) faz a comparagao entre as tensoes
e deformagoes obtidas via MEF e via MHA em um volume elementar representativo no

caso de um material laminado transversalmente isotrépico composto por duas fases.

1.1 Justificativa

Em problemas de engenharia é de grande interesse conhecer o comportamento
global de materiais compositos para obter projetos que otimizem seguranca e baixo custo.
Justifica-se, portanto, desenvolver um método de homogeneizacao que permita calcular
os coeficientes efetivos dos compédsitos. Também é de interesse investigar possiveis com-
portamentos anomalos que possam aparecer da combinagao de materiais que formam as

fases do compésito e que individualmente nao apresentem nenhuma falha nos critérios
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de estabilidade. Assim, uma questao que surge, é saber se o material homogeneizado
também apresenta falhas nos critérios de estabilidade. Esse assunto tem sido explorado
por pesquisadores como Abeyaratine e Triantafyllids (1984), Read e Hegemier (1984),
Lopez-Pamies e Castaneda (2004), Lopez-Pamies e Ponte-Castaneda (2009). Nota-se da
ultima referéncia que o tema continua atual e merece atencao. Neste trabalho investiga-
se o aparecimento de instabilidades materiais em bilaminados hiperelasticos utilizando
métodos numérico e analitico. O método analitico permite construir uma solugao princi-
pal para o problema de um laminado submetido a condicoes de deformacao impostas no
contorno e predizer a deformagao para a qual esta solucao pode bifurcar em uma solucao
secundaria. A contribuicao principal desta tese foi confirmar esta predicao numericamente

e obter uma solucao secundaria.

1.2 Objetivos

Os objetivos principais deste trabalho sao:

e Investigar, a partir do conhecimento da microestrutura, novos comportamentos de

materiais compositos nao-lineares, tais como bifurcacao e amolecimento.

e Aplicar o Método de Homogeneizagao Assintética (MHA) para verificar a ocorréncia

de instabilidade mecanica no material homogeneizado.

e Apresentar e comparar os resultados numéricos obtidos com solugoes analiticas ap-

resentadas na literatura e outras metodologias numéricas propostas.

e Sugerir novos estudos relacionados as aplicacoes de teorias de homogeneizagao assin-

totica e método dos elementos finitos no entendimento das instabilidades mecanicas.

1.3 Metodologia

Neste trabalho, apresentar-se-a os estudos feitos com materiais compdsitos sob
duas abordagens distintas. A primeira delas trata da investigacao do comportamento de
um laminado bifésico linear periddico via MHA e sua comparacao com resultados obtidos
via MEF. A concentracao de cada fase, que é constituida de material elastico, linear e
isotropico, € igual a 0.5 no volume elementar representativo. Inicialmente os coeficientes
efetivos do laminado sao calculados via MHA e plota-se uma curva de tensao versus

deformagao para o caso de um ensaio de tragao uniaxial no compédsito homogeneizado.
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Em seguida, faz-se a simulagao numérica via MEF de um ensaio de tracao uniaxial em
regime de pequenas deformagoes, considerando duas geometrias distintas para o composito
bilaminado, a saber: um quarto de cilindro e um quarto de cubo. Para as simulagoes
numéricas via MEF, em que se varia o nimero de laminas no compdésito, utiliza-se o

software computacional de elementos finitos ANSY'S, Inc. (2010).

Os elementos finitos escolhidos para a simulagao numérica do sélido 3D no caso do
material linear sao do tipo SOLID187, utilizando integracao completa. Esses elementos
finitos sao tetraédricos e permitem interpolacao quadratica dos deslocamentos. Faz-se
uma sequencia de simulagoes numéricas variando o nimero de laminas no compdsito e
plotam-se as curvas de tensao média versus deformagao média na face onde é aplicada
a um carregamento de tracao para cada uma das malhas da sequéncia de ensaios. Os

resultados obitidos via MEF sao entao comparados com os valores obtidos via MHA.

A segunda abordagem constitui um estudo de compésitos formados por laminas
de material hiperelastico, isotrépico e incompressivel. A motivacao desse estudo vem do
trabalho desenvolvido por Lopez-Pamies e Ponte-Castaneda (2009), em que os autores
investigam a presenca de instabilidades mecanicas em um composito hiperelastico homo-
geneizado. Nesta tese, faz-se a simulacao numérica via MEF com a utilizacao do software
ANSYS, Inc. (2010) de uma sequéncia de laminados hipereldsticos sujeitos a um estado
plano de deformacoes, nos quais se varia o nimero de laminas no laminado e as condi¢oes
de contorno. O laminado possui célula peridédica bifasica, na qual a concentragao de cada
fase é 0.7 para o material menos rigido e 0.3 para o material mais rigido. O elemento finito
do ANSYS adotado nesta andlise é o PLANE183 (elemento quadrilateral) para o caso 2D,
utilizando integracao completa. As condic¢oes de contorno aplicadas nos ensaios numéricos
do material hiperlastico adotado sao as mesmas condicoes utilizadas por Lopez-Pamies
e Ponte-Castaneda (2009). Todos os elementos finitos adotados nesse trabalho sdo do
tipo serendiptico, cujos os elementos desenvovidos até a atualidade nao possuem noés no
interior do elemento finito. Os resultados serao apresentados para o bilaminado com 256

laminas.

Pode-se resumir a estratégia de andlise que serd adotada da seguinte maneira:
o compdsito de material linear é abordado do ponto de vista tedrico via MHA e via
MEF, cujos os resultados sao comparados; em seguida, tendo-se por base os estudos em
material linear, aborda-se o material hiperelastico via MEF e busca-se a relacao com o es-
tudo tedrico de Lopez-Pamies e Ponte-Castaneda (2009), na investigacao de instabilidades

mecanicas e a comparacao com resultados obtidos por meio do MHA.
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1.4 Organizacao da Tese

O presente trabalho esta organizado como descrito a seguir.

Na Secao 2, apresenta-se uma revisao da bibliografica, compreendendo diversos
trabalhos relacionados ao estudo do comportamento mecanico, das propriedades materiais
e instabilidades mecanicas em materiais compédsitos de diferentes tipos. Com respeito ao
estudo de instabilidades mecanicas, alguns trabalhos e conceitos sao apresentados na Se¢ao
2.2, em que se define o conceito de amolecimento que posteriormente sera utilizado nas

investigagoes propostas neste trabalho.

Na Secao 3 apresentam-se os fundamentos da mecanica classica . Apos introduzir
os conceitos elementares, discute-se na Sessao 4 um Problema de Valor de Contorno
(PVC) Misto sobre um meio eldstico-linear, anisotrépico e heterogéneo. Esse estudo tem
por base os trabalhos de Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992), Figueiredo e Viano
(2005) e Bravo-Castillero (2009). Nessa discussao, recorrer-se-a a aspectos importantes
sobre as propriedades de simetria e positividade dos coeficientes de elasticidade linear,
assim como da energia de deformacao elastica e sua importancia para verificar a solugao
de tais problemas. Serao mostradas diferentes abordagens: classica, variacional e de
otimizacao. Discussao sobre a unicidade de solucao e equivaléncia das forma forte e
fraca é apresentada no Apéndice A. Esse estudo serve para a formulagao de problemas
que envolvam um meio elastico-linear, anisotropico e heterogéneo, fornecendo as bases
para modelagens de materiais compédsitos no contexto da teoria de elasticidade linear
classica que venham a aplicar métodos oriundos de principios variacionais, como o MEF,
ou métodos de homogeneizacao, como o MHA. Para uma fundamentacao a respeito do
MEF, cita-se o trabalho de Hughes (1987). A aplicagao do MHA aos problemas da teoria
de elasticidade pode ser encontrada em Bakhvalov e Panasenko (1989), Oleinik, Shamaev

e Yosifian (1992), Cioranescu e Donato (1999), Allen (2001), Milton (2002).

Na Segao 5, apresentam-se os fundamentos e aplicagoes do MHA. Para ilustrar
melhor o método, desenvolve-se na Secao 5.1 uma aplicacao do MHA ao estudo de um
PVC da Teoria da Elasticidade Linear Classica. O problema estudado é um PVC do tipo
Dirichlet para solidos anisotrépicos e heterogéneos, nos quais as propriedades do solido sao
descritas pelos 81 coeficientes Cj;,; do tensor de elasticidade do material em um sistema
fixo de coordenadas (CCR). Assume-se a elasticidade de Green, de modo que apenas
21 coeficientes sao independentes. O MHA é aplicado na construcao de uma solucao

assintotica formal de uma familia de PVCs com coeficientes periddicos rapidamente os-
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cilantes. Demonstra-se a preservagao das condicoes de simetria e de positividade do tensor
de elasticidade do problema homogeneizado. Ressalta-se que as fases dos compdsitos con-
siderados na Secao 5.1 deste trabalho sao anisotrépicas. Desse modo, compédsitos contendo
fases ortotropicas, transversalmente isotrépicas e isotrépicas, comumente empregados em

aplicagoes de engenharia, sao casos particulares dos compositos tratados nessa secao.

Os principais resultados obtidos para o estudo do bilaminado elastico-linear e
o nao-linear utilizando o MHA e o MEF sao apresentados e discutidos na Secao 6.
Nas Secoes 6.1 e 6.2 resolvem-se os problemas dos laminados bifasicos elastico-linear e
hipereléstico, respectivamente, via MEF utilizando o software computacional de elemen-
tos finitos ANSYS, em que se utiliza a programagao APDL (ANSYS Parametric Design
Language) para gerar os laminados de forma automatizada e para obtengao dos campos
de deslocamento, tensao e deformacao. Para maiores detalhes sobre essa programacao,
pode-se consultar ANSYS, Inc. (2010). Adicionalmente, apresentam-se nessa se¢ao 0s
resultados relativos ao compésito bifasico linear e a comparacao com o MHA. No caso dos

compésitos laminados hiperelasticos, sao apresentados estudos sobre amolecimento.

Apresentam-se na Secao 7 as conclusoes a respeito dos trabalhos desenvolvidos

nesta tese e algumas sugestoes para a continuidade dos trabalhos.

A lista de referéncias citadas no corpo da tese encontra-se ao final desta.



26



27

2 Revisao Bibliografica

Nesta se¢ao realiza-se uma revisao bibliografica de trabalhos relevantes na area
de determinacao de coeficientes elasticos em materiais compdsitos e estudos do compor-
tamento mecanico. Observa-se desta revisao que a area de estudo tem pouco mais de
meio século de desenvolvimento e que integra diferentes areas da engenharia, devido as

possibilidades de aplicacoes desses materiais.

2.1 Consideragoes Gerais sobre Compositos e Métodos de Homo-
geneizacao

Varios sao os estudos para prever o comportamento mecanico de compositos, que
em sua maioria requerem inicialmente a determinacao das propriedades elasticas desses
compositos. Nesse sentido, autores como Christensen (2005) apresentam uma revisao
das diferentes abordagens para determinar as propriedades elasticas efetivas de diferentes
compésitos e lembra que os teoremas de minimo podem ser utilizados para obter limites
sobre essas propriedades efetivas. Para tanto, procede-se pelo uso de campos admissiveis
que sejam os mais simples possiveis, envolvendo tensoes uniformes, ou deformagoes uni-
formes, através de todas as fases do solido heterogéneo. Considere o caso de um material
compdsito que é macroscopicamente isotropico e que contém n fases diferentes. Assu-
mindo um estado de deformacgoes uniforme através de todas as fases imposto por um
campo de deformagoes que varia linearmente com a tensao, segue imediatamente do teo-
rema de minimo potencial de energia e da definicao de propriedades efetivas por meio da
equivaléncia energética que os médulos efetivos sao limitados por

n

k<D gk eRY, <Y Dl pe R, (2.1)
i=1 i=1

em que n é o nimero de fases, £ é o médulo volumétrico da fase i, £ é o médulo de
elasticidade ao cisalhamento da fase i e ¢; é a fracao de volume da fase 7, sendo considerado

para a obtengao de (2.1) estados separados de dilatacao e cisalhamento simples. De modo
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alternativo, para um estado uniforme de tensao ao longo de todo o material, combinado

com o teorema de minima energia complementar, resulta

o)

<Zﬁ(i),

1
i=1 - pt)

x|

(2.2)

A combinagao de (2.1) e (2.2) resulta

Segundo Christensen (2005), no entanto, os limites previstos por Voigt (limite
inferior), dado pelos termos que estao a esquerda de k e p em (2.3), e Reuss (limite
superior), dado pelos termos que estao a direita de k e p em (2.3), sdo tao distantes
de materiais compositos tipicos que estes limites nao apresentam nenhum valor pratico.
Esse autor destaca que certamente pode-se obter uma informacao mais explicita sobre
propriedades efetivas especificando a geometria das fases que formam o compdsito, mas
busca dar informacao mais explicita possivel em termos de limites sem especificar a ge-
ometria de cada fase. Entre algumas questoes colocadas estao, por exemplo, se é possivel
obter limites mais estreitos do que aqueles envolvidos em (2.3) sem especificar a geometria
da fase. O autor coloca ainda que uma resposta intuitiva a esta pergunta é nao e questiona
como encontramos o campo admissivel apropriado para o uso além dos campos uniformes
ja utilizados para obter (2.3) sem que a geometria de cada fase seja especificada. Apds
estas questoes citadas, o autor destaca que a resposta a primeira pergunta é sim, ou seja,
que iremos encontrar limites mais estreitos e mais significativos do que aqueles em (2.3).
Autores como Hashin e Shtrikman (1962, 1963) utilizam formulagdes variacionais para
obter esses limites mais estreitos para materiais bifasicos, o que foi um avanco notavel

nessa area. Esses limites sao dados por

1—c¢,
Ke = K+ 1 + 3¢,
Ko — Ky 3k, +4u,
Cr
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em que ¢ indica o limite inferior, s o limite superior, m a matriz, r o reforco e ¢, é a fracao

volumétrica do reforgo.

Talbot (2000) introduz informagoes adicionais para melhorar os limites propostos
em Milton (1981, 1982) a partir do trabalho de Bruno e Chaubell (apud TALBOT, 2000)
para um compédsito nao-linear de formato cibico com dimensoes fixas formado por uma
repeticao infinita de inclusoes . Os resultados obtidos por Talbot (2000) conseguem limites
mais estreitos e realisticos até mesmo quando os parametros elasticos ja sao conhecidos e
é feita a comparacao com os trabalhos citados acima. Todos estes trabalhos permitiram
ampliar os resultados obtidos por Hashin e Shtrikman (1962, 1963) para materiais nao-

lineares.

Os métodos utilizados nos trabalhos anteriores sao variacionais. De acordo com
Willis (1983) os véarios métodos existentes no estudo da mecanica dos compdsitos podem
ser classificados dentro de quatro categorias: assintética, auto-consistente, variacional e
métodos de modelagem. No entanto, nao existem limites rigorosos entre essas categorias.
Nesta tese serao utilizados o MHA e o MEF, cujos os resultados sao comparados entre si

para os casos de um bilaminado linear e um bilaminado nao-linear.

Segundo Huang, Hu e Chandra (1993), os métodos auto-consistentes tém sido
amplamente utilizados para estimar os modulos elasticos macroscépicos de sélidos con-
tendo microvazios e inclusoes. Outro método baseado na liberacao de energia da fissura e
balanco de energia potencial também tem sido utilizado para estimar os médulos elasticos
globais de um sélido microfissurado. Huang, Hu e Chandra (1993) demonstram que as
duas abordagens, autoconsistente e de liberagao de energia, sao equivalentes para soélidos
microfissurados. Desse modo, pode-se tirar proveito de ambos os métodos para estimar
os médulos elasticos de compoésitos com inclusao-fissura-matriz, ou seja, de material com-
posto microfissurado. Estes autores estudam um sélido que contém inclusoes esféricas e
inclusdes em forma de moeda distribuidas de forma aleatéria. Adicionalmente, calculam
os modulos elésticos efetivos de um sélido com inclusoes esféricas e fissuras em forma de
moeda distribuidas paralelamente. Huang, Hu e Chandra (1993) verificam ainda que os
efeitos de inclusoes e fissuras sobre o médulo global sao aproximadamente desacoplados
para inclusoes rigidas, as quais sao muito comuns na maioria dos compédsitos de matriz
metalica. Desse modo, eles concluem que este resultado é particularmente ttil, porque
pode-se entao obter o modulo de compositos por uma estimativa de dois passos simples:
a combinagao de um método auto-consistente que se inicia com o balango de energia po-

tencial e a relagao entre a mudanca de energia potencial e a taxa de liberacao de energia
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da fissura. Outra conclusao destes autores é que, para inclusoes nao rigidas, incluindo o

caso limite de vazios, o desacoplamento nao se verifica.

Kalamkarov, Andrianov e Danishevs’kyy (2009) analisam os fundamentos da ho-
mogeneizacao assintotica e as solugoes analiticas dos problemas de célula unitaria para os
compositos laminados, refor¢ado com fibra e particulados. Os resultados obtidos sao gene-
ralizados para os compdsitos com distribuicao aleatéria das fases. Esses autores também
analisam estruturas compositas de paredes finas, danos em materiais compdsitos e os
efeitos de contorno, bem como correlacoes aproximadas entre as condutividades térmica e
elétrica com problemas elasticos para os materiais compédsitos. O estudo tem inicio com a
investigagao de compdsitos regulares, cujos coeficientes das equagoes correspondentes que
modelam o comportamento mecanico do composito solido sao fungoes periddicas rapida-
mente oscilantes em coordenadas espaciais. Os problemas de valor de contorno resultantes
sao muito complexos. Kalamkarov, Andrianov e Danishevs’kyy (2009) constatam que a
aplicagao de métodos numéricos na solucao aproximada um problema de valor de con-
torno para um solido compdsito, nem sempre é conveniente, ou, pode ser inadequada
em sua forma padrao. Portanto, é importante desenvolver métodos analiticos baseados
em técnicas matematicas rigorosas. Atualmente, técnicas assintoticas sao aplicadas em

muitos casos de estudos da estrutura micromecanica de compésitos.

Com efeito, a possibilidade de homogeneizar um sélido compésito formado por
uma estrutura regular, ou seja, analizar um sélido homogéneo equivalente em vez do
solido heterogéneo original, é um dos principais resultados da teoria de homogeneizacao
assintdtica segundo Kalamkarov, Andrianov e Danishevs’kyy (2009). A teoria de homo-
geneizagao também indicou um método de transicao do problema original, o qual contém
em sua formulagao um pequeno parametro relacionado com as pequenas dimensoes dos
constituintes do compdésito, para um sélido homogéneo. As propriedades efetivas desse
material homogéneo equivalente sao determinadas por meio das solugoes de problemas
locais formulados na célula unitdaria do material compédsito. Estas solucoes também per-
mitem o cdlculo de tensoes locais e as tensoes no material compoésito. No inicio da Segao
5 alguns conceitos fundamentais do método de homogeneizagao assintética sao introduzi-
dos para retomar esse ponto e facilitar o entendimento do método quando das aplicagoes

posteriores.

Compositos com estrutura periddica permitem definir um elemento representativo
de volume contendo todas as suas caracteristicas fisicas. No processo de homogeneizacao,

utiliza-se este elemento representativo para se obter um meio globalmente equivalente e
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homogéneo do compdsito. As constantes que caracterizam este meio homogeneizado sao
denominadas coeficientes efetivos. Segundo Panasenko (2005), o propdsito do método de
homogeneizacgao é a obtengao de equacoes cujos coeficientes nao sao rapidamente oscilantes
enquanto suas solugoes estao proximas aos das equagoes originais para condicoes de con-
torno apropriadas. Normalmente, estas novas equagoes sao de dimensao reduzida; por
exemplo, no caso da barra nao homogénea, ela tém dimensao 1 com relacao as variaveis
de espaco. Estas novas equacgoes sao chamadas equagoes homogeneizadas ou equagoes

médias, e seus coeficientes sao os coeficientes efetivos.

A medida da homogeneidade equivalente é dada pela proximidade entre as solucao
do problema original sobre o meio heterogéneo e a solucao do problema homogeneizado.
Dentre os métodos de homogeneizacao propostos para obter um modelo constitutivo,
adequado para a determinacao dos coeficientes efetivos dos compdsitos com estrutura
periédica, cita-se o MHA (BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAOU, 1978.; SANCHEZ-PALENCIA,
1980; BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Obtém-se o problema homogeneizado, via MHA, assumindo que a solugao do PVC
original é uma série de poténcias em termos de um parametro geométrico escalar pequeno
com coeficientes dependentes das varidveis macroscopica, ou lenta, e microscopica, ou
rapida. O parametro pode ser interpretado fisicamente como a razao entre o tamanho
caracteristico da célula periddica do compésito, tal como o comprimento de um cubo ele-
mentar, e um tamanho representativo do compésito, tal como o comprimento de uma viga
construida com material compésito. Os coeficientes efetivos do problema homogeneizado
equivalente sao determinados por meio da solugao dos chamados problemas locais formu-
lados sobre a célula periédica. Na teoria de elasticidade linear classica, o MHA garante
que a solugao do PVC, com coeficientes periddicos e rapidamente oscilantes, converge para
a solugao do problema equivalente homogeneizado quando o parametro geométrico tende

a zero (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Bravo-Castillero et al. (1998) utilizam o MHA para obter as expressoes analiticas
das propriedades elasticas, piezoelétricas e dielétricas efetivas de um composto piezoelétrico
laminado dotado de uma estrutura periddica. Bravo-Castillero et al. (2006) obtém férmulas
para as propriedades efetivas de compostos elasticos com fases isotropicas e reforcados
com fibras cilindricas circulares periodicamente distribuidas. As propriedades efetivas sao
obtidas para os casos de célula periédica quadrada e hexagonal. Os autores também in-
vestigam os casos limites de fibras vazias e infinitamente rigidas. Bravo-Castillero et al.

(2009b) aplicam o MHA para determinar férmulas analiticas para as propriedades efeti-
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vas de compositos multilaminados, periddicos, com propriedades termo-magneto-eletro-
elasticas. Outras aplicacoes do MHA podem ser encontradas, por exemplo, na anélise
de problemas em termoelasticidade por Francfort (1984) e em termopiezoeletricidade por
Galka, Telega e Wojnar (1996). O MHA pode fornecer estimativas das propriedades efeti-
vas de compésitos de interesse na construcao civil, tais como as encontradas em Hayashida
et al. (1997), dependendo do grau de periodicidade da microestrutura destes materiais.
No estudo do comportamento dos concretos, o MHA pode ser aplicado, por exemplo,no
estudo das fragoes volumétricas de seus componentes. Farage et al. (2009) simulam nu-
mericamente o modulo de elasticidade efetivo de concretos leves. A partir das propriedades
elasticas do agregado e da argamassa empregados na composicao do concreto é possivel
calcular o tensor eldstico homogeneizado do material resultante. Segundo Farage et al.
(2009), as comparagoes dos resultados numéricos com medigdes experimentais indicam a
potencialidade do MHA para predizer o médulo de elasticidade de concretos. Dentre out-
ros trabalhos que utilizam o MHA podem ser citados os trabalhos de Bensoussan, Lions
e Papanicolaou (1978.), Bakhvalov e Panasenko (1989), Galka, Telega e Wojnar (1996),
Bravo-Castillero et al. (1998, 2006), Cruz, Oliveira e Teixeira-Dias (2009a, 2009b), Bravo-
Castillero et al. (2009b) e Sixto (2010).

O emprego da média no MHA, no entanto, pode produzir equacoes completa-
mente diferentes das originais; por exemplo, Bakhvalov e Panasenko (1989) apresentam
exemplos em que a média de um sistema de equacoes diferenciais resulta em um sistema

de equagoes diferenciais integrais.

No que diz respeito a vantagens e desvantagens do emprego do MHA, Bakhvalov

e Panasenko (1989) dao os seguintes destaques:

e O MHA ¢ eficaz para investigar propriedades tanto macroscépicas como as mi-
croscopicas de estruturas periédicas. A primeira aproximacao ja produz um erro de
ordem x/L, em que y é o lado de uma célula periédica e L o tamanho macroscépico
caracteristico do meio heterogéneo que se estuda. Este valor é um milésimo de um
por cento para a maioria dos compoésitos segundo os autores supracitados. Uma ex-
pansao assintotica da solu¢do permite uma precisao da ordem (y/L)™ a ser atingido

por qualquer inteiro n > 0.

e O MHA ¢ universal, ou seja, é aplicavel a todos os tipos de processos que podem
ocorrer nos meios periédicos, tais como vibragoes elasticas, desde que o comprimento
de onda seja maior do que o comprimento da célula periddica, difusao, propagagao

de calor, percolagao de fluidos, oscilagoes eletromagnéticas, radiacao, entre outros.
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No MHA pode-se considerar tanto modelos de equacoes diferenciais lineares e nao
lineares, como equacoes de operador, como sera apresentado na Secao 5. O processo
de homogeneizacao também pode levar em conta os efeitos de contorno, em alguns

casos a qualquer grau de precisao.

O MHA é rigorosamente justificado por véarios modelos. Teoremas tém sido provados
sobre a resolubilidade dos problemas que sao de passos elementares de um algoritmo
para a construcao de uma solugao assintética. Estimativas de precisao do método
foram obtidas para determinar a ordem de erro em uma aproximagao particular
e, consequentemente, para tragar os limites distintos para a aplicacao dessa aprox-

imagao.

A principal desvantagem do método é que a solucao numérica de problemas de
Laplace para células periddicas e os problemas locais gerados a partir dessas equacoes
pelo uso do MHA com as condic¢oes de contorno apropriadas, e que estao apresentado
na introdugao de Bakhvalov e Panasenko (1989), é necessaria. Solugoes aproximadas
para problemas tridimensionais em uma célula tomam grande quantidade de tempo

computacional e capacidade de memoria.

Deve-se ter em mente, contudo, que as muitas vertentes existentes, misturando
regras, e férmulas de projeto de engenharia freqlientemente produzem aproximacoes
muito grosseiras das propriedades efetivas. Assim, para compdsitos com muitas
caracteristicas diferentes de seus componentes, o erro das aproximacoes Voight-
Reuss-Hill é comparavel com as proprias caracteristicas efetivas e podem exceder

100 por cento segundo Bakhvalov e Panasenko (1989).

As férmulas de projeto mencionadas no pardgrafo anterior tém limites rigidos de
aplicabilidade, e além disso, a questao do valor de erro cometido e os limites de
aplicabilidade muitas vezes nao tém sido estudados suficientemente bem. O MHA
produz férmulas explicitas simples para o termo principal dos coeficientes efetivos,
sendo bastante importante para as aplicacoes de materiais compésitos reforcados
com fibras de alto médulo. Pode-se consultar os capitulos 7 e 8 de Bakhvalov e

Panasenko (1989) para maiores detatlhes.

Os métodos tradicionais nao descrevem as caracteristicas macroscopicas dos proces-
sos, como as deformacoes e tensoes locais, e nao levam em conta efeitos na camada
da fronteira. O MHA permite que limites de aplicabilidade sejam estabelecidos para

os métodos de engenharia aproximados usados correntemente para projeto e para
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melhorar consideravelmente sua precisao, quando necessario. Assim, uma abor-
dagem unificada torna-se possivel para um certo niimero de problemas que parecem

ser diferentes a primeira vista.

A seguir, apresentam-se alguns estudos que tém sido desenvolvidos com a uti-
lizacao do MHA e suas aplicacoes, e a descricao dos trabalhos que abordam o problema
de homogeneizacao procurando integrar o MHA e o MEF. Inicialmente, descrevem-se os

que buscam aprimoramentos do MHA.

Ferndndez (2009) estima o comportamento efetivo dos materiais compdsitos nao
lineares, cujas as estruturas sao formadas por geometrias periddicas, através de uma abor-
dagem que integra técnicas variacionais e assintéticas de homogeneizagao. O autor com-
bina a metodologia nao-linear variacional a partir dos trabalhos de Hashin e Shtrikman
(1962), Hashin e Shtrikman (1963) e Willis (1983), a qual produz limites para o poten-
cial energético efetivo que corresponde a formulacao variacional do problema de contorno
original, com estimativas obtidas utilizando o MHA para as propriedades efetivas line-
ares de um compdsito de comparagao (introduzido na metodologia de Hashin-Shtrikman
em que se considera a mesma geometria do compdsito nao-linear). Esse trabalho tem
o objetivo de estabelecer o aspecto matematico para a formulacao de leis fisicas que
servem para modelar o comportamento do material, em que se apresenta a aplicacao
do método termodinamico para obter as relagoes constitutivas lineares e nao-lineares
da termo-magneto-eletro-elasticidade. Em seguida, com a finalidade de lancar as bases
matematicas do problema a ser resolvido, sao formulados modelos diferenciais e varia-
cional da magneto-eletro-elasticidade, apresentando-se as expressoes gerais dos limites
variacionais e da estimativa assintética. Por fim, os exemplos sao resolvidos considerando
varios modelos fisicos e geométricos, demonstrando que o enfoque integrador proposto con-
duz a limites muito estreitos para predizer o comportamento energético efetivo. Em alguns
casos analisados, os limites inferior e superior obtidos sao praticamente indistinguiveis.
Dessa forma, assegura-se que a estimativa possua uma boa precisao na predicao da lei

efetiva correspondente, a qual é obtida pela diferenciacao dessas estimativas.

Silva (2009) aplica o MHA na modelagem de estruturas ésseas. Ele considera
0 osso como um soOlido heterogéneo com estrutura bastante complexa que geralmente
exige o emprego de multiplas escalas em sua andlise. O autor destaca que a avaliagao do
comportamento eletromecanico da estrutura éssea tem sido realizada por meio de métodos
da mecanica classica, métodos de elementos finitos e métodos de homogeneizacao, em que

se procura descrever matematicamente a relagao entre o comportamento eletromecanico
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da estrutura Ossea e as propriedades efetivas, ou, globais. O autor utiliza o MHA para
determinar as propriedades eletromecanicas efetivas de estruturas dsseas. Inicialmente,
ele analisa os problemas de conducao de calor e eldstico para monstrar que estes problemas
estao relacionados entre si. Para o problema de condugao de calor em duas dimensoes
desenvolve-se a formulagao considerando-se apenas os trés primeiros termos da expansao
assintotica. Os problemas de conducao térmica sao resolvidos por meio de dois métodos:

método de passo limite e método de fronteira livre.

A abordagem de passo limite é adequada para resolver iniimeros casos de materi-
ais fibrosos, ja a abordagem de fronteira livre é utilizada para resolver estruturas porosas.
Silva (2009) mostra, no entanto, que para a estrutura cristalina de classe 6mm ambas as
abordagens conduzem aos mesmos resultados. Adicionalmente, uma aplicacado do MHA
em o0sso cortical é apresentada a partir dos desenvolvimentos por Bravo-Castillero et al.
(2009a), cujos os resultados apresentam-se muito satifastérios quando comparados com

resultados encontrados na literatura.

Hollister e Kikuchi (1992) lembram que o comportamento eldstico de materiais
compésitos tem sido estudado utilizando muitas abordagens, sendo que todas sao fun-
damentadas no conceito de um Volume Representativo Elementar (VRE). Os métodos
utilizados nestas abordagens produzem estimativas precisas das propriedades elasticas
efetivas do meio homogeneizado quando a razao entre um comprimento caracteristico do
VRE e as dimensoes globais da estrutura, denotada por ¢, tende a zero. Vale ressaltar
que muitos compositos sao localmente peridédicos e apresentam ¢ pequeno, mas nao infini-
tesimal. Hollister e Kikuchi (1992) comparam a homogeneizagao com andlises mecanicas
padroes baseadas em VREs para compositos porosos periddicos com ¢ pequeno, mas nao
inifinitesimal. Os autores implementam ambos os métodos, MHA e analise mecanica
padrao por meio de VRE, utilizando formulacao via elementos finitos e mostram que em
analises unidimensionais de barras de compodsitos os métodos sao equivalentes. Entre-
tanto, nas analises bidimensionais e tridimensionais os dois métodos produzem resultados
muito distintos, devido ao fato da tensao local no VRE e estado de deformacao nao serem
determinados exclusivamente pelas condicoes de contorno aplicadas. Para andlises bidi-
mensionais de compositos peridédicos porosos as propriedades materiais efetivas preditas
por aproximagcoes mecanicas padrao utilizando multiplas células de VREs convergiram
para as predigoes da homogeneizacao utilizando uma tnica célula. Além disso, as esti-
mativas de homogeneizacao da densidade energia de deformacao local ficaram dentro de
30% de diferenca dos resultados obtidos de anédlises diretas, ou seja, quando todo o sélido

¢ considerado na andlise via MEF, enquanto aproximagoes mecanicas padrao geralmente
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diferiam das andlises diretas por um valor de mais de 70%. Os resultados obtidos por
esses autores sugerem que a teoria de homogenizacao é preferivel a mecanica padrao para
compositos periddicos, incluindo os casos em que o material é apenas localmente peridédico

e ¢ é pequeno, mas nao infinitesimal.

Silva, Nishiwaki e Kikuchi (1999) investigam o comportamento de transdutores
flextensionais que consistem de um piezoceramico (ou uma pilha de piezoceramicos) liga-
do a uma estrutura mecanica flexivel que converte e amplifica o deslocamento de saida
do piezoceramico. Segundo estes autores, entre as aplicacoes, eles podem ser utilizados
como atuadores e sonares. O desempenho do transdutor nesta aplicacao depende da
distribuicao de massa, rigidez e flexibilidade no dominio de estrutura de acoplamento,
a qual esta relacionada com a topologia da estrutura de acoplamento. Ao conceber ou-
tros tipos de estruturas de acoplamento ligadas ao piezoceramico, os autores obtém novos
tipos de transdutores flextensionais com melhor desempenho para uma aplicacao desejada.
Neste trabalho, os autores estendem o método de otimizacao topoldgica para projetar
transdutores flextensionais em aplicagoes estaticas e de baixa frequéncia para aplicagoes
dinamicas, introduzindo o efeito de inércia no problema de otimizacao. O método aplica
a técnica de otimizacao topoldgica com base no método de projeto por homogeneizacao,
o qual consiste em encontrar a distribuicao 6tima de material em um dominio de projeto
perfurado com infinitos vazios na microescala. O problema ¢é criado como o projeto de
uma estrutura flexivel acoplada ao piezoceramico, que produz deslocamentos de saida
elevados em um ponto do dominio e direcao especificada, numa frequeéncia especificada.
Portanto, trata-se de conceber uma estrutura flexivel com um formato especificado em

uma frequéncia de ressonancia desejada.

Diferentes autores abordam os problemas de homogeneizacao via métodos numéri-
cos. A seguir, sao apresentados trabalhos que fazem uso dessas abordagens, dentre as quais
destacam-se a utilizacao do Método de Elementos Finitos para determinar as constantes
elasticas efetivas. Entre os principais trabalhos, ressaltam-se os de Moulinec e Suquet
(1998), Michel, Moulinec e Suquet (1999), Allen (2001), Junior (2003), Zeman (2003),
Kari (2006), Leén-Mecias (2006), Kari et al. (2008), Berger et al. (2005b) e Toulemonde,
Masson e Gharib (2008). Outros autores utilizam o Método das Diferengas Finitas como,
por exemplo Pasternak e Miithlhaus (2005), no processo de homogeneizagao para materiais

granulares.

Allen (2001) utiliza conceitos de homogeneizagao para desenvolver metodologias

simplificadas para predizer resposta de soélidos que desenvolvem dano em multi-escala.
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Esta metodologia é implementada computacionalmente com a finalidade de produzir al-
goritmos eficientes para uma variedade de meios, incluindo compésitos granulares e la-
minados. Allen (2001) observa que, historicamente, o estudo no campo de compdésitos
produziu pesquisa inovadora em diferentes dreas de aplicacao e que fez a anédlise dos meios
heterogéneos se tornar bastante simplificada. Esse autor utiliza esses conceitos simplifica-
dos de homogeneizacao incorporados na sua metodologia, na qual formula uma extensao
desses conceitos para incluir varias escalas, e faz a ligacao de cada escala por um principio
de homogeneizagao baseado no operador da média. Segundo esse autor, a tnica carac-
teristica do processo de homogeneizacao desenvolvido é que a “segunda fase”em cada uma
das escalas é apresenta o dano como dependente do tempo. O processo de homogeneizacao
em cada escala conduz a um parametro dano baseado cinematicamente na proxima escala
de comprimento maior. Como os parametros de dano resultantes desse processo de ho-
mogeneizacao sao, na verdade, um resultado direto da solu¢ao micromecanica em escalas
menores, estes parametros nao precisam ser previstos a partir de uma “lei de evolucao do

dano”, como ¢é exigido em muitos modelos de dano continuo fenomenolégicos.

Junior (2003) investiga o comportamento de materiais compdsitos viscoeldsticos.
O autor considera um compoésito peridédico formado por células elementares ciibicas com
fibra prismatica quadrada, ou, cilindrica. Os deslocamentos periédicos desta célula sao
aproximados utilizando expansoes ortogonais polinomiais. Segundo esse autor, a exatidao
dos calculos elasticos esta associada ao grau dos polinomios utilizados. O procedimento
numeérico no modelo viscoelastico é incremental no tempo, utilizando-se de variaveis de
estado, cuja implementacao proporciona grande economia computacional, pois evita o
calculo de integrais hereditarias. A influéncia de diversos parametros fisicos na consti-
tuicao dos compositos de fibras unidirecionais estudados é discutida e comparada com re-
sultados obtidos com modelos utilizando elementos finitos, tanto em elasticidade, quanto
em viscoelasticidade sem envelhecimento. Para o caso de envelhecimento, no qual as car-
acteristicas dos constituintes sao variaveis com o tempo, o autor apresenta a resposta dos
compositos sob relaxacao para diferentes instantes iniciais de carregamento em situacoes

de amolecimento e endurecimento.

Zeman (2003) aplica duas abordagens distintas para calcular as constantes efeti-
vas de materiais compositos cujas as fases estao distribuidas aleatoriamente na matriz. O
autor apresenta uma abordagem simples e intuitiva baseada em estatisticas microestru-
turais para a partir do calculo estatistico determinar as células unitarias periédicas. Uma
metodologia conceitualmente semelhante é utilizada no nivel meso-escala para a definigao

da célula periédica unitaria estatisticamente Otima. A segunda abordagem é baseada
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nos limites propostos por Hashin e Shtrikman (1962, 1963), os quais incorporam fungoes
de dois pontos de probabilidade para a formulacao do problema. O autor utiliza duas
abordagens que, embora sejam distintas em suas formulagoes tedricas, estao intimamente
ligadas aos mesmos descritores estatisticos comumente utilizados para quantificar a mor-
fologia das microestruturas aleatdrias. Zeman (2003) esclarece que a primeira abordagem
segue procedimentos bem estabelecidos que incorporam varios modelos de células unitarias
peridédicas combinados com o MEF. No nivel da microescala, a complexidade de mi-
croestruturas reais é refletida em células unitarias mais complicadas com maior nimero
de particulas. O numero necessario de reforcos e o seu arranjo é determinado de tal
modo que a resposta macroscépica de uma célula unitaria é idéntico ao comportamento
de um compodsito real. Outros exemplos de estudos de estruturas com fases distribuidas
aleatoriamente sao encontradosr em Willis (1985), Buryachenko (2001), Torquato (2002),
Ostoja-Starzewski (2007), Kari, Berger e Gabbert (2007) e Berger et al. (2007).

Kari (2006) propoe técnicas de homogeneizagdo numéricas baseadas no método
de elementos finitos para a avaliacao das propriedades materiais efetivas de diferentes
tipos de compdsitos. O autor considera diferentes tipos de reforcos de compdsitos, tais
como os compdsitos fibrosos, cujas as fibras unidirecionais sao distribuidas tanto regu-
larmente quanto aleatoriamente, compositos de particulas esféricas distribuidas aleatori-
amente, compositos de fibras curtas distribuidas aleatoriamente, compdésitos trifasicos de
fibras unidirecionais, compésitos trifasicos formados de particulas esféricas distribuidas
aleatoriamente. O autor realiza um estudo numérico para determinar a influéncia de
parametros morfolégicos dos constituintes do compdsito, tais como a fragao de volume, o
arranjo, o tamanho e a forma das inclusoes sobre o comportamento efetivo, ou, global de
compésitos. A fim de validar as ferramentas de homogeneizagao desenvolvidas, os autores
realizam diversas comparacoes entre os resultados numéricos, resultados analiticos e, em

alguns casos, resultados experimentais encontrados na literatura.

As ferramentas de homogeneizacao desenvolvidas por Kari (2006) sao aplicdveis
a compositos multifuncionais como compdsitos puramente elasticos e piezoelétricos. O
autor estende os estudos para avaliar a influéncia do descolamento de inclusoes sobre o
comportamento de diferentes tipos de materiais compdsitos que utilizam o método do
VRE. O autor também investiga as influéncias da distancia de vizinhanga mais proxima
entre as inclusoes, a sua disposicao, a forma e a fracao de volume no comportamento
efetivo do material de compdsitos submetidos a cargas de tracao. Além disso, o autor
utiliza algoritmos desenvolvidos em Fortran para gerar automaticamente os modelos de

VREs de diferentes tipos de inclusoes distribuidas aleatoriamente nos compositos. Propoe-
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se também um procedimento general para avaliar as propriedades materiais efetivas de
diferentes tipos de compodsitos, na tentativa de reduzir o trabalho manual na geracao
de modelos VRE, na geracao da malha dos componentes e a aplicagao de condicoes de

contorno periédicas.

Em outro trabalho sobre modelos que combinam o MEF e o MHA, Leén-Mecias
(2006) desenvolve uma metodologia para calcular as propriedades efetivas de materiais
compésitos periddicos em trés dimensoes em termos das propriedades geométricas e fisicas
dos seus constituintes. O MHA ¢ utilizado para gerar problemas locais que sao entao re-
solvidos via MEF. Os materiais investigados sao elasticos e condutores; no entanto, como
destaca a autora do trabalho, os resultados podem ser estendidos para materiais dielétricos
e magnéticos. Os problemas abordados sao do tipo eliptico em que se apresentam sis-
temas de equacoes diferenciais parciais com condigoes de contorno mistas e condicoes de
contato perfeito na interface entre as fases que formam o compdsito, ou seja, entre a ma-
triz e a fibra. O problema a ser resolvido via MEF é implementado computacionalmente
utilizando a linguagem APDL do ANSYS. Os resultados dos experimentos numéricos sao
validados por meio de comparagoes com resultados de limites publicados na literatura e
com resultados experimentais. Os bons resultados obtidos nesse trabalho para as pro-
priedades efetivas permitem que se obtenham limites mais estreitos para a energia efetiva
de compdésitos condutores e elasticos nao-lineares. Esses resultados representam, para am-
pla gama de variacao de concentragoes volumétricas da inclusao, uma notavel melhoria

dos limites de Talbot (1999, 2000).

Outros estudos que envolvem materiais compositos podem ser mencionados, den-

tre o quais os trabalhos de Hayashida et al. (1997) e Maligno (2007).

Em particular, Hayashida et al. (1997) apresentam uma revisao sobre a aplicac¢ao
dr fibras de carbono na engenharia civil e na arquitetura. Segundo estes autores, as fibras
de carbono tém sido tradicionalmente empregadas com finalidade estrutural ou funcional
na obtencao de compdésitos avancados aplicados, principalmente, nas industrias aeroespa-
cial e esportiva. Na engenharia civil e arquitetura as fibras de carbono sao empregadas
na obtencao de concretos especiais, tais como o concreto reforgado com fibras de carbono.
As fibras de carbono podem ser unidimensionais curtas, ou, longas, bidimensionais, ou,
tridimensionais. As fibras curtas sao empregadas no concreto com a finalidade de obter
um material isotropico utilizado em pecas estruturais solicitadas por grandes momentos.
Ja as fibras longas sao empregadas em uma diregao preferencial com o objetivo de re-

forcar o membro estrutural naquela direcao. Analogamente, as fibras bidimensionais sao
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empregadas para reforcar membros estruturais, tais como pilares de pontes, segundo duas
direcoes preferenciais. Finalmente, as fibras tridimensionais sao empregadas como reforco
interlaminar para melhorar a resisténcia a delaminacao dos membros estruturais. Além
de descrever o processo de fabricacao destas fibras, os autores apresentam as formas de

aplicacao e as propriedades de cada uma delas.

Maligno (2007) investiga e desenvolve a modelagem de dano para materiais com-
positos em sua micro-escala, ou seja, considerando a fibra e a matriz. O modelo de
dano desenvolvido para materiais eldsticos esta fundamentado em uma abordagem de
dano “local”, introduzida para prever o inicio da falha e simular o comportamento pds-
falha dos VREs tridimensionais e unidirecionais, ou células unitarias com distribuicao
hexagonal das fibras sobre a seccao transversal. O modelo de dano apresentado pode ser
dividido em trés partes: um modelo elastico, uma critério de falha e o comportamento
pos-falha. Nesse trabalho o autor faz modificacoes nos critérios de von Mises e Critério
de Tensao Principal Maxima a fim de avaliar falhas na matriz, enquanto para a fibra,
em geral, utiliza-se nesse trabalho o critério de tensao principal maxima. Os modelos
sao desenvolvidos utilizando softwares como o ABAQUS e subrotinas implementadas em
Fortran. Consideram-se as propriedades do material nas analises de tensoes residuais
dependentes da temperatura para simular a contragao volumétrica durante o processo de
fabricacao dos materiais. Desse modo, a tensao residual global introduzida a partir da
cura foi obtida considerando-se duas contribuigoes: retracao de volume da resina da matriz
a partir da polimerizagao de reticulacao durante a cura isotérmica e contraccao térmica
de ambos, resina e fibras, como um resultado de arrefecimento a partir da temperatura

de cura para a temperatura de sala .

Por fim, Maligno (2007) aborda trés diferentes tipologias de células unitarias 3D
em suas investigagoes. O primeiro tipo de micro-modelo baseia-se em uma distribuicao
simétrica das fibras e as células unitarias tém duas fases, isto é, matriz e fibras. A se-
gunda tipologia de células unitarias é uma arquitetura uniforme, mas inclui uma interface
tridimensional entre a fibra e a matriz, como é visto em compésitos reais que o autor
modela, em que no nivel de seus constituintes, as fibras dos componentes sao distribuidos
aleatoriamente. O autor observa ainda que a distancia entre as fibras representa um fator
critico para as propriedades finais mecanicas dos micro-compdsitos. Devido a isto, o ter-

ceiro e ultimo tipo de micro-modelos leva em conta esta posicao nao uniforme de fibras

!Temperatura que nio se constitui em um padrdo e que pode variar de 20 °C a 25 °C; veja, por
exemplo, USMA (2012). A temperatura de sala difere de temperatura ambiente por ser controlada
artificialmente.
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dentro da VRE, apesar deles consistirem em apenas duas fases. Em suas andlises via
MEF, o autor apresenta de forma bastante clara que o inicio dos danos previstos e suas
evolugoes sao influenciados pela presenca de tensoes residuais em todas as trés diferentes
tipologias de células unitarias analisadas. Outro resultado importante deste trabalho é
que a partir das andlises numéricas sobre os modelos numéricos mostra-se que, em geral,
as propriedades mecanicas globais sao fortemente influenciadas pela presenca de tensoes
residuais, fracao de volume da fibra, distribuicao da fibra e propriedades da interface. Em
particular, sobre a carga de tragao transversal, as tensoes residuais produzem resultados
benéficos em termos de resisténcia maxima, enquanto no caso de carga longitudinal (car-
regamento paralelo as fibras) da matriz, devido a alta tensdo de compressao, ocorre uma

falha prematura.

Recentemente, Bravo-Castillero et al. (2012) consideram compoésitos elasticos bi-
fasicos reforcados com fibras, cujos os constituintes sao transversalmente isotropicos. As
fibras apresentam dois tipos de distribuigao: quadrado e hexagonal. Os autores conside-
ram condicoes de contato perfeito entre os contituintes e apresentam férmulas analiticas
simples e unificadas para o cédlculo das propriedades efetivas. Estas formulas envolvem
duas ordens de aproximagao semi-analitica de expressoes obtidas por meio de homo-
geneizacao assintotica. Apresentam também o caso limite de fibras vazias. Sao ainda
discutidas a influéncia de cada aproximacao e realizadas comparacoes tedricas e experi-
mentais. Essas formulas podem ser facilmente programadas e sao uteis para aplicagoes
em estudos da mecanica do osso e transdutores de ultra-som, e ainda para a validacao de

c6digos numéricos.

No estudo de laminas de materiais compdsitos, uma revisao da literatura dos
recentes desenvolvimentos é apresentado em Zhang e Yang (2009). Neste trabalho, os
autores apresentam os grupos em que se enquadram as teorias mais comuns de placas

utilizadas no modelamento de compésitos laminados, a saber:

e (a) Teoria da Lamina Equivalente (ESL)
- Teoria classica de placas laminadas.
- Teoria de Deformacao de Cisalhamento de Primeira Ordem (FSDT)
- Teoria de Deformacao de Cisalhamento de Alta Ordem (HSDT)

- Teoria de Laminagao por Camada (LLT)

e (b) Teoria de Elasticidade 3-D com Base no Continuo.
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A seguir, apresentam-se alguns trabalhos sobre materiais compodsitos laminados
que estao relacionados com as classificacoes mencionadas anteriormente e representam

contribuigoes no entendimento do comportamento mecanico desses materiais.

Buhan e Maghous (1997) definem uma lei constitutiva para um material de
multiplas camadas elasticas expressa, no caso de deformacoes finitas, por meio de um
potencial macroscépico, e obtém um comportamento eldstico nao linear formulado den-
tro do contexto de pequenas perturbagoes para o material homogeneizado como um caso
limite do modelo de camadas multiplas. Esta nao linearidade origina do fato de que o
material de uniao é submetido a grandes deformacgoes, enquanto ao mesmo tempo a sua
espessura tende para zero. O modelo é aplicado aos macicos rochosos fraturados evi-
denciando claramente a anisotropia elastica destes devido as orientacoes preferenciais das

juncgoes.

Paccola (2001) investiga problemas de placas laminadas apoiadas sobre base
elastica. O autor do trabalho adota as hipéteses de Reissner-Mindlin, as quais podem ser
encontradas nos trabalhos de Altenbach (2009), Reddy (2004) e Ochoa e Reddy (1992),
de placas espessas com cinematica de pequenos deslocamentos e utiliza técnicas de inte-
gragao reduzida para o calculo das contribuicoes dos esforgos de cisalhamento para melhor
abordar o problema de enrijecimento conhecido na literatura com o nome de efeito de
travamento. A formulacao é desenvolvida e implementada via MEF, em que elementos
quadrilaterais de 4, 8 ou 9 nés e fungoes de forma lineares e quadraticas sao empregadas.
Os resultados obtidos sao os deslocamentos nodais, tensoes e esforgos solicitantes nos pon-
tos de Gauss. Considera-se ainda nesse trabalho a base eldstica segundo as hipdteses de
Winkler, Liu (2000), cuja a contribui¢ao na formulagao foi levada em conta no célculo
do Principio dos Trabalhos Virtuais. Resultados numéricos estao de bom acordo com

resultados apresentados na literatura.

Em outro trabalho, Paccola (2004) apresenta uma formulacao de cascas lami-
nadas anisotrépicas enrijecidas, ou, nao, considerando-se nao-linearidade fisica com lei de
fluxo nao-associativa e acoplamento com meio continuo tridimensional viscoelastico. A
fim de implementar a formulagao proposta, o autor utiliza elementos finitos triangulares
planos com aproximacao cubica de varidveis para modelagem das cascas. No caso dos
enrijecedores ou elementos de barra geral, desenvolve-se elementos de barra de mesma
aproximacao. Nesse estudo, adota-se a cinemética de laminados, ou Reissner geral, para
ambos, casca e enrijecedores. Segundo o autor, essa formulacao permite a representacao

de estruturas enrijecidas excentricamente e a consideracao de elementos compostos de
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camadas com diferentes propriedades fisicas e espessuras. Desse modo, é possivel abordar
um grande numero de problemas. Para estudar o fenomeno de plasticidade na casca,
adota-se o critério de Tsai-Wu para materiais anisotrépicos gerais e obtém-se expressoes
fechadas para o multiplicador plastico com fluxo nao-associativo. No estudo dos erije-
cedores, consideram-se critérios uniaxiais em que se desprezam a contribuicao do cisal-
hamento na plastificacao, utilizando-se de diagrama multilinear para a relagao tensao ver-
sus deformacao. O autor realiza um acoplamento dos métodos de elementos finitos (MEF)
e de elementos de contorno (MEC) para a modelagem do meio continuo visco-eldstico,
em que os elementos de contorno sao triangulares com funcgoes de aproximacao lineares
nesses elementos. Apresentam-se, com suas respectivas implementacoes, as solugoes fun-
damentais de Kelvin e de Mindlin. Para realizar o acoplamento do MEF com o MEC,
utiliza-se a técnica de matriz de rigidez equivalente, que transforma as matrizes do MEC
em matrizes equivalentes do MEF. Essas matrizes sao entao somadas as matrizes do MEF,
ou seja, essas ultimas recebem uma contribuicao direta das matrizes do MEC. Validam-se

os resultados pela comparagao de exemplos gerais implementados e resultados analiticos.

Uma classe de materiais que tem despertado grande interesse de estudo por parte
de pesquisadores nos ultimos anos é a de materiais com gradacao funcional. Um material
com gradagao funcional pode ser definido como o material que apresenta uma variagao

gradual, continua e suave, de suas propriedades constitutivas.

Pascon (2012) aborda materiais com gradagao funcional em regime de grandes
deslocamentos e elevadas deformagoes e faz a implementacao computacional de modelos
constitutivos eldsticos e elastoplasticos. O problema estrutural é simulado com o emprego
de elementos sélidos, cujos os tipos sao tetraédrico e hexaédrico com ordem de aprox-
imacao polinomial qualquer. A fim de reproduzir os grandes deslocamentos, emprega-se
a analise nao-linear geométrica e adota-se a descricao Lagrangiana total, expressando-se
o equilibrio da estrutura por meio do Principio da Minima Energia Potencial Total. Para
obter a resposta elastica do material o autor utiliza leis constitutivas hiperelasticas, nas
quais a relagao tensao-deformacao é obtida a partir de um potencial escalar. O comporta-
mento elastoplastico do material é definido pela decomposicao da deformacao nas parcelas
elastica e plastica, pelo critério de plastificacao de von-Mises, pela lei de fluxo associativa,
pelas condicoes de consisténcia e de complementaridade, pelo parametro de encruamento

isotrépico e pelo tensor das tensoes inversas, relacionado ao encruamento cinematico.

Em Pascon (2012) emprega duas formulagoes elastopldsticas a saber: a de Green-

Naghdi, na qual a deformagao é decomposta de forma aditiva; e a hiperelastoplastica, em
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que o gradiente é decomposto de forma multiplicativa. A solu¢ao numérica do equilibrio
de forcas é feita via método iterativo de Newton-Raphson. Para satisfazer o critério de
plastificagao, sao utilizadas as estratégias de previsao elastica, e de corregao plastica via
algoritmos de retorno. Sao analisados materiais em regime elastopléstico e processos de
conformacao de metais. Para o problema da barra sob tragao uniaxial uniforme, descreve-
se equacoes e solucoes analiticas para materiais homogéneos e com gradacao funcional
em regime elastoplastico. Com as formulagoes desenvolvidas é possivel simular de forma
precisa problemas complexos, como a membrana de Cook e o cilindro fino transversalmente

tracionado.

Silva e Kogl (2004) mencionam que placas e cascas laminadas que incluem ca-
madas piezoelétricas tém encontrado uso crescente no campo de estruturas inteligentes.
O autor concentra-se na concepgao atuadores piezoelétricos de cascas e placas tais como
bilaminados r e atuadores de casca cilindrica, também denominados “C-block”. Nesse tra-
balho, o autor propoe um método baseado em otimizagao topolégica para projetar essas
estruturas dos atuadores. A abordagem baseia-se no modelo de material SIMP (Mate-
rial Isotrépico Sélido com Penalizacdo), que foi estendido para materiais piezoelétricos,
permitindo a mudanca de sinal da polarizacao do material piezoelétrico. Este novo
modelo material é chamado PEMAP-P (material piezelétrico com penalizagdo e polar-
izagao). O problema de projeto consiste em encontrar uma distribuigao 6tima de material
piezoelétrico em uma placa multilaminada ou estrutura de casca para realizar o deslo-
camento maximo em uma determinada direcao em um determinado ponto do dominio,
quando uma carga elétrica é aplicada. Segundo este autor, é possivel obter novos e dife-

rentes tipos de atuadores de placas e de cascas para a aplicagao desejada.

Para uma visao geral a respeito da estimativa de erros a posteriori de modelagem
em estruturas elasticas lineares de materiais heterogéneos via MEF, pode-se consultar o
trabalho de Junior (2008). Esse autor emprega uma formulagao fundamentada em uma
teoria de avaliagao de erro de modelagem a posteriori e utiliza o MEF como ferramenta
numérica. Os erros de modelagem avaliados sao de dois tipos: erros globais e locais. Os
erros globais estao baseados em norma de energia e os erros locais, em quantidades de in-
teresse, cujos os erros sao induzidos pela substituicao das propriedades micromecanicas do
material em escala refinada por propriedades efetivas homogeneizadas. Para determinar
estas propriedades efetivas sao utilizados diferentes modelos da estrutura micromecanica
e posteriormente estas sao consideradas nos modelos fisicos que substituem os materi-
ais heterogéneos. As referidas quantidades de interesse podem ser, por exemplo, tensoes

médias ou deformagoes sobre a regiao selecionada, tais como superficie de inclusoes e
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deslocamentos nas interfaces da inclusao com a matriz.

2.2 Instabilidades Mecanicas

E de grande interesse estudar os materiais compédsitos quando submetidos a de-
terminados carregamentos para determinar o seu comportamento global. Dois pontos
de grande importancia, a perda de elipticidade associada ao fenomeno de estriccao e a
perda de convexidade, associada ao fenémeno de amolecimento (também denominado por
diversos autores como encruamento negativo), tém merecido muitos estudos a partir do
final dos anos setenta até os dias atuais, como pode-se notar dos estudos realizados por

Lopez-Pamies e Castafieda (2004).

Valanis (1985) define o amolecimento, para o ensaio de tragdo uniaxial, como
um fenémeno caracterizado por uma resposta mecanica por meio da qual a tensao cresce
monotonicamente com a deformacao, atinge um limite maximo, e entao decresce, conforme
ilustrado na Fig. 2. De um modo alternativo, pode-se pensar que como a tensao aumenta,
o médulo tangente diminui de um valor (positivo) inicial, tornando-se zero (no ponto
de maxima tensao) e, finalmente, torna-se negativa. Esse autor apresenta, em termos
mais gerais, que se F(¢) é uma representacao paramétrica do caminho (ou histérico) de
deformagao no espago das deformagoes e P(t) o correspondente caminho de tensao no
espaco das tensoes, o material é dito estar em amolecimento em um ponto do caminho de

deforma(;éo se, nesse pOIltO, verifica-se que
Pijﬂj < 07 (25)

em que (') representa a derivada com respeito ao tempo t. Valanis (1985) discute um prob-
lema de valor inicial no dominio de amolecimento finito. O autor estabelece primeiramente
uma desigualdade para todos os materiais independentemente de sua constituicao e mostra
que a solucao do problema de valor inicial é inica quando a equacao constitutiva satisfaz
uma outra desigualdade, a qual é caracteristica dos modelos de materiais denominados
“positivos”. O autor ainda fornece exemplos de equagoes constitutivas que representam
o fenomeno de amolecimento de forma realistica e que conduzem a uma tnica solucao do

problema de valor inicial.

Varios outros autores investigam fenomenos de instabilidade mecanica, tais como
os fenomenos de concentracao de deformagoes e amolecimento, como pdem ser exemplifi-

cados pelos trabalhos de Rudnicki e Rice (1975), Pietruszczak e Mréz (1981), Abeyaratine



46

A Amolecimento
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Figura 2: Exemplo de curva tensao versus deformacao com trecho de amolecimento.

e Triantafyllids (1984), Read e Hegemier (1984), Triantafyllidis e Aifantis (1986), Borst
et al. (1993), Volokh (2007) e Lopez-Pamies e Ponte-Castaneda (2009).

Lopez-Pamies e Ponte-Castanieda (2009) utilizam um médodo de homogeneizagao
de segunda ordem tangencial para determinar as propriedades efetivas de um compdsito
laminado bifdsico com duas fases constituidas de materiais Neo-Hookeanos compressiveis

dados pelas fungoes densidade de energia

— log(det F)] + (ﬁ - Ll)) (det F—1)?, 65(F) =t (F),

2 3
(2.6)

em que o subscrito e o sobrescrito denotam a fase, ¢ é uma razao de rigidez entre as fases

F-F-3

Cgl(F) = M(l) 9

le2, F-F=tr (F FT) e F é o gradiente de deformacao. Sobre o contorno, os autores

impoem a condicao y(X) = F X, sendo

cosf —senf 0 A0 0 cosf senf 0
[F] = | senf cosf 0 0 At o —senf cosf 0 |, (2.7)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

em que A\ é o estiramento.

Segundo Dai e Peng (2012) quando um espécime sob carregamento muda de um
estado de cofiguracao homogénea para um estado nao homogéneo de configuracao com
grandes deformacoes em regiao localizada, diz-se que ocorre a localizacao de deformagao.

Esse fenomeno é bastante relatado no estudo de sélidos e uma revisao a respeito do
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assunto pode ser encontrada em Bower (2010). A perda de elipticidade causada pelo
amolecimento pode conduzir ao inicio da localizacao de deformacoes, que consequente-
mente podera levar a uma falha do espécime sob carregamento. Nesse trabalho o autor
também evidencia que o fendomeno de amolecimento nao é uma propriedade do material,
e define o amolecimento geométrico como o amolecimento que ocorre devido a mudanca

da area da seccao transversal do espécime sob carregamento.

deBotton (2005) obtém uma expressao geral para a fungao densidade de energia
de compositos que sao laminados sequencialmente. O autor consegue reproduzir para a
classe de compositos Neo-Hookeanos transversalmente isotréopicos, no limite de pequenas
deformagoes, resultados bem conhecidos. No entanto, mostra-se que, sob grandes de-
formacoes, esses compdsitos nao sao isotrépicos. Os compositos tranversalmente isotropicos
estudados pelo autor possuem comportamento transversal Neo-Hookeano com o médulo
de elasticidade ao cisalhamento na forma dos limites de Hashin-Shtrikman para a cor-
respondente classe de compdésitos lineares. Quando o comportamentos destes compdsitos
sao comparados com estimativas recentes para compositos transversalmente isotropicos
revela que ha boa concordancia para deformagoes relativamente grandes e para grandes

fracoes de volume da fase de inclusao.

Rudykh e deBotton (2012) estudam instabilidades macroscépicas dos compésitos
reforcados com fibra que estdao sujeitos a grandes deformagoes. Os autores realizam
predicoes analiticas para o inicio da instabilidade por aplicacao de uma nova estimativa
variacional para o comportamento de compdsitos hiperelasticos. As expressoes resultantes
sao comparadas com as previsoes correspondentes obtidas por simulacoes utilizando o
MEF. As simulagoes sao realizadas com modelos de compdsitos peridédicos tridimensio-
nais de célula unitaria hexagonal submetidas a compressao ao longo das fibras e também
sao feitas simulagoes como a compressao nao alinhada com o eixo das fibras. Diferente-
mente do que é feito nesta tese, Rudykh e deBotton (2012) estudam a célula periddica
e nao o solido por completo. Assim, as condigoes de contorno no compdsito precisam
ser tranformadas em condigoes de contorno peridédicas apropriadas. Todas as previsoes
analiticas para as falhas de compdsitos Neo-Hookeano e Gent estao de bom acordo com
as simulacoes numéricas. Os autores verificam que a razao de estiramento critico para
compositos de Gent estd préximo daquele determinado para compédsitos Neo-Hookeanos
com fragoes de volume semelhantes e contrastes entre as propriedades das fases. Durante
a compressao nao alinhada as fibras sofrem rotagao e consequentemente, para algumas
diregoes de carga, a compressao ao longo das fibras nunca atinge o nivel no qual pode

ocorrer a perda de estabilidade.
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Driemeier (1999) aborda problemas relacionados a mecéanica do dano continuo,
cujo o destaque é estudar a localizacao de deformacgoes decorrente do emprego de modelos
constitutivos com amolecimento. Nesse estudo, propoe-se uma contribuicao ao estudo
de uma das técnicas de regularizacao da resposta numeérica, que tém como objetivo eli-
minar a dependéncia dos resultados com relagao a discretizacao adotada. A técnica de
regularizacao consiste na consideragao de gradientes da varidvel de dano na formulacao
dos modelos constitutivos. Exploram-se tantos os aspectos tedricos como de aplicacao
numeérica, enfatizando-se nos primeiros uma analise do efeito da inclusao de gradientes de
ordem superior na relacao constitutiva e o emprego do Método dos Elementos Finitos em
sua formulagao em variaveis generalizadas no segundo aspecto. Discute-se ainda outros
aspecto considerados complementares, relacionados a formulacao variacional e algoritmos
de integracao em passo finito dos modelos em estudo. Os exemplos de aplicagao consistem
de analises estatica e dinamica de estruturas, comparando-se os resultados obtidos com
resultados disponiveis na literatura ou mesmo com observagoes experimentais de ensaios

de laboratério.

Aguiar (1989) simula numericamente o fenémeno da estricgdo em um bloco sob
tracao. Nesse trabalho, supoe-se que o material seja hiperelastico, isotrépico e que possua
uma lei de comportamento descrita pelo modelo de Blatz e Ko (1962) para a espuma de
borracha de poliuretano. Utiliza-se o Método dos Elementos Finitos cléssico para resolver
de forma aproximada o problema de equilibrio, o qual é altamente nao-linear. Realiza-se a
busca de solugoes por meio da implementacao de uma Técnica de Continuacao de Euler-
Newton. Essa técnica permite abordar situagoes em que as instabilidades mecanicas,
como a concentracao de deformagoes e o amolecimento, estejam presentes. O autor iden-
tifica onde ocorrem as instabilidades, constando que, nas regioes onde ocorre a estricgao,
torna-se evidente a existéncia simultanea de dois estados de deformacao predominantes.
No primeiro, segundo o autor, verificam-se pequenas deformagoes em regioes que apresen-
tam uma tendéncia de retornar a configuracao original. No segundo, observam-se grandes
deformagoes localizadas que evidenciam o fenomeno da estriccao. Outra conclusao im-
portante deste trabalho é a observacao de que os critérios para a perda de elipticidade e

a perda de convexidade sao independentes.

Aguiar e Pérez-Fernandez (2012) destacam que os modelos cldssicos de materi-
ais hiperelasticos exibem crescimento ilimitado das densidades de energia de deformacao
correspondentes a medida que as deformacoes se tornam grandes, mas que a deformacao
dos materiais reais é dominada pela formacao e acumulacao de defeitos, tais como espacos

vazios e fissuras, que restringem a capacidade do material para deformar hiperelasticamen-
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te a partir um certo nivel de deformagao critica. Os autores investigam o amolecimento
macroscopico induzido pelo amolecimento microscépico dos constituintes hiperelasticos
de materiais compositos utilizando o MHA em duas escalas. Em particular, sao investi-
gados compdsitos bilaminados sob estiramento uniaxial paralelo a direcao de laminacao.
Estende-se a abordagem para o estudo do comportamento macroscépico de materiais
compésitos cujas as fases hiperelasticas possuem gradacgao funcional com amolecimento.
Os resultados obtidos nesse trabalho, tais como as curvas de tensao versus deformacao
mostram o comportamento de amolecimento macroscopico desses laminados sob estira-

mento biaxial.

Taliercio e Coruzzi (1999) desenvolvem um modelo numérico com o objetivo prin-
cipal de descrever a resposta mecanica macroscépica de compoésitos reforcados com fibras
unidirecionais e com matrizes frageis, sujeitos a tensoes atuando em um plano transver-
sal as fibras. Sao realizadas andlises de uma célula unitaria representativa via MEF,
aplicando-se condicoes de contorno apropriadas e assegurando a continuidade do campo
de deslocamento através das células adjacentes e a periodicidade do campo de deformagoes
sobre toda a célula. Os autores adotam uma lei constitutiva para o amolecimento a de-
formacao para a matriz, o que permite, por exemplo, induzir a fragilidade ocasionada
por possiveis defeitos em uma matriz polimérica. Os autores consideram ainda o caso
perfeitamente pldstico para fins de comparagao e concluem que os resultados estabeleci-
dos para os compositos dicteis sao considerados inadequados para compésitos de matriz
fragil. Suas andalises numéricas indicam que os compositos com matriz em que se consi-
dera o amolecimento tém propriedades de resisténcia transversais muito menores do que
os compositos perfeitamente plasticos com matriz de igual rigidez, e até mesmo nos casos
em que o composito com a matriz sem amolecimento nao recebe nenhum reforgo. O autor

também observa a indugao de uma anisotropia no regime de pds-pico.

Belytschko et al. (1986) examinam solugoes por férmulas fechadas e por elementos
finitos para varios problemas com materais que apresentam o fenomeno de amolecimento
a deformacao. Segundo esses autores, nas solugoes por férmulas fechadas, o amolecimento
causa a localizacao de deformacoes, a qual é acompanhada de um desaparecimento ins-
tantaneo da tensao. As solucoes obtidas via MEF concordam muito bem com as solugoes
analiticas em muitos casos, e apresenta uma taxa de convergéncia que somente fica ligeira-
mente inferior a dos problemas lineares. A principal deficuldade identificada pelos autores
nos modelos constitutivos com amolecimento para dano ¢ a auséncia de dissipacao de ener-
gia no dominio do amolecimento, cuja correcao é realizada por uma formulagao nao local.

Os autores apresentam solugoes por elementos finitos para problemas de ondas esféricas
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convergentes e constatam que esses problemas exibem muiltiplos pontos de localizagao, os
quais mudam drasticamente com o refinamento da malha. Para corrigir esses problemas

os autores utilizam uma formulacao material nao local.

Ainda segundo Belytschko et al. (1986), em materiais como o concreto ou rocha,
as falhas ocorrem por danificagao progressiva como formacao de microfissuras e vazios. Na
maioria das estruturas de engenharia, a escala em que ocorrem os fendmenos menciona-
dos anteriormente compara-se a escala pratica das malhas de elementos finitos e esses
fenomenos sao usualmente muito pequenos para serem modelados. Usualmente, os seus
efeitos devem ser incorporados nas andalises numeéricas e por meio de um modelo homo-
geneizado que possa exibir o comportamento de amolecimento. O problema de modelar
essas instabilidades persiste e ainda é objeto de estudo, como pode ser observado nos tra-
balhos de Galavi e Schweiger (2010), Wu e Wang (2010), Dai e Peng (2012). Isso ocorre
porque quando se incorpora o fénomeno de amolecimento nas modelagens numéricas, ha
a ocorréncia de varios problemas, como, por exemplo, dependéncias de malha e escala,
que ainda nao foram completamente entendidos e continuam em aberto mesmo com os

atuais desenvolvimentos computacionais.

Segundo Bazant e Cedolin (1980), em problemas estaticos, a solu¢do obtida
empregando-se elementos finitos, em geral, apresenta alta dependéncia da malha que
nao é capaz de reproduzir de forma adequada o fenomeno de localizacao de deformagao
que caracteriza o amolecimento. Bazant (1976) ainda destaca que as solugbes obtidas
empregando-se malhas de elementos finitos convencionais nao sao em geral fisicamente
plausiveis, porque a medida em que se aumenta o refinamento da malha a energia dissi-

pada no dominio do processo de amolecimento tende a zero.

Este trabalho representa um avanco dos estudos apresentados nesta revisao bi-
bliografica no entendimento dos fenomenos de instabilidades materiais em bilaminados
hiperelasticos utilizando métodos numeérico e analitico. O método analitico permite cons-
truir uma solugao principal para o problema de um laminado submetido a condigoes de
deformagcao impostas no contorno e predizer a deformacao para a qual esta solucao pode
bifurcar em uma solucao secundaria. A contribuicao principal desta tese foi confirmar
esta predicao por meio do MEF e obter uma solucao secundaria que bifurca da solucao
analitica, dita principal, para deformagoes a partir do ponto de perda de elipticidade,
considerando determinados valores de 8 e t que estdao apresentados e discutidos na Secio
6.2.
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3 Elementos da Mecanica do Continuo

Nesta secao apresentam-se os conceitos basicos de cinematica, forca, relagoes
constitutivas e leis de balanco, os quais serao aplicados na determinacao de parametros
elasticos. Maiores detalhes sobre a teoria podem ser encontrados em Gurtin, Fried e
Anand (2010). Salvo disposi¢ao expressa em contrario, emprega-se a notacao de Einstein

para indices repetidos.

3.1 Cinematica

Seja B uma regiao regular e compacta em R? e seja X um ponto material perten-
cente a B. Uma deformacio de B é um mapeamento suave y : B — R3 com det Vy > 0,
em que V(e) = 0d(e)/0X. O ponto x=y(X) é o lugar ocupado por X na deformagao y,

conforme ilustrado na Fig. 3. O campo

y:B >R

TN

(0]

Figura 3: As configuragoes de referéncia e deformada de um corpo B.
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F =Vy (3.1)

¢ um membro do conjunto Lin de todas as transformacoes lineares de R em R3 e é
conhecido como o gradiente de deformacao; se P é uma parte de B com dimensoes in-
finitesimais, entao det F é a razao entre o volume de y(B) e o volume de P e representa
o valor local da dilatagao volumétrica de B. Segue do exposto acima que deformagoes
cinematicamente admissiveis satisfazem det F > 0 e que, portanto, F é inversivel. A
deformagao é isocorica se

detF —1=0. (3.2)

Em aplicagoes, utilizam-se com frequéncia os tensores deformacao de Cauchy-

Green a direita e a esquerda, definidos, respectivamente, por
C=F'F, B=FF". (3.3)
Segue de (3.2) e (3.3) que deformagdes isocéricas satisfazem

detC—1=detB—-1=0. (3.4)

Em termos do campo de deslocamento u : B — R3, é definido pela relacao
u=y-X (3.5)
e ilustrado na Fig. 4, obtém-se de (3.1), (3.3.a) e (3.5) que
C-1=(Vu)' + Vu+ (Vu)'Vu, (3.6)

em que 1 € Lin é o tensor identidade. Esta diferenca é uma medida do desvio de forma
entre uma dada deformacao e uma deformacao de corpo rigido, para a qual C = 1. Devido

a isto, é comum introduzir o tensor deformacgao de Green-Saint Venant

E— %(c _1). (3.7)

Assumindo pequenas deformagoes, segue de (3.6) e (3.7) que
E = Viu+ O(|Vul’), (3.8)

em que

Vau= - [(Vu)" + Vu], (3.9)

DN | —
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u(X + dX)

dx=dX + u(X + dX) —u(X)
€, dx = dX + (Vu) dX+0 (Vu|?)

Figura 4: Deformacao de um corpo.

é a parte simétrica do tensor Vu e O(+) é um simbolo de ordem que satisfaz lim @

e—0

<

C < oo, C € R. Na teoria de elasticidade linear, considera-se somente a primeira

aproximacgao em (3.8), denotada por
E, = V.u (3.10)

e denominada tensor deformacao inifitesimal.

No estudo do comportamento de laminados elasticos realizado na Segao 5 utiliza-
se um sistema de coordenadas cartesianas retangulares com origem em O (sistema CCR),
conforme ilustrado na Fig. 4, em que (ej, eq, e3) é uma base ortonormal associada a este
sistema de coordenadas . Neste sistema de coordenadas, X = X,e; e x = x;€;, em que X;
e x;, 1 =1,2,3, sdo as componentes de X e x, respectivamente. Uma vez que x = y(X),

tem-se entao x; = y;(X1, Xo, X3), em que y; =y -e;, i = 1,2,3. Além disso, u = u,e; e

ou;
0X;

infinitesimal e (e; ® e;)e, = 0,1€;, 1, j, k = 1,2, 3, define o produto tensorial entre e; e e;.

_ _ 1 Ou; ~ ~
Viu = gj5e; ® e;, em que g5 = 5 + 8_)(]1) sao as componentes do tensor deformacao

3.2  Equacao de Equilibrio

Forcas representam a acao de um corpo sobre o outro. Esta acao pode se mani-

festar por contato entre partes de um corpo, ou, entre um corpo e o meio exterior a este.
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Aqui, consideram-se trés tipos de forca, a saber:
i) forcas de contato entre partes distintas de um corpo;

i1) forcas de contato exercidas sobre o contorno de um corpo pelo meio ex-

terior a este;

i11) forgas de corpo exercidas sobre todos os pontos de um corpo pelo meio

exterior, tais como a forga gravitacional da Terra.

As forgas de contato @) e ii) sdo também chamadas forgas de superficie internas

e externas, respectivamente, pois sao transmitidas através de uma superficie de contato.

Seja x um ponto arbitrério no interior de y(B) e seja S um plano contendo x
e que divide y(B) nas partes y(Bi) e y(By), conforme ilustrado na Fig. 5.a. Isolando a
parte y(B1), conforme ilustrado na Fig. 5.b, observa-se que na face plana que pertence a
y(B;) atuam forcas de contato internas que correspondem a agao da parte y(Bs) sobre a
parte y(B;). Seja n o versor exterior a face plana e seja AF a resultante no ponto x da
forca de contato que atua em uma superficie de area AA contendo o ponto x. A expressao

b= lim

define o vetor tensao t no ponto x.

F,

a. Corpo deformado seccionado por

b. Parte do corpo deformado sob a agdo
um plano S.

de forcas internas ¢ externas.

Figura 5: Plano S seccionando corpo deformado.

Pela hipotese de Cauchy, o vetor tensao é independente da superficie que passa

pelo ponto x, desde que a normal a esta superficie seja o versor n introduzido acima e
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que a superficie seja suave no ponto x. Assume-se, portanto, que

t=t(x,n). (3.11)

Por outro lado, as forgas de corpo, medidas por unidade de volume em x € y(B),

sao representadas pelo mapeamento b : y(B) — R3, em que x — b(x) é continuo.
Assume-se que t e b estao consistentes com o balan¢o de momentum linear
/ ¢ (n) dS + / bdV =0, (3.12)
dy(P) y(P)

em que P é uma parte arbitriria de B e, neste trabalho, y(P) estd em equilibrio, e com

o balanco de momento de momentum linear
/ r/\t(n)dS—l—/r/\de:O, (3.13)
9y(P) y(P)

em que “A” denota o produto vetorial. Apesar de existir a dependéncia explicita em x

de t, b e r nas expressoes (3.12) e (3.13), esta foi omitida.

As leis de balango (3.12) e (3.13), juntamente com a hipdtese de Cauchy (3.11),
garantem a existéncia de um campo tensorial suave T € Sim := {S € Lin: S = ST}, o

tensor tensao de Cauchy, tal que
t(x,n) =T (x)n (3.14)

para todo versor n e para qualquer ponto x € y(B).

Substituindo (3.14) nas leis de balanco (3.12) e (3.13), utilizando o teorema da

divergéncia e considerando P arbitrario, pode-se mostrar que (GURTIN, 1981)

T=1"T

divT(x)+b(x) =0 paratodo x €y (B). (3.15)
Neste trabalho, considera-se que b = 0.

Observa-se do exposto acima que a forca de contato t e o tensor tensao de Cauchy
T estao definidos sobre y(B). No estudo de sélidos é conveniente, entretanto, introduzir
a transformada de Piola que relaciona tensores definidos sobre a configuracao deformada

y(B) com tensores definidos sobre a configuragao de referéncia B. Quando aplicada sobre
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a tensao de Cauchy, a transformada fornece o primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff,
dado por
P=TcofF, cofF:=detF(F )", (3.16)

em que cof F é o tensor cofator de F = Vy e lembra-se da Secao 3.1 que F~! existe, pois
consideram-se deformagoes cinematicamente admissiveis. Segue das expressoes acima que
as normais unitdrias exteriores a elementos de area dos contornos de partes arbitrarias de
B e de y(B), respectivamente, estao relacionadas entre si por meio de

cof F(X)N

T T FX)N|

(3.17)

Segue de (3.16.a) que T = P (cof F)~!. Substituindo esta expressao em (3.15) e

considerando forca de corpo nula, obtém-se

DivP =0 em B, (3.18)
em que Div : Lin — R3 é o operador divergente para campos tensoriais suaves definidos
sobre a configuracao de referéncia B.

Assume-se que na configuracao nao deformada, y(X) = X para todo X em B, a
tensao residual é nula, ou seja, T = 0. Neste caso e considerando a teoria de pequenas

deformagoes, tem-se que todas as grandezas dependem de X (ao invés de x = y(X)).

Em particular, reescreve-se (3.14) na forma
t(X,n)=T(X)n, VXe€DB, (3.19)
e considera-se que a equacao de equilibrio (3.15) é satisfeita em B, ou seja,

div T(X) =0, VXeB. (3.20)

3

No sistema CCR, X = >~ Xje; e a equacao vetorial (3.20) é reescrita em termos de suas
i=1

componentes, dadas por

3 T
0X;

=0, emB, i=123. (3.21)

=1
Além disso, segue de (3.4) a (3.10) que deformagoes isocdricas satisfazem

trE; = 0. (3.22)
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3.3 Hiperelasticidade

Considera-se agora que o corpo é eldstico e isotrépico, de modo que P esta rela-

cionado ao gradiente de deformacao F = V'y por meio de (Gurtin, Fried e Anand (2010))
P =P(F,X) =cof F (591 +0,C—0,C™) . (3.23)

Em (3.23), cof F é dado por (3.16.b), C é dado por (3.3.a), o = o(tc,X), k=0,1,2, e

tc ¢ a lista dos invariantes principais do tensor C, dada por
tc:={l :=trC, I :=trcofC, I3:=detC}, (3.24)

com tr : Lin — R sendo o operador traco.

O problema misto da elastostdatica finita para corpos isotrépicos, definido sobre
a configuracao de referéncia, consiste em achar a deformacao f : B — R? que satisfaca
a equagao diferencial de equilibrio (3.18) com P dado por (3.23) juntamente com as

condicoes de contorno
PN=p sobre I',, f=f sobre I'g, (3.25)

em que I, e I'g sdo partes regulares do contorno 0 B, talque 0 B =T, |JT're ', (| T'¢ = 0,
ep: T, > R3ef: T — R3sdo funcdes suaves e conhecidas nas respectivas partes do
contorno d B. Se I's = () entao p deve satisfazer a condicao de equilibrio global necesséria

para a existéncia de solugoes.

Neste trabalho, o material é hipereldstico, de modo que a funcao resposta P em
(3.23) é a derivada de uma func¢ao densidade de energia de deformagao ¢: Lint xB— R,

suave, ou seja,

P(F,X) = D ¢(F,X), (3.26)

em que a derivada Dg é tomada com respeito a F mantendo X fixo. Uma vez que o
material também é isotrépico, pode-se escrever 5(F, X) = ¢(tc, X), em que ¢ : t(Sim™) x
B — R, com (Sim™) := {ic € R3: C € Sim, det C > 0}, é suave. Utilizando a regra da

cadeia em (3.26) e substituindo a expressao resultante em (3.23), chega-se as expressoes

. 2 aqb(Lc) a¢(Lc) . 2 8¢(Lc) i 1/2 a¢(bc)
“0—]?}/2 L2 d 1, 1y ol; |’ ”1_15/2 o1, 02 =21 ol, -
(3.27)

As expressoes acima para oy, k = 0,1,2, nao sao independentes e devem satisfazer as



58

condigoes de compatibilidade (Truesdell e Noll (1965))

992 _ 9%
o, ol
(9 o 8(120'2> 80'0
12 2 — I, =20 2
3 ag(gﬂ RREYA 501, (3.28)
9oy Loy _ p0(L" o)
oI, Lol 3 oI;

as quais sao necessarias e suficientes para que o material seja hiperelastico.

Utilizando a base ortonormal fixa (ey, e, €3) introduzida na Secao 3.1 e substi-
tuindo (3.26) em (3.18), obtém-se um sistema de trés equagoes diferenciais parciais nao-
lineares de segunda ordem com respeito as trés componentes da deformacao y = y; e;, ou
seja, B B

0*¢(F,X) 9%yp | 0%¢(F,X)
0P,; 0P, 0808 08 0Py,

em que X = {je; e F = @€, ® ej, com ® denotando o produto tensorial de dois

=0, =123, (3.29)

vetores introduzido na Segao 3.1. Estas equagoes sao chamadas quase-lineares devido a
linearidade das mesmas com relagao as derivadas de maior ordem, 92y, /(9&;0&). Os
termos multiplicando estas derivadas sao as componentes do tensor de elasticidade

_9%9(F,X)

A(F,X):= DP(F,X) = 7,50,
1j

e e Ve, Ve, (3.30)

em que o lado direito da igualdade acima foi conseguido por meio da expressao (3.26).
Na teoria de equacoes diferenciais parciais, estas componentes sao importantes na analise

de existéncia, unicidade e estabilidade das solugoes y;, i = 1, 2,3, de (3.29).

O comportamento de um sélido eldstico na vizinhanca da configuracao de re-
feréncia, para a qual F = 1, é governado pelo tensor de elasticidade linear C(X) :=

A(1,X) = DP(1,X) no ponto X € B, uma vez que

P(F,X)=P(1,X)+P.(E.,X)+0(E,), PLE,X):=CX)E.], (3.31)
em que E; é dado por (3.10), o(.) é um simbolo de ordem que satisfaz lim0 @ =0
e C(X)[EL] = Cijucr e ® e; na base ortonormal (e;, ez, e3). Supondo tensao residual

nula, 15(1,X) = 0, e desprezando os termos de ordem superior em (3.31), obtém-se a
teoria classica de elasticidade linear para corpos em equilibrio, a qual consiste na relagao
tensao-deformagao (3.31.b), na relagdo deformagcao-deslocamento (3.10) e na equagao de

equilibrio (3.18) com P substituido por Py.
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Uma vez que o material é hiperelastico neste trabalho, o tensor de quarta ordem

C é simétrico no seguinte sentido:
H: C[G]=G:CH], VH e Lin, VGE€E Lin, (3.32)

em que “” denota o produto interno em Lin, definido por G : C[G] := tr(GTC[G]),
VG € Lin. Em (3.32), pode-se substituir ambos, H € Lin e G € Lin, por tensores
simétricos arbitrarios, pois C é completamente determinado pela sua restricao a Sim

(Gurtin, Fried e Anand (2010)).

Se o material é isotrdpico, a relagao tensao-deformacao (3.31.b) é dada por
P,=\(trE)1+2uE,, (3.33)

em que A e p sao as constantes de Lamé, as quais podem depender do ponto X € B. O

tensor C é positivo definido, ou seja,
E:C[E] >0, VE e Sim, E#£0, (3.34)

se e somente se as constantes de Lamé \ e y satisfazem as desigualdades > 0, 2u+3 X >
0.

Nas préximas segoes apresentam-se exemplos de materiais hiperelasticos e isotré-
picos e relacionam-se certas restrigoes impostas sobre os tensores de elasticidade corres-
pondentes com o surgimento de fenomenos fisicos que nao sao preditos na teoria cléssica

de elasticidade linear.

3.4 Convexidade e Elipticidade

Nesta secao apresentam-se conceitos relacionados aos fenomenos de amolecimento
e localizacao de deformacao em um material hiperelastico, homogéneo e isotrépico. O
surgimento destes fenomenos estd associado a violacao de certas restrigoes sobre o tensor
de elasticidade A definido em (3.30). Por exemplo, Coleman and Noll (1959) propoem
que A satisfaca a desigualdade

G:AG]>0, VGEeCLin, G#0, (3.35)

em que A[G] € Lin. Conhecida por desigualdade de Coleman & Noll, a condigao (3.35)
juntamente com (3.30) implicam que a funcao densidade de energia (E(F) ¢ estritamente

convexa (Ciarlet (1988)), ou seja, dados 0§ € [0,1] e G; € Lin, i = 1,2, entdo G :=



60

0GL+ (1 —0)Gy € Line o(G) <0(Gy) + (1 —0)p(Gy).

A desigualdade (3.35) ndo é uma hipdtese plausivel, pois ela é incompativel com

certas evidéncias do “mundo real”, tais como

1. Tensoes infinitas devem acompanhar deformagoes infinitas. Este comportamento
das tensoes em grandes deformacoes exige que a funcao densidade de energia de
deformacéo ¢ satisfaca lim ¢(F, X) = +oo & medida que det F — 0,F € Lin". Esta

condicio ndo é satisfeita para ¢ convexo sobre Lin', Ciarlet (1988).

2. Possibilidade de multiplos pontos de minimo da energia do sélido hiperelastico, tal

como no caso de flambagem de uma coluna delgada.

A desigualdade de Coleman & Noll esta, no entanto, relacionada a uma condigao
de monotonicidade do primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff que é fisicamente plausivel.
Para apresentar esta condicao, supoe-se neste trabalho que as condigoes de contorno do
problema misto, dadas por (3.25), sejam fungoes suaves de um tnico pardametro de carga
A > 0, ou seja, p = p(\,X) para X € T, e f = f(\,X) para X € Ts. Supde-se
também que a solucdo do problema correspondente dependa suavemente de A, de modo
que a posicao de um ponto X € B na configuracao deformada seja dada por y (), X) com
gradiente de deformacdo correspondente dado por F := Vy(\, X). Se F; = F(\,X) e
Fy = F(A+AX, X) para AN € R pequeno e positivo, entdo Fy — F; = FAX+ 0(A)), em
que (-) := d(-)/dX. Utilizando a funcdo resposta introduzida em (3.23) e considerando
uma parte arbitraria P € B, pode-se interpretar a expressao

/ P (F,,X) : FdV — / P (F,,X): FdV (3.36)

P P
como sendo a diferenca de poténcia de tensao necessaria para aumentar o parametro de
carga A de A)X. Se esta diferenca for positiva, diz-se que o material endureceu. Caso

contrario, diz-se que o material amoleceu.

Rearranjando os termos de (3.36) e utilizando (3.26), pode-se reescrever (3.36)

na forma

/ﬁ(FQ,X):FdV—/P(Fl,X):FdV:/D%(FZ,X):FdV—/D%(FI,X):de.
P P P P (3.37)

Utilizando a regra da cadeia em (3.37), obtém-se que a expressao (3.36) é igual a

/ F: D% (F,X) : [F} dVAX+ 0 (AX), (3.38)
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em que D?(-) := D(D(-)). Portanto, para A\ suficientemente pequeno, o material en-

durece se
F:D2(F,X)[F] >0, F, =FA)X),VAeR, VXeB, (3.39)

em que () := d(-)/d\. Identificando A = D2 ¢ em (3.35), vé-se que a desigualdade de
Colelman & Noll implica no endurecimento do material. Este é o caso, por exemplo, da
elasticidade linear cldssica, em que a desigualdade (3.35) toma a forma dada por (3.34)
com C(X) := A(1,X) = D2¢(1,X). Neste caso, a funcao densidade de energia, dada
por (EL :D? 5(1, X) [EL]> /2, é quadréatica e, portanto, convexa.

Em (3.35), se se considera G = b ® ¢ para quaisquer versores b € R? e ¢ € R?,

obtém-se a condicao de Legendre-Hadamard, dada por
(b®c):Ab®c] >0, Vb eR? tal que [b| =1, VceR?tal que|c|=1. (3.40)

Esta condigao é também chamada condi¢ao de elipticidade forte (Truesdell e Noll (1965)),
pois é utilizada no estudo de existéncia e regularidade de solucoes dos problemas de
valor de contorno associados. A imposigao da desigualdade (3.40) estd de acordo com a
evidéncia experimental de que “um corpo é alongado na direcao das forcas aplicadas” Ciarlet
(1988). A violacao desta condicao estd relacionada com a formacao de bandas de cisa-
lhamento, Knowles e Sternberg (1975), as quais podem levar & falha do material por

localizagao de deformacao cisalhante.

Aplicam-se agora os conceitos introduzidos acima no estudo de uma forma par-

ticular do material de Blatz e Ko (1962), dada por

1

6 (1c) = g (% vor,2 5) , (3.41)
3

em que (¢ e I;, i = 1,2,3 s@o dados por (3.24) e u é o médulo de elasticidade ao cisalha-
mento calculado na configuracao de referéncia. Experimentos realizados por estes autores
em uma espuma de borracha de poliuretano forneceram o valor médio p = 32psi. As

expressoes de T e P para o material dado por (3.41) sao
T—u (1 - 13—1/23—1> . P =y cofF (1 - 13‘1/20-1) , (3.42)

em que B e C sao dados por (3.3). Utilizando (3.30), obtém-se o tensor de elasticidade
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A, dado por

A" [H] := 1a H =F " (F'HF '+ H'B'+C'H")F "+
z (3.43)
cof F[(FFTH)1-H'F "], VH € Lin.

Observa-se de (3.43) que A é simétrico no sentido de (3.32) com C substituido por A.

Este resultado ja era esperado, pois o material é hiperelastico.

Em particular, considerando H = F em (3.43) e tomando o produto interno da
expressao resultante com F, obtém-se que a condicao de amolecimento para o material de

Blatz-Ko ¢ dada por
Far [F| = (FFF) . (FFF 420107 ) +

(det F) {(F_T.F>2 —1. (F.F*)Q} <0, (3.44)

Considerando-se agora a classe de deformagoes planas e homogéneas dadas por
zy =0 (X) = M Xy, @y 1= 0y (X) = A Xy, a5 1= 5 (X) = A X (3.45)

Estas expressoes juntamente com F := Vy = (dg,/0X;)e; ® e, e (3.3) fornecem F =
Me ®e +he, Qe +te; e, Fl=)\le ®e +)N'e,®e, +e;0e;, B=C =
e Qe +he, e, +e, ey, trB =22 + X2 +1edetB = (detF)* = A\, \,. Segue
entdo de (3.42) que os tensores de Cauchy e de Piola-Kirchhoff sdo dados por

T = 1= (1=2A7N e e+ (1= ea®@e, + (1 AT ) e; @ ey,

L
1
(3.46)
respectivamente, e de (3.44) que a condi¢ao de amolecimento é dada por
F.AH [F] ~3 (A%A;‘* + AgA;‘*) + 2 A, <0, (3.47)

Além disso, Knowles e Sternberg (1975) mostram que a condigao de elipticidade forte
(3.40) é equivalente as desigualdades
Ai S
Pt P4, i,j=1, 2,3 p=2—+320.268. (3.48)

J

No caso de tracdo uniaxial definido por Ay = A e e5.Pes, = 0, tem-se que XQ(;\) =

A~1/3 e que, portanto, Ay = (—=A"%3)/3. Este caso estd ilustrado no lado esquerdo da Fig.
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6. Tem-se ainda que T/, (A) := e;.Te; = 1 — A7%3 e que P},(\) := e;.Pe; = \71/3 —
A3, Observa-se das expressoes acima que T4, é uma funcio concava e monotonicamente
crescente de A no intervalo (0,00) e que tende a 1 & medida que A — co. Observa-se
também que P4 é uma funcdo crescente para valores pequenos de A > 0 e é uma funcao
decrescente para valores grande de A\. Tomando-se a derivada de P} com respeito a A
e igualando a mesma a zero, obtém-se a equacao 3A~* — (1/3)A%/3/3 = 0, cuja solucao
fornece o ponto Amay = 3%* = 2.279 em que P!| atinge o seu valor méximo. Seguindo
a nossa intuicdo fisica, diz-se que o material endurece no intervalo (0,3%*) e amolece no
intervalo (3%, 00). Este resultado pode ser verificado pelo critério de amolecimento (3.47)
para o caso de tracao uniaxial, o qual fornece a expressao F.A" =3\ 4 — (1/3)5\_4/3. Esta
expressao coincide com o lado esquerdo da equacao obtida acima por meio da derivada
de Pf|. Por outro lado, segue da desilgualdade (3.48) que ocorrerd perda de elipticidade
forte sempre que A < p3/ 4 =~ 2.685. Nota-se do exposto acima que, sob estiramento,
o material amolece e, portanto, perde convexidade antes de perder elipticidade. Sob
encurtamento, o material nao amolece, mas perde elipticidade. No lado esquerdo da Fig.
7, apresenta-se a curva PJ% versus A juntamente com o ponto de maximo g, onde inicia

o amolecimento, representado pelo ponto negro da curva, e o ponto p~3/* onde ocorre a

perda de elipticidade, representado pelo ponto azul da curva.

Outro caso de interesse nesta tese é o cisalhamento puro, definido por \; = A,
A2 = A7L. Este caso est4 ilustrado no lado direito da Fig. 6. Tem-se entdao que T4 ()\) :=
e;. Te; =1— A2 Th(A\) i=ex.Te; =1 — A2, PY(\) i=e;.Pe; = AL = A3 e Ph,()) :=
es.Pe; = A — A7, Segue das expressdes acima que no intervalo (0, 00) T4, é uma funcio
concava e monotonicamente crescente de A que tende a 1 & medida que & A — oo e Th, é
uma funcao concava e monotonicamente decrescente de \ que tende a —oo & medida que
A — 0o. Aqui também P%, é uma funcdo crescente para valores pequenos de A > 0 e é
uma funcdo decrescente para valores grandes de A\. Tomando-se a derivada de P4, com
respeito a A e igualando a mesma a zero, obtém-se a equacio —A~2+3A? = 0, cuja solucio
fornece A1 = 3!/2. Similarmente, P, é uma fungao crescente para valores pequenos de
A > 0 e é uma funcdo decrescente para valores grande de A. Tomando-se a derivada
de P}, com respeito a e igualando a mesma a zero, obtém-se a equacdo 1 — 3\? = 0,
cuja solucdo fornece A\?2_ = (1/3)/2. As curvas P}, versus A\ e P}, versus A\ estdo
representadas no lado direito da Fig. 7 pelas linhas cheia e tracejada, respectivamente.
Neste caso de cisalhamento puro, o fendmeno de amolecimento nao é evidente. Recorre-se

entdo ao critério de amolecimento (3.47) com Ay = A~! e chega-se & expressao F.A#[F] =

3A"* —2\72 + 3, a qual é estritamente positiva. Por outro lado, segue das desigualdades
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(3.48) que ocorrera perda de elipticidade forte sempre que A < p'/? = 0.518, ou, que
A > p’l/ 2 22 1.932. Estes valores estdo representados no eixo de A\ por pontos. Portanto,
quando submetido ao cisalhamento puro, o material de Blatz-Ko nao amolece, mas pode

perder elipticidade.

X, X,
40 1 VT 1
- % ! @ - : T
: T : =
' l< ]
V ! ! \ !
— X] — Xl
1 u 1 U
_ _
A _ A _
a) Tracdo uniaxial. b) Cisalhamento puro.

Figura 6: Ensaio de tragao uniaxial e cisalhamento puro realizados no material de Blatz-
Ko.

Tragdo Uniaxial Cisalhamento Puro

P1y {P11. P55}
0.7

06
05
03
02f

01F

Figura 7: Esquerda: Curva Py, Vel"SU.S_j\ para tragao uniaxial. Direita: Curvas Py; (linha
sélida) e Py (linha tracejada) versus A para cisalhamento puro.
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4 Consideracoes sobre a Teoria de Elasticidade
Linear Classica

Neste capitulo apresentam-se algumas consideracoes sobre a teoria de elasticidade
linear que servem de base para o estudo de materiais compdsitos no regime de pequenas
deformagoes e também servem de base em comparagoes com modelos nao-lineares quando

analisados no regime de pequenas deformagoes para verificar a validade destes.

4.1 Formulacao Diferencial

Seja um corpo elastico-linear, anisotropico e heterogéneo ocupando uma regiao
B aberta e limitada de R3. Seja também e;, e,, e; uma base ortonormal para um sistema
de coordenadas cartesianas retangulares fixa na origem. A lei de Hooke generalizada para

este corpo é dada por

T‘i‘ = ngkl(X) 5kl(u), (41)

em que Cj;i sao os coeficientes eldsticos do meio, u é o campo de deslocamento, cu-
jas componentes sao u;, Tj; e € sao as componentes dos tensores tensao e deformacao
infinitesimal, respectivamente. Ambos os tensores sao simétricos e de segunda ordem.
Lembrando da Secao 3.1, as componentes do tensor deformacao infinitesimal na expressao

(4.1) sao dadas por

B 1 auk 8ul .
5kl(u) = 5 (8Xl + an) y k‘,l = 1, 2, 3. (4.2)

No caso do material ser isotrépico, entao (4.1) toma a forma
TZL']' = )\(X) S (U)éij + QM(X) 8@'(11), (43)

em que € = €17 + €99 + €33 € A, p sao os parametros de Lamé, os quais podem depender

de X. Os coeficientes eldsticos em (4.1) satisfazem as seguintes condigoes de simetria

Cijir = Cjir = Cijik. (4.4)
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Utilizando as equagoes de equilibrio (3.21), obtém-se um sistema de equagdes
diferenciais parciais para a determinacao de u, o qual é dado por

0

_a_Xj (Cijkl(X)gkl(u» = bi; 2 = 1, 2, 3, (45)

sendo b; as componentes das forcas de volume atuantes sobre o corpo.

Para definir o problema de valor de contorno, necessita-se ainda impor condigoes
sobre u;, 1 = 1, 2, 3, e suas derivadas no contorno de B. Estas condi¢oes podem ser de

trés tipos, a saber (SOKOLNIKOFF, 1987)

1. Condi¢oes de deslocamento impostas sobre a fronteira 0 B de B, u|,z = U, em que

U é uma fungao suficientemente suave e conhecida sobre 0 B.

2. Condicoes de carregamento impostas Tj;n; sobre 9B, Ti;n;|,z = t; , em que n; sao as
componentes do versor exterior a 0B, e t;, i =1, 2, 3, sao fungoes suficientemente

suaves e conhecidas sobre 0 B.

3. Condicoes mistas de deslocamento sobre uma parte dyBB da fronteira de B, u|,z =
U, e carregamento ¢ dado sobre 0yB = 9B 0uyB e duB(\ B =0, T;n; \&B =,
conforme ilustrado na Fig. 8. Aqui também as funcoes U e t;, ¢ = 1, 2, 3, sao

suaves e conhecidas sobre as partes de 9 B em que elas estao definidas.

=t.e

ivi

Figura 8: Representacao da regiao B e as partes do seu contorno para as condigoes de
contorno mistas.

No estudo que segue, considera-se as condigoes do tipo 3, chamadas de condigoes

mistas, para o caso U = 0, ou

ui\aUB = 0, T%jTLj ’&;B = tl (46)
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4.2  Formulacao Integral

Seja V o conjunto de todos os campos de deslocamento suficientemente suaves
e cinematicamente admissiveis (4.2) definidos sobre B que satisfazem as condigoes de

contorno (4.6).

Um elemento v de V é dado por v = v; e€;, em que v;, ¢ = 1, 2, 3, sao suficien-
temente suaves sobre todo B, incluindo o seu contorno. A equacao integral para (4.5) é

dada por
/ngk:l(X) Skl(u) 6Z'j(V)dX = / bz UZdX +/ ti UldS Vv e (47)
B B OB

O termo a esquerda de (4.7) representa o dobro do trabalho virtual dos esforgos internos,
W;, ao corpo, e o termo a direita representa o dobro do trabalho virtual das forcas externas,

W., aplicadas sobre o corpo.

Para demonstrar (4.7), multiplicam-se ambos os membros de (4.5) por v; e integra-

se sobre B. Assim
0
bﬂ)ldX = — — (Cijkl(X)akl(u)) UZdX (48)
B 5 9X;
Aplicando a regra da derivada do produto de fungoes em (4.8), resulta

/BbZ UZdX = —/B |:8i)(] (Czjkl(X) skl(u)vz-) — kal(X) 5kl(u) Eij(V) dX, (49)

sendo £;;(v) = 2% Reescrevendo (4.9), obtém-se

= X,
/B by s dX = — /3 [ain (Ciya(X) gkl(u)vi)] X+ /3 (Coya(X) () £5;(v)] dX.  (4.10)

Aplicando o teorema de Green e rearranjando os termos, chega-se a
/ (kal(X> 5kl(u)) vmde + / bl V; dX = / [kal(X) 5kl(u) €ij(V)] dX. (411)
o8B B B

Agora, utilizando as condigoes de contorno dadas por (4.6), observando que

Cijrr(X) er(u)n; = t; sobre 0yBB e zero sobre dyB3, obtém-se finalmente que
/ ti UZdS -+ / bl V; dX = / [kal(X) akl(u) €ij(V>] dX, Vv e V. (412)
8 B B B

Observa-se do exposto acima que, em virtude da linearidade, se u € V é solucao
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do problema dado por (4.5)-(4.6), também o é {u quando os dados sao {b e £t com
¢ €0, 1].

4.3 Energia de Deformacao Elastica

Os resultados anteriores permitem chegar a expressao de um elemento diferencial

dW . do trabalho de forcas externas para deslocamentos virtuais do tipo v = £ u, a saber:

OB

dWe - ftl U; d&dS‘i‘/é-bz U; dng - gdg |:/ tz U; dS+ / bz U; dX:| . (413)
B oyB B

Integrando em ambos os membros de (4.13) com respeito a £ € [0, 1] resulta

1
We = — |:/ tlu,dS—i-/ bﬂbldX:| s (414)
2 0B B

em que, tendo em conta (4.7) e (4.14) para v = u, tem-se

1

We = 5/B&ijkl(X)gkl(u)gij(u)de (415)

ou seja, os trabalhos das forcas internas e externas sao iguais, W; = W,. Por isso, a partir

deste ponto denotam-se ambos os trabalhos por .

Os corpos elasticos opoem naturalmente uma resisténcia a deformagao, a quan-
tidade W deve ser positiva para toda deformagcao nao identicamente nula, a qual implica
que os coeficientes devem satisfazer a condigao Cyjp(X) exi(u) €;5(u) > 0 para todo tensor
simétrico de componentes £;; nao nulos. Isto significa que a forma quadratica definida

pelos coeficientes elasticos deve ser definida positiva, ou seja,

3 C(X) >0 para X € Btal que Cjju(X)epeij > C(X) g gt (4.16)

4.4 Unicidade da Solucao

Com o objetivo de verificar a unicidade da solu¢ao do problema definido pelas
expressoes (4.5) e (4.6), utiliza-se a propriedade dada por (4.16). Suponha-se que o
problema admite duas solucoes u; e uy. Primeiramente, verifica-se que W = 0 para

u = u; — Uy, ou seja,

W=0= %/BC”M(X) ekl(u) €ij(ll)dX . (417)
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9(Cyj
De fato, como u; e uy satisfazem (4.5), em virtude da linearidade de M

0X;
com respeito a u, tem-se
0
— =< (kal(X) Ekl(u)) =0 em B, (418)
0X;
isto é, u = u; — uy satisfaz um sistema de equacoes diferenciais homogéneas.
Similarmente, sobre 0y3 do contorno de B, tem-se
Tij (u) nj|at3 =0, (4.19)

ou seja, u = u; — Uy satisfaz a condi¢do de contorno dada por (4.6) com t; = 0. Além
disso, como u; | ouB = U2 | a8 = 0 por serem solugoes do problema original, ¢ evidente que

ul, 5 = 0. Entdo, segue de (4.14) que W = 0.

Finalmente, de acordo com (4.15) e (4.16), 0 > [, C(X) gp(u) ep(u) dX da qual
resulta e (u) = 0, Vk,l e VX € B. Portanto, u é constante em B. Uma vez que

u| ous = 0, entao necessariamente u = u; =uy, VX € B, verificando-se a unicidade.

4.5 Problema de Valor de Contorno (PVC) para um Compdsito
Bifasico Elastico-Linear

Nesta secao apresenta-se a formulacao classica de um problema de valor de con-
torno misto da elasticidade linear para um material composto por duas fases elasticas com
condigoes de contato perfeito. Este estudo serve de base para para o que segue nas se¢oes
5.1.4 e 6.1 em que um soélido compésito bifasico linear é estudado empregando-se o MHA
e o MEF também considerando condicoes de contato perfeito entre as laminas. A partir

do estudo do sélido linear estuda-se entao um composito laminado bifasico nao-linear.

4.5.1 Forma Forte

Suponha agora que B é constituido por duas regices B* e B2, de modo que B =
B! J B?. Estas regioes estao separadas por uma superficie I' = B! (| B2. Tlustra-se na Fig.
9 um exemplo de B constituido por dois materiais, os quais ocupam as componentes B*

e B2, respectivamente.

Neste caso, os coeficientes de elasticidade Cj; (X) sdo funcoes definidas da seguinte
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forma

CL,(X) se XeB!,
Cijm(X) = { (%) (4.20)

o 2 2
Cin(X) se XebB,
em que os coeficientes C77,, m = 1,2, sao fungoes suficientemente regulares sobre B™ que

satisfazem as condigoes de simetria e positividade dadas por (4.4) e (4.16). Desse modo,

V2

B=8" B

(a) (b)

Figura 9: (a) Sélido constituido pelas partes B e B2 , (b) Partes B! e B? separadas.

o problema de valor de contorno é dado por (4.5)- (4.6) e (4.20), e condi¢bes para garantir
a continuidade dos deslocamentos e do carregamento na superficie de contato I'. Assim,

as condigoes de contato perfeito sao

=0
(] } sobre T, i=1, 2, 3, (4.21)
[[Tijn;]] =0
em que [[f]] = f! — f? denota o salto de f através de T

O PVC dado por (4.5), (4.6), (4.20) e (4.21) é chamado de problema na forma

forte.

4.5.2 Forma Fraca. Equivaléncia

Consonante com o procedimento utilizado na Secao 4, apresenta-se abaixo a for-
mulagao integral do PVC. Para isto, considera-se que o espago das fungoes cinematica-

mente admissiveis introduzido na Segao 4.2 seja dado por

V={viB—RY, v s=0 [v]=0}. (4.22)
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A forma variacional, ou, fraca, do PVC consiste em encontrar u € V tal que
/ kal(X) 5kl(u) 6ij(V) dX = / bz V; dX + / ti V; dS, Vv ev. (423)
B B OB

As solugoes dos problemas nas formas forte e fraca sao tnicas e a mesma. Por

conseguinte, diz-se que os problemas nas formas forte e fraca sao equivalentes.

Para demonstrar esta equivaléncia, seja V o espaco de fungoes cinematicamente

admissiveis dado por (4.22). Sejam ainda

u' se X eBl,
u= (4.24)
u? se X e B2

De modo similar, pode-se escrever v na forma dada para u por meio de (4.24).

Multiplicando (4.5) por v; e integrando sobre B, obtém-se a expressao (4.8), em

que, aqui, B = B! JB? e ambos, u e v, pertencem a V dado por (4.22).

Decompondo a integral do lado direito de(4.8) em duas integrais definidas sobre

as partes Ble B2, obtém-se

9 2
/ 87 (kal(X) Ekl(u)) Vi dX = Z/ (Czpjkl(X) akl(up)) Uf dX. (425)
B J =1 Bp
Aplicando integracao por partes juntamente com o teorema de Green em cada integral,
chega-se a
- f X, ( zgkl )5kl(‘1p)) v dX
= (Cn(X) €kl(up) eij(vP)) dX - f ax (Chu(X) ena(u?)e}) dX (4.26)

= [ (af(X) e(u?) ey5(vP)) dX — f L (X) em(uP) vindS,  p=1, 2,

(o]
B

em que 7} sdo as componentes do versor normal 7" a BP.

Sobre as superficies 9B'e 0B? tem-se que

fBPijkl(X)fkl(up) de fangé% jds = faBl\r ij Vi ]ldS

(4.27)
+ [ ThoinldS, p=1, 2,
em que 1"y p = v 0 = 0 e Tt = Cliy(X) ew(u™) 0, m = 1,2, 6 a forca

por unidade de area que atua sobre um plano definido pelo versor exterior ™. Sabendo
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que n; = —n? e utilizando as condigoes de salto (4.21), obtém-se
/ T vn;dS —/ Ti,viy,lclS—i—/ T wvi*dS. (4.28)
oB " oi\r 7 og\r 7 '’

As integrais do termo a direita de (4.28), lembrando que OB\I"' = 0B, podem ser
decompostas segundo as condigoes de forga e deslocamento dadas por (4.6) da seguinte

forma

/ RS = / ThPPdS + / TS, p=1,2.  (429)
OBP\T' 8y BP\T 8iBP\T

Lembrando que v. € V, em que V é dado por (4.22), segue de (4.29) juntamente com
OB = 0B | B? que (4.28) pode ser reescrito na forma

/ Ti_vmde:/ Tijvz-nde:/ t,v;dS, (4.30)
oB "’ B B

sendo a tultima igualdade obtida a partir de (4.6.b).

Substituindo (4.26) e (4.27) em (4.25) e substituindo (4.30) na expressao resul-

tante, obtém-se finalmente a expressao (4.23).

Para o caso de uma regiao B contendo uma inclusao, e considerando contato
perfeito entre a inclusao e a matriz, tem-se que o procedimento descrito acima é analogo

e chega-se ao mesmo resultado dado por (4.23).
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5 Aplicagcao de Métodos de Homogeneizacao no
Estudo de Compdsitos Elasticos

Apresentam-se neste capitulo alguns exemplos de aplicacado do MHA em proble-
mas de interesse na mecanica de compdsitos, com o propésito de calcular as propriedades

efetivas desses materiais.

5.1 Aplicacao do Método de Homogeneizagao Assintética (MHA)
em Problemas da Teoria da Elasticidade Linear Classica

Prado et al. (2010) empregam o MHA na obtengao de férmulas analiticas gerais
para os coeficientes efetivos de um compdésito elastico-linear com microestrutura periédica.
Os principais aspectos desta investigacao encontram-se abaixo, sendo que detalhes sobre

o calculo dos coeficientes efetivos encontram-se no apéndice do artigo supracitado.

5.1.1 Equagoes Governantes do Problema Homogeneizado

Seja um corpo elastico-linear, anisotrépico, heterogéneo, provido de uma estru-
tura periddica. Este corpo ocupa uma regiao B limitada e aberta do espaco Euclidiano
tridimensional, com um contorno 0B suave por partes. Um ponto X € B tem coorde-
nadas (X7, Xs, X3) em um sitema CCR fixo, conforme ilustrado na Fig. 10. Devido a
estrutura periddica do compdsito, identifica-se uma célula periddica ocupando uma regiao
Y, conforme ilustrado no lado direito da Fig. 10. Esta regiao é formada pelas regioes
R;, i = 1,2, ocupadas por uma matriz e uma inclusao, respectivamente. Um ponto

Y €Y tem coordenadas locais (Y7, Y, Y3)..

Sejam wu as componentes do vetor deslocamento u no sistema de coordenadas

cartesianas. Aqui, deseja-se achar os campos de deslocamento wu; que satisfacam as
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equacoes de equilibrio

0 0
o (ComMTE) ~000—0, XeBCR, (5.1)
J
u =0, X e 0B, (5.2)

em que as componentes do tensor de elasticidade, Cjjx, sao fungoes reais Y-periddicas
definidas sobre Y e as componentes da forga de corpo, b;(X), sdo fungoes reais e suaves
definidas sobre B.

Y

-

4
o
%
4

Figura 10: Esquerda: Compésito com estrutura periddica. Direita: Célula periddica Y
com as regioes da matriz, Ry, e inclusao, R,.

O MHA ¢ um método multiescala que emprega variaveis global e local para
descrever o comportamento de um sélido. A varidvel global, ou, lenta X = (X, X5, X3)
estd relacionada a varidvel local, ou rédpida Y = (Y7,Y5,Y3), por meio de Y = X/g,
sendo ¢ um parametro geométrico pequeno representando a razao entre um comprimento
caracteristico da célula periddica Y e um comprimento caracteristico de B. No caso da

ilustragao da Fig. 10, tem-se que ¢ = [/L

Considerando a elasticidade linear de Green e as simetrias menores do tensor
de elasticidade, ¢ possivel mostrar que os coeficientes do PVC dado por (5.1) e (5.2)

satisfazem
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Cijkl(Y) = sz’kl(Y) = Cijlk(Y) = Oklij(Y) YV Ye¢ Y, (53)

ou seja, a matriz que representa o tensor de elasticidade possui 21 coeficientes elasticos

independentes. Além disso, o tensor de elasticidade é positivo definido, de modo que
EIC(Y) > O,W eyY: C'Z'jkl(Y)ekleij > C’(Y)eklekl,VEL = (eij) - Eg, (54)

em que [Ej é o espaco das matrizes simétricas de ordem 3. Desta forma, o problema dado
por (5.1) e (5.2) representa uma familia de problemas para os quais a solugao existe e é

tnica para cada valor do parametro ¢ (CIORANESCU; DONATO, 1999).

Os deslocamentos uy, que satisfazem (5.1) e (5.2) admitem a expansao assintética

we = <ul (X, Y) + <l (X Y) + CulP (X Y) + (5.5)
em que u,(gh) (X,Y), com h =0,1,2,..., sdo fungdes Y-periédicas com relagao a varidvel

rapida Y.
Derivando (5.5) e aplicando a regra da cadeia, na expressao resultante, obtém-se

our(X,Y) au,§°> _lﬁu,(f) 8ul(€1) 8u§€1) 28u§€2) 0u§€2)

ox,  ox, oy "ax, Tav, TV ax, Ty T (5.6)

Em (5.6), utilizou-se 0Y;/0X; = 1/, i, j = 1, 2, 3. Substituindo (5.6) em (5.1) e lem-

brando que o operador divergente ¢ linear, resulta

()

(0) (1)
. - 9 Oy -1_90 o Ouy 9 L
bz(X) — 0X; (kal 39X, ) +g ax, Cz]kl 3y, + gan Czjkl ax, +

(5.7)
o ouy!) o duy” 2 ou®
X, <Cz'jkla—{3l) + §25—Xj (Cijkza—;}l +Sax; Clijki 5y
Aplicando novamente a regra da cadeia em(5.7), tem-se
%) ouy) %) ouy) %) ouy)
bi(X) = — | Cpijy—2— | Oy = =
X)=5x; ( Max, ) T v \Tax, ) TS ax \ ey ) T
%) ouy) 0 ouy)) 0 ouy)
-2_—_ ok — Pl 2 — ok
< 8}/3 (Cljkl 8}/} +§8Xj Cz]kl aXl + 8}/} C’L]kl (9Xl +
(5.8)

B o) L0 ol , 0 ou?
8_X] (Cijkla—n +< 8_}/; C’ijkza—y2 +< 8_XJ Cz’jkla—)(l +
0

o'’ ) ou? ) oul”
<Cijkl 9X, +§8Xj C@'jkla—y2 + (9_YJ Cijkla_YE T+

oy,
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Definindo o operador

0 X\ 0
Logp = P (Cz’jkl <?> a—ﬁl@) ; (5.9)
J

pode-se reescrever (5.8) de forma compacta como

bz<X) = LXXU,](CO) + §_1Lyxu§€0) + g‘lLqu,(CO) + §_2Lyyul(€0) + gLXXu,(:) + Lyxul(:)—F

+ Lyyu” + ¢ Lyyul” + sLxxu? + cLyxul” + cLxyul + Lyyul? + -
(5.10)
Agrupando os termos com iguais poténcias em ¢ em (5.10), tem-se
bi(X) = §72LYYU§€0) +¢7t <Lyyu,(€1) + nyug)) + Lyxug))) + _

+6° (Lyvul? + Lyl + Lyxuf” + Lxu? ) + 0(c) + -+ .

Fazendo ¢ — 0 em (5.11), obtém-se um sistema de equagoes para a determinagao

das funcoes u,ih), h=0,1,2,..., dado por

Lyyul =0, (5.12)
Lyyugcl) = —Lqu,(CO) — Lyxu,io), (513)
Lyyul(f) = —Lqu,(;) — Lyxul(:) - LXXu,(CO) —+ fz (514)

As expressoes (5.12)-(5.14) representam uma sequéncia recorrente de PVCs locais,
isto é, PVCs definidos sobre a célula peridédica Y, a partir dos quais se elimina a oscilacao
rapida do problema original e obtém-se a equacao do problema homogeneizado juntamente

com as expressoes dos coeficientes efetivos.

Para o tratamento desta sequéncia, introduz-se o operador média de uma funcao

Y-periddica g : B x Y — R, dado por
(9) (X) =g /Yg(X, Y)dY, (5.15)

em que |Y| é o volume de Y, considerado unitario neste trabalho. Além disso, emprega-
se o lema apresentado a seguir, que é um caso particular de um resultado mais geral

apresentado no apéndice do livro de Bakhvalov e Panasenko (1989).

Lema 5.1. Sejam N = (N;(Y)), F' = (Fi(Y)), Ciju(Y) fungdes suaves e Y-periddicas,
com as componentes Cj;x(Y) correspondendo a um tensor de elasticidade simétrico e
positivo definido. O sistema Lyy N = F tem solucao na classe das funcoes Y-periodicas

se e somente se (F;) = 0. Segue que N = N+ C, em que N é uma solugao de Lyy N = F
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com média nula e C' é um vetor constante. Ao reescrever (5.12) juntamente com (5.9),

obtém-se

B ou (X, Y)\
8_Yj (Cijkl(Y) oY, =0. (5'16)

Em razao da linearidade de (5.16) e pelo Lema 5.1, tem-se que
WX, Y) = (X, Y) + vp(X) (5.17)
k ) — Yk ) k ) .

em que y2(X,Y) é uma solugao de (5.16) com média nula e vy, nao depende da varidvel Y.
Em particular, toma-se u(X,Y) = 0, resultando em ug))(X,Y) = vi(X). Deste modo,

eliminou-se a oscilacao rapida dos coeficientes Cjj.

Do paragrafo anterior segue que L qu,(f) = 0. Portanto, (5.13) reduz-se a

Lyyulgl) = —Lyxug)). (518)

Reescrevendo(5.18) em sua forma expandida, obtém-se

Li=1,2, 3. (5.19)

0 oul’ (X,Y) 0 Avp(X)
a—;fj(Cijkl(Y)a—n oy, Ty,

Em virtude da linearidade de (5.19), emprega-se o método de separagao de

varidveis (WEINBERGER, 1965) para escrever a solugao u,(:) na forma

avp(X)
0X,

ul” (X, Y) = Nygpg) (Y) k=123, (5.20)

em que Nypg)(Y) sao funces Y-periddicas.
Substituindo (5.19 ) em (5.20), obtém-se

0 ON, Y) 0v,(X v, (X .
B (Cijkl(Y) kg;%( ) gp)(( ) + Ciji(Y) 1;;)((l )) =0,7=1,2,3. (5.21)
J q

Rearranjando os indices em (5.21) e reescrevendo a expressao resultante, chega-se

0 ON, (Y) ov, (X .
o (Cijkl(Y)% + Ciqu(Y)) % —0,i=1,2,3. (5.22)
J q
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Escolhe-se agora Ni(pq)(Y), Y-periddica, p, ¢ = 1, 2, 3.tal que

0 ON,
J

Esta escolha pode ser realizada porque o sélido possui uma distribuicao Y-periddica de

células sob condigoes de deslocamentos periddicos.

As expressoes (5.23) s6 dependem da varidvel Y e, portanto, permitem a for-
mulagao de um PVC local, o qual consiste em achar as fun¢oes Y-periédicas Ni(pq), p,q =

1, 2, 3, que satisfacam o sistema de equagoes (5.23).

Observa-se do exposto acima que o MHA conduz a formulacgao forte dos problemas
locais sobre a célula periddica. Por meio da solugao destes problemas é possivel determi-
nar as componentes eldsticas efetivas do tensor de elasticidade, que sao as propriedades
mecanicas de um material homogeneizado. Em geral, este material homogeneizado é

anisotrépico, mesmo quando todas as fases sao isotrépicas.

Para estudar a existéncia de solugoes Y-periddicas de (5.18), define-se

= —Lyxu”. (5.24)

Utilizando (5.9)e lembrando que u}(€0) depende somente de X, escreve-se (5.24) na

forma expandida

_0Cuu(Y) ou (X)

F(X,Y) = Y OX

(5.25)

Aplicando o operador média em (5.25), obtém-se

(F)(X) = <aiyj()ijkl> (_5?)(2()) . (5.26)

Utilizando agora o Teorema da Divergéncia sobre o primeiro termo do lado direito

de (5.26), lembrando que |Y'| =1 e que os coeficientes C;i; sao Y-periédicos, obtém-se

0

<8_YCUM> = oy Cijkmjds = O, (527)
j

em que 7; sao as componentes do versor normal a superficie de Y. Segue, portanto, de

(5.26) que (F') (X) =0, paraV X € B. Pelo Lema 5.1, a expressao (5.27) possui solu¢ao

na classe das funcgoes Y-periddicas.
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A fim de investigar a expressao (5.14), redefine-se F' como

= —Lquggl) — LYXUS) — LXXngO) + bz (528)

Utilizando as expressoes (5.9) e (5.20), reescreve-se (5.28) na forma expandida

Ovp
F(X,Y) = —ain (Oijkl(Y)aiyl <Nk(pq) (Y) aT(z()» o

, ) (5.29)
g (Cijkl(Y)a% (Nk(pq) (Y) 85}?)) ~ o5 (Cz‘jkl(Y)ag)(()l()> + b (X) .
Lembrando da expressao (5.17) que v, depende somente de X, obtém-se
ONk(pg)(Y) 0%v, (X)
F(XY)=—-Ciu(Y —
A D (5.30)
0 0?v, (X) 0?vp(X) '
— ikt IV Y) -2 — Cii(Y) et + b (X))
a}/] ((CZ]M k(pQ)) ( ) aXlan> C’Ukl( )anﬁXl + bZ( )
Rearranjando os indices da expressao (5.30), pode-se escrevé-la na forma
0Nk( )(Y) 0 82’0 (X)
P == (Contn) D 1 D (Conts (0N (0) + Con(¥) ) G 4 %),
(5.31)
Aplicando o operador média em ambos os lados de (5.31), tem-se
_ ONk(po) 0%vp(X)
(F)=— <Czykl gy, Cliipg IX,0%, + (b:(X)) (5.32)
em que
0
<@ (Cimijk(pq))> =0, (5.33)

POiS Cimij Ni(pg) € Y-periodico para cada i.

A condigao necessaria e suficiente para que (5.32) admita solugdo na classe das

funcoes Y-periddicas é

o~ 82UP(X)
em que .
~ k
Cijpg = <Cijkz a}(flpq) + Oiqu> (5.35)

sao as expressoes gerais para os coeficientes efetivos. O problema homogeneizado corres-
pondente consiste em achar v, : =R, p = 1, 2, 3, que satisfagam o sistema de equagoes

(5.34) juntamente com condigoes de contorno compativeis com (5.2).

Resultados sobre a proximidade entre a solugao u do problema original, dado por
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(5.1) e (5.2), e a solugdo u do problema homogeneizado dado por (5.34) e (5.35), podem
ser consultados em Bakhvalov e Panasenko (1989). Estes autores mostram, utilizando o

principio do maximo generalizado para equagoes elipticas, que
Hu@) _ uHC[B] = 0(q), (5.36)

la = vollog = O(), (5.37)

em que C[B] é o espago das fungdes continuas em B = B|JIB, || ||, = sup|e|e O é um
XeB

O(s)

simbolo de ordem, ou, simbolo de Landau que satisfaz lir% == =0.
S—

5.1.2 Coeficientes efetivos @qu

Obtém-se agora as expressoes analiticas dos coeficientes efetivos para os proble-
mas L,, definidos em (5.12)-(5.14).

Sendo os coeficientes efetivos de um sélido elastico-linear dados por (5.35), estes

podem ser reescritos na forma expandida como

~ _ 8N1(pq) 8Nl(m) 8N1(pq) 8N2(pq)
Clijpg = <C¢qu + Cijn . T Ciji2 oy, T Cijis ays T Cijor v,
ON, AN. AN AN

) 2( 3(pq) 3(pq) ON3
Cijr2—g™ + Cijoz—g™ + Cijs1 =322 + Clijaa =gy +Cij33—83£§®>-

(5.38)

Conforme serd demonstrado na Secao 5.1.3, o tensor dos coeficientes efetivos
conserva suas propriedades de simetria, embora se obtenha a partir de (5.38) expressoes
diferentes para um mesmo resultado. Isto ocorre porque, por exemplo, as fungoes Ny (i3
e Ny(s3) sao solugoes de problemas locais diferentes, ou seja, Ny(13) ¢ solugao do problema
Ly3 enquanto que Ny s3) ¢ solugao do problema Lsz. Desta forma, ¢ possivel controlar os
resultados dos calculos numéricos para cada material compédsito de interesse, pois a partir
de problemas diferentes com féormulas diferentes deve-se obter os mesmos resultados. Este
fato mostra a possibilidade de autocontrole dos calculos dos coeficientes efetivos obtidos

com o emprego do MHA.

5.1.3 Conservagao das Propriedades de Simetria e de Positividade do Ten-
sor de Elasticidade Efetivo

Demonstra-se agora a conservacao das propriedades de simetria e de positividade
do tensor de elasticidade efetivo com componentes aqu para os problemas L,,. A de-

monstragao segue o desenvolvimento apresentado nos trabalhos de Bakhvalov e Panasenko
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(1989) e Sixto (2010).
Demonstra-se que é\iqu = éjipqa @qu = é\ijqp e éiqu = apqij, com 1 S 1 S

3, 1<p<3. Paraisto, introduz-se a matriz

Cijig Chjag Chjsg
Aj(Y) = (Ciqu)iypzl,gg ,ou seja, Ajy(Y) = Cojig Cojog Cajzq | - (5.39)

Csjig Csjag Cajsg

Pela expressao do coeficiente efetivo, dada em (5.35), e utilizando uma das sime-

trias menores do tensor de elasticidade, Cjjpg = Cjipg, tem-se

~ 8]\75( ) 8]\7 ~
Ciqu = <Ciqu + Cijsr 8qu > <Cﬂpq + C]’LST aypq > = Cjipq- (5-40)

Utilizando agora a outra simetria menor, Cjj,; = Cjjqp, juntamente com u,(cl) =
Ni(pg) (Y)0v,(X)/0X g = Ni(gp)(Y)0v4(X)/0X,, resulta em

~ 8]\75( ) 8NT( ) ~
Cijpg = <Ciqu + Cijsr aypq > = <Cz'jqp + Cijrs anp = Cijop, (5.41)

em que lembramos da Segao 5.1 que Ny,q)(Y) sao funcoes Y-periddicas.

Para mostrar a simetria maior,

-~

Cijpg = Chpqijs (5.42)
utiliza-se (5.35) juntamente com (5.39) e define-se Ny(Y) = Nyg)(Y). Assim, tem-se que

A,4(Y) = <A,(Y)8Ns D4 AL(Y)),
— ({252 1 Au(Y)5%)

= (A(Y) (200D a}%+Ys)>>’
= (Au(Y) (Z52)).

em que M,(Y) = Ny(Y) + Y1 e I é a matriz identidade 3 por 3.

Y

(5.43)

Dado M, = (miﬁ), os elementos da matriz A,s podem ser escritos como

~ OM, s
Cirks = <Ci7’pq a;ig k)> 5 (544)
q

ou, ainda,

5 oms* Y,
Oirks - <Cltpq 8Y ay; 5zl> (545)
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em que ¢; ¢ o delta de Kronecker.

Por outro lado, tendo em vista a definigao de M, acima, a expressao (5.23) toma

37 (025 ) =0 (5.46)

a forma

Multiplicando agora (5.46) por uma fungao teste ¢(Y), matriz 3 por 3, Y-periddica,

e aplicando o operador média, tem-se

0 oM,
J

Observa-se que

o (. oM, OM, 00\ /O (. OM,
<8_Yj (A” o, ) “0> * <Aj" o, a_Y> - <8Yj <A” o, “’>> ’

<aiyj (A< aMS) <,0> =0 devido a (547 ) e

74 9Y,

<aiyj (qu%—%g0>> = 0 devido a periodicidade.

Assim,
OM, Op
I Nk S 4
ou, em componentes,
om;t Dy
Ciipg—-—— ) = 0. 5.49
< ltpg 8}/;1 a}/; ( )
Somando (5.45 ) e (5.49), obtém-se
Ci'rks = <Cltpq aY'p ( l@y} l) . (550)
q

Fazendo ¢ = NI e lembrando que M, = N, + Y,I, tem-se

~ oms* omri om’ Omsk N
Cirks - <Cltpqa—y? a}/i > - <Cpqlt6—Y§ E)Yl > - Cksz’r‘ (551>
q q

Deste modo, demonstram-se todas as simetrias do tensor de elasticidade efetivo,
ou seja,
Cijpg = Ciivg = Clijap = Chpgis- (5.52)
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Demonstra-se agora a condicao de positividade
(Arsnm 775) > ¢1 (nra 775) ) (5'53)
em que 2,»5 é a matriz dos coeficientes efetivos definida em(5.39) e 10; > 0. Explicitamente,

tem-se

-~

Cirksnksnir Z wlnirnira (554)

em que 7;,- sao os elementos de uma matriz simétrica nao-nula arbitraria. Logo, segue de

(5.50) que
5 Om* (Y) omj*(Y)
Oirks - <Oltpq an 8Y} . (555)

Para demonstrar (5.54), prova-se que

~ O™ Ongem
CirksMisNir = <Cltpq p i T > > V10 Mir- (5.56)

Dado que a matriz A,,(Y) é positiva definida, tem-se que

anksm;’;k( Y ) aniTmfi(Y) 0 )
> — (n;em)t) | . .
Clipg 5y, Y, > 1y gl (i t (7715 f )) (5.57)

Utilizando (5.56)-(5.57) e aplicando a desigualdade de Cauchy-Buniakowski-Schwarz,
(<f9>2 < <f>2 <g>2), resulta

. o N\ 2 B, A\ 2
CirksMksNir > U1 Z < (8_Y (Uirmfl)) > >y Z <(‘9_Y (ﬁirmf1)> ) (5.58)
t v t

tl

Dado que mj" = ni se | # i, mi" = nf' +Y, se |l =i e N,(Y) é uma fungao

Y-periédica, tem-se que <8th (mm}’i)> = 0. Logo, o lado direito de (5.58 ) resulta em

(DI <aiyt (nirm;i)>2 =1 <aiyt (err)>2 ;
2

_ Yy
=1 Zt,l <nir3_yt> ) (5.59)
=0 Y, ()’
= V1N Ny
Portanto,
airksnksnir Z wlnirnira (560)

o que prova a positividade do tensor de elasticidade efetivo C dado por (5.35).



84

Neste estudo aplicou-se o MHA para a obtencao das expressoes dos coeficientes
efetivos de um compdésito, modelado por um PVC definido em um meio tridimensional,
anisotrépico e heterogéneo da Teoria da Elasticidade Linear. A solug¢ao do problema foi
expressa em termos de uma expansao assintética. Esta expansao, ao ser substituida no
problema original, gera uma sequéncia recorrente de problemas auxiliares que conduzem a
formulagao dos problemas locais, ou, problemas elasticos na célula peridédica. As solucoes
destes problemas locais permitem determinar as expressoes dos coeficientes efetivos e a
equacao do problema homogeneizado. Determinou-se a forma geral dos coeficientes do
tensor de elasticidade efetivo, os quais representam as propriedades mecanicas do material
homogeneizado. Além disto, demonstrou-se a conservacao das propriedades de simetria e

de positividade deste tensor de elasticidade.

5.1.4 Comportamento Efetivo de Laminado Elastico-Linear

Considera-se o problema de um laminado composto por fases periddicas feitas de
material elastico, linear e isotrépico e aplica-se o MHA para obter a solucao do problema
homogeneizado correspondente. Na Secao 6.1 mostra-se que a solugao obtida numeri-
camente utilizando o MEF converge para a solucao do problema homogeneizado obtido
via MHA quando o nimero de laminas n tende ao infinito. A investigacao do problema
linear serve de base para a investigacao de problemas nao-lineares considerando as fases

formadas por materiais hiperelasticos.

Considere um cilindro reto ocupando a regidao B = (0.5) x (0.5) x (1.0) C R?,
lembrando da Se¢ao 3, um ponto X € B é dado pelas coordenadas cartesianas retangulares
(Xy, X5, X3). O cilindro é um laminado bifdsico contendo uma distribuigao periddica de
n laminas elasticas, lineares e isotropicas e estd submetido a um ensaio de tragao uniaxial
conforme ilustrado na Fig 11. Na auséncia de forgas de corpo, segue de (3.21) juntamente
com (4.2) e (4.3) que o problema correspondente consiste em achar o deslocamento u =

(uy,us, ug) que satisfaga as equagoes de equilibrio

9 : ou,  Ou; .
8—Xj<)\dlvu5¢j + (8Xj+8_Xi)> =0 em B, i =1, 2, 3, (5.61)

em que divu = du,;/0 X, e as constantes de Lamé X e p sdo dadas por

A=AV p=p, fase 1,

5.62
A=X\O p=u®, fase 2, (5:62)
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juntamente com as condigoes de contorno

wu, =0, T.=0, jJF#I, sobre X, =0, 1, 7 =1, 2, 3,
0 sobre X, =05, ¢« =1,2; j =1, 2, 3, (5.63)

em que 1" é um valor conhecido.

Figura 11: Configuragao de referéncia do compoésito bilaminado constituido de material
elastico-linear.

Lembra-se da Se¢ao 5.1.1 que o MHA consiste em expressar a solugdo u(X) =
u;(X) ; de (5.61) a (5.63) como uma expansao assintética da forma (5.5) em que Y =X/¢
¢ a variavel local e ¢ é um parametro pequeno. O procedimento descrito naquela se¢ao
é geral e pode ser empregado aqui para calcular os coeficientes efetivos do bilaminado
elastico-linear composto de fases homogéneas e isotropicas. Neste sentido, o sistema de
equagoes governantes do problema homogeneizado é dado por (5.34), na auséncia das

forgas de corpo b;(X), e os coeficientes efetivos @qu, i,jpg=1,2, 3, por (5.35).

Pode-se mostrar, segundo Pobedrya (1984), que estes coeficientes sao as con-
stantes elasticas de um solido transversalmente isotrépico ocupando a regiao B. Os valores

nao nulos destas constantes sdo dados por (POBEDRYA, 1984)

n1 = Gy = (M2p1) + (1) (A+2)) (N (A+2))° = (A2 (A2p))
g3 = 1/ (1/ O0420)),  Chugg = Coggg = (A (M20)) / (1/ (A+2p)), (5.64)
1212 = 1/2 (61111 - 61122) = (1), 61313 = 62323 = 1/ (1),

) Y

S

em que (-) é o operador da média definido em (5.15).

Aqui, o problema homogeneizado consiste em determinar o deslocamento u, =



86

(ug 1, Ug 9, Uy 5) que satisfaca as equagdes de equilibrio

5 Puy, .
CijklanaXl =0 em B, i =1, 2, 3,

juntamente com as condicoes de contorno

uy; =0, Ty =0, j#i, sobre X; =0, i,
fo--: sobre X; =05, 1 =1
035 =0, 7 =1, 2 T\033 =T sobre X3 =1.0,

o~ ~ 8 ) , .
em que Ty, = ijklau_)?lk e T é o valor conhecido em (5.63).

O problema homogeneizado (5.65) e (5.66) possui solugao da forma

Uy = &; X, (semsoma sobre 1)

em que ¢; é facilmente determinado das condigoes de contorno e dado por

CY1133 T
~ 2 ~ ~ ~
2 <01133> - <01122 + CY2222) 03333

51 252: )

~

(01122 + a2222) T

3= Y 2 — - Y :
—2 (01133> - <01122 + 02222) Cs333

(5.65)

(5.67)

(5.68)

Os resultados obtidos para as tensoes e deformacoes médias em X5 = 1.0 sao

apresentados na Fig. 16 da Secao 6.1 juntamente com resultados obtidos da solucao apro-

ximada via MEF do problema (5.61) a (5.63) utilizando um nimero crescente de laminas.

A obtencao desta solucao é descrita na Segao 6.1.

5.2 Aplicacao do MHA no Estudo do Comportamento Efetivo de

Laminado Elastico Nao-Linear

Considera-se um laminado obtido a partir de uma distribuicao periddica de células

na direcao X1, na qual cada célula é constituida por duas laminas planas consecutivas

de mesma altura Hs e largura Hj, e comprimentos L, and Ly em uma configuragao de

referéncia do corpo, como ilustrado na Fig. 12. Tem-se entao que as configuragoes de
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referéncia do laminado e de suas células periddicas sao dadas por B = By |JBs, B1 (B2 =
0,e Q@ =Q,UQ2 Q1 N2 = 0, respectivamete, em que B, e Q,, r = 1,2, sdo as
configuracoes de referéncia nao deformadas da fase r do laminado e suas células periddicas,

respectivamente.

a)B=BIUBZ, B1mBz=®- b) Q=Q1U92,Qlﬂgz:@-

Figura 12: Configuracao de referéncia de a) Laminado; b) Célula periddica.

Observa-se da Fig. 12 que L é o comprimento da célula periddica e C' é um
comprimento caracteristico do compdsito bifasico, que é muito maior do que L. Entao,
. N . . A .
introduz-se novamente um parametro geométrico pequeno ¢ = L/C' e distingue-se duas
escalas espaciais, uma das quais é global e relacionada a variavel lenta X e a outra ¢ local
e relacionada a varidvel rdpida Y = X/¢. Deseja-se encontrar uma solugao do problema
de valor de contorno estabelecido na Secao 3 para uma microestrutura refinada, ¢ << 1,

utilizando a expansao em série de poténcias
u(X) =u’(X,v1) £ u’(X) + " u"(X,Yy), (5.69)

em que u’ : B — R3 ¢é continuamente diferencidvel e representa o campo de deslocamento
em um corpo homogeneizado e u? : B x (0,L) — R3 p = 1,2, ..., é continuamente
diferencidvel em ambos B e (0,L;)|J (L1, L), é uma fungao periddica de Y; € (0, L),
e representa uma correcio de ordem O(cP) para a aproximagao de ordem zero u’. Na

interface Y7 = Ly, u? é continuo. Devido a periodicidade 2 de du? (e,Y]) /0Y;, tem-
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se que (OuP/dY]) = 0, em que (o) = fOL (O)le/L é o operador da média em (0, L),
conforme j& definido anteriormente na Segao 5.1.1. Para evitar campos de translagao
rigida, impde-se também (u?) = 0. Substitui-se entao (5.69) em (3.1), e utilizando a regra

da cadeia, obtém-se a expansao em série de poténcias

F(X) = F(X, Y1) £ F'(X) + < F/(X,Y), (5.70)
em que
FO(X,Y;) £ 1 +gradu® (X) + % ® ey,
A 8up+1(1X Y1) (571)
FP(X, Y1) = gradu? (X, Y1) + =+ Qe
p=1, 2, ..., com {ej, ey, e3} sendo uma base ortonormal fixada para o sistema de Coor-

denadas Cartesianas Retangulares.

Substituindo (5.70) em (3.16) e considerando a expansao em série de Taylor da

expressao resultante FO para ¢ pequeno, obtém-se

P(X)=P(X,Y1) 2 P°(X,Y,) +<PX,Y,) + O(c?), (5.72)
em que -
PO(X YI) A 6¢(F§((9);Y1)7Y1)
- s7T0 (5.73)
2 S 1
PUX,Y)) & SRS FUXY).

Em (5.73), ¢ (F°, Y1) = ¢ (F,X) é a densidade de energia armazenada calculada em F*

para um ponto material na coordenada Y; na célula periddica €.

Substituindo P<(X,Y}), dado por (5.72), na equagao de equilibrio (3.18) e uti-

lizando a regra da cadeia, obtém-se as séries infinitas

_19(P(X,Y1)es)
N 9 Y:
o (PLX,Y )er) (5.74)

+¢% | DivPY(X, Y ) + — +0(5)=0,

X eB, Yy € (0,L1)J(Ly, L) . Multiplicando estas séries por ¢ e fazendo ¢ — 0,
obtém-se a equagao diferencial & (P°(X,Y})e;) /0 Yy =0para Yy € (0,L1)J (L, L) um
X € B fixado, que produz um sistema de trés equagoes nao-lineares para a determinagao
das trés componentes de du' (X,Y;)/0Y;. Admitindo-se que uma solugao para este
sistema existe, ela pode ser da forma

ou' (X, Y1)

o, ¢ <Y1>—2—;X2(Y1) g1 (X), (5.75)
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em que tem-se utilizado a periodicidade Q de du' (e,Y}) /OY7,

1 seY€(0,Ly)

0, caso contrario

,XZ(Yl)é{l seYie(Lnl) o)

0, caso contrario

xi(h) = {
sao funcoes indicadoras, e ¢; = (x;) = L;/L, i = 1, 2, é a fracio de volume da i-ésima
fase. Também g, : B — R3 é determinado da continuidade de carregamentos na interface
Yy = Ly, o qual ¢é da forma P<(X,L7)e; = P<(X,L{)e; , em que para § > 0. Segue
dessa condi¢io de continuidade que P(X,L;)e; = P%(X, L{) ey, produzindo um sistema

de trés equagbes nao-lineares para a determinagao das trés componentes de g; (X).
Para o préximo termo nas séries infinitas de poténcias de ¢ dadas por (5.74),

correspondendo a %, faz-se ¢ — 0 e obtém-se a equacao diferencial

0 (Pl(X7 Yl) 91)
0Y;

DivP’(X,Y) + =0, (5.77)

XeB, Y, € (0,L1)J(Ly1, L), em que ambos P°(X,Y;) e PY(X,Y;) sdao dados por
(5.73). Tomando a média de (5.77) e utilizando a periodicidade 2 de u?, p =1, 2, ... |,

obtém-se a equacao de equilibrio homogeneizada

Div (P°) =0 em B. (5.78)

Dado que u'! : B x (0,L) — R3? ¢ conhecido da expressao (5.75) com g1 (X)
determinado da condicdo de carregamento P*(X,L;)e; = PY(X, L] )e;, deseja-se en-
contrar um deslocamento cinematicamente admissivel u® : B — R3 que satisfaca a

equagdo de equilibrio homogeneizada (5.78) juntamente com a condigdo de contorno
u(X)=(F-1)X, X €9B. Evidentemente,

W (X)= (F-1)X, XeB, (5.79)

¢ uma solucao deste problema homogeneizado, a qual é chamada de solugcao principal.
Na Secao 6.2 apresentam-se resultados numéricos indicando que uma solu¢ao secunddria

bifurca da solugao principal.

De agora em diante, assume-se que (5.79) esta assegurada. Entao, tem-se que
g1 (X) = g, em que g € R3 ¢ constante. Segue-se entao a partir de (5.75) que du' (X, Y7) /0Y;
¢ constante por partes em (0, L) J (L1, L) e independente de X. Integrando (5.75) com

respeito a ¥ e impondo a condi¢ao (u') = 0, encontra-se que u' ¢ somente uma funcao
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de Y. Portanto, gradu® (X,Y;) = 0 em (5.71) para p = 1, produzindo

ou* (X, Y1)

FI(X,Y) = —— > e
1

(5.80)

Adicionalmente, F°, dado por (5.71.a), e P°, dado por (5.73.a), deve ser indepen-
dente de X, produzindo DivP?(X,Y;) =0e 0 (PY(X,Y )e;) /0 Y, =0 de (5.77) para
Yy € (0,L1)U(Ly, L) e um X € B fixado, em que P}(X,Y;) é dado por (5.73.b), com
F!(X,Y) dado por (5.80). Esta equagao diferencial produz um sistema de trés equagoes
lineares para a determinacao das trés componentes de du? (X,Y;) /0Y;. Utilizando a
periodicidade 2 de 9 u? (e,Y}) /0Y;, encontra-se que a solugao deste sistema é da forma

ou? (X, 1)

oY, = (M) - z_:XQ (Y1) hy (X), (5.81)

em que y, : Q — {0,1}, r =1, 2, sdo fungoes indicadoras dadas por (5.76) e lembra-se
do exposto acima que ¢; = (x;) = L;/L, i = 1, 2, sdo as fracdes de volume. Tem-se
também que h; : B — R? é determinado da continuidade de carregamento na interface
Y, = Ly, dada por PY(X,L7)e; = PY(X,L])e;, em que P! : B x (0,L) — R? ¢ dado

por (5.73.b) juntamente com (5.80). Esta continuidade de carregamento toma a forma
_ C1 +
{ |iAg (X, Ll ) + C—Ao (X, Ll )1 (hl (X) ® el)} e = O, (582)
2

em que Ay (X,Y;) £ D2¢ (FS,Y))
§:

equagoes lineares para a determinagao das trés componentes de h (X). Evidentemente,

A expressao (5.82) produz um sistema de trés

a menos que o tensor de segunda ordem dentro das chaves seja singular, este sistema nao
tem solucao nao-trivial. Para a classe especial de materiais hiperelasticos considerados na
Secao 6.2, apresentam-se resultados numéricos nessa se¢ao que confirmam a existéncia de
uma solugao da forma (5.75) com g; (X) = g determinada da condi¢ao de carregmento
PX,Ly)e; =P%X,L{)e; eh; (X)=0.

Repetindo os argumentos dados anteriormente para os termos de alta ordem
F<(X, Y;) dados por ambos (5.70) e (5.71), encontram-se sistema de equagoes lineares
para a determinagao de du? (X,Y7) /0Y1, p > 2, que produz u? (X,Y;) = 0 para p > 2.
Segue-se entao de (5.69), (5.79), e (5.75) com g; (X) = g que

ws(X,v) = (F-1)X

‘l’g{ I [m V)~ iy (y)] ay 1 ek (5.83)

() -5 e,

em que se impoe a condicao de continuidade através da interface Y; = L, e nenhuma
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traslacdo rigida sobre u!. A expressio (5.83) produz o campo de deformacio x¢ £ X +u*
distante do contorno de um bilaminado hipereldstico em equilibrio na auséncia de forcas

de corpo e sujeito a condicao de contorno
u(X)=(F-1)X, XeoB, (5.84)

em que F € £ é constante. Préximo ao contorno, termos complementares devem ser
acrescentados & expressao (5.69) para levar em conta efeitos de borda (Pruchnicki (1998)).

Neste trabalho, considera-se somente o comportamento do laminado distante do contorno.

Na Secao 6.2 considera-se uma classe especial de materiais hiperelasticos junta-
mente com uma expressao particular para F em (5.83) e resolve-se o problema do bilami-
nado estabelecido acima de modo aproximado utilizando o Método dos Elementos Finitos
(MEF). Resultados computacionais obtidos sempre distantes do contorno do bilaminado

parecem indicar que uma outra solugao é possivel para este problema.

5.3 Aplicacao do Método Tangente de Segunda Ordem na Analise
de Laminados Elasticos Nao-Lineares

Neste trabalho considera-se um cilindro reto ocupando uma regiao {2, com con-
torno 0 €2, em uma configuracao de referéncia. O eixo do cilindro é paralelo a um versor e;
de uma base ortonormal fixa {ej, ez, e3}. O cilindro é um laminado com m fases distintas
contendo uma distribuicao peridédica de n laminas hiperelasticas e isotropicas com dire¢ao
de laminacao paralela ao versor e; na configuracao de referéncia. Nesta secao considera-se
que m = 2, ou seja, o laminado é bifasico. A distribuicao periédica das laminas permite
introduzir um elemento representativo ) de comprimento L e constituido das fases Y; e

Yo com comprimentos Lq e Lo, respectivamente.

A fungao densidade de energia de deformagao do bilaminado pode ser escrita na
forma

OEX) =3 (X)o(F),  x(X):=

r=1

2 1, se X em fase r,
(5.85)

0, caso contrario,

em que y, : R® - Re & : LinT — R sdo a fungoes indicadora e densidade de energia
de deformacao, respectivamente, da fase r. Utilizando (5.85), pode-se obter a resposta
mecanica do material em um ponto arbitrario X € € a partir de (3.26). Esta resposta
mecanica é local, ou, microscopica e depende do conhecimento do campo de deformacao

associado, o qual, em geral, é calculado de maneira aproximada utilizando métodos



92

numeéricos. Na Secao 6.1 estes métodos foram utilizados na obtengao de solucoes aproxi-
madas para problemas de tragao uni-axial envolvendo laminados elastico-lineares. Nesta
secao também veé-se que ¢é possivel obter uma resposta mecanica global, ou, macroscépica
no caso linear que coincide com a resposta mecanica obtida a partir dos resultados
numéricos quando tanto o numero de laminas quanto o nimero de graus de liberdade

da aproximacgao numérica tendem ao infinito.

No caso nao-linear, resultados andlogos ainda sao objeto de intensa investigacao
devido nao somente a complexidade de andlise dos problemas nao-lineares associados,
mas também a possibilidade de instabilidades que podem gerar multiplas solucoes para
um mesmo problema. Um procedimento de andlise consiste em supor que a relacao

constitutiva global, ou, macroscépica do laminado é dada por (HILL, 1972)

B(F) = Da(F), (5.56)
em que P := (P) e F := (F) sdo as médias do 1° tensor tensido de Piola-Kirchhoff e do
gradiente de deformagao, respectivamente, com (-) := (1/|Y|) J5 () dY sendo o operador

do valor médio, e

G(F) = min, (G(F. X)) = min 3> 7 (3 (), (5.87)

FeK(F)

é a fungao densidade de energia de deformagao efetiva. Em (5.87),
K(F)={F|3x=y(X) com F = Vy(X) em Q, x = FX sobre 9Q} (5.88)

é o conjunto de gradientes de deformacdo cinematicamente admissiveis e (-), := (1/|J;|)

fy (1)dY , em que |Y,| é o volume da r-ésima lamina na configuragao de referéncia ).
T

Assumindo deformacgoes homogéneas nas diferentes camadas e impondo con-
tinuidade de carregamento e de deformacgao nas interfaces entre as camadas, obtém-se
solugoes de equilibrio, chamadas solucdes principais, dos problemas mistos associados a
(5.86)—(5.88). Bifurcagoes podem ocorrer a partir das solugoes principais devido & nao-
convexidade de 5 com respeito a F. Estas bifurcagoes estao associadas a instabilidades
materiais que foram apresentadas na Segao 3.4. Neste caso, solugoes secunddrias estaveis
e, portanto, fisicamente possiveis, podem existir enquanto que as solucoes principais as-

sociadas podem se tornar instaveis e, portanto, impossiveis de ocorrer no “mundo real”.

Lopez-Pamies & Ponte Castaneda [2009] investigam a ocorréncia de instabilidades

macroscopicas ao analisarem a perda de elipticidade forte da funcao densidade de energia
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de deformacao efetiva do bilaminado calculada em uma solugao principal, a qual é definida

por
F t t 5.89
Z (5:89)

em que, aqui, F é constante por partes. Substituindo esta funcio densidade de energia
efetiva em (3.40) juntamente com (3.30), obtém-se a condigao de elipticidade forte dada
por (b®c): D2G(F)b®c] >0, Vb € R tal que [b| =1, Vc € R tal que |c| = 1. De
acordo com os autores, instabilidade macroscépica pode ocorrer no material sempre que
esta desigualdade é violada para algum F. Por definicdo, estd claro que ¢(F) = gg(]?) da
configuracdo de referéncia, F = 1, até a ocorréncia da primeira instabilidade, apés a qual
O(F) < (F).

Os autores utilizam o método de homogeneizacao de segunda ordem desenvolvido
por Castaneda e Tiberio (2000) para ganhar entendimento sobre o comportamento efe-
tivo de laminados hipereldsticos. Eles mostram que a funcao densidade de energia de

deformacao efetiva do bilaminado pode ser escrita na forma
_ Ly~ = Ly~ -
o(F) = fl ¢1(F1) + f? ¢2(F2), (5.90)

em que F; e F, satisfazem a condicao de média global

_ I, L,
F==—"F =F 5.91
7ot + 702 ( )

e 51 e ggg sao funcgoes densidade de energia de deformacao das fases 1 e 2, respectivamente.

Os autores também mostram que

D?¢ (F) = D* ¢, (F))

, - , -t (5.92)
toy [eiH = (D261 (F1) = D265 (F2)) ]
em que as componentes do tensor de quarta ordem H sao dadas por
Hijn = (K‘l)ikNle, Ky & (D2 01 (F 1))ipququ, (5.93)

com N, p=1,2,3,, sendo as componentes da direcao N de laminagao do bilaminado em

sua configuracao de referéncia. Neste trabalho N = e;.

Substituindo (5.90) na condigao de elipticidade (3.35) com A (F, X) substituido
por D2 ¢ (F), tem-se entao como resultado a falha da condicao de elipticidade forte em

A 2 1.08. Argumenta-se em Lopez-Pamies e Ponte-Castafieda (2009) que instabilidade
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macroscopica pode ocorrer como um resultado desta falha no meio efetivo correspondente e
que uma segunda solucao pode bifurcar da solugao principal (na Segao 6.2 sao apresentadas

evidéncias dessa bifurca¢ao por meio do estudo numérico utilizando o MEF).

Em particular, Lopez-Pamies e Ponte-Castaneda (2009) restringem a atencao
para uma classe de materiais Neo-Hookeanos compressiveis obtidos a partir de (2.6) e

repetida abaixo:

o 0 - ~
— log(det F)] + (% - %) (det F—1)2, 6(F) =t o (F),

(5.94)

em que as constantes materiais ") e kM) sdo os médulos de elasticidade ao cisalhamento

o1 (F) = pV) F-F-3

e volumétrico, respectivamente, da fase 1 na configuragao de referéncia e o fator multi-

plicativo t € R quantifica o contraste de heterogeneidade entre as fases 1 e 2.

Os autores consideram também que a representacio matricial de F em (5.88) é

dada por (2.7) e repetida abaixo:

cosf —senf 0| |A 0 0 cos senf 0
[F] = |senf cosf 0| |0 X' 0| |—senf cosf 0] , (5.95)
0 0 11 {0 0 1 0 0 1

em que A > 1 e A~! denotam os estiramentos principais associados ao tensor F no plano
definido pelos versores {e1,e2} ¢ 6 € [0,7/2] fornece a orientagao, no sentido anti-horario

a partir da direcao definida pelo versor e, dos eixos principais de FT F.

Na Fig. 13 sao ilustradas as configuragdes de referéncia B e a deformada y(B) do
bilaminado ao se considerar o cisalhamento puro dado pela condigao de contorno (5.84)
juntamente com (5.95). Para = 0° tem-se o experimento de cisalhamento puro ilustrado
na Fig.6.(b). Uma vez que a deformacgao imposta no contorno é plana e paralela ao plano
definido pelos versores {ej, es}, é de se esperar que a deformacao do laminado também o
seja e que o versor IN que define a direcao de laminagao na configuracao de referéncia seja
mapeado em um versor n que seja paralelo a este plano. O versor n define a direcao de
laminagao na configuracao atual e estd orientado a um angulo ¢ com respeito a diregao
definida pelo versor ey, conforme ilustrado no lado direito da Fig. 13. Utilizando a relacao

(3.17) com y(X) = F X e a expressio (5.95), obtém-se

V2 (C082 0 + A2 sin? 5) )

¢ = arccos - - Z (5.96)
([1 + M — (M —1) cos 29}1/2
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Figura 13: Configuracoes de referéncia e deformada do bilaminado sob um estado plano
de cisalhamento puro.
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6 Apresentacao e Discussao de Resultados

As implementacoes computacionais do MEF para comparagao com os resultados
analiticos apresentadas a seguir, para os casos linear e nao-linear, foram feitas utilizando
a linguagem APDL do ANSYS para produzir as sequéncias de laminados de forma au-
tomatizada. Para uma consulta sobre como manipular geometrias e atribuir propriedades
materias de forma automatizada pode-se consultar o manual ANSYS, Inc. (2010). A lin-
guagem APDL permite escrever codigos com aspectos bantante similares aos desenvolvidos
em Fortran ou outras linguagem de programacao, de modo que o leitor que ja tenha ex-
periéncia com alguma linguagem de programacao conseguira utilizar este conhecimento
para desenvolver seu préprio codigo em APDL. Uma forma de iniciar a automatizagao
é salvar o arquivo de comandos obtidos pela interface grafica do ANSYS, apds gerar
um modelo de base, seguindo o caminho de comando List>Files>Log file no Menu das
opcoes de listagem. A partir deste arquivo de Log pode-se salvar em extensao *. TXT,
por exemplo, APDL.TXT, para automatizar a geragao de sélidos, malhas de elementos
finitos e atribuicao das condigoes de contorno por meio de comandos de iteracao. Todos
os comandos salvos no arquivo *. TXT podem ser copiados e colados na aba do Prompt
do ANSYS e executados com um comando ENTER via teclado. Pode-se também utilizar
a interface Mechanical APDL Product Launcher para indicar o arquivo APDL.TXT que
serd executado em modo Batch no ANSYS, a fim de minimizar os custos computacionais.

O manual acima citado aborda este aspecto.

6.1 Resultados Obtidos do MEF e do MHA para um Laminado
Elastico Linear

O problema do laminado bifasico contendo n laminas e correspondendo as ex-
pressoes (5.61) a (5.63) foi resolvido via MEF utilizando o pacote computacional ANSY'S,
Inc. (2010). Utilizou-se o elemento finito SOLID187, conforme ilustrado na Fig. 14, o qual

¢ um elemento finito tetraédrico que permite interpolagao quadratica dos deslocamentos,
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sendo adequado para utilizacao em malhas nao uniformes. Este elemento finito é com-
posto por 10 nods e cada nd possui 3 graus de liberdade, correspondendo aos deslocamentos

nas direcoes X, Xo e X3.

Figura 14: Elemento finito tetraédrico SOLID187.

Na Fig. 15 ilustram-se os cilindros de secgoes transversais retangulares, (Fig.
15.(a)), e circulares (Fig. 15.(b)) contendo diferentes niimeros de laminas e discretizagoes
utilizando o elemento finito SOLID187. Os ntimeros de laminas e os dados de discretizacao
relacionados ao cilindro da Fig. 15.(a) s@ao apresentados na Tab. 1 . Os cilindros da Fig.
15.(b) sao utilizados para verificar a dependéncia dos resultados de tensoes e deformagoes

com a geometria do soélido.

Os valores utilizados para as constantes de Lamé em (5.62) sao A (V) = 31.034 MPa,
p ) = 3.448 MPa para a fase 1 (elastéomero) e A? = 79.007 GPa, p® = 152.007 GPa
para a fase 2 (ago). O empilhamento das laminas na diregdo X3 inicia-se com a lamina

da fase 1.

A Fig. 16 apresenta os valores médios de tensao versus deformacao obtidos via
MEF e via MHA na face X3 = 1.0. A curva sélida refere-se ao MHA e foi obtida da
expresao (5.68.b) utilizando e= ;. As demais curvas referem-se ao MEF. Pode-se observar
desta figura que, a medida que o nimero de laminas n tende ao infinito, os valores obtidos

com o MEF tendem aos valores obtidos com o MHA.

Curvas tensao versus deformacao também foram obtidas para o caso dos cilindros
com secgoes transversais circulares ilustrados na Fig. 15.(b). Conforme esperado da
teoria, estas curvas sao idénticas as curvas mostradas na Fig. 16. Isto demonstra que o

comportamento global nao depende da geometria do sélido eléstico-linear.
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(a)

% 6\ (b)

Figura 15: Cilindros de secgao transversal retangular e circular compostos por 2, 16, 64 e
256 laminas isotropicas.

Tabela 1: Malhas empregadas no cilindro de seccao transversal retangular.

Malha NUmero de NUmero de Numero de Numero de Graus de
Laminas (n) Elementos No6s Liberdade
1 2 200 425 1275
2 16 40551 59464 178392
3 64 98239 141699 425097
4 256 500733 708492 2125476
6.E+04
5.E+04 K2
ce®- n=2
4.E+04 —8- n=4
—_ A+ n=8
O  3.E+04 <Xee n=16
&— et =32
Y n=64
= 2.k+04 —i— n=128
—o— n=256
1.E+04 = MHA
0.E+00 4 } }
0.0E+00  5.0E-04 1.0E-03 1.5E-03 2.0E-03 2.5E-03
€

Figura 16: Curvas tensao T versus deformagao ¢ em X3= 1.0 obtidas via MEF e via
MHA para os cilindros de seccao transversal retangular.
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6.2 Resultados Obtidos do MEF e do MHA para um Laminado
Elastico Nao-Linear

Nesta secao apresentam-se resultados numéricos do estudo do comportamento
de laminados hiperelasticos, no regime de grandes deformacoes. Estes resultados serao
comparados com resultados analiticos obtidos via MHA apresentado na Sec¢ao 5.2. Lem-
brando da Secao 3, a configuracao de referéncia de um laminado é denotada por B e o seu
contorno por 0B. Considera-se que o laminado estd em equilibrio na auséncia de forcas
de corpo de modo que (3.18) é satisfeita. Lembra-se também da Sec¢ao 3 que o material
adotado é o Neo-Hookeano compressivel implementado no ANSYS, em que as fungoes

densidade de energia nas fases 1 e 2 sao dadas por

_ 0 . o . -
50 = (s )+ PG E -1 BE = hE), (6

em que M, k() e t denotam as mesmas constantes materiais introduzidas em (5.94). As

condicoes de contorno impostas nos ensaios numéricos sao dadas pela expressao geral

ul,; = U,
tly = t.
No caso de cisalhamento puro estas condigoes de contorno sao dadas por
y(X) = FX sobre 0B (6.3)

sendo F dado segundo a expressio (5.95).

Os resultados numéricos foram obtidos considerando estado plano de deformacao
(EPD) paralelo ao plano X; X5, em que a dimensao Hj apresentada na Fig. 12 tende a oc.
Estes problemas de deformacao plana correspondem a cisalhamentos puros nos angulos 6
impostos. Os laminados ensaiados numericamente possuem condigoes de contato perfeito

entre as laminas.

Estudos preliminares demonstram que para o material Neo-Hookeano compressivel
implementado no ANSYS nao ocorre qualquer tipo de comportamento anomalo quando
um solido constituido de material homogéneo é ensaiado a tragao uniaxial, ou, ao cisalha-
mento puro correspondente a condi¢ao de contorno (6.3). Estes resultados sdo mostrados

nas figuras 17, 18 e 19 e comentados a seguir.

Apresentam-se na Tab. 2 as malhas utilizadas para discretizar os soélidos hi-

perelasticos aqui estudados. Estas malhas foram também empregadas para verificar as
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dificuldades de convergéncia para problemas com valores de t superior a 4 para todos os
angulos @ entre 0 e 30°. Por exemplo, verificou-se ndo convergéncia de solucdo para varios
pontos das curvas obtidas via MEF apés o ponto de perda de convexidade, A = 1.06, no
caso em que f = 20° e t = 20 & medida que a malha é refinada. Para valores mais elevados
de t como, por exemplo, t = 512, s6 se obtém convergéncia para todas as malhas da Tab.

2 e para todos os angulos aqui estudados até aproximadamente A = 1.01.

Apresentam-se na Fig. 17 as curvas das componentes de F versus A para o
caso de um sélido homogéneo constituido do material Neo-Hookeano sob EPD e com as
dimensdes C' = Hy = 1 e H3 — o0 sujeito aos ensaios de tragao uniaxial (Esquerda) e
de cisalhamento puro considerando § = 20° em (5.95)(Direita). Para obter os resultados
numéricos empregou-se as malhas da Tab. 2. Nesta figura observa-se que os resultados
numéricos obtidos para ambos os ensaios e indicados na legenda por MEF _NL sao idénticos
aos resultados obtidos analiticamente. Nestes experimentos numéricos verificou-se ainda
que os resultados obtidos empregando-se malhas uniformes e as malhas dadas na Tab.
2 sao identicos entre si e também idénticos aos resultados analiticos. Esta verificacao

evidencia que a malha utilizada nao tem influéncia nos resultados obtidos numericamente.

Tabela 2: Malhas empregadas na discretizagao do laminado.

Malha Divisdao do Nl]m.ero de NUumero de NUumero de Nl]mer.o de Graus
Lado Laminas (n) | Elementos NOs de Liberdade
1 4 256 4096 14345 28690
2 8 256 8192 26641 53282
3 16 256 16384 51233 102466
4 32 256 32768 100417 200834
5 64 256 65536 198785 397570

Na Fig. 18 apresentam-se as curvas det F vesus A para os ensaios de tracdo
uniaxial (Esquerda) e cisalhamento puro considerando § = 20° (Direita). Nesta figura
observa-se que os resultados analiticos (linha pontilhada) e numéricos (linha cheia) sdo
indistinguiveis para ambos os ensaios. Observa-se ainda que a curva de det F para o ensaio
de tracao uniaxial é monotonicamente crescente e para o ensaio de cisalhamento puro a

curva é constante e igual a um, pois a deformacao é isocorica.

Agora, para verificar se o material Neo-Hookeano implementado no ANSY'S pos-
sui algum tipo de comportamento anomalo, implementam-se os critérios de perda de

convexidade (expressao (3.39)) e perda de elipticidade (expressao (3.40)). Apresentam-se
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na Fig. 19 curvas (Af’ : AF)/(AN)? versus )\ para ambos os ensaios, tracio uniaxial e
cisalhmento puro. Os valores de P.F podem ser aproximados por (AP : AF)/(AX)?
versus A. Os valores analiticos apresentados na Fig. 19 sdo calculados considerando
diferencas finitas com os valores analiticos de P e F para que pudessem ser comparados
diretamente como os valores obtidos numericamente de P e F obtidos do ANSYS. No caso
de sélido homogéneo a aproximacao obtida por diferencas finitas corresponde a solucao
analitica exata. Observa-se da Fig. 19 que para ambos os ensaios nao ocorre perda de
convexidade para todo A € (1.0,5.0). Ao verificar o critério de perda de elipticidade, o
solido homogéneo em nenhum momento deixa de atendé-lo. Assim, o sélido homogéneo
nao apresenta qualquer comportamento anomalo. Ressalta-se novamente que os resulta-
dos numéricos foram vericados para malhas regulares e para as malhas irregulares da Tab.

2 e sempre apresentam resultados idénticos aos obtidos analiticamente e expostos acima.

O estudo preliminar apresentado acima sobre sélido homogéneo constituido de
material Neo-Hookeano compressivel, cuja funcao densidade de energia tem a forma
(6.1.a), forneceu resultados computacionais e analiticos que concordam muito bem entre
si para os ensaios de tracdo uniaxial e de cisalhamento puro com @ = 20°. De particular
interesse neste estudo é a observagao de que nao hé perdas de convexidade e de elipticidade

nestes ensalos.

Apresentam-se agora resultados referentes ao estudo de um bilaminado cons-
tituido por fases hipereldsticas cujas funcoes densidade de energia de deformacao sao
dadas por (6.1) e estao implementadas no ANSYS. Alguns dados referentes ao bilaminado
hiperelastico sao os mesmos adotados no estudo analitico via MHA da Secao 5.2. Cabe
ressaltar que os resultados obtidos utilizando o MHA sao idénticos aos resultados obtidos
utilizando o método de homeneizacao de segunda ordem tangencial apresentado na Secao
5.3 para F; e Fy e para os casos que estao apresentados nesta secao. Os resultados do
MHA e do método de homogeneizacao de segunda ordem tangencial sao analiticos, mas
quando se tratar de resultados obtidos a partir das médias ponderadas de P, entende-se
que os resultados obtidos sao do método de homogeneizacao de segunda ordem tangencial.
Dados adicionais sao apresentados nesta secao. A geometria do bilaminado hiperelastico
estd apresentada na Fig. 12. Neste trabalho escolheu-se como bilaminado representativo
para os resultados que se seguem um formado por 256 laminas. As informagoes a respeito
da malha de elementos finitos utilizada para discretizar o bilaminado estao apresentadas
na Tab. 2. As malhas da Tab. 2 permitem que se tenha em cada uma das laminas um no

central que nao esta diretamente conectado a um elemento que faca parte do contorno da
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Figura 17: Componentes de F versus A calculadas analiticamente e via MEF para o
solido Neo-Hookeano compressivel e homogéneo. Graficos da Esquerda: Ensaio de tracao
uniaxial. Graficos da direita: Ensaio de cisalhamento puro.
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Figura 18: Determinante de F versus A obtidos analiticamente e via MEF para o sélido
Neo-Hookeano compressivel e homogéneo. Graficos da Esquerda: Ensaio de tracao uni-
axial. Graficos da direita: Ensaio de cisalhamento puro.
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Figura 19: Esquerda: Curvas P : F versus A para tragao uniaxial em material Neo-

I:Iookeano calculadas analiticamente e utilizando o MEF. Direita: Curvas P : F versus
A para cisalhamento proposto por Lopez-Pamies e Ponte-Castafieda (2009) em material
Neo-Hookeano calculadas analiticamente e utilizando o MEF considerando 6§ = 20°.
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lamina. Isto permite reduzir efeitos de borda. Apds feita a malha de elementos finitos, o
bilaminado é entao submetido ao ensaio de cisalhamento puro obtido a partir da condicao
de contorno (6.3) com F dado por (5.95).

No entanto, neste trabalho utilizou-se a malha 1 da Tab. 2 para discretizar o
bilaminado com 256 laminas porque esta apresentou convergéncia satisfatéria para quase
todos os casos de interesse deste trabalho com o menor tempo de processamento computa-
cional. Maiores detalhes serao discutidos posteriormente, com respeito as dificuldades de
convergéncia encontradas que indicam ser decorrentes da combinacao de parametros 6 e
t. Os elementos finitos utilizados s@o serendipitcos quadrilaterais quadraticos (Q8), 8 nés
por elemento finito, cuja designagao no ANSYS é PLANE183. Novamente se utilizou da
linguagem APDL, analogamente ao feito para o estudo linear, para automatizar a geracao
dos laminados e suas malhas, bem como para obter os campos de deslocamento de inter-
esse. A Fig. 20 ilustra o elemento finito PLANE183. Optou-se por uma malha com 4
elementos na altura do bilaminado e 4 elementos por lamina do compdsito, a fim de ter
um né no meio de cada lamina que ficasse livre de efeitos de borda, conforme mencionado
anteriormente. Além disso, estudos preliminares indicaram que os campos de deformagcao
e de tensao sao aproximadamente uniformes na regiao central de cada lamina e que esta
malha nao apresenta problemas de convergéncia para os valores de t e de 6 aqui estudados
para A € (1,1.75).

o
@¢r .
ey
s ®

X

Figura 20: Elemento finito quadrilateral PLANE183.

Neste trabalho utilizou-se as seguintes grandezas com os valores :

o t =24, 8,16, 20, 32, 64 e 128, em que t foi introduzido em (6.1) e é uma razao de

rigidez entre as fases 1 e 2.

o k) =100e k® =txkM, em que k¥,i = 1,2, é 0o médulo volumétrico
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o M =1epu® =txpu® em que p,i = 1,2, é o médulo de elasticidade ao

cisalhamento.

e ¢, =L1,/L=0.7ec,= Ly/L = 0.3 sdo as concentragoes das fases 1 e 2, respectiva-

mente, na célula periddica.

Nas Figuras 21.(a) e 21.(b) sao apresentadas as configuragoes de referéncia de
dois compésitos bilaminados com 2 e 32 laminas, respectivamente. Nestes compdsitos
pode-se notar as células periédicas formadas pelas fases 1 e 2, cujas as concentragoes sao

0.7 e 0.3, respectivamente.

Apresentam-se na Fig. 22 as configuracoes deformadas de duas laminas conse-
cutivas localizadas na regido central do bilaminado hipereldstico para t = 20, § = 20° e
A = 1.15. Observa-se desta figura que as linhas de interface entre os elementos 2055 e 2059
da fase 1 (L;) e entre os elementos 2039 e 2043 da fase 2 (L) nao sao paralelas as linhas do
contorno que estao sob deformagao imposta. Para investigar melhor este comportamento,
calculou-se os gradientes de deformacao F; e Fy nos pontos centrais das laminas Lq e Lo,
respectivamente. Estes pontos centrais localizam-se no centro das arestas comuns entre
os elementos 2055 e 2059 da lamina L; e entre os elementos 2039 e 2043 da lamina L.
Os gradientes foram entao utilizados para gerar deformacoes homogéneas de elementos
quadrilaterais com dimensoes unitarias. Configuragoes deformadas destes elementos cor-
respondendo aos gradientes F; e Fy estao mostrados nas figuras 23 e 24, respectivamente.
Calculou-se também a média ponderada dos gradientes, c;F; + coF3, e a deformacao
homogénea correspondente foi utilizada para obter as configuracoes deformadas dos ele-
mentos quadrilaterais mostrados na Fig. 25. As configuracoes deformadas mostradas nas
figuras 23, 24 e 25 estao sobrepostas as configuragoes de referéncia correspondentes. A
seguir, estes resultados sao detalhados para cada uma das figuras citadas acima. Nestas
figuras citadas o parametro de carga A pertence ao intervalo (1,1.75). Conforme j& men-
cionado acima, neste intervalo foi possivel obter convergéncia para quase todos os pontos

da simulacoes numéricas realizadas com o bilaminado hiperelastico com 256 laminas.

Apresentam-se na Fig. 23 as configuragoes de referéncia e deformadas do quadrado
na fase 1 do laminado hiperelastico. Na coluna da esquerda sao apresentados os resultados
obtidos via MHA e na coluna da direita os resultados obtidos via MEF. Lembrar que as
configuragoes de referéncia sao quadrados com arestas unitarias sobre os quais aplicam-
se deformacoes homogéneas obtidas analiticamente, MHA, e numericamente, via MEF.

Acima de cada figura estdo apresentados os valores de A, ¢ e detF = J. Ao comparar
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(a) (b)

Figura 21: Bilaminado com (a) 2 e (b) 32 laminas.

L, - Concentragdo 0.7 L, - Concentragdo 0.3
2063 2047
2059 2043
2055 2039
2051 2035

Figura 22: Configuragoes deformadas de elementos localizados na laminas da fase 1 (L),
concentragao 0.7, e fase 2 (L), concentragao 0.3, que se encontram na regiao central do
laminado com 256 laminas.
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as configuracoes deformadas obtidas por meio do MHA com suas respectivas obtidas por
meio do MEF verifica-se que estas sao bastante diferentes umas das outras. Os valores
obtidos para ¢ e det F utilizando o MHA também diferem bastante dos valores obtidos
numericamente utilizando o MEF. Para A = 1.375 o valor de ¢ obtido por meio do MHA é
—14.5331° e o valor obtido por meio do MEF é —25.3593°. Para esta mesma deformacao,
o valor de det F é 1.00163 obtido pelo MHA e 0.579412 quando obtido via MEF. Assim,
det F obtido via MEF sofre uma reducao de aproximadamente 40% em relacao ao valor
obtido via MHA. Para A = 1.75 os valores de ¢ sdo —28.1036° via MHA e —38.3601°
via MEF. Nesta deformacao, os valores de det F sao 1.00205 quando obtido via MHA e
0.243348 quando obtido via MEF. O valor de det F obtido via MEF para esta deformacao
corresponde a uma reducao de aproximadamente 76% em relacao ao valor de det F obtido
via MHA.

Apresentam-se na Fig. 24 as configuragoes de referéncia e deformadas do quadrado
calculadas na fase 2 do laminado hiperelastico na mesma organizacao apresentada na Fig.
23. Novamente, as configuracgoes de referéncia sao quadrados com arestas unitarias sobre
os quais aplicam-se deformagoes homogéneas obtidas analiticamente, MHA, e numerica-
mente, via MEF. Ao comparar as configuracoes deformadas obtidas por meio do MHA
com suas respectivas obtidas por meio do MEF verifica-se novamente que estas sao bas-
tante diferentes umas das outras. Os valores obtidos para ¢ e det F, utilizando o MHA
diferem bastante dos valores obtidos numericamente utilizando o MEF, mas nao diferem
dos valores apresentados na Fig. 23 para a fase 1. Para A = 1.375 o valor de ¢ obtido
por meio do MHA é —14.5331° e o valor obtido por meio do MEF é —25.3949°. Para
esta mesma deformagao, o valor de det F é 0.996188 obtido pelo MHA e 1.92434 quando
obtido via MEF. Assim, det F obtido via MEF sofre um aumento de aproximadamente
93% em relacao ao valor obtido via MHA. Para A = 1.75 os valores de ¢ sao —28.1036° via
MHA e —38.3149° via MEF. Nesta deformagao os valores de det F sao 0.995214 quando
obtido via MHA e 2.70811 quando obtido via MEF. O valor de det F' obtido via MEF
para esta deformacao corresponde a um aumento de aproximadamente 272% em relacao
ao valor de det F obtido via MHA. E interessante notar da comparagao de valores obtidos
via MEF e apresentados nas figuras 23 e 24 que os valores de ¢ sao muito proximos entre

si e que os valores de det F' sao muito diferentes.

Apresentam-se na Fig. 25 configuragoes de referéncia e deformadas do quadrado
obtidas da média ponderada c;F; + coF5 para o laminado hiperelastico. Similarmente
a Fig. 23, segue-se a mesma organizacao dos dados. Ao comparar as configuracoes

deformadas obtidas por meio do MHA com suas respectivas obtidas por meio do MEF,
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Figura 23: Configuragoes de referéncia e deformada de um elemento quadrilateral com
dimensdes unitarias para a fase 1 (¢; = 0.7).
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Figura 24: Configuragoes de referéncia e deformada de um elemento quadrilateral com
dimensoes unitdrias para a fase 2 (co = 0.3).
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Figura 25: Configuragoes de referéncia e deformada de um elemento quadrilateral com
dimensoes unitarias considerando a média ponderada c;Fq + coF5.
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verifica-se que estas nao sao muito diferentes umas das outras. Aqui também, os valores
obtidos para ¢ utilizando o MHA diferem bastante dos valores obtidos via MEF e sao os
mesmos valores apresentados nas figuras 23 e 24. J4a os valores de det F obtidos via MHA
estao préximos dos valores obtidos via MEF. Para A = 1.375 o valor de ¢ obtido por meio
do MHA é —14.5331° e o valor obtido por meio do MEF é —25.3699°. Para esta mesma
deformacao, o valor de det F é 1 para o MHA e 0.982886 quando obtido via MEF. Assim,
det F obtido via MEF sofre uma reducao de aproximadamente 2% em relacao ao valor
obtido via MHA. Para A = 1.75 os valores de ¢ sao —28.1036° via MHA e —38.2765° via
MEF. Nesta deformagao, os valores de det F sdo 1 quando obtido via MHA e 0.983233
quando obtido via MEF. O valor de det F obtido via MEF nesta deformacao corresponde a
uma reducao de aproximadamente 2% em relacao ao valor obtido via MHA. E interessante
notar dos valores obtidos via MEF que, apesar de det F'; ser muito diferente de det F5, a

média ponderada c;Fy + coF5 esta proxima de 1, valor este predito pela média ponderada

obtida via MHA.

A discussao anterior sobre os resultados das figuras 23, 24 e 25 serve de motivacao
a discussao que segue abaixo sobre as componentes de gradientes de deformagao obtidos
via MHA e via MEF. Neste sentido, apresentam-se na Fig. 26 graficos destas componentes
versus A para t = 20 e § = 20°. Os graficos das colunas (a) e (b) correspondem a
gradientes de deformacao F e Fy calculados nas fases 1 e 2, respectivamente e os gréaficos
da coluna (c) correspondem a gradientes de deformagao calculados da média ¢;F + o Fs.
As curvas representadas pelas linhas solida e pontilhada foram obtidas de gradientes de
deformacao calculadas via MHA e via MEF, respectivamente, para o laminado elastico
nao-linear. Para fins de comparagao apresentam-se também as curvas traco-ponto obtidas
de gradientes de deformacao calculados via MEF para um laminado elastico-linear. O
ponto de perda de elipticidade para o meio efetivo esta representado por um ponto verde
sobre a linha sélida dos gréficos da coluna (c¢). Observa-se que, até este ponto, as solugoes
obtidas via MEF para os materiais linear e Neo-Hookeano e as solugoes obtidas via MHA
sao indistinguiveis, inclusive para os valores das colunas (a) e (b). No caso de Fi5 e F,
observa-se que a curva obtida para o material linear (linha trago-ponto) esté praticamente
sobre a curva obtida pelo MHA (linha cheia) para A € (1,1.75) e que ambas as curvas sio
muito diferentes dos valores obtidos pelo MEF para o material nao-linear, representado
pela linha pontilhada, para grandes valores de A\. Observa-se ainda que os trés graficos para
Fi5 e para Fs; sdo muito semelhantes entre si. Uma vez que (Cof F)e;=Fhe;— Fioeq, segue
do exposto acima e da discuss@o que precede (5.96) que os angulos de rotagao obtidos de

Fi, Fs e c1F1+cF5 sao todos iguais, ou, préximos entre si, conforme observado da analise
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das figuras 23, 24 e 25. Para ser preciso, os angulos obtidos via MHA sao iguais entre si
e os angulos obtidos via MEF, tanto no caso linear quanto no caso nao-linear, possuem
valores proximos entre si. No caso dos gréaficos de Fj; versus A e considerando valores
moderados a grandes de )\, todas as trés curvas sdo muito diferentes para gradientes de
deformagao F; e F5 e se tornam quase indistinguiveis para a média ponderada ¢ Fi+coF.
No caso dos gréaficos de Fy; versus A para A grande, todas as curvas sdo muito diferentes

umas das outras.

10 11 12 13_14 15 16 17 10 11 12 13_14 15 16 17 10 11 12 13_14 15 16 17

- MEF_L - MEF_NL — MHA ® Perda de Elipticidade

@ F. (b) F,. (c) R +c,F.

Figura 26: Componentes do gradiente de deformacao F versus alongamento \.
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Utilizando escala de cores para representar valores numéricos e considerando ¢ =
20 e § = 20°, apresentam-se na Fig. 27 campos de deslocamento u; na primeira linha
e up na segunda linha e campo de tensao de cisalhamento 775 na terceira linha. Estes
campos estao mostrados sobre configuragoes deformadas do laminado linear na primeira
coluna e sobre as configuracoes deformadas do laminado Neo-Hookeano compressivel na
segunda coluna, correspondendo a A = 1.01 para ambos os laminados que possuem 256
laminas. Observa-se da primeira e segunda colunas que, de forma aproximada, os campos
de deslocamento uq, us variam uniformemente e que os valores do caso linear e nao-linear
sao idénticos e proximos de zero. Os campos de tensao de cisalhamento sao também

uniformes e proximos de zero mas apresentam diferencas entre os casos linear e nao-linear.

Novamente, utilizando escala de cores para representar valores numéricos e con-
siderando t = 20 e § = 20°, apresentam-se na Fig. 28 campos de deslocamento u; na
primeira linha e us na segunda linha e campo de tensao de cisalhamento 77, na terceira
linha. Estes campos estao mostrados sobre configuracos deformadas do laminado Neo-
Hookeano compressivel com 256 laminas correspondendo a A = 1.08 na primeira coluna
e A = 1.30 na segunda coluna. O alongamento A = 1.08 corresponde ao ponto de perda
de elipticidade mostrado nos graficos da Fig. 26. Observa-se da primeira coluna que, de
forma aproximada, os campos de deslocamento uq, u, variam uniformemente e fornecem
um campo de tensao de cisalhamento também uniforme e préximo de zero. Este nao é o
caso mostrado na segunda coluna, onde os campos de deslocamento nao sao uniformes e
fornecem um campo de tensao de cisalhamento que tem uma distribuicao anti-simétrica

com valores bem diferentes de zero.

A seguir, apresentam-se resultados do comportamento de det F versus A quando
o parametro ¢t é mantido fixo e varia-se o angulo # e quando faz-se o contrério, fixa-se
0 e varia-se o parametro t. Assim, apresentam-se na Fig. 29 as curvas detF versus \
obtidas por meio do MHA na primeira coluna e as curvas obtidas por meio do MEF na
segunda coluna. Consideram-se para o calculo dos determinantes ¢ = 20 e os angulos
6 = 0°,20°,40°,45°,50°,70° e 90°, conforme indicado na legenda da figura. Nesta figura
sao apresentadas na primeira linha os resultados obtidos para a fase 1, na segunda linha
os resultados obtidos para a fase 2 e na terceira linha os resultados obtidos considerando
o determinante da média c1F; + coF5. Pode-se observar que os pontos das curvas obtidas
utilizando o MHA na fase 1 sio monotonicamente crescentes para os angulo 6 de 0 e 20°,
os quais correspondem as linhas trago-ponto e tracejada, respectivamente, e sao monotoni-
camente decrescentes para todos os demais angulos. Para a fase 2 ocorre o oposto, todas

as curvas com excecao das obtidas para os angulos 6 de 0° e 20° sao monotonicamente
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Figura 27: Deslocamentos h(_)rizontal up e vertical us e tensao de cisalhamento Tjs con-
siderando EPD com t = 20, § = 20° e A\ = 1.01 para os casos (a) Linear e (b) Nao-linear.
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crescentes. No caso do determinante da média ponderada o valor obtido é unitario para
todas as curvas. Nos resultados obtidos pelo MEF os valores do determinante de F nao
sao monotonicos, a excecao dos angulos 0° e 90°. Estes resultados nao sao vistos no grafico
devido & escala adotada. Para o angulo # = 20° observa-se que, a partir do ponto de perda
de elipticidade, A = 1.08, ambas as curvas da fase 1 e fase 2 distanciam-se rapidamente
da reta horizontal que passa por det F = 1. Apds o ponto de perda de elipticidade, as
curvas para 6 = 20° sdo monotonicamente decrescente para a fase 1 e monotonicamente
crescentes para a fase 2. No caso do determinante da média ponderada, observa-se que,
mesmo com a oscilacdo apresentada pela curva § = 20°, todas as curvas estdo préximas

da reta detF = 1.

Apresentam-se Fig. 30 curvas det F versus A obtidas via MHA e via MEF para
0 = 20° e para t € {1,2,4,8,16,20}. A organizacio da figura é similar & descrita para
a Fig. 29. Observa-se que os comportamentos de todas as curvas obtidas via MHA sao
aproximadamente monotonicas para A € (1,1.75) e o determinante da média ponderada
é igual a um para todos os valores de t. Para as curvas obtidas via MEF, observa-se que,
para valores de ¢ maiores do que 8, os pontos das curvas se distanciam rapidamente da reta
det F = 1 a partir do ponto de perda de elipticidade (A = 1.08) & medida que A aumenta.
Similarmente ao que se observa quando 6 varia, verifica-se que o determinante da média
de F é préoximo de um para todas as curvas, mesmo apresentando oscilagoes nos casos
em que t ¢ maior do que 4. Estes resultados em conjunto com os resultados apresentados
na Fig. 29 revelam que a deformacao média da célula peridédica é praticamente isocorica
para todos os valores de 6 e t considerados neste estudo, embora as deformacoes de cada

fase nao o sejam.

H4 o interesse de investigar analiticamente e numericamente a desigualdade (3.39),
a qual pode ser reescrita na forma f’(F, X) : F > 0. Numericamente, o lado esquerdo
desta desigualdade é aproximado por A P:AF / (A 5\)2, em que lembra-se de (5.95) que
X é um dos estiramentos principais associados a F. H4 também o interesse no célculo de
d¢(F, X)/dA = P(F,X) : F, em que ¢ é dado por (6.1.a) na fase 1, ou, por (6.1.b) na fase
2. A taxa de variacao de 5 com respeito a \ representa uma medida da resposta mecanica
do material. Assim, apresentam-se nas Figuras 31 e 32 as curvas f’ Fed 5 / dA=P:F

versus A\, respectivamente.

Na primeira coluna da Fig. 31 apresentam-se as curvas P : F versus A\ para as
fases 1 e 2 e para a média ponderada c;F; 4 coF5 na primeira, segunda e terceira linhas,

respectivamente, obtidos analiticamente. De modo similar, a segunda coluna apresenta
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na mesma ordem das linhas da primeira coluna as curvas f’ . F versus \ para as fases 1 e
2 e para a média ponderada c;F; + coF5 obtidas por meio do MEF. Aqui, no entanto, o
eixo da ordenadas é apresentado em escala logaritmica para contemplar todos os valores
de f’ . F no intervalo (1,1.75) de X para o caso = 20°. Observa-se da Fig. 31 que os
valores obtidos por meio analitico variam suavemente para todos o angulos apresentados,
0 que nao ocorre para os valores obtidos via MEF apds o ponto de perda de elipticidade,
A = 1.08 no caso A = 20°. Segundo o critério de perda de convexidade, pode-se observar
que a fase 1 nao sofre amolecimento para valor algum obtido analiticamente e endurece
para o angulo @ = 20°. Por esse mesmo critério, a fase 2 amolece segundo os célculos
analiticos para os angulos § = 40° no ponto de perda de elipticidade, A = 1.08, e para
6 = 20° quando A = 1.40. Para os resultados obtidos por meio do MEF na fase 2, nota-se
que esta fase endurece para todos os angulos § e muito acentuadamente para § = 20°
apos o ponto de perda de elipticidade. No caso do critério calculado utilizando os valores
do MEF, verifica-se que, utilizando a média ponderada, ha perda de convexidade em
A = 1.06 quando # = 20°. Este valor nido pode ser visto no gréfico da média ponderada
para o MEF porque os valores no eixo das ordenadas estao em escala logaritimica. Para
exibir este valor, fez uma ampliagao dessa regiao de interesse, selecionando apenas a curva
correspondente a § = 20°, apresentando-a na primeira coluna da Fig. 33 a ser apresentada

abailxo.

Lopez-Pamies e Ponte-Castaneda (2009) verificam um outro critério de amoleci-
mento por meio das curvas d% / dA =P : F versus A, em que considera-se que nao ha
amolecimento quando duas curvas correspondentes a angulo complementares, por exemplo
os angulos @ = 40° e 50°, continuam paralelas entre si & medida que A aumenta. Estes
resultados podem ser melhor observados na Fig. 32. Nesta figura, a primeira coluna refere-
se aos resultados obtidos analiticamente, os quais sao idénticos aos resultados obtidos
por Lopez-Pamies e Ponte-Castafieda (2009). Lembre-se da Se¢ao 5.3 que estes autores
utilizam um método tangente de segunda ordem para calcular as propriedades efetivas
do meio homogeneizado. Na segunda coluna sao apresentadas as curvas dEE / dA=P:F
versus A obtidas por meio do MEF para as fases 1, 2 e considerando a média ponderada.
Comparando as curvas correspondentes obtidas de cada método para cada uma das fases
e para as médias ponderadas de P e F, observa-se que o material sofre amolecimento
para § = 20° na fase 2 e para a média ponderada nas solucdes obtidas analiticamente e
endurece nas fases 1 e 2 para este mesmo angulo nas solugoes obtidas pelo MEF. No caso
do MEF, tem-se ainda que o material sofre também amolecimento para § = 20° em um

pequeno trecho entre A = 1.085 (logo ap6s o ponto de perda de elipticidade) e A = 1.115.
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Apos este trecho, o material comeca endurecer abruptamente. Por razoes de escala este

trecho estd melhor detalhado no lado esquerdo da Fig. 33 apresentada a seguir.

Apresentam-se na Fig. 33 curvas 15 Fe da/dj\ =P : F versus A, & esquerda
e a direita, respectivamente, obtidas do MEF utilizando médias ponderadas de PeF
para o ensaio de cisalhamento puro em que § = 20° e t = 20. Estas curvas sao trechos
de curvas apresentadas nas figuras 31 e 32 no intervalo A € (1,1.15). Na curva f’ :F
observa-se que o ponto preto refere-se ao ponto de perda de convexidade em A = 1.06 e o
ponto verde refere-se ao ponto de perda de elipticidade em A = 1.08. Segundo o critério
de amolecimento dado por 13 : F < 0, o material efetivo amolece para \ € (1.08,1.115),
sendo que em A = 1.11 inicia abruptamente uma mudanca de direcdo para endurecer a
partir de A > 1.115. Na curva d&/dS\ =P:Fo ponto em que hé o primeiro valor
negativo é quando A = 1.085, ou seja, ap6s o ponto de perda de elipticidade, A = 1.08,
marcado sobre a curva por um ponto verde. Segundo o critério proposto por Lopez-Pamies
e Ponte-Castaneda (2009) conclui-se que hé amolecimento do material na solugao obtida
pelo MEF para o angulo § = 20° do ponto de perda de elipticidade até aproximadamente

A = 1.115 e entao inicia-se um endurecimento do material bilaminado.

Do exposto anteriormente verifica-se que ambos os critérios de amolecimento
permitem obter conclusoes semelhantes a respeito do comportamento da microestrutura
do bilaminado quando analisadas as solucoes da média ponderada obtidas via MEF: as
curvas do material indicam amolecimento a partir do ponto de perda de convexidade e
acentuacao deste amolecimento a partir do ponto de perda de elipticidade até aproxi-
madamente A\ = 1.115 para entdo iniciar um endurecimento no caso de t = 20 e § = 20°

conforme apresentado na Fig. 33 (Esquerda).

Apresentam-se na Fig. 34 curvas ¢ versus \ obtidas de ambos os métodos, método
analitico (& esquerda) e MEF (a direita), no caso da média poderada de F para diferentes
angulos f e t = 20. Comparando cada curva obtida por via analitica com a sua corresponde
obtida por meio do MEF, pode-se observar que apenas as curvas de § = 10° e § = 20° sido
muito diferentes para grandes valores de X. Observa-se que a solucao obtida via MEF para
0 = 10° e § = 20° bifurca da solucdo obtida analiticamente com um trecho de transicio
suave a partir do ponto de perda de elipticidade (ponto verde) quando comparadas com
suas respectivas curvas obtidas pela via analitica. Na curva obtida via MEF para o
angulo 6 = 10° pode-se também observar que had um ponto fora da curva para A = 1.26.
A investigacao deste caso nao permitiu chegar a uma conclusao de quais motivos levaram

a obter este ponto.
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Figura 31: Curvas P : F versus 5\7 para ensaios de cisalhamento puro dados por (6.3) e
(5.95) segundo diferentes angulos 6 e t = 20 em material Neo-Hookeano compressivel por

via analitica (Esquerda) e via MEF (Direita) para as fases 1, 2 e considerando as médias

ponderadas de P e F.
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124

MEF
3.E+01
0.B+00 o orerrreereenes @®-.
= e. < 2EH01
< A 3
< (S
= -2EB+2 1 . =
= vl Lo QE+00 ececcceoocosssseces P
w <
< -
‘S B2 7 =~ 2B
N
—6.E+02 : : i -3.E401 4 . . i
1.00 105 _ 110 L15 1.00 105 _ LI0 115
A A
Média Ponderada
o [°]1 -~ 20 @ Amolecimento @ Perda de Elipticidade

Figura 33: Curvas P : F (Esquerda) e d ¢ JdX = P:F (Direita) versus A para ensaio de
cisalhamento puro dados por (6.3) e (5.95) considerando § = 20° e ¢t = 20 em material
Neo-Hookeano compressivel via MEF no caso de média ponderada de P e F.

0
-10
s S 20
. A=Y
=30
-40
1.0 1.1 12 13 14 15 16 17
A
Média Ponderada
Analitico MEF
0[°] - - 0— 10+ 20— 30 — 40 --- 45 —- 50 — 60 — - 70 — 80 — 90

® Perda de Elipticidade

Figura 34: Curvas ¢ versus A obtidas de ambos, analitico (Esquerda) e MEF (Direita) no
caso de média ponderada de F para diferentes angulos 6 e t = 20.
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Para melhor observar o comportamento das curvas ¢ versus A obtidas analiti-
camente e por meio do MEF para os casos linear e nao-linear com ¢ = 20 e § = 20°,
as mesmas foram plotadas conjuntamente na Fig. 35. Nesta figura, a esquerda estao
plotadas as curvas ¢ versus A € (1,1.75) e a direita as mesmas curvas correspondentes no
intervalo A € (1,1.10). A curva ¢ versus A obtida via MEF para o material linear serve
apenas para efeito comparativo, pois a solucao é valida somente na vizinhanca da con-
figuragao de referéncia. Mesmo assim, é interessante notar que esta solucao estd proxima
da solugao obtida analiticamente para o material nao-linear. Na Fig. 35, nota-se clara-
mente a bifurcacao da solucao obtida via MEF com respeito a solucao do MHA a partir
do ponto de perda de elipticidade, representado pelo ponto verde sobre a curva obtida

analiticamente.

Agora, para investigar melhor como as curvas ¢ versus A obtidas do MEF bifurcam
da solugao principal (analitica) em fun¢ao da variagdo do parametro ¢, considerou-se os
valores t = 1(material homogéneo),2,4,8,16,20,32,64 e 128 e § = 20° para obter as
curvas mostradas na Fig. 36. Nesta figura, & esquerda, encontram-se as curvas ¢ versus \,
A € (1,1.75), obtidas analiticamente e via MEF & medida que t aumenta. A curva ¢ versus
X calculada por via analitica ndo depende das propriedades dos materiais, mas somente
do angulo 6. A direita encontram-se trechos das curvas mostradas no lado esquerdo para
A € (1,1.18). Na figura da direita estao ainda colocadas sobre cada curva obtida por meio
do MEF os pontos de perda de elipticidade. Estes pontos foram obtidos analiticamente e
estao muito proximos dos valores que puderam ser estimados via MEF quando a solucao
inicia a bifurcagao a partir da solucao principal. Nota-se ainda que, para os valores de ¢
menores ou iguais a 8, nao ocorre perda de elipticidade do material e a solugoes obtidas
analiticamente e via MEF sao indistinguiveis. Para valores de t maiores do que 8, os

pontos de perda de elipticidade deslocam-se para a esquerda a medida que ¢t aumenta.

Apresentam-se na Fig. 37 curvas ¢ versus \ para (¢,0) = (4, 20°) no lado esquerdo
da figura e (t,6) = (20, 30°) no lado direito da figura. As curvas foram obtidas utilizando
as malhas 1 a 5 da Tab.2 e analiticamente, conforme indicado na legenda. Para ambas
as combinacdes de (t,0), as curvas sdao indistiguiveis entre si. Esta observaco indica
que os problemas de convergéncia numérica relatados acima nao se devem a estratégia
de refinamento das malhas de elementos finitos, mas sim ao comportamento do material

nio-linear apés a perda de elipticidade para certos valores de (¢, ).
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Figura 35: Curvas ¢ versus \ obtidas via MEF para material eldstico-linear (Linha sélida
azul) e via MEF (Linha pontilhada vermelha) e analiticamente (Linha sélida preta) para o
material Neo-Hookeano compressivel, considerando a média ponderada de F para 6 = 20°
et = 20.
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Figura 36: Curvas ¢ versus )\ obtidas via MEF para o material Neo-Hookeano
compressivel, considerando a média ponderada de F para 6 = 20° e t €
{1,2,4,8,16,20,32,64,128}.
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7 Conclusoes e Sugestoes para Trabalho Futuro

O estudo do comportamento efetivo de bilaminados compostos por distribuigoes
periodicas de laminas elastico-lineares, homogeéneas e isotropicas em equilibrio na auséncia
de forcas de corpo, demonstra claramente que os resultados computacionais obtidos via
MEF tendem aos resultados analiticos obtidos via MHA a medida que o nimero de laminas

na sequéncia de bilaminados tende ao infinito.

Na investigacao do comportamento efetivo de bilaminados compostos por dis-
tribuicoes periddicas de laminas elasticas nao-lineares, homogéneas, quase-incompressiveis
e isotrépicas submetidos a condicoes de deformacgao impostas em seus contornos, os re-
sultados computacionais predizem perda de elipticidade para um nivel de deformagao
proximo ao nivel de deformacao da perda de elipticidade predita pelo método de ho-
mogeneizacao de segunda ordem tangencial. Os resultados analiticos e computacionais
indicam que a perda de elipticidade é fortemente influenciada pelo contraste de hetero-

geneidade entre as fases e pelas condigoes de contorno.

Existem fortes evidéncias, segundo os estudos numéricos realizados neste tra-
balho, de que as solugoes obtidas pelo MEF birfurcam das solucoes analiticas, ditas prin-
cipais, a partir do ponto de perda de elipticidade para determinados valores de 0 e ¢t que
foram apresentados no capitulo anterior. Este fato explica as grandes diferencas obser-
vadas entre as solugoes obtidas empregando o MEF e os métodos analiticos estudados

nesta tese para deformagoes apos o ponto de perda de elipticidade.

Os problemas descritos acima sao altamente nao-lineares devido a nao-linearidade
do material e as medidas de deformagao utilizadas, e requerem métodos analiticos e
numéricos de andlise. Pretende-se utilizar a experiéncia adquirida e descrita nas segoes
anteriores de modo a fazer um melhor emprego de métodos assintoticos e dos elementos
finitos na andlise aproximada destes problemas. De um modo geral, serd utilizada esta
experiéncia para obter outras sequéncias de solugoes aproximadas e serao investigadas as

propriedades de convergéncia das mesmas.
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Deste modo, sugere-se para a continuidade deste trabalho:

1. A implementacao de outros materiais para investigacao dos fendmenos de instabili-

dades mecanicas;

. A melhoria das malhas de elementos finitos utilizando ambos os tipos de refinamento,

p e h, a fim de discretizar melhor os laminados em estudo e superar as dificuldades
encontradas no decurso do presente trabalho com relacao a convergéncia do método
iterativo utilizado pelo ANSYS. O método iterativo utilizado pelo ANSYS para re-
solver os problemas nao-lineares nao converge para # # 0 e para valores elevados
de A > 0. Espera-se que ao implementar o refinamento p os problemas de con-
vergéncia a medida que x tende a um valor muito alto sejam solucionados. Apesar
dos resultados mostrados na Secao 6.2 permitirem extrair importantes conclusoes
sobre o comportamento local do laminado para A < 1.75, deseja-se investigar tal
comportamento para valores elevados de \ e, assim, poder realizar comparacoes
com resultados obtidos na literatura como, por exemplo, aqueles mostrados por

Lopez-Pamies e Ponte-Castaiieda (2009) em que A € (1, 3);

O aprimoramento do cédigo computacional desenvolvido em APDL para deter-

minacao das constantes efetivas;

A continuagao das simulagoes numéricas e a participagdo/ auxilio nos esforgos do

grupo de pesquisa para a realizacao do estudo tedrico.

Pretende-se continuar a implementagao do c6digo em APDL do ANSY'S e considerar
outras condicoes de contato entre as fases além das condigoes de contato perfeito

que aqui sao utilizadas.
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APENDICE A - Unicidade e Equivaléncia das
Formulacoes Variacional e de
Minimizacao na Elasticidade Linear

Classica

Pode-se verificar a unicidade da formulacao variacional, (4.23), por meio da
aplicagao do teorema de Lax-Milgram, ver por exemplo, Sanchez-Hubert e Sanchez-

Palencia (1992) e Cioranescu e Donato (1999).

Assim, verifica-se que o problema dado por (4.23) satisfaz as hip6teses do teorema

de Lax-Milgram com o espaco V = {v € HY(B), V]gus = O}, a forma bililinear a(u, v)

a(u,v) :/BCijkl(X) er(u)gi;(v) dX, (A.1)

e o funcional linear L

B oyB

Primeiramente, verifica-se que a forma bilinear em (A.1) é continua sobre V.

Desse modo,

S (o) ) 2y (v) dx\ [ (ks migmses(w) ey (v)) dX

L{(a‘ij(u) gij(v)) dX| < ky 77@']'77@'75[ (ei5(0) €45(v))] dX

< k1 migni;
< C’f| gij(u)e;(v))| dX (por Cauchy — Schwarz) (A.3)

< Cf|5w )|* delng )|*dX
B

<C |lullly H’va/ < GGy Cslfully[[vlly, < Cllully[lvlly, ¥ a,veV.

TV
utiliz. a eq. de normas

Na tltima expressao de (A.3), que completa a demonstracao, sugere-se consultar
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Cioranescu e Donato (1999), em que é apresentada a equivaléncia entre as normas ||| e |||,
e || o], Uma outra referéncia em que se encontram estas demonstracoes é o trabalho de

Figueiredo e Viano (2005), que apresentam as demonstragoes para o caso linear isotrépico.

Agora, vé-se que a forma bilinear em (A.2) é eliptica sobre V. Assim,

= [ Ciji(X) era(u) g55(n) dX
Z fB k2 nijnijgij (u> gi]( ) dX > k2 Mij"ij fB 6’3 61]( )dX > C’4 fB 51] 513( )dX
> CyC ||u||3{ > ||11||H Vue).
(A.4)

No tltimo passo de (A.4) utilizou-se a Primeira Desigualdade de Korn conjun-

tamente com a Desigualdade de Poincaré para completar a demonstracao, ver Oleinik,

Shamaev e Yosifian (1992).

O teorema de Lax-Milgram permite, em particular, demonstrar o seguinte re-
sultado sobre a minimizacao de funcionais quadraticos que sao de sumo interesse em

importantes aplicacoes na teoria da elasticidade.

Seja 'H um espaco de Hilbert, L um funcional linear e continuo sobre H, e a =
a (u, v) uma forma bilinear, simétrica, continua e eliptica sobre H, entao existe uma tnica

funcao u € H para a qual o funcional I(v) = 3a(v,v)— (L, v) alcanca o seu valor minimo.

Em Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992) pode ser encontrado um estudo

mais detalhado sobre a minimizacao de funcionais lineares.

A forma a = a(u,v) e o funcional L satisfazem as hip6teses do teorema de Lax-
Milgram, que existe uma tnica solugdo u € H do problema variacional dado em (4.23).
Qualquer que seja v € H é possivel expressa-la na forma v = u+ w com w € H.

Utilizando o carater bilinear e simétrico de a = a(u, v), e a linearidade de L, chega-se a

I(u+w) =za(u+w,u+w)— (L, u+w)
(

= la(u, a(u,w) + za(w,w) — (L,u) — (L, w
: u) +a(u, w) + a(w, w) — (L,u) — (L, w) 1 (A5)
zéa(u,u) (L, )+£L(u,w) (L, W>+ a(w,w) = I(u) + 5a(w,w),
I?g) 0 Por (4.23)

do qual resulta, em virtude do carater eliptico de forma a = a(u, v), que I(u+w)—1(u) =
sa(w,w) > ag |w|2, ¥ w € H, e como ag > 0 finamente tem-se que o incremento

I(u+w) —I(u) > 0 e a igualdade ocorre apenas quando w = 0, ou seja, o que se queria

provar.

Este teorema fornece um resultado muito importante que permite a busca da
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solugao do problema variacional, (4.23) (ou a de seu equivalente problema na forma forte
dado pelas expressoes (4.1), (4.2), (4.6), (4.20) e (4.21) como um problema de minimizagao
do funcional I(v) = %a(v,v) — (L, v). E interessante, também, que para o problema
estudado resulta que o infimo do funcional é negativo e igual ao oposto da energia de

deformacao eldstica, ou seja, que se u é a solucao de (4.23) portanto I(u) = —W.

Por fim, sugere-se consultar Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992), em que
sao apresentados resultados de interesse devido a importancia destas formulacoes para a

aplicacao de métodos aproximados de solu¢ao, como o MEF.





