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HOMOGENEIZAÇÃO NA INVESTIGAÇÃO DO
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Resumo

PRADO, E. B. T. (2013). Utilização de Métodos Computacional e de Homogeneização na
Investigação do Comportamento Elástico Não-Linear de Laminados. Tese (Doutorado) –
Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2013.

A teoria de elasticidade não-linear é apropriada para a investigação de instabilidades
materiais relacionadas ao amolecimento e à formação de bandas de cisalhamento. Estes
fenômenos podem surgir em compósitos constitúıdos de fases que, isoladamente, não a-
presentam tais fenômenos sob as mesmas condições de carregamento. O objetivo prin-
cipal desta tese de doutorado é utilizar métodos computacional e de homogeneização na
investigação do comportamento de laminados bifásicos compostos de lâminas elásticas
não-lineares. Em particular, utilizam-se o método dos elementos finitos (MEF) clássico
e os métodos de homogeneização assintótica (MHA) e de segunda ordem tangencial para
gerar resultados computacionais e anaĺıticos que possam ser comparados entre si. Com
este objetivo em mente, estuda-se primeiramente o comportamento efetivo de bilami-
nados compostos por distribuições periódicas de lâminas elástico-lineares, homogêneas e
isotrópicas. Os bilaminados estão em equiĺıbrio na ausência de forças de corpo. Gera-se
uma sequência de bilaminados com número crescente de lâminas e simulam-se ensaios
de tração uniaxial no regime de pequenas deformações utilizando malhas de elementos
finitos refinadas. Resultados destas simulações computacionais são comparados a resul-
tados anaĺıticos obtidos de ensaio de tração uniaxial similar de um sólido homogeneizado
via MHA. Os resultados computacionais tendem aos resultados anaĺıticos à medida que o
número de lâminas na sequência de bilaminados tende ao infinito. Em seguida, investiga-
se o comportamento efetivo de bilaminados compostos por distribuições periódicas de
lâminas elásticas não-lineares, homogêneas, quase-incompresśıveis e isotrópicas submeti-
dos a condições de deformação impostas em seus contornos. Utilizando-se o método de
homogeneização de segunda ordem tangencial, determinam-se as propriedades efetivas
dos bilaminados. Estas propriedades são utilizadas na condição de Legendre-Hadamard
para predizer perda de elipticidade das equações governantes. A violação desta condição
está relacionada à formação de bandas de cisalhamento no compósito. Utilizando malha
de elementos finitos refinada, simula-se numericamente o problema de equiĺıbrio de um
bilaminado com número elevado de lâminas na ausência de força de corpo e sujeito a
deformações impostas no contorno. Os resultados computacionais predizem perda de
elipticidade para um ńıvel de deformação próximo ao ńıvel de deformação da perda de
elipticidade predita pelo método de homogeneização. Os resultados anaĺıticos e computa-
cionais indicam que a perda de elipticidade é fortemente influenciada pelo contraste de
heterogeneidade entre as fases e pelas condições de contorno.

Palavras-chave: Elasticidade; Método dos Elementos Finitos; Métodos de Homogeneização;
Bilaminados; Instabilidades Materiais.





Abstract

PRADO, E. B. T. (2013). Use of Computational and Homogenization Methods in the
Investigation of the Nonlinear Elastic Behavior of Laminates. Doctoral Thesis – São
Carlos School of Engineering, University of São Paulo, São Carlos, 2013.

The theory of nonlinear elasticity is suitable for the investigation of material instabilities
related to softening and formation of shear bands. These phenomena can arise in compos-
ites consisting of phases which, taken separately, do not exhibit such phenomena under the
same loading conditions. The main objective of this thesis is to use both computational
and homogenization methods in the investigation of the behavior of two-phase laminates
composed of nonlinear elastic laminae. In particular, we use the finite element method
(FEM) and both the asymptotic homogenization method (AHM) and the tangent second-
order homogenization method to generate computational and analytical results that can
be compared to each other. With this goal in mind, we study first the effective behavior
of bilaminates composed of periodic distributions of linearly elastic, homogeneous, and
isotropic laminae. The bilaminates are in equilibrium in the absence of body forces. A
sequence of bilaminates with increasing number of laminae is used to numerically simulate
uniaxial tensile tests in the small strain regime using refined finite element meshes. Com-
putational results are then compared with analytical results obtained from a similar tensile
test of a solid homogenized via MHA. The computational results tend to the analytical
result as the number of laminae in the sequence of bilaminates tends to infinity. Next,
we investigate the effective behavior of bilaminates composed of periodic distributions
of nonlinearly elastic, homogeneous, isotropic, and quasi-incompressible laminae that are
subjected to deformation conditions on their boundaries. Using the tangent second-order
homogenization method, the effective properties of the bilaminates are determined. These
properties are used in the Legendre-Hadamard condition to predict loss of ellipticity of
the governing equations. Violation of this condition is related to the formation of shear
bands in the composite. Using refined finite element meshes, we simulate numerically the
problem of equilibrium of a bilaminate with a high number of laminae in the absence of
body force and subjected to deformation conditions on the boundary. The computational
results predict loss of ellipticity at a deformation level close to the deformation level for
which loss of ellipticity is predicted by the homogenization method. The computational
and analytical results indicate that the loss of ellipticity is strongly influenced by both
the heterogeneity contrast between the phases and the boundary conditions.

Keywords: Elasticity; Finite Element Method; Homogenization Methods; Bilaminates;
Material Instabilities.
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2.2 Instabilidades Mecânicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3 Elementos da Mecânica do Cont́ınuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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1 Introdução

Muitos materiais podem ser considerados compósitos, naturais ou fabricados pelo

homem, como os materiais de engenharia. Segundo Christensen (2005), as pesquisas em

materiais compósitos têm ińıcio no começo dos anos 60. O desenvolvimento acelerado

destas pesquisas nas últimas décadas levou ao surgimento da área de mecânica dos ma-

teriais compósitos. As aplicações abrangem desde as áreas médicas até a engenharia

aeroespacial, passando pela engenharia civil, em que se pode citar o estudo de frações

volumétricas de agregados de concreto por Farage et al. (2009), misturas asfálticas por

Souza (2005) e o estudo de rochas por Saenger (2008). De acordo com Milton (2002),

compósitos são, basicamente, materiais que apresentam heterogeneidades em escalas de

comprimento que são muito maiores do que a escala atômica, permitindo, portanto, uti-

lizar as equações da f́ısica clássica nas escalas de comprimento da heterogeneidade, mas

que são estatisticamente homogêneos em escalas de comprimento macroscópica, ou, pelo

menos, em algumas escalas de comprimento intermediário. Ainda segundo Milton (2002),

uma liga, apresentando desordem na escala atômica, é exclúıda da definição de compósito

(exceto se for uma das fases em um compósito maior, caso em que é tratada como um

material homogêneo). Para Vasiliev e Morosov (2001), de um modo geral, todo material

formado por dois ou mais componentes que preenchem regiões bem delimitadas entre os

componentes pode ser chamado de material compósito. Materiais compósitos propor-

cionam ganhos significativos de resistência e redução de peso quando comparados com

seus constituintes individuais. Além disso, justifica-se o emprego destes materiais quando

se busca distribuições ótimas das frações volumétricas dos componentes que o constituem

para as aplicações desejadas.

Os materiais laminados constituem uma classe de compósitos de amplo emprego

nas engenharias, principalmente na engenharia aeronáutica e aeroespacial. Laminados

correspondem a microestruturas limitantes na classe mais geral de microestruturas par-

ticuladas (LOPEZ-PAMIES; PONTE-CASTAñEDA, 2009). Na Construção Civil, a grande

vantagem dos laminados é possibilitar o projeto de elementos estruturais flex́ıveis e re-
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sistentes. Estruturas de amortecimento de vibrações formadas por camadas de aço e

borracha têm sido empregadas com maior frequência na construção de pontes e outras es-

truturas que necessitem de proteção contra abalos śısmicos. No caso de pontes, laminados

são empregados na fabricação de aparelhos de apoio, os quais são utilizados entre a in-

fraestrutura e a superestrutura de uma ponte com os objetivos de transmitir as reações da

superestrutura para a infraestrutura e permitir alguma movimentação da superestrutura

(DEBS; TAKEYA, 2010). Nos casos usuais, empregam-se placas de neoprene intercaladas

com chapas de aço que aderem às camadas elastoméricas durante o processo de vulcan-

ização, formando um bloco único. Os aparelhos de apoio assim constitúıdos são chamados

de neoprene cintados, ou, fretados. A Fig. 1 traz uma ilustração de um neoprene fretado

com as principais dimensões. Eles aliam rigidez e capacidade de carga vertical elevada a

uma grande flexibilidade lateral, permitindo deslocamentos horizontais e rotações relati-

vas dos elementos de estruturas em contato com o aparelho. Além destas caracteŕısticas,

os apoios fabricados de neoprene são duráveis, exigem pouca manutenção e os detalhes

de projeto são simples quando comparados a outros tipos de apoios. Laminados são

muito empregados também em apoios estruturais elastoméricos utilizados nas fundações

de edif́ıcios e plantas nucleares para protegê-los de abalos śısmicos. Os apoios devem

suportar carregamentos estáticos, tais como o peso do edif́ıcio, e as grandes deformações

de cisalhamento no regime śısmico.

Figura 11: Caracteŕısticas geométricas do neoprene fretado (El Debs & Takeya [2010]).

2. Resultados Esperados

Utilizaremos métodos anaĺıticos e numéricos na investigacão do comportamento mecânico de lam-

inados elásticos em equiĺıbrio. Investigaremos as limitacões dos modelos constitutivos clássicos

utilizados para descrever tal comportamento e proporemos novos modelos constitutivos que sejam

fisicamente reaĺısticos e analiticamente tratáveis. Em particular, pretendemos utilizar a funcão den-

sidade de energia (68) juntamente com um procedimento numérico convergente baseado no MEF

para estudar o comportamento local de solucões de equiĺıbrio, o qual será comparado com o com-

portamento efetivo predito por um método de homogeneizacão apropriado, tal como o Método de

Homogeneizacão Assimtótica, ou, o Método de Homogeneizacão de Segunda Ordem. Este estudo

permitirá otimizar as caracteŕısticas de projeto de laminados utilizados em engenharia; especial-

mente, na Construcão Civil. O estudo possui aplicacão na investigacão de uma classe especial

de co-poĺımeros de interesse comercial crescente, tais como os elastômeros termoplásticos (TPEs).

Estes materiais possuem uma (nano-)estrutura periódica lamelar (Cohen et al. [2000]) semelhante

à microestrutura dos laminados investigados por Prado [2012].

Pretendemos submeter artigos em periódicos da área, apresentar trabalhos em congressos in-

ternacionais e proferir palestras a convite em instituicões de pesquisa. Em particular, apre-

sentaremos trabalho no International Symposium on Solid Mechanics (MecSol 2013), a ser re-

alizado em Porto Alegre, RS, no peŕıodo de 18 a 19 de Abril de 2013, e no Thirteenth Pan-

30

Figura 1: Caracteŕısticas geométricas do neoprene fretado.
Fonte: Debs e Takeya (2010).

Diversos autores propuseram modelos constitutivos para determinar o compor-

tamento de elastômeros que possam ser utilizados nessas estruturas de proteção, como,

por exemplo, Mooney (1940), Rivlin (1948), Blatz e Ko (1962) e Ko (1963). Investigar

o comportamentos desses materiais é de fundamental importância para realizar projetos

mais seguros e econômicos. Um exemplo de testes executados com esses materiais pode
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ser encontrado no trabalho de Kulak e Hughes (1992).

A presente tese fornece um estudo de materiais laminados formados por fases

constitúıdas de materiais elásticos. Para laminados formados por lâminas de material

elástico-linear são apresentadas curvas de tensão-deformação para uma sequência de mal-

has e lâminas cujos resultados convergem para resultados obtidos com o Método de Ho-

mogeneização Assintótica (MHA). No caso de laminados hiperelásticos, são apresentados

estudos de instabilidades mecânicas, tais como bifurcação. Os compósitos laminados têm

despertado o interesse de vários pesquisadores recentemente, dentre os quais citam-se

Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) e Aguiar e Pérez-Fernández (2012). Os resul-

tados obtidos neste trabalho serão úteis na identificação e entendimento de mecanismos

f́ısicos inerentes a sistemas materiais com morfologias particuladas mais gerais, tal como no

caso de elastômeros reforçados com fibras, ou, part́ıculas, para os quais o estudo anaĺıtico

e computacional é bem mais complexo. Eles também serão úteis na investigação de uma

classe especial de co-poĺımeros de interesse comercial crescente, tais como os elastômeros

termoplásticos (TPEs). Estes materiais possuem uma (nano-)estrutura periódica lamelar

(COHEN et al., 2000) semelhante à microestrutura dos laminados investigados nesta tese.

Deve-se destacar que é posśıvel a combinação de ambos os métodos, o MHA e o

Método dos Elementos Finitos (MEF), como pode ser verificado dos estudos realizados por

Berger et al. (2003, 2005a, 2005b), León-Meciás (2006), Berger et al. (2006), Kari, Berger

e Gabbert (2007) e Berger et al. (2007) em que o coeficientes efetivos determinados via

MHA para um volume elementar representativo do compósito são utilizados para calcular

as tensões e deformações do sólido homogeneizado correspondente. Outros estudos, como,

por exemplo, o apresentado por Prado e Aguiar (2009) faz a comparação entre as tensões

e deformações obtidas via MEF e via MHA em um volume elementar representativo no

caso de um material laminado transversalmente isotrópico composto por duas fases.

1.1 Justificativa

Em problemas de engenharia é de grande interesse conhecer o comportamento

global de materiais compósitos para obter projetos que otimizem segurança e baixo custo.

Justifica-se, portanto, desenvolver um método de homogeneização que permita calcular

os coeficientes efetivos dos compósitos. Também é de interesse investigar posśıveis com-

portamentos anômalos que possam aparecer da combinação de materiais que formam as

fases do compósito e que individualmente não apresentem nenhuma falha nos critérios
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de estabilidade. Assim, uma questão que surge, é saber se o material homogeneizado

também apresenta falhas nos critérios de estabilidade. Esse assunto tem sido explorado

por pesquisadores como Abeyaratine e Triantafyllids (1984), Read e Hegemier (1984),

Lopez-Pamies e Castañeda (2004), Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009). Nota-se da

última referência que o tema continua atual e merece atenção. Neste trabalho investiga-

se o aparecimento de instabilidades materiais em bilaminados hiperelásticos utilizando

métodos numérico e anaĺıtico. O método anaĺıtico permite construir uma solução princi-

pal para o problema de um laminado submetido a condições de deformação impostas no

contorno e predizer a deformação para a qual esta solução pode bifurcar em uma solução

secundária. A contribuição principal desta tese foi confirmar esta predição numericamente

e obter uma solução secundária.

1.2 Objetivos

Os objetivos principais deste trabalho são:

• Investigar, a partir do conhecimento da microestrutura, novos comportamentos de

materiais compósitos não-lineares, tais como bifurcação e amolecimento.

• Aplicar o Método de Homogeneização Assintótica (MHA) para verificar a ocorrência

de instabilidade mecânica no material homogeneizado.

• Apresentar e comparar os resultados numéricos obtidos com soluções anaĺıticas ap-

resentadas na literatura e outras metodologias numéricas propostas.

• Sugerir novos estudos relacionados às aplicações de teorias de homogeneização assin-

tótica e método dos elementos finitos no entendimento das instabilidades mecânicas.

1.3 Metodologia

Neste trabalho, apresentar-se-á os estudos feitos com materiais compósitos sob

duas abordagens distintas. A primeira delas trata da investigação do comportamento de

um laminado bifásico linear periódico via MHA e sua comparação com resultados obtidos

via MEF. A concentração de cada fase, que é constitúıda de material elástico, linear e

isotrópico, é igual a 0.5 no volume elementar representativo. Inicialmente os coeficientes

efetivos do laminado são cálculados via MHA e plota-se uma curva de tensão versus

deformação para o caso de um ensaio de tração uniaxial no compósito homogeneizado.
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Em seguida, faz-se a simulação numérica via MEF de um ensaio de tração uniaxial em

regime de pequenas deformações, considerando duas geometrias distintas para o compósito

bilaminado, a saber: um quarto de cilindro e um quarto de cubo. Para as simulações

numéricas via MEF, em que se varia o número de lâminas no compósito, utiliza-se o

software computacional de elementos finitos ANSYS, Inc. (2010).

Os elementos finitos escolhidos para a simulação numérica do sólido 3D no caso do

material linear são do tipo SOLID187, utilizando integração completa. Esses elementos

finitos são tetraédricos e permitem interpolação quadrática dos deslocamentos. Faz-se

uma sequência de simulações numéricas variando o número de lâminas no compósito e

plotam-se as curvas de tensão média versus deformação média na face onde é aplicada

a um carregamento de tração para cada uma das malhas da sequência de ensaios. Os

resultados obitidos via MEF são então comparados com os valores obtidos via MHA.

A segunda abordagem constitui um estudo de compósitos formados por lâminas

de material hiperelástico, isotrópico e incompresśıvel. A motivação desse estudo vem do

trabalho desenvolvido por Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009), em que os autores

investigam a presença de instabilidades mecânicas em um compósito hiperelástico homo-

geneizado. Nesta tese, faz-se a simulação numérica via MEF com a utilização do software

ANSYS, Inc. (2010) de uma sequência de laminados hiperelásticos sujeitos a um estado

plano de deformações, nos quais se varia o número de laminas no laminado e as condições

de contorno. O laminado possui célula periódica bifásica, na qual a concentração de cada

fase é 0.7 para o material menos ŕıgido e 0.3 para o material mais ŕıgido. O elemento finito

do ANSYS adotado nesta análise é o PLANE183 (elemento quadrilateral) para o caso 2D,

utilizando integração completa. As condições de contorno aplicadas nos ensaios numéricos

do material hiperlástico adotado são as mesmas condições utilizadas por Lopez-Pamies

e Ponte-Castañeda (2009). Todos os elementos finitos adotados nesse trabalho são do

tipo serend́ıptico, cujos os elementos desenvovidos até a atualidade não possuem nós no

interior do elemento finito. Os resultados serão apresentados para o bilaminado com 256

lâminas.

Pode-se resumir a estratégia de análise que será adotada da seguinte maneira:

o compósito de material linear é abordado do ponto de vista teórico via MHA e via

MEF, cujos os resultados são comparados; em seguida, tendo-se por base os estudos em

material linear, aborda-se o material hiperelástico via MEF e busca-se a relação com o es-

tudo teórico de Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009), na investigação de instabilidades

mecânicas e a comparação com resultados obtidos por meio do MHA.
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1.4 Organização da Tese

O presente trabalho está organizado como descrito a seguir.

Na Seção 2, apresenta-se uma revisão da bibliográfica, compreendendo diversos

trabalhos relacionados ao estudo do comportamento mecânico, das propriedades materiais

e instabilidades mecânicas em materiais compósitos de diferentes tipos. Com respeito ao

estudo de instabilidades mecânicas, alguns trabalhos e conceitos são apresentados na Seção

2.2, em que se define o conceito de amolecimento que posteriormente será utilizado nas

investigações propostas neste trabalho.

Na Seção 3 apresentam-se os fundamentos da mecânica clássica . Após introduzir

os conceitos elementares, discute-se na Sessão 4 um Problema de Valor de Contorno

(PVC) Misto sobre um meio elástico-linear, anisotrópico e heterogêneo. Esse estudo tem

por base os trabalhos de Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992), Figueiredo e Viaño

(2005) e Bravo-Castillero (2009). Nessa discussão, recorrer-se-á a aspectos importantes

sobre as propriedades de simetria e positividade dos coeficientes de elasticidade linear,

assim como da energia de deformação elástica e sua importância para verificar a solução

de tais problemas. Serão mostradas diferentes abordagens: clássica, variacional e de

otimização. Discussão sobre a unicidade de solução e equivalência das forma forte e

fraca é apresentada no Apêndice A. Esse estudo serve para a formulação de problemas

que envolvam um meio elástico-linear, anisotrópico e heterogêneo, fornecendo as bases

para modelagens de materiais compósitos no contexto da teoria de elasticidade linear

clássica que venham a aplicar métodos oriundos de prinćıpios variacionais, como o MEF,

ou métodos de homogeneização, como o MHA. Para uma fundamentação a respeito do

MEF, cita-se o trabalho de Hughes (1987). A aplicação do MHA aos problemas da teoria

de elasticidade pode ser encontrada em Bakhvalov e Panasenko (1989), Oleinik, Shamaev

e Yosifian (1992), Cioranescu e Donato (1999), Allen (2001), Milton (2002).

Na Seção 5, apresentam-se os fundamentos e aplicações do MHA. Para ilustrar

melhor o método, desenvolve-se na Seção 5.1 uma aplicação do MHA ao estudo de um

PVC da Teoria da Elasticidade Linear Clássica. O problema estudado é um PVC do tipo

Dirichlet para sólidos anisotrópicos e heterogêneos, nos quais as propriedades do sólido são

descritas pelos 81 coeficientes Cijkl do tensor de elasticidade do material em um sistema

fixo de coordenadas (CCR). Assume-se a elasticidade de Green, de modo que apenas

21 coeficientes são independentes. O MHA é aplicado na construção de uma solução

assintótica formal de uma famı́lia de PVCs com coeficientes periódicos rapidamente os-
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cilantes. Demonstra-se a preservação das condições de simetria e de positividade do tensor

de elasticidade do problema homogeneizado. Ressalta-se que as fases dos compósitos con-

siderados na Seção 5.1 deste trabalho são anisotrópicas. Desse modo, compósitos contendo

fases ortotrópicas, transversalmente isotrópicas e isotrópicas, comumente empregados em

aplicações de engenharia, são casos particulares dos compósitos tratados nessa seção.

Os principais resultados obtidos para o estudo do bilaminado elástico-linear e

o não-linear utilizando o MHA e o MEF são apresentados e discutidos na Seção 6.

Nas Seções 6.1 e 6.2 resolvem-se os problemas dos laminados bifásicos elástico-linear e

hiperelástico, respectivamente, via MEF utilizando o software computacional de elemen-

tos finitos ANSYS, em que se utiliza a programação APDL (ANSYS Parametric Design

Language) para gerar os laminados de forma automatizada e para obtenção dos campos

de deslocamento, tensão e deformação. Para maiores detalhes sobre essa programação,

pode-se consultar ANSYS, Inc. (2010). Adicionalmente, apresentam-se nessa seção os

resultados relativos ao compósito bifásico linear e a comparação com o MHA. No caso dos

compósitos laminados hiperelásticos, são apresentados estudos sobre amolecimento.

Apresentam-se na Seção 7 as conclusões a respeito dos trabalhos desenvolvidos

nesta tese e algumas sugestões para a continuidade dos trabalhos.

A lista de referências citadas no corpo da tese encontra-se ao final desta.
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2 Revisão Bibliográfica

Nesta seção realiza-se uma revisão bibliográfica de trabalhos relevantes na área

de determinação de coeficientes elásticos em materiais compósitos e estudos do compor-

tamento mecânico. Observa-se desta revisão que a área de estudo tem pouco mais de

meio século de desenvolvimento e que integra diferentes áreas da engenharia, devido às

possibilidades de aplicações desses materiais.

2.1 Considerações Gerais sobre Compósitos e Métodos de Homo-

geneização

Vários são os estudos para prever o comportamento mecânico de compósitos, que

em sua maioria requerem inicialmente a determinação das propriedades elásticas desses

compósitos. Nesse sentido, autores como Christensen (2005) apresentam uma revisão

das diferentes abordagens para determinar as propriedades elásticas efetivas de diferentes

compósitos e lembra que os teoremas de mı́nimo podem ser utilizados para obter limites

sobre essas propriedades efetivas. Para tanto, procede-se pelo uso de campos admisśıveis

que sejam os mais simples posśıveis, envolvendo tensões uniformes, ou deformações uni-

formes, através de todas as fases do sólido heterogêneo. Considere o caso de um material

compósito que é macroscopicamente isotrópico e que contém n fases diferentes. Assu-

mindo um estado de deformações uniforme através de todas as fases imposto por um

campo de deformações que varia linearmente com a tensão, segue imediatamente do teo-

rema de mı́nimo potencial de energia e da definição de propriedades efetivas por meio da

equivalência energética que os módulos efetivos são limitados por

κ ≤
n∑
i=1

c(i)κ(i), κ ∈ R+, µ ≤
n∑
i=1

c(i)µ(i), µ ∈ R+, (2.1)

em que n é o número de fases, κ(i) é o módulo volumétrico da fase i, µ(i) é o módulo de

elasticidade ao cisalhamento da fase i e ci é a fração de volume da fase i, sendo considerado

para a obtenção de (2.1) estados separados de dilatação e cisalhamento simples. De modo
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alternativo, para um estado uniforme de tensão ao longo de todo o material, combinado

com o teorema de mı́nima energia complementar, resulta

1

κ
6

n∑
i=1

c(i)

κ(i)
,

1

µ
6

n∑
i=1

c(i)

µ(i)
. (2.2)

A combinação de (2.1) e (2.2) resulta

1
n∑
i=1

c(i)

κ(i)

6 κ 6
n∑
i=1

c(i)κ(i),
1

n∑
i=1

c(i)

µ(i)

6 µ 6
n∑
i=1

c(i)µ(i)

(2.3)

Segundo Christensen (2005), no entanto, os limites previstos por Voigt (limite

inferior), dado pelos termos que estão à esquerda de κ e µ em (2.3), e Reuss (limite

superior), dado pelos termos que estão à direita de κ e µ em (2.3), são tão distantes

de materiais compósitos t́ıpicos que estes limites não apresentam nenhum valor prático.

Esse autor destaca que certamente pode-se obter uma informação mais expĺıcita sobre

propriedades efetivas especificando a geometria das fases que formam o compósito, mas

busca dar informação mais explicita posśıvel em termos de limites sem especificar a ge-

ometria de cada fase. Entre algumas questões colocadas estão, por exemplo, se é posśıvel

obter limites mais estreitos do que aqueles envolvidos em (2.3) sem especificar a geometria

da fase. O autor coloca ainda que uma resposta intuitiva a esta pergunta é não e questiona

como encontramos o campo admisśıvel apropriado para o uso além dos campos uniformes

já utilizados para obter (2.3) sem que a geometria de cada fase seja especificada. Após

estas questões citadas, o autor destaca que a resposta à primeira pergunta é sim, ou seja,

que iremos encontrar limites mais estreitos e mais significativos do que aqueles em (2.3).

Autores como Hashin e Shtrikman (1962, 1963) utilizam formulações variacionais para

obter esses limites mais estreitos para materiais bifásicos, o que foi um avanço notável

nessa área. Esses limites são dados por

κs = κr +
1− cr

1
κm−κr

+ 3 cr
3κr+4µr

,

κi = κm +
cr

1
κr−κm

+ 3 (1−cr)
3κm+4µm

,

µs = µr +
1− cr

1
µm−µr

+ 6 cr(κr+2µr)
5µr(3κr+4µr)

,

µi = µm +
1− cr

1
µr−µm

+ 6 cr(1−cr)(κm+2µm)
5µm(3κm+4µm)

(2.4)



29

em que i indica o limite inferior, s o limite superior, m a matriz, r o reforço e cr é a fração

volumétrica do reforço.

Talbot (2000) introduz informações adicionais para melhorar os limites propostos

em Milton (1981, 1982) a partir do trabalho de Bruno e Chaubell (apud TALBOT, 2000)

para um compósito não-linear de formato cúbico com dimensões fixas formado por uma

repetição infinita de inclusões . Os resultados obtidos por Talbot (2000) conseguem limites

mais estreitos e reaĺısticos até mesmo quando os parâmetros elásticos já são conhecidos e

é feita a comparação com os trabalhos citados acima. Todos estes trabalhos permitiram

ampliar os resultados obtidos por Hashin e Shtrikman (1962, 1963) para materiais não-

lineares.

Os métodos utilizados nos trabalhos anteriores são variacionais. De acordo com

Willis (1983) os vários métodos existentes no estudo da mecânica dos compósitos podem

ser classificados dentro de quatro categorias: assintótica, auto-consistente, variacional e

métodos de modelagem. No entanto, não existem limites rigorosos entre essas categorias.

Nesta tese serão utilizados o MHA e o MEF, cujos os resultados são comparados entre si

para os casos de um bilaminado linear e um bilaminado não-linear.

Segundo Huang, Hu e Chandra (1993), os métodos auto-consistentes têm sido

amplamente utilizados para estimar os módulos elásticos macroscópicos de sólidos con-

tendo microvazios e inclusões. Outro método baseado na liberação de energia da fissura e

balanço de energia potencial também tem sido utilizado para estimar os módulos elásticos

globais de um sólido microfissurado. Huang, Hu e Chandra (1993) demonstram que as

duas abordagens, autoconsistente e de liberação de energia, são equivalentes para sólidos

microfissurados. Desse modo, pode-se tirar proveito de ambos os métodos para estimar

os módulos elásticos de compósitos com inclusão-fissura-matriz, ou seja, de material com-

posto microfissurado. Estes autores estudam um sólido que contém inclusões esféricas e

inclusões em forma de moeda distribúıdas de forma aleatória. Adicionalmente, calculam

os módulos elásticos efetivos de um sólido com inclusões esféricas e fissuras em forma de

moeda distribúıdas paralelamente. Huang, Hu e Chandra (1993) verificam ainda que os

efeitos de inclusões e fissuras sobre o módulo global são aproximadamente desacoplados

para inclusões ŕıgidas, as quais são muito comuns na maioria dos compósitos de matriz

metálica. Desse modo, eles concluem que este resultado é particularmente útil, porque

pode-se então obter o módulo de compósitos por uma estimativa de dois passos simples:

a combinação de um método auto-consistente que se inicia com o balanço de energia po-

tencial e a relação entre a mudança de energia potencial e a taxa de liberação de energia
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da fissura. Outra conclusão destes autores é que, para inclusões não ŕıgidas, incluindo o

caso limite de vazios, o desacoplamento não se verifica.

Kalamkarov, Andrianov e Danishevs’kyy (2009) analisam os fundamentos da ho-

mogeneização assintótica e as soluções anaĺıticas dos problemas de célula unitária para os

compósitos laminados, reforçado com fibra e particulados. Os resultados obtidos são gene-

ralizados para os compósitos com distribuição aleatória das fases. Esses autores também

analisam estruturas compósitas de paredes finas, danos em materiais compósitos e os

efeitos de contorno, bem como correlações aproximadas entre as condutividades térmica e

elétrica com problemas elásticos para os materiais compósitos. O estudo tem ińıcio com a

investigação de compósitos regulares, cujos coeficientes das equações correspondentes que

modelam o comportamento mecânico do compósito sólido são funções periódicas rapida-

mente oscilantes em coordenadas espaciais. Os problemas de valor de contorno resultantes

são muito complexos. Kalamkarov, Andrianov e Danishevs’kyy (2009) constatam que a

aplicação de métodos numéricos na solução aproximada um problema de valor de con-

torno para um sólido compósito, nem sempre é conveniente, ou, pode ser inadequada

em sua forma padrão. Portanto, é importante desenvolver métodos anaĺıticos baseados

em técnicas matemáticas rigorosas. Atualmente, técnicas assintóticas são aplicadas em

muitos casos de estudos da estrutura micromecânica de compósitos.

Com efeito, a possibilidade de homogeneizar um sólido compósito formado por

uma estrutura regular, ou seja, analizar um sólido homogêneo equivalente em vez do

sólido heterogêneo original, é um dos principais resultados da teoria de homogeneização

assintótica segundo Kalamkarov, Andrianov e Danishevs’kyy (2009). A teoria de homo-

geneização também indicou um método de transição do problema original, o qual contém

em sua formulação um pequeno parâmetro relacionado com as pequenas dimensões dos

constituintes do compósito, para um sólido homogêneo. As propriedades efetivas desse

material homogêneo equivalente são determinadas por meio das soluções de problemas

locais formulados na célula unitária do material compósito. Estas soluções também per-

mitem o cálculo de tensões locais e as tensões no material compósito. No ińıcio da Seção

5 alguns conceitos fundamentais do método de homogeneização assintótica são introduzi-

dos para retomar esse ponto e facilitar o entendimento do método quando das aplicações

posteriores.

Compósitos com estrutura periódica permitem definir um elemento representativo

de volume contendo todas as suas caracteŕısticas f́ısicas. No processo de homogeneização,

utiliza-se este elemento representativo para se obter um meio globalmente equivalente e
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homogêneo do compósito. As constantes que caracterizam este meio homogeneizado são

denominadas coeficientes efetivos. Segundo Panasenko (2005), o propósito do método de

homogeneização é a obtenção de equações cujos coeficientes não são rapidamente oscilantes

enquanto suas soluções estão próximas aos das equações originais para condições de con-

torno apropriadas. Normalmente, estas novas equações são de dimensão reduzida; por

exemplo, no caso da barra não homogênea, ela têm dimensão 1 com relação às variáveis

de espaço. Estas novas equações são chamadas equações homogeneizadas ou equações

médias, e seus coeficientes são os coeficientes efetivos.

A medida da homogeneidade equivalente é dada pela proximidade entre as solução

do problema original sobre o meio heterogêneo e a solução do problema homogeneizado.

Dentre os métodos de homogeneização propostos para obter um modelo constitutivo,

adequado para a determinação dos coeficientes efetivos dos compósitos com estrutura

periódica, cita-se o MHA (BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAOU, 1978.; SANCHEZ-PALENCIA,

1980; BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Obtém-se o problema homogeneizado, via MHA, assumindo que a solução do PVC

original é uma série de potências em termos de um parâmetro geométrico escalar pequeno

com coeficientes dependentes das variáveis macroscópica, ou lenta, e microscópica, ou

rápida. O parâmetro pode ser interpretado fisicamente como a razão entre o tamanho

caracteŕıstico da célula periódica do compósito, tal como o comprimento de um cubo ele-

mentar, e um tamanho representativo do compósito, tal como o comprimento de uma viga

constrúıda com material compósito. Os coeficientes efetivos do problema homogeneizado

equivalente são determinados por meio da solução dos chamados problemas locais formu-

lados sobre a célula periódica. Na teoria de elasticidade linear clássica, o MHA garante

que a solução do PVC, com coeficientes periódicos e rapidamente oscilantes, converge para

a solução do problema equivalente homogeneizado quando o parâmetro geométrico tende

a zero (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Bravo-Castillero et al. (1998) utilizam o MHA para obter as expressões anaĺıticas

das propriedades elásticas, piezoelétricas e dielétricas efetivas de um composto piezoelétrico

laminado dotado de uma estrutura periódica. Bravo-Castillero et al. (2006) obtêm fórmulas

para as propriedades efetivas de compostos elásticos com fases isotrópicas e reforçados

com fibras ciĺındricas circulares periodicamente distribúıdas. As propriedades efetivas são

obtidas para os casos de célula periódica quadrada e hexagonal. Os autores também in-

vestigam os casos limites de fibras vazias e infinitamente ŕıgidas. Bravo-Castillero et al.

(2009b) aplicam o MHA para determinar fórmulas anaĺıticas para as propriedades efeti-
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vas de compósitos multilaminados, periódicos, com propriedades termo-magneto-eletro-

elásticas. Outras aplicações do MHA podem ser encontradas, por exemplo, na análise

de problemas em termoelasticidade por Francfort (1984) e em termopiezoeletricidade por

Galka, Telega e Wojnar (1996). O MHA pode fornecer estimativas das propriedades efeti-

vas de compósitos de interesse na construção civil, tais como as encontradas em Hayashida

et al. (1997), dependendo do grau de periodicidade da microestrutura destes materiais.

No estudo do comportamento dos concretos, o MHA pode ser aplicado, por exemplo,no

estudo das frações volumétricas de seus componentes. Farage et al. (2009) simulam nu-

mericamente o módulo de elasticidade efetivo de concretos leves. A partir das propriedades

elásticas do agregado e da argamassa empregados na composição do concreto é posśıvel

calcular o tensor elástico homogeneizado do material resultante. Segundo Farage et al.

(2009), as comparações dos resultados numéricos com medições experimentais indicam a

potencialidade do MHA para predizer o módulo de elasticidade de concretos. Dentre out-

ros trabalhos que utilizam o MHA podem ser citados os trabalhos de Bensoussan, Lions

e Papanicolaou (1978.), Bakhvalov e Panasenko (1989), Galka, Telega e Wojnar (1996),

Bravo-Castillero et al. (1998, 2006), Cruz, Oliveira e Teixeira-Dias (2009a, 2009b), Bravo-

Castillero et al. (2009b) e Sixto (2010).

O emprego da média no MHA, no entanto, pode produzir equações completa-

mente diferentes das originais; por exemplo, Bakhvalov e Panasenko (1989) apresentam

exemplos em que a média de um sistema de equações diferenciais resulta em um sistema

de equações diferenciais integrais.

No que diz respeito a vantagens e desvantagens do emprego do MHA, Bakhvalov

e Panasenko (1989) dão os seguintes destaques:

• O MHA é eficaz para investigar propriedades tanto macroscópicas como as mi-

croscópicas de estruturas periódicas. A primeira aproximação já produz um erro de

ordem χ/L, em que χ é o lado de uma célula periódica e L o tamanho macroscópico

caracteŕıstico do meio heterogêneo que se estuda. Este valor é um milésimo de um

por cento para a maioria dos compósitos segundo os autores supracitados. Uma ex-

pansão assintótica da solução permite uma precisão da ordem (χ/L)n a ser atingido

por qualquer inteiro n > 0.

• O MHA é universal, ou seja, é aplicável a todos os tipos de processos que podem

ocorrer nos meios periódicos, tais como vibrações elásticas, desde que o comprimento

de onda seja maior do que o comprimento da célula periódica, difusão, propagação

de calor, percolação de fluidos, oscilações eletromagnéticas, radiação, entre outros.
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No MHA pode-se considerar tanto modelos de equações diferenciais lineares e não

lineares, como equações de operador, como será apresentado na Seção 5. O processo

de homogeneização também pode levar em conta os efeitos de contorno, em alguns

casos a qualquer grau de precisão.

• O MHA é rigorosamente justificado por vários modelos. Teoremas têm sido provados

sobre a resolubilidade dos problemas que são de passos elementares de um algoritmo

para a construção de uma solução assintótica. Estimativas de precisão do método

foram obtidas para determinar a ordem de erro em uma aproximação particular

e, consequentemente, para traçar os limites distintos para a aplicação dessa aprox-

imação.

• A principal desvantagem do método é que a solução numérica de problemas de

Laplace para células periódicas e os problemas locais gerados a partir dessas equações

pelo uso do MHA com as condições de contorno apropriadas, e que estão apresentado

na introdução de Bakhvalov e Panasenko (1989), é necessária. Soluções aproximadas

para problemas tridimensionais em uma célula tomam grande quantidade de tempo

computacional e capacidade de memória.

Deve-se ter em mente, contudo, que as muitas vertentes existentes, misturando

regras, e fórmulas de projeto de engenharia freqüentemente produzem aproximações

muito grosseiras das propriedades efetivas. Assim, para compósitos com muitas

caracteŕısticas diferentes de seus componentes, o erro das aproximações Voight-

Reuss-Hill é comparável com as próprias caracteŕısticas efetivas e podem exceder

100 por cento segundo Bakhvalov e Panasenko (1989).

As fórmulas de projeto mencionadas no parágrafo anterior têm limites ŕıgidos de

aplicabilidade, e além disso, a questão do valor de erro cometido e os limites de

aplicabilidade muitas vezes não têm sido estudados suficientemente bem. O MHA

produz fórmulas expĺıcitas simples para o termo principal dos coeficientes efetivos,

sendo bastante importante para as aplicações de materiais compósitos reforçados

com fibras de alto módulo. Pode-se consultar os caṕıtulos 7 e 8 de Bakhvalov e

Panasenko (1989) para maiores detatlhes.

• Os métodos tradicionais não descrevem as caracteŕısticas macroscópicas dos proces-

sos, como as deformações e tensões locais, e não levam em conta efeitos na camada

da fronteira. O MHA permite que limites de aplicabilidade sejam estabelecidos para

os métodos de engenharia aproximados usados correntemente para projeto e para
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melhorar consideravelmente sua precisão, quando necessário. Assim, uma abor-

dagem unificada torna-se posśıvel para um certo número de problemas que parecem

ser diferentes à primeira vista.

A seguir, apresentam-se alguns estudos que têm sido desenvolvidos com a uti-

lização do MHA e suas aplicações, e a descrição dos trabalhos que abordam o problema

de homogeneização procurando integrar o MHA e o MEF. Inicialmente, descrevem-se os

que buscam aprimoramentos do MHA.

Fernández (2009) estima o comportamento efetivo dos materiais compósitos não

lineares, cujas as estruturas são formadas por geometrias periódicas, através de uma abor-

dagem que integra técnicas variacionais e assintóticas de homogeneização. O autor com-

bina a metodologia não-linear variacional a partir dos trabalhos de Hashin e Shtrikman

(1962), Hashin e Shtrikman (1963) e Willis (1983), a qual produz limites para o poten-

cial energético efetivo que corresponde à formulação variacional do problema de contorno

original, com estimativas obtidas utilizando o MHA para as propriedades efetivas line-

ares de um compósito de comparação (introduzido na metodologia de Hashin-Shtrikman

em que se considera a mesma geometria do compósito não-linear). Esse trabalho tem

o objetivo de estabelecer o aspecto matemático para a formulação de leis f́ısicas que

servem para modelar o comportamento do material, em que se apresenta a aplicação

do método termodinâmico para obter as relações constitutivas lineares e não-lineares

da termo-magneto-eletro-elasticidade. Em seguida, com a finalidade de lançar as bases

matemáticas do problema a ser resolvido, são formulados modelos diferenciais e varia-

cional da magneto-eletro-elasticidade, apresentando-se as expressões gerais dos limites

variacionais e da estimativa assintótica. Por fim, os exemplos são resolvidos considerando

vários modelos f́ısicos e geométricos, demonstrando que o enfoque integrador proposto con-

duz a limites muito estreitos para predizer o comportamento energético efetivo. Em alguns

casos analisados, os limites inferior e superior obtidos são praticamente indistingúıveis.

Dessa forma, assegura-se que a estimativa possua uma boa precisão na predição da lei

efetiva correspondente, a qual é obtida pela diferenciação dessas estimativas.

Silva (2009) aplica o MHA na modelagem de estruturas ósseas. Ele considera

o osso como um sólido heterogêneo com estrutura bastante complexa que geralmente

exige o emprego de múltiplas escalas em sua análise. O autor destaca que a avaliação do

comportamento eletromecânico da estrutura óssea tem sido realizada por meio de métodos

da mecânica clássica, métodos de elementos finitos e métodos de homogeneização, em que

se procura descrever matematicamente a relação entre o comportamento eletromecânico
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da estrutura óssea e as propriedades efetivas, ou, globais. O autor utiliza o MHA para

determinar as propriedades eletromecânicas efetivas de estruturas ósseas. Inicialmente,

ele analisa os problemas de condução de calor e elástico para monstrar que estes problemas

estão relacionados entre si. Para o problema de condução de calor em duas dimensões

desenvolve-se a formulação considerando-se apenas os três primeiros termos da expansão

assintótica. Os problemas de condução térmica são resolvidos por meio de dois métodos:

método de passo limite e método de fronteira livre.

A abordagem de passo limite é adequada para resolver inúmeros casos de materi-

ais fibrosos, já a abordagem de fronteira livre é utilizada para resolver estruturas porosas.

Silva (2009) mostra, no entanto, que para a estrutura cristalina de classe 6mm ambas as

abordagens conduzem aos mesmos resultados. Adicionalmente, uma aplicação do MHA

em osso cortical é apresentada a partir dos desenvolvimentos por Bravo-Castillero et al.

(2009a), cujos os resultados apresentam-se muito satifastórios quando comparados com

resultados encontrados na literatura.

Hollister e Kikuchi (1992) lembram que o comportamento elástico de materiais

compósitos tem sido estudado utilizando muitas abordagens, sendo que todas são fun-

damentadas no conceito de um Volume Representativo Elementar (VRE). Os métodos

utilizados nestas abordagens produzem estimativas precisas das propriedades elásticas

efetivas do meio homogeneizado quando a razão entre um comprimento caracteŕıstico do

VRE e as dimensões globais da estrutura, denotada por ς, tende a zero. Vale ressaltar

que muitos compósitos são localmente periódicos e apresentam ς pequeno, mas não infini-

tesimal. Hollister e Kikuchi (1992) comparam a homogeneização com análises mecânicas

padrões baseadas em VREs para compósitos porosos periódicos com ς pequeno, mas não

inifinitesimal. Os autores implementam ambos os métodos, MHA e análise mecânica

padrão por meio de VRE, utilizando formulação via elementos finitos e mostram que em

análises unidimensionais de barras de compósitos os métodos são equivalentes. Entre-

tanto, nas análises bidimensionais e tridimensionais os dois métodos produzem resultados

muito distintos, devido ao fato da tensão local no VRE e estado de deformação não serem

determinados exclusivamente pelas condições de contorno aplicadas. Para análises bidi-

mensionais de compositos periódicos porosos as propriedades materiais efetivas preditas

por aproximações mecânicas padrão utilizando multiplas células de VREs convergiram

para as predições da homogeneização utilizando uma única célula. Além disso, as esti-

mativas de homogeneização da densidade energia de deformação local ficaram dentro de

30% de diferença dos resultados obtidos de análises diretas, ou seja, quando todo o sólido

é considerado na análise via MEF, enquanto aproximações mecânicas padrão geralmente
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diferiam das análises diretas por um valor de mais de 70%. Os resultados obtidos por

esses autores sugerem que a teoria de homogenização é prefeŕıvel à mecânica padrão para

compósitos periódicos, incluindo os casos em que o material é apenas localmente periódico

e ς é pequeno, mas não infinitesimal.

Silva, Nishiwaki e Kikuchi (1999) investigam o comportamento de transdutores

flextensionais que consistem de um piezocerâmico (ou uma pilha de piezocerâmicos) liga-

do a uma estrutura mecânica flex́ıvel que converte e amplifica o deslocamento de sáıda

do piezocerâmico. Segundo estes autores, entre as aplicações, eles podem ser utilizados

como atuadores e sonares. O desempenho do transdutor nesta aplicação depende da

distribuição de massa, rigidez e flexibilidade no domı́nio de estrutura de acoplamento,

a qual está relacionada com a topologia da estrutura de acoplamento. Ao conceber ou-

tros tipos de estruturas de acoplamento ligadas ao piezocerâmico, os autores obtém novos

tipos de transdutores flextensionais com melhor desempenho para uma aplicação desejada.

Neste trabalho, os autores estendem o método de otimização topológica para projetar

transdutores flextensionais em aplicações estáticas e de baixa frequência para aplicações

dinâmicas, introduzindo o efeito de inércia no problema de otimização. O método aplica

a técnica de otimização topológica com base no método de projeto por homogeneização,

o qual consiste em encontrar a distribuição ótima de material em um domı́nio de projeto

perfurado com infinitos vazios na microescala. O problema é criado como o projeto de

uma estrutura flex́ıvel acoplada ao piezocerâmico, que produz deslocamentos de sáıda

elevados em um ponto do domı́nio e direção especificada, numa frequência especificada.

Portanto, trata-se de conceber uma estrutura flex́ıvel com um formato especificado em

uma frequência de ressonância desejada.

Diferentes autores abordam os problemas de homogeneização via métodos numéri-

cos. A seguir, são apresentados trabalhos que fazem uso dessas abordagens, dentre as quais

destacam-se a utilização do Método de Elementos Finitos para determinar as constantes

elásticas efetivas. Entre os principais trabalhos, ressaltam-se os de Moulinec e Suquet

(1998), Michel, Moulinec e Suquet (1999), Allen (2001), Junior (2003), Zeman (2003),

Kari (2006), León-Meciás (2006), Kari et al. (2008), Berger et al. (2005b) e Toulemonde,

Masson e Gharib (2008). Outros autores utilizam o Método das Diferenças Finitas como,

por exemplo Pasternak e Mühlhaus (2005), no processo de homogeneização para materiais

granulares.

Allen (2001) utiliza conceitos de homogeneização para desenvolver metodologias

simplificadas para predizer resposta de sólidos que desenvolvem dano em multi-escala.
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Esta metodologia é implementada computacionalmente com a finalidade de produzir al-

goritmos eficientes para uma variedade de meios, incluindo compósitos granulares e la-

minados. Allen (2001) observa que, historicamente, o estudo no campo de compósitos

produziu pesquisa inovadora em diferentes áreas de aplicação e que fez a análise dos meios

heterogêneos se tornar bastante simplificada. Esse autor utiliza esses conceitos simplifica-

dos de homogeneização incorporados na sua metodologia, na qual formula uma extensão

desses conceitos para incluir várias escalas, e faz a ligação de cada escala por um prinćıpio

de homogeneização baseado no operador da média. Segundo esse autor, a única carac-

teŕıstica do processo de homogeneização desenvolvido é que a “segunda fase”em cada uma

das escalas é apresenta o dano como dependente do tempo. O processo de homogeneização

em cada escala conduz a um parâmetro dano baseado cinematicamente na próxima escala

de comprimento maior. Como os parâmetros de dano resultantes desse processo de ho-

mogeneização são, na verdade, um resultado direto da solução micromecânica em escalas

menores, estes parâmetros não precisam ser previstos a partir de uma “lei de evolução do

dano”, como é exigido em muitos modelos de dano cont́ınuo fenomenológicos.

Junior (2003) investiga o comportamento de materiais compósitos viscoelásticos.

O autor considera um compósito periódico formado por células elementares cúbicas com

fibra prismática quadrada, ou, ciĺındrica. Os deslocamentos periódicos desta célula são

aproximados utilizando expansões ortogonais polinomiais. Segundo esse autor, a exatidão

dos cálculos elásticos está associada ao grau dos polinômios utilizados. O procedimento

numérico no modelo viscoelástico é incremental no tempo, utilizando-se de variáveis de

estado, cuja implementação proporciona grande economia computacional, pois evita o

cálculo de integrais hereditárias. A influência de diversos parâmetros f́ısicos na consti-

tuição dos compósitos de fibras unidirecionais estudados é discutida e comparada com re-

sultados obtidos com modelos utilizando elementos finitos, tanto em elasticidade, quanto

em viscoelasticidade sem envelhecimento. Para o caso de envelhecimento, no qual as car-

acteŕısticas dos constituintes são variáveis com o tempo, o autor apresenta a resposta dos

compósitos sob relaxação para diferentes instantes iniciais de carregamento em situações

de amolecimento e endurecimento.

Zeman (2003) aplica duas abordagens distintas para calcular as constantes efeti-

vas de materiais compósitos cujas as fases estão distribúıdas aleatoriamente na matriz. O

autor apresenta uma abordagem simples e intuitiva baseada em estat́ısticas microestru-

turais para a partir do cálculo estat́ıstico determinar as células unitárias periódicas. Uma

metodologia conceitualmente semelhante é utilizada no ńıvel meso-escala para a definição

da célula periódica unitária estatisticamente ótima. A segunda abordagem é baseada
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nos limites propostos por Hashin e Shtrikman (1962, 1963), os quais incorporam funções

de dois pontos de probabilidade para a formulação do problema. O autor utiliza duas

abordagens que, embora sejam distintas em suas formulações teóricas, estão intimamente

ligadas aos mesmos descritores estat́ısticos comumente utilizados para quantificar a mor-

fologia das microestruturas aleatórias. Zeman (2003) esclarece que a primeira abordagem

segue procedimentos bem estabelecidos que incorporam vários modelos de células unitárias

periódicas combinados com o MEF. No ńıvel da microescala, a complexidade de mi-

croestruturas reais é refletida em células unitárias mais complicadas com maior número

de part́ıculas. O número necessário de reforços e o seu arranjo é determinado de tal

modo que a resposta macroscópica de uma célula unitária é idêntico ao comportamento

de um compósito real. Outros exemplos de estudos de estruturas com fases distribúıdas

aleatoriamente são encontradosr em Willis (1985), Buryachenko (2001), Torquato (2002),

Ostoja-Starzewski (2007), Kari, Berger e Gabbert (2007) e Berger et al. (2007).

Kari (2006) propõe técnicas de homogeneização numéricas baseadas no método

de elementos finitos para a avaliação das propriedades materiais efetivas de diferentes

tipos de compósitos. O autor considera diferentes tipos de reforços de compósitos, tais

como os compósitos fibrosos, cujas as fibras unidirecionais são distribúıdas tanto regu-

larmente quanto aleatoriamente, compósitos de part́ıculas esféricas distribúıdas aleatori-

amente, compósitos de fibras curtas distribúıdas aleatoriamente, compósitos trifásicos de

fibras unidirecionais, compósitos trifásicos formados de part́ıculas esféricas distribúıdas

aleatoriamente. O autor realiza um estudo numérico para determinar a influência de

parâmetros morfológicos dos constituintes do compósito, tais como a fração de volume, o

arranjo, o tamanho e a forma das inclusões sobre o comportamento efetivo, ou, global de

compósitos. A fim de validar as ferramentas de homogeneização desenvolvidas, os autores

realizam diversas comparações entre os resultados numéricos, resultados anaĺıticos e, em

alguns casos, resultados experimentais encontrados na literatura.

As ferramentas de homogeneização desenvolvidas por Kari (2006) são aplicáveis

a compósitos multifuncionais como compósitos puramente elásticos e piezoelétricos. O

autor estende os estudos para avaliar a influência do descolamento de inclusões sobre o

comportamento de diferentes tipos de materiais compósitos que utilizam o método do

VRE. O autor também investiga as influências da distância de vizinhança mais próxima

entre as inclusões, a sua disposição, a forma e a fração de volume no comportamento

efetivo do material de compósitos submetidos a cargas de tração. Além disso, o autor

utiliza algoritmos desenvolvidos em Fortran para gerar automaticamente os modelos de

VREs de diferentes tipos de inclusões distribúıdas aleatoriamente nos compósitos. Propõe-
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se também um procedimento general para avaliar as propriedades materiais efetivas de

diferentes tipos de compósitos, na tentativa de reduzir o trabalho manual na geração

de modelos VRE, na geração da malha dos componentes e a aplicação de condições de

contorno periódicas.

Em outro trabalho sobre modelos que combinam o MEF e o MHA, León-Meciás

(2006) desenvolve uma metodologia para calcular as propriedades efetivas de materiais

compósitos periódicos em três dimensões em termos das propriedades geométricas e f́ısicas

dos seus constituintes. O MHA é utilizado para gerar problemas locais que são então re-

solvidos via MEF. Os materiais investigados são elásticos e condutores; no entanto, como

destaca a autora do trabalho, os resultados podem ser estendidos para materiais dielétricos

e magnéticos. Os problemas abordados são do tipo eĺıptico em que se apresentam sis-

temas de equações diferenciais parciais com condições de contorno mistas e condições de

contato perfeito na interface entre as fases que formam o compósito, ou seja, entre a ma-

triz e a fibra. O problema a ser resolvido via MEF é implementado computacionalmente

utilizando a linguagem APDL do ANSYS. Os resultados dos experimentos numéricos são

validados por meio de comparações com resultados de limites publicados na literatura e

com resultados experimentais. Os bons resultados obtidos nesse trabalho para as pro-

priedades efetivas permitem que se obtenham limites mais estreitos para a energia efetiva

de compósitos condutores e elásticos não-lineares. Esses resultados representam, para am-

pla gama de variação de concentrações volumétricas da inclusão, uma notável melhoria

dos limites de Talbot (1999, 2000).

Outros estudos que envolvem materiais compósitos podem ser mencionados, den-

tre o quais os trabalhos de Hayashida et al. (1997) e Maligno (2007).

Em particular, Hayashida et al. (1997) apresentam uma revisão sobre a aplicação

dr fibras de carbono na engenharia civil e na arquitetura. Segundo estes autores, as fibras

de carbono têm sido tradicionalmente empregadas com finalidade estrutural ou funcional

na obtenção de compósitos avançados aplicados, principalmente, nas indústrias aeroespa-

cial e esportiva. Na engenharia civil e arquitetura as fibras de carbono são empregadas

na obtenção de concretos especiais, tais como o concreto reforçado com fibras de carbono.

As fibras de carbono podem ser unidimensionais curtas, ou, longas, bidimensionais, ou,

tridimensionais. As fibras curtas são empregadas no concreto com a finalidade de obter

um material isotrópico utilizado em peças estruturais solicitadas por grandes momentos.

Já as fibras longas são empregadas em uma direção preferencial com o objetivo de re-

forçar o membro estrutural naquela direção. Analogamente, as fibras bidimensionais são
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empregadas para reforçar membros estruturais, tais como pilares de pontes, segundo duas

direções preferenciais. Finalmente, as fibras tridimensionais são empregadas como reforço

interlaminar para melhorar a resistência à delaminação dos membros estruturais. Além

de descrever o processo de fabricação destas fibras, os autores apresentam as formas de

aplicação e as propriedades de cada uma delas.

Maligno (2007) investiga e desenvolve a modelagem de dano para materiais com-

pósitos em sua micro-escala, ou seja, considerando a fibra e a matriz. O modelo de

dano desenvolvido para materiais elásticos está fundamentado em uma abordagem de

dano “local”, introduzida para prever o ińıcio da falha e simular o comportamento pós-

falha dos VREs tridimensionais e unidirecionais, ou células unitárias com distribuição

hexagonal das fibras sobre a secção transversal. O modelo de dano apresentado pode ser

dividido em três partes: um modelo elástico, uma critério de falha e o comportamento

pós-falha. Nesse trabalho o autor faz modificações nos critérios de von Mises e Critério

de Tensão Principal Máxima a fim de avaliar falhas na matriz, enquanto para a fibra,

em geral, utiliza-se nesse trabalho o critério de tensão principal máxima. Os modelos

são desenvolvidos utilizando softwares como o ABAQUS e subrotinas implementadas em

Fortran. Consideram-se as propriedades do material nas análises de tensões residuais

dependentes da temperatura para simular a contração volumétrica durante o processo de

fabricação dos materiais. Desse modo, a tensão residual global introduzida a partir da

cura foi obtida considerando-se duas contribuições: retração de volume da resina da matriz

a partir da polimerização de reticulação durante a cura isotérmica e contracção térmica

de ambos, resina e fibras, como um resultado de arrefecimento a partir da temperatura

de cura para a temperatura de sala 1.

Por fim, Maligno (2007) aborda três diferentes tipologias de células unitárias 3D

em suas investigações. O primeiro tipo de micro-modelo baseia-se em uma distribuição

simétrica das fibras e as células unitárias têm duas fases, isto é, matriz e fibras. A se-

gunda tipologia de células unitárias é uma arquitetura uniforme, mas inclui uma interface

tridimensional entre a fibra e a matriz, como é visto em compósitos reais que o autor

modela, em que no ńıvel de seus constituintes, as fibras dos componentes são distribúıdos

aleatoriamente. O autor observa ainda que a distância entre as fibras representa um fator

cŕıtico para as propriedades finais mecânicas dos micro-compósitos. Devido a isto, o ter-

ceiro e último tipo de micro-modelos leva em conta esta posição não uniforme de fibras

1Temperatura que não se constitui em um padrão e que pode variar de 20 oC a 25 oC; veja, por
exemplo, USMA (2012). A temperatura de sala difere de temperatura ambiente por ser controlada
artificialmente.



41

dentro da VRE, apesar deles consistirem em apenas duas fases. Em suas análises via

MEF, o autor apresenta de forma bastante clara que o ińıcio dos danos previstos e suas

evoluções são influenciados pela presença de tensões residuais em todas as três diferentes

tipologias de células unitárias analisadas. Outro resultado importante deste trabalho é

que a partir das análises numéricas sobre os modelos numéricos mostra-se que, em geral,

as propriedades mecânicas globais são fortemente influenciadas pela presença de tensões

residuais, fração de volume da fibra, distribuição da fibra e propriedades da interface. Em

particular, sobre a carga de tração transversal, as tensões residuais produzem resultados

benéficos em termos de resistência máxima, enquanto no caso de carga longitudinal (car-

regamento paralelo às fibras) da matriz, devido à alta tensão de compressão, ocorre uma

falha prematura.

Recentemente, Bravo-Castillero et al. (2012) consideram compósitos elásticos bi-

fásicos reforçados com fibras, cujos os constituintes são transversalmente isotrópicos. As

fibras apresentam dois tipos de distribuição: quadrado e hexagonal. Os autores conside-

ram condições de contato perfeito entre os contituintes e apresentam fórmulas anaĺıticas

simples e unificadas para o cálculo das propriedades efetivas. Estas fórmulas envolvem

duas ordens de aproximação semi-anaĺıtica de expressões obtidas por meio de homo-

geneização assintótica. Apresentam também o caso limite de fibras vazias. São ainda

discutidas a influência de cada aproximação e realizadas comparações teóricas e experi-

mentais. Essas fórmulas podem ser facilmente programadas e são úteis para aplicações

em estudos da mecânica do osso e transdutores de ultra-som, e ainda para a validação de

códigos numéricos.

No estudo de laminas de materiais compósitos, uma revisão da literatura dos

recentes desenvolvimentos é apresentado em Zhang e Yang (2009). Neste trabalho, os

autores apresentam os grupos em que se enquadram as teorias mais comuns de placas

utilizadas no modelamento de compósitos laminados, a saber:

• (a) Teoria da Lâmina Equivalente (ESL)

- Teoria clássica de placas laminadas.

- Teoria de Deformação de Cisalhamento de Primeira Ordem (FSDT)

- Teoria de Deformação de Cisalhamento de Alta Ordem (HSDT)

- Teoria de Laminação por Camada (LLT)

• (b) Teoria de Elasticidade 3-D com Base no Cont́ınuo.
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A seguir, apresentam-se alguns trabalhos sobre materiais compósitos laminados

que estão relacionados com as classificações mencionadas anteriormente e representam

contribuições no entendimento do comportamento mecânico desses materiais.

Buhan e Maghous (1997) definem uma lei constitutiva para um material de

múltiplas camadas elásticas expressa, no caso de deformações finitas, por meio de um

potencial macroscópico, e obtém um comportamento elástico não linear formulado den-

tro do contexto de pequenas perturbações para o material homogeneizado como um caso

limite do modelo de camadas múltiplas. Esta não linearidade origina do fato de que o

material de união é submetido a grandes deformações, enquanto ao mesmo tempo a sua

espessura tende para zero. O modelo é aplicado aos maciços rochosos fraturados evi-

denciando claramente a anisotropia elástica destes devido às orientações preferenciais das

junções.

Paccola (2001) investiga problemas de placas laminadas apoiadas sobre base

elástica. O autor do trabalho adota as hipóteses de Reissner-Mindlin, as quais podem ser

encontradas nos trabalhos de Altenbach (2009), Reddy (2004) e Ochoa e Reddy (1992),

de placas espessas com cinemática de pequenos deslocamentos e utiliza técnicas de inte-

gração reduzida para o cálculo das contribuições dos esforços de cisalhamento para melhor

abordar o problema de enrijecimento conhecido na literatura com o nome de efeito de

travamento. A formulação é desenvolvida e implementada via MEF, em que elementos

quadrilaterais de 4, 8 ou 9 nós e funções de forma lineares e quadráticas são empregadas.

Os resultados obtidos são os deslocamentos nodais, tensões e esforços solicitantes nos pon-

tos de Gauss. Considera-se ainda nesse trabalho a base elástica segundo as hipóteses de

Winkler, Liu (2000), cuja a contribuição na formulação foi levada em conta no cálculo

do Prinćıpio dos Trabalhos Virtuais. Resultados numéricos estão de bom acordo com

resultados apresentados na literatura.

Em outro trabalho, Paccola (2004) apresenta uma formulação de cascas lami-

nadas anisotrópicas enrijecidas, ou, não, considerando-se não-linearidade f́ısica com lei de

fluxo não-associativa e acoplamento com meio cont́ınuo tridimensional viscoelástico. A

fim de implementar a formulação proposta, o autor utiliza elementos finitos triangulares

planos com aproximação cúbica de variáveis para modelagem das cascas. No caso dos

enrijecedores ou elementos de barra geral, desenvolve-se elementos de barra de mesma

aproximação. Nesse estudo, adota-se a cinemática de laminados, ou Reissner geral, para

ambos, casca e enrijecedores. Segundo o autor, essa formulação permite a representação

de estruturas enrijecidas excentricamente e a consideração de elementos compostos de
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camadas com diferentes propriedades f́ısicas e espessuras. Desse modo, é posśıvel abordar

um grande número de problemas. Para estudar o fenômeno de plasticidade na casca,

adota-se o critério de Tsai-Wu para materiais anisotrópicos gerais e obtêm-se expressões

fechadas para o multiplicador plástico com fluxo não-associativo. No estudo dos erije-

cedores, consideram-se critérios uniaxiais em que se desprezam a contribuição do cisal-

hamento na plastificação, utilizando-se de diagrama multilinear para a relação tensão ver-

sus deformação. O autor realiza um acoplamento dos métodos de elementos finitos (MEF)

e de elementos de contorno (MEC) para a modelagem do meio cont́ınuo visco-elástico,

em que os elementos de contorno são triangulares com funções de aproximação lineares

nesses elementos. Apresentam-se, com suas respectivas implementações, as soluções fun-

damentais de Kelvin e de Mindlin. Para realizar o acoplamento do MEF com o MEC,

utiliza-se a técnica de matriz de rigidez equivalente, que transforma as matrizes do MEC

em matrizes equivalentes do MEF. Essas matrizes são então somadas às matrizes do MEF,

ou seja, essas últimas recebem uma contribuição direta das matrizes do MEC. Validam-se

os resultados pela comparação de exemplos gerais implementados e resultados anaĺıticos.

Uma classe de materiais que tem despertado grande interesse de estudo por parte

de pesquisadores nos últimos anos é a de materiais com gradação funcional. Um material

com gradação funcional pode ser definido como o material que apresenta uma variação

gradual, cont́ınua e suave, de suas propriedades constitutivas.

Pascon (2012) aborda materiais com gradação funcional em regime de grandes

deslocamentos e elevadas deformações e faz a implementação computacional de modelos

constitutivos elásticos e elastoplásticos. O problema estrutural é simulado com o emprego

de elementos sólidos, cujos os tipos são tetraédrico e hexaédrico com ordem de aprox-

imação polinomial qualquer. A fim de reproduzir os grandes deslocamentos, emprega-se

a análise não-linear geométrica e adota-se a descrição Lagrangiana total, expressando-se

o equiĺıbrio da estrutura por meio do Prinćıpio da Mı́nima Energia Potencial Total. Para

obter a resposta elástica do material o autor utiliza leis constitutivas hiperelásticas, nas

quais a relação tensão-deformação é obtida a partir de um potencial escalar. O comporta-

mento elastoplástico do material é definido pela decomposição da deformação nas parcelas

elástica e plástica, pelo critério de plastificação de von-Mises, pela lei de fluxo associativa,

pelas condições de consistência e de complementaridade, pelo parâmetro de encruamento

isotrópico e pelo tensor das tensões inversas, relacionado ao encruamento cinemático.

Em Pascon (2012) emprega duas formulações elastoplásticas a saber: a de Green-

Naghdi, na qual a deformação é decomposta de forma aditiva; e a hiperelastoplástica, em
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que o gradiente é decomposto de forma multiplicativa. A solução numérica do equiĺıbrio

de forças é feita via método iterativo de Newton-Raphson. Para satisfazer o critério de

plastificação, são utilizadas as estratégias de previsão elástica, e de correção plástica via

algoritmos de retorno. São analisados materiais em regime elastoplástico e processos de

conformação de metais. Para o problema da barra sob tração uniaxial uniforme, descreve-

se equações e soluções anaĺıticas para materiais homogêneos e com gradação funcional

em regime elastoplástico. Com as formulações desenvolvidas é posśıvel simular de forma

precisa problemas complexos, como a membrana de Cook e o cilindro fino transversalmente

tracionado.

Silva e Kogl (2004) mencionam que placas e cascas laminadas que incluem ca-

madas piezoelétricas têm encontrado uso crescente no campo de estruturas inteligentes.

O autor concentra-se na concepção atuadores piezoelétricos de cascas e placas tais como

bilaminados r e atuadores de casca ciĺındrica, também denominados “C-block”. Nesse tra-

balho, o autor propõe um método baseado em otimização topológica para projetar essas

estruturas dos atuadores. A abordagem baseia-se no modelo de material SIMP (Mate-

rial Isotrópico Sólido com Penalização), que foi estendido para materiais piezoelétricos,

permitindo a mudança de sinal da polarização do material piezoelétrico. Este novo

modelo material é chamado PEMAP-P (material piezelétrico com penalização e polar-

ização). O problema de projeto consiste em encontrar uma distribuição ótima de material

piezoelétrico em uma placa multilaminada ou estrutura de casca para realizar o deslo-

camento máximo em uma determinada direção em um determinado ponto do domı́nio,

quando uma carga elétrica é aplicada. Segundo este autor, é posśıvel obter novos e dife-

rentes tipos de atuadores de placas e de cascas para a aplicação desejada.

Para uma visão geral a respeito da estimativa de erros a posteriori de modelagem

em estruturas elásticas lineares de materiais heterogêneos via MEF, pode-se consultar o

trabalho de Júnior (2008). Esse autor emprega uma formulação fundamentada em uma

teoria de avaliação de erro de modelagem a posteriori e utiliza o MEF como ferramenta

numérica. Os erros de modelagem avaliados são de dois tipos: erros globais e locais. Os

erros globais estão baseados em norma de energia e os erros locais, em quantidades de in-

teresse, cujos os erros são induzidos pela substituição das propriedades micromecânicas do

material em escala refinada por propriedades efetivas homogeneizadas. Para determinar

estas propriedades efetivas são utilizados diferentes modelos da estrutura micromecânica

e posteriormente estas são consideradas nos modelos f́ısicos que substituem os materi-

ais heterogêneos. As referidas quantidades de interesse podem ser, por exemplo, tensões

médias ou deformações sobre a região selecionada, tais como superf́ıcie de inclusões e
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deslocamentos nas interfaces da inclusão com a matriz.

2.2 Instabilidades Mecânicas

É de grande interesse estudar os materiais compósitos quando submetidos a de-

terminados carregamentos para determinar o seu comportamento global. Dois pontos

de grande importância, a perda de elipticidade associada ao fenômeno de estricção e a

perda de convexidade, associada ao fenômeno de amolecimento (também denominado por

diversos autores como encruamento negativo), têm merecido muitos estudos a partir do

final dos anos setenta até os dias atuais, como pode-se notar dos estudos realizados por

Lopez-Pamies e Castañeda (2004).

Valanis (1985) define o amolecimento, para o ensaio de tração uniaxial, como

um fenômeno caracterizado por uma resposta mecânica por meio da qual a tensão cresce

monotonicamente com a deformação, atinge um limite máximo, e então decresce, conforme

ilustrado na Fig. 2. De um modo alternativo, pode-se pensar que como a tensão aumenta,

o módulo tangente diminui de um valor (positivo) inicial, tornando-se zero (no ponto

de máxima tensão) e, finalmente, torna-se negativa. Esse autor apresenta, em termos

mais gerais, que se F(t) é uma representação paramétrica do caminho (ou histórico) de

deformação no espaço das deformações e P(t) o correspondente caminho de tensão no

espaço das tensões, o material é dito estar em amolecimento em um ponto do caminho de

deformação se, nesse ponto, verifica-se que

ṖijḞij < 0, (2.5)

em que (·) representa a derivada com respeito ao tempo t. Valanis (1985) discute um prob-

lema de valor inicial no domı́nio de amolecimento finito. O autor estabelece primeiramente

uma desigualdade para todos os materiais independentemente de sua constituição e mostra

que a solução do problema de valor inicial é única quando a equação constitutiva satisfaz

uma outra desigualdade, a qual é caracteŕıstica dos modelos de materiais denominados

“positivos”. O autor ainda fornece exemplos de equações constitutivas que representam

o fenômeno de amolecimento de forma reaĺıstica e que conduzem a uma única solução do

problema de valor inicial.

Vários outros autores investigam fenômenos de instabilidade mecânica, tais como

os fenômenos de concentração de deformações e amolecimento, como pdem ser exemplifi-

cados pelos trabalhos de Rudnicki e Rice (1975), Pietruszczak e Mróz (1981), Abeyaratine



46

Figura 2: Exemplo de curva tensão versus deformação com trecho de amolecimento.

e Triantafyllids (1984), Read e Hegemier (1984), Triantafyllidis e Aifantis (1986), Borst

et al. (1993), Volokh (2007) e Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009).

Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) utilizam um médodo de homogeneização

de segunda ordem tangencial para determinar as propriedades efetivas de um compósito

laminado bifásico com duas fases constitúıdas de materiais Neo-Hookeanos compresśıveis

dados pelas funções densidade de energia

φ̃1(F) = µ(1)

[
F · F− 3

2
− log(det F)

]
+

(
κ(1)

2
− µ(1)

3

)
(det F− 1)2 , φ̃2(F) = t φ̃1(F) ,

(2.6)

em que o subscrito e o sobrescrito denotam a fase, t é uma razão de rigidez entre as fases

1 e 2, F · F = tr
(
F FT

)
e F é o gradiente de deformação. Sobre o contorno, os autores

impõem a condição y(X) = F̄ X, sendo

[
F̄
]

=


cos θ̄ −sen θ̄ 0

sen θ̄ cos θ̄ 0

0 0 1



λ̄ 0 0

0 λ̄−1 0

0 0 1




cos θ̄ sen θ̄ 0

−sen θ̄ cos θ̄ 0

0 0 1

 , (2.7)

em que λ̄ é o estiramento.

Segundo Dai e Peng (2012) quando um espécime sob carregamento muda de um

estado de cofiguração homogênea para um estado não homogêneo de configuração com

grandes deformações em região localizada, diz-se que ocorre a localização de deformação.

Esse fenômeno é bastante relatado no estudo de sólidos e uma revisão a respeito do
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assunto pode ser encontrada em Bower (2010). A perda de elipticidade causada pelo

amolecimento pode conduzir ao ińıcio da localização de deformações, que consequente-

mente poderá levar a uma falha do espécime sob carregamento. Nesse trabalho o autor

também evidencia que o fenômeno de amolecimento não é uma propriedade do material,

e define o amolecimento geométrico como o amolecimento que ocorre devido à mudança

da área da secção transversal do espécime sob carregamento.

deBotton (2005) obtém uma expressão geral para a função densidade de energia

de compósitos que são laminados sequencialmente. O autor consegue reproduzir para a

classe de compósitos Neo-Hookeanos transversalmente isotrópicos, no limite de pequenas

deformações, resultados bem conhecidos. No entanto, mostra-se que, sob grandes de-

formações, esses compósitos não são isotrópicos. Os compósitos tranversalmente isotrópicos

estudados pelo autor possuem comportamento transversal Neo-Hookeano com o módulo

de elasticidade ao cisalhamento na forma dos limites de Hashin-Shtrikman para a cor-

respondente classe de compósitos lineares. Quando o comportamentos destes compósitos

são comparados com estimativas recentes para compósitos transversalmente isotrópicos

revela que há boa concordância para deformações relativamente grandes e para grandes

frações de volume da fase de inclusão.

Rudykh e deBotton (2012) estudam instabilidades macroscópicas dos compósitos

reforçados com fibra que estão sujeitos a grandes deformações. Os autores realizam

predições anaĺıticas para o ińıcio da instabilidade por aplicação de uma nova estimativa

variacional para o comportamento de compósitos hiperelásticos. As expressões resultantes

são comparadas com as previsões correspondentes obtidas por simulações utilizando o

MEF. As simulações são realizadas com modelos de compósitos periódicos tridimensio-

nais de célula unitária hexagonal submetidas à compressão ao longo das fibras e também

são feitas simulações como a compressão não alinhada com o eixo das fibras. Diferente-

mente do que é feito nesta tese, Rudykh e deBotton (2012) estudam a célula periódica

e não o sólido por completo. Assim, as condições de contorno no compósito precisam

ser tranformadas em condições de contorno periódicas apropriadas. Todas as previsões

anaĺıticas para as falhas de compósitos Neo-Hookeano e Gent estão de bom acordo com

as simulações numéricas. Os autores verificam que a razão de estiramento cŕıtico para

compósitos de Gent está próximo daquele determinado para compósitos Neo-Hookeanos

com frações de volume semelhantes e contrastes entre as propriedades das fases. Durante

a compressão não alinhada as fibras sofrem rotação e consequentemente, para algumas

direções de carga, a compressão ao longo das fibras nunca atinge o ńıvel no qual pode

ocorrer a perda de estabilidade.
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Driemeier (1999) aborda problemas relacionados à mecânica do dano cont́ınuo,

cujo o destaque é estudar a localização de deformações decorrente do emprego de modelos

constitutivos com amolecimento. Nesse estudo, propõe-se uma contribuição ao estudo

de uma das técnicas de regularização da resposta numérica, que têm como objetivo eli-

minar a dependência dos resultados com relação à discretização adotada. A técnica de

regularização consiste na consideração de gradientes da variável de dano na formulação

dos modelos constitutivos. Exploram-se tantos os aspectos teóricos como de aplicação

numérica, enfatizando-se nos primeiros uma análise do efeito da inclusão de gradientes de

ordem superior na relação constitutiva e o emprego do Método dos Elementos Finitos em

sua formulação em variáveis generalizadas no segundo aspecto. Discute-se ainda outros

aspecto considerados complementares, relacionados à formulação variacional e algoritmos

de integração em passo finito dos modelos em estudo. Os exemplos de aplicação consistem

de análises estática e dinâmica de estruturas, comparando-se os resultados obtidos com

resultados dispońıveis na literatura ou mesmo com observações experimentais de ensaios

de laboratório.

Aguiar (1989) simula numericamente o fenômeno da estricção em um bloco sob

tração. Nesse trabalho, supõe-se que o material seja hiperelástico, isotrópico e que possua

uma lei de comportamento descrita pelo modelo de Blatz e Ko (1962) para a espuma de

borracha de poliuretano. Utiliza-se o Método dos Elementos Finitos clássico para resolver

de forma aproximada o problema de equiĺıbrio, o qual é altamente não-linear. Realiza-se a

busca de soluções por meio da implementação de uma Técnica de Continuação de Euler-

Newton. Essa técnica permite abordar situações em que as instabilidades mecânicas,

como a concentração de deformações e o amolecimento, estejam presentes. O autor iden-

tifica onde ocorrem as instabilidades, constando que, nas regiões onde ocorre a estricção,

torna-se evidente a existência simultânea de dois estados de deformação predominantes.

No primeiro, segundo o autor, verificam-se pequenas deformações em regiões que apresen-

tam uma tendência de retornar à configuração original. No segundo, observam-se grandes

deformações localizadas que evidenciam o fenômeno da estricção. Outra conclusão im-

portante deste trabalho é a observação de que os critérios para a perda de elipticidade e

a perda de convexidade são independentes.

Aguiar e Pérez-Fernández (2012) destacam que os modelos clássicos de materi-

ais hiperelásticos exibem crescimento ilimitado das densidades de energia de deformação

correspondentes à medida que as deformações se tornam grandes, mas que a deformação

dos materiais reais é dominada pela formação e acumulação de defeitos, tais como espaços

vazios e fissuras, que restringem a capacidade do material para deformar hiperelasticamen-
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te a partir um certo ńıvel de deformação cŕıtica. Os autores investigam o amolecimento

macroscópico induzido pelo amolecimento microscópico dos constituintes hiperelásticos

de materiais compósitos utilizando o MHA em duas escalas. Em particular, são investi-

gados compósitos bilaminados sob estiramento uniaxial paralelo à direção de laminação.

Estende-se a abordagem para o estudo do comportamento macroscópico de materiais

compósitos cujas as fases hiperelásticas possuem gradação funcional com amolecimento.

Os resultados obtidos nesse trabalho, tais como as curvas de tensão versus deformação

mostram o comportamento de amolecimento macroscópico desses laminados sob estira-

mento biaxial.

Taliercio e Coruzzi (1999) desenvolvem um modelo numérico com o objetivo prin-

cipal de descrever a resposta mecânica macroscópica de compósitos reforçados com fibras

unidirecionais e com matrizes frágeis, sujeitos a tensões atuando em um plano transver-

sal às fibras. São realizadas análises de uma célula unitária representativa via MEF,

aplicando-se condições de contorno apropriadas e assegurando a continuidade do campo

de deslocamento através das células adjacentes e a periodicidade do campo de deformações

sobre toda a célula. Os autores adotam uma lei constitutiva para o amolecimento à de-

formação para a matriz, o que permite, por exemplo, induzir a fragilidade ocasionada

por posśıveis defeitos em uma matriz polimérica. Os autores consideram ainda o caso

perfeitamente plástico para fins de comparação e concluem que os resultados estabeleci-

dos para os compósitos dúcteis são considerados inadequados para compósitos de matriz

frágil. Suas análises numéricas indicam que os compósitos com matriz em que se consi-

dera o amolecimento têm propriedades de resistência transversais muito menores do que

os compósitos perfeitamente plásticos com matriz de igual rigidez, e até mesmo nos casos

em que o compósito com a matriz sem amolecimento não recebe nenhum reforço. O autor

também observa a indução de uma anisotropia no regime de pós-pico.

Belytschko et al. (1986) examinam soluções por fórmulas fechadas e por elementos

finitos para vários problemas com materais que apresentam o fenômeno de amolecimento

à deformação. Segundo esses autores, nas soluções por fórmulas fechadas, o amolecimento

causa a localização de deformações, a qual é acompanhada de um desaparecimento ins-

tantâneo da tensão. As soluções obtidas via MEF concordam muito bem com as soluções

anaĺıticas em muitos casos, e apresenta uma taxa de convergência que somente fica ligeira-

mente inferior à dos problemas lineares. A principal deficuldade identificada pelos autores

nos modelos constitutivos com amolecimento para dano é a ausência de dissipação de ener-

gia no domı́nio do amolecimento, cuja correção é realizada por uma formulação não local.

Os autores apresentam soluções por elementos finitos para problemas de ondas esféricas
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convergentes e constatam que esses problemas exibem múltiplos pontos de localização, os

quais mudam drasticamente com o refinamento da malha. Para corrigir esses problemas

os autores utilizam uma formulação material não local.

Ainda segundo Belytschko et al. (1986), em materiais como o concreto ou rocha,

as falhas ocorrem por danificação progressiva como formação de microfissuras e vazios. Na

maioria das estruturas de engenharia, a escala em que ocorrem os fenômenos menciona-

dos anteriormente compara-se à escala prática das malhas de elementos finitos e esses

fenômenos são usualmente muito pequenos para serem modelados. Usualmente, os seus

efeitos devem ser incorporados nas análises numéricas e por meio de um modelo homo-

geneizado que possa exibir o comportamento de amolecimento. O problema de modelar

essas instabilidades persiste e ainda é objeto de estudo, como pode ser observado nos tra-

balhos de Galavi e Schweiger (2010), Wu e Wang (2010), Dai e Peng (2012). Isso ocorre

porque quando se incorpora o fênomeno de amolecimento nas modelagens numéricas, há

a ocorrência de vários problemas, como, por exemplo, dependências de malha e escala,

que ainda não foram completamente entendidos e continuam em aberto mesmo com os

atuais desenvolvimentos computacionais.

Segundo Bazant e Cedolin (1980), em problemas estáticos, a solução obtida

empregando-se elementos finitos, em geral, apresenta alta dependência da malha que

não é capaz de reproduzir de forma adequada o fenômeno de localização de deformação

que caracteriza o amolecimento. Bazant (1976) ainda destaca que as soluções obtidas

empregando-se malhas de elementos finitos convencionais não são em geral fisicamente

plauśıveis, porque à medida em que se aumenta o refinamento da malha a energia dissi-

pada no domı́nio do processo de amolecimento tende a zero.

Este trabalho representa um avanço dos estudos apresentados nesta revisão bi-

bliográfica no entendimento dos fenômenos de instabilidades materiais em bilaminados

hiperelásticos utilizando métodos numérico e anaĺıtico. O método anaĺıtico permite cons-

truir uma solução principal para o problema de um laminado submetido a condições de

deformação impostas no contorno e predizer a deformação para a qual esta solução pode

bifurcar em uma solução secundária. A contribuição principal desta tese foi confirmar

esta predição por meio do MEF e obter uma solução secundária que bifurca da solução

anaĺıtica, dita principal, para deformações a partir do ponto de perda de elipticidade,

considerando determinados valores de θ̄ e t que estão apresentados e discutidos na Seção

6.2.
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3 Elementos da Mecânica do Cont́ınuo

Nesta seção apresentam-se os conceitos básicos de cinemática, força, relações

constitutivas e leis de balanço, os quais serão aplicados na determinação de parâmetros

elásticos. Maiores detalhes sobre a teoria podem ser encontrados em Gurtin, Fried e

Anand (2010). Salvo disposição expressa em contrário, emprega-se a notação de Einstein

para ı́ndices repetidos.

3.1 Cinemática

Seja B uma região regular e compacta em R3 e seja X um ponto material perten-

cente a B. Uma deformação de B é um mapeamento suave y : B → R3 com det∇y > 0,

em que ∇(•) = ∂(•)/∂X. O ponto x= y(X) é o lugar ocupado por X na deformação y,

conforme ilustrado na Fig. 3. O campo

Figura 3: As configurações de referência e deformada de um corpo B.
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F = ∇y (3.1)

é um membro do conjunto Lin de todas as transformações lineares de R3 em R3 e é

conhecido como o gradiente de deformação; se P é uma parte de B com dimensões in-

finitesimais, então det F é a razão entre o volume de y(B) e o volume de P e representa

o valor local da dilatação volumétrica de B. Segue do exposto acima que deformações

cinematicamente admisśıveis satisfazem det F > 0 e que, portanto, F é inverśıvel. A

deformação é isocórica se

det F− 1 = 0. (3.2)

Em aplicações, utilizam-se com frequência os tensores deformação de Cauchy-

Green à direita e à esquerda, definidos, respectivamente, por

C = FTF, B = FFT. (3.3)

Segue de (3.2) e (3.3) que deformações isocóricas satisfazem

det C− 1 = det B− 1 = 0. (3.4)

Em termos do campo de deslocamento u : B → R3, é definido pela relação

u = y −X (3.5)

e ilustrado na Fig. 4, obtém-se de (3.1), (3.3.a) e (3.5) que

C− 1 = (∇u)T +∇u + (∇u)T∇u, (3.6)

em que 1 ∈ Lin é o tensor identidade. Esta diferença é uma medida do desvio de forma

entre uma dada deformação e uma deformação de corpo ŕıgido, para a qual C = 1. Devido

a isto, é comum introduzir o tensor deformação de Green-Saint Venant

E =
1

2
(C− 1). (3.7)

Assumindo pequenas deformações, segue de (3.6) e (3.7) que

E = ∇su +O(|∇u|2), (3.8)

em que

∇su =
1

2

[
(∇u)T +∇u

]
, (3.9)



53

Figura 4: Deformação de um corpo.

é a parte simétrica do tensor ∇u e O(·) é um śımbolo de ordem que satisfaz lim
ε→0

∣∣∣O(ε)
ε

∣∣∣ <
C < ∞, C ∈ R. Na teoria de elasticidade linear, considera-se somente a primeira

aproximação em (3.8), denotada por

EL = ∇su (3.10)

e denominada tensor deformação inifitesimal.

No estudo do comportamento de laminados elásticos realizado na Seção 5 utiliza-

se um sistema de coordenadas cartesianas retangulares com origem em O (sistema CCR),

conforme ilustrado na Fig. 4, em que (e1, e2, e3) é uma base ortonormal associada a este

sistema de coordenadas . Neste sistema de coordenadas, X = Xiei e x = xiei, em que Xi

e xi, i = 1, 2, 3, são as componentes de X e x, respectivamente. Uma vez que x = y(X),

tem-se então xi = yi(X1, X2, X3), em que yi = y · ei, i = 1, 2, 3. Além disso, u = uiei e

∇su = εijei ⊗ ej, em que εij = 1
2
( ∂ui

∂Xj
+

∂uj

∂Xi
) são as componentes do tensor deformação

infinitesimal e (ei ⊗ ej)ek = δjkei, i, j, k = 1, 2, 3, define o produto tensorial entre ei e ej.

3.2 Equação de Equiĺıbrio

Forças representam a ação de um corpo sobre o outro. Esta ação pode se mani-

festar por contato entre partes de um corpo, ou, entre um corpo e o meio exterior a este.
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Aqui, consideram-se três tipos de força, a saber:

i) forças de contato entre partes distintas de um corpo;

ii) forças de contato exercidas sobre o contorno de um corpo pelo meio ex-

terior a este;

iii) forças de corpo exercidas sobre todos os pontos de um corpo pelo meio

exterior, tais como a força gravitacional da Terra.

As forças de contato i) e ii) são também chamadas forças de superf́ıcie internas

e externas, respectivamente, pois são transmitidas através de uma superf́ıcie de contato.

Seja x um ponto arbitrário no interior de y(B) e seja S um plano contendo x

e que divide y(B) nas partes y(B1) e y(B2), conforme ilustrado na Fig. 5.a. Isolando a

parte y(B1), conforme ilustrado na Fig. 5.b, observa-se que na face plana que pertence a

y(B1) atuam forças de contato internas que correspondem à ação da parte y(B2) sobre a

parte y(B1). Seja n o versor exterior à face plana e seja ∆F a resultante no ponto x da

força de contato que atua em uma superf́ıcie de área ∆A contendo o ponto x. A expressão

t = lim
∆A→0

∆F

∆A

define o vetor tensão t no ponto x.

Figura 5: Plano S seccionando corpo deformado.

Pela hipótese de Cauchy, o vetor tensão é independente da superf́ıcie que passa

pelo ponto x, desde que a normal a esta superf́ıcie seja o versor n introduzido acima e
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que a superf́ıcie seja suave no ponto x. Assume-se, portanto, que

t = t (x,n) . (3.11)

Por outro lado, as forças de corpo, medidas por unidade de volume em x ∈ y(B),

são representadas pelo mapeamento b : y(B)→ R3, em que x→ b(x) é cont́ınuo.

Assume-se que t e b estão consistentes com o balanço de momentum linear∫
∂y(P)

t (n) dS +

∫
y(P)

b dV = 0, (3.12)

em que P é uma parte arbitrária de B e, neste trabalho, y(P) está em equiĺıbrio, e com

o balanço de momento de momentum linear∫
∂y(P)

r ∧ t (n) dS +

∫
y(P)

r ∧ b dV = 0, (3.13)

em que “∧” denota o produto vetorial. Apesar de existir a dependência expĺıcita em x

de t, b e r nas expressões (3.12) e (3.13), esta foi omitida.

As leis de balanço (3.12) e (3.13), juntamente com a hipótese de Cauchy (3.11),

garantem a existência de um campo tensorial suave T ∈ Sim := {S ∈ Lin : S = ST}, o

tensor tensão de Cauchy, tal que

t (x,n) = T (x) n (3.14)

para todo versor n e para qualquer ponto x ∈ y(B).

Substituindo (3.14) nas leis de balanço (3.12) e (3.13), utilizando o teorema da

divergência e considerando P arbitrário, pode-se mostrar que (GURTIN, 1981)

T = TT

e

div T (x) + b (x) = 0 para todo x ∈ y (B) . (3.15)

Neste trabalho, considera-se que b = 0.

Observa-se do exposto acima que a força de contato t e o tensor tensão de Cauchy

T estão definidos sobre y(B). No estudo de sólidos é conveniente, entretanto, introduzir

a transformada de Piola que relaciona tensores definidos sobre a configuração deformada

y(B) com tensores definidos sobre a configuração de referência B. Quando aplicada sobre
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a tensão de Cauchy, a transformada fornece o primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff,

dado por

P = T cof F , cof F := det F (F−1)T , (3.16)

em que cof F é o tensor cofator de F = ∇y e lembra-se da Seção 3.1 que F−1 existe, pois

consideram-se deformações cinematicamente admisśıveis. Segue das expressões acima que

as normais unitárias exteriores a elementos de área dos contornos de partes arbitrárias de

B e de y(B), respectivamente, estão relacionadas entre si por meio de

n =
cof F(X) N

| cof F(X) N|
. (3.17)

Segue de (3.16.a) que T = P (cof F)−1. Substituindo esta expressão em (3.15) e

considerando força de corpo nula, obtém-se

Div P = 0 em B , (3.18)

em que Div : Lin → R3 é o operador divergente para campos tensoriais suaves definidos

sobre a configuração de referência B.

Assume-se que na configuração não deformada, y(X) = X para todo X em B, a

tensão residual é nula, ou seja, T = 0. Neste caso e considerando a teoria de pequenas

deformações, tem-se que todas as grandezas dependem de X (ao invés de x = y(X)).

Em particular, reescreve-se (3.14) na forma

t (X,n) = T (X) n, ∀ X ∈ B, (3.19)

e considera-se que a equação de equiĺıbrio (3.15) é satisfeita em B, ou seja,

div T(X) = 0, ∀ X ∈ B. (3.20)

No sistema CCR, X =
3∑
i=1

Xiei e a equação vetorial (3.20) é reescrita em termos de suas

componentes, dadas por

3∑
j=1

∂Tij
∂Xj

= 0, em B, i = 1, 2, 3. (3.21)

Além disso, segue de (3.4) a (3.10) que deformações isocóricas satisfazem

tr EL = 0. (3.22)
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3.3 Hiperelasticidade

Considera-se agora que o corpo é elástico e isotrópico, de modo que P está rela-

cionado ao gradiente de deformação F = ∇y por meio de (Gurtin, Fried e Anand (2010))

P = P̃(F,X) = cof F
(
σ0 I + σ1 C− σ2 C−1

)
. (3.23)

Em (3.23), cof F é dado por (3.16.b), C é dado por (3.3.a), σk = σk(ιC,X), k = 0, 1, 2, e

ιC é a lista dos invariantes principais do tensor C, dada por

ιC := {I1 := tr C , I2 := tr cof C , I3 := det C} , (3.24)

com tr : Lin→ R sendo o operador traço.

O problema misto da elastostática finita para corpos isotrópicos, definido sobre

a configuração de referência, consiste em achar a deformação f : B → R3 que satisfaça

a equação diferencial de equiĺıbrio (3.18) com P dado por (3.23) juntamente com as

condições de contorno

P N = p̄ sobre Γp , f = f̄ sobre Γf , (3.25)

em que Γp e Γf são partes regulares do contorno ∂ B, tal que ∂ B = Γp
⋃

Γf e Γp
⋂

Γf = ∅,
e p̄ : Γp → R3 e f̄ : Γf → R3 são funções suaves e conhecidas nas respectivas partes do

contorno ∂ B. Se Γf = ∅ então p̄ deve satisfazer a condição de equiĺıbrio global necessária

para a existência de soluções.

Neste trabalho, o material é hiperelástico, de modo que a função resposta P̃ em

(3.23) é a derivada de uma função densidade de energia de deformação φ̃ : Lin+×B → R,

suave, ou seja,

P̃(F,X) = D φ̃(F,X) , (3.26)

em que a derivada D φ̃ é tomada com respeito a F mantendo X fixo. Uma vez que o

material também é isotrópico, pode-se escrever φ̃(F,X) = φ(ιC,X), em que φ : ι(Sim+)×
B → R, com ι(Sim+) := {ιC ∈ R3 : C ∈ Sim, det C > 0}, é suave. Utilizando a regra da

cadeia em (3.26) e substituindo a expressão resultante em (3.23), chega-se às expressões

σ0 =
2

I
1/2
3

[
I2
∂ φ(ιC)

∂ I2

+ I3
∂ φ(ιC)

∂ I3

]
, σ1 =

2

I
1/2
3

∂ φ(ιC)

∂ I1

, σ2 = 2 I
1/2
3

∂ φ(ιC)

∂ I2

.

(3.27)

As expressões acima para σk, k = 0, 1, 2, não são independentes e devem satisfazer as
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condições de compatibilidade (Truesdell e Noll (1965))

∂ σ2

∂ I1

= I3
∂ σ1

∂ I2

,

I
1/2
3

∂

∂ I3

(
σ2

I
1/2
3

)
+
∂ (I2 σ2)

∂ I2

= I3
∂ σ0

∂ I2

, (3.28)

∂ σ0

∂ I1

− I2

I3

∂ σ2

∂ I1

= I
1/2
3

∂ (I
1/2
3 σ1)

∂ I3

,

as quais são necessárias e suficientes para que o material seja hiperelástico.

Utilizando a base ortonormal fixa (e1, e2, e3) introduzida na Seção 3.1 e substi-

tuindo (3.26) em (3.18), obtém-se um sistema de três equações diferenciais parciais não-

lineares de segunda ordem com respeito às três componentes da deformação y = yi ei, ou

seja,

∂ 2 φ̃(F,X)

∂ Φ ij ∂ Φ kl

∂ 2 yk
∂ ξj ∂ ξl

+
∂ 2 φ̃(F,X)

∂ ξj ∂ Φ ij

= 0 , i = 1, 2, 3 , (3.29)

em que X ≡ ξj ej e F ≡ Φ ij ei ⊗ ej, com ⊗ denotando o produto tensorial de dois

vetores introduzido na Seção 3.1. Estas equações são chamadas quase-lineares devido à

linearidade das mesmas com relação às derivadas de maior ordem, ∂ 2 yk/(∂ ξj ∂ ξl). Os

termos multiplicando estas derivadas são as componentes do tensor de elasticidade

A(F,X) := D P̃(F,X) =
∂ 2 φ̃(F,X)

∂ Φ ij ∂ Φ kl

ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el , (3.30)

em que o lado direito da igualdade acima foi conseguido por meio da expressão (3.26).

Na teoria de equações diferenciais parciais, estas componentes são importantes na análise

de existência, unicidade e estabilidade das soluções yi, i = 1, 2, 3, de (3.29).

O comportamento de um sólido elástico na vizinhança da configuração de re-

ferência, para a qual F = 1, é governado pelo tensor de elasticidade linear C(X) :=

A(1,X) = DP(1,X) no ponto X ∈ B, uma vez que

P̃(F,X) = P̃(1,X) + P̃L(EL,X) + o(EL) , P̃L(EL,X) := C(X)[EL] , (3.31)

em que EL é dado por (3.10), o(.) é um śımbolo de ordem que satisfaz lim
ε→0

∣∣∣o(ε)ε ∣∣∣ = 0

e C(X)[EL] = Cijkl εkl ei ⊗ ej na base ortonormal (e1, e2, e3). Supondo tensão residual

nula, P̃(1,X) = 0, e desprezando os termos de ordem superior em (3.31), obtém-se a

teoria clássica de elasticidade linear para corpos em equiĺıbrio, a qual consiste na relação

tensão-deformação (3.31.b), na relação deformação-deslocamento (3.10) e na equação de

equiĺıbrio (3.18) com P substitúıdo por P̃L.
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Uma vez que o material é hiperelástico neste trabalho, o tensor de quarta ordem

C é simétrico no seguinte sentido:

H : C[G] = G : C[H] , ∀H ∈ Lin , ∀G ∈ Lin , (3.32)

em que “:” denota o produto interno em Lin, definido por G : C [G] := tr(GTC [G]),

∀G ∈ Lin. Em (3.32), pode-se substituir ambos, H ∈ Lin e G ∈ Lin, por tensores

simétricos arbitrários, pois C é completamente determinado pela sua restrição a Sim
(Gurtin, Fried e Anand (2010)).

Se o material é isotrópico, a relação tensão-deformação (3.31.b) é dada por

P̃L = λ (tr EL) 1 + 2µEL , (3.33)

em que λ e µ são as constantes de Lamé, as quais podem depender do ponto X ∈ B. O

tensor C é positivo definido, ou seja,

E : C [E] > 0 , ∀E ∈ Sim , E 6= 0 , (3.34)

se e somente se as constantes de Lamé λ e µ satisfazem as desigualdades µ > 0 , 2µ+3λ >

0 .

Nas próximas seções apresentam-se exemplos de materiais hiperelásticos e isotró-

picos e relacionam-se certas restrições impostas sobre os tensores de elasticidade corres-

pondentes com o surgimento de fenômenos f́ısicos que não são preditos na teoria clássica

de elasticidade linear.

3.4 Convexidade e Elipticidade

Nesta seção apresentam-se conceitos relacionados aos fenômenos de amolecimento

e localização de deformação em um material hiperelástico, homogêneo e isotrópico. O

surgimento destes fenômenos está associado à violação de certas restrições sobre o tensor

de elasticidade A definido em (3.30). Por exemplo, Coleman and Noll (1959) propõem

que A satisfaça a desigualdade

G : A[G] > 0 , ∀G ∈ Lin , G 6= 0 , (3.35)

em que A[G] ∈ Lin. Conhecida por desigualdade de Coleman & Noll, a condição (3.35)

juntamente com (3.30) implicam que a função densidade de energia φ̃(F) é estritamente

convexa (Ciarlet (1988)), ou seja, dados θ ∈ [0, 1] e Gi ∈ Lin, i = 1, 2, então G :=
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θG1 + (1− θ) G2 ∈ Lin e φ̃(G) < θ φ̃(G1) + (1− θ) φ̃(G2) .

A desigualdade (3.35) não é uma hipótese plauśıvel, pois ela é incompat́ıvel com

certas evidências do “mundo real”, tais como

1. Tensões infinitas devem acompanhar deformações infinitas. Este comportamento

das tensões em grandes deformações exige que a função densidade de energia de

deformação φ̃ satisfaça lim φ̃(F,X) = +∞ à medida que det F→ 0,F ∈ Lin+. Esta

condição não é satisfeita para φ̃ convexo sobre Lin+, Ciarlet (1988).

2. Possibilidade de múltiplos pontos de mı́nimo da energia do sólido hiperelástico, tal

como no caso de flambagem de uma coluna delgada.

A desigualdade de Coleman & Noll está, no entanto, relacionada a uma condição

de monotonicidade do primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff que é fisicamente plauśıvel.

Para apresentar esta condição, supõe-se neste trabalho que as condições de contorno do

problema misto, dadas por (3.25), sejam funções suaves de um único parâmetro de carga

λ̄ > 0, ou seja, p̄ = p̄(λ̄ ,X) para X ∈ Γp e f̄ = f̄(λ̄ ,X) para X ∈ Γf . Supõe-se

também que a solução do problema correspondente dependa suavemente de λ̄, de modo

que a posição de um ponto X ∈ B na configuração deformada seja dada por y(λ̄,X) com

gradiente de deformação correspondente dado por F := ∇y(λ̄,X). Se F1 = F(λ̄,X) e

F2 = F(λ̄+ ∆λ̄,X) para ∆λ̄ ∈ R pequeno e positivo, então F2−F1 = Ḟ∆λ̄+ o(∆λ̄), em

que ˙(·) := d (·)/d λ̄. Utilizando a função resposta introduzida em (3.23) e considerando

uma parte arbitrária P ∈ B, pode-se interpretar a expressão∫
P

P̃ (F2,X) : ḞdV −
∫
P

P̃ (F1,X) : ḞdV (3.36)

como sendo a diferença de potência de tensão necessária para aumentar o parâmetro de

carga λ̄ de ∆λ̄. Se esta diferença for positiva, diz-se que o material endureceu. Caso

contrário, diz-se que o material amoleceu.

Rearranjando os termos de (3.36) e utilizando (3.26), pode-se reescrever (3.36)

na forma∫
P

P̃ (F2,X) : ḞdV −
∫
P

P̃ (F1,X) : ḞdV =

∫
P
Dφ̃ (F2,X) : ḞdV −

∫
P
Dφ̃ (F1,X) : ḞdV .

(3.37)

Utilizando a regra da cadeia em (3.37), obtém-se que a expressão (3.36) é igual a∫
P

Ḟ : D2φ̃ (F1,X) :
[
Ḟ
]
dV∆λ̄+ o

(
∆λ̄
)
, (3.38)
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em que D2(·) := D(D(·)). Portanto, para ∆λ̄ suficientemente pequeno, o material en-

durece se

Ḟ : D 2 φ̃(F,X)[Ḟ] > 0 , F1 = F(λ̄,X), ∀ λ̄ ∈ R , ∀X ∈ B , (3.39)

em que ˙(·) := d (·)/d λ̄. Identificando A = D 2 φ̃ em (3.35), vê-se que a desigualdade de

Colelman & Noll implica no endurecimento do material. Este é o caso, por exemplo, da

elasticidade linear clássica, em que a desigualdade (3.35) toma a forma dada por (3.34)

com C(X) := A(1,X) = D 2 φ̃(1,X). Neste caso, a função densidade de energia, dada

por
(
EL : D 2 φ̃(1,X)[EL]

)/
2, é quadrática e, portanto, convexa.

Em (3.35), se se considera G = b ⊗ c para quaisquer versores b ∈ R3 e c ∈ R3,

obtém-se a condição de Legendre-Hadamard, dada por

(b⊗ c) : A[b⊗ c] > 0 , ∀b ∈ R3 tal que |b| = 1 , ∀ c ∈ R3 tal que |c| = 1 . (3.40)

Esta condição é também chamada condição de elipticidade forte (Truesdell e Noll (1965)),

pois é utilizada no estudo de existência e regularidade de soluções dos problemas de

valor de contorno associados. A imposição da desigualdade (3.40) está de acordo com a

evidência experimental de que “um corpo é alongado na direção das forças aplicadas”Ciarlet

(1988). A violação desta condição está relacionada com a formação de bandas de cisa-

lhamento, Knowles e Sternberg (1975), as quais podem levar à falha do material por

localização de deformação cisalhante.

Aplicam-se agora os conceitos introduzidos acima no estudo de uma forma par-

ticular do material de Blatz e Ko (1962), dada por

φ (ιC) =
µ

2

(
I2

I3

+ 2I
1/2
3 − 5

)
, (3.41)

em que ιC e Ii, i = 1, 2, 3 são dados por (3.24) e µ é o módulo de elasticidade ao cisalha-

mento calculado na configuração de referência. Experimentos realizados por estes autores

em uma espuma de borracha de poliuretano forneceram o valor médio µ = 32 psi. As

expressões de T e P para o material dado por (3.41) são

T = µ
(

1− I−1/2
3 B−1

)
, P = µ cof F

(
1− I−1/2

3 C−1
)
, (3.42)

em que B e C são dados por (3.3). Utilizando (3.30), obtém-se o tensor de elasticidade
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A, dado por

Aµ [H] :=
1

µ
A [H] = F−T

(
F−1HF−1 +HTB−1 + C−1HT

)
F−T+

cof F
[(

F−T .H
)

1−HTF−T
]
, ∀H ∈ Lin.

(3.43)

Observa-se de (3.43) que A é simétrico no sentido de (3.32) com C substitúıdo por A.

Este resultado já era esperado, pois o material é hiperelástico.

Em particular, considerando H = Ḟ em (3.43) e tomando o produto interno da

expressão resultante com Ḟ, obtém-se que a condição de amolecimento para o material de

Blatz-Ko é dada por

Ḟ.Aµ
[
Ḟ
]

=
(
F−1ḞF−1

)
.
(
F−1ḞF−1 + 2C−1ḞT

)
+

(det F)

[(
F−T .Ḟ

)2

− 1.
(
Ḟ.F−1

)2
]

6 0.
(3.44)

Considerando-se agora a classe de deformações planas e homogêneas dadas por

x1 := ϕ1 (X) = λ1X1, x2 := ϕ2 (X) = λ2X2, x3 := ϕ3 (X) = λ3X3. (3.45)

Estas expressões juntamente com F := ∇y =
(
∂ϕi
/
∂Xj

)
ei ⊗ ej e (3.3) fornecem F =

λ1 e1 ⊗ e1 + λ2 e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3, F−1 = λ−1
1 e1 ⊗ e1 + λ−1

2 e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3, B = C =

λ1 e1 ⊗ e1 + λ2 e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3, trB = λ2
1 + λ2

2 + 1 e det B = (det F)2 = λ1 λ2. Segue

então de (3.42) que os tensores de Cauchy e de Piola-Kirchhoff são dados por

Tµ :=
1

µ
T =

(
1− λ−3

1 λ−1
2

)
e1 ⊗ e1 +

(
1− λ−1

1 λ−3
2

)
e2 ⊗ e2 +

(
1− λ−1

1 λ−1
2

)
e3 ⊗ e3,

Pµ :=
1

µ
P =

(
λ2 − λ−3

1

)
e1 ⊗ e1 +

(
λ1 − λ−3

2

)
e2 ⊗ e2 + (λ1λ2 − 1) e3 ⊗ e3,

(3.46)

respectivamente, e de (3.44) que a condição de amolecimento é dada por

Ḟ.Aµ
[
Ḟ
]

= 3
(
λ̇2

1λ
−4
1 + λ̇2

2λ
−4
2

)
+ 2λ̇1λ̇2 6 0. (3.47)

Além disso, Knowles e Sternberg (1975) mostram que a condição de elipticidade forte

(3.40) é equivalente às desigualdades

ρ <
λi
λj

< i 6= j, i, j = 1, 2, 3, ρ = 2−
√

3 ∼= 0.268. (3.48)

No caso de tração uniaxial definido por λ1 = λ̄ e e2.Pe2 = 0, tem-se que λ̇2(λ̄) =

λ̄−1/3 e que, portanto, λ̄2 = (−λ̄−4/3)/3. Este caso está ilustrado no lado esquerdo da Fig.
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6. Tem-se ainda que Tµ
11(λ̄) := e1.Te1 = 1 − λ̄−8/3 e que Pµ

11(λ̄) := e1.Pe1 = λ̄−1/3 −
λ̄−3. Observa-se das expressões acima que Tµ

11 é uma função côncava e monotonicamente

crescente de λ̄ no intervalo (0,∞) e que tende a 1 à medida que λ̄ → ∞. Observa-se

também que P µ
11 é uma função crescente para valores pequenos de λ̄ > 0 e é uma função

decrescente para valores grande de λ̄. Tomando-se a derivada de P µ
11 com respeito a λ̄

e igualando a mesma a zero, obtém-se a equação 3λ̄−4 − (1/3)λ̄−4/3/3 = 0, cuja solução

fornece o ponto λ̄max = 33/4 ∼= 2.279 em que P µ
11 atinge o seu valor máximo. Seguindo

a nossa intuição f́ısica, diz-se que o material endurece no intervalo (0, 33/4) e amolece no

intervalo (33/4,∞). Este resultado pode ser verificado pelo critério de amolecimento (3.47)

para o caso de tração uniaxial, o qual fornece a expressão Ḟ.Aµ = 3λ̄−4−(1/3)λ̄−4/3. Esta

expressão coincide com o lado esquerdo da equação obtida acima por meio da derivada

de P µ
11. Por outro lado, segue da desilgualdade (3.48) que ocorrerá perda de elipticidade

forte sempre que λ̄ ≤ ρ3/4 ∼= 2.685. Nota-se do exposto acima que, sob estiramento,

o material amolece e, portanto, perde convexidade antes de perder elipticidade. Sob

encurtamento, o material não amolece, mas perde elipticidade. No lado esquerdo da Fig.

7, apresenta-se a curva P µ
11 versus λ̄ juntamente com o ponto de máximo λ̄max onde inicia

o amolecimento, representado pelo ponto negro da curva, e o ponto ρ−3/4 onde ocorre a

perda de elipticidade, representado pelo ponto azul da curva.

Outro caso de interesse nesta tese é o cisalhamento puro, definido por λ1 = λ̄,

λ2 = λ̄−1. Este caso está ilustrado no lado direito da Fig. 6. Tem-se então que Tµ
11(λ̄) :=

e1.Te1 = 1− λ̄−2, Tµ
22(λ̄) := e2.Te2 = 1− λ̄2, Pµ

11(λ̄) := e1.Pe1 = λ̄−1 − λ̄−3 e Pµ
22(λ̄) :=

e2.Pe2 = λ̄ − λ̄−3. Segue das expressões acima que no intervalo (0,∞) Tµ
11 é uma função

côncava e monotonicamente crescente de λ̄ que tende a 1 à medida que à λ̄→∞ e Tµ
22 é

uma função côncava e monotonicamente decrescente de λ̄ que tende a −∞ à medida que

λ̄ → ∞. Aqui também Pµ
11 é uma função crescente para valores pequenos de λ̄ > 0 e é

uma função decrescente para valores grandes de λ̄. Tomando-se a derivada de Pµ
11 com

respeito a λ̄ e igualando a mesma a zero, obtém-se a equação −λ̄−2 +3λ̄2 = 0, cuja solução

fornece λ̄11
max = 31/2. Similarmente, Pµ

22 é uma função crescente para valores pequenos de

λ̄ > 0 e é uma função decrescente para valores grande de λ̄. Tomando-se a derivada

de Pµ
22 com respeito a λ̄e igualando a mesma a zero, obtém-se a equação 1 − 3λ̄2 = 0,

cuja solução fornece λ̄22
max = (1/3)1/2. As curvas Pµ

11 versus λ̄ e Pµ
22 versus λ̄ estão

representadas no lado direito da Fig. 7 pelas linhas cheia e tracejada, respectivamente.

Neste caso de cisalhamento puro, o fenômeno de amolecimento não é evidente. Recorre-se

então ao critério de amolecimento (3.47) com λ2 = λ̄−1 e chega-se à expressão Ḟ.Aµ[Ḟ] =

3λ̄−4 − 2λ̄−2 + 3, a qual é estritamente positiva. Por outro lado, segue das desigualdades
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(3.48) que ocorrerá perda de elipticidade forte sempre que λ̄ ≤ ρ1/2 ∼= 0.518, ou, que

λ̄ ≥ ρ−1/2 ∼= 1.932. Estes valores estão representados no eixo de λ̄ por pontos. Portanto,

quando submetido ao cisalhamento puro, o material de Blatz-Ko não amolece, mas pode

perder elipticidade.

Figura 6: Ensaio de tração uniaxial e cisalhamento puro realizados no material de Blatz-
Ko.
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Figura 7: Esquerda: Curva P11 versus λ̄ para tração uniaxial. Direita: Curvas P11 (linha
sólida) e P22 (linha tracejada) versus λ̄ para cisalhamento puro.
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4 Considerações sobre a Teoria de Elasticidade

Linear Clássica

Neste caṕıtulo apresentam-se algumas considerações sobre a teoria de elasticidade

linear que servem de base para o estudo de materiais compósitos no regime de pequenas

deformações e também servem de base em comparações com modelos não-lineares quando

analisados no regime de pequenas deformações para verificar a validade destes.

4.1 Formulação Diferencial

Seja um corpo elástico-linear, anisotrópico e heterogêneo ocupando uma região

B aberta e limitada de R3. Seja também e1, e2, e3 uma base ortonormal para um sistema

de coordenadas cartesianas retangulares fixa na origem. A lei de Hooke generalizada para

este corpo é dada por

Tij = Cijkl(X) εkl(u), (4.1)

em que Cijkl são os coeficientes elásticos do meio, u é o campo de deslocamento, cu-

jas componentes são ui, Tij e εkl são as componentes dos tensores tensão e deformação

infinitesimal, respectivamente. Ambos os tensores são simétricos e de segunda ordem.

Lembrando da Seção 3.1, as componentes do tensor deformação infinitesimal na expressão

(4.1) são dadas por

εkl(u) =
1

2

(
∂uk
∂Xl

+
∂ul
∂Xk

)
, k, l = 1, 2, 3. (4.2)

No caso do material ser isotrópico, então (4.1) toma a forma

Tij = λ(X) ε (u)δij + 2µ(X) εij(u), (4.3)

em que ε = ε11 + ε22 + ε33 e λ, µ são os parâmetros de Lamé, os quais podem depender

de X. Os coeficientes elásticos em (4.1) satisfazem as seguintes condições de simetria

Cijkl = Cjikl = Cijlk. (4.4)
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Utilizando as equações de equiĺıbrio (3.21), obtém-se um sistema de equações

diferenciais parciais para a determinação de u, o qual é dado por

− ∂

∂Xj

(Cijkl(X)εkl(u)) = bi, i = 1, 2, 3, (4.5)

sendo bi as componentes das forças de volume atuantes sobre o corpo.

Para definir o problema de valor de contorno, necessita-se ainda impor condições

sobre ui, i = 1, 2, 3, e suas derivadas no contorno de B . Estas condições podem ser de

três tipos, a saber (SOKOLNIKOFF, 1987)

1. Condições de deslocamento impostas sobre a fronteira ∂ B de B, u |∂B = U, em que

U é uma função suficientemente suave e conhecida sobre ∂ B.

2. Condições de carregamento impostas Tijnj sobre ∂B, Tijnj|∂B = ti , em que nj são as

componentes do versor exterior a ∂ B, e ti , i = 1, 2, 3, são funções suficientemente

suaves e conhecidas sobre ∂ B.

3. Condições mistas de deslocamento sobre uma parte ∂UB da fronteira de B, u |∂B =

U, e carregamento t dado sobre ∂tB = ∂B ∂UB e ∂UB
⋂
∂tB = ∅, Tijnj |∂tB = ti,

conforme ilustrado na Fig. 8. Aqui também as funções U e ti , i = 1, 2, 3, são

suaves e conhecidas sobre as partes de ∂ B em que elas estão definidas.

U t

Figura 8: Representação da região B e as partes do seu contorno para as condições de
contorno mistas.

No estudo que segue, considera-se as condições do tipo 3, chamadas de condições

mistas, para o caso U = 0, ou

ui|∂UB = 0, Tijnj |∂tB = ti. (4.6)
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4.2 Formulação Integral

Seja V o conjunto de todos os campos de deslocamento suficientemente suaves

e cinematicamente admisśıveis (4.2) definidos sobre B que satisfazem as condições de

contorno (4.6).

Um elemento v de V é dado por v = vi ei, em que vi, i = 1, 2, 3, são suficien-

temente suaves sobre todo B, incluindo o seu contorno. A equação integral para (4.5) é

dada por ∫
B
Cijkl(X) εkl(u) εij(v)dX =

∫
B
bi vidX +

∫
∂tB

ti vidS ∀v ∈ V . (4.7)

O termo à esquerda de (4.7) representa o dobro do trabalho virtual dos esforços internos,

Wi, ao corpo, e o termo à direita representa o dobro do trabalho virtual das forças externas,

We, aplicadas sobre o corpo.

Para demonstrar (4.7), multiplicam-se ambos os membros de (4.5) por vi e integra-

se sobre B. Assim ∫
B
bividX = −

∫
B

∂

∂Xj

(Cijkl(X)εkl(u)) vidX. (4.8)

Aplicando a regra da derivada do produto de funções em (4.8), resulta∫
B
bi vidX = −

∫
B

[
∂

∂Xj

(Cijkl(X) εkl(u)vi)− Cijkl(X) εkl(u) εij(v)

]
dX, (4.9)

sendo εij(v) = ∂vi

∂Xj
. Reescrevendo (4.9), obtém-se∫

B
bi vi dX = −

∫
B

[
∂

∂Xj

(Cijkl(X) εkl(u)vi)

]
dX+

∫
B

[Cijkl(X) εkl(u) εij(v)] dX. (4.10)

Aplicando o teorema de Green e rearranjando os termos, chega-se a∫
∂B

(Cijkl(X) εkl(u)) vinjdS +

∫
B
bi vi dX =

∫
B

[Cijkl(X) εkl(u) εij(v)] dX. (4.11)

Agora, utilizando as condições de contorno dadas por (4.6), observando que

Cijkl(X) εkl(u)nj = ti sobre ∂tB e zero sobre ∂UB, obtém-se finalmente que∫
∂tB

ti vidS +

∫
B
bi vi dX =

∫
B

[Cijkl(X) εkl(u) εij(v)] dX, ∀v ∈ V . (4.12)

Observa-se do exposto acima que, em virtude da linearidade, se u ∈ V é solução
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do problema dado por (4.5)-(4.6), também o é ξ u quando os dados são ξ b e ξ t com

ξ ∈ [0, 1].

4.3 Energia de Deformação Elástica

Os resultados anteriores permitem chegar à expressão de um elemento diferencial

dW e do trabalho de forças externas para deslocamentos virtuais do tipo v = ξ u, a saber:

dWe =

∫
∂tB

ξti ui dξdS +

∫
B
ξbi ui dξdX = ξdξ

[∫
∂tB

ti ui dS +

∫
B
bi ui dX

]
. (4.13)

Integrando em ambos os membros de (4.13) com respeito à ξ ∈ [0, 1] resulta

We =
1

2

[∫
∂tB

tiuidS+

∫
B
biuidX

]
, (4.14)

em que, tendo em conta (4.7) e (4.14) para v = u, tem-se

We =
1

2

∫
B
aijkl(X)εkl(u)εij(u)dX, (4.15)

ou seja, os trabalhos das forças internas e externas são iguais, Wi = We. Por isso, a partir

deste ponto denotam-se ambos os trabalhos por W .

Os corpos elásticos opõem naturalmente uma resistência à deformação, a quan-

tidade W deve ser positiva para toda deformação não identicamente nula, a qual implica

que os coeficientes devem satisfazer a condição Cijkl(X) εkl(u) εij(u) > 0 para todo tensor

simétrico de componentes εkl não nulos. Isto significa que a forma quadrática definida

pelos coeficientes elásticos deve ser definida positiva, ou seja,

∃ C(X) > 0 para X ∈ B tal que Cijkl(X) εkl εij ≥ C(X) εkl εkl. (4.16)

4.4 Unicidade da Solução

Com o objetivo de verificar a unicidade da solução do problema definido pelas

expressões (4.5) e (4.6), utiliza-se a propriedade dada por (4.16). Suponha-se que o

problema admite duas soluções u1 e u2. Primeiramente, verifica-se que W = 0 para

u = u1 − u2, ou seja,

W = 0 =
1

2

∫
B
Cijkl(X) εkl(u) εij(u)dX . (4.17)
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De fato, como u1 e u2 satisfazem (4.5), em virtude da linearidade de
∂(Cijklεkl(u))

∂Xj
com respeito a u, tem-se

− ∂

∂Xj

(Cijkl(X) εkl(u)) = 0 em B, (4.18)

isto é, u = u1 − u2 satisfaz um sistema de equações diferenciais homogêneas.

Similarmente, sobre ∂tB do contorno de B, tem-se

Tij (u)nj|∂tB = 0, (4.19)

ou seja, u = u1 − u2 satisfaz a condição de contorno dada por (4.6) com ti = 0. Além

disso, como u1 |∂UB = u2 |∂tB = 0 por serem soluções do problema original, é evidente que

u |∂UB = 0 . Então, segue de (4.14) que W = 0.

Finalmente, de acordo com (4.15) e (4.16), 0 ≥
∫
B C(X) εkl(u) εkl(u) dX da qual

resulta εkl(u) = 0, ∀ k, l e ∀X ∈ B. Portanto, u é constante em B. Uma vez que

u|∂UB = 0, então necessariamente u = u1 = u2, ∀X ∈ B, verificando-se a unicidade.

4.5 Problema de Valor de Contorno (PVC) para um Compósito

Bifásico Elástico-Linear

Nesta seção apresenta-se a formulação clássica de um problema de valor de con-

torno misto da elasticidade linear para um material composto por duas fases elásticas com

condições de contato perfeito. Este estudo serve de base para para o que segue nas seções

5.1.4 e 6.1 em que um sólido compósito bifásico linear é estudado empregando-se o MHA

e o MEF também considerando condições de contato perfeito entre as lâminas. A partir

do estudo do sólido linear estuda-se então um compósito laminado bifásico não-linear.

4.5.1 Forma Forte

Suponha agora que B é constitúıdo por duas regiões B1 e B2, de modo que B =

B1
⋃
B2. Estas regiões estão separadas por uma superf́ıcie Γ = B1

⋂
B2. Ilustra-se na Fig.

9 um exemplo de B constitúıdo por dois materiais, os quais ocupam as componentes B1

e B2, respectivamente.

Neste caso, os coeficientes de elasticidade Cijkl(X) são funções definidas da seguinte
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forma

Cijkl(X) =

{
C1
ijkl(X) se X ∈ B1,

C2
ijkl(X) se X ∈ B2,

(4.20)

em que os coeficientes Cm
ijkl, m = 1, 2, são funções suficientemente regulares sobre Bm que

satisfazem as condições de simetria e positividade dadas por (4.4) e (4.16). Desse modo,

2 t

2 U

2 t

1 U

1 t

1 U

1 t

2 U

Figura 9: (a) Sólido constitúıdo pelas partes B1 e B2 , (b) Partes B1 e B2 separadas.

o problema de valor de contorno é dado por (4.5)- (4.6) e (4.20), e condições para garantir

a continuidade dos deslocamentos e do carregamento na superf́ıcie de contato Γ. Assim,

as condições de contato perfeito são

[[ui]] = 0

[[Tijnj]] = 0

}
sobre Γ, i = 1, 2, 3, (4.21)

em que [[f ]] = f 1 − f 2 denota o salto de f através de Γ.

O PVC dado por (4.5), (4.6), (4.20) e (4.21) é chamado de problema na forma

forte.

4.5.2 Forma Fraca. Equivalência

Consonante com o procedimento utilizado na Seção 4, apresenta-se abaixo a for-

mulação integral do PVC. Para isto, considera-se que o espaço das funções cinematica-

mente admisśıveis introduzido na Seção 4.2 seja dado por

V =
{
v : B → RN , v|∂UB = 0; [[v]]Γ = 0

}
. (4.22)
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A forma variacional, ou, fraca, do PVC consiste em encontrar u ∈ V tal que∫
B
Cijkl(X) εkl(u) εij(v) dX =

∫
B
bi vi dX +

∫
∂tB

ti vi dS, ∀v ∈ V . (4.23)

As soluções dos problemas nas formas forte e fraca são únicas e a mesma. Por

conseguinte, diz-se que os problemas nas formas forte e fraca são equivalentes.

Para demonstrar esta equivalência, seja V o espaço de funções cinematicamente

admisśıveis dado por (4.22). Sejam ainda

u =

{
u1 se X ∈ B1,

u2 se X ∈ B2.
(4.24)

De modo similar, pode-se escrever v na forma dada para u por meio de (4.24).

Multiplicando (4.5) por vi e integrando sobre B, obtém-se a expressão (4.8), em

que, aqui, B = B1
⋃
B2 e ambos, u e v, pertencem a V dado por (4.22).

Decompondo a integral do lado direito de(4.8) em duas integrais definidas sobre

as partes B1e B2, obtém-se∫
B

∂

∂Xj

(Cijkl(X) εkl(u)) vi dX =
2∑
p=1

∫
Bp

(
Cp
ijkl(X) εkl(u

p)
)
vpi dX. (4.25)

Aplicando integração por partes juntamente com o teorema de Green em cada integral,

chega-se a

−
∫
Bp

∂
∂Xj

(
Cp
ijkl(X) εkl(u

p)
)
vi dX

=
∫
Bp

(
Cp
ijkl(X) εkl(u

p) εij(v
p)
)
dX−

∫
Bp

∂
∂Xj

(
Cp
ijkl(X) εkl(u

p)vpi
)
dX

=
∫
Bp

(
apijkl(X) εkl(u

p) εij(v
p)
)
dX−

∫
∂Bp

Cp
ijkl(X) εkl(u

p) vpi η
p
jdS, p = 1, 2,

(4.26)

em que ηpj são as componentes do versor normal ηp a Bp.

Sobre as superf́ıcies ∂B1e ∂B2 tem-se que∫
Bp Cp

ijkl(X) εkl(u
p)vpi η

p
j dS =

∫
∂B1 T

1
ij v

1
i η

1
jdS =

∫
∂B1\Γ T

1
ij v

1
i ν

1
j dS

+
∫

Γ
T 1
ij v

1
i n

1
jdS, p = 1, 2,

(4.27)

em que ηmj
∣∣
∂Bm\Γ = νmj , ηmj

∣∣
Γ

= nmj , e Tmij η
m
j = Cm

ijkl(X) εkl(u
m) ηmj , m = 1, 2, é a força

por unidade de área que atua sobre um plano definido pelo versor exterior ηm. Sabendo
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que n1
j = −n2

j e utilizando as condições de salto (4.21), obtém-se∫
∂B

T
ij
viηjdS =

∫
∂B1\Γ

T
ij
viν

1
j
dS +

∫
∂B2\Γ

T
ij
viν

2
j
dS. (4.28)

As integrais do termo à direita de (4.28), lembrando que ∂B\Γ ≡ ∂B, podem ser

decompostas segundo as condições de força e deslocamento dadas por (4.6) da seguinte

forma ∫
∂Bp\Γ

T pijv
p
i ν

p
j dS =

∫
∂UBp\Γ

T pijv
p
i ν

p
j dS +

∫
∂tBp\Γ

T pijv
p
i ν

p
j dS, p = 1, 2. (4.29)

Lembrando que v ∈ V , em que V é dado por (4.22), segue de (4.29) juntamente com

∂B = ∂B1
⋃
B2 que (4.28) pode ser reescrito na forma∫

∂B
T

ij
viηjdS =

∫
∂tB

TijviηjdS =

∫
∂tB

tividS, (4.30)

sendo a última igualdade obtida a partir de (4.6.b).

Substituindo (4.26) e (4.27) em (4.25) e substituindo (4.30) na expressão resul-

tante, obtém-se finalmente a expressão (4.23).

Para o caso de uma região B contendo uma inclusão, e considerando contato

perfeito entre a inclusão e a matriz, tem-se que o procedimento descrito acima é análogo

e chega-se ao mesmo resultado dado por (4.23).
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5 Aplicação de Métodos de Homogeneização no

Estudo de Compósitos Elásticos

Apresentam-se neste caṕıtulo alguns exemplos de aplicação do MHA em proble-

mas de interesse na mecânica de compósitos, com o propósito de calcular as propriedades

efetivas desses materiais.

5.1 Aplicação do Método de Homogeneização Assintótica (MHA)

em Problemas da Teoria da Elasticidade Linear Clássica

Prado et al. (2010) empregam o MHA na obtenção de fórmulas anaĺıticas gerais

para os coeficientes efetivos de um compósito elástico-linear com microestrutura periódica.

Os principais aspectos desta investigação encontram-se abaixo, sendo que detalhes sobre

o cálculo dos coeficientes efetivos encontram-se no apêndice do artigo supracitado.

5.1.1 Equações Governantes do Problema Homogeneizado

Seja um corpo elástico-linear, anisotrópico, heterogêneo, provido de uma estru-

tura periódica. Este corpo ocupa uma região B limitada e aberta do espaço Euclidiano

tridimensional, com um contorno ∂B suave por partes. Um ponto X ∈ B tem coorde-

nadas (X1, X2, X3) em um sitema CCR fixo, conforme ilustrado na Fig. 10. Devido à

estrutura periódica do compósito, identifica-se uma célula periódica ocupando uma região

Y , conforme ilustrado no lado direito da Fig. 10. Esta região é formada pelas regiões

Ri, i = 1, 2, ocupadas por uma matriz e uma inclusão, respectivamente. Um ponto

Y ∈ Y tem coordenadas locais (Y1, Y2, Y3)..

Sejam uk as componentes do vetor deslocamento u no sistema de coordenadas

cartesianas. Aqui, deseja-se achar os campos de deslocamento uk que satisfaçam as
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equações de equiĺıbrio

∂

∂Xj

(
Cijkl(Y)

∂uk
∂Xl

)
− bi(X) = 0, X ∈ B ⊂ R3, (5.1)

uk = 0, X ∈ ∂B, (5.2)

em que as componentes do tensor de elasticidade, Cijkl, são funções reais Y-periódicas

definidas sobre Y e as componentes da força de corpo, bi(X), são funções reais e suaves

definidas sobre B.

Figura 10: Esquerda: Compósito com estrutura periódica. Direita: Célula periódica Y
com as regiões da matriz, R1, e inclusão, R2.

O MHA é um método multiescala que emprega variáveis global e local para

descrever o comportamento de um sólido. A variável global, ou, lenta X = (X1, X2, X3)

está relacionada à variável local, ou rápida Y = (Y1, Y2, Y3), por meio de Y = X/ς,

sendo ς um parâmetro geométrico pequeno representando a razão entre um comprimento

caracteŕıstico da célula periódica Y e um comprimento caracteŕıstico de B. No caso da

ilustração da Fig. 10, tem-se que ς = l/L

Considerando a elasticidade linear de Green e as simetrias menores do tensor

de elasticidade, é posśıvel mostrar que os coeficientes do PVC dado por (5.1) e (5.2)

satisfazem
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Cijkl(Y) = Cjikl(Y) = Cijlk(Y) = Cklij(Y) ∀ Y ∈ Y, (5.3)

ou seja, a matriz que representa o tensor de elasticidade possui 21 coeficientes elásticos

independentes. Além disso, o tensor de elasticidade é positivo definido, de modo que

∃C(Y) > 0,∀Y ∈ Y : Cijkl(Y)ekleij ≥ C(Y)eklekl,∀EL = (eij) ∈ Es
3, (5.4)

em que Es
3 é o espaço das matrizes simétricas de ordem 3. Desta forma, o problema dado

por (5.1) e (5.2) representa uma famı́lia de problemas para os quais a solução existe e é

única para cada valor do parâmetro ς (CIORANESCU; DONATO, 1999).

Os deslocamentos uk que satisfazem (5.1) e (5.2) admitem a expansão assintótica

uk = ς0u
(0)
k (X,Y) + ς1u

(1)
k (X,Y) + ς2u

(2)
k (X,Y) + ...., (5.5)

em que u
(h)
k (X,Y), com h = 0, 1, 2, . . ., são funções Y-periódicas com relação à variável

rápida Y.

Derivando (5.5) e aplicando a regra da cadeia, na expressão resultante, obtém-se

∂uk(X,Y)

∂Xl

=
∂u

(0)
k

∂Xl

+ ς−1∂u
(0)
k

∂Yl
+ ς

∂u
(1)
k

∂Xl

+
∂u

(1)
k

∂Yl
+ ς2∂u

(2)
k

∂Xl

+ ς
∂u

(2)
k

∂Yl
+ · · · . (5.6)

Em (5.6), utilizou-se ∂Yi/∂Xj = 1/ς, i, j = 1, 2, 3. Substituindo (5.6) em (5.1) e lem-

brando que o operador divergente é linear, resulta

bi(X) = ∂
∂Xj

(
Cijkl

∂u
(0)
k

∂Xl

)
+ ς−1 ∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(0)
k

∂Yl

)
+ ς ∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(1)
k

∂Xl

)
+

∂
∂Xj

(
Cijkl

∂u
(1)
k

∂Yl

)
+ ς2 ∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(2)
k

∂Xl

)
+ ς ∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(2)
k

∂Yl

)
+ · · · .

(5.7)

Aplicando novamente a regra da cadeia em(5.7), tem-se

bi(X) =
∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(0)
k

∂Xl

)
+ ς−1 ∂

∂Yj

(
Cijkl

∂u
(0)
k

∂Xl

)
+ ς−1 ∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(0)
k

∂Yl

)
+

ς−2 ∂

∂Yj

(
Cijkl

∂u
(0)
k

∂Yl

)
+ ς

∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(1)
k

∂Xl

)
+

∂

∂Yj

(
Cijkl

∂u
(1)
k

∂Xl

)
+

∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(1)
k

∂Yl

)
+ ς−1 ∂

∂Yj

(
Cijkl

∂u
(1)
k

∂Yl

)
+ ς2 ∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(2)
k

∂Xl

)
+

ς
∂

∂Yj

(
Cijkl

∂u
(2)
k

∂Xl

)
+ ς

∂

∂Xj

(
Cijkl

∂u
(2)
k

∂Yl

)
+

∂

∂Yj

(
Cijkl

∂u
|2|
k

∂Yl

)
+ · · · .

(5.8)
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Definindo o operador

Lαβ ϕ ≡
∂

∂αj

(
Cijkl

(
X

ς

)
∂

∂βl
ϕ

)
, (5.9)

pode-se reescrever (5.8) de forma compacta como

bi(X) = LXXu
(0)
k + ς−1LY Xu

(0)
k + ς−1LXY u

(0)
k + ς−2LY Y u

(0)
k + ςLXXu

(1)
k + LY Xu

(1)
k +

+ LXY u
(1)
k + ς−1LY Y u

(1)
k + ςLXXu

(2)
k + ςLY Xu

(2)
k + ςLXY u

(2)
k + LY Y u

(2)
k + · · · .

(5.10)

Agrupando os termos com iguais potências em ς em (5.10), tem-se

bi(X) = ς−2LY Y u
(0)
k + ς−1

(
LY Y u

(1)
k + LXY u

(0)
k + LY Xu

(0)
k

)
+

+ς0
(
LY Y u

(2)
k + LXY u

(1)
k + LY Xu

(1)
k + LXXu

(0)
k

)
+O(ς) + · · · .

(5.11)

Fazendo ς → 0 em (5.11), obtém-se um sistema de equações para a determinação

das funções u
(h)
k , h = 0, 1, 2, . . ., dado por

LY Y u
(0)
k = 0, (5.12)

LY Y u
(1)
k = −LXY u(0)

k − LY Xu
(0)
k , (5.13)

LY Y u
(2)
k = −LXY u(1)

k − LY Xu
(1)
k − LXXu

(0)
k + fi. (5.14)

As expressões (5.12)-(5.14) representam uma sequência recorrente de PVCs locais,

isto é, PVCs definidos sobre a célula periódica Y, a partir dos quais se elimina a oscilação

rápida do problema original e obtém-se a equação do problema homogeneizado juntamente

com as expressões dos coeficientes efetivos.

Para o tratamento desta sequência, introduz-se o operador média de uma função

Y-periódica g : B × Y → R, dado por

〈g〉 (X) = 1
|Y|

∫
Y

g(X,Y)dY, (5.15)

em que |Y | é o volume de Y, considerado unitário neste trabalho. Além disso, emprega-

se o lema apresentado a seguir, que é um caso particular de um resultado mais geral

apresentado no apêndice do livro de Bakhvalov e Panasenko (1989).

Lema 5.1. Sejam N = (Ni(Y)), F = (Fi(Y)), Cijkl(Y) funções suaves e Y-periódicas,

com as componentes Cijkl(Y) correspondendo a um tensor de elasticidade simétrico e

positivo definido. O sistema LY YN = F tem solução na classe das funções Y-periódicas

se e somente se 〈Fi〉 = 0. Segue que N = ∼N +C, em que ∼N é uma solução de LY YN = F
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com média nula e C é um vetor constante. Ao reescrever (5.12) juntamente com (5.9),

obtém-se

∂

∂Yj

(
Cijkl(Y)

∂u
(0)
k (X,Y)

∂Yl

)
= 0. (5.16)

Em razão da linearidade de (5.16) e pelo Lema 5.1, tem-se que

u
(0)
k (X,Y) = ∼u

(0)
k (X,Y) + vk(X), (5.17)

em que ∼u
0
k(X,Y) é uma solução de (5.16) com média nula e vk não depende da variável Y.

Em particular, toma-se ∼u
0
k(X,Y) = 0, resultando em u

(0)
k (X,Y) = vk(X). Deste modo,

eliminou-se a oscilação rápida dos coeficientes Cijkl.

Do parágrafo anterior segue que LXY u
(0)
k = 0. Portanto, (5.13) reduz-se a

LY Y u
(1)
k = −LY Xu(0)

k . (5.18)

Reescrevendo(5.18) em sua forma expandida, obtém-se

∂

∂Yj

(
Cijkl(Y)

∂u
(1)
k (X,Y)

∂Yl

)
= − ∂

∂Yj
Cijkl(Y)

∂vk(X)

∂Xl

, i = 1, 2, 3. (5.19)

Em virtude da linearidade de (5.19), emprega-se o método de separação de

variáveis (WEINBERGER, 1965) para escrever a solução u
(1)
k na forma

u
(1)
k (X,Y) = Nk(pq)(Y)

∂vp(X)

∂Xq

, k = 1, 2, 3, (5.20)

em que Nk(pq)(Y) são funções Y-periódicas.

Substituindo (5.19 ) em (5.20), obtém-se

∂

∂Yj

(
Cijkl(Y)

∂Nk(pq) (Y)

∂Yl

∂vp(X)

∂Xq

+ Cijkl(Y)
∂vk(X)

∂Xl

)
= 0, i = 1, 2, 3. (5.21)

Rearranjando os ı́ndices em (5.21) e reescrevendo a expressão resultante, chega-se

a
∂

∂Yj

(
Cijkl(Y)

∂Nk(pq) (Y)

∂Yl
+ Cijpq(Y)

)
∂vp(X)

∂Xq

= 0, i = 1, 2, 3. (5.22)
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Escolhe-se agora Nk(pq)(Y), Y-periódica, p, q = 1, 2, 3.tal que

∂

∂Yj

(
Cijkl(Y)

∂Nk(pq)

∂Yl
+ Cijpq(Y)

)
= 0. (5.23)

Esta escolha pode ser realizada porque o sólido possui uma distribuição Y-periódica de

células sob condições de deslocamentos periódicos.

As expressões (5.23) só dependem da variável Y e, portanto, permitem a for-

mulação de um PVC local, o qual consiste em achar as funções Y-periódicas Nk(pq), p, q =

1, 2, 3, que satisfaçam o sistema de equações (5.23).

Observa-se do exposto acima que o MHA conduz à formulação forte dos problemas

locais sobre a célula periódica. Por meio da solução destes problemas é posśıvel determi-

nar as componentes elásticas efetivas do tensor de elasticidade, que são as propriedades

mecânicas de um material homogeneizado. Em geral, este material homogeneizado é

anisotrópico, mesmo quando todas as fases são isotrópicas.

Para estudar a existência de soluções Y-periódicas de (5.18), define-se

F ≡ −LY Xu(0)
k . (5.24)

Utilizando (5.9)e lembrando que u
(0)
k depende somente de X, escreve-se (5.24) na

forma expandida

F (X,Y) = −∂ Cijkl(Y)

∂ Yj

∂u
(0)
k (X)

∂ Xl

. (5.25)

Aplicando o operador média em (5.25), obtém-se

〈F 〉 (X) =

〈
∂

∂Yj
Cijkl

〉(
−∂vk(X)

∂Xl

)
. (5.26)

Utilizando agora o Teorema da Divergência sobre o primeiro termo do lado direito

de (5.26), lembrando que |Y | = 1 e que os coeficientes Cijkl são Y-periódicos, obtém-se〈
∂

∂Yj
Cijkl

〉
=

∫
∂Y

Cijklηjds = 0, (5.27)

em que ηj são as componentes do versor normal à superf́ıcie de Y. Segue, portanto, de

(5.26) que 〈F 〉 (X) = 0, para ∀ X ∈ B. Pelo Lema 5.1, a expressão (5.27) possui solução

na classe das funções Y-periódicas.
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A fim de investigar a expressão (5.14), redefine-se F como

F ≡ −LXY u(1)
k − LY Xu

(1)
k − LXXu

(0)
k + bi. (5.28)

Utilizando as expressões (5.9) e (5.20), reescreve-se (5.28) na forma expandida

F (X,Y) = − ∂
∂Xj

(
Cijkl(Y) ∂

∂Yl

(
Nk(pq) (Y) ∂vp(X)

∂Xq

))
−

∂
∂Yj

(
Cijkl(Y) ∂

∂Xl

(
Nk(pq) (Y) ∂vp(X)

∂Xq

))
− ∂

∂Xj

(
Cijkl(Y)∂vk(X)

∂Xl

)
+ bi (X) .

(5.29)

Lembrando da expressão (5.17) que vp depende somente de X, obtém-se

F (X,Y) = −Cijkl(Y)
∂Nk(pq)(Y )

∂Yl

∂2vp (X)

∂Xj∂Xq

−

∂

∂Yj

((
CijklNk(pq)

)
(Y)

∂2vp (X)

∂Xl∂Xq

)
− Cijkl(Y)

∂2vk(X)

∂Xj∂Xl

+ bi (X) .

(5.30)

Rearranjando os ı́ndices da expressão (5.30), pode-se escrevê-la na forma

F ≡ −
(
Cijkl(Y)

∂Nk(pq)(Y)

∂Yl
+

∂

∂Ym

(
Cimkj(Y)Nk(pq)(Y)

)
+ Cijpq(Y)

)
∂2vp(X)

∂Xj∂Xq

+ bi(X).

(5.31)

Aplicando o operador média em ambos os lados de (5.31), tem-se

〈F 〉 ≡ −
〈
Cijkl

∂Nk(pq)

∂Yl
+ Cijpq

〉
∂2vp(X)

∂Xj∂Xq

+ 〈bi(X)〉 , (5.32)

em que 〈
∂

∂Ym

(
CimkjNk(pq)

)〉
= 0, (5.33)

pois CimkjNk(pq) é Y-periódico para cada i.

A condição necessária e suficiente para que (5.32) admita solução na classe das

funções Y-periódicas é

Ĉijpq
∂2vp(X)

∂Xj∂Xq

= 〈bi(X)〉 , (5.34)

em que

Ĉijpq =

〈
Cijkl

∂Nk(pq)

∂Yl
+ Cijpq

〉
(5.35)

são as expressões gerais para os coeficientes efetivos. O problema homogeneizado corres-

pondente consiste em achar vp : →R, p = 1, 2, 3, que satisfaçam o sistema de equações

(5.34) juntamente com condições de contorno compat́ıveis com (5.2).

Resultados sobre a proximidade entre a solução u do problema original, dado por
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(5.1) e (5.2), e a solução u do problema homogeneizado dado por (5.34) e (5.35), podem

ser consultados em Bakhvalov e Panasenko (1989). Estes autores mostram, utilizando o

prinćıpio do máximo generalizado para equações eĺıpticas, que∥∥u(2) − u
∥∥
C[B̄]

= O(ς), (5.36)

‖u− v0‖C[B] = O(ς), (5.37)

em que C[B̄] é o espaço das funções cont́ınuas em B̄ = B
⋃
∂B, ‖ • ‖e , sup

X∈B̄
| • | e O é um

śımbolo de ordem, ou, śımbolo de Landau que satisfaz lim
ς→0

∣∣∣O(ς)
ς

∣∣∣ = 0.

5.1.2 Coeficientes efetivos Ĉijpq

Obtém-se agora as expressões anaĺıticas dos coeficientes efetivos para os proble-

mas Lpq definidos em (5.12)-(5.14).

Sendo os coeficientes efetivos de um sólido elástico-linear dados por (5.35), estes

podem ser reescritos na forma expandida como

Ĉijpq =
〈
Cijpq + Cij11

∂N1(pq)

∂Y1
+ Cij12

∂N1(pq)

∂Y2
+ Cij13

∂N1(pq)

∂Y3
+ Cij21

∂N2(pq)

∂Y1
+

Cij22
∂N2(pq)

∂Y2
+ Cij23

∂N2(pq)

∂Y3
+ Cij31

∂N3(pq)

∂Y1
+ Cij32

∂N3(pq)

∂Y2
+ Cij33

∂N3(pq)

∂Y3

〉
.

(5.38)

Conforme será demonstrado na Seção 5.1.3, o tensor dos coeficientes efetivos

conserva suas propriedades de simetria, embora se obtenha a partir de (5.38) expressões

diferentes para um mesmo resultado. Isto ocorre porque, por exemplo, as funções Nk(13)

e Nk(33) são soluções de problemas locais diferentes, ou seja, Nk(13) é solução do problema

L13 enquanto que Nk(33) é solução do problema L33. Desta forma, é posśıvel controlar os

resultados dos cálculos numéricos para cada material compósito de interesse, pois a partir

de problemas diferentes com fórmulas diferentes deve-se obter os mesmos resultados. Este

fato mostra a possibilidade de autocontrole dos cálculos dos coeficientes efetivos obtidos

com o emprego do MHA.

5.1.3 Conservação das Propriedades de Simetria e de Positividade do Ten-
sor de Elasticidade Efetivo

Demonstra-se agora a conservação das propriedades de simetria e de positividade

do tensor de elasticidade efetivo com componentes Ĉijpq para os problemas Lpq. A de-

monstração segue o desenvolvimento apresentado nos trabalhos de Bakhvalov e Panasenko
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(1989) e Sixto (2010).

Demonstra-se que Ĉijpq = Ĉjipq, Ĉijpq = Ĉijqp e Ĉijpq = Ĉpqij, com 1 ≤ i ≤
3, 1 ≤ p ≤ 3 . Para isto, introduz-se a matriz

Ajq(Y) = (Cijpq)i,p=1,2,3 , ou seja, Ajq(Y) =


C1j1q C1j2q C1j3q

C2j1q C2j2q C2j3q

C3j1q C3j2q C3j3q

 . (5.39)

Pela expressão do coeficiente efetivo, dada em (5.35), e utilizando uma das sime-

trias menores do tensor de elasticidade, Cijpq = Cjipq, tem-se

Ĉijpq =

〈
Cijpq + Cijsr

∂Ns(pq)

∂Yr

〉
=

〈
Cjipq + Cjisr

∂Ns(pq)

∂Yr

〉
= Ĉjipq. (5.40)

Utilizando agora a outra simetria menor, Cijpq = Cijqp, juntamente com u
(1)
k =

Nk(pq)(Y)∂vp(X)/∂Xq = Nk(qp)(Y)∂vq(X)/∂Xp, resulta em

Ĉijpq =

〈
Cijpq + Cijsr

∂Ns(pq)

∂Yr

〉
=

〈
Cijqp + Cijrs

∂Nr(qp)

∂Ys

〉
= Ĉijqp, (5.41)

em que lembramos da Seção 5.1 que Ns(pq)(Y) são funções Y-periódicas.

Para mostrar a simetria maior,

Ĉijpq = Ĉpqij, (5.42)

utiliza-se (5.35) juntamente com (5.39) e define-se Ns(Y) ≡ Ns(pq)(Y). Assim, tem-se que

Ârs(Y) =
〈
Arl(Y)∂Ns(Y)

∂Yl
+ Ars(Y)

〉
,

=
〈
Arl(Y)∂Ns(Y)

∂Yl
+ Arl(Y)∂Ys

∂Yl

〉
,

=
〈
Arl(Y)

(
∂(Ns(Y)+YsI)

∂Yl

)〉
,

=
〈
Arl(Y)

(
∂Ms(Y)
∂Yl

)〉
,

(5.43)

em que Ms(Y) ≡ Ns(Y) + YsI e I é a matriz identidade 3 por 3.

Dado Ms =
(
msβ
γ

)
, os elementos da matriz Ârs podem ser escritos como

Ĉirks =

〈
Cirpq

∂Mp(sk)

∂Yq

〉
, (5.44)

ou, ainda,

Ĉirks =

〈
Cltpq

∂msk
p

∂Yq

∂Yr
∂Yt

δil

〉
, (5.45)
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em que δil é o delta de Kronecker.

Por outro lado, tendo em vista a definição de Ms acima, a expressão (5.23) toma

a forma
∂

∂Yj

(
Ajq(Y)

∂Ms(Y)

∂Yq

)
= 0. (5.46)

Multiplicando agora (5.46) por uma função teste ϕ(Y), matriz 3 por 3, Y-periódica,

e aplicando o operador média, tem-se〈
∂

∂Yj

(
Ajl

∂Ms

∂Yl

)
ϕ

〉
= 0. (5.47)

Observa-se que〈
∂

∂Yj

(
Ajq

∂Ms

∂Yq

)
ϕ

〉
+

〈
Ajq

∂Ms

∂Yq

∂ϕ

∂Yj

〉
=

〈
∂

∂Yj

(
Ajq

∂Ms

∂Yq
ϕ

)〉
,

〈
∂
∂Yj

(
Ajq

∂Ms

∂Yq

)
ϕ
〉

= 0 devido a (5.47 ) e〈
∂
∂Yj

(
Ajq

∂Ms

∂Yq
ϕ
)〉

= 0 devido à periodicidade.

Assim, 〈
Ajq

∂Ms

∂Yq

∂ϕ

∂Yj

〉
= 0, (5.48)

ou, em componentes, 〈
Cltpq

∂msk
p

∂Yq

∂ϕil
∂Yt

〉
= 0. (5.49)

Somando (5.45 ) e (5.49), obtém-se

Ĉirks =

〈
Cltpq

∂msk
p

∂Yq

∂ (ϕil + Yrδil)

∂Yt

〉
. (5.50)

Fazendo ϕ = NT
r e lembrando que Ms ≡ Ns + YsI, tem-se

Ĉirks =

〈
Cltpq

∂msk
p

∂Yq

∂mri
l

∂Yt

〉
=

〈
Cpqlt

∂mri
p

∂Yt

∂msk
l

∂Yq

〉
= Ĉksir. (5.51)

Deste modo, demonstram-se todas as simetrias do tensor de elasticidade efetivo,

ou seja,

Ĉijpq = Ĉjipq = Ĉijqp = Ĉpqij. (5.52)
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Demonstra-se agora a condição de positividade

(Ârsηr, ηs) ≥ ψ1 (ηr, ηs) , (5.53)

em que Ârs é a matriz dos coeficientes efetivos definida em(5.39) e ψ1 > 0. Explicitamente,

tem-se

Ĉirksηksηir ≥ ψ1ηirηir, (5.54)

em que ηir são os elementos de uma matriz simétrica não-nula arbitrária. Logo, segue de

(5.50) que

Ĉirks =

〈
Cltpq

∂msk
p (Y)

∂Yq

∂mri
l (Y)

∂Yt

〉
. (5.55)

Para demonstrar (5.54), prova-se que

Ĉirksηksηir =

〈
Cltpq

∂ηksm
sk
p

∂Yq

∂ηirm
ri
l

∂Yt

〉
≥ ψ1ηirηir. (5.56)

Dado que a matriz Ars(Y) é positiva definida, tem-se que

Cltpq
∂ηksm

sk
p (Y)

∂Yq

∂ηirm
ri
l (Y)

∂Yt
≥ ψ1

∑
i,l

(
∂

∂Yt

(
ηism

ri
l

))
. (5.57)

Utilizando (5.56)-(5.57) e aplicando a desigualdade de Cauchy-Buniakowski-Schwarz,(
〈fg〉2 ≤ 〈f〉2 〈g〉2

)
, resulta

Ĉirksηksηir ≥ ψ1

∑
t,l

〈(
∂

∂Yt

(
ηirm

ri
l

))2
〉
≥ ψ1

∑
t,l

〈
∂

∂Yt

(
ηirm

ri
l

)〉2

. (5.58)

Dado que mri
l = ηril se l 6= i, mri

l = ηrll + Yr se l = i e Nr(Y ) é uma função

Y-periódica, tem-se que
〈

∂
∂Yt

(ηirη
ri
l )
〉

= 0. Logo, o lado direito de (5.58 ) resulta em

ψ1

∑
t,l

〈
∂
∂Yt

(nirm
ri
l )
〉2

= ψ1

∑
t,l

〈
∂
∂Yt

(nirYr)
〉2

,

= ψ1

∑
t,l

〈
nir

∂Yr

∂Yt

〉2

,

= ψ1

∑
j,τ (nir)

2 ,

= ψ1nirnir.

(5.59)

Portanto,

Ĉirksηksηir ≥ ψ1ηirηir, (5.60)

o que prova a positividade do tensor de elasticidade efetivo Ĉ dado por (5.35).
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Neste estudo aplicou-se o MHA para a obtenção das expressões dos coeficientes

efetivos de um compósito, modelado por um PVC definido em um meio tridimensional,

anisotrópico e heterogêneo da Teoria da Elasticidade Linear. A solução do problema foi

expressa em termos de uma expansão assintótica. Esta expansão, ao ser substitúıda no

problema original, gera uma sequência recorrente de problemas auxiliares que conduzem à

formulação dos problemas locais, ou, problemas elásticos na célula periódica. As soluções

destes problemas locais permitem determinar as expressões dos coeficientes efetivos e a

equação do problema homogeneizado. Determinou-se a forma geral dos coeficientes do

tensor de elasticidade efetivo, os quais representam as propriedades mecânicas do material

homogeneizado. Além disto, demonstrou-se a conservação das propriedades de simetria e

de positividade deste tensor de elasticidade.

5.1.4 Comportamento Efetivo de Laminado Elástico-Linear

Considera-se o problema de um laminado composto por fases periódicas feitas de

material elástico, linear e isotrópico e aplica-se o MHA para obter a solução do problema

homogeneizado correspondente. Na Seção 6.1 mostra-se que a solução obtida numeri-

camente utilizando o MEF converge para a solução do problema homogeneizado obtido

via MHA quando o número de lâminas n tende ao infinito. A investigação do problema

linear serve de base para a investigação de problemas não-lineares considerando as fases

formadas por materiais hiperelásticos.

Considere um cilindro reto ocupando a região B = (0.5) × (0.5) × (1.0) ⊂ R3,

lembrando da Seção 3, um ponto X ∈ B é dado pelas coordenadas cartesianas retangulares

(X1, X2, X3). O cilindro é um laminado bifásico contendo uma distribuição periódica de

n lâminas elásticas, lineares e isotrópicas e está submetido a um ensaio de tração uniaxial

conforme ilustrado na Fig 11. Na ausência de forças de corpo, segue de (3.21) juntamente

com (4.2) e (4.3) que o problema correspondente consiste em achar o deslocamento u =

(u1, u2, u3) que satisfaça as equações de equiĺıbrio

∂

∂Xj

(
λ div u δij +µ

(
∂ui
∂Xj

+
∂uj
∂Xi

))
= 0 em B, i = 1, 2, 3, (5.61)

em que div u = ∂ ui/∂ Xi e as constantes de Lamé λ e µ são dadas por

λ = λ (1), µ = µ (1), fase 1 ,

λ = λ (2), µ = µ (2), fase 2,
(5.62)
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juntamente com as condições de contorno
ui = 0, Tij = 0, j 6= i, sobre Xi = 0, i, j = 1, 2, 3,

Tij = 0 sobre Xi = 0.5 , i = 1, 2; j = 1, 2, 3,

T3j = 0, j = 1, 2, T33 = T sobre X3 = 1.0 ,

(5.63)

em que T é um valor conhecido.

Figura 11: Configuração de referência do compósito bilaminado constituido de material
elástico-linear.

Lembra-se da Seção 5.1.1 que o MHA consiste em expressar a solução u(X) ≡
ui(X) ei de (5.61) a (5.63) como uma expansão assintótica da forma (5.5) em que Y =X/ς

é a variável local e ς é um parâmetro pequeno. O procedimento descrito naquela seção

é geral e pode ser empregado aqui para calcular os coeficientes efetivos do bilaminado

elástico-linear composto de fases homogêneas e isotrópicas. Neste sentido, o sistema de

equações governantes do problema homogeneizado é dado por (5.34), na ausência das

forças de corpo bi(X), e os coeficientes efetivos Ĉijpq, i, j p q = 1, 2, 3, por (5.35).

Pode-se mostrar, segundo Pobedrya (1984), que estes coeficientes são as con-

stantes elásticas de um sólido transversalmente isotrópico ocupando a região B. Os valores

não nulos destas constantes são dados por (POBEDRYA, 1984)

Ĉ1111 = Ĉ2222 = 〈λ+2µ〉+ 〈1/ (λ+2µ)〉−1 〈λ/ (λ+2µ)〉2 − 〈λ2/ (λ+2µ)〉 ,
Ĉ3333 = 1/ 〈1/ (λ+2µ)〉, Ĉ1133 = Ĉ2233 = 〈λ/ (λ+2µ)〉 / 〈1/ (λ+2µ)〉,
Ĉ1212 = 1/2

(
Ĉ1111 − Ĉ1122

)
= 〈µ〉 , Ĉ1313 = Ĉ2323 = 1

/
〈µ〉,

(5.64)

em que 〈·〉 é o operador da média definido em (5.15).

Aqui, o problema homogeneizado consiste em determinar o deslocamento u0 =
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(u0 1, u0 2, u0 3) que satisfaça as equações de equiĺıbrio

Ĉijkl
∂2u0k

∂Xj∂Xl

= 0 em B, i = 1, 2, 3, (5.65)

juntamente com as condições de contorno


u0i = 0, T̂0ij = 0, j 6= i, sobre Xi = 0, i, j = 1, 2, 3,

T̂0ij = 0 sobre Xi = 0.5 , i = 1, 2; j = 1, 2, 3,

T̂03j = 0, j = 1, 2, T̂033 = T sobre X3 = 1.0 ,

(5.66)

em que T̂0ij = Ĉijkl
∂u0k

∂Xl
e T é o valor conhecido em (5.63).

O problema homogeneizado (5.65) e (5.66) possui solução da forma

u0i = εi X i, (sem soma sobre i) (5.67)

em que εi é facilmente determinado das condições de contorno e dado por

ε1 = ε2=
Ĉ1133 T

2
(
Ĉ1133

)2

−
(
Ĉ1122 + Ĉ2222

)
Ĉ3333

,

ε3=

(
Ĉ1122 + Ĉ2222

)
T

−2
(
Ĉ1133

)2

−
(
Ĉ1122 + Ĉ2222

)
Ĉ3333

.

(5.68)

Os resultados obtidos para as tensões e deformações médias em X3 = 1.0 são

apresentados na Fig. 16 da Seção 6.1 juntamente com resultados obtidos da solução apro-

ximada via MEF do problema (5.61) a (5.63) utilizando um número crescente de lâminas.

A obtenção desta solução é descrita na Seção 6.1.

5.2 Aplicação do MHA no Estudo do Comportamento Efetivo de

Laminado Elástico Não-Linear

Considera-se um laminado obtido a partir de uma distribuição periódica de células

na direção X 1, na qual cada célula é constitúıda por duas lâminas planas consecutivas

de mesma altura H2 e largura H3, e comprimentos L 1 and L 2 em uma configuração de

referência do corpo, como ilustrado na Fig. 12. Tem-se então que as configurações de
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referência do laminado e de suas células periódicas são dadas por B = B 1

⋃
B 2, B 1

⋂
B 2 =

∅, e Ω ≡ Ω 1

⋃
Ω 2, Ω 1

⋂
Ω 2 = ∅, respectivamete, em que B r e Ω r, r = 1, 2, são as

configurações de referência não deformadas da fase r do laminado e suas células periódicas,

respectivamente.

Figura 12: Configuração de referência de a) Laminado; b) Célula periódica.

Observa-se da Fig. 12 que L é o comprimento da célula periódica e C é um

comprimento caracteŕıstico do compósito bifásico, que é muito maior do que L. Então,

introduz-se novamente um parâmetro geométrico pequeno ς , L/C e distingue-se duas

escalas espaciais, uma das quais é global e relacionada à variável lenta X e a outra é local

e relacionada à variável rápida Y = X/ς. Deseja-se encontrar uma solução do problema

de valor de contorno estabelecido na Seção 3 para uma microestrutura refinada, ς << 1,

utilizando a expansão em série de potências

u(X) = u ς(X,Y1) , u0(X) + ςp up(X, Y 1) , (5.69)

em que u0 : B → R3 é continuamente diferenciável e representa o campo de deslocamento

em um corpo homogeneizado e up : B × (0, L) → R3, p = 1, 2, . . . , é continuamente

diferenciável em ambos B e (0, L 1)
⋃

(L 1, L), é uma função periódica de Y1 ∈ (0, L),

e representa uma correção de ordem O(ςp) para a aproximação de ordem zero u0. Na

interface Y1 = L 1, up é cont́ınuo. Devido a periodicidade Ω de ∂ up (•, Y1) /∂Y1, tem-
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se que 〈∂ up/∂Y1〉 = 0, em que 〈•〉 ,
∫ L

0
(•) d Y 1

/
L é o operador da média em (0, L),

conforme já definido anteriormente na Seção 5.1.1. Para evitar campos de translação

ŕıgida, impõe-se também 〈up〉 = 0. Substitui-se então (5.69) em (3.1), e utilizando a regra

da cadeia, obtém-se a expansão em série de potências

F(X) = F ς(X, Y1) , F0(X) + ςp Fp(X, Y 1) , (5.70)

em que

F0(X, Y1) , 1 + grad u0 (X) + ∂ u1(X, Y1)
∂Y1

⊗ e1,

Fp(X, Y1) , grad up (X, Y1) + ∂ up+1(X, Y1)
∂Y1

⊗ e1,
(5.71)

p = 1, 2, ..., com {e1, e2, e3} sendo uma base ortonormal fixada para o sistema de Coor-

denadas Cartesianas Retangulares.

Substituindo (5.70) em (3.16) e considerando a expansão em série de Taylor da

expressão resultante F0 para ς pequeno, obtém-se

P(X) = P ς(X,Y1) , P0(X, Y 1) + ς P1(X, Y 1) +O(ς2) , (5.72)

em que

P0(X,Y1) , ∂ φ̃(F ς(X,Y 1),Y1)
∂ F ς

∣∣∣
ς=0

,

P1(X, Y 1) , ∂ 2 φ̃(F ς(X,Y 1),Y1)
∂ F ς ∂ F ς

∣∣∣
ς=0

F1(X, Y 1) .
(5.73)

Em (5.73), φ̃ (F ς ,Y1) = φ̃ (F,X) é a densidade de energia armazenada calculada em F ς

para um ponto material na coordenada Y1 na célula periódica Ω.

Substituindo P ς(X,Y1), dado por (5.72), na equação de equiĺıbrio (3.18) e uti-

lizando a regra da cadeia, obtém-se as séries infinitas

ς−1 ∂ (P0(X,Y 1) e1)
∂Y 1

+ ς0

[
Div P0(X, Y 1) +

∂ (P1(X,Y 1) e1)
∂Y 1

]
+O (ς) = 0,

(5.74)

X ∈ B , Y 1 ∈ (0, L 1)
⋃

(L 1, L) . Multiplicando estas séries por ς e fazendo ς → 0 ,

obtém-se a equação diferencial ∂ (P0(X,Y 1) e1 ) /∂ Y 1 = 0 para Y 1 ∈ (0, L 1)
⋃

(L 1, L) um

X ∈ B fixado, que produz um sistema de três equações não-lineares para a determinação

das três componentes de ∂ u1 (X, Y1) /∂Y1. Admitindo-se que uma solução para este

sistema existe, ela pode ser da forma

∂ u1 (X, Y1)

∂Y1

=

[
χ1 (Y1)− c 1

c 2

χ2 (Y1)

]
g 1 (X) , (5.75)
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em que tem-se utilizado a periodicidade Ω de ∂ u1 (•, Y1) /∂Y1,

χ1 (Y1) ,

{
1 se Y1 ∈ (0, L 1)

0 , caso contrário
, χ2 (Y1) ,

{
1 se Y1 ∈ (L 1, L)

0 , caso contrário
, (5.76)

são funções indicadoras, e c i , 〈χ i〉 ≡ L i/L, i = 1, 2, é a fração de volume da i-ésima

fase. Também g 1 : B → R3 é determinado da continuidade de carregamentos na interface

Y1 = L 1, o qual é da forma P ς(X,L−1 ) e 1 = P ς(X, L+
1 ) e 1 , em que para δ > 0. Segue

dessa condição de continuidade que P0(X,L−1 ) e 1 = P0(X, L+
1 ) e 1, produzindo um sistema

de três equações não-lineares para a determinação das três componentes de g 1 (X).

Para o próximo termo nas séries infinitas de potências de ς dadas por (5.74),

correspondendo a ς0, faz-se ς → 0 e obtém-se a equação diferencial

Div P0(X,Y 1) +
∂ (P1(X, Y 1) e1 )

∂ Y 1

= 0 , (5.77)

X ∈ B , Y 1 ∈ (0, L 1)
⋃

(L 1, L) , em que ambos P0(X,Y1) e P1(X,Y1) são dados por

(5.73). Tomando a média de (5.77) e utilizando a periodicidade Ω de up, p = 1, 2, . . . ,,

obtém-se a equação de equiĺıbrio homogeneizada

Div
〈
P0
〉

= 0 em B . (5.78)

Dado que u1 : B × (0, L) → R3 é conhecido da expressão (5.75) com g 1 (X)

determinado da condição de carregamento P0(X,L−1 ) e 1 = P0(X, L+
1 ) e 1, deseja-se en-

contrar um deslocamento cinematicamente admisśıvel u0 : B → R3 que satisfaça a

equação de equiĺıbrio homogeneizada (5.78) juntamente com a condição de contorno

u (X) =
(
F̄− 1

)
X, X ∈ ∂B. Evidentemente,

u0 (X) =
(
F̄− 1

)
X , X ∈ B , (5.79)

é uma solução deste problema homogeneizado, a qual é chamada de solução principal.

Na Seção 6.2 apresentam-se resultados numéricos indicando que uma solução secundária

bifurca da solução principal.

De agora em diante, assume-se que (5.79) está assegurada. Então, tem-se que

g 1 (X) = g, em que g ∈ R3 é constante. Segue-se então a partir de (5.75) que ∂ u1 (X, Y1) /∂Y1

é constante por partes em (0, L 1)
⋃

(L 1, L) e independente de X. Integrando (5.75) com

respeito a Y1 e impondo a condição 〈u1〉 = 0, encontra-se que u1 é somente uma função
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de Y 1. Portanto, grad u1 (X, Y1) = 0 em (5.71) para p = 1, produzindo

F1(X, Y1) =
∂ u2 (X, Y1)

∂Y1

⊗ e1 . (5.80)

Adicionalmente, F0, dado por (5.71.a), e P0, dado por (5.73.a), deve ser indepen-

dente de X, produzindo Div P0(X,Y 1) ≡ 0 e ∂ (P1(X,Y 1) e1 ) /∂ Y 1 = 0 de (5.77) para

Y 1 ∈ (0, L 1)
⋃

(L 1, L) e um X ∈ B fixado, em que P1(X,Y 1) é dado por (5.73.b), com

F1(X,Y 1) dado por (5.80). Esta equação diferencial produz um sistema de três equações

lineares para a determinação das três componentes de ∂ u2 (X, Y1) /∂Y1. Utilizando a

periodicidade Ω de ∂ u2 (•, Y1) /∂Y1, encontra-se que a solução deste sistema é da forma

∂ u2 (X, Y1)

∂Y1

=

[
χ1 (Y1)− c 1

c 2

χ2 (Y1)

]
h 1 (X) , (5.81)

em que χr : Ω → {0, 1} , r = 1, 2, são funções indicadoras dadas por (5.76) e lembra-se

do exposto acima que c i , 〈χ i〉 ≡ L i/L, i = 1, 2, são as frações de volume. Tem-se

também que h 1 : B → R3 é determinado da continuidade de carregamento na interface

Y1 = L 1, dada por P1(X,L−1 ) e 1 = P1(X, L+
1 ) e 1, em que P1 : B × (0, L) → R3 é dado

por (5.73.b) juntamente com (5.80). Esta continuidade de carregamento toma a forma{[
A0

(
X, L−1

)
+
c1

c2

A0

(
X, L+

1

)]
(h 1 (X)⊗ e 1)

}
e 1 = 0, (5.82)

em que A0 (X, Y1) , D2 φ̃ (Fς , Y1)
∣∣∣
ς=0

. A expressão (5.82) produz um sistema de três

equações lineares para a determinação das três componentes de h 1 (X). Evidentemente,

a menos que o tensor de segunda ordem dentro das chaves seja singular, este sistema não

tem solução não-trivial. Para a classe especial de materiais hiperelásticos considerados na

Seção 6.2, apresentam-se resultados numéricos nessa seção que confirmam a existência de

uma solução da forma (5.75) com g1 (X) = g determinada da condição de carregmento

P0(X,L−1 ) e 1 = P0(X, L+
1 ) e 1 e h1 (X) ≡ 0.

Repetindo os argumentos dados anteriormente para os termos de alta ordem

F ς(X, Y1) dados por ambos (5.70) e (5.71), encontram-se sistema de equações lineares

para a determinação de ∂ up (X, Y1) /∂Y1 , p ≥ 2 , que produz up (X, Y1) = 0 para p ≥ 2.

Segue-se então de (5.69), (5.79), e (5.75) com g 1 (X) = g que

u ς(X,Y1) =
(
F̄− 1

)
X

+ ς
{∫ Y1

0

[
χ1 (Y )− c 1

c 2
χ2 (Y )

]
dY + c 1 L

c 2
χ2 (Y1)− L 1

2

}
g ,

(5.83)

em que se impõe a condição de continuidade através da interface Y1 = L 1 e nenhuma
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traslação ŕıgida sobre u1. A expressão (5.83) produz o campo de deformação xς , X+uς

distante do contorno de um bilaminado hiperelástico em equiĺıbrio na ausência de forças

de corpo e sujeito à condição de contorno

u (X) =
(
F̄− 1

)
X, X ∈ ∂B, (5.84)

em que F̄ ∈ L é constante. Próximo ao contorno, termos complementares devem ser

acrescentados à expressão (5.69) para levar em conta efeitos de borda (Pruchnicki (1998)).

Neste trabalho, considera-se somente o comportamento do laminado distante do contorno.

Na Seção 6.2 considera-se uma classe especial de materiais hiperelásticos junta-

mente com uma expressão particular para F̄ em (5.83) e resolve-se o problema do bilami-

nado estabelecido acima de modo aproximado utilizando o Método dos Elementos Finitos

(MEF). Resultados computacionais obtidos sempre distantes do contorno do bilaminado

parecem indicar que uma outra solução é posśıvel para este problema.

5.3. Aplicação do Método Tangente de Segunda Ordem na Análise

de Laminados Elásticos Não-Lineares

Neste trabalho considera-se um cilindro reto ocupando uma região Ω, com con-

torno ∂ Ω, em uma configuração de referência. O eixo do cilindro é paralelo a um versor e1

de uma base ortonormal fixa {e1, e2, e3}. O cilindro é um laminado com m fases distintas

contendo uma distribuição periódica de n lâminas hiperelásticas e isotrópicas com direção

de laminação paralela ao versor e1 na configuração de referência. Nesta seção considera-se

que m = 2, ou seja, o laminado é bifásico. A distribuição periódica das lâminas permite

introduzir um elemento representativo Y de comprimento L e constitúıdo das fases Y1 e

Y2 com comprimentos L1 e L2, respectivamente.

A função densidade de energia de deformação do bilaminado pode ser escrita na

forma

φ̃(F,X) =
2∑
r=1

χr(X) φ̃r(F) , χr(X) :=

{
1 , se X em fase r ,

0 , caso contrário ,
(5.85)

em que χr : R3 → R e φ̃r : Lin+ → R são a funções indicadora e densidade de energia

de deformação, respectivamente, da fase r. Utilizando (5.85), pode-se obter a resposta

mecânica do material em um ponto arbitrário X ∈ Ω a partir de (3.26). Esta resposta

mecânica é local, ou, microscópica e depende do conhecimento do campo de deformação

associado, o qual, em geral, é calculado de maneira aproximada utilizando métodos
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numéricos. Na Seção 6.1 estes métodos foram utilizados na obtenção de soluções aproxi-

madas para problemas de tração uni-axial envolvendo laminados elástico-lineares. Nesta

seção também vê-se que é posśıvel obter uma resposta mecânica global, ou, macroscópica

no caso linear que coincide com a resposta mecânica obtida a partir dos resultados

numéricos quando tanto o número de lâminas quanto o número de graus de liberdade

da aproximação numérica tendem ao infinito.

No caso não-linear, resultados análogos ainda são objeto de intensa investigação

devido não somente à complexidade de análise dos problemas não-lineares associados,

mas também à possibilidade de instabilidades que podem gerar múltiplas soluções para

um mesmo problema. Um procedimento de análise consiste em supor que a relação

constitutiva global, ou, macroscópica do laminado é dada por (HILL, 1972)

P̄(F̄) = D φ̄(F̄) , (5.86)

em que P̄ := 〈P〉 e F̄ := 〈F〉 são as médias do 1◦ tensor tensão de Piola-Kirchhoff e do

gradiente de deformação, respectivamente, com 〈·〉 :=
(
1
/
|Y|
) ∫
Y (·) dY sendo o operador

do valor médio, e

φ̄(F̄) = min
F∈K(F̄)

〈φ̃(F,X)〉 = min
F∈K(F̄)

2∑
r=1

Lr
L
〈φ̃r(F)〉r (5.87)

é a função densidade de energia de deformação efetiva. Em (5.87),

K(F̄) =
{
F | ∃x = y(X) com F = ∇y(X) em Ω, x = F̄ X sobre ∂ Ω

}
(5.88)

é o conjunto de gradientes de deformação cinematicamente admisśıveis e 〈·〉r :=
(
1
/
|Yr|

)∫
Yr

(·) dY , em que |Yr| é o volume da r-ésima lâmina na configuração de referência Yr.

Assumindo deformações homogêneas nas diferentes camadas e impondo con-

tinuidade de carregamento e de deformação nas interfaces entre as camadas, obtém-se

soluções de equiĺıbrio, chamadas soluções principais, dos problemas mistos associados a

(5.86)–(5.88). Bifurcações podem ocorrer a partir das soluções principais devido à não-

convexidade de φ̃ com respeito a F. Estas bifurcações estão associadas a instabilidades

materiais que foram apresentadas na Seção 3.4. Neste caso, soluções secundárias estáveis

e, portanto, fisicamente posśıveis, podem existir enquanto que as soluções principais as-

sociadas podem se tornar instáveis e, portanto, imposśıveis de ocorrer no “mundo real”.

Lopez-Pamies & Ponte Castañeda [2009] investigam a ocorrência de instabilidades

macroscópicas ao analisarem a perda de elipticidade forte da função densidade de energia
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de deformação efetiva do bilaminado calculada em uma solução principal, a qual é definida

por

φ̂(F̄) = stat
F∈K(F̄)

2∑
r=1

Lr
L
〈φ̃r(F)〉r , (5.89)

em que, aqui, F̄ é constante por partes. Substituindo esta função densidade de energia

efetiva em (3.40) juntamente com (3.30), obtém-se a condição de elipticidade forte dada

por (b⊗ c) : D 2 φ̂(F̄)[b⊗ c] > 0 , ∀b ∈ R3 tal que |b| = 1 , ∀ c ∈ R3 tal que |c| = 1 . De

acordo com os autores, instabilidade macroscópica pode ocorrer no material sempre que

esta desigualdade é violada para algum F̄. Por definição, está claro que φ̄(F̄) = φ̂(F̄) da

configuração de referência, F̄ = 1, até a ocorrência da primeira instabilidade, após a qual

φ̄(F̄) ≤ φ̂(F̄).

Os autores utilizam o método de homogeneização de segunda ordem desenvolvido

por Castañeda e Tiberio (2000) para ganhar entendimento sobre o comportamento efe-

tivo de laminados hiperelásticos. Eles mostram que a função densidade de energia de

deformação efetiva do bilaminado pode ser escrita na forma

φ̂(F̄) =
L1

L
φ̃1(F̄1) +

L2

L
φ̃2(F̄2) , (5.90)

em que F̄1 e F̄2 satisfazem a condição de média global

F̄ =
L1

L
F̄1 +

L2

L
F̄2 (5.91)

e φ̃1 e φ̃2 são funções densidade de energia de deformação das fases 1 e 2, respectivamente.

Os autores também mostram que

D2 φ̃
(
F̄
)

= D2 φ1

(
F̄ 1

)
+c 2

[
c 1H−

(
D2 φ1

(
F̄ 1

)
−D2 φ2

(
F̄ 2

))−1
]−1

,
(5.92)

em que as componentes do tensor de quarta ordem H são dadas por

Hijkl ,
(
K−1

)
ik
NjNl , Kik ,

(
D2 φ1

(
F̄ 1

))
ipkq

NpNq , (5.93)

com Np, p = 1, 2, 3,, sendo as componentes da direção N de laminação do bilaminado em

sua configuração de referência. Neste trabalho N = e1.

Substituindo (5.90) na condição de elipticidade (3.35) com A (F,X) substitúıdo

por D2 φ̄
(
F̄
)
, tem-se então como resultado a falha da condição de elipticidade forte em

λ̄ ∼= 1.08. Argumenta-se em Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) que instabilidade
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macroscópica pode ocorrer como um resultado desta falha no meio efetivo correspondente e

que uma segunda solução pode bifurcar da solução principal (na Seção 6.2 são apresentadas

evidências dessa bifurcação por meio do estudo numérico utilizando o MEF).

Em particular, Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) restringem a atenção

para uma classe de materiais Neo-Hookeanos compresśıveis obtidos a partir de (2.6) e

repetida abaixo:

φ̃1(F) = µ(1)

[
F · F− 3

2
− log(det F)

]
+

(
κ(1)

2
− µ(1)

3

)
(det F− 1)2 , φ̃2(F) = t φ̃1(F) ,

(5.94)

em que as constantes materiais µ(1) e κ(1) são os módulos de elasticidade ao cisalhamento

e volumétrico, respectivamente, da fase 1 na configuração de referência e o fator multi-

plicativo t ∈ R quantifica o contraste de heterogeneidade entre as fases 1 e 2.

Os autores consideram também que a representação matricial de F̄ em (5.88) é

dada por (2.7) e repetida abaixo:

[
F̄
]

=


cos θ̄ −sen θ̄ 0

sen θ̄ cos θ̄ 0

0 0 1



λ̄ 0 0

0 λ̄−1 0

0 0 1



cos θ̄ sen θ̄ 0

−sen θ̄ cos θ̄ 0

0 0 1

 , (5.95)

em que λ̄ ≥ 1 e λ̄−1 denotam os estiramentos principais associados ao tensor F̄ no plano

definido pelos versores {e1, e2} e θ̄ ∈ [0, π/2] fornece a orientação, no sentido anti-horário

a partir da direção definida pelo versor e1, dos eixos principais de F̄T F̄.

Na Fig. 13 são ilustradas as configurações de referência B e a deformada y(B) do

bilaminado ao se considerar o cisalhamento puro dado pela condição de contorno (5.84)

juntamente com (5.95). Para θ̄ = 0o tem-se o experimento de cisalhamento puro ilustrado

na Fig.6.(b). Uma vez que a deformação imposta no contorno é plana e paralela ao plano

definido pelos versores {e1, e2}, é de se esperar que a deformação do laminado também o

seja e que o versor N que define a direção de laminação na configuração de referência seja

mapeado em um versor n que seja paralelo a este plano. O versor n define a direção de

laminação na configuração atual e está orientado a um ângulo φ com respeito à direção

definida pelo versor e1, conforme ilustrado no lado direito da Fig. 13. Utilizando a relação

(3.17) com y(X) = F̄ X e a expressão (5.95), obtém-se

φ = arccos

( √
2
(
cos2 θ̄ + λ̄2 sin2 θ̄

)[
1 + λ̄4 − (λ̄4 − 1) cos 2 θ̄

]1/2
)
. (5.96)
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Figura 13: Configurações de referência e deformada do bilaminado sob um estado plano
de cisalhamento puro.
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6 Apresentação e Discussão de Resultados

As implementações computacionais do MEF para comparação com os resultados

anaĺıticos apresentadas a seguir, para os casos linear e não-linear, foram feitas utilizando

a linguagem APDL do ANSYS para produzir as sequências de laminados de forma au-

tomatizada. Para uma consulta sobre como manipular geometrias e atribuir propriedades

materias de forma automatizada pode-se consultar o manual ANSYS, Inc. (2010). A lin-

guagem APDL permite escrever códigos com aspectos bantante similares aos desenvolvidos

em Fortran ou outras linguagem de programação, de modo que o leitor que já tenha ex-

periência com alguma linguagem de programação conseguirá utilizar este conhecimento

para desenvolver seu próprio código em APDL. Uma forma de iniciar a automatização

é salvar o arquivo de comandos obtidos pela interface gráfica do ANSYS, após gerar

um modelo de base, seguindo o caminho de comando List>Files>Log file no Menu das

opções de listagem. A partir deste arquivo de Log pode-se salvar em extensão *.TXT,

por exemplo, APDL.TXT, para automatizar a geração de sólidos, malhas de elementos

finitos e atribuição das condições de contorno por meio de comandos de iteração. Todos

os comandos salvos no arquivo *.TXT podem ser copiados e colados na aba do Prompt

do ANSYS e executados com um comando ENTER via teclado. Pode-se também utilizar

a interface Mechanical APDL Product Launcher para indicar o arquivo APDL.TXT que

será executado em modo Batch no ANSYS, a fim de minimizar os custos computacionais.

O manual acima citado aborda este aspecto.

6.1 Resultados Obtidos do MEF e do MHA para um Laminado

Elástico Linear

O problema do laminado bifásico contendo n lâminas e correspondendo às ex-

pressões (5.61) a (5.63) foi resolvido via MEF utilizando o pacote computacional ANSYS,

Inc. (2010). Utilizou-se o elemento finito SOLID187, conforme ilustrado na Fig. 14, o qual

é um elemento finito tetraédrico que permite interpolação quadrática dos deslocamentos,
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sendo adequado para utilização em malhas não uniformes. Este elemento finito é com-

posto por 10 nós e cada nó possui 3 graus de liberdade, correspondendo aos deslocamentos

nas direções X1, X2 e X3.

Figura 14: Elemento finito tetraédrico SOLID187.

Na Fig. 15 ilustram-se os cilindros de secções transversais retangulares, (Fig.

15.(a)), e circulares (Fig. 15.(b)) contendo diferentes números de lâminas e discretizações

utilizando o elemento finito SOLID187. Os números de lâminas e os dados de discretização

relacionados ao cilindro da Fig. 15.(a) são apresentados na Tab. 1 . Os cilindros da Fig.

15.(b) são utilizados para verificar a dependência dos resultados de tensões e deformações

com a geometria do sólido.

Os valores utilizados para as constantes de Lamé em (5.62) são λ (1) = 31.034 MPa,

µ (1) = 3.448 MPa para a fase 1 (elastômero) e λ (2) = 79.007 GPa, µ (2) = 152.007 GPa

para a fase 2 (aço). O empilhamento das lâminas na direção X3 inicia-se com a lâmina

da fase 1.

A Fig. 16 apresenta os valores médios de tensão versus deformação obtidos via

MEF e via MHA na face X3 = 1.0. A curva sólida refere-se ao MHA e foi obtida da

expresão (5.68.b) utilizando ε= ε3. As demais curvas referem-se ao MEF. Pode-se observar

desta figura que, à medida que o número de lâminas n tende ao infinito, os valores obtidos

com o MEF tendem aos valores obtidos com o MHA.

Curvas tensão versus deformação também foram obtidas para o caso dos cilindros

com secções transversais circulares ilustrados na Fig. 15.(b). Conforme esperado da

teoria, estas curvas são idênticas às curvas mostradas na Fig. 16. Isto demonstra que o

comportamento global não depende da geometria do sólido elástico-linear.
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Figura 15: Cilindros de secção transversal retangular e circular compostos por 2, 16, 64 e
256 lâminas isotrópicas.

Tabela 1: Malhas empregadas no cilindro de secção transversal retangular.
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problema (1) a (3) utilizando o MEF para um número crescente de lâminas.  A  
obtenção desta solução é descrita a seguir. 

 

2.2 Resolução do Problema via MEF 

 O problema do laminado bifásico contendo n lâminas e correspondendo às 
equações (1) a (3) foi resolvido via MEF utilizando o pacote computacional Ansys3.  
Neste trabalho, utilizou-se o elemento finito SOLID187 do Ansys. O SOLID187 é um 
elemento finito tetraédrico que permite interpolação quadrática dos deslocamentos, 
sendo adequado para utilização em malhas não uniformes.  Este elemento finito é 
composto por 10 nós e cada nó possui 3 graus de liberdade, correspondendo aos 
deslocamentos nas direções x1, x2 e x3. 

 Ilustram-se na Figura 1 cilindros de secções transversais retangulares, (Figura 
1.a) e circulares (Figura 1.b) contendo diferentes números de lâminas e discretizações 
utilizando o elemento finito SOLID187.  Os números de lâminas e os dados de 
discretização da Figura 1.a são apresentados na Tabela 1.  Os cilindros da Figura 1.b 
são utilizados para verificar a dependência dos resultados de tensões e deformações 
com a geometria do sólido. 
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Figura 1: Cilindros de secção transversal retangular e circular compostos por 2, 16, 64 
e 256 lâminas isotrópicas. 

Tabela 1: Malhas empregadas no cilindro de secção transversal retangular. 

Malha
Número de 
Lâminas (n)

 Número de 
Elementos

 Número de 
Nós

Número de Graus de 
Liberdade

1 2 200 425 1275

2 16 40551 59464 178392

3 64 98239 141699 425097

4 256 500733 708492 2125476  
 

3 RESULTADOS E DISCUSSÕES  

 Os valores utilizados para as constantes de Lamé são  1 31,034 MPa  , 
 1 3,448 MPa   para a fase 1 (elastômero) e  2 79,007 GPa  ,  2 152,007 GPa    

para a fase 2 (aço).  O empilhamento das lâminas na direção x3 inicia-se com a lâmina 
da fase 1. 
                                                 
3 Ansys 5.5 é um software de propriedade da Anys Inc., PA, USA. 
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Figura 16: Curvas tensão T versus deformação ε em X3= 1.0 obtidas via MEF e via
MHA para os cilindros de secção transversal retangular.
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6.2 Resultados Obtidos do MEF e do MHA para um Laminado

Elástico Não-Linear

Nesta seção apresentam-se resultados numéricos do estudo do comportamento

de laminados hiperelásticos, no regime de grandes deformações. Estes resultados serão

comparados com resultados anaĺıticos obtidos via MHA apresentado na Seção 5.2. Lem-

brando da Seção 3, a configuração de referência de um laminado é denotada por B e o seu

contorno por ∂B. Considera-se que o laminado está em equiĺıbrio na ausência de forças

de corpo de modo que (3.18) é satisfeita. Lembra-se também da Seção 3 que o material

adotado é o Neo-Hookeano compresśıvel implementado no ANSYS, em que as funções

densidade de energia nas fases 1 e 2 são dadas por

φ̃1(F) =
µ(1)

2

(
F · F

(det F)2/3
− 3

)
+
κ(1)

2
(det F− 1)2 , φ̃2(F) = t φ̃1(F) , (6.1)

em que µ(1), κ(1) e t denotam as mesmas constantes materiais introduzidas em (5.94). As

condições de contorno impostas nos ensaios numéricos são dadas pela expressão geral

u|∂U = U,

t|∂t = t.
(6.2)

No caso de cisalhamento puro estas condições de contorno são dadas por

y(X) = F̄X sobre ∂B (6.3)

sendo F̄ dado segundo a expressão (5.95).

Os resultados numéricos foram obtidos considerando estado plano de deformação

(EPD) paralelo ao plano X1X2, em que a dimensão H3 apresentada na Fig. 12 tende a∞.

Estes problemas de deformação plana correspondem a cisalhamentos puros nos ângulos θ

impostos. Os laminados ensaiados numericamente possuem condições de contato perfeito

entre as lâminas.

Estudos preliminares demonstram que para o material Neo-Hookeano compresśıvel

implementado no ANSYS não ocorre qualquer tipo de comportamento anômalo quando

um sólido constitúıdo de material homogêneo é ensaiado à tração uniaxial, ou, ao cisalha-

mento puro correspondente à condição de contorno (6.3). Estes resultados são mostrados

nas figuras 17, 18 e 19 e comentados a seguir.

Apresentam-se na Tab. 2 as malhas utilizadas para discretizar os sólidos hi-

perelásticos aqui estudados. Estas malhas foram também empregadas para verificar as
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dificuldades de convergência para problemas com valores de t superior a 4 para todos os

ângulos θ̄ entre 0 e 30o. Por exemplo, verificou-se não convergência de solução para vários

pontos das curvas obtidas via MEF após o ponto de perda de convexidade, λ̄ = 1.06, no

caso em que θ̄ = 20o e t = 20 à medida que a malha é refinada. Para valores mais elevados

de t como, por exemplo, t = 512, só se obtém convergência para todas as malhas da Tab.

2 e para todos os ângulos aqui estudados até aproximadamente λ̄ = 1.01.

Apresentam-se na Fig. 17 as curvas das componentes de F versus λ̄ para o

caso de um sólido homogêneo constitúıdo do material Neo-Hookeano sob EPD e com as

dimensões C = H2 = 1 e H3 → ∞ sujeito aos ensaios de tração uniaxial (Esquerda) e

de cisalhamento puro considerando θ̄ = 20o em (5.95)(Direita). Para obter os resultados

numéricos empregou-se as malhas da Tab. 2. Nesta figura observa-se que os resultados

numéricos obtidos para ambos os ensaios e indicados na legenda por MEF NL são idênticos

aos resultados obtidos analiticamente. Nestes experimentos numéricos verificou-se ainda

que os resultados obtidos empregando-se malhas uniformes e as malhas dadas na Tab.

2 são idênticos entre si e também idênticos aos resultados anaĺıticos. Esta verificação

evidencia que a malha utilizada não tem influência nos resultados obtidos numericamente.

Tabela 2: Malhas empregadas na discretização do laminado.
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1 4 256 4096 14345 28690

2 8 256 8192 26641 53282

3 16 256 16384 51233 102466
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Na Fig. 18 apresentam-se as curvas det F vesus λ̄ para os ensaios de tração

uniaxial (Esquerda) e cisalhamento puro considerando θ̄ = 20o (Direita). Nesta figura

observa-se que os resultados anaĺıticos (linha pontilhada) e numéricos (linha cheia) são

indistingúıveis para ambos os ensaios. Observa-se ainda que a curva de det F para o ensaio

de tração uniaxial é monotonicamente crescente e para o ensaio de cisalhamento puro a

curva é constante e igual a um, pois a deformação é isocórica.

Agora, para verificar se o material Neo-Hookeano implementado no ANSYS pos-

sui algum tipo de comportamento anômalo, implementam-se os critérios de perda de

convexidade (expressão (3.39)) e perda de elipticidade (expressão (3.40)). Apresentam-se
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na Fig. 19 curvas (∆P̃ : ∆F)/(∆λ̄)2 versus λ̄ para ambos os ensaios, tração uniaxial e

cisalhmento puro. Os valores de
˙̃
P : Ḟ podem ser aproximados por (∆P̃ : ∆F)/(∆λ̄)2

versus λ̄. Os valores anaĺıticos apresentados na Fig. 19 são calculados considerando

diferenças finitas com os valores anaĺıticos de P e F para que pudessem ser comparados

diretamente como os valores obtidos numericamente de P e F obtidos do ANSYS. No caso

de sólido homogêneo a aproximação obtida por diferenças finitas corresponde à solução

anaĺıtica exata. Observa-se da Fig. 19 que para ambos os ensaios não ocorre perda de

convexidade para todo λ̄ ∈ (1.0, 5.0). Ao verificar o critério de perda de elipticidade, o

sólido homogêneo em nenhum momento deixa de atendê-lo. Assim, o sólido homogêneo

não apresenta qualquer comportamento anômalo. Ressalta-se novamente que os resulta-

dos numéricos foram vericados para malhas regulares e para as malhas irregulares da Tab.

2 e sempre apresentam resultados idênticos aos obtidos analiticamente e expostos acima.

O estudo preliminar apresentado acima sobre sólido homogêneo constitúıdo de

material Neo-Hookeano compresśıvel, cuja função densidade de energia tem a forma

(6.1.a), forneceu resultados computacionais e anaĺıticos que concordam muito bem entre

si para os ensaios de tração uniaxial e de cisalhamento puro com θ̄ = 20o. De particular

interesse neste estudo é a observação de que não há perdas de convexidade e de elipticidade

nestes ensaios.

Apresentam-se agora resultados referentes ao estudo de um bilaminado cons-

titúıdo por fases hiperelásticas cujas funções densidade de energia de deformação são

dadas por (6.1) e estão implementadas no ANSYS. Alguns dados referentes ao bilaminado

hiperelástico são os mesmos adotados no estudo anaĺıtico via MHA da Seção 5.2. Cabe

ressaltar que os resultados obtidos utilizando o MHA são idênticos aos resultados obtidos

utilizando o método de homeneização de segunda ordem tangencial apresentado na Seção

5.3 para F1 e F2 e para os casos que estão apresentados nesta seção. Os resultados do

MHA e do método de homogeneização de segunda ordem tangencial são anaĺıticos, mas

quando se tratar de resultados obtidos a partir das médias ponderadas de P, entende-se

que os resultados obtidos são do método de homogeneização de segunda ordem tangencial.

Dados adicionais são apresentados nesta seção. A geometria do bilaminado hiperelástico

está apresentada na Fig. 12. Neste trabalho escolheu-se como bilaminado representativo

para os resultados que se seguem um formado por 256 lâminas. As informações a respeito

da malha de elementos finitos utilizada para discretizar o bilaminado estão apresentadas

na Tab. 2. As malhas da Tab. 2 permitem que se tenha em cada uma das lâminas um nó

central que não está diretamente conectado a um elemento que faça parte do contorno da
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Figura 17: Componentes de F versus λ̄ calculadas analiticamente e via MEF para o
sólido Neo-Hookeano compresśıvel e homogêneo. Gráficos da Esquerda: Ensaio de tração
uniaxial. Gráficos da direita: Ensaio de cisalhamento puro.
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Figura 18: Determinante de F versus λ̄ obtidos analiticamente e via MEF para o sólido
Neo-Hookeano compresśıvel e homogêneo. Gráficos da Esquerda: Ensaio de tração uni-
axial. Gráficos da direita: Ensaio de cisalhamento puro.

 

 

 

 

 

 

 

 

Tração Uniaxial Cisalhamento Puro 

 

 

Tração Uniaxial Cisalhamento Puro 

 

 

 

 











    




d
e
t 
F











    




d
et
 F

MEF_NL Analítico











    





P
:
F)
/(


2












    





P
:
F)
/(


2




MEF_NL Analítico

Figura 19: Esquerda: Curvas
˙̃
P : Ḟ versus λ̄ para tração uniaxial em material Neo-

Hookeano calculadas analiticamente e utilizando o MEF. Direita: Curvas
˙̃
P : Ḟ versus

λ̄ para cisalhamento proposto por Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) em material
Neo-Hookeano calculadas analiticamente e utilizando o MEF considerando θ̄ = 20o.
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lâmina. Isto permite reduzir efeitos de borda. Após feita a malha de elementos finitos, o

bilaminado é então submetido ao ensaio de cisalhamento puro obtido a partir da condição

de contorno (6.3) com F̄ dado por (5.95).

No entanto, neste trabalho utilizou-se a malha 1 da Tab. 2 para discretizar o

bilaminado com 256 lâminas porque esta apresentou convergência satisfatória para quase

todos os casos de interesse deste trabalho com o menor tempo de processamento computa-

cional. Maiores detalhes serão discutidos posteriormente, com respeito as dificuldades de

convergência encontradas que indicam ser decorrentes da combinação de parâmetros θ̄ e

t. Os elementos finitos utilizados são serend́ıpitcos quadrilaterais quadráticos (Q8), 8 nós

por elemento finito, cuja designação no ANSYS é PLANE183. Novamente se utilizou da

linguagem APDL, analogamente ao feito para o estudo linear, para automatizar a geração

dos laminados e suas malhas, bem como para obter os campos de deslocamento de inter-

esse. A Fig. 20 ilustra o elemento finito PLANE183. Optou-se por uma malha com 4

elementos na altura do bilaminado e 4 elementos por lâmina do compósito, a fim de ter

um nó no meio de cada lâmina que ficasse livre de efeitos de borda, conforme mencionado

anteriormente. Além disso, estudos preliminares indicaram que os campos de deformação

e de tensão são aproximadamente uniformes na região central de cada lâmina e que esta

malha não apresenta problemas de convergência para os valores de t e de θ̄ aqui estudados

para λ̄ ∈ (1, 1.75).

Figura 20: Elemento finito quadrilateral PLANE183.

Neste trabalho utilizou-se as seguintes grandezas com os valores :

• t = 2, 4, 8, 16, 20, 32, 64 e 128, em que t foi introduzido em (6.1) e é uma razão de

rigidez entre as fases 1 e 2.

• κ(1) = 100 e κ(2) = t κ(1), em que κ(i), i = 1, 2, é o módulo volumétrico
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• µ(1) = 1 e µ(2) = t ∗ µ(1), em que µ(i), i = 1, 2, é o módulo de elasticidade ao

cisalhamento.

• c1 = L1/L = 0.7 e c2 = L2/L = 0.3 são as concentrações das fases 1 e 2, respectiva-

mente, na célula periódica.

Nas Figuras 21.(a) e 21.(b) são apresentadas as configurações de referência de

dois compósitos bilaminados com 2 e 32 lâminas, respectivamente. Nestes compósitos

pode-se notar as células periódicas formadas pelas fases 1 e 2, cujas as concentrações são

0.7 e 0.3, respectivamente.

Apresentam-se na Fig. 22 as configurações deformadas de duas lâminas conse-

cutivas localizadas na região central do bilaminado hiperelástico para t = 20, θ̄ = 20o e

λ̄ = 1.15. Observa-se desta figura que as linhas de interface entre os elementos 2055 e 2059

da fase 1 (L1) e entre os elementos 2039 e 2043 da fase 2 (L2) não são paralelas às linhas do

contorno que estão sob deformação imposta. Para investigar melhor este comportamento,

calculou-se os gradientes de deformação F1 e F2 nos pontos centrais das lâminas L1 e L2,

respectivamente. Estes pontos centrais localizam-se no centro das arestas comuns entre

os elementos 2055 e 2059 da lâmina L1 e entre os elementos 2039 e 2043 da lâmina L2.

Os gradientes foram então utilizados para gerar deformações homogêneas de elementos

quadrilaterais com dimensões unitárias. Configurações deformadas destes elementos cor-

respondendo aos gradientes F1 e F2 estão mostrados nas figuras 23 e 24, respectivamente.

Calculou-se também a média ponderada dos gradientes, c1F1 + c2F2, e a deformação

homogênea correspondente foi utilizada para obter as configurações deformadas dos ele-

mentos quadrilaterais mostrados na Fig. 25. As configurações deformadas mostradas nas

figuras 23, 24 e 25 estão sobrepostas às configurações de referência correspondentes. A

seguir, estes resultados são detalhados para cada uma das figuras citadas acima. Nestas

figuras citadas o parâmetro de carga λ̄ pertence ao intervalo (1, 1.75). Conforme já men-

cionado acima, neste intervalo foi posśıvel obter convergência para quase todos os pontos

da simulações numéricas realizadas com o bilaminado hiperelástico com 256 lâminas.

Apresentam-se na Fig. 23 as configurações de referência e deformadas do quadrado

na fase 1 do laminado hiperelástico. Na coluna da esquerda são apresentados os resultados

obtidos via MHA e na coluna da direita os resultados obtidos via MEF. Lembrar que as

configurações de referência são quadrados com arestas unitárias sobre os quais aplicam-

se deformações homogêneas obtidas analiticamente, MHA, e numericamente, via MEF.

Acima de cada figura estão apresentados os valores de λ̄, φ e det F = J . Ao comparar
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Figura 21: Bilaminado com (a) 2 e (b) 32 lâminas.

Figura 22: Configurações deformadas de elementos localizados na lâminas da fase 1 (L1),
concentração 0.7, e fase 2 (L2), concentração 0.3, que se encontram na região central do
laminado com 256 lâminas.
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as configurações deformadas obtidas por meio do MHA com suas respectivas obtidas por

meio do MEF verifica-se que estas são bastante diferentes umas das outras. Os valores

obtidos para φ e det F utilizando o MHA também diferem bastante dos valores obtidos

numericamente utilizando o MEF. Para λ̄ = 1.375 o valor de φ obtido por meio do MHA é

−14.5331o e o valor obtido por meio do MEF é −25.3593o. Para esta mesma deformação,

o valor de det F é 1.00163 obtido pelo MHA e 0.579412 quando obtido via MEF. Assim,

det F obtido via MEF sofre uma redução de aproximadamente 40% em relação ao valor

obtido via MHA. Para λ̄ = 1.75 os valores de φ são −28.1036o via MHA e −38.3601o

via MEF. Nesta deformação, os valores de det F são 1.00205 quando obtido via MHA e

0.243348 quando obtido via MEF. O valor de det F obtido via MEF para esta deformação

corresponde a uma redução de aproximadamente 76% em relação ao valor de det F obtido

via MHA.

Apresentam-se na Fig. 24 as configurações de referência e deformadas do quadrado

calculadas na fase 2 do laminado hiperelástico na mesma organização apresentada na Fig.

23. Novamente, as configurações de referência são quadrados com arestas unitárias sobre

os quais aplicam-se deformações homogêneas obtidas analiticamente, MHA, e numerica-

mente, via MEF. Ao comparar as configurações deformadas obtidas por meio do MHA

com suas respectivas obtidas por meio do MEF verifica-se novamente que estas são bas-

tante diferentes umas das outras. Os valores obtidos para φ e det F, utilizando o MHA

diferem bastante dos valores obtidos numericamente utilizando o MEF, mas não diferem

dos valores apresentados na Fig. 23 para a fase 1. Para λ̄ = 1.375 o valor de φ obtido

por meio do MHA é −14.5331o e o valor obtido por meio do MEF é −25.3949o. Para

esta mesma deformação, o valor de det F é 0.996188 obtido pelo MHA e 1.92434 quando

obtido via MEF. Assim, det F obtido via MEF sofre um aumento de aproximadamente

93% em relação ao valor obtido via MHA. Para λ̄ = 1.75 os valores de φ são −28.1036o via

MHA e −38.3149o via MEF. Nesta deformação os valores de det F são 0.995214 quando

obtido via MHA e 2.70811 quando obtido via MEF. O valor de det F obtido via MEF

para esta deformação corresponde a um aumento de aproximadamente 272% em relação

ao valor de det F obtido via MHA. É interessante notar da comparação de valores obtidos

via MEF e apresentados nas figuras 23 e 24 que os valores de φ são muito próximos entre

si e que os valores de det F são muito diferentes.

Apresentam-se na Fig. 25 configurações de referência e deformadas do quadrado

obtidas da média ponderada c1F1 + c2F2 para o laminado hiperelástico. Similarmente

à Fig. 23, segue-se a mesma organização dos dados. Ao comparar as configurações

deformadas obtidas por meio do MHA com suas respectivas obtidas por meio do MEF,
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Figura 23: Configurações de referência e deformada de um elemento quadrilateral com
dimensões unitárias para a fase 1 (c1 = 0.7).
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Figura 24: Configurações de referência e deformada de um elemento quadrilateral com
dimensões unitárias para a fase 2 (c2 = 0.3).
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Figura 25: Configurações de referência e deformada de um elemento quadrilateral com
dimensões unitárias considerando a média ponderada c1F1 + c2F2.
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verifica-se que estas não são muito diferentes umas das outras. Aqui também, os valores

obtidos para φ utilizando o MHA diferem bastante dos valores obtidos via MEF e são os

mesmos valores apresentados nas figuras 23 e 24. Já os valores de det F obtidos via MHA

estão próximos dos valores obtidos via MEF. Para λ̄ = 1.375 o valor de φ obtido por meio

do MHA é −14.5331o e o valor obtido por meio do MEF é −25.3699o. Para esta mesma

deformação, o valor de det F é 1 para o MHA e 0.982886 quando obtido via MEF. Assim,

det F obtido via MEF sofre uma redução de aproximadamente 2% em relação ao valor

obtido via MHA. Para λ̄ = 1.75 os valores de φ são −28.1036o via MHA e −38.2765o via

MEF. Nesta deformação, os valores de det F são 1 quando obtido via MHA e 0.983233

quando obtido via MEF. O valor de det F obtido via MEF nesta deformação corresponde a

uma redução de aproximadamente 2% em relação ao valor obtido via MHA. É interessante

notar dos valores obtidos via MEF que, apesar de det F1 ser muito diferente de det F2, a

média ponderada c1F1 + c2F2 está próxima de 1, valor este predito pela média ponderada

obtida via MHA.

A discussão anterior sobre os resultados das figuras 23, 24 e 25 serve de motivação

a discussão que segue abaixo sobre as componentes de gradientes de deformação obtidos

via MHA e via MEF. Neste sentido, apresentam-se na Fig. 26 gráficos destas componentes

versus λ̄ para t = 20 e θ̄ = 20o. Os gráficos das colunas (a) e (b) correspondem a

gradientes de deformação F1 e F2 calculados nas fases 1 e 2, respectivamente e os gráficos

da coluna (c) correspondem a gradientes de deformação calculados da média c1F1 + c2F2.

As curvas representadas pelas linhas sólida e pontilhada foram obtidas de gradientes de

deformação calculadas via MHA e via MEF, respectivamente, para o laminado elástico

não-linear. Para fins de comparação apresentam-se também as curvas traço-ponto obtidas

de gradientes de deformação calculados via MEF para um laminado elástico-linear. O

ponto de perda de elipticidade para o meio efetivo está representado por um ponto verde

sobre a linha sólida dos gráficos da coluna (c). Observa-se que, até este ponto, as soluções

obtidas via MEF para os materiais linear e Neo-Hookeano e as soluções obtidas via MHA

são indistingúıveis, inclusive para os valores das colunas (a) e (b). No caso de F12 e F22,

observa-se que a curva obtida para o material linear (linha traço-ponto) está praticamente

sobre a curva obtida pelo MHA (linha cheia) para λ̄ ∈ (1, 1.75) e que ambas as curvas são

muito diferentes dos valores obtidos pelo MEF para o material não-linear, representado

pela linha pontilhada, para grandes valores de λ̄. Observa-se ainda que os três gráficos para

F12 e para F22 são muito semelhantes entre si. Uma vez que (Cof F)e1=F22e1−F12e2, segue

do exposto acima e da discussão que precede (5.96) que os ângulos de rotação obtidos de

F1, F2 e c1F1+c2F2 são todos iguais, ou, próximos entre si, conforme observado da análise
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das figuras 23, 24 e 25. Para ser preciso, os ângulos obtidos via MHA são iguais entre si

e os ângulos obtidos via MEF, tanto no caso linear quanto no caso não-linear, possuem

valores próximos entre si. No caso dos gráficos de F11 versus λ̄ e considerando valores

moderados a grandes de λ̄, todas as três curvas são muito diferentes para gradientes de

deformação F1 e F2 e se tornam quase indistingúıveis para a média ponderada c1F1+c2F2.

No caso dos gráficos de F21 versus λ̄ para λ̄ grande, todas as curvas são muito diferentes

umas das outras.  
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Figura 26: Componentes do gradiente de deformação F versus alongamento λ̄.
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Utilizando escala de cores para representar valores numéricos e considerando t =

20 e θ̄ = 20o, apresentam-se na Fig. 27 campos de deslocamento u1 na primeira linha

e u2 na segunda linha e campo de tensão de cisalhamento T12 na terceira linha. Estes

campos estão mostrados sobre configurações deformadas do laminado linear na primeira

coluna e sobre as configurações deformadas do laminado Neo-Hookeano compresśıvel na

segunda coluna, correspondendo a λ̄ = 1.01 para ambos os laminados que possuem 256

lâminas. Observa-se da primeira e segunda colunas que, de forma aproximada, os campos

de deslocamento u1, u2 variam uniformemente e que os valores do caso linear e não-linear

são idênticos e próximos de zero. Os campos de tensão de cisalhamento são também

uniformes e próximos de zero mas apresentam diferenças entre os casos linear e não-linear.

Novamente, utilizando escala de cores para representar valores numéricos e con-

siderando t = 20 e θ̄ = 20o, apresentam-se na Fig. 28 campos de deslocamento u1 na

primeira linha e u2 na segunda linha e campo de tensão de cisalhamento T12 na terceira

linha. Estes campos estão mostrados sobre configuraçõs deformadas do laminado Neo-

Hookeano compresśıvel com 256 lâminas correspondendo a λ̄ = 1.08 na primeira coluna

e λ̄ = 1.30 na segunda coluna. O alongamento λ̄ = 1.08 corresponde ao ponto de perda

de elipticidade mostrado nos gráficos da Fig. 26. Observa-se da primeira coluna que, de

forma aproximada, os campos de deslocamento u1, u2 variam uniformemente e fornecem

um campo de tensão de cisalhamento também uniforme e próximo de zero. Este não é o

caso mostrado na segunda coluna, onde os campos de deslocamento não são uniformes e

fornecem um campo de tensão de cisalhamento que tem uma distribuição anti-simétrica

com valores bem diferentes de zero.

A seguir, apresentam-se resultados do comportamento de det F versus λ̄ quando

o parâmetro t é mantido fixo e varia-se o ângulo θ̄ e quando faz-se o contrário, fixa-se

θ̄ e varia-se o parâmetro t. Assim, apresentam-se na Fig. 29 as curvas det F versus λ̄

obtidas por meio do MHA na primeira coluna e as curvas obtidas por meio do MEF na

segunda coluna. Consideram-se para o cálculo dos determinantes t = 20 e os ângulos

θ̄ = 0o, 20o, 40o, 45o, 50o, 70o e 90o, conforme indicado na legenda da figura. Nesta figura

são apresentadas na primeira linha os resultados obtidos para a fase 1, na segunda linha

os resultados obtidos para a fase 2 e na terceira linha os resultados obtidos considerando

o determinante da média c1F1 + c2F2. Pode-se observar que os pontos das curvas obtidas

utilizando o MHA na fase 1 são monotonicamente crescentes para os ângulo θ̄ de 0 e 20o,

os quais correspondem às linhas traço-ponto e tracejada, respectivamente, e são monotoni-

camente decrescentes para todos os demais ângulos. Para a fase 2 ocorre o oposto, todas

as curvas com exceção das obtidas para os ângulos θ̄ de 0o e 20o são monotonicamente
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 (a)  Linear  (b)  Não‐linear 
 

 

 

 

 

Deslocamento 1u  

   0                                     . 003126                        .006252                         .009379                         .012505 
                        .01563                           .004689                        .007816                        .010942                      .014068 

Deslocamento 
2u  

Tensão de Cisalhamento 12T  

    .007573                         . 004469                    .001365                       .00174                            .004844   
                        .006021                        .002917                    .188E-03                     .003292                    .006396

      .004589                         .024354                          .044119                         .063884                        .08365   
                        .014471                          .034236                        .054002                        .073767                 .093532

.010094                        .021978                       .033861                        .045745                       .057629   
                   .016036                        .02792                        .039803                     .051687                        .063571

0                                     . 003126                        .006252                         .009379                         .012505 
                  .01563                         .004689                        .007816                        .010942                        .014068

   .007573                        . 004469                  .001365                    .00174                          .004844   
                    .006021                       .002917                    .188E-03                     .003292                       .006396

Figura 27: Deslocamentos horizontal u1 e vertical u2 e tensão de cisalhamento T12 con-
siderando EPD com t = 20, θ̄ = 20o e λ̄ = 1.01 para os casos (a) Linear e (b) Não-linear.
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 (a)  1.08    (b)  1.30   
 

 

 

 

 

 

0                                     . 090777                         .181555                         .272332                        .363109   
                  .045389                          .136166                        .226943                         .31772                      .408498

Deslocamento 1u  

0                                     . 024777                         .049553                         .07433                         .099107 
                   .012388                           .037165                        .061942                        .086718                      .111495

Deslocamento 
2u  

Tensão de Cisalhamento 12T  

    .056051                        . 032591                    .009131                    .014329                          .037789   
                     .044321                        .020861                    .002599                     .026059                         .049518

      .168681                      . 093288                    .017896                     .057497                         .13289   
                       .130985                   .055592                    .019801                         .095193                     .170586

       .120635                      .010959                    .098717                      .208394                         .31807   
                        .065797                      .043879                      .153555                        .263232                     .372908

         3.757                         2.419                       1.082                         .255588                         1.593   
                         3.088                        1.751                        .413158                     .924333                     2.262

Figura 28: Deslocamentos horizontal u1 e vertical u2 e tensão de cisalhamento T12 con-
siderando EPD com t = 20 e θ̄ = 20o para os casos (a) λ̄ = 1.08 e (b) λ̄ = 1.30.
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crescentes. No caso do determinante da média ponderada o valor obtido é unitário para

todas as curvas. Nos resultados obtidos pelo MEF os valores do determinante de F não

são monotônicos, à exceção dos ângulos 0o e 90o. Estes resultados não são vistos no gráfico

devido à escala adotada. Para o ângulo θ̄ = 20o observa-se que, a partir do ponto de perda

de elipticidade, λ̄ = 1.08, ambas as curvas da fase 1 e fase 2 distanciam-se rapidamente

da reta horizontal que passa por det F = 1. Após o ponto de perda de elipticidade, as

curvas para θ̄ = 20o são monotonicamente decrescente para a fase 1 e monotonicamente

crescentes para a fase 2. No caso do determinante da média ponderada, observa-se que,

mesmo com a oscilação apresentada pela curva θ̄ = 20o, todas as curvas estão próximas

da reta det F = 1.

Apresentam-se Fig. 30 curvas det F versus λ̄ obtidas via MHA e via MEF para

θ̄ = 20o e para t ∈ {1, 2, 4, 8, 16, 20}. A organização da figura é similar à descrita para

a Fig. 29. Observa-se que os comportamentos de todas as curvas obtidas via MHA são

aproximadamente monotônicas para λ̄ ∈ (1, 1.75) e o determinante da média ponderada

é igual a um para todos os valores de t. Para as curvas obtidas via MEF, observa-se que,

para valores de t maiores do que 8, os pontos das curvas se distanciam rapidamente da reta

det F = 1 a partir do ponto de perda de elipticidade (λ̄ = 1.08) à medida que λ̄ aumenta.

Similarmente ao que se observa quando θ̄ varia, verifica-se que o determinante da média

de F é próximo de um para todas as curvas, mesmo apresentando oscilações nos casos

em que t é maior do que 4. Estes resultados em conjunto com os resultados apresentados

na Fig. 29 revelam que a deformação média da célula periódica é praticamente isocórica

para todos os valores de θ̄ e t considerados neste estudo, embora as deformações de cada

fase não o sejam.

Há o interesse de investigar analiticamente e numericamente a desigualdade (3.39),

a qual pode ser reescrita na forma
˙̃
P(F,X) : Ḟ > 0. Numericamente, o lado esquerdo

desta desigualdade é aproximado por ∆ P̃ : ∆ F
/ (

∆ λ̄
)2

, em que lembra-se de (5.95) que

λ̄ é um dos estiramentos principais associados a F̄. Há também o interesse no cálculo de

d φ̃(F,X)
/

d λ̄ ≡ P̃(F,X) : Ḟ, em que φ̃ é dado por (6.1.a) na fase 1, ou, por (6.1.b) na fase

2. A taxa de variação de φ̃ com respeito a λ̄ representa uma medida da resposta mecânica

do material. Assim, apresentam-se nas Figuras 31 e 32 as curvas
˙̃
P : Ḟ e d φ̃

/
d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ

versus λ̄, respectivamente.

Na primeira coluna da Fig. 31 apresentam-se as curvas
˙̃
P : Ḟ versus λ̄ para as

fases 1 e 2 e para a média ponderada c1F1 + c2F2 na primeira, segunda e terceira linhas,

respectivamente, obtidos analiticamente. De modo similar, a segunda coluna apresenta



118
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

MHA MEF 

           
 

 

 

 











       




d
et
 F













       




d
e
t 
F











       




d
et
 F




d
et
 F













       




d
et
 F











       




d
et
 F




d
et
 F











       



d
e
t 
F

[ 0 ] 0 20 40 45 50 70 90

Fase 1: 1F  

Fase 2: 2F  

1 1 2 2c cF F  



Figura 29: Determinante de F versus λ̄ para t = 20 e θ̄ ∈ {0o, 20o, 40o, 45o, 50o, 70o, 90o}.
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Figura 30: Determinante de F versus λ̄ θ̄ = 20o e t ∈ {1, 2, 4, 8, 16, 20}.
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na mesma ordem das linhas da primeira coluna as curvas
˙̃
P : Ḟ versus λ̄ para as fases 1 e

2 e para a média ponderada c1F1 + c2F2 obtidas por meio do MEF. Aqui, no entanto, o

eixo da ordenadas é apresentado em escala logaŕıtmica para contemplar todos os valores

de
˙̃
P : Ḟ no intervalo (1, 1.75) de λ̄ para o caso θ̄ = 20o. Observa-se da Fig. 31 que os

valores obtidos por meio anaĺıtico variam suavemente para todos o ângulos apresentados,

o que não ocorre para os valores obtidos via MEF após o ponto de perda de elipticidade,

λ̄ = 1.08 no caso θ̄ = 20o. Segundo o critério de perda de convexidade, pode-se observar

que a fase 1 não sofre amolecimento para valor algum obtido analiticamente e endurece

para o ângulo θ̄ = 20o. Por esse mesmo critério, a fase 2 amolece segundo os cálculos

anaĺıticos para os ângulos θ̄ = 40o no ponto de perda de elipticidade, λ̄ = 1.08, e para

θ̄ = 20o quando λ̄ = 1.40. Para os resultados obtidos por meio do MEF na fase 2, nota-se

que esta fase endurece para todos os ângulos θ̄ e muito acentuadamente para θ̄ = 20o

após o ponto de perda de elipticidade. No caso do critério calculado utilizando os valores

do MEF, verifica-se que, utilizando a média ponderada, há perda de convexidade em

λ̄ = 1.06 quando θ̄ = 20o. Este valor não pode ser visto no gráfico da média ponderada

para o MEF porque os valores no eixo das ordenadas estão em escala logaŕıtimica. Para

exibir este valor, fez uma ampliação dessa região de interesse, selecionando apenas a curva

correspondente a θ̄ = 20o, apresentando-a na primeira coluna da Fig. 33 a ser apresentada

abaixo.

Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) verificam um outro critério de amoleci-

mento por meio das curvas d φ̃
/

d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ versus λ̄, em que considera-se que não há

amolecimento quando duas curvas correspondentes a ângulo complementares, por exemplo

os ângulos θ̄ = 40o e 50o, continuam paralelas entre si à medida que λ̄ aumenta. Estes

resultados podem ser melhor observados na Fig. 32. Nesta figura, a primeira coluna refere-

se aos resultados obtidos analiticamente, os quais são idênticos aos resultados obtidos

por Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009). Lembre-se da Seção 5.3 que estes autores

utilizam um método tangente de segunda ordem para calcular as propriedades efetivas

do meio homogeneizado. Na segunda coluna são apresentadas as curvas d φ̃
/

d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ

versus λ̄ obtidas por meio do MEF para as fases 1, 2 e considerando a média ponderada.

Comparando as curvas correspondentes obtidas de cada método para cada uma das fases

e para as médias ponderadas de P̃ e F, observa-se que o material sofre amolecimento

para θ̄ = 20o na fase 2 e para a média ponderada nas soluções obtidas analiticamente e

endurece nas fases 1 e 2 para este mesmo ângulo nas soluções obtidas pelo MEF. No caso

do MEF, tem-se ainda que o material sofre também amolecimento para θ̄ = 20o em um

pequeno trecho entre λ̄ = 1.085 (logo após o ponto de perda de elipticidade) e λ̄ = 1.115.
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Após este trecho, o material começa endurecer abruptamente. Por razões de escala este

trecho está melhor detalhado no lado esquerdo da Fig. 33 apresentada a seguir.

Apresentam-se na Fig. 33 curvas
˙̃
P : Ḟ e d φ̃

/
d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ versus λ̄, à esquerda

e à direita, respectivamente, obtidas do MEF utilizando médias ponderadas de P̃ e F

para o ensaio de cisalhamento puro em que θ̄ = 20o e t = 20. Estas curvas são trechos

de curvas apresentadas nas figuras 31 e 32 no intervalo λ̄ ∈ (1, 1.15). Na curva
˙̃
P : Ḟ

observa-se que o ponto preto refere-se ao ponto de perda de convexidade em λ̄ = 1.06 e o

ponto verde refere-se ao ponto de perda de elipticidade em λ̄ = 1.08. Segundo o critério

de amolecimento dado por
˙̃
P : Ḟ ≤ 0, o material efetivo amolece para λ̄ ∈ (1.08, 1.115),

sendo que em λ̄ = 1.11 inicia abruptamente uma mudança de direção para endurecer a

partir de λ̄ > 1.115. Na curva d φ̃
/

d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ o ponto em que há o primeiro valor

negativo é quando λ̄ = 1.085, ou seja, após o ponto de perda de elipticidade, λ̄ = 1.08,

marcado sobre a curva por um ponto verde. Segundo o critério proposto por Lopez-Pamies

e Ponte-Castañeda (2009) conclui-se que há amolecimento do material na solução obtida

pelo MEF para o ângulo θ̄ = 20o do ponto de perda de elipticidade até aproximadamente

λ̄ = 1.115 e então inicia-se um endurecimento do material bilaminado.

Do exposto anteriormente verifica-se que ambos os critérios de amolecimento

permitem obter conclusões semelhantes a respeito do comportamento da microestrutura

do bilaminado quando analisadas as soluções da média ponderada obtidas via MEF: as

curvas do material indicam amolecimento a partir do ponto de perda de convexidade e

acentuação deste amolecimento a partir do ponto de perda de elipticidade até aproxi-

madamente λ̄ = 1.115 para então iniciar um endurecimento no caso de t = 20 e θ̄ = 20o

conforme apresentado na Fig. 33 (Esquerda).

Apresentam-se na Fig. 34 curvas φ versus λ̄ obtidas de ambos os métodos, método

anaĺıtico (à esquerda) e MEF (à direita), no caso da média poderada de F para diferentes

ângulos θ̄ e t = 20. Comparando cada curva obtida por via anaĺıtica com a sua corresponde

obtida por meio do MEF, pode-se observar que apenas as curvas de θ̄ = 10o e θ̄ = 20o são

muito diferentes para grandes valores de λ̄. Observa-se que a solução obtida via MEF para

θ̄ = 10o e θ̄ = 20o bifurca da solução obtida analiticamente com um trecho de transição

suave a partir do ponto de perda de elipticidade (ponto verde) quando comparadas com

suas respectivas curvas obtidas pela via anaĺıtica. Na curva obtida via MEF para o

ângulo θ̄ = 10o pode-se também observar que há um ponto fora da curva para λ̄ ∼= 1.26.

A investigação deste caso não permitiu chegar a uma conclusão de quais motivos levaram

a obter este ponto.
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Figura 31: Curvas
˙̃
P : Ḟ versus λ̄ para ensaios de cisalhamento puro dados por (6.3) e

(5.95) segundo diferentes ângulos θ̄ e t = 20 em material Neo-Hookeano compresśıvel por
via anaĺıtica (Esquerda) e via MEF (Direita) para as fases 1, 2 e considerando as médias

ponderadas de P̃ e F.



123
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

Analítico MEF 

           
 

 

 











       




P
:
F)
/














       




P
:
F)
/












       




P
:
F)
/
















       




P
:
F)
/


















       




P
:
F)
/
















       




P
:
F)
/




[ 0 ] 0 20 40 45 50 70 90

Fase 1 

Fase 2 

Média Ponderada 



Figura 32: Curvas d φ̃
/

d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ versus λ̄ para ensaios de cisalhamento puro dados
por (6.3) e (5.95)segundo diferentes ângulos θ̄ e t = 20 em material Neo-Hookeano com-
presśıvel por via anaĺıtica (Esquerda) e via MEF (Direita) para as fases 1, 2 e considerando

as médias ponderadas de P̃ e F.
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Figura 33: Curvas
˙̃
P : Ḟ (Esquerda) e d φ̃

/
d λ̄ ≡ P̃ : Ḟ (Direita) versus λ̄ para ensaio de

cisalhamento puro dados por (6.3) e (5.95) considerando θ̄ = 20o e t = 20 em material

Neo-Hookeano compresśıvel via MEF no caso de média ponderada de P̃ e F.
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Figura 34: Curvas φ versus λ̄ obtidas de ambos, anaĺıtico (Esquerda) e MEF (Direita) no
caso de média ponderada de F para diferentes ângulos θ̄ e t = 20.
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Para melhor observar o comportamento das curvas φ versus λ̄ obtidas analiti-

camente e por meio do MEF para os casos linear e não-linear com t = 20 e θ̄ = 20o,

as mesmas foram plotadas conjuntamente na Fig. 35. Nesta figura, à esquerda estão

plotadas as curvas φ versus λ̄ ∈ (1, 1.75) e à direita as mesmas curvas correspondentes no

intervalo λ̄ ∈ (1, 1.10). A curva φ versus λ̄ obtida via MEF para o material linear serve

apenas para efeito comparativo, pois a solução é válida somente na vizinhança da con-

figuração de referência. Mesmo assim, é interessante notar que esta solução está próxima

da solução obtida analiticamente para o material não-linear. Na Fig. 35, nota-se clara-

mente a bifurcação da solução obtida via MEF com respeito à solução do MHA a partir

do ponto de perda de elipticidade, representado pelo ponto verde sobre a curva obtida

analiticamente.

Agora, para investigar melhor como as curvas φ versus λ̄ obtidas do MEF bifurcam

da solução principal (anaĺıtica) em função da variação do parâmetro t, considerou-se os

valores t = 1(material homogêneo), 2, 4, 8, 16, 20, 32, 64 e 128 e θ̄ = 20o para obter as

curvas mostradas na Fig. 36. Nesta figura, à esquerda, encontram-se as curvas φ versus λ̄,

λ̄ ∈ (1, 1.75), obtidas analiticamente e via MEF à medida que t aumenta. A curva φ versus

λ̄ calculada por via anaĺıtica não depende das propriedades dos materiais, mas somente

do ângulo θ̄. À direita encontram-se trechos das curvas mostradas no lado esquerdo para

λ̄ ∈ (1, 1.18). Na figura da direita estão ainda colocadas sobre cada curva obtida por meio

do MEF os pontos de perda de elipticidade. Estes pontos foram obtidos analiticamente e

estão muito próximos dos valores que puderam ser estimados via MEF quando a solução

inicia a bifurcação a partir da solução principal. Nota-se ainda que, para os valores de t

menores ou iguais a 8, não ocorre perda de elipticidade do material e a soluções obtidas

analiticamente e via MEF são indistingúıveis. Para valores de t maiores do que 8, os

pontos de perda de elipticidade deslocam-se para a esquerda à medida que t aumenta.

Apresentam-se na Fig. 37 curvas φ versus λ̄ para (t, θ̄) = (4, 20o) no lado esquerdo

da figura e (t, θ̄) = (20, 30o) no lado direito da figura. As curvas foram obtidas utilizando

as malhas 1 a 5 da Tab.2 e analiticamente, conforme indicado na legenda. Para ambas

as combinações de (t, θ̄), as curvas são indistigúıveis entre si. Esta observação indica

que os problemas de convergência numérica relatados acima não se devem à estratégia

de refinamento das malhas de elementos finitos, mas sim ao comportamento do material

não-linear após a perda de elipticidade para certos valores de (t, θ̄).
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Figura 35: Curvas φ versus λ̄ obtidas via MEF para material elástico-linear (Linha sólida
azul) e via MEF (Linha pontilhada vermelha) e analiticamente (Linha sólida preta) para o
material Neo-Hookeano compressivel, considerando a média ponderada de F para θ̄ = 20o

e t = 20.
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Figura 36: Curvas φ versus λ̄ obtidas via MEF para o material Neo-Hookeano
compresśıvel, considerando a média ponderada de F para θ̄ = 20o e t ∈
{1, 2, 4, 8, 16, 20, 32, 64, 128}.
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7 Conclusões e Sugestões para Trabalho Futuro

O estudo do comportamento efetivo de bilaminados compostos por distribuições

periódicas de lâminas elástico-lineares, homogêneas e isotrópicas em equiĺıbrio na ausência

de forças de corpo, demonstra claramente que os resultados computacionais obtidos via

MEF tendem aos resultados anaĺıticos obtidos via MHA à medida que o número de lâminas

na sequência de bilaminados tende ao infinito.

Na investigação do comportamento efetivo de bilaminados compostos por dis-

tribuições periódicas de lâminas elásticas não-lineares, homogêneas, quase-incompresśıveis

e isotrópicas submetidos a condições de deformação impostas em seus contornos, os re-

sultados computacionais predizem perda de elipticidade para um ńıvel de deformação

próximo ao ńıvel de deformação da perda de elipticidade predita pelo método de ho-

mogeneização de segunda ordem tangencial. Os resultados anaĺıticos e computacionais

indicam que a perda de elipticidade é fortemente influenciada pelo contraste de hetero-

geneidade entre as fases e pelas condições de contorno.

Existem fortes evidências, segundo os estudos numéricos realizados neste tra-

balho, de que as soluções obtidas pelo MEF birfurcam das soluções anaĺıticas, ditas prin-

cipais, a partir do ponto de perda de elipticidade para determinados valores de θ̄ e t que

foram apresentados no caṕıtulo anterior. Este fato explica as grandes diferenças obser-

vadas entre as soluções obtidas empregando o MEF e os métodos anaĺıticos estudados

nesta tese para deformações após o ponto de perda de elipticidade.

Os problemas descritos acima são altamente não-lineares devido à não-linearidade

do material e às medidas de deformação utilizadas, e requerem métodos anaĺıticos e

numéricos de análise. Pretende-se utilizar a experiência adquirida e descrita nas seções

anteriores de modo a fazer um melhor emprego de métodos assintóticos e dos elementos

finitos na análise aproximada destes problemas. De um modo geral, será utilizada esta

experiência para obter outras sequências de soluções aproximadas e serão investigadas as

propriedades de convergência das mesmas.
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Deste modo, sugere-se para a continuidade deste trabalho:

1. A implementação de outros materiais para investigação dos fenômenos de instabili-

dades mecânicas;

2. A melhoria das malhas de elementos finitos utilizando ambos os tipos de refinamento,

p e h, a fim de discretizar melhor os laminados em estudo e superar as dificuldades

encontradas no decurso do presente trabalho com relação à convergência do método

iterativo utilizado pelo ANSYS. O método iterativo utilizado pelo ANSYS para re-

solver os problemas não-lineares não converge para θ̄ 6= 0 e para valores elevados

de λ̄ > 0. Espera-se que ao implementar o refinamento p os problemas de con-

vergência à medida que κ tende a um valor muito alto sejam solucionados. Apesar

dos resultados mostrados na Seção 6.2 permitirem extrair importantes conclusões

sobre o comportamento local do laminado para λ̄ ≤ 1.75, deseja-se investigar tal

comportamento para valores elevados de λ̄ e, assim, poder realizar comparações

com resultados obtidos na literatura como, por exemplo, aqueles mostrados por

Lopez-Pamies e Ponte-Castañeda (2009) em que λ̄ ∈ (1, 3);

3. O aprimoramento do código computacional desenvolvido em APDL para deter-

minação das constantes efetivas;

4. A continuação das simulações numéricas e a participação/ aux́ılio nos esforços do

grupo de pesquisa para a realização do estudo teórico.

5. Pretende-se continuar a implementação do código em APDL do ANSYS e considerar

outras condições de contato entre as fases além das condições de contato perfeito

que aqui são utilizadas.
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FIGUEIREDO, J.; VIAñO, J. M. Finite elements Q1-Lagrange
for the linear elasticity problem. Portugal, 2005. Dispońıvel em:
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dos coeficientes efetivos de um compósito elástico linear. Cadernos de Engenharia de
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APÊNDICE A -- Unicidade e Equivalência das

Formulações Variacional e de

Minimização na Elasticidade Linear

Clássica

Pode-se verificar a unicidade da formulação variacional, (4.23), por meio da

aplicação do teorema de Lax-Milgram, ver por exemplo, Sanchez-Hubert e Sanchez-

Palencia (1992) e Cioranescu e Donato (1999).

Assim, verifica-se que o problema dado por (4.23) satisfaz as hipóteses do teorema

de Lax-Milgram com o espaço V =
{
v ∈ H1(B), v|∂UB = 0

}
, a forma bililinear a(u,v)

a(u,v) =

∫
B
Cijkl(X) εkl(u) εij(v) dX, (A.1)

e o funcional linear L

〈L,v〉 =

∫
B
bi vidX +

∫
∂tB

ti vidS. (A.2)

Primeiramente, verifica-se que a forma bilinear em (A.1) é cont́ınua sobre V .

Desse modo,

|a(u,v)| =
∣∣∣∣∫
B

(Cijkl(X) εkl(u) εij(v)) dX

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
B

(k1 ηijηijεij(u) εij(v)) dX

∣∣∣∣
≤ k1 ηijηij

∣∣∣∣∫
B

(εij(u) εij(v)) dX

∣∣∣∣ ≤ k2 ηijηij
∫
B
|(εij(u) εij(v))| dX

≤ C
∫
B
|(εij(u) εij(v))| dX (por Cauchy− Schwarz)

≤ C
∫
B
|εij(u)|2 dX

∫
B
|εij(v)|2 dX

≤ C1 ‖|u|‖ V ‖|v|‖V︸ ︷︷ ︸
utiliz. a eq. de normas

≤ C1C2C3‖u‖H‖v‖H ≤ C‖u‖H‖v‖H ∀ u,v ∈ V .

(A.3)

Na última expressão de (A.3), que completa a demonstração, sugere-se consultar



142

Cioranescu e Donato (1999), em que é apresentada a equivalência entre as normas ‖| • |‖V
e ‖ • ‖H. Uma outra referência em que se encontram estas demonstrações é o trabalho de

Figueiredo e Viaño (2005), que apresentam as demonstrações para o caso linear isotrópico.

Agora, vê-se que a forma bilinear em (A.2) é eĺıptica sobre V . Assim,

a(u,u) =
∫
B Cijkl(X) εkl(u) εij(u) dX

≥
∫
B k2 ηijηijεij(u) εij(u) dX ≥ k2 ηijηij

∫
B εij(u) εij(u) dX ≥ C4

∫
B εij(u) εij(u) dX

≥ C4C5 ‖u‖2
H ≥ α0 ‖u‖2

H ∀ u ∈ V .
(A.4)

No último passo de (A.4) utilizou-se a Primeira Desigualdade de Korn conjun-

tamente com a Desigualdade de Poincaré para completar a demonstração, ver Oleinik,

Shamaev e Yosifian (1992).

O teorema de Lax-Milgram permite, em particular, demonstrar o seguinte re-

sultado sobre a minimização de funcionais quadráticos que são de sumo interesse em

importantes aplicações na teoria da elasticidade.

Seja H um espaço de Hilbert, L um funcional linear e cont́ınuo sobre H, e a =

a (u,v) uma forma bilinear, simétrica, cont́ınua e eĺıptica sobre H, então existe uma única

função u ∈ H para a qual o funcional I(v) = 1
2
a(v,v)−〈L,v〉 alcança o seu valor mı́nimo.

Em Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992) pode ser encontrado um estudo

mais detalhado sobre a minimização de funcionais lineares.

A forma a = a(u,v) e o funcional L satisfazem as hipóteses do teorema de Lax-

Milgram, que existe uma única solução u ∈ H do problema variacional dado em (4.23).

Qualquer que seja v ∈ H é posśıvel expressá-la na forma v = u + w com w ∈ H.

Utilizando o caráter bilinear e simétrico de a = a(u,v), e a linearidade de L, chega-se a

I(u + w) = 1
2
a(u + w,u + w)− 〈L,u + w〉

= 1
2
a(u,u) + a(u,w) + 1

2
a(w,w)− 〈L,u〉 − 〈L,w〉

=
1

2
a(u,u)− 〈L,u〉︸ ︷︷ ︸

I(u)

+ a(u,w)− 〈L,w〉︸ ︷︷ ︸
0 Por (4.23)

+1
2
a(w,w) = I(u) + 1

2
a(w,w),

(A.5)

do qual resulta, em virtude do caráter eĺıptico de forma a = a(u,v), que I(u+w)−I(u) =
1
2
a(w,w) ≥ α0 ‖w‖2

H ∀ w ∈ H, e como α0 > 0 finamente tem-se que o incremento

I(u + w)− I(u) ≥ 0 e a igualdade ocorre apenas quando w = 0, ou seja, o que se queria

provar.

Este teorema fornece um resultado muito importante que permite a busca da
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solução do problema variacional, (4.23) (ou a de seu equivalente problema na forma forte

dado pelas expressões (4.1), (4.2), (4.6), (4.20) e (4.21) como um problema de minimização

do funcional I(v) = 1
2
a(v,v) − 〈L,v〉. É interessante, também, que para o problema

estudado resulta que o ı́nfimo do funcional é negativo e igual ao oposto da energia de

deformação elástica, ou seja, que se u é a solução de (4.23) portanto I(u) = −W .

Por fim, sugere-se consultar Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992), em que

são apresentados resultados de interesse devido à importância destas formulações para a

aplicação de métodos aproximados de solução, como o MEF.




